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PREFAZIONE.

Il celebre Newton integrò le .funzioni razionali per formule

algebriche, per logaritmi ed archi .circolari (*) ;
queste grandezze

sono pur sufficienti ad ottenere la funzione che ba una derivata

razionale f{x,y) se le variabili x,y simboleggino le coordinate

di una conica, ovvero esprimano rapporti fra polinomi interi

ed ordinati rispetto ad una stessa lettera t. Quando invece la y

rappresenti un qualunque irrazionale algebrico della x, non si

può integrare il prodotto f{x,y)dx adoperando le funzioni alge-

briche e le trascendenti semplici; onde gli archi delle curve di

secondo, terzo.... grado si misurarono ricorrendo all' integrazione

per serie. Il Fagnani scoprì gli archi dell' eUisse a differenza retti-

ficabile e l'arco della lemniscata potersi bisecare per intersezioni

di cerchi e di rette: i fratelli Bernoulli, Maclaurin e d'Alembert

produssero ingegnosi lavori sugl'integrali riferentisi agli archi

delle coniche e della curva elastica, alla quadratura del cono

obliquo, al tempo che un punto soggetto alla gravità impiega

a percorrere un arco di cerchio situato in un piano verticale, ec.

Euler intuì la relazione algebrica fi'a le variabili dell'egua-

glianza —-^— = —^— . dove <p {x) significa una funzione

quartica intera; estendendo i teoremi del Fagnani chiamò ellit-

tico l'integrale di ciascun membro, che venne poi ridotto ad

altro più semplice contenente un Hmite od ampiezza, ed una co-

stante modulo : così Euler predisse l' esistenza di trascendenti

ellittiche più generali delle funzioni goniometriche. Lagrange

insegnò un metodo diretto per integrare la suddetta equazione

differenziale e stabilì una relazione fra i Kmiti di tre integrali

aventi lo stesso modulo e la somma nulla ; e poiché Landen con

una certa sostituzione algebrica espresse l' arco dell' iperbole per

archi di ellisse, il geometra torinese applicando la medesima so-

stituzione converse l' integrale ellittico ad un altro omonimo e di

modulo minore ; indi costruendo una scala di moduli ricavò serie

(*) De quadratura curvarum.
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convergenti atte a calcolare i valori approssimati dell' integrale.

L' attivo e perseverante Legendre raccolse ed ordinò le sparse

dottrine, riducendo gl'integrali ellittici a tre specie, o forme

canoniche, dipendenti dal modulo e dall' ampiezza, e la terza

specie ancor da un parametro ; durante otto lustri ei si travagliò

a svolgere le regole relative all' addizione ed allo scambio dei

parametri, e compilare tavole numeriche per render più breve

il computo degl' integrali. Fino dall' anno 1823 Abel, meditando

il trattato di Legendre, concepì il principio d' inversione (*),

prese per argomento il valore u dell' integrale ellittico, e riguar-

dando l'ampiezza qual funzione di u, vide il seno ed il coseno

dell'ampiezza ammettere due periodi, l'uno reale e l'altro imma-

ginario ; la quale scoperta insieme ad un meraviglioso teorema

suir addizione degl' integrali iperellittici eternarono il nome del

giovine autore. Il suo emulo Jacobi, generalizzando la sostitu-

zione di Landen, trasformò l' integrale ellittico u in un altro

simile ed il cui seno ampiezza fosse funzione razionale del seno

ampiezza di u ; come Abel discusse l' equazioni algebriche di-

scendenti dalla moltiplicazione o divisione dell'argomento, e per

radicali di secondo e terzo grado sciolse il problema di trisecare

una data ampiezza ; indi sulla nuova trascendente tìieta fondò la

teoria delle funzioni duplo-periodiche e le decomposizioni qua-

dratiche dei numeri interi. Gli analisti del secolo passato solevano

distinguere i valori reali dagl' immaginari e rappresentare grafi-

camente soltanto i primi
;

pertanto Cauchy e Puiseux introdu-

cendo la variabile complessa estesero a tutti gli enti analitici

la corrispondenza geometrica dei punti di un piano ; limitando

con un cerchio la regione in cui una serie è convergente, opera-

rono r integrazione per linee rette e curve, descrissero cappi e

cicli intorno ai punti di discontinuità, onde ne ricavarono i pe-

riodi multipli degl'integrali definiti, e dall'equazioni differenziali

fecero scaturire le proprietà delle loro funzioni inverse.

Questo libro espone l' accennato sviluppo del pensiero scien-

tifico, insieme ad alcune applicazioni geometriche per esercizio

dei giovani studiosi.

15 agosto 1894. L' AUTORE.

(*) Niels-Henrik Abel; Tableau de sa vie et de son .action scientifique, par
BiERKNES. professeur à l' Université de Christiania. Paris, 1885.



TEORIA ELEMENTARE DELLE FUNZIONI ELLITTICHE

CON INTRODUZIONE STORICA.

Capo Primo.

ARCHI DELLE LINEE PIANE A DIFFERENZA RETTIFICABILE.

1. — La teorica degl' integrali ellittici ebbe origine da varie ricerche

sulle linee curve proposte e risolute nei secoli XVII e XVIII dai celebri

geometri i Bernoulli, Fagnani, Maclaurin ed Euler.

Giacomo Bernoulli in una breve Memoria pubblicata V anno 1679

negli Ada eruditonim di Lipsia, esponendo alcune pi-oprietà della spirale

parabolica, scoprì quella di poter assegnare due archi eguali in lun-

ghezza, sebbene dissimili e non sovrapponibili. Ei descrive la detta spi-

rale a somiglianza della parabola conica sostituendo all' asse rettilineo

una circonferenza; menato in questa un raggio fisso AB ed un altro

qualunque AD, vi determina un punto M della spirale costruendo

il segmento MD medio proporzionale fra la lunghezza dell'arco BD
ed il parametro 2p. Facciasi AB~r, BAD — m, AM=^p, l'equa-

zione polare della curva è per la costruzione precedente espressa da

(r— jo)2 = 2»rw; onde il raggio vettore è nullo per (»=——. Poiché

l'elemento di una curva in coordinate polari si determina con la formula

ds= V dp^-hp^doì-, resulta facilmente per la spirale parabolica:

L' integrale di quest' equazione preso fra i limiti r ed r— p rappre-

senta la lunghezza dell'arco BM=s, e siccome due secoli fa non sape-

vasi determinare la forma della funzione avente per derivata un radi-

1
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cale quadrico di un polinomio di grado superiore al secondo rispetto alla

variabile indipendente, il Bernoulli si volse a rappresentarla con una

quadratura. Egli prende sul raggio BA il segmento BP —DM=r— /:

e normale al medesimo raggio la lunghezza PM —y^^'~^{^) > ^^ cui

h è una terza proporzionale in ordine alla costante 2^ e la variabile

Pm= \/AP.P.B—\/p{r— o), l'estremo M' dell'ordinata ha per luogo

geometrico una curva quartica, e l' area y. compresa fra questa, la tangente

Fig. la. in J5 e le rette J/'P, PB è data

dall' integrale x —
f d o . PM' =

X S ' T= -n~spr = -^. Posta r origine nel

punto medio del raggio AB, asse delle

ascisse, l'equazione della curva M' in

coordinate cartesiane ortogonali assu-

me la forma if-= ,^{ —. x- ) -ì- -r\ è
•^ 4:p^\ 4 / 4

'

quindi simmetrica rispetto all'asse Oy

,

ad ascisse eguali P, ^ e di segno opposto ^y—p, —o^P corrispondono

le ordinate eguali PM, QN' e valori eguali per le aree BEM'P, AE N Q;

e così per la relazione dimostrata a = —
,

gli archi della spirale l' uno

contato da B verso ili e 1' altro da A verso N saranno d' eguale lun-

ghezza : se dunque col centro in J. e raggi AP, AO, AQ si descrivono

tre archi circolari che seghino la spirale nei punti M, I, N, risulteranno

eguali gli archi MI, IN di questa linea ed i rimanenti Pilf ed NA.—
2.— Nei medesimi Atti di Lipsia l'anno 1698 Giovanni Bernoulli ridusse

ad una ricerca analoga sulle quadrature il quesito : Determinare geometri-

camente un arco parabolico che abbia con un altro dato la ragione, n: 1.

Infatti osserva che la lunghezza dell' arco rettificato della parabola
:,'"- = 2py coincide a differenza di un fattore costante con la formula
dell'arco del trapezio mistilineo compreso fra un ramo dell'iperbole

equilatera y.^— x^= p^, l'asse delle ascisse e due ordinate; poiché re-

sulta :

arco parabolico s= f dxyi-hf-^J =- ^dx^x'^-hp^^- ("y,dx.
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Sia J5 C r arco parabolico s

e B' C quello dell'iperbole equi-

latera compreso fra le ordi-

nate corrispondenti alle stesse

ascisse B", C'\ la relazione

dimostrata equivale alla se-

guente ( 1 ) BG . p = trapezio

B B'^C'C B\ essendo p^OA
seraiparametro della parabola ed

anche semiasse trasverso del-

l' iperbole. Il suddetto integrale

si compone di una parte al-

gebrica e di un' altra

ritmica,

=r / dx\/a. -p^= xVx--T-l)^ (
x+Vx'+p''\

2 ' 2"'^^-V p
/'

Pi-^ log. SI assuma per

nuova variabile la proiezione z del raggio centrale M' sull' asintoto

cox'rispondente, si hanno facilmente le relazioni x =^ Iz j Vt ,

ìj = lz~\ ) V 1, nelle quali 2 rt^ = p^ e si dedurrà V^*+P'= (^+ 7' l^l'

x-h VxM^'=^K2, ed (2) u = ^(z^— ^^-ha^log.(-j. Si notino con

h, e i valori di z per i punti B', C ; si ottiene per le precedenti egua-

glianze (1) e (2) l'equazione BG.p=—j h 7 I^ì %)-r- a^log. -; e si-

milmente per un altro arco parabolico 3IN, chiamando con nevi va-

lori delle proiezioni dei l'aggi OM',ON', sull'asintoto deriva:

4 4 \u^ xr) u

E da queste relazioni si conchiude che la somma BC±MN sarà, al-

c V
gebrica, quando risulti r equazione ?0(7.-=fcZo(7. - = 0, ovvero una delle

seguenti -.- = l,j — - . Dunque è sempre possibile determinare più archi

parabolici aventi la loro somma algebrica rettificabile.

Il quesito proposto da Giovanni Bernoulli si traduce nell'equazione:

v'^ — u^ aWl 1\
,
„ u (e*— b«)

,
aVl 1\

, ^7 ^

V e"
ed affinchè questa riducasi algebrica basterà porre ~= —

.
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Ricavando il valore di v da questa proporzione e sostituendolo nella

precedente eguaglianza si trova :

la quale equazione biquadratica essendo priva dei termini di grado di-

spari l'ispetto all' ignota ii è evidentemente costruibile con le sole linee

retta e circonferenza.

3.— Un altro celebre teorema di Giovanni Bernoulli sugli archi delle

curve a differenza o somma rettificabile fu da lui così enunciato senza

dimostrazione negli Atti di Lipsia dell' anno 1698 : Si positis cuiusvis

curvce datce coordinatis x et y fiat alia curva, cujus coordinatce sunt

a;(-y^) et ox[-~-\ — ^ / -y— , erunt amhce curcce genitnx et genita
\(JL X / \a X / Ji %J ax

simul sumpta rectifìcahiles. Facta enim recta, qu(e se habeat ad ahscissam

curvce datce x ut cubus tangentis ad culum suhtangentis in eadem curva

data, cBquahitur licec recta longitudini curvarum simul sumptarum, idest si

elementutn curvce datce vocetur ds, longitudo ejusdem D, longitudo genitije

-r— j . Notandum Jiic si curva proposita versus axem sit

cava et posila dx constante, SxcPy fiat majus quam dxdy, lune diffe-

rentia curvarum dieta recite cequatur.

Per dimostrare il teorema Bernoulliano si ponga :

E da queste eguaglianze facilmente si ricaverà ?' (a?) -f- y (a;) = -5—

,

relazione -y— = ( -j^ ) -j— . Eliminando fra le precedenti la funzione y
' (re),

si concbiude 1' equazione razionale (3) ( -^ ) ~^\ ^rr ) = (
2?' (•'')—j-

)
=

= 4:(rf'{x)) — 4w'(.t)-—Hfy-J . Ora — è di forma irrazionale rispetto

a -5^; dunque per ottenere un'identità fra quantità razionali si porrà

ip' (x) — -^— .u, essendo u una tal funzione di x che l'integrale 2 / u-r--dx
dx " .' dx

divenga algebrico.
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È evidente doversi avere 2m = ('-^^ 4-3 a;-||.^, e per conse-

guenza 2'f(^) = J'(g.?^4-3..ggcZ.)=^(jiy. L'equazione (3)

'^ ^--^ ('^/-^(^)^=(2«-l)^-^(-^|)\2«-l)^edivieneassume

identica scrivendo :

dY ^ , ds^ ,
, ^ ds d's

dx dx^ dxdx^ U*/ da;c/a;^'

dX_dy\
dx

Integrando queste due ultime equazioni e tralasciando le costanti si

ottengono le coordinate della curva generata :

^^) -=^(^y-L/'(^)-. -=Kify\dx/
Se la curva data, le cui coordinate sono ij, x, è concava verso la dire-

zione positiva dell'asse Ox sarà ^<o, e siccome x è positivo il se-

condo termine della derivata--^ resulterà negativo; se dunque 3»—
"•* dx^

ha un valore assoluto maggiore di ^ , il valore di ^ sarà negativo eax dx °

la relazione (1) prende la forma:

J\dx^-ì-dr-j\d^:fdY'=..x(~y.

Esempio. — Sia data la parabola ny = ax", si deduce applicando le

formule.
Il = aa;"-i,X=a^:«^«-M-=^|^j a* *5"-^ dalle quali

3n— 2 2-^ l^
resulta r= 2^_j «^ 3„ •^3«-2.

^^^^ ^^^ ^_2 j^jj^^ parabola conica

1 4. ' ^

2/ =2^^' si genera la parabola cubico biquadrata Y=^p'* x'\ e la

somma degli archi corrispondenti compresi fra 1' origine e le ascisse x

per la conica, ed (j) . x per la cubico biquadrata, è eguale alla quantità

(-l)^-
E facile dimostrare pure la seguente osservazione dello stesso Ber-

noulli : Adeoque est Parabola cubicalis primaria, qua cum se ipse compa-
rata rectificari potest, seu in qua assignari posóunt duo arcus quorum dif-



ferentia est rectificàbilis. Infatti ponendo n = 5 si ha la parabola cubica

e le coordinate della curva generata saranno X = —
,

- -- / \'
Y=^dp^x % da cui Y^Slp^Xy, la quale coincide con la parabola

cubica; e siccome questa curva è concava verso la direzione positiva Ox,

dhj_
avendosi ^ = »" a; '* , 3 a;^ — — 2 «^ x ^ si conchiude che la diffe-

dx dx-

renza degli archi M^M— I ^ ds, mm, — I ^ ds è l' espressione alge-

brica :

ascisse dei limiti del secondo arco

sono determinate dalle relazioni x, X,= x^X^ — p^.

Fig. 3a.

^
La quantità algebrica è data

.

^**=*=^^^^^^ dal Bernoulli sotto forma geome-
'^' • trica, si conducano ai punti MeA M,

le tangenti R T, J?, T, sino ad in-

contrare l'asse Oy nei punti Te T^,

"x" indi le normali MN, M^N^ che se-

ghino respettivamente in N ed ^,

le parallele TN, T,N, all'asse

delle ascisse e poi da punti iV, N^

s'innalzino le perpendicolari iVi?,

-.V, -R , le quali intersecano le tangenti nei punti E ed E
, , si

avrà TE = x, [l -f-
(| ) ^]

^' =
^jVl"^'

^ "^^^)'
' ^' ^' =

irVl"^^''"^^^)'

ed arco il/, ili— arco mm^ = TB—T^E, (*).

4.— Le investigazioni dei fratelli Bernoulli furono estese dall'illustre

matematico italiano conte Giulio Carlo de' Fagnani (nato in Sinigaglia

il 26 settembre 1682 e morto il 18 maggio 1766) alle coniche a centro,

alla lemniscata ed alle parabole di grado superiore al secondo; è bene

(*) Giacomo Bernoulli nacque a Basilea nel 27 dicembre 1654 e vi morì il IG ago-

sto 1705, fu professore di matematica all'Università del suo paese natio. — Giovanni

Bernoulli nacque a Basilea il 27 luglio dell'anno 1667 e morì il primo gennaio 1748,

dottore in medicina e professore di matematiche all' Università di Groninga. Giacomo

fu il quinto e Giovanni il decimo degli undici figli di Niccola Bernoulli, negoziante e

membro del gran Consiglio di Basilea.



avvertire che le rettificazioni di queste curve furono oggetto di studio

dei geometri del XVII secolo e tenute per difficilissime e quasi insolubili.

Nel tomo XIX del Griornaìe de' letterati d' Italia, stampato a Venezia,

comparve, trascritto da un giornale di Sinigaglia dell'anno 1714, il se-

guente quesito proposto dal Fagnani : Data una parabola biquadratica

primaria, che ha per equazione costitutiva x'' — y e data una porzione di

essa, dimando che si assegni un'altra porzione della medesima curva tale

che la differenza delle suddette porzioni sia rettificabile. Se i geometri si

degneranno riflettere a quanto scrive V incomparabile signor Giovanni Ber-

noidli negli Atti di Lipsia dell' anno 1698, alla pag. 465, dopo la linea 5,

non giudicheranno questo problema affatto indegno della loro attenzione. —
Decorso un anno e non essendosi presentata alcuna soluzione nel

tomo XXII del suddetto Giornale di Venezia, il Fagnani pubblicò la

sua in un semplice scritto che ha per titolo : Nuovo metodo per rettifi-

care la differenza di due archi, uno dei quali è dato in infinite specie di

parabole irrettificab ili. Stabilisce alcuni teoremi di calcolo integrale e con

mirabile sintesi ne fa discendere proposizioni geometriche ; è importante

per la storia matematica di riassumerne i principia

I. L'integrale G
f
x ll-ì-x ì dx si riduce alla forma

X-hH
I

ll-T-x ì dx, in cui X denota una funzione algebrica e

gli esponenti m, ). sono numeri razionali, le quantità G ed H espri-

mono costanti. Il Fagnani dimostra questo lemma mediante il metodo

dei coefficienti indeterminati scrivendo X = il-T-a; j yAx -i-Bx 4-

-T-Cx --f-...), ed agli esponenti y-,!s,y attribuisce respettivamente i

valori 1— m, 1, l-f-m....che sono i termini di una progressione aritme-

tica con la ragione eguale ad m.

Differenziando i due membri dell' equazione precedente ed osservando

che SI ha per ipotesi X' = lGx — H) ll-r-x ) ; soppresso il

(m\X—l
I-fa; I , si conchiude .l'identità

cm y. — 1 / >rt

\

a H- "' — 1 JB— 1 / '«

\

Gx — H^A'j.x \\-\~x \-\-Am\x -^Bpx ll-f-x j

+

j5-t-w—

1

4- B\mx -1-.
. . .

.

Ordinato il secondo membro di questa eguaglianza rispetto ad a; e

poi identificando nei due membri i coefficienti delle stesse potenze, si

avranno i valori delle indeterminate G, H, A, J5, C
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Esempio V.

1 3 1

Esempio 2°.

/x-idx 1 / j\i- 1 r—

J

-rX 3,

7t = - si ottiene (3) f{x) dx—
^

, essendo a= l,h=

x" ~^ (x" -^ ì))'' ~^ dx
II. Il differenziale (1) f(x)dx = '^

i>'
n''

^'" ^"* *'' ^'"

J) = (a;" -f-p)--!-^ (a;"-r-2)) -f- r, si trasforma ìielV espressione simile e di

segno opposto — f{z) dz per la sostituzione inversa (2) (x"-i-p} (z"-r-p) — r.

TZ OjZ h — \ T
Infatti resulta re"-' (Z:c — — 7——;

—

^ìi.^^-r-p) = nr".—wrT" ®

D=— Xt \', f r ; sostituendo questi valori nel secondo
r {z" -hpY -r- q {z" -hp) -f- ?•

' ^

membro della (1), si fa manifesta la verità della proposizione.— Posto

1 . ,,. ,^^ „, ^ -, x"-^dx

Vax^" -T-hx"-"-!- ex" -h d

= 3Pp-hlq, c = 3lp'*'-^2lpq-i-lr, d = lp^^lp^q'i-lpr.

Esempi. 1°. — Nel differenziale (1) facciasi p = q=^ , r = Z=l,

/i = — -, si avrà 2 = — e r espressione a; daj'^l-r-^'" si trasforma

-(I-m) , .

nella simile ed opposta —

s

dzyl-hz-"; ed affinchè questi dif-

cm / \'"-i • 3
ferenziali risultino della forma x flH-rc'" j cZo; si ponga /= ^,77i=2«

2 4
e si avranno i valori «=; — -r-.vi^— :;

—

7—7-, così per c=l resulta
1-I-4C l4-4c '

4 2 . _ * ^ / i
m=:— ^'*^~ —

r,
^^ ^^ differenziale (1) diviene x Tdxy l-T-a'~5.

Nel differenziale (3) facciasi a — 1, b = e = 0, d = 1 e si avrà r = 3,

2) = 1, Z = l, q = — 3; ed affinchè il differenziale risultante
y l-hx'"

ce
^"^ u OC

riducasi alla forma —= , si dovrà porre cm = n — 1, wi = 3n, dai
y l-i-x'"

quali si deducono i valori dei numeri m , n. Invece scrivendo cm = ^ -f- 1

,
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m= on si ottiene n 1— 6c
, e l'espressione.

G c-3

dx

Vi. v>.

si trasforma nell' opposta simile mediante la sostituzione s^
~'^'' =

= ( 14- a; '-'^'')
• y2x^-'^''— 1 ) ; in particolare per c = o il differenziale

si muta in
dx dz 1 H- a;-

per la sostituzione z^' = ^ —.,—

r

2x' ~\V\-\~x^ V\-\~z

Se in generale una relazione algebrica collega le variabili x , 2, dal

1' equazione differenziale
x"^ dx z'""dz

/'' X'
=;

\/(l

/•^ z"" d z

primo di quest' integrali si pone sotto la forma X —

= 0, significando con

dx

-\-x J
= costante ; in virtù della prima proposizione il

dx

'Y

essendo X una funzione algebrica di x, e così operando per l'altro integrale

dz
si ottiene

»» \e
— {X-r-Z} = cost.

Il Fagnani applicò queste semplici proposizioni alla rettificazione

degli archi delle parabole rappresentate dall' equazione 1/ =—^x ~ •

Stabilisce a priori l' identità :

Fig. '!-'

/
^ dx

V1-+-C
m f dx Vi^oT-

xS/l-^x , e che facilmente si ve-
m

rifica differenziando i due membri. Sia

OP=x ascissa di un punto qualunque A

_, _ ^ ^, della parabola, a cagione di ( -r- ) =x"',
S' T' T s y

' ' & \dx/

V integrale contenuto nel secondo membro dell' identità precedente rap-

presenta l'arco parabolico OA compreso fra l'origine ed il punto A,

e r espressione x V l+x*" è il valore del segm.onto della tangente com-
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preso fra il punto A di contatto e V incontro T con 1' asse Oy, e perciò

si ha la relazione / —
,

=—'— arco A—— TA

.

J Vl-i-x'"
"^

Sia 0P'=2 un altro valore dell'ascissa collegato con x per iin' equa-

zione algebrica, e z decresca al crescere di x; se A' è il punto corri-

spondente della parabola, si ha pure / —- =—— arco OA —r^ dz
re / —

=

-- T A',m

Aggiungendo le due eguaglianze precedenti membro a membro,

nell' ipotesi che i differenziali ——:== , . : siano eguali e disegno

V 1 -h «"' V 1 -^ 0"

contrario, si ottiene—'-—
{ arco J.-T-arco OA ) ( TA-r-T A'

) = cosi.m \ / m\ }

Per un'altra coppia di punti corrispondenti B e J5', le cui ascisse

sono X, z\ notando con J5S e B' S' le parti delle tangenti menate ai

punti JB e B' fino ad intersecare 1' asse Oy si trova la relazione analoga

^^farco OS 4- arco OB' j
— ^lSB+ S B j

= cost. E poiché i se-

condi membri contengono la medesima costante, eguagliando i primi

resulta arco ^J5— arco A' B' =—-^(lA-j- T A' — SB — S B'Xsicou-

chiude che la differenza degli archi AB, AB è una quantità algebrica.

Nel caso di m = 6 si ha la soluzione del quesito proposto dal Fagnani

per la parabola tj = -x'\ e si è veduto che, mediante la sostituzione

ic^ -f- 1 . . . dx
2^ = n^—f )

il differenziale —== si muta nel simile ed opposto.
^^ ~^ \/l-i-x^

I valori delle tangenti TA e T A' sono respettivamente x Vl-i-x^

/^ s 3a; v/(l4-rK^) {x^~x--hl) ,.,.,,, . „_
e z \/l-hz^=

/o t \\2 ed i valori delle tangenti SB,

S B' si deducono da quelli di T^ e T A mutando x in x. Per in = 4

si ha la parabola cubica primaria y = - x^ , il suo arco OA =

= / dx Vl-T-x'']e siccome per a; = - il differenziale —^=^ si mutaJo ,

'
z Vl-^x'

nel simile ed opposto, si avrà l'eguaglianza arco'AB — arco A B'

=
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= ^(tA-ì-T' A'—SB—S'b\ essendo TA = x Vi -+-x\T' A' ^zV l-hs'=

Si osservi che il teorema analitico del P^agnani consiste nell' aver

dato la relazione (1) {x"-r-p) {z"-hp)—r per integrale particolare, cioè

privo di costante arbitraria, dell' equazione dififerenziale :

H-l , , .'«-1 «-1 , , Jl-l
,^, X dx(x"-i-p)

,
z dz{z"-i-p) -rs / „ ,

\o ,

(2) ^,
— H j;. ^^ =0, ove D=:(aj»4-2))2 +

~\-q{os" -h p)-+-r e D, significa il valore che prende il polinomio D per la

sostituzione di z alla variabile x. Ponendo 11 — 2, h = ^, p^-hpq-hr= o,

p = -r,2p-T-q=j, si deduce q = ^ — =^, p^— r=p (2p+ (j')= ^j-, e l'equa-

zioni (1) e (2) per questi valori divengono (3) fhx^z--T-fl {x--r-z^}-i-gl= o,

, ^
dx dz

(4)
y{hx^-}-l) (fx'-^g) y{hz^-^l) {fz^+ g)

Similmente per »= 2, h— ^, iJ^-f-pq-ì-r — o, p — "^, 2p-ì-q =j ,

si ricava q - ~ j- ,P^ — i' = P (2|) H- »/) = 77 e 1' equazioni (1) e (2)
ti f J fi

riduconsi (5) fh x^ z- -i- ali (x^ -j^ z^) -r- al = 0, — - +
y{hx'-i~l){fx^'+ g)

_j
dz

Infine ponendo « = 2, h = -,p = 0, q = — \l~^f)' ** ~ 7/' ^'^^^*"

zioni (1) e (2) assumono le forme {6)xz = \ y^ , ./ ., ,,-,..,.,, .
4-

^ lif y {hx--^l) [fx'-hg)

_,
dz _

Il Fagnani die i tre integrali particolari (3), (5), (6) della stessa

equazione differenziale (4), ma non sembra che giungesse a quest' ultima,

sibbene egli differenziando la (8) e poi dividendo la nuova eguaglianza

per 2fxz ottenne l'equazione difi'erenziale h.d{xz)-r-l l i )
~

''j

e dalla stessa (3) ricavando successivamente ^; ed a? pose la prece-

dente sotto la forma (7) : dx -v/ /'^ ' h dz \/ Y^
'— = ,/—7-, d {xz).
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ed integrando stabilì la relazione :

f-^y/m-f-^.fz'-\-g y-fi
xs-\- cosi.

e simiìmente operò per le relazioni (5) e (G). 1 quali risultaraenti ana-

litici furono applicati dal conte Fagnani a dimostrare il suo bel teorema :

Potersi determinare in una conica a centro (ed in una cicloide, ec.) in-

finiti archi atenti la differenza rettificabile', essendo 1' origine di essi nei

vertici della curva. Questo scritto fu pubblicato nel tomo XXVI del

Giornale de' letterati d' Italia, anno 1716, e ristampato dal medesimo Fa-

gnani nel 2" volume delle sue Produzioni matematiche: Pesaro, anno 1750.

o. — In altre Memorie contenute nei tomi XXII, XXXIV... del citato

Giornale di Venezia, il Fagnani si occupò di rettificare la lemniscata e

giunse a scoprire mirabili proprietà di questa linea, fi-a le quali è sin-

golarissima quella di potersi dividere in 2, 3, 5 parti eguali e dissimili

mediante il cercliio e la retta.

L'equazione più semplice della lemniscata in coordinate cartesiane

ortogonali è [x^- -\- y-f = a- {x^- — ìf-). (*) Assumendo per variabile indi-

pendente la corda OM=^z= Vx^-r-i/-, ^i potranno esprimere le coor-

dinate del punto 3/con le formule x = ±: — XJ—^
—

, y = ±— Al—-—

,

e siccome per 5; = o risulta lim - = ± 1, si deduce esser le due tangenti

all'origine inclinate di ±45" all'asse della curva. Il differenziale del-

l'arco 0J/= s in funzione di 2 è dato dall'eguaglianza às =
Va'-z'

ed aggiungendo al numeratore la quantità nulla «- dz— z^ dz , si ot-

tiene ds ^ dz V-
z-dz

a'- — z'- Va'— .

(*) La lemniscata è un caso particolare della Cassinoide, ovvero di un'altra curva

di quarto grado generata nel modo seguente. Intorno ad un punto fisso esterno ad

un circolo di centro e raggio r si faccia ruotare una trasversale, la quale intersechi

la circonferenza nei punti ..V, iV", e la corda A^A'" si riporti a contare dall'origine

O sulla stessa trasversale in OM. Si troverà l'equazione del punto .1/ indicando con p

questo segmento, d la distanza 00 e con u l'angolo MOC, e si avrà l'equazione di

secondo grado 0X^—2 0N.dcosu-i-d^— r-= o, le cui radici X', ON" hanno per

somma 2(Zco«u e per prodotto d* — r'; quindi la relazione {ON'—0 N")''=zp*z=

:^4(r'— fZ'sera'o) od in coordinate cartesiane ortogonali presa la retta OC per asse

delle ascisse, (j:^-)-)/')'— 4r' (.c'-i-/)-H4:(Z*y'= o. Nel caso particolare che la di-

stanza OC sia eguale al lato del quadrato iscritto nella circonferenza si ha dr=zr\/T,

e si conchiude la lemniscata f"= r' co» 2 u ovvero in coordinate cartesiane (.c^-i-^'j' =^

= 4r=(x'— )/').
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V(j2_!_^2
2a'^zdz

^^-~^_ resulta àt =
^^, _ ^,^ y-^f^,^

Vt^-a^ =

^_ ^^^ (jacui — ^ = — ^ È facile conchiudere le seguenti
a^— z^ Vt'—a' Va' — z'

. . , a'^dt t^dt— {t^ — a^)dt_ t^dt z ,.
trasformazioni : ds ^= -.

= : — , . ^ ,

: — T "^?
yfi_a* Ki* — o* Vt' — a' «

avendosi ^ = a v -^—;—j • Aggiungendo e togliendo il termine -dsilwn-

t t^dt 1
lore di ds può scriversi sotto la forma ds = —dz-i d{tz).

/'•"
lo?-\-z^ r^ f^àt zt

ed integi-ando si trova s = / àzy-~^-^ 1 ^/
^,_ ^, „•

Ora il primo integrale del secondo membro rappresenta 1' arco del-

l' ellisse 2 X- -i- ij- = 2 a'^ compreso fra il vertice B del semiasse aV 2

ed il j^i^into N corrispondente all' ascissa x = z corda della lemniscata,

ed il secondo integrale rappresenta l'arco VM' dell' iperbole equilatera

x^— ?/- = a' limitato fra il vertice V ed il punto M' avente il segmento t

per raggio vettore, onde 1' arco della lemniscata compreso fra 1' origine

ed il punto 31 che ha per raggio vettore la variabile z è dato dal-

l' eguaglianza :

(1) arco 03/= arco ellittico BiV-f-arco iperbolico ¥31 — —
;

da questa relazione non si può ricavare il valore del quadrante della

lemniscata, perchè fatto z = a resulta f = » .

Or ponendo z=— il Fagnani ottiene la relazione:

cioè V arco 31A della lemniscata compreso fra il punto 31 ed il vertice

A del quadrante, a differenza di un termine algebrico è eguale alla

somma dell' arco ellittico NA e di un arco V3'l" della stessa iperbole

equilatera contato pure sul ramo di destra, raa nel senso delle ordinate

negative, e quindi la seconda eguaglianza :

(2) arco 31A = arco ellittico NA -r- arco iperbolico 31" V— - V (à— z'\

Aggiungendo le due eguaglianze, si trova riducendo quadi'ante lemni-
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scata = quadrante ellìttico BKA -f- arco iperbolico 31" VM'
at

zt . 1
tivo dell' identità '- -V a''— z

zt
,

(a«—

^

at ,j,-. (*j
z

Si noti con w 1' angolo che il raggio vettore 0M= z della lemniscata

fa con l'asse ox, le coordinate di ilf sono x = z cos oì
,
y^zsenw, e

quindi V equazione polare 2- = a^cos2w, detta y. V inclinazione della tan-

gente sul raggio vettore z, si trova tangcc — z -r- = — cof 2 &>
; da cui

K — — H- 2 w . Per il qual valore si deduce quello della normale condotta

dal centro sulla tangente, cioè lì
— z sen y. = zeos2w=^ -^ . Ora in ogni

curva r elemento dell' area compreso fra due raggi vettori successivi è

eguale ad -^pds; quindi 1' area contenuta fra 1' arco OM—s della lemni-

scata e la respettiva corda è data dall' integrale :

1 ^2 Va* z'*

e poicliè per = 01' area è nulla, si ricava C = j o' : onde S— j

è il valore dell'area; posto z = a e moltiplicando il resultato per 4, si

concliiude che Za superficie della lemniscata equivale al quadrato del suo

semiasse. Il valor coniugato
a'--h Va'— ;

rappresenta il segmento com-

preso fra la corda OM e l'arco supplementare 2q — s, notando con q

il quadrante della lemniscata. L' area 5^ può dividersi in m settori equi-

valenti con raggi vettori menati per 1' origine mediante costruzioni geo-

metriche di secondo grado. — Si jDrolunghi la corda M sino ad inter-

Fig. o". secare in T la tangente al vertice A

e resulterà AT = — =a\ -^ ; :

X a* -f- 2*

detto M questo segmento, si riporti

come corda OiV sulla lemniscata: pro-

lungando ON sino alla sua interse-

zione 12 con la tangente AT, si avrà

AB Va'—u'
, . » =z = OM.

{*) Attualmente la rettificazione della lemniscata si ottiene con integrali euleriani,

ovvero con integrali ellittici di prima specie. Vedasi Beeteakd, Calcul integrai, pag. 369.
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Il differenziale dell' arco ON= s' è ds' — = = — ds;
Va'— Il!* Va'*— z'*

a caofione dell ecfua^lianze du = , -v/rt*— »* — — -•

{a^-^z'-)Va*—z* «'+^'

Dalla relazione ottenuta ds-ì-ds' = o si coucliiude s 4- s' = cosf. Si

determina il valore delia costante ponendo 2 = a; cesi l'arco OM = s

diviene il quadrante ONMA e i' arco ON = s' si annulla essendo u = o;

quindi arco OiV-f- arco 031— ONMA, ovvero arco OM=arco NA.
Il Fagnani denominò arco diretto l'arco OM ed inverso quello contato

in senso opposto e con 1' origine al vertice A. Affinchè i punti N ed M
coincidano col punto medio B del quadrante della lemniscata, si dovrà

-5 s, cioè u'^z^-ha-(u--h2-)~a^= o :

a^-hz^ ^ '

e ne risulta 1' equazione 2* -|- 2a^^^ — a* = o, da cui 0'B = a\ \^^ — li

che si costruisce riportando sulla tangente al vertice A il segmento

AS^OA—-a, conducendo la bissettrice 01 dell'angolo SO A, pren-

dendo la media proporzionale AH fra le parti AS ed AI della tan-

gente ed infine sulla congiungente OK si segherà un segmento OB — AB..

L'arco della parabola y = - x^ misurato dall'origine ha per valore
ó

V integrale / dxV 1 -f- x'', che per l'identità del Fagnani pag. 9, si riduce

,, 1 ,/- r 2 f"" d-x
alla somma tì x y l-r-x' -—— / 77^= •

Il Geometra marchigiano adopera per trasformare quest' ultimo inte-

\ y \ t,i

graie la sostituzione (1) x^- = 5
, il cui differenziale di 1° ordine

, vdv{l—V\—v') ,,. ,. , , ,xax^^ ^^= -, moltiplicato membro a membro per r equa-
v'* Vi

—

v'*

1 \~{- \/\~v* , ,,, ,. vdx dv . 1
zione — = r conduce ali eguaglianza = -—== : inol-

ic- v^ ^ ^ a; 7/i_^t'

tre dalla (1) si ricava (2) v =—=: , e quindi (3)

e così riducesi a rettificare un arco di lemniscata. Anche dalla sostitu-

zione (4) x = ——= si ottiene (5)
—-== = — ; eliminando a; fra

yl— z'* \/l-\-x^ \/\— z*

l'equazioni (2) e (-1) e similmente fra le (3) e (5), risultano le relazioni
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(6) V = 2^ V 1 — z*
^ (7) — '^ = "

. È evidente che 1' equazione

1-i-z' Vi—v' a/i— 2'

(6) è integrale particolare della (7), e da quest' ultima si conchiude che

la variabile v rappresenta la corda di un arco della lemniscata doppio

di quello sotteso dalla corda z.

6. — La corda v dell'arco 031' doppio di Oilf, la cui corda è z, si esprime

in funzione irrazionale di z applicando la precedente formula del Fagnani

(l)v = --^—ì
—~

r",—

4

' essendo t la perpendicolare 3IE con-
CI -—

t

et ~r* 2

dotta all'estremo del raggio vettore 31 fino a segare l'asse ne

7

punto E, cioè t = AT.03I ^-x/a^

OA a--\-z^

Si può verificare direttamente la (1); infatti posto per semplicità a = \

-, ,^, ^ 2{l-%z'-^z^)dz ,- 1 1 — 6g*-^^^
. ,.

resulta (2) àv = — „ , i y 1 — ì;^ = — —;— ' ^ quindi

ne consegue 1' equazione differenziale —=^ = —f , che precisa-

Vl — i^' \/l— 0*

mente significa l'elemento infinitesimale dell'arco 03i esser doppio del-

l'elemento simile dell'arco 031. Con successiva ripetizione delle (1) si

otterranno le corde t?,, f^, v^.... degli archi 4s, 8s, 16s,... cioè:

_ 2ì; Vi— r*
__ 2«, Vi— t?/ _ 2i?, Vi— r„*

Al punto M' corrisponderà il punto iV' estremo dell'arco inverso Al^ì

di egual lunghezza dell' arco diretto 31' e la sua corda sarà eguale a

V-:r—
:—5 = -^ 7^-1, r e resulta arco N' A=^ arco 031 = 2 arco 0M=

1-hv^- l-^2z- — z'

= 2 arco NA. Se l'arco 031 è rappresentato da s e l'arco qualunque

ON avente la corda Ut si nota con s', l'eguaglianza arco 031=2 arco N

A

ovvero s = 2(q— s') differenziata diviene ds-r-2d8'^ o ; e quindi per

2 M \/l tt

. la formula (1) del Fagnani si conchiude la relazione e — '

1-T-M.*

la quale determina la corda dell' arco diretto 31 doppio dell' arco in-

verso NA in funzione della corda dell' arco complementare ON — s'.

La relazione (1) dà il modo di estendere agli archi della lemniscata

la projDrietà degli archi circolari di potersi dividere in un numero 2 " di

parti eguali mediante costruzioni della geometria, elementare. Infatti ri-
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ducendo razionale l' equazione (1) ed ordinando rispetto a ^ si trova

4 4

V V-

Ora il primo membro si risolve nel prodotto dei due fattori biqua-

dratici con potenze pari di ^r, 1 — y.z^-— z'' , 1 — Sz^— z" , sondo a e /^

4
collegati dalle relazioni a-f-/3 = — y. S =:4:: così vi sono due soluzioni

V

reali positive per la corda z dell' arco metà ad ogni determinato valore

di V ; e questo resultamento si deduce pure dalla figura, perchè vi sono

due punti M ed 31' della lemniscata dalla stessa parte dell'asse Oy che

distano dal centro del segmento v; perciò ai due archi 031, 03131'

corrispondono i loro punti medi ,n , m aventi per distanze dal centro

le radici reali di z.

7.— Per dividere il quadrante della lemniscata in tre ai'chi eguali 031^,

3f, itfj, 31.^ A, chiamando s ed ii le corde degli archi 0M^, OM^, si os-

serva che r arco diretto 31.^ è della stessa lunghezza dell' arco inverso

1 gt

A3I^ ed è doppio dell'arco 3I^ e quindi le due relazioni i4^ =

u' —
l-f-02'

- r.
, ^.^ ; dalle quali ne consegue 1 equazione reciproca 1-7-2*=

± 2 z {\ -r- z'^)
, la radice positiva minore di uno sarà la corda della

terza parte del quadrante, cioè Oil/, = —'—'-—^—

—

—— , e la corda

2
dell'arco OM.^^^^ del quadrante ha per valore:

Similmente si debba dividere il quadrante della lemniscata in cinque

archi eguali OJV, , N^N^, N,N^, -^a-ZV^, N^A: assumendo per incognite

le corde 0N^ = u, OXj^ — v, a. cagione dell' arco X^ doppio dell'arco ON.-,

si ha (1) v^ = —r^ r\^— , ed inoltre essendo l'arco OX doppio del-
(1 -r- u*Y

^11

l'inverso AX, resulta (2) u^ = —7^^^ rvr-^; così la soluzione del pro-

blema riducesi a risolvere il sistema delle due precedenti equazioni a

due incognite, le quali ridotte a forma intera divengono :

M*tt^-f-4M''-T-2tt*t;*— 4zt^-[-u^ = o, M^i;M-4v®+ 2«*it^— 4«*-f-M^ = o.

Moltiplicandole respettivamente per u®, «t^, indi per v*, «^, e sottraendo

i primi prodotti e i secondi, si troveranno le differenze divisibili per

%& — V* e riducibili alle seguenti equazioni :

2m*«* — 4M*t;*-T-i>*-r-M* = 0, «t* V* -f- 4 1<^ u^ — 1 = 0.

2
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Da quest'ultima si ottiene u-v^= \/5 — 2 e dalla prima u'^-i-v'' —

= 12 V5 — 26 ; si deduce u^ -^ v"" = a/14V5 — 30 , v^ - «- = \/lO n/"5 — 22
;

e quindi :

«J- = 2 Vl4 V5— 30 4- 2 VlOV5— 22, v='y/6\/5— 13-1-^340-152^5

e la corda della quinta parte del quadrante è data dalla formula

VIE
l4-«2

Adunque si conchiude il teorema del Fagnaui : Potersi dividere il

quadrante della lemniscata in archi eguali secondo i numeri 2", 3.2", 5.2",

in cui n è un qualunque intero positivo per costruzioni geometriche di se-

condo grado ; ed è evidente che si potrà pure costruire con interse-

zioni di cerchi e rette V arco eguale ad „ _ ^ del quadrante della

curva suddetta.

L' illustre matematico Guglielmo Libri (nato in Firenze da famiglia

patrizia il 2 gennaio 1803 e morto in Fiesole il 28 settembre 1869) os-

servò in un suo lavoi'o d'Analisi, (*) che eliminando successivamente

una delle incognite, per esempio, u fra le relazioni (1) e (2) del Fagnani,

soppresso il quadrato dell' altra incognita v nell' equazione risultante, si

ottiene la seguente :

0= r=r(i4-«*)Vl6r^(l-v'')T-16(l4-r'*Hl-t-*) [(I-t-ì^'') —

— 16r^ (1 — v')~\ = (?;'«4-20?;'« - 26y''-r-20i-* 4-l/ ~ 16 (v'-' — lU--^ 4-

-T-25v-°~37v^'^ — 37v^- — 2òv^-i-Uv'' — ì), la quale per la sostitu-

zione X = v^ si abbassa all' ottavo grado, cioè :

?;' -^ 56a;' -f- 172 .r'' _ 600 «' -^ 2070 .r' — 1592 ;r;' — 52^^ -^ 216.':— 15 = o.

Ora le relazioni (1) e (2) divengono identiche nelF ipotesi di ?f = v

è coincidono con 1' equazione (1 -f- «*)- — 4 (1—t*) = f- -f- 6 f*— 3 = o.

Inoltre le stesse relazioni (1) e (2) scritte sotto la forma m* (1 -i- f*)* —
— 16 v'* (1 — v'^y- — 0, «* (1 -f- M*)* — 16 u* (1 — u^y = per 2t* = ± ?j* si ri-

ducono all'equazioni (1-M'*)*± 16 (1 — u*)*=o, {i~hv/y±w{i-u^y=o,
e queste evidentemente ammettono le stesse radici ; V contiene pure il

divisore razionale (1 4- v^y -r- 4 (1 — v"") = v^— 2 v* -f- 5 ; dunque V è di-

(*) « Mémoire sur la résolntion des équations algébriques dont les racines ont entre

elles un rapport donne, et sur l'integration des équations difiFérentielles linéaires dont

les intégrales particulières peuvent s'exprimer les unes par les autres; lu à l'Acadéraie

des Sciences de Paris le 30 septemLre 1830. » — Trovasi stampata nel tomo X, pag. 167.

del Giornale di Creile.
'
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visibile pei' i due trinomi v'^-\-Qv''-— 3, v'^ — 2 «;*-:- 5, e quiudi per il

loro prodotto {l-ì-v'Y — lG{l — v'y = x' -}-àx^—10x^ -i-'àdx — lo, il

quoziente risulta eguale ad x'* -\-62x^— 26 a;^ — 12a?-T- 1; cosi il polinomio

V è eguale al prodotto (r^ — 2v'*~- 5) (y« -f- 6 v' — 3) (v'" -j- 52 y'-— 26 i-«—

— 12lJ*-T-l).

Il primo fattore ha radici immaginarie, il secondo ha una sola ra-

dice reale positiva v = 'v2V3— 3 = \/__J corda dell' arco OM.
^ 3H-2V3

2
eguale ai - del quadrante della lemniscata.

Infine il terzo fattore, posto y' = x e mandato a zero, determina

l'equazione di quarto grado irreducibile in fattori razionali x' '-~52x^—
— 26.e- — 12j?-t- 1 = 0, di cui due radici x^ , x^ sono per la formula del

Fagnani collegate dalla relazione ,r. = —y^ rr^— che si può scrivere° ^ * {l-r-x,y '

X,' 4- 4,ij.« -f- 6.C,'- 4- 4x, -r-

1

~ —— , e sottraendovi il polinomio
X,

nullo :k/'-ì-52V — 26«,- — 12.», -T-1 si trova 16a;, (l4-2.r, — Sa?,-) =
16a;, (1— .r,)* , . . . l~x, „

, ,= ~ -^•, da CUI SI ricava x^ — ^ ^
—

, ovvero àx^x.-r-Xt-vx^—
«5 l-r-3.r,

— 1 --
. L' equazione di quarto grado si decomporrà in fattori

quadratici col metodo del Ferrari scrivendola (x- -i- 26 x -ì- yY =
— 2 (351 -r- y) X- -f- 4 (3 -j- 13 y) -f- y- — 1, ed affinchè il trinomio contenuto

nel secondo membro risulti un quadrato perfetto rispetto ad x, si dovrà

avere la condizione 2(3 4-13^)- = (351 -hi/) (^- — 1), ovvero ordinando

per le potenze decrescenti di y, 1' equazione y^ 4-13?/^— 157 y — 369 = o
,

che ammette la radice razionale ed intera y = 9; così l'equazione di quarto

grado assume la forma («M- 26 a; 4-9)^— 5 (12a;4-4)^ = o, e perciò si

decompone libile due quadriche a;- 4- 2 a; (13-}- 6 V5)4-9-r-4K5=o,
x'- -'~2x (13 — 6 V5) 4- 9 — 4 K 5 ^-

;

la prima ha due radici reali negative e la seconda le due radici reali

positive a;,, a;,; dalle quali estraendo la radice quarta, si avranno i va-

lori delle corde ON^, ON,.

8. — Le belle proposizioni del Fagnani non passarono inosservate al

potentissimo ingegno di Leonardo Euler (nato a Basilea 1' anno 1707 e

morto a Pietroburgo nel 1783), che intravide la nuova ed ampia strada

aperta all' analisi infinitesimale, ed a questo fine compose una Memoria

col titolo : Ohsercationes de comparatione arcuum curvarum irreetificabi-

lium ; la quale è pubblicata nel tomo VI dei Naca Commentaria dell'Ac-

cademia di Scienze di Pietroburgo, anni 1756-57. L' Euler stabilì la

formula generale per la corda dell'arco di lemniscata multiplo di un arco
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dato s in funzione della corda s di quest' ultimo, generalizzando cosi la

proposizione del Fagnani. Si noti con ?< la corda dell'arco ns e posto

VI ^2 /j ^2

z—;—g,g= tt 'V/ -._,_ 2 ' ^* relazione dell' Euler

consiste nell' eguaglianza (2) ?; = corda (w-i- 1) s = ~
. Infatti diffe-

1

—

pq

renziando l'equazione precedente si ha dv-— -^ ^, —r, —^
,

(l—pqT-
ed in virtù della medesima (2) resulta :

{1—pq)-

dividendo membro a membro le precedenti si ottiene :

Per esprimere le quantità contenute nel secondo membro in funzione

di M e 2 e dei loro differenziali, si osserva che dalle (1) si deducono le

relazioni :

l-T-0-— u^-{-u^z-
: = ^^—i, l—p'- , . ., , 1— 3^ =

a

4?t2:\/(l — M*) (1— S') , 1, T f -1 ^ 1'

4p2 = jj^
—

^ ^
—
^
—-; dalle quali lacilmente consegue 1 egua-

li -I-m )
(1-7-^

)

glianza {l—p-) {l — q) — ipq =
(i ^ ^^2^ n _/gì^ > inoltre

differenziando le (1) si trovano:

, 't/l — 1** 2uz dz , , \/l— z^ 2uzdu
dp = dz\ --=.-, dq= du V ,

14-u^ {l~n')Vl-z' 14-2* (l-T-^')\/l— «'

e questa a motivo dell' equazione differenziale — = —
VI— M* VI— 2'

(che nasce dall' ipotesi u = corda ?is , 2 — corda s) , con 1' eliminazione di

1 r -, ndz\/l — i<* 2uz dz „ ... ,

du assume la torma dq^= j^== . bostituendo
1-i-z-- (l-r-2«)Vl— 2*

le precedenti espressioni nella (3) si giunge all' equazione differenziale

—
. = — '

;
questa ci dimostra esser v la corda dell' arco

VI — f* \/l — 2*

[71 -i-I) s. — Dalle formule del Fagnani si è veduto che la corda dell' arco

VI ^2

_^ , , rappresentando con v, la corda
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dell'arco complementare dell'arco (»-r-l)s si avrà:

_ /r=^^_ /{l-p'){l-q')-4pq ^ \/{l-z'){l-u^)-2uz
'~Vl4-«-^~V (1 4-^2) (1 4-52) (i_|_h2)(1_I_^2)_2jì2..ì'

E poiché \/(1-/)(1-m') = il^hu'-) (1-r-^^)Vn^r^^VnT^'v P«^^^

per brevità (l-l-u^) (l-h z'-) = A, V||~!'} |i^~|^I|
== ^, «^ = C, ri-

sulta identicamente ^-i (1 -r-5*) = 2(l-f-C-); e la relazione sui'riferita

AB-2G ,, ,. . . ,. , r • {B C)il~BC)
77- per 1 elimuiazione di A diviene i\ = —

1 znì
^^

l-f-BC*

Dunque le formule ch'esprimono le corde degli archi (??-r-l)s e

\_q
— («-f-l)s] sono simili a quelle che danno le tangenti della somma

e della diflferenza di due archi circolari ; cioè notando respettivamente

con z ed u le corde degli archi s ed ns della lemniscata, con z^ ed u^ le

corde degli archi complementari (q— s), (q— ns), si hanno per le corde v

e Vi degli archi {n-r-l)s, [q — (n-r-l)s] le relazioni v ^ z
—— -,

•
—

; COSI corda 2s — -
tti

~—i";

—

%
— , corda ((j;—2s) =

\~-u^^^zz

zC'— z' l — 2z^-zy , ^ / S-62'-z'\ ,.,= r^,—i-^ = T-T-17-5 ì 5
corda os — zi , . ^ x 5"^ ) > ec. {*)

In generale la corda di un arco multiplo dispari di s è una funzione

razionale di z.

Il sommo Gauss scoprì il maraviglioso teorema : La moltisezione della

circonferenza e della lemniscata in un numero primo j[J = 2"-}-l di archi

eguali, si può eseguire per costruzioni geometriche di secondo grado, cioè con

intersezioni di cerchi e rette, ei lo dimostrò solo per la circonferenza ; in

seguito r illustre Abel derivò la proposizione dalla teorica della divi-

sione delle funzioni ellittiche e dal metodo di Gauss per la soluzione

dell' equazioni binomio ; in questi ultimi anni il professor L. Kiepert,

applicando le teoriche di Abel, ha determinato l' equazioni di secondo

grado che risolvono il problema nel caso di p = 17. (**)

(*) Queste relazioni sono attualmente casi particolari delle formule della molti-

plicazione delle funzioni ellittiche.

(**) Vedi la sua Memoria: Sìehzehntheilung des Lemniscatenumfangs durch alleinige

Anweudìuìfj von Lineai und CirJcel. Journal of Borcliardt, tomo LXXV, anno 1S73.
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Fig. 6^

9.— Seguendo il metodo di Euler, si di-

mostrano facilmente i teoremi del Fagnani

sugli archi delle coniche a differenza ret-

tificabile.

L' arco ellittico B M contato dal ver-

^ tice B del semiasse minore fino al punto

3/ di ascissa x è definito dall' integrale

dx\/— r- in cui e = -. Siano ax^, a x, le ascisse di dueTO' — X- a

punti M ed 31', il dififerenziale della somma dei due archi BM, BM' è

àx^Ai
-^ T"

~^~ ^ -^a V "i
2^)' ® consi-

derando x^ , x^ come funzioni di una stessa variabile indipendente t si

\ t"- x"' 1
osservi, che posto ^j ^ = —r, , ovvero riducendo questa a forma in-

tei'a (1 ) e- x^ x^— (x,* 4 - x^') 4-1 = 0, si ottiene col differenziarla l' ideo-

tità e- d (a;, x^) = —- H—-^
. Per il qua! valore si avrà facilmente

(dX dx \—- 4 ^
1 = a e- d (a-, x^ ), e quindi inte-

x.^ x^ /

grando si conchiude arco J5 3/ 4- arco B 31 = a c^ x^x.^-r- C.

I punti 31 ed 3T, le cui ascisse sono collegate dalla relazione (1), si

chiamano corrispondenti od associati.

II valore della costante C si otterrà osservando che per x, = o si ha

052 = 1, e però gii archi corrispondenti B 31 e B3I' si riducono respetti-

vamente a zero ed al quadrante ellittico B 3131' A, onde la relazione

precedente diviene (2) arco B 31 -r- arco B 31' = a e- XjX.^-r-BM31' A , che

VI ^2
^ 5"^ -

1 — e^rc,^
'

dunque ad un dato arco B 31 corrisponde un arco inverso AM', tale che

la loro differenza è un' espressione algebrica. In particolare se i punti

M ed 31' coincidono in V, si avrà arco B V— arco VA = oe*a:,-, notando

con X, la pili piccola radice reale positiva dell' equazione e* a;,* — 2a;,-4-

4-1 = 0; r ascissa del punto Fé V=^ aXt=f a AÌ—^-r e 1' ordinata
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VP = h -v/——-
j onde la differenza fra gli archi B V, VA è eguale ad

(rt^— &^) a^

Il quadrato della distanza del punto V dal centro risulta —'— =

= a^-f-?/i^ — 2 a&cos 60", dalla quale espressione si deduce potersi geo-

metricamente costruire il punto N; perchè basterà descrivere un trian-

golo equilatero OAE sul semiasse OA dell'ellisse, indi sul lato AE
prendere un segmento AF-- OB semiasse minore, e col raggio OF e

centro costruire un cerchio, il quale segherà nel punto cercato V il

quadrante dell' ellisse. Se aXo, ax'o sono le ascisse di due altri punti as-

sociati iV ed N', si avrà pure :

arco BN-r- arco BN' = ae'^Xo odo -f- G, e sottraendovi 1' altra

arco -BM-f-arcoBilf'— ae-a;, x.^ -r-C, si deduce

arco MN— arcoil!f'iV= ae^{XiX^ — Xo x'o).

Così ad un dato arco 3IN avente 1' origine in un punto qualunque M
cori'isponde un secondo arco 31 N', tale che la loro differenza è alge-

brica. Ora si osservi che l'ordinata del punto M è y, = b yl— a;,^ e la

normale 3IG = n, compresa fra il punto M e V asse maggiore è eguale

a h \/l — e^x,^: onde si ricava a;„ = — e similmente rc'o = —
;

per i
*^

' ' n^ no ^

quali valori la relazione trovata diviene arco 31N — arco 31' N'

=

(ce ?/ CCn ?/ > \-i^ ^
) , (*) essendo (ic, , ?/,), [Xo ijo ) le coordinate dei punti M,N

n
I

ììo /

ed n, , ììo le normali condotte ai medesimi punti. Il rapporto — è il coseno

dell' angolo acuto t formato dalla tangente al punto M con 1' asse delle

Ilo • ^

ascisse e similmente - = cos t»; onde posto x. = cos s?, Xo = cos «o, si avrà
ilo

arco 31N— arco M W — - (cos y- cos t — cos ^o cos t»). (**)

/'^
/l — e^-x-

L' arco ellittico B31 = a 1 clx^ _ .,
per x = sen^ si esprime

(*) Quest' equazione fu data dall' illustre professor Augusto Griinert nei suoi ArcUv

der Mathematik und Pliysih: Sechsundzwanzigster Tlteil..., pag. 202.

(") È sotto questa forma che il grande analista Luigi Agostino Cauchy espose il

teorema del Fagnani nelle sue Ler;oii8 mr le» apiìlications du calcul injìnitésimal à la

Geometrie, tome II.
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secondo Legendre col simbolo ciE {e, «>) = a / do \/l — e-sen^ <? e per

9) = - si ottiene il quadrante ;
1' angolo

'f
fu chiamato l' ampiezza del-

r integrale.

I i^unti associati M ed M' hanno respettivamente per coordinate

,,
a^cos'^

, ,, b^senf
od — aseno,y -=^ hcos'^.x = ,

.
—^ ^^" ? 1 2/

~

= b cos ?', dalle quali si deduce tanrf ? tang 'ù' — -
\
ponendo per brevità

^ accosf . bcsenv ^, .
,

csen'f — A, ccos^ = B, = A^
,

= i',, si tro-

ya" — e" sen^ «p yà^— e' seti' ?

vera che i punti M ed M' giacciono su due iperboli omofocali alla data

ellisse ed aventi per equazioni ^-rj ^5- = 1 , "-t-t, — ^-^ = 1. Gli asintoti

dei rami dell'iperbole fanno con l'asse dell'ellisse le inclinazioni 5 e 5'

determinate dalle eguaglianze tang ^ = -j = cot. ?, tang 9'= —' = -tang ?,

e quindi tang 9 . tang ^' — - .

La tangente al punto M' ha per equazione -^- -r- -j-^ 1=0, ov-

vero per le sostituzioni dei valori di x". g"., xcos <;> -r-ysen 'f
—y a"— e' sen^ ?,

dalla quale apparisce che la normale abbassata dal centro sulla tan-

gente fa un angolo ? con 1' asse maggiore e la sua lunghezza è

p = a V 1 — e^sen' ? , la distanza del centro dalla tangente in M si ottiene

11- 1 . /sen* f cos^ a> a/ 1 — e^ sen' ? ...
per la relazione-; = \/ ^-, r-5— = —^ -, e quindi ne con-

p w a^ b- b
^

segue esser x)p' = ab. I semidiametri dell'ellisse che hanno la stessa di-

rezione degli asintoti sono /3, = —^ jO^ —p\ e perciò 0, p^= ab. Facilmente

risultano i semidiametri OM= ay'\— e^sen> . OM= \/^—.,

" '

„
^ ^

\ a- — e sen f

e la proiezione ortogonale del semidiametro OM. sulla tangente in M
/

' C € SCÌZ 1? COS 9
essere u— yOBI'^— p'^ =-- —

p

, che coincide col valore della
yl— e^ scn^<f

differenza degli archi BM ed M' A: alla stessa cònchiusione si giunge
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mediante la proiezione ortogonale del semidiametro 031' sulla tangente

al punto M'; infatti si ricava :

V a' — c sen cp Vl~e'sen-^

Volendo costruire i punti 31, 31 dell'ellisse che soddisfano alla

relazione :

arco B 31— arco SI'A^u, basterà risolvere rispetto a <j> 1' equa-

C^ 6^ SCÌt^ ^ COS ^
zione —3 ^—5

—

- = u^ e si otterranno le coordinate dei punti 31, 31';
1— e^ sen' ?

i > >

al qual resultato si giunge pure osservando che la normale 31G com-

presa fra il punto 31 e l'asse maggiore ha per valore h yl— e- se»"?,

r ascissa di (? è eguale a — x' = cesen'^^ e la distanza del centro dalla

, , „ „ 31P .OG ce sen <p cos <? . , ,

uoi'male e OH^—77-^7^— =^7^z=^
;
parimente per la normale

G3I Vl_e^sm'<?

^^, ^< j. /-i ^ e- ,. ae^cosf _-, ^, a(l— e')
31' G' si trova OG = — x" = — -

, M' G' — '

"
V^l — e^ sen"^

<f y 1— e^ sen^ <f

OR' ^= OTt: dunque le normali ai punti corrispondenti 31 ed M' sono

distanti dal centro dell' ellisse di un segmento eguale alla differenza degli

archi B3I, 31' A. Per ottenere il massimo del segmento OB^^u, si ri-

solverà r equazione — =^ 0, cioè e^ sen'' ?» — 2sen^ 'j„~{~ l = 0, da cui

resulta sen^ 'fo = -5 (« ±&). Si prenderà il segno inferiore, affinchè que-

sta trazione non superi 1 unita, e quindi se»-»» = ^

—

-, cos 'fo =

= —^^—

^

, tang ®o = "V/r 1 u = a— &
;
per i quali valori i due punti

31 ed 31' cadono nello stesso punto V, e le due iperbole omofocali

coincidono in una sola, avente per semiassi yaia — b), y b {a — 6).

Siano X, y le coordinate del punto T d' incontro delle tangenti

• ....„• 1 , • • xx" aiV-if)
ai punti associati 31, 31, si avranno le relazioni —^ = -^

—

r^,—rm 1

a' ^ y ~ ^» *^

y' y" b (a^ x')
^7T- = -^,—r^ , e dalle formule dimostrate risulta che i primi mera-

b'^ a y^-\-b X

sen ^ cos ^
bri di queste relazioni sono eguali alla stessa quantità ;

y a" — & sen^ y

dunque il punto jT descrive l'iperbole «(&'— ?/') = & (a' — a?') , avente
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per semiassi \a{a— &) , y & (a — &), omofocale all' ellisse, e che passa

per V e per i vertici del rettaugolo costruito sugli assi 2a, 2&.

Gli angoli w ed &j,, che i semidiametri OM, 031' fanno con l'asse

maggiore dell' ellisse, sono collegati per la relazione tang.Mtang.M^ — —
;

poiché esprimendo con p e 5, gli angoli che i medesimi semidiametri

fanno respettivamente con le normali alle tangenti, si trova tang. ,5 = -
,

tang.^i-= —=^ -j ; ora le normali p, p' fanno con l'asse maggiore gli

angoli ff, y, collegati dall'equazione tang. '{> tang. y, = j ; inoltre si ha:

, ,. ptanq.o— u tana.'?. — tana.S.
tang. m — tang. (? — ,:-) =^—^r , tang. o) — t—~- —^—^ =

p-T-utang.o 1 -i- tang. 'fi tang.,y^

b to' — pu tana. ?\ . , . ,. , c^ tana. ?= -(:r7-,

—

— I, ed a motivo di nu = csen-iicos
'f
=:

.
'

a\b tang. '^ -r- 1)11/ l-r-tang. '^

• ì, b W
risulta tang. f>\ = — cot o = — tang. »,

.

Similmente moltiplicando per 2^ i due termini della frazione che dà

il valore di tang. w, e posto in luogo di p^ V espressione equivalente

e'
b^-r-^ : i— , ed il ijrecedente valore di pn, si ottiene iaur/. w ^

1 -T- tang ^ ©
' ^ ' '

-^

= —, tana. ? , ec.

Il teorema del Fagnani fu dimostrato geometricamente dall' inglese

Brinkley (*) insieme con la proposizione : la superficie convessa del cilin-

dro obliquo a base circolare equivale ad un rettangolo avente per lati il

diametro del cerchio ed il perimetro di un' ellisse descritta con assi eguali

alla generatrice g e V altezza li del cilindro medesimo: infatti se y è l'in-

clinazione costante delle generatrici sul piano della base ed r il raggio

del cerchio, la sezione retta è un'ellisse avente per semiassi r ed rscnx-^

quindi il suo perimetro è 4 r / '^d^ayl — cos^ x . sen^ 's \ e siccome

sen y. — - , e la superficie laterale S del cilindro ha per misura il pro-

(') <£ A Theorem for finJing tlie Surface of an Oblique Cylinder with a Geometrical

Demonstration. Also, an Appeodix contaiiiinij some Observations on the method of

fiudint' the Circumference of a very Excentric Ellipse ; iucluding a Geometrical De-

monstration of the reinarkable property of Elliptic Are discovered by Count Faguani.

Transactious of the roy. Irish Aoademy, voi. IX. Dublin, 1803. ?
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dotto della generatrice per il perimetro della sua sezione retta, si con-

chiude :

che dimostra la proposizione del Brinkley.

Il metodo tenuto per l'ellisse si applica pure all'iperbole —, j- 1,

il differenziale dell' arco s contato dal vertice A dell' asse trasverso fino

—i -T'-
OC ""~~ tv

Notando con ax^, ax., le ascisse dei punti M ed 31', si avrà:

(/c^x ' 1 /e^x ^ 1\
^^^'

> V x' — l
"^ ^^' V^,^^^^j

'

e posta la relazione (I) e'-.r,- x,' — e" {x^'+ x,') -h l = o, si giungerà per

gli archi corrispoaidenti all' equazione :

(2) arco J.3/-f-arco J.-1X' =-- c.r,a-, -j-C. Non si potrà determinare la

costante facendo x-, = 1, perchè risulterebbe x, — ce; ma invece si pren-

derà il punto H determinato dalla (1) col porre x-, = a?^ = 'y 1 -i-- ,
e

l'equazione (2) diviene 2 arco ^if= (&4-c)-t-C, dalla quale si ricava il

valore della costante G, ec

La curva inversa dell'iperbole equilatera è la lemniscata, poiché se

la potenza d'inversione è eguale al quadrato del semiasse trasverso del-

a.

l'iperbole, la cui equazione polare èON^ = ,0" =
^^^^ , e .0'= OM è il raggio

vettore corrispondente della curva inversa, si ottiene pp' = a\ ed elimi-

nando p si deduce o'^ = a^cos2w.

Anche la curva pedale del centro della suddetta conica sulle sue tan-

genti coincide con la stessa lemniscata; infatti l'asse trasverso dell'iper-

bole equilatera biseca l'angolo compreso fra il raggio vettore OiV e la

normale OP — 2, abbassata dal centro sulla tangente al punto -A^, per-

chè detto y. l'angolo AOP, sarà ^— 5^ l'inclinazione della tangente sul-

x
X II \

V asse trasverso e quindi tang. y. = =
;
= ^«"i'- ^'

'
^'^^^ ^ ^ ^'^

y *

Osservando che per il triangolo NOP resulta z = pcos2m, si avrà

0" = a' cos 2 '->, cioè s = p' \ dunque la normale all'estremo M del raggio

vettore della lemniscata tocca l'iperbole equilatera nel punto N' sim-

metrico, rispetto all' asse trasverso, del punto N appartenente alla stessa

conica e reciproco di M.
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Per ogni punto M della lemniscata si può descrivere una circonfe-

renza G tangente alla curva in J/e che passi il centro 0; poiché la linea

inversa di (7 è la tangente al punto corrispondente N dell' iperbole

equilatera.

Se dal fuoco F dell' iperbole situato dalla stessa parte del vertice A
si conduce la normale sujia tangente fino ad intersecare nei punti S ed S'

la circonferenza descritta come diametro suU' asse trasverso, si troverà

SS' = 2asen3, in cui 2 5 = SO S ; e poiché 1' angolo S'FO = w, si avrà

cos ,S ^ y 2 . sen w, sen /'t. = y 1 — 2 sctr' oj = ycos 2 w.

10.— Il geometra inglese Màclaurin (nato a Kilmoddan nella Scozia

r anno 1G98 e morto il 1746) nella soa famosa opera : A Treatise of

Fluxions (Edinburgh 1742), espose molte proprietà delle coniche e di

altre curve algebriche,* generandole per mezzo del movimento, e me-

diante il metodo Newtoniano delle Flussioni determinò i differenziali

degli archi delle linee medesime. Per esprimere l' arco dell' iperbole

equilatera compreso fra il vertice A ed il punto iV non solo prese

per variabile il raggio vettore N= p , scrivendo -s = / '

' :;

Ji Vf>'-1

ma introdusse altre variabili collegate con p e eh' ei rappresentò gra-

ficamente, costruendo un triangolo rettangolo OAB sul semiasse OA
dell'iperbole equilatera, in modo che 1' angolo acuto BOA sia eguale al

doppio di (')=yOA.

Simboleggino m l'ipotenusa OR, y- l'altro cateto AB, n la proie-

zione ortogonale di OA sull'ipotenusa OB, v la normale tirata dal

punto A su questa OB, t il segmento NP della tangente in iV e ^ = OP,

si trovano facilmente le relazioni a — )hcos2(», p^ = am, y. = \/m^ — a-,

« = —,« =— = V ^ — ^5 ^ ~ ~ P ì f'' = 2 -T-t ; e ne conseguono altre,

come per esempio o^ =z — ,2^ — an, f — a n. Facendo n = 1 si ot-
n n

tengono le seguenti espressioni per V arco 2 AN=2s= j

\/m . d m

\/»i'—

1

d.

Vl-ì-ur

/^ " àn _ r ' dv _ r '

. I Vn'{l— n-) Jo a/(1— v')' J\

Referendo l'iperbole equilatera ai suoi asintoti e chiamando X, Y le

coordinate del suo punto JV, si prolunghi il raggio vettore N fino ad
incontrare in Z la parallela menata dal vertice A ad un asintoto, una

coordinata di L è eguale a quella di A, cioè —r, e l'altra si chiami _p;

è facile determinare le coordinate di N in funzione della variabile p
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mediante le relazioni XY=-^, X : T = p : -^ ;
per semplicità pren-

dendo la potenza dell' iperbole eguale ad uno, ovvero a = \/2, si ot-

tiene X = \/p, Y = —~, ed il raggio vettore 0N= p = \/p-i-l.
VP ^ P

L'arco ^iV si calcola in funzione di p con l'integrale:

^-fV"^-'"
Sono assai notevoli l' espressioni date dal Miiclaurin per gli archi

dell' iperbole ed ellissi qualunque. Siano a, h i semiassi trasverso ed im-
maginario dell'iperbole, p il raggio vettore centrale di un suo punto
M, 0T= z, la normale condotta dal centro sulla tangente in 31, MP = t,

P, il semidiametro coniugato ad Oilf, per i teoremi di Apollonio si

hanno le relazioni p"" — p ^^ = a' — h\ zp,-=ah. Si faccia ^"-^^ = : , si
2a

potranno esprimere i semidiametri p, o, in funzione di z nel seguente

modo: p^= p,''^2a s =^ 4-2^ ?, e introducendo la variabile u = ~ ,^ z

si ottiene |0^ = a«t 4-2aJ.

Inoltre si ha pure p- = x'-hy' = e' x^— l'\ e por ciò e'x' — a" 4- aii,

j . , duya ,., ,
da CUI dx = Tir , sostituendo questi valori nell'integrale:

2cy a-{-u

us= I d^'i/?!^!—^, questo assume la forma (l).s=- / "- ^"^"

a

Il segmento t — \/p''— ^^ della tangente si esprime in funzione di u

con la relazione t = ^^^l±^jIEn. da cui dt = ^ J^^^3V^^ .

*'

'^n\/u{u'~h2m—h'y

e quindi la differenza fra l'arco e la tangente è dato dall'integrale

\^A) t — s— - I
, Assumendo invece ìDer va-

'^J^ uyu{u--^2'.u— V)
a

riabile la normale z, si avrà du = ^
, e per conseguenza

_ I'
—a'h'dz r - z' dz
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Parimente nell'ellisse, i cui semiassi sono a, h, facendo a'—-!/—- 2aJ,

M = —^, per i teoremi di Apollonio s^-f-,o.

vei'à p^ = 2a^ — au = e'x'^-r-Vi da cui e'^x^— a^ = ~ au, clx =

ft^ T- h^, p,2 = ah, si tro-

\/ a . du

2eVa
e detto T V arco limitato fra il vertice A dell' asse maggiore ed il punto

M si trovi
1 /

"
du \ au _ /

' — a^h^dz

V)

Per altre particolarità si consulti la Memoria del professor Felix

Miiller, avente per titolo : Studien iiber Mac Laurin's geometrische Darstél-

lung elliptisclier Integrale: Berlin, 1875.

11.— I Teoremi di Landen. — Il matematico inglese John Landen (nato

a Ptakirk l'anno 1719 e morto a Milton il 1790) scoprì alcune belle pro-

posizioni sulle trasformazioni degl' integrali che rappresentano archi

ellittici ed iperbolici, ed il celebre Jacobi le ha dimostrate mediante co-

struzioni geometriche.

FijT. 7a.

Si consideri nel cerchio di raggio CA = R
un punto L situato sul diametro A A' alla

distanza L C = r dal centro, sia 1' angolo

\ ^ CM = 2 'j*', ALM — o
^ e prendasi un

. punto M' infinitamente prossimo ad M,
sarà lim. arco M M' = 2 E d f' , lim. an-

golo MLM' — d^ e lim. angolo MM'L —

= lim. 31M' G-~C3r i = ^ 4- CJI L. Dal

, . , ,,,,,,. . 1, 1 . ,^. 3IM' senMLBI' . , .

triangolo iUJIf L risulta la proporzione (1) ,,-^ = :rrirF7^ , e poiché
^ ' ^ -^ 3IL sen3I3I L' ^

lim. sen 3131'L= lim .cos.C 3fL= lim . Vi— sen^ C3I'L = Vl—sen'^ C3fL=

1 — ^jSfH'ffl, lim. sen. 31L 31' = d <o
, lim. 3131' = 2 R d

'f , ed

31L- \/i?'--i-r'4-2Er.cos2?' = (J? 4 - r)y 1 —,t^ y.
s^»' ?'

; POsto

per brevità — — A;,

4fc

B

la forma

{B-\-ry (1 h)"

(B 4- rf

= 7i', la proporzione (1) assume

d?

O—i-^) A/i — ^i' sen' ?' \/l — k ' sen' ?

, ed integrando si

2\/fc
ottiene (2) F {h, y) - Q^) F {h, ?); in cui (3) h = 4^, mag
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giore di yk , ed a fortiori di k nell' ipotesi che questo numero detto il

modulo sia minore di uno, ed il simbolo F {k, y) rappresenta, secondo il

Legendro, V integrale ellittico di prima specie / ^
^^ . Espri-

sen' f

ne I

Jo Vi - fc^

mendo k in funzione di Ix, si trova k = ^^
; notando

2 2/i
con 7(i

il radicale, si deducono l'eguaglianze 1 -f- ^' =
, , ^ , 1 — fc =

.,
, \

•

La relazione che collega gli angoli ^ e o si ricava dal triangolo CML,

, , senCLM CM
ed e , --

.^
= 7p^ , ovvero :senLMC CL

(4) se» (2 o' — 'j) = ksen -p ; dalla quale facilmente derivano le seguenti:

/rx ,
sen2'-j'' ,„^ ^ ,

,v 1 — fc , ,

(5) tang. ? = , , ^^^ „ , , (6) frtM//. (y— cp ) = ,
, tang. f .

A motivo della relazione (4) si conchiude sen (2
'i^'

— ?) < sen 'j, e per

conseguenza 2 ?'— ? < ?, cioè ?' < 'f, dunque mediante la formula (2) del

Landen un integrale ellittico di prima specie si trasforma in un altro

omonimo di modulo maggiore ed ampiezza minore, o viceversa in un altro

di modulo minore e di ampiezza maggiore. Sia P il piede della normale

condotta dal centro C sulla L M, ed iV il secondo punto di sezione di

questa retta con la cii'conferenza, posto NL = p, LM— p', si ricavano

P3I= ^'^^^^ = E x/l—k' sen"" », L P = —^ = r cos ? ; la relazione

(1) è identica alla semplice eguaglianza ——
- = _/ , ; e quindi si de-

2

duce l'equazione (p-^-p') dv -^-{p' — p) d(f = 2pdf' -\--2p' do' ; osser-

vando poi che dalla figura si ha pure pp'= B^— r'- , resulterà {p -f- p) d o 4-

-j- {p' — p) f/y = 2 d i '
;

—

-+ 2p' dy' , ovvero df yl — fc^ sen'^ » -I
-

4- fc fZ ? cos ? = (1 -T- A-) \/l — fe' sen' ?' (? ? -I- -J^
" ^'^ ^ ^

•

V 1 — h^ sen^ o'

Si integri questa equazione fra i limiti o e e? , indicando col simbolo

E {k, (f) l'integrale ellittico di seconda specie ( rZ
<py 1 — /i;^ sen' », e si

avrà l'eguaglianza E {k,'f) — k sen ^ = {l-\-k) E{h, f') -{-{l — Jc) F{h, <?'),

la quale per la relazione (2) diviene :

(7) E {k, y)-i-ksen'f-(\-hk)E{ h, ?') = ^^~^'^ F {k, 'f ),
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che dà il modo di trasformare un integrale ellittico di prima specie nella

somma di due integrali ellittici di seconda specie. (*)

Per dimostrare i teoremi del

Landen sugli archi delle coniche col

centro a distanza finita, si osservi

che neir iperbole (8) —,

l'angolo di una tangente MT con

l'asse trasverso è determinato per

la formula tana. y. = -5— , e l'ascissa
« Z/

del punto T sezione con 1' asse Ox è
s

OT = — . Dicasi N l' intersezione
X

di M T con la circonferenza concentrica all' iperbole e di raggio a, ? il

T cos ?complemento dell'angolo acuto ONI, si avrà la proporzione ^^Tr^ 7,

da CUI cos ? = =
, ovvero (9) —r +tv = "i t" •

Dall' equazioni (8) e (9) si ricavano facilmente le coordinate di M, cioè

X V e'— a' sen^ o ?/ 6 , « , & ^ /:; TT- =
, ^ = — tana. ? , e posto - = k, -— VI — fc' =

a c.cos<f h e
--''i

e 'e

= ^',
, V 1 — ^-^ sen' o = il o

, le precedenti differenziate rispetto alla va-

k cos^ o

. , .-, ,. dx Jc-9enod? d>i
riabile o divengono — = —

-,
—-—-

,
—

^

a cos^ 9 A 5> a
, e per con-

, ah.^dro
seguenza ds =

j , A 5 ovvero - -j- =
A: cos^ o \s a ari

k ds 1 — k* sen' ? — &' cos* ?

cos' «9 A o

/;•

_ . Considerando il primo termine di quest'ultimo mem-
COS 9 A 8) ^ ^

bro come una parte della derivata del prodotto tang. <? ^ ? , si vedrà fa-

le ^Stt (P

cilmente che 1' altra parte è eguale a '-
; onde aggiungendola

^y-~{l — k^)i^. S'in-
Ao

e togliendola, risulta - fZs = d (A -j tang. ?) — d-:,

tegri questa eguaglianza fra i limiti e ? della variabile, che corrispon-

dono al vertice A ed al punto M, ne risulterà la relazione :

arco AM=- % \ ro tang. o — j E{k, ?) -f- 7 (1 — r-} F (k, o)
;

K k K

("*) Le Memorie di Landen si trovano nelle PhUosophical Tmnsactions, degli anni

1771-75, e nelle Mathematicnl Memoirs, anno 1780.— Vedi inoltre il brano di una lettera

di Jacobi ad Hermite nel tomo 32° del Giornale di Creile. — La scoperta di Landen fu il

principio della teorica delle trasformazioni degl'integrali sviluppata in seguito da Jacobi.
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e poiché l' integrale F {1:, 9) si esprime con quelli ellittici di seconda

specie mediante la trasformazione di Landen, si deduce il teorema

di questo geometra, cioè « Ogni arco cV iperbole è la somma di due archi

ellittici e di un' espressione algebrica. »

Se i due punti M ed M' dell'arco ijperbolico M3I sono situati dalla

stessa parte dell' asse trasverso e sullo stesso ramo si avrà :

arco MM' = y {tang. 9' A 9' — tang. 9 A 9) — -|- E{Jc, 9') — E (fc, 9) 4-

4-|(l-fc^)[F(fc,9')-F(7.V9)].

Sia S il punto dell'asintoto al ramo d'iperbole su cui si trova il

punto ili, dalla stessa parte dell' asse trasverso ed avente per ascissa x,

si avrà :

^ _ ex V 1 — k' sen^ 9Co =— ^= a ;
,

a le cos 9

e quindi :

yS-arco^ilf=fA,y'l_^^|£(AVf)-f(l-r)F(S,=).

Ponendo in questa relazione 9 = — i punti M ed 5 passano a coinci-

dere all' infinito, e ne risulta la differenza fra l' asintoto ed un intero

ramo dell' iperbole cioè :

203i 00-2 arco 4ilf00 = yS(fc,^)-^(l-fc^)F(fc,0.

Osservazione. — Nella parabola ?/^ = 2 pò; ,
presa per variabile indi-

pendente l'angolo a della normale con l'asse Ox, si a.\rk y =^p tang. x.

fp 7)d "y-
.

33 = ^ tang.^ x
, e perciò tZ s =

3 ;
chiamando t la lunghezza della tan-

gente limitata fra il punto 31 di contatto e l' incontro con l' asse

^ . . ^ pseny. 1,^ p dx p.dy.
Ox trovasi t = -—5— ,

—

-dt = ^ —5—, e per conseguenza
COS' y. 2 2 cos y- cos^ y.

^ °

ds — 7,dt=^- la quale integrata diviene :

2 2 cosy.
^

s=|«-i-S / '-=i^=-Ji4-f F(l,..); il valore di quest'
^ Vo V^ — sen'-y- ^ ^

graie è pure log. tang.
( j -r-

7; ) .

inte-



Capo Secondo.

ADDIZIONE DEGL'INTEGRALI ELLITTICI.

12. — Verso gli anni 1756-57 Euler continuò ad estendere i teoremi di

Fagnani sugli archi delle coniche a differenza rettificabile, col situare

le origini di essi in punti arbitrari della curva, anziché nei vertici e

quasi per divinazione riesci ad integrare 1' equazione differenziale ri-

sultante dall' ipotesi del problema così generalizzato e della forma

fi) —;=:H j^ = o, in cui X e Z simboleggiano polinomi ragionali ed
' \/x yz
interi, biquadratici ad una sola variabile x o z e con medesimi coef-

ficienti. (*) Il celebre Svizzero stabilì a priori dover l' integrale dell' equa-

zione (1) equivalere alla seguente relazione algebrica razionale ed intera,

biquadratica fra le due variabili, e di secondo grado x^ispetto a ciascuna

di queste, cioè :

(2) x^- -h
z"^

-i-2 y. X z -r- 5 X- z- -i-2 y X z {x -r- z) -ì~ 2 'J [x -^ s) -T- B ^: 0,

le quantità y., 5, 7, 0, z indicando funzioni dei coefficienti di X e della

costante C, e lo dimostrò col metodo di verificazione ; cioè differen-

ziando la (2) e procurando d' identificare l' eguaglianza che ne risulta

con la (1) mediante ingegnose trasformazioni algebriche. Come esempio

si consideri il caso che i polinomi X e Z siano privi dei termini di

grado dispari rispetto alle variabili x, z: ovvero X ^= vi -~- j) x- -ì- q x''

,

Z = m~r- pz--\- qz'' e si esamini se l'integrale algebrico della (1) possa

identificarsi con 1' equazione :

(3) x^- -T-
z'^ -\-2y.x z-T- ^J x"^ z^~\-i =^ 0. Col difìerenziare quest'ultima si trova

(4) dx{x-ì-y.z-T-Sxz-)~T-dz{z-T-y-x-k-Px''-z)=:o e poiché risolvendo suc-

cessivamente la (3) rispetto a ciascuna variabile si ottengono le rela-

zioni : X -r- y. z -\- S X z"- — \/y.- 2^— (1 -h 5 2'-) (.- -}- z'^)

(5) z-^y.x+ ^zx'-= s/y^x"'— (1 H- Sx"-) {i ^x"-),

è chiaro che in virtù delle medesime la (4) diverrà identica alla (1),

qualora si possono soddisfare le condizioni i =— miC-, y^— .5; — \-=^xi-,

,., „ • • . . ,.„ . ,. mdx ndy „ . _
( ) JJe mtegratione cequationis aijferentialis —=^^^ = — . riOVi Lonituen-

Vl— x' Vi — y^

taiii Academise Scientiarnm Petropolitanae, tomi VI, VII. '
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5 = — qu'^; si avverta che i coefficienti di X e Z nella (1) si sono moltiplicati

per la costante ic^, lo che equivale a dividere per m i due membri della (1).

Dalle precedenti relazioni si deducono i valori s = — mtt^, ,S = — qii^,

r/. = \^l -i- pu^ -h mqu'
;
perciò l'integrale (3) della (1) diviene:

(6) X' -i- s^--r-2 xz Y 1 + pu'^+ mqu^— qu- x''- z"- — miC- = o, (*)

od una delle relazioni (5), le quali per i valori trovati dei coefficienti

si riducono all' eguaorlianze :

a; (1— qz^ u-) -f- z yl + pw* -h mqu* — u ym -f- pz^ 4- qz'*

z{\ — qx^vr)-\-x y 1 + pu^ -<- mqu^ = u ym -+- px^ -f- qx'\

)ettivamente queste due per x e per z

eguaglianza in virtù della (6) riducesi

z ym + px^ 4- qx*+ x ym -f- pz^ -+ qz'*

Moltiplicando respettivamente queste due per x e per z e poi aggiun-

gendole, la nuova eguaglianza in virtù della (6) riducesi alla forma :

(8)
1 — qx'^ z"-

Se le variabili x e z sì considerano come funzioni di una indipen-

dente t, V equazione (1) a motivo delle (7) conduce alle relazioni :

clx = > {z— qii^ X- z -t-- X v 1 H- pu'^+ mqià) dt

dz = — \{x — qu^ z^ X+ z \/l+ pM* H- Higw*) dt,

clx
nelle quali la lettera ). rappresenta il rapporto --=

VX'

Si moltiplichino respettivamente per ^; ed a; le pi-ecedenti eguaglianze

e poi aggiungendole si ricaverà la quantità )^ in funzione delle varia-

bili, cioè :

(Q\ 1 - ~'^^^'^^
^^^ dt{x'--z')'

Euler applicò questa formula a determinare in quali casi il diflferen-

ziale dV= —^ H '-z= sia integrabile algebricamente ; X, e ^, rap-

V'x Vz

(*) Da questa equazione (G) dovuta ad Euler il chiarissimo Professor Slacci ricavò

gì' integrali particolari del Fagnani, relativi ai teoremi sugli archi delle coniche a

h f V ,,

differenza rettificabile (pag. 11); infatti ponendo m=rl, »==— H— ,
q= —, , 1 equa-

l g (/«

dx dz
zione differenziale (1)' nducesi a — - -v- — - = o e

V(fx^ -h g) (hx- -+- 1} V(fz^ -t- g) [hz- -+- 1}

r integrale (6) diviene gì (a;' -4- z') -l- 2 xz Vgl (l +- hu'') (g +>') —fhii'' x"" z''— gin?= o.

l g .

Attribuendo successivamente alla costante u^ i valori particolari — -, —7,00 si ot-

tengono gì' integrali del Fagnani. Vedasi il Bidlettino di Bibliografia matematica, del

principe Boncompagni, anno 1870.
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presentando polinomi razionali ed interi rispetto alla variabile x o z,

ed inoltre quest'ultime siano collegate dall'equazione (1). In virtù del-

l'ipotesi resultano i differenziali dx = u / clt VX, ds = — u )• dt V Z, e

, ,,^ . ,,^ „, , u(Z, — X.)d{xz) . 1

perciò SI avrà di' = « / (X, — Z,) dt — ì_ ì
'> siccome u de-

^ 2^
nota una costante arbitraria, 1' espressione 'g_"^' d (xz) deve ridursi

ad un differenziale esatto rispetto alla variabile indipendente; così per

esempio prendendo X,= a -h &a^^ Z, = a H- bz'^ si conchiude d V—— bu d {xz),

e quindi F=

—

buxz-^C. Nel caso particolare di ??i = 1, u significa il

valore di z corrispondente ad x — o e però si deduce facilmente l' identità :

f {a-i-bx''-)dx f'{a-hbz^)dz f''(a+ bu^)du

%
\ Z X

Parimente assumendo X, = . g , Z^ = ——7-5 si trova —\ ^ =
a "T' ox (X ~T" oz X — z

= -
a^-r- ab (x^-i-z^)+ b^x^z^

^' P"^^° P^^' ^^^'^^ità Vi + pu^^ g»^ = A,

dalla (6) si ricava x'-{-z^-=: — 2xz ^-r-qu^x^z^-r-U', e per conseguenza

'^^==-
a (a+ brC-) - 2 ^'^xzÌ b (64- ag»^) x^z^ '

^^^^^"^ l'integrale V

sarà evidentemente una funzione logaritmica o goniometrica di i = xz;

così notando con A, B, C le respettive costanti a{a-T-b)u-, «5 A, h{b-^aqu-)

dx

4- bx^) Vi -T-px^ -h qoà

relazione :

f^ —budt bu tVAC— B*

Legendre chiamò integrali ellittici di prima, secondxi e terza specie le

successive espressioni trascendenti :

e col simbolo n {x) V integrale / ,. ^/^— „ l
si avrà la

l
dx f ^ d'o

F{ìc,o)

J.

^ V(l — x-") (1 — fc* a;^) J ^Vl — r- sen^ 7

/'^^ a;- (Za;
/" ^ se«- ? <? ?

^ y{l — x'-){l — 1c'x^)'~J„ Vl — kUen^o

dx /
'

d y

(,
(H-«a;^)K(l— aj^jll-fc^'c^') J^ (l+nse»2y)Kl— fc^sen^c,

= G {k, ?)
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essendo x = scno-^ V angolo 9 si dice V ampiezza, Te il modulo ed n il pn-

rametro. GÌ' integrali ellittici si dicono completi quando o = - , e comple-

mentari due moduli Te, Tc^ quando la somma dei loro quadrati è eguale

ad uno.

Le relazioni (8), (10), (11) trovate da Euler, somministrano le for-

mule di addizione degl'integrali ellittici; infatti si ponga m = l, — p —
= 1+ Z;^ 2 = ^^? ^ = sen ^, z = sen cp', u = sen y- e A ^ simboleggi bre-

vemente l' espressione Vl—k'sen^f^ l'equazione differenziale (1) prende

diV d 9'

la forma (I) h -.—
;
= 0, il cui integrale trascendente è secondo le

notazioni di Legendre (II) F{k,o)-i- F{k,'f') = F{k,y.) rappresentando

con y. il valoi'e di «p per o' = 0. L' ampiezza y. si otterrà dalla rela-

zione (8) con le precedenti sostituzioni per la formula :

.TTT\ sen 9' cos o A a» -h sen 9 cos 9' A 9'

(lAI) sen u. = i—-—i—-i

—

\ ,

—-
.

1 — k- sen^ f scìi' f

Con semplici calcoli è facile dedurre da questa l' eguaglianze :

,TTT\ /; 5— COS 9 cos 9'— sen 9 sen 9' A 9 A oj'

(IV ) cos y. — \/\ — sen- y. = , ^ ,, ^ ^——^—-
1 — k^ sen' 9 sen' 9

tang 9 . A 9' 4- tang 9' . A 9

1 — tang 9 tang 9' . A 9 A 9'

(Y) Ay = Vl-k^ sen^ y =
^'^-^ ^'- ^'^

V'' '^'T,
^ '"' ^'

.
' ^ 1 — A;- sen^ 9 sen'. 9

Moltiplicando i due membri di quest' ultima per sen 9 sen 9' ed ag-

giungendo la nuova con la (IV) si trova la relazione di Lagrange :

(VI) cos [J- H- sen 9 sen 9' A p. = cos 9 cos 9'. (*)

Per la quale, isolando il termine che contiene A u. ed innalzando poi

a quadrato i due membri, con brevi riduzioni si ricava 1' eguaglianza

simmetrica :

cos^ y -+• cos^ 9 -r- cos- 9' — 2 cos y cos 9 cos 9' H- k'^ sen^ y sen^ 9 sen^ 9' = 1.

Così pure dalle relazioni (IV) e (V) risulta :

A y -r k^ cos y sen 9 sen 9' = A 9 . A 9', ec.

È evidente l'identità F(k, — 9) =

—

F{k, 9) e perciò l'equazione (II)

si potrà pure scrivere sotto le due forme :

F{k, 9') = F(k, y) 4- F(L- 9), F(k, 9) - F{k, y) -hF(k, - 9')
;

(*) Jliéorie dee Fonctions Anaìytiques, première partie, cliap. Xf, pubblicata a Parigi

1' auno 1797, e la seconda edizione nei 1S13.
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onde si muti nella (VI) / in o' (ovvero ?) e viceversa, ed il segno alla

rimanente ampiezza i> (ovvero ? ) e facilmente deduconsi le relazioni :

(VII) cos 9 — sen y- sen » A o =: cos y- . cos ?

(Vni) cos ? — sen y sen o' A 9' = cos y . cos i.

Eliminando cos y fra ciascuna di queste eguaglianze e la (VI) risul-

tano r espressioni :

sen "o cos s' \ u.-\- cos ? sen ?'
, ,

sen ?' cos o . A a+ cos ?' sen ?
A c> =: ' ' ' ii o = ;

sen y. sen y-

dalle quali si conchiudono le formule simmetriche :

1+ A £/. A y. — 1 ,

(IX) Ao-r-Ao'= sen('?-r-o'), Ao— Ac>'=—^ sen(? — ?').
' '

sen y-
m

' j^ .

sen y-

Cambiando il segno ad una delle ampiezze ?, ^' in tutte le precedenti

equazioni, si troveranno quelle relative alla sottrazione degl' integrali

ellittici dì prima specie, cioè le formule risolventi 1' equazione differen-

. , (2? di
ziale •7"'-.= -—i

.

A 9 A cp

La moltiplicazione degl'integrali ellittici di prima specie è un'addi-

zione ripetuta
;
per esempio, posto o = ? e detto S', il valore corrispon-

1 — 2 sen'^ ? -7- /t- sen'' ?
dente di y si ha F {-s^ ^= 2 F {r)) e coso,. =

1 — Ic^ sen'' o

simil modo risulta F{o^) = F{^^)-r-F('T>) = 3F(?), ed il valore di o^ si

deduce dalla (IH) facendo ?' = ?» e con facili riduzioni si trova :

_ 3 sen v — 4 (1 4- Te-) seii^ ? -f- 6 fc- sen^ ?— fc* sen' ?
*^"'^"

1 — 6 A-^ sew* ? 4- 4 ^-M 1 -^ ^•') sen^ ? — 8 fc^ sen^ ? '

^°'

così proseguendo si potrà determinare 1' ampiezza yn che soddisfa alla

relazione JF (9,,) = n i^ (e) — . Nel problema inverso, cioè la divisione

degl' integrali ellìttici di prima specie, si supporrà 9« come quantità

nota e si risolveranno rispetto a 9 l' equazioni della moltiplicazione ; in

generale il valore di sen
'f

è radice di un' equazione di grado n*.

13.— Considerando l'integrale F{Jc/y) come una quantità variabile zt, la

sua ampiezza od amplitudine 9 è funzione di u e si nota col simbolo am.u;

le quantità sewc^, cos'^, A 9 si rappresentano con sen.amu,cos.amu, òain.u,

ovvero per le notazioni di Giidermann con sn.ri, cn.u, on.u; queste fun-

zioni inverse dell'integrale u diconsi ellittiche e si chiamano respettiva-

mente seno, coseno, delta dell' ampiezza u; è chiaro che y- è l'ampiezza



— 39 —
dell'integrale u-hv, e ?, o' sono le amplitudini degl'integrali u = F{]c, ?),
v = F{lc,f'). Con questa notazione le formule di addizione divengono:

.„ /„ ^,,^ _sn.ucn.v §n.v ±: sn .vcn. u 'In .

u

1 — 1c^ sn^. u sn^. v

„y, / „ ^ ^,\ _ cn . M ere . u =p sn . u . Sn . u sn .v òn.vcn.\uz^v) —

—

5 .

1 — A; sn .11 sn'.v

Sn (u±v) — '^'^•"'^"•'^^= Ic^'sn.usn.vcn.ucn.v
^

l — k'sn\usn.'v '
®*'-'

nel caso particolare di fc = o la funzione delta si riduce all' unità, le altre

due coincidono con le circolari setio e coseno, e le relazioni precedenti con
quelle di addizione e sottrazione delle medesime funzioni goniometriche.

14. — Parimente la relazione ( 10) per le sostituzioni a= o, ft= 1, ?« r= i,

— p = 1 + fc', ci = ¥, x = sen(D, z = sen f', te = sen fi, conduce alla for-

mula di addizione degli integrali ellittici di seconda specie.

(X) G {k, <?)-[- G (k, ip') — G (k, u) = k^ sen y. sen ? sen cp'. Se invece nella

stessa (10) si fanno le sostituzioni precedenti eccetto che alle lettere a, b

si attribuiscono i valori 1 e fc^ si troverà.

(XI) E {k, o)~\-E (k, ?') — E {k, y.) = ¥ sen y sen y sen
'f', denominata

neir analisi la relazione di Fagnani, poiché facendovi y. = ~Q moltipli-

cando i due membri per a resulta il bel teorema sugli archi ellittici a

differenza rettificabile espresso dall'equazione aE (- ,rÀ -^ a E (-, o' )

~'2J
= -sen'jf sere 9': in cui le ampiezze ? e y' sono collegate

dalla (VI), che in questo caso riducesi a frtjir/ ».faw(/ 9' = ^. L'equazione

(XI) si nota pure con

Eam.u-hEam.v —Eam (u~v) = k" sen am.u sen am .vsen am {u-^v).

Infine facendo nell'equazione (11) a ~ 1, l — n, m~\, — p = H-Jt%
2= fc', a;= sere?, z — sen'o', u= scnu l'integrale n(a;) coincide con quello

ellittico di terza specie e si otterrà A = l-hnsen^ y, B = ncos y . !:ì u^

C =^ n {n -i~ k' seìi\j.) e la stessa (11) prende la forma:

(XII) n {n, k, ?') -i- ri («, k, y) - n {n, k, y) =

V,

n
are tana V^ <^ "^ 1) (^^+ '^1 sen <? sen j sen y. _

l-T-n sen^ u — n sen o sen »' ons u. A i/.
{n ~r 1. ) {n -r fc

) 1-r-ìi sen y — n sen 9 sen tp' eos y- A y.

„.. 4 V" (« -r 1) (« -r k^) sen <o sen y' sen y
j7 are tang ~—^j

—^ — 1 '—

(n ~r- 1) (n -r K) \-T-n — n cos ? cos y cos y

L' espressione S contenuta nel secondo membro della precedente egua-

glianza diviene una quantità logaritmica se il parametro n è negativo
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ed ha un valor numerico minore di k' ; infatti posto n= —h^ scn^ v. ri-

sulta S = i ^"f
^
are tang iz, significando i l'immaginario V— le

le' sen y- cos y- sen
'f
sen o' sen ."

1 — le' seri' « sen^ p- -f- h^ sen^ y- sen © sen «?' cos y- A u.

'

1 1-7-2
A motivo della nota relazione i are tang (— iz) — -^ log r--^ , si ottiene

la trasformata :

,
{sen II cos a A a— sen a cos u. A u)

1 — k' sen y- sen ? sen f —^r—ri i s
'~~

_ tang x J^__ 1 — fc' sen^ u sen' x

A a *^
,

,

, (sen II cos y.b>.v.-\~ sen a cos y- A y)
'

1 H- fc sen y. sen ? sen a
; 77 i 2
1 — K sen y sen x

ovvero per le notazioni ? = avi u, i — am v, y = am (« 4- v), x = am . a

, _ tang x 1— k^ sìia.snu.snv. sn {u-hv— a)
SI troverà o = —7^— log z—;—5-2 7—

;

;—\ •

A a '^ l-i-k^sna.snu.snv.sn{u-hv~T-a)

Allorché si abbia x z= '-^ od n = — k-, la quantità \/AC— B^ è imma-

ginaria, essendo J.= (1— k-) sen^ y, B=— k^ cos y A y, C= /e* cos^ y, e l' in-

, f^ k-sen'j.dt , , k"- sen y sen '^ seni
tegrale / .-- zV tt^ ha per valore — t—rr——r^ ;\

,

o
j {Ay.-]-k^cosy.t)^ ^ y [^ y -\-k- cos y seno seno )

e quindi, a motivo di una formula della pag. 37, la relazione :

.^„_, , ,., , , „, ,, , ,, „, ,, - , k^ sen y sen o sen v'

(XIII) n (- k\ fc, cp
) 4- n (- r-, k,rf)-U(- k\ k, y) = At/..Ao.Ay'

"

15. — Osservazioni. — Caso di k = 0. L' equazione differenziale (1) per

X= l+ a;^, Z= l-i-0- ha l'integrale algebrico della forma u — z\/\-^X'-r-

i'^ dx —
-h X \/l -f- z^. A motivo dell' identità / . == log {x -r- l/l -f- a;-)

,

posto X= isen ? con i — \/— 1, si deduce i^^log {i sen y -f- cos ?) ; da cui

cosv^ + isenf = e«? e mutando il segno ad i si ottiene coso— isen<? =e — »'?';

aggiungendo e sottraendo le due precedenti risultano le formule di Euler

g i 9 _|_ g— i 9 g ! 3 g — J

cos a> =
^ , sen^ = —'—— -, le quali servono a definire ana-

liticamente le funzioni goniometriche anche nel caso più generale che

l'angolo ? sia una variabile complessa a -j-i 5, sendo x e 5 angoli reali.

Mutando » in ino si ottiene cosmo-]- isenm o = (e»?)'" = {coso -+-i seno)'"

che è il noto teorema di Moivre. L'integrale o-\-o'=.y. dell'equazione

d-^-\-do' — o è sotto forma algebrica espresso d^ cos y =^ sen '^ cos o' -^
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-i- sen o' cos o • sì faccia la sostituzione sen '^ = i sen ^ e la (1) prenderà

cosB .dO cos 6' .dB'
la forma . =+ , == = o ; detti m e w gì' integrali deiV 1 -f- sen^ 9 V 1 -f- sen^ 9

o o

due termini si avrà in virtù dell' identità surriferita la relazione :

/
cosQ.dO
, = = log [sen 9 4- yl-rsen^O) ovvero sc7iO~^\/l~seìi- 9 = e",

yl-i-serrO ^

dalla quale ricavansi sen B = = y — —- v/i 4- seìi- B =
2 o {2n-r- 1) !

*

git—i-g— u '^ a;-"= —'-^ = 3 77;—r-7
;
queste funzioni reali dell'angolo immaginario 0,

2 o {2 n) :

si definiscono il seno e coseno iiJTbolici di u e si notano con i sim-

boli senhu, coshu. E facile conchiuderne le relazioni cos^hu— sen-hu = 1,

sen o = i sen = i sen hu, cos 9= y 1 -f- sen^ 9 = cos hu ; come pure cos ku -+-

-T- seti hu = e" ed in questa cambiando u in mu trovasi il teorema di

Moivre cos hmu-r- sen hmu — (cos 1iu-h senhu)"' analogo a quello delle

funzioni circolari; inoltre osservando die « =9-7-9' si vedrà che le l'e-

lazioni (III), (IV) riduoonsi alle seguenti sen h [u ±v)^= sen hu cos hv ±
± sen hv cos hu, cos h (m ±: v) = cos hu cos hv ± sen hu sen hv ; le quali sono

le formule di addizione delle funzioni iperboliche. In generale mutando

nelle relazioni goniometriche le quantità u, sen u, cos u, tancj ti, respetti-

vamente nelle quantità i u, i sen hu, cos hu, i tang hu si avranno quelle

relative alle funzioni iperboliche e viceversa cambiando nelle formule di

quest'ultime le quantità u, senhu, coshu, tanghu respettivamente in iu,

i sen u, cos u, i tang u si ottex'ranno le relazioni goniometriche. Il geo-

metra Abraham de Moivre nato a Vitry nel 1667, morto a Londra

il 27 novembre 1754, trovò il suo celebre teorema risolvendo un que-

sito sull'iperbole equilatera e lo divulgò nella sua opera Miscellanea

analìjtica de seriebus et quadraturis: Lendini, anno 1730. Fra gl'italiani

si distinsero i matematici Fagnani, Vincenzo Riccati, Saladini, Fer-

roni, ec, che nel passato secolo svolsero ed amj)liarono la dotti-ina

delle funzioni iperboliche. (*) La variabile u si rappresenta graficamente

col doppio del settore t^0A3I dell'iperbole equilatera o;^ — 2/^ = 1,

compreso fra il semiasse trasverso OA, la curva A 31 ed il raggio vet-

tore 0M^= p\ infatti essendo — p^ dot l'elemento dell'area e 0^=
2

'^
' cos2e

r equazione polare, resulta 2<t =— I —^^ = - log tang
( 7 4- w

j
=

=
ì ^'3 (SSf^) = ì ^'^ (1^) ^ \ ^^^ ^^ -^ y^' = ^^^ ^^ "- y^ ' ^''

(*) Si consultino le recenti opere : Laisant, Essai sur les fonctions hi/perloliques.

Paris, 1874. — Siegm. Gìjnthkr, Vie Lehre von den geicohnlichen und vercdlgemeinerten

Hiperlel funktioneti. Halle, ISSI.
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,2n -±-p— 2a

cui x-T-y — e-'^, X

e2(7— e-2CT

>— 2C7
, e per conseguenza x =

y^ onde fatto 2 c7 — t( le coordinate di M saranno espresse

da X =cos Im, y = scn lui. Condotta la tangente in Msino ad intersecare

gli assi trasverso ed immaginario neiFig, 9^

- — sec hu
,

X
punti S eà S' sarcà OS

OS' = - — coseclm. Le tangenti AT,BT
y

menate ai vertici reali A e B delie due

iperboli coniugate sino ad intersecare il

raggio vettore OM rappresentano le re-

... , MP sen hu
spettive funzioni tana fui = pr^= 7—

,

^ OP cos hu

cot hu
tang hu

'

Congiungeudo poi il centro con la proiezione ortogonale N del

punto M sulla tangente AT, si avrà l'angolo -z -^ NOA che dicesi lon-

AN
gitudine iperbolica e determinato dalla relazione tang t = -y- —y= senhu

e quindi cos hu = sec -, tang hu = sen t.

Le funzioni iperboliche sen hu e cos hu e le loro reciproche sec hu, cosec hu

hanno il periodo immaginario 2 tt i, mentre le funzioni tatig hu, cot hu

ammettono il periodo immaginario ~i; )e quali proprietà sono conse-

guenze dell'equazione simbolica c-^»' = 1.

Anche il caso particolare di k — 1 merita di esser considerato; l'equa-

zione differenziale (1) riducesi alla forma

/*? 7/-

del primo termine è ?« = 2^(1, 9) = / —~_^

I cos '-y

do dd
-, = 0, r integrale

da cui

(M)-.tang

metriche sen 9

e'
zioni sen 9 = -

ovvero tang--
e" — 1

e"-T-l

cos o cos o

log tang (^^0,

Mediante le formule gonio-

2 tang

^

cos o =
1 — taìig"-

1

1 -r- tang^
2

tang hu, cos 9

1 4- tang^-
1

2

si deducono le rela-

= sec 7n/, dalle
e-" " ' ' e" -{- e~'' cos hu

quali tang 9 = seti hu, ec. Fu il celebre matematico Gudermann (*) che

(') Si vedano il tomo II, pag-. è 85 degli Annali di Scienze matematiche e fisiche,

compilati dal prof. Baexaba Tortolini. Roma, 1851, e le pag. 54-55 del Trattato ele-

mentare delle funzioni ellittiche, di Arturo Catley, tradotto ed accresciuto con note dal-

l' illustre prof. Francesco Briosclii. Milano, 1880; si citerà sovente quest'opera classica.
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sviluppò la teorica della variabile u e delle quantità inverse, denominate
dall'inglese James Booth funzioni parahóliche, esprimendosi l'arco di

parabola contato dal vertice con 1" integrale s — ^(—~ -+- (
' —^

J

sendo o l'inclinazione della normale in 31 sull'asse delle ascisse (pag. 33).

L'angolo o dicesi ampiezza gudermanniana dell'integrale u e si scrive gii;

le relazioni fondamentali (III) e (IV) si riducono per fc = 1 alle se-

.. sen o cos- (?' ~\- sen o' cos^ o sen z -\- seti '':ì'

guenti : sen y. = ^j ^—r- ^. = -—^ -
,

1 — senr 9 sen^ 9 1 -r- sen 9 sen 9

cos 9 cos 9'— sen 9 sen ':' cos 9 cos 9' cos o cos d
cos y. = —^

\ s^ ; ,
= z—, ~

, ovvero se-
1 — sen- 9 sen- 9 1 -f- sen 9 sen 9

condo la nuova notazione s^r (w 4- r) = :r^^^ ,cg{u-hv) = ::
'

1-i-sgusgv' "^ ^
l-hsgiisgv'

tg (m ±:v) =^ tg u sec gv ± tg v sec gu ; e posto sg u„ = x,,, e cg ti,, = y„ —
= yl — Xyi^ si trovano per tre variabili le formule sg («, -{- u^ -f- M3) =
_ sg(u,-T-u,)-hsgu^ _ x,-hx,-ì-x,-h x,x,x.

1-hsg (m, 4- Mj) sg u^ l-i-x,x.^-r- Xi x^ -h x.^ x.
, cg [u^ 4- j<, -f- uj

Vi V V
' '

, in generale indicando con s„ la somma dei

prodotti delle variabili x^^ x.,, x,, combinate m ad in si hanno le rela-

zioni sa (h, H- «., -f- i', -r . • . . -r n,,) = -i
X

I 09 I Oi I • • • • I ^2 /{

V(I-.0(l-a;,^)(l-^3') ....(l-:c/)
Ca (m, 4- «2 4- «3+ . . . . -h Un ) = r— ; ; ; ;

;

le quali nel caso delle ampiezze eguali si riducono a :

( 1 4- sfl ?*)"— ( 1— sfl m)" 2(1 — sa- u)^
SO WM = TT—-— ,„,,., '^—i- , cg mi = .-r— r- 7;—^^ —

, ec.
(1-+s^h)"4-(1— S(7")" (1-^S(7m)"4-(1 — S(/m)"

16. — Nei volumi VII e XII dei Nova Commentaria di Pietroburgo, Euler

applicò le formule di addizione degl'integrali ellittici alla soluzione divari

problemi sugli archi delle coniche a differenza rettificabile,

1° In una data ellisse, determinare due punti M, M' tali che V arco MM'
risulti la metà del quadrante ellittico BA. Dicasi Og il parametro angolare

del punto V estremo comune degli archi B V, VA aventi la differenza

rettificabile; per le relazioni (1) 2BV—BA^2aE{'^,) — aE(Ù =

— — sen^ 9„ , cos"- 0. — scn'^ c„ \/ 1 : sen- ^ = cos-^ si deduce :

a '
' r a- 2 2

(2) tang 9. = ^f e quindi 2 BV- BA = ^^ (^^J^)
= « " ^-
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Per il qiial valore l'eguaglianza BM'—BM= - BA che deriva diiìVìi^o-

tesi del problema, diviene BM — BM= B V— (
—-—

j ; onde rappre-

sentando con 9 e 9' i parametri angolari dei j)unti M, M' si avrà pure

E {'y) ~T E {'yo)
— ^Ìy)— ~p— > ovvero trasformando il pxùmo membro

per la relazione di Fagnani si troverà — sen o sen 9' sen 9„ — —^— ; e
*•

a^ ^ ^ ^'' 2a

poiché dalla (2) risulta sen 9,,
— 4/ _^ , si conchiude (3) sen'^ sen'^' =

= - a/ —;—y ;
per conseguenza dall' equazione :

1
2 ^^'^ ro — ^os 9o si ottiene :

(4) coso cos'^' = -= -X/ _^ . Eliminando 9' fra l'equazione (3) e (4) si avrà

, , ^, a , 6 , . , 5a+364-V'9o«+96M^14à6
4 (a -7- &) = —i 5— da cui se»- 'v

= 5-7——r^r
,

^ sen^ 9 cos- 9 ' 8 (a -f- 6)

—5— = -^ , ec. . . . tirando la tan.f^ente al
sen^o 2 a ^

punto ilf sino a segare in J., e B, i prolungamenti dei semiassi OA, OB
si ottiene :

31A, ^ = ^^ (fl- cos^ o~ b^ sen' 9) = b^ — 2 a' 4- (a- - 6") sen^ 9 4
sen-0

B 31,^ = -^ {a'- cos- '0 -i- &- se«5 'c) = a} — 2V-^ {a^ — &^) cos« 9 ^
COS- 9 ' COS-

9

e sostituendo i valori di sen^ 9, cos- 9 in funzione di a e 6 si giunge fa-

cilmente all' espressioni :

MA, = T , -B,M= ;

dalie quali risulta il teorema B,3I— 31A, ^a~ì-b, e parimente condotta

la tangente nel punto 31' sino a segare gli assi nei punti A^, B, si

avrà eziandio B^ 31' — 31' A^^=a-r- h. (*)

2° Dato in posizione un diametro D D' dell' ellisse, dividere con un

punto 31 ìa semiperiferia D3ID' in due archi aventi la differenza rettifi-

cai/ile. Indicando con 9 e 9' i respettivi parametri angolari dei due punti

D ed M, dall'equazione DM -^ MD = 2 BA si ricava DM— MD'

=

(*) Demonstraiio theorematìs et solutio proUematis in Actis Eruditorum Lipsiensìhus

propoaitorum, pag. 155 del tomo VII dei Xovi Commentarii. (Petropoli, 1761). Vi si

trova pure l'analisi del problema « dividere la periferia dell'ellisse in tre archi eguali. »



45 -

2D3I—2BA = 2DB-h2B3I—2BA = 2 ri JB (9) 4- 2 a i? ( 9) —

2aEl—) =2 - sen 9 sen 9', inoltre dalla relazione cos ^+ sen 9 sen 9'+

tro DD' sul coniugato EE': sendo l'ansfolo DOE=0, sen6=: —r- , e

4- 't/ 1
5 sen- -X = cos 9 cos 9', si deduce tang 9 {««(; 9' = — . Si costruisce

il punto 31, prendendo sopra EO semidiametro coniugato di OD il seg-

mento OC = a, e la perpendicolare abbassata dal punto C sull' asse

maggiore sega la curva nel punto cercato M. Posto E ^= a^ =
= 'v/ff* sen- 9+ If- cos' 9, OD = 6, = \/a- cos^- 9 + &* senr 9, le coordinate

* CI cos V
di ilf per la trovata relazione tana 9' = :; saranno a; = a sen d =^ -^ ^ h sen 9

^

a-cos'y , , b^sen'p , ,.„ , ,. , . _^, ,^^,= —= ,y = ocos'Y = —r

—

- e la differenza degli archi D3I, MD re-
0, 0,

salterà eguale a "^ = — sen 2 9 ; è facile verificare che que-

sto valore coincide con la proiezione ortogonale 2 a, cos del diame-

^' sul coniugato Ej

. (rt- — &-) sen 9 cos 9
cos 5 = ^^ '-—^— 1 .

a, &,

17. — Giuseppe Luigi La-Grange (nato in Torino il 25 gennaio del-

l' anno 1736 e morto a Parigi il 10 aprile del 1813), meditando sulle ri-

cerche Euleriane relative all'integrazione dell'equazione differenziale

(1) ——= -r- -— = 0, ne scopi'ì un metodo diretto e lo divulgò in una
VX vr

sua Memoria inserita nel 4° volume delle 3Iiscellanea Philosophica 3Iathe-

matica (primi annali della Torinese Accademia delle Scienze) col titolo :

Sur l'integration cles quelqucs eq^uations differentielles cloni les mdeterminées

soni separées, mais doni cliaque membra en particulier n'est point integrable,

e con la data di Berlino 20 settembre 1868. — L'immortale geometra vi

espone prima il metodo d'integrazione per parti, e nell'eguaglianza (1)

supponendo X, Y polinomi interi di secondo grado con eguali coefficienti,

riduce la medesima equazione (2) dx V Y -i- dy VX = 0, alla forma

o{x)\/Y-+-'^(y) VX^ J^ H^,y) (-^^^) ^ C, in cui 9 (x) e

'/' i^> y) esprimono funzioni intere delle variabili, e siccome la quantità

contenuta in parentesi sotto il segno integi-ale è nulla a motivo della (1),

ne conchiude la relazione algebrica 9 (x) "y/Y-r- 9 {y) \/X = C Si può se-

guire lo stesso metodo allorché i polinomi X ed Y sono biquadratici, con

potenze pari della variabile, cioè X = 1 -f- aa;^ -t- &«*, T =^l-i-ay--T-by'^
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e si è divisa la (2) per il binomio 1 — hx^n^ prima di eseguire l'integra-

zione per parti; è facile ottenere l'identità:

in cui le quantità 9 {x, y), -l) {x, y) simboleggiano le respettive funzioni

, . , . ,. a-~2h{x^-T•^|^)-\-ahx^^l'^ 2bx'^y^
snumetnche razionali tz . / ,., ^*Z/> tì , » ox» «

Mutando nella (3) la variabile x in y e viceversa, risulta:

^ 'J l — bx-y^ 1 — bx^y^ -' ^^ '-^'y/X J ' ^ ' -^
' -^

^

Aggiungendo le relazioni (3) e (4) in virtù della (1) si deduce:

X \/Y~T-y v/x—
z ,' , X— = C > identico all' integrale dato da Euler.
l — bx^^J^

^

II nuovo metodo di Lagrange consiste nel differenziare l' equazione

proposta f^ = 0, che per ipotesi racchiude gì' infinitesimi di primo ordine

delle variabili, e combinare poi 1' equazione risultante f^
= 0, con la data

mediante opportune integrazioni ec, in modo da eliminare i differenziali

di second' ordine ; se è possibile di ottenere così un' altra equazione F, =
fra gli stessi differenziali di primo ordine e distinta dalla proposta, ba-

sterà eliminare questi differenziali fra le due equazioni /", =^ 0, Fi=^ 0, e si

avrà l'integrale cercato. Altrimenti non essendo possibile giungere al-

l' equazione F^ = 0, si differenzierà la f^^^ 0, e si combinerà la nuova

/"a
= 0, in cui vi sono pure differenziali di terzo ordine con le precedenti

/", = 0, f^=^ 0, procurando di ricavare un' equazione F^ = 0, che contenga

differenziali di second' ordine e sia distinta dall'equazione fi = o; con

1' eliminazione dei differenziali di second' ordine fra le due f^ = 0, i^s = 0,

risulterà un' eguaglianza 9^ = 0, e quindi eliminando fra quest' ultima

e la proposta i differenziali di primo ordine si troverà l' integrale ri-

chiesto ec.— Lagrange applicò il suo metodo all'equazione (1) in cui si

hanno i polinomi interi :

X = a~T-bx-T- ex- -f- dx^ -f- ex% Y= a-ì-by -i- cy^ -f- dy^ H- f */*
;

indicando con t la variabile indipendente pongasi (I) -5— =\/X; ^ dalla

(1) risulterà (II) — = — yY: quadrando queste due ultime equazioni e

poi differenziandole sì ottengono le seguenti :

(III) ^^^b-i-2cx-i-3dx^-héex\ ^^ = b ^ 2 cy -i- 3 dy' -i- i ey^
;

inoltre dalle (I e II) facilmente si deducono le relazioni :

(^> 1^1= v/-^- v/?, 1-1= Vx^V-Y.
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Aggiungendo le (III) membro a membro e moltiplicando le (IV) si

(1 i {L" 'ÌJ ì

trovano l'equazioni (V) -r-^ + -j^ = b~7-c{x~r-y)-r--^d{x--T-y-}~'r2e{x^-ì-y^)

(VI) (^) - (^^y==X-Y= h{x-y)-i-c{x^--i/'}^d{x^-y^)-^e{x'^-y'^).

Si assumano per variabili ausiliarie la somma ti e la differenza v delle

quantità x, y e le precedenti relazioni diverranno :

ut' 4 A

-t: .-T-. = h V -T- Cìi V -h -7 dv (d iC- -j- v^) -h ^ e uv {u^ 4- v^) ,

d/t dt 4 Z

dalle quali risulta 2 y -^-s — 2 -r- , -r- ^= d.v^-r-2eiiv^, equazione diffe-
^ ar dt dt ^

renziale di second' ordine che si può integrare dopo aver moltiplicato i due

membri per il fattore -^ (—) dt; infatti rappresentando con G la costante

d' integrazione si ottiene i ( 757 )
== C-r c?«H- e w*. Si elimini la derivata di

primo ordine -,- fra T eguaglianza precedente e la prima delle (IV) e so-

stituiti i valori delle ausiliarie u, v si giungerà all' integrale di Lagrange

(VII) i— —— ) =C-T-d{x-r-y)-i-e{x-r-yy-. Cambiando in questa rela-
\ -^ y

zione il segno alle quantità yY si avrà l'integrale corrispondente all'equa-

zione —r= i^ — o. Volendo ridurre a forma razionale l'eguaglianza
yx VY

(VII) si faccia per brevità X- Y= (x— y) P, P=b+ e (x-i-y) -{-

-hdix'-hxy ^y-)~he (x^-T-xr y-i-xy^~^y^) e Q= C-7-d {x-ì-tj)-^ e{x-i-ìjy\

poiché la (VII) è identica alla relazione (\/x— \/Yf=Qix— yf, ne con-

segue (\/x -f- A/r)^= -^; aggiungendo le due ultime eguaglianze membro

a membro si trova 2 Q {X -h Y) = P- -ì- Q- {x— y)^, la quale a motivo di

X = Y-r- (a;— ^) .P diviene [P— Q{x — ?/)-]- = 4 § T; ovvero sostituendo

1 valori dei polinomi P e Q risulta :

[b-hc{x'hy)-^C{y — x)-^ dy (a;+ 2 2/) 4- 2 e ^'- (^+ 2/)]' =
= i[G+ d{x+ y)~{-e{x+ yf\ (« -r-ly-ì- cy"- -ì- dy"^+ ty')

e sviluppando quest' ultima si giunge alla forma divinata da Euler :

(?,*_ 4 a C) 4- 2 (& C-& C—2 a d) (a;+ 2/)+ (e' 4- C^— 2 eC— 4 a e) (x^+ 2/^)4-

-\-2{e--G''—hd—^aè)xy-\~2{cd-Cd—2eV)xy{x-\-y)-\-(d^—^eC)x''y''=^o,

relazione simmetrica rispetto alle due variabili, e che ordinata secondo

le potenze crescenti di y diviene :

(a 4- 2 p a; 4- 7 x-) 4- 2 2/
(jS 4- 2 5 a; -r v: ic^) 4- 2/' (7 4- 2 vi a; 4- > a;') = 0,
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cioè V integrale è un polinomio della quarta dimensione, di secondo rjrado ri-

spetto a ciascuna variabile, ed i suoi coefficienti y-, 5, 7, 0, v;, )., sono espres-

sioni razionali ed intere di primo osecondo grado rispetto alla costante arbi-

traria C ed a ciascun coefficiente dei polinomi X, Y.

Per il metodo di Lagrange si trova immediatamente l' integrale del-

l' equazione (1) T-^+T^, = 0; infatti significando con ^ la variabile in-

dipendente e posto (2) -T7 = A 9 = y'i — Jc'^ sen'^ z , si deduce dalla (1)

la relazione (3) -~ = — A e' = — yl— k^ sen^ 9': innalzando a quadrato

queste due ultime uguaglianze e poi differenziandole si ottengono le se-

,. dro k- sen"^ 'y d-z' k^ sen^ o' , ,. . ,

guenti : ^2 = g ' 1^ ^ 2~^ ' ^ aggiunte membro

a membro conducono alla relazione :

(*)^ ^ -^ = — Y (*^" ^ '^ "^ ^^" 2 9') = — J^- sen ('f 4- 9') cos (9 — 9').

E siccome dalle (2), (3) si ricava (5) I yj j
— ( -tv- ] =fc-(sen^c'

—

sen^'-f)-

^ sen (9 -h 9') sen (9 — 9') , si co

9 ,

^^'9'
/ r.fd'^ dz'\

V^^-d¥ J''^'^-'^^\m--d^)

= ^ sen (9 -h 9') sen (9 — 9') , si conchiuderà dalle (4), (5) l' equazione

-^ V-7 — -, ~—r,—-

—

-
\ è facile vedere che ì due membri

«9 dy sen (9 — 9)
'

di quest' eguaglianza hanno la forma — , e però integrando risulta

^^
VJó

"^ Io /
^ ^''^ *^" ^^ — 9 ) -% C, ovvero j^ -i-

-j^
= C sen (9 — 9 ),

ed eliminando con le (2), (3) le prime derivate si avrà (6) \ z — \ 0' =
= C sen (9— 9'): per determinare la costante C si noti con y. il valore di 9'

^ y — 1
corrispondente a e: = 0, si dedurrà C — — : onde l'integrale della (1)

sen y.

si riduce alla forma (7) A e:— A e' = —^ sen (9 — z). Se invece si fosse
sen y-

stabilito il rapporto f y^^ ^j : \-^— ~^) •< si sarebbe trovata la

relazione (8) A e H- A 'j;' = —'-

'- sen (z -~ 0') : eliminando fra 1' equa-
seny \.

.
/ 1

zioni (7) (8), la quantità A y si otterrà la nota relazione che dà il valore

di sen y. Col mutare il segno all'angolo 9' si avrà l'integrale dell'equa-

do d o'
zione — — —, = 0. Simile soluzione fu data dal professor Darboux nel

tomo IV degli Annales Scientifìques de l'École normale superieure. Paris 1867.
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L' equazioni integrali (7), (8) hanno uu significato geometrico nella

ellisse
;
poiché se a, b, sono i semi-assi, il centro, e siano o, o' i pa-

rametri angolari di due punti M, M' della curva si hanno 1' espressioni

dei raggi centrali 0M= a Vi — h'^ sen^(f>, OM — a Vi— h^seti^cp', avendo

p} 52
fatto ^— — ^', e l'area del triangolo rettilineo OMM' è eguale a

•^ ah sen (9— 0') ; onde la relazione A 9 ± A 9' = C sen (9— 9'), si traduce

11 X • OMztOM'
, 1 XX 1 • X- .^ ,T, ,

nella «[eometnca -—. ^^,,-, == cosi, ovvero condotte dai punti ili, M le
'^ triang.OMM '

normali MH. 31' H' ai lati opposti OM', OM si avrà ^r^rv^ ^ ^;rrr,=cosi:
' ^^

ZI' H' MH
cl(p do'

dunque V equazione differenziale ——f- -r-=-, = 0, è integrata dalle coppie dei

punti 31, 31' di un' ellisse tali che i valori inversi delle normali condotte da

ciascuno di essi sul diametrc passante per V altro ahhiano una somma o dif-

ferenza costante.

Lagrange col moltiplicare membro a membro le due equazioni

d(ù do' ^ . u ri, / , i\ ^9 f^f' J • L J

dl)~^d9^ ^^" ^'- ~ '^^
'

*'"^ ^'^~^^^~dO~ dò ' ^^ integrando poi

la relazione che ne risulta ottenne la seguente : C cos (9 -t- 9') =
= Ccos (9— 9')+ C" ; la quale per 9 = 0,

9' = y- determina C'^= {G— C) cos //-;

onde per i noti valori C — — , C = '
"

'— , deducesi la già tro-
' sen y- sen y

vata formula (9) cos y-= cos 9 cos 9'— senc^sen 9' A y, ovvero (10) cos (9-Ì-9')—
— coj>w = (Au — 1) sen 9 scH 9'— . È facile dimostrare con le precedenti

equazioni le formule di addizione degl' integrali ellittici di seconda e

terza specie; così facendo v = E(f-+-E(p' (*) si ricava (Z9= d''^^(p-T-do' ^((>',

e questa aggiunta membro a membro con la (1) equivalente all'egua-

glianza = (29A9'-|-(Z9'A9, diviene dv = (cZ9+(Z9')(A9-f-A9'), onde ap-

plicando la relazione (8) siconchiude integrando?;= I
—

'

—

- jcos(?+?')-r-C(,.

Per determinare questa C„ si farà ^ = 0, 9' = w, e si troverà E y =r

—' ~
I cos ij- 4- C„ ; per lo che in virtù della (10) ne consegue la

seny. /
^

relazione di Fagnani (11) -E9 'i-E(p'—Ey — —~ '- [cos (94-9') — cos y] =

= ^^

—

'- senoseno =— K'senysen(psen<p.

(*) Rimanendo costante il modulo le ed il parametro n si farà uso delle semplici

notazioni F'-?, E'^,Ua,G^, per indicare gl'integrali ellittici.

4
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1 — (A9)' . .

Inoltre a motivo dell' identità sen^ 9 =
j^

si ricava :

mente 6^9' = —^-j^—-, G'j-= —^; dalle quali ne consegue G 9 -t-

-h (r 9' — Gu = —
Y^
[Eo -T- E'y —E y]^ — sen y- seti 9 seno'- Per l'addizio-

ne degl'integrali n 9 =r / —-— '„
. . , 119' = / ——;

, , ^ . ,,,
•

^ ^
' I (H-ns<fn*9)A9' ^ J^ (\ -^ n sen^ o ) ùk r:^

si faccia per brevità ?o ^ ri 9 -|- n 9', e quindi ne risulterà :

ndo sen^ (p — sen'
9'

dwz=
A9

[ 1 -f- n (sen* 9 -f- se»* 9') -f- «* sen* 9 sen* 9']
'

avendo prima sostituito -
"^

, al rapporto eguale ^rp— . Differenzian-

do la relazione di Fagnani nell'ipotesi di y- costante si ha do^(p-{-

-f-d9'A9' = ^-^se» ," fZ (seH9 sen9'), ed eliminando A 9' si ottiene:

-2
[
(A 9)5— (A 9')'] — -r 7, l'^ (sen' 9' — sen' 9) — fc* sen y. d { sen 9 sen 9'

)

,

, . , -, , nsen y- d(seno seno') . ,

e pero si deduce dw = -,
^

; , ,
'

,

—5 = 5—>• Anche^ 1 -^ n ( SOI- 9 -t- sen^ o )~r-n^ sen 9 sen- 9

la somma sen' 9 -4- sen- 9' si esprime in funzione del prodotto variabile

sen 9 sen 9' =r f , e di quantità costanti ; infatti innalzando a quadrato

la formula di Lagrange cos y- -r sen 9 sen 9' A y. = cos 9 cos 9' , resulta :

{cos /z H- t A ;:/)*=: (] — sen* 9) (1 — sen* 9') ^1 — sen^ 9 — sen^ 9' -<- t*, da

cui sen^ 9 -f- sen* 9' = sen' y — 2 < cos y A y. -;- i- 1^ sen'' y ; onde il precedente

,.-. . , . ., , nsenydt
dmerenziale si riduce a a ;«; = —5 r—-——-= -57—rn i~^ '

l-f-«sen'fi— 2nfcosw.Aa-f-nr(nH-fc sen-y)

cioè della forma — '
'

'

. Integrando questa relazione fra i li-

A-— 2, Ut -f- E"

•.• . • . rr , n ' .
tVAG- B^

, , .,
miti e f SI trova 119-4-119 = n sen 'j. are tana =- rcosf., il va-

lore della costante è ria, risultando dal porre 9=^0, 9' = .'-'- e perciò

t = o; così deduconsi le stesse formule della pag. 39: se il parametro

è negativo ed il valore assoluto minore di k-, cioè n = — 1c^ sen'' y
, la

somma llo-i-n-/ — no. è una funzione logaritmica, e nel caso di n

positivo, oppure compreso fra — 1 e — fc*, la somma precedente è la

funzione circolare inversa arco tangente ec.

18. — Nel capitolo XI della sua Théorie des Fonctions analytiqnes,

Lagrange osservò l' analogia esistente fra l' equazione da lui trovata

cos w. = cos 9 cos 9' -T- sen 9 sen 9' A y. , e la formula fondamentale della

Trigonometria sferica, ne dedusse una costruzione geometrica per tro-

vare 1' amplitudine della somma o differenza di più funzioni integrali
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ellittici di prima specie e di ampiezze date, e così mediante una serie
di triangoli sierici insegnò a costruire l' amplitudine di una funzione
multipla di un dato integrale ellittico.

In uu triangolo sferico avente a, h, e per lati ed A, B, C per an-

goli respettivamente opposti si hanno le ragioni eguali
. senA senB
sen a sen h

seri'

sene
^'' °'"^^ ^ ^^^"" *^^Sn angoli si esprimono in funzione dei

lati e del modulo le mediante le formule cosA = ± \/l — r- sen"- a =
= ±!ia,eosB = ±^b^cosC=±^c, prendendo ciascun radicale col se-
gno positivo o negativo secondochè 1' angolo corrispondente risulti acuto
od ottuso. Siccome il modulo k si suppone minore di uno, dovrà aversi

(1) senG<:sene, e però si distingueranno

due casi, cioè l'angolo G sia minore o mag-
giore di un retto. Si abbia in primo luogo

G < ^ ,
a motivo della (1) si deduce C<c;

ora col centro sferico nel vertice C descri-

vasi il semicerchio massimo 3INP, l'arco

i>/iV compreso fra i lati dell' angolo 3IGN
misura la massima distanza di un punto di

uno di questi lati dall'altro, se dunque de-

scrivonsi gli archi di cerchio massimo BE, BD respettivamente normali
al primo lato GB ed all' altro situato sull' arco GM, saranno BE e BB
minori di e e quindi il secondo estremo A non potrà cadere fra i punti
D ed E, dunque il triangolo ACB avrà ottuso 1' angolo GAB, ovvero il

terzo GBA. Se invece l'angolo G supera l'angolo retto, dalla disegua-
glianza (1), si ricava C> c> - — a, onde l'arco NP che misura l'an-
golo C è la minima distanza di un punto di uno dei lati NC, GP dal-
l' altro, e però descrivendo gli archi di circolo massimo BE', BB'
respettivamente normali ai lati GN, CP, i due archi BE', BB' maggiori
di NP supereranno il lato e ; per conseguenza il secondo estremo di
questo lato giacerà fra i punti G ed E', ovvero fra B' e G' ed il trian-
golo sferico avrà un solo angolo ottuso, ovvero tutti e ti-e ottusi.

Fig. Ila.

Si faccia r ipotesi che nel triangolo sfe-

rico ABC, l'angolo G sia ottuso e rimanga
costante il suo valore e quello del lato opposto
e, mentre gli altri due lati subiscano una va-

riazione infinitesima; col centro sferico il/ punto

...\g. d'intersezione dei due archi eguali AB, A' B'

^ e con i respettivi raggi sferici MB', MA' si de-
^'' B scrivano gli archi B'B\ A'A", i triangoli infini-
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tesimi A!A A!', B'BB'^ considerati come rettilinei e con gli angoli retti

in A" e B''' somministrano 1' eguaglianze A"A = AA' cos A = db cos A,

B'^B = BB' cos B — — da cos B, e poiché per ipotesi A"A = B"B, si

deduce l'equazione differenziale da cos B -h db cos A = o , cioè -—h -j—o,

e si è veduto che i due angoli A, B sono entrambi acuti od ottusi ; le

ampiezze saranno collegate dalla relazione gonioraetrica cos e= cos a cosb-h

-r- sen a sen h cos C — cos a cos b — scn a'sen b H^ e, che è precisamente

r integrale della surriferita equazione differenziale. — Lagrange tenue il

metodo inverso , cioè partendo dalla relazione cos e = cos a cos b -r-

-f- sen a sen b cos C, e supposti costanti C e e, considerò a, b come

funzioni di una variabile indipendente ; e differenziando ottenne

da (sen b cos a cos C — sen a cos b) -\~ db (sen a cos b . cosC— sen b cos a) = o,

in cui sostituito il valore di cos C, dato per i tre lati si trova

/ cos a cos e — cos b\ . „ / cos b cos e — cos a^
dal ^-C 'h-

Fig. 1:

V sen a / V sen b

{da cos B-r-db cos A) sen e = o, che per le relazioni cos B =^ ^b, cos A =
= A n, soppresso il fattore scn e diverso da zero diviene da^b-hdb^a= o.

Date le quantità (p = am.u, (j>'=^ain.v ed il modulo Te minore

di uno, si costruisca il triangolo sferico avente per lati BC = (p,

CA — o' ed inoltre l' angolo A opposto al lato minore 9 sia acuto

e determinato dalla relazione sen A =^ k sen o , oppure cosA^=^^<p;

è evidente che vi saranno in generale

due triangoli ACB, ACB' aventi in co-

mune l'angolo A, il lato AC = 'y', ed il se-

condo lato BC ovvero GB' eguali a 9;

è chiaro che il terzo lato AB del primo

triangolo ABC ovvero AB' de] secondo AB'C

rappresenteranno le quantità i* = am {v—u),

e ,« = am {11 -~ v). Costruendo successiva-

mente gli altri triangoli sferici AB'C,
AC B", AB"C" con i lati oppo-

sti BC, CB", B"C' di grandezza co-

stante 9 e posto AB' = ;:/ = 9,, AC = 9,, AB" — 93 ,., si

avrà successivamente 2^9, =^9-7-^9', F9, = F9, -r--F9, F93 = 2^9,-1-

-f-F9,.,.. F(Cn — F^n-\~F^: menati poi dai vertici C, B', C, B gli

archi GM, B'M', G'M" normali ai lati opposti, a motivo delle egua-

,. -rrv AB-'-AB' -7^-, Ic-^AC' -, . , • ,. ,.ghanze AM=^ , AM' = , dai triangoli rettan-

goli AG3I, AB'M' si deducono le relazioni {y) tang ( ^ ' " \=tangf'cosA=

j= tango^ A o, tang H* '

J^ \ = tango^^o.= <an^»'As,i««^/

'
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tang(-^ ~^—
j
= tang ?n A y. — Se il raggio della sfera passa

all' infinito, i triangoli divengono rettilinei ed in luogo di sencf, senf\

sen ?, si avranno i segmenti
'f,

?', a, come pure cos A ^ \/l — k^ f^,

la trascendente F y diviene l' integrale

1 /" ^ kclf 1 1 , 9A
r I \y . -.. ~: — T «'c sen izm — - A — ~—-

,

^\/o yi — k-'r ^''
/>; sen^'

e le relazioni (e) si riducono alle seguenti ii/ -j- y, = 2 ip' cos ^4., ?' + ? =
= 2 cp, cos J. , ?, -+- ©3 = 2 y, cos -4 di piìi nel caso particolare di ^^ = y
resulta ?' = 2 cp cos A,

'f , = ? (4 cos^ A — 1), w^=A'fcosA (2 cos^ J.— 1) =
= 4 7 cos A cos 2 ^, e se A; = 1, sarà f = sen A, e quindi f

' = sen 2 A,
<p, = sen SA, fj = sen i A, ec.

Fi-. l>.
Il professor K. H. Schellbacli ha dato una ele-

gante rappresentazione geometrica della sostituzione

di Landen, mediante le proprietà dei triangoli sfe-

rici (*) ; infatti l' angolo acuto C di un triangolo ret-

\b ' tangolo descritto sulla sfera abbia i lati fissi in di-

rezione, indicando con « l' ipotenusa BC, con 6, e i

respettivi cateti CA, AB, si avranno le note equa-

zioni seti e = sen a sen G, (1) cosc= \/l— sen^Cscn^a =
= Aa, col modulo li — sen G , e parimente (2) tang b = tang a cos C

;

scìt Ò cos a
da quest'ultima posta sotto la forma = cos G , si incava:

sen a cos b

s'n (a — h) 1 — cosG ^ .0 . _

sen{a-i-h) l-heosG "^2 ^

/
{3} cos{a — b) = yi—tang'' ^sen^a-^b) = ii {a-i-b), col modulo

« = tang- - =
;; , . , da cui h =

;
. Si ha pure dalle formule

- 1-f- »' 1— h' i ~r ic

goniometriche la relazione : cos e ~ cos a cos b ~\- sen a sen b cos C =

= cos a cos bl COS' ^ -r sen ^ ì r- sen a sen b ( cos^ ^ — sen'- j= cos {a—b) XCe c
cos"" 2 -f- cos (a -h b) sen^ -

, (4) cioè cos e — \ {a -f- b) cos^ x -ì- eos{a+ b) X

Q
sen"^-^ . Attribuendo un piccolo incremento AA al lato GA, essendo P

(") Journal far die reine und angeicandte MathemrUik, anno 1881, pag. 347.
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il polo di questo arco di cerchio massimo, i quadranti PA, P A' com-

prenderanrio sul prolungamento del lato CB un piccolo arco B B' ed il

, ^ ^, • n< 1 • scnBB' scn FB' , , ,.

triangolo PBB ci da la proporzione —-—^==^^= ^; onde al ii-

sen BPB

(i-0, sen

mite risulta -^r — ^^^^—'-
, ovvero (5) àa sen B ~ ah . cos e — cos cY.

db senB

d (a -f- h) — cos cda — cos cdia-r-b) — da^ a, in virtù della (1). — Nella

precedente relazione si sostituisca in luogo di sen B, il rapporto eguale

cos G _ cos G
cos e A a

, ed invece di cos e il suo valore dato dalla (4) ; e si avr<à

j ri p
cosG—- — d{a-r-h) A (a + &) . cos- ^-i-d{a-r-h) cos{a~r-h) sen-^— da^a,

od integrandola (6) cosG j — — cos^^ j d {a -i- h) !>^ {a -^- h) -ì-

G »

+-sen^ - sen{a ~r-h) — / da^a, la quale riduce un integrale ellittico di

prima specie nella somma di due integrali ellittici di seconda specie,

e gli archi variabili a-\-ì), a sono collegati dalla relazione (2), cioè

tang [a-r-h — n) = cos Gtang a. Inoltre per 1' eguaglianza surriferita

db sen B sen b sen b cos b

da cos e sen a cos e sen a cos a
, si deduce :

d{a-r-b) _ sen 2 a -f- scn 2 b _ sen (a 4- b) cos (a— b)
.

da 2 sen a cos a sen a cos a

2 cos- -x

, „ . cos G -. sen b ,. 2
e siccome dalla proporzione = sen B ^ resulta =

'
cos e sen a cos e

senia-hb) . , • i r -i ^ d{a-\-h) 2 cos (a — b) ,C=
, SI conchiude lacilmente z

= cos- —
sen a cos a da cos e 2,

2 G= v- cos"- — A (rt 4- ft). e per conseguenza :

An 2 ' i. o

d(a4-6)/' " da 1_ /'"+''

Jo y 1 — sen'- G sen^ a 2cos'- Jo ^A ^^Al 1 — frtng * — sen- (a 4- 6

ì

ovvero JP(/(, a) — ~— F{]c, a-i-b} come alla pag, 37.

Il celebre Christoph Gudermann (nato il 28 marzo 1798 a Winne-

burg presso Hildesheim e morto il 25 settembre 1852 a Mùnster, pro-

fessore dell' Università di questo paese), come ultima sua scoperta lasciò

un teorema sul triangolo sferico rettangolo simile a quello Pitagorico

nella geometria piana ed è pure una semplice rappresentazione geome-
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trica dell' equazione differenziale ellittica nel caso del modulo eguale ad

UGO. (*) Si consideri un rettangolo sferico, cioè un quadrilatero equian-

golo a lati opposti eguali ; detti a, b i lati adiacenti, C Y angolo com-

preso, ed assumendo per unità di superficie quella del triangolo triret-

tangolo si avrà per V area del rettangolo sferico s — étC— 2tt
, da cui

s
sen r = — cosC. Descritta una diagonale e di questa figura, il centro del

e
suo cerchio circoscritto cade nel mezzo di e, ovvero „ è la mediana del

lato e in ciascuno dei due triangoli metà del rettangolo, e per conse-

c
guenza cos a -f- cos ?> = 2 cos'' ^ = 1 -f- cose ; inoltre si ha cos e= cos a cos b -h

-i-sena senb cosC, ed eliminando e si ottiene— cosC= — -=
senasenb

— tang-^atang-^b; onde la superficie del i^ettangolo sferico resulta:

sen-^^tang--^tang-, il qual prodotto dovrà esser minore di uno cioè:

a + ?> < 7^ . Facendo a = h <. -^ , si avrà la superficie del quadrato

p . TP 1 s , „ a 1 — cos a . n .i ,

sierico per la iormula sen 7 = tana- 7; = = : e ricavando il valore^ 4 2 1 4- cos a

del lato a in funzione della superficie resulta :

sen -^ -f- sen 7

Sui cateti a, & e sulF ipotenusa e di un triangolo rettangolo sferico si

costruiscano i quadrati le cui aree si notino respettivamente con i sim-

boli 49,49', 4v-: avendosi l'eguaglianza cos e = cos a cos b, ovvero:'

iog \' = ^Of7 a/ rlog \/—7T a motivo delle precedenti equa-

ziom,siconchiudei!o5r*an(7/
-^+ 5 j

= logtangl^ -t--^\ -{-log tang i j^-k );

relazione che determina l' area di uno dei quadrati in funzione degli

d'.

altri due e nell' ipotesi di a costante ha per differenziale — r-
cos 9

19. — L' integrale di Lagrange, pag. 47, si può ordinare rispetto ad

ognuna delle quantità C, x,y e quindi scriverlo sotto le tre forme

{•) Giornale di Creile, anno 1851, tomo XLII, pag. 280.
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e considerata pure C come variabile si avranno le tre derivate parziali

1^ = 2 (MC-\-N,=2\/N'--LM, ^^^2{M,x-~N,) = 2 VN,^—M,L[,

dii
j- — 2{M.y-T-N^ = 2\/N^^—L^M^. Per calcolare il discriminante
dij

N^— 31L si osservi che nell'equazione u =-2 Q {X-h T)— (P- -t-Q*-{x- yY),

(pag. 47), posto Q = G-r-II, essendo H =^ d {x -ì- y) ~r- e i^x ~r- y)-, si trova

ordinando rispetto a C 1' equazione u = {x— ?/)^ C^~ì-2C [H {x — yY —

— (X4- r) ]+ [i?M*- 2/)' - 2 H (A' -i- Y)H-(^^y] = 0, e per con-

seguenza N'- — ML = (X 4- Yy-— (X —YY = A X Y. Gli altri due discri-

minanti della forma quadratica u ordinata rispetto ad x, od y si ottengono

riducendo a forma più simmetrica V integrale te ; è evidente che il valor di

questo per il polinomio a coefficienti binoraiali X = a -1- 4 /> x -f- 6 e .r^ -f- 4 da;'

-r-ex'* si otterrà mutando le lettere?), c,fZrespettivamente nei prodotti 4 &, 6 e,

ed; inoltre facendo (7 = 4 (e -f- ''')) si troverà (1) 7W= 4(?)-—«e)—4a&)-f-

-f- 2 (2òe — 2 ad — 4 6 w) {x -~- y) -f- (e- — «e ~h 4 o)^ — 4 e w) {x"- -f- y^) -ì-

+2(5c2— 46(7— ae— 4w2_8cw)a;y-h 2(2c(Z— 2<?6— 4(?o.)a;^)/(.x-f-2/)-^

-7- 4 (d^— ce — cejì)x'y^^o. Scrivendo per brevità y. = A{h^ — ac) —
— 4aw, ]S= 2(6c— ad)— 46&), 7 = e*— ae-f-4w- — 4cw, vi — 2{cd— eh)—
— 4 d w, s = ò— 7 = 4 (e*— d6) — 8 w^ — 4 w e, )> = 4 (d* — ec)— 4 e w, l' in-

tegrale ordinato rispetto ad y diviene (2) « = 4 [a -|- 2 ;S a; -f- 7 a;-

+

-{- 2 ?/
(,S -f- (7 -T- s) a; -f- Vi re-) -h (7 -7- 2 v; a; 4- ). a;-) 2/' ]. Si conchiude la re-

lazione 4 {N,^ — 31, X,) r= 4' [;5 4- (7 4- a: 4- v; a;5p — (a 4- 2.5a; 4- '/a;')

(7 4-2v;a;4-)..'K^) = 4' [/3« — «7 4- 2 (S £ — a /;) .t4- (--*— a). 4-2 7.- —
— 2S »j)a-^4-2 (v; r — ,S).)a;'4-(-/i2 — 7)) a;*]; con facili calcoli si ottiene

la serie dei rapporti eguali :

jS2— «7 3r— av3 s^-— y.l-i- 2-/^—2 fi -n V7 £ — ,S ). 7,5 — 7).

26 6c 2(Z
:4n,

in cui si è notato con n il trinomio 4'-)^ — Iw — -J, I ed .7 rappre-

sentando gì' invarianti quadratico e cubico della forma omogenea

aa;/ 4- 46 a; a;,^ 4- 6 e a;' a;, 4- 4 da;' a;, 4- e a;*, cioè/ = ae — 46d4-3c',

J =
a, b, e I

h, e, d — ace-T-2bcd — ad- — eh- — à. Restano così dimostrate

c,d,e
\

V eguaglianze 4.{N;-— Jf, XJ = 4^ X il , 4 (iV.^— 31, L,) = 4^ F a , e sic-

come il differenziale totale di u rispetto alle variabili x, y,C è espresso
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, .
àu ^ du , ^

^^^^^^^d^ "d^'^'^'^dC^^^' ^^^ precedenti valori si deduce:

du = 4« dx \/yÒ. 4- 42 Jy V-^^+ 4 dC V^y = ; e poiché rZ C = 4 d 0.,

si ricava l'equazione (3) -^ -f- —^ -i- -^ = che ha per inte;?raleVX VY vn
particolare, cioè privo di costante arbitraria, il valore di u determinato
dalla (1).

20. — L' Hessìano della forma omogenea biquadratica surriferita è :

/ à} f \^ d^ f d- f

^=\d^xì -d^^7w = ^'^-^ -^47vxV.r-|-6^,<a;'^+47.,a;,^^-|-ft„a;\

ed i valori dei coefficienti sono Ii^ = ac — b\ 2\^ad— bc,6h, = ae~\-

-7-2bd— 3 e-, 27ì, = he ~ ed, \ = ce — d'\ onde a motivo delle due iden-
4 1

titcà c'-ae^—-{ae~2hd~3c'-)-- (2ae — 8&fZ -t- 6c«) = —47^ —

— r; /; 5c'' — 4M — a(? = 2(c^ — rte)-^ae — 46cZ4-3c^= -87l 4-- I

l'integrale di Lagrange diviene (4) — -u= \~\-ao^-L.2{\~ihM){x-hy)

-i- {h, ~hc">) {x'- 4- ?/« 4- 4 ajy) + 2 (7(,+ fZ^) xij {x -hy)-h {h„ -f- e oi) x'- ìf-
—

"("''""
12 7 ^^~y^' = ^^ ^ sotto questa forma fu dato dall'illustre

professor Battaglini alla pag. 70 del tomo XIX del suo Giornale di Ma-
tematiche, Napoli 1881. Ei la trovò come caso particolare delle condi-
zioni che devono sussistere fra i coefficienti di una forma 9 razionale
ed intera con le variabili x, y, z e quadrica rispetto a ciascuna di esse,

affinchè questa 9 sia un'integrale particolare dell'equazione differen-
ziale ellittica a tre variabili, servendosi dei simboli abbreviatori del-

l'Algebra moderna. Confrontando la forma (4) trovata per m con l'al-

tra (2) si deducono le relazioni — z =: 4 (7ij -+- 00.). _;3 = 4 (/^^-i-ftw),

— 7 =^ 4 (li, 4- e w) -I- g I— 4o.=, -Y, = 4 (7i, 4-(Z«), _(y4-,) = 8(7t,+ e w)4-

-f- 4'..2 _ - 7, _ /; = 4 (7i,^4-f7,,)^ _), =4 (/j^+g„)^ _ (274-C-) = 12(7», 4-co)).

Facendo y = xV integrale u riducesi ad f{x) = H{x) 4- mX, cioè al valore

del polinomio, (li, -+- ao)) r,^ 4- 4 (7*3 4- h^) a- .7;,' 4- 6 (7i, 4- cm) x"- x,^ 4-

4- 4 (7(, -t- d'>^) x^ rCj 4- (7i„ 4- e w) x' per x, = 1. Ora questo polinomio si

può scrivere per le relazioni precedenti 4 /"(a;) = a a;,* 4- 4 -5 a; a;,' -r

+2(27-^0^'^.'+4v7a;^a:,4-)a;" e l'HessianoC^^V-^^ delmedesimo
\dxdxj dx-dx,^

è [3 /3a;,2 4- 2 (2 7 -i- =) xx, 4- 3 v; x^ P— [(274- x,'-h 6 -^ xx, 4- 3 ). x^] ><
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[3 ^a;/-h6 S.T.T, -T-(2 7-!-£)^']; la quale espressione per a;, = 1, para-

gonata col discriminante della (2) equivale a [3iVj-l-(7— ^) x]^ —
- [3M, + (e - 7)1 [3X, -f- (a - y) x''] - 9 (iV^,= -M, A) 4- 3 (7 - X

(L^ -f- 2 iV^a; H- il/, a;^) ; onde per j = 7 , cioè '-'^ = ^^ J, 1' Hessiano della

forma H{x)-ì~mX, coincide a differenza di un fattore numerico col

discriminante dell' integrale u considerato come forma quadratica ri-

spetto ad y od x, e sarà quindi eguale a 24*Xn,, significando con ìì,

il valore di O. per '.>- = — /; dunque le forme biquadratiche H{x) ±

± X \/^ I, hanno per Hessiano la stessa forma X. Per i valori par-

ticolari oj = ± \'yo ^-' 1^ forrna (4) dell'integrale u esprime la relazione fra

un elemento x od y ed i suoi elementi armonici di secondo grado y op-

pure X, rispetto al gruppo dei quattro elementi determinati dall' equa-

zione H (x) ± X '\/T-^I= , come si dimostra nel numero seguente.

21. — Osservazione. Le radici del polinomio biquadratico X — rap-

presentino le distanze di quattro punti A, B, C, D situati in linea retta e

referiti ad un' origine 0, e poiché si hanno sei doppi rapporti, tre di-

retti (ABCD) = y.
, (AGDB) = ^. = ^^ ^

{ADBG) = «, = 1 — i
; ed i

tre inversi-, — . — , sarà facile comporre l'equazione cubica avente
a a, a..

per radici a-f--, 2,-?- —
,

2^5-1 , in funzione dei coefficienti di X;
y. Xj Kj

infatti chiamando K l'incognita si avrà K^— MK- -r- NK — P — 0;

• 7.r . 1 .
.1 ,1 .1,1,-.

in cui M— :<-f---|-Zj-; r-z, -1 = 5'--T !- r 1 — « -ì- 1 —

tuendo i valori di a, ed y.^ in funzione di y. trovasi con semplici ridu-

zioni :

1 — 3 a ^- 3 «2 — y' + 3 a* - 3 y' -h y'— N =

— P =

«2(1 — «)«

2— 6y^Uy^— 12 y' 4- 11 y'— G a' -^ 2 >'

«2 (1 _ a)J
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2(l_«4-5!«)'
dalle quali si conchiudono Teguagiianze 2iV— P= 5, 1 — P= ^{i-.y

2(13 — 27 J^)'

_ AG.BD _ {OC- A) {OD - GB) __ {x,^-x,]{x^-^
""^ '^-' BG.AD~ {OC-OB){OD-OA)~ {x,-x,){x,-xS^^''^

{x^ — x,) (x, — x^)=p, {x, — x,) {x, — x,)--=q, {x,—x,) {x, — x,)=^r,

si ottiene y. = ^^^
, 1 — a = '^^^

, (q — rY (1 — ^ + a^) = «^ -^ «^ ^.
q — r r— q

12/
-hr^ — pq — rq — rp - -^ , {q— rf y.^ (1— >.)2 = {q— r)- {q—pf {r—pY =

16- / \ 27 I''= —j- IP— 27 J-j; e per conseguenza si trova 1 — P= -

5_i_ p
da cui ricavasi il valore di P, indi si avrà iV= —

^
—

, e la surriferita

equazione cubica diviene (K— 1)'— 7— , {K -}~ 2) (2 K — 5)^ = 0:

dunque i valori dei doppi rapporti dipendono dalla costante -p^ . Se

abbiasi K — ^ -h - = — 2 sarà y- = — 1, i quattro punti A, B, G, D for-

mano un sistema armonico e la condizione necessaria e sufficiente ridii-

cesi ad J= 0. Nel caso che K— x H- - sia eguale all'unità, i doppi rap-

porti divengono tutti eguali alla radice cubica immaginaria dell' unità

negativa, il sistema dei quattro punti ABGD si dice equianarmonico e

la relativa condizione necessaria e sufficiente è I=^o.

Se A^ B, G, D, E sono punti fissi in linea retta ed M, M' due punti

MA 31

B

variabili collegati con i primi per la relazione - TFrT-VTr^ = , ove il° ^ ^ MA . MB
segno 2 si estende a tutte le combinazioni binane dei medesimi punti

fissi, dicesi che i punti M, M' sono armonici di secondo ordine rispetto

al gruppo ABGDE Posto 0M= x, 031' — y, essendo V origine

delle distanze, i segmenti DA, GB, OC, GD sieno le radici dell' equa-

zione biquadratica X = a -ì- 4:1)
x -{- 6 e x'^

-i- i d x^ -}- e x'^ = 0; facilmente si

, 31A . 31B ^. (x— .«,) (x— xA
troverà 2 = 1 ;

'-— "- = 0, ovvero
31 A ,3rB iy — ^c^) ili

— rJ

2 [x — .X,) {x— .cj {y— Xg) {y — x,^) = , sviluppando resulta :

Qx^^f' — ^{x^-y-k-xy^-) 2x, -^ {x^+ y- -r- i x y) -«,«2

—

o{x-T-y) -x^x^x^-^

~r-Qx^x.^x^x^ = 0; e sostituiti i valori delle funzioni simmetriche delle

radici espresse per i coefficienti di X si conchiude la relazione ex- 1/- 4-

4- 2dxy {x -\- y) ~\~ e {x^ -r- y^ -r ^xy) -f-2& (.-c-r-y)-f-a = 0.
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L' intégrale u di Lagrange (pag. 47) è una funzione quadrica della

somma x-r-y =^v, e del prodotto xy=^t delle variabili; riducendolo

omogeneo con la terza variabile w diviene u^= v. lo^ -\-2^vw -{-'yv^ -r-

-\--1itio-r-2-ritv-T- / 1^
;
prendendo le derivate parziali -r. =2).i-f-2v)v-T-

dt

-f-2=-i«, -j^ = 2v5t-f.27v4-25M?,-^=2':<4-2,5j;-h2'>'.w;, si trova per
dv dio

denominator comune delle t, v, w il determinante simmetrico !)=•/;, 7, ^S ,.

I ^ .S, ==

'

Componendo il determinante ad elementi reciproci degli elementi di D
si ottiene :

Z>' =
y.-/— p^, I^E— xn^Tip—y;

v) ^S— 7 r, V3 r— ). S, ). 7 — vj*

= 4* il'

— a, ft, 2'') — e

h, — (c-f-^'O, <i

2 w— e, d

,

e

— 4* nv
1: — ,

da cui B = ± 4- n^, così le tre radici del polinomio fi annullano il

determinante D ed i discriminanti iV,' — M^ L^ , iVj-— -M, L^ , e perciò

rendono tt quadrato esatto tanto rispetto ad x che ad y.

dz
22. —Il differenziale —= , in cui Z = a -\- Ahz - Qcz^ + idz^ H-

V Z

4-cs* e s, è una sua radice, per la sostituzione z^=2^-r
f'{zò

-

, SI ri-

5-^r(*'.)

duce alla forma
d9

; essendo I e d J gV invarianti qua-
^Ó3 — 410— 4'-J"

dratico e ciibico di Z. — Infatti facciasi z — z^-r-v, ed il differenziale

—— si trasforma nel simile ^-^
, le radici del polinomio y'—vf'{z^)~,-

Vz \/V

-^|/"(^.)-^/qr"u)-i 2.3.4
/'^ {z^) in funzione di z sono u, =

= 0j — 5, , tj^ = -^3 ~ 'S'i ) f 3 = ^t
— ^1 ) ^4 = , notando per brevità sol-

tanto con /"'"'J il valore della derivata m^^'"'" di f (z) per ^ = 0, si avranno

evidentemente le relazioni (1)
/" = — ev^v^v^, /"'= 2e(t;, Vj-f-Vjt'a-r-VjV,),

/"" = — 6c (t5, -T- Uj-h V3). Eseguendo la sostituzione w =

e ;j parametri indeterminati si ottiene :

dv — V^d^

&— i3
, con y.

^^' V'(5-^)V'-f-|r>-r^)v"4-|(.5-p)r"
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ed affinchè sparisca il termine di secondo grado rispetto a nel poli-

nomio sotto radicale dovrà aversi la condizione ^
/"" — 6/"'

.
/3 ; così

facendo «=/"', 5 = - /"" risulta :

dv _ ~d9

Scrivendo i\v, —IJ, v^v^— q, v^v, = r, le relazioni (1) conducono alle

seguenti f'^ = e^pqr,f'f"' = Qe^ {v^^ v^v^-hv^ r,^ Vj -{--«;, y, ^3") = Ge^ ( pr-f-

-r-rq-T-qp), f" = 2e{p-i-q~r-r); quindi si hanno per i coefficienti del

polinomio cubico rispetto a V espressioni (2) ^9
/"'— n f f" =

= ^^{p-i-q-hry— e'- {pr -f- rq h qp) = |: [(p-^)^4- (2-r)'4-fr-;^)']

^y [9 (pr -h rq -i- qp) {p-hq-ì- r) — 2{p-^-q-hry — 27 pqr] =

£,^{p-^q-2r)(p-}-r-2q)ir-\-q-~2p) = 4-'J;

e queste relazioni dimostrano la proposizione enunciata. Si può aggiun-

dz
gere che posto 9 = 4 w, il differenziale —;^:: per la sostituzione z = z,~]-

H , si trasforma nell' espressione . Beci-

procamente il differenziale —=per la sostituzione 4: '^t = ^ f" [z^) -f-
'—^'^

,

y n " z— z,

essendo z, una radice semplice di Z, si trasforma in ;—

.

Vz
Poiché si deduce facilmente 4:do) = —, .

' ,4^w^— é'Iw— i^J=
{z— z,Y

= Qr - -^)'— 4lQ/"''+ ;r^) — 4^7, e ponendo in luogo de-

gl' invarianti i loro valori in funzione delle derivate ottenuti dall' equa-

zioni (2), si conchiude = —— —
, o\ef(z)=^e{z—ZtY-r-j; (z—z^Yf-h

Vii \/f{z)
^

+ \{z-zy-f"-i~{z-z,)f' = f{zr^z-z,) = Z.
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Osservazione P. — Al valore z ^= z, corrisponde m = » , e perciò si ha

f' dz /*" (Zm
la relazione u = ~ I -~j= — I

, ; notando con » (w)

J,^y Z J \/4'..3— Zm — J-'
^^^

la variabile m funzione inversa dell' integrale u, si avranno le derivate

^ ^"^ ""S "" V4'o' -/«-/, p"(m) = 6o.^. - ^ J, 2y'(M) = 12p(M)p'(M);

brevemente p"' = GCp^j'-j-p», ^^''^^ = 6 (pp"-r- 22/'-rp"p)
ed in generale col metodo di conclusione si dimostra :

in cui «;, simboleggia il coefficiente binomiale relativo all'esponente «.

Osservazione 2*. — L' equazione differenziale (3) del num. (19) diviene:

dx
,

dy dz ,,, . , , ,,^ ^^ -. .. i—P=H -= 7^ = 0, e nell inte.grale (1) pag. 56, ponendo il valore

VX \/r yz
surriferito di '^) dato per z si avrà un integrale particolare dell' equa-

zione precedente. Così per esempio facendo a^ o, nei polinomi X, Y, Z
sarà una radice di Z eguale a zero, e quindi si trova /" (o) = 4b, f" — 12 e,

eh
ed '') — K+ ^; fatta questa sostituzione nell'integrale (1) e posto a = o

si ridurrà alla forma:

-u = ilr{x'--T-')f-ì-z''-— 2xz— 2y z—1xy)—2ihcxy z—^hdxyz{x^y-\-z)—
— 4 eh xy z {xy -T-yz-r-zx)-T-à{d''— 6ec)x'^y^z^ = o. (*)

23. — Il metodo di Lagrange fu esteso dal professor Richelot di

Kcenisbei'g a risolvere il sistema di equazioni differenziali simultanee

,-, dx
, dy dz xdx ydy zdz . -,

{l)~^z= + —;^-}~^— = o,-—^-h-^—^-i-—^ = o, in CUI si ha
VX VY yz yx \/y \/z

X=^ a+ hx-r- ex"- -7- dx^ -+- ex'* -T-fx^ ~r- gx\ ed Y, Z significano i valori

corrispondenti di X per la sostituzione di y e z. alla variabile x.

Considerando le tre variabili come funzioni di una indipendente t, è

facile verificare che le surriferite equazioni sono soddisfatte jjer le se-

guenti (2) § - (i/ - e) Kx, § = (^~^) VY, |= (^"2/) KZ; inol-

tre si assumano per variabili ausiliarie le funzioni u = x -ì- y -'r- z,

{') Cayley, Trattato ddìe funzioni ellittiche, num. 445, p.ig. 327, della tradu-

zione citata. '
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V ^= iy— z) {z— x) {x — >/) , e per brevità si faccia ij— z — Xi, z— x^=y^,

X — 2/ = *,, si troveranno semplicemente le derivate (4)-^ =a;,\/X -r-

-hy,VY-^z,Vz,~ = x,y,{x,\/X-y,V7)-^y^2riy.VY-Wz)-^

~- z, X, (z, \/Z — X, \/x).

Differenziando rispetto a t la prima delle (4) si ottiene :

(5) ^'={y,-x,)\/XY-i-{x,-z,)\/Yz-i-{z,-y,)VzY-i-

' 2V' 'dx
"^^' dy '

^' dz)'

dalle quali tre equazioni si deduce :

,„, dhi du do 1 / ,.'ZX ,dY
,

,dZ\ ,, ,^
^^'-d^-dt-W^r^'^^'^if^-d^^^'d^-^'' W"^"^'^''"^-^^"^

-i~y,Hx,-z,)Y-^z,^y,-x,)Z.

Ora il secondo membro di quest'ultima relazione ò una funzione al-

ternata delle tre differenze ;/ — z, z— x, x — y, e di piìi è un polinomio P
razionale ed intero del decimo grado ; detei'minando le sue derivate

parziali di primo e secondo ordine rispetto ad x si trova che esse si

annullano per y-=x; dunque il polinomio P è divisibile per {x — yY,

e con lo stesso ragionamento si prova che ammette per divisori {y — ^)%

e {z— xY ^
quindi per il loro prodotto che è pure una funzione alter-

nata, ed il quoziente non mutando segno per il cambiamento di una va-

riabile neir altra, sarà un' espressione simmetrica di primo grado e perciò

della forma A {x ~\- y -\- z) -\- B ; per trovare i valori delle indeterminate

J. e B si ponga x^= o, y = ì, z = 2 e si otterrà A — g, JS = -/". Si con-

chiude che r equazione (6) diviene v -j-^ — -j . -j- = v^ (gu-r- ^f) ; onde

moltiplicando i due membri per — — essi risulteranno differenziali esatti,

e notando con C, una costante si avrà l' integrale -
( "77 )

— gu'— fu — C,

,

ovvero sostituendo i valori di y e di ^— la relazione
dt

— f {x-T-y -~z) = Ci. Per giungere ad un secondo integrale del sistema
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. . . 11 1 ,,

]3roposto si open la sostituzione inversa a; — — ,2/= — , z— -;,e i equa-
X y z

• • • IX /.^ ^ X-
x'dx' y'dy

,
s' dz' _ ^

zioni simultanee (1) assumeranno la lorma ,

—

H ;= -i j^^ — o,

Vx' \/y Vz
J4r- -^ -^4- -^ = 0, essendo X' = ax"n-lx"-i-cx"-^dx"-r-ex''-^
\/x' VY' yz'

-r-fx'-T-g; e siccome in virtù della (I) il sistema precedente ha per

integrale :

\
iy-zWX'^(z'-x')\/¥^{x--y')Vz-r^^^,^,^,_

L (x' — y'){i/ — z'){z'— x') -J

— h [x -f- y' -r s' ) = Cj
;

ritornando alle variabili x, y, z si ottiene 1' eguaglianza :

_ 2

[y^'Z^y-z)\/X-^z^-xHz-x ) \/Y+ xUf{x-y)\/Z ^

L xyz{y— z)[z— x){x — y) J

\x y z) \x y z)

e questo secondo integrale del sistema proposto è evidentemente di-

stinto dal primo. Richelot generalizzò lo stesso metodo per un sistema

di n equazioni differenziali lineari simultanee con n variabili, come si

può leggere nella sua Memoria pubblicata 1' anno 1842 nel tomo XXIIl

del Giornale di Creile.

24. — L' equazione differenziale (1) ^^ -i- —r, = o, fu ridotta da Wal-

ton (*) alla forma di quella di Clairaut, cioè y =^ fx -^f{p) , dove si ha

« = —^ , mediante le sostituzioni x = cos o cos e', y — sen o sen':-' ; infatti
^ dx '

' '

da quest' ultime si deducono le seguenti xdy— ydx — fZ'f scn 9' cos o -f-

H-cZo'sen^cos'y, (.ccZ^/— //fZx)*— dy^==(rf9'.';en*9'— rf9'-sen^9)(coi-^9'—cos*cp),

dx^-— dy^ = {do^ — ^9'-) (cos-9 — cos* 9'), e queste due eguaglianze di-

vise membro a membro in virtù della (1) ridotta razionale e risoluta

rispetto à ir-, determinano la relazione
(^^.^y _y^xy _ ^y^

= ^•',

ovvero p (1 — 2^") = {px~ yf — p-, da cui y = lìx i - \/l—p\\— Ti^) :

è noto che l' integrale generale di questa si ottiene col porre una co-

(*) Tlie Quarterly Journal 0/ pure and applied mathematiet, tomo XI, anno 1870.
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stante C in luogo di i), ed è chiaro venirsi alla stessa conclusione pure

col metodo di Lagrange, quindi sostituendo i valori di x, y resulta :

(1) sen 9 scn o' = Gcos ocos o ± - \/\ _ 0^ (1 — fc^)

.

al solito si trova il valore di C facendo 9 = 0, 9' = pt- nella prece-

dente, ed assumendo un valore positivo per la costante, si otterrà:

C = — —

-

- =— ; onde l' integrale coincide con la relazione di

Vi — li'sen^'j. A M.

, , cos 9 cos 9' — cos y.
, „ .^, „

Lagrange sen 9 sen 9 = , avendo preso nella (I) il ra-

dicale col segno negativo, affinchè la relazione sia verificata per 9 = 0,

9' ^ p..

Anche il professor E. Catalan (*) (nato a pjruges nel Belgio, il 30 mag-

gio 1814) anteriormente a Walton avea trasformata per diversa via la

stessa equazione differenziale (1) in quella di Clairaut. Infatti riducen-

dola razionale e ponendo in luogo dei seni degli archi 9 e 9' le loro

espressioni deterininate dai coseni degli archi doppi, resulta :

(2) {df^ - ^9'') (1 — t-)
-;- ^ (df- cos 29' — do''- cos2rp\ =0.-

Si faccia 29 =; ^> -i- 0\ 29' = '5 — '5', e la (2) prende la forma :

(7.2 1.2 \ p
1— -4--2-cos'5cosQ')4- jsenOscn'^' (dO'- -^ dO"^) = 0.

E con le nuove sostituzioni in cos = x-]- 1/ , m cos ^' — y — x, che hanno

per difi'erenziali —mscnO dO = dx -r- dy ,
— nisenO' dO' ^= dy— dx , la

i^dlyleue{dy^-dx^)\l^^-^^(^^^^;^

;
- '^ xydxdy= 0, ovvero (4) dy"{m''—k-x^)-i-21c-xy dxdy—dx''{m^—rn^lt^-:-

-i-]c^ y^) =^ o, che divisa per dx- ed ordinata rispetto ad y equivale a

k^y^ — 2 A;' xy p -h p^ (k"- x^ — m^ ]
-j- m^ (1 — k^) = 0, da cui si ricava :

y — px dz — y p^ -i-k^ — 1, equazione di Clairaut avente per integrale

generale y = Cx ± - y C---r-k'— 1 , essendo C la costante, e siccome

/'cosO~hcosO'\ /(5_i_9'\ /rj~0'\
y — m I ^ 1 = m cos I —^— ) cos I

—
^
— 1 = m cos 9 cos 9 ,

/cos0 — cos9'\ /0-hO'\ /9 — 6'\
X = m ( ^ I = — m sen l

—-— I sen I —^— J = — m sen 9 sen 9

,

pi troverà facilmente come sopra la relazione di Lagrange ec.

(*) Bulletins de V Académie Koyale de Belfjiq^iin, 2» serie, tomo XXVII, anno IS69.

5
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Col metodo di Catalan si può i-isolvere l' equazione differenziale

(5) ^9 Acp dr ^9' A9' = 0, dell' addizione algebrica degl' integrali ellittici

di seconda sj)ecie, poiché riducendola razionale e facendo gli stessi cal-

coli che nell' esempio precedente si trovano per le medesime sostituzioni

le successive equazioni :

(6) (1- 1') (d 'f— d 9'
')

4- f (d 9^ cos 2'^ — do'^ cos2'A = 0.

(7)
l'

seti a sm 0' (dO^ ^ d9"-) _ dO (Z9' fi — ^' 4-|' cosOcos 0'1 - 0.

(8) {m- — nf- V- -T- r- 2/-) dy"- — 2V- xy dx dy — {m^ - V- x'-) dx" = ,

cioè fc' i)^
y- — 21c- xyp -;- k- x"- — 111^ (1 — P' -ì- k^ V^) = « , dalla quale si

deduce : (9) ?/ = - ±: — \/\ — p* (1 — Te-). Difi'erenziando quest'equazione

rispetto alle variabili considerate come funzioni di p = -'-
, si ottiene :

(10) f H j—. TT ± = 0. Risolvendo
dp p(2j'— 1) l:p{f- — \)V\—p''{\—li^)

quest' equazione differenziale lineare di primo ordine rispetto ad x fun-

zione di p, resulta :

~. / p(pi-\) J p(p'i-\,

L J kp{i/'—\)\^i-f-{\-r-)\

,5 _ 1 LkJ p?

dp
a motivo di

Vf--i L^-y p^- \^{p^-i){i-pm-r-))

Eliminando |) fra le due equazioni (9) ed (11) si deduce la cercata

relazione; ora il valore di x contiene un integrale ellittico, e siccome

// = VI cos 9 cos 9', X = »? sen 9 sen 9', l'equazione (9) per il valore p = 7—,

coincide con la relazione di Lagrange COS9 COS9' = sen 9 sen 9' A y. -~ cos y,

_C ^Ji_
scìi 'j k^ sen y-

e la f 11) diviene — sen o sen z' = -.—

'

: se poi C rappresenta

il valore della somma —'-—r^

—

'~
, si otterrà la nota formula del Fagnani.

Si veda la Bassegna di alcuni scritti relativi all' addizione de(JV integrali

ellittici ed aheliani del prof. Angelo Genocchi, inserita nel tomo 3° del Bol-

lettino Boncompagni, anno 1870.
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Nota al n» 15, pag. 40. - Le coordinate di un punto f7 dell' iperbole
«- 2/' _„ ,

a^ p -- 1
,

SI esprimono con le formale x = acoshu, y = bsenhu, e la

variabile u in logaritmi neperiani si calcola in funzione della coordinate
per l'equazione u = lofj (sen hu + cos hu). Si è veduto che nell'iperbole
equilatera » rappresenta il doppio del settore AOU dixìso per il qua-

drato del semi-asse OA^p, cioè sctth . AOU =.^^ : il raggio cen-

trale Of7 fa con l'asse Ox un angolo o. tale che tang oy = '^^tanghu, e

per conseguenza s<.«2.. = ia«r//i2«,cos2o, = scc/(.2«,ia«^2.. = 5e»/,2«ec-
chiamando 7/„, x, le coordinate del punto U, corrispondente all'argo-

mento '^u <5i hi -^Jis_ — senh2u
SI ha ^,T^-ìTTr^^^7^ = <a«9/^« = ««n<7-;dunquela^.f7„

congiungente il punto U, con ^. vertice a destra dell'asse trasverso è
parallela ad OU e resulta settli. AOU, = 2setthA0U; 2o. è l'anrròlo
trascendente di Lambert.

°

Si descriva la parabola if^2px e per uno sLes.o valore dell'or-
dinata sia F il punto di essa corrispondente al punto U dell' iperbole
x' — 7/2 = p5; le coordinate del punto F saranno VP = y = psenliu

,

^ = I
sen^ hu. La normale VN alla parabola fa con 1' asse Ox un angolo 9

dato dalla relazione tamj 9 = | ^- 5e« /*», cioè eguale alla longitudine iper-

bolica di u, pag. 42; si trova pure Fi^^ ^-^ =p co. Z.u, la terza altezza

PL del triangolo rettangolo VPN ha per valore IlilE = „ ;«, ;^j,

.

ed LN = iìcos'^:^psecliu. Conducendo dal punto JV della normale laNR parallela ad LP fino ad incontrare l'ordinata in E, si ottiene

PR=.pcotr^ = pcoseehu,NB= -£- = pcothu; infine il segmento della

tangente al punto F limitata fra il' punto di contatto V ed il punto T
d'intersezione con l'asse Oy ha per valore VT = ^^ =^senhucosliii =

sen 9 2
p- j sen h2u. Le variabili u e 9 sono collegate dalla relazione

u = loc/tang(^^-i~Ìj, pag. 42; e notando con OF l'arco parabolico li-

mitato fra il vertice della curva ed il punto Fsi è trovato 6~l'-TV=^ u,

(pag. 33, osservazione); si ha dunque la relazione seti. liAOU=p(OV—TV)



— 68 —
ed i punti U, V sono determinati da uno stesso valore di «. Esempio.

Si tirino nelle due curve le corde focali e perpendicolari all' asse comune

Ox, l'ordinata del fuoco essendo eguale a^J, si avrà sen1iu=^ 1, cos hu= y2,

u = log (1 4- 'V/2) , e poiché nella parabola il segmento della tangente me-

nato all' estremo dell' ordinata focale fino all'incontro dell'asse Oy è ^V2,

l'arco parabolico intercetto dalla corda focale sarà p{\/2-i-log{l-i-y2)):

quindi il settore dell' iperbole equilatera compreso fra questa curva ed i

raggi vettori congiungenti il centro con gli estremi della corda focale è

eguale a ^j- Zo.</ (1 -f- v 2.); in generale l'arco parabolico sotteso dalla

corda. 2 VP è p {senhìi cosini -ì-u), ed il segmento iperbolico limitato

dalla curva e la corda parallela a VF condotta per U, è p^ {sen hu cos hu— u).

Se fra le ampiezze u, z/,, ii^ si ha la relazione « = r<, -f-Wj, ciò equivale

air eguaglianza geometrica sett h.AOU= sctt h . AO U, -f- sett 7t . J. C/!.
,
per

r iperbole equilatera, ed 0? — {OV, -^ OV,) = TV—(TV, -;- TFJ per

la parabola. In generale si abbia m = h, -f-t<j -f- Mj -}-.... -f- «« , resul-

terà setthAOU — V setthAOUi per l'iperbole equilatera ed OF —
«=i

t=)i ^—

^

t=«
— "V OVi—TV— y Ti Fi per la parabola; e l'equazione algebrica

.=1 i=i

relativa è il valore della tcnghu in funzione di tang hu^, tanghti.^,

o del seno ampiezza gudermanniana ic in funzione dei seni ampiezze

gudermanniane u^, tt^, u^.... pag. 43.

Se le ampiezze Wi sono tutte eguali si ha u — «m, , nell' iperbole equi-

latera vi corrisponde setth . AO U= nsetth . AOU,, e le coordinate del

punto C/^ saranno ijsenhnu^, pcoshnu,] mentre nella parabola sussisterà

la relazione ^— nOV, = TV- n T, F, = | {sen h 2 nu, — n sen h 2 m,); al-

lorché questa deferenza è nulla si conchiude OV^nOV,. Viceversa la

moltisezioue di un settore iperbolico, ovvero di un arco parabolico, dipende

dal risolvere un'equazione algebrica dell' 71*'""' grado : infatti per determi-

nare quest'ultima si sviluppi con la formula della potenza vi^'"'" del bi-

nomio la relazione di Moi vre ( cos - -f- i sc7i -) = costi ~-i sen u
,

quindi
\ n n /

identificati nei due membri le parti reali ed i coefficienti di i si sosti-

tuiranno respettivamente i simboli isenh, cosh in luogo di sen e cos;

così la trisezione di un settore iperbolico o di lin arco parabolico di-
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pende dal risolvere la cubica scn hu = él sen ''^•ò ) ~i-3 ( sen '^0)5 ovvero

r altra cos li u = 4 ( cos h-A — 3 cash 7; , rispetto a sen /i
.5 , o cos li ^ ,ec. (*

)

Le formule di addizione delle funzioni iperboliche senh{u±v),
cosh{u±v). hanno una rajipresentazione geometrica nella parabola;

siano M, N due punti di questa curva situati da parti opposte dell' asse

e condottevi le tangenti 3IA, NA, è noto che

le proiezioni B, C del fuoco sulle tangenti me-

desime giacciono sulla tangente al vertice 0, i

quattro punti A, B, C, F sono sulla circonfe-

renza il cui diametro è AF: se xi e v sono le am-

piezze che determinano i punti 31, N', avendo

preso nel senso OM l'arco ON' eguale ad NO,

Fi- li^.

_ P _P
si troverà OB = ^ scn hii, CO = ~ sen hv, come

metà delle ordinate dei punti 31, N', e siccome

0F='^, sì dedurrà FB — |- cos hu, FG = ^ cos hv ; inoltre i triangoli

rettangoli OCF, ABF sono simili fra loro a motivo degli angoli

BAF, BCF iscritti nello stesso segmento e però dalle proporzioni

AF BF AB . . ^^ p . 1 4-0 P 1

^rp, — Y^ ~ Th\ ' SI l'icavano AF — ^ cos liucosnv , AB = - cos li u sen hv,

parimente dai triangoli simili AGF, OBF resulta CJ. -^ ^ cos /iv sen /ut,

e quindi GA± AB = \rsenh{u±v). Si noti con B la proiezione di A

sulla GB, confrontando il triangolo ABD eoa il simile OBF si otterrà

PA D = - scn h u sen hv , e ne consegue la relazione FA ± AD -=

P— ^ cos h [u dz v)

.

La somma degli archi parabolici iVO, 031^ ha per espressione

NM.=: z{u-r-v-T-senhucoshu~r-senhvcoshv)\ e i^oichè aggiungendo le tan-

P P
genti 31B = ^ cos hu sen hn, NG~ f cos hv sen hv, con le rette BA, GA si trova

NA-~A3I-.
I[

sen hu cos hu -h sen hv cos hv -r- sen h (i( -^ w)
,

(*) Veggasi la receute opera del ilott. Siegmcixd Guxther, ParahoUschc Logarithmen

und Parabolische Trigonometrie. Leipzig 1S82.
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SI conchiude NA -~ AM—NM=^ — | « -f- 1? — sen h {u -f- v) ; menando la

tangente al punto iV' fino ad intersecare in A' la tangente 3IA si ot-

tiene N' A' -T-A'M— N'M = —
I

u — v — scn h{H — v) \.

Se la corda N3I passa per il fuoco, gli angoli CFO, OFB eguali re-

spettivamente ad NFC, BFM sono complementari e si ha CO .OB— -j ,

ovvero sostituendo i precedenti valori di CO, OB resulta sen hv = 7— ,
' sen hu

/l-i-coshu\ , ^, ?< , ,,

da cui cos hv = cot h u e v =log {
; ) = log coi h 7: ; onde 1 arco

\ sen hu / 2

intercetto dalla corda focale NM in funzione dell' ampiezza u del punto M,

ha per misura ^lu-i- log cot h ^--ì-- sen h2u-}-
^^^^^^J

.

Le funzioni iperboliche danno il modo di rappresentar pure con sem-

plicità alcune curve trascendenti
;
per es., significando con x, y i rap-

porti delle coordinate ortogonali di ciascun punto della catenaria al

parametro a, si ha l'equazione y ~ ì^\<ì' ~r- c""" j
— cos hx , V arco limi-

tato fra il punto più basso ed il punto (x, >j) ha per valore

i dx cos hx — scn hx; quindi y ~\- s = e'^, e si conchiude un altro si-

gnificato geometrico del teorema di Moivre, cioè y» -h Sn = (y -r- s)", es-

sendo y„ l'ordinata corrispondente all'ascissa x„^nx, ed s» l'arca

della catenaria compreso fra l'asse Oy e l'ordinata ?/,,

.



Uapo Terzo.

CONICHE OilOFOCALI.

Fig'' 15 . 25.— Siano P e P', due punti infinita-

mente vicini di una ellisse e' e menate

le coppie di tangenti {PT, FT) {P' E,

P'JR') all'ellisse omofocale e, si notino

con s ed s' gli archi da essi compresi,

la retta PP' è tangente all'ellisse e' ed

è bissettrice del supplemento dell' an-

golo TPT\ onde ha per coniugata ra-

monica la bissettrice PM di quest' an-

golo rispetto ai lati TP, PT\ dunque

il polo della retta PP' nella conica e è

il punto M intersezione di PM con la

corda T T' polare di P e vi passerà pure la retta EB' polare di

P. Indicando con S ed S\ i punti di sezione di questa corda ER'
con le tangenti TP, PT' per il teorema di Menelao applicato alla tra-

TS PS' T'M
sversale SS' nel triangolo TFT' risulta l'eguaglianza

PS' T'S' TM7;=i,

da cui
TS __ TM PS^

rs~ T'M' PS , ed a motivo della bissettrice PM sostituendo

TM TP . . TS TP^
al rapporto ^^-r- V equivalente ^y^ si ottiene hm ^^ = jT^^ ' ® ^^^^^'

me i limiti di TS e T'S' coincidono con i limiti degli archi infinitesimi

ds TP^
TE, E' T si conchiude la relazione (1) j-, = ^p^- Se le coordinate dei

punti T e T, sono resp attivamente x^ — a sen
(f, y^ — b cos 9, x-, = a san e',

y., = bcosz\ l'equazioni delle tangenti PT, P 2" saranno della forma

h sen . X -i- a cos o . y — ab, b sen 9'. x -f- « cos 9'. y ^ ab; dalle quali dedu-

a (cos 9' — cos 9) __ b {seìKf' — gene)
consi le coordinate di P, cioè x =

se» (9 — 9') 2/
=

sen (©'— 9)

e per conseguenza :

_fcseH9[l — cos (9 — 9')]

'

~~
sen (9 — 9')

_ a cos 9 1

1 — cos (o — 9')]
'y~y^'-

Jen (9 - 9'
)
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Si ricavano facilmente i valori delle tangenti PT, PT', cioè:

p^j, ^ »[1— cos(9 — 9')] A 9, p j,, ^ a[l — CQS (9— 9' )1 ^9',

sen (9 — 9'
)

sen (9 — 9'
)

essendo Ao = VI — &-se»'co, e A; = -. Si deduce la proporzione ,77,77= 7—

,

'
' a ^ ' P i' A 9'

e siccome rfò- = 0(79^9, (2s' = ad9A9', si trova ridursi l'eguaglianza

(1) all'equazione differenziale T~ = \ „ ' > avente per integrale trascen-

dente la relazione F(fc,9')— F(Z;,9) = F(7.-, ;^.). — Dicasi P^ il punto

della conica e' corrispondente ai parametri 9 = 0, 9' = y-, i valori delle

coordinate di esso saranno —^^ —
, h: ora essendo e ' omofocale a e, si

notino i suoi semi-assi con \/o- 4-
>• ,

\/6* -+->•, si avrà la relazione

W^—TT ^ H- n r = 1 ' ovvero /- (1 4- cos y-) -f- 2 / a^ cos y —
{a^ -ì~ l) scn- y b^--\-l

, . ,. .,. , . a- (^ 'J- — cos y)— a- h^ (1 — cos u) ^= 0, la cui radice positiva e / — ^—; , e
\ ' ' '

j- X -p- cos y

quindi a- -f- A ^ ——;

, ti- -}- / — •

, . .

' 1-T-cos y cos y -{- ^y

Si esprinia la condizione che il punto P appartenga alla stessa ellisse

del punto P„, si avrà -^ r 4- , .> ,

- = 1 , ovvero sostituendo i valori

precedenti dei quadrati dei semi-assi e delle coordinate di P in funzione

dei parametri angolari 9 e 9' si troverà:

/l -r- cos y\ / cos'^'— cos^Y ,
/A y. -i-cosy\ /sen 'y' — sen oV_

^

V 1 -f- A 01 7 V sen(9'— o) / ' V 14-Ap. / V sen (9' — 9) /
""

'

che equivale alla

[sen i (9 4- 9')Y rcosi(9 4-9)T
j 4- (A '7. 4- cos y.) ^ =14-A_a.

cos2(9-9')J Lcos5(? — 'f')J

x\pplicando le note formule gonioraetriclie cos- b— sen"^ a = cos (a 4- 6) X
cos {a — b) , cos-b — cos'^ a ^= sen {a -T- b) sai [a— h), la precedente rela-

zione si ridurrà facilmente a quella di Lagrange, cos y = cos 9 cos 9' 4-

4- sen 9 sen 9' A y.

Aggiungendo l'espressioni delle tangenti PT, PT' si ottiene:

PT4-Pr-=a ^^-7^^-f^ (A94-Ao')=a[l-cos(,-,')l^l:i^^

a cagione della eguaglianza (8) pag. 48, in cui si è mutato il segno al-

l' angolo v' per ottenere la formula corrispondente alla sottrazione de-
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f?r integrali ellittici di prima specie. Sostituendo al prodotto cos'fcosf',
l'equivalente differenza cos [^ — sen f sen ?' ^ tjL , ricavata dal teorema di

l.agrange, resulta PT^ PT' = rt ( 1 -^ A a) tanr/ J y.- ah'- sen ? sen 'f' sm y,

e siccome l'arco ellittico TI' ha per valore a IlI^Ic,'/} — a Eilc,'^) =
a E ile, y.) - a Te- sen ? sen 'J sen y, si conchiude PT-}- PT'— arco TT~
a (] ~ Ap.) tang

^ y — a E [l-, y), ch'esprime il teorema di Graves :

* Se da un punto di un' ellisse si tirano due tangenti ad un' ellisse oinofo-

cale, la differenza fra la somma delle tangenti e V arco intercetto è costante. »

Fu dimostrato geometricamente per le coniche sferiche dall' autore nella

ma, Translation of Chasles' Memoirs on Conca and Spherical Conics, pag. 77,

La proposizione evidentemente sussiste per due parabole confocali

ed aventi lo stesso asse; volendo fare la diretta dimostrazione, si assu-
merà per variabile l'angolo ? che l'asse Ox fa con la normale al punto
T della parabola e di equazione y- = 2px; se P è il punto d'incontro

delle tangenti TP, PT', si trova facilmente TP=^f- sec o {tang f'
— tang o),

PT' =- sec f {tang 'f'
— tang y), arco TT' = | {tango' sec-^'—tang'j^sec^) —

~
7) L-^(l)9') — J^(l)?)]- Oj'a se il punto P appartiene ad una para-

bola e' confocale alla precedente, conducendo dal punto P' di e', in6ni-

tamente vicino a P le due tangenti P' B, P' E' posto TT' = s,IiB' = s',

con lo stesso ragionamento si criunge all'equazione — = _ secj?
" ^

ds' TP'- sfo^ip'

e siccome per l'osservazione della pag. 33, si ha ds — pd '^ sec' o, si

conchiude l'equazione differenziale —— z=——,, Sia u il valore di o'
coso COSf ' '

per ? = 0, sarà Fo' — Fo = Fy, tang y = tang ?'. sec o — tang o . sec '^'

^

(pag. 43), e quindi in generale avendosi per le formule precedenti

TP -tPT<-TT =
I
{tang i sec ? - tang o sec '^'

) --^ {F o' - F o) , nel

caso che P sia un punto di una parabola coassiale e confocale alla

V^ ^ 2px, si avrà TP-hPT' — TT' =^{tang y -h Fy) = cost.

Nell'anno 1841 l'illustre I\rac-Cullagh dell' Università di Dublino
avea dato la seguente proiDosizione :

La differenza delle tangenti menate da un punto di un' iperbole ad
un'ellisse omofocale è eguale alla differenza degli archi compresi fra ciascun

punto di contatto delle tangenti ed il punto comune alle due curve.
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Rappresentando 1' equazioni delle due coniche omofocali con

X- y^ X- Y^— H—s
: = 1, -^ r 5 5— = 1. le coordinate dei loro punti di

a- a^— c^ e^serry. ccos-a

sezione sono x == dz a sen a , ij — ± a \/ 1 — le- . cos y.
, ove A' = -.1 punti

di contatto delle tangenti condotte dal punto P (X, Y) dell'iperbole

air ellisse abbiano i parametri angolari », »/ e siano collegati con l' an-

golo vaiiabile -^ per l'eiiuazioni iategiali (1) Fv = Fx—Fp,Fo'=^ F^i-ì-Fy.

le coordinate di P si possono esprimerò in funzione di -l con le formule

y _o, sen y.à>.^
a^ — " ^^^ -' ^ ^— ^^

cos -à COS -^

È facile verificare che la congiungente il punto P con quello T avente

per coordinate x = a sen 'j>, y - h co-i ^^ tocca in questo punto l'ellisse;

Xx Y '/

infatti r equazione —-
-i—r-

., ,.,, = 1
,
por i valori ìirecedenti dello

^ o a (1— A;)
'

coordinate si riduce all'integrale algebrico (2) cos y = cos -v cos y. -r-

4- sen » sen z A •!/ dell'equazione differenziale-; 'r--r7^=^o: e T)er questa

si ha pure (3) cos y- = cos ? cos -p — sen o sen '^ ^ ^.

La lunghezza della tangente PT è determinata dalla formula :

(4) PV - (X - xY 4- {Y-yr = ^' {-'^-^/ " «^« ?)'-^

, , ,, ,.,, /cos y y4- fl- (1 /t-1 ( r cos » ) .

\COS -à /

Ora dalla (3) risulta cos y— cos 'j cos 11 = — se;^ v sen -^ A :- , ed inoltre

eliminando cos z fra le medesime relazioni (2), (3) si ottiene cos '^ sen
'^

— senx^-lt =

—

cos ^ sen
'i'
^ y , con semplice calcolo la (4) diviene

PT= atanr/ li A y. ùio , e similmente cambiando 5> in ^', ed il segno al-

l' angolo i si troverebbe PT' = a lang -i/ A z Ji o'. Mediante le note rela-

\ y- S 'j — -- sen 2 z .>?en2 •]>

zioni (V) della pag. 37, avendosi A o' = —, — —

;

, mutando
^ ^

IO)
1 — /r sen^ y sen y

A K A T^ -f- - sen 2 5; sen 2 'i»

'-' in », ^ in — '\> si ha A © =
:,

^ —j . si conchiude :

1 — K sen- y. sen y

(5) PT-PT' = ^^ ^"^^f"^ f
•^^"'.'^,

Se ili è r intersezione dell'iperbole
1 — k' sen' y sen' y

con l'ellisse, compreso fra i punti T e T' , corrispo;idente al parametro
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aii^qolare a si avi'à T3I= a E r^ ~ a E y.-^ a E-^ —[aE a 4- aE -'j — a E-f);

ed applicando la relazione (XI), pag. 39, si troverà TM= a E-l —alc'sen v. X
noi 7 scn /-

; con lo stosso metodo MT = aE-l -ale'' sen z scn f sen ^^ :

per conseguenza (6) TM~MT' ^. a V sor y. scn -l (sen f' — sen ?) =
a V sen 2 y. sen^ ^

1 — k' sen'' y sen^ -i

. (Confrontando le relazioni (5), (G) si conchiude

Fi?. 10^'

T'M— 3IT' = PT— PT', che dimostra il teorema enunciato.

26. — I teoremi di Graves e di JJac-Cullagh si posson derivare dal

metodo di trasformazione delle curve chiamato coevoluzione dal sommo
filosofo Goffredo Guglielmo Leibnitz, nato il 3 luglio 1640 a Lipsia e

morto il 14 novembre 171G in Annover. (*) Date una linea l raggiante
per le sue tangenti TM ed un' altra linea e che incontrando ciascuna

di queste, le refranga secondo la legge di Snellius, si avrà per inviluppo

dei raggi refratti AIT' una nuova curva ?,' denominata la caustica di l

rispetto alla linea refrangeute.

Si consideri \uì altro punto 31'

di e vicinissimo ad M, sia EM' il

raggio incidente ed 31' B' il refrat-

to, dicansi P il jjiinto d'interse-

zione delle tangenti B3I', T3I (^

P' quello delle rette 3I'P', 311";

facendo centro nei punti P e P'

con i rispettivi raggi P3I', P'31'

desci ivansi gli archi circolari 31'N,
3l'N', dai triangoli infinitesimi

N3131', 3I'3IN' rettangoli in JVed

iV', si deduce :

coi3I ' 31.N_N3f _ PM— P31' _
cos M'MN'~MN~'" P' 31'—P'31~

(BP-hPT) -i- ( T31—E 31')PT-^ T3I—{B31'~BP)
P'B'-^ B'31'—[TM—TP) {T'P'-hP'B)+ {E'31'-f'3f)'

Indicando h il rapporto costante dei coseni degli angoli formati dalla

tangente 31' 31 alla curva e, con le direzioni dei raggi iIiT= t, T'3l=^t',

esprimendo con i difìerenziali di, di' gli archi infinitesimi PiT, E'T', la

precedente relazione al limite diviene h = —

r

di

d l ~- d t

dt
;
perciò contando gli ar-

chi da due punti fissi delle curve 1,1' sì trova integrando l-\-t=lc (l'-^-t')-^ cast,

{*) Commercium philosophicum etc. Epistola CXLIII Leibnitti ad n<:ì-noullium, Hano-
verce S Janunrii 1704. Melhodns transfonnandi cimas rx principio optieo.
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Allorché si ha, k — — 1, il raggio refratto diviene riflesso, e se inoltre

le due linee date 1, e sono due ellissi oraofocali, l' sarà la stessa curva

Z e ne risulta il teorema di Graves
;
quando si abbia k = 1, e sia

un' ij:)erbole omofocale ed 1 un' ellisse, e V origine degli archi si ponga

nel punto di sezione delle due coniche, si avrà la proposizione di Mac-

Cullagh. — Nel caso particolare della riflessione Giovanni BernouUi in

una lettera di risposta a Leibnitz die una semplice formula per deter-

minare la lunghezza di ciascun raggio riflesso. S' immagini descritto il

circolo osculatore alla curva e nel punto ilf e segante la curva nel punto

vicinissimo M', i raggi incidenti MF, M' P incontrino la detta circonfe-

renza nei secondi punti di sezione F, F' ed i raggi riflessi 31P, M'P'

nei punti G, G'; se è il centro del cerchio osculatore, le rette PM,
JIP' fanno uno stesso angolo i con il raggio 0M= p, e così pure le

rette PM',M'P' sono egualmente inclinate al raggio M'O; onde fra gli

archi sottesi da queste corde si hanno l'eguaglianze MM'F = GG' M,

31'FF' = G'313I' ; e da queste sottratte membro a membro si ricava

MM'— FF' = GG'— MM\ ovvero (1) Fp -^ GG' = 2 SHz'. Dai trian-

FF' PF'
goli simili P3I3L', PFF' resulta la proporzione

,
= ^rpx , ed al li-

FF' PF TF
mite il punto P coincidendo con T. si deduce lim

^ ^
- —lim^-^ ~mt

M3I'

. ., ^
. ^,. ,. GG' P'G TG ....

e smiilmente si ottiene '"'^ ;;,,.;^
= '"« vrij? = Trr ' ' *^l""i<i^ '" vu'tu

3L3L'

T Ti' T" r'

della (1) si conchiude ^—,-7- ^,r> = 2, la quale a motivo delle egua-

glianze TF=3IF—3IT, T'G = 31G — 31T' = 31F— MT\ si riduce ad

^^A|'_L_:^ = 4; siccome 3IF =-- 2 o cos i , 3IT^t, T'3l^f, dalla pre-

cedente si avrà f = ^-^
: : il raggio 31 T' sarà asintoto alla

2 ^ — p cos i

2t
curva V quando risulti o = . , ec.

^ cos i

27. — Il celebre geometra ]\Iicliele Chasles (nato ad Epernon nel di-

partimento di Eure-et-Loire, il 15 novembre 1793 e morto in Parigi il

18 dicembre 1880), enunciò nei Comptes Bendus dell' anno 1843 eleganti

proprietà delle coniche omofocali ; chiamò simili (associati o corrispon-

denti) due ardii di una conica e, se la loro differenza è eguale alla somma

dei lati dell'angolo circoscritto al primo, meno la sojnma dei lati dell' an-
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gólo circoscritto al secondo arco; i vertici di questi angoli sono situali sopra

una conica e' omofocale alla prima e. — Dal punto esterno P condotte le

tangenti FT, PT' all' ellisse, abbiasi per ipotesi TPH- PT' — arco TT' =
costante; se «p e ©' sono i parametri angolari dei punti T,T', risultano

le relazioni PT= rt/an(7r (cp — ^')^f, PT — atang ^ (f — »') A'/, arco

TT =raE(j'' — aE'^, e siccome per ipotesi d (TP— PI") = fZTT', sosti-

tuendovi r espressioni precedenti si ricava 1' eguaglianza :

k^ sen (y'— o) ( sen o cos « -—^ -f- sni o' cos 's --^, ) -f- (f7«p— d'^') (A o -{- ^ »') -

(fZo'Aijj'— d'^ ^'i)\\~\- cos{i — cp)]; la quale è identicamente soddi-

sfatta per T-^ = .— . 1 ed indicando con •> il valore di 'f ' per v = o, si ha• A 'i> A y
'li'

r integrale cos y- = cos ? cos y'-i- sc« ? *'C'* ?' '^ "• Se, (X, Y), {x\ ?/'), (.r", y''}

rappresentano respettivamente le coordinate dei punti P, T, T, si avranno

, , . . a^{h^—Y-) xx" ,b:^(a'~X') y'y"
le relazioni -r^^^—rr=^^=—^=smosen^ i"-2-Tr>-r'7^"<'i= ^f5~~cos5'cosa> ;

perciò la surriferita equazione integrale assume la forma :

{a' Y' -T- h^ X') cos y. ^. a' {h' ~ Y ^) A u -f- ir (rr — X-)

,

X' (1-f- cos fA) y'(cosf^-T-A7.)
che si può scrivere ancora —ttì -.—r^ r- -,— ,., .—i—^— = i; e ne ri-

^ o (l-f-Ay.) ir (l-hAv.)

sulta r identità :

^(l-^Av.) / 14-Ay. \_(a'—6')(c06•y-f-Aucosu-^Ay.)-^(Ay.)'—J>'_
\C0ò',i'--T-A y./l-f-cosy- \COò',y--T-A y./ (1-i-cos .") (co*',:/ -+- A y.)

:=a'—&^ Viceversa da tele due ellissi omofocali-,-r-,--j= l,--r-rT"^i5^'rT^^l?

si potrà determinare l' angolo y in funzione di ). scrivendo :

a--i- / = •—^^ '—
,
&-!-/ = —^^ -^: aalle quali eliminando A a

1 -f- cos y- cos M -T- A y.

. „ a'b' — r-
risulta cos y — „,.,,»' ^ , -2 >

^c.

Dicansi (?, ?'), (?", ?'") i parametri angolari degli estremi degli

archi corrispondenti TT, BB' sì ha la relazione F'(f — Ffo' =^ Ff"— F^'''-

da cui si deduce F <?
— F'^" = F 'Y

— Ff \ dunque gli archi TB, T'
B'

sono pure corrispondenti, onde i vertici Q e Q' dei loro angoli circoscritti

giacciono sopra una conica omofocale, fig. 15, come si è già veduto ac-

cadere per i vertici P, P' degli angoli circoscritti agli archi TT\ BB',

Dall'eguaglianze TP -i- PT— TT = BP' -i- P'B'— BB' , TQ-i-QB —

-- TB = T Q'
~i~ Q' B' — TB' , si deduce la relazione TP-hPT —
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— {BP'~hP'It')^TQ-r-QB~{T'Q'~i-Q'B'), ovvero QP-^VQ'-
= QP' -T- P' Q\ cioè nel quadrilatero QPQ' P\ le differenze dei lati op-

posti sono eguali, dunque le tangenti condotte agli estremi di due archi

associati formano un quadrilatero circoscrittibile ad un cerchio. — Se gli

archi associati T3I, MT' hanno un estremo comune M ed in questo

punto si tira la tangente che seghi nei punti Q e Q' \q tangenti TP, PT'

menate agli altri estremi T, T', saranno i punti Q, Q' situati sopra una

conica omofocale; le tangenti ad essi QI, Q'Z saranno bissettrici dei sup-

plementi degli angoli TQM, 3IQ' T e s'intersecheranno iniin punto I, polo

della corda QQ', la retta 131 è normale a questa corda, poiché se {x^, y^),

(a;, ,2/1) sono respettivamente le coordinate dei punti 31, I, l'equazione

della retta QQ', come tangente all'ellisse T3IT', sarcà '^"-h^^" ^^ 1;

ovvero come polare di I nell'ellisse omofocale QQ\ avrà la forma

,iì^^
+ ^So: = 1, e quindi .r, ^ (l-^^.) -^o. 2/. ^ (l+^-lj^/u: inoltre

il coefficiente angolare della retta 73/ essendo ——— = 5-5—^ , si con-
x,—x, b- X,

clùude che ha un valore invei'so e di segno opposto a quello della retta

QQ': così il cerchio iscritto nel triangolo QPQ' ha il punto I per cen-

t ro ed 131 per raggio. Ora dall' ipotesi TQ-}-Q 31—TM^3I

Q

H- Q '

T'—

— 3IT' si ricava TM — MT ' = TQ-^Q 31— {3IQ' 4- Q' T') = TP-PT,
poiché per le proprietà del cerchio iscritto la differenza Q3I— 3IQ' è

identica alla diflerenza QP— PQ''- dunque se due archi associati hanno

ìin estremo comune, la loro differenza e eguale a quella delle tangenti con-

dotte agli altri estremi e terminate al loro imnto d' incontro; ncW angolo

formato da queste tangenti si può iscrivere un circolo che tocca la conica

nelV estremo comune degli archi associati, e pel teorema di Mac-CuUagh

V iperbole omofocale alV ellisse e descritta per questo punto passa per il ver-

tice dell' angolo circoscritto.

Anche nella parabola y- = 2px, la relazione TP~t- PT'— TT'— cost:

d's d 9
differenziata si riduce all' equazione —'— =

>, il cui integrale è F'f'
—

^ cos^ cos^

cos ^ cos 9'

Fo = F 'J-, essendo 1' ampiezza ;j. data, pag. 43, da cos w = '

-,

ovvero cos y- ( \/ (1 -f- tang- ?) (1 4- tang^ o') — tang o tang ?') = 1 , onde

indicando con le variabili .r, y le coordinate di P, a motivo delle rela-

zioni tang f>
-1- tang <?'= —

, tang ? . tang y' = -^
, tang ^ 7 -f- tang^ ? ' =
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=
-i ,

si deduce y- ^ ^ìx (1 4- sec y.) -h ^" tmuj -
y. , ovvero :

.V* "^
(
^~

2 )
~ (^'"^

2 ^^^ •''/ '
^'^° ^ ""^ parabola confocale alla pro-

posta ed avente per direttrice ,r = — ^ scc y.

Questi teoremi di Chasles ci conducono a semplici costruzioni degli
archi delle coniche a differenza rettificabile; così per dividere un dato
arco NN' di una linea di second' ordine e in due archi corrispondenti,
basterà condurre le tangenti i\^P, i\^' P agli estremi N, N' e per il punto
P descrivere una conica omofocale e' alla data, l'intersezione iJf di e'

con r arco NX' risolverà il quesito.

Il problema 2° di Euler, pag. 44, diviene un caso particolare del
precedente; infatti essendo dati in posizione il diametro DD'ed il suo
coniugato EE', sì descriva l'iperbole omofocale all'ellisse ed avente per
asintoto la retta EE', l'intersezione 31 dell'iperbole con la semi-ellisse

DMD' divide questa in due archi associati, poiché chiamando G la

proiezione ortogonale del punto D' sulla tangente in D e J'^ il punto
all'infinito del diametro EE' e delle tangenti negli estremi Z), D', si avrà

DBI— MD' — BP—FD' =GI), giungendo alla stessa conchiusione di
oc oc

Euler, cioè la differenza degli archi associati DM, MD' eguaglia la proie-

zione del diametro BB' sul coniugato. Similmente dati tre punti M.,N,M'
di una conica e, per costruire il punto N', tale che gli archi MN, M'N'
siano corrispondenti, si condurranno le tangenti 3IP, M'P e per il loro
punto comune P si descriverà la conica e' omofocale alla e; sia P' il

punto d'incontro della tangente alla coinca e in N con la e', basterà
tirare da P' la seconda tangente P N' alla curva e e si avrà l'altro

estremo N' del secondo arco associato.

Nei Comptes Bcmlus dell'anno 1844, Chasles insegnò a costruire tutti

i sistemi di ampiezze --, o' con-ispondenti alle due funzioni Fo, Fo' dello

stesso modulo le e la cui somma o differenza eguagli costantemente
quella delle due date funzioni Fy., Fx'. Descrivasi un'ellisse col semi-asse
maggiore arbitrario a, e la semi-distanza focale c^^ali; indi a partire

dal vertice B del semi-asse minore si prendano gli archi BB, BB' cor-
rispondenti alle ampiezze «, s:' e per il punto d' incontro P delle tan-
genti ai punti B, B' si faccia passare una conica e' omofocale alla prima;
se da un punto qualunque P' di e' si tirino le tangenti P' 31, P' 31' alla

ellisse e i due archi B3I, BM' avranno le loro ampiezze ?, o' che sod-
disfano al quesito

; infatti se la conica e' è pure un' ellisse, gli archi
BB', 3131' hanno la loro differenza rettificabile e per conseguenza

E-? — E'f = Ey. — Ey.' '- -
, essendo l una quantità algebrica e vi cor-
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risponderà 1' equazione JPcp — Fo' = Fy. — Fy'\ in particolare dato 7-', è

dato l'arco BM\ si potrà costruire l'arco BM a quindi trovare la sua

ampiezza 7. Se invece la conica e' è un'iperbole., notato con H il suo

punto di sezione con V arco J) 1)', dall' eguaglianza Bit-— Hh' = BP— PT)'

= l, si ricixva BH—BD— 'BD' - Bh) ^- 1, ovvero BD-hBD' = 2BH— /.

e similmente per i punti 31, M' si ha BM-i- BM' ~2BH—Ì': dalle

quali si deduce B3Ìn~B31' = DB-j- BD'-r-l— l', o ciò che è lo stesso,

r equazione E-o -^ Eo' -^ Ey- -f- E y' -',
, ed a questa vi corrisponde

la relazione F'^ -^ F'^' - Fy.':- Fy.'\ se (z^ è l'ampiezza del punto H,

sarà Fv.^ == - [Fv. -f- Fy.') ec. Nel caso delle due ellissi omofocali s'iscriva

nella esterna e' una linea poligonale PP^ P^P^ Pn Pn+i , di n~\
lati tangenti all' ellisse e nei punti determinati dalle successive am-

piezze o, 9,, 9,, 93 9)i ;
per ciò che si è dimostrato si avranno

Teguaglianze Fy.'—Fy. — F9, — F'p --^ F^^^— F9, = . . . . = F<'^n— Fon - 1.

e quindi aggiungendole risulta F'^u — -F9 -= n {Fy.' — Fy); e e 9» sono

le ampiezze dei punti di contatto dei lati estremi PPt, Pu P/i-i-i; allor-

ché si prende 9 = 0, il primo lato è tangente all' ellisse e nel vertice B,

sarà Fon '=^n {Fy.' — Fy.) e se anche y. è nullo si ridurrà la precedente

a F (fìi
= n F y.' \ così ricavasi un metodo per costruire l'ampiezza di

un integrale ellittico «"/*'» di un altro dato.— Ritornando alla relazione

generale F(fn '^ n Fu.-i- Fo, si supponga che il lato (n+l)"'"'" della

linea poligona debba coincidere col primo, è chiaro dovrà aversi

o„ = 9-j-2~7t essendo h un numero intero positivo; e poiché gli ele-

menti dell' integrale ellittico di prima specie riprendono gli stessi valori

quando la variabile 9 cresce in modo continuo per ogni quadrante a

motivo della relazione sen- {~ m ± 9) = sen'- 9, si avrà F9n = Fo~h F2 -

-^ Fo -'- ih F ^; la quale paragonata con la precedente dà la con-

dizione necessaria e sufficiente nFy.^=ihF—; dunque osservando es-

ser 1' angolo y- indipendente da 9, cioè dal punto di contatto del primo

lato, si conchiude esistere un'' infinità di poligoni di n lati circoscritti al-

l' ellisse e ed iscritti nelV ellisse omofocale e ', in modo che qualunque corda

di questa tangente alla prima sì può considerare come primo lato di

uno dei poligoni; chiamando Oi l'ampiezza del punto di contatto, {x,, y,),

{x„, 7/J le coordinate dei suoi punti di sezione con l'ellisse esterna, queste si

avranno risolvendo il sistema aycos9i4-&a7sen9t= a&; -T^TT) "^rrni") "= 1'

A ^si

e siccome Pi Pì~ì ^ v'(z/.
— yJ-^(«.—«.)'= =^ (-^i

— ^.) z^^edinol-
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tre eliminando y dal sistema si trova x -^ x = ^ ^^ («' -^ >-)sen?t

e per conse£?uenza t», P:
: i

— ^ V(ft'4- ).) (6'-4->) ).
.

6^ -+- ). (A
'^,f

(^?') ;
SI potrà

esprimere ), in funzione di y. mediante le formule della pag. 72- il pe-
rimetro del poligono ha per valore

'

Applicando i teoremi del grande geometra Jacob Steiner si conchiude
che fra tutu t poligoni convessi di n lati iscritti in un'ellisse, quelli che
sono czrcoscrUti ad un'ellisse omofocale hanno il perimetro massimo- mestipohgom m numero infinito sono isoperimetri. Viceversa ogni poligono di n
latz a mimmo perimetro e circoscritto ad un'ellisse ha i suoi vertici situati

sopra una conica omofocale.Vevh= l,n= Uhn\i^a =
^ , la costruzione geo-

metrica conduce all'equazione ^-^-x.-^^i, j, ^^^j j^^^ ^j .

semi-assi dell'ellisse omofocale sono Vc^iJ^Pb) , VhlT^^yVev n= d
prendendo uno dei vertici del triangolo circoscritto di minimo perimetro

suU' asse Oy
',

le sue coordinate essendo y,= — y/b^^i x =0 dal
l'equazione ay.cos y. + hx,sen u = ah del lato che passa' per quel ver"

tice, si deduce cos u =—~ .

y'ft^^X'
e siccome alla pag. 76, si è trovato

_ a^yi \ì
pure cos

y. _ (^a ja _|_ o ^2 ) 4_ ),2
' eguagliando i due valori di cos y, ne ri-

sulta l'equazione biquadratica l'-GaH' ).«— 4 a' b'-{a^~^ W) ). -^a'-¥= o

Notando con V^^ il rapporto | e facendo l = V-x, la precedente equa-
zione diviene ..^6 mo.^- 4,„(,»4-l)._ 3,„^^,, che equivale ad
(x--3m^-2/)-==2^a.^+ 4,;.(,.-M)^-^2/^-6m2/-f-12m^ ed il se-
condo membro sarà un quadrato perfetto se l'indeterminata y soddisfa

alla condizione (y-2m)'= 2m^ (m-l)^ da cui y = 2 ;«+ V2»^>rrT)F
cosi per m = 2 si trova y = 6 e l'equazione di quarto grado in x ha il'

primo membro decomponibile nei trinomi {x'- ~i- 2 V ^ . x— 2 V^)

,

[x'^ — l V3.a;-f-2 VS); il primo soltanto ha le radici reali e prendendo'

la positiva resulta / = &« (^3^172773 _ ^3)

6
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28. — Il simbolo 9 indichi V angolo acuto della tangente al punto

T{x = asen(p, y —-b cos(p) con l'asse miuoi*e dell'ellisse, facilmente si

dimostra la relazione tang ^ . tang 9 = —
; dalla quale resultano

cosO ^ . . ^ /, j do d^ , e
sew.9=-^,A9.A9= Vi — e^ e ^+ ^9 = 0, ove fc = - = e;

vando poi che per 9 = si ha ^ = k 1
gli angoli 9 e 9 saranno le ampiezze

degl'integrali ellittici JP9, F^ aventi per somma l'integrale completo

F-^; dunque se abbiasi F(^' ±F'y — cost., si conchiuderà pure FO'dz

±FQ = cost. e ne deriverà la proposizione (1) le tangenti FT, PT' me-

nate da un punto qualunque P di una conica ad un' ellisse omofocale fanno

con V asse minore di questa due angoli 0, 0' che soddisfano alla relazione

{1} cosO .eosO' zhsenO senO' ^1^- = eoa [J: Chiamando -^ l'inclinazione di un

raggio vettore focale F' T del contatto suU' asse maggiore, ed abbassate

dai fuochi le normali F H', FU sulla tangente al punto T, è evidente

che ciascuna di esse forma con FF' un angolo eguale a quello del-

l' asse minore con la tangente, e le rette FT, F'H' prolungate si se-

gano in un punto N tale che FN=2a,V angolo F'NF= NF' T= ±:

±(9— ^), il triangolo F'NF ci somministra la proporzione F' F'.

: FN : : sen F'NF '. sen FF'N , ovvero: ± sen (]' — 0) = e sen che è la

2 \/ e
sostituzione di Landen e posto li = _^ ,

prendendo il segno superiore

nella precedente eguaglianza, si trova F Ih, -^j = ( -g— ) F{e, 5) e nel

caso del segno inferiore — FUi,^-^— j = f
^

) F{e, 9); onde se ab-

biasi FO ± FO' = cost. sarà pure Fili,— ) ± f(1i,~) = cosi. ; dunque

si conchiude il teorema (2) se da un punto qualunque di una conica si

menano due tangenti PT, PT' ad un'ellisse omofocale, i raggi vettori con-

giungenti un fuoco F' con i punti di contatto T, T' fanno con V asse mag-

giore gli angoli ^, p' collegati dall' equazione

(II) cos ~ cos -^ ± sen -^ sen -^ •!/ :

4 e , a il.

i
sen^ ^ = cos r .

(l+ e)' 2 2

Proiettando il raggio vettore F' T sull' asse 2 a si ottiene tang ^ =

5 ed unendo 1' altro fuoco F al puntq L intersezione della
a sen 9
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tangente con 1' asse minore, detto v 1' angolo FLT, dai valori OL = ,

cos 9

FL = —^ i
, FH:= hV q

^
, SI ricavano :

cos<i? » 1 -I- e sen 9

T xr {e -T- a sen (f)^ /l — e seno ^ bcoso . ,.
,jLi-U = '—\/ — >- tana v = i— e quindi v = t|/

;
cos 9 » 1 4- e cos 9

-^ a sen 9-4-0 ^

dunque dalla proposizione (2) consegue il teorema (3) se da un imnto qua-

lunque di iena conica si menano le tangenti PT, PT' ad una ellisse oviofo-

cale, i raggi congiungenti un fuoco F con i punti di sezione dell' asse mi-

nore con le tangenti fanno con queste rette due angoli v, v', che soddisfano alla

relazione (III) cos ^'^ còs-^ ->' dzsen^v sen ^ >' \/\ — r^ r^ sen' - v = cos^

•

29. — Chasles trasformò le surriferite proposizioni mediante la teoria

delle polari reciproche ; infatti si prenda per origine polo uno dei fuochi,

per es. F' e per linea direttrice la circonferenza (1) x-'+ v/- =r', la polare

di un punto qualunque (x', y ) dell'ellisse (2) ^^ r—^+^ = 1, rispetto al

cerchio direttore, ha per equazione (3) xx -r- yy' = r^ \ considerando x\
y'

come parametri variabili per differenziazione delle (2), (3) si deducono

, ,. (x — c)dx
, y dy , ,

. , . , ,. ,.
le eguaglianze ^^ ~ ^

fo«
~ ^' ^^^ +yày = 0, fra le quali eli-

Ój V ci^ oc ò^ lì r
minando la derivata ~-, risulta ~, = —; —\a^x^-\-Vy^\ e da que-

dx x — e y ^

sti rapporti si ottengono i valori di x\ y' che sostituiti nella (3)

ci determinano 1' equazione dell' inviluppo delle rette polari , cioè :

(4) {x^-T-y"-) (a^ — e*) -f-2 cr^a;— r'* = 0, circonferenza e polare reci-

proca dell' ellisse (2) e mutando a^ in a^ H- ). si avrà la circonferenza e'

<5) {3f-T-y-) {a^-hl — c'')-\-2cr'^x— r'* = o, polare reciproca della conica

(0) / ,
, -T- j-p-—T = 1, omofocale alla (2).

Siano A'A, D'D gli assi delle coniche (2), (6) situati sulla retta fo-

cale ed -^0-4.0, D'gDa i diametri corrispondenti delle circonferenze po-

lari e, e'; gli estremi del primo giacciono da parti opposte dell' origine F'

e si avrà ^'oF' = ^, = ^^, F' A =^^ -^^, e parimente

•O'o-F' == —
, , F' D^ = —

,
; nel caso di ). > e'— o^ cioè
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la conica (6) sia un'ellisse, la circonferenza e' sarà entro la e se / è po-

sitivo, ed il caso opposto se ). è negativo ; infine se ). è negativo ed il

suo valore assoluto supera a* — e', la conica (6) è un' iperbole e si

avrà F' D' = e— Va'-!-). , F'D — c-f- Va^-f->. , il cerchio corrispon-

dente e' sarà tutto esterno al cerchio e.

La polare di un punto (Xj, y^ del piano rispetto ad una delle circonfe-

renze reciproche (5) essendo (xx^-^yy^ipi^-r-').— e') 4- cr^ {x-^x^— r'*^^o,

si ridurrà per 1' origine F\ le cui coordinate sono nulle, all' equazione

a? ^ - e similmente la polare del punto F„|a; = -,7/ = ojèa; = o, cioè

passa per l'origine; dunque i punti F\ F^ sono fra loro reciproci rispetto

a ciascuna delle circonferenze (5); ed è evidente che il punto F„ è il

polo dell' asse minore rispetto al cerchio direttore.— L'asse radicale

delle circonferenze (4), (5) è a; = x- , dunque passa per il mezzo H della

congiungente i punti reciproci, e poiché A\F'

=

, F'R = ^ , si

avrà A'. i2 = ;r- (
—'—

) : se C è il centro della circonferenza e, il rag-
2e\a— e/

> a

gio di questa ha per valore A ^0= —^

^
= ^ ^

, e quindi
^ CI — e

la distanza CB = A'„B — A\C
y2 /Q? _i- c^
b" \ 2__ .ì )' oride la potenza del punto

T
22 rispetto al cerchio e è CR^— CJ. ,,^ = r—̂ = EF" = i?F„*; cosìletan-

4c

genti condotte dal punto R a ciascun cerchio (5) sono eguali alla semi-

distanza fra i punti recìproci.

Si ha pure CF ' = A^F'— A'C= , -, = -^ ^ , e quindi

CF' e . .

-77—Pi
= - =e; inoltre il rapporto fra il diametro della circonferenza e^ g O CI

A' A
e la distanza del punto più lontano A'^ dell'asse radicale è:

""
,° ^ =A „Jti

ie

Stabilito il significato dei moduli nel sistema dei due cerchi, si tra-

sformano le proposizioni dimostrate per le coniche omofocali, osservando

che alle due tangenti PT^m, P T' = in' corrisponderanno due punti

M, 31' della circonferenza e situati sulla retta p polare di P e tangente

al cerchio e'; all'asse minore delle coniche corrisponde il suo polo Fg,

e poiché r angolo di due rette uguaglia 1' angolo delle congiungenti i
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loro poli col centro del cerchio direttore, dalla proposizione (1) si de-

duce (1'): Dati due cercìd che non s' incontrano e preso il punto F', interno al

primo ed avente la stessa polare nei due cerchi, se conducesi tuia tane/ente

al secondo e segante il primo nei imi iti M, 71/'; i raggi F' 31, F' M' menati

da F' a questi due punti formano con la retta dei centri due angoli 5, 9'

collegati dalla relazione (I).

Ai punti di contatto T, T' delle tangenti all'ellisse ed al secondo

fuoco F corrispondono respettivamente le tangenti t, t' nei punti BI, M'
del cerchio e e l'asse radicale; quindi l'angolo TF^F— f è eguale al-

l' angolo della tangente t con 1' asse predetto, il qual angolo è pure eguale

a quello del raggio C3I con la retta dei centri ; dunque dalla pi'oposi-

zione (2) resulta il teorema (2') : Dati due cerchi che non s' incontrano, de-

scritta una tangente al secondo, e che seghi il primo in due punti M, M', que-

sti determinano sulla prima circonferenza due archi p, ^' contati dalla retta

dei centri e collegati dalla relazione (II). Infine la retta 3IFg è la polare

di L, intersezione dell' asse minore con la tangente PT, la retta 3IF'

ha il suo polo air infinito sulla direzione della normale PT, e perciò

l'angolo V di questa retta con F' L è eguale all'angolo F'MF^; così

dal teorema (3) si deduce (3'): Dati due cerchi che non s' incontrano, de-

scritta una tangente qualunque al secondo e segante il primo in due punti

M, M' gli angoli v, '> ' aventi i vertici in questi punti ed i lati passanti

per i punti fissi F',F„, reciproci rispetto a ciascuno dei due cerchi, sono

collegati per la relazione (III).

30. — La rappresentazione geometrica dell' equazione di Lagrange
contenuta nell'enunciato (2) si deve al celebre Jacobi, che la trovò di-

rettamente
; pure Chasles l' espose con diverse forme eleganti nel Capi-

tolo XXXV del suo Traité de Geometrie Supéricure, Paris 1852. Si consi-

derino due cerchi esterni od interni fra loro, di raggi r, r, e conducansi

per il centro (7 del secondo cerchio una retta qualunque secante il primo

^'°- ^ ''•
liti punti A, B, ed in un
punto qualunque C della

circonferenza G una tan-

i;ente ad essa che interse-

chi l'altra nei punti 31,31',

tirate le pei'iiendicolari

AA, BE', ce sulla tan-

gente si avrà fra queste

parallele la nota relazione

il)AA'.BC^~CC'.AB=
= BB' . AC , e poiché in

ogni triangolo il prodotto

di due lati equivale a quello del diametro del suo cerchio circo-

scritto e dell'altezza relativa al terzo lato, dai triangoli A3I3I', B3I3I
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11 1, r .., A3I.A3I' „ AOM AOM'
SI deducono 1 eguaglianze AA = = zrsen—k— sen

—
q— >•

BM.BM' BOM BOM'
. ,BB = = = 2rsen—h

—
sen—o— ' ® P^^' questi valori la rela-

BG ^OM AOM' BOM BOM'
zione (1) diviene (2) —j^sen ò

—
sen—h— — sen ó ^^'^

—

2~~~^

-f- g-^ ( 1— T7^) ~ ^" ^^ ^^ retta J. JB passa per il centro del primo cer-

chio come vedesi nella figura, ponendo J. ilf = 2'^, AOM' =2 9', re-

sulterà 310B = 7f — 29, M' OB = TT — 2 9', e indicata con d la distanza

^^,. ,. . ., , BC OC—OB d — r ...uu dei centri, sarà il rapporto -n^= , „ ^ ^ = -^
,
positivo se 1^^ AC AO-ì-OC d-hr

cerchi sono esterni e negativo nel caso che il cerchio r, sia tutto-

interno al cerchio A , è evidente che la ( 2 ) assume la forma.

(3) I -V-— ) se)i 9 sen 9 '— cos 9 cos 9 '+ ,

' = 0.
\a-f-7V ^ d~r

Se r angolo 9 è nullo, il punto 31 coinciderà con 1' estremo A del

diametro AB, ed M' coinciderà con un certo punto iV situato sulla tan-

gente AS menata dal punto A al cerchio C, l'angolo 9 si ridurrà al-

l'angolo A0N^2'j. e dal triangolo J. C»S trovasi CAX= - — u.
^ ed

T
(4) _/

^

= cos w; similmente per i triangoli ABN, ACS rettangoli in N

ed S resulta la proporzione (5) -77,= -ro'Aw Ao

I segmenti ilfC, 3/' C' si ottengono dalle eguaglianze MG"= 2If(7*— r*=:^

MO^ 4- OC' -^ 2 310 . OC cos2 9 — r^ = (r^- (7)'— r,2 — 4 re? sen59, M'C'« =

4rd
(r -f- f?)-— ri'— ird sen^ 9', le quali posto . _^ jw_—^ = ^', ed osservato-

che AS = \^(r-r-dy— r,' sì possono scrivere semplicemente (6) 3IG' =
— AS . à><f, (7) M'C = J.S . A9'; quest'ultimo per 9' = y- diviene

VS
(8) ^—p, = A y. ; così la (3) si riduce alla seguente (9Ì ± A y. sen 9 sen 9'—
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— cos (p cos (f' -h cps t^ = , e si prenderà per il primo termine il segno
superiore o l' inferiore secondo che le circonferenze sono esterne od in-

terne. Siccome la corda 3IM' — 2rsen (9'— 9) e si ha MM'= MG— M'

C

in virtù dei valori (6), (7) si deduce (10) 2rsen((f'—(p) — AS{^(p—^(p')^,

inoltre dalla (8) si ricava AS— A]Sr= AS .i^t^, oppure AS= ^^ =
1 — A ^a

= ._ .

'

e perciò la (10) diviene la nota equazione sen (9'— 9)
^ '^^=

= A 9— A 9'; nel caso dei cerchi interni si sarebbe trovato sen (9' — 9) X
/l4-A//\

\ setiPL )
= ^9+ ^?'- ma si può dimostrare con la stessa figura, in-

fatti abbassando dal centro le normali OH,OQ sulle rette M3r, A S
si avrà 2HC' = MG' -h M'C , HG' = OCsenAOP = dsen{r^+ ^'), e

quindi 2 ^501(94-9') - ^5f(A 9+ A 9') , similmente 2QS = AS-hNS,

cioè 2 d sen iJL = AS-h-AS.^i^, da cnì ^=~^—^ ecAS sen u-
'

Per ottenere geometrica-

-jif j mente l'equazione differenziale

si descrivano due tangenti vi-

]J\ cinissime fra loro nei punti

C, C" della circonferenza Ce
secanti 1' altra nei punti M,
M', N, N'. Posto A0M=^2(f,

AOM' = 29' sarà lini. MN=

= 2 rcZ 9, lim. M'N" =— 2rd(f'\

fatto centro nel punto d'incontro P delle due tangenti si descrivano con

raggi PM', FM gli archi circolari MT, MI; i triangoli infinitesimi MNI,

M'N'F sono simili essendo lim. IMN = lim. l'M'N' e quindi la pro-

porzione MÌ: MI' : : MN : N'M', ovvero 31P : M'P= MN : N'M', ed

al limite coincidendo P con G sarà j^^rwi = m'N' '' "^ ^'~^Aq'~

Se la circonferenza G è interna al cerchio 0, gli archi infinitesimi 31N,

^ do d(p'
M' N' sono dello stesso senso e si avrà -j— = t—', •

A 9 A 9

Quando l'ampiezza 9 è reale, le funzioni ellittiche della variabile u = Fo

... .
_MG'

si rappresentano come semplici rapporti geometrici cosi per es. A 9 _ ~^;



significando con a, h le tangenti condotte al cercliio C dagli estremi del

diametro AB si trova a^ = (r -r- f?)*— ^,^ h- = {d— ry—ì\\ dalle quali

ricavasi 4^dr=^a-— h^ ed il modulo complementare Z;,
= -.

Il modulo k è minore di uno, poiché se i cerchi sono esterni si ha

d> r-\-ri e se interni d <Cr— r, ; onde in entrambi i casi r,- < (df— r)*
;

aggiungendo 4 r (Z ai due membri di questa diseguaglianza si ha

r,- -f- 4 r tZ < (d -\-rf, ovvero 4 r (Z < (d -i- r)^— r,^ ; si avverta che i cei'-

chi posson esser eguali quando sono esterni. Se i cerchi sono tangenti,

risulta fZ = r ± r, , Z: = 1 e si hanno le formule delle funzioni parabo-

liche, pag. 43.

Le proprietà dell'asse radicale conducono pure ad esprimere il modulo

come semplice rapporto di due segmenti. Sia R V intersezione della corda

comune ai due cerchi con la retta G dei centri di cui sia V il punto

medio, la relazione BO'-— r^ = EC-— ì\- si riduce a 2 OC. X FÉ = r-— r,-.

Condotte da un punto qualunque Pie tangenti PT, PT' a ciascuna delle

circonferenze ed indicata con P' la proiezione ortogonale di P sulla

retta dei centri, si avrà successivamente PT^— PT'-=(PO^ — r) —
— {PC^—ì\^) = iPO^-PC^)-{r''--r,^) = {P'0'—P'C')— ir''— i\^) =
2 0C,VP' — 20C.VR^2 0G.BP'; dunque la differeraa dei quadrati

delle tangenti condotte da un punto qualunque del piano a due cerchi equi-

vale al rettangolo della distanza di questo punto dall' asse radicale e del

segmento doppio della congiungente i due centri. In particolare se P coin-

cide con T si avrà ^^ = 2 0(7, ovvero il quadrato della tangente me-

nata da un punto P di una circonferenza ad un' altra, sta alla distanza

di questo punto dall" asse radicale dei due cerchi in un rapporto costante

eguale al doppio della distanza dei centri. Per la quale proprietà re-

,, NS-^ ND AR— ANsentj. ^ AB ^ . ,.,, AB
'''^^^

AS^^ =AE^ AB = ^ - Z^ ''"- ^- ' ^"^''^'^^ ^' = AB '

La distanza A IR dipende solo dal diametro AB del cerchio e dal mo-

dulo fr, così facendo variare la distanza d dei centri ed il raggio r, del

secondo cerchio, e conservando fisso il primo circolo e costante il mo-

dulo le, si otterranno in numero infinito cerchi coradicali al primo ; i

centri situati sulla stessa retta AB, due a due eguali ed in posizione

simmetrica lùspetto alla corda comune ; i minimi si trovano facendo

r, = nella formula del quadrato del modulo, e perciò i loro centri

F', Fg distano dal centro del segmento d^ determinato dall' equazione
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da cui ricavausi

;
questi due cerclii di raggio nullo

si dicono pure punti limiti del sistema di cerchi coradicali e si costrui-

scono graficamente portando sulla retta dei centx'i a partire dal piede E
dell' asse radicale la tangente menata da esso ad una circonferenza del

sistema. Data una corda qualunque 3I3I' del cerchio vi saranno sem-

pre due cerchi tangenti alla MM ' e coradicali al primo, poiché per avere

i punti di contatto JS", JE", basterà prolungare la data corda sino a segare

r asse radicale in jR, ed a partire da questo punto prendere sulla stessa

MM' i segmenti i?, J5=r — J?j £, eguali alla tangente tirata per lo stesso

punto i?, alla circonferenza 0, le perpendicolari £"(7, £, C, innalzata alla

corda MM' dai punti E, E^ determineranno sulla retta OB, normale al-

l' asse radicale i centri Q, C, dei due cerchi. Si applica la costruzione

riferita a trovare graficamente 1' ampiezza dell' integrale ellittico F[>- = o

difterenza degl'integrali simili Fo = u, F'^' = v; infatti descritti gii

angoli ^.03/= 2 9, A031' = 2'^ in un cerchio qualunque di centro

e raggio arbitrario OA = r, si determini sulla retta AO prolungata il

piede II dell'asse radicale costruendo la quarta proporzionale rk- '. r

'.: 2r : AB ; indi condotto 1' asse BRi normale ad AO, si disegui il cei'-

chio C coradicale al primo circolo e che tocchi la corda 3131', la tan-

gente menata per il punto A al cerchio C segherà la circonferenza in

un secondo punto N tale che l'angolo AON sarà eguale a 2 y- doppio

dell' ampiezza cercata. Se invece debbasi costruire l' amplitudine del-

l' integrale Ui = u-r-v dopo aver descritti gli angoli A03I= 2arn .ii,

A03I' = 2avi . y e la corda ideale BBi si disegnerà il circolo C tangente

alla corda A 31' e coradicale al cerchio 0, indi per il punto 31 si con-

durrà alla circonferenza C la tangente 3131", la quale segando in il/" la

prima OA vi determina l'angolo A03I" = 2am {u -hv). Allorché v è

l'integrale ellittico completo K= F^ , V angolo A03I' sarà eguale a ~

doppio dell'ampiezza di ^, e perciò la corda A3I' prende la direzione

AO, il cerchio tangente C riducesi al punto limite 2^' e la retta 3IF'

segherà la circonferenza nell' altro punto 31'^ tale che 1' angolo

A03I" = 2am{H-r- K). Per definizione chiamando u = F9 1' argomento

dell' ampiezza 9, la proprietà dimostrata si enuncia « se la differenza degli

argomenti Jt, , u eguaglia V integrale completo, la congiungenle gli estremi

degli archi referiti alla stessa origine, e che rappresentano i doppi valori

delle loro ampiezze, passerà per un punto fisso. >
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Con la medesima co-

struzione esposta si può

determinare grafica-

mente l'amplitudine del-

la somma di più argo-

menti dati II, a,, a,,

a^...a„^ aventi lo stesso

modulo. Infatti si pren-

dano nella circonferen-

za e di raggio AO gli

archi AM = 2 avi . u,

AA,=^2am.ai e descrit-

to il circolo c^ tangente

alla corda AA^ e cora-

dicale al cerchio C se-

condo il modulo k si

tiri la tangente MMt a

questa circonferenza e, e si avrà AMM'= 2aìn (M-l-a,); indi preso Farco

AA^ = 2 n j» . (T, e descritta la circonferenza Cj tangente alla corda AA^ e

coradicale al cerchio e, si condurrà da 3/, la tangente 3f, ilfj alla circon-

ferenza Cj e si avrà A31MtM = 2am (?<-7- a, -f- oj; così proseguendo si

costruirà l'arco AM3I^3t^...3I,l—2a]n{H-r-a^-Ta.^-r-a3-r-..-^a„). Se de-

scritte Il rotazioni intorno al centro il termine Mn coincide col principio M,

il primo membro dell'eguaglianza precedente si riduce ad AM-r-2~h =
= 2armi-'r2aìn {21iK) = 2am{u-~21i K) in virtù della relazione evi-

dente F{'f-r-'^h) = F(p-i-2hF'-^ = u-h2hK\si conchiude l'eguaglianza

a, H- flj -h ^3 -f- . . . -r- rt« = 2 /i K, cioè il poligono J/3f, il£, . . . 31» -\ di n lati

iscritto nella circonferenza C è indipendente dall' ampiezza ic o dalla po-

sizione del jDrimo vertice 31, il suo ultimo lato 3f>,.\31 dipende dall'am-

plitudine dell' argomento a„ . la quale per 1' ultima eguaglianza è deter-

minata dal numero h e dalle ampiezze degli altri n— 1 argomenti

a,, a.^ . . . a,t-\\ dunque se tin poligono variabile di n lati è costantemente

iscritto in una circotìferenza ed n— 1 dei suoi lati successivi sono respetti-

vamente tangenti alle circonferenze e,, Cj, C3...Cn_i, coradicali alla prima,

anche V n"'"' lato invilupperà una circonferenza d coradicale.

Quando gli n argomenti sono tutti eguali ad a = '^—— le corde -4-4j

,

AA^, . .. AA„ risultano identiche alla prima AAi, « le circonferenze e,,
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e.
. Cn coincideranno con e. ; dunque esiste un' infinità di poligoni di

n lati iscritti in un cerchio e, e circoscritti ad un altro cerchio e,. — Nel
caso che il numero dei lati sia pari, cioè n = 2m, sì avrà ma, = K,
^'avcoAMM,=^2am.{u-^a,)eVavcoA3IM,...M,u+i = 2am(u-i-{m'~hl)a,)
e siccome la differenza degli argomenti di queste due ampiezze ha per
valore ma, = K, si deduce per il principio dimostrato, che la corda
M, M,n+i passa per il punto limite F', dunque in ciascuno dei poligoni
di un numero pari di lati iscrittibile in un cerchio e e circoscrittibile ad
un altro e,, le diagonali congiungenti i vertici opposti gassano per il punto
fisso F\ limite del sistema dei cerchi coradicali con i primi. Nel quadran-
golo e neir esagono simultaneamente iscritti e circoscritti le rette che
uniscono i punti d' intersezione dei lati opposti essendo polari di F'[
passeranno per l'altro punto limite F„

.

Questi teoremi di Poncelet sono evidentemente proiettivi e si esten-
dono alle coniche

; mediante la trasformazione polare prendendo l' ori-
gine del cerchio direttore nel punto limite F' si conchiude: P Se un po-
ligono variabile di n vertici è circoscritto ad una conica ed (n — 1) vertici
descrivono coniche omofocali alla prima, anche rn-'"" vertice descriverà una
conica omofocale.-2'> Se un poligono di un numero pari di lati è circo-
scritto ad una conica ed iscritto in un' altra omofocale, i punti d' interse-
zione dei lati opposti giaceranno sull'asse minore o sulla retta all'infinito.

31. — Per trovare la relazione fra la distanza d dei centri ed i raggi
r, p di due cerchi 0, C, V uno circoscritto e 1' altro iscritto allo stesso polì-
gono di n lati si prenda il primo vertice nel punto A situato sulla retta

dei centri OC, l'angolo AOA, =2^=^2am~, essendo Tc^ = Mr__

.

n {d-i-rf— f.^'

se P è il punto di contatto del primo lato AA, con il cerchio interno G

dal triangolo rettangolo ACP risulta cos o = -^— e quindi A o =-''ln^.
d+r ^ ^ r-hd'

è chiaro che si dovrà eliminare 1' angolo 9 fra una di queste equazioni
e quella esprimente la moltisezione dell'integrale completo secondo il

numero n. In alcuni casi particolari 1' eliminazione si può ottenere con

facilità; così se F(^-hF(^'= f'^ = K, la formula di Lagrange si ri-

duce a tang^^tangr/ = ~-J^^ = l da cui si ricava sen?'^^^^
VI — fc2

A;, ^ A9 '

Te. seno
. , A-, ^,. 9 i

cos 9 --^ e A?' = ^. Sia « = 3, 9=cim^^K, 9'= am| TT; a mo-

tivo di ^9 = 2F9', applicando la formula di Lagrange alla duplica-

zione dell'argomento si trova cos 9 = cos^-(p'—sen-9'^(f = cos' (p'— sen(f' X
cos 9, da cui cos 9 = 1 — sen9' ovvero cos9 +^ = 1, e sostituendo i
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valori di cos v, A o si trova -~ ì ~ = 1 , cioè cP = r{r — 2p) rela-
^

' d-r-r r— a

zione data da Eulei' con altro metodo.

Nel caso di « = 4 sarà 9 = «jk-^, 9' = a??j —
,
quindi sen'^' =sen'^

e dair equazione scu- 'f'-f-eos^ 9 = 1 si ottiene ( , j -f- f ;_„ ) — 1-

2 3
Infine per n = 5 si avrà c = ain'^K, o'^am.-K, e chiamando :<,

2'-'

4 ,

le ampiezze corrispondenti ai doppi argomenti, cioè y.=am-K,

y.'=am | K, si trova Fy.-h Fy.' ^2K == F- , 2Fy.,^2K~ l K =

Ftì -ì-F'^ =^F {r: -r-'^), e per conseguenza cos :< =— cos y'
, sen y. = sen y.\

-. , , , / V T • .* A ~+- cos 9
cos (t^ -f- r) = cos- a' — sen^ y. A (tt + 9), da cui sen y. ^= ^ . _^ .

^,

cosa = "v —^ '-
-, ed applicando la stessa relazione di Lagrange

T 1 -}- A 9 ^ ^

all' ampiezza 9 considerata come amplitudine della differenza degli ar-

49
gomenti - -ET. - JiT, si deduce cos 9 = cos z cos '^ -}- se» 9 sen « A 9 onde

sostituendo i precedenti valori di scn y, cos y. e poi quelli di cos 9, A 9 in

funzione di d, r, o con facili riduzioni si conchiude :

[r -i- d) (v'2r — \/r — d— [) = {r— d) {r -^ p ^ d) ^r-i-d — p.

Si potranno dalle precedenti ricavare le relazioni che devono esistere

fra i semi-assi a, a^ di due coniche omofocali e la distanza focale 2 e

affinchè uno stesso poligono di n lati possa esser iscritto nell'una e

circoscritto all'altra; ora per i cerchi polari reciproci delle coniche, dalle

formule della pag. 83, facendo a^ -t- ). = a^\ ed il raggio del cerchio di-

c(a,'— a')

rettore eguale ad uno, risultano la distanza dei centri d — -7—, 5-7—

5

^° [a- — c-)\ac— C-)

ed i racrei r = —;
^ , = —r—'—r e poiché nel caso del triangolo si è

*"=
fl-— e-

' Oi" — Ci

trovato fZ- — r"-— 2 r p con la sostituzione dei valori surriferiti si ottiene

l'equazione a/ — 2 a a^^ -+- 2 aa, c^ — a^c' = 0; la quale a motivo di

e — ae = ttiCi si riduce alla seguente s,* — 2 e e,'+ 2 e ^i
— e- = , ec.

Come pure volendo trovare la condizione affinchè uno stesso poli-

gono di n lati sia circoscritto ad un' ellisse data, ed isciùtto in una cir-
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conferenza di raggio B avente il centro in uno dei fuochi F dell' ellisse,

si osserverà che preso per origine questo fuoco, 1' equazione dell' ellisse

( V ~^ Ci V
e del cerchio sono -—

'-Y~^~^fì — 1)
^"^

-r- y^ — R''
',

quindi le loro polari

reciproche rispetto al cerchio direttore x' + y^ = if saranno respettiva-

mente i cerchi x" 4- i/- — 2 ^-^ ~ p '
^" "^ ^ ( Ji /

"^ ^^^^^ ^' ~
'W'

= ~ e la cui distanza dei centri è cZ = y' 5 onde basterà sostituire

questi valori di r, /s, d nell' equazioni trovate per il sistema di due

cerchi : così per il triangolo resulta R^la, e per il quadrilatero

J2= a/2 (a'H-c^.

32. — La ricerca dell' equazione di condizione esistente fra i raggi r e o

dei cerchi iscritto e circoscritto allo stesso poligono e la distanza d dei loro

centri, fece continui progressi per opera dei geometri N, Fuss, Poncelet,

Steiner, Mention ec. Jacob! ebbe la feconda idea di applicare gì' inte-

grali ellittici di prima specie alla dimostrazione dei teoremi di Pon-

celet sui poligoni simultaneamente iscritti e circoscritti ai cerchi ed il

1° aprile 1828 pubblicò una sua Memoria col titolo : TJeher die Aniven-

dung dcr eUlptischen Transcendcnten auf ein hekanntcs Prohlem der .Elementar

Geometrie, giornale di Creile, tomo 3°. Neil' anno successivo Richelot gio-

vane discepolo di Jacobi estese al sistema di due cerchi minori della

sfera le proposizioni del grande maestro, e servendosi di alcune formule

della duplicazione delle funzioni ellittiche, determinò le relazioni occor-

renti per passare dall' equazione algebrica relativa ad un poligono di n

lati a quelle analoghe per il poligono di un doppio numero di lati. In-

fatti avendo stabilite 1' eguaglianze 9 = ani— , coso = ^ 1^? =—;—^

,

° ° ^
il ^ d-f-r r-T-d

ft' = l— k^ = -, z:\-.—4 per il poligono di n lati, dicansi 9' 1' am-
[T-\-d) — p

ir JT o

piezza dell'argomento ^— , ovvero d = ani— , e respettìvamente p', d'

il raggio del cerchio iscritto nel poligono di 2n lati e la distanza del

suo centro a quello del cerchio r circoscritto allo stesso poligono, si avrà

cosf = —-— ,
A 9' = -—— ; e ki' = l — k' —

}
—-^TTi Si- La prima

delle cercate relazioni risulterà dall' eguagliare i valori del quadrato

del modulo k. cioè (1) 7 ^-^ ^ = 7

—

r^r^ n-' ^ ^ {r -h- dy— p" {r-hdy — p'^
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Si troverà la seconda osservando che la formula di Lagrange per la

duplicazione diviene cos 9 = cos'' 9' — stn^ 9' '^ 9 1 e quindi se»' 9'=
,

l\,.'V' 1 7 5 1,^ 1 + A C3 — fc' -h fc' cos> ,,. ,. j .
T(A 9 j =1 — k sen (^ = ^; moltiplicando 1 due ter-

X "7— u 9

mini di questa frazione per 1 — A 9 , con brevi riduzioni si ottiene

(2) (A 9 )^ = ,^, ^^^/ . Ponendo —— = p, --— = <i,
—-r- = V ,

j— — q', le relazioni (1) e (2) si riducono alle seguenti —^ r =^7^—-,

^ = -
'

, dalle quali ne risulta la terza ~ r — -, ( ~, r ) ; risol-
p' l-i-p p—lq\p'- — lj

vendo rispetto ai simboli p, q le due ultime equazioni si ottengono le

formule di Richelot p = <;^«;;±^ , q^ ^'T~i^''~SJ - Con

la sostituzione dei trovati valori di p, q nell' equazione di condizione re-

lativa al poligono di n lati, si avrà la condizione analoga per il poligono

di 2 n lati.

Così per il triangolo, quadrilatero e pentagono furono determinate

le successive equazioni (3) --f-- = 1, (4) — H

—

, = 1 , p \/p -~ q =

= p Yq— 1 4- 2 (/) 4- 1) VP— 1 ; la quale ridotta razionale diviene

{p^ --r- q' —
Jj'"

q'^y— 4 j:»^ 5' (2) — 1) (g — 1) = 0, e siccome il primo membro

è divisibile per il polinomio p^ -ì-
q^ — p^q^-T-2pq \/{p — 1) (2 — 1) =

^ip-T-q—pq) {p + q-^pq)-^'^qp Wpq— p — q-ì- 1 — \)

,

che evidentemente si annulla per pq — p — 5=^0, si do^'Tà dividere per

questo fattore estraneo la stessa equazione razionale; perciò la vera equa-

zione di condizione relativa al pentagono è (5) j)* g- (pg -T-2)-r- 3 — 2) —
— 25 2(p'-r-2'—p— q)— [p^-^q^) = 0, ovvero u^ — v^-t-uv{u — v—4) = 0,

2r r^ d^
in cui ?ii=:p4-5=— e v~pq=^ ^— . Sostituendo l'espressioni di

P P

p, q in funzione di p', q nell' eguaglianze (3), (4), (5) e poi i valori sur-

riferiti di p', q' dati per r, d\ p' si otterranno le relative equazioni di

condizione per l' esagono, ottagono e decagono ; ripetendo successiva-

mente le medesime sostituzioni si avranno quelle relative ai poligoni

aventi i numeri di lati di una delle forme 2'", 3.2'", 5.2'".

In simil modo si trovano le formule per passare dal poligono di n

lati a quello di un numero triplo di lati entrambi iscrittibili e circoscrit-
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tibili simultaneamente; poiché scrivendo 9 = am "— , « = am — , e
n 3«

i|/ =: am -^ , fra gì' integrali ellittici di prima specie si hanno le rela-

zioni F-^==2Fx, F(f — 3Fx] dalle quali in virtù dell'equazione di

Lagrange si deducono 1' eguaglianze cos y. = cos y- cos ^ H- sen « sen ^ ^x,

cos cp = cos y cos -^ — seìt x sen -^ A 9 e perciò ricavati i valori di sen ^, cos -^

U j. f
(cosce — cos (f) cos X . orrx • 1

ne risulta tana y = 7 r 1—r , e siccome (pag. 37) si ha
sen X {cos 9 ^ x -\- cos x A 9)

^^ ° ''

, 2 tann a A a , . , ,.-,.
pure tang y = —\^ . ^ , col paragone dei due valori di tang -^

1 1 . cosx— coso 2sen^x\x _
SI ottiene la relazione —; ^—— =—-. 5

—

——-z . Facen-
cos 9 A x-r-cos a A 9 cos x— sen x (A x)

dovi le sostituzioni cos 9 = -
, A 9 = ^-

, cosx=— , àx — ^'
, in cui si ha

l^ P Pi Pi

Pi — ——-, g, = -', r, /3, rappresentando i raggi dei cerchi respet-
Pi Pi

tivamente circoscritto ed iscritto al poligono di 3 n lati e e?, la distanza

dei loro centri, si avrà ^
,

^' = „
' ^'

,

' —
, insieme con 1' altra

2+ 3. Pi -^ (li— Pi (li

p^— p^ p"^— I
\ ^

=
g . , che deriva dall' eguagliare i quadrati dei moduli com-

plementari e da una semplice proprietà delle proporzioni ; dalle prece-

denti ne consegue la terza eguaglianza -—— = „ 1 r-^ . Le
p-^Pi 2^.'+ (/.' — Pi' 2i'

due equazioni lineari rispetto a p, q ci somministrano facilmente i valori

_ Pi [Pi' Wi^ - ir - 2p.^ <i,^ {q,' 4- 1) - 3 2/]
P

(iV + 2.'-iV2.^r-4p.g.(p,^-l) (2.^-1)'

„_„ [g.Mp,'-ir-2ffrg.'(pr4-i)-3?V]

e basterà sostituirli nell' equazione di condizione relativa al poligono di

n lati onde ottenere 1' analoga per il poligono di 3 n lati ; con la succes-

siva ripetizione del calcolo applicato ai poligoni di 3, 4, 5 lati si otter-

ranno le relazioni per i poligoni il cui numeio dei lati è della forma
3'"

. 2" . 5*, r esponente s avendo per valore uno o zero.

33. — Con la proiezione centrale si possono estendere le surriferite pro-

posizioni alle coniche ed alle figure sferiche
;
per esempio sopra una super-

ficie sferica di raggio a siano descritte due circonferenze con raggi sfe-

rici a, /S e 5 simboleggi la distanza sferica dei loro centri ; si prenda per

centro di proiezione P il punto opposto al centro sferico del circolo ^,
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gli assi coordinati ortogonali con l' origine al centro della sfera, 1' asse

delle z passante per P, ed il piano y = o contenga il centro sferico del se-

condo circolo /3, r equazioni delle superfici coniche proiettanti i cerchi es-

sendo determinate dalla generatrice x = m {z+ a), y ~ n {z -{- a) con m, n

parametri variabili e dalle due direttrici {x^-]-y^ = a^ sen^ y, z = a cos «),

(xsen H- zcos ò = a cos /, x' H- y^+ «^ = a') saranno respettivamente della

f o , , / , ^2 ^ ,
='•

2 , , , / , X-
/«^OS .'^ — f^f^S 'Atorma x^ 4- y- — (2 4- a) tann- -, x -^ y^ -i- (z -\- a)' ( ^ r; )

—
-^ "• ^ ^ 2 ^ V J

y^^g
r. ^ ^pg ,jy

— 2x(z-ì-a) 7^
^ = 0, nelle quali equazioni posto ^ = si ot-

cos p -f- cos a ili
terranno le proiezioni stereografiche dei cerchi sferici; cioè due circon-

ferenze aventi per raggi r = a tana -r^ ,
= ^

'

^, e per distanza
^ ^ 2 '^ cos p -T-coso^ ^

dei centri d = ^ ^ ; ad un poligono rettilineo simultaneamente
cos p 4- cos 'i

iscritto nella prima e circoscritto alla seconda corrisponderà sulla sfera

un poligono iscritto nel cerchio x e circoscritto al cerchio 5, ed i suoi

lati saranno circonferenze minori passanti per P; la relazione algebrica

fra i raggi «, jS, e la distanza a si otterrà col sostituire nelle formule

trovate i precedenti valori di r, 0, d. — I cerchi massimi {z = Ax+ By,

x'^ -T-
y"- -\- z' =^ a^) con A, B variabili, si proiettano stereograficamente

secondo i circoli x--hy--T-2a (Ax-r- By) == a', i cui assi radicali pas-

sano per il centro della sfera; ed i poligoni sferici simultaneamente

iscritti e circoscritti a circoli della sfera, si proiettano secondo poligoni

piani con lati circolari tangenti ad uno stesso cerchio ed i vertici si-

tuati su d' un' altra circonferenza.

Col metodo della proiezione centrale si risolve il problema < Date nel

piano X due coniche» per es : (I) x'-r-y'— 2^ = 0, (U) Ax' -ì- A'y' -t-

-r- A" z- ~T-2By z -~2B'xz -r-2B"xy ^= , trasformarle nelle due circon-

ferenze, (III) X'-4-r^ — Z^ = o, (IV) 3I{X' -{- Y')-r-2NYZ -~ PZ' =
situate nel piano y'. (*) Infatti supponendo gli assi ortogonali, si sosti-

tuiscano nella (I) i valori di x, y, z ricavati dalla serie di rapporti :

V = ).

aX-i-bY-hcZ a'X-hb'Y-hc'Z a"X-\-h"Y-^c"Z

identificando l'equazione che ne risulta con la (III) si ottengono le sei con-

dizioni (1) a^4-a'^-a"'=:l, (2) W^h''--V" = 1, (3) c^+ c'*-c''* = - 1,

(4) a& -i- a'h'— a"h"=o, (5) ac 4- a' e'— a"e" = 0, (6) bc 4- b'c'— b'Y'= o;

ed in virtià di queste ne deriva la nuova serie di rapporti :

X ^ ^ = ~^
.

ax-ha'y— a"z ~ bx-\-b'y— b"z cx-ì-c'y — c"z'

(*) Metodo analitico della lìrospettiva, esposto da Jacobi, nel tomo Vili del Gior-

nale di Creile, pag. 338.



È evidente che l'equazione cx-ì-c'y — c"z=--o, l'appresenta la retta

limite del piano y- ed è polare comune alle coniche (1), (2) perchè cor-

risponde alla retta all' infinito del piano «' polare dei centri dei due

È OC e ^f e \
circoli (III) e (IV); il suo polo C ha per coordinate /-=— ,^ = -^j ,

\Z e 2 C /

ed è omologo al centro {X = o, Y=o) del circolo (III); la stessa retta

cx-r- e' il — e" 3 = 0, contiene evidentemente i due punti A\-=—r,,——j,\^ ' \s a z a J

£|-= --^,-=T7;j, omologhi ai punti all'infinito situati sugli assi

X, Y, cioè {-7 = °0)y = <')- \'7^^y'y~'^)-' '-'ome lo provano pure

le equazioni (5), (6). Similmente la retta ax-r-a'y — a" z -o, e la po-

lare del punto A l'ispetto alle coniche (I), (II), contiene i punti B, G e

corrisponde all' asse coordinato X = o, il quale passa per i centri dei

circoli (III) e (IV); il che risulta pure dalle condizioni (4), (5); in ul-

timo la retta hx-ì-b'ij — h^z — o è la polare di B rispetto alle coniche

date e contiene i punti A, C; dunque il triangolo ABC è coniugato,

ovvero ciascun vertice ha per polare il lato opposto nelle due coniche

(1), (II). In generale esiste un sol triangolo coniugato comune, poiché

facendo coincidere lo rette polari xx^-r-yi/i - zz,^=o,(AXi -+ £"</,+ J5'2,)a;+

-r- {B^'x, -+- A'ijì -- i?r,) y -<- [B'xy -f- Byi H- A"Zi) z=^ o, si avrà il sistema

lineare omogeneo (7) (J.—i^) a;, -f-J3'Vi"T ^'^i —^i ^"x\~r-{A— s)?/i4-J5^',= o,

B'x^ 4- By^ -7- {A" -f- s)Zi =o ; in cui s denota il rapjjorto dei coefficienti

delle variabili x, y, s uell' equazioni delle polari.

Eliminando Xt, y^, 2, si ha la condizione (8)

A—s, B" , B'

B" , A'—s, B
B' , B , A'M-

= s' — s'- (A-h A' — A") -i- s (AA' - AA"— A'A'^-i- B' -T- B''— B''')-]-

-~AA'A"~i-2BB'B"— AB' — A'B'- — A"B"^=:o; e per ogni radice

reale s le due prime equazioni del sistema omogeneo (7) determinano le

coordinate del polo. Moltiplicando respettivamente per x,
, yi, Z[ le tre

equazioni lineati e poi aggiungendole si trova (9) Axi" -f- A'y^' -f-

-f- A"z^'-^2By^s^-i~2B'x,z, 4- 2B"x,y^ — s {xf -^ y,' - z,') ^ o

,

dunque i punti aventi la stessa polare rispetto alle coniche date giac-

ciono sopra una conica che passa per i loi'O punti comuni; e siccome

le surriferite equazioni lineari sono le derivate parziali l'ispetto ad

jJi , 2/i , ^1 dell' equazione precedente, si deduce che il centro di questa

conica è sulla medesima, onde essa consiste in due rette secanti, le

quali saranno reali se il determinante minore B"'- — ( J. — s) {A' — s)

del discriminante (8) è positivo. Lo stesso valore di s decomporrà in due
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rette la trasformata 3I{X''i-Y')+2NYZ -i- PZ' - s (X^ -+• Y^— Z') = o,

il cui discriminante si dedurrà dalla (8) ponendo respettivamente le let-

tere M, M, P, N, 0, in luogo dei coefficienti A, A\ A", B, B', B" e si

otterrà (10) (M—s)
M— s, N
N , P-'tS

= s'—s'(2M—P)-i-s{M'i-N'—2MP)-

-i-M{3IP— N-) = o; eguagliando poi i coefficienti delle due cubi-

che (8), (10) si trovano le formule (11) P = 2M— {A~h A' — A"),

{l2)N^ = B'-i-B'^ — B''^— iA'— M){A"^3I) — {A"-h3I){A— M)-h
-+-{A — M) {A'— M), ed il coefficiente 31 è eguale ad s come risulta

dalla cubica precedente, o dalla sostituzione delle formule di trasfor-

mazione nella (II), infatti il coefficiente di X* ha per valore

Aa'-hA'a--hA"a"'^2Ba'a"-i-2B'aa"-h2B"aa',cìoesia-n-a"—a'")=s,

in virtù delle (9), (1), similmente il coefficiente di Y^ è (13) J.?^^-7--4'6'^+
+ J.''b"'+ 2B6'&"-f-2B'&&"+ 2B"&6'= s. Si verifica che i coefficienti

di 2XZ, 2XY sono nulli; così per es., quello di 2XZ è il polinomio

Aac + A'a'c'-h- A"a"c"-^B {a'c"+ a"c') + B {ac" -h ca") -h B" (ac'-ha'c),

ora le coordinate del polo C verificano 1' equazioni ( 7 ) e quindi

Ac-i-B"c'-^B'c"= cs, B"c-T-A'c'-^Bc" = sc\ B'c-^Bc'-h A"c" = — se",

le quali moltiplicate respettivamente per a, a, a" e poi aggiunte in virtù

della (5) danno una somma nulla.

La soluzione del problema sarà possibile geometricamente, nei casi

che le due coniche date ammettono una secante ideale comune, è unica

quando esse hanno soltanto due punti reali comuni, e vi è doppia solu-

zione se le coniche date non hanno alcun punto reale d' intersezione.

Trovata la radice reale s del discriminante (8) le prime due equa-

zioni (7) verificate dalle coordinate di J. e la (1) determinano i coeffi-

cienti a, a', a", e quindi mediante le (4), (13), (2) si calcolano i coefficienti

1), V, &"; ed infine per le (3), (5), (6) le rimanenti costanti e, e', e".

Si applica il precedente quesito ad estendere ai poligoni sferici le

relazioni esistenti fra i raggi dei cerchi iscritto e circoscritto ad un po-

ligono rettilineo e la distanza dei loro centri; infatti proiettando dal

centro della sfera i due cerchi sferici di raggi a, B si avranno le superfici

coniche x"- -\-y' — z' tang"- z, y- cos^ 8— x"^ (cos' /S— seti- ò) -—/ {cos' p— cos- '))

— 2xz sen S cos fJ = o; eseguendo le sostituzioni x = sen y. tang y. x'

,

y = sen y. tang « y', z = sen a, si otterranno le sezioni j^iane x' ~\-y'- = 1,

., o , -o •< r -, r o ^> 2 sen^ « sen S cos o , .

?/
' sen- 01 cos' p H- x - sen' a ( cos- p — sen- o ) x -\-

'' tang x

,
(C0S%S — COS' o)

A • -J ^ 1 • /Tr\ 11
-r- sen- y- 3 = 0; e questa coinciderà con la conica (II) allor-

iang' y.
'

che si faccia B = 0, B" ^ 0, A^= sen- a {cos- p — sen- 0), A' = sen' x cos- /3,

J." = cos'^ a. (cos- Q — sen- 5) , B' = sen S cos S sen a cps x
; e poiché si ha

B^ B" = 0, V equazione cubica (8) ammette la radice s = J.' e le circon-
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ferenze trasformate (III), (IV) saranno X'-f- Y- = 1, (X--f- Y')sen- x cos-^ —
— 2 Ysen o seti a cos p + {sen' S— sen' jS cos- e/.) = o , la seconda ha per

raggio -—^, ed il suo centro dista da quello del primo della quantità

; ^ ; dunque nelle formule relative ai poligoni piani basterà so-

stituire tang x al raggio r del cerchio circoscritto, tang ,5 al raggio p del

SBft Ò
cerchio iscritto e 1' espressione ^^ alla distanza ci dei centri, onde

^ cos X cos p

ottenere le relazioni analoghe j^er i poligoni sferici.

34. — L' arco della lemniscata r^ = a' cos 2 w, compi-eso fra il vertice A
ed il punto M di raggio vettore r, si è veduto alla pag. 12, num. 5, espri-

mersi con s = / ,
, p : operando la sostituzione r = a cos ? , si

Ja Va^— r'

trova . =^.^ \,/~T^ =^ ^(Vi '
'

' '^"^"^^ "" '"°

qualunque limitato dai raggi vettori r, = a cos cp, , r, = a cos «^ , equivale

alla differenza —y^ (Fy. — F<j>,) = —^Fy-, essendo l'angolo fJt- deter-
V2 V2

minato dalla relazione III, pag. 37 :

sen<f>^cos<fi ^1 — r^sen^ ?,
— sen<f, cos y, »^1 — ^ sen^ f^

seti ," = "n ; ;;

*

1 — .7sen'»jSe/r<p,

Descritta l' iperbole equilatera concentrica e con lo stesso asse 2 a della

lemniscata, la lunghezza dell'arco AN compreso fra il vertice A ed il

punto IV inverso di 31 cioè r' = - ^ , è definito dall' integrale :
'^

r cos^i

AX-
7C'' r"dr' _ a /'^' d ^, , T li

con il modulo J; = \/ -. Così all' arco 3IM' = —^ (F?, — F'fJ = "To^'^

della lemniscata corrisponde per l'iperbole equilatera l'arco IVIV'=:
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, ovvero

per la relazione E?^ — E'o^=^E [j- — j^ sen y- sen ? , sen Oj si ha NN' =

rt v'2 A pj taìig '0^— A ^j tan(j ?, 4- ^ sen y. sen ?, sen -j^ — Ey~ -F y.\. È

dunque facile conchiudere il seguente teorema di Chasles : •< A due

ardii eguali della lemniscata corrispondono per la curva inversa due archi

a differenza rettificabile. »— Comptes Hendiis, tomo XXI, anno 1845.

L'iperbole equilatera è nn caso particolare della curva la cui equa-

a"*
zioue polare è della forma (1) 6"*=

; detto y. l'angolo della tan-

gente nel punto 3Z col raggio vettore OM si trova tangy. = /J y- ^=cotm''',

e quindi }»w^^ — z; indicando poi con o, la normale OP menata sulla

tangente ed '^j, l'angolo di OP con Tasse polare, si otterrà «—w,^ ±| ^ — y.j

m— \

e per conseguenza (2) pi^= p cosy^^ — w,) = /) cos w '^) = acos -,

equazione della prima pedale della curva (1). Con simile ragionamento

si vedrà che la pedale della curva (2) o la seconda pedale della (1) ha

2 », - 1

m '-'>

per equazione polare (3) o„ ^ acos "*
^ ^— ec Per m= 2 la linea (1)

^ ' '

^

2m — i

è l'iperbole equilatera, la (2) è la lemniscata e la (3) diviene la pedale

- - 2 '..

del centro di questa linea sulle sue tangenti, cioè fj ^ a^ cos~ ; me-

diante la sostituzione p ^= a cos^ ? si trova 1' arco di questa curva eguale a

3« r^ cos'odo 3n foir/^/^ \ -nf^/'^ M 1

»' 't/ 1 — - se/i' a

preso fra i limiti o e -^ dell'angolo ? darà la lunghezza del quadrante

della curva medesima; paragonandola con l'espressione della differenza

fra l'asintoto ed il ramo d'iperbole, pag. 33, si dimostra il teorema di

William Roberts : « iti differenza fra un ramo infinito delV iperbole equi-

latera ed il suo asintoto, eguaglia la terza parte del quadrante della sua

seconda pedale. »
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35. - Ogni punto ili dell' iperbole essendo determinato dalle coordinate

x = a cos liu, y = 6 sen hu, il suo arco ^iH contato dal vertice A dell'asse

trasverso si esprime semplicemente con l' integrale a 1 dii\/c'cosViu—l

in cui e = --; il semi-diametro 031 ha per valore a a/c^ sen^ /»«+ 1 , ed il

suo coniugato è ON = a V"e ^ cos M* « -~1
. Facendo per brevità

\/e~^"^^7Ì^7^ = A/r», gl'integrali /'^ = Z„, rduMiu=Iu,

si potranno chiamare iperbolici di prima e seconda specie riducibili agli

ellittici per la sostituzione senhu = tangf y'i - p; poiché da quest'ul-

tima si deduce dH= ^^
. Vl-l,A/m^^-ViZl

^ , ^ /-i 1 « ' ^" cos v r e^cos9-yi ^sen^f
^

e quindi :

e ^ T tang -. 4- (e-
^)
F (1 , ^^) - e ^(i ?) ; ed è chiaro che per zc = od

Cloe 9 = - l'integrale iperbolico J« diviene infinito; scrivendo poi - =: k
e

risulta inversamente i^a-/j) = Ilu E(1c 'M — ^^'^^^^^
-j-

(1—^"')
7- 7 ,-

La differenza fra l'asintoto OS e l'arco AM {hg. 8) si esprime con
a{ecosìm — Iu), va crescendo con la variabile u e diviene massima per
u=^ co

.

Se « indica il valore di m. corrispondente ad u = o, l'equazione

^ Uhu ' 'Kh^~°' ^^^ Pe^' integrale (2) Lu^Lu, = L.y., ed appli-

cando alla (1) il metodo di soluzione dato da Lagrange, pag. 48, si

troveranno 1' equazioni algebriche (3) i^^^i^Z^ ^ tihj^±Vj^
senh{u±:uj senhy.

'
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dalle quali eliminando A ]i y. consegue :

,,. , senhii.coshio^hu-T- senhucoshu.Miu. . /-
(4) sen hy. = '— 1 5 n n V e'— 1
^ ^

e^— 1 — e" sen h u sen h m,

e da questa si ricavano :

.^, . cos hit cos hUi {e'— 1)+ A hu A hu^ sen hu sen liUt

(0) cos hy== 1
; s TT Ti 1

^ '
e — 1 — e sen hu sen hu^

,_. .

,

I— ir^ r \hu^hu,-]-e'^senhusenhu.coshucoshu.^ /-—

r

(6) A/ia= Ve-cos'/t5c— 1 = 5^—- ^ ^1

—

—n -V^'—h
'

' ^
e — 1 — e sen' hu sen- hu,

(7) cos h y. = cos hu cos hUi -+ sen hu sen hu, — , , (8) lu -}- Jm, — ly- =
Ve*—

1

—=^=zSènhusenhu,senh y, ec; e mutando il segno alla variabile m,

Ve'—I

si avranno gì' integrali dèli' equazione differenziale t-^ = . ,

'

• Il £Ì-

.„ , i
• 1 111 • . àihudzàhu, \hydz \/e^— 1 , .

gnmcato geometrico dell equazioni =-; ^ = ^ e si-° senh{u— uj sen h y

vaile a quello esposto per 1' ellisse alla pag. 49 ; infatti essendo

,, . - , , , VX,—}t,x 2trianqOMM'
sen h(u— u, ) = sen hu cos hu. — sen hu. cos hu = -—-—

,
=^ — -:

ab ab

ed il parallelogrammo costruito sui due semi-diametri 031, OHI' equi-

valendo a quello costruito sui loro semi-diametri coniugati 0A''= a A /uf,

ON' = a^hUi si deduce triang 03IM' = triang ONN'\ e però condotte

le altezze A^-H, N'H' del triangolo ONN' si conchiude la relazione

Wh'^Wh' = '''''

Il teorema di Graves (num. 25) estendesi ad un' ellisse ed iperbole

omofocali, e a due iperboli pure omofocali ; con lo stesso metodo di di-

mostrazione si trova che le tangenti menate all' iperbole e da un punto P
hanno per esj)ressioni :

r cos h {u — u,) — Il rcosh(u — it,) — llPT=a\ Yl —^— A7ii/, Pr, =:a V"? —T" -''^'"i
L senh{u — «,) J L senh{u — u^) J

nelle quali u, u, sono le variabili corrispondenti ai punti di contatto

Te J", ; e se P è un punto di una conica e' omofocale a e si avrà ripe-

ds P T-
tendo il ragionamento della pag. 71, 1' equazione —, =

^
cioè :

-—j— = ,
'

; onde applicando le formule (3) , (7) resulta
^ tilt ^ /(Wt
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TP-i-PT, = a [cos h (u - H.) - 1] (
^^''-'-

' Y^'~^ ) =

= a tang 7i — . (A 7t a -i- y e^— 1) ==^ seti Ini sen Jiu^ sen h y., e siccome
2 \/e«—

1

-—>• rte'
rtrco TT,= a [Iii^ — J^r), o per la (8) TI\ = aly. ~= senliu sen hu^ sen h x

si conchiude TP+ PT, — T2\= a [tang 7» ^ (A 7j se+ V e'— 1 ) — I ^1 cosi.

In simil modo il teorema di Mac-Cullagh (pag. 73, 7J:), sì dimostra

per le tangenti T'P, PT condotte da un punto di una conica ad un'iper-

bole omofocale ad essa ; infatti supponendo n > u^ resulta la differenza

{!') PT— T'P^ atangh —
^
—-(Min— A7tM,); si noti con ? l'ampiezza

iperbolica del punto M comune alle due coniche, le variabili u, u^ siano

collegate con jS ed una variabile ausiliaria v per le relazioni integrali

(2') Lti = Lv-r- L^, Lu,^^ Lv — i5; è chiaro che è soddisfatta l'equa-

zione differenziale esprimente le due coniche esser omofocali. Applicando

la formula (6) all' eguaglianze (2) si otterranno i valori A Im, A hii^ in

funzione di v, ,3 e quindi la differenza :

. - , , 2 e- sen li S cos h B sen li v cos li v /- 7 '

A 7m— A hu. = 5 :r 2

—

il " 5^. V^" — 1 ;

e — 1— e sen n 'fi sen' li V

inoltre dalla relazione (7) si deduce successivamente cos liv=^ cosli^^ cosini—
7 r 7 ^f^V , r 7 , T r 7 ^1^0 ,— sen II

f> sen lui—==r = cos li ,i cos Inii ~r sen lip sen 7ìm, — . , da cui

Ve'—

1

Ve'—I

^ r, A7jv cosini— cosini, ^ ^ (u— iii) -, -, ,^,s .

tang li p — . =—z
;

-,
—

•

— tang h -—-—- , onde la (1 ) si pone
A //>2 1 SCtt lllv P* SC/t Ulta ^

sotto la forma PT— TP =: ^i { tt-t ^t- • Ora dalle rela-
c"— 1— e' sen' li p sen' h v

zioni (8) si hanno l'espressioni degli archi iperbolici 3IT, TM, cioè:

iÌiT= AT—AM= a {III — 1,5) = alv — a{lS -^ Iv — In) =

= alv -^= sen h 5 sen li v sen li ii, T M— TA—AM— a{lui +1^)=
Ve'—

1

fle'= alv+ a (J5 4- Iu^ — Iv) = alv-^ =^=:= sen li 5 sen li v sen li ii. , e

Ve'-l

quindi TM— MT=—:^=^ sen li 5 sen li v {sen hiii 4- sen hu) ; ricavando i

Ve'—I
valori di senlui, senlni^ in funzione delle ampiezze 5, v mediante la (4), e
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,,.,,' -, , ^senlifj coshv ^hv . j-,—

r

poi at^ffiungendole risulta senhu-r-senhux = t.
—

z -^—ot-t 5^— Ve —1,

per il qual valore la differenza degli arclii iperbolici T'M, MT diviene

identica a quella delle tangenti PT, T' P.

Da questa proposizione si deduce un' altra soluzione per determinare

la differenza fra l'asintoto ed un ramo dell'iperbole (fig. 8', poiché ba-

sta costruire l'ellisse omofocale e circoscritta al rettangolo degli assi

trasverso ed immaginario; chiamando o, , h, i semi-assi dell'ellisse re-

rt' ^2
_

. —
sulta —,'- ^ -, — 1, da cui «i = yc(c-{-h), h^ = yhe,]e coordinate

dei punti di sezione delle due curve saranno x — dz a -V/ 1~-- ,

2/ = ±6-1/—; indicando con M„ il punto comune alle due coniche e

cu
situato nell'angolo x o y, dalle formule della pag. 32, risulta tang 9^= yj-" =

•1/— , ii9„ = 'i/ — , e però l'arco AM^ dell'iperbole espresso con in-

tegrali ellittici è dato da J.J/„ = e — cE l- , ':;,A ~ - F i- , oA. Ora il

secondo termine rappresenta 1' arco dell' ellisse avente i vertici nei fuo-

chi dell' iperbole ed i fuochi nei vertici di questa curva, cioè gli assi

eguali a e, h ; il suo punto di Fagnani si ottiene per l' ampiezza

t(ing9 = V ^ ® P^^'"^ ? = ?o, 2cì;^^, 9„j = cE(^,^J -T- e — h,

2f(j, 9„) = -^ (^ i)'
°''^® ^^ "^""^'^ ^'-'"'''^ ^^4=^ -

I ^ (?' i)
"^

"

' 2c Vc'2/

Se 5i è il punto d'intersezione dell'asintoto OS' con la tangente al

vertice A dell' iperbole, per il teorema dimostrato si ha B| 3/33 — AB^ =

= mJÌÌcc— AMo = AMy^ — 2 AM„ ed anche 031od— i^oo = OBt +

-hAB^ — 2 AM, = cE(-,f\ — ^-F(^, ^\ come fu trovato nlla pag. 33.

Le relazioni (7), (8) si applicano facilmente a dividere un arco dato

AB d' ipei'bole in due archi aventi la differenza rettificabile, ed a co-

struire per cerchi e rette due punti 31, 31', tali che 1' arco 313L' sia la

metà dell'arco AB.

Dall' equazione TP-~P1\' — TT, = cost: essendo P un punto del piano

e PT,PT le tangenti condotte all'iperbole, si deduce fZ (TP+ PT, - TÌ\)=
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e poiché in generale TP-i- PT^ = atangh ^ {u — u,) {Miu -~ Miu^), TT^ =

= a{Iìl^— III) si avrà differenziando quest'eguaglianze e poi sottraendo le

{Mni-r--^hii\)(du—chi,)~-pr senìiiu— u,)(scnh2u -—^—\-senli1u, .
' ) -l-

-7- {cos li {u — Uj) — 1) {(hi Min — fZw, A /a<J = o , la quale è identicamente

soddisfatta per la proporzione -—,— =^
.

* : ed integrando iz<, — Lm =

L X. Si otterrà il luogo del punto P (x, )j) con l'eliminazione delle variabili

it, u^ fra le tre equazioni cos li y. — cos hu cos l^u^ — sen Ini sen liiii—=zr; »

Ve'—

1

rt- £ (6* -7-
V'')

, , zh-ix"- — a-)
7^

—

5^ , sen hu sen Ini, = ,-^—r
r

—

'-,

0- X- — CI' y 0^ a;' — a- y-
cos hu cos hUi = j^i-^^ ^i ^,2 5 sen hu sen hii^ = r^—^ ——^, significando

con z V unità positiva o Uv^gativa secondo che i punti di contatto T, 2"

giacciono dalla stessa parte, od opposta dell' asse trasverso.

X^ V
L' equazione del luogo si riduce alla forma ~r, — , « = 1 5 i" cui

(i 1
ij

,

\cos h y. \/e'-— 1 -h --\ /i >-/ Ve'— 1 V ^^^ "' "^ ' /

e con facile calcolo si conchiude Of-f- =6,^= a^-T-&^ = e-, la conica è

un'ellisse (od iperbole) omofocale, se j è l'unità positiva (o negativa).

I differenziali degli archi di due curve inverse riferite allo stesso asse

polare ed al centro d'inversione siano ds, ds^^ a motivo delle for-

mule tZs,- = fZr,^-i- r,- (/''j-, r, = -, risulta cZs,^:=-^ {d r"^
-r- r^ d ''>-) =

a^ d s^ rt^
=:

—

~, cioè fZs, = —̂ fZs; così essendo l'arco dell'iperbole equilatera

AN ^=^ a j du s/2 cos^ li ii — 1 = a j d ii Ycos h 2 u ed il suo raggio cen-

trale N = r = a\/ cos li2 u , si troverà per la curva inversa 1' arco

AM= a I
—

^
, ed il raggio vettore OM =^

^ _
—

. Se l'arco

J

du

V COS /i 2 M V COS /i 2 w

MM' di questa lemniscata è di lunghezza costante, si avrà 1' equazione

à {AM' — AM) = 0, ovvero —^= = '

: : il cui integrale è

\J cos 11 2 u ycos U 2 1«,
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Xi«, — Lu = Ly., (love la costante a è il valore di r<, per u — o; nel-

l'iperbole equilatera vi corrisponderà l'arco iViV' = «(!», — Iit) -^^

z=alx — 2asen]iu senhUi senhy., e le due variabili ?<,?«, sono colle-

gate con la costante y per la relazione

cos h II cos li w, — sen h u sen hu^ \/ cos h2y. — coslix,

dunque si deduce nuovamente il teorema di Chasles « a due archi del-

l' iperbole aventi la differenza rettificabile corrispondono due archi eguali

della lemniscata. » Le normali ai raggi vettori di questa curva negli estremi

di ciascuno MM' degli archi eguali toccano l' iperbole in due punti che

determinano un arco iV,' iV/ eguale a quello .VJV' intercetto dai prolun-

gamenti dei raggi vettori, pag. 47, ed ognuno di questi archi iperbolici

dicesi il corrispondente dell' arco di lemniscata l.

Il luogo dei punti d'incontro delle normali ai raggi vettori negli estremi

degli archi egtiali di l è un' iperbole omofocale all' iperbole equilatera gene-

ratrice di l; infatti si è provato che il luogo dei punti d'incontro delle

tangenti menate agli estremi degli archi associati dell'iperbole è una

conica a centro omofocale ad essa, e però fatto ^ = 1, e* = 2 1' equazione

del luogo sarà x'^ ( \/cos h2y.-h cos hy.) — if-{l -r-'fios hy.) = a' (1 -+- Vcos /i2 z).

Quest'iperbole serve a costruire archi della lemniscata l eguali ad un arco

dato, ed anche a trovare un arco di l eguale alla somma o differenza di

due archi dati.

Se a contare da un punto della lemniscata l si prendono da ambe le

parti dai archi eguali fra loro, ma di lunghezza arbitraria e dai loro estremi

si innalzano le normali ai raggi vettori, il punto ad esse comune sarà un'el-

lisse omofocale all'iperbole generatrice di l. Poiché siano J/jJ/"^, 3I„3I^,

due archi eguali della lemniscata, ?<„ la costante che definisce il punto

fisso ilio, ed »,, Mj le variabili che determinano i punti 3I^., il/j, si avrà

1' equazione Lu^ — L Hj = Lu^ — L u^ , da cui L^(^~~ L u^ = 2L u^ , inte-

grale dell'equazione
'

!

' = o, e quindi detto x il

ycos h 2 Ui ycos h 2 u^

valore di «j per «, = o si ha l'equazione algebrica coshui coshu^-r-

-i- sen h ?{, sen h u^ ycos h2y. = cos h y. ; si notino con x, y le coordinate del

punto P sezione delle normali ai raggi vettori nei punti Mi, M, a motivo

delle relazioni : cos hu^ cos hu^ = -^ ^ , sen hu^ sen hu^ = —^ ^ , il luo-

di P sarà 1' ellisse :

X' ( y cos h2 y — cosh y.\
, 2/ / 1 ~J~ (^'^^ ^^ ^X- / ycos h2 y — coshy.\ ^^y^

'^'\ V^os^-1 7 '
«' \/cos h y. — 1

= 1,



X
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e per conseguenza (5) ds = —- = - dp-r-dt. Prendendo gli assi carte-

siani ortogonali, con l'origino nel polo, ed Ox coincidente con l'asse

polare, si ha (6) r- = x^-:-y-, p = ±:(x~:—
2/
7-) ì così dall'equazior.e

dell'ellisse -,--;-, — l = o, si deduce -:-f-r:= ~» ed eliminando le
a^ b- a* b* p-

variabili x^, i/- fra queste due ultimo e la prima delle (6) si concliiude

y2 pi_ 2,5 (^2 ^])2^^an- = o, ovvero (7) p- {a' ~b-— r^) = a- b- ; dalla

quale apparisce 1' ellisse appartenere alla classe delle curve aventi l' equa-

zione della forma (8) /"
[ (fc- — r') p', {Ic^- — p') r\ c]~o, ove c,ìc sono

quantità costanti. Al punto 31 di coordinate r, p si faccia corrispondere

il punto M' (r,
, p,) in modo che sia r,^ = k^ —p^, Pi^ = ^^' —

^''t eviden-

temente 31' giace sulla stessa curva, e ne risulta t* = ?•- — p^- — r,- — p,* = f,',

cioè t = il . Inoltre dall' equazione p"- -f- r,^ = k- si ricava 2) cZj) 4- r, di\ = 0,

T dv
ed in virtù di questa eguaglianza la (5) diviene ds = — -—-^-^dt — — dSi~T-dt

contando gli archi s ed s, in senso opposto da due punti fissi JV, IV'

della curva; integrando la precedente si avrà s— s, = i; la quale esten-

sione del teorema di Fagnani alle curve rappresentate dalla (8) fu data

dal professor John Griffiths di Oxford l'anno 1G80. (*) Similmente dal-

l'equazione polare della spirale parabolica {a — r)- = 2ab''ì, pag. 1', si

deduce - = —r—
,
perciò la stessa curva si rappresepta pure con la

dr ab

relazione r' (r — «)- (r- — j)') = «' ^' p'; è facile vedere che posto

r — a— ?•,, — = — e (luindi -' = -
, il punto 31' definito da questi rap-

" p }• ^ r t

T dì' T tdv
porti giace sulla spirale e dalla (5) resulta ds^ = ~-^ = - di\= —— -ds

cioè s -f-s. = cn-it., che esprime il teorema di Bernoulli, dunque nei punti

associati .1/, 31 i triangoli rettangoli OMP, 31 P\ sono simili; la qual

proprietà si estende alle curve aventi l' equazione differenziale della

forma f r' ()• — a)\
~^

,

'

—

^ , e = 0. Data la curva f (r, p) — 0,

L P'
^' J

)•
-

sì trova quella della sua prima pedale con le sostituzioni p = r, , r ^ —
,

poiché l'angolo y. della tangente 31T col raggio vettore 031 è eguale

a quello che la tangente FT' alla pedale fa con il suo corrispondente

raggio vettore OP; così per es., dall' equazione pr = o- dell'iperbole

equilatera si deduce la lemniscata r^^ = a' j^,, indi la pedule della lemui-

(*) Proceedinjs of the London Mntìiemcitical Societi/. Voi. XI, paj. 87.
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scata r./ = a^p/,... ed in generale r„2,t+i ^ ^^.^^^^
2,, -i ^^^, j.^ ^^^^.^^

nsima pedale dell'iperbole equilatera. Se chiamasi ). l'angolo che OP fa

con r asse polare, le coordinate polari del punto P sono p, 1 e però V an-

golo X della tangente PT' col raggio vettore OPè dato da tana a = -^\
•^ dp '

e siccome dalla (2) si ha pure tangy.=^^\ si ottiene col confronto

cip
* = j) ;

onde r elemento differenziale della curva 31 per la (5) si esprime

con ds = pdl-^ dt, ed integrando s = ì^p di -h t.

37. — Col metodo della proiezione centrale facilmente si trasformano le

curve piane in curve sferiche; sia una linea piana s referita al polo 5 ed al-

l' asse polare Sx, posto SM=r, l'angolo xSM=r.>^ PJlr-^t segmento
della tangente compreso fra il punto di contatto M ed il piede P della

normale SP= p abbassata dal polo sulla tangente, s'innalzi la perj)endi-

colare OS= c al piano della curva, e descrivasi col centro in e rag-
gio eguale ad uno la superficie sferica; proiettando su questa da la

curva s, si otterrà una curva sferica a- e le prolezioni delle retto 5^3/,

MP, PS saranno gli archi di circolo massimo S'M' =^ p , M^P=-^
P,S'=cT. Il triangolo sierico 31' S' P' è rettangolo in P' e per conse-

guenza (1) cos p = cos^ cosr; chiamando l'angolo P'ilf'Sdallo stesso

triangolo si ricava (2) cos — —~^^-^
.

tang p

Dai triangoli rettilinei 0S3I, OSP si ottengono (3) Oi}/=—^,
cos p

r = e tang p,p = e tang ct
, ed essendo &> l' inclinazione del piano OSM col

piano OSx sarà comune l'angolo polare alle due curve piane e sferiche,

perciò se nell' equazione / {r, w) = della linea s si sostituisca e tang p
in luogo di r, si avrà l'equazione della curva sferica 't; così j)er es.,

dall ellisse piana rM ^ \ -^— j = 1, resulta 1' ellisse sferica

^^^ ^"""^
'' [tang^^-^ta^^g^J = ^ '

'" '^^^ ' ^ '^' '°"" "^' ^^^^^ ^°^'"-

spondenti ai raggi vettori a, b semi-assi dell' ellisse piana. Divisa 1' equa-
zione (4) per tang^p, e poi aggiunta l'unità ai due membri si otterrà

,p,, cos^ w
_ sen^ '>•< _ 1

' sen'^ y.~^ sen" S sen- p
'

Gli assi dell'ellisse sferica sono i due archi di cerchio massimo 2^;,

2p, fra loro normali e bisecantisi in S'; i fuochi F, F' non sono le
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proiezioni centrali dei fuochi dell' ellisse piana, sibbene le intersezioni

dell' asse maggiore 2 y. con il cerchio descritto da un vertice dell' asse

minore come centro sferico e con raggio eguale ad a; e quindi posto

F'S — S F= =, sarà (6) cos s = 7 • L' ellisse sferica è il luogo geome-
' ^ '

cos {J

trico dei vertici M' dei triangoliisoperimetri, ed aventi la hase comune FF'.

Poiché si ponga F' M' 4- M' F= 2 z , GM' — e, FGM' = w, e si avranno

r eguaglianze cos F3I' = cos p cos i -ì- sen sen = cos w, cos F' 31' =^cosp )<

cos £— sen p sen s cos w, dalle quali ne conseguono le relazioni cos i-'JÌ -f-

~ cos F' 31' = 2 cos p cos -
, cos F31' — cos F'3£ — 2senp sen t cos ^ ; tra-

sformando i primi membri in prodotti , le precedenti divengono :

(F3I'— F' 3I'\ cos ^ cos p (FM.'— F' 3l'\ sen t sen cos '-^

-^
I
=

1 sew
( ^ ) = ,

2 / cosy. \ 2 / sen «

che innalzate a quadrato e poi aggiunte conducono alla relazione:

cos^tcos^p
,
scn^ ^ sen^ p cos^- M , ,. . , v i n /p\ • x

1 = „

—

- H ~
; ed eliminando £ mediante la (0) si tro-

cos- X sen y.

vera la stessa equazione (5). Parimente nell' eguaglianza jf- (or -k-V- — r^)

= a^?/-, sostituendo i valori di p, t dati dalle (3) si giungerà all'equa-

zione differenziale dell' ellisse sferica, cioè (7) tang"- ct (tang- y. -i- tang^ p
— tang'^ p) = tang^ y tang- 5.

Il differenziale dell' arco di una linea sferica si ottiene direttamente

in coordinate polari, poiché condotti i raggi sferici S'3I' = /i, S'N' =
p~\-dp corrispondenti agli angoli ''\ &)-f-fZw e descritto col centro sfe-

rico in S' e raggio p l'arco 31' 31" segante in 31" l'arco AN\ si

avrà lim 31' 31" = sen p . d ''i , e dal triangolo infinitesimo 31'31"N'

rettangolo in 31" si dedurrà (8) d'j'^ ^ d p'^
-ì-sen^ p d'j>^, come pure

„, , r 7- 31' 31" sen p dM e l ^ l ^ u- i

(9) tana h = lim ^,„,^ ,
= ^ : confrontando queste due ultime ed

^ '' -^ 31 N dp ^

applicando la (2) resulta (10) fZT = —'-7, — -—'-^do. Inoltre si osservi^^ ^ ' ^
cos 9 tang-

ere differenziando la relazione cos p = cos ^ .cos t e poi dividendo l'egua-

glianza che ne risulta per la stessa relazione, si ottiene tangp.dp^
^ tang ^ .dr:! -ì- tang -. d- \ è chiaro che la (10) si trasforma nella

(11) dn — d- -ì-
_ d^. I triangoli rettilinei OPS, OPJ/ danno pure

Zd/ìcCj t
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l'eguaglianze 0P= , PM^ t = Ptang r = / , e siccome
° ° COS ^ COS OT

4 = -T , p = c tana ct si troverà facilmente di == j e la (11) di-
dl cost;^ tang t

viene (12) (Zt = dr +sen ct cZ>. , formula simile a quella dimostrata per

le curve piane. Si possono ottenere altre notevoli espressioni per òSt;

così dall' equazione cos p = cos ^ cos t , ovvero ( 13 ) 1 -h tang^ p =

. -, -, tana- p , ,
tann'^^ . ,.

-(M-tani/^^)(l+ (a«i/'T) SI deduce ^-^^ = 14--^^^, e quindi

la (10) assume la forma (14) dc^ = dp^ -i- ^y~'^P^"i ^^ ^^^^^ parago-

d'M
nata con la (8) dà la relazione (15) tang ^ — d= — sen p sen t, ec.

Volendo rettificare 1' ellisse sferica, si osservi che sostituendo nella

irtìin o ^— f fi')'} n "" t

equazione (7) a tang^ ct il suo valore dedotto dalla (13) cioè —z
—'—

1

«,
(tang^ x — tang"- p) {tang^ p — tang"- /3)

SI avrà (16) tang- r =
(i_^,„,„^.,) (i^_<„„^.p)_(i+ ,„„^.^)

•

Pongasi per brevità tawjx^a, tang^--h, poiché l'equazione (4)

dell'ellisse sferica è soddisfatta dalle seguenti tang p cos m = a sen(p,

tang p sen w = ?> cos 9 , con 9 variabile ausiliaria, si avrà tang'^ p = a- sen- 9 4-

-t- Z;^ cos" 9 = Z>^ -7- (a^ — &^) sor 9 ; onde per questo valore la (16) diviene

2 _ (a^— h^) cos^- e sen'

9

tang z -
"^2

(i + 52) _ («.2_;,.') 5^^. ^ >

e quindi la (10)

d9 [a2 (1 + &«) — (a" — b^) sen^ 9]
d<T ^

[(1 4- h'-) 4- (a^ — &-) sen^ 9] \/ «M 1 4-- h'-) — (rt- - l'-) scn^ 9
'

aggiungendo al numeratore la quantità nulla (^9(l4-b-)— d'f (14-&-),

e facendo
a /-i . yn ~ ^""' V 1— ^^se»- 9 = A9, la precedente si ri-

1 11 f n7^ 1
1 r (l + a^)rZ9 dcpl^

duce alla forma (17) '^^ = ^^j—^, Ld 4- a'-
/o^ sen"9) ^9 ~^ J

'

dunque la rettificazione dell' ellisse sferica dipende dagl' integrali ellit-

tici di prima e terza specie.

La quadratura di una parte della superficie sferica limitata da una

curva chiusa, il cui perimetro non s' interseca, trovasi in coordinate po-

lari per l'integrale (18) A= f {l — cosp)dM\ infatti s'immagini di-
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visa la superfìcie in rettangoli sferici infinitesimi formati da meridiani

S3I', SM" facenti fra loro un angolo i'<> e da paralleli M' M" , N' N"

vicinissimi, essendo i punti JV', iV" situati sui respettivi archi SM', SM";

per conseguenza A = lim - M' N'. ISTM" \ osservando che lim 31'N '= d o

Zi'm M'Jf" = se?! .cZo), si deduce J. = / / sen f^dM do =:
j (C—cosp)d'j>,

ed il valore della costante C è l' unità, se per o = o 1" area si an-

nulla. Così dall'equazione polare (5) dell'ellisse sferica si ricava:

1— 2—^-^ tan(j- '->

coso — cosy-^/ — , ed eseguendo la sostituzione
sen * «

, ,
1 -1 ^-^ tang^ o>

sen - p

tana z cos a
7—=^ tana oì = Uaifj e; , si trovano cos o =

,

*««»P ' Vi - sen^ e- sen^ <p

dw= -

—

— r ', per i quali valori l'integrale (18) deter-

•^ 1 5— sen- 9
sen y.

minato fra i limiti o e - darà l'area della quarta parte dell'ellisse sfe-

. - tangS /'J d? . .

rica A — -— -

—

'^— cos '* / -, ^ —r ————^^^—- , inte-
- tana 3 /'a d?
K— 1

— (^os y. I -, i —r

2 tangy. Jjl-'^sen^'AV^"^ \ sen^y. '/
sen* ì sen^ o

graie completo ellittico di terza specie di parametro circolare, poiché

sen^ g—z— è minore di uno.
senry.

Misurando i due archi 7, 7 ' di una curva sferica dai suoi punti fissi

A, B e fatte le ipotesi tang - =^ tang - \ tang ^ d^-{-tang p' d o' ^ o,

ne consegue e-— 7 ' = t , ed integrando 1' antecedente equazione risulta

, , , . cos cos CT . 1 ,

cos ^ .cos — cosi: , da cui —, = ;; viceversa da questa propor-
cos cos^

zione e dall' altra cos p = cos ^ . cos -, si deduce cos r = cos "
; la differenza

degli ardii 7, 7' è rettificàbile per linee circolari: adunque per l'eDisse sferica

sussiste il teorema di Fagnani dimostrato per le coniche piane, pag. 22-26,

A e B sono i vertici del quadrante ; la proporzione surriferita fra i

coseni dei raggi vettori dei punti associati e delle normali agli archi

,. . , . ,, , P l-htang^p' l-^-tang'^^' ,

tangenti si può scrivere sotto la torma ;,
—-—

s— = -i
-. 5— , e'i° ^ IH- tang^ p 1 — tang- ->

eliminando i raggi vettori mediante \ equazione differenziale della ellisse

si conchiude (1 -h coi- ct) (1 -1- cot- w) = (1 4-coi- z) (H-cot" /) ; ovvero
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(I) scn 55 sen ct' = sen x sen ,S. Attribuiscasi a ct il valore :« e si troverà

per soluzione più semplice ct' = |S, cui corrisponde il raggio vettore o'=,S;

onde r equazione integrale cos ^ . cos p = eost. , diviene cos ct . cos p' =
— cos y- cos jS.

Il massimo t„ dell' arco t si potrà dedurre dall' equazione generale

tang^T = ^^ ~^ ., ,^\\. , „
—-, e facilmente si otterrà:

. r-s—To 7 /-, 1 sen X— sen

B

tana T„ = ayl-hh- — h\/l-i-a- — t- .^ » ' » fina r, />no H

tang -«„ =

cos y. cos ,S '

«2 4- &2+ (a Vl-^b^ — b \/l+a2)'

tang^ ^a= —^^ ; il qual risultato si deduce pure col

V(l4-a^) (l-^-b') — ab

fare a' = ct nella relazione (I) ed il punto V dell' ellisse corrispondente

a questi valori si dice punto di sezione circolare. Mediante l' ampiezza 9

del punto ellittico M, cioè ponendo tang"- p = a"- sen^ (p -\-b^ cos^ 9 ,

a~— b' « 7, e- .^ -
, ,

]cscn^cos(p\/a"'—b^
z -rs = e-, e a;^ = —5 si trova in generale tana t — —

'

1-^^' «' \/l-/^'sew^9

, ., .,..,.-, dtangT
ed li massimo di t si avrà sci'ivendo—, = , ovvero A;- sen* 9„

—
a 9

— 2 5ew^ 9(, -h 1 = ; identica a quella trovata alla pag. 25 ; si ricava

tangOg^ \/ -, e quindi nuovamente lo stesso valore di tang r^. Il

V sen p

raggio vettore Ó F = /)(, fa con l'asse maggiore l'angolo o)^ dato dalla

relazione tang «„ = - cotang 9„= - 'V/—^ , e con l' arco t di cerchio mas-
^ " a -^ ^° a ^ sen y.

simo tangente in F all'ellisse l'angolo 5^ tale che sia cos ^0 = i
^

?

ovvero sen 9„
sew Oo

Siano ^, e J?i i punti d'intersezione dell'arco tangente t con i pro-

lungamenti dei due semi-assi AO, OB, applicando la nota relazione fra

due lati, l'angolo compreso e l'angolo opposto ad uno di essi, si avranno

dai triangoli sferici OVA^, OjB, F l'eguaglianze:

„^ _sen9gC0tM^— cos'^„ cos p„

_

sen^^ cot^^ — cos" pjangr^ _ cos ,5

'~
sen p^ sen-Og ~senPjcosy.

-p „__ sen a„ tang o\ -^- cos^ Pq tang t„ _ cos y-
.

COt x> , V — 5 — „ „ e '

sen^ Pa sen y cos p

8
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dalle quali risultano tancj V A^ — h cos y-
, tang B^Y — a cos S

,

tang(£. V—VA.) = ~=tangr tang{Bi V-ì-VA,)— -^
^'^ ' '^ cos y. cos li

i> Dì j\ i 1/ cos y. cos

p

Se il raggio della sfera diviene infinito si avrà FyI, = 6 , i?, V=a,
(pag. 22-23); e così per la tangente nel punto di sezione rettilinea o

circolare di un' ellisse piana o sferica si ha il teorema di Fagnani espresso

per BV- fA=-B,V-VA, = z^.

38. — Anche la formula di addizione degl' integrali elhttici di terza spe-

cie (pag. 39) conduce direttamente alla proposizione di Fagnani; infatti

^2 l)ì

ponendo Jc^ = -j-^^j pr, n = «^ /o-, quella formula diviene:

ax/l-T-h"- , (a^— ¥)(a^-T-l)senu.sen'ssen'Y'
n 9 4-n 9—n ,y.= -^ — are tang— —-^

•'
~^^*" a\/l-^^'-[a'-M— («'—&') cosycos'fcos'f]

in cui cos tf.
— cos 9 cos 9'— sen 9 sen 9' Ai/., e poiché l' arco di ellisse sfe-

rica misurato dal vertice B del semi-asse minore ha per esjiressione

BM=-—' —-
, ed è un quadrante quando sia 9 — ^, si de-

duce che l' arco inverso di BM, con l' origine al vertice A, valutato nello

stesso senso dell' arco diretto è dato da MA = / n - — Wy \ —
a\/l-i-bA ^ )

T==( jp^ — i^c' ) . Ap}Dlicando la surriferita formula di addi-

aVl+&A 2 V
zione con "- = ^ , risulta BM— 31A = are tang .

=- , le
2

*

aVl-HÒ«

amplitudini 9, 9' sono collegate dalla relazione di Lagrange che si ri-

, , ,
1 a ,/!+&-_ se» z -, ,,

duce alla seguente tango tango = —= = t-'V tTTT^ ~ ^^^ r, ->

*^^^^''^

"« /

1

7^2 » il" et" scn ^-j

. . , coso coso' . T seno' coso'
quale si ricavano sm 9 = ^XV^ ' ^^" '^ ~ "a^ ^ quindi ^—

v

=

= '^
; la differenza degli archi associati ha per valore

A 9 '
° ^

(ar — Tf) seno coso ,1, t i 4. t?
are tang ^= t = t

,
per 1 eguaglianza precedente, Jb a-

a\/l-h'b^!^o

sen ce '^—^ ^^""^

cendo 9=9' = 9„ si trova ìfan^/^ 9„
=

7 , e ne consegue BV— YA^

/seny.— sen:i\= T. = are tang { r- )

.

"^ \ cos y. cos ,5 /
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1 problemi di Euler esposti al n° 16, si estendono alla sfera; infatti dal-

l' eguaglianze ^—fA=-.r^,BV+f2. = BA, BM' - BM = l JBA,

risulta i?Ji"-T-J?
F"— i?ilì'' = -r„, ed essendo respettivameute 9, 9,' 9^ le

amjDiezze rispettive dei punti ilT, iHf', Y si avrà J^9„ = F(^' — .F9,

C0S9„ = C0S9 coscp' H- sm9 sm9' A9j, applicando la formula surriferita

dell' addizione degl' integrali ellittici di terza specie si deduce l' equa-

zione :

—
,

(n ¥0 4- 11 9 — n 9 )—arc tana— p > -;

—

t^—rs^ ~—-—r-,
=

a\/l-f-6- aVl-^?;2[«'M-(«--?>-)cos9„cos9cos;)'],

= ^ r„ = arctay%g()/l±^^tl^,ZLÌ\ = arctang /l-CQg(^-^) \

dalle quali si conchiude:

cos /3 (sen^ y. — sm'^ jS) sew 9,, sm 9 gm 9' _1 — cos (y. — ^)
sen y. cos y- [cos- p — (sen^- y.— sen^ /3 ) cos <fo cos 9 cos 9']

""
sen y — sen &

VQp)1
y /

'-—- Ac>o= yl — k'^ sen^ 9„ =
seny-r-senp .0 » yo

——, si potranno ricavare linearmente i prodotti 56^9 sen (p',

cos 9 cos 9' in funzione dei seni e coseni dei semi-assi «, /S
; e quindi

calcolare le ampiezze 9, 9'.

Anche per il 2" problema (pag. 44) esteso all' elhsse sferica si trovano le

1 • • t7t> tTt»' n 1 ^ {cC'— V^) seno cos (0 ,,relazioni JJJI— MI) — 2t, essendo ^a??*/ r = '-» — ^ ^
, e lam-

rtAg \/l+ 62

piezze 9, 9' dei punti D, il/collegate dall'eguaglianza tang 9 iaw^ 9' =
^,

le coordinate del punto dividente JSl sono x ^^ a sen 9' = —
;

A 9

7 ' 1 A ^ /sen-osen^ 5 , -, , ,.,.,.
v/ = ^ c-o.y 9 essendo ^9= '1/ 1——-:

—

hcos-o, formule costruibih~ sen^ y.

con la retta ed il circolo.

39. — Dall'equazione polare dell'ellisse sferica (num. 37) con l'origine al

suo centro C e ridotta alla forma a- b'^ cot^ /5 = &"+ («^— J2) sen^ w , si

deduce l'analoga con il polo coincidente nel fuoco F per le sostituzioni

sen p' sen 2 m'
, , ^ , ,

sen oì = cos — cos 3 cos p — sen : sen p cos 2 w ricavate
sen p ' ^ '
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dal triangolo sferico CF2I, simboleggiando con p' il raggio vettore

FM, e con ^ — 2&)' l'angolo CFM; onde per le note formule

cos s = •y -—|-—5, sen =- = y .. _^ , si giunge all'eguaglianza («'— ?'-) X

tang'p'sen' 2 &j'-f&- (l+/rt;ir/5 o) = &2 ['^jjì~i _ ^«^^^ ^' ^05 2 o>' V»'— &']'

ovvero— tang /j'cos 2o/ \/(l-r- 6') (a^— b-)-hb^= ± a tang p'; dalla quale po-

&2 1 /
sto — = 5^', - V (1 H-t»^) (a^ — ft^) = e' risulta l'equazione focale tcDig p'=

ce ce

r

ì r- n
—

.' Nel caso particolare di a- — 6- = 1 , od e' = 1, la curva
1 -+- e' cos 2 w '

prende il nome di parabola sferica, è una proiezione centrale della parabola

2 a
piana r = -i „ : il punto all'infinito di questa ha per omologo nella^

1 -f- C05 2 w ^ °

sfera il punto />' = -^, w' = -q> la parabola sferica è un'ellisse avente per

asse maggiore l'arco -^ H- 7, dove 7 indica l'arco ^jP distanza del ver-

tice A al fuoco F; infatti tang = = - = tang ik— ^ ), cioè : = = h — ^,

inoltre essendo t -\- y = y , si conchiude 5; = - 4- - , ed il parametro

^' = — = tang 7 . Nella parabola piana chiamando^; la normale condotta dal
a

fuoco i^suUa tangente e ). l'angolo acuto che fa con l'asse della curva, si hanno

le relazioni g=^p cos ^^ ,2^ ~ i' cos ). ; eliminando l ne consegue jj^— U ì'i adun-

que l'equazione differenziale della parabola sferica con l'origine nel fuoco

sarà tang'^ ct — tang 7 . tang ; dove w è l' arco FP di cerchio massimo

condotto per F e normale all' arco tangente in il/, e poiché dall' equazione

g=r COS' ). trasformata per la sfera si ha tang — ^ / , si deduce tang 7 =

sot v
tang ^ cos /, e sen ct = — ; similmente dal triangolo sferico

V/l — cos"- 7 sm^ X

FPM rettangolo in P ricavasi tang r — sen ct tang '>= ^ '

Vi — cos- 7 se»->.'

Mediante le ultime relazioni, la nota formula (12) di rettificazione per le

/'" d )

curve della sfera (pag. Ili) diviene 7 = sen 7 / -f-

^0 Vi— cos^7sew*^

nrn.fang (
. \\ dunque Varco della parabola sferica si

Vyi — cos^-y sennJ
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esprime con integrali ellitUci di pritna specie. Attribuendo a 7 il va-

lore - ne risulta tang ct = sec \ e siccome l'altro vertice J.' dell' asse mag-

giore si ottiene per ^^ — ^ si conchiude il })erimetro dell' ellisse sferica

avente la distanza focale ^ e l'asse maggiore 3 - rappresentato dall'espres-

/- /' 2 d ).

sione 7r -f- V -i / —7==: , cioè supera di una semi-circonferenza
'9 / 2 "

^ sen"^ ),

massima il perimetro della lemniscata di BernouUi descritta con 1' asse
pari al diametro della sfera medesima {*).

In un'ellisse piana di semi-assi a,, &, l'angolo ). dell'asse maggiore con
la normale p tirata dal centro sulla tangente si determina mediante la

formula p'- = a,^ cos'- l -\- b,- sen"- / , e quindi per 1' ellisse sferica proie-
zione centrale della prima risulta tang'^zj = ci- cos"- >. + h"- scìf- )., da cui

, _ a- -T- l)"' tang"' ).

^^'^' ^ —
(1 -I- ^8j 4- (1 -I-m tanrf X

"' significano le tangenti dei

semi-assi «, /3. Parimente eliminando tang fra la (7) e la (16) si trova

^""'--"^
tanghi (l + tLf.) '= s^i^ («^ - d +«>e«^.)X

X (
(1+&-) sen^ ^—l"^)] eseguendo le sostituzioni tang ). = tang -^ -t/^-^

,

(C' — V' ,,, /

tang z = ^-377^ = a- k- = n e posto per brevità yl — Z;- sc«^ i^ = A -^

si ottengono i valori sen ct = — ^
, f^ ). = ^L^^ ^

/

l 4- a

, («' — Z^-) sen 4/ cos ^
tang r = r-^ ed in virtù della (12) (pag. Ili) il

a \^l -r- &- ^

difierenziale dell' arco di ellisse sferica assume la forma f? 7 =— ^'

x
a/i -f V-^

(l i ^l> 1 7 .

i-i-»c/>»2f
~^^ ^' ^" ^^^ aggiunta e tolta la quantità ^

a\/\~\-V- ii-Hisen'-d^)^'

con semplici riduzioni ed integrando fra i limita e •^, si avrà:

" ^ !a^ " ("^ ^'' -^^ 7^= ^ (^^' '^) - ^•
a yi-hb^ rt \/l 4- b^

Se tre ampiezze -i-, -y-y siano collegate dalla relazione F^-i-F^'= F-l''

(*) Vedi la memoria del Rev. James Booth nelle PhUosophical Transactions of the

Royal Society of London far the year 1852.
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e si cliiamino <r, t', >j" ì corrispondenti archi di ellisse sferica, si ricaverà

r eguaglianza o- + o' — <7'' = — (t + t' — t''); dove

, \/m n sen -^ sen ^' sen li" , n -\- h- , h^
tana = —^ ^ ^ i ed m = = 1 -..

1 ^
I -1 1/, « -f- 1 a*

1 7 cos-'l' cosY cos-y

40. La proiezione sferica dell'iperbole piana (1) r-

1

~ p^ )~^ì

si rappresenta in coordinate polari con (2) tang- e l —^ —-^ )—''

ovvero per l'equazione differenziale (3) ^«yzr/^ w = r —r—=—; dove

a, h simboleggiano le tangenti dei semi-assi «, S trasverso ed immagi-

nario. La curva si compone di due semi-ellissi sferiche eguali e simmetri-

camente poste rispetto al piano passante per 1' asse 2 p, infatti si prenda
Fig. -0». per nuovo polo il punto C situato suU' asse po-

C

lare w = o e distante di - dal centro Cdell'ipei'-

bole, simboleggiando con p' — CM ed oy=MC C

c' le nuove coordinate di un punto J/ della curva,

in virtù del triangolo sferico CMC si deducono

.
, y % le relazioni cos p=senp' cos &>', sen p cos « = cos />',

sen p sen w =^ sen p' sen m' e da queste le seguenti

tana o cos w = ,

'^
'^'

„ tana p sen &> = tana w', che sostituite nella (2)^ fang p

conducono all'ellisse sferica 7 i—. = «^ cos^ w'+ 7-, sen^ w'; di cui detti
tang- p 0^

a', /3' i semi-assi, 2 s' la distanza focale FF' si ottengono le formule

tang a' = - = cot «, /rtn^/ ,5' = - = faw^r ,S co^ «, frt»^/ =' = \/ , _^ ,. ;

ce '' ^^ r~~ t/

cioè 6 < 1 è la condizione affinchè 2 a' sia l'asse maggiore. Il fuoco F
dell'ellisse ed il punto F' simmetrico rispetto al centro dell'altro fuoco F,

uniti ad ogni punto 3f dell'iperbole hanno la differenza delle loro di-

stanze geodetiche F3I — u, 3IF = v eguale all'asse trasverso 2 z e però

si definiscono i due fuochi dell' iperbole sferica, poiché sottraendo le due

Ì^f4- JÌF, = -,^4-iìlF.= 2a',siottieneJ^—Ì^=^

e la semi-distanza focale ^ = 9 — ^'•

Il geometra William Roberts distinse due casi particolari di questa

linea, chiamandola iperliole sfero-equilatera di 2>rinia e di seconda specie

secondochè sussistano fra gli assi la condizione & = — , oppure
Va'" --r 1
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r eguaglianza a = he l'ellisse corrispondente ha l'asse minore 2 ,5' = ^.

Le due linee sferiche hanno proprietà simili a quelle dell'iperbole equllatera piana; cosi per la prima in virtù della relazione tang ,S = sen .ne consegue cos s = cos^^ ., ed a motivo dell'eguaglianze cosu ^ cosv =- 2 cos s cos^ p, cos ic - cos V = 2 sen s sen o cos «, si ricava facilmente

tang-^tangl^tang^P-^ come pure dall'equazione differenziale risulta

sen e. tang p = sen y. tang ., proporzioni analoghe alle seguenti iiv= r^ pr=a^
dell iperbole equilatera piana. Si può aggiungere che l'iperbole sfcro-enui-
latera di prma specie è il luogo dei vertici M dei triangoli sferici aventim comune la^ base 2., e la differenza degli angoli U, V alla Le costai
ed eguale z.";^, infatti dicasi^ la distanza del vertice il/ dal punto medio
della base 2 a ed. l'inchnazione di , su quest'arco preso per base, dalle
relazioni y- jj =:. c,cot p sen u = cos^. cos «+ sen r,> cot U, cot p sen .. =
— cosxcosoi-\-sen(>^cotV.rnf(V—Tr)~^,2LP^('oi "^+1

. ,. .

si trova cot^' p sen^ .. = cos^- . cos^- . - sen^- . -f 2 cos a cos « sen .. cot C,

la quale per C= ^ diviene cot' p =^^ _ 'J^ ,^ ;„,,,, ,2 ^ tang'- y. sen^ u ' ^^ ^^^^^® ^^ ««"i-

ma degli angoli U, V fosse una costante G si avrebbe la relazione

coPp sen^ y. = cos' y. cos' « -rsen' ^---2cot p sen-. sen « cot C, che per C= ^

riducesi all' ellisse sferica cot' o = -

^^•^' "' ^ !£!^
' tang'y. ' sen- y.'

La pedale del centro dell'iperbole (1) sulle sue tangenti è la lemni-
scata iperbolica r' = a,' cos' . - b^- sen' . ; la cui proiezione centrale sulla
sfera e rappresentata da tang' p = a^ cos' . - b' sen' o, e dicesi lemni-
scala sfero-iperbolica

; applicando la formula (18) pag. Ili per la qua-
dratura di tutta la superficie racchiusa da questa curva si trova:

^ = 4 03 _ / il^ 1 = 4 w - 4 _
L Jo \^l-^a'-{a'-{-b')sen^.^\

''' ^1+^2^^^^""'-*'

dove tang .. = | e /. = Vf^\ Mutando b' in - b' si ottiene

la lemniscata sfero-eUittica tang' p = a' cos' .. -^ b' sen' .. proiezione
sferica della pedale del centro dell'ellisse piana sulle sue tangenti,

e presi per limiti di o., gli angoli o e ^ si avrà l'intera superficie rac-

chiusa dalla detta curva eguale a 2 rr d^_=F(jc,l), col modulo
Vi- -ha' V 2/
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g _,_
-.; dunque le curve polari delle lemniscate sfero-iperholica

ed ellittica si rettificano con integrali ellittici di prima specie.

41.-— L'equazione f (>', m) = o rappresenti in coordinate polari una

curva piana; descrivendo una sfera con raggio arbitrario e e col centro

nel polo, è chiaro che la prospettiva t della linea fatta sulla superficie

sferica da uno dei poli del cerchio massimo situato sul piano della curva

si otterrà col sostituire e tang ^ al raggio vettore ;• nell'equazione /"(r, w) — o

ed è evidente che l' asse polare della linea sferica coincide con la pro-

spettiva dell' asse polare della linea piana. Fattovi e = 1 e portando nel-

r equazione c?s- = dr^ 4- r- d '-j* il valore r = tang ^, trovasi la formula

,, dr^A-sen^ p d'-r , 2 f?5 ,, , , . . .

ds = ~
1 ovvero « o- = . uosi la proiezione stereo-

. ° 1 -T- r*
4 cos''

^

grafica della lemniscata iperbolica è la curva tang^- ^ = a-cos^(^^— h'^sen'^M;

luogo del punto simmetrico al centro dell' iperbole sferica rispetto ad ogni

sua tangente, il differenziale del suo arco è

^j^ ^ fZ „V a'-{a'-b')senU>
V (^a'— {a--~ h-) sen- o>) (1 -\- a- — (a*-h6^) sen'^ w)«*

Allorché fra le costanti a, b sussiste la relazione r— = z
—'—

;, cioè
a* 1 -T-a-

l)^ = ———^, l'iperbole generatrice è equilatera di prima specie, ed il dif-

ferenziale precedente si riduce alla forma

2 a^ d o>

d<T =:
)

\/l 4- a'- via-— (a* -i- &-) sen- w] [1 -h a-— (a* 4- b-) sen'^ w]

e per le successive sostituzioni taììg (>j= (l-r-a^) tang u. sen u =— '

sen 9

1, ., T 7 dii \/l-i- a^ 1 do
alla più semplice a 7 = —

a/a- — (1 4- a-) sen-u \/l -ha
"""Vi-il—, sen^o

a- ^

il cui integrale preso fra i limiti 0, <p è <7 = cos x F(sen y., z), ove tang x^a.
L'iperbole sfero-equilatera di 2* specie è rappresentata da ciascuna

dell'equazioni tang p = — , tang^ tang p = «-; la sua pedale o

X^cos 2 w

lemniscata sfero-iperbolica di 2^ specie con tang p' = a \^cos 2 w. 11 punto
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simmetrico del centro dell'iperbole equilatera rispetto ad ogni sua tan-

gente descrive la curva tang ^ == a \/cos 2 m, identica alla proiezione

stereografica della lemniscata di Bernoulli r := a \/cos 2 w e come enun-
ciò AV. Roberta essa è rettificabile con un integrale ellittico (liS"" specie avente

per modulo '\' ~, infatti l'arco infinitesimo essendo ds =-
"^^

(l-7-a-cos2w) '\/cos2&j

mediante la sostituzione cos 2 '<> = cos^ 9 sì trasforma in

ds^ ^^v'a. ^y —
(1+ a- cos- 9) 'y 1 — ^ scìi^ 9

ed integrando fra i limiti 0, 9 risulta s = f^^-^n (w, 't/-, 9), dove il

parametro ;ì = — ^-3;^-^; nel caso di ft = 1 si riduce ad integrale ellittico

di 2. specie . =
l Vijlf^ = V2^(1/Ì, 9) - ^=ff^.

Per i valori di a che superano l'unità, un arco 3131' della curva com-

preso fra due raggi vettori tang ^ = a cos 9, tang ^ = a cos'-p, si esprime

con la formula:

» V2 / w'jL \ 2a^ a \/2(a^

1 + «2
n

\^> y 2' ".y W^rn ^ ^ 2lf-f:aT

— 1) sew 9 sm 9, sew p-

-y/^4_2 2(H-a-) (l-f-«^co.S9 GO.s9,cosp.)'

essendo F [j- =^ F (p — F (p^. Infine se la costante positiva a sia minore

di uno, il secondo termine della precedente espressione di JOf' si tra-

sforma in una quantità logaritmica (pag. 40).

42. — Due curve sferiche s , s' riferite allo stesso polo ed asse polare si

diranno inverse fra loro, se le lunghezze dei raggi vettori />,
p' situati

sulla medesima geodetica descritta per il polo sono collegate dalla rela-

zione tang ^ tang ^ = a-; la quale differenziata dà l'eguaglianza2^2 ' ^ - o "& - "senp

dp'

sen o'
0, e però gli elementi infinitesimi delle due curve sono pro-

!.. . 1 . . , , . . , , , sen p '
-, cf' ds

porzionau ai seni dei raggi vettori; cioè ds = — ds —
sen- ^+ a cos-

^

e nel caso di a = 1 si deduce, ds' = ds, od s' = s -h costante.
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a,
La proiezione stereografica dell'iperbole equilatera piana r

\/cos 2 w

è la curva tang ^ = — , inversa della lemniscata sfero-iperbolica
^ Vcos 2 oì

-,. ^ ..,,.„. .ITI - 7 2 a cIm
di 2"^ specie; il dinerenziale dei suo arco e as' = ,

(a^ -r cos 2 w) ycos 2 «w

che per la suddetta sostituzione cos 2 w = cos'^ 9 integrato fra i limiti

009 diviene s' =
., ,

n ( n', V 7: , 9 ) , sendo n' = —
, ,
=— (1 -r-n).

Questo valore di s' ricavasi da quello dell' arco s col mutare a nel suo reci-

proco -; dnnqne a due archi eguali della lemniscata sfero-iperholica cor-

risiiondono per la curva inversa due ardii aventi la differenza rettifica-

hile con archi circolari, quantità logaritmiche.

Gli angoli obliqui di un triangolo sferico rettangolo non essendo

complementari, le successive pedali di una linea sferica non seguono la

stessa legge di derivazione delle pedali di una curva piana, perlochè il

geometra William Roberts vi ha sostituito una specie di curve sferiche

Fig. 21^ deducentesi con legge simile. Sia Jf un punto di una di

queste linee; condotto l'arco di cei'chio massimo MT
tangente in 3£ ed indicato con 6 l'angolo TJlO della

^ tangente 3IT col raggio 031, si tiri per un raggio

vettore 031', che faccia con 031 V angolo 3f03f =

= 0, poi descrivasi col centro nel punto medio

I di 031 e raggio sferico 01 una circonferenza segante

iu J/' l'arco di cerchio massimo 031', il luogo di 31' sarà una curva tale che

la sua tangente 31' T fa con 031 lo stesso angolo 9. Infatti posto 031= p,

^j^/_ -
^ M03Ì' = - — Q = w — «->! ; dal triangolo sferico lOI' rettan-

golo in T si ricava tang |' = ia)%g | sen 0, indi dalle due eguaglianze:

rio 1 . r ^r^ SCtl 0, SCn ,C SCn
J!fi- = —!— {dp sen 9+ sen p cos dO), ^ = '——
cos"^ cos'^^ cos'^ cos'

2

rjgulta
^°' = -^ -h coi d^, la quale in virtìi delle formule tang =

sen /5, sen p

^ senpdo^
^

9 =^^!ÌPiÈ:^ si riduce a f?... coi 0, = (f?« 4- f?0) cot B, ed
dp

' '
d'i,

avendosi ^ 4- &», = w -h 5, ne consegue 5 = 5,.
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La proiezione stereografica della curva piana /• = ^ ^ '

è la sfe-

cos m'>->

rica (1) tang ^ = , in questa l' angolo 9 della tangente col rag-

ycos mw

gio vettore p si trova espresso per tang = cot ìum, ovvero ^ = - — mw,

e per conseguenza Wi=(m—1) w; dunque le successive curve derivate dalla (1)

secondo la genesi esposta hanno per equazioni tang -^ =acos »' .. ,

tow7 TT = a cos m i-, tang — = a cos ». ^ che sono
^ 2 2m—

1

2 nm—

1

v

evidentemente le proiezioni stereografiche delle successive pedali della

curva piana surriferita. Nel caso particolare di in — 2 si ha l'
w"""* deri-

-
. ___^ Q

vata tanci '-' "-'
'tt = (* ' ""' cos 7: r w,., ed il differenziale del suo arco s„•^2 2 n—1

2
per la sostituzione cos tz r- w,, — cos^ o assume la forma :^ 2 n—

1

^

, _ (2 n—\ ) g V'2 cos '^ ^" - ' '

9 cZy

(1 -r «^ COS* "--9) 'l/l — ^ sew^9

ed è quindi riducibile agli ellittici, come accade sul piano che r^"""» pe-

dale dell'iperbole equilatera si rettifica pure con integrali ellittici.

43. — Un' ellisse sferica E è l'intersezione della superficie conica (1)

-^4-r-, ='^ con la sfera (2) x" + y- -\- z^ = r''^ nell'ipotesi di a>h le

sezioni cicliche del cono sono determinate dai due piani (3) ?/' ( 7^
^ )
=

(1 1 \ x' z^
-j H—5 ] e le rette focali per l' eguaglianze (4) -5

—

t-^ = tt^T^ìi Z/
— ^j

a e / et" I e

V angolo £ che ciascuna di queste due rette fa con l' asse Oz è dato per

VaF^^-ì?,-^—;

—

-. Il cono polare, cioè il luogo delle rette

normali condotte per il vertice e tangenti la superficie (1), ha per equa-

zione (6) a^ X' -\-V if = e' z^ e sega la sfera (2) secondo 1' elhsse E' po-

lare della prima E; i piani ciclici del cono (6) essendo (7) a?" («'— V) —
— 0^ {h'' -T- c^) sono perpendicolari alle rette (4) e le focali coincidono con

le rette normali ai piani (3). Dunque i fuochi della conica polare giac-

ciono suir asse minore della conica data e sono i poli degli archi ciclici

di questa curva; reciprocamente i fuochi della conica data sono i poli
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degli archi ciclici della conica polare. Le proiezioni ortogonali delle due

curve E, E' sul piano x Oìj sono l' ellissi (8) x"- i—+ -, ì -r-'ìf i r-, -\—; \ —- ,

(rf" -f- c^) x'^ +- (&' -f- e') ?/" = r^ c^ aventi i loro fuochi reali alla medesima di-

stanza, la prima sull'asse Ox, e la seconda sopra Oy. Due o più coni della

forma (1) si dicono omociclici se i loro assi soddisfano alla relazione (9)

, , c'/a'— b'\ , . , cWa'-V\ , ., , , • •,.

tangr,==-l-^-j~~^j, da CUI sen^yi = pi j^~^r—i)ì e evidente che indi-

x^ ir z^
cando con Ji un coefficiente arbitrario, il cono — -i- Vj ^-r- h (x"" -*- ìf~ì-z')=0

è omociclico al cono (1) e lo stesso si dica del cono x'' /m 1 H—; ) — ^ |^

--y"" 7*(l + ,-i)
— 1 = ^': la cui sezione con la sfera è un'ellisse i7,,

che si proietta ortogonalmente sul piano :rO^ secondo la conica a^'l ~ "t- s ) ^
/ 1 1 \ /"'

-f- «/M ì-, -i—^,
1 = '.—5 concentrica e simile alla prima della (8).

^ \^" cj 4c

I coni polari di due coni omociclici hanno le stesse rette focali e però

le loro sezioni con la sfera sono due ellissi omofocali. La prima retti-

ficazione dell'ellisse sferica è dovuta al Prof. Gudermann che adoperò

le coordinate Cartesiane (tomo 14" dei Giornale di Creile); indicando con

X, y, s le ortogonali del punto il/ di una linea nello spazio, il quadrato

dell'arco infinitesimo si esprime con ds^ = dx' -t- dy^-ì-dz' ed ove la detta

(y*. fi V —4"" 7/ fi ìi'\
-—~^

—

'

)

(l—y')dx'-]-{l — x')dy'-i-2xydxdy
e per conseguenza dS' = , .i ,

? cosi

prendendo e = 1 nella proiezione (8) dell' ellisse sferica e posto per brevità

Ih—-,
= fr, , IH- r^, = & ,' si faranno le sostituzioni a, x= cos w, b,y — sen <»

a L)-

ed il differenziale precedente diverrà ds = c?w \ j
-

ì/ i

—
t\
—

/^ i \ i\oa^ »
* 0^ [(l'I

—') [a^ — 0, jSc/t'j w

/^ 2 ^

e questo mediante la novella sostituzione tang w = tang ^ y A , si

riduce alla forma normale del differenziale ellittico di terza specie

ds = == Ti TTr-TTì con li parametro w = — (1 ^ I ed

a -y/i -^ h' ^^ "^ *^ -^^^^ ^) ^ ^ \ a /

il modulo 7: = ^^/ '^—jt- Integrando fra i limiti o e si ottiene l'arco
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misurato dal vertice dell' asse maggiore s — - n {n /e 6») onde mu-
aVl-i-h' ' '

'

tati rt, h respettivamente nei rapporti -, -, per 9 = ^ risulta il perimetro

dell'ellisse sferica (10) E--.~^EL= n (n, k, l) , dove « =.-(l-^ e

(> I
Qf^ ^2

^ ~ a\ e-\-V ~ ^^'^ ^" ^ cambiando a, h, e respettivamente nelle fra-

..111 .

2ioni^, -, - si otterrà la periferia dell'ellisse polare

(11) ^=^f|£=n (.«,.„ 5),

che ha lo stesso parametro di E ed il modulo Jc, = V"'~^' = tana r

1 due moduli /.•, /.-, ed il parametro comune n sono collegati dall' egua-
ghanza (l— Jc') (1— ^/) = l-^-n. In virtù della proprietà fondamentale delle
linee sferiche supplementari, le respettive superficie S, S delle due ellissi

E, E' per r = 1 si deducono dalle relazioni E'-\-S=E-\-S'—2n. L'ellisse E,

omociclica alla £^ si rettifica mediante formula analoga sostituendo ad-e-
c e

le respettive espressioni
"' =, ^ =, e si troverà

Vh (a'-h e') — a' Vii (b' 4- e') — ¥

lo stesso modulo 7c = sen vj ed il parametro n' = A e' (a'— h')

a' [h (e' -r b') — b'J

44. — Se ). indica una costante arbitraria, la superficie conica

(1)
^'

,

!/'

ha le medesime rette focali del cono ^,
-^ |i ^ z'; le sezioni di queste due

superficie con la sfera x^ -^f -j- z' = 1 sono due ellissi omofocali e, e.

T • • i ,. XX, Vìi, xx„ v't^
I piani tangenti -^ -^ -^ = ^r^, ,

_- -l. -^^^ == ^z, segano la superficie

sferica secondo due circonferenze massime tangenti all' ellisse interna e me-

diante le coordinate dei punti di contatto (2)— = a sen 9,
^-' — b coso, - =

Z^ **! t^2

= aseno' ,^^b coso' si avrà per la retta comune ai detti piani tan-

a {cos 9— cos 9')
~

b (sen(p'— sen 9') ^sen{(f' — 9)'
S^^^^ (3)

' = — fi- = ^ -. Applicando
a (coso— r.nfia\ h tsp.nm'— «w;. i--/^ spirim' — n\ J-

'
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il ragionamento del numero 25 a due ellissi sferiche oraofocali e, e e

chiamati PT, FT gli archi di cerchio massimo condotti dal punto P di e

cls sen^ TP
a toccare nei punti T, T l'elhsse e si giunge all'equazione ^^-, =^^^^,

dove cls, cìs' sono i differenziaU degli archi delle due coniche. Ora l'arco TP
misurando 1' angolo dei raggi della sfera, che passano per i suoi estremi

/X 11 \
T, P si determina in funzione dei coefficienti angolari (-',—) del raggio

OT ed ( -, -) del raggio OP mediante la formula

,,„^ _ H /(^y . -yx:)''-\-{x,z- z,xf-\- (g. y-y, zf
sm lP-\

{x^^y^-^ z^) (.«.' + 2// -^ 2-.')

che per le sostituzioni delle coordinate surriferite in funzione delle am-

,
,. . sen TP ri — cos (?— c')"l

Ao ,

piezze e, 'y diviene -^=^ = a ———7 -k— — := aove

/.•^ = —, r^ ed n = a- h"- — tana"- 1 . E poiché dall' equazioni (2) in-
a*(l-T-6 )

sieme con la x^ -r- y^- -\-z^~\ si ricava z^ = - >
ri-

V(l+&')(l-hMsew'9)

-, „ . , . , n sen o cos o do -, -,

sultano 1 diflFerenziah àz, = ...
,c/j:,= ascw9ri^r^H-

V(l-f-i!>')(l-i-»^sew'9)'

-f- as^ cos o (l'j , dy^ = h cos ? f7^, — hz^ sen 9 f?9 : esprimendo tutto in fun-

zione di 9 si troverà fZs' = dx^- 4- f7j/,' -r- f/^,' = n 4- &-) (1 -^^^gen'?)'
'

cui f7s =—senc^doi^o
i^jg,^^.;^^ ^^n^ formula (17) della pag. 111. Così

cos ^ (l-hnsen^c)

per le coniche sferiche omofocali si ottiene la medesima equazione differen-

ziale -? = _? che per le coniche piane; chiamando P„ il punto dell' el-

lisse e' determinato dai valori 9 = 0, 9' = w. delle ampiezze dei punti di

X
contatto delle tangenti menate da esso all' ellisse interna saranno -f

=
° ^0

—
(i

(. — cosjj^ y_o _j^ 2g coordinate di P„ , ed il valore di ). si dedurrà
sen [). z„

«' (1 — cos u.) h- _ 1 • '

per 1 equazione ri.—

;

, ,. .,
—

^

tt -t- - ,0
,

r — i ,
cioè

. _ 1 4- cos [JL -~ Or ± a' à. u.
^^~

{l -i- a') {1 -i~ cos u)
•

preso il segno positivo per A ^. risultano i quadrati delle tangenti dei semi-
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assi dell' ellisse esterna e', espressi da

^ '
\-\~COSli- A p- H- COS [J.

identiche alle formule esposte alla pag. 72 per i quadrati dei semi-assi

dell' ellissi j)iane omofocali, quindi con la stessa dimostrazione si conchiude

nuovamente il teorema Lagrangiano COS \>- = cos 9 cos 9' -f- sen 9 sen 9' A //,

Poiché sulla sfera il sistema di due coniche omocicliclie ha per figura

correlativa il sistema di due coniche omofocali e viceversa, mediante il

principio di dualità un teorema relativo al primo sistema si trasformerà

nel teorema corrispondente al secondo. Così per esempio dalla proposi-

zione 1° In una conica sferica e la somma la differenza dei raggi vet-

tori FM , MF' menati da due fuochi F , F' a ciascun punto M della co-

A
nica è costante, si deduce: l" la somma la differenza dei due angoli (f, m),

A
(f, m) che ciascuna geodetica m tangente mia conica sferica fa con i due

cerchi ciclici f,fè costante. In simil guisa risultano le proposizioni cor-

relative

2° / raggi r, r' congiungenti i due fuochi F , F' con un punto M di

A A
una conica sferica fanno angoli eguali (r, t)

,
(r', t) con la geodetica t

che tocca in M la detta curva. Il" ogni arco geodetico m tangente una

conica sferica e' sega gli archi ciclici f, f in due punti f m, f'm egiiidi-

stanti dal punto di contatto e' ra.

Z" Le geodetiche tangenti t, t' menate da un punto P di una conica

sferica ad un^ altra omofocale e' fanno angoli eguali con la geodetica va.

tangente in P la prima conica e. 111° I punti di sezione T, T' di una co-

nica sferica 7 con la geodetica p tangente in M un' altra conica interna 7'

ed omociclica (dia prima sono equidistanti dcd punto M di contatto.

Siano tre punti il/, M', M" infinitamente vicini della conica 7' e si de-

scrivano le geodetiche MJI, MM" seganti la conica esterna 7 nei re-

spettivi punti A, B, A, B' ; poiché ISt si può considerare come il punto

medio degli archi AB, AB., le aree dei settori AM'A , BM' B' diffe-

riscono di quantità infinitesime di second' ordine dalle aree dei trian-

goli sferici A2L A , BJF B
;
quindi aggiungendo ad entrambi la super-

ficie sferica compresa fra le geodetiche A' 3£, JSfB e l'arco AB della

conica esterna si ottengono aree eguali. Dunque 4° se due coniche sferi-

che 7, 7' sono omocicliche, ogni geodetica p tangente la curva interna 7'

sega dall'esterna 7 un segmento di area costante, e ne consegue per corre-

lativo il teorema di Graves. lY" Se per un punto P di una conica sferica e'

si descrivono due geodetiche tangenti una conica interna ed omofocale e

nei piunti T,T', la somma degli archi PT, PT' e dell' arco concavo di e

da essi intercetto è costante.
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45. — Reciprocamente dalle proprietà delle coniche omofocali si possono

ricavare leformule di addizione degl'integrali ellittici. Siano ic,=ase« tì^i—
= 1) cos 9 le coordinate del punto di contatto T ed a;„ = a, sen « , ?/o

=
= 6, cos V. quelle del punto P, essendo per ipotesi la retta PT tangente

all'ellisse piana e si avrcà -V-° -i_ AjZ? — \ ovvero fi) — scn a sm 9 4-
a 0'^ 'a ^

4- v* cos y. cos 9 = 1; in cui facendo b^ — ^^^^ , a- k^ — a^
cosO

h,' = a'-h'

SI ricava rt/
aAS

h', od «, = T*, dunque per questi valori
cos^O

'

la (1) prende la forma cos = cos « cos 9 -f- sen y sen 9 A 0. Inoltre è no-

tevolissima la relazione (2) (aa, cos y- cos 9 -h &i, sew :'-sew 9)' = (a' cos' a-f-

+ b' sen' y.) (a^ cos"' 9 -f- b' sen^ 9) , che si verifica scx'ivendo per brevità

sen y. sen 9 = — , indi per la (1) cos y cos 9 = f- (1 — '
) , 1 — {sen" y cos" 9 -4-

ci, ,

a' ).=

-T- sen'^ 9 cos' x) =—^ 4- ,- (1 — >)-
; con le quali sostituzioni la (2) diviene

«i &>

- (1 — ).) -T- 7- >. '

, (1 — /)'-f-^-^—r-^-^ ). — 1 = 0, cioè iden-
Lrt J &^ ^ a-

ticamente nulla. La medesima relazione (2) per i valori di a,, &, equivale

alla formula A 9 — /,;- cos sen x sen 9 = A z A 9 ,
già esposta alla pag. 37.

Chiamando t la lunghezza PT, poste le sue proiezioni sugli assi coor-

dinati «1 sen y. — a scn'o = x, b^ cos y. — b cos 9 = ^ , indi fatto ). —sen'o ~ ">'

: t — yx"-i-y'= ^—
cos 9 sen ':> cos 9

si hanno l' eguaglianze (3) x = , ?/ ;

° ° ^ sen 9 '^ cos 9 '
'

"' sen 9 cos 9

e poiché differenziando la precedente (4) T = (a, scw y.— a sen 9)'-r(&, Cosz

—

—b cos 9)' risulta ^ (U— {a^ x cos y—b, y sen x) d y.—{ax cos (?—by sen's) d'^,

sostituendo i valori di r, 2/ espressi dalla (3) si ottiene t dt={aat cos y cos 9-1-

V
-r-bbiSeny.sen'Y),

j a- ).' (A rpY tdx
dy. — aA:;Ay. --

—

A e fl(v.).*,,sen 9 cos 9 sen 9 cos 9

ovvero dt = « (A y. f? a — A d 9) ed integrando (5) t ^ a{E y — E z) -i- C.

Fi?-. 2-2^ L'iperbole omofocale alle suddette ellissi

e che passa per il punto P ha per equa-

zione — "--ir- — a"— b\ un suo pun-
sen- y- cos' y

X' If
to I di sezione con l'ellisse interna —,4-r;^1

ha per coordinate x = a sen a.,y =^bcosa.\

e quindi la (5) si traduce nel teorema di

Griffìths PT - arco ellittico Ti = (*).

(*) Proceedings of the London Mathematical SocieUj, voi. 13, pagg. 177-79.
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lu simil guisa per la seconda tangente PT condotta dal punto P al-
1 ellisse interna si troverebbe PT- arco ellittico Zr = C; le costantiCeC'sono eguali, e si dimostra col prendere il punto p' in uno dei
vertici dell'asse minore dell'ellisse esterna; aggiungendo e sottraendo le
due precedenti eguaglianze ne discendono i due teoremi di Graves e di
Mac-Cullagh.

Si ponga a^ -b^ = «,»_&,. ^ c% ar - a^ = &,= -h^ = c,\ e riducendo

la (1) si troverà facilmente P = e (sen^ y.+ sm' 9)-^ e' sm y. sen 9+ e/:

per eliminare la somma dei quadrati dei seni di a e e si farcà uso della
stessa (1) scritta sotto la forma:

6
^

jlr (1 - sor 9) (1 - scn' a) = (i _^ sen y sen 9)S

e quindi con semplici calcoli si avrà e' 5C«' « scw> - 2 a a. 5C« « sew 9

+

-^'""-^M ^''' - *'^ = '' "^^ ^"^ '''' ' ''^ '^ = '9 ^ '^
,
ovvero (6)e c^

^ ^ ». g.
-i-

e g.

hf~~àb', ^^'^ "* ^^" ^ '
^^^ eguagliato alla (5) e supposto «= per 9=0

condurrà alla nota formula di addizione per gl'integrali ellittici di 2" spe-
cie. Mutando nella (1) l'angolo 9 in 9' e risolvendo il sistema rispetto

alle coordinate di P si ottengono l' espressioni a. sm « =
a sen y^^ )

7 /'--^9'\ \ 2 /
^ ^^^

V"~2^j
^' ^^^ "^

==
/9 _ 9'x ' 6 siccome il punto P giace sull' ellisse di semi-

^^H 2 )

assi «,, b, ne risulta l'eguaglianza |^, sen' f'^±^\ + ^^cos^ /? + ?") ^
' /9 — 9'\

~ ^^^'
\
—2— / ' ^^ ^^^^ ^' ricava

Le tangenti PT, PT a motivo della (6) sono date dalle formule 1 = "^^-

1
^

• CI C C (^

~aj),
sewasew 9, f = -^ _^ se^^ j, 5^^ ,^,^ ^ q^j^^j j^^ j^^^ somma è

semplicemente (8) ^+f= '^^-.^^sen' /^±l") =2«A^g^. /9-9'\

f^i f^i 0, V 2 / e, \ 2 /*

Mediante le funzioni iperboliche si estendono le precedenti proposizioni
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a due iperboli omofocali: le coordinate di P saranno:

, {u-r-ll\ j ,
(U-\-U\

a cosili—
^—

j

sen hi ^
j

dove u, n' sono le ampiezze dei punti di contatto Te T' delle tangenti PT,PT

menate dal punto P dell' iperbole— — 7 ,
= 1 alla omofocale -^—j-^—l.

Alle relazioni (1) e (2) corrispondono respettivamente — coslixcoshu —

— j sen h a sen liu= 1 ,
[a a, sen h a sen h tc + b h^ cos h a cos li uY =

= (a" sen* li y. -hìr cos* li a) (a' sen* liu-\-V cos'' li ti) , V = (a, cos ha —
— acoshuy+ihf sen li x— 6 senlin)'\ e facendo a, cosli x — a cos li u= x,

6, sen lix — b sen li u = 7/, cos li u coslix= —, sen h u sen li a ==—(>—1),

>. — cos'ali n — ).' si deducono le seguenti:

a- 1=
i— , 1/ = ^— , t= 5

i— , a# = a (A Au dz( — A /i y. ci y),
cos liu sen li u sen n u cos li u

X* il*

ovvero descritta per P V ellisse omofocale—5-i i ^— = a^ -h ò^= c\^
cos li y- sen li y.

che seghi nel punto I V iperbole di semi-assi a , & si avrà pure

PT— arco iperb. TI—C; indicando poi con c,^ la differenza a*— a,^= &,'— &/

resultano l' eguaglianze P= e* {cos- hy.-ì- cos''hu) — ci' 'e'' cosini coslix,

a* a * a-h *t'
e' cos* li y. cos^ liu — 2 a a. cos li u cos li x -, ^r^ i~- = , da cui

e e Ci

cos li y cos li il = -j-^ qr '

\ . Fra le due ampiezze u, u' si ha la relazione

a* ,, fii-hn'\ h* ,, /u~i-u\ ,, /u— u'\ C'e,*^^
-, cos- h y-^) - ^,sen li f^-^) = cos^ h (^-j, oppure^^, X

X cos'' li { —'n
— \^= — j^^-r- senili {—^— ) , ne consegue la somma delle tan-

genti t-T-t — , H ^— cos^ li (
—

^— 1 = —^—^ sen* li |
—

^— ) ecc.

46. — Ogni punto della superficie sferica (1) x' -{-
y''+ z'^ ^\ si rap-

presenta con le coordinate (2) x ^=u yl — lì^-v^
, y = v \/\ —Ic'ii*,

— V(l ~ W^) (1 — ^^); le costanti h, Ic^ soddisfacendo all' eguagUanza (3)
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jfc' + A^^ 1 Eliminanclo successivamente i parametri variabili u, v fra
le precedenti (2) si ricavano i coni quadrici:

che per ogni coppia di valori attribuiti ad n e v si. segano ortooonal-
inente; cioè sono perpendicolari fra loro i piani tangenti lungo ciascuna

delle quattro generatrici comuni, verificandosi la condizione
-^''^' _

V» (1 — Te u^)
~^

{l—ie) (1 — ?;')
— ^ 1^ Virtù delle formule (2) , (3).

I detti coni intercettano sulla superficie sferica (1) due coniche ortogo-
nah s, s; calcolando le derivate parziaU delle variabili x,y,z rispetto
a ciascuna delle indipendenti u, v si otterranno gli archi infinitesimi delle

due coniche espressi per le relazioni cls =clu \^(-\-^ (~\-h (~Y=

V (1 _ ,,.) (1 _ /,_. ^^.) ,
(is - clvy ^-^---,^^_____ e perciò de-

componendo una parte S della superficie sferica in rettangoli curvilinei
mediante sistemi di coniche ortogonali a due a due, e con i lati adiacenti

cls, cW si deduce (6) dS = (1 — ^^' — ^^ y") du clv

, da
V(l - u') (1 - V') (1 — Z;/m'Hi3^V)

cui, fatte le sostituzioni u = sen<?,v = senO, facilmente si ottiene:

(7) S= r r\^d^\'^^^+ ^JhJÙ 1_ .1 1
Jo Jo La{Z;, 9) ^{h,,fJ) A(fc,9)À7^;79)J-

= F{Tc, 9) E{lc, ,B)+F{lc„ 9) E(k, 9) - F(Jc, 9) Fa, , 9). Al valore nullo
attribuito aà u e V corrispondono respettivamente i cerchi massimi
{x~ 0, if-hz' = 1), {>j= o, ^^+^2=1), ed agli altri valori Hmiti u = sen(p
V - sen 9 le due ellissi sferiche determinate dalla (1) insieme con ciascuna

dell'equazioni (4), (5). Facendo u = l, ovvero 9 =| la conica (1), (5)

riducesi aUa circonferenza massima {s = o,x^~hìf = 1), il valor corri-
spondente di S rappresenta la parte S, di superficie sferica racchiusa
tra

1 piam x = ,y = ,z = eà ì\ quadrante dell'altra ellisse (1), (4)

in cui v=^sen^; evidentemente 8, eguagha la differenza fra l'area
"^

del triangolo sferico trirettangolo compreso nel triedro Oxijz e la quarta
parte Q dell'area dell' elhsse (1), (4); che ha i semi-assi ^, /3 determi-
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nati per tang v. = "
^ , tang 5 = cot 5 ; e la sua ellisse polare ha

per tangenti dei semi-assi i valori a = tang 5, & = ~-—— . Applicando

la formula (17) della pag. Ili si deduce il quadrante della ellisse po-

lare, che eguagliato all'area <S, darà la notevole relazione:

dove n = 7c^ tang- , il primo membro della (8) è pure eguale ad un'in-

tegrale ellittico completo di terza specie col parametro circolare nega-

tivo; basta porre nella formula (11) della pag. 125 i valori « = j—^^ ,

J) = cot0 , c^=r = l, e ne risulterà il quadrante dell' ellisse polare sotto

, „ Ic^ sen9 eosO / 7r\
la forma .

—tt— n tn , le, ^j, sendo

:

dunque un integrale ellittico completo di terza specie si esprime con in-

tegrali ellittici di prima e seconda specie. Infine per 9 = - l' area Q si

annulla, e dalla (8) ne consegue il bel teorema del celebre Legendre

-= FE^ -\- EFj — FF, ; in cui i simboli FedE significano gl'.integraU

elHttici completi di prima specie aventi il modulo Te , ed F,, iJ, gì' integrali

omonimi e relativi al modulo complementare fc,

.

Il metodo geometrico di questa dimostrazione spetta al Prof. Eugenio

Catalan e si legge nella sua memoria Sur quelqucs questions relatives

aux fonctions élliptiqiies inserita nel tomo XX degli Atti dei Xuovi

Lincei (anno 1866-67), pag. 171.



Capo Quarto.

CURVE RETTIFICABILI PER INTEGRALI ELLITTICI.

47. — Leonardo Euler (*) propose la ricerca delle linee rettificabili con

archi di coniche piane, e pervenne a soluzioni particolari del suo quesito,

ad esempio simboleggiando con x,y le coordinate ortogonali di ciascun

punto iLf della curva ignota, l' equazione f?s = m c^^3 VI — ^' sm^ 9 ridotta

j-^) +
( 77. ) — '''^' ^^5' 9 + '^' scn"^ 9, dove n de-

nota il prodotto della costante m per il modulo complementare 'k^ — \/\—li^.

(l CO
La precedente equazione (1) è identicamente soddisfatta ponendo j— =

«9
. dy .= m cos 9 cos >' -I- n sen 9 sen ^'

> 77 =ìn cos 9 sen i — n sen ^cosf^, ovvero

trasformando i prodotti delle funzioni goniometriche nelle somme corrispon-

,,..,, dx m—n , , ., , m-f-w , -.^ dii
denti SI ottengono -,— = —^r— cos (f+ ^) H ^— COS (9 — l), ^^ =

- - —n— sen (9 H- ^) — (—n— ) sen (9 — ^) e quindi le variabili x, y sa-

ranno funzioni di una sola variabile ove si assegni una relazione fra gli

2 ic 1 -f- li

angoli ). e 9; così per l = 2>9 risultano — = ——y sen (2) — 1) ?

H -^ sen (2J 4- 1) 9 , '^ =—rV cos (i^ + 1 ) 9 H t cos Q;—1) f.
2)-\-l ni 2) -r-l P — ^

d X
Si verifica l'indeterminata equazione (1) pure con le formule (2) y^

=

=^ a cos ).-!-& cos y-, , = a sen "k-hh sen y- avendo espresso con «, & seg-
«9

menti rettilinei dati ed y., \ angoli variabili, e facilmente si giunge alla

condizione (a + &)' — ^ah sen'' (l — a) = m^ — m' ¥ sen"^ 9, da cui si trag-

gono m = a~hh,k' = -.—
-tyv ' ^' — ^-+ 9 ' ^ P^^ questo valore le (2) si

fi T fi 7/

riducono alle seguenti (3) -j- = a cos (a+9) -i-& cos y-, -fi =« sew (^-7-9)4-
« 9 ^9

+

(*) De innumeris curvis algehraicia quarum longitudinem 2)er arcua ellipticoa nietiri li-

cei. Nova Acta Petrop., tomo V, anno 1789. — Mémoirea posthimea de L. Eulke pubbli-

cate da Schubert et Fuss, tomo I.
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4- 6 sen y.
;
per a = o divengono ì/ = e — a cos 9 , a? = e, + & 9 — a sen 9 e

prendendo le costanti e , Cy rispettivamente eguali a & e zero, la curva

sarà una trocoide, onde si conchiude il teorema di Pascal la lunghezza

della curva descritta da un punto M del piano di un circolo mobile che

ruzzola sopra una retta, equivale ad un arco dell' ellisse avente p>er semi-

assi a + b, d= (a — 1)); dove b è il raggio del cerchio mohile ed a la di-

stanza del punto M dal centro di questo circolo. Attribuendo poi alla co-

stante e il valore nh, alla e, il valore e mutando'» in na si ottiene

il teorema di Manheim, il luogo geometrico dei punti che dividono le nor-

mali ad una trocoide in tma ragione costante è rettificabile per archi el-

littici ; -poiché l'equazione della normale ad una curva essendo Y—y =

= — T- (X — x), fatto F= osi ti'overà per l'ascissa del suo incontro

dii
con r asse Ox la quantità Xo = a 4- y -p e siccome y = b — acos'Y,x =

— &9 — asen(p si dedurrà X,, = 6 9 ; inoltre dividendo tutte le normali

alla trocoide nella ragione costante n, le coordinate rr,
, g^ del punto di

1/ X — .X
divisione risultano dalle relazioni — = ——^- = n, ovvero ìJt^ ny =

y x— Xo

= nb — na cos (f,
x^ = X^-r-nix— X^) = 69 — ìia sen y. Ritornando al-

l' equazione (3) si faccia <p = (m — n)^, y — n'-^ , ed integrandole si avrà

^l = (m—n) [ — cosm <-)+ - cos 7^ « 1 >— ^= \>n— n) (
— senm w h— sen n« I

-^ ^ ' \m n ) '\m n /

che sono della forma ?/ = J. C05 m w+ J5 cos n'jy,x = A sen m w -t-B sen n w

la qual curva sarà algebrica se i numeri m, n abbiano una ragione com-

mensurabile ; nel caso particolare di k^ = l, o\xeromA=^nB si ret-

tifica con funzioni circolari, infatti il differenziale dell' arco riducesi a

A (m—n)
'

. j. ^ ,
4^mA im— n)M

ds = 2 ni A cos -—
7^
—- w. a w e qumdi s — u~, sen ^ . Le
2 ^ m—n 2

epicicloidi ed ipocicloidi appartengono a questo genere di curve, 5 è il

raggio del cerchio mobile, A± B quello del cerchio fisso ed m — 1.

Identificando l' espressione ds'' = dr- 4- r' d w^ col quadrato del diffe-

renziale dell' arco ellittico ( cr cos'' ? 4—;;
scw' 9 ] fZ?' si ottiene una semphce

, . dr rdoì a . . , ,,

soluzione -^— — a cos f , -^— = - sen 9 , cioè r = a sen 9 , o = n m 4-
d(p ^ d(p n ^

dunque le curve rappresentate in coordinate polari dall' equazione

r = a sen (n w 4- C) sono rettificabili per archi ellittici. Parimente posto

e; = 7^, A;- = , -yr^ trovasi s = 2(a -hb) E (h, e;) per l'arco della linea
2 («4-0)^ / V

. / i

r = a cos w 4- & , che si chiama la concoide di Pascal, e nel caso di 6 = a

la cardioide. Se facciasi n = 2, C= il luogo è la proiezione del vertice O
dell'angolo retto AOB sul segmento rettihneo AB = 2 a, che scorre tenendo



\
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conchiudere il principio, dato un arco 3IM' della cissoide e l' origine N
di un secondo arco della stessa curva si potrà determinare l'altro estremo iV'

in modo che la loro differenza iJ/J/ — Ì\W' sia un'espressione algebrica;

indicati con u, u^ , v, v, i valori di V 4+ f col-rispondenti agli estremi

M, W, N, N' dei due archi, dovrà sussistere la relazione
M?V— 3 _ Wi — 3

U—Ui V — Vi

Quando si faccia b = a, la curva (1) si può chiamare la coniugata della

cissoide, poiché ha lo stesso asintoto ed una simile genesi: infatti si de-

Fig. 24». scriva un cerchio sul segmento OA = a come

diametro, e si meni la tangente indefinita nel

punto A, indi per il polo una qualunque retta

secante in N la circonferenza ed in T la tan-

gente, il raggio vettore della cissoide situato

sulla traversale OA sarà OT — ON, e della sua

coniugata 031= OT+ ON. Le coordinate car-

tesiane del punto M si esprimono con funzioni

razionali di una variabile ic, cioè x=a ( z
—

'—
- )

,

\1 -+- uy

r———^ j ; ed il coefficiente angolare della

tangente -^ = — (
-—

^ ) ha per derivata

reah d:: "V/ -^ determmano i punti di nesso a;=-;r-,2/ = = -r-yQ' ^Jna

linea inversa della cubica rispetto allo stesso polo è l'ellisse y^ -f-

+-2x^ — ax = od r,
acosM .aa./-

^— , avente per assi „ , z y 2 e siccome
1 + COS^

il difierenziale dell'arco ellittico misurato dal vertice C" dell'asse minore

^=VIè ds^ =-7 'V/2f?9-^9, dove 9 è l'angolo eccentrico ed il modulo li

a^
si avrà pure l' arco ds della cubica per la formula ds —— ds^ (pag. 105). Ora

' 1

proiettando suU' asse polare il raggio vettore r, dell' ellisse si trova

a

4 4'

a a . T
r^ cos w = - + -j cos 9 e quindi:

COS' w — COS'
ds = 4 a d 9 A 9 V2

3 — COS ? ' "•'' (3 — cos 9) (1 + COS 9)
'

— rj

ed allo stesso risultato si sarebbe giunti con la sostituzione t=\^2 tang
^
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nell'eguaglianza s = a^/^p-p^^V/4 4- f. Si verificano le seguenti tra-

sformate :

-i^ = fZ9d9( 1 + 1 )=drf^<f /3 + COS9 l^-ggsyx _
flV2 \3 — C0S9 14-C0S9/ ^ ^ \8+ sc/ì'9 sew'9 /

~

_ 3 f? 9 A 9 e? 9 A

9

8co5 9 A 9 fZ

9

E dàlie formule
./

(^9 A 9
8 -h setf 9 5en' 9 se«' 9 (84-se/^' 9) J l+wsm'9

'

/' C0S9A9fi;9 A 9 ^, — / A (B \

ponendo m — -, 7^' = _ si conchiude l'arco della cubica

Per il valore 9 = ^^ ^^^ ^* lunghezza dell' arco della cubica corri-

spondente al primo quadrante dell' ellisse.

Alla suddetta classe di cubiche appartiene la strofoide chiamata logoci-

clica dal geometra James Booth: si genera conducendo da un punto
fisso A ad una direttrice Oy la normale AO ed una secante qualunque
Ab; fatto centro in S e descritto col raggio SO una circonferenza, i punti

di sezione M, 3f di questa linea con AS giac-

ciono sulla curva. Presa la retta AO per asse po-

lare e posto AO = a , OAM= 9, si trova 0S =

—atcmg(f,AS= , quindi J.ili"= r =
cos 9 cos 9

— a tanr/'f = a tang (2 — n) = « (cos li u —

— sen 11 u)=ae~'\AM=^r. = f- a tang o =
cos 9

'^ •

= a tang
{
1 + 1 ) = « {cos hu-h- sen h 11) — ae"

;

evidentemente la strofoide è inversa di sé stessa

rispetto al polo -d e la potenza a' d' inversione-

Condotte le tangenti 31 T, 31' T ai punti reciproci gli angoli T3I3I^,

3131'T sono eguali in virtiì della proprietà generale delle linee inverse;

d(D
ovvero come si deduce dalla nota formula tang a. = r-y-, infatti nella stro-

c -n . -, dr r dr. r,
foide SI ha T— = , -7- = —'—

d 9 cos 9 a cp cos o
e perciò tang A3IT = — cos 9

,
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tang AM'T' = cos (p = — tang A3IT : dunque il triangolo 3fM'T è iso-

scele e risulta ST= SUI tang x = SO cos rp= a sen (p , inoltre ST è nor-

male ad AS, l'angolo OST = 9 ed ST=SOcos(p, onde il triangolo

OTS è rettàngolo in T, ovvero 0T= OSsen'p = ^; àmvqae illuogo

del punto cV intersezione delle tangenti alla strofoide nei jmnti reciproci

è una cissoide. Volendo condurre le tangenti nei punti M, M' della stro-

foide basterà innalzare dal punto S la normale ST al raggio vettore, A31,

indi tirare OT normale ad ST ed unire il loro punto d' incontro T con

i punti M, ili"'. Le tangenti parallelle all'asse AO sono determinate per

r equazione tang 9 = cos 9 , ovvero sen'' 9 = 1— sen 9, cioè V ordinata mas-

sima dell'ovale divide V asse in media ed estrema ragione. Rappresenti N
il punto comune alle normali 3IN,MN sarà SN= MScot x — a tang 9 X
,, , a sen 9 -,t-. ^o- o-\t, o,^

,
a^sen''(p

X cof y. = 5-^ e per conseguenza Aiv'^Aò -i->biv^=—-.
— 7— =•

cos 9 ^ " cos' 9 cos'

9

—7— , da cui AN= z—; -^r- e siccome tang SAN= -rs = tang ? si
cos^ 9 1 + cos 2 9

-^ AS ^

deduce SAN=(p ed OAN =2(f . Dunque il luogo dell' intersezione delle

normali ai punti reciproci è una parabola avente per fuoco il polo A
e per tangente al vertice la direttrice della strofoide. Anche gli estremi

It Q V della suttangente e della sunnormale polare descrivono parabole.

Indicando con w 1' angolo AOM si troveranno 9 = -^ — 2 w , 031 =

= 2 OS sen —^ =2a tang 9 sen
( 2
~

9 )
— 2 a cot 2 ^sen m

, 03f =

= 2 OS sen—^— = 2 a tang <? sen (2+^ì=2aco^2(-^-r- w 1 sew(^-r-wj;

onde r= ^^— = h 2 « cos w è l' equazione polare della strofoide
cos w cos w ^ '•

referita all'asse OA ed il polo nel punto doppio 0. La curva si può

definire come l'intersezione dei cerchi a;"+ ?/' = 2 p ?/ con le rette con-

vergenti ^ = 1 , eliminando il parametro variabile [i si ottiene l' equa-

zione della strofoide in coordinate cartesiane ortogonali x (x^ -ì- j/') =
= a il/'

— x^) e referita alle tangenti nel punto doppio, che sono le bi-

settrici degli assi, mediante le note formule x = :^—
, y = —7^— di-

\/2 \/2

viene(X— Y) {X^-r-Y^)= 2 a \/2. XY; ovvero posto Y = iiXsi esprime-

X Y 2 a \/2
ranno le coordinate con funzioni razionali di u per = — =

u le (1— zO(l-f-M')'

Essa è distinta dalla cubica di Cartesio ii^ = x^ (—
. h ) , che riferita alle
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tangenti nel punto doppio ha per equazione X^+ Y^= a'S/ 2 XY e si ge-

nera per intersezione dell' ellissi x^ -^ 3 >/'' ^= 2 ^ y con le rette conver-

genti -^ -h - "=1 , sendo jS il parametro variabile. La strofoide è pure

r inviluppo del cerchio che passa per il nodo ed il cui centro è sulla

parabola avente il fuoco nel vertice A dell' ovale e la direttrice Oi/ co-

mune con essa, infatti l' equazione della suddetta parabola essendo ^i'

=

= 2 rt ^, — a\ e quella del cerchio X' -r- y' — 2 xXi — 2 ?y ^, = o si avrà

per l'inviluppo 1' equazione x {x^ -h v/^) = a {x' — y'')\ che è una strofoide

con r ovale a destra dell' asse Oy.

Gli archi della strofoide si valutano per integrali ellittici di prima e se-

conda specie col modulo \ n\ infatti l'equazione polare posta l'origine

al vertice A dell' ovale essendo r = a ( -^^ ) , si ricava ^- =
\ cos f / a 9 cos <?

e per conseguenza

ds

d

Ora mediante l' integrazione per parti si ottengono le formule :

s ^ /, 1 a ^ /T—, —
. a sen ? . /:r-; ;—

- = rV H i- = —^r- VI H- cos'9 ± r^ Vi -r- cos' 9

.

9 " cos 9 cos'

9

cos 9

C-J^ Vi -^ cos^ 9 = iang 9 Vi + cos' 9+ V2 (i^9 - ^ r) >

^s_m9yf^,-^ . ,^ y _ Vi -^ cos'? ^ ^ (yl^^^ - cos ,)

;

J COS'(p ^ COSif

onde misurando gli archi della strofoide a contare^dal punto doppio

si hanno le relazioni:

/TT^ /l -T- se» 9\ . /T— T" , */o/-i-. -o 1^ , 7 iVl+COS'f—COS'AOM = a ( ) VlH- cos 9 -\-aV 2{Ffì— E'^—\)+ alo(j\- ^-^ ^
|

5^= _JLHJ^) vr;:^^+ a V2 (J^-9 -^y+1) - alog (

Vl+cos-?-cos9\

\ C0S9 / ' ^
\ y2-l /

dunque la differenza degli archi 031, OM corrispondenti ad uno stesso

valore di «p è una quantità algebrico-logaritmica e facendo ? = "eli' ul-

tima eguaglianza si avrà per il semi-perimetro dell' ovale 1' espressione

a\/2 (f^ — E^-hl)-halog (V2 - l), mentre il valore dell' arco 031'

diviene infinito; ma se prima si sottragga il raggio vettore A3f =
/l-!-sew9\ . , ,

a l ) SI deduce :

\ cos 9 /

52 _^ ^ «(l+.e«y)oo.9^„ ^/^ (F. - £. - 1) + « toJ
Vr^9-oo.A .

l+yi+ cos'9 \ V2-1 '
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e questa per 9 = -^ diviene a \/2 (F^ — E^ — I) — alog (VS— l) ag-

giungendola col semi-perimetro dell'ovale e moltiplicando il risultato

per 2 si conchiude che 4 a V2 (F- — E^\ è la differenza fra la lun-

ghezza di tutta la strofoide e del suo asintoto.

Per la quadratura della curva applicando la formula ds = 5
*"'

f^ ? >

— 2adr
) , ovvero sen o = —, 5 > f? ? =

a'-hr

si avrà ds = — a dr-\—z
——; ed integrando s = — ar-+-a^ are tana- 4-

-h a- Il — 2 ) poiché r area si annulla per '.; = od r = a; il valore r =

dà la superficie della semi-ovale; parimente detto p il raggio vettore con-

dotto per A fino a segare l'asintoto sarà f7s, = - (,o'— )',^) f?9 l'ele-

mento dell'area compreso fra i rami infiniti della strofoide ed il suo asin-

, , , T
2ar. 2 a a'

,
, 2 a dr. . ^

toto, ed essendo cos 9 = —„ :.

,

p = =—r r. , a ?= -; h si ot-
' ^ a +>•, coso

»'i a*-f-r,^

tiene ds, — r^ H —, il cui integrale è s, = \- «' are tanni — )~-
' r* a^-\-r,^

^
r. \aj

-f- «-
1
1—-\\ posto r, = cx) e raddoppiando risulterà per lo spazio

compreso fra l' asintoto ed i rami infiniti della curva 2 «M 1 -f- ^ ) ; ed

aggiungendovi l' ovale 2 «M 1 — ^ ) si conchiude la total superficie esser

quadrupla del quadrato costruito sul segmento AO.

49. — Una classe di curve rettificabili con integrali ellittici è conte-

nuta neir equazione polare (1) r* — 2 r ì( -h m^ = , dove u significa una

funzione determinata dell' angoloso) ed m' una quantità costante
;
posto

-=- = u' dalla (1) risulta

dr n*-
e

rf« 2\/u^—m*
dalla formula |

-y-
I
= '*'+ 1 T^ ) si deduce -^ =:

= r\/] -7-r^, ìT . Ora i due raggi vettori corrispondenti ad uno
4 {u- — m) °° ^

stesso valore di w nel caso che siano reali e positivi si esprimono con

\/ u ± \/«<*— m^ = "y -—^— ± "V/—^— , onde i due archi s ,

presi fra i due raggi vettori determinati dagli angoli w', w" sono
(
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Se la costante m' risulti negativa il raggio vettore A/ n — y «^ —
è immaginario e si avrà un solo arco reale

(3)

ni'

s =
f} V(''+ VW - »•) (l -HJ^^^)

Per primo esempio si consideri la Cassinoide od ellissi di Cassini defi-

nita come il luogo dei vertici dei triangoli aventi la base comune fissa

in posizione ed il rettangolo degli altri due lati eguale ad una costante ci'
;

la sua equazione polare è della forma (1) ove si prenda per polo il punto

medio della base FF' —2 e, e questa retta per origine delle inclinazioni &)

r -1 j. • . j n 2 4 4^** c'rsew2w
e facilmente si trovano ti = e cos 2 w , m = e — cr : -=— = -,

p; ^

,

doì c" cos 2 w —r'

quindi per le formule del n.° 36 la normale abbassata dal centro sulla

tangente è p
_ r{r^—c^cos 2w) _ r*— e*+ a'

ed il raggio di curvatura B

2rtV

rdr __ 2a^r

dp

, . dp 3 r' — «*•+ e*
da CUI —- = ^—^—

i
,dr 2aW*

3 r* — a*+ e* r' -+- e" cos 2 &>
*

Siccome in ciascun punto d' inflessione di una linea il raggio di cur-

vatura diviene infinito, la lemniscata r^+ c^ cos2 w = o sarà il luogo dei

punti d' inflessione di tutte le cassinoidi omofocali, e per ognuna si avranno

a'— e*

3 e*

; ed affinchè questi punti siano reali le costanti a, e devono

soddisfare alle diseguaglianze 1 <- < \/2. Allorché si abbia c> a la

cassinoide si compone di due ovali coniugate ed eguali; detti A ed A'
Fig. 26^ i punti di sezione dell'asse FF'

T . con il perimetro dell' ovale si-

tuato a destra dell' origine

]A' ed M, M gli estremi dei raggi

vettori corrispondenti alla stessa

direzione w, si deduce dall'equa-

zione (1) che per ii = ± m i raggi vettori toccano la curva e però

la loro inclinazione suU' asse polare si determinerà per 1' egua-

glianza e' cos^ 20 —c' — a", ovvero sen 29=(-) . Posto w'= o ,
«"= w

,

le surriferite formule (2) divengono:

Ff

A'M' = s =
c\/2

AM = s =
cV2

j:

li

fZw

\/cos2w—cos29

J.

d'

\/cos2oì+cos2d

dM

\/cos2w—cos2 9 J V/cos2w+cos29
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1 due integrali contenuti nei secondi membri delle precedenti si trasfor-

mano in ellittici di prima specie ponendo in luogo dei coseni degli an-

goli 2 w, 2 5 i loro valori in funzione dei seni degli angoli o>, 9, indi per il

primo la sostituzione sen w = sen sen y ed invece per il secondo integrale

sen w = cos 5 sen 9', e facilmente aggiungendo e sottraendo i risultati si

ricavano l' eguaglianze s-h s' ——F (sen 9, 9) , s— s — — F (cos 9, 7');
e e

la prima di queste per f = determina il semi-perimetro di ciascuna

ovale. x>el caso di a = e si avranno m = , sen 2 6 = 1 cioè sen = 'y -
,

il raggio vettore 031 e l' arco s = AM si annullano ed s' si riduce alla

nota espressione dell' arco di lemniscata. Se infine sia e minore di a , la

cassinoide si compone di una sola ovale, ad ogni valore di oi corrisponde

un sol punto 31 della curva determinato dal raggio vettore:

r = \/c' cos 2 w 4- Ve' cos^ 2 &j -h a* — e' ;

in cui facendo successivamente w = o, w = - si ottengono le distanze dei
2i

vertici A-, B dal polo, cioè 0A=^ Va'+c', OjB = \/a'— c% e 1' arco

A3I compreso fra i raggi OA ed 031 in virtìi della relazione (3) ha per

COS 2 w+ "Y COS' 2 w+ ^ — 1

cos^ 2 &j -T- —1 — 1
e

^^.efacen.

(?)'^ cosce 2 9 si trova

ff» / \/cos 2 0) 4- V/cos''2wH-cQ^^29

^^~cJo '" ^ cos' 2 0) -}- cof 2

V arco S3r = s' compreso fra i raggi

vettori OB, 031' respettivamente nor-

mali ad OA, 031 deducesi dal prece-

dente integrale purché ai limiti ed w si aggiunga ^ , o ciò che è lo

so mutando '^) in -^ -h « nell' espression

[ale si avrà B3I' = s' = — 1 cl'^\-
c Jo

Applicando le identità algebriche ^m^\/m''+n'' ±. h/—m+ VmM^'=

stesso mutando '.) in ^ -h w nell' espressione contenuta sotto il segno in-

I— cos 2 0^ + Vcos'' 2 M 4- cof 2
tegrale si avrà B3r = s' = j / f/« V ^^^2 3 ^, + coV 2
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- V2 ^Vm^-i-n' rfc n ne conseguono le relazioni

cof 2 e

Ciascuno di questi integrali si può trasformare in ellittico di pri.na spe-cie, .nfatt, s. ponga cof 2 ^^ cos^ 2 . ^ ,^, i differenziali racìbi^slo
il segno d'integrazione riduconsi a dv^V- e questi

per il valore .; =^^ divengono

li d^

i quali per le respettive sostituzioni?^ = sen o ^^ - .p„ r.'

sen 9 *^^ ? ' ^^ - sen 9 assumono

le forme -^^JUlH -____1x^___ ^/5m2J ^
y'

risultano l'eguaglianze s+s' = a F(sene,o), s~s'= aFfcosO ,')

trS/Xt"/^
''''''''-' '-' '''''-' Professor Alfredo S^T: .k Ì^e^;«?e d/. ^co deprima specie si rappresenta con la somma algebricad^due arcJu della cassinoide, e reciprocamente un cereo di gueJaUnlasivaluta con la somma di due integrali eimUei diprima .^^L^^^I

r\.uC T
^"^^

^^;^-^f
^«^%»^«^^-^« è l'inviluppo di una circonferenza va-nabzle d cu, centro descrive una linea data ed è ortogonale con una cir-

aesciitta dal centro del cercluo variabile (x~ xX- -i- (y- y Y- == r' nrfn
gonale col cerchio 0^^-,-,^ = M^ si avrà per la suddetta definizione r'ogua-"

fZZ:Ci7\::'t''^' ^ ^''^^— ^'^-^J^PPO s. dovranno eliminare
ipaiametn^.,^,fral'equazioni^^+/_2^^,_2^^,+i2'=o,/'(^

y )-oe queUa che si ottiene differenziando la prima rispkto agH 'stessi' pa7a'

metri cioè...,+^,,.=.,,ovvero,f^-_.|; aa questa si viene alla

conclusione che i punti dell' anallagma'tica giacciono sulle normali abbas-

etro Lr /""'"
'"l

^""^ ''''^'^'' '''-— descritta dalcentro della circonferenza variabile. Sostituendo ad ^, y i respettivi va-

lori
^'^ H'Y

°^^ ^+^' Z^^TT^ *^°*° l'equazione della normale che quella del cer-

TriZttn""'""""""
^" ''"''" ^''"'' ^"^^'^^ ^' curve ccnallagmatiche

s^ nprodueono per inversione. In particolare l'inviluppo delle circon-
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ferenze aventi i centri sulla conica — ± -^-^= 1 ed ortogonali col cerchio

J? è la curva quartica {pc^ +if+ TCY= 4 (a' x"^ ± V if), ed in coordinate po-

lari r*— 2 r^ (c^ cos 2 w -f- «"± Z^^ — K) H- i2' = o ; la quale nel caso che la co-

nica sia un' iperbole, per il valore H' = a^— b"' diviene r'* — 2r- e' cos 2'-) -f-

4- e* — 4 «^ &^ = , cioè coincide con la cassinoide avente gli stessi fuo-

chi dell'iperbole e 2 ah per prodotto dei raggi vettori.

11 luogo geometrico dei vertici degli angoli di grandezza costante

circoscritti ad una conica a centro è una quartica avente per equazione po-

lare (1) r* - 2 r' Uà'' 4- h') (l -h j) -
l'

cos 2 ..l -h {a' -f- hy-h^~ = o ;

dove t significa la tangente dell'angolo 0, il polo coincide col centro

della curva e la direzione polare è quella dell'asse 2 a della conica;

nel caso dell' iperbole equilatera b* = — a' il luogo si riduce alla curva

>'*-!- 4 —T^ cos2''i——=o, identica aduna cassinoidela cui semi-distanzafo-

(i — 2 rt'

cale è- \/2, ed il rettangolo dei raggi vettori eguale a -^Vl + f

.

Le curve surriferite si esprimono in coordinate omogenee con equa-

zione simile alla quartica (x^ -f- ?/')^ -f- A (x^ -h y'^) z- -h JS x^ z"- -ì- C sf" = o

ove i due punti ciclici all'infinito sono punti doppi; affinchè la retta

x-hì/y — 1 = ^ risulti ad essa tangente si trova la quadrica 5* (2 a;— 5)^-+-

+-Aò{2x—S}-\-Bx^-\-C=o, il cui discriminante nuUo conduce alla

A / C\
biquadratica S^ — ^ lA -ì- B — 4: -j j

ò- + C = o ; se le quattro radici di

questa sieuo reali, esisteranno quattro fuochi reali sull'asse Oa; , altrimenti

se due siano reali e le altre immaginarie della forma y. y — 1 -, due fuochi

giaceranno suU' asse Ox e due suU' asse Oì/ ; nel caso di C = o due fuo-

chi cadono nell'origine. L'equazioni di queste curve si possono ridurre

eziandio alla forma m S^-r-nD'^ =^ A a*, dove S e D rappresentano la

somma e la differenza delle distanze di ciascun punto ili" da due punti

fissi F, F" simmetrici rispetto al centro 0, situati sull'asse Ox alla di-

stanza F'O = 0F= a; m, n significando numeri costanti; infatti posto

OM=r, 3I0F—M si ottiene r'-f-r^-^ 4- -B cos' w) + C'= o, essendo

A = a^( ), B =— {m— n)\ (7= — {m — 1) {n — 1)

.

Veggasi la memoria del signor Siebeck nel tomo 57° del Giornale di Creile.

Le Vinte, S2)iriclie, o sezioni piane del toro sono curve di quarto grado

che comprendono il luogo dei vertici degli angoli costanti circoscritti ad

una conica, le pedali dei centri delle coniche sulle loro tangenti ec. Infatti

si consideri la superficie [y'x'' ~i- z^— dj -{- y*— li- = o generata dalla ro-

tazione del cerchio (x — ciy-r-y^ — R' = o, g= o attorno all'asse 0//; in-
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tersecandola col piano = x sì ottiene la curva (x'-h ì/'Y-±. 2(r--±~ 7,'\ vX (»Y - s') - 4 4- (.- ^ .•) + (..

+

,r- -_ it\- = „^, ^„,;,,,ll ^ll^_
nate polari '•- 2,-'(iì'-,= - dVosS») + (:,+,;_ i;.). _4,,. ,_._„

e identificando con la linea (1) si avranno le relazioni d' = -„ S'- ,.'

=

= (a-+ b')(l + y), (JJ.-,..-,r)--4«.#=(«. + J.,-+ *-^", dalle

quali risultano i valori d=ccot9,x=-.±- vT+T"» = ±. _Jl__ jy^ ci

Il Professor Barnaba Tortolini (nato in Roma il 19 novembre 1808 emorto in Anccia il 24 agosto 1874) nel tomo VI degli Annali di matema-
tica pura ed applicata si occupò di rettificare la linea quartica luogo neo-metnco da puntiM aventi costante il rettangolo delle tangenti MT MT'menate da cmseuno di essi a due cerchi eguali, evidentemente ne è u'n caso
particolare la cassinoide. Si notino con 2 e la distanza dei centri F F dei

stuandfr' """r
'"°^''"' '" ^^^^ ^"^•^'' '' " P-^-t*« ^^"e tangenti;situando

1 origine al punto medio della retta FF presa per asse t,oWe, e posto OM=p,a motivo delle relazioni TW-/=e^7ofZ
-^^<^P^os.-r\T'3P-r^ = c^^p^-.2cpcoso.-r^sìtvoyaì:a,t
zione .^-2,V+ .^..,2.) + (c'-.0^-a..-.,. Se il termici
pendente e positivo si avrà e'> =i= «'+ r», la curva si compone di due ovaliIdentiche e simmetricamente poste rispetto all'origine: indicato con 5 ilvalore de 1 angolo « corrispondente alle radici eguali per ,^ che sono
le tangenti condotte dal centro aUe ovali si troverà (r' -^ e' cos 9 QV == (c^ -rr-a\ da cui c^ saf 2 9 = a^+ 4 c^ ,- cos^ e : onde neHe for-
mule (2) del paragrafo 49 fatto u= r^+ e' cos 2 «, ni= V(?^^^7r^^ =— >•'+ e' cos 2 e si ottengono le relazioni

Jo ^ C0S2k) — cos 2 9
'

5 _ g — \/2 I d'i \/ ^**+ 4 e' r"- cos^ w

Jo ' ^ 2r'-hc'(cos2c,y-i~cos2 6)
' Ciascuna di queste

espressioni si trasforma in un integrale ellittico di terza specie, poiché
basta fare nella prima le successive sostituzioni sen ^ = senu sen 9 , tang y. =

= ^'''''V^,4t^^9^ '^ -^^ diverrà

j^
^ 1 /

^^ ^^n'-i-4:C'r'—ic'r'sen'9sen'y. 1
y- i—^c-r-sewiseny. i

1 - sew' 9 sen"" y.
=

l
^^*"^^ ^' ^'^ <'^^'+^ ^' ^' <^^^' ^) X

X n ^
' cos^ 9+4 c'r' se;z^ 9 sew^ y) V{a'-héc'^cos'9-a'sen'9s'^)

10
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che si riduce alla forma normale di Legendre scrivendo Z:'= ._^_ , , , 2^
^^

/ a' V 4:C'r'seìi'iJ f r V ,
(«'+ 4c'?-) „,^^ j^ ,^,

l^n

—

i) ,»^= 4,^2»—rè — { fl) .s.-^s.=—;====n(w,A,9).
\2c^cos9/ ' a^-h^tc r^cos^O Kc.cosO/'

e \/ a'' -+ A e" r' cos^

In questa attribuendo ad w il valore 9 ,
gli angoli a e 9 divengono eguali

a -^ e la somma Si + Sj si riduce al quarto del perimetro di ciascuna ovale.

Per la differenza degli archi s,, s, si faccia 2 r'+ c'cos 2 5 = C COS 2 5,

,

e con le successive sostituzioni :

sen w = cos
, . , ^ / a + 4 r' e'

* ' ^ -^ ' ~ a* -i- 4 r e sew 9,

a* -f- 4 r'' c^
si giunge alla forma Sj — Sj = — n (w', k', 9) ; dove

e Va* -f- 4 r- c^ sen^ 9,

,,j a' cos'ai j ,
4r'c=co.s'9j r» i

• • u-
A; = .

, , ., 2 , ^ , ed w = .,.,, "—W- • Quando poi nsulti

r' < c^ < r' -f- rt', la curva si compone di una sola ovale, e per la sua

rettificazione si prenderanno la somma e la differenza degli archi com-

77 77

presi fra i limiti ed w , ed i limiti ni7ì~^ ''* come si è fatto per la

cassinoide (pag. 142).

È facile dimostrare che segando il toro ('\/a;'4-^- — tZ)'-f- 1/' — jf2'=

con un piano 2; = a parallelo alle circonferenze meridiane si avrà la quar-

tica luogo dei punti aventi comune il rettangolo delle loro distanze ai

cerchi eguali sezioni del piano medesimo con le sfere iscritte {x ± ciy -f-

+ ?/'+ ^' — R'' — ; infatti i quadrati delle tangenti t, ^, menate a que-

ste sfere da un punto 31 della superficie torica hanno per espressioni

f = (x — ciy -i-
p'

-i-
z' — B\ t^' = {x -V- dy -^ ìf -h z' — R\ e quindi

f t*— {x^+ p^ -h z^— ICy— 4 fZ' x^ , inoltre dall' equazione del toro scritta

sotto la forma x' -i- y* ~h «'_— M' = 2 d \/x^-t- z^ si conchiude P ti'
=

= 4 d^ (^' -T-z'') — 4 d^ x^ , ovvero tti = ±2dz; se &. = ± R la curva è

una cassinoide.

La tangente 5,- condotta da un punto x,'ì/, z della superficie torica

ad una qualunque delle sfere {x— d cos a,- )^4- (z — d sen Xi Y-\- y^— R^=
iscritte nel toro si esprime semplicemente in funzione delle surriferite t, #,

tangenti alle sfere opposte e dell'angolo «;; infatti si ha ^i^=(x—dcos »i)^-h

~i-{z— d sen y.i Y 4- y" — R'= t- +- 2 dx — 2 dx cos y.,-— 2dz sen y-i, e que-

sta a motivo delle relazioni ^1' — t^ = Adx ^ tt^ = 2 dz diviene ±: o< =

tcos ~ — ti sen -^ . Considerando le tangenti o, , 0, , O3 menate da un

punto della superficie del toro a tre sfere qualunque iscritte, in virtù

delle identità goniometriche sen (s^,— «J cos x^ -f- sen (a, — aj cos «, -f

+ sen («a — a,) cos y.^— , sen (a, — aJ sen z, -f sen («j — y^) sen «^ -f-
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-+-sen (zj — x^) sen «j = o si deduce l'eguaglianza 5, sen
[

^~~ °''

) ±

± ^, sew
^

''='~°''

j ± ^3 sen
(
°''~°'m = o , moltiplicandola per 2 e? e chia-

mati rt, , rtj , «3 i lati del triangolo formato dai centri delle sfere risulta il

teorema di Darboux a, S^ ± a^ f\ zt a^ 5, = o . Un piano P secante il toro

determinerà sulle sfere iscritte tre circonferenze doppiamente tangenti alla

curva di intersezione e dette 6,,6,,&, le congiungenti a due a due i

centri dei cerchi, e,, e,, C, le distanze di questi punti dai centri delle

sfere, ì\ , )\ , r^ le tangenti condotte da un punto della superfìcie torica

alle circonferenze, dal teorema dimostrato consegue la relazione

per ciascun piano P tangente due sfere iscritte da una parte e la terza

dall' altra si farà c^ = c^ = R, c, = —R, i cerchi riduconsi a tre punti

di contatto A, B, C fuochi della sezione e si avrà 3IC ~ a . 3IA h ;5 , MB

,

dove y.^ — 8- = '
, ,

'
; così 1' equazione della cassinoide in coordinate

cartesiane si può scrivere sotto la forma

Vi/' H- (•» -f-W — sen <p Vy^ -hix — cy — cos
(f

\/«/'+ (ic + e)»

insiemecon7i=±:c.C05 2 9, sew2y = -^\ quindi esistono altri due fuo-

chi sulla congiungente i due primi quando a è minore di e, equidistanti

dal centro del segmento 7t = - \/& — a^ . Trasformando col metodo dei-
fi

l'inversione le sezioni piane del toro e preso il polo in uno dei fuochi,

la relazione C3I ^- <. AM + f^ BM diviene ^^^ =
Cjv'.CM'

-^

B' B M'
4- ^Àw.

—
pjìFT > cioè l A' If ~{- ;j. B' 3f =^ 1 , l, y. numeri costanti, ed evi-

dentemente il luogo di M' è un'ovale cartesiana avente i fuochi nei punti

inversi degli altri due fuochi della curva diretta. Dunque le Curve in-

verse delle sezioni piane del toro, ed in ])articolare dell' ellissi di Cassini,

sono ovali di Cartesio.

51.— Siano r, r' le distanze variabili di ciascun punto 31 dell'ovale

cartesiana dai due fuochi F , F', ). un numero costante diverso da uno

ed l un dato segmento rettilineo, si rappresenterà la detta curva con

l'equazione bipolare r' -h l r = l ; indicato con &j uno degh angoli del

raggio vettore F3I—r con la retta focale FF = d trovasi r'- = r'H-

4- 2 dr cos w + cZ' = {l — >r)* e quindi (1) r^ (1 — X') +2 r [d cos w+ > Z)+
4- d' — Z^ = . Ai valori w ^ o , = tt corrispondono le distanze del fuoco
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i^dai punti d'intersezione A^, A^, A^, A^ dei rami della curva con l'asse,

WA - ^-^ FA -- ^^"^^ FA - ^^^^ FA ~- ^^~^
^ ed an-^^•-l+r-^^'~ l-/'^^'~l + r-^^*~ l-X ea ap-

plicando la nota formula Ai Ah = FAh— FAi si avranno i segmenti de-

terminati dalla curva sull' asse medesimo. Se >. = ± 1 1' ovale si riduce

alle coniche a centro; invece per )>' diverso dall'unità, la curva è una

quartica e con l' equazione polare si dimostra non esservi limite per cos w

quando si faccia r = oo, onde le ovali cartesiane non hanno asintoto. Sulla

congiungente i due fuoclii F, F' esiste un terzo fuoco F" che si può

associare a ciascuno dei primi in modo che due dei tre raggi vettori

corrispondenti r, r', r" saranno sempre collegati da una relazione lineare;

infatti sia x la distanza di un punto dell' asse dal fuoco .F e si ehmini e

fra la (1) e l' eguaglianza r" ^ = r'^ -+-
x^

-r- 2 r x cos w, ne risulterà :

r (/'-in J'>r(/'-in o^^'" ^ '^ (?^

-

cV)

ci

ed affinchè questo secondo membro riducasi al quadrato di un binomio

lineare rispetto ad r, dovrà sussistere la condizione T >•V = [cl-+-x (/'— 1)) X

[dx'^ -hx {r — cZ')]; da cui oltre le due radici o ,(lsi ottiene fZ" = ,-._.;. ,

onde la relazione fra i raggi r", r diverrà r" -i- - r = ), fZ" . Simboleg-

gino w', w"gli angoli formati dai respettivi raggi >•', r" con l'asse Pi^i^'

dalla stessa parte dell'angolo w, a motivo dei triangoli F F2I,FF"M

si hanno le serie di ragioni eguali ;
= = j—, r , 7,=^ ° sew w seuf» se;^(w—w) ' senw"

r" ci"
ed eliminando i raggi vettori mediante l'equazioni

sen w sen (w'' — w)

bipolari risultano l sen (w'— w) = cZ (sen w -j- ). sen w') , > sen («/' — w) =

sen!^-\--iSen^i" . Kel caso di 1=^(1 l'ovale di Cartesio si riduce ad una
ci

concoide circolare lumaca di Pascal. Scrivendo per brevità a = :;—r-, ,^ 1— /.

h = '—^2 ) e = ":. ^ r equazione polare dell' ovale prende la forma

y» _l_ 2 >• [a cos w -7- '6) — e = 6» , le due costanti a, h si posson supporre

dello stesso segno, altrimenti si ridui'rebbero col sostituire r — w in

luogo di w . Un' ovale cartesiana è il luogo geometrico dei punti M aventi

le loro distanze a due circonferenze date A, B ài sito e grandezza in

una data ragione; le congiungenti il punto M coi centri A,B seghino

le circonferenze nei punti D,C , la retta BC passerà per un punto fisso

della retta AB ;
poiché dal teorema di Menelao risulta -^Yf 7571 • tj/T»"-"-'

ed essendo per ipotesi costante il rapporto MD:21C si conchiude pur
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tale -^
^0

il rapporto ^. Parimente se un quadrangolo ABCD ha i lati

nien-
eguali due a due AB = BC = a, CD = DA = Ò , i vertici A, B fissi .neu-
tre gli altri due C,D ruotano intorno ai primi, il punto d'incontro M
dai lati opposti BC

,
AD descriverà un' ovale cartesiana; infatti nel trian-

golo ^i?il/ la BD bisettrice dell' angolo ABC determina sul lato AM= r
i due segmenti AD, D3I proporzionali ai lati adiacenti AB, BM= r'

r — h r' .r r'ovvero —^— = -, da cui ,- = 1.
^ a ha

Gli archi delle ovali di Cartesio furono rettificati dal geometra W. Ro-
berts mediante integrali iperelHttici (contenenti cioè radicali quadrici di
polinomi interi rispetto alla variabile e di grado superiore al quarto) e
lo stesso Roberts provò che la differenza fra due archi suddetti poteva
esprimersi con archi di elhsse. 11 Professor Angelo Genocchi sino dal-
l' anno 1855 enunciò nel giornale letterario di Torino II Cimento, voi. 6°,
fascicolo 7°, il bel teorema che ogni arco di ovale cartesiana è la somma
algebrica di tre archi ellittici; espose dopo la dimostrazione in una sua
memoria inserita negli Annali di matematica pura ed applicata, del-
l'anno 1864 col titolo: Intorno alla rettificazione ed alle jjrojmetà delle
caustiche secondarie, si fonda sulla seguente proposizione analitica.

L' integrale ultra ellittico v^ ( *2dz(p-i-az') \/ m-^z"-
./

^L i
ì \ {\+mzy{\-^2nz-'+^)

si riduce alla somma d' integrali ellittici di prima e seconda specie. In-

fatti ponendo (1) z^-h ^^==x, indi w a?+ m^ -+- 1 - X, 2 w 4- a; --^ Z, si

hanno le identità (2) (1 -!- mz"") [m 4- z^) =-'Z'X, 1 + 2 nz' -h z^ = z' X,

e r elemento infinitesimale di v assume la forma ^Cj^+g^^-) (m-i-£Y^ ^

z' X V^x,
per esprimerlo tutto in funzione della nuova variabile x, si sviluppi il

numeratore ordinato secondo le potenze crescenti di z^ e poi diviso per
z* X si elimini tanto il primo che l'ultimo termine servendosi delle egua-

glianze^ =pm -^-^^ - P^(^'--+-'^) £^_ Q^' q^' qmz^ q^-^ X X 'X~m~mX X X
ricavate dalla (2); si otterrà primieramente

(3) dv= \pm +^ ^^+ (l-m«) ipm-q)^ (l-m«) {pm-q) -\ 2 dz .

e poiché la (1) equivale all'equazione (^ ±- j = a; ± 2, per i valori di

z minori di uno si deducono F eguagfianze 2z = \/x +2 — V'x — 2
;

- = Vx-h2-h \/x~2 e da queste i differenziali 4 dz = ^^ —
Vx-i-2
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dx 4 (ìz dx dx

y/x-^-'l '^' \/x — 2 a/x+ 2
onde la (3) diviene

(4) dv = - _^^__(gziML _ (!-'->») {m - \y {q - pm) \ _

_ 1 (7jj r 2 -hj;m* (m— 1) (1 -+-my (q—pm)-

Vx-2 Un VXX, in sj X' X,

e per i valori di > 1 , si muta il segno di \^x — 2 . Le due parti di dv si

riducono alle forme normali di Legendre, facendo prima \^x — 2 =
m-r-l . , ,, . .

^r- cot 9 e ne conseguono 1 espressiom

dx (m-f-1) do' f^ m + \

<2.y/x-2 \/m ««^*?' sen ro

^ ,— m -h 1 ^ /l — h^ sen^ (? ,„ l-+-ìn- — 2 7ìm
V Z, = rV ' con h * =—r^———^— ,

sen 9 *^ m (1 + m)*

e gl'integrali ellittici

/" dx ]^ _p, .^^, , ^' (?.g ^ E{h'/^')-Fih',(?\

^ 2 v/(:c - 2) XX, »^-*-l ^ '^-^V 2V(«-2)XX. (m-M)'^" *

in secondo luogo scrivendo "V ^ 4- 2 = co^ 9", ne discendono le

„ , . -T dx m — 1 do" ./^ m — l/-^
formule simili = j^ ^pn^a" ' VX= —-7,

, V A, =

e si conchiudono gl'integrali / = — — TF{h",'y),
^' 2v/(a;4-2)XX.

'^"^

/

*
'^-^ = ^(7,y/-) F(7^VyO

(luj, e l'integrale della (4)
^ 2\/(^H-2)X^X, (m-l^/i'*

£+^^ ^
(>H-l)(P»^-g) ^E ih, 9) - i^ (/^', 9')] . Egua-

gliati i due valori di x si ottiene (m -h 1)' — (m— 1)' = (m — 1)' cot^ 9"—

— (m -!- 1)- cof^ 9', ovvero /i" sen 9" = h' sen 9'.

Risoluta l'equazione dell'ovale cartesiana rispetto al raggio vettore

r = \/c+ (rt cos w + &)' — (« cos ''» + &), si ha per sua derivata

dr arsent'^

d w ~ yc -r- (a cos '-j+ 6)'



— 151 -

ed in virtù della formula ds"^ = f?>'* 4- »" d w* facilmente risulta

ds ^/a*+ &2+ 2a&cosw + c ./ „,,„—r—^^
;

—

j- = /•V r-i r^T^— = V«^+ ò^ -4- 2 a 6 cos w + e —
(?w » c+ (a cos w+ 6)^

— (a cos w+ 0) X' 7 7T5 5 cioè 1 arco mnnitesnno del-
c+ {a COS o>-\-h)

r ovale si decompone nei due differenziali du=d(^ y a*-!-6"+ 2 «6 cos w 4- e ,

7 7 / , 7 X H A** -h 6^ H- 2 ft 6 cos w+ e
T, . ,. . ,,.,

(?y -- chi (a cos M 4- ^) v } rr; • il primo diviene emt-
^ e 4- (a cos w H- 6)«

tico di seconda specie mediante la sostituzione w = 2 9 , ed ha per inte-

grale u = —^— -B(^", 6) dove ^* =——7—T-yT^; r altro dv assumerà la^
A;

V ' -' e -!-(«+ 6)*

stessa forma iperellittica della precedente proposizione facendo

1 — mz^ . T • ,7 a-T-b— m(a — h)z^
cos w = -—

;

e quindi a cos w + t> = z—, ^ ,

, 2d0'\/m ,, n \ c+{a-hby .c-h-b^—a'^

\->r')nz^
^ -^ c-+-{a — by c-h{a—b)^

= mw, onde ne conseguono le relazioni mp — q=2am,'——— ^=

= b^a±m{a-^-b\h'^ = (^^ylJ^"^= (^)|, eperla (5) si avrà

v=--2bE {h\ 9')+2 b E {li'% 9") -& (1 - li") F{h', 9')-& (!-/*"-) F(h'', 9")-

La quale espressione si ridurrà alla somma algebrica di integrali ellit-

tici di seconda specie applicando il teorema di Landen pag. 31 cioè :

2 E{7i', 9')-(l - h'^) F{n\ 9') = 2 (1+ Ji') E {Jc\ 9 )- 2 h'sen 9', 2E{h", 9'0-
— il—h"^)F(h", 9'0=2 (l-hJi")E{k", 0")—2 li" sen 9'' sussistendo l'egua-

glianze sen (2 6' — 9') = h' sen' 9', sen (2 0"— 9")= h" sen 9'^ e le relazioni

k' = ^ ,7 , k" = ^ T„ fra i moduli; perlocliè l'arco dell' ovale essendo
l +• h 1+ h

4 \/ab
u— v sì esprimerà con la formula s = —~.— E (k, 0)—2 b (l+A')E (k', 0')—

— 2 6 (1 -t- h") E {k'\ 9") -h4:bh' sen 9'; dunque ogni arco di ovcde carte-

siana è la somma algebrica di un segmento rettilineo e di tre archi el-

littici. Inoltre dalle surriferite relazioni si ottiene e = ^
:,

=
m^ — 1

= (a (—-^) —b) (b — a ( ir) ) ; eliminando poi d ed l frai va-

lori di a,b,c espressi in funzione di 1, d,l risulta c=(a'^'—&") ( 1— rj ),
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paragonando questa alla precedente si deduce—-^ = -j— = -=-
,
quindi

, , 2 a/a ,
/f? , , 1 1 7 V « -, f? T

posto fc = r— ,

—

Y ' *^^ conseguono li= -j-, li = ^ ed u =-/ = -. i se-

mi-assi maggiori delle tre ellissi rettificatrici diverranno

iV^ = 26^^_^,^^^2(^^),2?,(l+/0 =
i!!^,

2^.(1 4-7^ =

2 À= —i—r^ {d -T- 1) ; che sono i respettivi segmenti -Aj A^ , FAi — FA^ =

= ^2-F4--44Ì^, ^2-F4-^3 i^ determinati dalla curva sull'asse focale. Per

ottenere le relazioni fra gli angoli w, 9, S basterà ricavare z dall'equazione

1 — mz^ .•- •
1 11 1 1 m + 1 , . 1 ,

cos w = , e sostituirlo nelle due z — =^ cor ? , -f- ^ =
l4-m0' z .^„j ^

= —-j^:^ coi 9''
;
queste facilmente si ridurranno a

y m

cos'i S6W w = se« 9 I fOS w 4-—
j

, cos 9 se/i &j=sm 9" 1 cos <•' -t- -^ j ;

eliminando gli angoli 9', 9" fra le precedenti e le altre due della sosti-

tuzione di Landen, cioè

sm i ( cos 2 0' 4- -
j
= sen 2 0' cos 9', sen 9"

( cos 2
^"-\~ -,\=cos'ì"sen 2 9

si giunge all' eguaglianze sen (2 ^i' — w) = — se/e 2 ^'-r-scn «, sew(2 9"—w)=

= , (sew'o — Àse«2 5"), dalle quali si conchiude che le ampiezze 5, 5', 5'^

so>2o identiche alle metà degli angoli respettivi w, &/', w' formati dai tre

raggi vettori con V asse focale.

52. — Il professor Alfredo Serret dell' Università di Parigi, l' anno 1845

scoprì un'infinità di curve algebriche rettificabili per integrali ellittici di

prima specie, ed il suo mirabile scritto sur la représentation gcométrique

des fonctìons elliptiques è stampato nell'undicesimo volume delle Mémoires
présentées par divers Savants à l'Académie des Sciences. Volendo giun-

gere con metodo elementare alla j^rima classe di curve del Serret si as-

suma per variabile indipendente r il raggio vettore diviso per il segmento

>dr
unitario, e l'arco sia espresso dall'integrale s= \^m^—h^

f -^ , dove

i?' = — >•"+ 2 wir" — 7i- ed i numeri mji significano costanti; a motivo

della nota relazione f7s^ = f?r--T-J*' d''^' ne conseffue'r^ ^-^ = :^, (r—mY',° dr- E-
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da cui d « = (rj:ii!!L^"= (7< - m) (r^4- h) dr + (7^.+ m) (r'- h) dr „

.

rE 2hrE •
^'

separino i due differenziali contenuti nel secondo membro scrivendoli

r \/2 {m - h) r' — {r'— lif
'

r \/2 {m -h h) r'- (>•' + hy
'

e mediante l'integrazione delle tre precedenti risulteranno l'eguaglianze (4)

rV 2 {m — h) r \/2 (m + Ji) 2 h

Eliminando ,5 e 7 fra queste si avrà 1' equazione polare della curva evi-

dentemente algebrica, se i numeri m ed h siano commensurabili. Dalle (4)

discendono le relazioni (6) — = \/2 (m—Ji) seri /S = y 2 {m -+- h) sen 7

,

onde il differenziale dell'arco riducesi alle semplici forme

}--+ h ^ 2 cos 7 y
^jg

. ,...-> 7.5 • -r .«/•- .- ^r ^ /m—Il fZ.S

Vi-C^-I)--/^
Simboleggi a l'angolo che la tangente al punto M della curva fa col

raggio vettore e p la normale abbassata dal polo sulla tangente, in virtù

della (2) si hanno le relazioni

(7) tang u = -r-^± ^—=^, {d,)p=rsen'x = =fc \.
'

ed il raggio di curvatura (9) p = --^— = —r^
—

-„ : i valori di » , p

devono prendersi positivi. Le dette curve sono esattamente quadrabili;

infatti dalla (2) si trova il differenziale dell' arco

aA = "-^ = ir'-m) din ^

2 4 y'_y*^2mr— 7i''

e preso r^ per variabile indipendente (10) A=C —
2; V—r*H-2mr''—/^^(*)

Di queste curve Serret espose una genesi geometrica, che trovasi

pure al paragrafo 569 del suo bel trattato di calcolo integrale. Facendo

mdr
{ ) Nellipotesi di A = o le precedenti relazioni si riducono a as=

\/m. d?' , „ »•
,

(»•'

—

rtì) dr ., ... i > i i- .

V 5 , dove cos 13 rr—= , d^'=i —— , il cui integrale e la linea tra-
•2 cosi? y.jOT r^ytm-r''

scendente " = — ore cos —^-^:^ -\- —- \/2 m — r^.

\^2m 2 r
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wt = 2 « 4- 1 , A = 1 le formule divengono R^= — r* H- 2 (2 n+ 1) r' — 1

,

^/-^/^/ n A ^ r'-l r'4-1

\ »- w -T- 1 / 2 >• V w 2 r V w 4- 1

— (w -j- 1) 7 ;
per eliminare gli angoli p , 7 si consideri 1' equazione

e = (e '")"
[fi ) dove i = v — 1 ed applicando il teorema di Euler

si otterrà cos w + i sen w — {cos S 4- i se« ;5)« [cos 7 — i sen 7)"-^', clie per

la sostituzione dei precedenti valori di cos S, cos 7 e di sen p = —
,

2 r yn
sen 7 = == si trasformerà in

2 /• Vn -T- 1

(11) cos w H- 1 sew w = i ^-^ —^^ ^—
.

Attribuendo ad n un valore intero positivo e sviluppando il secondo

F(r^
membro col binomio di Newton si l'icavano le formule a;=rcos'>j =

—

)r-^

,

y = r sen 'Ji = -~^ R ; sendo le funzioni i^(r'), /"(>•*) razionali ed intere

rispetto ad r^ e dei respettivi gradi n-r-l ,n. Se il numero n sia la frazione

irreducibile j , innalzando i due membri della (11) alla potenza b e poi

identificando le parti reali ed i coefficienti di i, si troveranno l' equazioni

F(r^) f(r^)
polari (12) cosio) — ~-~-^, senbw = ~^ R, dove i gradi delle due

funzioni intere F{r'^),f{r^) sono respettivamente a-r-h, a + h—l. La
prima delle eguaglianze (12) in virtìi del noto sviluppo di cos b w in fun-

zione di C0S(>i si esprime in coordinate cartesiane ortogonali (13) (x'-ì-fj^y'X.

[x^ — b^x^-'^i/^ -T-b^x^-* ij'—

.

..] = F{x''--r-i/'), sendo &r il coefficiente bi-

nomiale(r4-l)*"'" rispetto all'esponente 6, onde la curva è del grado 2 (a+6)

ed il suo arco rappresenta l' integrale ellittico di prima specie con il mo-

dulo 'V
——v; è chiaro che per n = - con lo stesso ragionamento si per-

viene ad una curva dello stesso grado, ed il cui arco rappresenta l'in-

/
j

tegrale ellittico di prima specie col modulo complementare 't/—^-^

.

Nel caso di w = 1 si trova la curva r^ (r^ — 4:rcos w -)- 4) = 1 che è

la lemniscata di BernouUi, avente l' unità di misura per semi-distanza

focale.

Per il valore particolare w = -^ la (11) innalzata a quadrato diviene

cos2 0) -^ isew2 w =—?-^ fr' — r*4-l — i(l4-r«)i?) {,—\+ 2r'--r-iR)\
>•* V27

ne consegue la curva sestica cos 2 w = rit— rettificabile con
3 r' V 3
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integrale ellittico di prima specie e di modulo 'X/ -x ; si ponga r^ = x ~{~

-h V 3 cos2w, la precedente si abbasserà alla cubica x^-\- 3})' x -{- 2 q'—o,
sendo i)'=— l-t-3 sen^2oì

,
q'=: 3 \/3 cos 2 w sen^ 2 w — 1 ed il discrimi-

nante q' ' +2)' = = 6 \/3 . sew' 2 w U \/3 — cos 2 «) . L' equazione polare

dimostra che la curva è simme-

trica rispetto a ciascuno degli

assi w = , w = -^ , onde basterà

)v-* solo discuterla nel primo qua-

drante xOij; variando l'angolo

&) da a r-ó , la cubica ha tre

radici reali positive a*,, a?,, a?,, e ai detti Hmiti due sono eguali così

per oì = o si ottiene ^, = 2, iCj = a?, = — 1 corrispondenti al vertice A

ed al punto doppio B, onde risultano OA =V2 4- V3 , 0B= \ \/3-1',

per w = :^ le radici della cubica sono Xi= — l , x^ = x, = ^ ed il raggio

vettore OC = \/2 tocca la curva nel punto (7 e la sega in I punto me-

dio di OC; infine variando w da :^ a -^ il discriminante è positivo, la cu-

bica ha una sola radice reale positiva e per m = -^sì trova la radice sem-

plice x,^ 2 ed il segmento 0D=\ 2— \/3. Tanto la variabile r che x

sono funzioni continue diw, l'angolo y. della tangente col raggio vettore

si determina per la formula (7) ; così nel punto doppio le due tangenti

sono inclinate sull' asse polare secondo angoli eguali, il cui seno è y3—l.
dzr V3 .

,

Il raggio di curvatura ha per espressione p = "

3 ^2 _ o ® ^i^^^o^^ ^^ ^^"

lore r = y | corrisponde cos 2 w = ^ \/3 ed w=zh3" 812", 2, vi saranno

due punti d'inflessione l'uno situato sull'arco BI e l'altro simmetrico

del primo rispetto ad Ox.

L' equazione (11) per n = 2 dà la curva sestica

Fig. 29^

4r^+27r^— 12r^4-l _
12 r" \/~3

= cos w ; che si costrui-

sce determinando prima

i punti di sezione con

l'asse polare Ox; ora fat-

to w =0 la precedente di-

» viene (2r''-r\/3-l)x

xG-2— 2r'\/3-M)=o,

che ha le due radici dop-
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pie OA = ^^-^^^^
, OB = V^+ >^^^

e le radici semplici OC= V3-

— V'2 , OD = V3 -T- V^2 , A e B sono punti doppi, ciò si verifica ap-

,. ^ - „ , , rd''> — 2r*-^5r' \/3cosoj— 9r«+ 2 .

pacando la formula tang z = —^ = —— ——

^

, i

due termini si annullano per la sostituzione delle coordinate di 4 e jB.

Come pure i punti comuni alla curva ed all'asse Oìj si trovano per w = ^,

9
cioè risolvendo 1' equazione 4 r^ + 27 r* — 12 >'^ 4- 1 = o

;
posto r^ — e — -

97 953
ne discende la cubica ^— 3. t-^+ -ttt- = o avente le due radici positive

lo 02 '

z' = 2,561030 , z" = 2,362058, alle quali corrispondono i raggi vettori

0^^=0,55771, Oi7= 0,334751. Gli altri punti della curva si costruiscono

mediante le coordinate bipolari, infatti scrivendo l' equazione sotto la

- 27 3 1
forma r- — 3 V3 cos '^^ -H t" ^ "i

~ 27"^ ^^ vedrà che il primo membro in-

dica il quadrato della distanza ì\ di ciascun punto della curva da un

3 \/3
punto 0' situato sull'asse Ox, essendo 00'= —^ e si dedurrà la sem-

plice relazione ì\= ^r~^\/l2r^— l\ la linea è evidentemente simmetrica

rispetto all' asse polare 00 e non ha alcun punto dentro il circolo de-

/T 2rV^6
scritto dall'origine colraggio'y ,-p • Dal raggio di curvatura p = » a_ ^

si conchiude che vi sono due punti d' inflessione M, M' situati alla di-

stanza OM — \/-^. I punti vicini all'asse polare si descrivono con in-

tersezioni delle circonferenze concentriche r e le parallele all' asse Oì/

condotte alle respottive distanze x = -5-^ ( 27 -f- 4 r* -+ ^—)

.

53. — Se il differenziale dell' arco in funzione del raggio vettore r avesse

per denominatore la radice quadrata del trinomio 72^ = — r* -f- 2 m r — li-,

si troverebbe

- dr K/ìn^ — h? . .. s / r — ni \
as = e qumdi — = arcsenì—^===^ 1

;

yirC- — If' — {r — mf ym' — h^ \\/m'—h^/

onde la curva rettificasi per archi circolari. Si otterrà l' equazione polare

osservando che la nota formula ds^ = dr- -f- r^ dw*, a motivo del prece-
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dente valore dell'arco ds conduce alia relazione do> = — — '-^ e npr

conseguenza scrivendo f? « = _ ^' , dS = =lMr
si avranno gl'integrali

l'eguaglianza e = e '^ e''''^ si conchiudecos«+iseww=(cos3'.— i.sewa)X

\ Yni-— k^ / \ r \/m^— li^ ì
'

Facendo
^'=;^37][ si ottengono le curvealgebriche diEuler cosw4-Ì5eww=

w-f-1 .
r jj, T1-+-1~

r4/ . , 7:Àu^S^ ~ ^^ -hiB)\ (n+l)r--— -hiB\ rettificabilim {yn {n+ 2))"~^- L n-+-\ J ,

con archi circolari per l'eguaglianza s = '^ V^^^C^+2)
^^^ ^^^(^iiim^^+l]

]

Inoltre per m—2, si avranno le semplici formule jB=('—r^+4/-_
^

\^^

'-^- ^ = '^'
.
"^ = (^^ V.l^T?) , ,. = 'l|i^= ^

*iwi^ edeloiroolooscuUtoreil raggio,=i^^^p
Per il valore m = 1 risulta la curva di sesto grado r'— 3r- \/3 cosoi-t-

+ 6 r — 2= simmetrica rispetto all' asse polare Ox
; posto r = x -h

n- V3 cós w si ha r equazione a?'+ 3 « (2 — 3 cos^ w) --f- 6 V3 cos '.j sew'w—

— 2 = 0, il cui discriminante è 6 V3 sew^w /'^ V3 — cos «) , onde va-

Fig. 30».
. ^

y,
riandò w da a 7: vi corrisponderanno

j .-;^ ^\ tre radici reali della cubica ed una sola

'f\o'<''^ *f ri'i'- radice reale, allorché w varia da 7;a7r.

I segmenti dell'asse Ox compresi fra il

polo e la curva sono respettivamente

04 = 2 + V3,OB = \/3-l,A,0 =2- V3, all'angolo w = ^ corri-

sponde il punto C situato sulla tangente condotta per il polo alla

(") De curvis algebraicis quarum omnes arcua per arcua cìrcularea metiri lieeat. Tomo XI,

della V Serie delle Mémoirea de V Académie Imperiale dea Sciences de Su Péterebourg.
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distanza OC = 2; la retta Oy normale all' asse polare sega la curva

nei due punti D, D' (che non sono vertici) situati alle distanze

2)'0 = 0D=r\/4 — V2. Il punto B è doppio, poiché i due ter-

..-,„. . r' — 2r \/3cosw-}-2 . •
^^ ^

mini della frazione '^-^ = tang v. si annullano per le

— rV 3 sen w

coordinate w = o , r = \/3 — 1 , le due tangenti in B fanno con Ox l'an-

golo y. = are sen (\/3 — l)- H punto di flesso i^ha per coordinate r=l ,
&>=

\/2
=areiang-^^ = lò'' 47' 35", 4; siccome l'equazione della curva si può

D

3 \/s 27 3 2
scrivere y^ — 2 —^— r cosm+ -r = r-^ > si deduce il secondo polo '

2 4 4 >•

q \/q q q

sull'asse Ox alla distanza 00' =v—|—
,
quindi r,' = - + -

, relazione

utile a descrivere la curva mediante le coordinate bipolari. Mutando &>

in 2 w ed r in r^ la linea si trasforma in quella discussa nell' esercizio

precedente; in generale siano r,w le coordinate polari dei punti M
di una curva, nella formula fZs* = r' (?w* -+- fZr* ponendo r = r,", o) = ww,

ds
si deduce ds = m\"-'^ ds, , ovvero dSi = ; dunque se Za cwrva s è

nyr"-'^

rettificàbile xw archi circolari e nella sua equazione polare f (rj ,w)—o

si sostituiscono r,* ad r, e 2w, acZw, la nuova curva s, sarà rettifica-

bile per archi ellittici. Invece scrivendo yr ed ^ in luogo di r ed w la

curva trasformata avrà il suo arco s, = 2
f

r ds , della stessa specie

della prima linea. Gli angoli che le tangenti alle due curve s, S, fanno

con i respettivi raggi vettori nei i^unti omologhi sono eguali, poiché si

trova tang y. = —r— = ',
^

' = tang ^, . Il geometra Nicola Fuss die il

teorema, le curve rappresentate dalVeqiiazione differenzialep=br—ar^, dove

a,b sono costanti positive, si rettificano con archi circolari; midiXiì essendo

r^- d',''
. , . . j rd'^ì

P ds
, successivamente si ricavano ds = j—^—: = \/dr^- -4- r' d w*,

(6 — ar) dr b dr a dr
. ^^^^^

f/ w = —^ = ; ovvero

r\/l-{b-ary r\/\ — (b — ary \/\ — (Jb — ary

integrando w-f-as=& / fi posto 1—7)-4-^?-—(lH-5—flr)f.
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rdt
,,

, ,,. . /7 Ti > e quindi
. (1 + 6)--f- (& — 1) ^

(1) w+ as —
.

are iang \/ ,—^ ;

inoltre dalla relazione f?s = —,

'

si ricava rts= are cos(&—ar);

VI - (& - arf

A • fo\ & — cosas , 2& .da CUI (2J r = — •

; dunque se —
,

= « e un numero razio-

naie, le curve sono algebriche.

Il professor Serret osservò che le curve scoperte da Euler sono un caso

particolare di quella avente le coordinate cartesiane x, y funzioni razionali

della tangente trigonometrica dell' arco z di cerchio che la rettifica ed in

una sua memoria, inserita nel Journal de V École Pohjteclinique anno 1853,

die le soluzioni dell' equazione indeterminata dx^ h- dy^ — A' tì ^ >

dove A è una costante.

54. — 11 differenziale ds — = si riduce ellittico per
Var'+&r*+ cr-'-t-l

la sostituzione r^ = -
, poiché diviene ds = -

; così
" 2 \/a 4- hu+ cu'+ w'

nel caso di J.= 1 , a = —1, 6 = e =o dalla formula ds = V r^ d^y'-r- dr

ne consegue -r- = . , il cui integrale è cos 3 w = —=r = r' ;

linea chiusa composta di tre foglie eguali e simmetricamente situate

Fig- 31^ rispetto all'origine, che è un j)unto triplo

.—

.

avente per tangenti la normale Ox all'asse

\ I \ / polare e le due rette w = ±: — |. Il suo arco
\

[
I ' "

\\ // • £ -i. • 7
^^' du

\\ // infinitesimo ds =
Vl—r' 2\/u'—l

per la sostituzione -^ =^{=l-t-\/3 tang"^ |

si trasforma in

_J. d(f_

y 2{73

V,_(^3) sen'cp

differenziale ellittico di prima specie col modulo eguale asewr^. Questa
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curva è il luogo geometrico del punto 31 avente il prodotto delle tre di-

stanze ai vertici di un triangolo equilatero pari al cubo del raggio del

cerchio circoscrittovi, infatti prendausi gli assi ortogonali Ox, Oy, il primo

parallelo al lato AB di un triangolo ABC e V origine nel centro del

cerchio circoscritto, significando con {a^ , — &,), (—a, , — &,) le coordinate

dei vertici A, B q con [a, h) quello del terzo vertice 0, scrivendo

0A= 0B=0C=c,3IA.MB.3IC= nf trovasi l'equazione (x^-^g' —
~2ax — 2by -\- c^) {x'^-k-y- — 2a^x-^2l)^y-{- e') (ic* + ?/' -t- 2 a^ a? -t-

+ 2 Z^i ?/+ e") = Ml^ curva di sesto grado, che nel caso di AB = BC = CA

e I
—

per i valori a = o, 2 &, = e, a, = ^ y 3 si riduce alla forma {x^+ y'Y +-

-{-2c^ yi^x^— y) -\-c^— m^ = o; indi per m — e, preso l'asse Oy per asse

polare diviene r'^ =^ & cos'i ^ ^ la cui equazione differenziale è r'=^c^

e'
ed il raggio di curvatura E = j—j . La stessa curva è la prima pedale

&
della linea r"» = c^ coincidente con la inversa r' = j^— , ed in coor-

^ cos 3 w

dinate ortogonali ?/' = —s
; che si compone dirami eguali e di forma

ó OC

ce

iperbolica con tre punti all'infinito situati sugli asintoti x=^0.,y=±——,

VI
ed è il luogo geometrico del punto avente il prodotto delle tre distanze

ai vertici di un triangolo equilatero pari al cid)0 della distanza dello

stesso punto dal centro del triangolo. Il suo arco si rettifica per integrali

r^ dr
ellittici di prima specie, ed invero ponendo r^=cu ne risulta ds-

v>
cudù , ,. w' dì)

come pure ds— at =— _ ec.

2\/u'—l Vpi<^—P')

55. — Le coordinate cartesiane di un punto 31 dello spazio si tradu-

cono in polari mediante le note formule {!) x= rsen p cos w , ?/= r sen o sem\

z = r cos p ; dove r significa il raggio vettore, p V angolo di questo con

r asse Oz ed w 1' angolo di Ox con la proiezione del detto raggio sul

piano X Oy. Il quadrato dell' elemento infinitesimale ds di una linea a

doppia curvatura, a motivo delle (1) si esprime con (2) ds^^=dr^+ r''dp^-\-

A dr^
-r- >"' sen^ p f?w^ e facendo le due ipotesi (3) ds^— , .,. , .,

—^, , r— m cos o^ ^
'

{a— r") (r

—

h)

con A, a,l), m grandezze costanti si dedurrà

\dr)'-

ntr'' — nf (m^ a -h wi* h -+- A) y^-f- m' {db 4- A)

r'{m'-ry {a— r') {r' -^ b)
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la quale pei' i valori A = — ab , m^ = r si riduce alla derivata -;- =
^ ^ a-hh (Ir

= avente per integraleC05^w^——=-( — ^ ) ;

(„,= _,.^)V/(a-r')(r'-&) «-&Vr^-m-/

onde fatto 6 = — ah , le coordinate di ciascun punto della linea saranno

(4:) .e- = —7ì—r^T (« — >")
, >/ = , ,, , ,, ,

^- = ^ (/< — 1) e la (3)
a(l-r-A) a^(l+ /i) o/i

^ '^

^ ^

per la sostituzione r" = « cos' o si trasforma in

-(r^.) se/?

Affinchè ^ sia reale il parametro h deve esser superiore ad uno; altri-

menti mutato h nelle (4), (5) in j, si potranno nelle formule risultanti at-

tribuire ad 11 valori positivi minoin di uno; dunque gli archi della curva (4)

possono rappresentare qualunque integrale ellittico di prima specie. L'ul-

tima delle (4) esprime la superficie sferica x'' -\- y'^ -h z^— ± s ^ v—r , il

cui diametro d= \ f-—r? e le altre due per la sostituzione di r" == dz

tratto dalla terza divengono x^ = -——^ — z-—- s^. ?/ = z—^ -f- ,-,°
\ -r-h IV— 1 1 4- /* Iv — \

e rappresentano due cilindri quadrici, l'uno ellittico e l'altro iperbolico

tangenti alla sfera e con gli assi rispettivamente paralleli ad Ox ed Oy;

X . z'
la linea s è pure situata sul cono y"^ — y -\-

_^ . Nel caso partico-

lare di /* = 1 , il diametro cZ ^ oc , la superficie sferica diviene il piano

xOy e la curva si riduce alla lemniscata di Bernoulli.

Siano a;,, ?/,, ^, le coordinate dei punti della linea inversa s, di s, al-

lorché r origine sia centro d' inversione e ) - la potenza : dalla serie di ra-

/V» J/ f^ !• / *

gioni eguali V ^^ T ~ T "= ~ ^i ricavano i valori delle r», y , z '\n

a;, y^ z^ ì\ T^

funzione delle coordinate del punto inverso e sostituendoli nelle prece-

denti (4) risulteranno le formule

X' V
^

dalle quali si conchiude che la linea inversa è l'iperbole piana ^ — -^. =— 1
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di semi-assi y. =
, ,5 = e distante dall'origine di ^-^ = y z* — 5-

.

a/ a y/aii

Volendo 1' equazione polare della surriferita curva sferica, si fissi il

polo suir origine ed il raggio vettore si misuri con un arco di cerchio

massimo, perlochè basterà sostituire le (Ij nelle (4) cambiando prima o

in —,r-^ e facilmente si otterrà (6) cos^ C^ = tti v^j r- ; oppure
2 ^

'
2 1 4- (/*'— 1) sm^ w ^

^

tang^ ^ = |
- — 1 j cos" (>> — (1 — h) sen^ e» identica a quella del n." 41; la

curva appartiene al genere delle lemniscate ed è un caso particolare del

luogo geometrico dei punti della superficie sferica aventi il rettangolo

delle loro distanze a due punti fissi della stessa superficie, eguale ad un

quadrato; infatti siano questi due punti F, F' equidistanti dal polo

dell' arco FO ^ OF' —te situati sulla circonferenza massima -w = ^ ;

detti u, V i due archi geodetici MF, MF', p il raggio vettore 031, l' la

ragione del rettangolo 3IF X MF' al quadrato del diametro della sfera, si

u V
ha l'eguaglianza sen -^ sen ^ ==^ le , e per i triangoli sferici 3I0F, MOF'

si ricavano cos u — cos t cos p -f- sen ^ sen o sen w , cos v = cos ; cos p —
— sen ì sen p sen '->

;
quindi trovasi 1' equazione polare del luogo

(1 — cos j cos py- — sen'^ £ sen* p sen^ &) = 4 A*' ovvero

cos i ± V se>^' e sew' w — sen^ =. (sen'' -. — 4 Ti^) sen' w -f- 4 A' cos* =

cos p — ^—;—!^-^
^

'-

: .

cos H -i- sen' e sen '>>

Affinchè la quantità sotto radicale risulti un quadrato perfetto dovrà

essere 4 A" ± 4 A cos s — sen' j = o , di cui una radice è 2k = l — cos t

,

il valore di p corrispondente al valore negativo del radicale sarà dato da

cos t — ( sen' z sen' oì— cos ^-^ cos' s) ,o sec e

coso = r z , oppure cos x = ,—

—

t ^
——y-

cos e -f- sen' s sen^ &>
'ir 214- tang s sen w

identica alla (6) per h = sec t .

56. — Il Dottor Lodovico Kiepert giunse alla detta curva supponendo

le coordinate cartesiane espresse per la serie di ragioni eguali

(1) j- = 1
=

i

= , essendo a,h , e, a,, hi, e,

(mt4-o,)- (hu-hb^y- [cu h cj-

quantità costanti, ed u significando il valore inverso del quadrato del

raggio vettore, cioè (2) x'^ -t- g' -ì- z' = -
; in virtù di questa eguaglianza

dovranno sussistere le due condizioni (3 j a 4- 6 4- (7 = 1 , a, 4- &, 4- Ci = o.
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y- )
= at( H- 3 a, H

\
, ed aggiun-

(IH/ Ulti """ Cfj

gendola con le simili, che da essa si deducono col mutar x in tj , e le

costanti a, «, nelle respettive h, h,, e, e, si otterrà

(4)
\CÌll)

~~
ézU^ (au-+-a,) {bu-T-bt) (cM-f-c,)

affinchè 1' arco s possa esprimersi con un integrale ellittico di prima spe-

cie sono necessarie e sufficienti le condizioni (5) cc' b^ c,4-fc'c, a, -j-c''ai bi:=^o,

, ,^, a- b^ c'^ a. b, e, ,, .
,abc — o; ovvero (o) —f- ,- 4- - = , \- j -}- ' —

. \\ sistema (3),
ftj U^ Cj et e

(5) avendo notato con ). una costante positiva, è soddisfatto col porre

che sostituiti nelle (1) conducono alla curva sferica di Roberts. (*) Invece

risolvendo il sistema (3), (6) si trovano i valori a,:=a{b — e))., 6,=
b [e — a) ). , e, = e (a — Z^) X e per la prima delle (6) la condizione

a , b , e
^ 7. 7; =-

,

b — e e — a a — b

la quale mediante la (3) diviene 4 ac {a +c) 4- 4 Z;c (& 4- e) -t- 4 ab (a +-b)~h-

-h3abc — l, ovvero 4 {ab-\-ac-i-bc) = 9abc-+-l. Rappresentato il pro-

dotto abc con l' indeterminata t , le costanti a, b, e saranno le radici della

V
cubica (7) v^ — v^-i-2 {dt-r-l} — t— o;& motivo delle (1) ciascun punto

della linea ha per coordinate x^ = —]—«{b — c)"^, y^= H

—

, (c—a)l,

e e
5?"^ = - 4

—

I
(a — ?>) > ; dunque la curva di Kiejpert è prodotta dal segare il

Il il

^ì yì ^ì
cono qiiadrico —^ f^— = 3 (xM - ?/' 4- ^') con la superficie quartica

(*) 11 Professor Kiepert ha indicato una linea piana trascendente, il cui arco «

da
rappresenta qualunque inteijrale ellittico di prima specie; poiché dalla relazione — =

dx

^ 1 ji ^ • • ^^ ^^^^
j i 1 li. ,= r— aoveA;'=- ;, si ricava — =;

—

—
, ed integrando risulta la curva

(eoa X -+- y a'' -+- cos" x\

a /'

ovvero cosx=- \e'^ -\- e~'^) ^acoahy; nel caso di a= o viene cZ^= cZx <an^ a;, e quindi

e^co«x=l, linea rettificabile con integrali parabolici.
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X^ «I ^i

7 1

—~
1 T= ^- (.^' 4- y'

-f- ^')^ e .si rettifica mediante V ìnte-— e e — a a — "^ '

graie ellittico di prima specie s = / j^ , dove si hanno

(4«^ -\-im -^ q)-

p = éy- [{a — h) {h — e) -^ (h — e) (e — a) -he— a) {a — h )]

2 = 4 ),^ (a - h) {h - e) (e - a).

57.— Il geometra Bootli rettificò per integrali ellittici le curve quar-

tiche risultanti dal segare la superficie del paraboloide di rivoluzione

^' + 2/^ = 2 rz col cilindro ellittico (od iperbolico) — it
^^^
= 1 ; e le di-

stinse coi nomi di ellisse (od iperbole) logaritmica; in quantochè la dif-

ferenza di due archi associati sia riducibile ad un integrale logaritmico. (*)

Si esprimano le coordinate dei punti comuni alle due superficie in fun-

zione di una sola variabile 9 scrivendo per il cilindro ellittico x = a cose.

t/ =^b sen 9 ,
« — h- — e', e quindi z = ^ -. Aggiungendo i qua-

drati dei loro differenziali con brevi riduzioni si ottiene

1 P /
s = - # d(p yb^ r'' -T- e' (r' +- e') sen^ 9 — e' sew* 9(1)

notando con x. = — ,
— x,=^l le radici del trinomio sotto radicale,m n

si potrà sostituirvi il prodotto e' {x, — sew* ?) (aj^-f- sen'' 9) e posto tang 9 =

— VI — n tang w , Jc' = m -r-n — nin , a motivo delle relazioni sen^ 9 =

{\—n)sen^M , 1^/:; d^ , »•-

1 — n sew w '
' n 1 — n sen o) ' ' ^ e

—j— che ne conseguono, si troverà

r \/m)i Jn ^^— wsew'o))»
~~

w — m / fi—wsen*w)*'

Quest'integrale è decomponibile nella somma d'integrali ellittici di prima, se-

conda e terza specie e di un termine algebrico; infatti differenziando l'espres-

/ "
. .... . •

A'') = V 1 — ^'' sen^ ''> e poi moltiplicati i due membri per -sen
'^) cos ''>

nsen^'-y

(*) Philosophical Tranmctions of the Roynl Society of London for the year 1SÒ2.

Parte II, pag. 311.
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mediante l' integrazione per parti si trova

In luogo del binomio 1 — {n +2) se;rw si scriva -^ —^^ —

e nel secondo membro all'espressione frazionaria contenuta in parentesi

si sostituisca il quoziente - sew^ w — ( —^ ) -\—^t^ =—r , onde la

j ,, ,. T ,SewwCOSwA&j 2(W-^1) /» (ZwAf.)
predetta eguaglianza diverrà —,

i
^ / — r-r +° \-r-nsen^M n J (1 -f- w se«'<»)''

,
(n-f-2) /^ (^,)Ao) _ fc2 y^sC)f'.Hl''y ^•' /'(Z&J

' « J 1 -h'wsen^w ~ w ^ Aw ^ì' ''
"^

' J \(,ì
'

-f- - {n -hi) I jz.
, - ;

la quale in virtù delle relazioni

J \-\-n sew' w n \ n } J A w

conduce al ricbiesto integrale (3) 1{\~\-n) ( ,- ^—r; =
^/ (1 4- w se«' w)

= , r-^^^-r--E«— (-4-1 )-F^.>4-( h-w + 2) Om !

onde mutato ?i in — n si conchiude 1' arco di ellisse logaritmica sotto la

„ ... r \/mn 1" nsen^cos^àiM »i /, \ -r,forma (4) s — ^ r-*^ : = ; h -E'o 4- — [l— n] F^-j-
2{n — m) \_ l~nsen-o, n \ J

4- (
j
{n — m) II {—n , fc, w)

; e per w = ^ si avrà il quadrante

della curva esprimibile con integrali ellittici completi di prima e seconda

specie, in virtìi del teorema dimostrato alla pag. 132.

La tangente al punto M dell' ellisse logaritmica s fa col piano x Oy
lo stesso angolo che l' arco infinitesimo cls fa con la sua proiezione or-

togonale ds, = Vd^^^^' , ovvero tang 9 = di^_ Jc^'- b') sen ^ cos ^ ,

aSi y y a^sen-(p-T-h''cos^(p

x^ w'
e siccome nell' ellisse - 4- ?-, = 1 la normale abbassata dal centro sulla

a^

tangente ha per lunghezza ^J =>/ a" cos' / 4- &'sew^^ e per equazione
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?/ = T fang(p . x, simboleggiando V angolo ). della normale con 1' asse mag-

. -, , ^ ^ «j a fl
—{a*-6*)sew>cos> ^

giore, SI deducono tangl —- j- tangrj), tang9= —==^=== . Ora
" r\/ a''cos^'>-7-b^sen''t.

f?s, = 2^(^ ^ -^ 7^2 ^^^- ì formula dimostrata alla pag. 109, ed essendo

cip (à'—b^)sen'>.cos'>- ^ .,

-^ = . = r tang ,

»^ Va' cos' ). 4- 6' sen' X

d'P
J-. _ i ^ 7 2x («' cos' > — V sen" l) d\ _ r d^

dK^ ^ '
l cosali

, , _(?s, i^fZ"/
,

rd^ Ci Ì.-Ì. 1-11 i- ?) • o
SI avrà ds = ~,^ = -—^H :rj. costituendo il valore di -^ in fun-

cos^ cos^ cos^ cosO

zione di ^ , e poi integrando si conchiude

(5) s = - p\n VV- r- 4- e' (r' ~ e') cos' ). — e* co^ l-^-r 1

E evidente che posto ^ = q — 9 il primo integrale contenuto nel secondo

membro a dififerenza del segno coinciderà con l'integrale fi) preso fra

i limiti ^ — 9 e -^ ;
perlochè significati con A e ^ i vertici del quadrante

della curva corrispondenti ai valori e ^ attribuiti a 9, ne risulta la relazione

AM—MB = r I -^—MB = r j

dunque la differenza degli archi Ali , BM eguaglia un arco dijoarabóla

conica, il cui parametro principale è 2 r. Osservando che il differenziale

d > V («, — cos^")^) (ojj -+- cos^' ).) per la sostituzione tang "k =tang r»\/l —m ,

si trasforma in —t^^=J- ^^ —r-,, si deduce potersi ottenere il primo
Vmn (l-wism^.>)" ^

integrale della (5) dalle formule (3) scambiando fra loro le due lettere

• j-/e\ ** \' mn r msen'y'cos'-ì^'ji ,_, n ,. ,„
m, n, e quindi (6) s = ^ r \

ì i
"^^''^ -^ - (1—»n)F'.)-2{m—n)\_ 1 —msmw m

(1 — m)(w — m)„, , ,1 ,•'5 fZ9 ,, ,„ ,.— '^ ^-'^ II (— m, k, w) \—r / —5-T . Coir eguagliare 1 se-

condi membri delle (4), (6) si trova un teorema di Legendre relativo

alla permutazione dei parametri negl'integrali ellittici di terza specie.
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L'iperbole logaritmica si può rettificare con integrali iperbolici • cia-
scun suo punto si determini per le coordinate x = a cos Im, y = h senhu

C^ COS' lui lì
'

'

"^
27 ^ '1^'°^^ ^^ derivata dell' arco cr rispetto alla variabile u

. fh _ c« /- ____
'^"^

(hi- 7 V(c05^/m-.rJ (cos^Jm-i-x,) sussistendo le relazioni

e come sopra posto x, = I
, ^, =

^^^
- 1 , k^ = m + n - nm mediante la

sostituzione tanghu =-^ tanghv, Miv = y/F^^s^^i^ZIX ^i trova

; _ (1 - n) y/^ /"'^ fZt'.A^y
* m — n

J^ {X—ncos'liv)-

che riducesi alla somma d'integrali iperbolici di prima, seconda e terza spe-

cie con l'identità {?>') 2 (l4-«) /
rZ^t A ;»t _ _ n senhu cosliuAhu

^ (^ ~^ rj ^^" -^ ^''- (2 -^ « -f- ^") P^<
, dove si hanno le notazioni

^''^
I U7('^"= I <^uò.hu,Pn= f" ^^?L_

«/" ./ o J ^ (1 + WC05' /»<) A /m
•

Pertanto il geometra Booth misurò la suddetti linea per integrali ellit-
tici, con metodo simile a quello tenuto per l'ellisse logaritmica; infatti lanormale p condotta dall' origine sulla tangente al punto x, y dell'iperbole
direttrice della superficie cilindrica, fa con l' as.e trasverso un angolo / dato

per l'eguaglianza tang ). = _ g; onde le coordinate x, y, z dell'iper-

bole logaritmica si ricavano in funzione di ). dalle proporzioni

-^L_

-

. y' _ 2rz _ 1
a* cos^ X 6* sen^ l ^Ù^^T^Pb^^^^ ~ a' cos'I - V sen^.

e calcolati i loro differenziali si dedurrà

^T ^ a^^ [a^r'—cHr'-c')sen' 1— c'sen' ),]
2"_

^^^' r{a'cos'l — h''senlY
~

_ «' V e* , ____
ria'cos'Y^lF^I^^ V{x-senn){x.^^sen'l)\

.
x,—x^= —— ^x,x.,= [^—y Si trasformi la derivata precedente

con la sostituzione

''""^ ' = r^r~L, e posto ^-^±^ = j,.
arx^^i^c^x^, -lj±3-jx,~i-x,COS O ^ x.-Jr-T.^ '^' /,^/•^_L^^ — '

,

- =1'
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si otterranno le formule

dl = y/a?, x^ (xi -r- x^) cos y d'f eh _ V cos^^jiclc?

{x,^x,cos''p)^o ' r " cW X, -hx,{l-l sen\y A9
*

1 X
Introdotti i simboli n ~ x,, 1 — '—

, ne conseguono le relazioni sim-m x^

, . , ,, 7/1'- »* ^•^'

—

wn a' n^{\ — m) Ir
metnche A- = m -\~ n — mn ,(——,-;= , -; = -71 > -;

~
n e- m e* K — mn e*

(1 - n) A:- (7) ^ ^ ?? (1 — n) {m ~hn — mn) r cos'(?d'^ E que-

st' ultimo integrale si ottiene con l' identità

r cos' o d'i _A'— l\r. / 7 V ,
n-i-l r d'f^(?

^^ J (l-f-wsm'9)My \n-^kO^^^'"'' ' n-hk'J {l-hnsen'^fy

e la relazione (3).

Chiamando V anp^olo formato dalla tangente alla curva col piano

xOjj , si troveranno con lo stesso ragionamento tenuto per l'ellisse loga-

...
1 1 • • . f,

e- seni cos y> rd^ pd't-
ritmica le relazioni tana = —

, a? = —t~i — -——p .

11 primo termine di questa differenza è 1' elemento infinitesimo dell'arco

della parabola, asintotica all' iperbole logaritmica, e generata dal segare il

paraboloide di rivoluzione col piano y ^ - x\ poiché questo passa per

l'asse Oz , la detta parabola essendo identica alla curva meridiana x" —

= 2rz , )/ = ha, il parametro eguale a 2r. L' altro termine '^—
to espresso

in funzione della variabile / diviene

fj\ (.1 .— y/a'v"^ -T-c'(c'— r-)sen-l — c'sen'''). = - di \/(«i— sm'À) (x^-^-sen^l)

X X sen^ o
e per la surriferita sostituzione sen' ). — —'

—

j— si riduce alla forma
'^

a?3 -T- a\ cos o

a" r COS' 'Si d 9
;
quindi ne conseguirà la differenza (9)

01^ — o-ì
— 2 ni (1 — m) Vmn /-> ? cos- 9 df _ rVmn

' ' ^ m-T-n — 2mn ' Jo (1 — m sen^ »)" A o~m - f- r — 2mn

\'l(l-m)F^^ -4- E, - '\''^'^ '''^^'^'] - '• (^ 7 '''^ ^^^
n(-m,A-,9)

\jn ^
l — msen-

'f J m v
>

'r/
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in virtù delle formule (3), (8). Allorché 1' angolo 9 eguaglia un quadrante,

gli angoli corrispondenti )>
, y saranno determinati per tang 1 = ± j ,

sen «p = —-- e per questo valore 1' equazione (9) darà la differenza finita

VI
fra i due rami infiniti dell' iperbole logaritmica e della sua parabola asin-

totica.

Le due curve ellisse ed iperbole logaritmiche furono pure chiamate

dall' illustre Booth sezioni iperconiclie, e siccome un piano parallelo al-

l' asse Oz del paraboloide sega questa superficie secondo una parabola,

la cui proiezione sulla base del cilindro è una retta, le proprietà descrit-

tive delle coniche si estendono alle iperconiche, sostituendo archi para-

bolici alle rette; ad esempio i teoremi di Pascal e Brianchon si enunciano :

Se un esagono avente per lati archi parabolici è iscritto in un' iperconica,

i lati opxiosti si segheranno a due a due sopra una parabola. In un esa-

gono avente per lati archi parabolici e circoscritto ad un' iperconica,

gli archi parabolici congiungenti i vertici opposti passeranno per un

plinto fisso del paraboloide.

La quartica risultante dal secare il paraboloide h - = 2 ^ col ci-
^ .° ^

q qi

lindro di rotazione a;' -h ?/' = r'' è una specie di ellisse logaritmica. Fatto

. ,. r^- (cos"";! , sen^(p\ r r , .

X — r cos C3 , «/= r seìi 9, qumdi z — ^ [ ) , = a, si
•

-^ ^' ^ 2\ q qy ) q q,

avrà y — r \/\ + ^'^ sen^ 9 — /'' sen' (p= ri Vi^i — sen' 9) (x., -f- sen^ ©)

dove a?, iCj = -j , iCj — «2 = 1: indicato con n un numero positivo minore di

uno, scrivansi a;, = -
, r», = 1 e per la sostituzione tang 9 = tang mY,

X vi — n risulterà ds — —^
r-,

—
\—rs \ in cui il quadrato '

n (1— nsen ^Y
^

del modulo è fc' ;= w (2 — n)\ per 1' applicazione della formula (3) potrà

esprimersi 1' arco s mediante i soli integrali ellittici di prima e seconda

specie, cioè (10)5 =^
,

LEw -f- (1 — w) F'.^ ^ 5 .

'iy/\-n\- l-nsen'o> J

In simil guisa la sezione o^ del detto paraboloide con il cilindro iper-

bolico equilatero x''— g'= r' si rettifica ponendo x — r cos hu ,7/ = r sen hu

,

. j. rWcos'^hu sen'^hu\ r r ^ ., , l • •

quindi z = -
\ i ) ,

- H-~ = A, ed agevolmente si giunge
2\ q q, J q q,

°

alla derivata

_' = r \/l,^cos''hu — (>,'— 2)cos'/m— 1 = r)., V{cos''hu—x^){cosliu-^x.,)
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2 11
insieme all' eguaglianze Xi — x.^ — 1 — . ^ , a\ jc^ = — , ic^ = 1 ,/(;*=l-r-

-f- (1 — ny con n minore di uno. La sostituzione tanglm =— tangJw
\/l — n

conduce all' integrale t = —
,

/ t-j-tì > che si sviluppa
A/l — n^" (1 — wcos'7iy)'

*^^

per integrali iperbolici di prima, seconda e terza specie mediante la for-

mula (3)— La linea s comune al paraboloide h — = 2 ^ ed alla sfera

x"^ H- .?/' -\~z'^ = 2 rz tangente nel suo vertice, si può rettificare con il metodo

X 1f Z cls ììl^
d'inversione; poiché applicando le formule - = y'- r= — = -_— =r —^, dove

m^ esprime la potenza ed /'i*=.y,*+y,-+-/?,', si troverà per la linea .s, inversa

di s la conica piana ,r,«
(^
— ij +,?/,^

(^^
~ ^) ^ (l^) ' ^* ^ 27' ^^

quale nell' ipotesi di r > ^ > g, è un' ellisse, avente 1' arco infinitesimo

j m' ^ / fl - . , m* ., . , , Q—Q,
ds.=:r- \/ —^— rt o A <p, 0," = -.—-, —^ (1 4- nsen^o), sendo w=--^'

2i- » r— (7 ' ^ '
' 4:r{r — q^)

^" r—q

ed il modulo Te — 'V/ ; dunque il differenziale dell' arco della quartica

sarà (Is = 2 (r — a.) "1/ —~— z
——^^— , da cui si deduce

^= 2 e- - e,) V.-^-, X [(i + i-) n , _ V,] .

La curva s giace pure sulla superficie conica x"-

1

1)-t-2/\ 1) — ^''

e coincide con la proiezione stereografica della detta ellisse ove prendasi

m' = 2 r'; nel caso di r = 2 la linea s è la circonferenza d' intersezione

del piano y — z 'y —~— col surriferito paraboloide ellittico. Quando

sussistano le disuguaglianze g*, > r > g, la curva trasformata è un' iper-

bole, e servendosi della surriferita variabile u si troverà

ds = 2(r — g.) V —^

—

z j^— , dovew=^^

—

- eh—\/^" r r — al—ncoshu r—q * o

Proiettando ortogonalmente sul piano xOy l'intersezione del cono el-

littico od iperbolico a''
x'' ±: h''

y'^ = A r z"' col paraboloide x^-r-y'' = 2rz

sì trova una linea di quarto grado identica alla pedale del centro del-
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1' ellisse (od iperbole) piana sulle sue tangenti, poiché elimiranrlo z risulta

la lemniscata ellittica od iperbolica {x^ -\- y'^Y = cC x"- ±:ò"_//\ ed in coor-

dinate polari o' = a' cos' M ± If scìi'm . Queste curve sono rettificabili me-

diante integrali ellittici di terza specie; infatti per la pedale ellittica risulta

ls_( ^^(JpW_{a^
hy
~ V ' (W) " V«'

e fatta la sostituzione tanr/M = - tang 9, si ottiene l'integrale s= —^— U(p—

— ì) Fv ; dove il quadrato del modulo è k- = 1 • = —
, ed il para-

fi- a'
^

a" ifc' . &2
metro w — ^-^ — 1 = z —, ; in altra guisa jiongasi cot w = — tang ^p e

¥ C
con facili calcoli verrà s = — ni/ avente lo stesso modulo Z: = — ed il pa-

rametro negativo m = — 1 H—r . Per la pedale iperbolica si muti h' in

ds— l>- nella surriferita derivata y~ ^ Poi ^i faccia la sostituzione fang''> =

, SI troverà 1 arco espresso dallmtegrale s = ,- Hy

;

hVa'+h'cos'f ^^

in cui si ha e = ya^ -h h'' , il modulo Te— ~ ed il parametro « = t^ — 1
e

circolare logaritmico, secondochè a sia maggiore o minore di h (pag. 50).

Le pedali delle coniche coincidono con le linee inverse delle loro polari

reciproche a' x- ± h^y'* — 1 rispetto al polo preso per origine d' inversione

e la potenza Wi* = 1 ; a due archi dell' ellisse od iperbole aventi la diffe-

renza rettificabile con un segmento rettilineo, corrispondono nella pedale

ellittica due archi a differenza circolare logaritmica.

La linea s d' intersezione di due superficie quadriche si rettifica in ge-

nerale per integrali iperellittici, così le coordinate dei punti comuni alle

due quadriche ax- -f- hi/'' -h cz^ — l, o, x- -f- 6, ?/' -f- e, i?' = 1 si esprimono

con le formule x^ = In + m , qf = l^u-^ w, , s^ = l^u-\- m^ , dove ti è

il quadrato del raggio vettore, le costanti sono legate dalle identità

Z-r-Z,-7-Zj=l , m-i-m,4-mj=o e si esprimono con funzioni razionali dei coef-

ficienti a, b, e, a^, 6,, e,. Prendendo le derivate delle variabili x,y,z
1

. ,, , . ,^. ds \V P
,

l'
,

l,' y fin)
rispetto ad u si ottiene v-= t;- ^ f- v h i

— = —,du 2\ju~hm I^^c-hm^ I^h-t-ììi^j \/w(u)

ed i polinomi interi f(u), y (n) sono rispettivamente di secondo e quinto

grado.
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58. — La superficie del paraboloide di rivoluzione limitata dall' ellisse

logaritmica è quadrabile cou integrali ellittici, {*) infatti si decomponga

nella somma di rettangoli infinitesimi, i cui i lati sono archi di parabole me-

ridiane e di circonferenze ad esse normali. Siano 31, M' due punti infi-

nitamente vicini di una parabola meridiana, detto « l'angolo della nor-

male al punto 31 con 1' asse Oz del paraboloide, si deduce 3131' = —r—

(pag. 33) e la distanza 3IP di 3L dall'asse Oz ha per misura rtang y.\

onde indicato con d '>> V angolo di rotazione della parabola, 1' arco infini-

tesimo del parallelo si esprime con r tangy- . ch> , e perciò cPS= —tj— dy-chr,

integrando prima rispetto ad y si trova (l) S = — i d^i^ l —^ — 11,

perchè 1' area deve annullarsi insieme con y. . La relazione fra i due an-

goli y ed w si ottiene osservando che tang w = - r= - tang 9 , ed ^ è la

proiezione di 31F sull'asse 0>/ , cioè b sen fo — r tang y sen '>> \ ovvero

1 /—,—-; 7^
;-

• 1 a' — 6'

tang y ~ - y a cos'<{> +- b sen 9 e per conseguenza scrivendo -^ -^ =

b^
le", 1 , = n SI troveranno

' a*

sec y.^- Va' - r' A 9 , ,5 = *-J^ / \
^^'^

,
[-, Via^-hr'y (a of - il

r ^ S a J 1—n sen^ (p\_r^ ^ ^ / \ ./ j

In virtù della identità

_M^ =p \l sen' , - *' (^' -. 2) + (1 + g)' '
. 1

l-h«se»'9 A9|_« n \n / \ nj \-\-nsen '^_\

risulta (2J
r-Ìl<^2f^^-^l{l^^l)F,-lE,Ul*^'nr:

^ J \-^nsen'o n \ nj n ' \ nj '

do
in secondo luogo l' elemento :;

'—3— per la sostituzione tana o = u°
1 — n sen- 9

'^ "^ '

diviene il differenziale di arctang {u yl — n) ; dunque la pre-
yl — n

cedente formula dell' area si riduce alla espressione (3) S = -|-

3Va'+ r'

-T- ,5- A/«' -\-r- Eo ~\
" n (—n , A: , tp) _ - are tang ( - tango ) ;3r 3aVa'-i-r' ^ V^ /

(*) PhilosopMcal Transactions of the Royal Society of London. Voi. li-J, pag. 53,
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in CUI posto
'f
— - e moltiplicata per 4, si avrà l'area della calotta para-

boloidica terminata all'ellisse logaritmica.

Se invece la curva limitante la superficie del paraboloide sia l'iper-

bole logaritmica facendo x = asecf ,ìj = b tangcp si deducono le relazioni

tang "^ = ~ = - sen ?, d w = ,^,-..^1,^ e la proiezione di 2IP suU' asseX (.V tv ~T~ O òvftì Cp

0)j sarà n tango = r tang y. sen^ , da cui tang^ « = —;:;

—

~ -^ ovvero

1

sec-y. = ^ insieme con ¥• = -r——
-, , quindi la (1) diverrà

r cos 9 a^~\~r- ^ ^ '

(4) s~^(ar-^A r__Aii^^ry_^_b_r^ r_^' 3ar^ ' ^' J cos'oil+nscn'^p) SaJl

dove il parametro n = —, . Ora è facile ottenere le due identità^
a^

cos' 9 (1 -f- M sew' ») w(w+ l)(l-|-wsm'»)A9 \ m(w-M)/A9 '

,

{l— 7c^Y tang^'p ,^, ,, ,,,, rtang^odo , ^

e perciò (() *S-— ^^

—

- ^{n,Jc,(p)-\ ^^ ^=1:—~i'9-i-
3 ab \/a' i- r 3 6r Va' 4-/-'

4- q-. V^f*' + ^' {tang 9 A 9 — £? 9) — - are ^a«^ ( - sew 9 ì .

Nel caso particolare di k = si ha r — h , ed a motivo dell' identità

/ z
^^

—

r- = —- are tang {\/n -t- 1 tang'f) , la precedente for-
. « 1 -|~ fi scn 9 \/n -!— 1

mula si esprimerà con segmenti di rette ed archi di circonferenze, cioè

o aw-m-w ,

^'
,

(Va'-r-b\ \ b^ , fb \
S = :^ ya-h b tang 9 4--^ ^>"c tang I tang 9 1 — q ^^^ ici^^ff { - «ew 9 )

59. — La spirale (1) o=aw della superficie sferica si rettifica per

archi ellittici, poiché risulta ds- = do'' -t- sen'' d'>^- = dp'' ( 1-,—^sen-p
j ,

da cui s = / (Ih—2 sen* py dp , e posto P ^ n — ? ^i ricava
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con il modulo h = -

, ; la detta linea sarà algebrica ove a sia il

Vl + a*

numero razionale — : fissando 1' origine al centro della sfera, e l' asse
n

Oz che passi per il punto ('^> = o, /) = o), il piano xOz coincidente col

piano da cui si contano gli angoli '>\ le coordinate ortogonali del punto

'ilM essendo z=^cos p, tango) := -, si eliminerà w fra questa equazione e

la n p = m m .

Altre curve gobbe trascendenti e rettificabili per integrali ellittici sono

le elici coniche e cilindriche. Se la tangente nel punto {x, y, z) di una

linea situata sulla superficie f{j', y) = o fa con l'asse Oz un angolo 7 de-

dz
terminato dalla formula cos''/^=-, ^m numero costante, la curva se-

gando tutte le generatrici sotto lo stesso angolo prende il nome di

elice ciUndricn ; dalle relazioni c7.s* = dx^-+- dy^ -i- dz^, dz = mds , consegue

ds = —z== \^dx^-hdy*\ i^erciò l'arco s dell'elice ha un rapporto
Vi — >>i*

costante con 1' altezza z e con la sua proiezione sul piano xOy ed è ret-

tificabile per integrali ellittici, quando lo sia la linea direttrice {f{x,y) = 0,

x^ ?/*

z ^ 0): così nel caso del cilindro ellittico -, 4- , i = 1 risulta

s = ^
e(-,(p), dove e ^ \/a'— b'

.

Si consideri una linea s descritta sulla superfìcie conica f y > )^=0,

l'angolo 9 della generatrice con la tangente nel punto (x,y,z) è dato

. xdx ijdy zdz ,. ,. j 2 , , ,
. , iper cos 9 = ---+-^ -^H \ a motivo di r — x -ì- ?/* -f- Z' si deduce

^ r ds r ds r ds

dr
X dx -\- y dy -T- z dz = rdr, e quindi cosO = y . La curva s intersecante

tutte le generatrici del cono sotto lo stesso angolo 9 , si chiama elice co-

nica, il suo arco è proporzionale al raggio vettore, cioè s = mr. Per il

x^ u^ z^
cono ellittico -x H- \-, = -, , sostituite le formule x = r sen p cos o)

, y =
a^ h^ c^

.
7 ^

• ..• . ,
«'&'

= r sen ,0 cos w , z — r cos « si ottiene tang^ p = „ , , s
—-^^ 1

—» ,

, . , sen p cos o (a'^ — b') senM cosM d'>i
, , . .

da CUI dp = 7 5 ìT 5
, questo valore posto in-

a' sen' w+ cos &>
-^ ^

sieme con ds^mdr nella nota relazione ds^ = di'^ -r- r^ dp* -ì- sen^ p d''>^
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conduce all'eguaglianza {m'-l&^'^ sen' o P<'^'^(«'-^')'5e«=r„cos'o3 1

ovvero a motivo di m = secO si ricava

(1) — ± ab tango cIm . / nUJì' ^n „.~ ttt-s -^

—

confacili riclnzici il precedente differenziale diviene l'ellittico di terza specie

(2) — = ± ^'
^^'^S> ^ f^ 9

indicata con . la base dei logaritun neperiani e con . un arco di ellisse sfe-
nca (nun. 43) risulta (4) .^ . sec 9=sec O.e^^ '"-

\ Crescendo . da zero
ali infinito nell'ipotesi di a> h l'arco . è crescente ed il ra^.io vettoreumenta da uno all'infinito; se ad . si attribuiscono valori^n^ga iv 1a - co- decrescerà da uno a zero, cioè la curva si avvici.^ ildet

sitamente al vertice del cono. Nel caso di = T^, ,ha un valore costante

e la spirale diviene una conica sferica. Se il cono è di rotazione, sarà

b = a, dalla formula (1) si deduce log r = zt ^^lI^^IMI ,, ^j ±Aco

Va^T? • ^ '
'^ *• - ^

avendo significato con hìa costante ^IlI^MI. ]„ «vnjp.inn. A n
^/-J-,—j' ^^ pi eiezione della curvaVa -f-c

sul piano xOi/ è una spirale logaritmica.

aeu°=ne^t:^rdfs:^^^^^^^^^^^^^^

I.UU linee rette, (jual esempio, sia l'angolo costante ridilogeneratrice conica Oilf con I'a^^^p n^ i

«ostante delia

''e..a .nperacie ed . la .a 'prXi^^ ^''^r^r.^-lf
formule o = ~— z — »• mf fì >. _ .. ^^

' sen 9'^~* cot'J,x-t cosr,y,y^r sen o, e da queste ds' =
— ^^^

-sen'Q-^'"'^"''- Suppongasi l' arco misurato dal segmento rettilineo va-

riabile s = n.V^^^^\ simboleggiando a ed m grandezze costanti, po-

sto per brevità &« = 1 _ .^^ sen' e, si ottiene r^. =-^ a/^ZFZ'
rsenO V /•*— a* '
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Motato con - questo radicale, risulta >- = a^ l -
j ; onde la pre-

cedente assume la forma (l'->se)i^=^ z— ,—r — _—--j-^—
-,

, ed integrando
1 -T~U^ 1-7-0* u^

°

o) sen = are tang u — h are tang bii , dove

" a* •— b^ r^ senO
'

la curva sai'à algebrica quando i numeri h e sen abbiano valori razionali.

60. — Nota al num. 54. Il Dottor K. Schwering in una sua recente

memoria (*) dimostra essere retUficabili per integrali ellittici ed iperel-

littici le curve piane rappresentate da ciascuna dell'equazioni polari

(1) r"sennv>^=P, (2) r"cosn'>y = Q\/R\ dove i simboli P, Q, B signi-

ficano funzioni intere del quadrato del raggio vettore r. Infatti dififeren-

ziando la (1) e riducendo con la (2) si ottiene

ed aggiungendo i quadrati delle (1), (2) risulta (4) r-"= P" -f- Q^ H, la

cui prima derivata rispetto ad r determina 1' eguaglianza

onde nell'ipotesi di Q primo con P, detta X una funzione intera di /',

>• dP
ne consegue la relazione (6) —^ — P= QX; indi la (3) prenderà la

forma —;— -- —7^ e la derivata dell'arco sarà (7) -r- = ( IH- tt j . Fa-
dr ^ji

^ ' dr \ R/

cendovi (8) B-i-X' = g'r\ (9) X=^ Ar'~h Br'-hC, con A, B, C, g
numeri ,costanti, per la sostituzione r' = M 1' elemento ds si riduce ad un

differenziale ellittico di prima specie. Sia a^ r''^' il termine di grado piìi

elevato in P, a motivo delle (6), (9) il polinomio Q sarà del grado

2p — 4, e simboleggiando con bp-2 r'-^'-* il suo termine di maggior grado,

in virtù della (4) si conchiude il coefficiente di r*^' esser eguale alla dif-

ferenza a^p— &^j,-2 A\ e supponendo/; non minore di n risultare a2,^=Abp-2:,

inoltre identificati i coefficienti di r'^ nella (6) si deduce l2- 1 ! Up

—

= Abj,-2=^ ap, cioè p =^ n\ dunque i polinomi P, Q avranno le forme

(*) ZeitHch-ift f'ùr Mathenmtik und Phyaih von Dr. 0. ScHi,osiiLCH, Leipzig, XXV Jahr-

gang-, pag. 234.
'
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(10) P = a„4-a, r^-ha, r'+. .+«. r-", g=&„+Z;, r--^. . ,^hn r- "-K lu primo
luogo sia fi impari scrivendo (11) r" -f-P = (c„+ Ci >•+..+ c„_2 r""-)^X
[gr -\- Ar' -\- Br^-^C) e mutando il segno ad r si trova >•"—P = (c^,

—

— c,r+ . . . — c»-2 >-"--)^ ((/r — Ar'—Br^ — C) ; dàlia (4) a motivo di i?=
= g'-r-— {Ar'-^Br+C)- viene (12) (^ — dr (c„ 4- e, r+ -f- c„-2r'--)X

(Co— e, r -f.- — Cn-2 r"-^)
;
gli n—1 parametri c^ , e, , Cj . . . . c«-2 si pos-

sono determinare per la (11) in funzione dei coefficienti di P. Ora il

penultimo coefficiente c«-.3 è nullo, poiché sostituendo nella (6) i polinomi

X,P, Q dati dalle relazioni (9), (10), (12) ed eguagliando i coefficienti

delle stesse potenze di r nei due membri si ricavano (13) «« = ^c-«_o

,

2Ac„-ìCn-z^=o; siccome per la (13) c«-2 è diverso da zero sarà (14)

= 2 ^C»_2 Ca-i^Bc\-2, (~~) a»-2=^(c'„-4+2C„-2C„_c)+25c„_2C„-4+

+ Cc'n_2. Similmente sviluppando la (11) ed identificati i coefficienti delle

stesse potenze di r, in virtìi delle precedenti eguaglianze si deducono

(15) «H-i = , (16) a«_2 = o; onde il primo membro della (11) racchiude

n — 1 coefficienti a, ed essendo nullo c„-3 il secondo membro sviluppato

ed ordinato rispetto ad r conterrà n — 2 coefficienti e e le costanti A

,

B, C, g ; di pili dovranno annullarsi i coefficienti delle potenze impari di

y , eccetto quello di r" che nel primo membro è l' unità; così n—2 di queste n
equazioni basteranno a determinare gli n—2 coefficienti e ; i valori dei quali

sostituiti nelle due rimanenti per l'eliminazione di g condurranno ad un'egua-

glianza di condizione fra le costanti A, B , C. Quando n sia numero pari,

si osserva che sostituendo nella (5) 1' espressioni JR= g^ r — {Ar''+B)''^+

-T- Cy, ^^r = 2 g' r - 4 {Ar' -f- Br ^- (7) (2 Ar -i~ Br') con facile ragio-

namento si conchiude (17) '-^ -(«-1) Q^X,{Ar'~hBr'-i-C}] dove X.

denota una funzione intera di )*',• anche in questo caso si annullano i

coefficienti a«_2 , a«_i . Esempio 1". Per w = 5 la (11) diviene r'4-«„+
+ o, r- +• a,

r'
-f- a, r'" = (c,-hc,r-h e, r'Y (Ar' -i- Br' -i-gr-h C), identi-

ficando i coefficienti delle stesse potenze di /• nei due membri si ricavano

le condizioni 2 ^c, + Bc^= o , 2Ac„-i- g 6^ = o, Aci" -I- 2 Bc, c^-h Cc^= o,

2 {Ac, e, -^ Bc, e, -hgc,c,) = l, 2B c„ e, + gc,' + 2 c„ e, C= o, gc„-h
-h2c,C= 0, insieme con a„ = e»' C, a^ = Bc„' -\-2g c„ e, -{-Cc^', a^ =
= J.C(|'H-2c3 (^C(,-hc, (7)^-5c,^ dalle quali si hanno i valori

2C' '" BC g
'

g'=^-2BC, 3B' = éAC,c,' = - g-^ , indi a,=^^ ,a,= -

. 12
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^— B , «5 = — p.,° , e neir ipotesi di B= — 2-, C—l conseguono

A= ^1 g -— — 2 e la curva corrispondente avrà per equazione polare

18 r' senòoi = 1 — 5 r' — 5 r*+27r"', ovvero 18 r' cosbo>= (i+r+3 r')X

(l-r-Sr') \/àr'-{l-2r^-h3r')\

Esempio 2°. Per w = 4 saranno P — a^-i- a^ r' -h a^ r", Q — hg-h

+ &, r" -T- 6j
/•" e l'equazioni (6), (17) divengono 2 a^r" — a,r' — 2a, =

= 2 (6„+ &, r^ + h, r') {A r' -h Br + C), 6,r'- 6. r^ -Sh, = h {Ar' 4-

4-Br'+ (7), con /i costante; dalla prima di queste si deducono 6^ = —

— ^ &,, fc, (^C—5')=^jB&o, indi dalla seconda Z>,
=—r^, Z>,= ^,

2 AC — 3 jB"; e la relazione (4) essendo in questo caso {a^ r'+a, r-+aj'—

— ia^r^ — p «,*•'' — «o) 4-5'V (fc„4-Z)i r'4-&jr*)' = r' determina i valori

TìG B' A*
g' = —8B0, a,= — ^h,, «. = — 4^6,, a, = — ^6,, fatto ^ = 2,

B = — 2, viene C = 3 , h^— — e ne risulta la curva
12 va

4 r'+12 r' a/3 sew 4 w - 16 r= + 3 = o.

Si veda, nella suddetta Memoria come l'illustre Dottor Schwebing estenda il suo

metodo agl'integrali iperellittici. La rappresentazione di quest'integrali fu indicata pure

nel lavoro citato al nura. 52, dal compianto ed insigne Prof. Alfredo Seeret (nato a

Parigi il 30 agosto 1819 ed ivi estinto il 2 marzo 1885).



Capo Quinto.

SUPERFICIE QUADRIGHE.

61. — Le superficie di secondo grado a centro referite ai loro assi prin-

cipali, eccetto le coniche, sono comprese nell' equazione (1) -4x- + J5_^-+

-+• Cz"- = 1 : i coefficienti A, 3,0 sono tutti e tre positivi per F ellissoide,

due od un solo positivo per l' iperboloide, secondochè questo ha una o

due falde. La normale al punto M {x, y , z) della superficie è definita

1 • T • • T X— rB r

—

y Z— z , ,, ,per la sene di ragioni eguali —-j— = —5—^ = —^— ' o^^de 1 angolo w

che essa fa col piano xOy è dato da sen &> = — —
; la

s/A^-x'^+ BUf+Cz"'

qual relazione si può scrivere (2) A^ x"- -\- B^ y"*- — C coi- m z^ — 0, e per

w

costante rappresenta un cono ellittico. La coesistenza delle due equazioni

(1), (2) determina il luogo geometrico dei piedi 31 delle normali isocline

o parallele alle generatrici del cono di rotazione, il cui asse è la retta

Oz e r angolo al vertice eguaglia tt — 2w: eliminando z si trova la proie-

zione della curva sul piano xOy coincidere con l' ellisse

a(^ fang^ 0.+ 1 ì x'+ -B (^ tanf 0. -f 1 \ _y? = 1

avente 1' area (3) ff = . Per
yAB {A self- w -j-Ccos' w) {B seri" w+ Ccos^o>)

maggior semplicità di calcolo si facciano 1 — ^, = ^S 77 ^ = fc'insieme

con la sostituzione (4) a sm w = sen 9 , e la (3) si ridurrà alla forma

7r (a' — sew'o)
(5)

a» \/ABcos'^^^

Si noti con dZ 1' elemento della superficie (1) racchiuso fra due curve

isocline infinitamente prossime, è chiaro che proiettandolo sul piano xOy

si avrà uno spazio anulare compreso fra le due ellissi a e t+ c?t proie-

zioni delle dette curve, e siccome il piano tangente in M. fa col piano

xOy r angolo ^— w si deduce dZ= : od integrando per parti

(6) Z=-^+ I
'-^^'-

^ '
sen w / sen wr
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.

la quale in virtù della sostituzione (4), e della (5) diviene

y TT r g^ — s&n^ 9 p{y? — sen^ 9) d'f\ _
~"

a \/ jTb Lse« ? cos 9 A 9 ^ stìv 9 A 9 J
""

dove posto il valore di a' ed eseguite alcune riduzioni si ricava

che misura la zona della superficie (1) racchiusa fra il piano xOij e la

curva isoclina (9), cioè corrispondente al valore f ^arc sen{y. senot), In-

troducendo il simbolo jff9 per significare la frazione algebrica

A-{C-B)cos''(?

Aào tang 9

,

per r ellissoide avendosi ^ = —
, , 5 = ,-5 1 C = -, risultano

a} h' Va' — cy

e l'espressione della zona compresa fra due curve isocline (9), (9,) diviene

Va' - c2

Al valore w =
^^
corrisponde per 9 l'angolo «= «re sen y- , ovvero cos[j^ = -

e la linea (9) si riduce al vertice (x^ o,ì/ ^= o,z = e)', onde l'area della

calotta ellissoidica compresa fra questo vertice e la curva isoclina (9,) è

Z, = /^ [{a' - e') (Ey. - Ero,)-^cHFy. - F'^,) -\- e' {Hy. - J??,)].

Similmente per o^ — la formula (8) darà

(9) Z„ = 1^ [(«2 _ e') ^9+ c'F^^ 4- (T-H':] ,

che è il valore della superficie ellissoidica racchiusa fra il piano xOy e

la curva isoclina (9): dunque la loro differenza

Z,— Zr^ ""^
- [{a^- e') (Ef+ E'^, - Ey) +- c= {Fo -hFo— Fy) 4-

ya^ — e-

-hc'{H'^ + H'f,-Hy)]

si potrà misurare con area circolare, ove gli angoli », o^ siano legati

dall' equazione trascendente Fy = F(p-hF(pi, o dalla formula di Lagrange
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cos [J. — cos 9 C05 9i — sen 9 sen 9, A u
; infatti a motivo della relazione di

Fagnani si trova Z, — Z, =— [(a^ — e-) le"- sen ,« sen y se>i ?, 4-

V a* — c^

4-c'(i/^4-i/y,— -H^y)]- Li' antecedente eguaglianza scritta sotto la forma

/cos tj--i- sen (p seno ^^IJ-Y /l — sen-o\/l — sen^(f>.\ . . . „
1 7§ /

^^
( 7ì / ( Ti

—
I

^^ esprime m fun-

zionedegli angoli w,Mjmediantela quadratica (10; c-[«6+(a'-c-)sen'')se«''),]=

= &- (a- C05- w + e- sen'o>) ((ir cos- w, H- e- se>i' &j,); dunque sulla superficie

delV ellissoide a tre assi disuguali esistono infiniti sistemi di zone aventi

per base una sezione principale e terminate ad una curva isoclina (w), e

di calotte col vertice in un. estremo dell' asse normale alla detta sezione e

limitate alla isoclina («,), tali che la lor differenza è una superficie cir-

colare; sendo i seni degli angoli w, w, legati da un' equazione quadrica.

Facendo w' = &) la (10) si riduce a tang- o) = — = e la superfi-
c (a-i-h-hc) ^

eie del semi-ellissoide avente per base l'ellisse di assi 2 a, 2h è divisa

dalla relativa curva isoclina w in due zone che differiscono fra loro del

circolo 77 (ah — 7^
\ a-hb j

Osservazione 1.» — Eliminando le variabili a;%^', ^' fra le quattro

equazioni x'-Yìf^ z"- = /•^ Ax'-h Bg'-h Cz^-^l, A^ x'-hB' ìf + G'z^=
1 cos y
—^, Cz = , detta p la distanza del centro dal piano tangente, si trova
Ir Ir

il determinante

cos"- 7,0, , C'

p'-r' ,1,1,1
p' ,A,B,G
1 ,A\B-, C^

si giunge all' equazione (1 1) D cos- y—C' (A—B) [p' {A-\-B—ABr-)—l]—o

,

che rappresenta la superficie quadrica in coordinate r,}),''/ e ad ogni va-

= 0; onde posto per brevità

1, 1,1

A,B,G
A\B',C^

= D

lore attribuito a 7 = ^ — &i, angolo della normale con l'asse Oz, corri-

sponderà una curva isoclina.

2.* Nella superficie quadrica h '^ = 2 ^ la normale fa col piano
a

xOy un angolo w determinato per la relazione

1
sen w =

f ; dunque nel paraboloide ellittico, i piedi delle
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normali inclinate all' asse Oz secondo lo stesso angolo w giacciono pure

sul cilindro ellittico - + f^
= cof w

; la superficie Z del paraboloide li-

mitata ad una curva isoclina equivale ad un circolo; infatti la superficie or

d'I

senta

TT ab cot^ w
.

dell' ellisse proiezione ha per misura tt ab cot^ w , ed essendo dZ

con l'integrazione per parti fra i limiti ^ ed w
, si ottiene Z=

f
n ah I

seti M

COS^ ''i fZw _ /COS' w

sen'' w
j
(COS- w

,
1 1 2\ 2 , / 1 - \

\se,n w sm w 3 sew w 3/ 3 \sen^ w /

62. — Anche il Professor Le Besgue scoprì un bel teorema sulle ca-

lotte dell'ellissoide a differenza circolare, scegliendo per variabile indi-

pendente ^= -cot^t^\ le relazioni dimostrate (3), (6) del num. 60 di-

vengono

1^ aììct

dove si ha T= jT / -
. Indicando con

i simboli Z; r area della calotta ellissoidica per <» = "-—
7 , T^ il va-

lore dell' integrale precedente T,. quando si prenda per suo limite su-

1 1 iixc^ h^ c^
periore -^ = - tang^ 7 , e posto A = .

si de-
"* ^ V(a'4-m')(ò'-Mw')(c'4-m*)

durra Z^ = t^ A (— H- -,) — jt «oc Ty: dunque supponendo ^ =

__ i)g ^ _ ang , _ _ . ^^^^-^ j^^ j, j, ^^-^y integrale T saranno

identici e si conchiudono le differenze circolari

L' integrale T per la sostituzione i + —_ = {n i) tang^ 9 si riduce alla

forma T =
, \\n '» ) C —,

'

.

— 7-7 / v-^ L che si

•\/a' _ e' LV^^ «V -'0 cos" A 9 h" J A 9J
'
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esprime con integrali ellittici a motivo della identitcà (1— A;^) C ,
^ =

J cos^ 9 A 9

= tang 9 A 9— ^79+ (l — Z;') F9 ; con il valore fc' = ?^ f^^^^^ì .

6- \a-— e /

63. — Se neir eguaglianza (9) della pag. 180 si pone 9 — ,«, e si mol-

tiplicano i due membri per 2 , a motivo di H y. = j- ya^— e*, ne risul-

terà la elegante formula di Legendre per la superficie dell' ellissoide

/S = 2 TT c -}- —-;- {seii'u E[j. -T~ cos^ y-Fu), ( Traité des fonctions elUpti-

ques, I, pag. 350) ; sendo i semi-assi a> b> e, cos 1^ = - ed il modulo

h = -r"y a_ i
• L' ellissoide a' x'+ &= ^' 4- e' z'' — r'

,
polare reciproco

del primo rispetto ad una sfera concentrica di raggio r, ha per espres-

sione della sua superficie quella che si deduce dalla precedente col mu-

.
>'° r- r*

tare le quantità rt, ì) , e nelle rispettive , ,- , - e quindi la stessa

ampiezza ]* ed invece il modulo Z;' = '^ -^ -,; affinchè i moduH fc, h'

risultino eguali dovrà essere e = -
; ed inoltre prendendo r = & le super-

ficie dei due ellissoidi polari reciproci saranno eguali.

Un altro metodo per ottenere la superficie dell' ellissoide consiste nel

ridurne la ricerca ad una cubatura, infatti nella nota formula rf S=

= dx dy V 1 -\-if 4- 2*, in cui ^ = — -^ , g = —^ eseguendo le so-

stituzioni x = ax^,y = bi/i si troverà d' S= ahs, dx^ dy, , dove si è posto

(Ij ^1 ——r-——5 —i— , «, = 1 — -, , {>,^ = 1 — rj , dunque si do-
JL .V, _y, a u

vrà determinare il volume V=
f

/ ^, dx^ dyi compreso fra il piano

x^Oy„ la superficie quartica (1) e la cilindrica x,^ + y,- = 1; affinchè un
sol valore di ^r, corrisponda ad ogni coppia di valori attribuiti ad ic, , «/,

,

si daranno a 0, nella equazione (1) tutti i valori reali da la + 00, e sic-

come la (1) si può scrivere if,' (^/ — a,') -}- _?/,' {z,- — h^'') = ^,' — 1, ne ri-

sulta che ogni sezione parallela al piano XiOy, ,
per ^, > 1 è un' ellisse

1 1

cu semi-assi 1 —5 ^ I
, ( —

^

^-^ \ minori di uno, per z, = l riducesi
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ad un punto e per 0, = oo è il cerchio x^ -f- ?/,' = !, onde la quartica è

asintotica alla superficie cilindrica. Ora il volume racchiuso fra questa ed

i piani z,—o,z^—\ eguaglia-, il rimanente volume fu calcolato dal Pro-

fessor Catalan mediante corone cilindriche parallele all' asse Oz, e con le

basi eguali alla differenza fra l' area - del cerchio x^ -\-y^=\ e la surri-

ferita sezione ellittica, cioè y= rr-i- tt / Il ,- 1 àz^ =
Ji V ^{z;-a:){z,'-b,^)/

^ , , _ dZt
/'"

dz. ,, , f^

L' espressione contenuta dentro la parentesi rettangolare si annulla per

5(, = 00, in secondo luogo i due integrali si trasformano in ellittici fa-

cendo z, =—'—
, onde

sen 9

dove il modulo /j = — e l'ampiezza 'j- è data per sew y.=a,, ed esprimendo
a,

in funzione di a, h, e si avrà V= ^-r--, {sen^ y- E y. + cos- y- Fy),
CIO . sC/t y-

che moltiplicata per ah conduce alla superficie del semi-ellissoide.

64. — L' elemento infinitesimale (1) d* S = dxdy \/l -ì- p'' -r- 2' del-

l'area di una superficie S trasformasi in diffei-enti modi; per esempio

detta P la normale condotta dall' origine sul piano tangente (X — x)p~r-

4-(T"

—

y)q= Z— z, si trova (2) P — —--— e perciò elimi-

doC dtl
nando il radicale fra le (1), (2) risulta (3) d"- S= p {^—px—q^ij),

or' 77^ Z'
così per r ellissoide -, +^ -f- — = 1 , si deducono le derivate parziaH

c^x c^ u . V
2; = _— ,2 = -^^equmdi

(4) '^^-^p-^ (^) -p-U-^h^-^e)-
Ponendo con Legendre z = ccos^!ii, x — a sen ^ cos w

, y = 1) sen 'P sen w

,

si dovrà sostituire all' espressione dx dy il prodotto

dh d''ì ( Vr 7 — ^ V- ) = oh sen 4> cos •i di' doi
\df d'ii di' doì/
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e dalla (4) ne conseguirà l'area ellissoidica pure rappresentata da

{6) S= 1 f sen'i' d't> ch^ [a' h"- cos^'i' -h sen' ^ {h- e' cos'^-'-'y -h
a"-

c^ sof m)] i

.

Se invece si assumono per variabili indipendenti le quantità^;, q, in

virtù dell" eguaglianzca d^) dq = r£ £— £ £) dx dy ={rt—s'') dx dy e

della nota equazione (7) iri—s') p^—Q vi -ì- p"" -'- (^ ,c-i-(l-f-j;--i-2^)-=0,

che determina i raggi principali di curvatura /5,, Oj in funzione delle de-

. , dz dz dp . da dp da ,

nvate p = ^^-^, Q^ .Ty^
' "=

dx' ^
=

dy^ '= dy = Tx ' ^^^°^" 1^°^^"

per brevità Q = (H-i^') ^4- (1+ 2') >' — 2pqs, si ricava la semplice

formula (8) d- S=Pi p^
-— j . Chiamando poi V angolo dell'asse

(H-y+r/)^

Ox con la normale F abbassata sul piano tangente, 6 9 1' angolo che

la proiezione di P sul piano yOz fa con Oy , si deducono cos Q = —

:, tang 9 = ; i differenziali della prima rispetto alla va-
\/l-T-jJ*-7-2* 2

riabile p> e della seconda rispetto a q hanno per prodotto (9) senO d9 d'p =

= —-—3- e quindi la (8) conduce alla seguente formula di Gauss

(10) d- S=p^ 0, sen^ d^ fZ'f . Per la superficie quadrica Ax^~\-By'^-T-Cz''=\
,

si traggono le derivate parziali (11) ^J = — -=/
^ q — — --J.

^
»•=— _-_ x

\jZ {yZ G ' z

B ABxìi
(Ar' -7- Cz"-), t = — p^7-j {By'^ -r- Cz")^ s — 77773 '•> OQtle applicando la (7)

ed indicata con P la distanza dell' origine dal piano tangente AXx+
-T-BYy "T-CZz = 1, si trova il prodotto dei raggi principali di curva-

tura (12) p,p, =j^ (A' X' -f- B' y"- 4- C- zy- = j^jjpi . Paragonando

i secondi membri delle (11) con quelli dell' eguaglianze

cos^ coso
^

sen SOI e "^

si ottengono le coordinate del contatto

sen ^ sen e '
"^

sen 9

Ax _ By _ Cz _ 1

cos sen^cos'^ sen^sencp P '
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quindi (13) P* = T^r (^^ ^^'^' ^ ^^^' ? ~^ ^^ ^^^^ ^-hCA sen- cos" 9), e

dalla (10) risulta l' espressione razionale di Jacobi

c_ jB/i r Tj sen .dO . dfjLDi^jj
(^j^;ssen'9sen*f-hBCcos'0-hCAsen'ecos'9y'

oppure essendo „ — &> rangole della xiormale P con l'asse Oz, e -p l'an-

golo fatto dalla sua proiezione sul piano xO// con l' asse Ox, dalle rela-

zioni sen w = sen sen 9 , sen 9 cos 9 = sen i» cos m , cos 9 = cos w cos 9 , per

il cambiamento delle variabili indipendenti si avrà

(14) s=-ABG r A.R . . T^r^'^'r^^^fl^. .—TTY^n^ ^ J J (ABsen^o>-\~BCcos^MCOs^-p-i-CAcos^Msen^'-py^

E bene avvertire che dalla (9) si deduce

(16) rr '^""^
. = ['' f''sen9md'f = l,

la qual proprietà ha luogo per F ottava parte di ogni superficie chiusa

e di uniforme curvatura.

Il Professor Catalan giunse alla surriferita formula (6) di Legendre

decomponendo la superficie ellissoidica in rettangoli curvilinei mediante

linee s di livello e linee s' di massima pendenza; poiché le prime sono

sezioni parallele al piano xOi/, ogni lor punto ha per coordinate ,^= e COS ^,

x = asen'^ COS f^, 1/ ^h se>i-p sen(^, e per un dato valore di -p trovasi

1

r arco ffe = doì sen -^ («^ sen^ w -f- Z>' cos'^ ^y ; le Unee di massima pendenza

X ti

sono definite dalla proporzione dx : —^ = dy :j^, inoltre dalla eguaglianza

jc^
,

«" ^:' , . , . xdx
,
ydu ,

isd^ » ., , . ...

-i-ì-ri-h-i — l ricavandosi —^ + SV^ H r = 0, facilmente si ottiene
«' 6* c^ a- &* e'

/ .- \^
7 , 7 I C* I 7 , / s , ,

«' &' COS* v" \2
ds = ds\ 1 + —, I = cdp ( sen^P -h -tt~i \ m r-: )Va;' if I \ c^{a sen^ w 4- & cos &>)/

e però l'area di uno dei suddetti rettangoli infinitesimi si esprimerà con
1

ds . ds' = sen -p d -p d^ [«' &' cos^ -p 4- e* sen* ^ (a' se>^* w 4- &' cos* w)]^
? ^c.

Sia 22 il raggio vettore di un punto M della superficie S, , 7 la sua

inclinazione suU' asse Oz ed w 1' angolo che la proiezione di B nel piano

xO>/ fa con 1' asse Ox , il prodotto sen y dy d w rappresenta 1' elemento

(•) Giornale di Creile, tomo X, pag. 110.
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superficiale della sfera di raggio uno, e perciò d"- Si = R^ seny dy d^,

ed il valore della piramide avente quest' area per base ed il vertice

all'origine sarà (16) d- F, = -o- sen 7 dy d'-ì = -^ d'^ S^ , da cui (17) d' 8^=

—
-=p sen y d "/ d M . È facile conchiudere che i\ volume racchiuso dalla

1

superfìcie R^ = 31 [a^ b^ cos^ 7 + sen' 7 (&' C cos'' «+ e 'a' sen* &j)]-, ovvero

{x'^ -hf-hs'T = 9 r {a' 6' ^'+ 6^ e' a;'+ e' a' y') , eguaglia d prodotto del

segmento l per V area dell' ellissoide, i cui semi-assi sono a, h, e.

Il celebre Professore Oscar Schlòmilch scoprì, mediante la formula di

Jacobi, esistere sidle superficie quadricele a centro un' infinità di zone mi-

surabili con intcgrcdi ellittici completi di prima e seconda specie. Infatti

la (14) con semplici trasformazioni si può scrivere

y __ AB I ^ d^ /
"^

cos''y d''>
,

G
J^

{A sen'^+B cos' -^f /,,(!- >•' sen» e)

'

AB
dove si ha ).' = 1 — 7r7~it n ti i~n. ? ed i limiti w, , m restano da

G {A sen^ -^ -^- B cos^ ^) ' '

principio indeterminati; posto X sen^^ = u l'integrale rispetto ad « avrà

per valore la costante M= 1 j-. ^j = ^rr- ^. + -.log ( z ) M ;^
/,, (1 — 2<) L2(l— «') 4 -^yi—ujju,

onde la superficie della zona diverrà l' integrale

ABM C^"" di'

G L ^(A sen^ ^ -h B cos"" ^f
'

questo per la sostituzione tanghi/ = \ -j tang'^ si riduce alla forma

^=V2ilfc) [«^(*'i)-(o-^)^(*.Ì)]
1

essendo Jc^= l ^ ^ j . I suddetti limiti w,, o), sono dati dall' eguaglianza

'ksent» = u, in cui u prende i valori cori-ispondenti z^,, 11^ e definiscono

due curve limitanti la zona; a motivo dell'equazioni

, ,
Bìj , \~Ax'-Bif ;, Ay' X' -^- B'p' y""

A B
dove si è fatto per brevità 5'.'=1—

-^, jS' = 1 — -y^ la precedente ')sen'j> -- u

diviene [Ax' -+• Bf) {Ay.' x' 4- B^* tf) (1 — iC) = {Ay' x' + Bi- 1/)
—

— u'iAx'-hBi/''-); attribuendo ad il i valori m,, m, si avranno' le proiezioni

delle dette curve sul piano xO>/, e confrontandole con Ax' -\- By'= 1

,

traccia della quadrica sullo stesso piano, si conchiuderà che i numeri
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«f,, 2^2 devono esser positivi, minori di /5 per l'ellissoide, minori di uno

per l' iperboloide ad una falda, superiori ad uno e minori di 5 per l'iper-

boloide a due falde.

65. — La superficie pedale della quadrica ^j;--i-i?^'-rfò'= 1 rispetto al

centro si esprime in coordinate cartesiane eliminando x, y , z fra l'equa-

zioni del piano tangente AxX~\- BijY-\-CzZ^=\, della normale -4- =

Y Z= p- = ^- abbassata dall'origine sul detto piano, e della stessa quadrica;

X^ Y^ Z^
ne risulta la quartica (X' 4- Y-~r-Z''y= -^ "^

"r
"^ p ® scrivendo X'-f-

Vì Y2 ^i
-f- Y^-i-Z- = B'^, x"' ~ìf-^z'^ = r"', si ha pure -K' *'^ = "Ti + "ol

"^ 7^5 ' ^^

cui sostituite le formule X— E sen 7 cos^, Y—E sen 7 sen o),Z = E cosy

, , . T5, , ,
/cos^ 01 sen^ w\

,
cos'' 7

ne consegue la relazione M'r —sen^y (

—

~aT~ ' n^ì'^ 7^'^~ ^^^'

come r angolo che la normale F al piano tangente nel punto (X, Y, Z)

fa col raggio vettore E è identico all' angolo di E con il raggio vet-

tore r del punto {x, y, z) si trova E^ ^= Pr ; onde applicando la (17) si

avrà la superficie quartica misurata da Si^= f f
Er seny dy (Zw =

1

f r 1 1 Vcos'^y , /cos^M sen"- m\~\-> ,
,= 11 sen 7 a 7 a w

^^
-h scìfy [ ., H—^j— ) ; paragonandola

con la (6) del num. 64 si conchiude il teorema la superficie pedale, ri-

spetto al centro, dell' ellissoide di semi-assi a, h, e eguaglia la superficie

dell' ellissoide avente ìjer semi-assi , -r- , — .^ a h e

Anche il volume Fracchiuso dalla superficie pedale dell'ellissoide è espri-

mibile con integrali ellittici di prima e seconda specie. (*) Infatti si applichi

la formula (16) num. 64, osservando che il raggio vettore della superficie

1

è jR = (a' sen '' y cos' w 4- h' sen"^ 7 sen'' o) 4- e' cos- 7) - , fatte le sostituzioni

a sen 7 cosm — - sen 9 cos-^ , & seny sen w = - sen sen -l/ , cos 7 = - cos9 si

P P P ^

, , . ^1 /sen"' cos"- -^ sen^^sen^^^ ,
cos'^^V

deducono mversamente /3 = =r- = ( —

^

;
—

1 — I
,

(*) Nuove applicazioni del calcolo integrale relative alla quadratura delle superficie

curve e cubatura dei solidi. Memoria del Prof. Baruaba Tortoliai inserita uel tomo 31™»

del Giornale di Creile, anno 1344.
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tang w = t- tanghi' , tang 7 = -7 taìig (cr sof ^> + &' cos' ^)2 ; onde scritto

per brevità a" = 6^ (e- sm= O-ha' cos^ 9), p'= a^ (e' sew'' 9+ &" cos' 6), l'ele-

. -. , , ., n • 72Tr 8, , ,5 senOdOd^
mento del volume si trasforma in a k = 5 {a oc) . . a f 1 cj „^,vi r \3

^^
\^ COS y~'r SGÌv Y

}

integrarsi fra i limiti e -^ rispetto a ciascuna delle variabili ,-L, Ora

mediante la nuova sostituzione tang t*
= r ic-^^ff ^ il differenziale

dj^

si muta in ,3 (z'se/e'' X4-/S'cos^ ),)3, ed in virtù dell' integrale definito

/ ^dl (a' 5e»'> + /S^ COS» >)= = ^ (3 a' -^ 3 S»+ 2 a' /S^), il volume con-

•1 ^. V •
-r^ ^^ 7 ^5

/"2/3 3,2 \ seno do ^
siderato diviene K = 77 (rt6c) / I

— 4- n + -tt^ ) n— • Per que-
^

Jo
^''^

'^
''•'^/ ""Pce

sta integrazione si ponga cos " = -, cos'j = j , cosO—cofy- tang'f, i detti

1 . 1. e • -1 n /. ahcosif- ^ abcosv .

valori di a, p si ridurranno alle forme x = —-,p = - ^Q?,
cos 9 cos 9 ^

1
f^2 ^2 ^

dove A 9 = (1— 7o^ se«- 9)-% Z;^ = 1 — ^anr/' v co^- ,(/• = —

^

^ , A (:^ =r - ed
et ^~" e (^

il volume sarà espresso da F= a—7- —7— / —t^—-+^ 6 ab sen y. cos-j \_cosy- Jo A 9

3 f>!>-cos''(pd(p
,

2 /^p-cos*9(?9'l t i.
• ^ i-

H r- 1 I K \5 i \ 5— f ... ^3— . i tre integrali con-
cos V Jo (A 9)' cos y- cos^ V ^/o (A9)' J

^

tenuti nella parentesi si ottengono in funzione delle trascendenti Ept. , Fy

,

poiché scritto per brevità A in luogo di A 9 e /t,^ = 1 — fc' si hanno

,j f*sen-(?d'^ T-, -^ , pcos^^d^ -^ ,,„
^ J —A^ = F'^- E'^, 7o-' J —^—

- ^E(r>- Jc,' F(p ;

inoltre dalla relazione differenziale

d {sen 9 cos 9 A 9) =^ [3 Jc^ cos' 9+ 2 (fc,' — k') cos- 9 — /.•/] si ricava

{lìf'-^^^^^.sen^cosrf^^^^ik^-lcnEr^^l^A^K-Jcl

Parimente differenziando la frazione ^

—

- si trova ( —r^ r—^ ) d'p,

—
^—- =-sen':p C0S9H- rj {Fa^ — E^),



- 190 -

dalla quale in virtù dell' identità ^3

—

- = -^ verrà

come pure moltiplicata la stessa identità per cos^ o è facile dedurre la

seguente (4) f^2^Èi = ^^^E-f - ^A! p. _K sen'. cos'i. In-

fine la relazione differenziale

(^ (^—"^^

—

-J
= (2 cos^9-1)^4-3 V' {cos' 9 - cos- e) ^

-,„,.-, ,.^, co.s'o 1 /cos-o 1c^cos''y\ . .^
a motivo dell identità -—^ ~ p ( "a^""

~ '

—

a^
—

^ j ^^ riduce a

/sen?cog?\ _ (2-M-^) ^. , ,. _ 1^ , .^ao-^-ci ^ ^5 J
-

j.. /^3
cos V rf .

j^, ^, cos r « ^ ^3 ,

da quest'eguaglianza per le formule precedenti risulta l'integrale

,., rcos" o ci 9 2 (IH- fc') fc,' sen 9 ^ (2+ le") „ 2 (1-^Z:') „
(5) y —--^==-^3^S6n9COS9--^^.^cos9+-^^i^9 sF"^'

Sostituendo i valori degl'integrali (1), (4), (5) per 9 = y. neU' espressione

surriferita del volume, dopo alcune riduzioni si otterrà

in cui cV rappresenta la somma a'H-&'-hc*. Nell'ottica la superficie

pedale dell'ellissoide prende il nome di superficie d' elasticità; essa è pure

la figura inversa dell'ellissoide a' :r' + 6' 2/' ~f~ ^ ^' = 1 ,
polare reciproco

del primo rispetto alla sfera x^ ~\- y'' -\- s^ = 1

.

(P^
4yS ^

Il Professor Tortolini derivò dall' ellissoide —, 4- ^+ -^ = 1 la super-

ficie quartica (7) \
— -^ f ~' )= x'^-r-y'^-^z', mediante la trasforma- •

zione parabolica r'^mo; dove r indica il raggio vettore dell' ellis-

a* 6' e'
soide, quello della superficie derivata ed il segmento wi = — = jr- = — •

c*4 c/j Cj

Il volume racchiuso dalla quartica (7) ha la ragione costante —y— col

volume determinato dalla superficie d' elasticità e ciò si dimostra con le

coordinate polari o costruendo la figura {x^, y,, z^ affine alla quartica (7)

'^t' Il z \.

mediante le relazioni — ^ , = — = —

.

ax^ hyi cz, m
Si può aggiungere che il volume racchiuso dalla superficie algebrica

è pure determinato dalla formula (6) divisa per 7»'.
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In simil modo il volume contenuto dalla superficie sestica (x''+j/^+^-)X

(ax''-ì-h//'''hcs'y=l, dove le costanti a>h>c sono positive, si va-

luta con l'integrale doppio 7=5 I I ~ ^g» ^ Wl "',
, sendo

a'=«se«'7+ccos'7,,5'=6se«'7+ccos'7; integrando prima rispetto adw

risulta F=5-7r / " — , che per la sostituzione coS7=scwO 'V
^ Jo ^-^ ^ 0,— c

si trasforma in 7 = -=:^=^ F{k , 9„) , in cui si ha B^=arccos 4/£
3V&(a-c) V a '

_ a /b — c\
~ h\a — c)

'er -'^

66. — É notevolissima la formula di William Roberts per determinare

la quadratura di una superficie S in funzione della normale P abbassata

dall' origine sul piano tangente, degli angoli eh' essa fa con 1' asse Ox
e 9 formato dalla proiezione di P sul piano ì/Oz con 1' asse Oì/. Il piano

tangente (1) x cos -i- y sen cos (p -h z sen sen (p = P contiene il punto

infinitamente vicino x -i- dx , 1/+ di/ , z -{- dz e però la condizione (2)

dx cos 4- dij sen cosf-i- dz sen sen ? = o; diff"erenziando la (1) rispetto

a ciascuna delle variabiH indipendenti 0, 7 in virtìi della (2) si ottengono

dP
(3) -^ — — X sen 0-i-y cosO cos f -h z cos sen ?

(4) -j;- — — y sen sen 9+ 2; sen cos 9 ;

indi per le (1), (3), (4) si hanno i valori delle coordinate

(5) x = P cos 9 ^ sen 9, y = coso IP sen 9 + -=^ cos 9) 1 -=-

,

dO ^ ^ \ d9 / sen9 d'-p

{ r, , dP A , cos<?dP
z — sen 9 ( P sen 9 + -^ cos9)-Jì \ -=—

.

^ V d9 ) sen9 d'p

L'area infinitesimale della superficie essendo d"^ S= —^r-^^— , per il cam-^ sen 9 sen
^f

^

biamento delle variabili indipendenti si riduce alla forma

73 o _ f?^ f?9 (dx dy dx dy\
~~

sen 9 sen 9 \cZ 9 '
(Z9 dy ' d 9/

e posto per brevità (7) u — P sen 9 4- -^^ cos ^ -\ >, -^-r , v =P+ -^ttt,*^
^

^ d9 sen 9 d(p d9^

dP d^ P dxW = C0t9 -^ -TTT^— > dalle (5) si ricavano le derivate (8) ^-r =
dy d9d'p ^ ^ ^ ' d9

fi
dx . dìj -

,
sen <? dy ,— vsen9, -^= tv sen 9, -:f^

= vcos(?cos9-{-tv 7, j = — (useno-h
d'p d9 ^

sen 9' d(p
^

-h IV cos 7 cos 9), che sostituite nella (6) conducono alla seguente formula

di Roberts (9) d'S = (uv - -^) d9.dy.
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La superficie S, parallela ad una superficie data S è l' inviluppo della

sfera di raggio costante Jc ed il cui centro descrive la superficie S; i piani

tangenti ai punti omologhi sono paralleli e distano fra loro del segmento

7c; cioè (10) P, = P + fc, dove Pj e P sono le normali abbassate dal-

l'origine comune sui detti piani; onde significate con ?(, , t;, , ?(?, le quan-

tità della superficie ^S", analoghe alle respettive ìi,v,iv di S trovansi

(11) ?/, — u -f

-

k sen 0, v,^v-hlc,ii\=w e però

(12) cV S^ = [u, V, - ^1 cl9 do=(VS+-7c (u-H) senB)d9 do-hk' senB d9 d?

a motivo della formula (9j. Inoltre 1 raggi principali di curvatura di./S,

nel punto (P -h Jc , o , &) omologo al punto (P, cf>, 6) della superficie S sono

evidentemente Pi-r-Jc,p^-h'k, ed applicando la formula di Gauss si avrà

pure (13) d'S,= {pi-+k) (p.-i-Jc) senO dO . d'^=d'S-i-k {p,-hp,)sen0.d0.d?-h

-hk- senO .d^ .d'^; la quale eguaglianza paragonata con la (12) deter-

mina la relazione (14) {p,-\- p^) senO = u -{- v sen^ . Sostituendo in que-

sta i valori di u, v forniti dalle (7) , e moltiplicando i due membri per

d^do si ricava integrando (15) S' = I I (o, -f- /sj sen .d^ do =

/ /g V (i^ d'i- senO df/' '

che si hanno gl'integrali semplici / (—j^cos^-, ytì' sen Oj fZO =

~
( To' ^^"0 ' / "TTT (i? — { -j;: ) »

la (15) si riduce alla seguente

Ad esempio la formula (13) del numero 64 determina l' espressione di P per

la superficie quadrica Ax--hSì/''-ì-Cz-:=l e con facile calcolo da essa ne con-

dP sen 5 cos 5 /cos'' '> sen^ 'v 1 \ dP sen''') sen'c cos':> ,

,

^^s^ouo-tb- ^p~\rB-^-ir ~A)^7h=
—r—-^

\p— 5 ) ! siccome queste derivate si annullano ai limiti o , ^ , nell' ellis-

soide si conchiude per la (16) la relazione (17)

'\p.-^p:)sen^.d')d'r-- n r^sen5.^^cZ9[4'^+45m'0(^^4-?^^)]^-;

dunque dalla (18) risulta il teorema del Tortolini (*) la superficie parallela

alV ellissoide S di semi-assi a, h, e eguaglia la somma di tre superfi-

cie, la prima sferica di raggio k, le altre ellissoidiche date dalla stessa

e, 7 77 7 o/ j. 7 j- 7 • • . 2kah 2kbc 2kac
o e dalla kS avente per quadrati dei semi-assi ,

, —^— .

(•) Vedasi la Memoria del sapiente annalista « ^S'opra le Superficie parallele.... » pub-
blicata nel 1° volume dei suoi Annali di Scienze Matematiche e Fisiche, anno 1850.
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67. — I raggi p,, p^ di curvatura principale della superficie quadrica

(1) Ax^ -r-By'^-T-Cz'' = 1 uel punto {x,y, z) sono le radici dell'equazione

misura la distanza del centro dal piano tangente ; con facili riduzioni

la (2) ordinata rispetto a o e posto x"-T-y''--\-z''~-r'' diviene

(3) f''~y^'^'B^C~'^} P'^ABUP''"^' ^^ Pi'ofessor Tortolini,

con laboriosi calcoli ed ingegnose riduzioni determinò l'equazione di

secfondo grado avente per sue radici i raggi di curvatura principale

della superficie di elasticità; vi si può giungere facilmente applicando

la trasformazione inversa. Infatti si è veduto al numero 65 che la pedale

della quadrica (1) è definita dall'equazione (4) R'^ = aX^-hbY'-ì- cZ\

dove a, h, e simboleggiano le respettive grandezze -.
, ^, ;=; ; rica-

di -o

, , , . ^ v X /a-2R'\ Y /b-2R'\
vando le derivate parziali p = — ^ I 07?^/' '^ ~ 7 l^ZT"??'"/'

CGS ^ COS 9
ed eguagliandole alle note formule p ^= -, , a ^ si

° " -^
sen y sen » sen y

,
. . Xi2R'-a) Y(2B'—h) Z{2B'-c) . ,.

ottengono le ragioni ^ = -, = ^ : ludi-° ° COS sen ^ cos <? sen sen '»

cando con IB questo valor comune, innalzandole a quadrato e compo-

nendole si trova (5) BrV — cC X-—-'b''Y'^-V C' Z''. Invece moltiplicando i

termini delle ragioni per X, Y, Z e poi aggiunti i numeratori e i deno-

B? (X^ ' Y' ' Z'V
minatori delle nuove risulta (6) l— jj-\ dove P^— '

' '

^'
(a-'X'-^-b'Y'-i-c'Z')^

rappresenta la normale abbassata dal centro sul piano tangente nel

punto {X, Y,Z) della superficie (4). Mediante le relazioni X= Bseny coso),

Y=Bseny seno), Z= Bcos% , ne consegue dalla (5) il valoi*e

(7) V = («' cos- '-> -r- &' sen'^ w) sen^ 7 -f- e"- cos^ 7.

Inoltre l' angolo -p della normale nel punto (X, Y, Z) col raggio vettore

corrispondente B, si otterrà evidentemente per la formula

(8) C06 ;' - J = ^\

Descrivasi una sfera con il raggio h ed il centro nell'origine degli assi

coordinati, la superficie polare reciproca della quadrica (1) ha per equa-

zione (9) aa;'-f-6^'-T-c^'= /e'; la distanza del suo centro dal piano tan-

Tc''

gente è (10) P = ^ , ed i raggi di curvatura principale

della quadrica (9) sono le radici dell' equazione

,,.. , (¥ ,
le'

,
¥ \ p ,

/^'^
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seudo / il raggio centrale. Ora costruendo la figura inversa della qua-

drica polare mediante le ragioni ==-^=>^ = -= = ^ si ottiene la
' A. J- Z/ li li

superficie di elasticità aX.^-r-hY''-r- cZ'- ~ R'\ la distanza del centro dai

piani tangenti la quadrica polare si esprime in funzione di X, Y, Z con

la formula P = —7 = —y— . E siccome il cerchio m di

{cex'-^VY'-~ez'f
'

curvatura nel punto il/ della linea piana a descritta sopra una super-

ficie f ha comuni con questa tre punti il/, ÌY, P infinitamente vicini, la

sua inversa sarà una circonferenza wt passante per i tre punti il/', iNT, P
infinitamente vicini od osculatrice alla curva s' inversa di s e situata

sopra la sfera 6" inversa del piano s e perciò contenente l'origine. Se

la linea s coincida con una sezione normale della superficie f in Jf, il

centro C del cerchio osculatore m a motivo del teorema di Meusnier (*j

è la proiezione ortogonale del centro C, di curvatura della sezione nor-

male in i)/, ed il raggio C, il/ normale alla superficie /' toccherà la

sfera ;S"; onde G\ si può considerare qual centro di una sfera S\ col

raggio (7, il/ e segante ortogonalmente *S" secondo il cerchio osculatore m',

e poiché r angolo di due superficie in un punto il/ della loro sezione egua-

glia quello di segamento delle superficie inverse nel punto omologo il/, la

circonferenza m situata nel piano .s inverso della sfera S' sarà un cerchio

massimo della sfera S^ inversa di *§",, ed il suo centro C giacerà sulla retta

-_f che unisce l'origine al centro C, ; dunque

y/f
^"\

i raggi Cil/=c, C,iI/=,o, corrispondenti di

^//v_ \ curvatura principale delle due superficie in-

r< yf^ Q/ N \
"^'^^"se facendo lo stesso angolo -^ con il raggio

^\. Ph^ C" i^ / vettore il/il/ ed avendo i centri C. C, in li-

jy2 \ / nea retta con l'origine saranno propoi'zionali

^ -^ alle respettive proiezioni OD, OD^ dei segmenti

OC, OC',, ovvero ^J^rz^QM "^
C~M ' ^ P^^^^^ OM=r, 031 =R, ne

r— pcos^ , ,,
, . ,. , . k^

,
R^

viene " ~ ^ = —
, dalla quale per 1 noti valori > = ^ , cos -li = --.-

PiCOS-i> —R Pi
-li ^ i

si conchiude (12) ^r ._
'^'—yr : sostituendo questa espressione

li \À li p i
— l)

k^ R
insieme con la surriferita P = —p- nell' equazione dei raggi di cur-

vatura principale della quadrica polare con brevi riduzioni risulta

ahcRp,'—[R{al)-i-ac-i-ì)c) — aì)c]p,{2Rp-l)-i~Rr{2Rpi—iy^0,

e sviluppando si ottiene

(13) [4:RT-—2R'{ah-hbc+ ca)-h3abcR]p,'—
— [4 VR' —lR'{ah-^hc-^-ca)-hlabc]p,-hRl' = 0,

(*) Si consulti il seguente capo VI.
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la quale equazione determina i raggi e,, o^ di curvatura principale della

superficie d' elasticità mediante il raggio centrale H, i quadrati «, 6, e dei

semiassi della superficie quadrica (1) e la funzione angolare l. Ne discende

la relazione (14) i— = r^y U^jR'— -R''(a6-rac T-&c)-ra6c] sufficiente

Pi Pi ^1'

ad ottenere la quadratura della superficie S, parallela alla superficie S di

elasticità determinata con integrali ellittici dal prof. Tortoliui l'anno 185(i

nel tomo settimo dei suoi Annali di scienze fìsiche e matematiche.

08. — Al numero 65 si è provato che l'elemento infinitesimale della

superficie di elasticità si esprime con la formula (1) crS^lseny dy d'>,

e dalla relazione (13) della pagina 192 risulta (2) S^— S-T-kS-^-à-rrìc'-^

essendo 7; fZ" *S" == ( , -j- p.) sen 9 d9 d^ = l
\ ) d'^S in virtù del teo-

rema di Gauss, pag. 185 ; inoltre

,S' = 2 7: -J-V 2 TT —-—

—

[sen'-iJ. E {y, li) + vos"- ^ F («,m

,

« va*— e*

dove cos ,!/ — —
,

, il modulo h' = \/ -^
^ , e k significa il raggio della

sfera costante inviluppata da >S^|.

Ora dalla espi-essione (14) del numero precedente avendosi la somma
dei reciproci dei raggi di curvatura si deduce

(3) d''S'=32Rseny dy (Zw h—^^ seny dy d^ — 8 (aò-f-acH-ftc) -^ seny dy dw ;

i
dove si hanno R ^ {a sen^y cos^m -j- b sen\ sen°'j> -h e cos^y)-

ed l = (a' sew'v cos'w -f- V sen^y sefi'M -f- e' cos^y)'-.

Integrando la (3) fra i limiti e — prima rispetto a ;, indi rispetto

ad w, e scrivendo a', 6', c^ in luogo di a, 6, e verrà

(4) S' = 4 T,+ 8 a^?/2c^ T,— 8 (aW- 4- a-c^ -f- ìf-c') T,

.

Il primo termine di .9' rappresenta il quadruplo della superficie ellissoi-

dica T, di semiassi -l/ — , 'i/ -^ , "V^ — ; cioè posto cos ." = - si trae

bc 2 TT a'
(5) T, = 2 TT

i =::^= (cos\'^- jP.!^'- -t- se/i'.!>t Ey-), ed il modulo di questi
^ Va"— e'

• . T 1,-x^- • ^ 7 /a*— &'\i ,. . ,.^ . ,. „^ seny dy do
integrali ellittici e h~ i -^ ^y. ìsei dinerenziah d lo — 5-^ ,

d- Tj— rr^ seny dy d''i contenuti nella (3) si operino le sostituzioni

V « seny coso — - sen^ cos-^, y'b seny sem^ — - senO sen^l', y/c cosy = - cos^:
P P '
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dalle quali si ricavano inversamente le formule

_1_ _ /sen'O cos'^ sen'O serì'-l)
, cos^^\^

^~B~ \ a
'

b
^ ~c~) '

l = - {a sen^O cos^^ -f- h sen^'O sen^^p -ì- e cos^O)^,

tang " = A/ f tcing ^ , tang 7 = •!/ -, tang 9 (a sew'-^ -f h cos'-^Y,

, Vabd-p j sen'i d^ , ,, , , ,,v
ao) = ., .

, rj . seny dy = — (a sen f 4- cos ì').
a sen'^+ b cos'-^ ab p' Ve

Ponendo per brevità a^^ = b sen''0 ~ e cos'O, (i * = a sen^O -^ e cos^^

,

a' = ab cos^O -j- bc sen'^'ì ,
S' = ab cos^O -}- ac se;^'9 si traggono

1 il?= - («.'sew' 1^-7-/5,' cos'^)-, p^ = -j- {y.^ cos^'P -r- f:'^ sm''^)

,

„™ 1 sen^d^d-p

' ~ («,' sen'-p 4-/5,» cos'i) (:<'' cos'ai + p' sew'»^)
'

V M NI
riducibile alla forma -^ r-i—7-5 rr 4—;

^i—^-i rr sCw ^ dO d^:
l^y/cos^-T-i^senp y.^^seni'-r-p,cos^l>J

onde facilmente si ottengono ilf — ,
"

^^v^-, , JV=r —-~\—'/ e

per i surriferiti valori deduconsi

a-— 5'= — c{a— b)sen''^, «,'— ,5,' = — (a~b)sen'0,
a' «,'— jS'jS/ = — (a— b) sen'O [e (a-i-b) sen^O 4- [c'-hab) cos^^].

Se integriamo d' T. , d' T, rispetto a i fra i limiti e
jj , a motivo

-^ r-r-—^^r^ TT '^
?i 7^ DG risultano Ì primi differenziali

«, sewi -f- 5,' cos -p 2 «, S, ^"i

M sen^ d^ sen^ d^
avendo posto dU =

dV

*i Pt ''-1 .'5» [e {a-r-b) sen-0 4- (c'4-a&) cos'è]
'

Nsen d^ e sen ^ dO
X p [e {a 4- b) sen^O 4- {ab 4- e-) cos'O]

zione cos^ =—== nei dineren
Va'— e'

,

e mutando a, b, e nei loro quadrati, si trovano y^^=b^t, pi^= acost

ri Qpyt. f
Mediante la sostituzione cosO =—== nei diflFerenziali dT., dU,

Va-— e'
,
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col modulo /?, = T -y ,_ ,
. Integrando i detti differenziali rispetto

a ^ ed osservando come ai limiti 0, ^ di 5 corrispondano u
, per i li-

miti di t sendo y. — arccos - si deducono (6) T,— F('j,ììX

(rj) rj^ ri senOd^

1 1' clt _ 1
^

a*(b*—c*)
con n = -nr^^j—'iX\ • Per l'altro differenziale clV si operi la sostituzione

cos9= —^ =_ tanqt e si troveranno
Va'- e'

V a-— e

Cip. "'
abc{a'-\-h^) Va'— e' (1 4- n^sent) A «

'

da cui si conchiude

(a'-^6•)(a'-^6)«6c^/a— e'
'

' abc(a'-~c')Va-—c^'

ed in virtiì delle precedenti formule (9) Ti— -^ abc{ U-ì- V); dunque risulta

(10) S'= 4 TT 7t'4- 2 r^V 2 - —^'- [sen'y. E{u.\ h )-hcos'y.' F{u', h')] -h
a \/a''—&

4- Stt
^^^ /i^8r /^ [eos> F(«, h) ~\- sen'u E{y, h)] -h

_l_4 ;r - F{u, h)—àn k ' '- X

^\_c{a'-^b') (aM-c)K4-^') 'a'4-c'J'

69. — Per la superficie parallela al paraboloide ellittico h r- = 2^

limitata alla curva isoclina che si proietta sul piano xOy secondo l'el-

lisse -
2 -f-

"f-,
= cot-M (pag. 182), basterà fare le sostituzioni x = a coh> cos'ai,

et

X cos^
M= & cotto sew^ ; onde a motivo delle derivate parziali p — - — ^

,
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o= Y = '- (pasf. 185) si hanno l' effuaorlianze cos ^ — cos o) cos ^

,

cot<f — r,ot''> sen^ , e perciò mutando le vai-iabili indipendenti 9, o nelle

nuove w, i* risulta senO dO d'f = cosm d^ do. Come pure l'equazione (7)

della pag. 185 determina fra i raggi principali o,, o,, di curvatura le

relazioni

P,'ì~P,= {a-T-b-i-2z) ^, PiP,= ah (pj .

ed essendo P = — zseuM, 2 z = cofo) {acos''-l' -r-h sen*-^) si ottiene

S = 4: /^ I
'i {p,-{-p,)sen9 d9d>? =

2

4: I I
^ (a-r-b-r-acoff» cos''p-7-bcot-Msen^-p) cotf» d^ dM

À
2

= — 2 {a-T-b) n log sen m — (a -f- &) Tf / cof''^ d m
;

r* 1
ovvero per l'identità / cofx dx = — r coVx— log senx, la precedente

si ridurrà ad S = {an-b) t^ (- cofw — log sen ''> 1 , ed il valore di &> è

compreso fra i limiti k» ^- dunque in virtù della (13), pag. 192, e del

n. 61, la quadratura della suj^erficie parallela al paraboloide ellittico è

r afe (

—

i
\\ -r- h {a-r-b) TT (log sen''> — -coVmj — 2~k-{l— seww).

X V
70- — La superficie S del paraboloide ellittico —i- y- = 2^ racchiusa

fra i piani s = 0, z= h normali all'asse si esprime con integrali ellittici

(X^ V'\t

integi-ato i-ispetto ad x fra i limiti ed a; = 'i/a (2Ji — y- j , mediante la

dx A/>w-T-r' = ^ V^i-f-^' -r- "o
log {x~{-\/m-r-xy diviene

dS=2x...(x.S.f-:^K..f:)....|^-^.y..-^-|;
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da cui supposto h>a e fattovi x—\/2hacos^, y = \/2Jib setif,

/'' = r-r^—?rv-x , n = -r- si deduce la trasformata
6(a-r-2rt)

dS - eh Vb{a-h2h) cos'? A y fZy 4- 2« \/2 ò /? (l4-w sew» X
, r coso V2 h . /. 2 h cos-<? 1 ,

X cos ? log -r-V 1-!—rr^ r"x « ?•

Integrando per parti il secondo termine, si osserva il differenziale della

quantità logaritmica l'idursi all' espressione

e quindi verrà

S = 4:h \/b{a-^2h) f* cos'-? A ? ^Z ^ -h

o A/-im: /1 .
nsen''f\, [ cosv\/21i . ^ A ,

2/jcos> "l

2ay2bhsenf I In ^— ) Zoo
,

=: -hV IH

—

tt-, ^x

,

4 h{b-T-2 h)a f .^ «^^_2 /' (Z? ,2 /'M
3 v'&l<*-r-2^) L- ' ^^ ^- ( 1-1-wsm» A® ' wj A»J'

Applicando gì' integrali / cos'''^ ^f d^ = -^^y- Ef — „ ' JPcp -}-

1 /* d 9 F * i7 -p f,

-f-ssc«'^ coso A» / se^'cp —- = —'—-^
il valore di S preso fra i

d ' ^' Ao /i'

limiti e — attribuiti alla variabile o , con brevi riduzioni diviene

Se il paraboloide sia di rivoluzione, a motivo di b^=a, si ha A; = 0,

77 77 77 77

gì' integrali completi E -^ , F - prendono il valor comune ^r , e H -

-h

si riduce a / 2 _ '-—— = ::^= : onde la superficie del para-
-hnsen-'f 2Vn-hl

boloide di rivoluzione racchiusa fra i piani z = 0, z = h sarà misurata

dal circolo S = :^tz a^ [(2// -1- fl)^— a^j .

11 professor Tortolini, nel tomo IV della prima serie degli Annali

di Matematica, ottenne con piìi facilità la quadratura del paraboloide

1 / s^' iP
ellittico, mutando nella formula - d'S = dx dy V/l-h—r^-r-j-^ le varia-

bili indipendenti a;, ^ in altre due r, * legate con le prime mediante
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l'eguaglianze x = r \^2ah cos'?, y^r \/2'bìi sen^\ ed a motivo del

j , . . dx dy dx dy „ , ^ /—rdeterminante -v— -r^ — -v- ,=2r/t Vao si avrà
dr df df dr

- d'S = 2r h d r dv [ah -7-2 li
r"- (b cos'^'f -^ a sew'^)]^.

Scrivendo per brevità «t = 2 7^ (6 cos'? -f-a sew'?), ed integrando rispetto

ad /• fra i limiti zero ed uno corrispondenti al vertice del paraboloide

1 f
e la sezione z — h , risulta -r dS = 2h do 1 r dr (ab-^ rhc)'- =

ciaf] ^^j^^j^ ^
jab^u)^ _ (n_bl\ ^

J 3 [u\/ab-i-u «
J

= 5 /< ^ ?
o

ó ^i d?

{ab-\-u)- — [t

a^y ab

u \/a b-~u \/a b -r- u
^-^r^^ -r- yab~u — —

; suppo-

nendo b:>a saranno le quantità u — 2hh {l-}- n'sen-'j'), \/ab-~u^=

= \/b{a-\-2Jl) • A (p ; dove si hanno il parametro n = —
\ i) ^^

il quadrato del modulo Tt' = , ,

—

~o]\' Sostituendo le precedenti

espressioni, si ricava integrando, rispetto a ? fra i limiti e -,

3 V^ («4-2/0 V 2/ 3VHa^2h) V -^

4-
I

;? Vb(a-h2h) E (k^'^^-^nab.

Paragonando quest'espressione a quella ottenuta precedentemente, ne

risulterà una formula di Legendre.

/X' ff' \
71. — La superficie del cono avente per base l'ellisse I

— -r-Vi =^ 1, ^; =^ j

ed il vertice V nel punto (z, ,5, 7) si decompone in triangoli infinitesimi,

ciascuno dei quali è formato da due genei'atrici consecutive e dall'elemento

ellittico ds\ ponendo x = a coso, y = &se»? si ha ds — d-? X/a'sen'-^+ b' cos'ho,

e siccome nel piano xOy la tangente alla base ha per equ.-izione

hx coso -~ ay seno — ab, il punto V, di coordinate (^,5,0) disterà da

, , j TT T. ^{by- coso -{-a S seno — ab)
essa del segmento V,P^ = ± -- , 1 altezza h del

Va^sen-o -f- b'cos'?

detto trinngolo snrà VPt = \/VV^^-^V,P,\ onde sostituiti i precedenti

valori di F,P, e VV^—y si avrà l'elemento infinitesimale della superficie

(1) dS = Zi
ds = ^do [(a'sew>4-6'cos'»)7M-(6^cos?-f^,5sew?— «Z') ]^= ^~ d?.
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dove P simboleggia la distanza dell'origine dal piano tangente

(bx cosf -r- ay senf) y = {by. cosf -^ a p seri'? — ab) z.

Alla stessa formula (1) si giungerebbe se il vertice del cono fosse l'ori-

gine eia base ellittica (^)V(^y^l situata sul piano . = ^.

Mediante la sostituzione tang \^ = t la (1) assume la forma

(2) dS= ^^^^^^^y/f, essendo T = A,t-^ A,f -^ AA^-^~ AJ+ A,,

in cui i coefficienti hanno i valori A=6'(7^+(«-^«)'), A,= -^abZ{a-^a\A = 4 «^J,S'+ ,') 2 &' (vM- .') -i-2a^b\ A = -iab^S (a-.),A -- ft (7 4- (a - y.y) ; dunque la superficie di ogni cono avente per
base un ellisse è quadratile con integrali ellittici (*).

Le rette g, g\ congiungenti i vertici della base ellittica situati sul-
l asse Ox con il vertice F del cono, sono date per ^' -_= 7'-!- («-i.»)»^

^ =7" 4- («— a)'; onde ne conseguono le relazioni

(3) ^'-f-^ = = 2(«^-i-a'4-7'), ^'-5--=4a«, ^y==(«V.,.^yy_4^.^,
IG a'r =-- 4 gY'- {g'+g''-4.iv)\

e detto F l'angolo formato dalle due generatrici g, g' si trova facil-

mente essere (4) «'.= (i^ZÉ\\
f. „' g.^.Z _ (g-^g'V ^ , ,, F

Rispetto alla quadratura si distinguono i casi particolari :

1° 11 cono ellittico retto, ovvero « = /S = 0; dalla (1) si ricava

(5) S^^2 /^f^?[«'(&'-^7=)-(a^-6=)7^cos'?]^ = 2aV/6M:^^-

con il modulo Jc^l^^^^, e similmente la (2) si riduce ad

S=ibVa'-h^/ I —^^r/'-uPt./^ . i\- • • 2{a'-lf)r^ "
' ^

J^ {l-hty ^^ +2^)^ -T-l)-, in cui p = -^-^-^--±^^1^

(*) Vedi Mén,oire sur la surface du cone elUptique, par le DS J. Dienqer, inserita
ne tomo I de.H. Annali del. To.tolini, anno 1851. Se la base fosse l'iperbole definita
aaile coordinate x = aco8hu, y = hsenhu si troverebbe l'espressione

1 A»"

~^Jo
'^" ^^' {«'««"'/' « + h'cos'^hu) -(- (h a co, hu - « p aen hu ~ ah^]

,

ed introducendo la variabile u= tano h ^ si trasformerebbe inS=- r''.^lh^^Y
dove T^--A^'t^^A^'t^-^-A^'t^^A^'t^A,' con i valori A^'= b' [f -i- {a -i- a)']

^4= t'Ir' -)-(«- a)'].
f

^ «^.



— 202 —

e quindi per il confronto ne consegue la notevole relazione

dove p = ^(^)-^'^ e ^> = Vi - ^'-

2° Il vertice V del cono giace sul piano xO0, cioè 3 = 0, e fatto per

brevità A = h''y.*— cY, J3 = a y.h\ C ^- a'' {Ir -^ y') , c^=a-— h\ la for-

1 i
mula (1) si potrà scrivere (7) dS= ^d-i>{A cos-a — 2Bcos'?-~C)-\ il

trinomio racchiuso in parentesi ha per suo determinante

B'—AC-^ a'v' (e'
7'- V or' -i- Ve').

Se questo ha un valor nullo, il punto V giace sull'iperbole

(£:_?; = i,,=o),

i cui vertici e fuochi sono respettivaraente i fuochi ed i vertici della

base ellittica, onde ±(g—g')-2c, e (8) dS = ^clr? (^ — ccosA,

ne risulta la superficie S = — {a y ? — c'sen ?) -r costante ; valutandola

7- _
"

77 3
prima fra i limiti —

-r, -, 7^ e poi fra i limiti òi n~ si avranno i segmenti

S, = y-— bc, S,= ^-^— y.-r-bc, nei quali è divisa la superficie
2 e 2 e

conica dal piano menato per il suo vertice V e l'asse minore della base:

onde la lor difi'ereuza è esattamente quadrabile. In questo caso il cono

è di rotazione ; infatti la superficie conica avente il vertice nello stesso

ponto V {y.,0, 7) circoscritta alla sfera di raggio r, ed il cui centro è

situato sull'asse Ox; alla distanza z^ dall'origine, ha per equazione

{x'-^ì/'-~{z-s,y—r-} {y-'-^i^.-ZoT—r-) = [y.x-i-iy-z,)(z-z,)-r-]-;

onde segherà il piano x 1/ secondo una conica la quale coincide con

x~ v~
V ellisse —; -r- r:,

= 1. purché siano soddisfatte le condizioni
a- 0' ^

z,(r^-z,)-~r'=^0, r'--z,'=¥-, Vly.'-^{^,-zS—r'-] = a''[{y-zS—r'-];

dalle prime due ricavando z„ = , r = —- a motivo del determinante
^ " 7 C7

nullo, sostituendoli nella terza eguaglianza, questa risulta verificata;

l'y.^ 7- \
sendo il luogo del vertice la surriferita iperbole l,-; — p — l, p = Oj.
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Se inoltre il vertice V giaccia sopra uno degli asintoti 7 = ± — ,

la costante A ha un valore nullo, l'elemento della superficie diviene

1 I
dS—^cl<?{G— 2Bcosf)'-', e posto f

— n — 2 9 si deduce

5 = 2 VC-7-25 / 2 dO (i— ^^^sen'-oy:

éB
la quantità positiva rrT^crf» ^ minore di uno, poiché la differenza

(C -f- 2 5) — 4 J? = «-(6-4-7-) — 2a6c7 è maggiore di zero in virtù

delle due diseguaglianze a>c, 6- 4- 7^ > 267, e così la superficie

conica si misura con (9) S= —— \/ - E ih, -|, dove il modulo

Quando il determinante B- — AC abbia un valor negativo, il ver-

tice V cade nell' interno dell' iperbole 1^ — rj:=l, y — Q\ , e la dif-

ferenza delle sue distanze g, g' dai fuochi della base ellittica supera il

segmento 2 e. Neil' espressione dS — - d 7 (^4. cos-f — 2B cos f -f- C)^ si

faccia la sostituzione cos^ = ^ con n, v costanti arbitrarie e
V — u cos

si cerchi di ridurre il numeratore della trasformata sotto radicale, ad esser

privo del termine lineare rispetto a cosO; scrivendo u, ^Aii'—r-Cv-— 2Buv,

V, — J.y--r CiC'—2Buv si ti-ova dS — — ^r-— 7-n, d^(u.-ì-v. cos^O)^
2{v— ucosOy

insieme con la condizione {A-i- C}uv =^ B {u--ì-v-), che si può scindere

nelle due uv — B = ab-oe, w^-f-t;^ = J.-f-(7 = &'(»M-5'-'M-7-). Supposta

la quantità v maggiore della ii, dalle precedenti relazioni e dalle (3)

risultano v ^ -{g -\- g') , u = :^{g — g'), Vu,^v^ = v^— u^ = b'-gg',

u,-v,= {A-C){u'-v^-) = ¥gg(2a'¥^2a'-^,'-^{g'~-i-g'')y

v,= ~gg'[bHg+gr--'iaW-ia^-/']=^^^gg[(g+gr--^a^'][(ff-g'y-^n

che ha un valor positivo in virtìi dell'ipotesi g— g'>2c. Inoltre, fatto

h= -M _ 9 — 9
V g-i-g

= ^^-^-^~ ed il modulo k = V-^ =
{g-^gf V M,4-v,

= cos :^ il — ^^^- seìv^ -y , l'elemento infinitesimale della superficie

prenderà la semplice forma d S = ^-r, ^ y^^ da integi-arsi fra i li-
^ ^ 2{l— hcos^f
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Jl COS"?

miti 0, - corrispondenti ai limiti n.O dell'ancfolo ? dati da cos^ = z
—

j —,^ > b T \—hcoSf
onde ottenere la metà della superficie conica, e perciò

Q = /
"" dOà^ _ I

""d^ (1— fe-4-fe-cos^e)

Decomponendo questa frazione razionale rispetto a cos^ nella somma
di frazioni semplici si avrà

m U-J^ A 9 hi 1^ (ì—hcos0)^9^\ '''^ Jo (1— /»cos^)'A9'

ora il primo termine è doppio di F^ integrale ellittico completo di prima

specie, il secondo equivale alla somma

/ 1/ 1 1 \(Zo_ fi d^ _^, ,.„
J^ ^\l— licosa ' l+ h cos'i) ^fJ~

J^
(l—hHos'-^)^^~^'^'^^''

avendo significato con IIj l'integrale completo ellittico di terza specie

dello stesso modulo Te e di parametro n — z ^ = -.—^ . Pari-
^ 1—h' àgg

mente il terzo integrale contenuto nel valore di — si trasforma in° m

f" do _ / I r 1__ _^ 1 1 dO ^
J^

{l— h COS'If^ fi J„l{\ — h cos'i)- ' (1-r/iCOS^fJ A0

= 2 nil±h''COs^^)dJ fi ^1___ 2(^+1) n

applicando l' identità

r de ^ h- ^^ ,
n r

/ {\-i-nsen-'i)-^'ì n-^h^- ' n~rk- JJ ^

e la formula (3) del paragrafo 57 risultano le seguenti

^
^J^ {l-hnsen=''jy-'ie y'' '

-^
' ^-i-h^ / '

' n^h' "

/ {l—hcos^y-àO "- ' \ n-hk-J ' n-\-k^ ' ^

S
infine, sostituendo quest' integrali nel surriferito valore di —, si con-

, m
chiude: la superfìcie convessa del cono, il cui vertice giace nell'in-
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terno -dell' iperbole
^ ,

,

—
fi
~ ^ descritta sul lìiano normale alla

base ellittica e menato per V asse maggiore di questa, esprimersi per

(10) S, = 2bVgg^((n+l)n.4-E.-F.),

dove F,, E,, n, sono gV integrali ellittici completi di prima, seconda

e tersa specie. Per il cono circolare obliquo si farà b = a, V iperbole

riducesi all'asse Os, e la formula (10) coinciderà con quella esposta

dal sommo Legendre nel suo Traile des fonctions elliptiqucs.

Infine, se il determinante B-—AC risulti positivo, il vertice F cadrà

— — r^—\, v/ = Oj e la differenza fra gli

apotemi g, g' sarà minore di 2c; eseguendo le surriferite sostituzioni

e trasformate, la costante t\ acquistando un valor negativo, basterà

mutare k- in — 1{~, ed in virtù degl' integrali

/5
drf _ 1 r^ df^

f - d<f Vl+ ^-sm^? = \/l+/?' I
~- d'? Y 1— rr^. cos-<d,

/'«
^jp _ 1 i-^ d_^

/ (1+wsew-?) Vl+^^iew^~"(l-fw)V/l4^ / ^/ n , \ ^ A W- T

ne consegue potersi ottenere la relativa formula della superficie dalla (10)

sostituendo iu questa ai simboli £^, , i^, , D, le rispettive espressioni

dove il modulo A'„ ed il parametro n„ sono legati con il modulo A', ed

k n
il parametro n mediante l'eguaglianze \ = —- ed w,

ne viene in questo caso la superficie conica misurata per

y/gg'sen--^ — &'\i /Q — a\-
col modulo k^=cot-^[ ^ |

e il parametro '>%=—
{ _._ <) •

-^ \gg'cos-j-^by ^^ 'df
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Un caso notevole succede allorquando il vertice del cono sia sul-

-7, — ri"^ — ^ ì ^ = Oj:le radici del trinomio

A cos^o — 2 B cos fo -\~ C nella (1) hanno valori reali e di segno op-

posto; i coefficienti si esprimono in funzione di a, b, </., cioè

jl^_^ic-2, B = b'ay., C= «-(6^'-l-7-) = ^' (:'.--f-2c-2);

i valori assoluti delle radici essendo

l' infinitesimo della superficie conica acquisterà la forma

dS = ^b e df \/{Xi-T-cos «p) {x^— cos 9).

COS~ ). S6fl^ ^
Mediante la sostituzione cosf ——^. r-^—s-. con / parametro arbi-

trarlo, si potrà ridurre il numeratore di x^— coso ad esser indipendente

da 0, scrivendo / = '
, ;

onde il differenziale della superficie, a motivo

di av =—^^7r~r^ 57, ? diverrà dò—Oc{x.—l)\/~—- 7^— ,,x,

—

cos-^-^lsen^O ^ ' ' \ x,-r-l (l—nsen-'J)-

= 2bc (l— n) \/ —jr~, r jz ttt; , dove n = 1 — ). —
:.

, e
"^ ' y n{k-—n) {l—nsen-oy l-ì-x.,'

k^ — Tzr-^ W-,^ x < 1 ,
poiché a motivo di \/2 (c^-f-^-) > c-ì-y. >—'-y.

i valori di x^, x, superano l'unità, e quindi dalla diseguaglianza

{x,— l){x,— l)>-0 si ricava (l-^-x,) (l-r-x,)> 2(x^-t- x,). Applicando

la formula (3) del paragrafo 57 risulta

Se il vertice del cono giaccia sul piano f/Oz, fatto x = 0, la formula

fondamentale (Ij si riduce a dS =
-^
d^ {A^sen-v — 2i?,sew? -f- C,)^ in-

sieme coni coefficienti J., = c*7--t-«-5-, B, = a^b i, C, = b^{a^~y^) e

il determinante B,-— J.,C, =— &-'/- (aV---T-a-,S--f-c-7-). L'espressione

della superficie può dedursi dalla (10), purché in questa si mutino le

grandezze a, e-, « nelle respettive 6, — e-, 5, l'angolo o nel suo com-

plemento e gU apotemi g, g negli apotemi /, ì dati per l'eguaglianze

2'=7'-H-(6-f-/S)S ?'2=7'+(6— /3)', l'angolo F nell'angolo F formato

dalle generatrici Z, f, e ne risultano il modulo k = cos -^ (
1

^ 5^*^' "~
)
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72. — Sviluppando la superficie del cono sopra uno dei suoi piani

tangenti, sorge il quesito di trovare l'angolo al vertice dello sviluppo e

la curva dell'orlo settoriale che rappresenta l'appianata superficie. Detta p
la lunghezza di una generatrice Fili", raggio vettore dell'orlo, posta l'ori-

gine al vertice V e significata con w l'inclinazione di p sulla prima gene-

ratrice VA, l'elemento superficiale dello sviluppo è dS= ^ p^ (Ì'>ì
, da cui si

dS
ricava (1) fZ'» = 2—^; essendo (2) ,&-= 7'-4-(acos®— ^)-+(&sew,5— p)-

quadrato della distanza del vertice dal punto (a cos-s, h senv, 0) della hase

ellittica; col sostituire nella (1) il valore di dS in funzione di ? ed elimi-

nare poi ?, per la (2) si avrà l'equazione differenziale della curva del-

l'orlo. Così per il cono retto (vedi n.68) viene d^ — — ——
V'&''+ 7^(l-T-«cos-w)

k — - \l jì_^^i ' ^ ~ hì^TTì ' ^^ integrando si trova

a^-f-72 .,2

(2) w = _ n, / F, . Se il cono di rotazione abbia
«V 6^4-7^ a.\/¥-}-Y-

(X- Z' \
—^ — ,— = 1 , j/

—
-

J
, il raggio vettore ha la

forma razionale p — — —ccosf, e risultando 2dS=bdf{—'— ccosr^)

h df
si otterrà (?&>:=

; inoltre, dalle relazioni n — fl'=2c,
e cos ?

e

g'— ^'* = 4<2a, ne consegue g~r-g'=^2 —\ e dalla eguaglianza

a- =
\ i) )

~^ 99 sen' -^ si trae b'-gg sen- — . Il differenziale

j i^ ir- 7 y Vgg' d'3
precedente assume la forma dw = sen -^ ;

-^ ^7- , e per^
2 g-\-g (g— g\

2 -( 2 )'"^^

o Y
la sostituzione tang k = u è integrabile

;
posto sen -^ = h risulta

m

w ^ , /, ?^/f/\ ''' ^ ^ ^2 g'—9-T-(g'-r-g)cos(f
r = 2 are tang 1 tang t^'X/ -.ì, ovvero cos ^ — = -,—-—^/-,—^ :

h '\ ^2V^/' /,

g-^gtang^l
9-^9M9'-g)cos,^

ed a motivo di p — ^ ' — / —^^
-

) cos ^ si ottiene p =
^99'

9+9'Mg'-g) cos
-^

equazione polare dell'orlo, curva algebrica nel caso di /* razionale; così

per F— 5 viene h — -, e si trova (—,4-^) = ^''^-^^ trasformata
3 2' \g gì
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dell'ellisse descritta con gli assi 2l>=\/gg\ 2 a — (g^- ~r- g -— gg'Y'
Per ulteriore svolgimento veggasi la memoria del dottor Schwering

nello Zeitschrift di Sclòmilch, anno 1880, pag. 234.

^2 yì ^1
73. — Nell'iperboloide ad una falda —2 -f- j^ i

= ^ ^^ pedale delle

normali isocline (n. 61) si proietta sul piano x y secondo la conica

x^ ( e- \ w- /e- , \
-^ ( 1

1 tang^o) ) H-^ Il— ^ tang-'>^ ) ~ ^ ' ^* quale per i valori di a

a-
minori di & e di taìig'^-M < — sarà un' ellisse od una coppia di rette pa-

rallele. Se l'angolo m sia definito dall'eguaglianza -^ (
1— "^ iang-M \ =

= 7-| ( 1— T^t'^ng^-t'A, cioè tang 0) ^=
, l'ellisse proiezione

coinciderà con la circonferenza luogo dei vertici degli angoli retti circo-

scritti alla detta ellisse di gola. Per ottenere la zona iperboloidica Z„

racchiusa fra il piano x >j e la superficie cilindrica x--r-y^- = a--\-b'^,

nella formula (7) del nura. 61, si porranno A — —,, B = tì, C= j,^ a- b- &

Ih—j, seriM = xseriM, dove è sen^ = —=

il precedente valore di tang m
; onde si deducono

a b
per

he

'V/a'6-+«*c«-T-&*c*

a* &^ -ì- a^ &* -I- c^ «* 4- c^ ^;* 4- «- 0=* c^
Hj — \a}-r-c-,

a b^ c« (a^ 6'-+ a* e*+ &« c^) :-

Z„ = —M= [e'- F V - (a^ 4- c^) ^ V + 0^ if v]

.

La zona compresa fra due curve isocline (©), («>') proiettantisi in

ellissi sul coordinato x y viene espressa da

Z= ^ll [c^(F?— Fo')— (aM-c^)(^?— -E?') + c-(g?— -g?')],
ya^-f-c-

e la differenza Z„— Z si ridurrà ad un'area circolare, quando sussisterà

la relazione Fj = Ff — Fi^'.

Ogni punto dell' iperboloide ad una falda si può rappresentare con

le coordinate x = ncos hn cos v, y ^=b cos Jiusen (/., z=^csenhv., e

quindi le formule (3), (5) del n. 64 danno per la superficie l'espressione

J J

2;r
,

cos hu {a-b-senViu-hb'^c-cos^fm cos^-y.-~d^a^cos^hu sen-x)- du civ,
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analoga a quella di Legendre per l' area dell' ellissoide. Facendo b = a

ne ricaviamo la superficie dell' ipex'boloide di rivoluzione

Su = Tra [^senhu \/a'^cos^-hii-T-c^sen^hu\-\-

log - {senlm \/a--i-c^+ \/arcos'hiv-\-c^sen-liiì)

^

che per l'iperboloide equilatero ^^-f-i/-

—

z- = a- diviene

Su = na- [sen hu Vcos h2u]-\—— lo(/ {sen hu \/2 -{- \/cos h 2 u)

.

V 2

,2 ^2 ^2
In simil guisa, per l' iperboloide a due falde -^ ^

—
fi — ^ P^"

nendo z — e cos hu , x — a sen hu cos « , y = b sen hu sen y. nella for-

mula (1) del nura. 64, si ottiene

//S— ^l /
' 2 sen hu {a-b-cos-hu+ b-c-sen-hii, cos-x+ a^c-sen-hu sen-y.y clu dot, =

n /"tu

= ^ab I I
'i senhi(,{psen^hu-i-iydi(,dy.,

dove p = IH ; cos^ =« + ,— sen^ x. Nel caso di a = b riducesi ad
a- b-

Su— -r a cos hu \/arcos^hu-\-&sen^hu — tt «^ —

_ ^^^^ (<^(^^ hu Và^+c^ H- ya^cos^hu-i-c-sen^hic\

che per l' iperboloide equilatero si semplifica divenendo

S„^ncAcoshuV^^ih2Tc-l 1^^ /eoWm^/2-^Veo.^2n.\-1
L V2 ^V V2+ 1 /J

Nell'iperboloide a due falde il fascio delle normali isocline secondo

l'angolo w sega la superficie lungo una curva che si proietta sul piano

xOy per la conica '\ l , tang^w— \\ -r-'L ip ^^'W''''— l) = 1 ; la

quale è un'ellisse nel caso di tan(fM> —, e siccome s: = -1/ 1
-f-

-l^

,

a sen w > 1 , la sostituzione sen = 5^ sen w darebbe per o un angolo

immaginario ed il modulo h>\. Giovandosi delle funzioni iperboli-

che pongasi sen w = - cos hu , i semiassi della detta eUisse si espri-
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mono con r— \/a^ — cos^ hu ,
——,— \/ yr — cos- hu , essendo

y. sen hu a A hu,

—
^ (i

Iq'Ì _l_^
^ Jiu — \/e-cos-hu — 1, e = T a/ -^-7

—

l'i e per l'eguaglianze

sen w = - cos hu. coso) cIm = sen hu du , la formula (6) del num. 61,
a y.

\ / ^

^ a fa COS M cloì . ,. 1, , ,,, 1,.Z = 1- 1 5
, dove T mdica i area deli ellisse, si converte

seuM J sen'- w

^ -KahV y?- — cos^'hu /*(^* — cos"^ hu) chiT] ^ , ,

111 -^ = z T.—n f" / ^ n—r^ • Introdu-
« [_senhu cos hu ^hu J cos^hu^hu J

/ Mt (111 x»je

cendo i noti simboli Lu = I -—,— , lu = f du à hu (num, 35), si
Jo ^hu Jo

"« du

du
hu

la surriferita zona dell'iperboloide a due falde equivale a

ottiene la relazione / —s-^

—

tt— = Lu-r-Iu — tana hu ii^ h,u \ ondeJ cos^ hu ^hu

^ TT ab r y?— cos^ hu , . , . , . / <> 1 ^ x *, r 1Z = j ,

—

—, y.-ianghv. A/tM4-(s'--— 1) ìh-j-z-Iw ,
V. \_sen hu cos ìiu àhu ^ ^ J

e
1 -i.' ir CQthur^ ,/l

,
1\ ,, 1posto per brevità Hu = 1— a- Ir; H—

5

1 sen-hu

Z =^ —==1 [e- Lu -T~ {a--i-c-) lu -r- e- Hti]. Dicasi «„ il valore

della u avente per coseno iperbolico il numero ^ = - \/a^-ì~c^', vi

corrisponde ^ = — , e poicbè la linea isoclina si riduce al vertice

(a7
— 2/=:0, 5r = e) dell'iperboloide, si deducono le costanti

sen hu.— - , A h u. = -
, Hu. — — - \/«'4- e* :"a h b

onde la calotta iperboloidica racchiusa fra il vertice e la curva isoclina

relativa ad m > si esprimerà con

Z =
^

""^
[e'- [L u — Lu,) 4- (a- -^ C-) {lu— In,) + e'- (Hu — HuJ].

ya^-hc^

Per il valore tang w = - \/a- -h 6- risultano

coshu^-^ ^ a-^+V+e^ '
^'" '

" = «W^^PT^^ '
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e la proiezione della curva isoclina coincide con l'ellisse ^r—1 ~ —- 1,

i cui semiassi sono eguali ai raggi di curvatura dei vertici dell' ellisse

^-f-?^ = l
a- ' b-

74. — La pedale di una quadrica è pure l' inviluppo delle sfere de-

scritte come diametri sui raggi vettori della sua superficie. Infatti sia

(1) x^ -\- y~ -\- z'^ =^ x ce -}- ^ y -7-y z V equazione della sfera, il cui centro

i'^ì ^1 y) ^^ psr luogo la quadrica (2) A y'
-r- B S^

-r- C y- = 1. Consi-

derando 7 qual funzione delle variabili «, /3 risultano

dy ce A Ci dy _ y _ B3
^^

d~y.
~ z ~ C~y ' ~ d^ ~ z

~
'Cy'

da queste e dalla (1) si traggono le ragioni

. a; _ ^ . y _ , z _ co- ~{- y^ -i- z^

A '
' B '

' C ^_^ |^_j_ £!'

A ' B~^ G

che sostituite nella (2) conducono alla quartica

(3) (.<+ ,=+.=). = J + g^|!.

La proprietà enunciata sussiste pure se la (2) sia una superficie qua-

1 ^1 \ f\ \.- ^> . X dy y dy
lunque f (a, S, 7) = 0, perche 1 equazioni — = — ——

, - = —

^

coincidono con quelle della normale abbassata dall' origine sul piano

tangente a questa superficie, ed il piede giace sulla sferica (1). Sup-

ponendo 7 = si trova l'inviluppo delle sfere a;--f-i/^-l-5- = y.x-r-^y

descritte come diametri sui raggi vettori della conica (4) Ay.'^ -\- B p^- = \

x^ «2
esser la quartica (5) {x^--T-y^''~\-z^Y' = — -\-^^\ generabile ancora comeA jd

pedale del centro della quadrica (4) sulle superficie dei coni retti, aventi

per base la conica (4) ed il vertice in iftì punto dell' asse z : attesoché

il piano condotto per questo punto (0, 0, 7) e la tangente alla curva (4)

abbia per equazione Ay.cc-r- B Sy -\— = 1 e la normale tirata dall' ori-

ce y
gine sia definita dalle ragioni -7^ = 1=-^ = zy; dalle quali vengono

p — , » , , ^ , che sostituiti nella (4)
A{x'-+ y^--^z^)' ' B{x'--\-z^-^z^)'

IO la stessa (5). Nel caso di J. = —
, , B -

chiuso dalla superficie (5) si deduce mediante la formula (6) della pa-

danno la stessa (5). Nel caso di J. = —
, , S = —, il volume F, rac-

^ ^
a- b-
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gina 190 ponendo e — 0, e quindi ," = '' = q, ^< = - V^"— ^S

F, = lim F= ^ [2 (a5-^?/) ^,— 6^i^,] , sendo F, ed i;, gì' integrali

ellittici di prima e seconda specie. In virtù delle coordinate polari si

hanno le relazioni x — B, sen 7 cos m, y — B sen 7 sen w , z = R cos 7 ;

i
quindi la (5) si esprime con B = sew/ (a-cos-M-hl'- sen^M)", ed a mo-

tivo di » = —pr^rr^—— > Q = —TT^r^— ) ^^ normale abbassata sul

B^
piano tangente lia per lunghezza P — 1

,

sen 7 (a* cos^ «a -f- 6* sen^ w)^

onde l'elemento superficiale è

_R3 1
cl^ S = -^ sen 7 d y do) = sen^ 7 (a* cos- w -f- &* sew^ w)== dy e? w

;

come si ricaverebbe dall' infinitesimo della superficie pedale dell' ellissoide

indicata al numero 65, facendovi 7; = ; ne- consegue 1' appianatura

S — 8 / 2 j ^ {a* cos- w 4- 6* sen- w)^ sen'^ 7 cZ y doì - 2na^E (k,^\

dove A = Vi - (I)'.

75. — Nel tomo XXIV delle Memorie di matematica e di fisica della

Società italiana delle scienze (stampato in Modena l'anno 1848), il

professor Tortolini adoperando gl'integrali ellittici determinò il volume

racchiuso dalla superficie {X^-r- Y^~h Z-)- =- c'Z'—a'-X'-— b'-Y^ pedale

x'^ i/- s^
dell' iperboloide a due falde —^-r- -p, 1 = — 1. Ora, per le funzioni

iperboliche, si può giungere allo stesso risultato seguendo un calcolo

simile a quello della pagina 188; infatti, avendosi in coordinate polari

i
B = (c^ cos- 7 — b- sen^ w sen^ 7 — a^ cos'^ &> sen- 7)-

,

ffV — X I I B^ sen 7 d 7 d w
,

dove i limiti d' integrazione per o» sono e ^ , e per 7 sono ed

e
are tang — —

; affinchè il raggio vettore B risulti

\/a^ cos^ w 4- &2 sen^ m

reale. Facendo le sostituzioni (1) a sen 7 cos 03 = - cos -^ sen h u
,

b sen 7 sen w = - sen ^ sen h u, e cos 7 = - cos h u si deducono
P P
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^cos- ^/' senr- ^\ , cos^ h u

E = - f««5r w = T tang ^ , ^awgr -/ — — (a-sen- -^ + ò-co^^ t|/)2 to)^;; /i i*,

a- 6- e- p^ = a- co5^ •'i + ,5- 5e/i- il*

,

dove si hanno

(3) a- = b- (e- 5(??^ /t* u + a^ co5 /i^ k) ,
5- = a^ (e- ^ew /i- 1^ + b'^ cos h~ ti).

L'ultima delle relazioni (1) differenziata ci somministra

u du 1
, ^e sen 7 cZ 7 = co5 ai n —^ «ew h ii, d u

,

P' P

e quindi le altre (2) conducono ai differenziali

(4) p a p = I —^
1

~
1—j I sen h u cos hu du,

ab di) , sen hu /cos- il sen-ij\
d w — —

, , ,
,, i-7 e sen 7 d 7 — r- - (—5

\ r^ ) dit,,
a- sen- -^ -\- b- cos^ -^ p^ \ a- b^ J '

sen '^j dy do) = —; r sen h v^ d u d ìj .

abc p^ ^

t: .

E siccome i limiti di i- sono e -^ , e quelli di u a motivo delle for-

mule (2) sono e -f- co , si ottiene l' espressione

_ 8 j
'^ i ^ a'b^c^ d^ sen hu du

3 / / " (z^cos'-^l + S^sen'-^y

OC

Come alla pagina 189 il valore di V per la sostituzione tanrj
''I'
— -p tang \

integrato rispetto a )• si converte nel semplice risultamento

F=^(«.e)J''(Ì + |+^,)
sen hu du

Nelle formule (3) si facciano le sostituzioni cos hu — tang hy- cot ht,ce
sen h u = - , sen hv = - e si supponga a maggiore di b ; simboleg-

giando brevemente con A la quantità

i a^—b^
A /; i = (1 4- e^- cos- h t)-, ed e- — cot- h v tang^ hu — 1 = 1-2 _<_ 2
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. ., absenhv!^ . absenhu. _, .,, ......
SI otterranno x = r—— , S = -—-^ . E poiché ai limiti

sen ht sen ht ^

ed GO di u corrispondono respettivamente i limiti w- e di i,

la surriferita espressione del volume diviene

_ .. ^ 1 " . sen h'^t cltnc^ r 3 f
6 ab sen h v cos h y. 1 sen /i* y. j A

sen /i*

i^'' senhHdt ^ 2 j
'' sen hH rj f\

V / A» ' senh^y. senh^v / A^ 1'

/"'« 7
/*«

Ponendo le notazioni / --— = Lu, / is.du — Iu si hanno le for-

%Jo J

1 , fcos ìiHi du ^ ^ , / sen h^u du ^ / , , x -rmule e-
I

= Iu— L->, e^ 1 = It'. — (e^-hl) Lu.

E facile ottenere altri integrali simili a quelli della pagina 188 con un

procedimento analogo ; così dalle identità d A = e'^cos hu sen hu ——
,

d (senhucos huòi) = [1 -i- e~ -{- {2-]~à e-) sen h^u + S e- sen hHi] si ricava

/VN /' ^4 ^^* ^
7 7

(24-3e2)(l-he^)^ _(2e^+l)^
(1 ) / sen K*u —— = 75"^ sen hu cos hu -\- — ' Lu— 2 „ . lu.

J A 3 e^ 3 e* 3 e*

„ , ,.™ . 1 , /senhucoshu\ senh-udu coshh'ydu . , ,

Dal dinerenziale d | )
= —

i si deduce
\ A / A* A

/«'\ /senh-udu senhueoshu 1 ,^ ^ x r^ > t m-i .-^^
(2 ) #

^^
—

i

—

I
(Lu—Iu). Cosi pure dall identità

l+ e- 1 e^senh^u . , , ,—
Tii— = 7^^ SI conchiude
A'' A A-'

,_,. . du 1 ^ e^ senhueoshu
(3) / lu = ì-T-;;! J«

-

/ du_ 1

+ e'- l+ e^ A

e moltiplicando la stessa identità per sen h-u du ^ a motivo delle

precedenti integrazioni si avrà

.,,, I senhHvdu e^-h2 ^ 2,, ,, ^ /l-\-e'\ senhueoshu

In simil modo, dall' eguaglianza

, /senhucoshu\ /2— e-\ ^^ du du 3 e^ ,, dv^
^ ( A3 )

= \lT^) '''' ^^'^ ^+^'- IT^ '''' ^"^ -^
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si giunge all' integrale

(5') / sen h^u -^ = ^-^ 11— e'- ^^ j seti hu cos hu -h

,
(2— e^) ^ ,

2(6-2—1)
^

e tx
Ora essendo sen hu. — y si ricaverà A = - , e gì' integrali conte-

nuti in V secondo le formule (1'), (4) e (5) per u = p. si riducono

alle espressioni

A3

2 /
'^ 5e^i*i fZ ^ _ 2 «i' (a^+c^)

sen h^ // 5ew /i- v / A^ e» («^_ y^)
\/ìf-

_______ i^ -^ _________ (2 e 4-« +^ ) Ip,

3

sen
l

/''' senhHdt _ a^ /3 a^b^+ 2 ah^— 2 a*- &-c^\ .^+ c2 +

e siccome il fattore che moltiplica la somma dei precedenti integrali ò

7r c^ TT e*

6 ab sen h u. senhv g V^"+ c^

7r«&e/2c2— 2«-— &-

, ne resulta

I rs |-^ == l2c''—c-(a-~rb')— aW-) Lit. +
6 V &' / 6y/ó'--i-c

-h Z (a^+&''— c^) V&'+f-'' l!^'

Volendo esprimere V con integrali ellittici si faccia sen hu = tang y

,

1 A co cZ fi>= 7f- e si troverà \ hu = , du = ——
, Lio = h Ff,

I-i-
e- h cosrf' cos

(f

du ^hu = #^ ^ ;, ril + (1- A^) li ton^ J , onde
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1 e
lu = - [-Fcp 4- tanr;

<f
àv — Eo~\ , e nel caso di tang ? = t otten-

rt

gonsi i valori

che sostituiti nel surriferito valore di F conducono alla formula del Tortolini

6 6 V«'+c'
^3'

76. — Il punto da cui si tirano le perpendicolari alle tangenti di una

linea (od ai joiani tangenti di una superficie S) vien detto origine della

curva (o superficie) pedale. Steiner trovò nelle X'G^dali di area costante,

derivate da una linea piana chiusa, giacere le origini sopra una
circonferenza, ed i vari cerchi corrispondenti ad aree diverse esser

concentrici. 11 volume racchiuso da una superficie pedale di origine M
è definito dal cono avente il vertice in 3/ e la base posta sulla pedale

relativa alla superficie S della prima figura.

I geometri Fischer ed A. Hirst estesero allo spazio il teorema di

Steiner per l'enunciato le origini delle pedali di volume costante V
sono allogate sopra una superficie cubica, riducentesi ad una qua-

drica, ove la prima figura sia chiusa ; nel qual caso, variando V
l'insieme dei Uwghi, si compone di quadriche omotetiche col mede-

simo centro situato nell'origine della pedale di minimo volume (*).

Dicansi o?, y, z le coordinate di un'origine 3I\ a, /S, 7 gli angoli

formati dagli assi ortogonali -c , y , 2 con la perpendicolare

B — B^ — x cos </. — y cos j5 — z cos 7 abbassata da M sulla superficie S,

ed B„ il valore di B per «7 = ^=^ = 0; in virtù della formula (16)

del numero 64 abbiamo d^V=-^ B^ d ; dove d = sen 7 d, 7 d &> è

V infinitèsimo della superficie sferica descritta col raggio uno e centro M
intercetto dal cono elementare, il cui vertice è lo stesso punto M e la

base infinitesima giace sovra la superficie pedale. Sviluppando l'espres-

sione (^2 F= X (JB„— X cos y. — y cos 3 — z cos 7)^ d , ed integrandola
"^

1
SI ottiene (1) F = F„ — /; (x, y, z) + f {x, y, z) —

^ f, {x, y, z);

Fj significa il volume relativo all' origine e le funzioni omogenee

fii^, y, z) = A^x-^A.,y-^A,z, fXx, y, z) = A,,x^+ A,,'y--hA,,z'--h

-\-2A^,xy-i-2At,xz-\-2A,,yz, f,{x,y,z) = A,,^x'^^A,,,y^-hA,,,z^+

(*) Sur les volume» des surfaces podaires, par T. A. ,Hirst, Journal de Creile,

tomo LXII, pag. 246.
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4- 3 ^,„a%+ 3 A,^,.v-z-^SA,,,ìfx -f- 3 A,,,ìfz+ 3 ^33, 3^07+ 3 ^33, s^y-j-

-T-Ai.,3Xi/z hanno i primi coefficienti

Ai= r r B.^cos y. d9,.... ^,,= C T B.cos'-y. de , . . .

.

-4,a = / / -^0 ^os y. cos S dO
, . . . . A^^^ = f f cos^ x dB , .. . .

-^112— / / cos^y. cos S dO , . . . . J.,j3= / f cos y. cos ^ cos y d 9
,

e gli altri si deducono permutando fra loro y, ,'5, 7 conforme agli scambi

degl'indici 1, 2, 3. Quando la superficie S risulti chiusa e convessa, le

normali avendo tutte le possibili direzioni dello spazio e la curvatura d 9

conservando lo stesso segno, gì' integrali contenuti nei coefficienti delle

funzioni lineare e cubica si annulleranno, perocché i loro termini diffe-

renziali assumono due a due valori eguali e di segno opposto ; onde

l'equazione (1) riducesi alla f^i-c, «/, 5) = V— F„, ed i luoghi del

punto M sono quadriche concentriche per i diversi valoi'i di V. Infine,

se la prima superficie S sia simmetrica rispetto a tre piani ortogonali,

e si prendano questi per coordinati, si annulleranno pure i coefficienti

J.,j, ^,3, J.23 e la (1) acquisterà la forma A^^a;- -{- A^.,y'' -\- A^.-^ z- = V— F/,

.x'^ y- z^
per esempio, supposto S esser la quadrica '~f"^

— — 1 1 dalle ragioni

„ acosx b cos & ccosy ., ^_ , , , ,r , 9B. — = = SI trae i?/ = a cos-y-{-hcos-p-\-c cos^y
;

,/ y z
ili

da cui derivano 2 JB^ -y-? = co*- i^ ,... . e siccome oV^—
f j B^d^^

ne consegue ^ = fj' B,' |f '^^ ^
\
j\i' B.cos^ y. dO = | ^.,;

d V d V d V
onde si conchiude F = F„ H- 2 V-° ^V' -f- 2 ^° 2/^+ 2 -^ z'~ .

° da db de



Capo Sesto.

CURVATURA DELLE SUPERFICIE QUADRIGHE. (*J

n. — Sovra la superficie f{x, y, z) — giaccia la curva s, il cui

elemento ds = M M' ha la direzione t definita dalle ragioni

.,, dx ^ dti di
(1) cos y. = -5—

, cos .5 = —^ , cos 7 = —

-

^ ' ds ' ds di

e la normale nel punto M alla superficie vien determinata dalla serie

dei rapporti (2) cos y. . -j- = cos p . -r~ = cos 7 . -~-^ — -
; dove si

è posto (3) /;- = (y^ì -f- ("7-^) "^
( ; ) • ^ coseni degli angoli for-

mati dagli assi con la normale 11! al punto successivo M' si esprimono

per cos y.' -r- d cos y\ cos S' -i- d cos p' , cos "/ -h d cos "/ . S'immagini

una sfera direttiva col centro in un punto dello spazio, e col raggio

unitario, tirando le rette O'N, O'N' parallele alle normali n, n', l'arco

JSf
N' — d-j della circonferenza massima determinata dal piano NON'

misura 1' angolo delle normali, la direzione della tangente in iV è nota

per le componenti d cos y.', d cos 5', d cos 7' del segmento NN', e perciò

(4) d v^ = {d cos y.'Y+ {d cos &)-+ {d cos -/f. Rappresenti M" il punto

della s consecutivo ad M\ ovvero M' M" — ds' =^ ds -{- d^^s
,
poiché

la (1) fissa la direzione della tangente M M\ quella della successiva

tangente M' M" si otterrà per i binomi cos y-hd cos y , cos 6 -}- d cos jS

,

cos '/ -^ H cos ••/ \ onde nella sfera direttiva menati i raggi O'T. 0'T pa-

ralleli a queste due tangenti, l'angolo di contingenza misurato dall'arco

TT = d T avrà per sue componenti d cos « , d cos ,5 , d cos 7 ; cioè

(5) d (7- = {d cos y)- -f- {d cos Sy -}- {d cos 7)-, il piano T O'T risulta

parallelo al piano osculatore in M alla curva s , e detto il raggio di

curvatura M C avente la stessa direzione dell'elemento TT, si deduce

d s
(6) d T = — , Differenziando l' identità 2 cos y cos y' = ne consegue

P

2 cos a' d cos z = — 2 cos y d cos y'
; si osservi il primo membro equi-

(*) Della curvatura delle superficie con metodo diretto ed intuitivo, per il prof. Do-

menico Chelini, scritto inserito nel tomo Vili, serie 2", delle Memorie delVAccademia

scientifica bolognese.
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valere a ^ cos {n, p) in virtù del principio che i prodotti delle compo-

nenti omonime dei segmenti 0'N=\, TT = d. hanno la somma pari
al rettangolo O'N.TT per il coseno dell'angolo compreso; il secondo
membro restare invariabile per tutte le curve che hanno la stessa tan-
gente ^, ed il suo valore assoluto essere ci v cos (t, v)

, e siccome il raggio r
di curvatura della sezione normale è diretto secondo O'N, si potrà

esprimere la detta costante per ^, e perciò risulta (7) p = r cos {n, p),

teorema da Meusnier stabilito nel tomo X del Recueii cles samnts
etrangers, 1785. Ne consegue ancora la relazione (8) cos (t,v) = 2 If

.

Differenziando rispetto ad s ciascuna delle formule (2) si trova

ds h yciK-" cu ' clxdy cls
"^ dxdz ds) ~ 1? Ts 'cùo'

e similmente per le altre; moltiplicandole rispettivamente per ^
d7i dz ^^^

'

ds' Tu' ^ P°^ aggiungendole a motivo della (4) si otterrà

(9) 2^-^^^'^ = l/y^l^'_x_9 y ^^'r dydz\ 1
ds ds h\r dx'^ ds^- ' ^^dVd^j-Ts-dìJ^r''

la quale insieme con la (10) || d,r + ff d^ + |( ^.^ = rap-

presenta nel piano tangente la conica indicatrice, avente il centro
in M ed il raggio vettore \/r parallelo alla tangente MM'. Riferen-
dola ai suoi assi principali 2 V^, 2 Vn, la conica è definita dalla

equazione di Euler (11) '^ -^ ££^^ = \
, dove , simboleggia l'angolo

che la ISIM' fa col semiasse Vr, , e poiché il piano xOrj deve coincidere

col piano tangente, le formule si riducono ad a'=^ = -, ./^q, —^cos^i,

|f = ...,, 11 = e la (9) alla ~^ cos, -^-'^^ L, =
\,

ora, dovendo esser questa identica alla (11), sussisteranno le condizioni
d cos <y.'

__ cos f d cos ^' _ sen »

ds r, ' d s ~ ~V^ '
'^'COs^'^O-^ onde per la (4) si ricavano

1 /
j

(12) — = (cos^ _^ sen^ '^\ i.

(13) cos (t, v) = C^-^lj. _!- £^!^\ . /££^ ,

sen^U
V r. r, ) •

\ r,^ "^
r,^ ) '

(14) sen {t, v) = sen . cos -. /"- - iV ("-^^ -.-
£e^U
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Nel caso di ?•, = r,,, viene r = ?-, , ovvero tutte le sezioni normali

hanno la stessa curvatura; il punto 31 dicesi urnhilico della superficie.

Fig. 33a Sulle tangenti M M\ M' M" si

prendano Ji'J. = Jf'J.' = 1, e con-

dotto per 31' M" il piano che tocca

la superficie, vi si proietti in 3f'^„

il segmento 31'A, l'angolo di contin-

genza A 31'A = — si decomponga

"'" "^

ds
in due: AM'A„^=^ -— {curvatura

^* ds
tangenziale), ed A,3I'A= — (owr-

Pn

vatura normale); dal triangolo ret-

tangolo AA^A si deducono

(15) - = -co5(c,c,), —= -cos{p,p„),
pt p pn p

—, =: —5 H z . Se in ogni punto della

linea s la retta 31'A„ coincida con la normale n', il piano 31 31' 31
"

risulta osculatore e normale alla superficie; il cammino 31 31' -ì- 31' 31
"

sendo il più breve per andare da 31 in 31'', la linea s chiamasi geodetica.

Il cerchio di curvatura della sezione normale ha il centro C sulla
""^

d s
retta n e l' angolo di contingenza 31 C 31' = —7 indicando con tn il

piano del cerchio, l'inclinazione infinitesima d5 della normale suc-

cessiva n' eoa tn vien detta angolo della torsione geodetica. Ti-

rando nella sfera direttiva il raggio 0' I parallelo alla retta 31' C , il

ti'iangolo infinitesimo NOI è simile ad 31C31', eia direzione NI
è normale al piano lO'N', come i^arallela alla 3131' normale alle

rette C31', n', pur parallele alle rispettive 01, O'N', onde INN'= t,'j

ed IN'= N N' sen INN'; dunque a motivo della (14) ne discende la

formula di Bertrand (16) -r- — —- sen (t, v) = sen 9 cos © ( )

.

^ ds ds ^ ' ' \»', rj

Le componenti (17) a„= cos ,5' d cos 7 — cos 7' d cos /5

,

bg = cos 7' d cos X — cos cf.' d cos 7,

Cj = cos a' d cos p — cos ;S' f? C06' a

hanno per risultante il segmento dTsen(n,p) perpendicolare alle

rette n, p e quindi parallelo ad 31 A, all'elemento 3131'= d s ; e

poiché due segmenti paralleli hanno la stessa ragione delle componenti

omonime, ne consegue d7 sen In, e) = —^— = —^ = —^—
; da cui° V ' . / f,Qg rj_ cQs p cos 7

(18) d T sen {n, p) = ^ {cos S cos 7'— cos 7 cos fi') d cos a

.
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nr ^r
'~!^.

«scalatori della curva .v menati per le tangenti successiveM3I, M 31 siano obliqui alla superficie, le direzioni dei racr^i di
curvatura 3/'C = ,-, 31'C'^p, 3rc'=p' e della normale n' sono per-
pendicolari all'elemento ilIM, e però giacciono nello stesso piano, e fra

gli angoli da esse formati sussiste l'eguaglianza rn'=p^'-{^'-rp); al

limite la direzione 3I'C coincide con la normale n, cioè lini fp = n),
l'angolo p p' misurando l'angolo cU dei due successivi piani osculatori si

definisce ««.70^0 di torsione, ed r^w'= in,n'=.clfi è Vangalo di torsione

geodetica: onde la formula di Ossian Bonnet (19) d^ = d-: — d {n^p\

Le componenti a = cos 7' cos /3 — cos fi' cos 7

,

b = cos 7 cos Ci' — cos X cos 7',

e = cos p' cos a — cos «' cos /3

,

hanno per risultante un segmento unitario v perpendicolare al piano tn-

proiettandolo sulla normale successiva w' si trova sen{n', tn) = 'Sadcosx';

epoichè l'angolo < tn = dB, sostituendo al seno infinitesimo il suo arco
SI ha (20) dO=--^ad cos x'. Le componenti del segmento unitario v' preso
sulla normale al piano successivo t'n' saranno a-j^da, h-\-db, c^dc
e l'angolo d,. di questi due segmenti v, v' eguagha quello formato dai'
piani tn,t'n-; onde un segmento perpendicolare al piano rw' e di gran-
dezza vv'dc^ avrà per componenti adh-hda, bdc~cdb, adc—cda
Ora, m virtù delle identità rtco.«^Z.co^ ,.5 -^eco.7 = 0, «C05«'4-5C05;5'+
-\~ccosi-0, dei surriferiti valori di a, b,c e delle formule (18) (OQ)
si deducono ^idb-bda=cos^,{adcosy.'-i.bdcosi'-s,cdcosy'}-.
~^-0'^y'i^'^^cosy.-^bdcosr.-i-cdcosy) = cosyd9-cos^/d^sen{n p)
e similmente ne conseguono hdc-cdb = cosy. dB -cos^: d<7 sen{n\ p)\
cda - ade ^cos^dB- cos^' d. sen {^p). La somma dei quadrati di'

queste componenti determina (22) d..-^ = dB^-i-d':-sen^^'p): dunque
1 angolo di contingenza tangenziale è diverso dall'angolo dei due pianitn tn e ne diviene identico soltanto per le linee di curvatura aventi
nullo 1 angolo di torsione geodetica.

Si è già veduto gli angoli ?, •., ^ degli assi ortogonali Ox, Oy, Oz
con la normale principale, o perpendicolare alla tangente nel punto M
situata nel piano osculatore e parallela all'elemento dT, ottenersi per le

relazioni (23) così = '1^^211 cos-^~'^-^^ ^n, , - '^ <'0s y , ^ ,
^ - dT '

^"^^ - ars '
^^^^— ^T ' "^^

piano delle due rette J/C, 3IC normali alla tangente Milf si dice
polare di M l'asse C C del piano osculatore od il luogo dei centri dei
circoli osculatori in M alla linea s, e quando M' coincida con M, essa
e r intersezione dei piani normali ad s condotti per i due punti ; la
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parallela tirata alla C C per il punto 31, o la perpendicolare innal-

zata da M al piano osculatore, si chiama la hinormale. Indicando

con )., p, V gli angoli di questa retta con i tre assi coordinati saranno

cos\-T-clcosl, cosu-i-dcos [j., cos V ~\- d cos V i coseni degli angoli che la

binormale in 3/' fa coi medesimi assi, e conducendo dal centro 0' della

sfera direttiva i raggi O'L, O'L' paralleli alle binormali, l'arco infi-

nitesimo LL'=dT misui'ando l'angolo di torsione si esprimerà per

d s
(24) dr- = (dcos'>.y~{dcosij.Y-i- (dcos-j)-, ed il rapporto —- — T

si dice il raggio di torsione della linea s nel punto M\ se dz =0
la curva s è piana.

I raggi O'L, O'L' sono respettivamente perpendicolari ai piani TO'T,

T'O'T" e però la retta O'T' è normale al piano LOL'\ in virtù delle

relazioni (23), (24) è facile ricavare la serie delle ragioni eguali

,^^^ dcos). dcosu dcosv
(25) ^ = = ir- = dr.
^ ' cos ? cos v cos (,

La tangente, la normale principale e la biuoi-male sono ortogonali due

a due ; dunque i quadrati dei coseni angolari fatti da ciascun asse coor-

dinato con quelle rette hanno per somma l'unità, ovvero cos-a-j-cos^ ?-f-

-L-cos^-l = 1, che differenziate a motivo delle (23), (25) conducono alle

formule di Serret (26) d cos l = — cos a da — cos \ dz , d cos n ^
= — cos^ di — cos

i/.
dz, d cos'C = — cosy dn — co^y dz.

Se nell'eguaglianze di ortogonalità Scos), co^a = 0, S cos ). co-s ; = 0,

S cos a cos ? = si pongano in vece di cos ; , cos vi , cos ? le quantità loro

proporzionali fornite dalla (23) si ricaveranno le formule d <t cos a =
= cos 8 d cos 7 — cos 7 d cos /S , di cos u. = cos y. d cos -,— cos 7 d cos y.

,

d 1 cos V =r cos a. d cos S— cos p d cos y. ; ed applicando le (1) si esprime-

ranno i coseni della binormale in funzione delle coordinate di M, cioè

(27) cosl = -~{dy dP^z— clzd-y), cos u = ~^{dx d- z— dz d^x)

,

(m o et S

COS'.) = y-g {dx ff-y — dy d^x); aggiungendo i lor quadrati risulta

(28) I — \ — S {dx d^y — dy d-x^. Ora la prima e terza delle surrife-

rite eguaglianze di ortogonalità si possono ancora scrivere Scos>d.r = 0,

^ d cos'i, dx =^ ^ a motivo delle (25); ne discendono le relazioni

dx= T(cos fi dcos V— cos v dcos v), dy= T{cos / dcos -j — cos v dcos ).),

In una di queste sostituendo le formule (27) facilmente si conchiude

^ dx dy d z \

(29) •;= = (t~3)
^^^ ^y ^'^

' ^^^^1^6 per la (28) si può calco-

d^x d^y d^z
\

lare il raggio di torsione per le coordinate di ili"; il determinante con-
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tenuto nella (29) posto ugnale a zero dà la condizione affinchè la curva

sia piana.

La sfera osculatrice in un punto M della curva s è descritta per M
e per i tre punti infinitamente vicini M', M'\ M"' \ chiamando x^,y^, z^ le

coordinate del centro, x, y, z quelle del punto il/, ed R il raggio della sfera,

differenziando r equazione {x—x^y-h{y— 2/o)^+(^— ^o)'— -B" = 0, nel-

l'ipotesi di .'<7„, 2/o? ^0? ^ costanti, si ottiene (•'—
''.^o)

cosy.-hiy—y„) cosp-h

4- (ir
—

~J cosy = 0, cioè il centro giace nel piano condotto per ili e nor-

male alla s. Per due successive differenziazioni si deducono

d s
{x—x,)cos^-h iy—yo) coso -i- (sr— 5-Jco.s ? = _^ = _^o,

i

{x—x,) cosi 4- {y—y,) cosy. -h (z—z,) cosv =_ ^

,

avendole ridotte mediante le formule di Serret. Moltiplicando le tre prece-

denti equazioni prima per cosu, così, cosi] indi per cos ^ , cos-ft, cosu.\

ed in ultimo per cosy, cos<^, cosv si traggono le componenti

(30) X— ^0= ,° C05 t —£ cos l, y— y„ = p cos vj — -^ cos y.

,

.. d pz— ^o= /o COS e — -j^ cos -j
;

le quali innalzate a quadrato ed aggiunte determinano Br — p- ~\- i-f-\ .

78.— Quando in una superficie le normali infinitamente vicine si segano

a due a due, il luogo dei loro punti d' incontro dicesi linea di curvatura,

la direzione v del segmento clv è parallela a t, cioè C05(iv) = l; onde sus-

. , , . ,. . . ,. d cos »' d cos & d cos y'
^

siste la sene di ragioni eguali = ^^ = , ed a motivo^ ^ cos « cos p cos y

della relazione (4) ciascuna di queste ragioni è -— — -— . Inoltre diffe-

renziando cos- y. -f- cos"'
fj
4- cos"- y = 1 si ricava S cos « d cos k = , e

sostituendovi le quantità projjorzionali avremo (1) S d cos tz' d cos a = 0,

sussistente pure per le curve geodetiche ; infatti per queste linee la

normale principale coincide in direzione con la normale alla superficie,

. ,. , . d cos y. d cos S dcosy , ds
, ,„, ^ ,

quindi la sene r = ft = r ^= dT = — per la (ò). Col
cos y. cos p' cos y p '-

differenziare l'identità cos-y' -r-cos^^' -ì-cos^y' ^\ e sostituire ai coseni

le quantità proporzionali della serie precedente si trova la stessa equa-

d, ce
zione (1), che si può ancora scrivere S dcos y.' d ^^ = 0. Risolvendo ri-

d^ s -] d"-x d cos y'

spetto alla derivata seconda della variabile s resulta -^— = ^^-- ;
; ;^ ds L dx dcosy.'
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la quale, a motivo dei differenziali clcosy.' = p,- -r. \- y ci ——
,^ ' h- d.x h dx

e dell' identità S ~- d^cc = — li dx d -^ ricavata dalla S dx -^— = 0,dx dx dx

^,^ ^^^
-Zd^xd'--^

si trasforma in (li) —- = -^—i 7-? , relazione dovuta al-

Li dx d -~
dx

l'illustre geometra F. Joachimsthal (*). Nelle superficie quadriche, in virtiì

dell'eguaglianza 2j d} x d ~f-
= ^ dx d- -j- = - 2^ rf (dxd~^), la

precedente equazione differenziale di second' ordine diviene

\-Za(a.,a'£)
d^ s _dh
Ts~~h '^'^. ^ ^ ^df '

li dx d 3-^
dx

ed ha per primo integrale lorj ( A- ^ -^ d —A = costante , da cui si

y ce ò et Ub /

Ct IG ci OC

trae (III) h- S — r—^ ^= J, dove J simboleggia una costante, E sic-

come l'eguaglianza (9) della pag.219 per la sostituzione di cos y.'— - -z— ,

h 0, X

acquista la forma (IV) "^ -^ -^-^ = 7 , l' antecedente si esprime con

(V) ^ = J. Per es., nella quadrica f{x,tj,z) = \{Ax''--By'-^Cz^-l) = 0,

detta p la distanza del centro dal piano tangente, si hanno le derivate

1^ = ^,.. f£
= B2,, 1^ = e, quindi A = i

, e la (IV) si tra-

duce in A i~\ -\- B i-r^~\ -\- C {--^\ — —, ; il primo membro si-

gnifica il reciproco quadrato del semidiametro d parallelo alla tangente

nel punto {x^y, z) della linea di curvatura; onde risulta d^=^pr, e

dalla (V) si deduce pd — \/-. 11 qual teorema di Joachimsthal sussiste

ancora per le quadriche prive di centro fix,y, z) = -{Ax-~r-Bì/-—2 z) — 0,

poiché segando questa superfìcie per il piano AXx-r-BYy—Z— z-i-l —
parallelo al piano tangente nel punto {x, y, z) si troveranno le coordinate

(*) Obaervationes de lineis brevisBÌmis et curvis curvatul-ai in superfìciehus npcundi

gradua. Tomo XXVI del Giornale di Creile, anno 1842.



oon'.)

del centro della sezione espresse per .v, y, ^ -r-l ed h ^= -
, dove p è

la distanza dei due piani paralleli. Ora, simboleggiando con oj', y', z'

le coordinate dell' estremo del diametro d parallelo alla tangente nel

punto {.e, y, z) della linea di curvatura, eliminandole per l'equazioni

a;'—x=-^.d, 7i'—y—--^.d, z'— (z-^l) r= —- . d , Ax''--hBy'- = 23',
ds ^ "^ ds ^ ' ds "^ '

a motivo dell' identità Ax d x -\-By dy = d z si giunge all' equazione

A \-j-) ~- -B \j) =
fi'ì

inoltre la (IV) si riduce alla forma

A l~] -f- B (-—) = - = — , e dal paragone si trae d-— 2pr;
\ds/ \dsj r p r^ re. j.

>

—=^

.

Nel caso di B ^= A la superficie quadrica è di rotazione intorno

all'asse Oz, il raggio di curvatura della linea meridiana Ax---r-Cz-=^l,

(oppure Ax-=2z) è misurato da E= .y, 3 ) ( o<ì ~.—5) ^d a motivo

della (V) si conchiude — = -j-^ = costante ; dunque nelle superficie
V AL/

quadriche di rotazione il raggio di curvatura della meridiana sta

al raggio di curvatura della geodetica nel punto comune in un
rapporto costante : proprietà dovuta a Gudermann (Creile, tomo XVll).

79.— Siano x', y\ z' le coordinate del centro di curvatura della sezione

normale in un punto della superficie f{^\ y, z) — 0\ dall'equazioni della

, . ,, ,^. , df , df , df -,
normale risultano (1) x— x : -^— = y— y . -r— = z— z' : -z— = r . /i = /

;
^ ^ d X "^ ay d z '

1 /x' y' z~ \
in particolare per l' ellissoide (2) 5 (

— H a^Ti ~'—2
2
— 1 )

=

vengono x= x'—--^-:^, y= y'->—T/^" ^~^'~^—
^
—

%', col differenziarle

si passerà alia normale infinitamente vicina, perciò considerando co-

stanti le x\ y, z' si traggono le ragioni dx : ^ . = dy '.
—

a-—K "^ a^—b^—ì^

z df .

=^ dz '. —

s

s—r = di, ed in virtù della condizione 2 dx -— — si

^^^'^^^^ (3^ a^a^-l) '^
(a^_62)(a-2_&2_).)

~^
(a^-c^) (a^-c^-).)

"^ ^'

'

che aggiunta col prodotto della (2) per il fattore r dà la superficie

di second' ordine (4) /"
, -i s

—

~i,—^ -f- -^—^—^ = 1

.

Le quadriche (2), (4) sono ortogonali fra loro, perchè i piani

Xx^ Yy
,

Zz _ XX
,

Yy ^i_ - p

15
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pai'alleli ai loro piani tangenti, risultano perpendicolari fra loro a mo-

tivo della relazione (3). Questa è di secondo grado rispetto alla diffe-

renza ti- = a-— / , ed indicate con y.-, v- le radici u , i due valori a-— y.-,

a^— V- dell'incognita a esprimeranno i quadrati dei semiassi da, cZy della

sezione diametrale dell'ellissoide (2), eziandio parallela al piano tangente

nel punto {x, 111 ^)ì e rappresenteranno pure i rapporti dei raggi prin-

cipali di curvatura alla quantità h. Origina dunque il sistema triplo

ortogonale -^ H

—

g_ H

—

tzI~ì
~ •^' (.'''— <^> ^-' "•') ^^^ ^ parametri

a>c>p. >&>v; sendo la prima superficie un' ellissoide e le altre

iperboloidi ad una e a due falde.

Ordinando la (3) rispetto ad u—a-—\ si ottengono dai coefficienti

le eguaglianze p---r- v- = {Ir-r-c'-) —, -,—5

—

j-^
-—;

-, ,
y--j- = 5—

;

ed in virtìi della stessa (2) facilmente si concliiude rt*H- a*-f- v^ =
= &* -;- e- H- .'/;- -—y'-ì- -', la quale conduce alla relazione fra i qua-

drati degli assi e dei diametri coniugati r--r-{a-— _u-) -f- (a-— v^) =
= a- -f- {a}— &-) -i- (a-— e-) , dove è r- = a;- -f- y- -f- z-.

Parimente la (3), x'idotta a forma intera ed ordinata rispetto a ).,

ha per termine indipendente
\

^
; e p nelP ellissoide

simboleggia la distanza del centro dal piano tangente. Eguagliando

questa espressione al prodotto {a-— y-^)((i^— i'^) dei due valori di / si

ottiene il noto teorema, il volume del parallelepipedo costruito sui dia-

metri coniugati equivalere al parallelepipedo costruito sugli assi ; ne

consegue (5) p = ay ' _^,
(rt^— a*)(a^— v2)-

L' equazione (4), ridotta a forma intera, è una cubica in u avente

per radici a-, j^-, v- e quindi l' identità

u {u— &-) {it,— C-)— x-{:ii^— Ir) {u— C-) — ì/-u{ti— C-)— z^u{u — 7j^ =
= (te— a-) {u— y.*) (« — V-)

;

dalle quali discendono le relazioni

(6) a'--j-iM''-}-v^ = b^-i-c^--i-x^-hif~i-s\

Attribuendo ad tf i valori , b-, e- si traggono dall' identità le coordi-

nate cartesiane dei punti comuni alle tre quadricbe ortogonali e con-

centriche, cioè

-\/—
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Le variabili t/.^ v sono le coordinate ellittiche (o di Lame'}, fa-

cendo
f/.
= V = =fc 6 si ottengono i quattro umbilichi ; ogni equazione

della forma /'(y-, "') = rappresenterà una linea s descritta sulla

superficie ellissoidica e le coordinate cai'tesiane saranno funzioni di

una delle w, v; così, per esempio, ^- =^ costaate significa la linea di

curvatura dell' ellissoide —r ~—, .., -i—^
5 = 1 prodotta dalla sua

a- a-

—

Ir- a^— e- ^

OC^ 11^ z^
intersezione con l' iperboloide ad una falda -^4 ' ~ ^

^2 y.2_62 ."-— e-

Osservando essere h ^= - e simboleggiando con r[x, r.; i due l'aggi prin-

)*

cipali di curvatura corrispondenti ai due valori di ^ = r si deducono

le formule (8) ì\ — —

—

'—
, ra = . Se » rimanda costante, sus-V / p ' ' p

^ ^ '

sisterà 1' equazione (9) {a-— ,"") (^'

—

'>-) — costante , clie in cooi-dinate

ellittiche rappresenta la curva polodia di Poinsot ; luogo dei punti di

contatto dei piani tangenti all' ellissoide e ad una sfera concentrica, od

anche il luogo dei punti dell' ellissoide che hanno costante il prodotto

dei raggi principali di curvatura.

Se la linea di curvatura /:/ = costante sia segata da una linea

sotto l' angolo i , l' equazione di Euler dà il raggio corrispondente

1 cos^ i sen~i
- = !

; ovvero, sostituendovi i trovati valori di ?>, rv,

. . 1 cos- i sen- i , ,. ,. -,„

ne conseguirà — = -^ 5 H—

5

5 : ed a motivo di r « = a'^ e
rp a^— V- a^—^i^

della surriferita espressione di p si conchiude

a-{a'— b^){a'— c^)
(10) [J-- cos'^ i + M^sen- i = rt-

p'-d^

formula di Chasles per le geodetiche {Journal de Liouville, tomo XI,

pag. 105).

Dalle relazioni (6), u.^-^-^ = r''-hV~-^c^—a''-, -/.v^— , si dedu-
a

r^+&^-T-c-

—

a-±—^)^; ora le tangenti condotte

dall'ellissoide a due sfere descritte con lo stesso raggio tz, con i centri

alla distanza ±0 dall'origine, e simmetrici rispetto a questo punto, si

esprimono per ,
= [{rc-\-'^)--^y--~-

z'^-— a^]? = (r-~f5^

—

y.- ± 2o.'r)^;

confrontando queste con le precedenti eguaglianze si osserva i secondi

membri divenire identici per = — , a = — \/{a^— &-)(a^— e-); quindi

risultano i = ja-f-v, t' = u — v, cioè t-r-t' ~2j., t— ^'=2v; dunque,

se da ciascun punto di una linea di curvatura dell' ellissoide si tira
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una coppia di tangenti alle sfere focali, sarà costante la loro somma
differenza, secondochè si consideri v. = costante, op^yure v=: costante.

Si avvei'ta il raggio y. coincidere con la parte della normale tirata

dall' umbilico dell'ellissoide fino ad incontrare l'asse O.e. Le suddette

formule (tì) contengono le coordinate cartesiane dei punti della linea

di curvatura ed i semiassi a, y., v delle tre quadriche omofocali, segan-

tisi due a due secondo linee di curvatura per ciascuna superficie. E ben

noto come l'illustre Monge dimostrò esser coniche le proiezioni di queste

linee sopra i piani coordinati, e si verifica agevolmente eliminando una

delle x, y, z fra l'equazione (2) ed una delle altre quadriche ortogonali;

per esempio la linea u = costante si proietta sui piani jj z
,
yOz

secondo le rispettive ellissi

a^y.^-'^ (a'— c'){c'—u'-) ^' a'u^ ' {a'— b'-) {y.'— b'-)

Or poiché le sezioni cicliche dell' eUissoide (2) fanno col piano j:Oy l'an-

golo determinato da cos = ±:- AJ ^ ^ j sostituendo x—X. cos ,

y = Y, si trova la proiezione della linea di curvatura y = costante sul piano

parallelo ad una sezione ciclica simboleggiarsi per —^-{—aZITi
~

-2 12 '

X^ Y^ a^ b^
" '" ^

similmente —

^

-r^ ^ = -5 7^ è la proiezione della linea di curva-
v'2 • b-— v'^ e"— 0-

tura v = costante sopra il medesimo piano : i due sistemi di coniche

hanno gli stessi fuochi nelle proiezioni degli umbilichi, i respettivi semi-

assi dell'ellisse e dell'iperbole sono «„ = y "XÌ Tì ti >
'•'0 = '•* \ •, fi »

coordinate ellittiche di un punto del piano X Y.

Il prof. Aoust, nei Coniptes-Rendus dell' anno 1859, die il teorema :

Per ogni linea di curvatura dell' ellissoide passano tre superficie

quadriche di rotazione che hanno gli assi coincidenti con quelli

dell'ellissoide; così, eliminando v fra la prima e l'ultima delle (6),

pag. 226, si ottiene y.-{y--^z-)^x- ly- 5-) = u.-(,a--f-a-— 6^— e'),

che significa un'ellissoide di rotazione avente per asse il coordinato Ox\ e

posto .-= risulta l'ellisse meridiana y.-y--~:ir{y'—o-) — y}[y--~-y}— 5'),

la quale si può scrivere sotto la forma

Vy- 4- {oc- 0)-— y- 4- y/y- 4- (.v-f-o)-— a^ = 2 y ;

dunque la somma delle distanze di ciascun punto della curva dai due

cerchi focali di raggio y. è la costante 2 y ,
proprietà comune alla

linea di curvatura dell' ellissoide giacente sopra' la suddetta superficie

di rotazione.
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Nel paraboloide ellittico (11) ol^^+Ti ~)~^ ^^ normale ha

per equazioni x— x,:'^^ = y— ^j,'.^_ = z—z,\ — ~ = j-'}.-^ da cui

ce 11 1
derivansi le ragioni dcr : ^^ — dy ' Ta^ = d z : — di, e la

d f
coudizione 2j d.r -^— = si converte in

dove ). ha per radici i quadrati dei semiassi y-, -j della sezione paral-

lela al piano tangente condotto nel punto (.r, ?/, z) del paraboloide;

ne discendono le relazioni

a2+ v2 = a--+b--h2cz
, i>.-^j'-

= a^b-c- /:-I
-f-

1-' + 1\ = a'-bViK

be questa sezione giaccia nel piano -—^
i j~- — Z— z — 1 = 0,

verrà h = - , in cui p misura la distanza dei piani jjaralleli ; e perciò

TT p u 'j — -n abl , ovvero il volume del cilindro avente per base la

sezione ellittica e per altezza la distanza fra i due piani paral-

leli è costante .• proposizione dell' illustre geometra Domenico Chelini,

delle Scuole Pie (nato in Gragnano lucchese ai 18 ottobre 1802 e

morto in Roma il 16 novembre 1878). I l'aggi principali di curva-

JJ." l fj. V
tura corrispondenti ai due valori di 1 sono (13) r^x = -— = —j ,

9 7 Q p a

ry = — =:

—

j- . Aggiungendo la (11) con l'equazione del para-
P ^'^ 1 /x- y^ 2 2\

boloide scritta sotto la forma x \—^ -r- 7\ )=0 si ottiene

(14) ," 4- 4- — := —^ ; la quale per i valori y-, v^ di ). rispetto

ad un punto dato (.'•, y, z') del paraboloide rappresenta due superficie

omofocali al paraboloide ed ortogonali fra loro. Indicando con i l'angolo

che una direzione fa con la linea di curvatura [i == costante , la sezione

,,.,.. . . , d}cos-i d^sen^i , , • • i.
ellittica si esprimerà con s i

»— = 1 > da cui risulta

/y.-5ew- e + v-cos-2 = \~y) = ='-^; dove a significa la perpendicolare

menata sul diametro 2 d per un estremo del suo coniugato.

In generale, se pongasi u in luogo di > , l' equazione (14) ridotta

a forma intera diverrà

u{ii,-a'')(ii-V-)— 2czi^u-a:-){u-b'')— ex\u-b'')— &y\i<.-a}) = 0-,
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che nell'ipotesi di a>b ha le tre radici reali ). <,u. <v rispettivamente

comprese fra gì' intervalli — Qfò .. . .h-, b^. ... a-, e a-. . .
.

-f- CC ; sosti-

tuendole nella (13) si conchiude per ogni punto {£, y, z) dello spazio

passare tre paraboloidi ortogonali fra loro, due ellittici dati per le ra-

dici )-, V e l'altro iperbolico. Eguagliando il primo membro della cubica

Riprodotto (m— 5.)(?'— p)(^<— v) e attribuendo ad a i valori a'\ b- avremo

^^! * ~
c^a'—b'-) ' ^

~
c^a'—b^)

identificando i coefficienti della «' verrà z= — (), -|-y.-j-v— a^— 6^),
Ai c

formule determinanti i punti comuni alle tre superficie: le variabili )., y-, v

si dicono coordinate pnraboliclie. Per > =0 si ha la superficie simbo-

leggiata dalla (11); le sue linee di curvatura vengono espresse per it-

ovvero v, pari ad una costante; mediante i valori ,w = v = a-, le for-

mule (15) daranno le coordinate dei due umbilichi.

80. — Il professor Michael Roberts, investigando la teoria degl' inte-

grali iperellittici, giunse a determinare in quali casi le linee di curvatura

delle quadriche a centro siano rettificabili per integrali ellittici (*), e

fondò le sue eleganti disquisizioni sulla seguente verità di Jacobi :

f(z2)dz
L' integrale iperellìttlco (1) rJ o

dove Z — (1— Z-) (1— k-z-) (1— k,-z-) (1— kj'z-) ed f (z^) è una fun-

zione razionale di z-, riducesi alla somma algebrica d' integrali

ellittici, quando uno dei moduli k, k,, kj positivi e minori di uno
eguaglia il prodotto degli altri due.

Infatti nel polinomio Z facciasi 3- = >./r e nel trasformato X iden-

tificando i coefficienti estremi e gli equidistanti dagli estremi si trove-

ranno k Zi, k, ).^ = 1 ,
{h h, k,-T-kk,-]- k^ k^ -f- k:^ k) '>' =^k-\-k^-T-k^-^l\

eliminando ). fra queste risulta la condizione kk^k^{k-\-k^-T-k^-^\y =
= (kk^k.-r- ?iki~T- k^k^-T- k^k)' ; da cui si traggono per k i valori

k.k„. ^ ,
-=^ . Per la prima radice viene '>==-,—— , —^ = — —-=,

dove X= 1— acc--\- ^ oi* — a oc^ -\- o:^ ha i coefficienti

« =^ (1+ V) (1 + ^,^), /3 = 2 4-(l-|-7i.^/r,^) (^.-^^) .

dx
Ora il difi'erenziale —= fu da Legendre decomposto in due difi'e-

\'X.
-^

renziali ellittici di prima specie, perchè scrivendo x-ì- — = y si rica-

(*) A tract on the addition of elliptic and hyperelliptic integrals. Dublin, 1871.
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Y^if-{y.-\-A)if-Y2-^1y.-\-p, e ponendo ìf—i = t\ T=t'*—{y.-é)P-h
4-2— 2^4-5, il suddetto differenziale assume la forma

dx _\ ( dt
^ dy \

I polinomi biquadratici Y, T racchiudono soltanto le potenze di grado
pari delle variabili respettive y, t, ed il loro discriminante essendo

7.2— 4 /S + 8 =
jj^-jj^

(1- k.'^y (1— h.^y hanno per radici

Eseguite le sostituzioni y = — ^*
, t = —-— ^ = /? — ^''^"^j'

j
'=

^^i = iZTj^j^' ^®^ precedente differenziale, sendo ^^, o, variabili,

si avrà integrando

f' dz_ ^ 1^ r^ = nnhiii , ivh^jA.

avvertendo essere h = k, K nel polinomio Z insieme alle relazioni

z sen
<f^ X ' - z sen o.

In simil modo per l'eguaglianze 2jo = y— \/7/^—é, \^ — cr-^\/Y

si ricava (3Ì /' ^'^-' _ 1 P(/^»?,) ^^(/i.,?,)1.sincava (3)y^ -^ _^
^X;^^ |^^_^^

_
____J ; emotivo

dell' identità x'dx=\ {if—V) dy — ^ ^^ ~^) ^^
risulta

-s*c?g_ __1 x''dx_ 1 a;^c?.?;_ 1 rcZy(j/2_i) (it{t''+XU^

Vz (kfi,)i \/X {k,h,)i \/Y~2ihfi.:}A VY ~ VTI

la quale, per i surriferiti integraH / ——.
, / —— e dei seguenti

Jij Vr Jt VT
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r^^= ^-=pfr
[F(h,,..) - Eih,, ?,) - cot ?, A (A,, .J],

conduce all' espressioue

Se nel differenziale iperellittico ——
Vz

con Z={l—z-) {l— r-2-) {l-k,^z-) (1— h.^z.^)

l— v}
si operi la sostituzione z~ = :; = , e nel differenziale trasformato

i
(1— y)' (1— aw^) c?w

v'(i-*')(i-*,')a-v)tf'

con p= (!-«') (i-.„') (i- ì^;«') (i- ?^;«') (i-i^:»'),

si attribuisca all' indeterminata y. il valore A'-, il precedente differenziale

riducasi alla stessa classe del piùmo, ed i quadrati dei suoi moduli

scritti in ordine decrescente saranno k', -z ^ , j—r4- ; dunque

applicando il teorema di Jacobi si conchiude questa seconda proposizione:

r ipotesi ,\ — k- f
^

, ; ) , ovvero k = k, ^ \ ,

or integrali iperellittici 1 —^ , / ——= sono convertibili

Jo vz Jo vz

i— R,' \i—v/'
'*" zMz

7 ipereuiuict i —^ , #

Jo vz' Vom ellittici.

Nel differenziale si sostituisca a o la variabile ^: col-

Vl

—

h-sen^-?

legata per tana ® = ^r ^ , sendo h ed w numeri arbitrai'i ; ne

risulterà r espressioue —71—^ = (1— m) (1— mt'.-) —=, m cui
A(/i,cp) ^jj'
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e posto m = — liji,, iH-m^— /i2(l_,n)2 = ;^_2^;,^2 gj ricaveranno

^^^- = (l+ A-,/0 (l-f-/e,A%u-) —,

dove ?7=(H-w-)(l+ ;t//i,nf^)(H-A'V-!?i^)(l+ 7i;-ii^2). mutando il

segno alle costanti A',, e k,, detti h' il modulo e ^' l'angolo corrispon-

dente allo stesso valore di «, verrà

Sottraendo ed aggiungendo questi due differenziali membro a membro,
e poi integrando le nuove eguaglianze, si avranno

Jo yu

Queste, per il cambiamento di A,"-, h^- nelle rispettive differenze 1— A,2,

\— k^- e per la sostituzione %(,= ,—= , si trasformano negl'integrali

(5)
1" l± ^ nh^-F{h\j^

J, VZ 2 V(l-V)(l-A/)
'

(6) / (\-k}z^)^ =
\ [F{h, '^) 4- F{h\ ,')],i

dove Z=(l-c:^)(l-A^^^)(l-A.^^^)(l-A,^^^) e A^=. A.M-^-^A.^;

VZ 7o VZ
&/Z« alla somma algebrica ci' integrali ellittici di prima specie, se

fra i quadrati dei Joro moduli k, k,, k, sussista la relazione

1— k^ = (1— k,^) (1— k,-). Possiamo pur dimostrare che l'integrale

1 = / (l-t^)(l-kH^)Al con T=.(l-tO(l-kH^)(l-k,H^)(l-k,H^)

è riducibile alla somma algebrica di due ellittici di 2" specie nell'ipotesi

di k = k, k^ . Infatti, scrivendo t = —-== , il detto integrale si tras-
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forma m I = / du\ ^— -i-i^ I e me-

diante la sostituzione ^ H— =: t\ ovvei'o 2 ^< = y ± \/v^— 4 , dove

il segno del radicale si prende negativo o positivo secondochè u sia

minore o maggiore di uno, l'integrale si converte in

Bendo a. = \/k.k^ H , ,
/S = \/-r + \/ -r • Infine, facendo

^' = VI; - V| '

'^ = ^' ^^'^ ^'' '^' = f; = 1^5^, '
'' *^^°^^^^

il valore (7) I = ^-f^ E{h,,)± {~^) E {h\ f) .

81. ^ L'elemento ds della linea di curvatura ii-^ costante si può

esprimere in funzione delle coordinate ellittiche, perchè dalle formule (7),

pag. 226, si hanno i differenziali

^^~6e' -^ ~ b \ (c^— W){b^— v^)'

(c2_ &2) (e^_ ,,2)
>

1 7(^2 y2\ /j^2 ,^2\

e quindi verrà ds =^ {dx--r- dy--}- dz^)- = dv "X/ Tyi ,^
'

^;

posto 'j = b sen , l' infinitesimo dell' arco •s' acquista la forma

_ de [g- a-— b- (a^ -I- y.-) sen^- 0-^b^ sen'' 0]

* ~
V(a^— &' sen^ B) {y.^— 6^ sen^ 9) (e*— ft^ sen^ 9)

'

differenziale iperellittico di primo genere con i moduli ->->-;

ed affinchè si riduca ellittico, per il teorema di Jacobi si scriverà

— =r - . -, cioè w. ^ — < e , ovvero e > \/a b . Altrimenti, am-
a y e e

mettendo la condizione 1— ;^.- = (1— h^') {1— /.r), con 7i = -, si

ottiene il valore y = —--
, sempre éompreso tra b e e.

ya^-\-c^—b^
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Anche la condizione h =: h.\/ :. 7^, ove k =: -
, Tt, — -, con-

» 1— fe,2 |:/
'

' e'

=, ,g più piccolo di e, e non sorpas-

serà b quando sia verificata la diseguaglianza b^ > a^— a\/a^— e-;

dunque le linee ci' intersezione dell' ellissoide

(1) -> r^, + _^l_,^i,
a- a-— D" a-—

e

cow ciascuno dei tre iperboloidi ad una falda

a^c- ' (a-— b-)(c^— b^) c^(c^— b'^) a'+c^— b^'

(4) ^ H t. t ^ 1

^^ a^(c^— b^) a^c^— 2a2b^+b* b^a'— c^) a'— b^'

sono rettificabili per integrali ellittici.

Per la linea (1), (2) posto -Zi, = - = -
, Zi, = -

, ^ = sen 5 = t

nelle formule (2), (3), (4) del num. 80, si ottiene

^ = 2^3(«'-c'-)[^(/*,?) + ^(^i',?')]^-^M?M/^?)^-^(/^?)]-

_^[co^cp'A(Zi',<p')4-J5;(/i',<p')],

con i moduli h = .
'_i 7\ 1

^^' ~ ^7 n ® ^^ amplitudini espresse

per 5e>^ ? = ^^-7

—

V > sen^ —- ^—,—^ : ora, 1 nmiti di v essendo^ tì;6-i-v^ ab— v'^

e & , ed i corrispondenti delle » ,
<f'

pari a e -^ , il quadrante della

linea di curvatura verrà misiirato da

s^[K"-i)-K"-i)]-'^-("-i)-^K"-i>

attesoché la parte algebrica di s divenga nulla ai detti limiti, ed invero

^^

—

^
—- cottf A (Zi, ©) — "^—-

—

'-

cot'f' A (h', 9') tradotto in funzione di v

equivale a ^-^^
) j. , aw 7.

— r^ ' ''^^ ^^ ^^"

nulla per v = 0, v = b , ....



— 236 —

Se prendiamo v = costante e w- variabile, il differenziale della linea

di curvatura s', comune all' ellissoide (1) ed all' iperboloide a due falde

7-&W-^^=7^ = ^' viene espresso per cZ. ^rf^y ^

^,_^^j ^^^_^^^^ ,

e si può dedurre dal sui'riferito cls per lo scambio delle lettere «, v.

Ora, ponendo rj. = vt, si ha as = —
, ,

V V V

e per l' ipotesi a> O- b risulteranno i moduli ->->-; affin-

chè d s' si riduca ad un differenziale ellittico, dovrà sussistere una

per la prima si verifica v < b , V iperboloide corrispondente è

x^ y^- z^ _ 2_

curvatura assume la forma rfs' = =^ {\—t') ( 1 -r- t^ ) ; onde,

delle tre condizioni v = — , v = - \/ (a^-^-c"-) b^—a^c^, v = a\/ ^^
a b ^ \ a--

' iperboloide corrisponden

ed il differenziale dell' arco di

a y^'

fatto li,= - , kr,= -, t = -T-^ , ti = '^_
, rettificasi mediante la

' a' - a be' ^i)c

formula (7) del n. 80 facendo k = — , 7v, = - , /e^ = - , e ne risulta
cc" ce et

{M^-hbc
,

.(bc-iJ^) j
a{c+b) ,, a {c-b)

dove .,^^ =L_, ,e,^,^ = ±_^_^, h = ~^^~, ^' = 7,^=^'

ed il secondo termine di s' prendesi negativo o positivo, secondochè u

sia minore o maggiore di uno, cioè u più piccolo o j)iii grande di "ybc.

Affinchè le coordinate siano reali, la variabile u. deve esser compresa

fra & e e, ed a questi limiti corrispondono due punti E, E' giacenti

nei piani coordinati xO z, w Oy, ed il punto R è un umbilico del-

l' ellissoide, gh angoli y, ?' sono retti; indicando con 31 un punto della

linea di curvatura determinato da un certo valore di u < 1 si trova

2 \/bc
Al punto P, in cui y. — \/bc, si avrà «p = «re sen

^_^^ ,
?' = 0,

, e,.indi B'>=^"[^(''.rt-^(^.Ì)] + "i^'^(''.Ì)-
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Per il valoi-e u — e si ha u — -l/ - > 1 ,
gli angoli ? , o' sono retti,

e rappresentando con 31' un punto della medesima linea di curvatura

compreso fra P ed B' si troveranno

^•=^[^(/V-)-^(A,.)]+^[^(/.',0-£(/,'..')],

Aggiungendo gli archi BP, PR si ottiene il quadrante

cioè il perimetro di qi(esta linea di ci(,rvatura pareggia quello del-

l' ellisse avente per semiasse maggiore a e 'per semidistanza

focale e — b. I punti il/, 31! diconsi associati se le variabili verifi-

chino r eguaglianza .t^ 'j- =^ h c , e poiché vi corrispondono i valori

i'^ — = — , u = — \^bc ^= - \/ù e , ne discendono le relazioni
V u a y.

BÌI-\-MB:^ ^^^=^ \^E (/.', - E {h\ o')]
,

fif- MB ^ ^^- ^E ih,',) - E (a, 0] .

E sottraendo la prima dal quadrante BB\ il professor Roberts con-

chiuse l'elegante proposizione M 31' =: E (//'. y').

82. — Linee geodetiche. Sia definita una superficie per le coordinate

ortogonali cv = o, {ic, v), y = ^^ (^^j ^)ì ^ — ?3 (^^i ^) > funzioni delle va-

riabili indipendenti u, v , e per brevità s' introducano i simboli

^ - \dìo) ~^
[dTcJ

"^
\dT^) ' ^-\dv)'^ \d v) ' \d v) '

nel rettangolo infinitesimo MP 31' P' racchiuso dalle curve determi-

nate per le grandezze u, u-r-du, v, v-hdv, la diagonale 3I3r=ds
faccia l'angolo col lato 31P; avremo le relazioni

{!) ds-^ Edu--^Gdv\ (2) d h\/E= ds cos9, dv V^ = ds sen9,

ed ancora (3) ds = du \/E cos -^dvy GsenO.
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Affinchè la linea s risulti la piìi breve nell' unire i due punti fissi ikf„, M,

dati per i numeiù (n„, ?;J, {7',^, v^) dovrà annullarsi la variazione ò .s del-

r integrale s = / (du \/E cos ^ -~ dvy/G sea 0)
,
quando si consi-

deri variare di grandezza la sola v (oppui'e la t<); perciò si trae la condizione

= 0.I -j- {cos 9 \/E du H- sen 9 \/G dv) ov-\- sen 9 y/G d o v

Integrando per parti l'ultimo fermine ed avvertendo esser nullo ov agli

estremi M^ , M, troveremo -r- (cos 'S/E) = -7- (sen \/g), che in virtù
dv di(,

r /)

delle (2) e della formula -r- = -r— ——~
r- si riduce all'eguaglianza

^ ^ ds du ds dv ds o&

cos dE _ sen 9 dG __ 2d9 _

EVG (^^ G\/^du~~ds'

eliminando \/E, V'G mediante le stesse (2) si giunge all'equazione di Gauss

,^. ^ r,
rfl^i 1 dE dv ,. ,

1 dG d\h
(5) "Isen^ cos9 — —

• cos^ ^ + 7, ^~ t- -^^n^ 5» = 0,
^ ^ d s E d V ds G du d

s

Le lettere U, ?7,, V, F, simboleggino funzioni delle rispettive variabili u, v

e suppongansi E=U,-{ U— V), G = F,-

(

U— V) ; vedremo la (5) divenire

_„ . .dOdUds
.,fl oir fl

.dO^dVdv ,. .
2 Usen ^cosO -—-\- —— —- sen- 5— 2 Vsen 0cos9 —--{-- — cos- 9 = 0,

ds du du ds d V ds

che fu integrata da Liouville sotto la forma (6) Useìi-9 +-Vcos^9 — 'in,

esprimendo m una costante. Si deducono

cos 9 = y jj^Y '
sen^^ y jj

— V
F'

e quindi le formule (2) si convertono nelle seguenti

.^, Ui d u _ V,dv _ d s

(8) ds = V, dv V>^^^^ -h L\ du VU^^^ = ^^^J^ - ZZl£^
,

Così neir elHssoide ^ -] „ ,, -i 5 r = 1 chiamando u, v le coor-
a- a-— b^ a-— c-

dinate ellittiche ed a- la costante m, si avranno i valori

^ (t(2_ ^,2) (^^2_ e"-)
' ^

(t.2_ Z>2) (^.2_ ^.2)
'
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onde pouendo

v^— ci'-

V^-u\ V:-=-r-, T^^j-, -r^, Y^v\ F,2 = -
( tf2— h"-) [u^— c'-y '

' (y^— ìf) (y2— c2)
'

in virtù dell' eguaglianze (7), (8) risultano per la geodetica dell' ellissoide

„ . ,.^ . , (u^—a^)dtt hf-— ar)clv . , ,.

1 equazione dinerenziale ^^
——— = ^^

; —
, e per integrali

V?(«) V?(y)
iperellittici pure misurata la lunghezza del suo arco,

esposte da Jacobi nel tomo XIX del Giornale di Creile, anno 1839
;

quando sia /> = l' ellissoide è di rotazione, e i precedenti integrali si

riducono ellittici.

Supponendo E=l, la (5) ammette per integrale (9) Gsen^O= costante',

per esempio, si prenda la superficie z = fix^X'-hy-) descritta da una

linea ruotante intorno all' asse z ; facendo >r = r cos v
, y = r sen v

,

ne conseguirà -=/'('')) dove r significa il raggio di un parallelo;

a motivo delle derivate ^- = — rsenv, -— = r cos v . ~ = si
d V dv d li

trova G = r^. Se la variabile xi determini i meridiani e si ponga

(10) du — drsj\-^f"-{ì-') verrà E—\ e la (9) esprimerà il teorema

di Clairaut (11) ì- sen 9 = e , ovvero in ogni punto della linea geo-

detica di xina superficie di rotazione, il raggio del suo cerchio

parallelo moltiplicato per il seno dell'angolo che il meridiano ivi

forma con la geodetica, dà un prodotto costante (*). E le formule (1), (2)

conducono ai differenziali (12) ds = {du^--r-r^dV'Y, dv =
r \/^r^—c^.

ed anche (13) cZs = —
; applichiamole alle superficie quadriche.

yr^— e-

Nello sferoide ^ -f- — = 1 coi semiassi b <:a si dice latitu-
a- b^

dine di un suo punto 31 l'inclinazione della normale MN sull'equatore;

ponendo r — a cosi la variabile l vien chiamata latitudine geocen-

trica ridotta, e si ha pure z =^ ± b \/

\

3 = ±b seni ; indi-

chiamo con ).„ la geocentrica latitudine del punto Jf„, in cui la curva

77

geodetica dello sferoide tocca il parallelo, e ^J diviene ^ ; onde per

la (11) sarà la costante c = acosl^, e la medesima equazione (11) si

convertirà in (14) cos \ sen 9 = cos >„

.

(*) Mémoirea de VAcadémie dee aciencea, Paris, 1733.
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b r

E poiché f (r) = ^ , l'elemento della geodetica per la (13)
a yà^— r^

T eli" / Ct^ {c^ &") T'
si esprimerà con cZ 5 = \/ j—z \^r^ ^ ;

questa, mediante le^ a \ {a-— ?•-)(?'-— C-
) ^

sostituzioni r = a cos )., e = a cos ).„, cos / = \/l

—

sen- \cos-<f, si tra-

duce nel differenziale ellittico

cls = do \/a- sen- ).„ -j- h- cos- ).„— («-— h-) sen? ).„ sen!^ <?

;

dunque 'iiello sferoide l'arco della geodetica eguaglia in lunghezza

Varco dell'ellisse avente per semiassi b e Va- sen- ) „+ b- cos- >„

.

Le geodetiche degl' iperboloidi ad una e due falde si possono rettifi-

care con le funzioni iperboliche ; il raggio del parallelo sia r — '\/x'^-\-y-\

CC'-r- il' z'-

neir equazione 5 ^ = 1, col fare r= acosh"). trovasi z^^bsenh^-,

e nell'elemento dell'arco ds = \/tH—' «J , . ^ dato per la (13)
a V {r^—a-){r-—c^) ^ ^

in luogo di r, e, ponendo i respettivi valori a cos IO., acosh'tg dedu-

V/^CZTjaycosli}\ a^'——
TTT— , che per la sostituzione

cos h- /— cos A* ).„ ' ^

cos ]f-l — \-^ sen h-
)„ cos ìf- 1 si trasformerà in

ds=^ dt Vb- -i- («- 4- Ò-) sen h^ \ cos h^t.

Parimente neir iperboloide -

—

~ 7i~~^' essendo s' = &4/l-i—;,

rdr .1 a^-^{,a^-\-Tf-)r^ . _«5 = \/ T^—,—
s,-. / » «.X ? scriveremo r= asenhl, c= asenh>„

a V {a-+ r^){r^— e-)'

. ,, , , 7 ^ 7-1 ^ /(«--T-&'-)«e«A*>.-f-«- 1 1
e si otterrà ds ^^ sen h l . d / \/ r-s4 rs^— ; la quale, me-

r sellivi— senh- /.^
' ^

diante la sostituzione seìi hr ). = sen h- ) „ -f- cos Ir ).„ sen h-

1

, diviene

ds — dt \^a- cosh^\^b-senJi-\-h{a^-hà^) cos h^\senh^t
;

dunque negV iperboloidi di rotazione gli archi delle geodetiche pa-

reggiano in lunghezza gli archi iperbolici descritti coi semiassi

b, Va' sen h- ).^ -f- b- cos li- /„ , oppure b e Va-cosh-Zj-f- b-senli-).o.

Se poniamo h^ = ,—-—

5

, cos ht = , risulterà facilmente^ l-f-e- cos ?

/ dt\/e-co,shH-i-l =
j; I ^^^ = ^[A»irtw^?H-F(7;,?)-^(A',?)].

Infine il paraboloide a;--r-?/-= 2« j ha per elemento dell'arco geodetico

r dr /a? -{— r^ / ~. a

ds = V ^:2~'—2' ^^® mediante la sostituzio;ie r= \/c--~t- pro-

vasi rettificabile per archi parabolici.



Capo Settimo.

PERIODICITÀ DELLE FUNZIONI ELLITTICHE.

83. — Euler e Legendi'e avean considerato V integrale ellittico di

prima specie to =
J.

-— qual funzione del suo limite superiore 9

,

mentre il norvegiano Abel (nato a Fiudò il 5 agosto 1802 e morto a

Froland il 6 aprile 1829), tenendo il metodo inverso, definiva l'ampiezza w

una funzione dello stesso integrale. Attesoché da una lettera di Abel,

scritta il 24 giugno dell' anno 1823 al professore Holmboe, apparisca

essere stato il primo a discoprire la doppia periodicità delle funzioni

ellittiche seno, coseno e delta amplitudine, ed al 13 giugno del 1827

cominciasse nel Giornale di Creile a pubblicare le sue celebri Recherches

sur les fonctìons elliptiques, dove introducendo il simbolo i=^\/—l
dimostrava l'esistenza dei periodi immaginari, come era noto per le

funzioni esponenziali, e dei periodi reali che dipendono dal modulo Ji
,

riducentisi per k = ai periodi tt e 2 - delle funzioni goniometriche

o circolari.

Sia o l'angolo che il raggio centrale
Fig. S4:\

- 1 fa con03I=ì' dell'ellisse -.-i-'f,

l'asse minore OTÌ\ in virtìi della for-

ah _ b
mula r =

V^* cos^ (f-^b^sen'^o

col modulo k = - ed il complementare

(l ip

k' — -, V integrale a- u = a
j: A cp

esprime l'area compresa fra le rette OB', 031' e l'arco B'M' della quar-

2(1' 2a^
tica ovale p-= — r= —— rappresentata per le coordinate polari p, f.

Le funzioni ellittiche di u— ~ settore B'OM' vengono definite dai rap-

00 7/ 1)

porti snu = -
, cnu = - . dnu = -

, sendo x, v le coordinate di M
r r

•

r

ed r — 31 sempre positivo ; come pure soddisfano all' eguaglianze

sn^u-i-cn'^u = 1, dn^u-+-k-su-u = 1. Al valore ? = ó corrisponde

16
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il quadrante dell'ovale A B' =^ a'K= a- F ~
, ed indicata con j la

costante K, resultano am j^ -^ , am'- = r. . Applicando il principio

dei segni si deducono le seguenti variazioni :

5w0 = 0, sn'-=^\, sn^=^0, sn{—ii.)=^— snu, snl~-\-u\ = — snu,

dn()= l, dn-T — k^ dn-=\, dn{—u) = dnu, dnl--r-tc\=anu,

insieme ad am(— ti) = — amtf^ e per m intero si traggono le formule

I

s n (m-^-r-u) =(— l)"* s nu

,

(2) < cn ( '/w "5 -7- w ) = (— 1)'" cnu,

. dn ('f^ -^ -ì-u) = d nu.

Dunque la funzione snu è impari, le funzioni cnu, dnu so'ao pari,

le prime due hanno il periodo reale w = 4K, e la terza dnu il pe-

riodo reale ^ = 2 K (*).

Due punti associati dell'ellisse hanno le ampiezze ?, *' congiunte

da tang •» tang »' = —
; onde si ricavano le relazioni i^ » . A !.' = Tf',

K
, cos » , k'seno do

_
do' ^ a- t -i- /^ i i

sen "J = , cos o = , —- -f-
-

—

,
= 0. Ai limiti e ? del-

' A» A» A® Aa/

. . ~ 1 / ^ ^^^' / ' (i ?
l'una corrispondono i limiti - ,

b' dell altra, od / t—S =^ — / r-^ 5^ 2 '^irAc» /As
aggiungendo ai due membri l' integrale completo si conchiude

Jc '''^' Jo ""? Jo "'? 4
^'

(*) In ogni funzione periodica /(«), se a indica il periodo, dall'eguaglianza

/(a-Hu) =/(k) per ?* = resulta /(0)=/(a); nel caso di una funzione impari

si trae /(a—)()=—/(«) e per 11 = 5 si avranno /(-J = 0, /(^-H«j =:—/(-— hÌ,

/(a)=:—/(0) = 0; quando poi la funzione sia pari f{a—n)=f{v).f('- -+- uj =f\7, — ")
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da cui si deduce f' — am (j — '<
) , e poiché o — amu risultano

(3) dui- — u)= , sn (- — u )
—

, cn
{ , —u) ^k'

\4 / d7iu' \é ) dnu \é J

mutando poi te in — u verranno

(4) dn l-r-h u )
=

. , sn (--i-it,) = -—
, e w (

- -f- rt ) = — 7t'

\4 / dnu \é } dnu \4 / dnu

in particolare, per '^'^ — o > si ottengono

(5) dnl^s/ii, '^'i^v!^' '""i^Vrl^-

11 seno amplitudine aumenta da zero ad 1 quando la variabile n,

cresca da ad -
, e l'eguaglianza .f w | -j-r- 1< ) = s u I - — w I prova,

come al crescere di « da — ad — il seno amplitudine decresca da 1

a zero e riprenda i medesimi valori in ordine inverso ; dalla relazione

s n i'--^u\ =^ — s nu deducesi, crescendo l'ampiezza da - ad r-J , il

seno amplitudine esser negativo ed acquistare gli stessi valori numerici

presi per u> crescente da ad -x .

rJ
dx

Si consideri u =^ 1 -— con ^x=\^(\—oc^){\—k^-x^')., ed al-
' ^ X

l'indice M della variabile x si faccia j)ercorrere sovra l'asse delle ascisse

i successivi segmenti, dall'origine al punto 1, da questo ad —
, indi torni

indietro descrivendo i medesimi segmenti da — ad 1 e da 1 al punto M
rappresentativo di x<.l. Fissando l'unità positiva per il valore del

radicale A x all' origine, si convenga di cambiare il segno ai fattori

\/l—X', \^l—k^x^, quando la variabile x crescendo in modo conti-

nuo passa per ciascuna delle loro radici reali =t: 1 , ± r > e di attribuire

a ^x il segno indeterminato ±, allorché il suo valore divenga immagi-
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nario, o d' immaginario ritorni reale. Per la sostituzione .r = sen a> si

/ dx ^0) . , 1, . , 1

trova / —- = A = T , e parimente 1 integrale

(6) / X
dx _ . r^ dx

col porvi V'i—h-x-=h'senf, si converte in

d oP __ y 77'

dove i = V/— 1 e K' è V integrale ellittico complementare di K. Ora

neir identità

('•\ ( '-^''^ ( \
^^'''

f
dx

I
dx _ (''dx

Jo ^ Vi ^ j^ "^^ yi '^~7o ^
è facile osservare come i due primi termini siano rispettivamente

j , ± "ò j il terzo abbia pure il valore ± —
,

jjoichè decrescendo x

da — ad 1, l'elemento dx e \/l— k-x- sono negativi e reali, ma il

fattore \/\— x^ divenga immaginario; ed infine chiamando u l'integrale

del secondo membro si trova / -~- = u — ^ , che neh' identità deve
ii X 4J

esser preso col segno indeterminato, ritornando \^l— .r- a prender valori

reali ; dunque la somma degl' integrali contenuti nei primo membro della

surriferita identità Viene espressa da j ± ^ ± — ± ( «— — 1 . bcegliendo

i segni superiori resulta l'ampiezza w'+2/, onde ne conseguono le formule

(8) sn{M'-i~u) — snu, dn{M'-i-u) = ~ dnu, cn{''i'~{-v.) — — cnu.

Cambiando ic in ?( -f- &>', le ultime due relazioni divengono

d n (2 w'-r II) = dnu, cn{2 w'-h u) = cnu ;

dunque il periodo immaginaì'io della funzione seno ampiezza è

<»'=2iK', delle funzioni coseno e delta ampiezza è 2w'=4iK'.

Per M = si hanno 5Ww'=Q, cnM'=dnM'= — 1.
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Dall'identità / ^ -~ ^= 1 -r~ ~^ I ^ T~ discendono le relazioni

Jo ^^ Jo ^^ Jl ^^

Significando con m, h due interi positivi o negativi, per le (8) si deducono

sn{moì!-\-u) = snv. , otimoì'-i-v) = {—l)"'cnu,

dn{mM'-x-u) = {—!)'" clnu,

ed in queste sostituendo ad i« l' espressione u-\-h ^, a motivo delle (2)

risultano le formule generali

(10) s cn im M + h''^-^ u\ r= (— 1 )'»+'» e w?f

,

I dn ym, uì -\- h ~ -\- %iA ^= {—Vf dnu

.

Così r equazione s n n, = s n a ammette radici della forma

IO = m -^ -\- h -^ -r- (— l)''a, essendo a un dato argomento diverso

da ciascun periodo, ed m , h interi qualunque positivi o negativi
;

parimente l' equazioni e nu = e n a , dnv, =^ d n a sono verificate

per u = wi w -j- h (w -\-m') ± a.

Supponendo snu-= a. numero positivo minore dell'unità, si consideri

,, ,. / dx I - dx I ,~dx ir-dx ,leguaghanza / f- / * \ h /, ** t— = / *^ -^— ; la somma
'^ ° I àiX

l\ ^^ l\ ^^ / ^^

dei due primi integrali è - ± —\ il valore del terzo integrale si tro-

verà mediante la sostituzione x = ^— , e ne conseguirà la trasformata

d^ ^ M

A 2/ 4
Jl ^y Jo ^y Jo

onde la surriferita eguaglianza conduce alla relazione

1 /'^ _^o>' \ / _^ w'\

ks
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e in generale si possono stabilire le formule

(11) < cn Ai -i-h"^ ± (2 m-M) '^\ = ± i (-1)

dn (u -f- /i

I
±: (2 m-i-1) |') = ± i {-!)•"+'

. , , , dnu
li snu''

cn u
snu^

dunque i valoìH che riducono infinite le funzioni ellittiche si ot-

tengono aggiungendo ±~ ai valori dell'argomento per i quali

si annulla il seno ampiezza, e sono compresi nella formula

u = h-^-T-(2m-f-l)-^, con 10. ed. h interi arbitrari, positivi o

negativi.

84. — L' amjjiezza 7» dell'integrale u = F^ considerata qual fun-

zione della u ha per differenziale d<f = du ^-a
, cioè

(1) d {am u) = du . dn u
,

ed applicando il principio della derivata di una funzione di funzione

si deducono le formule

,^. dsnu -, dcnu , ci dnu
(2) —; =^cnit,.dnu, —; = — snu. dnu, —;

—

= — k^ smt> . cnu\
^ ' du du du. '

così la derivata di ciascuna funzione ellittica snu, cnu, dnu,
rispetto alla variabile ampiezza u, eguaglia il prodotto delle altre

due per le rispettive costanti 1, — 1, k-. Inolti'e le radici di ciascuna

equazione 5?^^'y = 0, c/i?< = 0, dnv.=^0 sono semplici, poiché non

annullano la derivata della funzione contenuta nel loro primo membro.

11 quadrato della derivata di ogni funzione ellittica si esprime con

un polinomio quartico rispetto alla stessa funzione e privo di termini di

j • • •
/dsnu\- . /, , ,,x , -,, igrado impari, per esempio (
—

I =1 — {l-T-k-)s n- u-r-h-sw u.

Da cui si traggono le derivate successive

/
—--V- = — il-ì-k') s n u -T-'ìh} s n^u,

,

\ div

[— (l-i-Tc-) -r 6 k-s n^u] cn u . dnu
,

(3) ' du^

I d''snu

~dvr \\^-\ih^+'k''-1^1i'-{\-^'k'')sn°'u-^2^-k>snHC\snu,
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Lo sviluppo della funzione impari smi, in serie ordinata secondo

le potenze crescenti di n ha la forma a^u-T-a.^v^~\~a^tt^-r . • . •'-, sosti-

tuendo questa nella surriferita eguaglianza che esprime la derivata se-

conda di snu^ e poi identificando i coefficienti delle potenze omonime
di u si determinano le quantità a^, a.^, a^, , e si otterrà

,,, \-hh^ , 14-14 7e^-f-7c* . 1-f135A;'^+135/i*+A« ,

(4) sn u = u g-j- i(^^ — u^ -^ ^'4-....,

dove il simbolo n ! significa il fattoriale di n
;
parimente, supponendo

cnu — bg-r-b,u--{-b^tf,''-{- , d7iti, = c„4-Cjt(-+cj(*+
,

in virtìi delle relazioni cn-u = 1 — sn-u, dn-ii = \ — ]i^sn-n e della (4),

oppure con lo stesso metodo tenuto per sn u , risulteranno le serie

, 1 , l-i-4;e- , l-^44 7^^-M6;^* ,

(5) cnu = l — - wM — ^^* ^^6_i.

ta\ ^ -, ^' o ,
4/t*4-/t* , 16 7«^ 4- 44 Ti* 4-^8 ,

,

(6) dnu — \—-^ it-4 -jj
— ^t* -^-j u^-r-

,„, C" 7 ^ ^^-
-, ,

47i54-7i* . 16A'.2-f 44 7t*4-7i« ,

(7) arnica
I

dn ti . du = u — — t*^ 4 ^-j— ?<" „-j tf?-r-

convergenti per modulo n < K', ed esposte da Jacobi alla pagina 114

delle sue Fundamenta nova theorue functionum elllpticarimi (Regio-

monti, anno 1829). In quest' opera il sommo autore dimostrò la doppia

periodicità, mediante la sostituzione seri if = i tang ^ fatta nel diflferen-

d a)

ziale ellittico du = -—^ . Nel caso di k = le serie (4) e (5) si ridur-

ranno ai noti sviluppi delle funzioni circolari semi, cosu, e per Tt. = 1

la serie (4) dà la tangente iperbolica della variabile te.

Applicando i logaritmi neperiani alle funzioni ellittiche, e difi'eren-

ziandoli due volte di seguito rispetto ad u ricaviamo

dolori snu 1 d^snu 1 /dsnu\^ , , » 11 /dsnu\}_
,

i^u \ du )
~

du^- snu du^ sn^u\ du ) sn^u

,^^)d-logcnu ,, , dn^-u ,, , Ji'^

(8) -, ^^-^— = k-sn- a s— = — k-cn- u — -
d tir c n} u e w' u

-,- , —li? sn-u —^— = — dn-u 4- , , .

du^ dn^u dwu
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Per due integrazioni successive fatte coi limiti ^'j t si ottiene

T dxi,
log snu =^ j '^ du

I
'^ h- sn'^u du — J ^ dio / ^

sendo u diverso da zero, altrimenti i due membri sarebbei'O infiniti
;

J.

I li- srìru di(> = l
d o

or a causa di / h- sn-u die = f h^ sen^ ^ -^ — F^—E'f avremo

(9)

^ k^ sn^u dtt = E— E, e per conseguenza / * (K— E) du =

(K—E) (K—u); onde, introdotti per brevità i simboli

b = E—E, a^—bK— j "^ du 1 Ji^sn^-tidu,

/^u ru /"io /"u

/ dv, I W-sn^u dxi.
, y^ — a-r-hù— 1 "^div Z*

—

^,

y,= -
I

du I —^^clu, y,= - I du I -^^^du,
Jo ^0 »/0 ^0

dalle formule (8) giungeremo alle seguenti log sn u = y^ — y

,

log cnu = 2/2
— y, log dnu = y^ — y : dunque le funzioni ellit-

tiche si esprimono con frazioni aventi il denominator comune e^

ed i respetiivi numeratori e^', e^^, 6^3. Queste quattro funzioni

alle ( od abeliane ) , scoperte^ da Weierstrass , notansi coi simboli

Alii') = e''=s, Al^{ìi) = ey*—p, Al,{u) = ey-> = q, Al^{u,) = e>'3= r.

Dalle relazioni (9) deduciamo l'equazioni differenziali

d'^ d'^ 1
-T—5 log A l (u) 4- k-sn^u = , ^—; log A lAu) H — = ,

du- ^ ^
^ dio- '^ ' sn-u

(10) .

^—^ log A iJu) H s— = , -^—^ log A l^{u)+ -^-^— = 0.
dtf,^ cn^u ' du- ^^ ' dn^u

Ciascuna delle medesime funzioni verifica un' equazione alle derivate par-

ziali, come neir anno 1855 ha dimostrato l' illustre inventore (*). Poiché,

(*) Theorie der AbeVachen Functionen, pag. 285 del tomo LII del Giornale di Creile.
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sendo z= snu pure funzione del modulo 7v, dalla ('--\— (1-5-) (l-Zr^?)

si traggono le derivate

onde ne risulta A
(|| ; ^^=-1 (^-i^^- _ l) , che moltipli-

cata per k k'~ ed integrata rispetto ad n diviene

,^ d z d z r> K' du _, dz

Ora mediante la prima delle (10), ^ = - r- z\ e l'ultima delle (8),

d'-log dnu _ , , , _ A'-(l— ^-) _ d- y h'^-

d u^ - "-' ''
1-h^z' -~d^^^ 1^=^^ - 1

,
SI otterrà

d log dme _ dy /. k'^du
(^^*

~ ~
'du
— ^* ""

' l k- z^-
' ^ V^^^^^ r equazione differen-

ziale surriferita si traduce nella forma

(11) /,;,'.;^V/.-<4f -f.^ Ji/_;,.,(1_,.)^0.d

k

dti> du die ^ / ^

•

Moltiplicandola per 4 k-z ed eliminando ' con la prima delle (10) e le sue

derivate '^= -2k^-,jf^, -^= -2;,^>.||_27. - convertesi in

du'-dk ^ dio^ ' du du^ ^du' \duy~
Se osserviamo aversi le relazioni

d u^ d U' \ du) d u-

2 ^ ^ ^ _^ (dyV_ /cPyy
du du^ dic^ \d u) \d tc-J

'

_ 4 (1 + 7.^)^ _ 6 {'IllY- 2 A^+^^''''^di'/ \dtc'-J
-"^^ ^ du''

dedurremo la trasformata

— hkk'^-'^^^J^'^u'^'^ -^ /'^?A'1u-^*2/_^9j,, n.du^l^^^ dk^^^''d^-^[d^) j-^dl?-^^^ =^^
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la quale, per due successive integrazioni, conduce alla più semplice

cV-y ^
d u die d h \d u)

'

ed eseguendo la sostituzione y = log s troviamo

(12) 4^^ 4- 2 7e^ t^^ -f- 2 k k''- %l -±- h^ u'- s = .

^ ' d xi^ d u d k

Con questa e la (11) ricavansi l'equazioni differenziali per le p, q, r;

infatti, a motivo di » = 5 j , ottengonsi -^— = s h z -—
,' ^ ' * du du du^

d- p d' z ^
d s dz

^ ^ ^^'

^

dp dz
^

ds
d u^ ~ d u- ' dn dio ' " d u- ^ d k ~ d k ' dk'

e quindi per la (12) risulterà —~ -T-2kk - -r^ ~\-2 k^u -y^ -h k-u^p =
(C t(^ et /v CI lif

= -2sk k'^- ~ -2s k^- H 4^ 4- 2 r-p l\ - ^,) ,d k du \ s -)

- s -—^ -f- 2 -^ \-2k k"- s —r -h 2 kUi s -^ ; ora nella (11)
d iC- d u du dk d te ^ ^

sostituendo a -;— V ei?uale - -r— avremo da essa il terminedu " s du,

^ d z d s

d u d u

e neir espressione della ^t~^ ponendo z = - abbiamo s -—^ =
•^ d u- '^ s d u-

^ — (l-ì-k-) 2J~T-2 k- —^ ; onde a causa delle precedenti è facile stabilire

Le funzioni q ed r sono legate alle p, s per l'eguaglianze s- = p--T-q- =
= /rp--T-?'-; dalle differenziali (10) si traggono

(14)

/dsV- d'- s ,, , tdpV d^p
, ,

KTuì'-'d^^-^ ^-^^
' \d-u) -^dl?^'-^

\du) "^ du'- '

' ' \du)
-"^

du;- ' ^ ^ '

inoltre si hanno le derivate

d

'd

d s _ dp d q d s _ d p d q
^ cui-^dT'/^'^TrT,^ ^7rk~^dk'^^dk'

u^ ' \d uj ^ du^ ' ^ du-^ \d u) "^ \d u)
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o, per le (14), s -^-^^ ^p -^^ + q -^^ + h"'-p'--^cf, e ne discenderà

Infine dalla 5- = /t^»-+ r^ deduciamo s -^— = k-p ~ 4- r -—- ,

clu ci u d u
ds -, ., d 7J dr , , , d-

s

^, d-p d^ r ,. ^

d k d k d k d u- d u- d ti-
^

riducendo mediante le formule (14); onde con l'aiuto dell'equazioni

dimostriite (12) e (13) conchiudererao

(16) ^" + 2 r- u^^-r-2kk'^ Jy + 7^2 r (1 -}- u'-) = 0.
^ ^ d u~ d « d k ^ '

L'equazioni (12), (13), (14), (16) servono a determinare le formule

ricorrenti per gli sviluppi in serie delle funzioni alle ; così, facendo

preudendovi il coefficiente della potenza v-"-'- otteniamo

2 w (2 w — 1) —7 — 4 (« — 1) 7 TV-, — -, ^fn -r -, ^Yi
—rr- — ,^ ' n\ ^ ^(w— 1)! {n—2)\ {n—l)\ dk

e per w = 1 , 2 , 3 , resultano «. — 2 k-, «., = 8 7t- (1 -}- 7i-)

,

a, = 32 A^ (1 + k') 4- 68 /e^, a, --^ 128 /e^ (1 -f- /t'') 4- 480 ^i* (1 4- Tb^) , . . .

.

Nello stesso modo si avranno

A Z, (m) = w — &, g-j
4- &, ^j

— &3 ;^ + . . .
.

,

dove h, = \-^k\ &„ =-. 14- 4 7^2 4- /^S ^-^3 = 1 4-/i'-- 9 7i^ (1 4-7j-),

6^ = 1 -L_ 7jS 4. 16 7i2 (1 4- h') — 6 7f,*,

&^ = 1 _l_
;eio _|_ 25 7t2 (i_|. ^6) _ 494 7^2 (i_^ 7,4)^ _ _

J7/'^ — 1 !^_i_ !^_ !^-L_^ (, (.«< j — i
<^i 9 [

' *^a 4 [

*^^
6 !

'
'

con e, = 1, e, = l4-2/^^ C3 = l4-6 7j2+ 8 7t*,

e, = 1 4- 12 7s;^+ 60 7t*4- 32 k\

C5 = 1 4- 20 7^^4-348 7i* 4- 448 Tt^ 4- 128 7t» , ....

y/2 ^/4 ^/6

^ l, {u) = l — d,—^-^d,_-^—d^^^-^....,

con fZ, = 7ì:2, fZ^ = 2 7j^^ 4- ^*, d^ = 8 /%« -^ 6 7e* 4- ^',

d, = 32 7f2 4- 60 y^* 4- 12 k^ 4- A^

f?5 = 128 7^2 4- 448^* 4- 348 ^«4- 20 7t» 4- Tt^», ....



Capo Ottavo.

LE FUNZIONI p{tì), q{u) DI WEIERSTRASS (*).

85. — L' eminente geometra di Berlino Carlo Weierstrass, in luogo

delle funzioni sntt, enti,, dnu, adoperò la z variabile inversa del-

l' integrale

/'"•-' 5i

sendo Z = ^z^— g,z— g^ = 4: {z— e,) {z — e.^) {z — e,),

num. 22, osservaz. 1% in cui le radici e^>e^>e^ verificano l'eguaglianze

(2) é?,4-e,4-C3=0, e,e,+ e,e,+ e,e,= --g,, e,e,e,= -g,.

Ora, eseguendo la sostituzione z = e^-,—
^~n~^ ' ^* ^^^ riducesi all' in-

tegrale ellittico di prima specie H = —:= / —
, ,

con A- = — -% e per t — sen y diviene (3) \i — —= F {li
^ ?).

Indicata la z col simbolo p(^0) ^^ precedente formula di sostituzione

equivale a (4) p (u) — e^-h '
. ,

' = ^i H- (g,— e^) cot- o . Mutando il

segno alla variabile o, cambierà il segno di ti, mentre la funzione in-

versa p{u) rimanendo la stessa è pari; per ? = ^ l'argomento u ha per

j^
^

valore —;==: = w,, onde ^ (w,) = e,, e siccome ? = am(w "V/^i
—

^s)»
^"'-'•^

e -e
la (4) scrivendosi (5) p {iC) ^= e^-\ —^— ^ ne consegue

(6) Ì5(2«. + W) =i3(«).

(*) Formeln und Lehrsatze zum Gebrauche der eUiptischen Functionen, nach Vorlesungen

und Aufzeiehnungen dea Herrn K. Weierstrase, bearbeitet und heraubgegeben non H. A . Schwarz.

GottiDgen, 1883.
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Scambiando le radici e, , e^, ovvero facendo la sostituzione

=r e, -f-
^

^
' neir integrale (1), si trova

-1= /
dt

u
iVe-e,Jo A/{l-n(l-V*')'

p g
dove 2 = V — 1, kì^ = — "' = 1 — ^-, e posto t = sen 9 avremo

(7) ,, = Zfe!I, (8) p{u) = e-{e-e,)cot^9= e,-+- /^~/j
;

per 9 = - resultano (9) . .
= ''h , P {''\) = e, , —^ = — .

All'ampiezza + r vi corrisponde l'argomento 2m^-~u^ e per la (8)

si deduce la formula (10) j) {2 r,ì^~ir t() =p[u).

Nei punti associati essendo le ampiezze y, ?' legate dall'equazione

1 /e —e
(11) tango . tang'f' = — = -1/ -*

, o dalla trascendente F'-p'~{-F'f = K,

divisa questa per \/e^—e^ a motivo delle (4), (11) si ottiene

P ('''i— ^0 = ^. + (^1 — ^3) co^- o' = e, -f- (e,— p.,) tang^ f ;

e siccome dalla stessa (4) si ricava tang- <o = —j^—'—
, verremo a

(g — e ) (e — 6 )
conchiudere (12) p (o), ± u) = 6,-^ ^^-^

. ^
; dunque la fim-

P \^) ^i

zione p(u) è pari, decresce dall'infinito positivo al minimo p(w,) = e,

quando Vampiezza aumenta da zero a -
,
poi torna a crescere ri-

prendendo gli stessi valori in ordine inverso, ha il periodo reale 2 w,

e l'immaginario 2m^, e diviene infinita per i valori 2moj, , 2nw,

,

sendo m, n interi arbitrari. Ponendo u — m^ nella formula (12) si

trova p (&), -f- '''3) = e,

.

La derivata p {it) = -^ = VZ sarà negativa positiva, secondo-

che p{u) decresca od aumenti, e si annullerà per ciascuna radice di Z;

allorché z divenga infinita od ?' = 0, il vero valore del prodotto u \/p{u)

è Uni ^ ^^^' = 1 ; dunque u \/pJu) = 1 -h s , dove lim e =
„ = o 2VpHu)
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per u = 0, ed essendo p {'te) funzione pari, n'emerge la possibilità di

svilupparla in una serie della forma —^ -r- a,u--~a.^u''-~ -r-anU-"~r-....

Alla pagina 62, notando con J ed eT" le rispettive costanti f/,, f/^, furono

svolte le successive derivate della funzione p (?/) . In virtìi della rela-

zione p'" (u) = 12 p {t() p' (n) si giunge alla formula ricorrente

mediante la nota eguaglianza

(14) {xtuY- = '^pH'.—g^j)U—fj^ si trovano (ii~ ià^-, c-3— ^à^ e la serie

(15) P^^-,7i-^2T^^^ -^2^7 ^^2^Ì:5^^^ 2^5.7;il
^ +••••-

per brevità scrivendo pu, p'u. p"u, ...., senza metter l'argomento u
in parentesi.

Nell'integrale di Lagrange (pagina 47) facciasi e — ? = , fZ = 4,

& = — g,, a= — g^, ed il polinomio X si ridurrà a 4 cif— g^ x — g^ ;

j • li. 7
dx ^ dy

ponendo inoltre d u = ——^ , av = —=. , x = pu, u = pv avremo^
\/X Vy

VX= p'u. \/Y=p'v e la (Vili diverrà 1 (P "'~P ^\ ^_
(pu^p ?•) = e.

4\;jt«—ptv
Sostituendo alla costante C la grandezza z funzione di una variabile io,

come x^ y dipendono dagli argomenti ?;, v\ ovvero ponendo z=pn':,

dic^=—^\ a motivo del n. 19 scaturisce l'equazione dic-^dr-~dic — 0,

cioè l'integrale particolare ii-ì-v-\-ic\ ne discende la formula di addizione

(16) pu-ì-pv-T-pìo = - (- 1 , e piD = p (u-r-v).
4 Vprt

—

pv/ ^

Nel caso di n=v il secondo membro presenta l'indeterminata forma p:;

ma in virtù della relazione (14) ricavasi

p' u — p' V 4:{p-u-T-p u pv-h p- v) — g^ _

pu—pv p' u -\- p V
'

, . . ,. {p'v. — p' v\ 12 P'U — a. p" ih

da cui viene lini \ ) = —^—; — = —— :

t =u\pu —pv/ 2pu pU'

onde si ha (17) p2u =^-\ —r— )
— 2pu^= pu —'^ - -—;. loci p' u

.

^ '
^ 4\p u / ^ -^ ^ du- ^ ^
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Se nella (16) mutiamo il segno alla variabile v e poi sottraggasi il

risultato dalla (16), a motivo di p'

{

— v) = — p' v deduciamo

/1o^ / \ / \
p'u P'V

(18) p{u-\-v) — p {il,— v) = —
(p ?i — p vy

La formula di addizione delle p u esprimesi iu altx'e guise
;
ponendo

p'u— p' V ^ . , <lt p"u — tp'u p"u — tp'v^— = ^ SI trova -y- = ^—- = ~ t':pu—pv cli(, pu — pv pu—pv
(1 f T)" 'ìt t Y) ty

oppure t^ -f- 7— = ; che aggiunta membro a membro con
^ "^ clu pu — pv °°

•
i. 1 r ^0 ,

StH 2 p"u — t {p'u-{-p'v)
la precedente acquista la forma t- -i—;— =

.^ ' du pu — pv
Ora essendo 2p''u = l2p-u— ff^ si deduce 2p"i^— t {p'u — p' v) =

ir, /p'-u—p'^v\ ,_, , 4 / .-, , , N= 12 p- u — a,— ( —
) = 12 p- 1'. — 4 {p- u -r- p u pv-\-p-v) =

= 4:(pi'—pv){2pit-T-2^^'), e quindi la relazione j t--r-- —— — 2pu-T-pv\

adunque la (16) si trasforma nella (19) p [u-r-v) =pu, — - -y- (^——-—
)

e nella simile risultante per lo scambio delle variabili u, v. La mede-

sima (16) conduce all'eguaglianza

t , ^ i ^ {p'uf-^{p'vY -, ,

,

p {n -I- V) -i> {u - V) = ^^^p-:,^ - 2 {P " -^p v)
;

eliminandovi le derivate p'u, p'v mercè la (14), giungesi all'equazione

{p u -hp v) (2p u pi' — -^ Oij — 0^

(20) p {u~v) -rp {u-v) = {pu-pvf
" •

Possiamo ricavarne una formula per la moltiplicazione dell' argomento
;

facendo v = nu
,
pu ^=^ z

,
pnu — p Vj = y,i è facile ottenere

(21) ij„+i = ^, {K-yn ^'.) - Ih-i ,

dove ^„=^—2o'ii,, y,= —p"u ed y, = 0; così dalla (17) avendosi

,/„ = \
(P-lt\— 3 - , a motivo di ó,-' =. 4 .-'- e/, z-g,, p"u = 6.-^-5 ff,

f ^1
si trae ìj., = — j-^, , dove -ij = 3 s* — r fj,

-' — 3 f/^
~ —

^~g
^'2" ="

= 3 j ^2 _ 1 ^jì _ 1 (^.p^ i',,"— 'p,'-) e -^-j' = — 3 -f/. Parimente
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dalla (21) viene y^ = y~ , insieme a y-t
= — -^o (^3 'Ij' -+- -^j*) =

==p;, (^_2.~c 4-^^,-^ 4-10.93.-3 _^^^,^^-^i^,6'3~-^6',^-^^^,^);

per w= 3 trovasi U*= —A'K^-y.-K'ì-ìh^' j\\^ì',yh--+-^^)^ jlj\

entro la qual parentesi, sostituito il valore di i*, , avremo y^ = — \
ì'

»

con -l^ = — ('^3^4- •y'./ 'K' T'3~r- ^r'2'*)
=

'T'2'
'\— ^3'- ^ello stesso modo

1 ••!> 4^

dalla (21) si ottiene y,= —. ('K' - 2/* ^2') — 2/3 =^ - -VV . dove
ili -5

•^e = -
:i^.

(•^*' ^^' -^ -^^ -^3 -P. -^2'^ ^2 ^.*) = -h. ^3 ("f .
- |4) in virtù

delle relazioni surrifei'ite, e proseguendo si troverebbero y^, y,, ;

avvertiamo di avere sempre scritto per brevità -^i invece di li,- (?')

.

Il valoroso ufi&ciale Giorgio Enrico Halphen (nato a Rouen il 30 otto-

bre 1844 e morto a Parigi il 21 maggio 1889), nella sua grande opera

sulle funzioni ellitticbe, ha svolta la teoria della moltiplicazione per le ^ju.

L'equazione pmi,= pv.^ a, con n intero e positivo, e gli argomenti

a noto ed n incognito, ammette per z=pu tutte le n- radici che cor-

rispondono ai valori u = - {y.~~2h'j\~2h''jh^, in cui ad h ed h' si

attribuiscono gì' interi , 1 , 2 , 3 ,
,

(/^ — 1) ,
poiché prendendo h

od lì! maggiore di n equivarrà a sostituire ad essi nq-7-r od w^'-r-?"','

dove r ed r' simboleggiano interi inferiori ad n, e la funzione pu non

varia col sopprimere i multipli 2q''\, 2cÌ'jì^ dei periodi. I suddetti n-

valori di 11. forniscono radici diverse fra loro, altrimenti due qualunque

w, u degli argomenti avrebbero la somma la differenza multipla di

2 y. .

w, .WjjWj, ma u~r-n' racchiude il termine -^ che in generale non è mul-

tiplo di alcun periodo, ed u — U ha la forma 2 f '

j w,-f- 2 |
—

—

-
J

&I3

con le diflFerenze intere h — h^, h'—lt^ minori di n. Mutando il segno

ad y. risultano gli argomenti w, = — (— z -r-2 Z w,-7- 2 Twj), ma facendo

l = n — h, V=n—h', ne conseguono wH-w, = 2 (o^-r-oig), pu^=pu.

La quantità y„^=2^nu — pu è una frazione irriducibile —)-4 a termini

razionali rispetto a pu=^ z contenenti le sole potenze pari di p' u = -^ ,

attesoché ?/« resta invariabile col mutare il segno ad v . Le radici

di ?(-) riducono infinita la funzione pni'. , e perciò hanno gli argo-

menti v,, j,' = — w, -, OK ; esse radici sono due a due eguali a

motivo di f7,,7<'-T- f>.-*,»-;t' = 2 (w,-r- wj, ma nel caso di n pari esi-
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stono tre radici semplici, poiché attribuendo ad h e ìt i valori ed -

vengono i semiperiodi w, , «3 , w, -|- «3 = — ''\, annullanti il trinomio

4 -''— .e'o^ — ó's = (P'w)^ In tutti i casi il numero delle radici di

? (-) = ^n- (w) eguaglia rC~— 1, quante sono le disposizioni con ri-

petizione dei numeri 0, 1, 2, 3, , w— 1, eccetto la prima 00.

Dunque per n impari il grado del polinomio i^n(n) è ^ (^'— 1)? 6

per n pari la funzione 7—,^, avendo la dimensione w-— 1 — 3, la

li/,, ly\ 1
sua radice ^-r-~ è del grado ^r (n^— 4). Il numeratore /'(^) ha w^ ra-

dici che corrispondono ai valori di tv determinati dall' eguaglianza

p n u =pu, ovvero mi = ±n-i-2h w,+ 2 h' w., ; ne ricaviamo le due

2hM. 2h'r'K
, 2/1&), 2 /i'o)-

sene u = —-— H 1^ , u = ^ -\ -•* che sono somme di
n-\-l n-T-1' n— 1 w — 1'

argomenti multipli delle (/i-f-1)*'"'* ed (;i— 1)"""* parti dei periodi, diversi

nel caso di n pari, in quanto che n~l ed n— 1 siano primi fra loro,

onde il polinomio f{2) conterrà il prodotto ^n+i{i<') ^pn-iiu) avente il

grado ——^
r- s =^ ^^'" infine, per n impari 1 semi-

periodi w,, Wj, W3 sono termini comuni alle due serie ?/, u', il prodotto

delle -^^,—-, -^ è una funzione intera di z, ed il suo grado

è - [{n — ly — 4] 4-
p [{n 4- 1)-— 4] = w^ — 3 ; dunque il prodotto

ip»_i (ti) ^.u-^-i {/() rispetto a pu = z è del grado n^ e con la f{z) avrà

la ragione — 1, come si è veduto per induzione; si dimostra in generale

prendendo n infinitesimo, ed ammettendo il più alto termine di i^n (u)

»^-i 1 'L^-i d z
avere la forma n z 2 ovvero — 7^ n z 2 —— secondochè ìi sia

' 2 d u
impari pari.

Il problema di calcolare i valori della funzione pu quando l'argo-

mento sia la TI**'»'" parte di un periodo w,- consiste nel risolvere l'equazione

ii/„(?f) = 0; per w=5 sarebbe del dodicesimo grado, ma si riduce al sesto

scegliendo le incognite p~ — a
, p -^ = b

;
per brevità adoperando

i simboli '?a = fp''^] = éa^—g,a—g,, 'fb = (p'-~) = 4b^—g.^b—g,,

1 Xt)'?/ —^ ^'??\

e nella formula di addizione pv-hpv -\-p (Un-v) = j (—-——;)

2w,- 4r.»,- . 4''Ji 8o)i . .

facendo prima ^f = -v- , ^^ = -v- ,
poi w = -^ , ?? = -^ , si ricaveranno

{2a-hb){a-by ^^iVTa-Viàf, (2b-i-a)ia-by = -^{Via-h y/^T,
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e per conseguenza (a — by = \/fa <fb . Le prime due eguaglianze,

mediante le incognite ausiliarie a-hb = x, ab = y, si trasformano in

12xij = 2x^+ g,x+ 2g,, 16 {ìJ'^2x') (x'—ày) = i4:x'^—4:y—g,y-,

che per l' eliminazione della y conducono alla sestica

x^— 6 g,oo^— 4:0 g,x^— 6 g;Kv- — 8 g,g,x — 5 g,^ = ;

ad ogni radice x corrisponde un valore per y, ed ognuna delle sei

coppie a , h verrà determinata dalla quadrica P — t oj-ì- y = 0.

La moltiplicazione delle funzioni ellittiche fu trattata per la prima

volta da Abel nel tomo II del Giornale di Creile ; egli dimostrò risol-

versi algebricamente sn — in funzione di smc, sn —
, sn—, e

delle radici n^''»« dell' unità, applicando il metodo tenuto da Gauss per

sciogliere l' equazioni biuomie, e la medesima proposizione conchiuse

per cn— e dn—: nel caso di k=~^ ed w = 2^'-f-l numero primo^ n ?^ y/2

espresse sn— per radicali quadrici.

86. — Se consideriamo —pu qual derivata di una certa funzione ??/

,

le due relazioni ^j (2 &),-+- w) = p u
, p (2 oj^-f- w) =p tt moltiplicate

per du ed integrate, forniscono le formule

(1) ?(tt+ 2M,) — S?r = 2?w,, (2) ?(it-f-2&J3) — ?w = 2?w3,

avendo ottenuto le costanti col fare ti = — w, nelF integrale della prima

ed u =— o).^ in quello della seconda, ed avvertito essere impari la fun-

zione 'Cu. Integrando lo sviluppo in serie di —pie, si trova

(o^ r„ _ 1 ^ !i! ^ !^ _ ^2'
!i' _

^^^ ' u 2\ò 3 2*. 7 5 2*. 3.5^ 7

Le costanti ?w,, ^Wj, K^^ si notano pure con i respettivi sim-

boli >),, v!^, v?,,; or ponendo u = m, nelle (1) e poi aggiungendole, a

motivo di (»^-\-M.,~r- M3 = resulta
"'^i -f- "",-!- "''3 = ; con successive

m, n ripetizioni dei periodi w, , «3 otterremo la proprietà generale

K {u -\-2 in Wj -h 2 n Wj) =: 'C 10 -j- 2 m r, ^
-i- 2 n r,^

.

E facile provare 1' eguaglianze d <» à {h,f) = -r-^ (1— h^ sen^ <f)
=

= du L^

—

Py ~^ "3JJ applicando le formule (3), (4) del num. 85 e la

Ve,— e.
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P (w^-f- ?«) — e, H-
'~ __'~ analoga alla (12), pag. 253; preso

l'integrale dell'antecedente fra i limiti 0, ^ abbiamo E =^ ' ' '
'

.

In modo simile dall' identità d 9 A (/^, , cp) = —? (1 — ^^2 ^^^2 (p^
_

\ 6—63 Ty
1

s

y^ pu— ej '' '

^e^Zt^ ^~fÌ!^^'J discende l'integrale j?'^ "'C^^'^^+'O
^ e siccome

ve— ^3 A/e,— ^3

X = Wj Ve,— ^3 , K'='-r \/e,— ^3 , il teorema di Legendre (pag. 132)

espresso da EK'-\-E'K— KK' = -^ si traduce nella '),W3— VÌ3W, = ^.

Dalla formula di addizione delle pu si ricava

(4) ?(,,+.)-?.. = ^,(^:^i:z^) 4- c,2 \piA —pvf '

e la costante C non dipende dalla v
; col mutare il segno alla u e

sottrarre la nuova equazione dalla medesima (4) si conchiude

(6) ?(i*4-v)-F?(w— tO— S?''' - -^'^^

pu — pv

Scambiando le variabili ?<^, v resulta una simile alla (5) e aggiungen-

dola a questa deduciamo

^ ' 2 \pu — pv/

Si noti con n u la funzione impari avente per sua derivata logarit-

mica la ?w; è chiaro potersi scrivere la (5) sotto la forma

— \log cr {if, 4- v) + log (t - m) — 2 log ^ u\ =
j^^

log {p u —p v)
;

or significando con e una quantità indipendente da u ne conseguirà

—^—'—
{^

'' ^ - = c{pu—pv). Anche qui lo scambio delle va-

• 1 -T ^ TX 1, T t(i(,-}-v) (t(u— v) ,, .

riabili u , V dà 1' eguaglianza —'^

\
—'^ = e {pu—pv),

con e' indipendente da v\ per il confronto si riduri-anno identiche

ponendo e = t^v , e' = t^ ic , e quindi ciascuna diviene

/rrx «^ (W+ ?')" ('?<- — •y)
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Lo sviluppo in serie della funzione log i u si ricava dalla — = ? w

col sostituirvi la serie (3) ; onde integrando verrà

(8) log cu = log u - ^, '^\ , v>- ^, ^\ ^ u^
2^5.3.4 2^7.5.6 2^3.5^7.)

da cui discende lim log [ -— 1=0, ovvero (9) lini — = 1 ;

«=o \ w / ' «=o u '

come pure la funzione impari <7u = u-\-s^u^-r-s,^u^-hsjiJ+ s^u^ ,

moltiplicata per la serie (3), dà per prodotto la serie derivata

<y'u = \-^^ s ^llJ'- -\-h s^u'^-r-l s.^th^ -^% s^ti'^ . . ..; identificando i termini dello

stesso grado risultano i coefficienti •s, = 0, s,^ = — - .'^^. s^= ^,
^4 = — T.Q^, — , e per conseguenza

,io),«=«-i.f|..-«^-«'-|.f-:„.

dove n\ simboleggia il fattoriale di n.

Se nella relazione (7) si ponga v = n -\-h e si prenda il limite

per A = 0, troveremo (11) —p'u— ^ ; il primo membro egua-

glia la quantità -^^^ in generale sussiste la formula (12) -i»,, = -——,

,

poicbè sendo vera per w = 1 , =2 ed ammettendola fino all' in-

dice n , si proverà esatta per l' indice successivo n-\-\, sostituendo

<T {n— \) u = ^„-\ . (<r w)("-i)', <T n u = i>n . {n uY"^ neir eguaglianza

(T (n ~T-\) u 1 (n—V\u T ^ M .

p n u — p u = 5 r
, ed osservando essere il primo

membro identico a
"~

,

',"— . Dalla medesima relazione (7) si deduce

/ ,x o-(2 w4-l)w.7?^ ,. ^ ,, .,^^
p{.n-^\)u —pnu= ^—, .,. —-s ; a motivo della (12) otte-

nendosi cr (2'/^+l) w = •i'2n+i c7(-""^')*t*, t„+i v, = In-^x (7"'+'J"m,

(r„ u = ipn (7»^ u , ed inoltre p mi, = pu — g*^^
, facilmente rica-

veremo (13) T|'2n+i = t|'«h-2 r-"'— ^«-1 v''»+i ; con simile dimostrazione,

per le [i),{\\) avendosi p(n+l)^^—^(*^— l)i/. ==

1+2 •i'^,_i), formule ul

a calcolare j)er via ricorrente i polinomi ^l-an+i, ^a». del numero 85.

concbiuderemo (14) i-jn = -V^ (^l-n-a 4'^«+i— •%+2 •r'^.-i), formule utili
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Dal! eguaglianze —^— = C ti , <^ ( /^+ 2 w,) =^ ? w+ 2 vj, dedu-

ciamo log rj{u-\-2 &),) ~log<ru-\~2 r.i (u+ e)
; per il valore e = «<

consegue la relazione (15) o-(«4-2w,) = — trMeS-niOn-o,.)^ ^^^^ ? = 1,2,3;

nel secondo membro si è posto il fattore — 1 , affinchè V identità sia

verificata per w = — w,-

.

87. — La funzione <tu soddisfa un'equazione di second' ordine a de-

rivate parziali ; omettendo per brevità di scriver V argomento u , deri-

viamo le p, p' = — = \/ép^-g^p—g^ rispetto alle g,, g, ed avremo

dudg., ^ a g., 2p" dii.dg., ^ d g.^ 2p"

dalle quali facilmente si deducono

d n dp\ p_ ji^ n djy\ _ i

d w \p' ci gj "~
2p'^ ' du\p' d~gj ~ ~ 2^^ '

moltiplicandole per le rispettive costanti —2 a, —26 e poi aggiungendole

, , .. d ( 2 a dp 2 b dp\ a p -h bmembro a membro si trae -r— l —^
: — ) = —^ .du\ p' dg, p' d gJ p'^ '

trasformabile in — ( „< ) -^-f-P purché si attribuiscano i valori

«== — 9^/,, b — — -g,}, c = — -g^, /^'= — S, come è facile provare.

Osservando essere -^ = — p troviamo subito V equazione integrale

^^^'jf~^^'^d^^^"~2^''^^^''^'
e siccome p"-=6p''—-g„

p = — —^
, la precedente diviene

d V/

/iNif. dp 2 . dp ., 2 «,>

-3P-3-^. +2pC=-3^-2^—,-35'.;

. d'^ K
da cui eliminando il termine 2 K -^—s , mercè l' identità

du^

\du/2 ? ^T7. + 2 — = 2 ? —, - . :^, + . fi',

,

du^ ' d ìiP- \duì dvP- 3 d u^ 6
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vedremo la (1) convertirsi nella

_ 12 ry i^ _ 2 ..^ _^ . ^K^) . 1 „" "^^ dg^ 3 "^^ dg,~ du^~^ du''
"^

6 ^'

Questa, per due successive integrazioni, conduce a

i, «.• j ii'vi 4.-Ì-
cV-lognti /dlog'7u\- l d- '7 .

che a motivo dell identità —-—5
i- I —;

1 = —;—= si esprime
du^ \ du / T d u- ^

ancora per (3) -^^- (l2 g,^^-^ -g,- —j ^ - g,^..- . ^
,

equazione trovata da Weierstrass.

Ponendovi t t* rrr S bn y^ . ., .
,

dedurremo la formula ricorrente
(2w-f-l) !

rf/^»-i
, 2 ^db».i 1. _ ,„ ,.

utile a calcolare i coefficienti b„ della serie 7 w

.

Indicando con o (.x) il binomio 12 a, -r—^ H- ;: /y,^ -—^ , mutando
d g^ 3 ' f? ,9,

l' argomento f. in w w e posto >? nu — y , V equazione (3) diverrà

^ ^ n^ y du^ y 12

Eseguendo la sostituzione y r=z v {'7 w)"*, in virtù delle derivate

\dy Idv, ,^ Id-y 1 d^ v 2 n- ., dv
y dVj V dv, y d vr v d Vj v du

dell' espressione -?(?/)=:- b (v)+ n^ © {Jiog t u) , e delle formule (2), (3),
y e/

l'eguaglianza (4) riducesi alla

(5) ^5 IV" + 2 ? '" "d + (»'-
1> °^' -"("> = » •

Cambiando la variabile indipendente u nella pu = z, a causa delle de-

• ,
. ,. d V

,
d V d- V , d^ V

. „ d v , „ , ^ ,

nvate parziah —= p —, —^ = p ^^-^ p'—
, della ?(r) che
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aumenta del termine -— <s> iz), del differenziale dv = -^— du-h -^— dz,
d 3^ ' du d z

2
ed avvertendo aversi, per la (1), cp (-) = 4 z'^+^p'Ku — 5 f/,, conchiude-

o

remo 1' equazione

(6) P"^— ["(4^2-6) j2-(4w'—3)^1 j^^-n^<f{v)+n^{n''-\)vz= 0.

Per l'ipotesi fatta, la funzione v coincide con la '^n{u)\ onde la prece-

dente (6) si applica a determinare i successivi coefficienti della t//» ordinata

secondo le potenze della variabile z\ è chiaro l'operazione <f{v) doversi

eseguire sopra i coefficienti di ••^„. Nel caso di n impari, fatto w = —-—
si scrive '^»{u) = n c"'+a,3"'-^H-fl',3"'-*4-a,2"'-*-T-— , e per n pari

, , 1, /.. t ^•i -i
• , d V .dio dp'

sostituendo v—pio nella (6), a causa delle derivate ~—^ = %> h w -—

,

d-v ,d^io
,

^dp' dw
,

d-p' , ,., ,. ,, . ,

7f^-=Pd^--^^d-z dTz-^'^d^-^
dell eguaglianze p^^U^-g,z-g,,

2p'^^ = \2z''-g,, 'f{p'w)^p'<f{to)+iOf{p), «,(p')= -i(^6^32+^^./^,

con facili riduzioni si trova l'equazione corrispondente

(7) i)"-'J^-r(4w'2-18)^2_(4^^'._9)|.1 |^_w2y(j(,)+ (w2_3)(w2-4)s'M; = 0,

n^—

4

in cui io =— -ln{v) = nz'"-\-h^z"'-'^->rh^z"'-^-{-.... con ^/^ pan ed m=—^—

.

Per maggiore sviluppo si consulti la prima parte del Traité des

foncUons elliptiques, par G. H. Halphen. Paris, 1886.



Capo Nono.

IL TEOREMA DI ABEL

88. — Euler dimostrò il limite superiore dell' integrale somma di due

integrali ellittici della medesima specie e dello stesso modulo esprimersi

algebricamente per i loro limiti, in quella guisa che ogni funzione gonio-

metrica della somma di due angoli si determina con operazioni algebriche

eseguite sulle funzioni goniometriche degli addendi. Invano Euler, Le-

gendre, Lagrange .... travagliaronsi per estendere la detta proposizione

ad n integrah, simili o d' ordine piti elevato : spettava al genio della

^Norvegia lo svelare gli ascosi veri, e poi qual fulgida stella ascesa sul

polo dell'orizzonte disparire con rapido tramonto! La grande Memoria

di Abel Sur une proprieté generale d'une classe très dtendue des

fonetions transcendantes fa, l' anno 1826, presentata all' Istituto di

Francia e soltanto edita dopo un trilustre nel tomo VII delle Mé-

moires des Savants e'tranrjers, sebbene alcune parti del lavoro si fos-

sero divulgate nei volumi III e IV del Giornale di Creile.

Prima di esporre il teorema Abeliano è d'uopo accennare alcune

proprietà algebriche dovute ad Euler. Siano le funzioni razionali intere

f{z) ed F(5) = «, J^+ a, 3ri'->+ a, si'-2-i-....-t-rt^ =
= a,{z— z,) {z— z„y . . .{z— zj,);

per la .teoria della decomposizione di una frazione razionale in frazioni

semphci sussiste la identità (1) ^tt^ = £" (5) -f- S ^,.
'

,

dove E{z) sta a significare la parte intei'a del quoziente e Zi una ra-

dice di F{z)\ ora nello sviluppo delle frazioni in serie ordinate secondo

le potenze decrescenti di z^ il coefficiente di z-'^ eguaglia S ,,^'
;

dunque se il numeratore f{z) sia di grado p— 2, la parte intera E{z)

si annulla, onde moltiplicando la jDrecedente identità per F{z) e dopo

eguagliando nei due membri i coefficienti dei termini di grado p — \

rispetto a -? , si conchiude (2) S zp~—z = ; parimente avendosi

F'{z) =i)a,2^-'H-(p-l) a^zP-'+ ....-^ap-l
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SI ottiene ^^^ ^ ^^~ #(i) ' ^" ^"^ ^' (^) simboleggia una fun-

zione intera del grado p — 2; aggiungendo l'equazioni risultanti per la

r.-^-i 1sostituzione delle p radici, in virtù della (2) si ricava (3) S _ —
F'{zi) a/

come pure notando con f^{z) un polinomio intero di grado p— 2, dalla

equazione ^^ = ^^-i^^^ -A.^^, a,^-a,^ z, discende la

r.h
e per /i intero e minore di p — 1 dalla (3) verrà (5) S ^' = 0.

F'{3i)

Prendendo nelP identità (1) il numeratore costante ed eguale ad uno,

per ^ = « si trova — ~— = S =^^ ^^^ , e chiamando ^ (z)
-t {y.) Ji {Zi) Zi— a.' ^ ^ '

una funzione intera della z, -^.{z) il quoziente intero di essa divisa

per z—y.\ a motivo di -^^^-^ = ,/< (2:) + ^lA^ ne consegue

s Ufi) -:sM-'0 , .f.(,AV 1 v^,(-.) ^(«).
(3-.— «) J"(^,) ^ F'(^.) ^^ '^

(^-,-:^) 2^'(^'.) " " ^W) " ^X^'

poiché il primo termine di questo secondo membro eguaglia il coefficiente

di ^-1 nello sviluppo della frazione %~\, identica a , '~tS,. ,F{z) {,z— <y.)F{zy

ordinata secondo le potenze decrescenti di z, ed inoltre lo svolgimento

in serie della parte ,^_^^p,. non possa contenere la potenza z-\

exmncìexQmo : V espressione ^- ^t, , . pareggiare la costante

r (*)—
Y~n\ accresciuta del coefficiente di z-i nello sviluppo in serie

della frazione -, \'^ , , .

(z— «) F(z)

89. — Teorema Abeliano (*) : La somma d' integrali simili ellittici

od iperellittici è riducibile ad una quantità algelrico-logaritmica,
purché fra le variabili si cerchi di stabilire una piti relazioni

algebriche.

{*) Vedi pag. 145 del tomo I delle (Euvrea complltei> de Niels Henrik Ahel ; nouvelle

édition piihliée aux fraia de l'État norvégien par MM. L. Syloto et S. Lie. Christiania, 1881.
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Neil' integrale I ^^ ^^^

—

siano f{z) e ? {z) funzioni intere
(5r-«) V?(^)

della variabile ^ ed « , e costanti ; suppongasi la ? (3^) decomposta nel

prodotto delle due funzioni intere cp, 5, i^^z con noti coefficienti, e me-

diante i polinomi

dove le m+?iH-2 costanti a,-, &i sono arbitrarie, si costruisca la funzione

(1) F^= (->,c:)2 5),3r— ('j/„')>,3 avente le p radici z,, z^, z.,, ....,Zj,.x, Zp.

Se z rappresenti una qualunque di esse, ad un'infinitesima variazione

dei coefiicienti indeterminati «,, hi corrisponderà un'infinitesima varia-

zione della z ed un incremento 'ÌF z della F z\ or siccome questa si an-

nulla, anche il suo differenziale sarà pure nullo, ovvero F'zdz-\-oFz= 0,

da cui si deduce (2) F'z d z — 2-p^z rf^z o^.^z— 2-i>iZ v^z §-^^z. Elimi-

niamo i fattori ^,*, (9,z mediante l'eguaglianza ^, - \/?i z ^= i^^z V?»

^

derivante dalla (1) per l'ipotesi di z radice e di s = ±l; attesoché

risultino le identità ^ 1,^ V?^ = ^3^?s^» - t*-.- V?^ = ^i- 'PjS^, la (2)

si potrà scrivere sotto la forma
" = 2 — * ^,. ^'

"—'-^
,

e quindi integrando fra i limiti e, z n' emergerà la relazione

-^ *
ro rs rj

1_ costante.
F'iz)

Sostituendo in luogo di z ciascuna delle radici ^.- di Fz, simboleggiando

con Ci l'unità positiva o negativa, per l'addizione di tutte l'eguaglianze

che ne conseguono, troveremo

Jc (.',-.)Vt(^.) Jc

^^Zi S-'p^Zj— ^,Zi §^,Zi

{Zi-.)F'iZi)

Ora la quantità racchiusa sotto il simbolo sommatorio nel secondo

membro non dipende dagli incrementi infinitesimi delle radici, ma è

funzione i-azionale delle variazioni dei coefficienti indeterminati an, bh\

onde per l'ultimo lemma di algebra surriferito eguaglia la somma della

\h y. '•il c( — "i/ cz li zi 1
quantità /"(^) Vr

—

\^ 71
—

x,
'

e del coefficiente di - nello svi-

1 A ^^ f
ri^)[^^^S^^z-^,zS^,z] .. ^

luppo della trazione ,— —VrT^i—d^
Tt—^^^^ ordinato secondo

(J-a) [(ij/, 2)2 7,
-— (,p„^)2 cp,^]

le potenze decrescenti di 3:. Le quali espressioni hanno la forma
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. (udv — vclu)

Bti-~Gv^ '
rappresentando A, B, G note funzioni di a o di ^,

e significando u, v funzioni razionali dei coefficienti indeterminati «,-, 6,-;

onde i loro integrali si esprimono con ——— log (^ VG+ u\B\
2\/BG \v\/G— u\/Br

ovvero possono ridursi a formule algebriche.

Il teorema abeliano comprende un' infinità di casi particolari : sup-
posta divisa l'equazione F {z) = per uno dei coefiìcienti arbitrari,

il numero di questi diverrà h = m-\-n + \, ed a motivo di p mag-
giore di h si potranno calcolare in funzione delle prime h radici

-^n ^3> ^n» j -/i mediante il sistema •}^z.^ \/(f^z^= -i "f -, -, V?7z
^.^.V^.= h^.^.V^^,, , ^^ZuV^n^ zh^.ZhV^h;
i segni delle unità j,, =,, ...., =-,, saranno arbitrari; non così per le

rimanenti i)— h equazioni simili, poiché avendo sostituiti i valori dei

coefiìcienti in funzione delle prime h radici, dovranno essere identici

i segni dei due membri in ciascuna equazione, ed inoltre il prodotto

sia esprimibile razionalmente per le prime // radici.

90.— Applichiamo il teorema abeliano agl'integrali ellittici. Si prendano
<?Z = z{l-z){\-r'Z), '?,Z = Z, r^^Z = {\-z){\~r-z), |,5 :=«+ .-,

^, - = & ;
ne risulterà Fz = {a+ zf z — I/' (1 - z)(l- h^ z) avente

le radici z^, z^, z^ legate dalle relazioni algebriche

(1) I,z, = b'k'-2a, I.z,z, = a'-+¥(l-i-h'), z,z,z,=^b\

per le quali ne consegue (2) {\ — z,) {\— z^) {\ — z^) = {a + \f.
I coefi&cienti rt, b verranno determinati per due dell' equazioni

/ {a-^z,)\^, = s,bV{l-z,){l-h^),

(3)
j

(a + 50 \^,= c,b \/{\-.z.;){l-h?z,),

I lemmi di Euler danno le tre identità

supponendo f{z) = z—a., c~0 e G una costante, l'equazione di Abel si

riduce, in virtù delle (4), a S =-< / ' ^ "' = G: fat-
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tovi £,= 22 = 1, e cousiderando z.^ qual valore di z.. per j, = 0, dovrà

prendersi C=0, £3=—!; eliminando a fra le prime due delle (3) si trova

le variabili z^ , ^„ sono minori di uno, è =— y'^, z^ z^ che paragonato

alla precedente e per z^ = sen- », z^ = ^ew- y', z^ = sew* a fornisce la

, . sen 9' cos « A o + sen 9 cos »' A »'
. , . , .

nota relazione sen w = —z: ^s -5 9—, i 1 valori dei^
1— A:' sen^ f sew ?

'

coefficienti saranno h = — sen f sen w' sen it, a-\-\=^ cos
<f
cos f' cos [t

;

così le (3) equivalgono alle note formule di Lagrange

cos op' cos u -+- sen 9' sen p. A g) = cos
<f

,

Invece, ponendo /"(?) = —^^ (1— fe^^r), c= 0, il primo membro della rela-

zione abeliana diverrà la somma degl' integrali ellittici di seconda specie

= J5J y , il secondo membro si tradurrà in

/ '2: [(^+
-^'-)^f^^

— ^^^]
{\-h}z^, che a motivo delle identità (4)

si riduce a — / ]i^ db ^=^ — k^ b-h C e ne scaturirà la nota proposi-

zione del Fagnani E^ -r- E-^' — E u. = k- sen y sen y' sen [i . Infine,

prendendo f{z)= — ^z, il primo membro della relazione abeUana

conterrà la somma di tre integrali ellittici della terza specie simili ad

- / —

^

, ed il secondo membro eguaglierà

tità (4) e della relazione 2 7 . „,. v = — -^r?—\ ' P^'' i surri-
'

(Zi— y.) F {Zi) F{v
feriti valori di a, b, si converte nella forma

/
{a-r- y) db — bda

{a-\-y)'-y. — 6M1— «) (1— ^'«)

1 . (a4-^)Và + 6\/(l->-)(l-fe^^-)

2 V* {l—'A (1— fe'a) («H-«) \/« — b V(l- «) (1- fe*a)
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Anche la somma delle funzioni p{ii) resulta un corollario del teo-

rema abeliano; infatti, pongasi /(^) = s'— a, ^(3:) = (p'?f)2=4. r3_^ ,_^
3i=p{ui), o,(3) = l, ^,{s) = ip'ny-, a causa del differenziale dZi=p'ui.clUi

si trova S^w.-9 / V ^i^'" ^^2^< - ^,^» ^ ^ .^f , ,si nova Za a Hi— A I Zi
F'i^i)

' ^^'*' P^'^J^^endo per

grado di F{z) il maggiore dei due numeri 2m, 2^4-3, se il primo
supera l'altro, si trae m4-w<(2m)— 2, e nel caso di 2n-^d>2m
viene m<n-^\ e quindi m+ w < (2 w+ 3) — 2; dunque in ciascuna
delle frazioni addende il grado del denominatore superando di due unità
quello del respettivo numeratore, per il lemma di Euler la lor somma
si annulla, onde Sf/?<. = 0, ovvero ^ Ui= costante. La funzione
A, 4- A.pti, + A,2ì'n 4- A,p"u -}-....+ Aip'-'-^^u = 0, intera rispetto

9. pu e p'u, ammetta gli argomenti ^^., t«„ w,, ...., «..•; sarà pur verifi-

cata da v^,4-Wj-i-?f34-.,..+w,-; eliminando i coefficienti J.„, J.,, ..., J.» siot-

1 pu p'u ,...p('-')w

tiene per formula di addizione il determinante

insieme ad u H- ?/,-{- 1^
^
-f. . . .

. -|- ^i — .

\pU^p'U^ ...._pC'-')W,

lpu^p%....p^'-'^Hi^

\pHi p)'Ui ....p('-')«,-

=

91. — Jacobi, in una sua lettera all'Hermite, indicò una rappresenta-
zione geometrica del teorema di Abel, ed il prof. Genocchi (nato a Pia-
cenza il 5 marzo 1817 e morto a Torino il 7 marzo 1889) dimostrava
negli Annali di matematica, tomo I, serie 2* : Se una retta mobile r

sega una curva s del grado n e tocca un'altra a', i punti rs d'in-
tersezione forniscono i limiti degl'integrali addendi. Simboleggino

(1) f{cc,ij) = Q, (2) ux-\-vij-hio =

l'equazioni delle linee r, s in coordinate ortogonali, ^{x,y) una
funzione intera del grado n—\, e f,{x,ij), -^.{x^y) le somme dei ter-

mini aventi i respettivi gradi «, n—\ nelle f{x,y), ^{x,y); le ascisse

dei punti rs sono date dalla equazione (3) f(x, — ^^±^\ = o, e

siccome f (x,y) = S aux^y?, dove per ipotesi a-^^ = n,\\ coefficiente

della potenza x'' eguaglierà nella (3) il polinomio

in simil modo il coefficiente di ^»-i nella i< (x, — ^^~^'^
\ g^rà

^" ' ^° \w '
"~

yj ^^ ^^ prima derivata della funzione (1) riducen-
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- fy a motivo di - = — ~
del lemma di algebra citato al numero 86 conchiudiamo

dosi a f'x fy a motivo di - = — ~ tratto dalla (2), in virtù
V V d.x ^ ^

(,. V ^ C^> y) _ 1 ^°U' v)
(4) ^ ITTr—:^ - —^ 771 _1\ 'V f'x W fy U

dove la sommatoria del primo membro estendesi a tutti i punti rs. In

.,,,,, . . ,. dx d y d s
virtù delle ragioni eguali -^ = -tt = ricaveremo— / V T o^ Vf^'-^f^y

(5) ^f,-„f, = ^i^y+^^r^;;Tr.;

in secondo luogo la posizione r' della retta mobile successiva alla r si

ottiene sostituendo u-r-dn , v-r-d,v^ w+ div nella (2), e ne conse-

guirà r eguaglianza xdu-^ydv-^dio = 0, onde il punto M comune alle

., I 1 n -^ -1 11 3- ^ vdio — tcdv lodu — udxo
rette r, r dennito dalle coordinate x, —— ;— , y. =—; ;

—

xidv— vdu^^ udv — vdu
apparterrà all'inviluppo 5'; chiamando la distanza di questo M da uno

qualunque {c,y) dei punti 7's, per la relazione 'J'' = («—•^,)^4-(i/— «/,)^

verrà S^ (10 dv — v duy = [(ux -h- te) dv — vx du — v dw^^ -{-

-h[{vy-\-w) die — uy dv— u d w]^ = \ij rr dtt -r- v y dv -\- r-> d wY -i-

~\-\ux du -\-uy dv -r-u dicY a causa della (2), e riducendo con

l'equazione dififerenziale della stessa (2) troveremo l'eguaglianza

^{udv—vdu) = {xdu-\-ydv~\-div) \/u^+v^=— {vydx-T-vdy) \/v}-\-v^\

dunque avendosi v fx — u fy = — -==z—- y/f^x ~r- f^y, la (4)

assumerà la forma

Cfi"»
"^ '^i^ììj)^^^ {tidv— vdu) '" \u' v)

^

'" \u' v)

nel caso che la ']'{cr,y) si scelga del grado n — 2, il secondo membro
si annulla e la (6) coincide con una formula di Jacobi.

92. — I poligoni di Poncelet. Il fascio delle coniche descritte per i

punti comuni alle (1) lT=ax'^-^by'^-r-cz^-= 0, (2) V—x'-+y^-^z'^ = Q
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viene simboleggiato da Z7-t-^F=0 con / parametro variabile. Se h,m
siano due valori di ^, le rette

i {a-hm)cccCi-i-(J}-j-m)y yi-\-{c-i-m)z 2^ =

toccheranno le respettive coniche nei punti H{.r„,y„, s^), 3I{x^,y^,z^)

e coincideranno quando sussistano le condizioni

{a-^m)x^ : {a-^h)oc, — {b-^m)y, : {b-hh)y,= [c-^m) z^ : {c+h)z^.

Da questi rapporti ricavando quelli delle .<?,, yi, z^ e sostituendoli

nella (4) U-r-mV=0 si troverà

ja-hhfx,^ ^ jb + hfy,' ^ {r-\-hr-z,^ ^ ^
a-\-m ' b+ m ' .c-hw '

che insieme alla (5) U-r-h F= forniscono le ragioni

onde ne deriva tradursi ciascuna delle (3) nella equazione

(7) X Via+m) (a+h) (b-c) -h y V(6-hm) (b-j-h) (c-a) -h z \/{c-\-m) (c-hh) (a-b) = 0,

che rappresenta la tangente 31H comune alle due coniche (4), (5).

Moltiplicando per \/ h i radicali contenuti nelle (6) e poi facendo

/i = 00 , m = avremo le coordinate

(8) cc:y:z=^ V(«+9)(&-'^) : V(ò+e)(c-«) : V{c-i-Q){a-b)

di un punto P situato sulla conica (2), attesoché il parametro di questa

sia co . Sostituendo alle x, y, z della (7) le precedenti quantità pro-

porzionali si ottiene la condizione (9) (b—c) ^/{a-i-m) (a-hh) {a-i-9) -f-

4- (c-a) Vib-hm) (b-hh) (b-hf) -^ (a-b) Vic-i-m) {c-hh) {c-i-9) = 0,

significante il punto P giacere sulla retta 31 H ; e ridotta a forma

razionale diviene

(10) {ab+bc+ca-hm-h9-m9y= (a+b+c+h+m+Q) (abc+hniQ),
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Pel teorema d'Euler sull'addizione degl'integrali ellittici nt= j

funzione simmetrica dei parametri A, m, 6 o delle costanti a,b,c e qua-

drica rispetto a ciascuna di queste sei gi-andezze ; così le due radici 6, &'

,della (10) sono i parametri dei punti P, P' d'intersezione della MH con

la conica F. Si noti con M i\ prodotto {a-\-t) {b-\-t) {c+t) , discrimi-

nante della quadrica U-^Vt\ se nella (9) si scambiano le lettere a, &,c

1 h V^t
I

colle rispettive 0,ìH,h troveremo il determinante (11) 1 m \/^m\ = 0,

1 \/àO
I

che sviluppato e ridotto a forma razionale coincide con l'equazione (10).

dt

si deduce i parametri 0, 6' esser pure legati con i due m, h per le rela-

zioni trascendenti 119 = 11^ — E/i, nG'=nm-r-n/i; inversamente

l'equazione 115'— Il 9 = 2 II /i esprime la retta P P' toccare la co-

nica C74-/iF=0.
Suppongasi il triangolo P P'P" iscritto nella V—0 e con i lati respet-

tivamente tangenti alle coniche U-j-h V= 0, U-r-fi' V= 0, U-j-h" F= 0;

per il principio surriferito i parametri 9, 0\ 6" dei vertici P, P\ P" sono

congiunti per l'eguaglianze TI — HO' = 211 h", nO'—UB" = 2Uh,
n 6"— n = 2 n /i', e quindi ne discende Tlh-i-U h'-ì- H h"= 0, insieme

1 h VaTì

1 h' V^'
1 h" V'^'

alla formula algebrica = . Ora, essendo

Mi = ab e -\- {ah -r-h e -\- e a) h + {a -^ b -^ e) h^-hh^,

111. 1.1,1 AC 1
Asepomamo --^- + - = 4., —-^ — +— = 4/5, ^^ = 47

risulterà \/^h = \/abc Vi-+ 4: y. h+ é ^ h* -h é y h^ =
= {abcy [l+ 2s../i-h2(3— s'.2);ì«4-2(7— 2s:S4-2a5)/i5-h....];

per questo valore di \/^h e gli altri simili di \/^h', V^h", il sud

1 h 2(jS— «5)/ì2 _|_.

1 h' 2(^— a^)/i'^4-.

1 /i" 2(iS— a'-)^i"'^-

1 h h^

1 /ì' ir-

1 /i" ;ì"2

detto determinante si riduce a

come esso è divisibile per

= 0, e sic-

trovasi per quoziente il polinomio

2 (^_«2) _^ 2 (7— 2 « /3 + 2 a3) (;i+ /i'4- A") -^ . . . . = 0.
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Il limite per ?i = h'=h"=0 dà la condizione ^ — a^, affinchè il trian-

golo PP'P" iscritto nella conica V sia pur cii'coscritto alla f/, e si

esprime ancora per a- b^
-\- b^

c'^
-h c^ a-— 2 abc (a-r-b-i-c) — , ov-

vero y/ab ±: V^cdr y/c a = . L'esposta dimostrazione è del

sommo Cayley, che nella sua Note on the Porism of the In—and—
Circuynscribecl Polygon, stampata nel tomo VI del Philosophical

Magazine, anno 1853-54, estese il metodo ad un n-agono iscritto in

una conica V e con gli n lati respettivamente tangenti alle coniche

r+/i,F=0, U-^h,V=0, ...., U-^hnV=0. Imperocché, di-

cendo 9, , 9. , 63 , . . . . , 9» i parametri dei vertici, dalle relazioni

n 0, — n e, = 2 n ;?,, , n e, — n o, = 2 n /«, , si ricava

n /i, 4- n Aj, H- n /«3 4- . . . . -f- n /ì„ = , ma per il teorema di Abel

a questa somma di n integrali ellittici corrisponde l'equazione algebrica

f-t — ^H.M^A{t— h,){t— ìi.;){t— h.;),...{t— h„y, dove ^t,^t
significano funzioni razionali ed intere della variabile t ed hanno i

respettivi gradi -^n, ^{n — ^), oppure -(w — 1), -^{n— d),

secondochè w sia pari od impari. Inoltre dal sistema fh^-\-^h^\/^h^ = Q,

?h,-r-'P h, \/^ h.^ = 0, — , (ohn-i-'l'hn \/à h„ = , lineare rispetto ai

coefficienti, otterremo per l'eliminazione di questi un determinante,

nel quale, sostituendo a ciascun \/\hi l'equivalente sviluppo

a^ -h rtj hi+ a^ hi-+ a^ hi^ -\- aju''+ . . .
.

, e diviso poi il determinante

per

1 h, h,^ .... h»-^

1 K h} .... h.r-^
col cercare il limite del quoziente quando

1 hn h,r h,i"-

/ij = /i2= Aj= .,.. = /i«= 0, si ricaveranno le condizioni «3= 0, a^ = 0,

«3 «4 = 0,
<t, a.

= 0, — . relative ai poligoni di 3,4,5,6,..

lati ; cioè per il quadrangolo 7— 2a|S + 2a' = 0, per il pentagono

(3_ «s)3_ 2 a 7 (5— 7.2) 4- ^2 = , ec.

L' integrale M^x^'~h2 N^x -i- L^ = M,y- -{- 2 N^y -^ L^ = esposto

alla pagina 56 è una relazione doppiamente quadratica fra i para-

metri X, y, idonea a rappresentare gli estremi di una corda variabile

iscritta in una conica e tangente ad un' altra, poiché un valore di x
determinando l' estremo comune P, delle corde successive P P,, P^P^,

i due valori corrispondenti di y stabiliranno i punti di contatto fra

l' inviluppo e le corde medesime. Dall' integrale scritto sotto la forma

3I,y -i-N, = ±: \/Nf— 3I,L, = ± \/X si deduce il parametro y am-

mettere quattro radici dopj)ie j/,, y.,, y^, y.^ per ciascuna delle radici

a;,, x^, x.^, x.^ di X; viceversa vi sono quattro radici doppie Xi per

ogni radice di Y = N^^—M^L, . 11 doppio rapporto r = )——^(7-^^^ K

è una funzione degl' invarianti I ed J (pag. 59) e può rappresentare
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il rapporto auarmonico delle rette congiungenti il punto P coi quattro

punti comuni alle due coniche circoscritta ed iscritta alla linea poligo-

7^ dx
VXnaie P Pil\ P» ; al numero 22 provammo l' integrale

ridursi al più semplice / —==r==r== mediante una sostituzione

lineare ; con questa si verifica il detto rapporto convertirsi nel quadrato

del modulo, cioè r = — ?, dove e^, e^, e^ indicano le radici della

cubica é t^ — g.^t — g, = 0. Le due tangenti condotte all'inviluppo da

ciascuno dei quattro punti comuni ad esso ed alla conica circoscritta

coincideranno, perchè ad ogni radice di X corrispondono radici doppie

T -1 ^ iUa— */i) (i/t

—

l/i)
per g ; onde a rapporto anarmonico s = ^^^

^
^^- ^ '<

. esprime

il fascio delle rette che uniscono i detti punti comuni con un punto

qualunque dell'inviluppo. Nell'eguaglianze trovate da Cayley ponendo

a ^— e, , ^ = — e,, c = — ^3, ìn=p u, h = pv , z=p te vedremo

la relazione (10) divenire (pupv-r-pupic-hpvpio-i-jffì) =

= {pu -h pi^ -h p ic) lpt1 p V p ìc -j- 2 ffi) ì da cui risultano due valori

di pv corrispondenti ad ogni valore di pu e viceversa; ora, essendo

y'iim — -^p'u, il determinante (11) esprimerà la formula di addi-

zione per le pu; quindi la somma u-r-v-ì-w dovrà esser zero, o

multipla di un periodo 2wt, ed a causa degli argomenti ±u di pu
saranno p{n±w) i due valori della funzione jìv.

Le coniche U= e^x--ì-e,_y--r-e^z- = , V= x*-{-y^~\- z- = si

segano secondo le coppie di rette {e^— e,) x- + {e^ — e^) z- ^= ,

{e, — e,)g'-^{e, — e,}z'- = 0, {e,— e,) x^-h {e,— e,) y^ = for-

manti il quadrangolo comune J., A^ A^A^, i cui vertici sono definiti

dalle coordinate x = ± pV^ì—^zì ì/^ — pV^i—^t, z~-±.ù\/p^—e^

con p parametro arbitrario. La conica C = 6 F si può scrivere

(e,— e,) w--r- (e,—O ^^ (e,— e,) ^-^*-t-(^5— ^s) ^^ j5^-5 ^-^-^ ^ — = ^-^ ^ —
, da CUI apparisce

il rapporto anarmonico ò^ delle rette congiungenti un suo punto coi ver-

tici del detto quadrangolo potersi indicare con \>. ( ' j ; la costante 'j-

dipende dai numeri (>,, e,, e^ e dagli angoli del triangolo di riferimento;

siccome per = ce la conica si riduce alla F, il numero -j- diviene il

rapporto r, onde risulta in generale s = r (— ' ì ; dunque se ai

vertici del quadrangolo comune si facciano corrispondere gli argomenti

0, w,, w^, W3, od alla funzione pu i valori CO, e,, e,, e^, ogni valore

àS.pio determina insieme ad s una conica desqritta per ipunti ^,, A,, A^, A,
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ed il punto M definito dall' ai'gomento te. Dati i numeri r, s potremo

assegnare grandezze proporzionali alle ó'aj^aj infatti, indicando con l un

numero arbitrario, dall'eguaglianze e^-i- e^-}- e^ = , r = -^ ? si

g e € 3 <

traggono le ragioni —^; = z—Vr- = i
—^ = ^ » e quindi le formule

^ 5', = 3^Hl-^' + ^^), j g, = -P{l-^r) (2-r)(l-2r),

p w = ^^, (r^-h2r {s — 1) — s\;

così l'equazione surriferita, doppiamente quadratica rispetto alle pu,pv,

vien determinata per le grandezze ?" , s , io , e conduce ad esprimere

analiticamente la linea poligonale PPiP^P^ Pn Pn+i .... iscritta nella

conica V e circoscritta alla U; attesoché, indicati con if-, u-ì-w gli

argomenti per i vertici P, P, , dalla stessa equazione si deduce essere

w4-2to, u+ ^io, , tc-{-{n— \) te , u-i-mo, .... i respettivi

argomenti dei vertici P^, P^, ...., P«, Pn+i, ; dunque per un

poligono chiuso di n lati dovrà P«+i coincidere con l' iniziale P, onde

sarà p (i«-h w 1^) =p M e la differenza (u -h n w) — it' pareggerà un

2 &)•

periodo 2w.-, ovvero «o =—', qualunque sia l'argomento w dell'ori-

gine P; si conchiude esprimersi la condizione di chiusiira col sosti-

tuire il valore di pw nell'equazione if„(w) = 0. Per i quadrilateri

avendosi 10=^-^, in virtìi della formula (12) riferita alla pagina 253

si ottiene \P -k — ^1) = (^1— 6^) (^t"~Oj ^ confrontando questa con

la s = r I I risulta la semplice condizione 1 — r = (1— sY-

Se l'equazioni delle coniche abbiano le forme generali /"=S OihXiXn,

<f
=11 bihXi.Vh, dove aih—ahi, bih = bhi, ed agi' indici i,h si attri-

buiscano valori eguali o diversi fra i numeri 1, 2, 3, osserveremo come

le respettive polari di un punto del piano coincidano quando coesistano

-, ,. -. . df . d? df . d-? df . do
.

1 eguaglianze Imeari -— = / -— , -;— = A —— ,
-— = A -—

,

° " dXi dx^ dx.,_ d x-i d x^ d x^

eliminando le ;/?, , x^ , a% si troverà il determinante cubico

I

a,,— l ò,, a,,— lb,, a,3— A b,.,

I

a,,— ). &5, «22

—

^^22 ^53— '^''^3 =0> di cuì le trc radlcl 5,, ^2) ^3

i
«3,— ). &3, a.,,— l b,, a,,— l &33

provano l' esistenza del comune triangolo polare ; fissandone i lati per

assi di riferimento l'equazioni delle coniche si potranno ridurre alle
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precedenti forme V=^ x^-\- y^ -h z'^ = 0, C7 = X, .»^+ >, j/^ 4- l.^ s* =z

.

Sviluppando il determinante ordinato secondo le potenze di ). si ottiene

Ai'-f-0X--f-0,)v-f-A, ^ 0, di cui i coefficienti simboleggiano gl'invarianti

A. =
«u



Capo Decimo.

LE SERIE DI JACOBI.

93. — Un polinomio razionale ed intero rispetto alla variabile e con

le radici tutte semplici è decomponibile in fattori lineari ; la qual pro-

prietcT. si estende ad alcune funzioni trascendenti, come Giovanni Ber-

noulli ne mostrò gli esempi per le goniometriche seno e coseno, ed Abel

insegnò a svolgere l'ellittiche sotto le forme di prodotti infiniti. 11 geo-

metra Carlo Gustavo Jacob Jacobi (nato a Postdam il 10 dicembre 1804

ed estinto a Berlino il 18 febbraio 1851) tradusse questi prodotti in sei'ie

ordinate secondo le funzioni goniometriche dei multipli dell'argomento,

discoprendo una nuova trascendente, da cui venne a scaturire una vasta

dottrina, pur feconda nella fisica matematica e nell' aritmetica superiore (*).

La condizione f{qz) — —^ f{z.) definisce una serie sviluppabile se-

condo le potenze intere e negative della z ; se debba essere impari scri-

veremo f{z) = ^ ( ^-iii+i
5:^"+^ 4- ,o'|Ti ) ; cambiandovi z in q : ed

eseguendo il prodotto della trasformata per q z- si ottiene facilmente

qz^-f{qz) = 21 {ci.n+i g-" ^'"'^'+
g2rr^tVi)' ^^^ identificata a -f{z)

determina «2h4-i = — «2n-i ^^'S «2n-M = ~ «2w-i q-^'-, facendovi

w = 1, 2, 3, ...., w, poi moltiplicando membro a membro l'eguaglianze

risultanti troveremo «2*1+1 = — ^2h+i = «1 (— 1)"~^ qn{n+\)^ e quindi

(I) f{z) = a,ì (-1)»-! gn(«+l) (.-2n+l__ _1_^.
« =

Operando in simil guisa, per la funzione pari /", (3^) verificante la

surriferita condizione si ricaveranno «2» = — «^=2» = ^ (— 1)" 9"*' ®

(II) f^{z) = a,+ aì{-\)nqn^(z2n^^\
n=0 ^ " y

Sostituiscasi z = e^'^^ = cos nv-ì-i sen tt v neUe (I) e (li) ; applicando

il teorema di Moivre si deducono 3:2«+i —- = 2 i sen (2w+l) rry,
Z 2wH-l

(*) Fundamenta nova theorice functionuni ellipticarum, §§ 61, 62, 63.
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^2»i _j = 2 cos 2nnv, e per i valori e = a, e = g ? , a.— a. = l

le serie (1), (II) indicate con le notazioni di Jacobi divengono

(1) Hiv) = B,{v) = 2 i {-l)n qi'"^Y)^ sen {2n+ l) t: V
,

M =

(2) © (y) = G„ (v) = 14- 2 1 (— 1)« q"' cos2mTv,
n = ì

che sono convergenti per i valori assoluti di q minori dell' unità ; mu-

tando r in w ^ Q si traggono le altre due serie

(3) H, (w) = 0, (v) =^ H (v — ^\ = 22 g("+i)' cos i2n-i-l) ^ v

,

(4) e, (v) = 03 (y) = (v 4-
^)

= 1 -h 2 i ^»'' cos2nnv;

la costante f/ si dice nomio dal greco vouo: . Queste serie si chia-

mano funzioni theta o jacohiane ; è evidente come la sostituzione

2r = e» = cos hv-+-sen hv nelle (I), (II) dia origine ad altre simili ordi-

2u
nate secondo le funzioni ipei'boliche dei multipli di v. Ponendo v = —
si verificano l'eguaglianze

(
^. (^^+ i)

=-^ (^'), e, (..4- y = (t.)

,

dalle quali discendono le seguenti proprietà

l H (t.4-^) =^-H (t/), e (i/. + |)
= (u),

{
H.(w-^^') =-fl.(w), 0. («+ ^) = 0,(t'^);

(6)

dunque le funzioni 0(u), 0,(u) hanno il periodo '- e ^e H(u), H,(u)

il periodo w, quadruplo di K integrale ellittico completo.

Mediante l'esponenziale e'"" le medesime serie si possono scrivere

[iB.{v') = S (—1)« g(""*-Ì)%(2n-+-l) TT.t-, (y) = S (— 1)« ?»»' e27r»n«,

(7)
;



(8)
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purché ad n si attribuiscano tutti gì' interi da — co a H- co ; ed a

motivo di q = 6^09 9 le funzioni jacobiane sono l'acchiuse nella serie

-(-00

9 = 21 ca»'+(26n-i-c)i) con a,b,c grandezze costanti. Nel caso di e=
M=— OO

è facile ottenere l' equazione a derivate parziali -^—^ = 4 6^ -y—
;
per

le theta a = logq e b = ni. Se poniamo u = —
,

Q' = e27rtp e ,o = —

,

le formule precedenti conducono alle relazioni

2fi(u) Ì0(W) 0,(?O fl.(M)

Cambiando u in tt + ^ , dalle (8) si conchiudono i rapporti

2Tri,
(t,, 4_ w') _ H {iJ, 4- w') _ g. (tt+ f"') _ Q, (i^+ w') _ -^ (2M+to')

(^^ _0(t^) ~ -H{u) ~ ~H,{u) ' 0, (w)

che provano la costante w'=:2eX' non essere un periodo; inoltre le

funzioni H{>'), H^{i(^), 0,(w) possono esprimersi con un esponenziale

e la trascendente 0('O-
Nei Comptes Rendus dell'anno 1843 Cauchy indicò un metodo elemen-

tare per svolgere le serie theta in prodotti infiniti; osserviamo dall'identità

algebrica (10) (g-n ^+_1_^ (^n^^- J_) = ^2+ 2,+ g2n+ _L

conseguirne la forma del prodotto di più fattori simili a quelli scritti nel

primo membro e corrispondenti ai valori 1, 2, 3, ...., m attribuiti ad n,

e la possibihtà di convertirlo nella somma di m binomi c„(z^»+ TilJ ) '

dei quali l'ultimo ha per coefficiente Cm = 1 ,
perchè pareggia il pro-

dotto di tutti i primi termini dei fattori simili ai contenuti nel primo

membro della (10) ; dunque moltiphcando per z -^— il prodotto e la

sommatoria si avrà (11) H / q»" ^H--^j — 2 c«^^2n-i-i-f- -^-_jj .

Determineremo i coefficienti e» con l'avvertire che il cambiamento di z

in qz dà la relazione

di') _n (gn-M , + _L_) ==

I
e„ [(g z)2.+i + (^^5^] ,
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e moltiplicando i prodotti (11), (11) per i fattori non comuni onde ri-

durli eguali, si ottiene l' identità

(12) (r-' '+ ^Ir) I
o„ (.-2-*-" + jsèn)

=

prendendo i coefficienti della potenza ?2« abbiamo <:'«-ig'«+i+CnQ-'"-i =
= Cn-i ^^M-»)!— 1 -i-c„ g2M4-mH-i^ da cui si deduce

1 n — ^2t)H-2»H-2\

onde, a motivo di e,„ = 1 ,
potremo calcolare successivamente i numeri

_ 1 (l_g2)»-t-4) (l_g2w+6) . . . . (1_ g4m+2)
C«_l, Cm-2, ...., C„-^^(^_^i) (1— 92)(l_^*)..,.(l_52m)

r-un (1— 92m)(l-g2m-2)....(l-qr2»<-2n+2)
e dopo C„= C„ g " («+1) (yzi^2^;^4)

(
j =_g2m+6) .... (l_g2w-l-2«4-2) '

sostituendoli nella (11) e presi i limiti dei due membri per m = QO,

1 "'' e
a motivo di ?2m - = Il (1— gS»), Z2m _ = qn(n+\) gj conchiude lo

sviluppo della serie impari in un prodotto infinito, cioè

(13) I qnin^X) (^z2u^l -X- -1-^ =

= (.T+ 1) n (I-92.O n g2» (^Z^+j, + g2n+ ^) .

Per sciogliere lo stesso problema rispetto alla funzione pari basterà

sostituire n — x ed m — ^ ai respettivi esponenti n , m delle rela-

zioni (11), (12), (13), e distinti con c'„ i nuovi coefficienti troveremo

1 / 1 o2»)H-2n \

c'«-i = —s
7 ( :ì s—s—To ) c',.; facendo m = cd nella identità

rt2n— 1 yi

—

q2m—2n-\-2J '

^ n (.. + i + 52,-1 +^) =
I

5; (.=»+ jij) ne risalta
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La sostituzione z = e'^'*> nelle serie (13), (14) conduce alle formule

(15) JT, (v) = 2 q^ cos TT vii {1 — g2«) n (1 4- 2 gSn cos 2 n v + g*»»),

(16) 0, (y) = n (1— g2«) n {l + 2 q^n-l cos 2 n V -{- q4n-2)
^

1 1

ed il cambiamento di v in y q: ^ fornisce le altre due

(17) H (v) = H,(v-l\ = 2 q'^semt vii (1-2 q^'^cos 2 nv+ q4:n)ii(^l_q2n)^

(18) 6 (y) = 0, (v+ l) = n (l-(72«) n (1-2 52«-l COS 2 nv + qin-2).

Per i valori particolari v = u ^= 0, v = - od tt=-7 ricaviamo
2 4

(0) = e,(^) = n (I_g2n)(l_g2«-1)2,

0.(O) = e(^) = n (l-g2n)(l-f.g2n-l)2,

/?.(0) = H
(^j^

- 2 g^ n (l-g2,.) (l+ g2«)2,

H(0)=-Jf.g) = 0.

Il prodotto D = n n / 1 —
; \ si annulla per to

y m^+ (2w+l)|y

eguale a ciascun denominatore delle frazioni racchiuse in parentesi,

essendo ogni coppia di valori interi attribuiti ad m, n presa fra i

limiti — 00 e -h 00 • Ora il prodotto D è convertibile in un altro

semplicemente infinito applicando la formula goniometrica

(19)

(20) COS ^^ = COS n/i "^ V
^='y a + {2m-\-\)jJ

nella quale a significa una costante, e cos è il valore del primo

membro per " = 0. Se in questa (20) poniamo « = — 7 + (2 w+1)
2

(2n+l)7r/,-—

—

Liuvtsrcmu jl/— ix — j^ =^r = , dovB per brevità p = —
;

sen {2n-}-l) p
^ w
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moltiplicando i fattori corrispondenti agl'interi 2w+l, — (2ri4-l) si

/ sen^ \

ottiene D = Il \ 1 ryo

—

rT\ / 5 i" cui sostituiremo g= e2'i«p,

ovvero (21) g»» H—;^^
= 2 cos 2 ti- m /j , r/»'

;;;
= 2 2 5e?i 2 tt m /»

,

e per m = 2n-T-l risulterà

1_ 2 q2«+1 C05 -^ + g4n+2

(22Ì D-n ^^ =^^
K^l) U - 11

(i_g2«+l)2 0(0)'

Siccome D ammette per radici gli argomenti m - + (2w4-l) -^ , che

riducono infinite le funzioni ellittiche sww, cnw, dnu, attribuiremo

ASC
a queste le rispettive forme

j)' Ti'' Tì
^^^.loghe alle funzioni algebrico-

razionali fratte, ma che ne diiferiscono per avere i due termini con un' in-

finità di radici ; la dimostrazione diretta si deve a Cauchy, inventore di

un metodo generale per svilupjjare le funzioni in prodotti infiniti. Con-

siderando la snvj essere il limite di sn{u+cf.) per y.—O scriveremo

A = lini sny. IT II /

1

B = iTn /i-

/i ^ V

(2m+ l) 2 4- n&)'

c = nn /i-
y (2m+ l)^ + (2n+ l)^'j'

In virtù della stessa formula (20) i numeratori -4, B, C si possono espri-

mere quali prodotti semplicemente infiniti ; così posto a = — j+ ^^ '^'~ "

/. 2 7ru 2^ y.\

\2m: p )sen

abbiamo A = lim sno. Il -, ^ ^^
'> eseguendo

' sen {2Tt np -\

il prodotto dei fattori corrispondenti ai valori w, — w, e per w = ot-

, . ,. rsn ot. a 2 T . , -| w 2 TT w
tenendosi ^^m ^ sen — [xt+ a.) =r -— sen ,
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2'ru

Zi).
Trnp/ '

„ ,
sen'

si conchiude A = — ^r- sen 11 \ 1 — ——- / ; e con si-

, 2 TT M
2 TT ti -^ I W

mili calcoli ne risultano B = cos 11 \ 1 — ,
—-—

, ,

, 2 TT M

C = n \ 1 ^-77;^ i^ /, che per le relazioni (21) equivalgono alle

„^o\ sen- {2n->t-\)n p/'

_ „ 4 TT tt

„ 1 — 2 02" C05 \- qin_w 27r«{it ^ w
^ - 21?

^^"^ ~^ i\ (l-^2«)« .

4 TT w

« „i, (l+ g2«)2 "fi-, (0)'

4 TT" W
„ H-2o2«+lc05- h g*"+2

^ _. n "' _ ^^^)
nL (l+g2n+l)* - 0,(0)-

A causa di 5W ^ = 1, dn -^ h', dalle «wt* = ^, cnu = ^,

(7
cJwM = -=r è facile trarre i valori particolari

= 0,(0) = H-2ry-4-29*+ 29» 4-25^5 H-....,

(25Ì v^' - ^-(^) - n ('l:=:5l!!Z^V^(25) VA - e (0)
-

;i, U+ 92«_i; '

inoltre si ha la formula

1 /» „^ . ^(i^i)e(o) „
B(3)e(o)

—— 5 77, j f— — I Z= _— ~'~
f

A V4 2} 2.r^^«_^|^n(l-g2n)3 2-5g^n(l-92«)3

I ^ / H-o2»j \2
che mediante le (19) e la (25) diviene (26) V^ =- 2 g^ Il

[^^^2n-\) '

onde fra le funzioni ellittiche e le jacobiane ne conseguono le relazioni
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1 r, o 4 TT ?^1— 2g2» ros 1- q^n

-^ g4n-2

, _ „ 4t M
1-1-2 q2n COS — 1- ^^n

— 2 52n-lc0S^^' + g4«-2

(29)
0(t^) «=Ai+92«-i; „^.^_^

4 T w
1+2 g^Jf-l co* f-

g4H-2

47^^ . „'

dalle quali vediamo la funzione snu mutarsi nella cnu se ad ?t e g

si sostituiscano - — u e — q\ così pure il solo cambiamento di segno

a q converte il numero r— nel prodotto k' ^— e la funzione dnu^ 2 7!" 2 Tf

nel suo valore reciproco.

Ammessa col geometra SomofF la relazione

cerchiamo di esprimere i coefficienti «„ , «» , ò„ per la costante q ; a

motivo della proprietà ^ (
-

) = — ^^ ^ (-) si deduce b„ — — a» ; mol-

tiplicando i due membri per z— 1 e z— q-^^, indi attribuendo alla z
^ /l— o2/'-l\2

i respettivi numeri 1 e g2w si traggono le formule a„ = E (
-
i

^^ I ,

g2n-l(l_g) "-' l_g2/(-2»!-l * l_g2/i-2n-l == 1_ g2;ì-+-2»(-l

l-92«-l ,^, l-q2h-2n ^^^^ l-q2h-2» ^^^ l-q2h+2n '

1 o2*—2«—

1

1— o2u-2/i+l
Siccome dall'identità -^— „. .^

— = ,., —x—57T discende l'egua-
1

—

q2h-2n q{\— g2n-2/') &

n2n—l(\— q\"'^\— o2m-2/i+1 " 1— (v2»i+l
glianza ^—z——-^ n ^i

—^—s—57- = 9" n -:,—^—5— , ed inoltre

si possono verificare con facili calcoli le seguenti

» 1 a2h-2n-l "" 1 (v2m-l =" 1— o2/(+2n-l " 1— o2m-l
" 1 o2h-2n 1 o2m ' , ,

1— a2h-{-2n ,, 1

—

Q2m '

^ /l_o2m-l\2
ne risulteranno «,. = g" Il ( -^j—^^-5— ) = <X„ Q*' , bn — — a« g"

.

m=i \ 1— q"^"' /
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Così la relaziono (30) moltiplicata pei- 2 i y/z acquisterà la forma

1— g2n-l /2r4__\_L_ g4n-2

(31) -^
V^--^"=

2 2 ri ^ \ Z/

y/z ^ "=' \—q2nlz-\-^-^q^n

oppure il secondo membro in virtìi della (30) si scriverà

yj 1^ «=1^" U-92"^ ^-g2.;
-

y/z

— '—j h E 2 z g('"+i)»» (\/z^«i+i V
a/- f_ V y/z.2m-\-\/

\/~z

(m+ 1

e per tutti i valori di w da 1 a + GO si ha Za g('»+i)« = | ;

4 7r j'tt -^ ?

facendo sr = e " a motivo delle formule (21), (23) troveremo

(32) 1
''"

snu cj

[/-i . o \ 2 7CU ~l
, o» g«(H-g2n)5e^ I

2T^ + 41 —- j-^^ -
I

.

sen "=' 1 — 2 q'2« cos f- o*" I

w ^ w J

2'nru ^, \— q
^ ^w'

sen •"=1 ^

la quale per ^ = 7 dà le serie particolari

(33) 1 + 4 X . ^ o = 1 + 4 E ^"—

H

^ = ^ •
^ ^

,
H-g2n ^ l_g 2 7r

Cambiando w in ti -f- -^ la 3^ si muterà in qz, e dalla (31) ne seguirà

1 ^ 2jr r2 2 y/g^ _^ y /2 e
g"'^^ V5 _ 2^V^2Ìv5\l =

X 2 e g '
- V^ (l_g2«-l ^

" ^_g2n-l/ ==
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onde a causa della relazione sn[u-h^) = z—— agevolmente si trova

(34) snu = ,
^^ sen 2j

' ^

—

A,, =
w

= 7- E , W, sen (4 m+ 2) — =
hM 1— o2m+l ^ ' oì

m — \
^

= ^- n (
' ^ ^ ) Zt ; o -..1

"S^^ (4 m+ 2) — .

w \ l + gr2n / " l_g2in+l ^
oi

Sostituendo j — t« e — q alle respettive grandezze w, 9 nelle for-

mule (32), (34), queste si muteranno nelle seguenti

27rW~^ ,, o 47rw, .1
coir » = i 1 — o2n C05 h O*»» I

&j ^^ J

(36) CnU = ^-^ co. ^-^ i
(-l)ngn-l(l-g2n-l) ^

w

= n ( -r ^ ) 2^ ì ^^—TT C05 (4 m+ 2) =

= ^ L r-^—5-^ cos (4 ?M 4-2) — .

kM " l4-qr2m+l ^ '
Ci

m = l

Se invece della (30) si ponga

(37) ?i^)=^^i_q2h-iz-i-q2l,-U-l-''-^^\l-q2u-u'^l-q2n-u-i)

avremo <p (-) = ? (^) ed «»= ò»; col moltiplicare i due membri per

1— q2n—i z-i e poi fare z = q2n-i mediante una dimostrazione simile

a quella tenuta per la (30) si trova «»=2(— l)«-i n (yzZ—^lij »

«=i V-*- Q~ '
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indi a motivo dell'identità (— 1)«-1
:, ^—ì H ì

5—i

r

—
= ^ (— l)'«-i 5(2n-i)m / ^m _j

j e della sostituzione z = e '^

ìtzìu

otterremo

4 TT W
1+2 gSn-l cos h g4n-2

n
1— 2 52»i-lc05

l-j_g2n\2^ qm 4: m n U

«_2 »=1 \^ y / m = l

determinando la costante a col porre m = ed applicare le for-

" /l_i_(v2»\2
mule (33), (25), si avrà a = H l —^ j ; onde il precedente prodotto

infinito, a causa della (29), conduce alla relazione

(38') dnu = ^{l+ AÌ --^cosém'^'],

oppure

o I ^ / l-g2«-ico5-^ \ I

^,^,, = 2^
1+ 4 E (-!)«-! 7

—

;

sottraendo quest'ultima dal suo valore particolare

" L „=,
(l_g2«-l)2j

deduciamo

C_ IV'-I o2m-1 / ilIlM \

/oo"^ 1 ^ 16 TT
, 2 TT ?^ ^ V ^^ y Vl_g2>i-iy

(38) \ — dnu = sen^ L -. —.
« = 1 1 — 2 r/2»i-l COS L. g4w-2

Col semplice cambiamento di segno a q dalla (38') si trae

^ ^ dnu h'(»\_ ^^'T/
' l+92m o)J'

ed ancora in virtù della relazione amu = j dnu .du risulterà

(40) amu= h 2 L —
tt^—^rr^ ^^e»* •
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Se applichiamo le derivate logaritmiche alle formule (15), . .
, , (18),

e si eseguiscano i calcoli mediante le serie lo(j (1 — 1t cos «p + i*) =
^ VI ^'" VI 0'" VI Q-'"= — 2 Zi -^ cos m Q , L gm(2«-l) = ^ V g2'nn = —1

,

m = l »i = l i n= 1 ^

2u ^
per V = — troveremo

(41) '

; (
= tang >, (—1)»' ^

^ -^^^ •

^ ' jff, (w) w ^ &> &i ^j^ ^ l—q2m (,>

^ -^ ®. (w) ^ ^i 1— f/2m w '

fi^'(w)_2 7r 2 7rW Stt ^ g2m 4 tt m W
^^"^^

fi (U) ~ o,
'^'^^ ^r + ^ Z''. l-«2m

sen
I — nr^m

&' (u) _8 7r ^ gm 4 TT m M

® (^) "' ^ll-^ 2 ni

Per le quali serie le derivate logaritmiche delle (27), (28), (29) si rap-

presentano con

-,., cnu dnu 2 ^ 2nu Stt v 9"* 47rmw
(45) = — cot 2u r~r— sen ,

^ ' snu w 01 oj ^ iH-g"' &)

snu dnu 27r^ 2fw 8;rvi <?"» 47rmw
(46) = — tang L , . / -, ^^ ' cnu w oj w J^j

l4-(_l)mg,

/ir,^ ^^snu cnu 16 tt ^ g:
(47) /i^ —:s

= Zj :r^- . „^ '' dnu w ,1— g^w'-s

5Wii cnu 16 TT ^ g2m—

1

air (2m—l)u

e da queste si deducono le respettive derivate

(49) <fw*M4-j^-( ) = 1
— ) K h8 2i -, . , ,^ cos — ,

cos- "•=1 V / ^ I

In particolare, facendo ti, = - nella (46), ricavasi

(51) ^==:l + 4r^-^3-f-:pA-.:p^+....l,
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corrispondenti di m saranno 2* — 1, 2*-i — 1, — , 0; dunque

£ Il {—\)ni-h ^ p — 2p — 2^ p — — 2«-iiJ-T-2«p = 3p;
e ne conseguirà la relazione

U+ Yà g'»'Y=l+ 8l] ?(p) (5/'-^3r/2p4-3g4p-^3ry8p+ );

così il numero delle soluzioni intere di x--r-y^+z"-+u^ = n eguaglia

la somma dei divisori di p, prodotto degV impari contenuti in n,

moltiplicata per 8 o per 24 secondochè n sia impari o pari.

94. — Le serie jacobiane si notino brevemente con

Ki:'-) = E (-1)" "?"' e2«.>, 9,(^) = i ^ (-1)«-1 ry(" + 7)'eC2"+l)'%

dove r/7= 7ry, e si assumono per n tutti i valori interi da — X a 4- OC.

Considerando il prodotto

^3(0") ^sC*/) = H 9**" e2«(x X li qm" e^'"'y = 1111 qm^ + n* e2i(n2 + my)^

osserviamo ogni coppia d'interi m, n comporsi di due pari (od impari),

ovvero di uno pari e di uno impari; nel primo caso faremo n = r -i- s

,

m = r — s e nel secondo n = r'-hs'-j- 1 , m = 7''— s'
;
quindi la prece-

dente somma si scinderà nelle due parti EE q2(r*+s^) e2ri{x+>/) + 2si{x-ij\

i:X ,/0'+ir+2(.s'+i)\,(2,'+i)(.+>/)i+ (2.'+i)(.-2/).-^ dove ai numeri r,s,

r\ s' attribuiremo tutti i valori interi da — 00 a + oo . Queste somme

parziali equivalgono ai prodotti di due serie 5., e di due serie 9, con

gli argomenti a' 4-*/, .v— y ed il nomio q-, ovvero si ha la relazione

(1) Mo:) Uy) = ^(c'^-^y, Q') Uc-y, q') 4- ^,(.^4-2/, q') 0,{cc-ij, q');

e ponendo x-r- y = X , ce— y = 7 ne consegue l' inversa proprietà

(1-) UX,q')MY,q'-)-hUX,q'-)UY,q') = ^.(^^,q)^{^^,<l)'

Con lo stesso metodo si ottengono le seguenti

(2) e,(.v) 9,(y) = 9^{o:-^y, q^) U^c-y, q^)^9^{.r.-y, r/) 0,{^-hy, q^),

(2) e,(X,g«)93(r,r/)-45,(r,r/)e3(X,g^) = e,(.^±^,g)0,(^=^,r/),
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(3) U'-) My) = M:c-hy, q^) '),{:c-y, q^) - 9,(x-hy, q') Ucc-y, q^-),

(3) ^{X, r/) 9,iY, q^-UX, r/) ^>,( Y, q^~) == ^„(^, q) 5.(^, q^
(4) 5,(.r) 9,i,j) = 93(,-.4-i/, g^) 0,^:c-y, q^)- 9,(.-e+y,q^) 0,ire-y,q^),

(^')'AX,q-^)9,(Y,f-)-9^_(X,q^-)9^(Y,q^-) = e,(^^,q'jB,(^^,q\

Scrivendo OJ:c-hy,q'-) = a, 6^{a^-ij, q^) = i, ^ 9, (.,; -f. 2/, g.) == e

,

^,( ''-^,9') = ci, le formule (1), (2) vengono espresse da 9Jx) 9 (y) == ab-i-cd, 9,(..)9^(y)==ad-^bc; affiggendo gli apici alle varia-
bili x,y e alle lettere dei secondi membri risultano eguaglianze
simih, che moltiplicate insieme alle prime forniscono la relazione

M^) ^{y) '^^{x') 9^{xj') -^ 9^(,,) 9^(^) 9^ (.,,.) 5^(^.) _
= {ab+ cd) ia'b'-hc'a)-hiad-hbc} {a'd'-hb'd) =
= {aa'->-c e') (b ò'-f- d a) 4- {a o'4- e a') (b d'+ V d)

.

Ora, mediante le identità (1), (2), si traggono le espressioni

. aa'^cc'^9^f^L±lL±^:±y^\Q/^^^±y^2j:^-j/\

b ò'H- dd' = 9,
A'— y + -:£^/'\

g^
Z -^— 1/ — ^'+jA

introducendo i simboli 2 z = .r 4- ?/ 4- oc'-i- y\ 2 te = x ~h y— x'— y\2z'= :c—ij-i-of—y\ 2 ?<= x— y—x'-hy' ne scaturisce il teorema (*)

(5) ©3 (-') 03 (^) 9, (x') 9, {y') 4- 9, (x) 9, {y) 9, (,,/) 9, (^') =
= M^) Mi^) 53 C-^') 93(w') 4- 9,{z) 9,00 9.(--') 9,(H').

Aumentando di r di ^ ciascuno degli argomenti x,y, x\ y\

a motivo delle formule 9„ (.^+ |j
= 9, (.:.) , 9, (^^

.^ Z
j == 9„ (a;)

,

{*) Questa formula di Jacobi si trova per ]a prima volta in una lettera da lui
diretta ad Hermite il 6 agosto 1845 e pubblicata alla pagina 176 del volume XXXII
del Giornale di Crelle.-Vedasi un più ampio sviluppo del medesimo teorema nell'opera
del prof. Alfredo E.vneper, ElUptUche funetionen theorie und geschichte. Halle, 1876.
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^ (^+ ^ j = ^2 (^) , ^2 (-^j+
^ j

:= — 9, (x) , ne discendono le ana-

loghe proprietà

(6) 9, (,r ) 9, (ij) 9, i.x') 0.^ {y') - 9, {oc) 9, (?y) 9, (^') 9, {y') =
= e» (5) ^^ («) 9o (^'') ^0 (w') -f- e. (^) 9. (i/) 9, (z') 9. (w-)

,

(7) e.(^) 6„(2/) 9„(^') 9„(i/') + 9, (ce) 0,iy) 9.(a.') 9, (,/') =
= M^) 03 (^*) &3(^') «aCt*') - Mz) 9,{u) 9,{z') e,(w'),

(8) 0. (o^) 9o (2/) ^ (.V) 9„ (2/') - 9, (.r) 9, (y) 9. {x') 9, (y ) =
= So(^) 5o(w) 9„(V) 9„(2.') - 9^{z) 9.(«) 9,(^') 9.(M').

Dalle quali si possono ricavare moltissime conseguenze : per esempio,

facendo se' = — a;
,

y'= — y, a causa di z =: z' — , u =^ oc-+-y,

u'= X — y e di 9, (0) = troviamo

(9) 93^ {x) 9/ (2/) - 9,2 {x) 9.^ {y) = 9/ {x) 9.^ (i/) - 9,^ (.r) 9.^ (,/) =
= 9„2(0)9„(a^+ ?y)9„(A^-y),

(10) 9;- (,r) 9,2 (1/) + 9,2 ( -r) 9,2 (y) = 9„2 (,^) 5„2 (t/) ^ 9,2 (,-,.) 9,2 (j/) =
= 9,2 (0)93 (.5;+ 2/) 93 (^-y),

(11) 932 {ce) 9,2 {y) - 9,2 (,.) 9^^ (^) = e„2 (^;) 9„2 {y) - 9.2 (^,) 5,« (^) =.

- 0^2(0) 93(a^+ y/) 93(0.-2/).

E per y = ./• la (9) dà la formula di duplicazione

(12) 9„ (2 .;) = ~-^ [9„* (o;) - 9,* (a;)] = ^^ [9,* {x) - 9/ (,.)] ,

come per x — emerge il teorema (13) 9^'' (0) = 9,* (0) -r- 9„* (0) , , ec.

Dalle surriferite eguaglianze (1), 9^{x) 9^{y) — ah-~cd, 9^{x) OJy) =
= «26 — Cd, si ricava 932 (,'^) 9^-{y)— 9^2^,^) 9^-{y) = éabcd, che per

x = y diviene 93* (,v^) _ 9„*(a^) = 4 9,(2^;, 92) 0^ (2^, r/) 93 (92) g^ (^*),

dove abbiamo scritto il solo nomio in parentesi quando x sia nulla.

Se nella (2) facciamo X=Y=2x deducesi 2 9,(2 ./% r/) 9,(2^^, 52) _
= 9^{2x,q)9^{q), e questa per x — si nota con 2 9^{q-) 9^{q-)= 9.^{q);

onde risulta quest' altra formula di duplicazione

(14) 93* (.0 - 9/ {x) = 9, (2 X, q) 9,3 {q) .

Mutando poi 0: in 2 :c
, q in r/*, e attribuendo ad n tutti i va-

lori interi da — co a -h co , le serie 9, {x) = S q"' cos 2 n 07
,

/2"+l \2

®i 0"'') = 29^ - ^ C05 (2n-r-l) ./; forniscono le due identità

(15) 9^{2x,q'^)-^9X2o:,q')=^9,{x,q), 9,{2x,q^)-9^{2x,q') = 9^{x,q),
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le quali espressioni sostituite nel primo membro della (14) la convertono

in 8 5, (2 .r, r/) 0^ (2 x, r/) [0/ (2 x, q') 4- S^' (2 x, q')] = 9./ {q) 9, (2 .r
, g)

,

i'' TT
. . .

e col cambiamento di .v^ m tt "t- t si ottiene la relazione
2 4

8 9,(,r,f/)9„(^,g*)[e/(^,g*)4-9„M^,'7*)] = 9.M^y)5.(^^^,fy); di cui la

derivata rispetto ad x per il valore a' = 0, a causa di 0, (^) = 0, sommi-

nistra l'eguaglianza (16) 8 9,'((/*) V(r/)=9/(g)9;(ry). Ora dalla (13),

scrivendo (/' in luogo di q, si ottiene (17) SsM'?*) — ^>*(Q'*) = ^^^ (?*)»

che in virtù delle formule (15) applicate al caso di x = 0, riducesi alla

(18) [9/ {q') -\- 0^ (r/)] 9„ (q) 9, (q) = 9„» (r/)
;

siccome la (17) equivale a L^/(^*)4-9„-('Z*)] [^.'('Z')
—

^o'C^*)] = S2*(f?*),

a motivo dell'espressioni di ^^iq), ^oi^l) risultanti dalla (15) per x =
scaturisce l' identità (19) 8 [9,^ {q')+ 9„2 (g*)] 93 (ry*) 9, (5*) = 0./ (q^) ;

il confronto delle (18) , (19) mena all' eguaglianza

(20) 8 V(q') O^iq^) e.^{q^) = 9,(g) 9/ (g) 9, (ry) .

Dividendo membro a membro questa per la (16) e ponendo

^o('Z) ^Aq) ^,(q) q-tt-t = f{q) troveremo la proprietà /"(r/) = /X^);

applicandola successivamente agli esponenti 4-, 4^, ,
4" si ccnchiude

f{q'^") = f(q), dove n simboleggia un intero positivo; ed essendo 0<q<l

si avrà lim q^"=0; onde risulta f{q) — /"(O) = -
, a causa degli svi-

luppi 9„=:H-2Z: (-l)"r/»\ 9, = 2 S ^
('^?')', 93=l4-2Ìry«%

1 1

9/ = 2 77 2] (—1)" (2H-rl) q\ ^ / ; viene così provata l'elegante pro-

posizione di Jacobi (21) tt 9, 9, 9^ — 9/,

95. — Per dimostrare la relazione esistente fra le funzioni di Jacobi

e le (T IO di ^\^eiersti"ass premetteremo alcune conseguenze dell' opera-

d v 2 d V
zione (1) cp (u) = 12 g^ h ffì~ ^— incontrata al numero 87.

d //j o d g^

Suppongansi v q ]> v funzioni delle variabili indipendenti i«
, g^^ g^\

moltiplicando la (1) per 1^' r e poi aggiungendola con l' eguaglianza

o (ip lì) = 12 g.,
~ h o &i' 7 ì attesoché ^ v sia funzione compo-
d g^ o d g^

sta, a motivo della nota regola d-^ v ^^ d-i^ u~\- dv ^^ v , otten-emo

(2) » (•i'M)-f-(p(?-) i|/'y = (p(i/ v), e ponendo _p'w in luogo di -j/w avremo

(p(p'u) = »(p'w) 4-p"y y (r) . Si determina la ? (p'w) derivando rispetto

2
ad ?* la relazione f{pu) = 4p^— o ^2~r-2p'? (pag. 261); e ricavandosi
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^{p'u)—4:pp'+2p"'-., la precedente diverrà <p(p'i;) = 4i5p-f-2i3"?+p''r«>(y);

la quale per r—u= o), a causa di p''»=0, fornisce (3) a(r.)) =-2 ?(«)=— 2v-;.

In simil maniera, sostituendo ? ?' alla ^ u , in virtìi dell' eguaglianza

y(?w) = 2p?— i-' ~^ a ^'^-'' (V^S^^^ 262) e della (2), troviamo

. 1

<f
['c ìj) = p V ff (r) -T- 2 p ? — p' -h ^ ffiV, , che per u = v = m conduce alla

(4) (?(/;)= - 5r,w. Inoltre, simboleggiando con w un' altra funzione delle

u, g.^, g^, per la (1) discende l'identità v(vio) — ro{io)-{-ic'i>{r), e quindi

1 r*
conseguono (5) » ('; w) = — 2 "^-r ^ ^j '-^S (6) ? («) = 2 , a motivo

di a = log q — 2 r: i — e di v; &j — v;'w = -^ . Esprimendo con A il

binomio g.-,^— 27 ^ ,- , discriminante della cubica 4 -^— g.^z — ^^ =r >

facilmente risultano o (A) :=: 0, ? (A oj*-) =r — 24 w*^ v: A
; se ^ è

una funzione delle w, w', mediante le formule (1) e (3) si stabiliscono

(7) T (0 = - 2 (-: 1^. ^ "''

le) = - S H • "* '" particolare

(8, ^4,o,...,= ^t.», (9) ^).,.^(,= _1^ ,,„.).

Ora nell'equazione (10) yr» ~f" "^ '^' T~ ~ ^ (p^'g- 279), verificata

dalle funzioni theta, poniamo (11) ^ = C e-s^t' /"(f , a) , dove le

grandezze C, )• dipendono dal numero a = log q = 2r i —; a motivo

delle derivate parziali ~ = C e-^'.^'l^-Slv^-éir-^lGr-v'-rY

= e-2).e- (c^-^f~-2Cfv^ %^\ , la (10) si trasformerà in
\ da da da)

d e

da

(12) ^-8/.§^-r(l6r-/^-4).-8.^.-J^+4.*^^)-4.^^ = 0,
^ ' dv- dv \ da da / da ^

1
• cbe per i valori ). — v? w , C=(Aw*2)« e l'applicazione delle (8), (9)

si riduce alla piili semplice

(13) -K 8 , » {f- . |{) + 4 .'
Il + I

/,. .'.' = 0.

Nel caso di v — ^ pongasi w f (v, a) — F (2 « ^•, oj, oj) = y, fun-

zione delle variabili v., w, w
; deduri'emo le derivate parziali

d^ _\dF _ dy^ rpf _ 1 cPF _ ^^^
^ r ~ w f? r

~~
f? w ' d V- ~ &j 6? v-

"
ir? «- '

^ ^-i. /- 2t; — + — - r ^-^^ ^^/^ da _dy
^

^ d a d fa du (?&)""
6? V '

(? w ^ d a dv! d w'
'
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da queste ultime, per le surriferite formule, otteniamo

onde la (13) si converte nell'equazione

che provammo al numero 87 esser verificata per ^ = o- w ; dunque la

relazione fra le 9(r), a (y) è (15) 5 (r) := A^^ «2 6"^"^"*%
(2 w ?j).

Nel presente paragrafo, seguendo l'Halphen, abbiamo per brevità

indicati con w ed m' due semiperiodi della funzione pu, che debbono
sostituirsi per i simboli w, , w, introdotti al numero 85.

In virtù della proprietà t(m+2 Wa)=-'T« e^'^3!("+"a)^ pag.261, Weier-
strass ammise tre funzioni complementarie di a- u definite per la formula

(16) ^^{u) = " ^^^ "y e-^«» con =. = 1, 2, 3; in generale si ha

(17) e 2 u" o-jj (?/) = ^'^
^

J
, convenendo di porre zero in luogo del-

— ^ !! 2 i i
l'indice 4; infatti dall'eguaglianza (15), e 2u" a(«) A« w^ = ^w9^(^;)J col

dividere i due membri per H= 2wti e prendere i limiti per t*= y=rO risul-
1 I

1

JL X 1 T

tera la costante m =
, e quindi (18) e 2 q <t ?« = 2 w -^^

Per i valori &>, «' attribuiti ad « si deducono e 2^"a-wr^2<a ,, ,

e 2u
0-

„' = 2 w -g^^— ; nella (18), cambiando a in w — w, e poi

in w'+?<, a motivo della (16) e delle precedenti eguaglianze si traggono

e questa
,

per la sostituzione di %>.' -r- w in luogo di u , diviene

(21) e
2^"*

a^(^f) =
93(0)-



Capo Undecimo.

FUNZIONI DI UNA VARIABILE COMPLESSA,

96. — Rappresentino u^ v due funzioni reali delle variabili reali x, y
ed i la radice quadrata dell'unità negativa; la funzione f{z) = v.-\-iv

della z=^x-\-iy si dice analitica, secondo Riemann, quando il rap-

porto ^r— r-^;— risulti indipendente dagl'incrementi clx, cly (*).^ dx -\- tdy
^ 1 ^ dt(, ^ dv ^ ^

dv , clv
Ora, essendo du — -r— dx -\- -r- dy , dv = —— d x + -y— d y ,' dx dy ^ dx dy '^

du . dv
du . dv dx dx x^v „ .^ ^/ ^.^ ,

da cui

(du . dv\ d

y

\d y dyj dx
d z d z 1 ,

dy
1 + ^ d̂x

apparisce la derivata della funzione « -+- i v esser suscettibile di una

d II

infinità di valori che dipendono dal rapporto y^ , e ridursi immutabile

, ,. . di(^ .dv \ {du .dv\ . d v d v
ove esista la condizione h « -r- — -

l
3 1- ^ -t~ Ì~~ ^ H "" 77~ »dx dx t\dy dy/ dy dy

che si scinde nelle due eguaglianze

dv _ du dv dxij

dx dy'' d y d x
'

Il sommo geometra Agostino Luigi Cauchy (nato a Parigi il 21 ago-

sto 1789 e morto a Sceaux il 22 maggio 1857) disse monogena la

funzione analitica definita da questo sistema, perchè ammette l'unica

derivata f{z\ = —— -{- / -— in qualunque punto M indice della z\
^ ' dx do-;

^ ir
così, per esempio, f{z) — cos{.x+ixj) è una funzione monogena, e trovansi

w = - (eJ'-f- e-y) cos x , t- = ^ {e-^— e'J) sen x
;

servandosi y costante, l'indice M di j descrive una parallela all'asse Oa;,

w^ v^Uy V-
6 l'indice JSf della f{~) ha per luogo l'ellisse — + ri = 1 ;

dove

(*) RiEMANX, Grundìagen f'ùr eìne allgemeine Theorte der Functionen einer vercinder-

liclien eotnpìexen Grosse, 1851.
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gy_j_g-y gy

—

g-y
a = ^r , b = ^

, e i^er ogni valore attribuito ad y risul-

tano ellissi omofocali a motivo di «^

—

b^^l. Invece rimanendo a: co-

stante, r indice M descrive una parallela ad y e l' indice N ha per

suo luogo l'iperbole —y~; —2" "^ 1' omofocale alle dette ellissi.

Se ilf percorra l'elemento ds ^ '\/dx^-+- d y-, il punto N traccierà

l'elemento ds' = \/di(,--r-dv~,' ed in virtù dei diflerenziali

du , dn ., , dv ^ cZ v , du ^ d u ,
di( = -^— dx-ì- -^— dii, di') = ^— doc-^-— dy = ;— doo-h—— dy,

dx dy ^ dx dy ^ dy dx "^

per le (1) ne discende la relazione d s' = ds 'l/ (-^) -f-
(
7~ ) 1

onde gli archi infinitesimi NN', 31 31' stanno in una ragione determi-

nata, che non dipende dai differenziali dx, d y ; ovvero ai lati infini-

tesimi del triangolo 31 31'31' corrispondono quelli del simile NN'N",
e perciò due linee N N', NN" descritte da N si segano sotto il mede-

simo angolo delle linee 3131', 31 31" tracciate da 31. Dall'eguaglianze

, , . , /-, X . i
d- >' d- V d- ì( d- V

del sistema (1) si traggono -—^ = r— , -—
:,

= — ;—

,

^ ^ °° d X- d :c d y d y- dx dy

quindi ne consegue (2) -—^ -f- -j-~ì — ^ , e similmente per la v ; la

funzione ?' verificante la (2) si chiama armonica, e la sua trasformata

.... . h- x' h- i/

per raggi vettori reciproci x = ^,^_^ ,, , y = 77^-7—ra
rimane pure

armonica.

Una funzione è uniforme quando si possa determinare per ogni

valore attribuito alla variabile indipendente.

Cauchj' disse monodroma la funzione uniforme u- in una parte 5

del piano, se a cominciare da un valore w„ la u prenda valori succes-

sivi finiti e continui nella regione s lungo una linea qualunque situata

in questa e torni all'iniziale ??„. Le funzioni razionali intere e fratte

della variabile z, le trascendenti semplici senz, cos z, a" sono mono-

drome in tutta l' estensione del piano ; invece le funzioni irrazionali,

logaritmiche, .... sono multiformi e possono acquistare valori diversi

per un medesimo valore della z. Un punto A del piano si chiama

critico, se l' indice di z partendo dal punto 31^ corrispondente al va-

lore Ug della funzione v descriva una circonferenza infinitesima col

centro in J., e tornando in 3I„ faccia prendere ad u un valore diverso

da «'„. Così le funzioni v, = \/z— a, u = log{z—a) hanno per punto

critico A rappresentativo di a ; ove l' indice 3d descriva una linea

chiusa e che non contenga ne passi per A, la funzione n si conserverà

monodroma in tutta l'area compresa dalla e, ma se l'indice 31 percorra
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la circonferenza avente il raggio A M = r, in virtù dell' equipollenza

geometrica 03Ì—0A = A3I, oppure z— a — r{r-os a-i-isenf), la. (un-

zione u = \^z—a, acquistando in 31 il valore w» = r^ i cos s+ ^ ^^'^ 5 )»

dopo che l'indice di 2 abbia descritto rn giri attorno ad A, la u pren-

derà il valore r ^ cos
( „ -f- "« ^^

)
4- « sen ( ^ -h tn ttj —

= (— 1)'" r^ Icos-r-j-isenj:) = (-^1)"' ?/„ ; onde per m impari

risulta di segno opposto ad ?<, . Parimente per te = log (z— a) fa-

cendo z— a = 7'e'? si trova tc= if-r-loffr. e quando l'indice M abbia

percorso ni giri attorno ad A nel senso positivo del piano, n in senso

opposto, e poi rieda al punto iniziale (r, <f), il valore di v. diverrà

log r 4- 2 [y -7- 2 TT (m— w)]

.

Una funzione f(z) è regolare se in un cerchio descritto col raggio

piccolissimo r e col centro in un punto t si conservi monodroma, finita

e continua insieme alle sue derivate e per i valori prossimi a i si svolga

come il polinomio intero a^-r-a^{z— 1)-\- a^{z—ty-^— -r-am{z—t)'".

I punti nei quali la funzione uniforme, o le sue derivate, divengono

infinite o discontinue si chiamano pure critici, ovvero singolari.

Se la funzione f{z) sia continua in una parte del piano fuorché nel

punto a , e si sviluppi in sei'ie ordinata secondo le potenze di z— a

,

con esponenti interi positivi e negativi, essendo il numero di questi

ultimi finito a cominciare dal maggiore — '/?, il punto singolai'e a si dice

polo dell'ordine n. Se w eguagli l'unità, il coefficiente di (j— a)"' fu

chiamato da Cauchy il residuo della funzione f (z) relativo al polo a;

supponendo f{z) = -^—h 2 t——^%— dove m è intero e prende valori
z a {^z a) .

^

positivi e negativi diversi da uno, si valuti l'integrale ^—.

f
f{z)dz

lungo una circonferenza infinitesima avente il centro nel punto rappre-

sentativo di a: basterà porre z = a-T-re''^ con r costante e piccolis-

simo, poiché sendo dz = rie''^d6 si troverà per limr = ridursi

r integrale al coefficiente p,

.

Il residuo di f(z), che corrisponde al punto singolare a, fu pur de-

finito da Cauchy essere il coefficiente di r- nello sviluppo di f (a-f-h)

secondo le potenze di h
;
per esempio, il residuo di -

,

"{ corrispon-

9 (a\
dente alla radice semplice a di ^ (s) eguaglia ,,^ [

,
perchè identico

^
'^{a)^hÌ{d)-^-^i'{d)-V....

al moltipHcatore di -r nel quoziente j%

Af(a)+ |^"(a)4-....

delle funzioni o (a -r- /t) > 'r' (^ 4- h) sviluppate per la serie di Taylor.
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Si dice punto singolare essenziale, secondo Weierstrass, quello

che riduce indeterminata la funzione ed ammette un' infinità di poli

nello spazio circonvicino ; così la funzione r ha per punto singo-

sen -
^ 1

lare essenziale z — O, ed i suoi poli sono dati per z = , dove m è

. 1
un intero qualunque ; detto « un arco piccolissimo, i valori di - espressi

da 2n7rH-a, {^n-ì-l)-^ — a tendono all'infinito per n crescente.

97.— Se la funzione analitica f{z) e la sua derivata f'{z) siano uni-

formi e continue, l' integrale / f{z)dz preso lungo il contorno e equi-

vale alla somma / \u d x — v d y) + i f {vd.JC-\- u d y) ; ora ciascuno

di questi integrali preso fra i limiti z^, z^, che corrispondono a due

punti ilfoj Mi del contorno, sarà indipendente dalla linea d' integrazione,

dv du d V du
quando sussistano le condizioni (1) del n. 90, ^ = ~~ ^' 'ay~ d~cc'

Infatti si consideri un'altra linea e' congiungente M,, M^, l'integrale

' {ud:e-\-vdy) subirà la variazione

X^'
(d 11 . d X -h u . d X -h S V . d y -h V . S d y) ;

integrando per parti i termini uJ dx, v.S dy si scriverà la precedente

1
*^'

{^ti dx— dìi §x -hSvdy — dv Sy) + (w §x + vdy)'/^ ; ovvero

^
'"

. „ du ^ ,
du ^ „ dv ^ clv ^

sostituendo le variazioni ^^ = ^'^^+ ^'*^' ^^dlv ^^'dy -^

du du , ^ ^"^
,

^^ ^ ^ I

e i differenziali du = j^dx-hj-dy, ^" = ^ ^^ +^ ^2/> ^a

variazione dell' integrale definito si ridurrà alla forma

J ^0

poiché la quantità (w3,^+v5t/)^J diviene zero, annullandosi ^x e oy ai

limiti ^0, 2,; dunque, si conchiude, affinchè l'integrale proposto abbia un

„ , j.-v. du dv
valore indipendente dalla linea e dovrà esser nulla la diflerenza ^ —^ ;

quindi per i due surriferiti f\udx— vdy), J {vdx-^udy) si

, du dv dv du _ ^
stabiliranno le condizioni ^ + -j^ — *J

> ^~^ ~~ " *
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Se la funzione /"(?) sia monodroma, finita e continua in una regione

del piano contenuta entro una curva chiusa e priva di punti multipli, poi-

ché gli estremi di un segmento e' di questa curva sono comuni all' altro

segmento e — e', avremo l'eguaglianza /, f{z)dz=
f

f{z)dz,

e prendendo e' infinitesimo si deduce f
f{z)dz — 0; dunque se

una funzione sia uniforme e continua in una parte del piano

racchiusa in ?m contorno e , V integrale della funzione preso

lungo la linea e è zero. 11 teorema sussiste pure nel caso di

un'area limitata da una linea rientrante, poiché decomponendo l'area

in trapezi infinitesimi AAB'B, B B' C C , CC'DD, , con le

corde parallele A A', B B, CC, DD, , notando con i simboli

{AA')-i-{AB)n-{BB)-^{BA) = 0, {B B)-i-{BC')^{CC)-h{CB) = 0,

(CC')-T-(C'J>)-!-(Z)'i))+ (-DC') = 0, i valori di l'f{z)dz

ottenuti prendendo per linee d'integrazione i perimetri dei medesimi

trapezi, aggiungendoli membro a membro, soppresse le quantità eguali

e di segno opposto si ti'overà (A'B ) -f- {B' C) 4- (CD) -f- H-

-]- {D C) -^ {C B) -i- (B A) -^ {A A') = 0; o brevemente

{A' B' C B' D C B A A) = 0, che rappresenta il valore

dell' integrale determinato secondo il contorno della linea e . In simil

modo supponendo la linea chiusa A' B' C D' A' situata entro l'area

limitata dalla curva AB CD A conducendo la retta A A' si troverà

{ABCDA) = {AA'B'C'DA'A) = {A'B'C'D'A') a motivo di

{A A) -T- {A' A) = .' Se nell'area chiusa dal contorno e esistono

m poli a^, a.,, a^, . . . ., am, e negli altri punti dell' area la funzione

sia uniforme conducendo m— 1 trasversali curviHnee AC, ED, FGr,

del contorno e, in modo che l'area venga divisa in m segmenti

ABCA, ACDEA, ED G FÉ, ...., tali che ciascuno racchiuda un

sol polo nell'interno, si otterranno l'eguaglianze (ABCA) = 2 ir i p^,

(ACDEA) = 27r ip,, {EDGFE) = 2n ip^, ....; con l'aggiungerle

a motivo delle quantità nulle {A C) ^ {C A) ,
{E D) + {D E) , ....,

abbiamo {AB CD J^) = 2 7r e (p,+p,-f- 4-pm) ; dunque se

la f(z) ammetta m poli nell'interno dell'area chiusa da un con-

torno e e negli altri punti sia uniforme, l'integrale di f(z) preso

lungo la linea e eguaglia il prodotto di 2 jt i per la somma dei

residui p,, p, , pj, , pm relativi ai poli della funzione.

Suppongasi /"(') avere una radice r multipla dell'ordine n\ a causa

dello sviluppo f{z)=^A,{z— rY-^A\z— rY-^^+ A,{z— rY-^''-^..,.

, , . , , ... f'i^) n
,
Ac^2A,{z—r^^....

si trova la derivata logaritmica ,. , .
= 1

—

-.—;—T-7——-r— ,°
/ {z) z— r J.,-h^,(2r— r)+ ....

da cui apparisce r esser polo della funzione f'ij\ con il residuo n
;
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parimente della f{z) sia y- un polo dell'ordine m; prendendo la deri-

vata logaritmica di /(s^) = (^r — «)-»'[£„+ JB,(^— a)-|- -5.(3-— a)2+. ..
.]

., n^) m
,
B,-^2B.{.r-y.)-+- ,. ,

SI trae , . = ———;

—

^^ r^^- e quindi a e pure

polo di - col residuo — ni ; dunque se f{z) entro il contorno e

ammetta alcuni poli ed alcune radici, per i teoremi dimostrati si con-

/ f'(z)
chiude / , d z — 2 T^ i y. , significando y- la difierenza fra i nu-

meri dei poli e delle radici contati coi loro ordini di moltiplicità. Con lo

stesso metodo si prova la relazione / J ^ ,\ d z = 2 n- z (S rn— 2 a„)
,

in cui r„ , y„ rappresentano ogni radice ed ogni polo della f{z), da

ripetersi tante volte nella sommatoria quant' è l'ordine della respettiva

moltiplicità.

La funzione f{t) sia uniforme e continua nell'area piana s limitata

dal contorno e
;
per ogni punto - interno ad -s Cauchy ha scoperto la

proprietà fondamentale (1) /"(-) = -^—: / ^ -
; si dimostra de-

scrivendo col centro in ;r e col l'aggio r un cerchio infinitesimo 7,

posto t = z -\-r e^'^ l'integrale racchiuso nel secondo membro e valu-

tato lungo il contorno e nel senso positivo del piano eguaglia lo stesso

integrale preso lungo la circonferenza 7 e nel medesimo senso, cioè

i I f {z -{- r e i^) d ^ = 2 !^ i f {z) . Attribuendo alla variabile z V in-

cremento A z , ricaveremo dalla (1) il limite di —^^ —^ -^-^
^ z

per A 5 = 0, ovvero la formula /"(•?) =
f;
—

: / >^ v, , e mediante^ 2n i f [t— z)^

1 • • • ,. ^ /ax ^ ^/ N
l.2.S....n f f(t)dt

successive derivazioni risulterà (2) /'-"Ms) = ^ -. / ,^ .
,

,

.
^ ' ^ 2n i I (^— 5)«+i

Fissando un qualunque punto a interno all'area 5, in virtìi dell' identità

algebrica = !- 7^ ^„ -f- -1- ,^ ^„ ,J n e delle^ t—z t— a {t— ct)' {t— ay'{t—z)

formule surriferite, Cauchy dedusse lo sviluppo

(3)A^-)=,4;4(-«)7,(IB7^

" /"W fai ,
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La qual serie, nel caso delle grandezze reali, coincide con la serie di

Taylor e per a = diviene quella di Maclaurin ; entrambe estese alla

variabile complessa, rimarranno convergenti nel cerchio descritto col

centro in a e che non racchiude alcun punto singolare, quando il

resto P„-\-i = ^rzz- I (7 :; ) /__- abbia il modulo infinitesimo.

''^^J,
\t — a/

Le funzioni f{z) finite in tutti i punti del piano e sviluppabili in serie

convergenti per qualunque valore di z si distinguono col nome di olo'inorfe.

Suppongasi /'(s) = A^-~ A^ z-\-A^z--^ -ì- Am z"" -^ Am-\-\ z'"'*"' 4- . . .

.

ed il modulo di — /"(2) sempre minore di un numero positivo C per

valori grandissimi di iJ = tnod z ; a causa di Am-irh = /("+'•) (0) =
1.2.3....(m 4-/t) r f{t)dt .^ ,, G -, ,^^ ' -^ ' 81 trae mod Am^h < -57 , ed J-m^-» =

Jc '"2 Tre 1^
i"-+-i

"'-*"- ..v^™^„^^

per JS = oo, ^>1; dunque nell'ipotesi di mod|—^) minore di una

quantità fòssa G ed m intero positivo, la f (z) si riduce ad un poli-

nomio iìitero del grado m risjpetto « z, e nel caso di Ta = ad una
grandezza indipendente da z

;
proposizione di Liouville.

Se la f(V) sia uniforme e continua nello spazio piano compreso fra

due linee convesse e, e', la pi-ima interna alla seconda, e c^ rappresenti

un punto di questa superficie anulare, disegnando una circonferenza 7 in-

finitesima col centro in z
^
per il teoi'ema di Cauchy i valori dell' integrale

r fit) dt . , , ,. , , .

j ^
presi lungo le linee <" , e

, 7 descritte nel senso positivo, cioè

che l'area chiusa da ciascuna curva giaccia alla sinistra del mobile, hanno

una somma nulla; onde ('"') — (e) — ('^) = 0, e poiché (7) = 27r
e /'(^),

,. , ,,- ., , 1 rf{t)dt 1 ff{t)dt
,

SI conchiude (4) f{z) = ^—: / -—-^
^—: / '——^

: nel caso

di due circonferenze c'^c col centro comune all'origine, il primo inte-

grale si svolge in una serie ordinata per le potenze positive e crescenti

di -
, essendo mod z > mod t, ed il secondo integrale per le potenze

negative di ^; onde la serie f{z) è convergente nella corona circolare;

teorema del prof. Laurent.

Eseguendo la sostituzione (5) e = e "
, la serie (4) si converte

4- X "nini-

nella (6) F{v) = 2 An 0" e "
, che dimostra esser 2w un periodo

ce

della funzione ; aggruppando due a due i termini relativi ai valori di n

eguali e di segno opposto, la Fiv) si sviluppa ordinata per i coseni o

seni dei multipli dell'argomento, secondochè sia funzione pari od im-

pari; originano così le serie di Fourier. Ponendo 'fi= -z {cos 9-\-isen^),
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V = r{cos Ci --h isen y), il secondo membro della (5) si ridurrà alla potenza

2 7r ?' 2 ^ y*

di e determinata dall'esponente log

p

— sen{x—9)-\——• eco5(sc— 9);

se l'indice di z percorra la circonferenza 2Tzp, l'indice di v descriverà

la retta ^^^-^ sen (x — O) = costante inclinata all' asse reale per l' an-

golo 9; alle circonferenze e, e' limitanti la corona circolare corrispon-

dono due rette parallele, nella cui striscia non racchiudente alcun punto

critico sussiste la convergenza della serie (6).

98.— Se a,, a.^, a^, ,«»,.... simboleggino le radici semplici di una

funzione olomorfa f{:), ed il quoziente f{s) : U (j— <:/,,) non si annulli

per alcuna di esse, la sua derivata logaritmica -yU) = ^/. — S

è olomorfa in tutto il piano ; moltiplicando i due membri per d z ed

integrando, Cauchy giunse alla formula f{z) = Ce'^^~^U (1 — — ),

dove C è una costante.

11 prof. Weierstrass, perfezionando questo principio, estese alle tra-

scendenti la decomposizione in fattori lineari della variabile z ; dimostrò

potetesi costruire il prodotto u, u, u, Un . . . . con un numero qualun-

que di date radici a,, a,, aj, , an, .... aventi i loro moduli a'n che

crescono insieme ad n sino all'infinito. Egli considera ?/»= ( 1—^ ì e'«

qual fattore primario, essendo Sn=—-{-x (— ) +....H ^ ( — ) ,^ a„ 2 \«»/ n—\\an/

/ z\ \ / z\n 1 / Z\n-hl
e log Un =log [\ ) + 5„ = (

—
)

-^ 1 — ) —— = r„
\ a,n) n \an) n-\-\ \an)

il resto della serie in cui si svolge logix——\^ convergente per z'—modz

,-
t , r^ 1 Z' . , ,

1 «n"
minore di a„=:moda„. Or ponendo «,. = -7- si avrà r„<-- -•,

' a» n 1— a„"'

i moduli r'„, r'„^i, dei resti formano pure una serie convergente

nel cerchio descritto col raggio a'n
,
perchè sono più piccoli delle respet-

tive grandezze - ,
"

, —-^ z
—^^±1— nelle quali il limite

di ciascuna alla precedente è zero per n = CD ; e siccome Un equivale

ad e''", risulta il prodotto infinito u,u^u^ u»— essere una funzione

determinata di z. Se questa ancora avesse m radici nulle, si scrive-

rebbe z"" qual primo fattore del prodotto infinito.

Per funzione meromorfa o frazionaria s'intende il rapporto di due

funzioni intere ; le radici ai del denominatore, diverse da quelle del

numeratore, sono i poli della funzione fratta, che si può svolgere secondo

la serie V An^z— ai)" all'intorno del punto «<, e si suppongono iso-

lati, cioè posti a distanze finite fra loro.
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Una linea chiusa e sia descritta in modo che possa contenere tutti

i cerchi infinitesimi aventi i loro centri nei punti singolari a,- ; il va-

lore (e) dell'integrale = / -j-^ preso lungo il contorno e è

una funzione olomorfa G {z) , ciascun valore {aì) dello stesso inte-

grale relativo alla circonferenza infinitesima, in virtìi dell' identità

1 _ _J ^ t— ai _^ {t—cu)"-^ /t—ai\n 1

z— t
~ z— cii

' {z— a<)2 ' (z— ai)" \z— «</ z— t

e della sostituzione t = ai-\-r e''^, è sviluppabile in una serie conver-

gente Gi(- ) ordinata secondo le potenze di {z— a,)-'. Mediante

questo principio, iL geometra Mittag-Leffler stabilì il teorema potersi

determinare una funzione uniforme coi punti critici a,, aj, b.^, ..., an

ciati in numero qualunque, e tali che i lor moduli a'n crescano in-

sieme ad n sino all'infinito; ed invero, significando fi{z) la somma

di m-f-1 termini della serie Gii 1, basterà assegnare l'intero w,

in guisa che il modulo della differenza Gri\~ ) — /•' (^) risulti mi-

nore del termine positivo £ di una serie convergente ; supponendo

modulo ( — 1 <1, allora la serie V Gii 1 — fiiz) risulterà

convergente, sarà funzione uniforme e finita per tutto il piano, eccetto

nei punti critici, ancorché le si aggiunga l'olomorfa G{z).

Il prodotto infinito composto dei fattori primari 11— -le" am-

mette per sue radici tutti i numeri interi positivi e negativi escluso lo zero
;

i fattori esponenziali spariscono quando si moltiplicano le coppie simili

ad e" e ", onde rimane il prodotto II I
1 -A da Bernoulli ed Euler

senT^u
dimostrato eguale a ; così per w=00 e t diverso da zero la formula

t." / t\ - sen t: t

esprime la funzione periodica semplice avente V unità per periodo
;

prendendone la derivata logaritmica si genera la serie

la cui derivata prima è

+ " 1 _ n^

(3) ^„(i_w)2 — sen^nt' '
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In virtù dell' identità (1 —. )(l ) = 1 e della re-

lazione (1) si deducono l'eguaglianze

\ n ) rr {u-^t)

ora il prodotto infinito II e'-" " equivale alla potenza di e, che ha

l'esponente M lira S (73 i

—

\ =. n ir: cot -i^ t — -| a causa delle

serie (2) ;
perciò dalla surriferita eguaglianza si ricava

(4) n II - -^\ e'^ = '''' " (^7^) e---
_ ^ \ n— t) sen n t

cotr. t

nel primo membro si è scritto il fattore ( 1 -!- - ì e ' fra quelli del

prodotto, perchè corrispondente ad /i=0.

La funzione sigma di Weierstrass ha tutte le radici della forma

5 = 2mw,-f-2 n''>3, dove &),, w, simboleggiano i due periodi ed m, n numeri

interi compresi fra - cc e + co ; il prodotto (7 (w) = w n II (
1— -

j e* ^
'*

può ridursi ad un altro semplicemente infinito applicando la formula (4) ;

cambiandovi w in m, ?* in ;r— , indi ponendo ^= — no, o =— , troveremo
2w, ^ w '

11(1 ) e ' = ^ ^-^ e2 0),

_m V -^y sen n n p

n p
per n diverso da zero

;

l'altro fattore II e^-' di '^{x) pareggia la potenza di e che ha l'espo-
—m

u~ 1 n^ ti-
nente ^~-„ lini ^ -, — = =;—r- r in virtìi della serie (3).

8&),- {m-\-npY 8(»^^ sen^-rrn p
^ '

I fattori primari corrispondenti ad w = hanno per prodotto

Ufi — -Jf— ) e 2 "' ". n e 8 "'' "•' = ^=-^ 5??i ^— e
V 2 m 0), / TT ?^ 2 f'),

1_11 /> 24 tJi'

come risulta dal fare t = -p,
— nella (1) e dalla nota sommatoria

1
°°

1 :r-

S —
I
= 2 S —2 ~ T" Raccogliendo i valori dei prodotti parziali abbiamo

/ w \

^ -
2&), _„ sen r. n p

'

20
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ed aggruppando i fattori corrispondenti a — n, -h n si conchiude

4U.H6 „=l*en»7rnfj sen ~ Il l 1 ^-^
/(5) t(?*) = ^'e*"'^'^«

La derivata logaritmica di questa è la serie

sen^r. nf>— sen-
2̂&J,

(6) ? ^0 =0—25+ 2^—i \-^^—^ot- ^r-sen— S ,

^ ' ^ ^ 2c'>,^ 6 1 scn^-nnp\ 2w, 2&), 2w, «i „-i , »Trw'

da cui per w = w, si ricava la costante

onde la (5) diviene

(8) <r(H) = ^5ew J^ e2<j. n l 1
2'.j.

2 **i «=i \ Aew- t: n p

e mediante la ((5) avremo la relazione

d
(9) p {u) = __??.. = --! 4- ;,^-, 2

sen^ ( _ 7T n p )\2w, ' /

Introducendo il nomio q — e'^'!' con i p — — r^ ^ le formule (6), (8), (9)

si cambiano nelle seguenti

Ti,»*" ^ 1 — 2 g2n C05 -j^-T-g4«

(10) (T (») = ^=^ 5gw J^ e 2"« n
2'", „" (l-92«)5

(11) ''.{n)^^-r-^-cot. 4- -2:

7r M
5 2 lì 5e^

(1

2 W, 2w ' W 77 tt '

' '^ 5ew* ;^— ^ " »=l
( 1_ 2 o2<i COS f-

(/in
)

2«, V
^ w, ^ /

99.— Si esamini la variazione dell' integrale (1) n~ ì —
, in cui

?(^-)

o (j) = \/g{^— a) (^— 6) (s

—

c){z— d) ammette i quattro punti critici

J., B, C, D rappresentativi delle costanti a, b, e, d\ g è un coeffi-

ciente, e per ^ = si prende il radicale col segno positivo; dicasi ?<, il
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valore di n- quando l'indice M di - abbia descritto il segmento OZ
che non passa per alcun punto critico.

Se il mobile M percorra il segmento OA, sendo A un punto pros-

simo ad A, indi la circonferenza descritta col centro A e raggio infi-

nitesimo r = AA' e poi torni all' origine, il

cammino percorso OAO si chiama con-

torno elementare o lacciuolo ed il valore

corrispondente di u è 2{0A); infatti, par-

tendo dal punto e giungendo in A, il suo

valore differirà da OA per una quantità pic-

colissima; dopo un giro intorno ad A il radi-

cale muta di segno e l'indice di z muovendosi

lungo A 0, l'elemento d z assume il segno

opposto a quello tenuto nel senso OA; onde

il valore di u al termine di AO è identico

al valore (0^), e mediante la sostituzione

:; = a-r-re''^ si dimostra esser nullo il residuo integrale rispetto alla cir-

conferenza infinitesima. Il segno del radicale essendo negativo, se l' indice

di ; ripetesse il cammino OAO, ». varierebbe della quantità — 2{0A),
annullandosi il radicale riprende il segno positivo ; dunque se l' indice

di - descriva ni volte il contorno OAO, il valore di u sarà zero,

oppure 2(0 A), secondochè m sia pari od impari. Ponendo per brevità

2{0A)=-j^, 2{0B)=S, 2 (OC) = 7, 2{0D) = ^, l'integrale u, dopa
il percorso OA OB OZ, sarà divenuto z— S-h'', , attesoché il radicale (f{s)

al termine del cammino OAO acquista il segno opposto, ed alla fine

del seguente OB ritorna ad avere il segno primitivo, onde a— S è

un periodo della n. . Così i quattro punti d'itici A, B, C , D danno

luogo ai sei periodi z— S, y — 7, y.— ^, 5 — 7, p— 0, 7— ^ ridu-

centisi ai primi due ; infatti facendo a — S = 'o , a — 7 = &/ si trae

jS — 7 = w'— w
; inoltre descrivendo con un raggio grandissimo p una cir-

conferenza e tirando i raggi ORi , OR., , OB^ , OB^^ dividenti il circolo in

quattro settori, ognun dei quali racchiuda un sol punto critico, in virtù

del teorema di Cauchy risulta l' integrale preso lungo la circonferenza

equivalere alla somma {OB,BM)-i-{OB,B,0)-i-{OB,B,0)-h{OB,R,0) =
= (0^0)-T-(OJBO)^-(OCO)-^(ODO) = a-,5-^7-^^ e facendo z= pei^-

V integrale u preso lungo la circonferenza p si annulla per lim p — CC; onde
ne consegue y— ,5-J-7— ^=0, da cui otteniamo y.— o = p—7 — w'— w,.

/3— ò=:w'— 2''', 7— 0=:— 0), oppui'e ,5 := a— '«), 7 = y— &>', ^=zx~m— oj';

perciò, simboleggiando con m,n,p, q,h,h' numeri interi, se l'indice di z
abbia percorso la Hnea m . OAO-i-n . OBO^p . OCO-hq . ODO-hOZ^
V integrale u acquisterà il valore m y. -~ n (z — &)) -{-p (a — w') 4-

-h g (a -T- w— w) H- (— l)'"-t-«-i-i'-+-!i' ?r, , riducibile ad una delle due forme

^ w -f- h'^'-r- n^ , h M-r- h' '>'
-r- 'J- — ?f, , secondochè m -r- ri -r-

p -\- q sia

pari o dispari.
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Nel caso particolare di b = —a, d = — c, i punti A, B ed i punti C, D
sendo simmetrici rispetto all'origine 0, risultano /S =— «, ^=— -y e i

due periodi w = 2 a , w' = a — 7

.

Ad ogni valore di u corrisponde un solo valore della funzione inversa

d z -
5-= /-(w) definita da (2) -^-^y/g {z-a){z-b){z-c){z-d) e dal va-

lore iniziale •\-\/gahcd di questa relativo a z—u—()\ col porre 2r=a+^*

ai ha — = \/g{(^— &-l-^*)(a— c-t-ì-)(«— «^-f-t^), che prova essere 2

uniforme e monodroma rispetto ad u nelle prossimità dei punti critici;

facendo poi ? = - risulta -^ = \/g {\—av){\—hv){\—cv){}.—dv)y

onde z si conserva uniforme per i valori piccolissimi dati al modulo

di ^7, per i grandissimi dati a quello di z. Suppongasi s un polo

semplice della funzione, ovvero 3 = :
~^ Po~^Pt (''~ -) ~j~ • • • • > ^

d Z 7)-— = — , ,5 -r- p^-ì- . . . .\ sostituendo questi sviluppi nell' equa-

zione differenziale (2) innalzata a quadrato, identificando i coefficienti

•delle potenze {u— r)~*, {h— ì)-^ nei due membri, si trovano p = dz —:;,

1
Vg

Pd = 2 {ci -^ b -\- e -T- d) \ dunque la z ammette due poli con residui

«guali e di segno opposto; nel caso di «H-ò-i-c-r-f? = sarà nullo p^.

Anche la funzione z definita da -y^ ^= Vg{^— ^) (-— ^)(^

—

^) è uni-

forme e monodroma rispetto ad v in tutto il piano ; sibbene ammette

un polo dojipio, ovvero z = -. -y, -t- p„ -f- p, (?< — -)~^ 1 e come

4 1
sopra operando si ottengono p = -

, p„ = - (a -f- & -f- e)

,

.</ "J

In virtìi delle relazioni dimostrate f {h w -~ h' m -\- u) =
^= f (h M -{-

h'
''t'~ y. — u) =^ f(i() si conchiude essere z una funzione

doppiamente periodica con le due radici i' = 0, u = y.. Simboleggiando

i due periodi per M~p~hq\/— l, '•>—p'+q\/—\ e supponendo p , 9

,

^', g' numeri reali, s' immagini diviso il piano in una rete di parallelo-

grammi congrui, ciascuno dei quali abbia i lati delle lunghezze \/p--\-q^,

VP'H-?^ e con le inclinazioni are tang - , are tana—, sull'asse reale O.r.
' p p

Il rapporto — deve essere immaginario, altrimenti dimostrò Jacobi nel vo-

lume XIII del Giornale di Creile ridursi la funzione ad una periodica sem-

plice; infatti suppongasi — — —
,
coi numeri m, ni interi e primi fra loro;

scrivendo '••> = in '.>", w' = m'&)" si avrebbe Hm-— h' m' ^ [ìim-r- h' ni) '>ì'

e la funzione ammetterebbe il solo periodo w"; 'nell'ipotesi d'irrazio-
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nalità potremmo avvicinarci ad — per una certa frazione a ter-

mini interi — avente con —, una differenza piccolissima, e ponendo

w = rn w" si trarrebbe — < w'' < 2 — ; al crescere di n il periodo w"
n n ^

diverrebbe infinitesimo, /"'(«) = e la funzione sarebbe costante. L'ipo-

tesi di tre periodi immaginari e distinti, o non uniti da un'eguaglianza

lineare ed omogenea, fu discussa da Jacobi, e con sottile raziocinio ri-

dotta ad ammettere per la funzione uniforme un periodo il cui modulo

sia infinitesimo
;
quindi si giunge alla stessa conclusione precedente.

Or si consideri un parallelogrammo A B C D coi lati equipollenti ai

respettivi periodi f-», ''»'; per la teoi'ia dei numeri complessi, il valore

di ?i corrisjjondente ad un punto M del piano si dice V affisso di M\
nel caso di M interno al parallelogrammo indicando con A P = t m

,

PM = V M le coordinate di M referite ai lati adiacenti AB, AD
e con A = a V affisso di A , a motivo della somma geometrica

OM= OA-T-A P-r-P M, risulta u = a-ht M~^r o)', dove i numeri t,v

sono positivi e minori dell'unità; per qualunque altro parallelogrammo

A' B' CD' della rete si ha il valore h'= OM'— a~{h-T-t)''>-7~ih'-j-v)oì'=
= a~f-h M-\- h' m'-v- t r>ì ~\- V '->' = M-hh w -!- Ji'm' , sendo h , h' interi

ed a -T- h M -r- li' m' l'affisso di A' \ dunque nei punti omologhi M, M' la

funzione cr ha lo stesso valore, ed in ogni parallelogrammo assume tutti

i valori possibili. Ogni funzione duplo-periodica intera si riduce ad

una costante, perchè il suo modulo si conserva sempre minore di un dato

numero positivo in ogni parallelogrammo dei periodi quale AB CD, e

quindi in tutto il piano a motivo dell'ipotesi. Il geometra Liouville,nel 1844,

fondò su questa verità la teorica generale delle funzioni ellittiche, o

meromorfe con due periodi. Per brevità si chiamano zeri le radici del-

l'equazione f(t<) = ed infiniti le radici di ,. , ^ = 0- Valutando l'in-

tegrale I f{u)du lungo il perimetro AB CD si trovano le relazioni

{AB) = / f{u)du,

J

j:

[B C) = I f{u)du= j f{u-\-o>)du,

(CX») = / f(n) du = — j f{H^o>')du,

{DA) —
I f{u)du =— I f{H)du;
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aggiungendole si ottiene (A B) -i- (B C) -^ (C D) -7- (D A) — ; dunque

applicando il teorema di Cauchy deduciamo il principio di Hermite :

i residui dei poli di una funzione uniforme nel parallelogrammo

dei periodi avere una somma nulla. Inoltre dalle proposizioni dimo-

strate al n.97, osservando la funzione ^r-V^^ esser periodica come f{u),

ne consegue ancora nel detto parallelogrammo il numero dei poli pa-

reggiare il numero delle radici, e la somma di queste equivalere

alla somma dei poli o differirne di uno o più multipli dei periodi.

Se una funzione f{u) verifica l'eguaglianze /"(m-t-w) = /(?,^) ?«"-•-*,

^(^_!_r„') = f(xi) ea'«+*', si dirà di prima, di seconda e di terza specie,

secondochè siano 1° le costanti a — à=h — b'=0, 2» a = a'=0,

3° tutte e quattro a, a, h, li diverse da zero. In questo caso, pren-

dendo le derivate logaritmiche, troveremo

r(t^-f-oo _ r{u)
,

r(>-<4-o/) ^ roo , ^.
f[u^o.) f{v) '

"' f{u~^') f{u) '

'

a causa dell'integrale
óV"" / fjv\^^''~^''

eh' esprime la differenza

fra il numero delle radici di f{,v) ed il numero dei suoi poli situati

entro il parallelogrammo dei periodi ; con un ragionamento simile a

quello tenuto per il principio di Hermite si ricava

/ a du — / a' du
J M J W

= a Oì — fl&) = t: i n \

per esempio, ? u avendo un sol polo col residuo uno e le costanti

~ i

o. = 1ri, a' —2-f.\ conduce alla proprietà r m — r, m = -—

100, — Come una frazione algebrico-razionale, il cui denominatore

abbia solo radici diseguali «,, a,, a,, , a« , , è decomponi-

4,

bile nella somma delle frazioni , così una funzione trascen-

dente F (x) coi due 2)^riodi ^ = 2K, &V=2iK si scinde in ele-

menti semplici per la formula (1) A„4-S [Af(x— a)-^-A,f'(x— a)-l-

4-A,f"(x—a)4-....H-Anf"'Kx— a)]; dove f(x) simboleggia il prodotto

dell'esponenziale e»-^ e della funzione jacobiana C ^ // , «, S ^

sono grandezze costanti, a, b, e, — , 1 i poli di F(x), ed i

coefficienti An con lo stesso indice hanno le loro somme eguali a zero.
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Questo teorema del sommo analista Carlo Hermite fu per la prima volta

enunciato in una sua lettera scritta il 29 giugno 1876 al geometra L. Fuchs

e pubblicata nel tomo LXXXII del Giornale di Creile. Infatti la fun-

zione f{x) = C—\t ( ,\
^'"^ "^1 rettangolo dei periodi ammette l'unico

polo .V = , ed in virtù delle note proprietà H l.c -\~ -^) =^ — H (.?;)

,

2 r I X (.) . , 4 r ! a
(2ic+w') -— /.cjH {x-t-m) = — H(x) e " ponendo e~ = ii, e " = a',

si traggono le relazioni f\^''~^n) — ^ f{^^)ì /"C^+ w) =
l^' f{x).

Sia F{z) una funzione della seconda specie, coi poli a, ò,c, , l,

e soggetta alle condizioni fIz-\-^) = /^ F{z), F{z-ì-m') = u'F{z);

è facile verificare come il prodotto F (z) f{x— z) ammetta i due

periodi -x, <»' rispetto alla variabile z qualunque sia il valore di x.

Il x'esiduo della f{x) per x— essendo C rr,\A può ridursi eguale al-

l'unità col prendere 6'= „ ; {
• onde risulta f(x) = —A./ . , ^

g^-^:

il prodotto F{z) f{x—z) ha per suoi poli tanto il valore x perchè appar-

tiene alla f{x—z), quanto le grandezze a, b, e, ...., l poli della F{z) e

punti ordinari della f(x—z)\ il residuo del polo x è —F{x) qual valore

dell espressione ~F(z) —,;/ . „,

/

\ e'-\^—^) per z~x. Si tro-'^ ^ ' B{'-') Hé{x—z) ^

vera il residuo del polo a facendo z == a-hh e cercando il coefficiente di t'^ h

nel prodotto F{a-\-h) f{rc— a — h)\ ora lo sviluppo di F{a-k-h) oltre

i termini ordinati secondo le potenze positive e crescenti di h racchiude

i seguenti - -f- A, D,. / -
j
H- A, DaM t j -f- -f-A«A."(^), ovvero

A A, 1.2 A,
,

,,, 1.2.3.... -JiA» . .^

^ — -^j H ^,
'- 4- (- 1)"

j^
; inoltre, essendo

fix-a-h) = f(x-a) - h r(x-a) + ^f"{x-a) + .... + (-1)"
^

g^"

^
/•<") {x-a)

,

il cercato coefficiente di r equivarrà all'espressione Af{x-a)-Jr-A^f'{x-a) +

-{ A.-,f" {o:-a)+ ....-\-Anf'-"* {x—ci) \ operando in simil guisa per ciascuno

degli altri poli b, e, , I ed avvertendo la somma dei residui della fun-

zione F{z) f(x—z) dover esser nulla, si conchiude la verità del principio.
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Se le costanti y,'>~ siano entrambe zero, oppure ). = 0, 2y.= mr>), si avranno

f- = ,''•'— 1, e la formula (1) diviene illusoria. In questo caso, svolgendo

H{x-^y) secondo le potenze crescenti di y. supposto infinitesimo, si ottiene

Hjx^y.) ^ _^
H\..:) _^ ^ H" jx) ^

H{x) ~ ^ H(.') • 2 H{x) '

e per la serie di Maclaurin facilmente risulta

^(0) _ 1 _ f ^ (0 ) _ ^ H" (0) _
H {y)

' y 2 H (y) 2.3 H (y)
"''

1 H'(x)
posto / = dedurremo f{x)= —'-

-^^ , x H- ^ 6' , indicando con yS^ y H (a:)

la somma dei successivi termini ; anche i coefficienti .4» sono funzioni

di y e si esprimono con serie della forma A—p-r-p'y-r- , e perciò

ne consegue li A f {c—a) — - 1> p -^ L 2^ -ì- 2j p -7-^ ' -+-

Osservando la somma dei residui di una funzione doppiamente periodica

esser nulla, e dall' eguaglianza f ir) = Bx „ , { -r- y- D^ S ricavando

f(")(x) = Dx" y :(
per y = 0, vedremo la formula (1) convertirsi inH {x)

V , vf H'i-r-a)
, ^ H'(x-a)

, ,

^„H'{x-a)l

cioè nella (1) devesi alla f{x— a) sostituire la derivata logaritmica

della funzione jacobiana H{x— a).

T A- f. ^o^ , ., . V 4
H{t-a„)

, y H'{t-a„)
Le coordinate (o) •'' = ->^^o-- A» ^^^^Z^), ^ ~ ^""\= .^"

// (^-««) '

soggette alle condizioni (4) 1>A„ = 0, S5«=0, definiscono una linea

algebrica dell' ordine n ; attesoché combinandole insieme all' equazione

^^.^-4-5^_i_e = di una trasversale, risulti una funzione duplo-periodica

della vai'iabile t con gli n infiniti «,, a^, a,, — , a„, e però ammetta

n zeri entro il rettangolo dei periodi 2K, 2iK. Le relazioni (4) con-

tengono 2w residui, e quindi 2n— 2 coefficienti arbitrari; aggiungen-

dovi le costanti .v„, */„, il nomio q della funzione H{t) e le n— 1 dif-

ferenze a.,— a,, a^—a,, , a>, — a^, si vedrà esservi 3n parametri

nel sistema (3), (4). Derivando le formule (3) rispetto a t otteniamo

fK^ ' V , rH'{t-a„) HHt-a„) -]
y^

rH"{t-a„) ff^t-a^l
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?/'ie siccome l'equazione della tangente nel punto {r, y) è Y—y—^ {X— a*)

.

oc t

le coordinate di un punto della curva polare si esprimono con ;

—

——r ,

a-yt— yxt
ce t

, _ r ; onde gli argomenti dei suoi punti di segamento con la trasver-

sale sono determinati per l'equazione (6) ay't-bx'f^c{yx't — xy't) = Q,

in cui sostituendo le (3), (5) si otterrà una funzione duplo-periodica

rispetto a t coi poli doppi a,, «,, c/^, , a„, e perciò con 'In zeri.

Inoltre i valori di t, che annullano contemporaneamente x't, y't, verifi-

cano la (6) e corrispondono ai punti di regresso della curva (3) ; dunque
notando con d ed r i respettivi numeri dei punti doppi e dei regressi,

la curva polare è dell'ordine 2w— r, e questo numero indica pure la

classe della linea ellittica (3) ; in virtìi delle formule di Pliicker si trova

2 /? — r— w (w— 1)— 2rf— 3r
;

quindi per la curva (3) ne discende la

•J7, ( J2— 3 ì

semplice proprietà e/ -j- r = —i—— ; facendo n = 3 risulta la cubica

definita dall'equazioni (3) non contenere alcun punto doppio o di regresso.
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