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APPLICATIONS AUX CONSTRUCTIONS.

QUATRIEME PARTIE.

PREMIERE SECTION.

VOUTES EN BERCEAU ET COUPOLES EN MACONNERIE.

CHAPITRE L

VOUTES EN BERCEAU.

§ 552.

CONDITIONS DE STABILITE D'UNE VOUTE, — Soient (fig- 1, p. 2) ASC
I'intrados, BHD I'extrados d’une votte cylindrique chargée uni-
formément dans le sens de sa longueur, de sorte qu'il suffit d’en
considérer une longueur égale & I'unité. :

Dans le sens de la section droite elle porte, outre son propre
poids, une surcharge formée en partie d’un massif de magonnerie
non appareillé et d'un remblai ou, s’il s’agit d’'un pont-canal, de
la cunette du canal avec I’eau qui la remplit.

Nous admettrons, comme on le fait d’habitude, que chaque
voussoir, tel que abced, porte la charge dbd'b qui la surmonte di-
rectement. Cette hypothése, quand il s’agit d’'un remblai, n’est
pas exacte; mais elle parait défavorable & la stabilit¢ de la voute.

Iv. 1



2 1" SECTION. — CHAP, I.

puisqu’elle revient & négliger le frottement qui se produit le long
des sections verticales dd' et b¥/, frottement qui serait de nature

Fig. 1.

Fig. 1 bis. Fig. 1 ter.
B ]
| P Ay
’ Q/’ o
/ - L"—__T—ﬂ :’7
,_—-—:"R; 1A 3
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§‘fﬂ\~ _ a
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a soulager un peu la vodte. A ce point de vue, elle semble donc
admissible (*).

Nous ferons abstraction de la cohésion produite entre les vous-

(') Voir plus loin § 583.
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soirs par le mortier qui les relie et nous poserons en principe que,
dans ces conditions, la stabilité d'une voite se trouvera convena-
blement assurée par les conditions suivantes :

1° Qu’aucun joint ne tende a s’ouvrir, c’est-a-dire que les joints
soient comprimés sur toute leur longueur;

2° Que les voussoirs ne puissent pas glisser les uns par rapport
aux autres;

3° Que la pression par unité de surface, exercée en un point
quelconque d’un joint, ne dépasse pas une valeur donnée p, dé-
pendant de la nature des matériaux employés.

Tatorkme. — Pour qu’une voite soit stable, dans le sens qui
vient d’étre attribué a ce mot, il faut et il suffit :

1° Que le centre de pression de chaque joint ab (fig. 1 bis,
p- 2, ol le joint ab est représenté amplifié), c’est-a-dire le
point b ol il est rencontré par la résultante R des pressions
qu'il supporte, soit placé dans le tiers moyen de sa longueur;

2" Que la force R fasse, avec la normale au joint, un angle
moindre ou au plus égal a Uangle du frottement de la pierre
employée sur elle-méme;

3° Que la composante normale R, de la force R étant multi-
pliée par le facteur numérique

6

¢

ave

1+

ot e = ab est la longueur du joint et £ = hO0 la distance du
centre de pression au milieu du joint, et la force ainsi ampli-

Siée,
R, (l -+ %E-> ’

étant supposée uniformément répartie sur la longueur du
Joint, la pression par unité de surface

R, 6t

>y (l -+ —e'> ’
qut en résulte, soit moindre ou au plus égale a celle p, qu’on
neveut pas dépasser.
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En effet, soit (fig. 1 bis) ab= e un joint représenté a part, a
une échelle plus grande.

Divisons-le en trois parties égales; soient {3 et « les points de
division et soit O le milieu du joint.

Supposons, pour fixer les idées, que la résultante R des pres-
sions soit appliquée en un point & placé entre O et b.

En chaque point m, menons une ordonnée mM qui, i une
échelle convenue, représente la composante normale de la pression
par unité de surface qui s’exerce au point m; le lieu des extré-
mités de ces ordonnées sera une courbe que, comme dans toute
la Résistance des matériaux, nous remplagons approximativement
par une droite AB (loi du trapéze).

La composante normale R, de R sera égale a 'aire du trapéze
ABab et le centre de pression k sera la projection sur ab du
centre de gravité de cette aire.

La plus grande pression se trouvera a I'extrémité du joint, la
plus voisine du centre de pression, ici 4 I'extrémité b, et sera re-
présentée par 'ordonnée correspondante Bb; la plus petite sera a
'extrémité opposée, ici en a, et représentée par l'ordonnée Aa.

Pour que le joint soit partout comprimé, il faut et il suffit que
les deux ordonnées Aa, B tombent du méme c6té de ab; a la
limite, la plus petite peut étre nulle : dans ce cas, le trapéze se
réduit & un triangle.

Décomposons le trapéze en deux triangles Bba, BAa par la
diagonale Ba.

Les ordonnées du premier de ces triangles fournissent une ré-
sultante r égale & son aire et appliquée en f3; les ordonnées du
second fournissent, de méme, une résultante r’ égale a son aire et
appliquée en «. Les deux forces r et 7/ (dont la derniére peut 4 la
limite &tre nulle) étant, par hypothése, de méme sens, leur résul-
tante R, est nécessairement comprise entre elles, ce qui établit la
partie 1° de la proposition énoncée.

La partie 2° résulte des lois connues du frottement (§ 182).

Pour établir la partie 3°, prenons les moments des deux forces r
et 1’ et de leur résultante R, par rapport au point a; nous aurons

Ry, X< ha=rxfa
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ou, en posant 2O =,
RB<§+E) =rx '5,
et, puisque r est I'aire du triangle B ba, soil

r=BbXE;
2

on a
R, ((-e> +E> =Bb x %’,

d’ou 6

(1) w = Bb.

Douc, pour que la pression maxima B, qui se produit dans le
Joint, soit égale ou inférieure a p,, il faut et il suffit que

R, (l+ 65>
(2) ~ £ Po.

Dans le cas ou la pression dans un joint atteint sa valeur limite,
I'inégalité se change en égalité et 'on a

(2") Bb=Re' (I—E—GE) = Py,

en désignant par R, la limite supérieure de R,,.

§ 553.

REPRESENTATION DE M. DURAND-CLAYE DES VALEURS-LIMITEDER,. —
L’inégalité (2) et I'égalité (2') supposent essentiellement le centre
de pression & compris dans le sixiéme O du joint. Pour chaque
wvaleur de &, c’est-a-dire pour chaque position du centre de pression
ainsi placé, I'équation (2') fournit la valeur-limite R, de la pres-
sion normale correspondante R,, c’est-a-dire celle pour laquelle la
pression maxima par unité de surface est Bb6 = p,.

Au lieu de compter les abscisses Ok = § a partir du milieu du
joint, comptons-les & partir du point «. Soit

t = ha
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ou

’ e

E=E+ &
d’od

e+ 6k = 6t
et I'équation (2') devient
2

(2") R, x § = 295 = const.

Si, en chaque point %, on porte 2H égal 4 la limite supérieure
que peut atteindre R,, on voit que le lieu des points H sera une
hyperbole équilatére dont les asymptotes sont le joint ad et sa
normale en a.

La partie de la courbe comprise entre O et f est seule valable.

Pour la tracer, on observe qu'au milieu O du joint, soit pour

14 :-%, on a
Ry = poe;

qu’au point B, soit pour £ = g, ona

R;,=££f.

Portons donc I'ordonnée OO’ = pye et 'ordonnée PR’ = E;—e

a I'échelle des forces. Nous aurons les deux extrémités de la
courbe. Joignons O'f et 3'b; on vérifie sans difficulté sur I'équa-
tion (2") que ces deux lignes sont les tangentes a ’hyperbole en
ses points extrémes. On a donc les éléments nécessaires pour la
tracer approximativement. .

Supposons & présent que le centre de pression sorte du tiers
moyen du joint et qu’il vienne en A,. Il est clair que le joint ba
ne sera plus comprimé sur toute sa longueur, de sorte que, si R,
conservait sa valeur H#, la pression maxima en & dépasserait la
valeur limite p,. Mais, si R, devient suffisamment petit, cette pres-
sion, représentée par Bd, peut conserver sa valeur. Pour trouver la
valeur & donner a R), pour qu'il en soit ainsi, prenons sur le joint
a partir de b une longueur ba, = 3 bk, et joignons Ba,. Ce sont
les ordonnées de cette droite (ui représentent les pressions
exercées entre b et a,.
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Entre a, et a, les pressions sont nulles, le joint ne sera pas
serré; il tendra a s’ouvrir dans cette partie.

On voit, en effet, que la résultante des pressions représentées
par le triangle ba,B passe bien en %, et que la plus grande
pression est toujours celle B6 = p,. Il n'y a d'ailleurs que la
droite ba, qui satisfasse & ces deux conditions. Pour qu’elles
soient satisfaites, la force R, étant appliquée en A, il faul que
cette force soit égale a I'aire du triangle Bba,, soit

ba,

ou, si l'on pose bh, =§,,
, 3 3
Ru=P0x ;EI= ;PoE:-

Si donc on porte A partir de &, une ordonnée A, H,, a I'échelle
d:s ordonnées HA ou des forces, on aura

3
Hih = ;El-

On voit que le lieu des points H, n'est autre que la droite 53/,
tangente i I'hyperbole O'f'.

Si le centre de pression se déplagait sur la moitié Oa du joint,
c’est en @ que se produirait la pression maxima et I'on obtiendrait
le lieu O’ a symétrique de O'f'b.

Ainsi, pour que la pression maxima p, soit atteinte, il faut et
il suffit que la composante normale R, de la résultante des forces
élastiques soit, a Péchelle indiquée, représentée par I'une quel-
conque des ordonnées du contour 5O’ a’ et, pour que cette pression
ne soit pas dépassée, il faut et il suffit que I'extrémité de l'or-
donnée qui représenterait R, reste i l'intérieur de ce contour.

Dés qu’elle en sort pour un joint, la condition 3° du théoréme
sur la stabilité établi au § 552 cesse d’éire remplie.

Ce mode de représentation est dd & M. Durand-Claye qui en a
fait le point de départ d’une théorie trés ingénieuse des vodtes (').

(') Annales des Ponts et Chaussees, 1866 et 186-.
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§ 554.

SUR LES CONDITIONS PONDAMENTALES DE LA STABILITE. — Des trois
conditions de stabilité indiquées dans le théoréme dont il vient
d’étre parlé, la deuxié¢me etla troisiéme sont seules a la fois néces-
saires et suffisantes.

Théoriquement, le centre de pression %, peut sortir du tiers
moyen sans que la vodte périsse, pourvu 1° que la pression nor-
male R, acquitre une valeur suffisamment petite, inférieure &
H, Ay, et que la pression totale R soit assez peu inclinée sur la nor-
male au joint pour qu'il n’y ait pas glissement.

Mais le fait qu’une partie seulement du joint se trouve alors
utilisée paraft en lui-méme ficheux. Ajoutons que la loi du trapéze,
trés admissible quand le joint tout entier est comprimé, est bien
incertaine lorsqu’il n’en est plus ainsi.

On n’est pas suffisamment sir de la partie du joint qui travaille
A la compression. C’est pourquoi il nous parait tout & fait dési-
rable, au point de vue pratique, queles centres de pression restent
autant que possible dans le tiers moyen de la voite. Ajoutons que.
quand cette condition est remplie, les deux autres, celle relative
au glissement et celle relative a la limite de la pression par unité
de surface, sont ordinairement remplies d’elles-mémes, de sorte
que cette condition 1° non seulement ne semble pas devoir étre
abandonnée, mais se présente, dans la pratique, comme la condition
capitale, la seule qui puisse donner toute sécurité. Elle a, en outre,
’avantage de conduire, comme nous allons le montrer, 3 une so-
lution du probléme des vodtes trés expéditive et satisfaisante &
tous égards.

§ 555.

IMPOSSIBILITE D’APPLIQUER LES PRINCIPES ORDINATRES DE LA RESISTANCE
DES MATERIAUX. — Supposons, pour fixer les idées, une vodte
ASCBHD), symétrique par rapport a la clef et symétriquement
chargée, en sorte qu'il suffit d’en considérer une moitié ABHS
(fig. 1, p. 2).

Divisons les joints, ainsi que la verticale du sommet HS, que
nous regardons comme un joint fictif, en trois parties égales. Nous
formons deux polygones ayant pour sommets : I'un, les points de
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division extérieurs By, B, B2, .. ; I'autre, les points de division
intérieurs a9, @, @i, ... des joints. Les centres de pression
doivent tous étre compris entre ces polygones. Soient k, le centre
de pression du joint de clef et ¢ la résultante des pressions
exercées sur ce joint : ¢ est la poussée de la votte. Elle est dirigée
suivant ’horizontale &4 1.

Désignons par les n* 1, 2, 3, 4, 5, 6 les voussoirs depuis la clel

et par

1,2,3,4,3,6

les lignes d’action des charges qui pésent sur eux y compris leurs
propres poids. Si nous composons la poussée g avec la force 1,
nous avons la résultante dirigée suivant 1.2 et représentant la
pression sur le joint qui sépare les voussoirs n® 1 et 2; si nous
composons cette premiére résultante avec la force 2, nous aurons
la nouvelle résultante 2.3, représentant la pression sur le joint qui
sépare les voussoirs n® 2 et 3, et ainsi de suite.

Le polygone k,1.2.3.4.5.64' n'est autre que le polygone des
pressions ou polygone funiculaire des charges données 1,2, 3, .. ..
ayant la poussée ¢, a la fois pour premier cOté et pour distance
polaire.

Le centre de pression sur le joint qui sépare les voussoirs n® s
et 2 est l'intersection de ce joint avec le c6té 1.2, et de méme
pour les suivants ; pour le joint qui sépare les voussoirs n°* 5 et 6,
c’est 'intersection de ce joint avec le c6té 8.5, mais prolongé au-
dessus de B (*).

Ayant ainsi tracé le polygone des pressions, on voit : 1° si les
centres de pression sont tous dans les tiers moyens des joints:
2° si les pressions, qui sont les c6tés mémes de ce polygone, font
avec les normales aux joints sur lesquels elles agissent un angle
moindre que I'angle de frottement. '

On admet que cet angle peut aller sans inconvénient jusqu’a 15°
a 20°.

Enfin les rayons polaires (fig. 1 ter) donnent les grandeurs

(*) On voit par 13 que le polygone des pressions ne doit pas étre confondu avec
celui qui aurait pour sommets les centres de pression [ainsi que nous l'avons
déja observé (§ 70)]. Ce n’est que si les joints étaient verticaux qu’il y aurait
identité entre ces deux polygones.



10 1™ SECTION. — CHAP. 1.

de ces pressions que nous avons précédemment désignées par la
lettre R. On a, par suite, leurs composantes R, normales aux
joints et, par la partie 3° du théoréme du § 552, on peut vérifier si
la pression par unité de surface qu'on admet pouvoir étre sup-
portée par les matériaux employés n’est pas dépassée.

Alnsi, la vérification de la stabilité d’'une volte ne souffrirait
aucune difficulté si 'on pouvait tracer le polygone des pressions.

Mais ce tracé exige qu’on connaisse deux grandeurs : la poussée ¢
et la distance /£,S de son point d’application au sommet de I'in-
trados (').

Mais ces deux éléments ne pourraient étre déterminés qu’en
ayant égard a 'élasticité de la matiére.

Si I'on admettait, par exemple, qu'une voite se déforme comme
un arc élastique qui serait encastré a ses extrémités, on pourrait
appliquer les méthodes précédemment exposées; mais une telle
hypothése n’offrirait ici aucun degré de certitude.

Le mode de construction d’une votte, le mode d’enfoncement
de la clef qui est plus ou moins serrée lors de sa pose, la qualité
des mortiers employés, leur degré de prise au moment du décin-
trement, sont autant d’éléments perturbateurs échappant & toute
analyse mathématique.

Aussi, parmi les polygones funiculaires des charges données
qui satisfont aux condilions de stabilité précédemment énoncées,
il parait impossible de définir, avec quelque vraisemblance, celui
qui constitue le véritable polygone des pressions, tant I'assietle
définitive que prend une vodte aprés I'enlévement des cintres qui
ont servi a I'édifier peut étre modifiée par les diverses circonstances
qui viennent d'étre énumérées. Tous les efforts qui ont été faits
pour définir le probléme reposent sur des hypothéses arbitraires.

Mais, si 'on ne peut pas préciser toutes les conditions du pro-
bléme, on peut indiquer des conditions qui soient suffisantes
pour assurer la stabilité. C’est ce résultat dont le praticien peut se
contenter, puisqu’il lui offre toute sécurité, que nous allons
essayer d'alteindre.

(') Si la charge était dissymétrique, il faudrait connaltre trois éléments,
puisque trois conditions sont, comme nous le savons, nécessaires pour définir un
polygone funiculaire quand on ne sait pas d’avance qu’il est symétrique.
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§ 556.

PRINCIPE DE L'EQUILIBRE-LIMITE. — Parmi les modes d’équilibre, gé-
néralement en nombre illimité, qui sont statiquement admissibles,
il en existe un ou, au plus, un nombre fini que nous appelons les
états d’équilibre-limite et qui sont caractérisés par ce que, dans
ces états, 'une des conditions de stabilité est sur le point de
cesser d'étre satisfaite, soit parce que des joints sont sur le point
de s’ouvrir, soit parce que des voussoirs sont sur le point de
glisser. Et nous posons en principe que si, 3 ce moment, |'équi-
libre est assuré, il le sera dans tout autre état.

Concevons, en effet, une volte posée sur cintre. L’enlévement
des cintres se fait avec les précautions voulues pour que le tasse-
ment de la vodte ait lieu sans choc et sans mouvement brusque.
Or, si la voite devait lomber, il faudrait auparavant qu’elle passét
par un des états d’équilibre-limite. Par hypothése, elle arrive & cet
état sans vitesse sensible; si donc, a cet état, son équilibre est
assuré, elle ne pourra pas aller plus loin, en vertu de la définition
du méme mot équilibre (§1).

Ainsi, il suffit d’assurer les conditions de stabilité dans 1'état ou
les états d’équilibre-limite.

Nous ne prélendons pas que le polygone des pressions qui se
produit dans l'un de ces élats soit celui qui se réalisera effective-
ment. Nous disons seulement que ce dernier, quel qu'il soit, ne
pourra qu’étre plus favorable a la stabilité que le ou les premiers
dont il suffiL ainsi de s’occuper.

§ 557.

APPLICATION DE CE PRINCIPE. — Pour appliquer ce principe, nous
nous appuierons sur les faits d’expériences que voici :

1° Lorsqu’une vodte surbaissée en arc de cercle tend a se
rompre sous 'influence des charges qu’elle supporte habituelle-
ment, le joint de la clef s’ouvre vers 'intrados tandis que les
joints des naissances s’ouvrent vers l'extrados (fig. 2, p. 12)
pendant que les culées sont chassées vers le dehors.

.
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Lorsque cet effet est sur le point de se produire, le polygone
des pressions passe évidemment au tiers extérieur (') du joint de
clef et au tiers intérieur des joints des naissances. Il est donc par-
faitement défini.

2° Dans une vodte en plein cintre ou une voite surbaissée en
anse de panier, arc d’ellipse et formes similaires sur le point de
se rompre, le joint de clef s’ouvre encore a l'intrados; un des

Fig. 2.

joints intermédiaires entre la clef et les naissances (ainsi que son
symétrique) s’ouvre vers l’extrados et les joints des naissances
s'ouvrent vers l'intrados (fig. 3, p. 13).

Les joints intermédiaires qui s'ouvrent ainsi se nomment les
joints de rupture. ’

La portion de vodte comprise entre les deux joints de rupture
s'abaisse, en chassant vers le dehors les parties extrémes.

Lorsque cet effet est sur le point de se produire, le polygone
des pressions passe au tiers extérieur de la clef et au tiers intérieur
des joints de rupture.

(') Nous appelons tiers exterieur d’un joint le point situé au tiers de la lon-
gueur du joint & partir de I'extrados; tiers interieur, le point situé au tiers de
la longueur du joint a partir de lintrados; tiers moyen de la voate, la partie
formée par lcs ticrs moyens des joints.
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Nous verrons que cette double condition suffit pour déterminer

tout 2 la fois le polygone des pressions et la position des joints de
rupture.

Fig. 3.

G2

3° Dans une voite en ogive (fig. 4), le joint de la clef tend a
s’ouvrir vers I’extrados au sommet; la vodte tend en méme temps
a s’ouvrir vers 'intrados dans deux joints voisins du sommet, puis
vers l'extrados un peu plus bas. Les parties comprises entre les

Fig. 4.

deux joints de rupture a et b qui se produisent sur chaque moitié
de la voite tombent vers I'intérieur en chassant les parties infé-
rieures de la vodte vers le dehors et obligeant les parties supé-
rieures a tourner autour des arétes extérieures des joints de rupture
qui les limitent.

Ce mouvement peut se produire dans deux cas :

1° Si le polygone des pressions passant au tiers intérieur du
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joint de clef et au tiers extérieur de quelque autre joint qui sera
le joint de rupture @ (nous verrons que ce polygone ainsi que le
joint a est parfaitement défini) sort du tiers moyen de la voite
quelque part vers b;

2° Si le polygone des pressions passant au tiers intérieur de
quelque autre joint qui sera le joint de rupture b (ce polygone et
ce joint seront définis) sort du tiers moyen de la voite quelque
part vers a.

Donc, pour que le mouvement ne puisse pas se produire, il
faut que chacun de ces deux polygones reste partout dans le tiers
moyen de la voite.

4" Dans ce qui précéde, nous ne nous sommes occupé que des
ruptures par ouvertures de joints. Les ruptures par glissement
sont beaucoup plus rares.

Elles ne peuvent se réaliser que si, en méme temps, il y a
ouverture de certains joints.

Considérons, par exemple, une volte exceptionnellement
chargée vers son sommet.

Fig. 5.

Ce n’est guére que dans ce cas qu'on peut craindre que la
partie supérieure aba'l/ (fig. 5) glisse le long de deux joints,
tels que ab,a’d’.

Mais, en s’enfoncant comme un coin entre ces joints, elle obligera
les parties inférieures a se mouvoir vers le dehors, soit en tournant
autour des arétes extérieures des naissances, soit, plus difficilement,
en glissant elles-mémes sur les joints de naissance.

Lorsque le premier cas est sur le point de se produire, le poly-
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gone des pressions passant par les ticrs extérieurs des joints de
naissance devra rencontrer un autre joint (et son symétrique) sous
un angle donné, a savoir l'angle de frottement.

Nous verrons que ce polygone, ainsi que le joint rencontré sous
cet angle, sont déterminés. Dans le second, le polygone des pres-
sions est aussi déterminé, étant assujetti & rencontrer le joint de
naissance et un autre joint (ainsi que leurs symétriques) sous
'angle de frottement.

§ 558.

SOLUTION DES PROBLEMES QUE SOULEVE L'APPLICATION DU PRINCIPE DE
L'EQUILIBRE-LIMITE. — En résumé, I'application du principe précé-
dent exige qu’on fasse le tracé d’un ou de deux polygones funicu-
laires satisfaisant A des conditions données, conditions variables
suivant la nature de la vodte.

a. Voite en arc de cercle. — On doit tracer le polygone des pres-
sions ou polygone funiculaire des charges données assujetti a
passer (fig. 6) par le tiers extérieur 3, du joint de clef et lc
tiers intérieur a du joint des naissances.

Fig. 6. p

Soit 306 le polygone de ces forces. (Nous reviendrons sur le
détail des opérations). Sur I'horizontale 3,, on prendra un point
arbitraire et I'on tracera le polygone funiculaire correspondant (il
n’est pas tracé). A l'aide de ce polygone, on trouvera la résul-
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tante P des charges. On joindra le point d’intersection s de I'ho-
rizontale B, et de P au point a. Les lignes B,s et sa sont les
cOtés extrémes du polygone cherché.

On en aura donc le pble O en menant 5O paralléle & as.

Le polygone funiculaire de péle O tracé, on aura & vérifier s'il
tient partout dans le tiers moyen de la vodte, s'il ne rencontre
aucun joint sous un angle de plus de 20° et enfin si la pression par
unité de surface n’est dépassée nulle part.

Si ces conditions sont remplies, la stabilit¢ de la vodte est
assurée; sinon on a trois moyens de la modifier entre lesquels on
choisira suivant les cas :

1° Décharger cerlaines parties de la vodte par des évidements
daus les tympans;

2° Au contraire, la charger sur certains points;

3° Augmenter I'épaisseur de la vodte sur certains points.

b. Vodtes en plein cintre; anse de panier, ellipse et similaires. —

Soient (fig. 7), «oBo, @i Py, 2afa, a3Ps, x4 Ps, «5B5 les joints
réels ou fictifs de la voute.

Fig. 7.
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Nous supposerons qu'on la divise en cinq voussoirs. Dans la
pratique, il convient naturellement d’employer un plus grand
nombre de divisions. Divisons ces joints en trois parties, de ma-
niére a former le tiers moyen de la volte compris entre les poly-
gones aga g, ..., Bofi P2, -

On doit ici construire un polygone funiculaire des charges agis-
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santes passant par le tiers extérieur (3, de la clef, par le tiers
extérieur 35 & la naissance et ayant le c6té passant par {3, hori-
zontal.

On peut procéder comme dans le cas précédent. Le polygone
obtenu doit étre contenu tout entier dans le tiers moyen de la
voute. Vers les cotés ou reins de la vodte, il y aura un joint tel
que a3 3, o ce polygone se rapprochera de l'intrados plus que
partout ailleurs. C’est ce joint (que lepolygone tracé fait connaitre)
qui est le joint de rupture, parce que c’est dans ses environs que
la votte a le plus de tendance & s’ouvrir vers I'intrados.

On peut encore procéder autrement, en considérant un second
mode d’équilibre-limite résultant précisément de I'existence du
joint de rupture.

On peut se proposer de tracer un polygone funiculaire passant :
1° au tiers extérieur 3, du joint de clef; 2° au tiers intérieur d’un
autre joint {ncornnu (joint de rupture); 3° ne sortant pas du tiers
intérieur de la vodte.

A cet effet, soit 3, le polygone des charges données. Sur I'ho-
rizontale §,, prenons un péle (non marqué) arbitraire et concevons
qu’on trace un premier polygone funiculaire quelconque. A I'aide
de ce polygone, on détermine les résultantes partielles des forces
agissant sur les deux premiers voussoirs A partir du sommet, sur
les trois premiers et ainsi de suite.

Soient 1 la ligne d’action de la charge qui pése sur le premier
voussoir; (1.2) la résultante de celles qui agissent sur les deux
premiers voussoirs; (1.2.3) la résultante de celles qui agissent sur
les trois premiers voussoirs, et ainsi de suite.

Prolongeons leurs lignes d’action jusqu’a I'horizontale B, en s,,
Say S3y - e e

Joignons s,a,, s3%s, S3as, ...; $ya, serait la pression exercée
sur le joint «, si le polygone des pressions était assujetti & passer
par le point a, ; sy, serait la pression surle joint a, si le polygone
des pressions était assujetti & passer par le point a,; s3as, la pres-
sion sur le joint aj sile polygone des pressions était assujetti a
passer par le point as, et ainsi de suite.

Dans le premier cas, 5,2, serait donc un des cdtés du polygone
des pressions; cela ne peut pas étre, puisque cette ligne prolongée
sort du tiers moyen de la voite; dans le second cas, s;a, serait un

Iv. 2
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des cdtés du polygone des pressions; cela ne peut pas étre par la
méme raison. Dans le troisi¢éme cas, s;a, ferait partie du polygone
des pressions, ce qui est admissible, puisque la ligne s;a, est a
I'intérieur du tiers moyen de la volte des deux cétés du point a,.

Donc le polygone des pressions répondant a I'équilibre-limite
quel'on consideére ici est celui qui passe par le point 3, et le point
3. Le joint ay est donc le joint de rupture et, pour avoir le péle
O du polygone des pressions, il suffit de mener par le point 3. 4
du polygone des forces une paralltle a s3a,.

C’est le polygone ainsi obtenu qui doit satisfaire aux conditions
de stabilité et, s’il n’y satisfait pas, on modifiera la vodte comme
nous l'avons dit a I’alinéa précédent.

c. Voites en ogive. — Supposons (fig. 8, p. 19) qu'il s’agisse
d'une volte en ogive. On commencera toujours par en marquer le
tiers moyen & l'aide des deux polygones désignés respectivement
par les lettres a; et f3;.

On a, cette fois (§ 857), a tracer deux polygones des pressions
distincts devant chacun satisfaire aux conditions de stabilité : ils
partent I'un et 'autre du point 2, et I'un d’eux doit passer par
I'un des sommets a«; sans sortir du tiers moyen de la voite;
Pautre doit de méme passer par I'un des sommets f; sans sortir de
ce tiers moyen.

Le premier se tracera exactement comme il vient d’étre dit pour
les vodtes en anse de panier, sauf que le point de départ est en «,
et non en B, et que 'horizontale 2, remplace dans les construc-
tions celle B,.

On trouvera ainsi et ce premier polygone et le sommet a; par ou
il passe et qui constitue l'un des deux joints de rupture existant
sur chaque moitié de I'ogive. ‘

L’autre polygone se trace par une méthode pareille.

11 y a toutefois, & ce sujet, une remarque a faire. D'abord le
joint de rupture par le tiers extérieur duquel passe ce second po-
Iygone n’est pas éloigné du sommet, et il se Lrouve rapidement.

Soit ag I'horizontale du point ay. En appliquant le procédé in-
diqué pour I'anse de panier, soil, par exemple, s, le point ou la
charge totale agissanl sur les deux premiers voussoirs coupe la
poussée, c'est-a-dire I'horizontale «,, de sorte que, si c'était le
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Joint @, B, qui fiaL joint de rupture, la pression sur ce joint
serait s; 3. On trouvera de méme que, si c’était ay B3, la pression
sur ce joint serait s, 3,.

Fig. R,

Admettons que, pour deux joints consécutifs, par exemple
ceux a3, et a3 Bs, on trouve ainsi deux lignes s, B4, 558, dont la
premiére sort du tiers moyen de la vodte a gauche du joint auquel
elle se rapporte, tandis que la seconde en sort & droite du joint
qui lui correspond.

Le joint de rupture se trouvera nécessairement entre les deux
joints qui satisfont A cette condition. On supposera donc un joint
intermédiaire, tel que aB, qu’on pourra placer 4 vue, et c’est par le
point 8 que devra passer le polygone des pressions.

La pression sur le joint af8 sera une ligne, telle que y,fy,, quon
obtient en prenant le point d'intersection s de la charge totale
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agissant entre a, 3, et a3 avec I'horizontale de a, et joignant ce
point a f.

Si le joint af a été pris assez prés de a, B2, la ligne y, By sor-
tira, mais trés peu, du tiers moyen vers la gauche.

Portons, sur le polygone des forces, une longueur a,8 repré-

- sentant la charge comprise entre af et a, 3,.

Par le point 8, menons une paralléle a v, 3ys; nous aurons le
pdle O du polygone des pressions cherché. On voit que, si I'on
tragait ce polygone, la partie a droite de a3 serait dans le tiers
moyen; immédiatement i gauche de af3, le cdté By, sort bien
un peu de ce tiers moyen, mais on voit que le c6té suivant y ren-
trera et, pour que la vodte soit stable, il faut que le polygone n’en
sorte plus ailleurs.

Le fait qu'il en sort un peu, prés de «f3, est sans inconvénient.

Si, au lieu d’'un nombre limité de joints, on supposait des joints
fictifs continus, ce qui remplacerait tous les polygones par des
courbes, on trouverait, pour la courbe des pressions cherchée, une
ligne qui serait tangente en un point voisin de f§ a4 la courbe 3,3
et qui, par suite, ne sortirait pas du tiers moyen. On voit donc
que, si le polygone considéré en sort légérement, cela tient & ce
qu’aux courbes on substitue, pour les besoins graphiques, des po-
lygones et iln’y a 1 aucune difficulté et aucun inconvénient.

Il peut aussi arriver que, pour un joint af, on trouve uge pres-
sion 7,3 en supposant que le polygone des pressions passe en §;
puis pour le joint suivant, que je suppose étre a,3,, on trouve,
si le polygone des pressions passe en {3,, une pression représentée
par une ligne pg située tout entiére hors du tiers moyen; le joint
suivant B;as, si 'on supposait que le polygone des pressions passe
en f;, supporterait alors une pression représentée par une ligne
telle que pr.

Dans ce cas, le joint de rupture serait celui de «, 3, et laligne pg
ferait partie du véritable polygone des pressions qu’on cherche.
Le pdle de ce polygone s’obliendrait en menant par le point 4.5
du polygone des forces une paralléle & pg. Ce c6té pqg serait un
peu hors du tiers moyen; mais il n’en serait ainsi d’aucun des
deux cdtés contigus et il suffirait de vérifier que le reste du poly-
gone se loge tout entier dans le tiers moyen.
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§ 559.

CAS EXCEPTIONNEL 0U L’'ON REDOUTE DES GLISSEMENTS. — Si une voite
est exceptionnellement chargée vers le sommet, on peut, comme
nous l'avons vu, craindre un glissement le long d'un joint ab

(fig- 9) et son symétrique.

Fig. 9.

s
i

)

(4

Alors le joint de naissance tend A s’ouvrir a P'intrados et le po-
lygone des pressions-limites doit : 1° passer par le tiers extérieur 3,
du joint de naissance; 2° couper le joint de rupture inconnu ab
sous I'angle complémentaire de celui du frottement ¢.

Prenons un joint quelconque ab (on se bornera A les prendre
dans le voisinage de ceux sur lesquels on supposera que le glisse-
ment est & redouter); menons une droite R faisant avec ab un
angle complémentaire de I'angle du frottement (en général, un
angle de go°— 15°= 75°).

Soit, sur le polygone des forces, a8 la charge totale agissant
entre ab et le sommet de la votte. Par le point & menons une pa-
rallele a4 R; nous aurons le pdle O commun & tous les polygones

Suniculaires assujettis @ rencontrer le joint ab, sous U'angle
indiqué.
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IFaisons la méme construction pour plusieurs joints, nous aurons
ainsi divers points O. Soient O’ et O les positions extrémes de
ces points. On construira les deux polygones funiculaires de
poles O’ et O”, en prenant le point , comme point de départ, et
tous deux devront se loger dans le tiers moyen de la voile, sinon
il faut la modifier.

Si l'on craignait aux naissances non une rotation, mais un glis-
sement, par l'extrémité b, du polygone des forces on ménerait
une droite b,0, faisant avec le joint de naissance un angle com-
plémentaire de I'angle de frottement, ce qui donnerait le péle O,
de tous les polygones des pressions compatibles avec ce glissc-
ment. Tous ces polygones seraient donc identiques et il suffirait
d’en construire un et de voir si, en le déplacant d'un mouvement
de translation paralléle au joint de naissance, on pourrait lui
trouver une position ou il fit logé tout entier dans le tiers moyen
de la vodte. Sinon, on aurait 4 la modifier.

§ 560.

CAS DE CHARGES DISSYMETRIQUES. — Ces principes s’étendraient
facilement a des charges dissymétriques. On aurait, pour des
voltes en arc de cercle, & tracer un polygone funiculaire par les
trois conditions de toucher les joints de naissance aux tiers inté-
rieurs et de toucher un autre joint en son tiers extérieur.

Ce joint se déterminera par des considérations pareilles A celles
que fournissent les joints de rupture des volltes en anse de panier
et en ogive.

S’il s’agit de voutes en anse de panier, ellipse, etc., on peut ra-
mener le probléme a celui d’un arc de cercle en admettant qu’a
partir des naissances jusqu’au joint incliné a 30° la vodte se tient
d’elle-méme et fait en quelque sorte partie du pied-droit, et en
regardant le surplus comme un arc de cercle. Cette considération,
préconisée par M. I'Inspecteur général des Ponts et Chaussées
Kleitz, permet aussi, si on le veut, de simplifier pour les anses de
panier la solution ci-dessus exposée dans le cas des charges sy-
métriques.
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§ 561.

CULEES ET PILES. — Ayant tracé le polygone des pressions le plus
défavorable dans une voiite, on le prolongera dans I'intérieur de la
culée.

A cet effet, il suffira de diviser celle-ci en un cerlain nombre

. de parties par des plans horizontaux, de porter les poids de ces
parties & la suite du polygone des forces relatif aux charges agis-
sant sur la vodte et de tracer les rayons polaires correspondants.

Le prolongement de ce polygone devra étre contenu dans le
tiers moyen de la culée et satisfaire aux deux autres conditions de
stabilité (§ 552).

Une pile, c’est-a-dire un support commun & deux arches :

1° Si les arches sont égales, ne supporte qu'une charge verticale
égale au poids total d’une arche, les poussées des deux arches
étant égales et opposées. Il suffit donc de vérifier que la pression
maxima par unité de surface n'y dépasse pas la valeur qui convient
aux matériaux employés;

2° Si les arches sont inégales, la pile supporte une pression
oblique égale a la résultante de celles que les deux arches qu’elle
supporte exercent sur elles. On devra toutefois combiner la plus
forte pression possible de la grande voute avec la plus faible de la
petite, afin d’envisager les conditions les plus défavorables pos-
sibles.

On composera cette force avec les poids des parties ou assises
en lesquelles on subdivise la pile, ce qui donne le polygone des
pressions que subissent les bases de ces assises, et il faut que ce
polygone soit placé dans le tiers moyen de la pile et salisfasse aux
deux autres conditions de stabilité du § 552.

Méme dans le cas d’arches égales, si elles peuvent produire,
suivant les circonstances (de surcharge), des poussées inégales, on
devra construire les piles selon ce méme principe.
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§ 562.

DEROGATION A LA REGLE DU TIERS MOYEN. — Il peut arriver que la
régle prescrivant de loger rigoureusement la courbe des pressions
dans le tiers moyen des vodtes et culées conduise 3 des dimensions
trop fortes. Dans ce cas, comme aussi si 'on veut établir des ou-
vrages sveltes et que, par suite, on emploie des mortiers de trés
bonne qualité, on pourra se contenter de loger les courbes des
pressions dans la moitié moyenne des joints au lieu du tiers moyen ;
on devra alors vérifier avec soin que la pression maxima par unité
de surface qu’on s’impose n’est nulle part dépassée (§ 553).

M. Kleitz admet méme en principe les régles suivantes pour
les points par lesquels doit passer la courbe des pressions & em-
ployer :

a. Voites en arc de cercle. — A la clef, elle doit passer au tiers
exlérieur du joint; aux naissances, au quart s'il s’agit de petites,
au cinquiéme s’il s’agit de grandes voites du joint a partir de I'in-
trados.

b. Voiites en anse de panier. — On les assimile A des voltes en
arcs de cercles limitées aux joints inclinés a 3o°.

§ 563.

DONNEES PRATIQUES RELATIVES AUX VOUTES. — Nous extrayons les
données qui suivent de la troisi¢me édition du Cours de Mécanique
appliquée auz constructions de M. Edouard Collignon (').

a. Voiites en plein cintre. — « L’intrados est en plein cintre lors-
qu'il dessine une demi-circonférence. Le rayon ou le diameétre du
cercle est donné; les inconnues principales A déterminer sont 1'é-
paisseur & la clef, et I'épaisseur au pied-droit.

L’épaisseur a la clef, d’aprés Perronnet, est exprimable par une
fonction linéaire du rayon du plein cintre; la formule de Per-

(*) Premiére Partie, p. 588, § 325,
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ronnet, lraduite en mesures métriques, est i peu prés la suivante

e= ;% ~+0,33.
r est, en metres, le rayon du plein cintre, e est, en métres, I’é-
paisseur & la clef.

Cette formule est incompléte; car elle ne contient pas de terme
variable avec la surcharge de la vodte, éléments dont on ne peut
pas négliger 'influence. On trouve dans les ouvrages de Sganzin
une Table des voidtes en plein cintre, pour des surcharges comme
celles qui conviennent aux ponts pour route; on suppose les
reins de la vodte remplis jusqu’au niveau de ’extrados a la clef, et
par-dessus une voie charreti¢re, formée d'un pavage de o™,4o
«(’épaisseur. Voici cette Table :

Pleins cintres (1).

. -, EPAISSEUR DES CULEES,
DIAMETRE | EPAISSEUR la hauteur des pieds-droits étant de
de a i o
rorhe | dnelet ) e, : = | 2= | 3m | 4 | om | 8m
m m m m m m m m m
1 0,36 0,40 | 05 | 0,60 | 0,65 | 0,70 | 0,75 | 0,80
2 0,40 0,45 | 0,70 [ 0,80 [ 0,85 | o,95 1,00 1,10
3 0,43 0,50 | 0,80 | 0,95 | 1,05 | 1,55 | 1,35 | 1,35
4 0,46 0,60 | o,90| 1,10 | 1,20] 1,30 | 1,40 | 1,50
5 0,50 0,65 1,00 1,20 1,30 1,45 1,55 1,70
6 0,53 0,75 1,10 1,30 1,45 1,60 1,75 1,90
7 0,56 0,85 1,20 1,40 1,60 1,75 1,90 | 2,10
8 0,60 0,95 1,30 1,50 1,70 1,85 2,10 2,25
9 0,63 1,05 1,40 | 1,60 | 1,85 | 2,00 | 2,25 | 2,40
10 0,67 1,20 1,50 1,75 2,00 2,15 2,40 2,60
12 0,74 1,40 1,75 | 3,00 | 2,20 | 3,40 | 2,65 2,90
15 0,84 1,75 | 2,10 | 2,30 | 2,60 | 2,8 | 3,15 ] 3,40
20 1,04 2,30 2,65 2,80 3,10 3,35 3,65 4,00
3o 1,35 3,25 | 3,55 | 3,80 | 4,10 | 4,40 | 4,80 | 5,30
4o 1,69 4,20 | 4,50 | 4,80 | 5,10 | 5,40 | 5,80 | 6,20
50 2,06 5,15 | 5,40 | 5,80 | 6,10 [ 6,40 | 6,80 [ 7,20

(') Lorsque la voate est construite en magonnerie de ciment, on peul réduire
d’un tiers les ¢paisseurs a la clef donnée par cetle Table ou par la formule de
Pcrronnet.
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b. Ponts pour chemins de fer. — Les ponts en dessus pour che-
mins de fer sont dans d’autres conditions, et ces Tables ne peuvent
suffire. Le remblai qui pése sur la voite peut étre trés élevé, et
s'il y a peu de hauteur entre la voie et I'extrados, on cherche, en
général, a introduire entre ces deux niveaux un matelas de terras-
sement assez épais pour amortir, pendant le passage des trains, les
ébranlements qui seraient nuisibles & la conservation des magon-
neries. Pour les voiltes trés chargées, I'emploi de la courbe des
pressions parait donc indispensable.

On se servait, il y a quelques années, en Allemagne et en
Russie, des formules suivantes, ou entre la hauteur de la surcharge
en terre au-dessus de I'extrados. Ces formules s'appliquent aux
pleins cintres et aux vottes en ellipse ou en anse de panier.

Soient
D 'ouverture libre, ou portée de la voite;

JS la fléche ou montée, égale a g dans les voltes en plein cintre;

e I'épaisseur a la clef;

H la hauteur du pied-droit, entre la fondation et les naissances;

R la hauteur de la surcharge de terre au-dessus de l'extrados a la
clef;

r le rayon de l'intrados, égal A f ou :).;D dans les pleins cintres,

égal, dans les ellipses, au rayon de courbure au sommet
Y I'épaisseur de la culée ou pied-droit.

On calculera e et Y, qui sont les inconnues, par les formules

» r R
e=0"43 10 50’

- D /3D—f H R
Y =0o%35+3 (D—‘* +f>+ 8§ "1

Lorsque la vodte est en plein cintre, Y devient égal a

- _1_5 1 1
0,305.27[).(—5“-}-5“.

L’extrados des voites en plein cintre peut se tracer comme il
suit.




VOUTEBS EN BERCEALU. 27

Soient (fig. 10)

ACB le plein cintre;
AB le plan de naissance;
AE la hauteur des pieds-droits.

La formule donne J’épaisseur CD a la clef et 'épaisseur EF de
la culée.

Fig. 1o0.
D
C
lﬁ (4
5 B
¥ k L

Par le centre O de I'intrados, menons une droite OH faisant
avec I'horizon un angle de 30°; a partir du point G ot cette droite
rencontre l'intrados, prenons GH = DC x< 2; puis faisons passer
par le point D un arc de cercle ayant son centre L sur la verticale
CO, et passant par le point H. Prolongeons cet arc par une tan-
gente en H jusqu’a la rencontre de la verticale FK, qui représente
la face postérieure de la culée. La ligne DHK sera I'extrados.

On a aussi les formules

surf. HGCD = -;([ ,317 er + 0,806¢?)

et

arc HD = 'ﬂ' + surf. HGCD’
6 r

qui simplifient le métré de la vodte.
La solution qu’on vient d’indiquer conduit & donner a la voute
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une épaisseur croissante de la clef aux naissances, et au pied-droit
une épaisseur constante. Tous les constructeurs ne sont pas d’ac-
cord sur ce sujet; les uns veulent que la vodte regoive partout la
méme épaisseur, comme l'archivolte d’une arcade; d’autres font
varier I'épaisseur du pied-droit aux diverses assises, en donnant a
la magonnerie des retraites successives de la base au sommet.

La théorie est trop imparfaite pour décider laquelle est la
meilleure de toutes ces solutions.

Les formules précédentes donnent des épaisseurs trés fortes;
'usage des constructeurs frangais n’est pas aujourd’hui de sur-
charger ainsi les volltes, en augmentant inutilement leur poids
propre.

On peut se proposer de tracer I’extrados d’une vodte dont I'in-
trados est donné, de maniére qu'il y ait coincidence exacte entre
les courbes des pressions que I’'on obtient en considérant succes-
sivement la vodte avec ou sans sa surcharge. S'il en est ainsi,
'addition de la surcharge n’aura d’autre effet que d’augmenter,
dans chaque section, les pressions dans un méme rapport, et la dé-
formation de la voite n’en sera pas sensiblement modifiée. On ré-
sout facilement ce probléme quand on admet le partage de la
votte par des plans verticaux; il suffit en effet de prendre pour
extrados une ligne qui divise dans un méme rapport les portions
de verticale comprises entre la courbe d’intrados et la ligne limi-
tative de la surcharge, supposée ramenée au méme poids spéci-
fique que les matériaux de la vodte. On peut passer alors de la
votte chargée A la voite sans surcharge par une simple réduction
du poids spécifique attribué aux matériaux. La poussée a la clef et
loutes les pressions subissent une réduction proportionnelle.

c. Voites en arc de cercle. — On donne en général aux voites en
arc de cercle une fleche qui varie du huiti¢éme au douziéme de
I'ouverture; trés souvent elle est du dixiéme.

Les formules que nous avons données pour le plein cintre s’ap-
pliquent aux arcs de cercle. Le rayon r de I'arc se déduit de I’ou-
verture D et de la montée f.

On a cn effet

D2

-4— =f(2l‘—_/:h
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f . nm

re=‘*% 4+ —

2 8f

Si Parc est surbaissé au dixi¢me,

!t 1o 13
r_(“2—°+ §>D_. rOD

d’ou I'on tire

d. Votites en ellipse ou en anse de panier. — Soient encore f la
montée, D 'ouverture; si 'on appelle z et y les coordonnées d’un
point quelconque de I'ellipse, rapportée A son centre et i ses axes,
on aura entre z et y la relation

42 2

rT =D

qui permet de construire la courbe par points.

En général, on prend f égal au tiers de D, et alors on peut se
servir de la Table qui suit pour déterminer 'épaisseur des pieds-
droits, les conditions de charge de la vodte étant les mémes que
celles qui ont été indiquées dans le cas des voltes en plein cintre.

EPAISSEUR DES CULEES Y,

PORTEE |EPAISSEUR pieds-droits étant de la hauteur H des
de a .
I'arche D. la clef e.

1=, 2m, 3= 4=, 5=, 6=, 8=,

@ m m m m m m m m
3 0,38 0,65 0, | 0,80 | 0,85 | 0,90 | 0,95 | 1,00
2 0,43 0,90 1,05 1,10 1,15 1,20 1,25 1,35
3 0,50 1,10 | 1,35 1,45 | 1,50 | 1,60 [ 1,65 | 1,70
4 0,56 1,35 1,65 1,80 1,90 1,95 2,00 2,10
5 0,61° 1,55 | 1,85 | 2,00 | 2,10 | 2,20 | 2,30 | 2,40
6 0,66 1,65 1,05 | 2,15 | 2,30 | 2,45 2,55 2,70
7 0,70 1,75 2,05 2,35 2,50 2,65 2,75 3,00
8 0,74 1,85 | 2,35 | 2,50 | 2,70 | 2,85 | 3,00 | 3,30
9 0,79 1,05 | 3,40 | 2,70 | 2,90 | 3,13 | 3,25 | 3,50
10 0,84 2,10 | 2,50 | 2,80 | 3,05 | 3,20 | 3,40 | 3,70
12 0,95 2,30 | 2,80 | 3,05 ]| 3,40 | 3,65 | 3,80 | 4,00
15 1,10 2,60 | 3,15 | 3,5 | 3,90 | 4,10 | 4,30 | 4,60
20 1,35 3,20 | 3,8 | 4,20 4,50 | 4,80 | 5,00 | 5,30
30 1,85 A 5,00 5,40 [ 5,70 | 6,10 6,40 | 6,70
4o 2,35 5,50 6,20 [ 6,60 | 6,90 { 7,50 7,80 8,40

50 2,85 6,70 7,40 7,80 8,20 8,80 9,20 9,60
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Pour appliquer les formules générales relalives aux ponts pour
chemins de fer, il faudrait prendre pour r la valeur du rayon de
courbure de ellipse a la clef, c’est-a-dire
D2
rf )

et lorsque l'ellipse est surbaissée au tiers

r=

3
r=-=D.
4§
Les courbes en anse de panier sont des imitations d’ellipse au
moyen d’une série d’arcs de cercle qui se raccordent I'un a l’autre.
Le calcul de leurs dimensions se fait au moyen des mémes for-

mules et des mémes Tables.

e. Voftes en plate-bande. — La plate-bande ne s’emploie que
pour recouvrir un espace vide de petite dimension, comme une
(enétre. 1l est impossible de tracer les joints perpendiculairement
a I'intrados; 'usage est de les faire converger vers un point pris
arbitrairement sur I’axe de la vodte.

§ 564.

EMPLOI DE JOINTS FICTIFS VERTICAUX. — La détermination des
charges des différents voussoirs est une opération préliminaire au
tracé du polygone des pressions qui présente une certaine lon-
gueur. S'il s'agit d’un voussoir abed (fig. 11, p. 31) avec sa sur-
charge cdc'd, il faut déterminer :

1° Le centre de gravité g du trapéze cdc'd’;

2° Celui g, du voussoir abed;

3° Ramener les aires de ces deux quadrilatéres a celles de tri-
angles & base commune (§ 13);

4° Réduire la hauteur du triangle représentatif de cdc'd’ dans
le rapport du poids spécifique du remblai i celui de la magonnerie;

5° Composer des forces proportionnelles aux longueurs défi-
nilives qui représentent les poids du voussoir et de sa surcharge et
appliquées aux centres de gravité trouvés g et g.
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On peut réduire ces opérations 4 peu de chose par la remarque
suivante : prolongeons les verticales ¢’c et d'd jusqu’a l'intrados
en a’' et ' el considérons, par exemple, le triangle bb'd.

Fig. 11.

La portion de voute projetée suivant_ ce triangle doit étre en
équilibre sous I'action :

1° De la pression sur le joint db exercée de la droite vers la
gauche;

2° De la pression exercée sur le joint fictif vertical d&' de la
gauche vers la droite;

3° Du poids du petit massif db¥'.

Mais ce poids est négligeable devant les pressions.

On peut donc dire que ‘ce massif est sensiblement en équilibre
sous P'action des pressions qui s’exercent sur ses deux faces laté-
rales, ce qui exige que ces deux pressions soient sensiblement
égales et opposées et, par suite, les pressions exercées de droite a
gauche sur le joint db et sur le joint vertical db’ sont sensiblement
égales et de méme sens, de sorte que, pratiquement, on peut rem-
placer le premier joint par le second, au point de vue du tracé des
polygones des pressions.

Quand il s’agira ensuite de vérifier qu’il n’y a ni glissement, ni
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pression trop forte par unité de surface, on considérera les joints
normaux db.

D’aprés cela, ayant une vofite quelconque, divisons (fig- 1),
la demi-portée OA = a en parties égales; soit n le nombre des

. . a
parties, en sorte que chacune d’elles ait une longueur - -

Fig. 11 bis.
5, ¢ &
[ |
| |
| | 7
|
] i
/9

\
|

Les verticales des points de division déterminent des joints
fictifs tels que ab, ab’. Les verticales équidistantes de celles-ci,
telles que pq, sont les lignes d’action des charges que supportent
les voussoirs fictifs aba’ b'.

Réduisons les portions d’ordonnées pg comprises entre la sur-
face qui limite le remblai et celle qui limite la magonnerie dans le
rapport du poids spécifique de la terre a celle de la magonnerie.

Nous aurons une ligne ¢, ¢'q,.

Nous pouvons admettre que, suivant chaque verticale pg’, agit
une force égale au poids abb,a’b'b) et que ce poids est sensible-
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ment égal a
> pg' < =
Pq ’ IL’

II étant le poids spécifique de la magonneric.

Il est donc proportionnel 4 'ordonnée pq'.

Ainsi, il suffit d’appliquer suivant les verticales des points p,
milieux des intervalles des premiers points de division, des forces
représentées par les ordonnées correspondantes pg’. Ce sonl ces
ordonnées qu'il suftira de porter bout a bout pour former le poly-
gone des forces données, ou ces ordonnées réduites dans un rap-
port quelconque.

Supposons qu’on les réduise dans le rapport 1 ; m, c’est-a-dire
qu’au lieu de la force

a '
F:-:Il.<;><pq

on porte sur le polygone des forces une longueur

PT.
m

Alors, & chaque unité de longueur mesurée sur le polygone des
forces (& I'échelle du dessin ou des longueurs) répond unc force

a < 111
n
unités de force. C'est la ce qui définira I’échelle des forces.

§ 363.

RESUME DES OPERATIONS A PAIRE POUR L’ETUDE D'UNE VOUTE. — Nous
supposons une volle en arc d'ellipse (Pl. XLI) de 4o™ d'ou-
verture, 10™ de fléche, dont la moitié est représentée a 'échelle
de 5.

Les opérations successives & faire sont celles que nous allons
indiquer :

1* On tracera l'intrados.
2* On déterminera les épaisseurs a la clef et aux naissances, on
tracera I'extrados et les culées. Nous supposons aux culées 6™ ¢
V. 3
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hauteur. Nous donnons 3™ d’épaisseur a la clef et 7™ aux nais-
sances. Cela est A peu prés conforme aux indications du § 563.

3° On divisera la demi-corde en un certain nombre de parties
égales. Nous avons supposé 10 parties égales. Les points de divi-
sion sont marqués par des croix. Les verticales de ces points de
division ainsi que le milieu et I'extrémité de la corde déterminent
les joints fictifs. On tracera donc les portions de ces verticales
comprises entre I'intrados et I'extrados.

On divisera ces portions d’ordonnées en trois parties égales, ce
qui donne & l'intérieur de la vodte les points marqués a; et §,.
points qu'on relie de maniére & obtenir les polygones qui limitent
le tiers moyen de la voite.

4° On prendra les milieux des points de division marqués par
des croix. Les verticales de ces points de division sont celles sui-
vant lesquelles agissent les charges. On tracera donc les portions
de ces nouvelles verticales comprises entre l'intrados et le dessus
du remblai.

Supposons quele poids spécifique de la magonnerie soit de 2400
par métre cube et celui du remblai de 1800, soit les § de celui de
la magonnerie. On prendra les $, & partir de 'extrados, de chacune
des verticales tracées dans le remblai. On forme ainsi la ligne ¢'¢’":
et la charge qui agit équivaut 4 une charge tout entiére en macon-
nerie et limitée par cette ligne.

Soient
1, 2, 3, 4. .... 10

les verticales des charges,

J1 ,72» ,}’av very J10

les longueurs des portions de verticales comprises entre I'intrados
et laligne ¢'q’, ces ordonnées étant mesurées 4 I'échelle du dessin.
soit en centimétres.

Ces ordonnées sont proportionnelles aux poids des voussoirs
fictifs limités par les joints verticaux, et le poids du voussoir avec
sa charge, dont le milieu répond a I'ordonnée y;, est de

2§00 X ?%y,- = {800 k¢ :
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5° On formera le polygone des forces représentées par ces
charges.

Il suffit de porter les ordonnées y; réduites de fagon a ne pas
allonger outre mesure ce polygone. Nous les réduisons ici au %,
de sorte que les longueurs

1, 2, 3, 4. .... 10
du polygone des forces sont

noy oy Y,

2 ? b
10 10 10 10
ct par suite, une longueur de o™,o1 sur le polygone des forces

représente
10 X 4800 = 48000% = 48 tonnes.

Telle est I'échelle des forces.

6° On prendra sur I'horizontale du point a,, origine du polygone
des forces, un péle O et I'on tracera, en partant de C, le polygone
funiculaire Cp, relatif a ce pdle.

7° On prolongera le cOté extréme p,.10, jusqu’a'horizontale Ca
en a,o. La verticale de o, est la ligne d’action de la charge totale.
On la prolongera jusqu’a sa rencontre en s,, avec I'horizontale du
tiers extérieur B, du joint du sommet et on la joindra au tiers inté-
rieur du joint a,, des naissances.

S’il s’agissait d'un arc de cercle, on aurait a construire un poly-
gone des pressions passant par {3, et a,o; son dernier c6té serail
Sio%io et, par suite, en menant par 'extrémilé du polygone des
forces une paralléle a cette ligne jusqu’d I'horizontale a0, on
aurait le pdle de ce polygone. Ce polygone devrait étre contenu
dans le tiers moyen de la voite, faute de quoi elle serait a modifier
suivant les indications du § 558.

8° S'il s'agit, comme ici, d’un arc d’ellipse, on prolongera, de
méme, les cOtés 10,.9,, 9,.8,, . . . du polygone p,C jusqu’a leurs
rencontres en oy, 0y, ... avec la corde de I'arc et, par des verticales,
on reportera ces points en Sy, Sg, ... sur 'horizontale de $,. On
alignera une régle successivement suivant les points s, et ay, 55 et
ag, -.., jusqu’a ce qu'on trouve une droite s;a; qui, de part et
d’autre du point «;, soit dans le tiers intérieur de la votte. Ce sera
le joint de rupture. La ligne s;a; (ici sya,) sera un co6té du poly-
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gone des pressions. On tracera le rayon polaire correspondant
{.i+1 (ici g.10), c'est-a-dire que, par le point qui sépare les
cbtés g et 10 du polygone des forces, on méne une paralléle a
aySy et I'on aura le péle O’ du polygone des pressions. Ce poly-
gone devra tenir dans le tiers moyen de la voute. Cela a lieu ici.
Si cela n’avait pas lieu, il faudrait renforcer la vodte aux points
faibles ou alléger la charge par des évidements, etc.

9" Une fois assuré que le polygone tient dans le tiers moyen de
la votte, sil’on voulait s’assurer qu'il n’y a pas glissement, par les
milieux des joints verticaux fictifs, on tracerait des joints normaux
a I'intrados et 'on verrait si les c6tés du polygone des pressions
qui leur correspondent font partout avec leurs normales un angle
inférieur & I'angle de glissement de 15° a 30°, suivant les cas.

10° Si enfin on voulait connailre, en chaque joint, la pression
maxima, il suffirait de prendre la longueur du rayon polaire r qui
mesure la pression sur ce joint, de projeter ce rayon sur la normale
au joint, ce qui donne une longueur que nous appellerons r,.

Cette longueur r, mesurée en centimétres représente, d'apreés
’échelle des forces, une force

R, = 48000 x r's.

On mesurera la longueur e du joint etla distance § du centre de
pression de R, au milieu du joint. On devrait, par suite, avoir
(§ 552), p, étant la plus grande ‘pression par centimétre carré,
cxprimée en kilogrammes, qu’on veut admettre,

4R000 > r,

’ 6t
p (\1 + -z’) < Po-
On peut donc voir si nulle part cette pression ne dépasse la
limite admissible eu égard aux matériaux employés.
11° Ayant tracé le polygone des pressions, on peut le prolonger
jusqu’au pied de la culée en divisant celle-ci en un certain nombre
de parties par des lignes horizontales.

[¢i nous supposons deux parties séparées par I'horizontale a/
des naissances. Nous remplagons le trapéze aa’cc’ par celui aa' b4’
limité par la verticale b4’ du milieu de cc’ et de méme le trapéze
«ca,c, parle rectangle al’a, b,.
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Le centre de gravité du trapéze aa’b¥ est sur la ligne moyenne

{m et son aire est égale a
) Im x< ab.

11 faut la réduire a la base commune des trapézes précédemment
considérés et ayant les lignes y; pour lignes moyennes; celle

base est de
20"

10

l.a hauteur correspondante sera
Im < a_b.
2
Mesurant ab a I’échelle du dessin ou en centiémes, on trouve

ab =6,
ab _
- =

3.

Par suite, la hauteur & prendre 4 la place de /m est

Im %< 3.

Et comme nous avons réduit les y; au dixi¢me de leur valeur,
c’est aussi le dixiéme de cette grandeur qu’on portera sur le
polvgone des forces A la suite des forces qui y sont indiquées.

De méme le centre de gravité du rectangle aa, b"b, est sur la
verticale /,m, de son milieu et son aire est égale a

ll my X ab'.

On réduira la hauteur /, m, a

ab’ 1 ab’
imy <X — <X —-=1limy>x —,
Py 10 20

pour la porter sur le polygone des forces.

Appelons 11 et 12 les deux nouvelles forces ainsi obtenues : on
meénera les rayons polaires correspondants et 'on prolongera le
polygone funiculaire ou polygone des pressions jusqu'au pied de
la culée.

La pression sur a, b, doit faire avec la verticale un angle moindre
que 'angle du frottement de la magonnerie sur la fondation. Elle
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doit autant que possible se trouver dans le tiers moyen de la base
a, ¢, de la culée (certains ingénieurs admettent cependant la moitié
moyenne et il y en a qui admettent que la résultante peut couper
la base au { de sa longueur & partir de son extrémité), et la plus
grande pression verticale obtenue comme pour un des joints de la
voidte ne doit pas dépasser celle qu'on veut admettre suivant la
résistance du sol sur lequel on s’appuie.

Cette plus grande pression se détermine par la formule qui
vient d’étre rappelée.

Les vérifications analogues peuvent étre faites sur la section ac
de la culée et généralement, si on l'avait divisée en plusieurs
assises par des plans horizontaux, sur chacune des sections déter-
minées par ces plans.

§ 566.

METHODE DE M. DUBAND-CLAYE. — Nous terminerons par un exposé
sommaire de la méthode de M. Durand-Claye pour les détails de
laquelle nous renverrons aux articles publiés par cet ingénieur
dans les Annales des Ponts et Chaussées en 1866 et 1867.

Soit (fig. 12, p. 39) avbyab une portion de vodte comprise
entre la clef @, b, et un joint quelconque ab. Pour que la pression
limite p,, que peuvent supporter les matériaux employés, ne soit
pas dépassée a la clef, il faut (§ 553) que I'extrémité de la ligne
représentant la pression totale exercée sur ce joint tombe A I'inté-
rieur d’une aire @y O, b, que nous savons tracer.

Pour qu’elle ne soit pas dépassée sur un joint quelconque ab, il
faut que 'extrémité de la ligne représentant la composante nor-
male de la pression exercée sur ce joint tombe & l'intérieur d’une
aire analogue aOb.

On peut combiner cette seconde condition avec la premiére, de
fagon A resserrer entre des limiles plus étroites les poussées
admissibles.

Prenons en effet sur le joint @b un point quelconque / et
menons l'ordonnée AH du contour aOb. Si A est le centre de
pression sur ab et si la pression R exercée sur ce joint atteint sa
limite supérieure, la composante normale R, de cette pression
sera hH. Donc, si par le point H on méne une paralléle a ab,
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I'extrémité de la ligne représentant la force R sera sur cette pa-
ralléle.

D’autre part, la force R peut s’obtenir en composant le poids P
de la portion de volte agb,ab avec la poussée, laquelle est hori-
zontale.

Mcnons donc la verticale 2P représentant a 1'échelle des or-
données des contours a0b et @, 0, b,, c'est-a-dire, a I'échelle des
forces, le poids P.

Si, par le point P, on méne une horizontale, on aura un second

Fig. 12,

lieu de I'extrémité de la force R : cette extrémité se trouvera donc
en R a I'intersection des deux lieux; par suite, si A est le centre
de pression sur le joint ab, la pression limite sur ce joint sera
représentée en grandeur, direction et sens par la ligne 2R.

Prolongeons-la jusqu'en G en son point de rencontre avec la
verticale de la charge qui porte sur la portion a,b,ab de la volte
et menons 'horizontale G, ; h, sera le point d’application de la
poussée et hoH) = PR sera cette poussée.

Pour différents points & pris sur la moitié 2O du joint ab, on
obtient ainsi une courbe p,w lieu des points H, et si le point A
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se déplace sur la moitié 5O du joint ab, le lieu des points Hj for-
mera une seconde courbe ryw

Il faut que l'extrémité de la poussée soit comprise entre ces
deux courbes pour que la pression p, ne soit pas dépassée sur le
joint ab. Et, comme elle doit déja étre comprise entre les courbes
a, 0, et b, 0, pour que la pression ne soit pas dépassée sur le joint
de la clef, il faudra, en deﬁnmve, qu’elle soit comprise dans le
quadrilatére pyqoreso.

Mais le raisonnement que nous venons de faire pour le joint ab
peut se répéter pour tous les Jomts.

On aura, pour chacun, deux courbes telles que pyg, et rgs,
entre lesquelles doit se trouver 'extrémité de la poussée. On aura
donc finalement un quadrilatére, tel que p,qo7o5,, aussi resserré
que possible et tel que les poussées dont les extrémités tombent
dans 'intérieur de ce quadrilatére soient les seules qui ne four-
nissent partout que des pressions inférieures ou au plus égales a
celle po que peut supporter sans danger la pierre employée.

Si ce quadrilatére se réduisait & une ligne, c’est-a-dire si le coté
Iy 5o coincidait avec poq,, il n'y aurait que les poussées terminées
4 poq, admissibles; si ros, passait a gauche de p, g,, il n’y aurail
aucune poussée admissible; il faudrait modifier la voite.

Si donc on trace :

1” Le contour a,0, b, pour le joint de clef;

2° Les contours 2O b pour différents joints ab;

3> Les courbes pow,, ryw,, déduites de celles aOb et que
M. Durand-Claye appelle les déformées des premiéres, on saura
s'il existe des poussées compatibles avec la résistance limite des
matériaux employés et I'on aura toutes ces poussées.

Or il est facile de démontrer quc ces déformées sont composées
d’arcs d’hyperboles du second degré.

Les poussées limites au pourtour du quadrilatére pogorys,
donuent la pression maxima p, en un joint.

Et, parmi clles, celles qui répondent aux quatre sommets de ce
quadrilatére donnent cette pression maxima en deux joints. Ce
sont donc les plus dangereuses, celles qui répondent & 1'équilibre-
limite déduit de la condition d’une résistance limite des matériaux
employés.
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On devra vérifier si aucun de ces quatre polygones funiculaires
répondant & ces poussées dangereuses ne peut donner lieu a glis-
sement, c’est-d-dire ne coupe un joint sous un angle supérieur &
celui du frottement.
On voit que celte méthode est trés sdire et trés ingénieuse, et si
I'on n’admet pas la condition du tiers moyen, elle est parfaitement
rationnelle.

§ 567.

METHODE DU GENERAL PEAUCELLIER. — Une méthode un peu diffé-
rente a été proposée par M. le Général Peaucellier en 1875, dans
le n° 24 du Mémorial de Uofficier du Genie.

M. Peaucellier laisse d’abord de c6té la condition de la limite
de résistance des matériaux; il commence par chercher toutes les
poussées compatibles avec les conditions purement statiques du
probléme, c’est-a-dire avec :

1° La condition qu'il n'y ait de glissement sur aucun joint;
2° Celle que les centres de pression sur tous les joints soient a
Pintérieur de la voiite. ’

Ce n'est qu’ensuite qu’il cherche, parmi les poussées ainsi ob-
te nues, celles qui ne fournissent nulle part de pression par unité
de surface supérieure a celle que I'on veut admettre.

Pour plus de détails, nous renverrons a 1’élégant Mémoire sus-
mentionné de M. le Général Peaucellier.
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CHAPITRE Il

COUPOLES EN MACONNERIE.

§ 568.

HYPOTHESES ET PRINCIPES. — Nous supposons dans la coupole une
premiére série de joints fictifs continus et infiniment voisins les
uns des autres, suivant les plans méridiens de la vodte et une
deuxiéme série de joints également continus et infiniment voisins
les uns des autres suivant les cones de révolution normaux a F'in-
trados.

Nous faisons, de plus, abstraction de 'adhérence des mortiers,
en sorte que, dans tous ces joints, la vodte ne peut résister qu’a
des compressions.

Ces hypothéses sont évidemment défavorables a la stabilité.

§ 569.

POINT NEUTRE. — Soit (fig. C, Pl. XLIII) A;ByA,B, la section
méridienne principale ov parallele au plan de la figure. Nous
pouvons, comme nous I'avons déja fait pour les coupoles métal-
liques (III* Partie), les charges étant supposées symétriquement
distribuées autour de I'axe Oy de la vofte, nous borner & en
considérer une portion comprise entre les deux plans méridiens
Og.ry, Oy z, symétriquement placés par rapport au méridien prin-
cipal Oy, et formant I'angle 4.

Cette portion forme une volte ordinaire ayant pour tétes les
deux plans méridiens dont il vient d’étre parlé.

Elle différe toutefois des vodtes en berceau considérées au Cha-
pitre précédent :

1° Parce que les tétes n’en sont pas paralléles;
2° Parce que, sur ces tétes, s'exercent des pressions normales.
l.es pressions égales entre elles (par raison de symétrie) qui
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s’exercent sur les deux faces latérales ou méridiennes d'un
voussoir compris entre deux joints infiniment voisins se com-
posent, comme nous l'avons d’ailleurs déja vu (§ 539), en une
force horizontale que nous appellerons ¢'dl, située dans le pian
du méridien principal.

Toutefois, il importe d’observer qu'ici ces actions ne s’exercent
pas sur la totalité de la voite en onglet que nous considérons.

Nous avons vu en effet (§ 547) que, dans les surfaces métal-
liques et par suite (§ 551) dans les coupoles métalliques, il existe
en général un point ou ¢’ = o; qu'au-dessus de ce point, ¢’ est
une pression et, au-dessous, une tension. Pour les coupoles sphé-
riques, métalliques et d’épaisseur constante soumises uniquement
a lear propre poids, ce point est distant du sommet d’un arc d’en-
viron 51°4g’.

Convenons d’appeler ce pointle point neutre, et le paralléle qui
lui correspond le paralléle neutre. Ce paralléle n’est ni tendu
ni comprimé.

§ 570.

COURBES DES PRESSIONS. LEUR DEGRE D'INDETERMINATION. — Ici, a
P'encontre de ce qui se passe pour les coupoles métalliques, les
joints ne résistent pas A des tensions; il s’ensuit que la portion de
la voite située au-dessus du point neutre supporte seule les pres-
sions horizontales ¢’ 9, tandis que la portion inférieure ne sup-
porte aucune action sur ses deux tétes et se trouve, sauf I'incli-
naison de ses plans de téte, exactement dans le cas d’une volte
ordinaire.

11 en résulte une tout autre répartition des pressions et, pour le
point neutre, une position également autre que celle qui existerait
dans une coupole métallique de méme forme. Il faut déterminer
la nouvelle position de ce point.

La partie de la voite comprise entre ce point et le joint de nais-
sance ne supportant pas d’action sur ses tétes et étant, par suite,
de tous points assimilable 4 une vodte en berceau ordinaire, sa
courbe des pressions ne peut étre qu'une courbe funiculaire des
charges agissantes, tandis que la courbe des pressions de la partie
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supérieure peul, sans que les conditions slatiques d’équilibre
cessent d’étre satisfaites, étre prise a volonté & I'intérieur de la
voite.

Ainsi, soit pq le joint qui correspond au point neutre. Divi-
sons la portion de voite A,B,pg en un certain nombre de vous-
soirs par les joints 3o, By, Ba, PBs, et le surplus de la vodite par
les joints f,, Bs, ..., Bioy Ba-

Observons que, dans les coupoles, il n’y a pas de poussée a la
clef, puisque la vodte, A sa partie supérieure, se termine par une
simple aréte A B, ou surface nulle. Or une pression finie, s’exer-
cant sur une surface nulle, donne une résuttante nulle.

Si la voite était ouverte, c’est-d-dire terminée par un céne A| B,
supportant un belvédére, le méme raisonnement subsisterait a la
clef de ce dernier. Ainsi, il n'y a pas de poussée A la pointe de la
volte en onglet que nous considérons.

Cela posé, portons ( fig. c), a partir d’un point a, les poids 1, 2,
3, ..., 11 des voussoirs successifs depuis le sommet avec leurs
surcharges.

Considérons d’abord les trois premiers, c’est-a-dire ceux placés
au-dessus du joint neutre pq.

La pression exercée sur un joint quelconque 3, de cette portion
de vofite se compose :

1° Du poids de la partie de vodte située au-dessus de ce joint;

2° Des forces horizontales ¢’ d§ résultant des pressions qui
s'exercent sur ses deux tétes. Ce sont elles qui maintiennent 1'¢-
quilibre, malgré U’absence d’une poussée proprement dite au
sommet.

Tragons & l'intéricur de la voite, entre les joints A,B, et pq,
une courbe entiérement arbitraire $,c,. .

On pourra statiquement la prendre comme courbe des pressions,
¢'est-a-dire comme courbe enveloppe des pressions exercées sur
les joints. En effet, par le point @ (fig. ¢), menons une horizon-
tale indéfinie aO; par le point 1.2, menons une paralléle a la
tangente en 3, (fig.C) 4 la courbe tracée Byc, jusqu'a sa rencontre
en 1’ avee I'horizontale @ O. La partie de voiite comprise entre A, B,
et le joint 3, sera en équilibre sous I'action de son poids représenté
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(fig- c) par 1 et d’une pression horizontale a1’ représentant la
résultante des forces g’ d comprises entre Ay B, et §,.

De méme si, parles points 2.3, 3.4 du polygone des forces, on
méne respectivement des paralléles aux tangentes a la courbe B, o,
en B,, B3, oo, on obtient des pressions sur ces joints statiquement
admissibles et, en outre, les valeurs correspondantes des résul-
tantes des forces ¢’ db qui sont a2/, a3, aO.

Passons a présent a la partie pgA, B, de la voate.

Dans cette partie, les forces ¢’ df n’existent plus, parce que,
dans cette partie, ces forces seraient, par hypothése, des tensions
et la volte n’en peut pas supporter ; donc la pression sur un joint
quelconque tel que ; se compose : 1° de celle exercée sur pgq;
2° du poids de la portion de voite comprise entre pg et le joint §,.

La premiére de ces forces est représentée sur le polygone des
forces par O, paralléle 4 la tangente en o, (fig. C); la seconde
par ok (poids des voussoirs compris entre o, et le joint §; que I'on
considére).

Donc la pression sur ce joint est représentée par le rayon vec-
teur O issu du point fize O. Donc le polygone de ces pressions
fait partie d’un des polygones funiculaires des charges repré-
sentées sur le polygone des forces ab et ayant O pour péle et, si
’on supposait des joints continus, ce serait une partie de la courbe
funiculaire de ces charges continues relative au péle O.

Supposons que la courbe o4 3, tracée en trait plein (fig. C) re-
présente cette courbe funiculaire. Elle est nécessairement tan-
gente en o, a la courbe o, adoptée comme courbe des pressions
dans la partie supérieure; car, si l'on regarde le joint pg comme
appartenant  la partie A,Bopg de la voite, la pression qu'il sup-
porte est, par hypothése, tangente & la courbe fyq,; si on le re-
garde comme appartenant & la partie inférieure, sa pression,
d’apres les propriétés des polygones des pressions ou courbes
funiculaires, est tangente & la courbe des pressions o, f8,. Donc
cette derniére courbe est tangente a la premiére en o,.

On peut, d’aprés cela, voir quel est le degré d'indétermination
des pressions qui s’exercent sur une coupole quand on se borne i
invoquer les conditions d’équilibre fournies par la Statique. Elle
est bien plus grande que pour les votites ordinaires.

Dans ces derniéres, en effet, on sait que le polygone des pres-
sions est un des polygones funiculaires des charges données, ce
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qui ne laisse, dans le cas de charges symétriques, que deux quan-
tités arbitraires. _

Ici 'on a une premiére inconnue, & savoir la position du joint
pq répondant au point neutre. Ce point, en cffet, est déterminé
dans une surface flexible (§ 547) et aussi (§ 851) dans une cou-
pole métallique simplement appuyée; mais ici les joints ne résis-
tant plus & des tensions, le mode de répartition des forces élas-
tiques se trouve complétement modifié et ce joint n’est pas connu
a priori.

Une fois qu’on I'a trouvé, la courbe 3,7, est elle-méme entiére-
ment arbitraire.

Cette courbe et le joint pg admis, la courbe funiculaire o,8,
s’ensuit par la triple condition d’étre tangente en un point donné g,
a une courbe donnée 3ya, et d’avoir son péle O sur une droite
donnée aO.

§ 371,

APPLICATION DU PRINCIPE DE L'EQUILIBRE LIMITE. — Mais, comme
pour les vottes en berceau, il nous suffit de déterminer les pres-
sions qui répondent a I'état d'équilibre-limite (ou, dans certains
cas, aux étals en nombre fini d’équilibre-limite). D’aprés leur
forme habituclle, les coupoles tendent & s’ouvrir & I'intrados dans
leur partie supérieure, a I'extrados vers les reins et de nouveau
i Pintrados vers les naissances.

Si un joint est sur le point de s’ouvrir 4 I'intrados, nous savons
que son centre de pression est en son tiers extérieur; s'il est sur
le point de s’ouvrir & I'extrados, son centre de pression est au tiers
intérieur.

Dans les voites en berceau, trois joints seulement peuvent étre
simultanément sur le point de s’ouvrir, puisque trois conditions
définissent la courbe des pressions. Ici, toute une partie de cette
courbe vers le sommet étant arbitraire, une infinité de joints
(lous ceux supérieurs & pg) peuvent étre sur le point de s'ouvrir
en méme temps. Donc, dans cette partie de la voite, la courbe
des pressions By¢, répondant & I’équilibre-limite n’est autre que
celle qui passe par les tiers extérieurs des joints, et alors la courbe
funiculaire &, 3, doit :

1° Etre tangente 4 3,5, en un point indéterminé o, ;
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2° Passer, en général, au tiers extérieur 3, du joint de nais-
sance, ou étre tangente en un point indéterminé a la courbe 24 a,,
lieu des tiers intérieurs des joints;

3" Avoir son pdle O sur I'horizontale a0 menée par 'origine «
du polygone des forces.

Ces trois conditions la déterminent complétement.

En général, aucune des courbes funiculaires tangentes a 3,3,
ne vient toucher a,a,, et la courbe des pressions limites, d’abord
tangente & 3, 3,, se rapproche de a,a, pour s’en éloigner de nou-
veau et revenir au point 3,, ce qui détermine a la fois cette courbe
et le point o, ou le joint pgq.

§572.

MARCHE A SUIVRE DANS LA PBATIQUE — 1° Divisez (fig. C,
Pl. XL1Il) la section méridienne A,ByA,B, en un certain
nombre de voussoirs réels ou fictifs par les joints g, By, B2, Bs, - - -,
B0y ArBg, normaux a I'intrados.

2° Déterminez les poids de ces voussoirs.

D’aprés le théoréme de Guldin, le poids d’un voussoir aba' '
est, en appelant II le poids spécifique de la magonnerie et £ la
distance a I'axe Oy du centre de gravité du trapéze aba'¥b/,

I < aire aba'd’ < ¢ db,

et, comme on supprime le facteur d9 commun & toutes les forces,
sauf a le rétablir 12 ol il y a lieu dans le résultat final, c’est

IT > aire aba'd’ x k.

3° Déterminez de méme les poids des surcharges, s’il y en a, et
notamment le poids de la surcharge qui péserait sur le joint su-
périeur A| B} si ce joint n’était pas sur I'axe et s'il supportait une
construction.

4° Portez ces forces a une échelle convenue sur un polygone
des forces ab (fig. d). Soient 1, 2, 3, ... ces forces qui pourraient
ne pas étre verticales.
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5 Tracez sur la fig. C les courbes 8, B3, et 2,a,, lieux des tiers
extérieurs et intérieurs des joints.

6° Tracez sur cette méme figure les lignes d’action des charges.
Elles ne passent pas par les centres de gravité des aires des vous-
soirs. Elles sont un peu plus éloignées de I'axe. Il suffit, en gé-
néral, de les faire passer par ces centres de gravité, leur détermi-
nation exacte étant assez laborieuse (').

7° Prenez sur I'horizontale du point a un pdle arbitraire O, et
tracez le polygone funiculaire relatif & ce point en partant du
point B,. Soit 3,5, ce polygone que, sur la figure, on a remplacé
par une courbe. .

8" Cherchez sur cette courbe un point ¢, tel qu’en menant la
verticale £,y jusqu’a sa rencontre en o, avec la courbe B, B, les
tangentes aux deux courbes en ¢, et 5, se coupent sur 1’horizon-

tale O f,.

Pour résoudre ce probléme, on peut employer la méthode sui-
vante, due & Eddy.

Par les points ou les lignes d’action 1, 2, 3, ... des forces
coupent la ligne 3, 3,, menez des horizontales que vous prolongez
jusqu'd une droite arbitraire. Ici I'on a pris la droite O, b( fig. d ..

Par les points d’intersection, menez des verticales.

Par les sommets du polygone funiculaire, menez des horizon-
tales jusqu’a leurs rencontres avec les verticales correspondantes
(ui viennent d’étre tracées.

Le lieu des points d’intersection ainsi obtenus forme une courbe
passant par le point (3, ou 'horizontale de 3, coupe O, b.

Parle point ), menez une tangente  cette courbe. Soit ¢ le
point de contact. La verticale du point ¢, coupe la droite Oy en
s, et I'horizontale O B,z en un point §,.

(') Soient r le rayon de giration de I'airc aba'd’ définissant un voussoir, par
rapport & Paxe vertical passant par le centre de gravité de cctte aire; £ la dis-
tance de ce point & I'axe Oy ;&' la distance, & ce m¢me axe, du centre de gravité
evact du voussoir.

Oun peut démontrer que

Le ry t r tré o’
«¢ rappor E—_ est tres pelit.
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Si 'on amplifie les ordonnées du polygone 3,5, dans le rapport

£oap
bl
Eot

on aura le polygone funiculaire cherché.

Les points ¢, et &, sont respectivement sur les horizontales ¢,
et o).

Pour avoir un sommet quelconque 5 du nouveau polygone, il suffit
de prolonger I'horizontale du sommet correspondant 3, du polygone
Bnso jusqu’a sa rencontre avec la droite §, £, en 5, ; de mener par
ce point une verticale jusqu’a sa rencontre en 3, avec bO,, de
mener enfin 'horizontale de 5; jusqu'a son intersection avec la
verticale 5,. .

On peut aussi, si on le préfére, chercher la distance polaire de
ce nouveau polygone. 4

11 suffit, pour cela, de réduire la distance polaire O,a (fig. d)

dans le rapport
oty .
A

A cet effet, on porte (fig. C) sur la verticale de O une longueur
0O, égale a la distance polaire @O,; par le point O, on mé¢-
nera une horizontale jusqu'a sa rencontre en K avec $O,. On
méne la verticale de ce point qui coupe la tangente bt en K’ et
I'horizontale O, en K”. La nouvelle distance polaire est K'K”. Le
pole du polygone des pressions limites, c’est-a-dire du polygone
funiculaire des charges données passant par 3, et tangent a 3,3,
est le point O (fig. ¢), tel que Oa =K'K".

9° Pour que la voiite soit stable, il faut que la partie B,¢, de ce
polygone ne sorte pas du tiers moyen de la voite, ne coupe aucun
joint sous un angle moindre que le complément de 'angle du
frottement de la pierre sur elle-méme.

10° Les pressions exercées sur les joints inférieurs a celui o,
sont données par les rayons polaires issus de O.

11° Celles exercées sur les joints supérieurs a celui &, sont
données par les portions des paralléles aux tangentes a §,5, com-
prises dans I'angle droit O ab, menées par les points de division
des forces et aboutissant aux points ', 2/, 3', .. .. _

Iv. 4
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On peut donc chercher les composantes normales de ces diverses
pressions et vérifier (§ 552) si la pression maxima par unité de
surface, qu’on veut faire supporter a la pierre, n’est nulle part dé-
passée.

12° Cette derniére opération donne aussi les pressions ¢
exercées sur les faces méridiennes au-dessus du point ¢,. (Au-
dessous de ce point ces faces ne supportent pas de pressions.)
Les points d’application des forces ¢’ étant aux tiers extérieurs des
faces sur lesquelles elles agissent, la pression maxima qu’elles
font naitre (§ 552) par unité de surface est double de la pression
moyenne. Ainsi, si g, est la pression obtenue sur la face mé-
ridienne du voussoir aba'l', il faut que

92 <!
aba'b ~ 2 P"

Po étant la pression par unité de surface qu'on ne veut pas dé-
passer.

Si ces conditions ne sont pas remplies, il faut renforcer la vodte
ou la soulager par des évidements.

§ 573.

CULEES EN TOUR RONDE. — Une coupole métallique demeure en
équilibre quand elle est simplement posée sur un plan horizontal,
parce qu’elle résiste par elle-méme aux tensions que subissent
ses paralleles inférieurs.

Une coupole en magonnerie n’étant pas dans le méme cas, elle
doit étre posée sur une culée en tour ronde pouvant supporter la
pression représentée par Ob (fig. ¢) qui se produit aux nais-
sances.

Les paralléles de la tour ronde tendent eux-mémes a s’ouvrir
puisqu’on ne tlient pas compte de ’adhérence dans les sections
méridiennes de cette tour.

On opérera sur le secteur d’angle df qui forme culée de la
portion de voiite considérée, comme sur la partie inférieure de
cctle volite el comme sur les culées des voltes ordinaires, c’est-
a-dire qu’on prolongera la courbe funiculaire &, 8, ou le polygone




COUPOLES EN MACONNERIE. 51

qui en tient lieu, a I'intérieur de la culée, et I'on vérifiera si elle ne
sort nulle part du tiers moyen des sections horizontales qu’on peut

y faire.
§ 574.

REMARQUE SUR LES TOURS RONDES COMPRIMEES SYMETRIQUEMENT. —
Si une tour ronde en magonnerie est comprimée symétrique-
ment (comme cela a lieu, par exemple, pour les cuves de gazo-
métres) et si sa courbure est prononcée, on peut lui donner une
épaisseur moindre qu’a un mur de souténement. Soit (fig. 14)
aba'd’ la section horizontale d’un secteur d'angle infiniment

petit db.
Fig. 14.

Divisons-le en assises horizontales. Soient P, df le poids verti-
cal que porte une assise aba'd’ et P di la résultante des pressions
horizontales agissant au-dessus d’elle.

S’il s’agissait d’un simple mur, il faudrait que la résultante des
forces P, el P coupit l'assise dans son noyau central, soit sensi-
blement dans le tiers moyen de sa ligne médiane.

Mais ici les méridiens aa’ et bb’' donnent lieu a deux pressions
égales ¢ fournissant une résultante g di opposée a la pression
P db.

Donc il suffit ici que la résultante du poids P, et de la force
P — g passe au tiers moyen de la ligne médiane du trapéze aba'b’.

D’aprés cela, pour vérifier la stabilité, on peut procéder ainsi :

1° Divisez le prisme projeté en aa’'bb’ en un certain nombre
d’assises.
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2° Sans vous occuper de la pression horizontale donnée P df,
cherchez, ce qui est facile graphiquement, la pression horizontale
P'df qu'il faudrait appliquer sur la surface projetée en ab pour
que, dans chaque assise, la résultante du poids total qui la sur-
monte et de la pression P'df passe exactemenl au tiers intérieur de
la ligne cc’.

Cela fait,

3° Si P < P, la stabilité est assurée, puisqu’elle le serait méme
si la contre-pression g di n’existait pas, c’est-a-dire si le pilier
aa bl existait seul.

Si P>>P, l'équilibre-limite n’est assuré que si cette contre-
pression ¢ atteint partout la valeur

g=P—P.
Cela exige, si 4 est la hauteur des assises, bb' = e I'épaisseur de

la tour au droit de cette assise, que, comme a la fin du paragraphe
précédent, on ait partout

9 1!
) F=<e—al
ou
P—P 1
T=r <!
h=<e - al"

La ot cette condition ne sera pas satisfaite, on devra augmenter
I'épaisseur e de la magonnerie de fagon a y satisfaire.
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DEUXIEME SECTION.

POUSSEE DES TERRES ET DES FLUIDES. MURS DE SOUTENEMENT.

CHAPITRE III.

POUSSEE DES TERRES.

§ BTS.

PRINCIPES GENERAUX. — Nous considérerons un massif de terve li-
mité par une surface cylindrique ou prismatique a arétes horizon-
tales soumis & I'action de son propre poids et de pressions con-
stantes le long de chaque aréte, constantes ou variables d’une aréte
a I'autre du cylindre terminal.

Les pressions intérieures sont, par suite, aussi les mémes tout
le long d’une paralléle aux arétes de ce cylindre, de sorte qu'il
suffit de considérer une portion du massif comprise entre deux
sections droites, écartées I'une de 'autre d’une longueur égale a
I'unité.

On admet, avec Coulomb, que si » et ¢ sont respectivement les
composantes normale et tangentielle de la pression rapportée a
I'unité de surface qui s’exerce sur un élément superficiel placé a
P'intérieur du massif, pour que celui-ci soit en équilibre, il faut
et il suffit qu’on ait

(1) tsfrn+y,

S et y étant deux coefficients dépendant de la nature des terres; le
premier se nomme, comme pour les solides en coptact, le coeffi-
cient de frottement de la terre considérée, le second représente

la cohésion de cette terre.
Si l'on considére a 'intérieur du massif une aire plane finie de
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grandeur S et qu'on nomme dS un élément de cette aire, on tire
de (1), en multipliant par dS et intégrant dans l'étendue de
'aire S,

StdsSZffndS -—-yS.

Or, en appelant 9% et G les composantes normale et tangentielle
de la pression totale exercée sur l'aire S, quelles que soient les
directions des forces ¢ dS, leur résultante & est moindre que leur
somme arithmétique ou, au plus, égale & cette somme, c’est-
a-dire que

E<fedsS.
Par suite
GSfI + 7S,
ou
& by o8
(2) sfs+1

qui généralise l'inégalité (1) et montre que, dans un massif en équi-
libre, I'action tangentielle moyenne par unité de surface exercée
sur une aire plane de grandeur quelconque doit étre moindre ou
au plus égale au produit du coefficient de frottement par I'action
normale moyenne par unité de surface exercée sur cette aire, plus
la cohésion.

Si, pour un élément plan, on a

(3 t=/fn+y,

les deux parties du massif situées de part et d’autre de cet élément
sont sur le point de glisser.

Sil'on peut faire, dans le massif, une section plane ou courbe ab
(fig. 1, Pl. XLII) le divisant en deux parties (A) et (B) telles
que, pour chacun des éléments qui la composent, 1'égalité (3) soit
satisfaite, cette section prend le nom de surface de glissement.

Si PQ est la section droite du massif et ab celle d'un cylindre
de méme longueur que le massif, la courbe ab se nomme une
ligne de glissement.

Tutorkme 1. — Pour qu’une ligne droite soit ligne de glis-
sement, il faut et il suffit que, pour cette ligne, U'inégalité (2)
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se change en égalité, c'est-a-dire que
& I

La condition est nécessaire; car, si pour chaque élément de la
surface on a

(5) t:fn.—f—y,

en multipliant par I’élément de surface dS et intégrant, on obtient
I'équation (4).

Réciproquement, celle-ci ne peut avoir lieu que si celle (3) est
satisfaite pour tous les éléments de la droite considérée; car, si

pour un seul on avait
t< frn+v,

comme pour tous les autres, ¢ est aussi plus petit ou au plus égal
a fn + v, en multipliant toutes ces inégalités ou égalités par dS
ainsi que I'inégalité ci-dessus et faisant la somme des deux mem-
bres, on aurait nécessairement

B fI6+4S
ou

& JIG

5 <f 5T

et I'on ne pourrait pas avoir I'égalité (4).

§ 876.

EQUILIBRE-LIMITE. — Si, par chaque point de la section droite
d’un massif, il passe une lignede glissement ab ( fig. 1, Pl. XLII),
de sorte qu'il existe une série de courbes ab, a, b, a; b, remplis-
sant tout le massif et telles que celui-ci soil sur le point de glisser
le long de chacune de ces courbes, le massif est en equilibre-
limite.

Dans ce qui suit, nous ferons abstraction de la cohésion, ce qui
est défavorable A la consistance du massif, et par suite, si nous
trouvons qu'un massif, abstraction faite de la cohésion, est en
équilibre, il sera, & plus forte raison, en équilibre si elle inter-
vient.
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La cohésion est trés variable, pour une nature donnée de terre,
avec les circonstances atmosphériques, avec la comnsistance qu’on
lui a donnée artificiellement par le damage, consistance que le
temps peut modifier; c’est pourquoi il est prudent d’en faire abs-
traction.

Les résultats obtenus sont aussi beaucoup plus simples et d’une
application plus facile.

Faisant donc y= o, I’équilibre des terres exigera que, pour
chaque élément superficiel, on ait

(6) t<fn
ou, pour chaque aire plane finie,
6") G20,

et G étant les composantes tangentielle et normale de la pression
totale exercée sur I'aire considérée.

Cette seconde inégalité, d’aprés ce qui vient d’étre établi, com-
prend la premiére comme cas particulier.

Si I'on pose

S = tangy,

¢ prend, comme pour les solides, le nom d’angle du frottemeni.
et les inégalités (6) et (6') signifient ceci :

Trtorime II. — Pour qu’un massif de terre sans cohésion
soiten équilibre, il faut et il suffit que la pression totale que
subit un élément plan quelconque pris dans son intérieur fasse
avec la normale & cet élément un angle moindre ou au plus
égal a langle du frottement.

En chaque point d’une surface de glissement, la pression
Sfait avec la normale & la surface un angle égal a l'angle du
Jrottement.

Enfin, le théoréme I, pour les terres sans cohésion, est remplacé
par celui-ci :

Tutorime 1lI. — Pour qu'une ligne droite soit ligne de
glissement, il faut et il suffit que la résultante des pressions
qu’elle subit fasse avec sa normale un angle égal a l'angle de
JSrottement.
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§ BT7.

TALUS NATUREL. — Tutorime IV. — Pour qu’un massif de terre
sans cohésion soit en équilibre, il est nécessaire qu’une corde
quelconque du périmétre de sa section droite et, par suite,
aussi une tangente quelconque a ce périmétre fassent avec
I’horizontale un angle moindre ou au plus égal a U'angle du
Jfrottement.

En effet, soient ( fig. 2, Pl. XLII) ACB la section droite d’un
massif et @b une corde quelconque de cette section.
La portion aCd du massif est en équilibre sous l'action :

1° De son poids;
2° De la résultante des pressions exercées sur ab par la terre
placée au-dessous de cette ligne.

Donc, ces deux forces sont égales et opposées; et, comme la
premiére est verticale, il en est de méme de la seconde.

Donc, I'angle que la normale a ab fait avec la verticale est
moindre ou au plus égal 4 'angle du frottement ou; ce qui revient
au méme, l'inclinaison de ab sur 'horizontale est moindre que cet
angle ou lui est, au plus, égale.

Ce qui est vrai pour une corde ab quelconque est vrai pour une
tangente a' b’ considérée comme limite des positions de la corde ab
se déplagant parallélement a elle-méme jusqu'a ce que ses deux
extrémités coincident.

CoroLLAiRe. — 8¢ un massif est terminé par une face plane
ou, comme on dit, par un talus plan, ’inclinaison de ce talus
est nécessairement moindre ou au plus égale a l'angle de frot-
tement.

Si le massif est en équilibre-limite dans le voisinage d'un talus,
celui-ci ne peut étre qu'un plan incliné sur I'horizon d’un angle
égal a 'angle du frottement.

L'expérience confirme ce résultat; elle montre qu’en effet des
terres fraichement remuées, de faible cohésion, se mettent cn
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équilibre sous un talus ayant celte inclinaison. C’est pourquoi il
prend le nom de talus naturel des terres.

Cette propriété permet de trouver expérimentalement I'angle du
frottement d’une terre de nature donnée, pourvu qu’elle soit sans
cohésion.

§ 378.

OBJET DU PROBLEME DE LA POUSSEE DES TERRES. — D’aprés cela, si
un massif est limité par un talus plus raide que le talus naturel, il
faut le soutenir le long de ce talus.

Le mur contre lequel il est appuyé se nomme un mur de souté-
nement.

La résultante des pressions exercées contre une portion quel-
conque du mur se nomme la poussée des terres contre cette por-
tion du mur.

Le probléme que nous nous proposons de résoudre a pour
objet :

1° La détermination de la poussée en grandeur, direction et sens
contre une portion quelconque d’an mur;

2° La détermination des dimensions & donner au mur pour qu'il
puisse supporter cette poussée.

§ 579.

INDETERMINATION DU PROBLEME. — Soit (fig. A, Pl. XLII) ABla
face postérieure d’'un mur ABCD soutenant un massif limité par le
périmétre AE,F,H,K, dont les talus sont moins inclinés que le
talus naturel.

Soit Ab une portion quelconque du mur; il s’agit de déterminer
la poussée exercée sur A b.

A cet effet, par le point b, faisons dans le massif une section X
faisant avec la verticale b3 un angle arbitrairement choist i.

Le prisme bAE F HoX est en équilibre sous I'action :

1° De son poids qui est connu ct que nous appelons Q;
2° Dela réaction de la face Ab du mur. Soit R, cette force égale
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et contraire a la poussée que nous cherchons et soit ¢, son incli-
naison sur la normale 4 A b;
3° De la résultante des pressions que les terres inférieures

exercent sur celles qui sont au-dessus d’elles le long de la sec-
tion b X.

Soit R cette force et ¢ son inclinaison sur la normale a 6X.

Ces trois forces doivent donc concourir en un méme point et
leur polygone des forces qui est un triangle doit se fermer.

Supposons, pour un instant, connus les angles ¢, et ¢, c’est-
a-dire les directions des forces R et R,. Alors il est ais¢ de trouver
leurs grandeurs, et, en particulier, la grandeur de Ry, que nous
cherchons.

Il suffit (fig. @) de construire, & une échelle quelconque, la
force connue Q et de mener par ses extrémilés les paralleles 2 R
et R,; les deux cétés du triangle ainsi obtenu fournissent les gran-
deurs de ces forces, et I'on a dans le triangle des forces

) R, _ sin(R.Q)
/ Q ~ sin(R.Ry)

Q est une fonction de I'angle i qu'on peut trouver dés que la
ligne terminale du massif est définie; les angles qui entrent dans
le second membre se déduiront eux-mémes facilement des angles
i, ¥, ¢, et de I'inclinaison donnée du mur AB sur la verticale.

Donc, on tire de la derniére équation

‘8) R0=F(i9 "{’1 ‘l‘o)y

F étant une fonction connue.

La poussée R, et I'angle ¢, sont évidemment indépendants de
I’angle de la section X, c’est-d-dire de I'angle /; mais ¢ est une
certaine fonction de cet angle, soit

(9) Y= f(i).

Si l'on connaissait la fonction f(7), en la portant & la place
de ¢ dans l'expression de R,, I'angle ¢ disparaitrait du second
membre, puisque, le premier membre étant indépendant de ¢, il en
est de méme du second.
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On a donc identiquement, quel que soil ¢,

oF _OF 9§ _

: P
ou

oOF oF .,

(10) o—i—’.—;;f(z)_o

Puisque I’équation (8) fournit R,, quelle que soit la section bX.
adoptons en particulier, parmi les sections issues du point b,
celle 56X, pour laquelle I'angle ¢ atteint son maximum.

Soit ¢, cette valeur maxima de ¢ et i, = 36X, la valeur cor-
respondante de &.

On aura
q’l: f(il)y
et de plus, puisque ¢ est maximum pour {=1,,
JS'(i) =o.

En adoptant ces valeurs de ¢ et ¢, les équations (8) et (10) de-
viennent
Ro= F (i1, 1y $o)s
oF
=

En éliminant ¢, entre ces deux équations, on aura R, en fonction
des deux constantes ¢, et ¢,.

Mais le résultat de I'élimination est le méme si, au lieu de la
lettre 7;, nous remettons la lettre ¢, de sorte qu’en écrivant les
deux équations
\' Ro = F (3, $1, do),
< dF

(1)
| 2 =2

R, s’obtient en éliminant 7 entre elles.

L’équation (8) exprimant qu’il y a équilibre entre les forces R,,
Q, R, la premiére des équations (11) exprime qu'il y a équilibre
entre les forces Ry, Q et une force fictive R, qui ferait avec la
normale & bX I'angle constant (quel que soit 5X) ¢,.

La seconde des équations (11) exprime que R, est la valeur
maxima que peut acquérir la fonction F de la seule variable ¢.
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Ainsi ;

Tutorime. — Pour obtenir rigoureusement la grandeur de la
poussée Ry sur une portion quelconque A b d’un mur de souté-
nement plan, connaissant Uinclinaison ¢, de cette force sur la
normale au mur, faites par le pied b une section bX d’incli-
naison arbitraire i, supposez suivant bX non pas la réaction
vraie qui s’y produit, mais une réaction fictive R,, formant
avec la normale a cette section l’angle constant &, égal a la
plus grande inclinaison qui puisse acquérir la réactian vraie R
lorsqu’on fait varier la section.

Cherches la poussée fictive que produirait sur le mur la
Sforce R,.

Le maximum que peut atteindre cette poussée fictive lorsque
Uangle i varie est la poussée vraie.

§ 580.

APPLICATION DU PRINCIPE DE L'EQUILIBRE-LIMITE. — La poussée se
trouvera ainsi exprimée a 'aide des deux angles inconnus ¢, et ¢;.

Il est impossible a priori de déterminer ces angles, de sorte que
la poussée vraie ne peut pas étre obtenue. Mais nous pouvons
poser en ce qui touche les murs de souténement un principe ana-
logue a celui que nous avons déja utilisé dans la théorie des
voutes. Il consiste en ceci :

Pour qu’un mur de souténement soit stable, il suffit qu’il
puisse résister a la poussée qu’il subit & U'instant oi son équi-
libre et celui des terres qu’il supporte sont sur le point d’étre
rompus, c’est-a-dire a Uinstant oit le systéme tout entier formé
par le mur et les terres est en équilibre-limite.

En effet, supposons qu’un mur de souténement soit construit et
gu’on I'abandonne a lui-méme. S'il ne reste pas en équilibre,
avant de tomber, le syst¢me tout entier passera par I'état d’équi-
libre-limite dont il vient d’étre parlé.

Comme le mur atteindra cet état sans vitesse sensible, il ne le

dépassera pas si, comme nous I'admettons, il peut résister aux
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efforts qu’il supporte a ce moment-la. Cela résulte du sens méme
du mot équilibre (§ 1).

Au lieu de chercher la poussée vraie, nous nous bornerons donc
a chercher la poussée produitelors de I'équilibre-limite, et il suffira
de donner au mur les dimensions nécessaires pour qu'il puisse
supporter cette poussée.

Or, dans I'état d’équilibre-limite, les terres sont sur le point de
glisser le long du mur. De 14, résulte la connaissance de 1'angle ¢,.

Soit, en eflet, ¢’ 'angle du frottement des terres contre la ma-
connerie. Il y a deux cas a considérer :

1° Si ¢'< ¢, 4 l'instant ou le glissement de la terre contre la
magonnerie est sur le point de se produire, on aura

Yo==¢".

2° Si ¢’ > ¢, ce qui alieu généralement a cause des rugosités
de la partie postérieure de la maconnerie, on ne peut pas avoir
$o=¢"

Car, si'on fait dans les terres une section parallele 8 A b et infi-
niment voisine de cette ligne comme celle indiquée en pointillé,
le long de cette section qui est & I'intérieur du massif, la réaction
ne peut pas faire avec la normale a la section un angle supériear
a 9. Donc, si le long de Ab I'angle analogue était ¢, la réaction
qui se produit changerait brusquement de direction en passant
de Ab 3 une surface infiniment voisine, ce qui est impossible.
Donc, dans ce cas, on aura le long de AB non pas ¢, = ¢, mais
$o= ¢. Cela signifie qu’il n’y aura pas, comme dans le cas précé-
dent, glissement direct des terres contre la magonnerie. Une
couche infiniment mince de terre restera adhérente a la magon-
nerie ctle glissement aura lieu le long de la face intérieure de cette
couche de terre, c’est-a-dire le long de la ligne pointillée, de sorte
qu’il y aura, en réalité, glissement de terre sur terre.

Ainsi, en résumé, si I'on appelle ¢, le plus petit des deux
angles ¢ et ¢/, on aura toujours

‘Po = Qo

ct, dans la pratique, sauf dans le cas rare de murs a faces posté-
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rieures trés lisses, on aura
Po= ¢-

A présent, la portion considérée Ab du mur étant censée sur le
point de se mouvoir, les terres tendront & suivre le mouvement.
Une partie du massif tendra a se détacher du reste.

Coulomb admet, et cela est assez bien confirmé par 'expérience,
que la surface de glissement est plane.

Elle est donc définie par I'une des lignes bX issues de b. La va-
leur maxima ¢, que peut acquérir ¢ a donc lieu suivant cette ligne
et est égale a 'angle du frotitement. Ainsi

b= 9.

De la et du théoréme du paragraphe précédent résulte le suivant,
dont la seconde partie est due 4 Coulomb :

TatoriMmE. —- 1° La poussée R, sur une portion quelconque
A b d’un mur de souténement fait avec la normale & ce mur
un angle 9, égal au plus petit des deux angles ¢ et ¢' du frot-
tement de terre sur terre et de terre sur magonnerie.

2° Pour Uobtenir en grandeur, cherchez, parmi tous les
plans bX issus du point b et considérés comme des surfaces
de glissement, celut bX, qui fournit, sur le mur, la poussée
mazxima.

Ce sera la grandeur de R,.

§ 381.

METHODE GEOMETRIQUE DE PONCELET. — Pour appliquer ce théoréme,
on devra (fig. B, Pl. XLII) :

1 Supposer, appliquée en un point de Ab qui sera déterminé
plus loin, la force inconnue R, faisant avec la normale a Ab
P'angle ¢,;

2° Faire une section quelconque bX et y supposer appliquée
une force R, faisant avec la normale 4 b X I'angle ¢;

3° Déterminer R, par la condition que ces deux forces fassent
¢équilibre au poids Q du prisme de terre détaché par le plan bX;
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4° Chercher la direction de bX pour laquelle R, devient
maximum;

5° Déterminer la grandeur de ce maximum. Ce sera la valeur
cherchée de R,.

Pour obtenir ces résultats, nous emploierons la méthode gra-
phique si simple et si élégante due A Poncelet.
Soient toujours (fig. B) AB la face postérieure du mur, et

AE,FoHoK,

le profil supérieur des terres.

Admettons, sauf vérification, que le plan de rupture 6X,, ré-
pondant 4 une portion quelconque DA du mur, rencontre ce
profil suivant le talus E, F,.

Tutorime. — 1° Par le point b menes une droite bO faisant
avec la face postérieure bA du mur un angle ¢ + ¢, (ce sera
généralement 29) et prolongesz cette ligne jusqu’a sa rencontre
en O avec celle des lignes du talus qu’on a supposée étre ren-
contrée par la ligne de rupture inconnue bX,, c'est-a-dire ici
avec la direction F E,.

2° Par le point A, menes AA' paralléle a bE, jusqu'a sa
rencontre en A’ avec ce méme talus, de sorte que, quel que soit
le point X, le triangle bA'X, sera équivalent au quadrilatére
bAEX,.

3° Par le point A' menez A'T parallele au talus naturel
des terres, c’'est-a-dire formant avec ’horizontale ’angle 4,
Jusqu’a sa rencontre en T avec bO.

4° Décrives une demi-circonférence sur b'T comme diamétre
et, par le point O, menes la tangente Ot a cette demi-circonfe-
rence.

5° Par un arc de cercle décrit du point O comme centre,
rabattes le point de contact t en z, sur la ligne bO.

Alors :

a. La poussée cherchée Ry sur la portion Ab du mur est
donnée par Uexpression

(12) R, = gb_.’;‘:XSinA'TO,
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Il étant le poids spécifique des terres et bz, étant mesuré sur I'é-

pure & I'échelle des longueurs, c’est-a-dire & I’échelle du dessin
du mur.

b. Pour avoir la direction bX, du plan de rupture, menez
£y X, parallele au talus naturel des terres. Le point ou cette
ligne rencontre E F, est le point cherché X,.

Remarque I. — Cette régle suppose, comme il a été dit, que le
point X, est sur la ligne E,F,. Si X, rencontrait un autre talus,
par exemple HyK,, il faudrait recommencer la construction en
prenant les points O et A’ sur le prolongement de K,H,, ce der-
nier étant choisi de fagon que le triangle bA'H, fat équivalent a
I'aire bBAE F,H, 6. (Le point A’ se déterminerait alors suivant le
procédé du § 13.)

Remargque 11. — Sil'on ne veut pas mesurer, sur I'épure, 'angle
OTA’ qui entre dans la formule (12), il est aisé d’en avoir I'ex-
pression en fonction des données du probléme.

Soit ¢ I'angle du mur bA avec la verticale b3; menons 6T, pa-
rallele au talus naturel, c’est-a-dire & A'T faisant, par suite,

D ko .
I"angle o — ¢ avec la verticale. On a

OTA':ObToz?—L%%—s-i—rf—?:

g

Donc la formule (12) devient
n—:
Ry = 7 bz cos{ 9o+ ¢ ).

Si la face postérieure bA du mur, au lieu d'avoir un frui,
¢’est-a-dire au lieu d’étre inclinée vers les magonneries, était in-
clinée vers les terres, il faudrait remplacer ¢ par — ¢. Ainsi, on a

. n-—:
(12 bis) Ro= ;bxl cos(pote),

en prenant le signe supérieur ou le signe inférieur suivant que,
comme sur la figure, b A a un fruit ou qu’au contraire il est incliné
vers les terres.

Pour démontrer les propositions qui précédent, soient bX un
v, 5
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plan quelconque considéré comme plan de rupture; R, la réaction
faisant l'angle ¢ avec la normale a ce plan; Q le poids du prisme
bAE,X b qui, par construction, est égal 4 celui du prisme trian-
gulaire bA’X; R, la réaction du mur faisant I'angle ¢, avec sa
normale.

Construisons (fig. b) le triangle des trois forces Q, R, R,.

Si, par le point X (fig. B), on meéne une paralléle au talus na-
turel ou @ A'T jusqu'a sa rencontre en z avec 6O, le triangle
Xxzb est semblable & celui de la fig. b. En effet, si I'on fait

. . o) .
tourner le premier de ces triangles d’un angle — — n voit que
erlep ces triangle gle - — ¢, on voit q

le c6té zX devient vertical ou paralléle au coté Q du second, et le
c6té bX devient parallele 4 R,. Donc les deux triangles ayant
deux angles égaux sont semblables; par suite,

Ry b7
T T Xz

ou

D'ailleurs, Q étant le poids du prisme triangulaire bA’'X, sideb
on méne la hauteur 8 du triangle, on aura

I !
= SILA'X.5B

et, par suite,
M.68 A'X < bx

Ro= 2 Xr

Par le point A’, menons une parall¢le & bX jusqu’a sa rencontre
en y avec bO.
Les deux triangles semblables OX b et OA’y donnent

A'X  0X
by 008’
d’on
v _ b)Y Ay
AX..(—)—bO_\,

D’autre part, les triangles semblables OX x et OA’T donnen!
Xz _OX

AT~ 0A
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Par suite,
AI

»

by OA’

z 06 AT

g

et
LOA’
06.A'T

Ro= bz.by.

»ig
Qv
w

Mais 53.0A’ est le double de I'aire du triangle OA’6. Cette

double aire est aussi représentée par

0b.A'TsinA'Tb.

Donc
b8.0A'=0b.A'TsinA'TH
=0b.A'TsinA'TO,
ou
(b)—gl%r = sinATO.
Par suite,
('3) R0= H_w_gbx.by.

11 s’agit de trouver la direction de 6X pour laquelle R, est
maximum, c’est-3-dire qu’il faut chercher le maximum du pro-
duit bz.by ou le maximum de

(0b— 0z)(0b—0y)=06—0b(0z +0y)+ 02.0y.

Le produit Oz.0y est constant, quelle que soit la direc-

tion bX.
En effet, les deux triangles semblables Oz X et OTA’ donnent

OoT
Oz = OXW'

De méme, les triangles semblables Oy A’ et ObX donnent

, 06
d’ot
0.0y = 05.0T.
Le maximum du produit 4z.5y répond donc au minimum de

la somme
Oz + Oy.

Et comme le produit Oz.O y est constant, la somme sera mi-
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nima pour
Oz =0y.
La section X, répondant au maximum de R, est donc celle
pour laquelle les deux points z et y coincident.
Soit z, le point avec lequel ils coincident.
[’avant-dernié¢re équation donne

(4 0z = 06.0T,

ce qui justifie la construction indiquée pour trouver le point z,.
La ligne zX parall¢le au talus naturel devient alors z,X,, ce

qui justifie la construction indiquée pour trouver le point X,.
Enfin 'expression (13) de R, devient, pour bxr = by = bur,.

ce qui achéve d’établir les régles énoncées.

Remarque. — Si, par le point b on méne 4T, paralléle au talus
naturel jusqu’a sa rencontre en T, avec le talus E,Fy, que sur A'T,
comme diamétre on décrive une demi-circonférence qu’on méne
O¢, tangente & cette demi-circonférence et qu’on rabatte cette tan-
gente autour de O jusqu’au talus OA'F,, on retrouve le point X,.

Car, de
Oz = OT.0b,

on déduit facilement, a I'aide des triangles semblables de la figure,

0X;= OA’.OT,= Oz,

§ 582.

EXPRESSION ANALYTIQUE DE LA POUSSEE. — Nous avons vu qu'on
peut encore écrire

T cos (0, s)b—l

“o = Zy.

Or
bry=0b—0xy=0b6 — 0Ob.0OT.

bz, = 0b6(0b + OT.-2/085.0T).
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Soit @ < 9, l'inclinaison du talus OA’F, sur 'horizontale.
Menons 5O’ paralléle 3 OA'F,.

L’angle O'bz est égal a -:—' + .
Par suite

BN
060 =b0A'=> +w—s—p—o.

Soit d’ailleurs
Ab=T.

Dans le triangle 8A’O, on a
0b sinbA'O _ sin(bOA'+ ObA’

T = SinbOA’ — sinbO A’
ou
sin(g—%w——s—?—?o%—?*—%)
0b=" A )
N . (&
sm(; +w—e—9—90)
os(w —¢)
0b=y_ Sos(w=—r¢)

cos(w—e—q—?o).

Dans le triangle bA'T, on a
.. ® A
bT_ﬁﬂuw_””‘+;_?)
T ~ sinOTA' — sin06T  ’
_ yCOS(p—1i)
bT=% €os(po—+ €)

Calculant Ob et 6T par les derniéres équations, on en tire OT
el par suite b_.zi
Il 0’y aurait lieu de recourir au calcul que si le point O était

hors des limites de I'épure.
§ 583.

CAS PARTICULIER D'UN TALUS UNIQUE. POINT D’APPLICATION DE LA POUSSEE.
— Soit (fig. 3, Pl. XLII) BA laface postérieure d’'un mur soute-
nant un massif limité par le talus unique AT,.

Ici le point A’ coincide avec A. Donc, pour avoir la pression
exercée sur une portion Ab du mur, on ménera bO faisant avec
bA Tangle ¢ + 9, (qui sera généralement 2¢), puis AT paralléle
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au talus naturel qui est plus raide que AT,. On décrira la demi-
circonférence TH, on ménera la tangente O¢ qu’on rabattra
en Oz,.

La poussée sera

I sinATO ,—2
= —2— bx1.

(15) R
Soit bz, = z, et soit ', sa projection sur une normale au talus
naturel. On aura

(15 bis) Ro= ga:,.z’,.

On peut mesurer z, et z, et faire le produit des nombres ob-
tenus ou construire ce produit.

Si on fait la construction pour différents points & du mur, on
reconnait sans difficulté que bz, croft proportionnellement 2 la
distance bA : donc, en vertu de (15), la poussée croit proportion-
nellement au carré de bA. Il en résulte que la poussée sur le mur
entier AB est appliquée au tiers de sa hauteur a partir de son pied
ou aux 3 de AB A partir de A et que, généralement, la poussée sur
A b est appliquée aux 3 de A b a partir de A.

§ 584.

CAS PARTICULIER DU TALUS NATUREL ET D'UN MUR VERTICAL. — Sup-
posons (fig. 4, Pl. XLII) que le talus AT, soit le talus naturel
des terres, que le mur AB soit vertical et que son coeflicient de
frottement soit égal ou supérieur a celui des terres. Alors on devra
prendre ¢,= ¢, c'est-a-dire que la poussée R, sera paralléle au
talus AT,.

Si I'on fait la construction générale, on voit que les points T
et z, coincident tous deux avec O. Par suite

Ry= gsinAOb.E’= [;IbO’.cosq; = HTmcosqa,

h = Ab étant la hauteur du mur ou de la portion du mur consi-
déré.

Remarque. — Soit un parallélogramme AbA’)'. On voit que
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les réactions R, sur les faces verticales A b, A’d’ sont égales et de
sens opposés et se lont équilibre.

Donc la réaction suivant b’ fait équilibre au poids du prisme
AbA'l. Elle est donc verticale et appliquée au milieu de b&'.

Le méme raisonnement s’applique au parallélogramme Ab6A" )",

Donc, si I'on considére le parallélogramme A’6’'A” 4", on voil
que la réaction sur 'élément &'d" est verticale et fait équilibre au
poids du prisme A’b' A, et que les réactions sur les faces verti-
cales A’ et A"’ se font elles-mémes équilibre et sont paralléles
au talus AT.

MM. Rankine et Eddy admettent que, dans n’importe quel
massif terminé par un talus AT, d'inclinaison quelconque et sou-
lenu par un mur ayant aussi une inclinaison quelconque, un élé-
meat &'b", paralléle au talus, supporte une réaction verticale ; d’ou
ils concluent que 'action sur une face verticale est toujours paral-
lele au talus.

Il convient de regarder ce principe comme une pure hypo-
thése et elle est contraive au principe de I'équilibre-limite qui,
& notre sens, constitue, dans I'état actuel de la Science, le guide le
plus rationnel en cette matiére.

§ 584 bis.

PLATE-PORME HORIZONTALE AVEC MUR VERTIGAL LISSE. — Si I'on sup-
pose une plate-forme horizontale et un mur vertical sans frotte-
ment, la réaction de ce mur sera horizontale, c’est-a-dire que,
dans ce cas, il se trouve encore que la réaction sur un élément
vertical est parallele a la surface libre des terres. Mais cela ne
serait pas vrai si le mur n’était pas supposé parfaitement lisse.

Si I'on fait la construction générale (fig. 5, Pl. XLII) pour le
mur AB, on voit que les deux triangles OAB, OAT sont sem-
blables et donnent

OT:0A::0A: OB,
d’ou
0z,=OT.OB = DA,
Oz, = OA.

Pour avoir le point z,, il suffit de mener BO faisant avec la ver-
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ticale 'angle ¢, c’est-a-dire de mener BO perpendiculaire au talus
naturel, de décrire I'arc de cercle Az, du point O comme centre
et, par le point z,, de mener z, X, parall¢le au talus naturel.

On aura

o . —1
Ro= -;smOATsz, ,

ou
M—2 1l .
Ro: ;Bxll_—' ; (OB—OA),
ou
__MNA? 1 N\t !'[hi(l—sinqa)'
6) Ro= T(cosq; - tangq.) - acoste

On voit d’abord que les deux triangles OAz, et Oz, X, sont
égaux, que par suite BX, est paralléle A la corde z, A, c’est-a-dire
que la ligne de rupture BX, est parall¢le a la bissectrice de 'angle
TAB que fait le mur avec le talus naturel.

Cette propriété serait vraie, méme si le mur AB n’était pas ver-
tical, pourvu qu'il fat lisse.

§ 588.

CAS D'UNE SURCHARGE UNIFORME. — Soit (ﬁg 6, PL. XLI]) Abun
mur ou portion de mur d'inclinaison quelconque, lisse ou non,
soutenant des terres limitées par un talus AT, sur lequel agit une
pression uniforme qu’on peut toujours .représenter par un massif
de terre AA'T, T, de hauteur convenable.

Soit » 'inclinaison du talus sur I’horizontale.

Faisons une section 6X. Soit Q le poids bAA’X'X de ce prisme
avec sa surcharge.

Si nous menons la droite O faisant 'angle 9 + @, avec le mur
et la droite Xx paralltle au talus naturel, on verra, comme au
§ 381, que la réaction R, du mur est

br
Ro= Qg3

Si A, est la hauteur AA/, en abaissant la perpendiculaire 43 sur
le talus, on aura

Q=

“':’_E,\x ~+ IThgcosw.AX,
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d’otr

N P 20y cosw’y br AX
Ro= 208 (1+ =5~ ) =7

Il faut trouver le maximum de cette quantité lorsque le point X
varie, ou le maximum du produit

br.AX
Xz

)

qui est indépendant de la surcharge. Ainsi, dans le cas d’une sur-
charge uniforme, la ligne de rupture est la méme que s'il n’y en
avait pas et la présence de la surcharge augmente simplement la
poussée dans le rapport

(|+ zlz.,;gs_m) T
§ 586.

CAS D'UNE SURCHARGE QUELCONQUE. — Soit AB (fig. A, Pl. XLIII)
un mur soutenant des terres limitées par un talus AT, ou par un
profil quelconque. Si, sur ces terres, pése une surcharge, on peut
toujours la représenter par un poids de terre limité par un profil
convenable IT'JJ'. '

Pour avoir la poussée sur une portion A du mur, menons une
section quelconque &X. Soit Q le poids bAIT'X'X ) limité par
celte section et Pordonnée correspondante XX’ de la surcharge.
On peut réduire cette aire 3 une base déterminée A (§ 15), de sorte
que le poids du massif bA1T X' X b soit '

Q=1A.q,

q ¢tant une longueur connue. Portous la longueur ¢ sur une ver-
ticale quelconque, par excmple suivant as a partir d’un point
fixe a (fig. a).

Par le point s menons unc parall¢le 3 la poussée du mur dont
I direction est connue, puisqu’elle fait P'angle ¢, avee le mur et
par le point fixe @ une paralléle a la réaction de la section bX,
force dont la direction est également connue, puisqu’elle fait
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I'angle ¢ avec la ligne 6X. Soit S le point d’intersection des deux
lignes ainsi tracées.

Pour diverses directions données a 46X, on trouvera ainsi une
courbe lieu des points S. On ménera la tangente verticale a celte
courbe. Soit S, le point de contact. L’ordonnée S;s, correspon-
dante, menée parallélement a la poussée, représentera cette force
al'échelle adoptée pour les forces, c’est-a-dire qu'on aura

Ro: 1A < Sl.s‘..

La section bX, qui a fourni le point s, sera la ligne de rupture.

§ B87.

POINT D'APPLICATION DE LA POUSSEE SUR UN MUR PLAN. — Lorsqu’un
massif est limité par un talus plan, la poussée contre un mur est
appliquée (§ 583) au tiers de sa hauteur & partir de son pied.

Si le terrain n’est pas trop accidenté, on admet, en général, ce
méme point d’application. Mais, en tous cas, quelle que soit la
surcharge, on peut trouver exactement le point d’application de la
poussée.

Soit (fig. 7, Pl. XLII) AB un mur soutenant un massif quel-
conque AT,.

Nous savons trouver ¢n grandeur, direction et sens, la poussée
R, sur une portion quelconque A b du mur. Portons cette poussée
en ordonnée & partir du point b et normalement & AB a une
échelle des forces convenue. Soit b0’ cette ordonnée. Le lieu des
points &' forme une courbe A)'B'. L'ordonnée b, 5/ au point b,
infiniment voisin de b représente la poussée totale sur A b,.

Donc la différence

by b, —bb' = B,

représente en grandeur la pression sur I’élément bb, et le rapport

85,

bb,
c’est-a-dire le coeflicient angulaire de la tangente a la courbe AB'
en b’ représente cette méme pression rapportée a l'unité de lon-
gueur. Pour obtenir ce coefficient angulaire, on ménera la tan-
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gente &'k’ et du point &' une paralléle & AB, sur laquelle on prendra
une longueur arbitraire (un nombre simple d’unités); on ménera
Pordonnée kX’ jusqu’a la tangente. On mesurera cette ordonnée a
I'échelle des forces adoptée pour les ordonnées bb'; lalongueur kA’
est connue d’avance mesurée a1’échelle de la longueur du mur AB.
On divisera le premier de ces nombres par le second.

Portons les quotients ainsi obtenus en ordonnées. On aura une
nouvelle courbe Ad"B’. La projection du centre de gravité de
I'aire A5"B"B sur le mur est le point d’application de la poussée

cherchée, laquelle fait I'angle :—, — ¢ avec le mur et est connue en

grandeur.
§ 588.

SUR L’ACTION QUE SUPPORTE UNE SECTION VERTICALE D'UN MASSIP A
TALUS. — Dans lintérienr d'un massif quelconque, considérons
une section verticale de hauteur AB =y ( fig. 8, Pl. XLII).

Soit ¢, l'inclinaison de la pression qu’elle subit. On a néces-
sairement @, < ¢.

On ne change pas le mode d’équilibre du massif en enlevant la
partie du massif placée 4 gauche de AB et soutenant la paroi ver-
ticale ainsi mise 4 nu par un mur de souténement dont I’angle de
frottement serait o,.

Donc, si 'on connaissait I'angle ¢,, on pourrait en déduire en
grandeur, position et sens la pression, que nous appellerons R,,
exercée sur AB. Pour chaque valeur de ¢, comprise entre o et ¢,
on obtient donc ainsi une valeur correspondante pour R,.

Si donc, A partir d’un point.'O, on méne des rayons vecteurs
OM faisant avec I’horizontale les angles ¢, et que sur chaque
rayon on porte une longueur OM proportionnelle & la valeur
correspondante de R,, le lieu des points M formera, pour chaque
section verticale de longueur donnée, une certaine courbe.

Mais si, comme il arrive le plus souvent, le massif est limité par
un simple talus AT,, si AB=y, on aura

v=HJ"><",

le coefficient r ne dépendant ni de la longueur y de AB, n: de sa
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position a U’intérieur du massif, ni du poids spécifique IT de celui-
ci, mais seulement de I'inclinaison de son talus AT, et de l'angle du
frottement. La longueur r est d’ailleurs un nombre abstrait indé-
pendant de toute unité.

Si donc on porte en rayon vecteur, non pas R,, mais une lon-
gueur qui, & une échelle convenue, représente le nombre r, la
courbe pg tracée une fois pour toutes pour un massif donné per-
mettra de trouver la pression sur une section verticale quelconque
si 'on en connait la direction.

Pour tracer cette courbe, il suffit de faire AB=3y =1 et I =1
et d’appliquer pour chaque valeur admise pour ¢, la construction
graphique donnée précédemment, ou cette construction aidée du
calcul (§ 582) si le point désigné par O tombait hors des limites
de I'épure.

§ 589.

POUSSEE SUR UN MUR POLYGONAL OU COURBE. — Considérons a pré-
sent (fig. B, Pl. XLIII) un mur polygonal AjAA;A A A; A
I'intérieur d’un massif limité par un talus A, T,.

Soient ¥y, ¥2, ¥s, ... les profondeurs des sommets A,, A,,
Ay onn.

Désignons par R,, R, ... les réactions des cétés A A,,
AyA,, ..., clest-d-dire des forces égales et contraires aux
poussées que subissent ces c6tés et qu'il s’agit de trouver.

Nous tragons une fois pour toutes ( fig. &) pour le massif dont
il s’agit la courbe Opg définie au paragraphe précédent.

Supposons que, par un moyen quelconque, on ait trouvé, par
exemple, les poussées R, Ry, R3, sur les trois cbtés A A,, A, A,,
A;A;; on demande de trouver en grandeur, position et sens la
poussée R, sur le coté A A,.

A cet effet, nous remarquons que la portion

AOA’ A, A;A;a; Ao

du massif limité par la verticale A,a, est en équilibre sous
’action :

1° De son poids Q qui est connu;
2° Des réactions R,, R,, R, R, dont les trois premiéres sont
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supposées connues en grandeur, direction ct sens et dont la der-
niére est connue en direction et sens, puisqu’elle fait avec la nor-
male 4 A;A; 'angle connu ¢, ;

39 De la réaction sur la section A, a,.

Donc la somme des projections de toutes ces forces sar une
droite quelconque est nulle.

Projetons-les sur la droite 2z’ normale 4 R, ou faisant’angle ¢,
avec Ay A,.

La projection de R, étant nulle, il en est de méme de la somme
des projections des autres forces. Ainsi, la projection sur zz’ de
la pression exercée sur A a, est égale et opposée a la somme des
projections sur cette droite des forces données R,, R,, R,, Q.

Soit X cette somme ainsi connue.

l.a pression sur A, a, est égale a

illy{ o,

r, étant le rayon de la courbe pg paralléle & cette pression. Donc
la projection de ry sur une droite Q2" paralléle 3 zz' est égale a

X

sy}
De la la régle suivante :

1* Projetez les longueurs représentatives des forces connues Q,
Ry, Ry, R, sur z2’; mesurez la somme de leurs projections a une
échelle des forces. Divisez le nombre obtenu par la force

1
;H}'L

c’est-a-dire par la pression qu'un liquide de densité Il exercerait
sur A, a,.

Le quotient indépendant de toute unité sera porté sur une
droite Oz" paralléle & xz' & I'échelle adoptée pour les rayons
vecteurs de la courbe pg. Soit 2" le point ainsi obtenu. Menez de
" une perpendiculaire 4 Oz”. Elle coupera la courbe pg en r,.
La direction Or, sera celle de la pression exercée sur A,a,. La
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grandeur de cette pression sera
R,=:-1
y=3 yir,

ou -:;Ilyf est le nombre de kilogrammes déja calculé et r, un

nombre abstrait mesuré & 'échelle des rayons vecteurs.
Elle est d’ailleurs appliquée au tiers de A, a, & partir de A,.
2° Construisez la résultante des forces connues

'.a) Q’ Rh Rh Rly Rlb'

Cette résultante sera en grandeur et position la force cherchée
R, et sera de sens opposé.

La construction de cette résultante exige le tracé du polygone
des cinq forces (a) et d’un de leurs polygones funiculaires. Si I'on
ne veut pas la position de R,, mais seulement sa grandeur, il
suffit de tracer le polygone des forces. Si la longueur AjA, est
petite par rapport a y, et y,, la force R, sera sensiblement au
milicu de A;A,.

Ainsi, connaissant les poussées sur un certain nombre de cdtés
du mur, on la trouve sur le c6té suivant.

Or, on peut la trouver sur le c6té AgA, par la méthode ordi-
naire; par suite, on la trouvera sur A A,, puis sur A,Ajy, et ainsi
de suite.

Si, au lieu d’'un mur polygonal, on a un mur courbe, on rem-
placera approximativement la courbe par un polygone inscrit d’un
nombre suffisant de cotés.

§ 590.

REPARTITION DES PRESSIONS D'UN REMBLAI SUR L'EXTRADOS D'UNE
VOUTE. — Nous avons dit précédemment qu'on admet en général
que chaque voussoir d'une voite supporte une charge verticale
égale au poids du prisme de terre qui lui correspond. Cette hypo-
thése est évidemment absurde aux points de 1'extrados, s'il y ena,
ol la tangente fait avec I'horizontale un angle plus grand que
’angle du frottement des terres qui forment le remblai, et elle
n’est certainement pas exacte aux autres points.

La méthode qui précéde permet de trouver cette répartition.
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Soit (fig. 1, Pl. XLIII) A,B la moitié de I'extrados d’une voite
symétrique par rapport a la verticale Aja, de son sommet, sup-
portant un remblai limité par un talus quelconque a,T,.

Divisons la courbe A,B en un certain nombre de parties égales
et remplagons-la par le polygone AgA, A; A3 A B.

Soient ¥4, ¥y, ¥a2, ... les ordonnées des sommets A,, A,,
Aq, ... comptées depuis le dessus du remblai.

A cause de la symétrie, la pression que les terres de gauche
exercent sur la section A,a, de la clef est horizontale.

Donc cette section est dans le méme cas que si elle était sou-
tenue par un mur parfaitement lisse. On trouvera donc cette pres-
sion par la méthode ordinaire, en faisant 9, = o. Le prisme de

rupture fait (§ 584) avec Aya, un angle égal a g-

A présent, constraisons pour I'angle ¢ relatif au remblai et pour
I'angle du talus aT,, qui sera généralement nul, la courbe pg
du § 589.

Connaissant la pression sur Aya, qui est au tiers de cette ligne
a partir de Ay, on en déduit par la méthode du § 589 d’abord en
grandeur, direction et sens la pression sur A,a,, puis la poussée
sur le coté AjA, de la volte; de celle-ci on déduira celle exercée
sur le cOté A, A,, et ainsi de suite.

Ce sont les forces (non verticales) ainsi obtenues qu'il faudrait
introduire avec les poids des voussoirs dans le tracé du polygone
des pressions de la vodle.

La méthode du Chap. I s’appliquerait d’ailleurs aussi’ bien
que quand les forces sont verticales, sauf les simplifications ré-
sultant des propriétés particuliéres aux courbes funiculaires des
forces paralléles qu'on ne pourrait naturellement plus mettre 2

profit.
§ 591.

BUTEE DES TERRES. — Soit (fig. 2, Pl. XLI[l) ABCD an mur
soutenant un massif quelconque BAE, T,. Supposons qu’en avant
du mur soit un autre massif limité par un profil tel que A E\F,T,.

Soit bb' une assise horizontale quelconque du mur.

Désignons par X, le plan de rupture précédemment déter-




8o 2" SECTION. — CHAP. I1L

miné, de sorte qu'a P’état d’équilibre-limite la poussée produite
sur la partie Ab de la face postérieure du mur est due au prisme
OAE X, qui tend a descendre le long du plan bX, et & chasser la
portion bAC)' du mur devant lui en la faisant glisser de b vers J'.

Cette portion du mur, & son lour, déterminera dans le massif de
gauche un plan de rupture tel que O'X/, et la contre-pression pro-
duite par le prisme &' X\ FE{\| sur la partie b'A; de la face an-
térieure du mur est ce que Poncelet appelle la butée des terres.

La butée exercée sur le parement entier Ay D s’oppose donc &
ce que le mur glisse sur sa base DB. Elle accroit sa stabilité dans
une certaine mesure. C’est pourquoi il y a intérét & pouvoir la dé-
terminer.

Le probléme est le méme que celui de la poussée, avec cette
différence que l'élat d’équilibre-limite qu'on considére dans la
poussée est celui pour lequel le prisme qui produit la poussée
tend a descendre sur le plan de rupture bX, vers b, tandis que le
prisme qui produit la butée tend a glisser de &' vers X' . Dans le
premier cas, le frottement agit toujours en opposition avec la
pesanteur, tandis qu'ici I'eflet du frottement s’ajoute généralement
a celui du poids du prisme, de sorte que, pour un méme profil des
terres, la butée est plus grande que la poussée.

Mais les principes qui servent 4 déterminer ces deux forces
sont les mémes. On montrerait, comme au § 380, que le plan de
rupture O'X/ est celui qui détermine sur le mur la butée minima
(tandis que le plan de rupture 6X, est celui qui produit la poussée
maxima).

En raisonnant comme au § 581, on est amené a la construction
géométrique suivante :

Pour avoir la butée sur une portion 4'Aj du mur, prenezsur le
talus T I, sur lequel on suppose que se trouvera le point X, un
point A’, tel que le triangle &'A"F} "soit équivalent a I'aire
VF KA.

Si le fossé F E Aj n’existe pas, le point A” est le point d'inter-
section du talus unique T F, avec 0'C.

Par A” menez AT’ paralléle au talus naturel des terres; par U/
mencz &’ O’ faisant avec &' C I'angle  + o,.

Soit T’ le point de rencontre de ces deux lignes et (' celui de
la derniérc avec le talus F,T.
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Sur T’V comme diamétre décrivez unc demi-circonférence.
Par le point (Y menez la tangente O'¢' a cette demi-circonférence.
Rabattez cette tangente O’¢’ autour de O’ non plus sur O’d’, mais
sur son prolongement en z|. '
La butée aura pour expression

B= 157, *sin0'T'A"
ou

—2
B:: i[lb’.r', cos(9o &'),

¢ étant P'angle de CD avec la verticale, le signe — convenant au
cas ot CD est incliné, comme il est indiqué, vers le mur; le signe
~+, dans le cas contraire.

Si par le point z, on méne une paralléle au talus naturel qui
rencontre F,T; en X/, la ligne ¥ X/, est la ligne de rupture.

On voit bien que ¥z, est plus grand que si I'on avait rabattu
sur O'b, c'est-d-dire qu’a profil égal la butée est plus grande que
la poussée.

Remarque. — Si, par le point &, on méne O'H paralléle au
talus naturel jusqu'a sa rencontre en H avec le talus T F, pro-
longé, qu’on décrive une demi-circonférence sur A"H comme
diamétre, qu’on méne la tangente O'¢| & cette demi-circonférence
el qu'on la rabatte autour de O’ jusqu’au talus, on retrouve le
point X/,.

Car, de ce que

07, =0T x 0¥,

on conclut facilement, par les triangles semblables de la figure,

0X, =0'A"x<O0H=07,.

§ 592.

TABLES ET REGLE EMPIRIQUE DE M. FLAMANT, POUR LE GAS D'UN TALUS
UNIQUE. — M. Boussinesq, dans divers articles insérés aux
.Innales des Ponts et Chaussées (2° semestre 1883, p. 494, 510;

1°° semestre 1884, p. 443), a donné de la poussée des terres une
Iv. 6
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analyse plus approfondie que celle qui résulte du principe de I'é-
quilibre-limite. Il cherche la vraie poussée et il trouve que, dans
certains cas, méme dans I’hypothése d’'un mur plus rugucux que
les terres, elle ne fait pas toujours avec la normale au mur un
angle égal a I'angle du frottement ¢ des terres sur elles-mémes:
elle peut faire un angle moindre.

Il a plus particuliérement étudié le cas le plus simple et le plus
usuel d’un mur plan soutenant un massif limité par un talus.

Sa solution analytique est d’un calcul assez laborieux, méme
dans ce cas. Mais, comme elle parait bien d’accord avec les faits
d’expérience constatés en Angleterre par Darwin et en France
par M. Gobin, M. I'Ingénieur en chef des Ponts et Chaussées
Flamant a eu I'heureuse idée de les réduire en Tables numériques
et il a déduit de ses calculs une régle empirique trés simple.

Son travail est inséré aux .1nnales des Ponts et Chaussées.
avril 1885, p. 515.
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CHAPITRE 1V.

PIECES SIMPLEMENT cpmnmizzs OU TIREES D EGALE RESISTANCE.
MURS SOUTENANT DE L’EAU OU DES TERRES.

A. PIECES SIMPLEMENT COMPRIMEES OU TIREES D’EGALE RESISTANCE.

§ 593.

Considérons une piéce sensiblement prismatique ABCD ( fig. 3,
Pl. XLII) i fibre moyenne verticale, reposant sur le sol par sa
base CD, soumise a I'action de son poids et d’une pression donnée
Py uniformément répartie sur sa surface supérieure AB ou, au
contraire (fig. 4), fixée par sabase supéricure CD et portant une
charge P, uniformément répartie sur sa surface inférieure AB.

Elle sera comprimée dans le premier cas, tendue dans le second
et, dans les deux cas, exempte de flexion.

Désignons par S l'aire de la section @b faite a une distance 3
de AB.

La pression ou tension que supporte la section ab et qui sera
uniformémeut répartie dans cette section est

Po-+ 1T ZS dz,
en désignant par II le poids spécifique de la matiére dont la piéce

est formée.
La pression ou tension par unité de surface sera donc

Po—+—ll./‘ Sdsz

0

S

Pour que la piéce résiste, il faut que cette force soit moindre
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que celle qu'on ne veul pas dépasser eu égard i la matiére em-
ployée et que nous appellerons R.
Ainsi, pour toute valeur de z, on doit avoir

P.,+uf Sds
F. A
(1) S <R.

§ 394.

PIECE DE SECTION CONSTANTE. LIMITE DE HAUTEUR. — Si la piéce est
rigoureusement prismatique, c’est-a-dire si la section S est con-
stanle, on devra avoir

(2) 'ﬁib.“s"'sa.

Il y a deux cas & considérer suivant que P, est ou non différent
de zéro.
Si Py= o, S disparait de I'inégalité qui devient

Os<R
ou
R
<.
(3) 254

Ainsi, une tour en magonnerie rigoureusement cylindrique, dont

. . R .
la hauteur est moindre que le quolient ;; de la résistance & I'écra-

sement de la pierre par son poids spécifique, tient, quelque section
qu'on lui donne, si elle ne porte aucune charge  sa partie supé-

. . R
rieure. Au deld de la hauteur i’ elle s’écrase sous son propre

poids, aussi, quelle que soit sa section.

Supposons une pierre supportant 2000 par cenlimétre carré,
soil 2 >< 107 par métre carré.

Supposons que sa densité soit de 2,4, c’est-a-dire qu’elle pése
2400'¢ par métre cube. La hauteur que ne pourra pas dépasser une
tour cylindrique formée d'une telle matiére sera

2. % 107 108

- - = — . 8333™,33.
2400 12
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Mais la pierre qui supporte une telle pression est ’exception.

La brique dure ne supporte que 200 4 300* et méme, & supposer
une pierre supportant 2000* comme charge d’écrasement, comme
les mortiers s’écrasent sous une charge beaucoup moindre, on ne
pourrait pas compter sur une résistance proportionnée a celle de
la pierre.

En supposant une résistance a I'écrasement de 150 par centi-
métre carré, soit 15 >< 10% par métre carré et une pierre pesant
2000*¢ par métre cube, la limite de hauteur serait

15 <105 1500
210 2

Si Py >0, 'inégalité (2) donne
< 8

Po B
R—1ls

S2

Elle sera remplie pour toute valeur de 3, si elle 'est pour la plus
grande d’entre elles, soit pour z = h, & étant la longueur totale du
prisme.

Ainsi, on devra avoir
P,
>,
4) ‘ Sz R—14A

R . c e
Pour k= jj? On aurait S =0, ce qui indique, comme .nous

I'avons déja trouvé, que cette hauteur ne peut étre atteinte pour
un prisme de section constante. Et, en effet, une tour atteignant
cette hauteur s’écrasant déja sans la surcharge Py, on devait trouver
qu’elle s’écraserait A plus forte raison avec la surcharge.

De méme un chble de mine se rompra sous son propre poids et,
a plus forte raison, s'il porte une charge 4 son extrémité inférieure,

si sa longueur & dépasse le rapport g

En supposant un fer qui se rompe sous une charge de 30* par
millimétre carré, soit de 3 :-< 10" par métre carré et ayant un poids
spécifique de 7800’8, la longueur maxima d’un céble fait avec cette
matiére serait

3 < 107 3 < 108 108 o
7810t . 728 26 = 3846™.
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Mais, si ’on ne veut pas dépasser une charge de 6*¢ par milli-

métre carré, la longueur maxima d’un céble cylindrique serait
L]

2 x 384,6 — 769™,2.

§ 593.

PIECE DE SECTION VABIABLE. — Mais, sila section est variable, il 0’y
a plus de limite & la longueur d’une piéce comme celles dont il
s’agit.

Si I'on se donne la loi de variation de la section S avec la hau-
teur z, soit

(5) S =f(s),

en portant cette valeur dans I'inégalité (1), si I'on effectue 'inté-
gration du numérateur, on aura

P.,+1'lf“f(z)dz
0 -
f(s)

qui devra étre vérifiée pour toutes les valeurs de .

(6) -R,

§ 596.

PIECE D'EGALE RESISTANCE. -— Pour que la piéce soit d’égale rési-
stance, il faut que I'on ait, pour toutes les valeurs de 3,

Po+ﬂfzSdz
0

(7) —s —R.

Soit 8, la section CD répondant & z = o. Pour 3 = o, P’équa-
tion devient

P,
S, =R,
d’ou
P
8 = 2.
(8) S, M

Si I'on différentie ’équation (7) aprés P’avoir multipliée par S,
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il viendra
NSdz-=RdS,
d'ou
dS 1
(9) -—S— = —Rdz,
’ n
(g') logS = E:-f—logC,

C étant une constante.
Or, pour 3=10, on aS = 8§, et, a cause de (8).

So= %—o'
Donc
C =S§p== I;;o
et, par suite
I—lt P gl
(10) S =S§yet =F°e“

Telle est la loi suivant laquelle doit varier la section pour que la
pi¢ce soit d’égale résistance et alors, quelle qu’en soit la
hauteur, toutes les sections supporteront la méme pression ou
la méme tension R par unité de surface.

Dans le cas ou P, = o, la formule donne S = o.

Dans la pratique, on est toujours amené a donner i la section
extréme une valeur déterminée S,. S'il s’agit d'une tour ou d'un
mur, ses dimensions en couronne sont généralement commandées
par des considérations étrangéres a la résistance.

Supposons donc S, donnée.

Alors la section extréme S, supporte une pression nulle et, si
I'on adopte partout la valeur de S donnée par la formule (10),
toutes les autres sections supportent des pressions moindres que R
ct s’en rapprochant de plus en plus. On aen effet pour la pression
ou tension dans une section S, puisque Py= o,

s IT_

n f Sds 1S, f % ds _—
(11) ’ OS = L m =R([—e—iﬁ).
Soe-iz

de sorte que la pression ou tension se rapproche rapidement de R
a mesure que z croit.
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Remarque. — Au point de vue purement économique, il serait
mieux de procéder ainsi : la section supérieure S, de la tour étant
commandée par les besoins de la construction, et étant supérieure
a ce qu'exige la résistance, puisqu’au point de vue de la résistance
on pourrait partir d’une section nulle, il est naturel de conserver
cetle section S, sans augmentation, c'est-a-dire de faire la partie
supérieure de la tour cylindrique sur une hauteur z, fournic

(§ 594) par I'équation
R

—> .

=1

de sorte qu’au pied de cette partie cylindrique la pression par
unité de surface serait celle R qu’on ne veut pas dépasser, et la

pression totale serait
Py = RS,.

A partir de 13, on évaserait la tour, en adoptant les sections
fournies par la formule (10). De cette fagon, la tour supporterait
la pression voulue R depuis son pied jusqu’au pied de la partie
cylindrique et une pression moindre, dans cette derniére partie.

§ 597.

CABLES, MURS, CHEMINEES, TOURS D’EGALE RESISTANCE S0US L’ACTION BE
CHARGES VERTICALES. — Dans les cibles de mine, la charge P, est
donnée : c’est le poids du minerai qu’on veut monter. Si le cable a
une section rectangulaire d’épaisseur ¢ et de largeur ), on aura

S =),
d’ou

I,
(12) A= LR

de sorte que la largeur )\ varie comme l'ordonnée d’une courbe
exponentielle.

S'il s’agit d'un mur dont!'épaisseur en couronne ¢, est donnée,
soit parce que le mur porte une charge Py, soit par d’autres con-

sidérations, et si e est I'épaisseur & une distance z du sommet, on
aura

S =g,
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en supposant que l'on considére une longueur de mur égale a

I'unité. Par suite

n.
(13) e =¢gek ",
et I'épaisseur du mur varie aussi comme Pordonnée d’une expo-
nentielle. On prendra pour les deux parements des courbes symé-
triques, si le mur n'a pas d’autre charge a supporter que son
poids.

Soient

ro le rayon intérieur d’une cheminée dont la cavité intérieure est
cylindrique;

€, son épaisscur au sommelt;

¢ son épaisseur & une distance 5 du sommel.

On aura
So=w[(ro+e)—ri]l=we(2r;+ &)

et de méme
S —we(arg+cz):

d’ou
1.
e(2ro-+ c)=¢go(2ro+co)eh
et
u
(14) e=—-r°+‘/r§+eo(aro—e— g)el

qui indique I'épaisseur 3 donner en chaque point de la cheminée
et, par suite, la courbe méridienne de la surface extérieure.

Pour une tour la formule est la méme.

S’il s’agissait d'un obélisque circulaire plein, on aurait

Fo—=0
et
I,
(15) e=ggetk |

pour le rayon ¢ 4 adopter en chaque point.
La méridienne serait encore la courbe exponentielle.
On peut aussi, dans tous ces cas, utiliser la remarque de la fin

du paragraphe précédent.
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B. - - MURS SOUTENANT UNE PRESSION D’E\U.

§ 598.

PRESSION DE L'EAU SUR UNE PAROI CYLINDRIQUE. — Considérons une
paroi cylindrique dont les génératrices sont horizontales et dont
la section droite est AB ( fig. 15).

Fig. 15.

=3

-

4

Elle supporte la pression d’un liquide que nous supposons étre
de I'eau, dont le niveau est AA’.
Si l'on considére un élément ab=ds, la pression qu'il sup-

porte est
p=MNyds,

I1 étant le poids spécifique de I'eau et y la distance au niveau AA’
du milieu de I'élément ds. )

Soient ax = dy et ab = dz les projections verticale et hori-
zontale de ds.

La pression p, normale 4 ab, peut étre décomposée (§ 31) en
deux autres, I'une horizontale

(16) pPy=1lyds >:% = lly dz,

I'autre

(16") Px=Hydy.
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La résultante P, de ces derniéres est -

h

]’;,::Hf ydy,
0

cn désignant par & 'ordonnée BB’ de I'extrémité B de la paroi,
soit

(17) P,.= 2

L’ordonnée n de son point d’application est fournie par I'équa-
tion
h3
Pen =M ytdy-—1-=,
d’ou

h.

(STl )

(18) =

Ainsi, la composante horizontale de la résultante des pres-
sions exercées sur une paroi courbe AB est;indépendante de sa
JSorme. Elle estla méme que celle des pressions qui s’exerceraient
sur une paroi verticale BB, projection de la paroi considérée.

Il n'en est pas de méme de la composante verticale P, de la ré-
sultante des pressions exercées sur AB.

Celle-ci a pour valeur

h
(19) Py=1 [ ydr.
/o

C’est donc Uaire du triangle miztiligne ABB' qu’on ne peut
évaluer que si la courbe AB est donnée.

L’abscisse £ de son point d’application par rapport a uue verti-
cale Oy quelconque est donnée par la formule

. h
tPy=1 [ yxdr
<l

ou
h A

(20) E[_yd.r:—:f yrdx
v (3

C’est Uabscisse du centre de gravité de cette méme aire
ABB.
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On voit donc que, si AB est une ligne droite, la pression Py est

(21) P, = HS‘\B’,

et son point d’application est au tiers de B'A A partir du point B'.

§ 599.

CONDITIONS DE RESISTANCE D'UN MUR DE SOUTENEM ENT. — Si un mur
est soumis & I'action de son propre poids et & des forces horizon-
tales ou inclinées, il faut, comme pour les pieds-droits d’une
vodte, que la résultante de la pression exercée sur le pied du mur
et généralement sur toute assise horizontale,

1° Coupe cette assise dans son tiers moyen;

2° Fasse avec la verticale un angle moindre que I'angle du frot-
tement de la magonnerie sur elle-méme (on admet généralement
que cet angle peut aller jusqu’a 30°);

3° Quela pression maxima par unité de surface ne dépasse pas
une valeur donnée dépendant de la nature de la pierre employée.

§ 600.

MURS DE SECTION RECTANGULAIRE OV TRIANGULAIRE. — Si 'on consi-
dére, d’aprés cela (fig. 6), un mur ABCD a parois verticales
d’épaisseur ¢, de hauteur k, la pression de I'eau est une force
horizontale appliquée au tiers de DB & partir de D et a pour ex-
pression

P:HZ‘—’-
2

Et si 'on désigne par 8II le poids spécifique de la magonnerie,
le poids du mur est
Q = M Ae.

Larésultante de ces deux forces est nécessairement a gauche du
milieu de la base CD.

Pour qu’elle soit contenue dans le Liers moyen de cette base, il
faut que la somme des moments par rapport au point ¢ prisau
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tiers de CD a partir de C soit nulle ou positive en comptant posi-
tivement le moment du poids Q. 1l faut donc que

3 h
E_pZ>
Q6 P3_o
ou
32 — A0
ou
2
5’2‘%‘5
£ 1
22 -2 —
(22) i
4
Fig. 16
A € .B

Ainsi, le rapport de l'épaisseur i la hauteur du mur doit étre
au moins égal a l'inverse de la racine carrée de la densité de la
magonnerie, rapporlée a celle de ’eau, ou exprimé en tonnes par
meétre cube. Supposons cette densité de 2,25; on devra avoir

€. T
A7 Va8
ou
Es v
h~1,5
ou
(23) el’;h,

formule qui donne une premiére idée des dimensions a donner i
un mur soutenant une colonne d’eau.
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Supposons un mur dont la section soit un triangle rectangle
isoscele ACB dont la paroi AC est verticale (fig. 17).

Le poids de la magonnerie passe au tiers de la base a partir du
point C. 1l faut donc que la pression P y passe aussi.

C’est ce qui a lieu.

Ainsi, un tel mur satisfait & la premiére condition de stabilité
(ui est la condition essentielle. On vérifie aisément si elle satisfait
aux deux autres.

Fig. 17.

) . .. /] .
I.’épaisseur moyenne du mur n’est ici que 3 On voit donc que

celte forme est plus avantageuse que la précédente, et si l'on ne
peut 'employer strictement, parce qu'il est nécessaire, dans la
pratique, de donner une certaine épaisseur au sommet du mur, il
convient de s’en rapprocher.

§ 601.

MURS AVEC FRUITS. — Considérons & présent ( fig. 18, p. g5) un
mur ABCD dont la section ait la forme d’un trapéze.

La pression P de l'eau agit au tiers I de la paroi DB.

Sa valeur est

(21) P=10k <BD,

h étant la hauteur du mur.

Il est aisé de composer cette force avec le poids du mur et de
vérifier graphiquement si la résultante de ces deux forces passe
dans le tiers moyen de la base.
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Si-elle n’y passe pas, il faut augmenter les dimensions du mur.
Si elle y passe, on peut les diminuer par titonnement, jusqu’a ce
(u’elle passe exactement au tiers £ de CD a partir de C. Clest
alors qu’on aura, pour la forme du mur considéré, la section de
magonnerie la plus faible possible.

Fig. 18.

Au lieu de procéder graphiquement et par titonnement, on
peut, par le calcul, résoudre directement le probléme.

Soit AB -= ¢ I'épaisseur en couronne. Menons les verticales Aa
ct Bb et soient Ca=— 2, Db-=B. La hauteur du mur est 4.

Soit O le milieu de ab. Ecrivons que le moment de la résultante
du poids du mur et de la pression de I’eau par rapport au point O
est égal a la somme des moments des composantes.

Soient X et Y les composantes horizontale et verticale de la
résultante qui passe au point ¢ et, quel que soit ce point, dési-
gnons par § la distance {O.

Nous comptons les moments positifs de gauche a droite. Par
suite, le moment de la résultante est

— Y&

D’ailleurs Y se compose du poids de la maconnerie et de la
composante verticale de la pression P, soit

Vo oh (oo 2B L MAS
=00 (e )+
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Ainsi, le moment de la résultante est

—ﬂh2[8(3+ a_:ﬂ) -+ g]

L.e moment du poids du triangle ACa est

[ -3 €

Le moment du poids du rectangle ABab est nul.
L.e moment du poids du triangle B6D est

+n8h§(g+;>~

I.e moment de la composante horizontale de la pression,

L

2 377 a 6
Celui de la composante verticale,

n»a(\-%gﬁ&)‘

2 2

Donc le théoréme des moments donne, en supprimant le fac-

teur /1, ‘
it
2 2
Sz /x e 3B/ e Rt B /aB €Y
=—5(G+1)+3(5+3) -5 ~5(3~}) |
On voit que
£=:i0=0C— 0. ‘
ou
E_E+¢_14-s+3_5 22— 8
T a 2 -6 3

Par suite, en multipliant par 6,

‘ [€(a+ i#) -+ g](s+4a--2§)

(25)
N 3¢ o 3e 3e
+°?(3+;)—°1<1+;) +p<aﬁ+;)—h2=o.

¢quation du second degré en ¢, a, §, /.
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On peut donc se donner 'épaisseur en couronnue ¢, le fruit AC,
c'est-a-dire «, et trouver B, par la condition que la pression sur la
base passe en ¢.

En ordonnant I'équation qui est du second degré en 3, on aura

B+ (gs+ 071) B +8e?+38:a + 82 — At =o.

Comme on se donne a et ¢ et qu’on veut déterminer la direction
de la paroi d’amont de facon que la pression totale exercée sur la
base CD passe au tiers ¢ de sa base, on commencera par supposer
cette paroi verticale et I'on vérifiera si, dans ces conditions, la
pression passe & gauche de . Si elle passait & sa droite, elle y
passerait a fortiori si I'on donnait un fruit & BD. On prendrait
alors BD vertical.

Supposons qu’on ne puisse pas adopter cette solution, c’est-
a-dire que, si BD était vertical, la résultante passerait & gauche
en .

Cela signifie que, dans ces conditiong, le moment de la pression
par rapport A ¢ serait négatif au lieu d’étre nul, c’est-a-dire que
pour § =o le premier membre de I'équation ci-dessus est né-
gatif.

Ainsi on commencera par examiner le signe de la quantité

Oe? 4 30sx -+ 022 — A2,

Si cette grandeur est posilive, on adoptera la paroi d’amont
verticale. Dans le cas contraire, ’équation du second degré ci-
dessus avant son dernier terme négatif admet deux racines réelles
et de signes contraires. On adoplera la racine positive, ce qui
déterminera la direction a donner & la paroi.

§ €02,

CONDITION DE RESISTANCE-LIMITE SUR LA BASE. — On peut aussi dis-
poser des fruits des deux parois en adjoignant 4 la condition pré-
cédente celle d’avoir sur la base une pression maxima donnée R
par unité de surface.

La pression totale sur la base est Y. Comme cette force est
appliquée au tiers de la base a partir du point C, la pression en D

Iv. 7
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est nulle et celle en C est double de ce qu’elle serait si la force Y
¢était uniformément répartie sur la base, soit

2Y
e+a+ 8
Donc on doit avoir
Y _x
. e+a—+f
Soit
N R
(26) o(zs+¢+{$)+ﬁ=ﬁa

équation du premier degré en « el 3. Si I'on en tire la valeur de 2
el qu'on la porte dans I'équation (25), on aura une nouvelle
équation du second degré en B qu’on pourra résoudre. Ayant f.
on en déduira a par la résolution de I'équation du premier degré

ci-dessus.

MURS A PAROIS POLYGONALES 0U COURBES. — Supposons un mur
(fig. 5, Pl. XLIII) divisé en assises et limité par des parois poly-
gonales ou une paroi plane et une paroi polygonale.

On peut se proposer, en se donnant 'une des parois qu'on
prendra alors plane (ce sera, en général, celle d’aval), de disposer
de Pautre de fagon qu’en chaque assise la pression passe au tiers
extérieur, ou disposer des deux parois en adjoignant a la condition
précédente celle d’avoir une pression normale donnée R sur
chaque assise.

Ces problémes peuvent se résoudre aussi bien que ceux du
paragraphe précédent.

Supposons d’abord que une des parois étant données, plane
ou non, on veuille disposer de I'autre de fagon que la pression sur
chaque assise passe en son tiers d’aval.

On se donne 'épaisseur en couronne A¢B,=¢, suivant la
nature du mur et en dehors des conditions de résistance. La paroi
d’aval étant, je suppose, donnée, il existera une certaine hauteur
Ao Aj telle que, la paroi d’amont B,Bj y étant prise verticale, la
pression passe partout dans le Liers moyen de la portion consi-
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dérée du mur, Pour obtenir cette hauteur, il suffit, dans 'équa-
tion (25), de faire § = o et de la résoudre par rapport a A.

Ayant ainsi assise A| B, telle que la portion cherchée de paroi
placée au-dessus d’elle doit étre prise verticale, on divisera le
reste de la hauteur du mur en parties égales ou inégales; il s’agit,
dans chaque portion du mur ainsi obtenue, de trouver la direction
de la paroi d’amont.

Supposons le probléme résolu pour toute la partie du mur
placée au-dessus d’une assise A,B,, de sorte que I'on connait la
portion de paroi ByB,; il s’agit de trouver le coté B, B,,.

Soit

A.B, =c¢,.

Menons les verticales A, a,, B, b, et soient

Ap+1@n = dpay, Bp+1b4 = 5n+1~

C’est cette derniére grandeur qui est 'inconnue du probléme.

Désignons par 7, le tiers extérieur de A,B,; par i,,, le point
analogue pour A, B, et par O le milieu de a,b,.

Par hypothése, la pression sur A, B, passe en 7,. Soient X,,, Y,
ses composantes horizontale et verticale. On a (§ 598)

v

X,.—:l]-—‘) ’

en désignant par y, la distance verticale entre A, B, et le niveau
du réservoir.

On connait donc tous les X,,.

Quant aux composantes Y, il est aisé de les calculer de proche
en proche.

Soit Y, celle relative a I'assise A, 4By

La force Y, , se compose de celle Y, plus le poids du massif
de maconnerie A, A, ,B,B,.,, plus la composante verticale de la
pression exercée sur B,B,,.

Le poids de A;B,A,, B, se calcule aisément. Il a pour ex~
pression

e
S1k, (E,, + LL‘L’"*’) ,

2

en désignant par h, la distance verticale des assises A,B, et

An+l Bn+| -
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Elevons en B, et B4 des perpendiculaires a la droite B,B,,,
respectivement égales 4 y, el y,,,, de maniére 3 former le tra-
péze B,B,,,b,b,,, quon peut décomposer dans le rectangle
B b, Bayica et le triangle b,c, b,,,.

Les ordonnées de ce trapéze représentent les pressions. Le rec-
tangle représente une pression uniforme appliquée, par suite, au
milieu de B,B,,, et dont la composante verticale appliquée au

milieu de B, .5, est
n}'n ﬁn+l-

Le triangle représente une pression appliquée au tiers de B, By,
et dont la composante verticale, appliquée au tiers de B, b, 2
partir de B, ,, est égale a

Bn+l

(Y n+1—Yn) .

Donc

. s Yo=Y, + Ok, [8 (ﬁn + Ap+q ': 3n+:)
(27)

+ ¥nBa+1 +(.7n+l’—‘}'n)p’;+']‘

On connait Y, qui est le poids du rectangle A, A, B, B,.
Donc, en faisant successivement dans cette équation

n=1,23,...,(n—1),

comme par hypothése on connait par des opérations antérieures
By B2y Bsy .-+, P, On connaitra aussi Yy, Ya, Y, ..., Y.

Quant & Y,,,, I'équation ci-dessus en donne I'expression en
fonction de Uinconnue B,,,.

Ecrivons 4 présent que le moment de la pression sur AnyiBey
par rapport au point O est égal 4 la somme des moments des forces
dont elle se compose.

Le moment de cette force est

e Ay —
i _ Y”.‘.] (_GI_B + n+1 3 p”+l) .

Or la force qui agit en i,,, se compose :

1° De celle qui agit en Z, et dont les composantes X, et Y, sont
connues;
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2° Du poids A, B, Az Bays;
3° De la composante horizontale de la pression sur B,B,,,;
4° De la composante verticale de cette force.

Les moments de ces forces par rapport au point O sont :

1° —hnxn—‘Yn%’;
2° — Mk, Tt (T En +anhnﬁ"tt<&ﬂ+i_n);
2 3 2 2 3 2
A3 yn h2
3 ___Ty_ — U (Ynrr—7n);
g n
5 up,,ﬂy,,m'_,_nﬁ_ﬁr_x(},m_h)(ggm_,_e;n)_

En égalant la somme de ces moments a celut de la résultante,
on aura, en changeant les signes,

Y €En | 2%p41 —‘pn-ﬂ
n+1 T

6 3
'_:hnxn"i—si?'—n
6
, a Zn+1 (%n+y | En _,eno-i fsnt—l En
(27) { +o[lh,,[ 2 ( N r-—z—) =5 ( 3 +'))]

h2
+ 11 T (}’u+l -+ 2}’1&)

— “$n+1 [.yﬂ m _5_(y"+l _yn)(ggj + Ef)].

2

En remplagant, dans cette équation, Y,,, par sa valeur (27),
on aura une équation du deuxi¢me degré a résoudre en B,,,.

On voit donc que, connaissant la partie B,_, B, du parement
cherché, on en conclut le cdté suivant B, By y,.

Or, on connait le parement vertical BoB; on en déduit le coté
B, B,, puis de proche en proche les cotés successifs.

On peut aussi disposer des deux parements de fagon a satisfaire :
1° a la condition qui précéde; 2° a la condition d’avoir, dans toutes
les assises, la méme pression maxima R par unité de surface.

Supposons qu’on ait déterminé les deux portions AgA, et ByB,
des parois; il s’agit de délerminer les deux cOtés saivants A, A, ,,
B.B..

Or la pression totale sur A, B, ., est Y, . Cette force étant
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appliquée au tiers de A, B, & partir de A, la pression en
B, est nulle; la pression maxima esten A, (§ 553) et est double
de celle qui existerait si la pression totale Y, ., était uniformé-
ment répartie. Elle est donc

_ 2Ynn

Ep = Gpyq + ?mﬂ
el I'on doit avoir

2Yy —
) En + X4y + @IH—] !
soit .
Apsy + Bna—l Bnat
‘ Y,, -4 th 3 Ep —2 —- “"}’nan+|(}’n+l _}'u) 2
(28)

R
= 2 (&n + Zpay + pu+1)-

Dans cette équation, tout est connu sauf a,, et 3,4,. Si 'onen
tire, par exemple, la valeur de «,,, et qu'on la porte dans (27),
on aura une équation du second degré a résoudre. On en cherchera
la racine positive; puis I'équation du premier degré (28) donnera
la valeur correspondante de an,.

En appliquant ce procédé de proche en proche a partir de AyB,,
on aura les deux polygones cherchés.

§ 604.

MURS DE SOUTENEMENT DE TERRES. — On peut se faire a priori une
idée de I'épaisseur moyenne 2 donner a un mur qui soutient des
terres, par un raisonnement analogue a celui da § 600.

Supposons un mur ayant pour section un triangle rectangle ABC
(fig. 19, p- 103) dont le coté AB soit vertical et le coté AC qui
supporte des terres ayant I'angle de frottement ¢ soit incliné de

I'angle %’ —+ % sur I’horizontale.

Les terres sont supposées limitées par un talus ou par une sur-
face peu accidentée, en sorte que la poussée est appliquée en I au
tiers de CA a partir de C.

Le mur est rugueux, de sorte que la pression I7 fait I'angle o avec
la normale & AIC ou l'angle '~:- — ¢ avec IC. Soit ¢ le point de

rencontre de cette force avec la base BC du mur.
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Dans le triangle IC: les angles I et C sont respectivement ? —0

et ? + % Donc I’angle ¢ est aussi ? -+ 2— et ce triangle est isoscéle.
+ 4
De la on déduit facilement que Ci est les deux tiers de CB. Comme
le poids du mur passe aussi en 7, il en est de méme de la résultante
de ces deux forces.
Fig. 19.

N
Ay
N

N
c————d

Si A = AB est la hauteur du mur, sa base est

hlang(? — 2),

2

et son épaisseur moyenne est

Pour ¢ = 30°,0n a

tang (E — 2) = tang3o®’ = sindor 3 _
4 2 cos 30° \/;T% ¢3
Donc
E_ 1 _ W7
R~ o./3 6

soit environ
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On admet généralement que 1'épaisseur moyenne d’un mur
soutenant des terres ordinaires est dans les environs du tiers de
la hauteur 4. C'est voisin de ce que nous obtenons si I'on admet
I'angle de frottement de 3o0°.

Pour des terres plus stables, la forme triangulaire permet cer-
tainement une épaisscur plus faible. On peut, pour plus de sireté
encore, accoler au triangle le parallélogramme A CA’C/, de fagon
4 obtenir la section ABA'C/.

§ 605.

DONNEES EMPIRIQUES. — Nous extrayons des savantes Lecons de
stabilité des constructions professées a 1'kcole d’Application de
Fontainebleau par M. le capitaine Ventre les indications sui-
vantes : ‘

« Formules. — Dans sa théoric analytique de la poussée des
terres, le général Poncelet a donné la formule suivante, pour
déterminer ’épaisseur d’un mur de revétement,

e=o0,85(H~ h)lang (!z — g) \/;—f;,,

II représente la hauteur du mur,

dans laquelle

h » la hauteur de la surcharge,

9 » I’angle du talus natuvel,

I » le poids du métre cube de terres,

114 » le poids du métre cube de magonnerie.

» Sil'on fait dans cette formule

=2 et 9 = 45°,
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ce qui suppose un lalus naturel de 45° el ce qui donne

t ! '—“—?>-—040
angn(4 ; = %4

e =0,285(H + &),

on obtient

formule sonvent employée dans les avant-projets.
» Au sujet de cette formule, nous ferons les remarques suivantes :

» 1° L’hypothése ¢ = 45" s’applique a ce qu’on appelle d’or-
dinaire les terres moyennes.

» Mais le général Ardant fait observer, avec juste raison, que le
talus de 45° n’est affecté naturellement par aucune espéce de
remblai ameubli par la pioche, el qu’on ne peut, avec des terres
meubles, de quelque nature qu’elles soient, monter un talus a 45°
que par un régalage et un damage faits avec soin, en créant une
cohésion factice qui se détruit au bout d’un temps plus ou moins
long. :

» 1l serait, par conséquent, plus naturel d’introduire, dans la for-
mule, I'angle % —_ % qui correspond au talus naturel de 35°, que

I'on rencontre le plus ordinairement.

w ~ (ko) [ .
» Dans ce cas, 2 — ¥ = 55", tang--—- — *= o, 0) environ. La
4 2 24 2
or mule deviendrait alors
1
e=-(H+ 7).

-3

» 2° Lorsque la surcharge . n’est qu'une fraction de la hauteur
H, ou au plus égale 4 H, la formule e = o, 285 (1I + /) donne des
épaisseurs admissibles. Mais, lorsque I'on a des revétements sup-
portant, comme cela se présente souvent, des charges de terre
considérables, toujours plus grandes que H, on est conduit, en
Pappliquant, a des épaisseurs évidemment exagérées. Aussi, un
grand nombre de constructeurs ont-ils ¢té conduits a des formules
dans lesquelles % est affecté d'un coefficient plus petit que celui
de II. C'est ainsi que M. le colonel du Génie Dambrun propose la

formule
1 1
e= §H -+ gh.
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» Nous avons, de notre cdté, appliqué aux cas énumérés par M. le
colonel Dambrun la construction géométrique du général Pon-
celet, en admettant, pour les terres, un talus naturel de 35°, et nous
avons trouvé que la formule qui représenterait ’ensemble des ré-
sultats obtenus serait

]

1
e=§"-—.—‘lah.»

§ 606.

VERIFICATION DE LA STABILITE D'UN MUR DE BREVETEMENT. — En gé-
néral, pour les murs de souténement des terres, on procéde comme
pour les voites : on les établit d’aprés les indications empiriques
qui précédent; puis on détermine ainsi qu'il a ¢été indiqué au Cha-
pitre précédent la poussée qu’ils supportent. On compose cette
force avec le poids du mur et Fon vérifie si la résultante passe
dans le tiers moyen de la base, si elle n’est pas inclinée a plus de
30° sur la verticale et si la pression maxima qu’elle détermine sur
la base ne dépasse pas la valeur-limite qu’on admet.

On peut faire ces mémes vérifications pour diverses assises.

On pourrait se poser, pour de tels murs, les mémes problémes
que pour les murs soutenant de I'eau (§ 604). Mais le moyen le
moins long d’en obtenir une solution approchée, c’cst de procéder
par fausse position ou par titonnements; d’admeltre une premiére
inclinaison de la paroi ou des parois inconnues; de voir ou cette
supposition fait tomber la pression et de modifier la donnée selon
que le résultat s’é¢loigne plus ou moins de celui qu'on recherche.
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CHAPITRE V.

ACTION DU VENT SUR LES MAGCONNERIES. CHEMINEES, TOURS,
. CUVES DE GAZOMETRES.

§ 607.

ACTION DU VENT SUR UNE SURFACE DE REVOLUTION. — Nous avons vu
(8§ 596) comment on peut construire une cheminée ou une tour
de fagon qu’elle soit d’égale résistance sous 1'action de son propre
poids et d’une pression verticale en son sommet.

Mais ces édifices doivent aussi résister & 'action du vent.

Nous savons (§ 175) que, si le vent frappe une surface plane
d’une superficie égale 3 'untté, sous un angle d’'incidence: « avec
une vitesse V, la pression normale a la surface frappée qu'il pro-

duit est
kV2costa.

On a, en général, au plus
(1) . kV’:uS"S,_

sauf dans les lieux d'une grande altitude particuliérement exposés
aux ouragans; la, on peut avoir (§ 485)

(') kV? = 273k,

Supposons une surface courbe frappée par le vent. Rapportons-
la A trois axes de coordonnées rectangulaires, 'axe des x étant
pris dans la direction du vent supposée sensiblement horizontale.

Prenons un élément dS de cette surface autour d’un point dont
les coordonnées sont z, y, .

Soient «, {8, y les angles que la normale a cet élément, prolongé
du cOté de la pression produite par le vent, fait avec les axes.

La pression exercée sur I'élément dS est

(2) p = kV?costadS.
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Ses composantes parallélement aux axes sont

Pr=kVicostadS,
(3) Py = kVicostacosf dS,
P =kV2costacosy dS,

) F(x, ¥, 3) =0

est 'équation de la surface et qu’on pose

o )

I
[«]
3 .
w
1]
1
;
Pl
L
¥l

(6) ¢ cosP ===

B~
.
<

1 JF
| cosy -+ O

Supposons, en particulier, que la surface considérée soit ( fig. 20,
p- 109) une surface de révolution autour d’'un axe vertical Oz
projeté horizontalement en O,. Nous supposons que le vent souffle
dans une direction horizontale paralléle a I'axe Ox; le méridien
de la surface paralléle a cette ligne sera appelé le méridien prin-
cipal et pris pour plan des xs.

1l est clair que la résultante des pressions qu'il produit surla
surface est située dans ce plan.

Les composantes p, s’équilibreront deux & deux et il suffit de
chercher la résultante des composantes p; paralléles au vent et
celle des composantes verticales p,. Soient P, et P, ces dem
forces. En les composant, on aura l'action totale du vent sur la
surface. ’

Soient r la distance 4 I'axe O 5 d’un point M projeté horizontale-
ment en M, et z son altitude au-dessus du plan des zy.

Considérons autour de ce point un élément dS ou pgrs compris
entre deux paralléles ab et cd de distance ds et deux méridiens
ayant pour traces horizontales O,por, et Oqq,s,, formant avec
le méridien principal les angles 6 et § -+ df.
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On aura

dS = rdbds,

Fig. 20.

w13

a

b e —

—dZ_ -]

ds désignant la longueur ac ou un élément de la courbe méri-

dienne.
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D’ailleurs, si

(7) s3=/f(z)
est 'équation de celle courbe, I'équation de la surface est, comme
on sait,
(8) s = f(r)
D’autre part,
x = rcosb.
(9) « y -~ rsinb,

7oyt o=,

et, d’aprés les formules ci-dessus rappelées,

s. F(.Z‘,_}', "‘)k‘f(r) 3y

JoF ,,odr . xr  ds

(10) 9z =f(’)zt -f(f); E‘coso,
oF _ ds sin® QF — -1
il AP P

s= /o (&)

ou, comine )
ds? == dz? -.- dy?,
(11) A== g;,
en comptant I'arc s de la courbe méridienne dans un scns conve-
nable. Par suite,
dz ds . dr
(12) cosa = —= cosf, cos3 = s sin, cosy =— ~=»
formules qu’on pourrait facilement établir directement.
Par suite, les composantes pr, p. de la pression sur I'élément
dS ont pour expression
( dz\?
(pe= kvir (a;) ds cosd b,
(13) . e
.=—kV2 ._z 2
(p_ kY r(ds) dr cos?0 do.

On peut composer toutes les forces p, et toutes celles p; rela-
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tivement aux divers ¢léments dS compris entre les paralléles ab

eted. -
On aura pour résultantes des forces p), p; ayant pour expres-

sions
{3\ ? +[:_
- /.y:,-<(_"' z[ cos30 d,
P= s) J &
)
-
dz\?
[ A 1} (_ d-[ cos?0 d0.
P &)@, s
2
Or
s c0s30 + 3 cosh
cos30 = — =
o5t — 1+ cos20
2 3
d’ou
.7
[ cos’0d0=1<_lsin-3—u:+3sin—)::(—-—J~% 3>='7
J oz 2\3 2 2 2 3 3
2 L@
2 101
f cos?20dl = —.
= 2
-Z
Par suite,
ro___ 4 -V2 d:' : X
( ) P-’!— -,iﬁ‘ l(;z;) d"y
14
f W (45!
Py= 2I‘\ r(ds dr.

Soit ¢ I'angle que I'élément ds = ab du méridien principal ou

paralléle & la direction du vent fait avec la verticale.

Ona
dz . dr ..
75 = cosis 2 = siné,
d’ou
‘P;_-: ng’rcos’id:.,
(14 bis)
? py=— ng’ rcosisinids.

Si le vent, au lieu de frapper la surface courbe, frappait direc-
tement le plan méridien qui lui est normal, alors, au licu de ren-
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contrer la surface courbe comprise entre les paralltles ab et cd,
il rencontrerait la portion correspondante de ce plan, c’est-a-dire
celle projetée verticalement en «v et ayant pour aire

ards.

Elle y développerait donc une pression horizontale

q =24kVirds.
Donc
[ 2 .
‘ Pe= 39 cos?,
(1) (
, © ..
' Py =— Z g costsini.
D’oii ce théoréme :
Tutorkme. — Lorsque le vent, soufflant horizontalement,

frappe une surface de révolution & axe vertical, son action sur
la portion de la surface comprise entre deux paralléles infini-
ment voisins a pour composantes :

1° Horizontale, la pression qu’il produirait s’il frappait la
projection de cette portion de surface sur un plan perpendi-
culaire a sa direction, multipliée par les 3 du carré du cosinus
du demi-angle d’ouverture i du céne circonscrit a la surface
suivant les paralléles dont il vient d’étre parlé;

2° Verticale, cette méme pression multipliée par le produit

™ . . .
-~ €OSL SIn{.
i

§ 608.

APPLICATION AU CYLINDRE. — Si la surface est un cylindre de révo-
lution, on a partout { = o, d’od p), = o et p,, = 3q. Ainsi :

Tutorkme. — La pression exercée par le vent sur un cylindre
de révolution vertical est les 3 de celle qu’il exercerait sur son
plan diamétral s’il le frappait normalement.
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§ 609.

APPLICATION AU CONE DE REVOLUTION. — Si la surface est conique,
’angle ¢ est constant; par suite,, les for.ccs P et Py sont I'une et
I'autre proportionnelles a r dz, c’est-d-dire & 'aire acuv.

Donc :

1°Leurs résultantes sont proportionnelles al'aire totale ay 10 2,0,
qui se réduit ici a un trapéze, puisque la méridienne a,a, est
une droite;

2° Elles sont I'une et 'autre appliquées au point oir I'horizontale
du centre de gravité de cette aire coupe la droite a,a,. Ainsi :

Tutorime. — Si¢ le vent souffle horisontalement sur une
portion de céne de révolution dont le demi-angle d’ouverture
est i et dont U'aze est vertical, comprise entre deux paralléles
quelconques :

1° La pression totale qu’il y développe est appliquée au
niveau du centre de gravité du demi-trapése placé du cété ot
Jrappe le vent, déterminé dans la surface conique par la sec-
tion méridienne principale;

2° Les composantes horizontale et verticale de cette pression
s’obtiennent respectivement en multipliant Uaire de ce demi-

4

N . o . e
lrapése par 3 cost et 5 cosisni.

§ 610.

APPLICATION A UNE CLOCHE EN FORME DE CALOTTE SPHERIQUE. — Dans
le cas d’une sphére de rayon @, comme la tangente au méridien
principal en un point est perpendiculaire au rayon, on a(fig. 21,

p- 114)

r=acost,
z = asind,

dz = acosidt.
1v. 8



114 2° SECTION. — CHAP. V.
Par suite, la formule (14 bis) donne
Pr= SkViatcostidi,

(16) ( P'yz_.?kviaicos’isinidi.

Donc les composantes P, et P, de la pression totale exercée sur
I’hémisphére ASB sont

]
4 T
Po=  favia f cosvi di,
(]
(17) ! =
= T
P}_—_—;k\"a’f cosdisinidi;
i [

Fig. 82.

A

et, si l'on appelle § et { les distances du point d’application de
ces forces respectivement a la verticale et 4 I'horizontale du centre,

on aura
EPy=Zrp), (Pp=Zzpl.
ou
L
2
EP, = — ;Ekvzasf cost i sin i di,
(18) ’

o
3

(w;,: gkvzazf coséisini di.
0

On a, d’aprés les formules de Moivre,

cos4i = cos*/ — G cos2isin?i + sin*i =1 — 8 cos?isin%i

= 1— 8 cos?i + 8costi;
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d'ot

cosfi—1 . COS4L—1  CcOS2i—+1
————— - coS2t = -+

8 8 2

costi =

et
g
2
f cost*idi= 3m.
Jo 16

D’autre part,

4

. e e g cossz
fcos*zsmzdz:— 5

. e e g cos*z
fcos%smtdl.:— ,

Les équations (17) et (18) donnent donc
P, = ?k\”a?,

P, =— % kVias,

La force horizontale est la moitié de la pression que produirait
le vent s’il frappait normalement une section diamétrale de la
sphére; la force verticale est le quart de cette méme expression.

§ B11.

Remarques. — Connaissant la pression que le vent exerce
sur des magonneries de forme donnée, on peut en vérifier la sta-
bilité comme on I'a fait pour celles qui supportent une pression
d’eau.

Habituellement, les constructions (cheminées, tours) s’écartent
peu de la forme cylindrique et I'on n’a pas égard a la composante
verticale du vent.

La pression exercée sur une cheminée est les 3 de celle qui sc
produirait si le vent en frappait normalement la section diamé-
trale.

Pour la stabilité, il faut que la résultante de cette pression qui
passe au milieu de la hauteur de la cheminée et de son poids
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coupe la base a 'intéricur du noyau central, soit & l'intérieur d’un
R .

cercle de rayon -Z(l + m?), R et mR étant respectivement les

rayons des circonférences extérieure et intérieure de la base.
On peut se proposer au sujet de la pression du vent des pro-
blemes de stabilité analogues a ceux du § 537.
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TROISIEME SECTION.

SYSTEMES RETICULAIRES A LIGNES OU CONDITIONS SURABONDANTES.

CHAPITRE VI

THEORIE CINEMATIQUE ET MECANIQUE DES DEPLACEMENTS
DANS LES SYSTEMES RETICULAIRES EN GENERAL.

§612.

LEMMES DE GEOMETRIE. — Levwme 1. — 8¢ deux cétés AB et AC
d’un triangle conservent leurs longueurs et que la longueur a
du troisiéme cété varie d’une quantité infiniment petite o, la
variation que subit U'angle opposé A s’obtient en divisant a
par la hauteur correspondante du triangle.

L’angle A crott d’ailleurs ou décroft suivant que le coté
opposé BC = a s’allonge ou se contracte, c’est-a-dire suivant
que a est positif ou négatif.

En effet, soit (fig. 22, p. 118) ABC un triangle dont les c6tés
opposés aux angles A, B, Csont a, b, c. On a

a? = b? 4+ ¢ — 2bc cosA.

Supposons a présent que le coté @ devienne a 4 a, a étant
positif ou négatif, les deux autres cOtés conservant leurs longueurs,
et soit A la variation correspondante de I'angle A.

Dans le nouveau triangle, on aura

(a-+a)r =02+ c* —abccos(A +c\).

Retranchant la premiére égalité de la seconde et négligeant le
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terme en a2,
ax=—bec[cos (A +6A) —cosA],

az = besin(A + 338\)sind),

ou, comme A est infiniment pelit, on peut négliger 43A devant’
A et remplacer sin 6A par ¢A, d’ou

az = bcsinA c\.

Or, bcsinA, élant le double de I'aire du triangle ABC, peut étre
remplacé par le produit ¢k du c6té BC, par la hauteur correspon-
dante.

Fig. 22.

Lesme 1. — E'tant donné (fig. 23, p. 119) un quadrilatére
articulé ABCD dont les quatre c6tés sont de longueurs inva-
riables, on le déforme de facon que U'une des diagonales, celle
AD = a par exemple, s’allonge d’une quantité donnée a posi-
tive ou négative. L’accroissement positif ou négatif de Uangle
des deux cdtés opposés du quadrilatére, par exemple des cités
AB ¢t CD, est égal au quotient % » I étant la distance de la dia-
gonale AD au point de rencontre O des deux autres cités du
quadrilatére.

Les cotés du quadrilatére déformé ayant mémes longueurs que
ceux du quadrilatére ABCD, placons le second de fagon qu'il ail
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le coté AB en commun avec le premier. Soient alors ¢ et d ses
deux autres sommets. On aura

Ac= AC,
Bd = BD,
cd = CD.

A

La ligne CD de longueur invariable peut donc étre amenée en
cd en glissant entre les deux arcs de cercle Cc et Dd décrits des
points A et B comme centres et aussi, comme on I'établit en Ciné-
matique, par une rolation infiniment petite autour du point de
rencontre O des cotés AC et BD prolongés.

Ce quc 'on cherche, c’est 'angle dont a tourné CD pour venir
en cd ou, ce qui revient au méme, I’angle dont tournerait le triangle
OCD autour de O, pour venir en Ocd. Cet angle est JOD = ¢ OC.

Or, si nous considérons les deux triangles AOD et AOd, ils
ont le c6té AO commun, le c6té OD = Od et leurs troisiémes
cotés Ad et AD différant de a.

Donc, en vertu du lemme I, 'angle DOd = %, & éirant la hau-

teur de ce triangle mené du sommet O, I’égalité ayant lieu non
seulement en grandeur, mais aussi en signe.

Remarque. — Dans le cas ou (fig. 24, p. 120) les cotés AC et
BD scraient paralléles, la régle ci-dessus deviendrait illusoire. Mais,
dans ce cas, les arcs de cercle infiniment petits Cc¢ ct Dd décrits
des points A et B pouvant étre confondus avec des droites per-
pendiculaires a la direction commune de AC et de BD, la figure
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CDcd, ou CD =cd, est un parallélogramme. L’angle dont a
tourné CD est donc nul; mais il est utile de connaitre la grandeur
Cc = Dd du déplacement de translation qu'a éprouvé cette droite.
Si l'on méne Ad et qu'on abaisse dk perpendiculaire sur la diago-
nale AD, on a DA =a. Ainsi :

1° La translation Dd de la droite CD est pcrpendlculdnre ala
direction commune de AC et BD;

Fig. 2.

ad

-

P
Rt

2° Sa grandeur ct son sens sont tels que sa projection surla
diagonale AD représente l'allongement ou la contraction a de
cette ligne; elle est
o
= sinADB ~ sing’

. §613.

Tutorime. — Lorsqu’une barre (que nous désignerons par
la lettre a) d’un systéme réticulaire (') subit une dilatation
positive ou négative a, toutes les autres barres conservant leurs

(*) Nous rappelons que (§ 95) nous nommons ainsi ( fig. 25, p. 122) un systéme
simplement triangulé. Les piéces formant pourtour de la figure sont appelées les
piéces principales; les picces diagonales sont appelées étresillons, ou bracons, ou
poingons.

Le sommct M opposé a une barre principale NP est le sommet du triangle
NPM dont cette barre fait partie.

Nous appelons sommet opposé¢ a une barre diagonale MP le point d’intersection
Q des directions des deux barres principales PN, CM appartenant au quadrilatére
dont la barre considérée MP est une diagonale (§ 203).
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longueurs, le mouvement de la partie du systéeme située d’un
coté de la barre a relativement & I’autre laissée fixe est une
simple rotation autour dusommet opposé a la barre a; 'angle
de cette rotation est égal en grandeur et signe a — 2, C’est-
a-dire au rapport changé de signe de l’allongement positif
ou négatif adela barre, a sa distance h & son sommet opposé,
cette distance étant elle-méme comptée positivement ou néga-
tivement selon la convention du § 205 ().

Considérons le systéme réticulaire (fig. 25, p. 122).

1° Supposons d’abord que la barre a qui s’allonge soit une
barre principale supérieure NP.

Dans le triangle MNP, les longueurs des deux c6tés MN, MP
restent invariables et le coté NP s’allonge seul de « (I'allongement
pouvant étre négatif).

Supposons que le c6té MN reste fixe; alors toute la partie du
svstéme réticulaire placée a gauche de MN reste aussi fixe, puisque,
par hypothése, le c6té NP est le seul dont la longueur se modifie;
par suite (lemme I), le c61é MP tourne autour du point M d’un

angle égal & la valeur du rapport i, I étant la distance de NP au

sommet M qui lui est opposé, en entrainant avec lui toute la
partie MPA’ du systéme réticulaire située a sa droite, de sorte que
loute cette partie tourne relativement 4 la partie de gauche laissée
fixe, de 'angle indiqué.

Convenons de compter les rotations positivement ou négative-
ment suivant qu’elles ont lieu de gauche a droite (sens des aiguilles
d’'une montre) ou de droite & gauche.

On voit alors que, si z est positif, c’est-a-dire si NP s’allonge, la
rotation sera elle-méme positive, et vice versa, et comme, d’aprés

nos conventions, % est ici négatif, I'angle de la rotation sera bien
x

h

(*) Cette convention consiste 4 regarder A comme positif ou négatif, selon que
le sommet opposé & la barre considérée est au-dessus ou au-dessous de cetle
barre (voir, pour plus de détails, la premiére Partie, § 203).
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2° Le méme raisonnement subsisterait s’il s’agissait d’une barre
principale inférieure. Alors % serait positif; mais la rotation serait

. . . , @
de signe contraire a « et, par suite, encore égale 3 — W
3° Supposons enfin que la barre qui subit un allongement 2

soit un étrésillon MP.

Considérons le quadrilatére MNPC dont les quatre cotés sont
de longueurs invariables, sa diagonale MP changeant seule.

Fig. 25.

0

Admettons que le coté MN et, par suite, toute la partie du sys-
téme réticulaire placée a gauche de cette ligne restent fixes, que le
coté PC sc déplace infiniment peu de fagon a venir occuper une
position P, Gy, telle que la nouvelle diagonale MP, ait une lon-
gucur MP - «, la ligne PC entrainant avec ellc toutes les barres
situées a sa droite.

Le mouvement de toute cette figure invariable PCA’ sera une
rotation infiniment petite autonr du centre instantané O de la
ligne PC, c’est-a-dire autour du point que nous avons appelé
le sommet opposé & la barre MP, et il résulte du lemme Il

I3 , Y 1]
que l'angle dont clle a tourné est égal & la valeur absolue de ;»

h étant la distance de ce point O a la ligne MP.
On voit d’ailleurs qu’ici la rotalion autour de O qui améne
toute la figure PCA’ en P, G, A a lieu de droite & gauche pour un
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observateur placé en O; elle est donc négative. Dailleurs,
MP, =MP + « est plus grand que MP, c’est-d-dire que a est
positif; % est aussi positif, puisque le sommet O opposé & la barre
MP est au-dessus de celle-ci; donc la rotation est bien encore

Y o
égale a — .

On vérifierait la 'proposition de méme pour un étrésillon NM
incliné en sens contraire.

Remarque I. — Si les deux barres principales NP, MC étaient
paralléles, le point O passerait & l'infini. On aurait 2= co et

a . .
7 = 0. Nous avons vu, en effet (remarque faite A la suite du

lemme 1I), que dans ce cas il n'y a pas rolation, mais simple

translation d’une partie de la figure velativement a I'autre.
Lorsquel'on considére une poutre ou un arc de hauteur constante,

cette circonstance se présentera pour tous les étrésillons. Ainsi :

TrtoriMe. — Dans une piéce (arc ou poutre) de hauteur
constante, les dilatations ou contractions des étrésillons ne
produisent pas de rotations élastiques ou de rotations des por-
tions de la piéce les unes relativement aux autres, mais de
simples translations ou glissements; les dilatations ou contrac-
tions des barres principales produisent scules des rotations re-
latives ou flexions.

St la piéce, sans étre de hauteur rigoureusement constante,
est de hauteur progressivement et lentement variable, ce qui a
lieu le plus souvent dans la pratique, ce théoréme s’applique
encore approximativement.

C’est pourquoi on néglige souvent, dans la pratique, les rota-
tions dues aux variations de longueur des étrésillons.

§ 614.

COMPOSITIOR DES DEPLACEMENTS DES NEUDS D'UN SYSTEME RETICULAIRE,
EN FONCTION DES ALLONGEMENTS DES BARRES. — Considérons (fig. 25,
pP- 122) un systéme réticulaire quelconque AA’. On suppose
d’abord le nceud extréme de gauche A fixe, ainsi que la direction



124 3° SECTION. — CHAP. VI

de la barre AE (non sa longueur). On se donne les dilatations et
contractions de toutes les autres barres et I’on demande de déter-
miner le déplacement qui en résulte pour un nceud quelconqueM.

Si une seule barre a s'allonge de a, toutes les autres conservant
leurs longueurs, il y a deuk cas & distinguer, suivant que celte
barre est issue du point M ou placée a la droite de celles qui
émanent de M ou a leur gauche. Dans le second cas, le point M
ne se déplacera pas. Ainsi, si la barre PQ s’allonge, toutes les
autres barres conservant leurs longueurs, la barre AB étant sup-
posée fixe, loute la figure ABPM, qui reste, par hypothése, de forme
invariable, sera aussi fixe, et c’est seulement la partie PCA’ quise
meut.

Si, au contraire, une barre a telle que NB s’allonge de a, toutes
les autres conservant leurs longueurs, toute la partie ENA' de la
a

figure tournera d’'un angle — P

autour du sommet E opposé a la

barre considérée.

Outre les barres situées 4 la droite de M, il faut considérer celles
émanant du point M lui-méme. On voit que la barre ME fournira
une rotation autour de N, a laquelle participera le point M. De
méme, l'allongement de I'étrésillon MN fournira une rotation
autour du sommet opposé a cette ligne, la partie NEA de la figure
restant fixe, mais le point M se mouvant.

La barre MP donne lieu a une rotation autour de N, ou la
partie NMA de la figure et, par suite, le point M restent fixes; de
méme, 'allongement de la barre NP ne donne pas de mouvement
pour le point M.

Il y a encore une vremarque a faire au sujet de P'effet produit
sur le point M, par l’allbngement de la barre extréme de gauche AE
supposée de direclion constante. Le point E se meut sur la direc-
tion fixe AE; de plus, la longueur AB est constante. Donc le
centre instantané de la rotation est ici en (%, A la rencontre de la
perpendiculaire élevée en B a AB avec la droite AE (prolongée

s’'il y a lieu), el la rotation autour de O’ est %, h étant la distance

O’'B comptée positivement si ()’ est au-dessus de AB.
Moycnnant ces observations, nous pouvons énoncer la proposi-
tion suivante :
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TutorkMe. — Si le neeud extréme de gauche A d’un systéme
réticulaire est fize, si de plus l'une des barres AE issues de ce
neeud conserve une direction invariable, le mouvement d’un
neeud quelconque M dit aux dilatations positives ou négatives
de toules les barres du systéme s'obtient en composant entre

elles toutes les rotations — Z dues aurx dilatations de celles des

barres qui sont placées a la gauche du neud considéré, en »
comprenant la barre principale de gauche et U'étrésillon de
gauche issus de ce point.

Supposons a présent que la barre AE recoive elle-méme une
rotation arbitraire autour du point A, toutes les barres conservant
leurs longueurs, le point M y parlicipera comme toutc la figure.

11 en est de méme si le point A lui-méme regoit un déplacement,
toutes les barres conservant leurs grandeurs et leurs directions,
ce qui imprime a la figure tout entiére une translation égale au
déplacement du point A. Donc :

Tutorime. — Le déplacement le plus général possible qu-
peut recevoir un neeud M d’un systéme réticuluire qui se dilate
ou se contracte sous une influence quelconque s’obtient en
composant cinématiquement le déplacement de (’un des
neeuds A placés a sa gauche (que ce soit le naud extréme ou
non) : 1° avec la rotation que recoit l'une des barres AE issues

. @ .
de ce neud; 2° avec toutes les rotations — % dues aux dilata-

tions a des barres comprises entre celle AL et le point M
(y compris la barre principale de gauche et l’étrésillon de
gauche issus de ce point).

Remarque. — On sait que deux rotations, soit paralléles, soit
concourantes, se composent exactement comme des forces; de la,
on conclut que les rotations, en général, se composent comme des
forces. Ici, il s’agit de rotations autour d’axes tous perpendicu-
laires au plan de la figure et par conséquent paralléles. Elles se
composent donc comme des forces paralleles. Or des forces paral-
léles admettent, en général, une résultante unique égale a leur
somme algébrique (élant convenu quel’on compte positivement les
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forces qui ont un sens convenu arbitrairement, mais une fois
pour toutes dans chaque probléme, et négativement celles qui ont
le sens opposé) et dontle point d'application est fourni par le théo-
réme des moments relativement 2 un plan ou, si 'on veut, par les
formules du § 124. Par suite, il en est de méme des rotations.
Rapportons donc la figure (fig. 25, p. 122) d un systéme d’axes
rectangulaires quelconque Oz, Oy. Soient 2/, 5’ les coordonnées
du sommet O opposé 4 une barre a', c’est-a-dire les coordonnées

. a’ . C 1.
de I'axc de la rotation — 5 (O sera un nceud si labarre considérée

est une barre principale). Désignons par z,, y, les coordonnées
du point A et par w, la rotation arbitraire qu’on donne a la barre AE
entrainant avec elle la figure tout entiére.

o
I3
point P se composent en une rotation unique Q égale a leur
somme, soit

(A) Q=%—2%,
[

en désignant par 2 une somme se rapportant & toutes les barres

La rotation v, ct les rotations — —; auxquelles participe un

I
placées a gauche du point P que I’on consideére.

Cette rotation résultante Q a lieu autour d’un point dont les
coordonnées &, 7 fournies par les formules du § 124 sont

£Q = woo —'2 %x',
£
R 22
£

Il faut y ajouter une translation égale au déplacement du

point A.

(B)

§ 615.

EXPRESSIOR DES COMPOSANTES DU DEPLACEMENT D'UN NEUD. — Soient
u et v les projections sur les axes de coordonnées (fig. 23, p.122)
du déplacement d’un neead Q dont les coordonnées, dans I'état na-
turel du systéme, sont x et ).
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On peut obtenir directement u et ¢.

Soient en effet 2’ et )’ les coordonnées du sommet O opposé a
une quelconque des barres MP placées & gauche du point Q ; soient
/' la distance positive ou négative du point O i la barre MP et o
I’allongement positif ou négalif de celle-ci, de sorte que I'angle o’
dont cet allongement fait tourner le point Q autour de O est

Supposons que les rotations positives comptées de gauche a
droite aillent des y positifs vers les x positifs.

Alors les projections du déplacement du point Q da 4 la rota-
tion o' sur 'axe Oz et I'axe Oy sont respectivement (§ 294,
II° Partie, p. 22)

w'(y—r')
—w'(z—2');
soit
o .
- '}?(J"_y')f
al
F(z—z’).

Les composantes du déplacement total dii aux allongements des
barres sont donc

£
Ns(e—a,
4

2 se rapportant & toutes les barres placées & gauche de P.

£
Soient u,, ¢vo les composantes arbitrairement données du dé-

placement du point A; z,, ¥, ses coordonnées, w, la rotation
aussi arbitrairement donnée de la barre AE autour de A. Cette
rotation donne encore au point P un déplacement dont les com-
posantes sont

wol ¥ —Yo0), — wo(x— Tp).
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Donc, on a définitivement

\ U = Uy+ wo(,}’—.}’o)—z %7(}'—}’,)'
I3

(C) / o’
( 0 = vg— g (2 — ) + I 51 (T =),
g

qu’on peut encore écrire

'\ . a4
u=u—anyoty(w—X )+ 5"

3 £
f R AR
v = ¢ [0 —_ Wy ~— —_— _ -; L.

o Hote ° X Y
\ 5 8§

§ 616.

INFLUENCE DE LA TEMPERATURE. — Les formules de pure Cinéma-
tique qui précédent sont indépendantes de la cause qui déter-
mine la dilatation « des barres; que cette cause soit I'élasticité
ou la chaleur ou les deux réunies, les formules subsistent pourvu
que o désigne pour chaque barre o' I'allongement total qu'elle
a subi. Dans cet allongement, il est convenable de distinguer la

- partie due a la chaleur de celle due a I'élasticité.

Désignons par o cette derniére seulement. Pour avoir I'expres-
sion de celle due ala chaleur, soit ¢’ le coefficient de dilatation d’une
barre a', et supposons que sa température s'¢léve de < degrés
centigrades a partir d’'une température initiale qui sera celle de la
pose des ouvrages, 7’ étant négatif s’il y a abaissement de la tem-
pérature ; alors son allongement positif ou négatif sera 6'z'@’. Donc
les formules (A) et (B) deviennent

(C1)

L

I
Q= wy —zp(a'+o1:a),
4

z’ T L g '
(A) { EQ:mox‘,—-zz—,(z—r—a:a),
&

7 = woyo—z';—:,l(z'—i— &'<'a’).
g

De méme les formules (C) deviennent, en mettant en évidence
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les effets de la température,

Nt 7

u= uo+mo(y—yo)—2(%7 “+ o't a)(y-y'),
(€) S
p= Vo—mo(-l‘—l‘o)-f-z(ﬁ +8':’a') (x—2z'),
£

ou les sommes se rapportent aux lettres accentuées. On peul. les
écrire comme celles (C,), & savoir :

a . a'
U = Uy—wy Yo [mo—z (I_z' . o’t'a’)]y +2 <F + G’t’a’) 7,
£ g
a’ o
0. = P+ WeTp — [wo——z (71—, -+ 3':’a’)] x ——2(7{, -4 '6":’a’) '

(Cy)

§ 617.

CHANGEMENTS DANS LES DISTANCES MUTUELLES DES KEUDS D'UN SYSTEME
RETICULAIRE. — Soient ( fig. 25 bis, p.130) A, et M, les positions de
deux nceuds quelconques d’un systéme réticulaire dans son état
naturel. Soient A et M les positions qu’ils prennent aprés une
déformation élastique du systéme, en sorte que leurs déplacements
sont respectivement Ay A et M, M.

Projetons les points A et M en a et m sur la ligne AyM,.
Comme les déplacements sont trés petits, I'angle € de AM et de
Ao M, est lui-méme trés petit de I'ordre des déplacements.

Par suite, la longueur AM ne différe de sa projection que d’une
quantité de I'ordre de 2 ou de I'ordre du carré des déplacements
qu’on néglige. Donc, nous pouvons, dans les limites de I'approxi-
mation adoptée dans la théorie mathématique de I'élasticité,

écrire
AM == am,

et, par suite, l'allongement positif ou négatif qu'a subi la
distance A, M, des deux nceuds considérés est

AM — A My=am — AMy= M¢m — Aqa,
c’est-d-dire égal a la différence des déplacements MyMet Ay A des

decux points estimés suivant la direction AyM,.
1v. 9
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Cela étant, prenons la droite A,M, pour axe des z, alors les
projections des déplacements des deux points sur A,M, sont re-
présentées par u et u, et I'allongement positif ou négatif qu'a subi

Fig. 25 bis.

M .
YoM

la droite AyM, est représenté par la différence u — u,. Et comme
on suppose ¥, = ¥ = 0, la formule (C) du § 615 donne

«
(Cg) u—uo=zﬁy.
.. 4
Ainsi :
Tatorime. — Pour avoir U’accroissement positif ou négatif

qui se produit dans Uécart entre deux nceuds quelconques
d’un systéme réticulaire, par suite d’allongements quel-
conques donnés a tout ou partie des barres qui le composent,
il suffit de multiplier allongement positif ou négatif « de
chacune des barres comprises entre les deuzx nceuds considérés

']
ar le rapport '1, des distances positives ou négatives du
P pp 7 p -1

Y

sommet opposé & cette barre & la droite qui joint les deus
nceeuds considérés et a la barre elle-méme et de faire la somme
des produits ainst obtenus. ’

§ 618.

ALLOKGEMENTS DES BARRES SURABONDANTES D'UN SYSTEME RETICULAIRE
EN FONCTION DES ALLONGEMENTS DES BARRES DU SYSTEME. — Considérons
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a présent un systéme réticulaire & & lignes surabondantes, soit un
syst¢éme & n nceeuds renfermant 2n — 3 + k lignes.

Nous supposons, comme cela arrive en général, dans la pratique,
que parmi ces lignes il en existe 2n —3 formant un systéme
simplement triangulé ou réticulaire.

Connaissant les allongements positifs ou négalifs des barres qui
le composent, on peut trouver I'accroissement de distance qui en
résulte pour deux nceeuds quelconques, c’est-a-dire I'allongement
d’une barre surabondante joignant ces nccuds; de sorte qu’en vertu
de la formule (C,), en appelant AAB l'allongement d’une barre
surabondante AB joignant deux nceuds quelconques A, B, on a,
en supprimant les accents,

B
(Cs) AAB =2 % ”
A

ou 2 exprime une somme se rapportant & toutes les barres com-
A
prises entre les extrémités A et B de celle que I'on considére; a l’al-

longement de I'une de ces barres, A sa distance 4 son sommet op-
posé et y la distance de ce méme sommet a la barre AB.
Cette formule est facile a retenir et s’obtiendrait d’ailleurs tout

de suite en observant que le déplacement du point B par rapport
a celui A supposé fixe résulte des rotations — ;i autour des
sommets opposés aux barres comprises entre A et B.

§ 619.

CONSTRUCTION GRAPHIQUE DES COEFFICIENTS QUI ENTRENT DANS LES
FORMULES. — Les coefficients %, ;, % qui entrent dans les formules des

rotations et des déplacements peuvent se construire graphiquement en
grandeur et signe & I'aide de deux théorémes que nous allons établir,
. .o .
TagonkME 1. — Le coefficient % relatif @ une barre a d’un systéme
réticulaire est égal en grandeur et signe & la tension (positive ou né-
gative) que ferait naitre dans cette barre un couple de moment -+t

appliqué a Uextrémité de gauche de la piéce supposée encastrée a son
extrémité de droite.
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Soit (fig. 26) un systéme réticulaire quelconque; quelles que soient
les forces qui le sollicitent et les appuis sur lesquels il repose, suppri-
mons-les par la pensée et regardons-le comme encastré a son extré-
mité de droite, c’est-a-dire regardons le point A’ comme fixe, ainsi que
la direction de la barre -A’B’, tous les autres points du systéme étant
libres.

Concevons qu’on prenne un point arbitraire C, et qu'on le relie invaria-
blement & la piéce, par exemple, par deux barres fictives CoA et CyB, de
sorte que I'cnsemble CoABA’ forme un systéme réticulaire encastré sui-
vant A'B’ et libre a son extrémité C,.

Fig. 26.

Donc nous pouvons, par les procédés graphiques développés au § 9.
trouver les tensions que produisent, dans ce systéme, des forces donnéer
quelconques.

Supposons qu’on choisisse, comme forces extéricurcs données, deus
forces appliquées respectivement en G, et en A et formant un couple de
moment —+ 1, c'est-d-dire tendant a faire tourner son bras de levier de
gauche a droite.

Désignons par y la tension posilive ou négative que déterminent ces
deux forces dans une barre quelconque @, en sorte que y est une force
connue graphiquement et comptée positivement si c’est une tension.

Mais nous pouvons aussi calculer cctte force par le théoréme de Ritter
(§ 204) qui donne en grandeur et signe

.M
L=z
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M désignant la somme des moments relativement au sommet opposé a la
barre considérée des forces extérieures agissant & gauche de celle—ci.

Mais ici, les seules forces agissantes étant deux forces formant un couple
de moment + 1, on a, quelle que soit la barre considérée, M = 1. Donc

& =

7.=

TuioréuE II. — Etant donnés deux ares rectangulaires quelconques
Cox, Coy, situés dans le plan d'un systéme réticulaire (fig. 26, p. 132),
sZ l’on désigne par x et y les coordonnées du sommet opposé & une
barre a et par h la distance positive ou négative de ce méme sommet
a la barre elle-méme, et que I’on compte les moments positifs, en allant

des y positifs vers les x positifs, la quantité % est égale en grandeur

h

et opposée en signe a la tension que fait naitre dans cette barre une
Sorce de grandeur 1 appliquée a l’origine des coordonnées Co, suivant
Coz, le point G, étant supposé invariablement lié ¢ l’extrémité de
gauche AB du systéme réticulaire et celui-ci étant encastré par son
extrémité de droite.

z
3
produite dans les mémes conditions par une force de grandeur 1 ap-
pliquée suivant G, y.

De méme la quantité 5 est égale en grandeur et signe a la tension

Supposons toujours le systéme GyA A’ libre & son extrémité de gauche et
encastré suivant la barre extréme de droite A'B’.

Le point Gy, origine des coordonnées, étant relié aux deux points A et B,
appliquons suivant Coz une force CF égale a I'unité. Nous pouvons déter-
miner graphiquement les tensions qu’clle détermine dans les diverses barres.
Soit A celle produite dans une barre quelconque MP dont le sommet op-
posé soit le point O ayant pour coordonnées z et y.

Le théoré¢me de Ritter donne

A=

Mais M se réduit ici au moment de la force Gy F relativement au point O

Si I'on compte les moments positifs des y vers les z, soit de gauche a droite

sur la figure, on a
M=—CFxy=—y,
d'oir .

On aurait de méme, en appelant A’ les tensions dues 3 ne force 1 ap-
pliquée suivant Cyy,
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Remarque I. — Si 'axe des z est dirigé suivant AA', le triangle BCA'
devient inutile et il suffit d'appliquer la force 1 au point A’ dans le
sens A'A. ’

Remarque II. — Dans ce qui précéde, nous avons regardé les rotations
comme positives de gauche a droite. Sil'on faisait I'hypothése inverse, cela
changerait les signes des deux membres des équations (A) ci-dessus. Donc
ces équations sont indépendantes de cette convention. Mais, si I'on comptait
les moments positifs des z positifs vers les y positifs, les deux derniéres
équations seraient remplacées par

A= % N=—

x
h
§ 620.

NOUVELLE FORME DORKEE A L’EXPRESSION DE L’ALLONGEMENT D'UNE
BARRE SURABONDANTE. — Soit & trouver dans une piéce réticulaire quel-
conque l'allongement d’une barre surabondante AB joignant deux ncuds
quelconques A et B d’'un systéme réticulaire par suite d’allongements
donnés a des barres du systéme. Nous avons vu que cet allongement a pour

expression -
B

AAB =2%}’.
A

Appliquons aux deux points A et B deux forces égales, dirigées sui-
vant AB, toutes deux de grandeur égale a I'unité de force et tendant i
écarter les points A et B, c’est-a-dire dirigées comme seraient des forces
remplagant une tension —+1 de la barre si on la coupait prés de ses extré-
mités et qu’on enlevat la partie moyenne de fagon & ne laisser subsister que
les deux bouts attenant aux nceeuds A et B. Supprimons toutes les autres
forces agissant sur le systéme et supposons-le libre et en équilibre sous
Paction des deux forces fictives dont nous venons de parler.

Nous pouvons trouver graphiquement les tensions qui en résultent sur
les barres du systéme réticulaire.

Soit X la tension positive ou négative ainsi produite sur la barre carac-
térisée par les lettres a, y, 2. On a par le théoréme de Ritter

M
A= o= X
k= h
Done
B
(Cs) AAB =27u.
A

On peut encore écrire

(Gy) AAB =X)q,
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la somme X s’étendant a toutes les barres du systéme, car il est évident
que, sur les barres non comprises entre les points A et B, les tensions pro-
duites A sont nulles, de sorte qu’elles ne donnent rien dans la somme.

‘TgkorEME. — Pour avoir l’allongement positif ou négatif d'une
barre surabondante AB d’un systéme reticulaire, ou laccroissement
posttif ou négatif de la distance de deux nceuds quelconques A et B
du systéme, résultant d’allongements « donnés aux diverses barres qui
le composent :

1° Appliques aux points A et B des forces unité dirigées suivant AB
et tendant & écarter ces points;

2° Cherches graphiquement ou analytiquement les tensions X que
ces forces font nattre sur les barres du systéme (elles n’en font naitre
que sur les barres comprises entre A et B);

3° Cherches les travaux A« de ces forces A pour les allongements
donnés a, et la somme de ces travauzr représente l’allongement
cherche.

§ 621.

EXPRESSIONS DES ROTATIONS DES BARRES ET ALLONGEMENTS DES NEUDS
PONCTION DES TENSIONS ELASTIQUES DES BARRES. — Si ¢’ est la tension
qu’éprouve une barre de longueur a’, de section S’ et de coeffi-
cient d’élasticité E' sous I'action des charges, quelles qu’elles soient,
que supporte une piéce, son allongement élastique correspondant
est

’

a' = Et,z—b, t.

Par suite, les équations (A’) du §616 deviennent respectivement
' 7 .
0= w0 —3 % (ﬁ“)
8
azx [t ar s
(D) { o= wm— D7 (g 7).
8

!’ ! t'
Qn = wyye— li%(]f.—'s_' +8"\:’).
[ 4

De méme les formules (C’), donnant les composantes «, v du
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déplacement d’un nceeud caractérisé par les coordonnées z, y, de-
viennent

u=ug+ wo(y —) Zh,(u—,—,-s't')(y——y'),

(E)
v = py— wo(Z — Zp) - Zh (l‘,s,+8't')(:c-—ar’).

Dans toutes ces formules les termes relatifs & la température
disparaissent si 'on suppose toutes les barres i la température de
pose de la pitce, c’est-d-dire si I'on fait 7= o. Le facteur ¢'<’ sort
des signes I si I'on suppose toutes les piéces homogénes et a la
méme temnpérature. De méme, si les piéces sont homogeénes, E' sort
des signes 3.

§ 622.

EXPRESSIONS DES ROTATIONS ET DEPLACEMENTS EN FONCTION DES MO-
MENTS M. — Si M est la somme des moments de toutes les forces
agissant 4 la gauche d’une barre relativement au sommet opposé a
cette barre, le théoréme de Ritter (§ 204) donne pour la tension
de cette barre

t= 'S

Par suile, les équations (D) et (E) deviennent

M
T o Zh (l’b T )'
M’ s
(D) { O woZo— 2/,( TS “)'
M’ a
—z,t( Yr-ee),

ct

a M’ ~ '
u = Ug—+ wo(Y — ¥o) — W (E' ST + 0 T)(}’ -~
ré
&

<E) 1.
v = pg-— wo(Z —-29) +Zh' Tsw a"t')(-i‘—ﬂ"')v
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et, si I'on fait abstraction de la température,

lal
0w —X s
14

i

M'a'
(D7) ! 2= wom— P
4
G — M a’
M= WYo— LuisT i’
N 8

. M'al ,
U= ”0‘*'“’0(.7—}’0)——21-.;:5:—*/7, (=7
(E) ‘ M'a
v = 9o— wo(w_xo)_ziﬂ’s’_h'_’ (z— "),
£

qui ont ceci de remarquable que les distances h' n'y entrent
plus qu’au carré, et que, par suite, il est inutile de tenir compte
de leurs signes conventionnels (§ 205).

§ €23.

EXPRESSIONS APPROCHEES DES ROTATIONS ET DEPLACEMERTS EN FONCTION

DES MOMENTS DE FLEXION. — Dans les termes des sommes 2 relatifs
I
aux barres principales, M’ représente les moments relatifs aux

noeeuds opposés a ces barres.

Dans les termes relatifs a des étrésillons, M’ est une somme de
moments relative & un point o (fig. 25, p. 122) qui ne fait pas
partie de la pi¢ce. Ce n’est donc plus un moment de flexion.

Supposons qu’on néglige les allongements des étrésillons comme
étant toujours trés faibles par rapport a ceux des barres princi-
pales. Alors les sommes ci-dessus, au lieu de s’étendre & toutes les
barres placées a gauche du point que I'on considére, s’appliquent
seulement aux barres principales, et, dans chaque terme, M’ dé-
signe un moment de flexion.

§ 624.

EXPRESSIONS DES ALLONGEMENTS DES BARRES SURABONDANTES EN FONC-
TION DES TENSIONS ET DES MOMENTS M. — L’allongement AAB d’une
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barre réelle ou fictive joignant deux neuds A et B, da a des allon-
gements donnés a des barres du systéme, est (§ 620)

la somme s’étendant & toutes les barres comprises entre A etB
(a toutes celles qui seraient tendues ou pressées par I'effet de deux
forces égales et opposées dirigées suivant AB, le systéme étant
supposé libre et soustrait a toute autre force); y étant la distance
positive ou négative & AB du nceud opposé a la barre a qui subit
P'allongement «, et % la distance positive ou négative de ce nceud
a la barre elle-méme.

Soit ¢ la tension que prend la barre @ sous I'action de forces
données quelconques; on a

ta
o = FS ’
d'ou
B
(F) AAB =2 E“g %t.
A
D’ailleurs
M
= —h—7
d’our
B
(F") AAB:EEL’S- 2 M,
A
§ 623.

RECIPROCITE DES ALLONGEMERTS DES DISTANCES MUTUELLES DES NEUBS
D'UN SYSTEME BETICULAIRE. — THEOREME. — Supposons deux forces
égales et opposées et égales & Uunité, appliquées en deuxr noeuds
quelconques A, et By d’un systéme réticulaire, suivant la direction
AyBy, attractives ou répulsives.

Soit AA By l’accroissement qui en résulte dans la distance A(B, de
deuz autres nceuds quelconques Ay et B,.

Supposons inversement que ce soit en ces deux naeeuds qu’on applique
les deux forces unité attractives ou répulsives dirigées suivant la
droite A| BI'

Soit AABy laccroissement qui en résulte dans la distance des
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neeuds Ay et By. On aura
AAoBo = AAlBi.

En effet, appliquons en deux nceuds Ay et B; d’un systéme réticulaire
(fig. 27) les forces unité.

Supposant le systéme réticulaire libre et supprimant toute autre force,
cherchons I'accroissement AA¢By qui en résulte pour la distance A¢By. On
aura, par la formule (F'),

B,
AA,B, =2 hib %‘; M,
Ao

Fig. 27.

Al B,

en appelant y, au lieu de y les distances a A,B, des sommets A opposés
aux barres @ comprises entre A, et By, que ces sommets soient des nceuds
ou non.

M est la somme des moments relativement & A des forces agissant a
gauche d’une section zy faite dans la barre a.

Pour les barres @ comprises entre A, et Ay, B, et B;, on a évidemment
M = o. Pour les premiéres, il n’agit aucune force & leur gauche; pour les
derniéres, il agit deux forces +1 et —1 donnant une somme de moments
M nulle.

B, B,
Donc la somme 2 se réduit a 2
Ao A

Il suffit de considérer les barres a comprises entre A; et B;. Pour I'une
de celles—ci, on a

M=1xy, =y,
en appelant y, la distance a la droite A, B; du sommet A opposé a la barre a.

Donc
B,

BBy = D g5z 70X
A,

Supposons & présent les forces 1 appliquées en A, et By et cherchons
Paccroissement de la distance A, B,.
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On aura par la formule (F')

B,
AA,B, —21—"5 %—:M.
Ay

Mais ici
M=1Xxy0 =)0
d’onr
R,
AA[B| =2 lﬁ}’o XX = AAOBO-
Ay
§ 626.

RECIPROCITE DES DEPLACEMENTS DES NEUDS. — Au lieu de supposer le
systéme libre, supposons le point B, fixe. Alors, au lieu d’appliquer des
forces 1 égales et opposées en Ay et By, il revient au méme d’appliquer
sculement une force 1 en A,, cette force étant dirigée vers le point fixe By;
car cetlte force fera naitre, dans le point fixe By, une réaction —r, de
sorte que tout se passera comme si, le systéme étant libre, on avait appliqué
des forces égales et opposées suivant AyB,.

D’ailleurs, comme le point B, est fixe, I'allongement positif ou négatif
AAoB; nec sera autre chose que le déplacement du point A, estimé suivant
AoB,. Ainsi:

TukorEME I. — Si, en un nceeud quelconque Ay d’un systéme réticu-
lawre, on applique une force unité dirigée vers un point fire By du
systéme et qu’il en résulte, entre deuxr autres nceuds quelconques A,
et By, un allongement positif ou négatif AA, By, en appliquant des
Jorces unité égales et opposées en ces derniers nceuds, il en résultera,
pour le point Ay, un déplacement qui, en projection sur AgBy, sera
égal a AAB,.

Si la premiére force a un sens tel qu'elle comprime la ligne Ay By,
les secondes doivent comprimer A(B, et inversement.

De méme le point Ay peut étre fixe et alors, par un raisonnement ana-
logue au précédent, on arrive a cette autre proposition :

TaioreME II. — Si, en un neud quelconque Ay d’un systéme réticu-
laire, on applique une force 1 dirigée vers un point fire By du sys-
téme et qu’il en résulte, pour un autre neeud B,, un déplacement quu,
estimé dans une direction allant aussi @ un point fixe B, du systéme
sott uy, réciproquement, une force ) appliquée en ce dernier point
dans la direction ByAy imprimera au point A, un déplacement qui,
estimé suivant AyB,, sera aussi égal a u,.

Remarque. — Si le systéme comporte des points fixes, on peut y ratta-
cher artificiellement d’autres parties fixes et appliquer le théoréme a des
forces et déplacements dirigés vers ces derniers points. 1l devient ainsi
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applicable 4 des déplacements estimés suivant des directions quelconques
et pour des forces aussi de directions quelconques.

§ 627.

LES PIECES PLEINES DE LA RESISTANCE DES MATERIAUX CONSIDEREES
COMME CAS PARTICULIER DES SYSTEMES RETICULAIRES. — Les formules
que nous venons d’établir permettent, comme nous le verrons, de résoudre,
en toute rigueur, tous les problémes que soulévent les arcs ou poutres de
hauteur constante ou variable, encastrées ou appuyées, quel que soit le
nombre des appuis, lorsqu’ils forment des systémes réticulaires. Les solu-
tions sont analytiques ou graphiques a volonté. Quand on emploic les formules

exactes, la formation des coefficients fournis par les sommes E exige des
£

calculs numériques laboricux. L'emploi des formules approchées les simplifie.

Si, en effet, les longueurs a des barres principales qui entrent seules

dans les formules approchées sont comparables a la longueur totale

dc la construction que I'on étudie, alors il entrera dans les sommes E un

8
petit nombre de termes et leurs calculs numériques seront peu laborieux.
Si, au contraire, les longueurs des barres sont trés petites relativement
aux dimensions générales de la charpente, en regardant ces longueurs

comme infiniment petites, les sommes E se transforment approximati-

vement en intégrales; les formules que Pon obtient de la sorte ne sont
autres que cclles ¢tablics dans la’ deuxiéme Partie d'aprés les hypothéses
de la Résistance des matériaux. Les formules générales de la Résistance
peuvent donc étre regardées comme un cas particulier des formules exactes
relatives aux systémes réticulaires. C’est ce qui a été observé par Mohr et
Winckler.

Considérons d’abord une piéce MNPQ ( fig. 28, p. 142) dec hautcur con-
stante A, c’est-d-dire terminée par deux lignes équidistantes MN et PQ.
Faisons nne section transversale () qui coupe les deux lignes matérielles
MN et PQ. Désignons par S; et S, les aires des sections supposées de di-
mensions infiniment petites qu’clles déterminent dans ces deux lignes.
Soit G le centre de gravité de ces deux aires. Le lieu des points G se
nomme la fibre moyenne de la pié¢ce dans le cas ot le coefficient d’élasti-
cité E est lc méme pour les barres supéricures MN et pour celles PQ.

Si ces coefficients étaient différents, E; pour la barre supéricure et E,
pour la barre inférieure, la fibrc moyenne scrait le licu des centres de gra-
vité G de deux masses fictives égales ou proportionnelles a E;S; et E;S,
concentrées respectivement aux deux points ou la section (z) coupe les
lignes MN et PQ. Divisons la fibre moyenne en partics infiniment petites
et, par les points de division, menons des normales telles que AC, BD, ete.
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et considérons ces normales comme formant un premier systéme d’étrésil-
lons, les lignes 1égérement obliques telles que AD formant le second sys-
téme. On a ainsi la structure d’une piéce réticulaire de hauteur constante.
de sections S; et Sy constantes ou variables et dont les barres principales
AB, CD, etc., sont infiniment petites.

Soit s l'arc de la fibre moyenne compté & partir d’une origine fixe, par
exemple de son extrémité de gauche, et gg’' = ds I'élément de cet arc
compris entre les étrésillons AC et BD.

Nous supposons le rayon de courbure de la fibre moyenne trés grand par
rapport i la hauteur 4 de la piéce, il en résulte que les arcs AB, CD sont
sensiblement égaux entre eux et & l'arc gg’' = ds.

Fig. a8.

Pour constituer, de méme, une piéce de hauteur variable, considérons
(fig- 29, p- 143) dans un plan une courbe géométrique quelconque GoG, et
deux courbes matérielles MN et PQ, également quelconques, sous la seule
réserve qu'une section normale & la premiére faite au point G découpe dans
les deux autres des aires Sy et S,, telles que le centre de gravité de deux
masses proportionnelles & E; Sy, E; S,y (ou 4 §; et S, si E, = E,) soit en G.

Ceci posé, dansles sommes 2 des formules (D) du § 622, considérons

[
d’abord les termes relatifs a 'élasticité (abstraction faite de ceux en ¢
relatifs & la température).
Nous aurons ainsi a considérer les trois sommes

Ma

ESA?’
£

Max

ESns’
I3

May

EShz’
8

ces sommes étant A faire pour toutes les barres principales, telles que AB
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et CD comprises entre I'extrémité de gauche et un point quelconque de la
piéce.

Formons dans chacune de ces sommes, ’ensemble des deux termes con-
cernant deux barres opposées AB et CD. Caractérisons par l'indice 1 ce qui
concerne la premiére, et par I'indice 2 ce qui concerne la seconde, de sorte
que les deux termes en question sont, en observant que @, = a; = d5s,

M, M
‘ (E,s,hg T EaSyhl ) ds,
lﬂ,m, M,T, )d

Myys . Myy,s
(ETSTz%+EISE';>d”

(a)

Fig. 29.

Dans ces expressions, S, et E; représentent la section et le coefficient
d’élasticité de la barre AB; &, la distance de cette barre au neeud opposé C,
c’est-a-dire la longueur de la normale abaissée du point G sur la tangente
en A a I'arc MN; =z, et y, sont les coordonnées de ce méme nceud G et M,
est le moment de flexion qui lui est relatif.

De méme, S, et E, désignent la section et le coefficient d’élasticité de la
barre CD, et z,, s sont les coordonnées du nceud A opposé i cette barre;
M, le moment de flexion relatif i ce point A, et A, sa distance a la barre GD
ou a la tangente en C 2 la courbe PQ.

Désignons par
bg = Ag et bg = Cg‘

Ies distances des points A et C au point g, centre de gravité des masses
E;S;, E; Sy; par z et y les coordonnées du point g et par M le moment de
flexion relatif a ce point.

Soient H le point oil la résultante des forces extérieures agissant sur la
partie MPAC de la piéce coupe la ligne AC, N et T les composantes de
cette force suivant la normale a AC et suivant cette ligne AC elle-méme.
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On aura par définition
M-—=NxHg,
M;=N(Hg -+ &),

M= N(Hg — b,),
ou

(6)

Par suite,

M, = M- &N,
My= M — byN

M, M., by

] 1
' =M (i s I
B i T ES A = Y (E,bllcf+h,b,h§)+N(E15,h‘{

Introduisons le moment d’inertie, par rapport au point g, de I'ensemble

des deux sections Sy et Sy supposées de densités Ky, E,.

Appelons EI ce moment d'inertie, E étant une constante de mémes di-
mensions qu’un coefficient d’¢lasticité et qu’on peut choisir arbitrairement.
(Si E; et E; sont les mémes dans toute I'étendue de la piéce, on prendra
pour E leur valeur commune; alors I désignera le moment d'inertie des

deux surfaces Sy ct S, supposées de densité 1.)
On aura donc par définition

E,S,b§ - E,Sgbf = EI

E, S: Ilg

by

D’ailleurs, comme g est le centre de gravité des masses K, Sy, E, S,.

E,Slb,— E=S,b‘ =0,
d’ol, en ajoutant aprés avoir multiplié¢ la seconde par &,

E;S,bs(b; + by) = EI.

Soit 2 = AC = b, + b, la bautcur de la piéce au point A :

E] Sl [)gh — EI.

e

(¢) < De méme,

( E,S.b,4 = EI.
Par suite,

M, M, Mk /b, by ) Nk (

Sk TEsal - BT\l VR

+ gy bid

Si la picce est de hauteur constan’e, ona
' ,11=IIz=IL=bx+ b_».

Si la hauteur varie, on acra

h,= hcos?y, ha= hcosB,,

1
1
h}

R
h}

).
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«n désignant par B, et B, les angles aigus des éléments de courbes AB et g¢’
d'une part et CD et gg’ d’autre part. Mais si, comme cela a lieu dans la
pratique, ces angles sont petits parce que la hauteur des piéces ne varie
que progressivement, on aura sensiblement cos 8; = cos ; = 1 aux quantités
prés de Pordre de sintf, et sin*$, et la double égalité ci-dessus s’applique
encore a litre d’approximation. Par suite, on aura simplement

M, M

M, ) _

) E; S, At T E; S, 5% T ¥l

De méme, a cause de (b), on aura

M, Moz, ) ) Ty by byxy
st + eer =V (g8~ sem) N (B5n— Baor)
ou, cn faisant hy = hy = A et a cause de (¢),

.‘[‘.Tl !“1.’17, _ M Nblbg ; N
m-{— E;S;ILE = Elz(bz‘rl"' bl‘T!)_l— "ﬁh—(‘r!_z‘l)'

Mais les cosinus des angles que la tangente.a la fibre moyenne fait avec
les axes étant :—1‘;, Z‘Ty, ceux de la normale CA comptée de G vers A sont
dy dz
pr A

Donc les coordonnées du point A sont
x,=x+b,g‘§, _y,-_—y—bgz“_—f)

(e) ¢ et celles du point C

d d
x|=.’t‘—b|2§, y1=y+bld_:"

d’onr
b,x, -+ bix, = h.’l’,
Y4
Xy — Xy =— ‘-is .
Par suite,
M,Z‘l M,z‘, Mar N d;

—rr 3 @y,
ES A T ESA - B E%h g

Posons .
E,S;+ EgSg = ES.

Si E; = E;=E, S représentera l'airc totale S, S, déterminée dans les
barres supérieure et inférieure par une section transversale.
Les équations (c) donnent
S,b,: EgSgb, - -"—‘!7
h
1v. 10



146 3° SECTION. — CHAP. VI.

d'ol
by b __h_
E,S: — E,;S; T ES
et
h h El 1
b]b,— E-g xE,S,b.: E_S > T = 's,
par suite,
NY
M,x,_+ Myz, _M_x_ ds _ 1 (Mx E_d__y
E;Sih}  E,S;h} — EI  "ES E( I S ds

On trouverait de méme

NIIJ"___;_. A‘l’yg My :E _li;_l'
EShl T ESal - 1 TS ds

Ces relations et celles (d) nous donnent pour les quantités qui forment

les éléments des sommesz relatifs a la portion ds de la fibre moyenne

8
%a-lds,
(@) B &g,
l‘l';—{ ds + 'I?S_ da.

D’aprés les équations (D’), on a d’ailleurs pour les deux termes des

sommes ¥ , relatifs & l'influence de la température sur les deux barres op-
p p

L
I'4
posées AB et CD,

~ b

04Ty — 02Ty
h
84Ty Iy — O3Ta Ty
h

81":_‘)’1— 8911_71 .
'—h—ds,

ds,

ds,

car, pour la barre AB, on a (§203) 2'=—+ A et, pour la barre CD, A'=—#
(en négligeant, comme dans les précédents calculs, les inclinaisons mutuelles
des éléments AB, CD, g£’); ou a cause des valeurs (e) de zy, yy, 2y, 7.

871 — 8371y

73 ds,

(8‘11— 81'5,)% d‘ — (blsltl -+ b,ag‘t,) d)’,

(811'1— Sgtg)h}:df -+ (b‘ alTl—i— b,s,?,) d.l',
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oit 'on peut remplacer encore &, et b, par leurs valeurs

h
bi= g5 EiSy,

h
bg = E—g E, S,.
Portant toutes ces valeurs dans les équations (D'), ou les sommes 2

se trouvent alors remplacées par des intégrations a effectuer le long de Ta
fibre moyenne depuis son extrémité de gauche dont nous désignons la dis-
tance a lorigine des arcs par 5o jusqu’au point quelconque que I'on consi-
dére, on aura

* M 811’,—8,’5,
. \EI ) ’
‘r/M 8T — 827s
0t = wyzo— | (_T_—)x
L, L\EI 3

/ ‘N_ + b|.6|71+ bga,‘rg) dr

— | ds,
‘r M 8,11-—'8111
on=wor— [ | (g + 2052 7
s L

E
(E) ~
- ( N ol +_b_&f_z) 1 4.

\

Supposons la piéce considérée homogéne et de méme température dans
I"étendue d’une section transversale, homogéne ou non, de température
constante ou variable d’'une section i 'autre.

Soient respectivement dans une section

ES h ds |

81:-8’:8, TI=Teg=— T, E]:E,:E
le coefficient de dilatation par la chaleur, la température et le coefficicnt
d’élasticité. On aura
8‘1‘ = 8"!, = 8‘!,

et, a cause de by + by = A, les formules deviendront

s
M
Q=uw, —f ﬁds,
5o
‘Mz N dx
- o — e - ) =
(h) ¢Q§—""Oxo ‘/:.‘ [EI (ES+8') d‘]d"

‘TMy (N . \dy
n"l=‘°.7_f ['—'—(—:-\‘-O‘C)—-—-]d:,
70, LEI ES ds

qui sont pareilles & celles de la Résistance des matériaux.
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CHAPITRE VIL

APPLICATION AUX POUTRES RETICULAIRES A UNE TRAVEE.

§ 628.

<

METHODE EMPLOYEE. — Nous n’avons pas ici 4 nous occuper des
poutres réticulaires encastrées & une extrémité et libres a I'autre.
nm des poutres posées sur appuis simples, puisque la Statique
fournit graphiquement les tensions des barres d’une telle piéce.

Nous n’avons donc 4 examiner que les poutres encastrées i un
bout et posées sur appui simple a I'autre et les poutres encastrées
a leurs deux extrémités.

Dans toutes les applications qui vont suivre soit aux poutres,
sQil aux arcs, nous négligerons les allongements des barres de
remplissage comme trés faibles par rapport 4 ceux des piéces
principales. Cela simplifiera considérablement les solutions gra-
phiques et nous permetira d'étendre aux piéces réticulaires les
solutions que nous avons données pour les piéces continues.

11 serait possible, en principe, d’appliquer les mémes méthodes
au cas ot I'on tient compte de I'élasticité des piéces de remplissage.
Seulement les applications exigeraient certaines précautions i
cause de I'éloignement des sommets opposés a ces barres.

A. POUTRE ENCASTREE A UNE EXTREMITE ET SIMPLEMENT APPUYEE
: A L’AUTRE.

§ 629.

THEOREME FONDAMENTAL. — S7, en chaque nceud d’une poutre
de hauteur constante ou variable, encastrée & un bout et libre-
ment appuyée a Uautre, soumise & des forces quelconques, on

applique une force verticale fictive égale & EM;‘:_! (M étant le
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moment de flexion en ce neeud, h la distance de ce méme naeud

a la barre qui lui est opposée; a, S, E la longueur, la section

et le coefficient d’élasticité de cette barre), cette force verticale

étant descendante ou ascendante suivant que M est positif ou

négatif, la résultante de toutes ces forces passe par U'appui
simple.

En effet, soit (fig. 30,) ABCD une poutre réticulaire posée
sur deux appuis A et B dont I'un A simple, Iautre B en-

castré.
Fig. 30.

!

AJ B T

Prenons la ligne AB pour axe des z et la ligne Ay pour axe des y.

Le déplacement du point A étant nul, le déplacement ¢ estimé
parallélement & Ay du point B dont 'ordonnée y est nulle est
donné par la formule (E”) du § 622, soit

M'a’ ,
o= =0l Y g (1= )

ou
Ma' Ma |,
S R A T
et la rotation Q de la barre BD est
S M'a
() G=o0 2wy’

les sommes s’étendant a toutes les barres du systéme, et la lon-
gueur de la poutre étant /.
Mais, puisque la rotation de BD est, par hypothése, nulle, on a

(3) Wo— P =573 = 0.
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On ad’ailleurs ¢ = o, puisque le point B ne peut pas se déplacer
verticalement.
Par suite,
M'a’

4) v=— uESmT =

ou, en supprimant les accents,
() E ESmZ=

1«,5 ha par
rapport au point A est nulle ou quc la résultante de ces forces
passe par le point A.

Remarque I. — 5i, ce que nous supposons, le coefficient
d’élasticité E de toules les barres est le méme, le théoréme s’ap-
plique aux forces fictives

Ma
She’
et I’équation (5) devient
e Ma
() ) g’l_’ I = 0.

Si la hauteur de la poutre est constante, le théoréme s’applique
aux forces fictives

et I'équation (3’) devient
(5") E Mea  =o.

Si, en outre, toutes les barres ont méme longueur et méme sec-
tion, le théoréme s’applique aux forces fictives

M,
et I'équation fondamentale devient
5™ Mz —o.

Remarque 11. — SiT'on tenait compte de 'élasticité des barres
de remplissage, le théoréme fondamental s’appliquerait encore en




APPLICATION AUX POUTRES RETICULAIRES A UNE TRAVEE. 151

. Ma ., .
comprenant dans les forces fictives, celles ES—‘/% a appliquer aux

sommets opposés a ces diverses barres.
Si deux barres principales étaient paralléles, les forces corres-
pondantes qui en résulteraient formeraient un couple.

§ 630.

SOLUTION GRAPHIQUE DU PROBLEME DE LA POUTRE ENCASTREE A UN BOUT,
APPUYEE A I’AUTRE. — a. Recherche de la ligne de fermeture. — Sup-
posons (fig. 1, Pl. XLIV) une poutre réticulaire AB appuyée
en A et encastrée en B. Elle est soumise aux charges verticales
données 1, 2, 3, 4, 5 agissant sur les nceuds supérieurs. Suppo-
sons la poutre de hauteur constante. Admettons de plus que toutes
les barres principales aient méme longueur a. Enfin, dans I'igno-
rance ot I'on est a priori des sections des barres, on leur suppose
d’abord a toutes méme section, sauf A rectifier cette hypothése
ultérieurement.

Nous devons donc exprimer que la résultante des forces fictives
M appliquées aux divers nceuds du systéme passe en A.

Ici, les nceuds supérieurs et inférieurs étant sur les mémes ver-
ticales et les forces agissantes étant loutes verticales, les moments
de flexion relativement & deux nceuds placés sur une méme verti-
cale sont égaux et, par suite, il suffit d’appliquer le théoréme aux
nceuds supérieurs, par exemple.

Construisons un polygone funiculaire de distance polaire arbi-
trairement choisie ¢, des charges données 1, 2, 3, 4, 5.

Soit 2y4,20304,8, 80 ce polygone et désignons par

0 20 z0 0 0
By B2y B3y B5y %

les ordonnées de ses sommets comptées depuis la corde «, (3, et
par z; I'une quelconque de ces ordonnées.

S’il y avait des nceuds inférieurs P non placés sur les verticales
des nceuds supérieurs, il faudrait considérer aussi les ordonnées
qui leur correspondent.

Soit ay b, la ligne de fermeture qui passe nécessairement par
le point A o le moment est nul.

Si I'on appelle
Cu Ch 2:3: CM z.i
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les ordonnées délerminées par les verticales des nceuds, entre la

corde a, 3, et la ligne de fermeture et 3; I'une quelconque d’entre
elles, on a

M = go(3¢ — %),

et par suite les forces verticales ¢ — §; doivent avoir une résul-
tante passant par le point A. On a donc & considérer les cinq forces
descendantes et connues 5} qui doivent étre équilibrées par deux
forces, 4 savoir : la résullante des cinq forces ascendantes incon-
nues §; et une force aussi inconnue passant en A.
Mais la position de la résultante des forces {; est évidemment
indépendante de la direction de la droite ady. On ménera donc

d’abord une droite 2,b} arbitraire issue de «,. On mesurera les
" cinq ordonnées que nous appelons {; interceptées entre elle el
a9 o par les verticales des nocuds.

On portera ces lignes {; bout 3 bout comme des forces. On en
construira un polygone funiculaire. Le point d'intersection des
cotés extrémes de ce polygone donnera la verticale de la résul-
tante des forces {; et, par suite, aussi de celle des forces incon-
nues §;.

Soient g cette verticale, V la résultante inconnue des forces ;.
V'la résultante ou somme arithmétique des ordonnées connues J.

Les forces descendantes 5} doivent étre équilibrées par deux
forces V et V, ayant des lignes d’action connues. On trouvera V
et V, par la construction d’un polygone funiculaire des forces 3}
exactement comme au § 317.

Ayant la force V, on observe que

V _ Bobo
vl —_ pob’o’

ou tout est connu sauf 3, b, qui s’obtiendra donc par la construc-
tion d’une quatriéme proportionnelle aux trois lignes

V, Bod}, et V =37,

cette derniére se trouvant surle polygone des forces §; qui a seri
a trouver la verticale g.

b. Recherche du moment de flexion. — Ayant la ligne a,b,, on a.
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pour le moment de flexion en un point quelconque,
M = go(5°—) = g5

5, désignant 'ordonnée que la verticale de ce point détermine
entre le polygone et sa ligne de fermeture z,b,, cetle ordonnée
étant comptée positivement de haut en bas a partir de a9 b,. Dans
le produit ¢,3'?, I'un des facteurs est évalué a 'échelle des forces,
I’autre a I'échelle des longueurs.

c. Recherche de I'effort tranchant. — L’effort tranchant T cst.

comme on sait,
dM dsz'e :

T=—Z =0

En un point quelconque P dont la verlicale coupe, par exemple.
le coté 1,2,, il est égal au produit

a étant la projection horizontale de 1,2,.

d. Recherche des réactions des appuis. — Les efforts tranchants
prés de A et B représentent les réactions des appuis; donc, si R,
et R, sont ces réactions en A et B, on a en valeur absolue

apay 4+ 3P
Ry = qo '“ﬂ‘z*oaf ! A
boBo— 3 .

Ri=qo a

Supposons qu’on ait choist go = 3a, on aura
Ro = 3(ao2¢ + 357), Ry = 3(bo 8¢ — 57),

ces longueurs étant mesurées a I'échelle des forces. Si 4, est quel-
conque, les réactions et efforts tranchants s’obtiennent par des
quatriémes proportionnelles 4 trois lignes données.

Sur 'appui B, les réactions se composent de la force verticale
R, et d’un moment.

Puisque toutes les forces agissant sur la poutre sont en équi-
libre, ce moment est égal et contraire au moment de flexion en B.
Comme B, b, est une ordonnée négative, ce moment est positif et
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égal a la valeur absolue du produit
qgo X pbo.

Si 'on avait pris g, = & égal a la hauteur de la poutre, il serait
représenté par un couple dont les deux forces horizontales appli-
quées aux nceuds D et B seraient B b,, celle en D étant dirigée de
gauche a droite, 'autre de droite 4 gauche.

Si g, est quelconque, ces deux forces seront

go < Bbo
h

e. Recherche des tensions des barres. — Dés qu’on a la réaclion
Ro qu'on obtient immédiatement comme il est dit ci-dessus, on
peut déterminer les tensions des barres en commengant par celle
de gauche, soit A I'aide d'une figure réciproque, soit a l'aide du
théoréme de Ritter.

Ce dernier donne par exemple pour la tension ¢ de la barre 3.4

= Z‘-'I;ia
/v étant la hauteur de la poutre, mais comptée négativement,
puisque le nocud 3’ est au-dessous de la barre (§ 203): il résulte
de 1a que les tensions des barres supérieures sont de signe con-
traire aux ordonnées correspondantes 3'°.

Si donc on considére’ la verticale du point J od la ligne a,b,
coupe le polygone funiculaire, les barres supérieures placées a
gauche de cette verticale sont comprimées et les barres inférieures
correspondantes tendues; c’est I'inverse & droite de J.

S'il s’agit d’un poingon 33', une section zy faite parallélement
aux diagonales montre, en appliquant I'équation d’équilibre en
projection verticale, que la tension ou pression du poincon consi-
déré est égale & — T, T étant l'effort tranchant, c’est-a-dire la
somme des forces agissant & gauche de 2y comptée positivement
de haut en bas.

De méme une section verticale coupant un étrésillon 3.4

. T . . . .
montre que la lension de cette barre est o b étant 'inclinaison

de la barre sur la verticale, c’est-a-dire qu’en grandeur, si
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3'.K =T, la tension cherchée est KK/, KK’ étant une hori-
zontale.

L’effort tranchant T est d’ailleurs connu par définition méme,
dés que I'on connait R,. Pour l¢ poingon 3, il est

T=Ry—1—-2-3.
§ 631.

REMARQUE SUR LE SOLIDE D'EGALE RESISTANCE. — Ayant les tensions
des barres, on en détermine les sections par la condition d’égale
résistance. Avec ces sections, on pourrait, comme nous allons I'in-
diquer, obtenir de nouvelles tensions en tenant compte de la
variabilité des sections; puis, 4 'aide des nouvelles tensions obte-
nues, corriger les sections et ainsi de suite. Mais nous verrons,
dans les Notes placées a la fin du Volume, qu’en général ce calcul
d’approximation successives, méme si on le continuait indéfini-
ment, ne pourrait pas donner un solide rigoureusement d’'égale
résislance.

§ 632.

CAS D'UNE POUTRE DE HAUTEUR ET SECTIONS VARIABLES. — Si la section
ou la hauteur de la poutre ou les longueurs des barres principales
ou tous ces éléments A la fois étaient variables d’une barre a
I’autre, il faudrait, au lieu d’opérer sur les forces fictives M, opérer

sur celles
Ma

Sht’

On procéderait alors, comme on le fait dans les poutres pleines,
lorsque le moment d’inertie est variable.
Supposons, par exemple, que les barres inférieures soient celles

Al 1720, 203" 3. 4, ...

Voici les opérations a faire :
1° Tracer comme ci-dessus le polygone funiculaire
201020304050 Bo

des charges données, de distance polaire arbitraire g,.



156 3° SECTION. — CHAP. VII.

2° Former les quotients

au nombre de 10, pour les barres principales supérieures et inf¢é-
rieures; car ici, quoique M soil le méme pour deux nceuds placés
sur la méme verticale, il n’en est pas nécessairement de méme des

. Ma
quotlents S—il‘;'
Ainsi, pour la barre 3.4, si a est sa longueur, & la distance
0
;a

3.3" et S, sa section, le produit g

ou 3J se rapporte au neeud 3"
opposé a la barre est
3%a
3

() S. At

Pour la barre 3". 4", si a” est sa longueur, S, sa section, A’ la
longueur de la perpendiculaire abaissée du sommet 3 opposé i
celte barre sur la barre elle-méme, le terme a former est

v z%a’
(a ) 'S:::—h’i'

3° On a a considérer les forces fictives descendantes %g diri-

gées suivant les vertlicales 5{. On voit que suivant chaque verti-
cale on a ici deux forces (ce qui lient & ce que l'un des systémes
d’étrésillons est vertical). Ainsi, suivant 5;, on a les deux forces
(a) et (@"). On peut les ajouter et les réunir en une seule

of 2 . @ — g%
() 3 (som ~ sam) =5

On voit que toujours % et A" différent trés peu, ainsi que a et
a’, de sorte qu'approximalivement on peut, suivant chaque ver-
ticale z3, appliquer la force descendante

, a1\,
(&) i?(s—a“-*s;):""'

ou une force proportionnelle.
Si, comme il arrivera toujours, S; et Sq» sont sensiblement
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égaux, il suffira de considérer les forces

zla
b =3 ouégalea 3P
( ) h? ba g 3
relatives aux nceuds supérieurs, comme dans le cas traité ci-
dessus.

Si k ne varie pas beaucoup du milieu aux extrémités de la

poutre, on peut aussi supprimer ce facteur et considérer
(C) =~ =3

Enfin, si les longueurs « varient peu d’une barre & I'autre, on
portera simplement sur chaque verticale & partir de «,{3, une
ordonnée proportionnelle au quotient

z°
o) S—: ou ¢gale & z7P°.

4° Les ordonnées z;° qui remplacent celles 3} du § 630 étant
portées de haut en bas a partir de a,3,, on obtient un nouveau
polygone «,17 2, 3} 4, 8, 3.

5° On tracera une droite arbitraire a,b) et, si {; sont les or-
données comprises entre a,f3, et cette droite, on les remplacera
aussi par celles

(1) (52 + 5ogm) =

Si I'on a pris 'une des expressions approchées (&), (8"), ("),
(&), on prendra pour les {; les valeurs analogues.

On formera ainsi 4 la place de la droite ab, un contour poly-
gonal.

6° On cherchera la verticale g de la résultante des cinq forces
C; et la grandeur V" de ces ordonnées, c’est-d-dire leur somme
arithmétique.

7° On cherchera les deux forces V et V, qui, appliquées en g
et A, équilibrent les forces z;°.

8° On prendra le point b, de fagon que

Bobo _ V.
Boby  V°
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et 'on aura la ligne de fermeture a,b, du polygone funiculaire
a0102030405, Bo-

Les produits des ordonnées 5, du polygone funiculaire, comp-
tées depuis cette ligne par g,, seront les moments de flexion M.

9° Ayant les moments de flexion, les opérations purement sta-
tiques de larecherche des efforts tranchants, réactions des appuis,
tensions des barres sont les mémes, sans changement, que pour
la poutre de hauteur constante.

B. — POUTRE ENCASTREE A SES DEUX EXTREMITES.

§ 632.

THEOREME FONDAMENTAL, — S¢, auzx divers nceuds d’une poutre
encastrée a ses extrémités et soumise a des forces quelconques,
on applique des forces fictives verticales

Ma
ES/2

descendantes ou ascendantes suivant que M est positif ou né-
gatif, ces forces se font équilibre.

En effet, reportons-nous a la fig. 1, Pl. XLIV, en supposant
que A et B soient des encastrements.
Pour le point A, on a -

Uy = Vg = Wy = 0.

De plus, comme pour le point B, Q et ¢ sont aussi nuls, on a,
en supprimant les accents des formules (D") et (E”) du § 622,

Ma
ESm =%
6
(6) Maz
ESH =

ce qui établit la proposition.
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Remarque. — Si E est constant, le théoréme s’applique aux

forces Ma
Sh2

De méme, st la hauteur de la poutre est constante, & disparait.
Si, en outre, toutes les barres ont méme longueur et méme sec-
tion, elles se réduisent a

et ce coefficient disparait des équations.

XM =—o,
(6) Mz =o.
§ 633.

APPLICATION DU THEOREME FONDAMENTAL. — L’application du théo-
réme fondamental se fait comme dans le cas précédent et par des
procédés analogues a ceux employés pour les poutres pleines. La
ligne de fermeture @, b, (fig. 1, Pl. XLIV) ne passe plus par le
point «,. Les deux points «, et b, sont inconnus. On les déter-
mine par la condition que les forces descendantes z7; si 'on se
trouve dans le cas ou ce sont les moments M qui se font équilibre
[ équations (6')], sont équilibrées par cinq forces ascendantes
égales aux ordonnées des neeuds comprises entre a, 3y et agb,.

On méne la diagonale «, b, et 'on observe que la verticale g de
la résultante de forces égales ou proportionnelles aux cinq or-
données des nceuds comprises entre ay3, et cette diagonale est
indépendante de la position du point b,; que de méme la verticale
2’ de forces égales ou proportionnelles aux cinq ordonnées des
nceuds comprises entre aoby et a,b, est indépendante des points
ag et b,.

On ménera donc une ligne a,b, entiérement arbitraire et la
diagonale ayb,. On l'utilisera pour déterminer les points g et g’
ainsi que les sommes V' et V' des ordonnées que détermine cette
diagonale entre «, 3, d'une part et a, b} de I'autre, et I'on équili-
brera les forces 5} par deux forces V et V, appliquées en g et g'.

On aura alors

[ 7Y/ 2 _ an:,
vV " vV
Bobo _ Bobi,
V. v,

Ayant la ligne de fermeture, les réactions verticales des appuis
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et les couples de ces réactions se déterminent comme ci-dessus.
Ayant la réaction verticale AC et les deux forces horizontales
appliquées en A et C et formant le couple des réactions, on peut
déterminer les tensions soit par une figure réciproque, soit par la
méthode de Ritter.

Si la poutre était de hauteur ou de section variable, les modi-
fications & apporter a la marche qui vient d’étre indiquée seraient
analogues a celles détaillées au paragraphe précédent.

Toutes ces opérations sont d’ailleurs pareilles a celles exposées
a4 l'occasion des poutres pleines, avec cette différence qu'ici on
n'a rigoureusement 4 considérer qu'un nombre limité de forces
fictives, puisqu’il suffit d’en appliquer aux nccuds.
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CHAPITRE VIIL

APPLICATION AUX ARCS RETICULAIRES AVEC OU SANS ENCASTREMENT.

A. — ARCS POSES SUR TOURILLONS SIMPLES.

§ 634.

TréoriME FONDAMENTAL. — 1° S¢, auzx divers neceuds d’un
arc posé sur tourtllons simples, soumis a des forces quel-
conques, on applique des forces fictives

Ma
(@) ESA’

ces forces étant paralléles a la corde de I’arc, dirigé dans un
sens convenu ou en sens contraire suivant que M est positif ou
négatif, leur résultante coincide avec AB.

2° Si les barres sont a des températures quelconques =, on

. . . Ma
doit dans l’énoncé précédent remplacer les forces fictives S

par celles-ci

Ma dra
(&) oy Ay

ot dans le second membre h|est positif ou négatif selon les

conventions du § 205.
3° Si¢ Uon voulait avoir égard & Uélasticité des barres de

remplissage, les mémes théorémes s’appliqueraient, mais a la
condition d’appliquer aussi les mémes forces fictives (a) ou (b)
aux sommets opposés a ces barres.

En effet, appelons A et B les deux tourillons, A étant celui de
gauche. Prenons la ligne AB pour axe des x, la perpendiculaire
a AB pour axe des y, et appliquons les formules générales (E')
du § 622.

Iv. B
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Les composantes ,, vo du déplacement du point A sont nulles.

L’allongement de la corde AB est # — u,= o, en appelantz la
composante horizontale du déplacement du point B. Or, comme
I'ordonnée y de ce point est nulle, on a

Ma dva’\ ,
“‘2(15’5'1:’* I3 )"

Le second membre oui la somme X s’étend a toutes les barres
est donc nul, ce qui donne, en supprimant les accents,

(1) E(Elg—:—,+a—;f)y=o.

La somme des moments relativement & un point quelconque
de AB de forces fictives

Ma &ta

ESA T R
paralleles a cette ligne est donc nulle, ce qui indique qu’elles
admettent une résultante coincidant avec cette ligne.

Remarque. — Si 'on fait abstraction des effets de la tempé-
rature, I’équation (1) devient

, Ma
SR ESHY =

Si le coefficient d’élasticité E est constant, on a

Ma

(l’) m = 0.

Si I'on suppose que toules les barres aient méme section, ce
qu'on fait a litre de premiére approximation et sauf rectification
ultérieure, on a

Ma
(lm) 7!—"}’ = 0.
Si l'arc est sensiblement de hauteur constante et si les barres
rincipales ont sensiblement méme longueur, en t z
p p g X sorte que 3;

puisse étre regardé comme constant, au moins dans une premiére
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recherche, on a

(™) EMy=o.

§ 633.

APPLICATION DU THEOREME PONDAMENTAL. — Supposons la corde
AB horizontale et les forces données verticales. Soient p le mo-
ment de flexion relatif 4 un nceud quelconque dans I'hypothése ou
I'arc est simplement posé sur ses appuis & la fagon d’une poutre
droite et ¢ la poussée de 'arc. On aura

b M=p—gy.
onc
Z‘oh!y 925»
d’o
pa
e ST
(2) = ayt
Skt

Construisons un polygone funiculaire de distance polaire arbi-
traire ¢, des charges données et soient 3° les segments déterminés
par les ordonnées des nceuds entre ce polygone et sa corde.

On aura
r=qo2"

25»
25»7

Si la section est supposée constante,
a
D
a
pte

Si, dans une premiére approximation, on regarde — et A2 ou le

d’on

(3

) 9=q

rapport 7 comme constant dans toute 1'étendue de I’arc,

X 30
~ .2 ?

(5) g =90 2},2
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Cette formule est analogue & celle des arcs pleins de section
constante. On la construit de méme, avec cette différence qu'au
lieu de diviser 'arc en un certain nombre de parties, pour rem-
placer des intégrales par des sommes, on n'a ici réellement 2 con-
sidérer que des sommes a4 nombre fini de termes (autant de termes
qu’il y a de barres principales).

Si I'on fait abstraction de I'élasticité des barres de remplissage,
a tous les nceuds on appliquera des forces égales ou proportion-
nelles aux ordonnées connues 5°, toutes paralléles a la corde et de
méme sens. Un polygone funiculaire de ces forces, de distance
polaire quelconque d, qu'on disposera comme il a été dit au
Chap. I, troisi¢éme Partie, donne, au facteur d prés, le numéra-
teur. Aux mémes nceuds et dans la méme direction, on appliquera
des forces égales ou proportionnelles & y et un polygone funicu-
laire de méme distance polaire donnera, au méme facteur prés, le
dénominateur.

Dans le rapport, le facteur d disparait et I'on obtient la poussée
g par la construction d'une quatriéme proportionnelle. On évite
méme cette construction en choisissant ¢, comme il a été dit au
Chapitre susmentionné.

On peut, si on le juge commode, amplifier toutes les ordonnées
y des nceuds dans un rapport arbitraire n:1 et appliquer les
forces aux nouveaux points ainsi obtenus.

Ayant la poussée g, comme les réactions verticales sont les
mémes que pour une poutre droite 4 deux appuis simples et dé-
terminées graphiquement, on détermine les tensions par la coo-
struction d'une figure réciproque.

Les tensions connues, on en déduit les sections des barres. On
fera la méme remarque que plus haut : le solide d’égale résistance
rigoureux ne peut, en général, pas exister, comme il sera établi
dans la Note I. Cette méme remarque s’applique a tous les arcs
que nous aurons a considérer ainsi qu'aux poutres & plus de deux
appuis.

Sil’on avait & construire la formule (3), il faudrait commencer
pour chaque barre par calculer les produits

5_71—’ 0= 30,
a ’
Sr =%
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d’o
Zzoy
2y'y

q =190

On construirait les sommes des moments des forces z° et j”
paralleles a la corde AB relativement & un point de cette corde
comme ci-dessus.

Mais, dans ce cas, il parait aussi simple de procéder par le
calcul. On numérotera les barres principales et I'on fera un Tableau
a colonnes ou, pour chaque barre, on formera :

1° Le produit

[1] S =75
2° Le produit

[2] ¥ X 5y
3° Le produit

(3] Y xy.

On fera la somme des nombres [2], celle des nombres [3], on
divisera la premiére somme par la seconde; le quotient obtenu est
un nombre sans dimension 7.

La poussée g sera n fois la longueur ¢, mesurée a I'échelle des

forces.

§ 636.
POUSSEE DUE A LA TEMPERATURE. — Appliquons la formule (1), 4
savoir
Ma ita _
E(Esh i T)y““

Si aucune force n’agit, autre que la poussé