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CHAPITRE PREMIER

LE POINT, LE PLAN ET LA DROITE

i. L’équation d'un plan en coordonnées rectilignes homo-
geénes peut s’éerire
ux vy +ws 41t = 0;

elle renferme quatre coefficients, u, v, w, r; mais comme le
plan ne change pas quand ces coefficients varient proportion-
nellement, on peut dire que I'équation du plan contient trois
parametres ; un plan sera donc délerminé si ’on connait trois
relations entre les quatre coefficients qui figurent dans son
équation.

Ces relations sont généralement obtenues en assujettissant
le plan a certaines conditions géométriques.

Exempres. 1. Ecrivons que le plan passe par un point ayant
pour coordonnées a, b, ¢c; on a

u@ 4+ vb - we 41 = 0.

II. Assujettissons le plan & étre & une distance donnée d
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d'un point qui a pour coordonnées a, b, c¢; il vient
ua —+ vb + we -+ 7
——— =,
Vur 4= 0% 4

les axes de coordonnées étant supposés rectangulaires, ou
(ua 4 vb + we —- 7)2 — d*(u® -+ v+ w?) = 0.
III. Soit un cdne ayant pour équation
Ax? +By* +Cz2 = 0
cherchons a quelles relations doivent satisfaire les coefficients
de I'équation du plan
ur +vy +ws +7 =0
pour que ce plan soit tangent au cone.
11 faut d’abord que ce plan passe par l'origine, c’est-a-dire
quon ait
r=0 ; (1)
en outre le plan doit rencontrer le cone suivant deux généra-
trices confondues. Or les projections de ces génératrices sur
le plan des ay sont déterminées par I’équation
w(Ax? + By?) + Cluz +-vy)* = 0,
et pour que cette équation ait une racine double, on doit avoir
ur vt w?

Les relations (1) et (2) expriment analytiquement la condi-
tion géométrique imposée.

2. On peut remarquer que les relations obtenues sont
homogenes par rapport & u, v, w, . Nous allons démontrer
qu'il en est toujours ainsi, ¢’est-a-dire que toute relation qui
est la traduction analytique d'une condition géométrique, est
nécessairement homogéne en u, v, w, r.

En effet, le plan ne change pas si on remplace dans son
équation w, v, w, r respectivement par Ju, tv, w, I,
) désignant un nomhre quelconque ; par conséquent, comme
la droite satisfait & la condition géométrique quelle que soit la
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forme sous laquelle on écrit son équation, toute solution
u, v, w, r de la relation correspondante entraine la solution
X, dv, dw, hr, quel que soit X ; la relation considérée est
donc homogene.

3. Un plan sera donc bien déterminé analytiquement par
trois relations homogénes entre ses coefficients. Si ces rela-
tions sont algébriques, entieres, de degrés m, n et p respec-
tivement, le nombre des solutions sera mnp, d’aprées le théo-
réeme de Bezout.

4. Si maintenant on donne une seule relation, toujours
homogeéne en u, v, w, 7,

[lu, v, w, r) =0, (3)
il y aura une infinité de plans dont les coefficients vérifieront
I’équation (3); nous démontrerons plus tard qu'en général
tous ces plans sont tangents 4 une méme surface.

On dira que l'équation (3) est Uéquation tangentielle de la
surface, et pour éviter toute confusion, la relation a laquelle
doivent satisfaire les coordonnées d'un point pour que ce
point soit sur la surface sera appelée I’équation ponctuelle de
la surface.

Il existera aussi une infinité de plans dont les coeflicients
vérifieront deux équations en u, v, w, r; nous €établirons que
tous ces plans enveloppent en général une surface d'une
nature particuliére, et les équations données seront dites les
équations tangentielles de celte surface.

Nous dirons également que les coefficients «, v, w, r de
I'équation d'un plan sont les coordonnées tangentielles de ce
plan, tandis que les coordonnées d’un point seront appelées
coordonnées ponctuelles.

Ainsi le plan qui a pour équation ponctuelle

3 —2 +z2—4=20
a pour coordonnées tangentielles 3, —2, 1, — 4 le plan
des xy apourcoordonnées 0,0, 1,0; celui des zz, 0,1,0,0;
le plan de l'infini, 0, 0,0, 1.
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Nous remarquerons aussi qu'étant donné un plan, ses coor-
données tangentielles sont déterminées & un facteur constant
prés.

Nous allons maintenant inlerpréter géométriquement la
relation linéaire et homogene entre w, v, w, r.

5. Equation du point. — Trkorine. — Zoule équation
homogene et du premier degré par rapport ¢ w, v, w, r repré-
sente un point.

Soit 'équation

auw— by + cw -+ dr = 0. (4)

On voit immédiatement que tous les plans dont les coor-
données vérifient cetie équation passent par le point qui a
pour coordonnées homogenes «a, b, ¢, d.

Cette équation est dite I'dguation tangentielle du point.

Réciproquement, tout point peut étre représenté par une
équation du premier degré ; autrement dit, en écrivant qu'un
plan passe par un poin{, on a une relation homogene et du
premier degré entre les coordonnées tangentielles du plan.

On peut donce dire que :

Léquation tangentielle d'un point est la condition a laquelle
dotvent satisfaire les coordonnées d'un plan pour que ce plan
passe par le point.

De méme que :

Léquation ponctuelle d’un plan est la_ condition & laquelle
doivent satisfaire les coordonnées d’un poinl pour que ce point
soit dans le plan.

Exenrres. — L’origine des coordonnées a pour équation
r=20;
un point sur I'axe Oz, ayant pour abscisse a, sera représenté
par I'équation
wa —+r = 0.

6. Le point représenté par I'équation (4) n’existe que si le
coefficient de », d, est différent de zéro; les coordonnées car-
a b c
7

tésiennes de ce point sont 7 4 et a
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Si d =0, on voit que tous les plans dont les coordon-
nées satisfont & 1’équation (4) sont paralleles & la droite qui
joint'origine au point dont les coordonnées cartésiennes sont
a, b, ¢; on peut donc dire que tous ces plans passent par le
point & l'infini dont les coordonnées homogénes sont a, b, ¢, 0.
Par conséquent, si le coefficient de » dans I'équation (4) est
nul, cette équation représente un point a 'infini dans la direc-
tion qui a pour parametres directeurs les coefficients dew,v,w.

Ainsi, uw =0 est Péquation du point & linfini dans la
direction de Ox; v=0, w =0 sont les équalions des
points a l'infini dans les directions de Oy et de Oz.

7. Recoennaitre si un plan variable passe par un point fixe.
— Dans un grand nombre de cas on peul simplement résoudre
la question en se donnant les coordonnées du plan u, v, w, r,
puis écrivant les conditions auxquelles est assujetli ce plan.
On arrive alors a une relation entre wu, v, w,r et cerlaines
quantités constantes, et il suffit de reconnaitre que la rela-
tion obtenue est du premier degré en w, v, w, r.

8. Exercices. — 10 Etant donnés trois awes de coordonnées, on
prend sur Ow, Oy, O3 respectivement des points A, B, G tels que
1 1 { {
—_—t = = =

a étant une constante ; démontrer que le plan ABC passe par un
point fize.

Soit uw = vy +ws +r =20
Péquation du plan ABC.
On aura
OA=—_, 0B =——, 0t =—_,
(22 v w
et par suile
U v 4w L
- 7 —

d’out

alu—v 4 w) 41 = 0;
ce qui montre que le plan passe par le point qui a pour coordonnées
a, a, a.
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20 Un triédre trivectangle tourne autour de son sommet supposeé
five et situé sur une quadrique. Démontrer que le plan qui contient
les points de rencontre de la quadrique et des arétes passe par un
point fize.

Prenons pour origine le point fixe, pour axe des s la normale a
la quadrique en ce point, les deux autres axes étant rectangulaires
et situés dans le plan tangent & 'origine.

I’équation de la quadrique est

Ax? - Aly2 4+ A"z + 2Bys + 2B’z ++ 2B"xy 4+ 20"z = 0.
Soit un plan
x4 vy +ws +1r =20,
le cone qui a pour sommet 'origine et qui s’appuie sur I'intersection
de la quadrique et du plan a pour équation
r(Aw-+A"y? 4 A"224-2Bys 4-2B 200 4 2By ) — 20" s(ww vy +ws) = 0,
et il suffit d’écrire que ce cone est capable d’un triédre trirectangle
inscrit, ce qui donne
r(A+A 4+ A" —2C0w = 0,
équation tangentielle d'un point situé sur Oz et dont la cote est

20"

N

9. De méme si 'on veut reconnaitre qu'un plan passe par
une droite fixe, il suffira de montrer que ses coordonnées véri-
fient deux équations linéaires et homogeénes; le plan passera
alors par les deux points représentés par ces équations.

10. Equation du point d’intersection de trois plans. — Ltant
donnés trois plans, P, (uy, vy, wy, 7y), Pa(Uy, 02y s, 75), Py (us,
vy, Wy, 13), ces plans auront un seul point commun & distance
finie si le déterminant

wu v, Uy
Uy Dy Wy (8)

Us V3 W3

est différent de zéro. On aura l'équation de ce point en écri-
vant la condition pour qu'un plan (u,v,w, r) passe par l'in-
tersection des trois premiers. Cette condition est
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u v w r

U vy W N —0 : <6)

Uy Uy Wy T2
Uy Dy Wy Ty

en développant ce déterminant par rapport aux éléments de la
premieére ligne, les coefficients de u, v, w, » seront les coor-
données homogeénes du point d’intersection.

Si I'on suppose que le déterminant (3) soit nul, mais qu'un
des déterminants a neuf éléments qu'on peut déduire du
tableau

U v W, 1y
Uy Vg Wy Ty

U V3 Wz T3

soit différent de zéro, les trois plans donnés sont alors paral-
leles & une méme droite, on peut les considérer comme ayant
un point unique d’intersection a l'infini, et I'équation (6), dans
laquelle le coefficient de = est nul, est toujours I'équation de
ce point.

81 tous les délerminants & neuf éléments qu’oun peut déduire
du lableau qui précede sont nuls, les trois plans donnés pas-
sent par une méme droite, et I'équation (6) est identiquement
satisfaite.

11. Etant donnés deux plans non paralléles ayant pour équa-

tions
Py = wx + vy +wiz 41, = 0,

Py = wyx -+ 02y = Wz 415 = 0,

on sait que 1'équation générale des plans qui passent par leur

intersection est
AP+ pPy, = 0}

il en résulte que les coordonnées de ces plans sont de la
forme Auy —+ puy, Aoy - 0y, Moy - paws, Ay - ury.

X
A toute valeur de — correspond un plan P passant par
{J.
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la droite intersection des deux plans P, et P;; l'interprétation
géométrique du signe et de la grandeur de ce rapport s’ob-
tient aisément de la méme maniére qu'en géométrie plane.
[Voir Premiére Partie (Géom. plane), numéros 12 et 13.]

On verra en particulier que la condition nécessaire et suffi-
sante pour que deux plans P et P’ soient conjugués harmoni-
ques par rapport aux plans P, et P, est que les rapports

)\ 7

N o s . ; .
— et — relatifs a ces deux plans soient égaux et de signes
P v
confraires.

12. Représentation de la droite. — Supposons que l'on ait
deux équations linéaires et homogeénes en u, v, w, 7,
av -+ bv 4 cw -+ dr = 0,
a'u—b'v 4+ cw +dr = 0;
tous les plans dont les coordonnées vérifient ces équations
passent par les deux points qu’elles représentent; il en résulte
que ces plans contiennent une droite fixe.

Nous dirons que ces équations sont les équations tangen-
teelles de cette droite.

Ainsi, une droite est représentée en coordonnées tangen-
tielles par deva équations. qui, prises séparément, représen-
tent deux points situés sur la droite, de méme que, en coor-
données ponctuelles, une droite esl représentée par deux

équations, qui sont les équations de deux plans confe-
nant la droite.

13. Equation générale des points situés sur une droite. —
Soient
P = au -+ bv—+ cw -+ dr = 0,
P'=du—+ v+ cw-+dr=0
les équations de deux points A et A’ situés sur la droite; nous
allons montrer que I'équation générale des points situés sur
cetle droite est
WP+ pP =0, (7)
A et u désignant des nombres arbitraires.



LE POINT, LE PLAN ET LA DROITE 13

Remarquons d’abord que quels que soient X et ., I'équa-
tion (7) représente un point situé sur la droite AA’, car cette
équation est vérifiée par les systemes de valeurs de u, v, w, r
qui annulent P et P/, c’est-d-dire par les coordonnées de tous
les plans qui passent par la droite AA’; le point représenté
par l'équation (7) étant situé.dans tous ces plans se trouve
sur la droite. .

Il nous faut maintenant établir que l'on peut déterminer A
et p en sorte que ’équation (7) représente un point M, choisi
arbitrairement sur la droite AA'.

Menons par le point M un plan quelconque ne contenant
. pas la droite AA’ et ayant pour coordonnées uy, vy, wy, 7y, et
~déterminons 2 et p de telle maniére que I'équation (7) soit

vérifiée par ces coordonnées ; on aura
WP, 4 P} = 0,
P, et P{ désignant respectivement ce que deviennent P et P/
quand on y remplace u, v, w, r par w, vy, wy, 7. On déduit
de cette relation
A =P, w=—"r,
et en transportant dans 1'équation (7), on a
P/P—P,P =0,
équation qui représente un point situé sur la droite AA’ et
dans le plan (v, v,, wy, 7). Ce point est donc le point M, et
la proposition est élablie.
Cette derniére équation peut s’écrire
[
[N
elle représente un point situé a lintersection du plan
(wy, o1, wy, 1) et de la droite qui joint les deux points qui ont

pour équations
P =0, P =0.

Ce résultat est souvent utilisé.

14. Condition pour que trois points soient en ligne droite. —
Désignons par
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P, = aqu—+bo—+cw—+dr =0,
Py = ayue —+ b0 ~+ cow -+ dyr = 0,
Py = ayu -+ by + cyw 4—dyr = 0

les équations des trois points Ay, A, A,.
Si le point A; est sur la droite A;A;, son équation peut
s’écrire
APy - pPy = 03
cette équation représentant le méme point que l'équation
Py =0, leurs coefficients devront étre proportionnels, et on

aura
WP+ pPy = — P,
ou
APy + pPy 4Py = 0.
Réciproquement, s’il existe trois nombres A, u, v tels que cette
identité ait lieu, les trois points A;, A,, A; sont en ligne droite.
On tire en effet de cette identité
—_— ‘/P3 = )‘Pl ~4- HPQ,
ce qui prouve que le point A, est sur la droite AA,.

On peut donc dire que la condition nécessaire et suffisante
pour que les trois points soient en ligne droite est qu’il existe
trots nombres A, ., v différents de zéro en sorte gu’on ait I'iden-
tité -
APy +4- P, 4Py, = 0.

Développons cette identité, c’est-a-dire écrivons que les
coefficients de u, v, w, r sont nuls; on a

Ay —+ pa; —+vay = 0,
Aby =+ pby—=vby = 0,
hey — pey =+ veg = 0,
My + pds ~+vdy = 0.

Pour qu’'on puisse trouver des valeurs de 2, 1, v non toutes
nulles vérifiant ces équations, il faut et il suffit que les quatre
déterminants & neuf éléments qu'on peut déduire du tableau

a, by ¢ d,

ay by ¢y ds

. ay by ¢ dy
soient nuls.
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Cela ne fait en réalité que deux conditions distinctes; il
suffit d'annuler deux de ces déterminants, pourvu qu’ils con-
tiennent un méme mineur différent de zéro.

Ainsi, par exemple, sil'on a

a, b
o b # 0,
les deux conditions seront
a; by oo a, by dy
as by ¢ | =0, a by dy! =0,
ay by ¢ as by dy
15. Exercice. — On donne un triangle ABG et un point O quel-

congue dans VUespace. Le plan passant par le point O et perpendicu-
laire & OA rencontre le coté BC en A'; le plan passant par O et
perpendiculaire ¢ OB rencontre CA en B'; enfin le plan passant par
O et perpendiculaire & OC rencontre AB en (/. Démontrer que les
points A', B', C' sont en ligne droite.

Prenons trois axes rectangulaires quelconques passant par le
point O et désignons par (@1, yi, %1), (w2, Y2, %2), (23, ys, 33) les
coordonnées des trois sommets A, B, G du triangle; alors les équa-
tions de ces points sont

Py = wey + vy +ws +r =0,
Py = wws 4+ vy; + w3y +r = 0,
Py = wws + vys +wsz—+r = 0.

Le plan passant par origine et perpendiculaire a OA a pour coor-
données w1, ¥y, 51, 0; il résulte de la remarque faite a la fin du
numéro 13 que I'équation du point A’ est

UL = VYy == wey =7 uxy - vy 4wz -7

’
1% ~= Y1Y2 —+ 3152 X103 —++ Y1Ys = 5153
qu’on peut écrire en posant, pour simplifier,

@y + Y1y + 2p% = (pg) = (qp)s
Py(31) — Py(12) = 0.
En faisant une permutation circulaire des indices, on obtient les
équations des autres points B’ et (7,
Py(12) — Py(23) = 0,
Py(23) — Py(31) = 0.
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En ajoutant membre & membre ces trois équations, on obtient

une identité, donc les points A’, B’, C’ sont en ligne droite.

16. Plan passant par trois points. —

nant trois points non en ligne droite,

P, = au —+ by 4+ cow + dyr
P, = ayu -+ byv 4+ ¢yt - dyr
Py, = ayu -+ by + caw = dsr

=0,
=0,

Considérons mainte-

8)

cela revient & supposer que les déterminants & neuf éléments

qu'on peut déduire du tableau

a b, ¢,
y bQ Cy
ay by ¢y

ne sont pas tous nuls.

d
d;
dy

Dans ces conditions, si I'on résout les équations (8) par
rapport a u, v, w, r, on ohtient un systéme de valeurs déter-
minées 4 un facteur constant prés, et ces valeurs sont les
coordonnées du plan passant par les trois points.

On trouve ainsi

b, ¢ d,
u = )\ 62 Ca dg y = — A
by ¢y dy
a b, d,
w = A 22} bz dz N P = —\
ay by dy
I’équation de ce plan peut alors s’écrire
r vy z
ay, by, ¢ d,
. =0,
as by ¢ dy
as bz ¢y dy

résultat bien connu.

ay
a3
ay
a,
A

as

Cy
C2
Cs
by
b,

by

ds
dy

Cy

Cy
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17. Equation générale des points situés dans un plan. —
Nous allons montrer que 1’équation générale des points situés
dans le plan des trois points A;, A,, A; représentés par les
équations (8) est

WPy 4+ APy + 24Py = 0, (9)
i, Ay, A3 6tant des nombres quelconques.

Nous désignerons par Q le plan de ces trois points. Remar-
quons d’abord que quelles que soient les valeurs de 2y, 2y, Ay,
I'équation (9) représente un point situé dans le plan Q, car les
coordonnées de ce plan annulent P,, P», P, et par suite véri-
fient 'équation (9).

Il faut démontrer en outre qu'on peut disposer de Aq, s, Ay
de maniére que l'équation représente un point M choisi arbi-
trairement dans le plan Q.

Pour cela, par le point M menons deux plans quelconques
Qu, v, w', v) et Q'(u', v, w', "), et écrivons que I'équa-
tion (9) est vérifiée par les coordonnées de ces plans; on a

WP, =+ WP, + APy = 0,
WP+ 2P+ MPs =0

ces équations déterminent %y, A5, %; & un facteur pres, et en
portant les valeurs trouvées dans I'équation (9), on obtient

Pl P2 I)3
P, P, P;| =0,
P, P, P

qui représente un point situé a la fois dans les plans Q, Q' et
Q" ce point est done le point M, et le théoreme est établi.

Il résulte de la que les coordonnées homogénes d'un point
quelconque situé dans le plan des trois points sont
May == Koty —+ gy, My == Daby —+ Asby, diey 4 Dot == Ay
Mdy 4+ Qady + hyds.

Si I'on désigne par z;, v, % les coordonnées cartésiennes
du point A; (i =1, 2, 3), les coordonnées cartésiennes d'un
point quelconque M du plan A A;A; seront

(53

COORDONNEES, — 1
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My~ Aoy —+ AgT My = halys + dyys Mz = haZa - Mgz
) 9 .
A= Ag 42y Mg =2y M= dg Xy

Nous obtenons ainsi une interprétation géométrique des
nombres Xy, 2, A3; ce sont les nombres qu'il faut faire cor-
respondre aux points A,, As, A3 pour que le point M soit le
centre des distances proportionnelles de ces trois points, ou,
si l'on veut, ces nombres sont les intensités des trois forces
paralleles qu’il faut appliquer aux trois points Ay, As;, A; pour
que leur résultante passe par le point M.

18. Condition pour que quatre points soient dans un méme
plan. — Soient

P, = ayu + by + ¢y + dyr = 0,
P, = ayu by + c,w + dyr = 0,

P, = asu <+ by 4+ cyw + dyr = 0,

P,=au+bo+cw-+dr=
les équations de quatre points.

Pour que ces points soient dans un méme plan, il faut et il
suffit que ces quatre équations aient un systéme de solutions
non toutes nulles en wu, v, w, ». La condition cherchée est
done

a, 61 Cy dl
oy [)2 Ca dz
= 0.
ay by ¢y dy
a, b, ¢, d,

3 b b b

On peut aussi raisonner de la maniere suivante :

Pour que le point P, =0 soit dans le plan qui contient
les trois premiers, il faut et il suffit que son équation puisse
s’écrire

)\1P1 4Py + 2Py = 0 )
cette équation devant représenter le méme point que I'équa-
tion P, =0, leurs coeflicients seront proportionnels, et on
aura
MNPy - 7Py + 3Py = — )P,
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o WPy —+ 2Py + 2Py + 2, P, = 0.

Done, pour que quatre points soient dans un méme plan, il
faut et il suffit qu’il existe quatre nombres non nuls Ay, Ag, Ay, X,
de fagon qu’on ait Uidentité qui précéde.

En développant cette identité, c’est-a-dire en écrivant que
les coefficients de w, v, w, r sont nuls, on a quatre équations
linéaires et homogenes par rapport & Ay, X5, Ay, A,, dont le
déterminant doit étre nul ; on retrouve la condition écrite plus
haut. '

19. Exercice. — Une droite rencontre les faces d'un téiraedre
ABCD en des points A', B', G, D', A’ étant dans la face opposée
& A, B dans la face opposée & B, etc. Démontrer que les milieu
des droites AA’', BB', CC', DD’ sont dans un méme plan .

Soient wu;, v, wiy 7 (i =1, 2, 3, &) les coordonnées des faces
du tétraédre ; considérons le déterminant

Uy vy w7y

Uy Va2 Wy Ty

Uy vy Wy T3

Uy V4 W4 1y
et désignons par Ui, Vi, Wi, R; les coefficients des petiles letires
correspondantes dans le développement de A.

< ‘s . U Vi W,
Les coordonnées cartésiennes du point A sont alors R R
1 1 1

et si I'on prend la droite donnée pour axe des «, celles du point A’

1
sont ——, 0, 0.
Uy

Les coordonnées du milien de AA’ sont alors 1(%—£>,
1

2 Uy
vV, W,

IR, 3R, et I’équation de ce point s’écrit

Tj R1 Uy TRty R0

2w (U1 4 v Vy w Wy
2 Ry 2 R,

o w(U,u; — Ruir) 4+ oVyu, 4+-10Winy +2rRywy = 0.
Les équations des trois autres points seront

u(Ustty — Ryry) -+ vVarty + 0 Waug -+ 2rRyr, = 0,

u(Ujeey — Ryrs) + oV, 4+ 0 Wy + 2rRyus = 0,

w(Usrey, — Ryry) 4+ vV 4+ wWiuny, 4= 2rRy, = 0.
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Ajoutons ces quatre équations, nous obtenons une identité, car
3Usu; est le développement de A par rapport aux éléments de la
premiére colonne, de méme 2Ry = A; enfin =Vu; est égal au
déterminant A dans lequel on remplace les éléments de la deuxiéme
colonne par ceux de la premiére; c’est un déterminant qui a deux
colonnes identiques, il est nul.

On voit ainsi que les quatre points sont dans un méme plan.

20. Etant donnés quatre points non situés dans un méme
plan et ayant pour équations

P, = 0, P, = 0. P, = 0, P, =0,

I’équation d'un point quelconque de I'espace peut se mettre
sous la forme
WPy A4 Py == APy AP, = 0.

Ce résultat a déja été élabli dans le cas particulier ou le
point est situé dans I'une des faces du tétraedre délerminé
par les quatre points donnés, car nous avons vu que I'équa-
tion générale des points situés dans le plan des trois premiers
points était

WPy 7Py - 2Py = 0.

Soit un point M quelconque; la droite MP, rencontre le

plan P,P;P, en un point N, lequel a une équation de la forme

WPy —+ 1Py - P, = 0.

Le point M étant alors surla droile NP;, son équation pourra
s’écrire (13)
)‘lPl —+ )\QP’-Z -+ )x;}Pg -+ )\.'Pvp = 0.
Ce théoréme peut éfre établi d'une maniere différente,
comme on le verra plus loin dans I'étude des coordonnées
tétraédriques.

21. De la droite. — Nous avons vu précédemment (12)
quune droile était représentée en coordonnées tangentielles
par les équations de deux de ses points,

P = au-+bv =+ cw-+dr =0,

P = du—+ bv+ c'w -+ dr = 0.
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Sion élimine w entre ces deux équations, on a

aP'— d'P = (al — ba')v + (ac' — ca"\w + (ad' — da')r = 0.

Cette équation représente un point situé sur la droite et
dans le plan des yz; c’est donc le point de rencontre de ce
plan et de la droite.

On obtiendrait de la méme maniére les équations des points
de rencontre de cette droite avec les deux autres plans de
coordonnées en éliminant v et w entre les équations données;
mais si on élimine r, on obtient I'équation du point & l'infini
de la droite

(ad' — da'yu + (bd' — db")o <+ (cd' — dc'yw = 0;
il en résulte que les paramétres directeurs de cette droite sont
ad' —da', bd —db', cd — dc'.
On peut ainsi représenter la droite par deux équations tan-
gentielles ne renfermant chacune que trois variables.
8i I'on suppose ab' — ba’ < 0, la droite ne rencontre pas
I'axe des z; on peut résoudre les équations
P =0, Pr=0
par rapport & u et v, on a des expressions de la forme
w = lw—+ pr,
v o= mw -+ ¢qr,

el ces équations représentent les points de rencontre de la.
droite avec les plans des zz et des yz.

Si abt— ba’ = 0, la droite rencontre Oz, et on peut pren-
dre pour I'une de ses équations l'équation du point de ren-
contre de cette droite avec Oz, l'autre étant, par exemple,
I'équation du point de rencontre avec le plan des xy, ou
encore le point a 'infini.

22. Coordonnées d’une droite. — Les coordonnées d'une
droite doivent étre des nombres fixant la position de cette
droite dans l'espace, et ces nombres doivent étre choisis de
telle maniere qu'étant donnée la droite, ies valeurs corres-
pendantes de ces nombres soient bien déterminées.
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Si une droite est définie par les équations de deux de ses

points,

P = au—+ bv -+ cw + dr = 0,
P = du—+ 0v-+cw-+dr =0,

il ne faut pas songer a prendre pour coordonnées de cette
droite les coefficients qui figurent dans ces équations ; ces
nombres fixent bien la droite dans I'espace, mais, réciproque-
ment, étant donnée la droite, ces nombres ne sont pas déter-
minés, puisque ce sont les coordonnées de deux points quel-
conques pris sur la droite.

On pourrait choisir par exemple les coordonnées des points
de rencontre de la droite avec deux plans fixes, deux plans de
coordonnées si 'on veut, mais cette représentation serait illu-
soire dans le cas ou la droite rencontrerait I'intersection des
deux plans fixes.

Ainsi pour les droites qui ne rencontrent pas I'axe Oz et qui
sont représentées par des équations de la forme

w = lw—+ pr,

v = mw —+ qr,
les nombres [, m, p, ¢ pourraient étre pris comme coordon-
nées, mais il faudrait un nouveau systéme pour les droites
rencontrant Oz. v

Ces remarques s’appliquent aussi bien dans la représenta-
tion de la droite en coordonnées ponctuelles. On sait en effet
quune droile non parallele au plan des xy peut étre définie

par les équations
T = 0z —+ P,

y = bz+q;
les nombres a, b, p, ¢ peuvent étre pris comme coordonnées
de la droite ; mais ce mode de représentation ne s’applique
plus aux droites paralleles au plan des xy.

C’est pour ces raisons que PriickeR a indiqué un systéme de
coordonnées de droites, universellement adopté aujourd’hui,
et qui a le grand avantage de se déduire aussi aisément des
représentations ponctuelle et tangentielle de la droite.
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Si l'on désigne par ', v/, z' les coordonnées d’un point
o >

d’une droite et par «, 8,y ses parameétres directeurs (*), les
équations ponctuelles de cette droite peuvent s’écrire

x—a  y—y'  z—z
= By
il en résulte que les projections de cette droite sur les plans
de coordonnées ont pour équations

b

Pz — vy = B

Yx

Y yl7

/ !
Uz = X — 0z,

2y — P = 2y’ — Lo’
Posons

B —y =1,

& — a2z’ = m,

ay — B’ = n;
les six quantités «, 8, v, [, m, n sont dites les coordonnées
de la droite.

Remarquons tout de suite qu'elles vérifient la relation
lz. +mB—+ny = 0, (1)

et qu’elles ne sont définies qu'a un facteur pres; elles ne dé-
pendent donc que de quatre parametres.

Les projections de la droite sur les plans de coordonnées
ont alors pour équations

pr—ryy =1, )
T — az = m, s (2)
ay — Bz = n,

ce qui montre qu’étant donnée la droite, les six coordonnées
sont déterminées & un facteur pres.

En multipliant ces équations respectivement par x, y, z, puis
ajoutant, on a
lie + my + nz = 0,

équation du plan passant par l'origine et par la droite.

(*) Cest-a~dire les coordonnées d’un point quelconque de la paralléle &
cette droite menée par l'origine.
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Supposons maintenant qu'une droite soit définie par les
coordonnées homogénes de deux de ses points, x,, yi, 71, U
el X3, Ya, 3y, bo.

Les projections de cette droite sur les plans de coordon-
nées ont pour équations

y =z
o w5 | = y(ail—Uzs) 5Ly —yile)+ WY1z —512) = 0,
Yo 5 b
x 5 |
2z | = ®(zl— tz) - 2(Las— 2ty - (x5 —225) = 0,
Ty 72 by
x oy
oy | = &yl b)) y(tre—xi ) U7 ya—Yiws) = 0.
Ty Yy b

En comparant ces équations aux équations (2), on obtient
des quantités proportionnelles aux coordonnées de la droite;
on a ainsi

o = Myl — L), I = Miprzz — 213a),
B = Myita — 11y2), m = Maly, — &%), (3)
v = Mzl — 1), n = MY — y%a2).

Silon remplace dans les seconds membres =z, vy, z;, {; et
X9, Ya, %2, L parles coordonnées de deux autres points quel-
conques pris sur la droite, les quantilés o, £, v, I, m, n
varient proportionnellement ; on peut le vérifier directement,
mais cela résulte du calcul précédent.

Supposons enfin que la droite soit définie par I'intersection
de deux plans ayant pour équations

w0,y =125 4 71yl = 0,
0.

l

U == 31 =+ WaT — T3l

Formons les ¢quations des projections de cette droite en éli-
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minant successivement z, v, z entre les deux équations;
on a
(1403 — DU}y - (1 W3 — Wke)z - (Ugry — Uzl = 0,

(V12 — wg02) T - (V1Wa — W12)5 - (037 — 70,)t = 0,
(wirty — ) x - (W03 — WYY = (Wi — )t = 0
comparons encore ces équations avec les équations (2); on a

e = (0,00, — wy0s), U= plwyr, — ),
= p

B = plwrus — ugw,), m (0,73 — 7)03),

v = (v, — vUs), n = p(wr, — ri;,).

Si I'on remplace dans les seconds membres wu,, v, w;, r; et
Uy, V3, Wy, 2 par les coordonnées de deux autres plans conte-
nant la droite, les quanlités «, 8,+, {, m, n varient propor-
tionnellement ; on peut le vérifier directement, mais cela
résulte du calcul précédent.

A Taide de ces coordonnées de la droite on peut écrire les
équations tangentielles de la droite analogues aux équations
ponctuelles (2). Cherchons en effet les équations tangentielles
des points de rencontre de la droite avec les plans de coor-
données et le plan de I'infini; pour cela, éliminons successi-
vement wu, v, w, r entre les équations tangentielles de la
droite

UL = VY~ wsy =+ 1l = 0,

0.

I

ULy == DYy —+ Wzs -+ Tl
On obtient aisément, en tenant compte des formules (3),
mw — N = ur,
nu——lw = fr,
lv — mu = vyr,
au—+ fo—+yw = 0.

En résumé, les coordonnées d'une droite sont six nombres
a, B, v, {, m, n qu'on peut définir par les formules
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o = Moty — 1) = p(v,w: — wiv,),
B = Myita— L) = p(wytta — U 10a),
Y = Mzily — 1,25) = p(U,0y — V1Us),
U= Myme — 511fz) = p{urs —71Us),
m = Mzl — 043,) = (0472 — 710a),
n = Naiys— 1122) = p(wirs — 7,0,),

ol @y, Yi, 2 b €t &, ¥s, 5, f, désignent les coordonnées
homogénes de deux points quelconques pris sur la droite, et
Uy, Dy, Wy, Ty 6L Uy, ,, Wa, T les coordonnées de deux plans

quelconques contenant la droite.
Ces coordonnées vérifient la relation

lo -+ mB + ny = 0.
En outre, on peut définir ponctuecllement la droite par deux
quelconques des équations
fz—yy = U,
yr — 0z = mt,
ay — Br = nl,
lz + my + nz = 0,
ou, tangentiellement, par deux quelconques des équations
mw — NV = a4r,
nu— lw = Br,
lo — mu = 7,
au 4+ B+ yw = 0.
Ces six coordonnées ne peuvent étre nulles en méme temps.
Si les trois coordonnées [, m, n sont nulles, on voit que

la droite passe par l'origine ; si o, B, y sont nulles, la droite
est a I'infini, elle est déterminée alors par les équations

lx 4~my +-nz = 0,
t =0.
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23. On démontrera comme au numéro 2 que les condilions
géométriques imposées & une droite s’exprimeront par des
relations homogeénes entre ses six coordonnées.

Exeneies. L. Ecrire gqu'une droite A rencontre une aulre droite A'.
Soient a, 8, v, ¢, m, n et o, &, 7, U, m', n' les coordonnées
des deux droites; si 1'on désigne par i, y1, 21 et i, vy, 31 les
coordonnées cartésiennes de deux points appartenant chacun aux
droites A et A, on sait que la condition pour que ces droites se
rencontrent est
w— y—yh G — 3
o B v =0,
/

o o 7

ce qui peut s’écrire, en tenant compte des formules

l = Bs1— YY1y

U= ps— 1y,

. ete.,
al ++ Bm' —~yn' —+ lo' +mp’ 4 ny = 0,
relation homogéne et linéaire par rapport aux coordonnées de la
droite A.
Il. Ecrire qu'une droite A est normale & une quadrique.

Supposons que la quadrique soit un ellipsoide rapporté a ses axes
et ayant pour équation
mQ 1/2 32
— — ——1 =0.
a? - b? - c? ! ’
Les équations d’'une normale en un point (x, y, 3) de cette sur-
face sont
X—2 Y—y Z1—z=
e Ty
w? b? C
w, y, 2 vérifiant I'équation de l’ellipsoide.
Or ces équations peuvent s’écrire

Y [
b—zZ—EY—y~<b—z“c—z>’

)

2

z @ 1 1
c—ax—aé‘zz‘”<c—z—@)’

@

Y 1 1\ .
FY—pX=alg—5);

en désignant par «, 8, v, !, m, n les coordonnées de cetle normale,
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on aura
x 1 1
a:)\ﬁ, l:)‘y;<ﬁ_§>’
1 1
c :7\[%, m—_—)\zx<c—2.—?>,
5 f (L 1
"{—)\E;; n_\acy‘gg—b_z .
Les trois équations de gauche donnent
[ ey 7 Yy = Z)_ZE o — ﬁ(
CE=aT Y= FET

remplacons ces valeurs de «, y, + dans les équations de droite et
dans P'équation de l'ellipsoide ; on a
a2a2+b2QQ+CQY2
—
By(c? — 02)  ya(a® — ¢?) _ aB(b?— a?)
¢ - m - n

f =20,

=2,

ou, en éliminant X,

?'W’Qt— *) — Y“(sz— @) _ @ =V E T EE o
n

telles sont les condilions cherchées.

Il n'y a en réalité que deux relations, car si les deux premiers
rapports sont égaux, ils sont égaux au troisiéme en vertu de la
relation (1).

24. Pour déterminer une droite, il sera nécessaire d’avoir
quatre relations entre ses coordonnées; on y joindra I'¢qua-
tion (1) et on aura ainsi cing équations qui détermineront les
coordonnées a un facteur pres.

Ainsi, pour obtenir les droites qui rencontrent quatre droites
données ayant pour coordonnées «;, 8;, vi, b, my 0 (0 =1, 2,
3, 4), il faudra résoudre les équations

aly -+ gy —+ yny + 2l + Bym - Ym =0,

aly =+ Bmy 4 yns —+ a4yl + fam =+ yon = 0,

aly + Bmy -+ yny =+ oyl -+ Bym A+ yan = 0,

al, 4+ pm, + yn, 4+, + Bm—+yn = 0,
al -+ Bm —+yn = 0.
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25. Si I'on donne une seule relation entre les coordonnées
d’une droite, il existera une infinité de droites dont les coor-
données vérifieront cette relation; I'ensemble de ces droites
constitue ce qu'on appelle un complexe, dont le degré est par
définition le degré de la relation donnée,supposée algébrique,
entiere et homogeéne.

L’équation générale du complexe du premier degré ou
linéaire est

Au—+ BB + Gy + DI+ Em + Fn = 0. (4)

Dans le cas particulier ot l'on a

AD +BE + CF = 0,

on peul considérer les quantités A, B, C, D, E, I’ comme les
coordonnées d'une droite A; la condition (4) exprime que les
droites du complexe rencontrent la droite A, el que, réci-
proquement , toute droite qui renconire A appartient au
complexe.

On dit alors que le complexe est spécial, et 'on peut consi-
dérer la relation (4) comme 1'équation de la droite en coor-
données de droites. D'une maniere générale on appellera équa-
tion d'une surface ou d'une courbe en coordonnées de droites,
la condition pour qu’une droite soit tangente a4 une surface ou
rencontre la courbe,

On verra aisément que les équations en coordonnées de
droites de l'ellipsoide

2 " }/2 72 L0
a? b2 + c? -
ou de l'ellipse
22 y?
— 57— = z =0
pr " 1 =0, 0,

sonl respectivement

%2 G2 'e s m? n?
*—‘“i——b?"i—'c—,—*( Pyein sy = 0,

a?
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la seconde pouvant d’ailleurs se déduire de la premiére en
faisant ¢ =0.

Mais il est essentiel d’observer que ces équations représen-
tent des complexes particuliers ou spéciauz; en d’autres
termes, toutes les droites d'un complexe ne sont pas en
général tangentes & une surface ou ne rencontrent pas une
ligne, et par conséquent toute équation homogene entre les
coordonnées d'une droite n’est pas I'équation d'une surface
ou d'une ligne.

Ainsi I’équation (4) ne représente une droite que si

AD —+ BE + CF = 0.

26. TurorEME. — Par un point de Uespace il passe une infinité de
drottes appartenant & un complexe linéaire ; toutes ces droites sont
situées dans un méme plan.

Soit Ae+B+Cy+Dl+Em+Fn =10

I’équation du complexe, et P(«', y', &', ¢') le point donné.

Par ce point menons une droite quelconque sur laquelle nous
prenons un point M(x, v, z, t); les coordonnées de cette droite sont
alors, a un facteur pres,

o = wt' — t', ! = y3s' — 2y,
B =yt — ', m = zx' — a3,
y = st' — 3, n = wy' — ya',

et pour que cette droite appartienne au complexe, il faut qu’on ait
Alwt’ — to') 4 B{yt' — ty') + C(2t' — tz") + D(ys' — sy')

+ Bizo’ — 23’) +Floy —yx') = 0;
cette équation représente un plan qui est le lieu que doit décrire le
point M pour que la droite PM appartienne au complexe. Or ce plan
passe par le point P, il est donc le lieu des droites du complexe qui
passent par le point P.

27. TugorEME. — Dans un plan quelcongue il existe une infinité de
drottes appartenant & un complexe linéaire ; toutes ces droites passent
par un méme point.

Soit P(u/, o', w’, #) le plan donné. Un plan quelconque
Q(u, v, w, r) coupe le plan P suivant une droite ayant pour coor-
données
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o = vw — wv’, ! = wr' — ru,
B = wu —uw, m = v’ — rv’,

v 2 ’ ’
Y = uv' — v, n = wr' —rw'.

Pour que cette droite appartienne au complexe, il faut qu'on ait
A(vw" — wv') ++ Blww' — ww') ++ Cluw’ — vu') 4 D(ur’ — ru’)
—+ E(wr’ — rv') + Flwr’ — rw') = 0.
Cette équation représente un point, par lequel doit passer le
plan Q pour que la droite intersection des deux plans P et Q
appartienne au complexe. Or ce point est dans le plan P, donc
toutes les droites du plan P qui appartiennent au complexe passent
par un point fixe.

28. Si I'on donne maintenant deux relations entre les coor-
données d'une droite, il existe encore une infinité de droites
dont les coordonnées vérifient cette équation ; 'ensemble de
ces droites constitue une congruence. En somme on peut dire
qu'une congruence se compose des droites communes & deux
complexes.

Les droites d'une congruence dépendent de deux para-
meétres variables, tandis que celles d’'un complexe dépendent
de trois paramétres.

Ainsi les tangentes & une surface forment un complexe,
tandis que les normales constituent une congruence.

Enfin, toutes les droites dont les coordonnées vérifient trois
relations appartiennent 4 une surface réglée.

29. Pour trailer les questions d’angles ct de distances en
coordonnées tangentielles, on peut utiliser les formules con-
nues, dont ’application n’offre aucune difficulté.

Sil'on veut obtenir, par exemple, la distance du point qui a
pour équation

au+ by + cw +dr =0
au plan qui a pour coordonnées wu,, vy, wy, r;, il suffit de
remarquer que les coordonnées cartésiennes du point sont

a b ¢ . , .
il Al de sorte que la distance cherchée est, si les axes.



32 COORDONNEES TANGENTIELLES. — GEOMETRIE DANS L'ESPACE
sont rectangulaires,
a L 1/ i ¢
U — Vy — wy; —
d d d
-+ \/u% -+ 0? - wi

-+

ou
arty = by 4 cw, -+ dry
e N T
30. Distance d’un point & une droite. — Supposons que la

droite soit définie par les deux équations
au ~+ by —+ ¢,w + dyr = 0,
At = by0 - o0 - dyr = 0,

et désignons par «', v/, 2z’ les coordonnées du point.
Les équations ponctuelles dela droite peuvent alors s’écrire

a, b, ¢,
—_— 1Y — — 53—
d, ST, d,
= f— )
a s b, b, cy C,

A d d d d o d
el, d’aprés une formule connue, la distance cherchée ¢ est
donnée par la relation
.~ X2+ Y24 727
32 —

= 0 a2>2+ /)1 /’Z>2+ /Cl ¢, >2’
<d1 d2, <dj d, <d1 dy
ou l'on pose

_< Cl)’é !’e>_’1_é><c_i_c_z>
ST (d,""d; (y d)\d, &)

o) (s ()

< I—(TZ <Q d] d1 _Clg '

7 - ! bl ay 45} v a, /bl [)2>
r= <y _E><Z—EZZ>—<$ _d,><d1 €)

Si T'on introduit les coordonnées «, 8, v, [, m, n de la
droite, on ohtient

(Bs' —y' — 0P+ (v’ — oz’ — m)? + (2 — B’ — m)?
u? - 2 o o2

2:

o2
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31. Plus courte distance de deux droites. — Supposons les
deux droites déterminées par leurs coordonnées
A(l’ p? Y’ l? m’ n) et A’(d'l? ﬁl7 YI1 l,’ m” nl)’

On sait que la plus courte distance des droites qui sont
définies par les équations

€X— X1 - y““?/i _Z—Zi

9

a g v
r—x  Y—yL  z—1z)
a/ B/ Y/
est
r—x, a o
yo—y, B F

i —z oy Y )
£ VB ) = (= oA (2 — B
en développant le numérateur comme au numéro 23, cette
distance devient
all + Bm - yn' + ol 4+ B'm +y'n
== VB — B + 7 —=() + (F — B

EXERCICES ET NOTES

1. Lorsque dans un tétraédre deux avétes somt respectivement

perpendiculaires aux arétes opposées, les deux autres arétes sont
également perpendiculaires entre elles.

Soient u;, v;, wi, #; les coordonnées d'une face P; (1 =1, 2, 3, 4&).
Pour que les arétes, intersections de Py, P, et de Py, P4, soient per-
pendiculaires, il faut qu’on ait la relation
(viw, — W ) (V325 — Wy, = (Wwytty — Uy 202) (W42, — 25w,)

~+ (413 — 'U]Mz)(u3’l74, — ’l)su/,,) = 0,
qu’on peut écrire, en désignant par (ij) la somme wue; + vv; 4+ waoj,
(13)(24) — (14)(23) = 0.

De méme, pour que les arétes, intersections de Py, P; et de P, Py,

COORDONNEES. — 1 3
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soient perpendiculaires, il faut qu’on ait

(12)(3%) — (14)(23) = 0.
On en déduit
(13)(24) — (12)(3%) = 0,

ce qui prouve que les arétes Py, P, et Py, Ps sont perpendiculaires.

2. Lorsque dans un tétraédre les arétes opposées sont perpendici-
laires, les quatre hauteurs se rencontrent en un méme point.

En désignant par P; 'expression wx -+ viy 4wz 4+, on voit
aisément que la hauteur pervpendiculaire a la face P; a pour équa-
tions ponctuelles

P, Ps P,

(2]~ {13) — (1%)
On forme de méme les équations des autres hauteurs, et en tenant
compte des conditions de Vexercice précédent, on voit que ces droites

passent par le point qui est défini par les équations
Py P, Py P

ey T (12 (18) - (&)
23)
La réciproque est vraie.
Un tétraeédre dans lequel les hauteurs passent par un méme point
est appelé tdiraddre orthocentrique, et le point de rencontre des hau-
teurs s’appelle lorthocentre.

3. Dans un tétraédre orthocentrique, les perpendiculaires communes
aux arétes opposées passent par Uorthocentre.

4. Soient Py, Py, Ps, P, quatre fonctions linéaires, homogénes et
indépendantes par rapport & u, v, w, 7; en égalant ces fonctions a
zéro, on a les équations de quatre points non situés dans un méme

plan.
Considérons les quatre droites représentées par les équations

pz Pfg P/,.

L= = A
A1z A1a ai.’r’ (2)
P Py Py

R LN (42)
Az Qa3 24

Py P, P,

a; T an ay (2]
Py P, P;

2 __ s, (&)

[£2%] A2 43
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Nous nous proposons de démontrer que ces quatre droites sont

sur un hyperboloide si I'on a
aij = Qjiy
quels que soient ¢ et j.

La droite A; est située dans le plan des trois points Pa, Py, Py
une droite quelconque rencontrant A, a pour équations tangen-
tielles

APy = )\3P3 - )\./..P/,-

Cherchons & déterminer 23, A;, », de maniére que cette droite
rencontre A,, A; et A;.

De ces derniéres équations on tire
%
e

et, en remplacant dans les équations de A, Ag, A, on trouve aisé-
ment les conditions suivantes :

A
P, = -—)\3 Py, Py = Py,
3

)\3 _ )\.G, )\2 _ }\/,, )\2 . )\3
—_ _— = ) = .
A4 A3 asy a3z @3 (%]
Sil'on a
a3 = (39, A= Qy2,s 34 = 43y

on pourra prendre

ags T ome o
et les quatre droites données seront rencontrées par la droite
as Py = @oPy = agsPy. (Dy)

On verrait de méme que ces quatre droites sont rencontrées par
les droites

auPy = a3Py = a3, Py, (Dy)
(612P4 = agfl.Pl = afl.ipg, (DJ)
Ctggpj = ((31p2 — amP;;. (D/,,)

Il en résulte que les quatre droites A constituent quatre généra-
trices d'un méme systéme d’un hyperboloide, et 'on voit de plus
que les quatre droites D sont quatre génératrices de systeme diffé-
rent de la méme surface.

Un raisonnement analogue montrerait que le résultat subsiste
dans le cas ou Py, Py, Ps, P, désignent des fonctions linéaires et
homogénes de x, y, z, t; les droites sont alors représentées par des
équations ponctuelles.

On voit, en particulier, en se reportant & l'exercice 2, que les
quatre hauteurs d’un tétracdre quelconque sont sur un hyperbo-
loide.
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5. Etant donnés un triangle ABC et un point O dans Vespace, on
meéne par le point O le plan conjugué de OA par rapport & un
céne T' de sommet Q, ce plan rencontre BC en A'; on méne ensuite
par le point O le plan conjugué de OB qui rencontre CA en B’
enfin le plan conjugué de OC qui rencontre AB en C'. Démontrer
que les points A', By, (' sont en ligne droite.

On emploiera la méme méthode que dans P’exercice résolu au
ne 135.

En désignant par

o(w, y, 3) =0
I’équation du cone T, le plan conjugué de OA a pour équation

@Oy, Yoy, -+ 295 = 0.

6. On coupe une pyramide triangulaire SABCG par un plan qut
rencontre les arétes SA, SB, SC respectivement en A', B, C.
Démontrer que les trois droites, inlersections des couples de plans
(BCA’, B'CYA), (CAB', C’A'B), (ABC, A'B'G), sont dans un méme
plan.

7. St deux tétraédres ont leurs somimets deuw ¢ deux sur quatre
drottes concourantes, les faces correspondantes se coupent suivant
quatre droites situdes dans un méme plan, et réciproquement.

8. On donne un triédre Quxyz, un triangle ABGC dont le plan
passe par le sommet O du tricdre et un plan P. On prend un point
M gquelconque dans le plan P ; le plan MBG coupe Owx en «, le plan
MCA coupe Oy en B, le plan MAB coupe Os cn v ; démontrer que le
plan afy passe par un point fixe.

Prenons les arétes du triedre Oxys comme axes de coordonnées ;
nous supposons que les cotés du triangle ABC sont a l'intersection
du plan du triangle

Q=ax-+by +cz=0
et de trois autres plans,
P, =ax+by-+cs+4d, =0,
Py = ayx + boy 2z +dy =0,
Py = aye + byy +cy5 + dy = 0,
qui passent respeclivement par les cotés BC, CA, AB.
Soit ux 4+ vy +ws +r =0

’ . . . "
I'équation du plan «By; le point 2 a pour abscisse — - le plan
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aBC a pour équation
Q P,

—ar  —ar—+ du’

de méme les plans BCA et YAB ont respectivement pour équations

O

—br T — by +dp’
Q - p:;

—cr T —cyr—dyw

Tout revient a écrire que ces trois plans se coupent en un point
situé dans un plan donné P.
Les coordonnées du point de rencontre vérifient les équations

QO _  aP _ bP, cP,

r T ar—di bar — dv  cyr — dgw’

or I'équation d’un plan quelconque peut s’écrire
hQ ~+ 1Py 4+ mPy 0Py = 0;

on aura donc la condition

m

o

ce qui montre que le plan «By passe par un point fixe.

!
Jir - - (ayr — dyu) + (bar — dav) + —701 (eyr — dyw) = 0,

9. On donne un plan P et une obliqgue OA; par cette oblique et
par une droite quelconque OB du plan P, on fuit passer un plan, et
Pon mene dans ce plan la perpendiculaire OG & la droite OB ; puis
on fait, dans le plan P, Vangle BOD égal & un angle donné.
Démontrer que le plan COD passe par une droite fize.

10. On donne une sphére S, wn plan P et un point A. Par le
point A on méne une droite quelconque, qui rencontre le plan P au
point B. Sur AB comme diametre on décrit une sphére. Démontrer
que le plan radical des dewwx sphéres passe par un point fixe.

Soit ux vy 4+ ws—+r =0
I’équation du plan radical; si S =0 désigne I'équation de la
sphére donnée, la sphére variable aura une équalion de la forme

S + Muw 4 vy 4wz +7) = 0;
on écrira que cette sphére passe par le point A, et que si I’on joint
le centre au point A, la droite obtenue rencontre le plan P en un
point symétrique de A par rapport au centre.

On aura deux relations entre lesquelles on éliminera 2, et il res-
tera une équation du premier degré par rapport a u, v, w, ».
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14, On donne une sphére et un plan ; si Uon décrit une sphére
quelconque touchant le plan en wun point donné, le plan radical des
deux sphéres passe par une droite fixe.

12. Si un coéne ayant pour sommet le centre d’un ellipsoide et pour
base une section plane, coupe suivant un cercle le plan tangent ¢
lune des extrémités du grand awxe, le plan de la section passe par
Pune ou Vauire de deuwx droites fizes situdes dans le plan de Uaxe
moyen et du petit axe.

13. Si d’un point on abaisse des perpendiculaires sur trois dia-
métres conjugués quelconques d'un ellipsoide, le plan mené par les
pieds de ces perpendiculaires passe par un point fize.

Prenons pour axes de coordonnées les axes de l'ellipsoide, et soit

22 12 22
w Tt =0
I’équation de cette surface.
Soit uw 4= vy +wz+r =70

Péquation d’un plan  passant par les pieds des perpendiculaires
menées du point donné P(x, g, %,) sur trois diamétres conjugués.
Ces trois points sont situés sur la sphere de diametre OP,

o2 4 Y2+ 52— wxy — Yy — 55, = 0.
I nous suffira d'écrire que le cone ayant pour sommet l'origine
et s'appuyant sur le cercle section de la sphére par le plan Q

contient trois diamétres conjugués de Iellipsoide.
L’équation de ce cone est
{a? - y2 4 52) - (wwy + Yy + s30(va + vy + wz) = 0.

Pour qu'il contienne trois diamétres conjugués de I'ellipsoide, il
faut qu’on ait

(r—+ uwy)a? - (r - vYy)0% 4 (1 4 w34t = 0
ou

wadw, 4+ vh2y, -+ wetzy + r(a? 4 b2 4 c?) = 0.

Le plan ( passe donc par le point qui a pour coordonnées

a?w, b%y, c2z,

a0 ¢ @+ b2 ¢’ a? + b2+ ct’

14. Si d'un point on abaisse des perpendiculaires sur trois plans
diamétravx conjugués quelconques d'un ellipsoide, le plan mené par
les pieds de ces perpendiculaires passe par un point fixe.
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15. On donne une surface du second ordre S, un point five A
sur cette surface et une conique G située dans un plan P, Les trois
droites qui joignent le point A aux sommets Ay, Ao, As d’un triangle
T situé dans le plan P rencontrent respectivement la surface en des
points ai, az, as autres que A. Démontrer que le plan ajasas passe
par un point fiwe M quand le triangle T se déplace dans le plan P en
restant conjugué par rapport & la conique C.

16. Interpréter géométriguement le signe du premier membre de
Uéquation tangentielle d'un point.
Voir premiére partie (Géom. plane), n® 20.

17. Note sur le complexe linéaire. — Le théoréme établi au
no 26 nous montre que toutes les droites du complexe qui passent
par un point M sont situées dans un plan P qui contient le
point M; d’aprés le théoréme du n° 27, les droites du complexe
situées dans le plan P devant passer par un point de ce plan, pas-
seront par le point M.

On dit que le point M est le pdle (ou le foyer) du plan P, et que
le plan P est le plan polaire (ou le plan focal) du point M.

Si le point M a pour coordonnées «', y', 5, ¢/, I'équation du
plan P est (26)

Awt' — to') + B(yt' — ty') + C(st' — t5") 4 D(ys' — zy') + E(s0’ — @z)
+ Floy’ —ya') = 0;
les coordonnées de ce plan sont donc
w = Fy — L'+ A,

v = — o' 4 Dz'+ BY/, .
w' = La' — Dy'+ Cr', 3 ()
7 = — Az’ — By’ — Cz'.

Si 'on se donne les coordonnées «/, v', w', ' du plan P, 1'équa-
tion de son pole est (27)

A(vw' — wv') + Blww' — ww') 4 C(uv’ — vee') + D(ur’ — ru’)
—+ E(vr’ — ") ++ Flwr’ — rw') = 0
les coordonnées de ce point seront alors
o = Cv' — Bw' + D7/,

y' = — G 4+ Aw' 4 Er', 9
z/ — Bu/ -—-A’D,—I—FT’, 3 ( )
t = — Du' — o' — Fuw’,
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On peut d’ailleurs vérifier analytiquement que si AD +BE +4 CF
n’est pas nul, les systémes (1) et (2) sont équivalents.

Sile point M décrit une droite A, le plan polaire P tourne autour
d’'une droite A;; cette propriété résulte immédiatement des équa-
tions (1), mais on peut 'établir géomélriquement de la facon sui-
vante.

Prenons deux points M et M’ sur une droite A; les plans polaires
P et P’ se coupent suivant une droite A,.-Prenons un point quel-
conque N sur A;; les droites NM ¢t NM’ appartiennent au complexe;
par suite, N est le pole du plan NMM'. Il en résulte que si 'on joint
le point N & un point quelconque M” de la droite A, la droite NM”
appartient au complexe, donc le plan polaire de M” passe parle
point N ; le point N étant choisi arbitrairement sur A4, on voit que
le plan polaire de M” contient la droite A;.

Mais ce raisonnement prouve de plus que les plans polaires des
points de A; tournent autour de A; on en conclut le théoréme sui-
vant :

Si un point déerit une droite A, son plan polaire décrit une droite
Ay, et, réciproquement, si un point décrit Ay, son plan polaire tourne
autour de A,

Les droites A et Ay sont appelées droites conjugudes par rapport au
complexe ; elles jouissent de propriétés fort remarquables.

On démontre aisément, par exemple, que toute droile rencon-
trant deux droites conjuguées appartient au complexe ; que toute
droite du complexe qui rencontre une droite rencontre sa conjuguée;
que toute droite qui coincide avec sa conjuguée appartient au
cownplexe, etc.

St un plan se déplace parallélement & lui-méme, le liew de ses
plles est une droite.

En effet, on peut supposer que le plan passe par une droite fixe
située a l'infini ; son pole décrit la conjuguée de cette droite.

On appelle diamétre du complexe toute droite conjuguée d'une
droite a I'infini; tous les diamétres sont paralléles, car ils passent
par le pdle du plan de l'infini et ce pole est a l'infini.

On appelle awe du complexe un diamétre perpendiculaire a la
direction de ses plans conjugués, c'est-a-dire des plans dont il est
le lieu des pdles.

Cherchons les équations de I'axe du complexe.

Considérons pour cela un plan qui se déplace parallélement a
lui-méme,

ww vy + w1 =0;
les coordonnées cartésiennes de son pole se déduisent aisément des
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formules (2); on a

= Cv — Bw -+ DX ,
- Du + Ev 4+ Fw
— Cu—+ Aw—+Ex
A T e T @)
B — Av 4 A

® T Du—+Ev - Fw’
On voit que si A varie, ce point décrit une droite dont les paramé-
tres directeurs sont D, E, F.

On aura les équations de l'axe en remplacant dans les équa-
tions (3) w, v, w respectivement par D, E, I'; on obtient

_ _ CE—BF 4 D
B  EJTRY [y (-l
~ —CD+AF+EX
i oy C
BD — AE+ 172,
- D2 + K2 - [?
Supposons qu’on prenne cette droite pour axe Oz ; on devra avoir
CE—BF =0, CD —AF =0, D = o, E=0;
et comme I doit étre différent de zéro, on aura
A= O, B=0;
par suite I’équation du complexe aura la forme simple
Cy+Fn=0
ou
Zo—

v

k désignant une constante.

A laide de cette équation on peut se rendre compte de la position
des droites du complexe par rapport a I'axe.

Pour que la droite joignant deux points (=, y, ) et (&, ¥, 3')
appartienne au complexe, on doit avoir

wy — yux' = k(z — 2').

On voit immédiatement que si une droite appartient au complexe,
elle ne cessera pas d’y appartenir si on augmente de la méme quan-
tité les z de tous ses points, c’est-a-dire si on la déplace paralléle-
ment 2 elle-méme dans un plan parallele & Ox.

De méme, si une droite appartient au complexe, il en sera de
méme de toutes les droites obtenues en faisant tourner cette droite
autour de Oz.
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11 suffira alors d’étudier la position des droites du complexe qui
rencontrent une droite quelconque perpendiculaire a I'axe, droite
que l'on peut prendre pour axe des x. Le plan polaire d’'un point
(«', 0, 0) de cet axe a pour équation

yx' +hz = 0;

ce plan passe par I'axe des x et fait avec le plan «Oy un angle ¢
déterminé par la relation

o
tg?—'— L’

on en déduit immédiatement la variation de

¢
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32. On sait que la condition pour qu'un plan
ux vy + wz 411 = 0
soit tangent & une surface

flayy, 2, 1) =0
est en général exprimée par une relation homogéne entre les
coordonnées u, v, w, r du plan; cette relation s’obtient en
éliminant x, v, z, t entre les équations

P fu S fi

u v w r
ux —+ vy -+ wz 4+t = 0.
L’équation qui en résulte,
olu, v, w, r) = 0,

est ce qu'on appelle I'équation tangentielle de la surface.

Nous verrons plus loin qu'il existe des surfaces qui sont
telles que la condition pour qu'un plan soit tangent & l'une
d’elles s’exprime par deux relations entre les coordonnées du
plan ; les surfaces coniques et cylindriques, par exemple, sont
des cas particuliers de ces surfaces. Il est clair en effet que
pour quun plan soit tangent & un cone, il faut d’abord qu’il
passe par le sommet du cone et en outre qu'il rencontre le
cone suivant deux génératrices confondues.

Nous appellerons surfaces développables les surfaces qui
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jouissent de cette propriété, c'est-a-dire qui ont deux équa-
tions tangentielles.

33. On dit qu'un plan est tangent & une ligne, quand il passe
par une tangente a cette ligne.

11 est aisé de voir que la condition pour qu'un plan soit tan-
gent 4 une ligne s’exprime par une relation entre les coordon-
nées du plan.

8i 'on suppose en effet que les coordonnées x, v, z d'un
point de la ligne soient fonctions d'une variable w, on devra

avoir
UL -+ vy —+ w3 +r = 0,

doc+ dy fli_o
u%—' UZZK"*"U) do = U,

et en éliminant w entre ces deux équations, on aura la rela-
tion cherchée.
Si la ligne est définie par I'intersection de deux surfaces,

[(X,Y,Z) =0,

o(X,Y,Z) =0,
on écrira que le plan (u, v, w, r) passe par l'intersection des
plans tangents aux deux surfaces au point (x, 7, z); on aura

ainsi deux relations obtenues en annulant deux détermi-
nants & neuf éléments tirés du tableau

(1o [y [5 [

! ! / .
P Dy Qz Qe

U v w r
on y joindra les équations
flxy y, 5) =0, oz, y, 5) = 0,
et, en éliminant z,y, z entre ces quatre équations, on aura la

condition cherchée. On dira que celle condition est I'équation
tangentielle de la ligne.

34. Dans le cas particulier ol la ligne est plane et est située
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dans le plan des zy par exemple, son équation tangentielle,
¢’est-a-dire la condition pour qu'un plan

ux + vy +wi+r =0

soit tangent a cette ligne, est la méme que la condition pour
que la droite
ur vy +1r =20
du plan des xy soit tangente & la ligne.
Ainsi I’équation tangentielle de 'ellipse
m‘l y2

est
aut -4 0% —1r? = 0.

On a un résultat analogue si la courbe est située dans un
autre plan de coordonnées; par exemple, I'’équation tangen-
tielle de la parabole

22— 2px = 0, y =20

est

pw? —2ur = 0
c’est la condition pour que la droite

UL 4+ ws 4+-r =0
située dans le plan des zx soit tangente a la parabole donnée
dans ce méme plan. [Voir Premiere Partie (Géom. plane),
n® 40.]

35. Réciprogquement, étant donnée une équation homogéne
par rapport & u, », w, 7, nous allons chercher & quelles con-
ditions géométriques sont assujetlis les plans dont les coor-
données vérifient cette équation.

Nous examinerons d’abord quelques cas particuliers. Sup-
posons en premier lieu que I'équation ne renferme que deux
variables, u et r, par exemple,

flu, r) = 0.
Le premier membre de cette équation est décomposable en
un produit de facteurs linéaires de la forme wua-+7b; en
égalant un de ces facteurs & zéro, on obtient I'équation d'un
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point situé sur I'axe des x, d’abscisse —g— si b=£0, alin-
fini sur cet axe si 6 = 0.

11 en résulte que I'équation proposée représente un ensem-
ble de points situés sur Oz, réels ou imaginaires, a distance
finie ou infinie.

De méme, toute équation de la forme

flo, ) =0
représente un ensemble de points situés sur Oy, ..., ete.
8i I’équation ne contient pas la variable » et renferme seu-
lement u et v, elle représentera un certain nombre de points
a l'infini dans le plan des zy.
On peut dire d'une maniere générale que si P et Q dési-
gnent des fonctions linéaires, toute équation de la forme

f(P, Q) =0,

homogeéne par rapport & P et Q, représente un ensemble de
points situés sur la droite joignant les deux points

P =0, Q=0,

car le premier membre de 1’équation précédente est décompo-
sable en un produit de facteurs de la forme aP -+ 0Q.

36. Examinons maintenant le cas ol l’équation renferme
seulement trois variables, u, v, », par exemple.

Pour que les coordonnées d'un plan vérifient 'équation

flu, v, 7) = 0,

il faut et il suffit que la trace de ce plan sur le plan des ay
soit tangente & une certaine courbe, qui aurait pour équation
tangentielle dans ce plan I'équation donnée, et dont I’'équation
ponctuelle s’obtiendrait en éliminant u, v,  entre les équa-

tions
fu b il
—_— = —— = =,
T Y t

ux + vy -1t = 0.

Il en résulte que I'équation donnée est I'équation tangen-
tielle d'une courbe située dans le plar des xy.
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On verrait de la méme maniére que les équations
olu, w, r) =0, (v, w, ) =0

sont les équations tangentielles de courbes situées dans les
plans des zx et des yz.

Enfin, considérons une équation ne renfermant que les
variables u, v, w,

flu, v, w) = 0. (1)

Si les coordonnées d'un plan vérifient cette équation, il en
sera de meme pour tout plan paralléle; on en conclut que
pour étudier géométriquement l'ensemble de ces plans, on
peut considérer seulement ceux qui passent par un point fixe,
I'origine des coordonnées, par exemple.

Nous allons démontrer que ces plans sont tangents a un
cone, et pour cela, nous chercherons l'enveloppe de leurs
traces sur un plan parallele au plan des xy,

z—h =0.
Considérons une droite de ce plan,
uxr —+vy + i =0, z—h = 0.
Le plan passant par cette droite et par 1'origine a pour équa-
tion

»
uac—i—vy—l—rﬂ«_? (z—10) = 0;

/
pour que ses coordonnées vérifient 1’équation (1), on doit
avoir
»
— ) =0. 2
f<u, v, h> 0 (2)

On voit que les traces de tous les plans considérés sur le
plan z—h =0 enveloppent une courbe de ce plan ayant
pour équation tangentielle 'équation (2).

Tous ces plans sont donc tangents 4 un cdne ayant pour
sommet 'origine et pour directrice cette courbe.

On en conclut que 'ensemble des plans définis par la rela-
tion (1) se compose de tous les plans tangents a ce cone et de
tous les plans paralléles a ces plans tangents.

On peut donc considérer tous ces plans comme passant par
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les tangentes de la courbe, intersection du cone et du plan de
I'infini ; ces plans seront tangents & une courbe située dans
le plan de V'infini, et 'équation (1) sera I'équation tangentielle
de cette courbe.

37. Plus généralement, si 'on désigne par P, Q, R ftrois
fonctions linéaires et homogeénes de u, v, w, r et telles que
les points représentés par les équations

P =0, Q=0, R=0
ne soient pas en ligne droite, toute équation de la forme
f(P, Q, R) =0, (3)

homogeéne par rapport & P, Q, R, représente une courbe située
dans le plan des trois points.

En effet, une droite quelconque A du plan PQR rencontre la
droite PR en un point A et la droite QR en un point B, ces
deux points ayant respectivement pour équations

A=P—IR =0, B=Q—pR =0;
pour qu'il existe des plans appartenant & l'ensemble défini
par I'équation (3), et passant par les points A et B, il faut que
les trois équations

f(P, Q, R) =0,
P—2R =0,
Q—pR =0

aient un systéme de solutions communes, ce qui donne la
condition

f()‘ﬂ hat} i) =0,
en écartant la solution évidente fournie par le plan des trois
points.

On voit ainsi que les traces sur le plan PQR des plans de
I'ensemble (3) doivent satisfaire & une condition; ces droites
enveloppent donc en général une certaine courbe située dans
le plan PQR, et tous les plans de l'ensemble doivent passer par
les tangentes de cette courbe.

11 en résulte que I'équation (3) est la condition pour quun
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plan soit tangent & une courbe duplan PQR, c¢’est donc I'équa-
tion tangentielle de cette courbe.

38. 1l nous reste maintenant & examiner le cas général ou
I’équation donnée renferme les quatre variables u, v, w, 7.
Nous commencerons pour cela par rappeler la théorie des
enveloppes des surfaces.

Enveloppes des surfaces. — Considérons un ensemble de
surfaces définies par I'équation
[z, y, 5 %) =0, (1)

ol A désigne une variable arbitraire.

Soit S une surface particuliere de 1'ensemble, relative a la

valeur %, du parametre et ayant pour équation
[z, y, z,%,) = 0. (S)

Donnons & A, un accroissement infiniment petit k, et consi-
dérons la surface &,

[z, y, 5, 4+ h) = 0. (8"

Les surfaces S et 8’ se coupent suivant une certaine courbe
C'; si h tend vers zéro, la courbe C' a en général une position
limite C surla surface S qu'on appelle la caraciéristique de
cette surface.

‘Le lieu engendré par cette caractéristique quand A, varie est
ce qu'on appelle I'enveloppe des surfaces représentées par
I'équation (1}.

Pour obtenir I’équation de 'enveloppe, remarquons que la
courbe C' peut étre définie par les équations

f(=, y, 5 4) =0,
fle,y, 3, 4= h) — [z, y, 5, k)
h

quand % tend vers zéro, le premier membre de la seconde
équation a pour limite fi(z, y, z,%,); il en résulte que la
courbe C a pour équations

[z, y, 3, %) =0,

f,x(%', Y, Z, )\0) = 0.

COORDONNEES. — 1 ) &
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On aura donc l'équation de l’enveloppe en éliminant
entre ces deux équations, ou, ce qui revienl au méme, en éli-
minant ) entre les deux équations ‘

f(x,y, 2, %) =0,
filz, y, 2, %) = 0.

Les surfaces représentées par I’équation (1) sont appelées

surfaces enveloppées.

39. TurkoriME. — L’enveloppe est tangente d chaque surface
enveloppée en tous les points de la caractéristique.
Soit flx,y,2,%) =0

I'équation d’une surface enveloppée, et désignons par 2/, ¥/, 2’

les coordonnées d'un point M de la caractéristique ; on aura

alors

f(xl) y/a Zl) )‘0) =0,

&y 7 %) =0,
et le plan tangent & la surface enveloppée au point ', ¢/, 2’ a
pour équation
Y & )+ (y — ) s F )

+ (2 ==,y 7, %) = 0.

Cherchons maintenant le plan tangent & I’enveloppe. en ce

méme point.
Pour cela, on peut dire que 'enveloppe a pour équation

[z, y, =z, ) =0,
ol : représente une fonction de x, y, z définie par la relation
fiz, g, 2,2) = 0. (3)
Le plan-tangent en un point quelconque (z, v, z) de cette
surface a pour équation

(2)

! ! !
(x —2)fu(2',

o
X —a) fito 32+ Pl 2 0 5 |
N

(V=) il v 2 0)+ il 2 0) 5

! ! ())‘
+<z—z>[f Ya, y, 3 2+ fi(, Y, 5,0 d—] =0,
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qui peut s’écrire, en tenant compte de la relation (3),

(X — )i, y, 2 0+ (Y —p)fil, ¥, 7, %)
| A (Z =)z, y, 2, ) = 0.
Remplagons dans cette équation x, y, z par les coordonnées

Z,y', 7 dupoint M de la caractéristique ; » prend une valeur
déterminée, solution commune des deux équations

f(x/v ?/'7 ZI7 )‘) = 07
£y, 20 =0;
cette solution n’est autre que %, d’aprés les équations (2).

On voit ainsi que le plan tangent & I'enveloppe au point M
coincide avec le plan tangenta la surface enveloppée.

40. Supposons que les surfaces enveloppées aient une équa-
tion,
f(® y, 3,2 1) =0, (4)
renfermant deux parameétres variables % et 1, liés par une
relation
’\P()‘a p) = 0. (5>
L’équation (4) renferme en réalité une seule variable indé-
pendante, car on peut y considérer p comme une fonction
de X, définie par la relation (5).
On aura ’enveloppe en éliminant X et p. entre les équations
(4), (8) et la suivante :

. d
fils 2, % )+ fila, g 5,0 p) 2 = 6,
—i%f— étant donné par
du
! ! ! j—
9 Pu. d\ 0.

On déduit de ces deux derniéres équations

LT
n .

(6)

On aura donec 'équation de I'enveloppe en éliminant X et p
entre (4), (3) et (6).
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On verrait de la méme maniere que sil’équation des surfaces
enveloppées renferme trois paramétres A, 1, v liés par deux
relations

f(.’[', Y, z, )‘> -y V) = 07
(PI\)H ,v) =0,
q’()‘a #,v) =0,
on aurait 'équation de 'enveloppe en éliminant X, p, v entre
ces trois équations et la suivante :

rnofe fh
o e o) =0.
b b W

On généraliserait aisément.

41. Les surfaces dont nous venons de déterminer 'enve-
loppe ont une équation générale qui dépend d'une scule variable
indépendante ; elles touchent leur enveloppe en tous les points
d’une courbe. »

Il existe une deuxiéme espéce d’enveloppes relatives aux
surfaces dont 1’équation générale renferme deux variables indé-
pendantes.

Soit [z, y, 2,0, 1) =10 (7)
I’équation donnée, et supposons pour un instant que p soit
fonction de A, comme au début du numéro précédent; la
caractéristique de la surface représentée par I'équation (7)
sera définie par les équations

f(l" Y, Z, )‘1 |U') = 0,
d
Fil@, Yo 500 ) = ful, g, 5,0 ) 72 = 0,

E;\j’ cette courbe passe par les

points communs aux trois surfaces
[, s 2,0 w) = 0,
i, ys 20 % p) = 0, (8)
[ilz, v, 5, %, 1) = 0.

Quelle que soit la valeur de
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Ces points sont appelés les points limites de la surface (7).
Le lieu de ces points quand A et wvarient de toutes les ma-
niéres possibles est ce qu'on appelle I'enveloppe des sur-
faces (7). ‘ '

On aura I'équation de cette enveloppe en éliminant % el p
entre les équations (8).

On démontrera comme plus haut (39) que lenveloppe touche
chaque surface enveloppée aux points limites.

On voit qu'il y a une différence essentielle entre I'enveloppe
des surfaces & une seule variable indépendante et celle des
surfaces & deux variables indépendantes.

Dans le premier cas, chaque surface enveloppée touche I'en-
veloppe suivant une courbe.

Dans le second, chaque surface enveloppée ne touche l'en-
veloppe qu’en un nombre limité de points.

42. 11 peut arriver que les surfaces enveloppées aient une
équation
f(®,y, 3% 1) =0, 9)
renfermant trois paramétres variables, A, w, v, liés par une
relation
20 1) = 0. (10).
L’équation (9) ne renferme que deux variables indépen-
dantes, car on peut y considérer v comme une fonction de A
et de p, définie par la relation (10).
Les points limites seront déterminés par 1'équation (9) et les
équations obtenues en différentiant cette équation par rapport
4 X et par rapport & .

On obtient
o
F3(@, Y2 0 1y ) = [, Y, 3,0 v) 5= 0,
v
folz, g, 20 py vl4=fo2, y, 2, A By \,)3; =0;

. 0 . . .
%\- et —5;— sont donnés en différentiant la relation (10) suc-

cessivement par rapport a4 A et par rapport & w,
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o+ @’% =0,
oy ¢} -
v m

En éliminant 5{— et %[ entre ces quatre équations, on a
f—/& = Ji’f‘ = _I," (11)
o P P

On aura alors ’équation de ’enveloppe en éliminant A, @ et v
entre les équations (9), (10) et (11).

43. Enveloppe d’un plan. — Il nous est facile maintenant de
répondre complétement & la question posée au numéro 35, a
savoir d'indiquer & quelles conditions géométriques sont assu-
jettis les plans dont les coordonnées vérifient une équation
homogéne en u, v, w, 7,

flu, v, w, r) = 0. (12)
L’équation d’un plan,
ux vy + wz vt = 0, (13)

renferme trois paramétres variables; si on assujettit ce
plan a vérifier la relation (12), le plan ne dépend plus que de
deux variables indépendantes; il admeltraune enveloppe de la
seconde espéce; il touchera cette enveloppe en général en un
seul point. '

Le plan dont nous allons chercher le point limite ne peut &
la fois passer par l'origine et étre parallele aux trois axes;
nous pouvons donc supposer que l'un des coefficients u, v,
w, r est différent de zéro, par exemple r£0, ce coefficient
peut alors étre considéré comme constant, il ne reste plus que
les trois parameétres u, v, w liés par la relation (12).

% Nous sommes dans le cas étudié au numéro 42, le point
limite sera déterminé par les ¢quations

ux —+ vy + wz —+rt = 0,
x y 4

To
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ces trois rapports sont égaux au rapport

UL = VY - Wz ou _:1_/5_ ,
ufl, = of s wfl, —rf},
en vertu des relations (12) et (13); il en résulte que pour avoir
Penveloppe, il suffira d’éliminer u, v, w, r entre les équations

x y__z_t

Bl U U A
fu % w o [

ux 4 vy —+wz +rt = 0.
On obtiendra ainsi une équation homogeéne en x, v, z, ¢, qui
sera I'équation d’une surface, et tous les plans dont les coor-
données vérifient 'équation (12) seront tangents & cette sur-
face.

44. En résumé, nous avons vu que la condition pour qu'un
plan soit tangent & une surface

fle,y,z 1) =0
s’obtient en éliminant «, y, z, ¢ entre les équations

oty 1

u v W 7 (14)

ux =+ vy + ws +rt = 0;
on obtient une équation résultante homogeéne en wu, v, w, »
qu'on appelle I'équation tangentielle de la surface.

Réciproguement, étant donnée une équation
[(u, v, w, ) =0,

tous les plans dont les coordonnées vérifient cette équation
sont en général tangents & une surface dont I'équation ponc-
tuelle s’obtient en éliminant u, v, w, » entre les équations

o _ Lo _ 1o _ 1r
x  y  z 1 (15)
ux —+ vy +~wi—+rt = 0.
L’équation donnée, ’
[(u, v, w, r) =0,

sera dite I'équation tangentielle de la surface.
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Nous appellerons done équation tangentielle d'une surface la
condition que doivent vérifier les coordonnées d'un plan pour
que ce plan soit tangent & la surface, et pour éviter toute con-
fusion, nous appellerons équation ponctuelle la condition que
doivent vérifier les coordonnées d'un point pour que ce point
soit sur la surface.

L'une de ces équations se déduit de l'autre par des calculs
completement analogues, comme on le voit en comparant les
systémes (14) et (18).

Une surface sera donc aussi bien définie par son équation
tangentielle que par son équation ponctuelle.

45, Considérons maintenant tous les plans dont les coor-
données vérifient deux équations homogeénes par rapport a
u

b v’ 207 117

[, v, w, r) =0,

o(u, v, w, r) = 0.

(16)

Ces plans seront tangents & deux surfaces ayanl pour équa-
tions tangentielles respectivement les équations (16).

Mais il est aisé de voir qu'en outre ces plans enveloppent
une surface d'une nature particuliére qui touche les deux sur-
faces représentées par les équations (16) en tous les points
d'une courbe.

En effet, si un plan

ur 4oy +ws + 1t = 0 (17)

vérifie les équations (16), ses coordonnées sont fonctions d'une
seule variable indépendante; nous sommes dans le premier
cas de la théorie des enveloppes ; nous pourrons considérer 7
comme constant, u, v, w comme des parameétres variables
liés par les relations (16).

En se reportant au numeéro 40, on voit que ce plan enve-
loppe une surface dont l'équation ponctuelle s’obtiendra en
éliminant «, v, w, 7 entre les équations (16), (17) et la sui-
vante :



(o3
~3

GENERALITES SUR LES SURFACES

X y z

fu [v [w|=0.
! 7 /

Pu Qv Fw

L’enveloppe obtenue est une surface qui a une seule équa-
tion ponctuelle et deux équations tangentielles.

Nous dirons que ces surfaces sont développables et nous
étudierons plus loin leurs principales propriétés.

On peut observer tout de suite que ces surfaces sont réglées
et que le plan tangent est le méme en tous les points d’'une
génératrice.

En effet le plan mobile qui enveloppe la surface coupe le
plan infiniment voisin suivant une droite, caractéristique du
plan, et le plan touche son enveloppe en tous les points de
cette droite; on peut donc considérer la surface comme le lien
de ces caractéristiques.

46. Ainsi au point de vue tangentiel, les surfaces se subdi-
visent en deux grandes catégories :

1° Celles qui n’ont qu'une seule équation tangentielle. Les
coordonnées d'un plan tangent quelconque dépendent de
deux paramétres arbitraires, et chaque plan tangent touche la
surface en un seul point ;

2° Celles qui ont deux équations tangentielles, ce sont les
surfaces développables. Les coordonnées d'un plan tangent
dépendent d’un seul parameétre arbitraire, et chacun de ces
plans touche la surface en tous les points d’'une droite.

Dans tout ce qui suivra, quand nous parlerons d'une sur-
face, sans ajouter d’épithéte, nous entendrons toujours une
surface non développable, c’est-d-dire une surface ayant une
seule équation tangentielle.

Nous commencerons par I'étude de ces surfaces, de leurs
plans tangents, remettant au chapitre suivant 'étude des sur-
faces développables.

47. Condition pour qu’une équation tangentielle représente
une courbe. — Nous avons vu au numéro 33 que la condition
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pour qu'un plan soit tangent & une courbe s’exprimait par
une relation entre les coordonnées du plan.

Réciproquement, étant donnée une équation

flu, v, w, r) =0,

il est intéressant de chercher dans quel cas cette équation
représente une courbe, c’est-a-dire dans quel cas les points
limites des plans dont les coordonnées vérifient 1'équation
donnée décrivent une courbe.

Nous nous appuierons pour cela sur un théoréeme bien
connu, dont nous allons rappeler la démonstration.

TutorinE. — FKtant données deux fonctions @ et § de deux
variables x et v,
o= f(z, y), = o(z, y),

la condilion nécessaire et suffisante pour que « soil fonction
de B est que le déterminant

o o

dx  Ox

dz  0dB
Oy 9y

sott identiquement nul.

Ce déterminant est appelé le déterminant fonctionnel des
deux fonctions « et B.

1° La condition est nécessaire. — Supposons que « soit fone-
tion de 8, c’est-d-dire que I'on ait

«=g(B);

en différentiant cette relation par rapporta x et par rapport
ay, ona

o 0B
o = I8 55
d= Lo OB
oy —Q(Q)W,

d’out I'on tire
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20 La condition est suffisante. — Supposons cette condition
remplie, je dis que « est fonction de f.
Pour le démontrer, tirons y de la relation

=9z, y) (1)
et remplagons dans la valeur de «,
o= [z, y);

e devient alors en général une fonction de deux quantités
g et ; nous allons montrer que dans le cas ol le détermi-
nant fonctionnel est nul, « ne renferme que z, c'est-d-dire
que la dérivée de « par rapport & x, aprés la substitution, est
nulle.

Cette dérivée est en effet

of _9f 9y,
Ox oy o
d’autre part —3% s’obtient en différentiant la relation (1) qui
définit y comme fonction de z et de 8; on a donc
do do  Jdy
0=y o
La dérivée de « devient alors
Jo
of  If Oz
Ox Oy g '
oy

et cette dérivée est nulle en méme temps que le déterminant
fonctionnel.
Ce théoréme étant établi, considérons un plan

ur—+oy-+wz+r =20

dont les coordonnées vérifient une relation ; ces coordonnées
sont alors fonctions de deux parameétres arbitraires.

Faisons = 1; on peut supposer que w soit fonction des
deux variables indépendantes u et v; le point limite du plan
sera déterminé par les équations

ux vy +wz 41 =0,
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z+7% o= 0,

d’ou T'on tire

12
°

ow Jw
U-——+v———w

ou ov

Pour que ce point décrive une courbe, il faut et il suffit que
x et y soient tous deux fonetions de z, ce qui revient a dire

ue w et w soient fonctions de u ow ) dw w
“e 5 % ! ou o 0'
Or le déterminant fonctionnel des deux fonctions —d% et
udw—l—v w w st
Ju ov N
02w S 92w 0w i, 02w
Yo TP ouoe Y owos 0 00
2w 2w
Ju? Juodv
ou

<()2w >2 Pw  Pw

dudv) — owr  ov?

. . . /]
De méme le déterminant fonctionnel de -57:—:— et de

u w —+v w est
ou w U °
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02w >2 Pw  Pw
<:97d—v T 0w ot
on devra donc avoir
2w\ Jw Pw
<()udv> T owr T o T 2)

Telle est la condition & laquelle doit satisfaire la fonction w
pour que le point limite du plan décrive une courbe.
Or la fonction w est définie par la relation donnée

f(u, v, w, 1) = 0.

On en déduit, en différentiant par rapport & u et v,

of of  ow )
o o ow =% B
o o ow | v
o0 T ow e =)

Différentions de nouveau la premiére de ces relations par rap-
port & u et v, etla seconde par rapport & v; on a

o 9 if ow 0 <(_?t_0 2 of Pw
9wt " ° Gudw du T w? ()u> ow our ~

()2f+ Pf dw Ff odw Of dwdw of Pw
Judo " gudw dv T ovow  du T owt Ow 9o ow duds

Pf o Pf ow Ff <()w >2 of Pw

o0r T G0 o0 T ow dv | ow ot
)
En remplacant dans ces équations Z—lz et O—Z: par leurs
Pw  Pw w

valeurs tirées de (3), on obtient » eten

—_—y e —_—
ou® Judv ov?
portant ces expressions dans la condition (2) on obtient une
relation qui peut se meltre aisément sous la forme



62 COORDONNEES TANGENTIELLES. — GEOMETRIE DANS L'ESPACE

02f *f of af
ou? Judv  Judw Ou
oxf o2f 9 of
dvdu  O0v? ovdw v
o o of of
owdu OJwdv  Juw? Jw
of o  Of
Ju ov Jw

Rendons homogene la fonction f(u, v, w, 1) en replacant
la variable »; on aura les relations

of of of of

I
e

0

UE —’r—D—o—v--‘—’wW —+ T‘W = nlf(“, v, W, T)a
f f f *f of
U3 T Tuos T Y Guow T awer = M Vg0

................... etc.,

Multiplions les éléments de la derniere colonne par m — 1,
et ajoutons-y les éléments des trois premiéres multipliés
respectivement par —u, —wv el —w; les éléments de
la quatriéme colonne deviennent alors, aprés suppression du

o*f a*f ()2/‘ o
9 9 —_— 3 g t
Juor’ dvor Twor et I en remarquant que

f(u, v, w, ) est nul.

Multiplions enfin les éléments de la derniere ligne par
m—1, et ajoutons-y les éléments des trois premiéres multi-
pliés respectivement par —wu, —v et -—w; la condi-

tion devient
o0*f ?2f 02}”_ o*f
0wt Judv Judw Juodr
?*f o2f 9%f 92f
dvdu O dvow  Jvor
S R A
owdu OJwdv  Jw?  Juwar
()2](' ()2](‘ dzf‘ [)2f
dordu  9rdv  drdw  Or

facteur »,
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Le premier membre de cette relation est ce qu'on appelle le
Hessien de lafonction f(u, v, w, r); etnous sommes conduits
au résultat fondamental qui suit :

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une équation
tangentielle

[u, v, w, 7) =0
représente une courbe est que le Hessien du premier membre s’ an-
nule pour tous les sysiémes de valeurs des variables qui vérifient
Péquation considérée.

Cela revient a dire que le Hessien qui est de degré
A(m —2) est divisible par la fonction, supposée de degré m.

48. Cas particulier. — Supposons que la courbe soit plane ;
alors le premier membre de son équation tangentielle (37) est
une fonction homogeéne de trois fonctions linéaires P, Q, R.

Or il est aisé de voir que le Hessien d'une pareille fonction
est identiquement nul. On sait en effet que le Hessien est un
covariant, c’est-a-dire que si I'on effectue une substitution
linéaire quelconque, le Hessien de la nouvelle fonction est
égal au Hessien primitif multiplié par une puissance du mo-
dule de la substitution.

Or si la fonction donnée est homogeéne par rapport a trois
fonctions linéaires, on pourra trouver une substitution telle que
la fonction ne renferme plus que trois variables, u, v, w par
exemple, et dans ces conditions on voit immédiatement que
le Hessien est identiquement nul.

Par conséquent, si une équdtion tangentielle

flu, v, w,r) =10
représente une courbe plane, le Hessien du premier membre
est identiquement nul.

On démontre que la réciproque est vraie, c’est-a-dire que si
le Hessien de la fonction f(u, v, w, r) est identiquement nul,
I'équation [f(u, v, w, 7) =0
représente une courbe plane (*).

(*) Yoir dans les Nouvelles Annales de Mathématiqucs, tome XIII (1854),
p- 398, une démonstration de M. Faurg, et p. 402 une démonstration de
M. Brioscui.
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49. Parmi tous les plans tangents & une courbe, il y en a
une infinité qui passent par une méme tangente a la courbe,
et tous ces plans ontle méme point limite, c’est le point de
contact de la tangente.

Ce résultat, presque évident, peut s’établir de la maniére
suivante.

Le point limite d'un plan est déterminé par les équations

ur - vy +wz + 1 = 0,
ow
ou 7
ow
z —— = 0.
Y2

8i 'on suppose remplie la condition
< Pw >2' Pw Pw

X+ %

Judv) — our ot
on a
Jw - Ow
o0 =1 (T)
Jw Jw w - Jw
- L W= —),
R P ‘<0u>
ou, en posant, pour simplifier I'écriture,
v ow .
o P aw b
P = [{9),
up =g —w = 4(q). (1)
Les coordonnées du point limite peuvent s’écrire
f(q) q 1
Xr = — 9 Y = — —— =0
A0’ 7T el 1)

ces coordonnées étant fonctions d'un seul paramétre, ce point
décrit une courbe.

Considérons un point de cette courbe défini par la valeur
¢, du parametre ¢; nous allons voir qu'il existe une infinité
de plans admettant ce point pour point limite, et que tous ces
plans passent par la tangente a la courbe au point considéré.
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En effet, u et v sont des variables entiérement indépen-
dantes ; supposons-les pour un instant liées par une relation
Flu,v) = 0;
alors u, v, w, p, ¢ sont fonctions d’'un seul parametre.
Différentions la relation (1); on a
udp + vdg + pdu -+ gdv — dw = ©'(q)dg,
ou, en remarquant que dw = pdu —+ qdv,
udp +vdq = ¢'(q)dy,
uf'lq) +v = ¢(q).
Sil'on suppose que u et v soient assujetties a la condition
q4 = qo
on voit que u, v, w vérifieront les deux relations
uf(qo) o0 — w0 = ¢(q0),
uf(g0) -+ v = 9'(gu)
ces équations nﬁontrent que le plan
ur vy +ws +1=20

contient la tangente a la courbe au point ¢,.

50. Classe d’'une surface (ou d’une courbe). — Supposons
que l'équation tangentielle d'une surface (ou d'une courbe)
soit algébrique ; on dit que la surface (ou la courbe) est algé-
brique.

Nous allons montrer que I'équation tangentielle a toujours
le méme degré, quels que soient les axes de coordonnées aux-
quels on rapporte la surface (ou la courbe).

Nous établirons pour cela les formules tres importantes de
transformation de coordonnées qui nous seront tres utiles
dans la suite.

Soit

ux -+ vy +wi—+r =20
I’équation d’un plan P rapporté a trois axes quelconques Oz,
Oy, Osz.

COORDONNEES, — I S
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Considérons un deuxiéme systeme d’axes, 0'z/, 0%/, 0’z dé-
finis par les coordonnées z,, v,, %, de l'origine O’ et par les
coordonnées des points directeurs des directions des nou-
veaux axes ; le point directeur de O'z’ par exemple étant, par
définition, un point situé & 1'unité de distance de I'origine O
sur la paralléle menée par le point O a la direction O'z'.

Nous désignerons par («, g, v), (o, £, v) et (¢, &, +") les
coordonnées des points directeurs de O'z’, O'y', 0’7,

L’équation du plan P dans ce nouveau systeme sera de la
forme

wa o'y s 0 =0
nous allons calculer u, v, w, » en fonction de ', v/, w', +.

Entre les coordonnées x, y, z et «, ¢, 7 d'un méme point,

on a les formules connues

T = @+ ax' + 2y + 2",

y = yo-+ P’ + Py + ',

Z = %o+ *(.'l" -+ :(’y’ -+ Y"Z',
de telle sorte que l'équation du plan P par rapport au
deuxiéme systéme est

w(my + ol oy’ = o"3) - o(yo + B’ Py + PF)

+ ’LU(ZO —+ Ya,;/ 4+ Y/Z/ +“{”Z/) = 0
ou
(ua o + wy)a’ + (usd —+ v ++wy )y + (v 4= 0B 4 wy")d
= uy 4+ vy + Wz + 1 = 0.
Mais comme cette équation s’éerit aussi
W'+ 'y 4 w'd + ' =0,
on aura

uz — P 4wy = W,

ud - 0¥ - wy = W, Z
ua o - wy' = W, \

ULy —+ VYo~ Wy —+ 1 = W',/

A étant un nombre arbitraire différent de zéro.
Résolvons par rapport a u, v, w, r, en désignant par
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A, A, A", B, B, B, G, €, C"les coeflicients de «, o, o’
b
B, ¥ ¥, v, ¥, v dans le développement du déterminant

a B v

o ig/ Y/

I

o " B// ""”
v

on aura
pu = Au - AV -+ A", \
po = Bu' 4 B -+ B/, /
pw = Cu 4 G’ 4 G, 0 (2)

wr = Ar' — (A’ - A = A"w') — 14(Bu <+ B + B'w)

— zp( G+ C" + C"w'),
en posant

En conséquence, étant donnée I'équation tangentielle d'une
surface (ou d'une courbe) par rapport aux axes Oz, Oy, Oz,

flu, v, w, r) =0,

on aura l'équation de cette surface (ou de cette courbe) par
rapport aux axes O, 0%, 0% en remplacant u, v, w, r
par leurs valeurs (2) en fonction de ', o, w’, #".

Comme wu, v, w, » sont des fonctions linéaires de v/, v/, w', ¢/,
le premier membre de 'équation donnée conservera le méme
degré.

C’est ce nombre qu'on appelle la classe de la surface (ou de
la courbe).

Dans le cas particulier ol les nouveaux axes sont paralleles
aux premiers et ont le méme sens, les formules deviennent

u =, \
v = )\’D” é

w = ',
P = M— vz, — vy — Wz + 7).

84. La classe d’une surface (ou d’une courbe) est égale av nom-
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bre de plans tangents qu’on peut mener d la surface (ou d la
courbe) par une droite quelconque de Uespace.

Soit f(u, v, w,r) =0
I"équation tangentielle de la surface (ou de la courbe).

Prenons deux points (xo, 4o, 50) et (1, 1, 1) sur la droite
donnée ; les plans tangents passant par cette droite seront
déterminés par les équations

flu, v, w, r) =0,
UL~ LYo = W3 1 = 0,
uxy + oy + wun+r = 0;
le nombre des solutions est égal au degré de la fonction
flu, v, w, 7).

Le nombre de plans tangents qu'on peut mener a une
courbe plane par une droite non située dans son plan est pré-
cisément égal au nombre de tangentes qu’on peut mener a
cette courbe par le point ou la droite perce le plan de la
courbe.

La définition que nous venons de donner de la classe d'une
courbe plane est donc identique & la définition donnée en géo-
métrie plane. [Voir Premiére Partie (Géom. plane), n° 35.]

52. Cas particuliers. — Comme application de ces théories
générales, considérons le cas ou I'équation donnée est du
deuxieme degré,

[, v, w, 7) = au®—+ a'v* 4+ a"w? + 2bvw + 20wu 4 20"
— Qeur -+ 2c'vr 4+ 2¢"wr - dr? = 0.

Le Hessien du premier membre est indépendant des
variables; ¢’est le discriminant de la forme quadratique,

a O 0 ¢

Voa b
A ==

[)I [) a// C//

¢c ¢ ¢ d
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Si A =0, I'équation représente une courbe de deuxieme
classe, c’est-a-dire une conique.

On sait d'ailleurs que dans ce cas le premier membre de
Iéquation est décomposable en une somme de trois carrés,

f(u3 v, W, 71) = aP? + BQ2 -+ YRZ 5
I’équation représente donc une courbe plane, et les coordon-
nées de son plan sont déterminées par les équations
P =0, Q=0, R=0.
Nous discuterons plus tard la nature de la conique obtenue.
Supposons AzA0; I'équation représente une surface
dont I'équation ponctuelle s’obtiendra en éliminant w, v, w,
entre les équations

Lo 1 Lo [0
x Y b4 14

ux vy +ws 41t =0
ou

au + 0" + b'w + cr —dx = 0,

0"+ a'v 4= bw - ¢'r — hy = 0,
by~ bv 4+ a'w 4+ ¢'r — ks = 0, (1)
¢~ ¢v—+c"w—+dr— M = 0,
ux - vy = ws + 1t = 0.
Le résultat de I’élimination est
a OV ¢ =z
o ad by
o b a"

c ¢ ¢ d t

31
~
o

z oy

équation du deuxiéme degré. Il en résulte que les surfaces de
deuxiéme classe sont du deuxiéme degré.

En développant le déterminant qui figure dans le premier
membre, on obtient un résultat fort remarquable, qu’on peut
faire apparaitre de la facon suivante.
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Résolvons les quatre premiéres équations du systéme (1)
par rapport & w, v, w, r, en appliquant la régle de Cramer et
en désignant par A, A, A’ B, B, B’, G, ¢/, (", D les coefficients
des petites lettres correspondantes dans le développement du
discriminant A.

On obtient
Au = NAz 4 B"y + B’z + Ct),

Ay = AB'z + Ay + Bz - C't),
dw = NB'z + By + A"z ++ C"t),
Ar = NCx + Cly -+ C'z - Di) ;
transportons ces valeurs de u, v, w, » dans la derniére équa-
tion du systéme (1); ona
o(x, y, 2, {) = Ax® 4 A'y?+ A"z 4 2Byz + 2B'zx -+ 2B'zy
-+ 2Cxt + 2C'yt + 20"zt +- D2 = 0, (2)
c’est I'équation ponctuelle de la surface.
On vérifiera aisément que
a 0V OV ¢ =z
0" a b ¢ vy
oz, y, 5, t)=— [0 b a4 " z
c ¢  d

z oy

0

1
o~

Si Yon désigne par A’ le discriminant de la fonction

(?(xV y’ Z’ i>7

A B B C
BII AI B Cl
A =
B B A" (' ?
¢ ¢ ¢ D
on sait que
A = A3

k]

on en conclut que A’z 0; par suite I’équation (2) repré-
sente une surface du deuxiéme degré qui ne peut étre ni un
céne, ni un cylindre. D'ailleurs le cone et le cylindre sont des
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surfaces développables qui ne peuvent étre représentées par
une seule équation tangentielle.
En résumé, toute équation du deuxieéme degré

fu, v, w, 7) = au? +av?* 4 =0
représente une quadrique (ellipsoide, hyperboloide, parabo-
loide) si A 0, etune coniquesi A =0.

53. Réciproquement, si I'on donne 1'équation ponctuelle
d'une quadrique, qui ne soit pas un coéne

(F(CL’, Yy Ry t) = AZ‘2—I——A’y2 e = 0’
on obtiendra I'équation tangentielle par un calcul identique ;

on aura
A B B G u

B AN B O v
B B A" ¢ w|=0,
¢ ¢ ¢ Db r
u v w r 0

qui peut s’écrire, développée, en changeant le signe du pre-
mier membre,

au? ++ «'v? 4+ a"w? -+ 2pow + 28wy —+ 2p"uv + 2yur
—+ 2yor = 2"wr + &r* = 0,

a, o, o' ... désignant les coefficients de A, A', A", ... dans
le développement du discriminant
A B B C
B AN B
B/ B A!/ CII
¢ ¢ ¢ D
11 résulte de 14 que «, o, o', ... sont proportionnels a

a, @, a', ...; nous le démontrerons plus loin directement
des le début de I'étude des quadriques (voir numéro 116).

En résumsé, pour déduire les équations tangentielle et ponc-
tuelle d'une quadrique 1'une de l'autre, il suffit de remplacer
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dans 'une des équations les coefficients par les mineurs cor-
respondants du discriminant et les coordonnées de plans par
des coordonnées de points, ou inversement.

Mais il est essentiel d'observer que le discriminant du pre-
mier membre de I'équation dont on part doit étre différent de
zéro.

On remarquera l'identité absolue de ces résultats avec ceux
de la géométrie plane (Premiere Partie, numéros 37 et 38).

54. On établira sans peine les résultats contenus dans le
tableau qui suit :

EQUATIONS PONCTUELLES EQUATIONS TANGENTIELLES
, u? Uk w? r?
ax? +a'y? + a'z? + a"t? = 0 7—}—7 —|—-2L—”——1—W =0
x‘l 2 ZQ ~
P ‘—Z;—i——;—l:O a*u? 4+ 020 4+ cfwr—1r? = 0
¢
2 2 [o P
u v w1
ax® -+ a'y* + 2bst = 0 —t—+——=0
a a b
y? 72
ot 9% =0 pv? 4+ qu? — 2ur = 0
p q ! 1
m m l m
um—L pm—L 1 pm—1
ax™ -+ by 4 " = dt™ = 0 | - —— A+ —— 4+ —— =0
an_tq mel em—1 dm—1

On peut évidemment permuter les colonnes des tableaux
précédents (sans permuter les titres) en échangeant les varia-
bles x, v, z, t et u, v, w, r.

55. Point de contact d’'un plan tangent. — Etant donnée une
surface (ou une courbe) définie par son équation tangentielle,

f(U, V, W, R) =0,

désignons par u, v, w, r les coordonnées d’'un plan tangent P
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a cette surface ou & cette courbe, satisfaisant & la relation
flu, v, w, r) = 0.
Le point de contact de ce plan sera déterminé par les rela-
tions
x y 5
fu fo fw [
établies au numéro 43 en nous appuyant sur la théorie des
enveloppes.
1l en résulte que I'équation du point de contact sera
Ufu+ Vi, + W[, +Rf, =0;
cette équation a, comme on le voit, la plus grande analogie

avec l'équation du plan tangent en un point d'une surface
définie par son équation ponctuelle.

56. Le raisonnement n’est plus applicable si les coordon-
nées du plan tangent annulent les quatre dérivées f'u, [, [w,
/'»; la détermination du point de contact présente alors plus
de difficulté.

Nous nous laisserons guider dans ce qui va suivre par le
probléme corrélatif de la géométrie ponctuelle.

Soit un plan tangent P(u, v, w, »); prenons dans ce plan
une droite quelconque D, définie par 'intersection du plan P
et d'un autre plan P'(«/, v, w', ), et considérons les plans
tangents qu’on peut mener a la surface par la droite D.

Un plan quelconque passant par cette droite a pour coor-
données wu -+, v—4+N, w4, r-42"; il sera tan-
gent a la surface sil'on a

[uw—+2, v+N, w-+W, r+N) =0,

ou, en développant par la formule de Taylor et en remarquant
que le terme indépendant de 2, f(u, v, w, 7), est nul,

Mol 0t o 1)
)\2
+~a (ltlf;+v/f4,+10/fllu -t 7”/0“2—[— s == O, (1)

en désignant selon l'usage par (W[, -+ v'fL-w'f" +7[7),
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I’expression obtenue en formant la puissance % de

WA=y =W = 7f
et en y remplacant le produit de £ dérivées partielles du
premier ordre par une dérivée partielle du £° ordre.

Parmi les plans tangents issus de la droite D, il y en aura
autant de confondus avec le plan P que 1'équation (1) aura de
racines nulles en A.

Supposons d’abord que [, [b, [w [+ ne soient pas nulles
en méme temps; alors, quelles que soient les valeurs de
u' o, w7, Péquation n’admet qu'une seule racine nulle, et
par toute droite du plan P, on ne peut mener a la surface
qu'un seul plan tangent confondu avec le plan P.

Nous dirons que dans ce cas le plan P est un plan tangent
simple.

Mais il existe certaines positions du plan P’, c'est-a-dire de
la droite D, pour lesquelles I'équation (1) a plus d'une racine
nulle.

Silon a

W+ w1 =0,
I'équation (1) a deux racines nulles.

Or cette condition exprime précisément que le plan P, c’est-
a-dire la droite D, passe par le point de contact du plan tan-
gent.

On peut dongc dire que si les quatre dérivées partielles de la
fonction f(u, v, w, r) ne sont pas nulles en méme temps pour
les coordonnées d'un plan tangent P, par toute droite de ce
plan on peut mener un seul plan {angent a la surface confondu
avec le plan P; il y a exception pour les droites qui passent
par le point de contact : par ces droites on peut mener deux
plans tangents au moins confondus avec le plan P.

Nous disons au moins, car il peut arriver que le coefficient
de 2* soit nul pour toutes les valeurs de o', o, w', ¥ qui
annulent le coefficient de .

57. Supposons maintenant que 'on ait
= fh = [l = [r=0.
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Dans ce cas, 'équation (1) admet deux racines nulles quelles
que soient les valeurs de «', o', ', #'; donc par toute droite
du plan P, opn peut mener deux plans tangents confondus
avec le plan P.

On dira alors que ce plan est un plan tangent double.

11 existe encore certaines positions du plan P, c¢’est-a-dirc
de la droite D, pour lesquelles I'équation (1) a trois racines
nulles.

11 faut qu’on ait pour cela

(Wt -+rf), = 0;
cette condition exprime que le plan P’ doit étre tangent a une
surface ayant pour équation tangentielle
(Ufu+Vfi+W[f,—+Rf1), =0
ou
U2fe =+ V2 - W2+ R¥fe + 2UVf "o + - = 0. (2)

A priori, cette équation ne peut représenter qu'une courbe
située dans le plan P.

En effet, si elle représentait une surface, par une droite
quelconque du plan P, on pourrait mener un plan tangent
P’ a4 cette surface ; et alors par toute droite du plan P pas-
seraient trois plans tangents confondus avec le plan P, ce qui
est impossible d’aprés ce qui précede.

On peut d’ailleurs le voir directement, car on a, en dési-
gnant par m la classe de la surface,

(m—1)fy = ufer =+ of i + Wfgw +7f 0 = 0,
(m—D)fy = ufily+vf g+ wftw+rfry = 0,
(771”’— '1) -1/0 = ufiluu -+ vf'/z/vv -+ ’wf;lug -+ rf{ur - 07

(m—D)fr = uffu—tof Ty 4+ wfw-rf72 = 0;
on en déduit que le déterminant
fe fuw fuo fo |
fiw [@ foe [o
fiw fio [i* [l

" " 4 1y
r"u f v f W »
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est nul. Mais ce déterminant est le discriminant du premier
membre de I'équation (2), donc cette équation représente une
conique.

Cette conique est d’ailleurs située dans le plan P, puisque
les coordonnées de ce plan annulent les quatre dérivées par-
tielles du premier membre de I’équation (2).

On voit alors que pour que l'équation (1) ait trois racines
nulles, il faut que la droite D soit tangente & la conique (2)
du plan P.

En résumsé, si les coordonnées d'un plan tangent P annu-
lent les quatre dérivées partielles du premier membre de
I'équation de la surface, par toute droite du plan tangent on
peut mener deux plans tangents confondus avec le plan P il
y a exception pour toutes les droites tangentes & une certaine
conique du plan P, par lesquelles on peut mener au moins
trois plans tangents confondus avec le plan P.

58. Nous nous proposons d'établir que cette conique est
située sur la surface et que le plan P touche la surface en
tous les points de cette conique.

A cet effet, nous prendrons pour plan des zy le plan de la
conique, et nous allons chercher quelle doit étre la forme de
I'équation de la surface pour que le plan des xy soit un plan
tangent double.

Ordonnons 1'équation par rapport & w ; on aura
f‘(u’ v, W, ’I") = ,wm(?o +w’“_‘c.pl(u, v, r>+20111—2c?2(u’ v, 7«) e = O,
les lettres o désignant des fonctions homogenes par rapport
A u, v, r et de degré indiqué par I'indice.

Considérons une droite située dans le plan des zy et ayant
pour équation

wr vy +1r =0;
par cette droite menons un plan quelconque
W'z +v'y +7)+z2 =10
et écrivons qu’il est tangent & la surface ; on a

oo = hoy(u, v, )+ Roo(u!, v, ) 4o = 0.
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Pour que cette équation ait deux racines nulles quels que
soient ', o, w', 7/, il faut que o, soit nul et que o4(v, o', #) soit
identiquement nul.

Cette condition étant remplie, le plan des zy est plan tan-
gent double; et pour que par la droite choisie dans ce plan,
on puisse mener trois plans tangents confondus avec le plan
des @y, il faut qu’on ait

oo, ', 1) = 0,
c’est-a-dire que la droite soit tangente & la conique qui a pour
équation
ox{u, v, r) = 0.
L’équation de la surface pourra s’écrire, en y faisant w =1,
os(tt, ¥, )+ o5(u, v, ) - = 0.

Considérons un plan langent infiniment voisin du plan des
xy, u, v, r étant infiniment petits et w toujours égal a 1.

Le point de contact de ce plan a pour équation

U(hy = Gy~ -+« ) =+ V(oh, -+ ohy + -..)
~+ W[(m — 2)o, + (m — 3oz + ... ] - R(os, -+ ob, 4+ ...) = 0.
Posons w =12, v = pr; les équations pfécédentes

deviennent aprés avoir divisé la premicre par r® et la

deuxieme par r,

| ooyt 1) ros(h, gy 1)+ =0,
Ul — 79~ ) == V(o = 16h, = - ) = W[(m —2)rog ..
~+R(w), + 105, + ...) = 0,

v désignant une variable d’homogénéité, supposée égale a 1.
On peut supposer que quand = tend vers zéro, et p ont

des limites a et 6 assujetlies seulement & la condition

asla, 0,1) = 0. ()

(*) Cette hypothese peut s’expliquer aisément de la maniére suivante. Les
quantités u, v, r sont simplement assujetties a la condition
o2(u, v, 1)+ 04U, v, ) A= oo = 0.
Considérons w, v, ¥ comme les coordonnées cartésiennes d’un point M ;
ce point déerit une surface ayant pour équation I'équation qui précéde et
admettant un point conique a l'origine. Si «, v, r tendent vers zéro, le
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Dans ces conditions, le point de contact du plan tangent a
pour limite un point qui a pour équation

Uob, —+ Voi, + Roze = 0.

Or ce point est précisément le point de contact de la conique
et de la tangente
ax by -+1 = 0.
11 résulte de 1a que cette conique appartient & la surface et
que le plan des ay touche la surface en tous les points de la
conique (*).

59. Il peut se faire que le discriminant de la fonction
oy(u, v, 7) soit nul, c'est-a-dire que la conique se réduise &
deux points; dans ce cas le plan tangent double touchera la
surface en ces deux points.

60. On généralise aisément tous ces résultats. On dit quun
plan P est un plan tangent mulliple d’'ordre p a une surface,
lorsque par toute droite du plan on peut mener & la surface p
plans tangents confondus avec le plan P.

Si celte condition est remplie, le plan P touche la surface
suivant une courbe de degré p; et par toutes les tangentes &
cette courbe, on peut mener au moins p-+1 plans tangents
confondus avec le plan P.

Pour qu'un plan tangent (u, v, w, r) & une surface ayant
pour équation

flu, v,0,7) =0
soit multiple d’ordre p, il faut et il suffit que toutes les déri-
vées partielles d'ordre p—1 de la fonction f(u, v, w, )
soient nulles pour les coordonnées du plan (cette condition

point M se rapproche de l'origine, et on peut supposer qu'il décrive une
courbe tracée sur la surface, ayant pour tangente & l'origine une généra-

: N . N U v
trice du cone des tangentes, ce qui revient a admettre que - et - ont
des limites @ et b vérifiant la condition ¢2'a, b, 1) = 0.

(*) Cette démonstration m'a été communiquée par M. APPELL.
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entraine la nullité de toutes les dérivées partielles d’ordre
inférieur).
La courbe de contact a pour équation tangentielle
(Ufu=+Vfo+ W[, +Rf1), = 0.

61. Application. — Plans tangents multiples du tore. —
Cherchons d’abord I’équation tangentielle du tore engendré par un
cercle

(z—aPp+32—R>*=0, y =0,
tournant autour de 'axe des s.
. Un plan (w, », w, r) sera tangent a ce tore, si en faisant tourne:
ce plan autour de Oz, de maniére & le rendre perpendiculaire av
" plan 20z, le plan est tangent au cercle.

Dans la rotation le point de rencontre du plan avec Oz ne chang:
pas; labscisse du point de rencontre avec Ox aprés la rotatio:
est égale, au signe prés, a la distance de l'origine & la trace d:
plan sur le plan des «y; il en résulte que '’équation du plan es.
apres la rotation,

3 @x
r
W JuE ot

ou — w3 4wyt o —1r = 0.

_Jr
I

Ce plan sera tangent au cercle si I'on a
aju v —r — +R;
Vi 40?2 4 w?
d’ou1 'on déduit
flu, v, w, r) =[(a* — R2)(1? + v?) —R2w? 41?2 — ba®r}(u? +-v?) =
telle est 1'équation tangentielle du tore.

~ Pour obtenir les coordonnées des plans tangents multiples, j'égal
a zéro les dérivées partielles du premier ordre de la fonctiv

f(u, v, w, 7).

On a, en posant (a® — R%(u? +4v?) —R%w? 492 = P,
= fu = uw[P(a* — R?) — 2a2r?] = 0, \
% fi = v[P(a? — R?) — 2027 = 0,

1 ' 2
fi = —R2Pw = 0,

fr = r[P —2a2r(? 4 v?)] = 0.
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On déduit de 14 les solutions suivantes :

uw =0, v =0, P=0;
ce qui donne
©w =0, v =0, w =1, r==R;

on obtient les deux plans

z =R =0.
Si I'on forme Péquation de la conique de contact
U2fle =+ V2fla 4 oo = 0

relative au plan s —R = 0, on obtient I’équation
a*(u? 4 v?) — (wR +7)2 = 0,
qui représente un cercle de rayon « ayant son centre sur Oz, car
si on transporte l'origine au point de 'axe des = qui a pour cote R,
I'équation devient
a?(u? + v?) —r? = 0.
Pour le plan z-++R = 0, on trouve
a?(u? + v?) — (—wR +7»)2 = 0,
qui représente également un cercle.

Lesdeuxplans 2= R = 0 sont des plans tangents doubles qui
touchent la surface suivant des cercles.

Les équations (1) admettent encore la solution

P=o, » = 0.
On en déduit
=0,
(a® — R2)(2® + v2) — R2w? = 0;
nous obtenons une infinité de plans passant par l'origine et tangents
a un cone de révolution.
Deux de ces plans sont perpendiculaires au plan des z2, les coor-
données de I'un d’eux sont
u = R, v =0, w = — Jar—R?, r = 0.
L’¢quation de la conique de contact peut s’éerire
[(a? — R2) 4 wRya? — R2P —a2r2 = 0;
elle se réduit & deux points situés dans le plan des sz et symétri-
ques par rapport a l'origine.

Ces deux points sont les points de contact d’'une tangente com-
mune intérieure aux deux cercles qui constituent lintersection du
tore par le plan des sx.

On sait d’ailleurs que le plan tangent double considéré coupe le
tore suivant deux cercles ; les points de rencontre de ces deux cer-
cies sont les points de contact. '
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EXERCICES ET NOTES

1. Pour obtenir I'équation tangentielle de l'enveloppe d'un plan,
on peut, dans un grand nombre de cas, se donner les coordonnées
u, v, w, r du plan et écrire les conditions auxquelles est assujetti ce
plan. On obtient une relation entre ces coordonnées qui est I'équa-
tion cherchée ; quelquefois on peut avoir & éliminer certains para-
metres avant d’obtenir I'équation de ’enveloppe.

2. D'un point M d’une surface on abaisse des perpendiculaires sur
les plans de coordonnées supposés rectangulaires ; trouver l'enve-
loppe du plan qui passe par les pieds de ces perpendiculaires.

Soit UL vy - ws 1 = 0
Péquation du plan dont on cherche 1’enveloppe ; ce plan coupe les
plans de coordonnées suivant trois droites; nous menons par ces

trois droites des plans perpendiculaires aux plans de coordonnées
correspondants, ces plans ont pour équations

vy +ws+r =0,
wx =+ w3 +r = 0,
ux + vy +r = 0,

et il suffit d’écrire que le point de rencontre de ces trois plans est
sur la surface donnée.

Ce point a pour coordonnées — 2 L, I en écri
P P 2w’ T v’ 2w’ er-

vant qu'il est sur la surface
flo,y,s) =0,
on a I'équation tangentielle de 'enveloppe cherchée,

7 ” 7
_— m—y — — ) = 0.
f< 2’ 2v 2w>
Si la surface donnée est un ellipsoide

a? y? 22

P’équation de I’enveloppe est
72 72 P2
+

b T e T Gchw?

COORDONNEES., — I G

1 =20
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ou

LI : v—9+—1— w2 —r2 =10
P fe? =
Son équation ponctuelle est alors (54)

2
3

[

2
B

(52) + (&) + (&) —1=0

\

3. On joint wn point M quelconque d'wne swrface & wun point
fixe O ; par le point M. on méne wn plan perpendiculaire ¢ MO ;
trouver Uenveloppe de ce plan.

4. On donne un plan P et un point A; par le point A on méne
un plan quelcongue Q5 on demande Uenveloppe des plans bissecteurs
des plans P et ).

Soit ux + vy +ws—+r =0 (1)
Péquation d'un des plans dont on cherche ’enveloppe. Par linter-
section de ce plan et du plan P on meéne un plan passant par le
point A, et il suffit d’écrire que le plan ainsi obtenu est symétrique
du plan P par rapport au plan représenté par '’équation (1).

5. Surface de I'onde. — La surface de I'onde étudiée en optique
par Fresner peut se définir géométriquement de la maniére sui-
vante : )

St, par le centre d'un ellipsoide, on éléve une perpendiculaire ¢
chaque plan diamétral, et gu'on porte sur cette perpendiculaire, &
partir duw centre, des longueurs égales aux demi-awxes de la section
diamétrale considérée, le lieu des extrémités de ces longueurs est la
surface de l'onde.

22 2 ~2
Soit — 57—

I’équation de Dellipsoide ; on sait que les demi-axes de la section de
cet ellipsoide par le plan diamétral

aw—+ Ly +vs =0
sont racines de ’équation

@ @2 2 _
Tttt 1 =0

T P T e @

On en conclut que l’équation ponctuelle de la surface de 'onde
est
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[

8
s
<
)
2y

+L T+ =0 (S)
FTE E TR d@ T

ou 'on suppose o2 = a2+ y? -+ 22,
Pour obtenir Iéquation tangentielle de cette surface, nous nous
appuierons sur le théoréme suivant :

Si dewa ellipsoides concentriques sont polaires réciproques par rap-
port & une sphére de méme centre, les surfaces de U'onde correspon-
dantes sont polaires réciproques par rapport ¢ la méme sphére ().

La polaire réciproque de I'ellipsoide E par rapport a la sphére

@4yt —R2 =0
a pour équation
2?4 b2y - c2:2 — R* = 0,
et la surface de l'onde relative a cet ellipsoide a pour équation

ponctuelle

w? y? 3 _ &

a? 1+b2 1+c2 1 =0. (8
— oz o2

T 7 7 TG
Cherchons P'équation tangentielle de la polaire réciproque de cette
surface par rapport a la sphére.

Un plan W~ VY w3 =1 = 0

sera langent & cette polaire réciproque si le pole de ce plan par rap-
port & la sphere est situé sur la surface (S').
N . R2u R = Rw
Le pole du plan.a pour coordonnées — e L e

on aura donc, en posant A% = 2?4 v2 - w2,

u? v? w?
-~ — 4 - =0
y 72 b2 y2 ) 7
h? h? h?
ou
u? i 2 N 202 —0:
aht— 2 phE—? R — 2 T 7

c’est I'équation tangentielle de la surface S.
Ein chassant les dénominateurs, équation ponctuelle sécrit, aprés
suppression du facteur a2+ y2 - 32,

(*) Voir pour la démonstration de ce théortme, le Traité de Géometrie de
MM. Roucut et pe CoMBEROUSSE, 0it I'on trouvera une étude géométrique tres
simple de la surface de ’'onde.
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(asz —+ b2y2 -+ 0232)(“-2 -+ y? —+ z?)

— [a2(B? 4 e2)a® —+ bAc? - a2)y? - c¥(a? -+ 02)3%] 4 a2b2c® = 0,
et I'équation tangentielle, aprés suppression du facteur %+ v2-w?,
devient
f(u, v, w, ) = (b2c?u? - c2a?v? a2b?w?)(u? + v? + w?)

— (D% ~+ 2w+ (c? 4~ a?)v2 4 (@ — B2)w?] 1+ = 0.

On voit ainsi que la surface de 1'onde est du quatridme degré et
de la quatrieme classe.

Nous nous proposons d’étudier les plans tangents multiples de

cette surface.
Les coordonnées de ces plans doivent vérifier les équations

1
— ['u = u[b22u? - c2a2v? 4 a2D 20 - b2 (U 412 4102 )—r2{b24-c?)| = 0,

2

;— fr = v[D2cuP 2020 +a2h2w? - 2a2(u2 4 v2 - w?) — 12 4-a?)] = 0,
-;— [w=w[b2c2ut4-c2a?v?® + a2b%w? + a2b2(1P2~-v2+w?)—r2(a24-b2)] = 0,
—12— fo=—r{(0% + 2?4+ (e + a®)v? -+ (a® + b2w? — 272 = 0,

On voit tout de suite qu'on ne peut avoir » = 0, car on en
conclurait v = v = w = 0.
De la derniére équation nous tirons

(02 4= 2)u? + (2 + 0202 4 (a2 - Db2)w?

; (1)
et en remplacant dans les trois premiéres, divisant la premiére par
b2 —¢%, la seconde par c¢2—a? et la troisidme par a2 — 02, on a

uf (52 — c?yu? — (¢ — a2)v- — (a? — ?)w?] = 0,

o = (B — ¢%)ut -+ (¢ — @t — (a7 — D2po?] = 0,

w[ — (b2 — cHu? — (2 — az)v + (a? — b2)w?] = 0.

Les trois quantités entre crochels ne peuvent étre nulles que
pour v =v=w =20; on en conclut que l'une des inconnues
v, v, w doit étre nulle.

Supposons « = 0; on en déduit

(@ —a?)v? — (a2 — b2w? = 0,

R

qui ne nous donne pour v et w que des valeurs imaginaires.
Il en est de méme si I'on suppose w = 0; ona

(0? — c2)u — (¢ — a?)p® = 0.
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I nous reste donc & supposer
v=20;
on a

(02 — cHu? — (a® — bw? = 0,
nous pouvons prendre
wt = a? — b2,

w? = b2 -2,
et on en conclut, a l'aide de la relation (1),
2 = b¥a? — c?).

Nous obtenons quatre plans tangents doubles réels, dont les équa-
tions sont

wfa — 02 = 502 — 2 = bfa?— 2 =0;

ils sont perpendiculaires au plan des sz, et on peut reconnaitre

que leurs traces sur ce plan sont les tangentes communes au cercle
w2432 —02=0

et 4 Dellipse

9

2 52
- — — 1 =0.
c? a*
Considérons 'un d’eux,
afu? — 02—+ s/br — ¢t + bfar —c? = 0,

et proposons-nous de chercher la conique suivant laquelle ce plan
touche la surface.

L’équation de celte conique sera

U2fls + V£t - Warles - R2f 4 20V %y 4 20W g

b
ou I'on fait

w= @ =0, wv=0 w=yP—c r=0bfd—c.
On obtient ainsi I'équation
4b2c2(a? — b2 — (a2 — b2)(b2 — c2)(a? — ) V2 + 4a?b3(B® — W2
kb2 (a? — *)R2 + 4bA(a? +- o?)a? — B2YBE — FUW
— b2 — A Ja?— PP UR—4b(a2+b2)a? — /PP —EWR = 0,
qu’on peut encore écrire
[2b0Ja — R — (b2 + ¢?)ar — b°U — (a® + p2)\/0r — W J?
i — Y@t — T U — Ja — EW]?
— (a2 — b2)a? — cB)(b? — cA)V2 = 0.

Sous cette forme on reconnaitra aisément I'équation d'un cercle
en se reportant au chapitre V.
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6. Surfaces podaires. — litant donnée une surface S et un
point O, on appelle surface podaire de cette surface par rapport au
point O le lieu des projections du point O sur les plans tangents &
la surface S.

Etant donnée I'équation tangentielle de la surface S, on aura
aisément I'équation ponctuelle de la surface podaire.

Démontrer que la normale en wn point de la surface podaire passe
par le miliew de la droite qui joint le point O aw point de contact du
plan tangent correspondant de la surface S.

Q

7. Surfaces paralléles. — Etant donnée une surface S, en un
point A de cette surface on méne la normale sur laquelle on prend
de part et d’autre des longueurs AM et AM' égales a une longueur
donnée. Le lieu des points M et M’ est une surface qu’on appelle
surface paralléle relative a la surface S.

Démontrer que le plan tangent en M & la surface paralléle est
parallele aw plan tangent en A & la surface S; déduire Uéquation
tangentielle de la surface paralléle de U'équation tangentielle de la
smrface S.

8. Trouver Uenveloppe des plans coupant trois droites données en
trois points qui soieni les sommets d'un triangle isocéle ow rectangle.

9. Trouver l'équation tangentielle du cercle intersection de la
sphere
2 4yt — R =
et du plan
ax —+ by +cz--d = 0.

10. Trouver Uéquation tangentielle de la parabole section du
cylindre
y:—2px =0
et du plan
ax 4+ by —+czs—+d = 0.

14. Nous avons étudié le complexe linéaire aux numéros 26, 27 et
dans la note 174 la fin du chapitre 1.

Supposons que I'on ait une relation homogéne et de degré p entre
les coordonnées pluckériennes d'une droite

ola, B, v, I, m, n) = 0;
cette équation représente un complexe du pe ordre.
11 est aisé de voir que les droites de ce complexe qui passent par
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un point donné P(z', 3/, ', ¢') forment ur céne du p° degré ayant
pour sommet ce point.

Menons, en effet, par le point P une droite quelconque sur
laquelle nous prenons un point arbitraire M(x, v, z, t); pour que
cette droite appartienne au complexe, on doit avoir
oot —to'y, yl'—1ty', st'—is, yi'—zsy, w'—ws’, wy'—yx')=0,
équation qui représente un cone du p° degré et de sommet P; ce
cone est appelé le cone du complexe.

De méme, les droites du complexe qui sont situées dans un plan
Qw, v, w', v') enveloppent une courbe de p° classe.

En effet, un plan quelconque R(w, v, w, #) coupe le plan Q sui-
vant une droite A dont les coordonnées sont

o = vw' —wv, I = wr' — 1,
. S ’ )

B = wu' —anr, m = vr' — v,
’ ’ — ’ -

v = w — o, o= wr —rw'.

Pour que cette droite appartienne au complexe, il faut qu'on ait
olow'—wv', wu —ww', wv'—vu', wr'—ry, vr'—rv’, wr'—rw’)=0.
Cette équation est DPéquation tangentielle d'une courbe de

pe classe située dans le plan Q et qui est I'enveloppe des droites A.
Cette courbe est appelée la courbe du complexe.
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62. Nous avons appelé surface développable une surface qui
a deux équations tangentielles, c’est-a-dire dont les coordon-
nées des plans tangents satisfont & deux équations, ou sont
fonctions d'un seul paramétre indépendant (46).

Nous avons vu également que ces surfaces sont réglées et
que le plan tangent est le méme en tous les poinls d’'une géné-
ratrice.

Il est clair que, réciproquement, si une surface réglée est
telle que le plan tangent soit le méme en tous les points d'une
génératrice quelconque, le plan tangent ne dépendra que d'un
seul paramctre, et la surface sera développable.

Considérons une surface réglée engendrée par la droite

X = aZ -+ p,

Y = 0Z+q,
a, b, p, ¢ étant fonctions d'un paraméire o, et proposons-
nous de trouver la condition pour que cette droite engendre
une surface développable.

Donnons au paramétre o une valeur particuliere, désignons
par G la génératrice correspondante, prenons sur cette géné-
ratrice un point arbitraire M de cote z, et cherchons 'équa-
tion du plan tangent au point M.

Nous remarquerons pour cela que les coordonnées d'un
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point quelconque de la surface peuvent étre considérées
comme fonctions de deux parameétres » et z; on a

X = az + p,
Y = bz-+g¢,
Z =1z

le plan tangent en un point (z, y, z) de cette surface a, comme
on sait, pour équation

X—2 Y—y Z—z
ooy 0
Jw Jw dw =0,
ooy 0
dz dz dz |

ce qui donne ici
X—z Y—y Z-—:
az—+4p Vi q 0 =0,
a b 1
les accents désignant des différentiations par rapport & w.
Ajoutons aux éléments de la premiere colonne ceux de la

troisieme multipliés par — a, puis aux éléments de la
deuxiéme colonne ajoutons ceux de la troisiéme multipliés
par — b ; on oblient, en observant que az—+p ==x ct
bz +q =y,
X—al—p Y—0bl—q¢ Z—zx
“dz+p! Vz—+q 0 =0
0 0 1

ou
(X —aZ—p)0s+q)—(Y.—bZ—q)dz +p') = 0.

On voit ainsi que le plan tangent contient la génératrice G,
et qu’en général le plan tangent tourne autour de cette droite
quand z varie, c’est-a-dire quand le point M décrit la géné-
ratrice.

Pour que la surface soit développable, il faut que ce plan
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tangent reste fixe quand le point M décrit la générafrice,
c’est-a-dire que la fraction

a'z—+p'
0z -+ ¢
soit indépendante de z; on doit donc avoir
o B p/'
I - ql
ou
alql_‘blzj/ — 0’ (1)

c’est la condition nécessaire et suffisante pour que la surface
réglée soit développable.

On voit d'ailleurs que si cette condition est remplie, 'équa_
tion du plan tangent ne contient que le paramétre w.

63. Exemples. — Il est aisé de voir que le cone et le cylin-
dre sont des surfaces développables ; en effet, si la droite en-
gendre un cylindre, a et & sont des constantes, a’ et 4’ sont
nuls et la condition (1) est vérifiée.

Si la droite engendre un cone, elle passe par un point fixe
(@0, Yo, %) ; on a donc

Ty = A%+ P,
Yo = bzo+q;
on en déduit, en différentiant par rapport & w,
0 = dz)+p/,
0 = bz —+¢,

et en éliminant z, on trouve la condition (1).

64. Les surfaces développables jouissent encore d'une
propriété fort importante, comme le montre le théoreme sui-
vant :

TrtoriEME. — La condition nécessaire et suffisante pour
quune surface réglée soit développable est que la génératrice soit,
dans toutes ses positions, tangente d une courbe fixe.

1 La condition est nécessaire. — Soit une droite G engen-
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drant une surface développable

X =aZ—+p,
. (G)
Y = bZ+q,

a, b, p, ¢ étant fonctions du parameétre w, et vérifiant la
relation
adq — b'p = 0.

Je vais montrer que cette droite est tangente & une courbe
fixe.

A chaque génératrice G je fais correspondre un point M
situé sur la géndratrice ; il suffit pour cela de considérer la
cote z du point M comme une fonction de w, o(w).

Le lieu des points M est alors une courbe; nous allons
montrer qu'on peut déterminer la fonction o(w) en sorte que
la génératrice G soit tangente & celte courbe au point corres-
pondant M.

Les coordonnées du point M sont

X =as+p,
Y:bz—|—q,
Z:Z,

ou l'on suppose z = o(w)!
Nous allons écrire que les parameétres directeurs de la tan-
gente & la courbe lieu de M sont proportionnels & «, b, 1.
On a
az+p' 4 az i+ ¢ b3
a B b

ou

az+p = 0z-+¢ =0.
Ces deux relations ne définissent qu'une seule valeur de sz,
puisque 'ona a'¢'—b'p =

On voit ainsi que la génératrice touche la courbe fixe en un
! /

point qui a pour cote — % ou — %
20 La condition est suffisante. — La tangente en un point

(z, y, z) d'une courbe a pour équations
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X—2 = a(Z—z),

Y—y =y(Z—3)
ou
X == 2'Z 4 x — 'z,
Y=yZ+y—ys,
les accents désignant des différentiations par rapport & z, on
voit alors immédiatement que l'on a
vl

X

(x — a'z)
Y =y

ce qui prouve que la tangente enveloppe une surface dévelop-

pable. Le théoréme est démontré.

Cherchons le plan tangent & la surface en tous les points
d'une tangente. Nous supposerons pour cela que les coordon-
nées d'un point quelconque de la courbe sont fonctions d’'un
parametre w.

Les équations d'une tangente sont

X = x»}—x’g,
Y =y-+1y,
7 = z-+73'p.

Quand w varie, cette tangente engendre une surface réglée,
et le plan tangent en un point de cette surface a pour équa-
tion

X—zx—as Y—y—ys Z—z—3 i
|
o+ a's Yy =+ 1y Z 47" =0
x/ ?// ;/

on le voit en considérant un point de la surface comme fonc-
tion des deux parametres w et ¢.
Cette équation peut s’écrire

X—2 Y—y Z—z

2! y/ 2! =0;

clle représente 1'équation du plan osculateur & la courbe au
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point de contact de la tangente sur laquelle on a choisi le
point de la surface.

On reconnait ainsi de nouveau que le plan tangent est indé-
pendant de p, c'est-a-dire qu'il est le méme en tous les points
de la génératrice, ce qui prouve que la surface est dévelop-
pable.

65. La courbe & laquelle sont tangentes les génératrices
d'une surface développable s’appelle T'aréle de rebroussement
de la surface. ’

La raison de cette dénomination consiste en ce fait que toute
section plane de la surface présente un point de rebroussement
au point de rencontre de 'aréte de rebroussement et du plan.

Pour le démontrer, prenons ce point pour origine, pour axe
Oz la tangente a la courbe en ce point, et pour plan des xy le
plan sécant.

Nous supposerons que les coordonnées x et y d'un point
de la courbe sont fonctions de z; alors, puisque Oz est la
tangente a l'origine, %{- et c(li_z sont nulles pour z = 0.

La tangente en un point quelconque de la courbe a pour
équations
dx

X — = -5 -—5
’ dz (z )
Y—y = Z’l (Z—z);

en coupant par le plan Z = 0, on a les coordonnées d'un
point quelconque de la section en fonction de z :

dx
X=ax—z——,
’ dz

. dy
Y = _—_ .
J dz

Les parametres directeurs de la tangente en un point de
cette section sont
aX —  d
dz " dz?
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ay  _dy

T e— A
dz z2

ces deux quantités sont nulles pour z = 0, ce qui montre
que 'origine est un point de rebroussement de la section par
le plan des xy.

D'aprés ce qui a été dit plus haut, les plans osculateurs de
I'aréte de rebroussement sont tangents a la surface.

66. Sila surface développable est définie par deux équations

tangentielles,
flu, v, w, r) =0, @)
o(u, v, w, ) =0,
nous avons vu au numéro 45 que son équation ponctuelle
s’obtenait en éliminant w, v, w, » entre les équations (2) et
les suivantes :

UL -0y -+ ws —+rt =0, (3)
x Yy oz
fu [v [w]|=0. (4)

G G G
Or, I'équation (4) a été obtenue en supposant » constant ;
on pourrait faire la méme hypothése pour I'une quelconque

des variables; on aurait ainsi 'équation

k) (5)

o, ©h e O
qui exprime que tous les déterminants & neuf éléments tirés
du tableau qui figure dans le premier membre sont nuls ;
cela ne donne, en réalité, que deux conditions, et ces condi~
tions entrainent la condition (3).

On peut donc dire que I'équation ponctuelle de la surface
est obtenue en éliminant u, v, w, r entre les équations (2)
et (5).

Les deux équations (5) sont alors les équations de la géné-
ratrice suivant laquelle le plan (u, v, w, ) touche la surface ;
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cette droite joint les deux points qui ont pour coordonnées
homogenes [4, [v, i [+ et &, on, 0w, o, cest-d-dire les
points de contact du plan avec les deux surfaces représentées
par les équations (2).

Ainsi, quand une surface développable est définie par les
plans tangents communs & deux surfaces, les génératrices de
cette développable sont les droites qui joignent les points de
contact sur les deux surfaces de chaque plan tangent com-
mun.

On dit que cette surface développable est la développable
commune aux deux surfaces représentées par les équations
(2) ; et, d’aprés ce qui précede, cette développable est cir-
conscrite aux deux surfaces; elle touche chaque surface sui-
vant une courbe, lieu géométrique sur cette surface des points
de contact des plans tangents communs.

Il peut arriver que l'une des équations (2) représente une
courbe, il peut méme se faire que toules deux représentent
des courbes ; on dit alors que la développable est commune &
une surface et 4 une courbe, ou & deux courbes.

Il résulte des considérations précédentes que si un plan
(u, v, w, ) est tangent & la développable définie parles équa-
tions (2), la génératrice de contact est représentée par les
équations

Uf, -+ Vi + Wf,-=Rf7 = 0,

Uy, + Vo, -+ Weo, + Ro, = 0.

67. Classe d’'une surface développable. — On appelle classe
d'une surface développable le nombre de plans tangents
quon peut lui mener par un point arbitraire de I’espace.

Si la surface est définie analytiquement par deux équations
tangentielles, algébriques et entieres, la classe de la surface
est égale au produit des degrés de ses deux équations.

En effet, les plans tangents menés & la surface par un point
(@, Yo, %Z,) seront déterminés par les équations

f(u, v, w, r) =0,
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o(u, v, w, 1) = 0,
UTy == vy -+ wzg +r = 0;

le nombre des solutions est égal au produit des degrés des
fonctions f et o.

68. Ltant donnée une surface, il existe une infinité de sur-
faces développables qui lui sont circonscrites ; on peut, en
effet, imaginer une ligne quelconque tracée sur la surface et
I’ensemble des plans tangents & la surface en tous les points
de la ligne ; ces plans tangents enveloppent une surface déve-
loppable (car ils ne dépendent que d'un seul paramétre), qui
est circonscrite a la surface donnée en tous les points de la
ligne, car la caractéristique de chaque plan tangent passe par
le point de contact.

Dailleurs, ces développables peuvent étre définies analyti-
quement en adjoignant a I'équation tangentielle de la surface
donnée une seconde équation choisie arbitrairement.

Comme exemple, considérons une surface S,

[(u, v, w, ) = 0,
et un plan P(u,, vo, wy, 7o) ; imaginons la développable circons-
crite & la surface S en tous les points de la section par le
plan P.

Un plan tangent & la surface S sera tangent & la dévelop-
pable si son point de contact est dans le plan P, c'est-a-~dire
sil'ona

woff o~ vof 5+ Woffs +=1ofr = 0.

Il en résulte que la développable circonscrite cherchée est

définie parles équations

[(u, v, w, 7) =0,
Uof 't == Vof s = Woffis = Tof 1 = 0
elle est de classe m(m —1) sila surface est de classe m.
Si le plan P est le plan de 'infini, la surface développable

circonscrite a la surface S est ce qu'on appelle la dévelop-
pable asymptote ; elle est définie par les deux équations
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flu, v, w, r) =0,
[ =0.

Nous reviendrons sur ces notions dans la suite.

69. Soit une surface développable définie par les équations
f(u, v, w, r) =0,
o(u, v, w, ) =0 :
il est clair que si I'on combine ces équations d'une maniére
quelconque, on obtient 'équation d'une nouvelle surface cir-
conscrite a la développable.

Si I'équation obtenue représente une courbe, cette courbe
rencontrant toutes les génératrices de la surface sera située
sur la surface développable.

Par exemple, si on élimine w entre les équations précé-
dentes, on obtient une équation

R(u, v, 1) =0,
qui représente une courbe dans le plan des xy, section de la
surface par ce plan,

On aurait, d'une maniére analogue,les sections de la surface
par les autres plans de coordonnées.

Enfin, si I'on élimine » entre les deux équations, on aura
I'équation de lintersection de la surface par le plan de l'in-
fini.

70. Sil'une des équations qui définissent une surface déve-
loppable est du premier degré, tous les plans tangents & la sur-
face passent par un point fixe; cette surface est alors un cone
ouun cylindre selon que le point est d distance finie ou infinie.

Etant donnée I’équation d'une surface non développable,

flu, v, w, r) =0,
le cone circonserit a4 la surface et ayant pour sommet le
point (z, v, z, t) aura pour équalions tangentielles
flu, v, w, ) =0,
Ux -+ vy 4wz + rt =0,

COORDONNEES, — 1 T
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71. Sile sommet est & lorigine, ses équations deviennent
flu, v, w, r) =0,
r = 0;
en faisant » =0 dans la premiére équation, elle se trans-
forme en une équation homogeéne en u, v, w,
o(u, v, w) =0,
qui représente une courbe & 'infini, trace du céne sur le plan
de l'infini.

On aura 'équation ponctuelle de ce céne en appliquant la
méthode générale indiquée plus haut (66), c’est-a-dire en cher-
chant le lieu engendré par les génératrices.

On éliminera pour cela u, », w entre les équations

o T

UL 4 vy + Wi =

On remarquera que les calculs sont les mémes que sil'on
voulait obtenir, en géométrie plane, 'équation ponctuelledune
courbe dont on aurait 'équation tangentielle (voir Premiere
Partie, n° 31).

Ainsi, étant donné le cone de seconde classe défini par les
équations

au? 4+ a'v? - a"w? + 20vw + 20" wu + 20" = 0,
= 0,
son équation ponctuelle est

a O b0 x

o' d b

Y —0
Vb d oz
z y 5 0

ou
(da" — b¥)a? + (a'a — 0?)y? + (ad — b))z + 20" — ab)yz
4= 2(0"b — a'l\zz - 2(bb' — &"b"xy = 0.

Réciproquement, étant donnée 1'équation ponctuelle d'un
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cOne ayant pour sommet I'origine,

flz, y, 2) =0,
la condition pour qu'un plan soit tangent & ce cone, s’obtient
en éliminant x, y, z entre les équations

u - v _ w
S T
ww 4 vy 4-ws = 0,
et en joignant au résultat de I’élimination la condition
r =0,
Les équations tangentielles du cone

ax? 4 aly? - 452 4 20y z - 2zw - 2Py = 0
sont

(ol — B2 o (ol — LYo — (o — B2 )? - 26 — aBJow

-+ 28 — 2 wu 4208 — #"Buv = 0,
r = 0.
11 y a, comme on le voit, la plus grande analogie entre la
théorie des coniques et celle des cones du deuxiéme degré.

72. Si dans les équations du n°® 70 on suppose ¢ =0, les

équations
flu, v, w, ) =0,

ur -4 vy 4wz =0
définissent le cylindre circonscrit a la surface
flu, v, w, ) =0
et dont les génératrices ont pour parametres directeurs

z, Y, 5.
Ainsi les équations

fu, v, w, r) =0, u=20
représentent le cylindre circonscrit & la surface parallélement
a Ox, et par suite, I'équation
(0, v, w, r) =0
est 'équation tangentielle de la trace de ce cylindre sur le
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plah des yz, c’est-d-dire du contour apparent de la surface sur
ce plan.
Si I’équation
flu, v, w, ) =0
représente une courbe, 'équation
/0, v, w, r) =10
est I'équation tangentielle de la projection de cette courbe
sur le plan des yz, la projection étant faite parallelement &

Ow.

73. Exercice. — Eiant donnés une quadrique, wn plan P, et un
point A dans ce plan, trowver le licu des sommets des cones circons-
crits ¢ la quadrique et tels que la section de chacun de ces cones par
le plan P admette pour foyer le point A.

(Concours général, 1875.)

Je prends pour axes des « et des y deux droiles rectangulaires
quelconques passant par le point A el situées dans le plan P, I'axe
des s étant arbitraire.

L’équation tangentielle de la quadrique est
flu, v, w, r) = a1 4 a'v? 4 a"w? - 20vw + 20"wu — 20"uv ++ 2cur

—+ 2¢"vr -+ 2¢"wr 4 dr?2 = 0.

Soit (z, 8, v) un point du lieu; le cone circonscrit ayant pour

sommet ce point a pour équations
flu, v, w, r) =0,
ua + vl - wy -+ = 0.
En éliminant w entre ces deux équations, on aura I'équation tan-
gentielle de la section de ce cone par le plan des «y; on obtient
w5+ 1
f'(u, v, ———— 7} =0,
|

On aura le lieu en exprimant que cetle conique a pourfoyer I'ori-
gine, et il suffit pour cela d’écrire (voir Premiére Partie, n° 147)
que le coefficient de 2 est égal au coefficient de v2 et que le coef-
ficient de wv est nul.

On obtient sans difficulté les équations suivantes :

a'(o? — 2) —20'ay - 203y + (0 — o'y = 0,
a”a:& — ba,\(_ b/?),\( + b”'l2 _— O,
de telle sorte que les équations du lieu sont
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a'(x? — y?) —2'ws + 2bys + (@ — a')3? = 0,
a"wy — bz — b'ys 4 0"s2 = 0,

Ces deux équations représentent deux coénes du deuxiéme degré
ayant pour sommet l'origine; il en résulte que le lien se compose
de quatre droites passant par le point A.

Deux de ces droiles seulement sont réelles; car si on coupe les
cones par le plan z = %, on obtient deux hyperboles équilatéres
concentriques et telles que les asymptotes de l'une soient bissec-
trices des asymptotes de l'autre, et ces deux courbes n’ont que deux
points réels communs.

74. Principe de dualité. — De méme qu’en géométrie plane,
on apercoil toute ’analogie qui existe entre les formules rela-
tives aux coordonnées tangentielles et celles de la géométrie
ponctuelle. On peut répéter presque textuellement ce que
nous avons dit au numéro 50 de la Premiere Partie de cet ou-
vrage.

Imaginons une propriété quelconque relative & une figure

de I'espace composée de points, de droites, de plans, delignes
et de surfaces quelconques ; cetlte propriété s’exprime par
une ou plusieurs relations entre des coordonnées de points
(z, vy, 7, t) et des coordonnées de plans (u, v, w, 7).
- Changeons la signification de ces quantités dans les mémes
relations, c’est-a-dire supposons que les lettres z, vy, z, ¢ re-
présentent des coordonnées de plans, et que les lettres u, v,
w, r représentent des coordonnées de points ; aux équations
ainsi modifiées correspondra une nouvelle propriété qui se
rapportera & une autre figure, et I'on dira que cette propriété
est corrélative de la premieére.

Cette simple remarque nous permet de doubler chaque
théoréme de géométrie de I’espace, et le principe qui permet
ce dédoublement, est ce qu'on appelle le principe de dualité.

75. 11 est évident que la premiére propriété se déduit de la
seconde par le méme procédé, c'est pour cetle raison que 'on
dit que les deux propriétés sont corrélatives, ainsi que les
deux figures auxquelles se rapportent ces propriétés.
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D’apres cela, & un point ayant pour coordonnées a, b, ¢, d
appartenant & I'une des figures correspond dans I'autre figure
un plan qui a pour coordonnées a, b, ¢, d, c’est-a-dire dont
I'équation est

ax —+ by —+ cz + dt = 0.

TatoriME. — A des poinis situés dans un plan correspondent
des plans passant par un méme point.

Considérons en effet I'équation

ux + vy +ws 41t =0
qui exprime que le point (z, vy, z, {) est dans le plan
(u, v, w, 7).

Si I'on suppose que u, v, w, r restent fixes et qu’on fasse
varier x, v, z, { d'une maniére quelconque, on aura une infi-
nité de points situés dans un plan.

Changeons la signification de ces coordonnées ; 1'équation
qui précede exprimera que tous les plans qui ont pour coor-
données x, v, z, ¢ passent par le point fixe (u, v, w, 7).

On voit jen méme temps que le plan dans lequel sont les
points correspond au point par lequel passent les plans corres-~
pondants.

TuiorEME. — A des points situés en ligne droite correspon-
dent des plans passant par une droite.

Soient deux points A(x, vy, z, t) et A'(«/, v/, , ¢) ; tout point
de la droite AA’ a pour coordonnées « -2, y-Ay,
-+ 25 et ¢ .

Changeons la signification des coordonnées; aux deux points
A et A’ correspondent des plans P et P, et toul plan dont
les coordonnées sont a —+ix', y-+2y, z-++r et (A
passe par l'intersection de P et de P

Le théoreme est démontré.

D’aprés ce théoréme nous pourrons dire qu’a une droite
correspond une droite, mais il faut entendre par la qu'a
tous les points de I'une correspondent tous les plans qui pas-
sent par l'autre.

A un point quelconque de l'une des droites correspond un
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plan et un seul passant par l'autre; il y a donc entre les points
de la premicre droite et les plans de la deuxiéme une relation
homographique ; par suile quatre points quelconques de la
premicre droite ont un rapport anharmonique égal & celui des
quatre plans correspondants qui passent par la seconde.

76. Au plan de l'infini correspond I'origine des coordonnées ;
a une droite située dans le plan de linfini correspond une
droite passant par 'origine, etc.

11 en résulte qu'a .des plans paralléles correspondent des
points en ligne droite avec l'origine ; & des droites paralleles
correspondent des droiles situées dans un méme plan avec
I'origine, ecte.

77. On peut enfin remarquer qu'un point et un plan corres-
pondants sont pdle et plan polaire par rapport a la quadrique

1’2+y2—|—22+12 =0,

car le plan polaire d'un point (z, v, z, ) par rapport & cctte
quadrique a pour équation

X+ Yy—+Zz:+Tt =0,
et par conséquent les coordonnées de ce plan sont égales aux
coordonnées de son pole.

Si les axes de coordonnées sont rectangulaires, cette qua-
drique est une sphére imaginaire dont le carré du rayon est
égal & — 1; leplan polaire d'un point A est perpendiculaire
a la droite OA, il renconire cetle droile en un point B situé
par rapport au point O du coté opposé au point A, et le pro-
duit des longueurs OA et OB est égal a 1.

Il en résulte que si deux plans font un certain angle, les
deux points correspondants sont vus de I'origine sous un an-
gle égal ou supplémentaire.

Les considérations qui précedent nous permettent de trans-
former les propriétés des figures rectilignes, composées uni-
quement de points, de droites et de plans.
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78. Exercice. — Proposons-nous de transformer la propriété bien
connue qui suit :

Dans tout triedre les plans passont par chaque aréte et perpendi-
culaires ¢ la face opposée passent par une méme droite.

Aux trois faces Py, Po, P; du triedre correspondent trois points
Ay, As, Ag; aux arétes du triedre correspondent les trois cotés du
triangle AjAsA;.

Aunplan quelconque P passantpar l'aréte,intersectionde Ps et Ps,
correspond un point A situé sur le c6té AsAs. Sile plan P est per-
pendiculaire au plan Py, les droites joignant I'origine O des coor-
données aux points A et A, seront perpendiculaires ; il en résulte
que le point A sera a lintersection du cdté AsAs et du plan mené
par le point O perpendiculairement & OA;.

Les trois pointls analogues au point A seront en ligne droite et on
pourra énoncer le théoréme suivant :

Etant donnés un triangle et un point O dans U'espace, si U'on con-
sidére les trois points obtenus en prenant Dlintersection de chaque
coté du triangle avec le plan passant par le point O et perpendicu-
laire & la droite joignant le point O aw sommet opposé du triangle,
ces trois points sont en ligne drotte.

79. Ltant donnée maintenant une surface appartenant a la
premiere figure et ayant pour équation ponctuelle

[y, 7, t) =0, (%)
il lui correspond dans la seconde figure une autre surface
ayant pour équation tangenlielle
[lu, v, w, r) = 0. (8)
Aux points de la surface ¥ correspondent les plans tan=-
gents de la surface 3.
Le degré d'une surface est égal a la classe de la surface cor-
respondante.
11 y a réciprocité, c'est-a-dire qu’aux plans tangents de la
surface ¥ doivent correspondre les points de la surface S.
En effet, le plan tangent en un point A(z, v, z, t) de la sur-
face ¥ a pour équation

X[h+ Y[y 2f1+ T = 0;

a ce plan correspond le point qui a pour équation tangentielle
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en supposant uw =2, v=y, w=3z ==L

Or ce point est le point de contact du plan tangent (u, v, w, r)
a la surface S.

80. Cas particulier. — Supposons que la surface ¥ soit du
deuxiéme degré, la surface S est de deuxiéme classe, ces
deux surfaces sont des quadriques.

8i d'un point (@, vo, %, t) on mene des plans tangents & la
quadrique ¥, on sait que les points de contact de ces plans
sont situés dans le plan

xfh Y[y 2 5+ U1, = 0.

Corrélativement, si I’on prend 'intersection de la quadrique
S avec un plan (u, ve, wy, 7o), les plans tangents aux points
de rencontre passeront par un méme point ayant pour équa-
tion
! ! W
ufl, = vf v, wfi, +rfi, = 0.
De méme, si les coordonnées (x1, i, 21, i) et (@2, s, 22, fa)
de deux points A, et A, vérifient la relation

l'lﬂ»z = yify, + a1 /t; =0,
on sait que la droite joignant ces deux points rencontre la
quadrique en deux points conjugués harmoniques par rapport
a A et A,
Corrélativement, la relation

Wiy V1] 5y W00, +1uf7, =0

exprime que les plans tangents menés a la quadrique S par
I'intersection des deux plans P (uy, v,,w;, 1) et Ps (s, va,10,,75)
sont conjugués harmoniques par rapporta P, et P,.

81. Supposons que la surface ¥ soit un cone ; alors tous les
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plans tangents & ce cOne passent par un méme point, qui est
le sommet du cone. '

Il en résulte que tous les points de la surface corrélative S
sont dans un méme plan, et par suite I’équation

[, v, w,7) =0

représente une courbe plane.
Ce résultat peut encore étre établi en remarquant que si
I’équation
f(SL‘, Yy 5 1) = 0
représente un cone, le premier membre [(z, v, z, ) est fonc-
tion de trois fonctions linéaires ; il en sera de méme de
[(u, v, w, 7), ce qui montre (37) que I'équation

f(u, v, w,7) =0

représente une courbe plane.

82. Plus généralement, supposons que la surface ¥ soit une
surface développable ; alors les coordonnées de ses plans tan-
gents sont fonctions d'un seul paramétre. A tous ces plans
correspondent des points dont les coordonnées sont fonctions
d'un seul parametre ; done tous ces points sont situés sur une
courbe, et I’équation

[, vyw, r) =0
esl I’équation tangentielle de cette courbe.

On peut d’ailleurs trouver la condition analytique pour
quune surface soit développable.

L’équation du plan tangent en un point d'une surface est

L—z=pX—z)+q¢Y—y)

en posant
S Jz y Jz
P= T ="y

Pour que le plan tangent ne dépende que d'un seul para-
metre, il faut et il suffit que les trois quantités

P, 7> E=pr—qy
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soient fonctions de I'une d’entre elles, c’est-a-dire que 'on ait

z—pr—qy = [(p)
q = 9(p)-
On en déduit, en appliquant le théoréme du numéro 47, la
condition hien connue

Pz \?  IJ% 0%
— )= =— =0.
<()a:()y> :
8i cette condition est remplie, et si 'on considére I'équation
tangentielle
flu, v, w,r) =0
qui définit w comme fonction de u et de » (en suppo-
sant » constant), on aura
< 0w >2 *w  Jw
Judv our  Jv?

= 0,
et par suitel'équaliontangentielle représenteraune courbe (47).

83. Nous obtenons ainsi un résultat fondamental. A une
surface développable correspond dualistiquement une courbe
gauche sila surface n’est pas un cone, et une courbe plane si
la surface est un cone. :

Aux plans tangents & la surface correspondent les points
de la courbe; a toute génératrice de la surface, intersection de
deux plans tangents infiniment voisins, correspond une
tangente 4 la courbe joignant deux points infiniment voisins;
aux points de la surface correspondent les plans tangents a la
courbe.

A laréte de rebroussement de la surface correspond la sur-
face développable engendrée par les tangentes & la courbe
gauche ; aux points de I'aréte de rebroussement correspon-
dent les plans osculateurs de la courbe.

84. On peut encore remarquer qu'étant donnée une courbe
définie par deux équations ponctuelles
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flx, v, z, t) =0,
oz, 1y, 5, 1) =0, % )

il lui correspond la surface développable définie par les deux
é¢quations tangentielles

flu, v, w, r) =0,
olu, v, w, r) = 0.

@)

On a I'équation tangentielle de la courbe (33) en éliminant
x, vy, %, t entre les équations

[z, y, 5, 1) =0,

olw, y, 2, 1) =0,

I

Il

u v w r

fo 1y f= [t =05

I 4 /
fer 9y ¢ @

SR

W~

et T'on a I’équation ponctuelle de la surface (66) en éliminant
u, v, w, r enlre les équations

[(u, v, w, r) =0,
,

olu, 0, w, 1) =

r oy X t
//u :/ /A{U f:l =90 3
|
/ ! s
Gy Gy O 9r |

il y a, comme on le voit, analogie compléte.

8i I'une des deux équations (1) est du premier degré, la
courbe est plane ; 'une des équations (2) est aussi du pre-
mier degré et la surface développable est un cone, dont le
sommet correspond au plan de la courbe.

85. Dans le tableau qui suit et que nous empruntons a
CrLesscn*, on a mis en face les uns des autres les noms des
figures qui se correspondent dualistiquement.

* Vorlesungen 1iber Geomeirie, Zweiten Bandes erster Theil, Leipzig,
1891.
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Point.
Droite.
Ensemble de points en ligne droite.

Ensemble de points situés dansun
plan.

Ensemble de droites situées dans
un plan et passant par un point.

Ensemble de droites passant par
un point.

Gone.

Génératrice du cone.

Plan tangent du cone.

Point du cone.

Surface non développable.

Tangente & la surface.

Plan tangent & la surface.

Courbe gauche.

Plan tangent d'une courbe gauche.

Tangente d'une courbe gauche.

Point d'une courbe gauche.

Droite
gauche.

Courbe gauche tracée sur une sur-
face.

Courbe plane tracée sur une sur-
face.

rencontrant une courbe

109

Plan.
Droite.

Ensemble de plans passant par
une méme droite.

Ensemble de plans passant par un
méme point.

Ensemble de droites passant par
un point et situées dans un plan.

Ensemble de droites situées dans
un plan.

Courbe plane.

Tangente de la courbe plane.

Point de la courbe plane.

Plan tangent de la courbe plane,

Surface non développable.

Tangente & la surface.

Point de la surface.

Surface développable.

Point d'une surface développable.

Génératrice dune surface déve-
loppable.

Plan tangent d'une surface déve=
loppable.

Tangente a une surface dévelop-
pable.

Surface développable circonscrite
A la surface correspondante.

Cone circonserit & la surface.

86. Application. — Ltant donnée une quadrique

[z, y,z, 1) =0,
on sait que I'équation du cone circonscrit a celte quadrique et
ayant pour sommet le point (w,, yo, 2o, lo) €St
(xféo - yf;/o_l— zféo_‘"tﬂo)z - 4f(x» Yy %y t)f(‘z'f)’ Yos Zos to) =0.

Corrélativement, étant donnée la quadrique

flu, v, w, 7) =0
et le plan (uy, vy, wy, 7o), I'équation
(ufisy = 0f vy Wy 4= 1) — Af (uy v, w, 7)f (o, Vo, Woy T0) = 0

est I'équation de la conique, section de la quadrique par le
plan.
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On pourrait obtenir par un procédé analogue bien d’autres
formules relatives aux coordonnées tangentielles ; nous n'en
dirons pas davantage sur ce sujet, et dans les chapitres sui-
vants nous établirons directement toutes les formules aumoyen
des coordonnées tangentielles.

EXERCICES ET NOTES

1. Trowver les équations tangentielles d'un cone de révolution tan-
gent & trois pluns (uy, vy, W1, 71), (U2, Va, W2, 73) €t (U, Vs, w3, 73).

Pour qu'un plan

ux vy +ws—+r =20
soit tangent & ce cone, il faut d’abord qu’il passe par le sommet,
¢’est-a-dire par le point de rencontre des trois plans, ce qui donne
la condition
(42 k% W0 7

Uy vy w1y

= 0. ()
U Vo W2 17
Uy Uy W3 13

En outre, nous écrirons qu'il existe une droite faisant le méme
angle 0 avec les quatre plans; si 7, m, n désignent les paramétres
directeurs de cette droite, on aura

wl—+vm—wn = sin 0\/2 4~ m2 - n? Ju? 02 402,

uJ—I— VM -+ win = sin 0/li+ m? — n? \/u%—f—v'f—kwf,

ol + vom =12 = sin 012 4+ m2 452 \Jud + v3 + w3,

usl - vym + wyn = sin 0P -+ m? +n? Jul 4~ v} w3
On en déduit

w v oow  Ju vl w?

w v wr Jui vl w)

ug vy wy Ui v wl

Les équations (1) et (2) sont les équations tangentielles cherchées.

Dans I’équation (2) les radicaux peuvent avoir un signe quelconque ;
on en conclut qu'il y a quatre solutions.

= 0. (?)

Uy Vo U

S
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2. Trouver Penveloppe d'un plan mené perpendiculairement & I'ex-
trémité d’une droite passant par un point fixe, lorsque cette ewtrémité
décrit une circonférence.

On écrit que la projection du point fixe sur un plan quelconque
est sur la circonférence.

3. La surface développable qui a pour aréte de rebroussement une
courbe gauche unicursale d'ordre n est elle-méme d'ordre 2n— 2.
Sa clusse est égale & 3(n — 2).

4. Trouver le liew des sommets des cones circonscrits & une qua-
drique et qui sont coupés par un plan suivant des cercles ; trouver
aussi Venveloppe des plans de contact des cones et de la quadrique.

Supposons que la quadrique soit un ellipsoide ; menons par le
centre un plan paralléle au plan donné, et prenons pour axes des x
et des y les axes de la section du plan et de ellipsoide ; enfin pour
axe des s prenons le diamétre conjugué de ce plan par rapport a la
surface.

L’é¢quation ponctuelle de I'ellipsoide sera

ot yR

et son équation tangentielle

+—(;1_—l:0

a?

a?u? + 02v? + ctw? — r? = 0.
Le cone circonscrit a cette surface et ayant pour sommet un

point M (z, y, ) a pour équations tangentielles

a?u? + 0202 + chw? — 12 = 0,

ux + vy -Fws+r =0,
et sa trace sur le plan @0y a pour équation tangentielle (69)
(a?u? —+ D20? — 12)5% - c2(ux 4 vy +-7)2 = 0.

Les axes Oz el Oy étant recltangulaires, pour que cetle équation re-

présente un cercle il faut qu'on ait (Premiére Partie, Géom. plane,
ne 101)

(8232 4 c2y?)(c? — 32) — cty? = (a%3? + c2?)(c? — 32) — cha?,
¢ty — (¢ — 22)ctoy = 0,
ou, comme s ne peut étre nul,

w22 g2

amp T T =Y

xy = 0.
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Le lieu se compose d’une ellipse et d’une hyperbole dont les équa-
tions sont
22

—a—ptE =0

x = 0.

Soit  wx vy +ws—+ =20 le plan de contact du cone et de
Vellipsoide ; nous allons écrire que le pole du plan par rapport a la
surface est sur 'une des courbes trouvées plus haut.

Les coordonnées du pole sont déterminées par les équations

©x oy s _ 1
a?u by T ctw gy’
on obtient donc
a*u?
2 2 0
e+t —1r? =0
a? — b? + ’
v=20
et
bho? L .
TEmp e =0,
w = 0.

Ces deux systemes représentent deux cylindres dont les généra-
trices sont paralléles aux axes des y et des «; le premier a pour
directrice une ellipse et le second une hyperbole.

5. Lieu des sommets des cones circonscrits & une quadrique et qui
coupent un plan donné suivant une ellipse d'aire donnée. Enveloppe
de la courbe de contact, et liew des centres des ellipses.

6. Démontrer qu’étant donnée la droite
X—2 Y—y 7Z—=

_ K

a b c

on ®, Y, 3, &y b, ¢ sont fonctions d'un paramétre, la condition néces-
saire et suffisante pour que celte droite engendre une surface deve-
loppable est

'y oz
a b ¢ | =0.
a b ¢

7. Ltant donnée une courbe gauche, on peut déterminer la surface
développable dont cette courbe est I’aréte de rebroussement.

Si I'on veut I'équation ponctuelle de cette surface, on cherchera
le lieu engendré par la tangente ; si 'on veut au contraire les équa-
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tions tangentielles, on identifiera I’équation du plan osculateur & la
courbe avec I'équation

wx + vy + w3z +r =0,
et on éliminera le paramétre entre les relations obtenues.

8. Trouver les équations tangentielles de I'hélicoide développable,
c'est-a-dire de la surface engendrée par les tangentes menédes & une
hélice tracée sur un cylindre circulaire droit.

Les coordonnées d'un point de cette hélice peuvent s’exprimer en
fonction d’'une variable ¢ de la maniére suivante :
© = a Cos t, Yy = asin t, 5= bt;
on en déduira aisément I'équation du plan osculateur et les équa-
tions tangentielles demandées.

9. Etant données trois droites dans Vespace, il n’est pas, en général,
possible de construire un triangle ayant ses sommets respectivement
sur les droites données et tel que chacun de ses cotés soit orthogonal
& la drotite passant par le sommet opposé. Faire voir que dans le cas
ot le probléme est possible, il est indéterminé, et trouver Uenveloppe
du plan du triangle.

Si 'on désigne par
w—a; _Yy—b __ z—c
a LT
les équations d'une des droites, le point de rencontre de cette droite
avec le plan

(i=1,2,3)

ux vy +ws—+1r =10
a pour coordonnées
@i~ %ipi i+ Bips, ¢i = Yipiy
ou l'on pose )
wa; - vb; 4 we; +

0; =
wai == vPi + wy;

En écrivant que chaque coté du triangle déterminé par le plan
est perpendiculaire a la droite qui passe par le sommet opposé, on
obtient les trois équations

02 03 | Xu(ar—as) \

Uy Ty

Ps pr_, as(as —ay)

IV RCX R ETV xR S
p1 pr | ag(ay—as)

0,

fl

B2 BL T (32)0en

COORDONNEES. — I 8
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ou l'on pose
aiaj + Bl +yiys = (&) = (59
et, par exemple,
Say(as — az) = ay(as — ag) 4+ B1(ba — bs) +yi(ca — ¢3).
En additionnant les trois équations obtenues, on a
Soy(as — as) | Tas(as — ay) | Baz(ar — aa)
(13)(12) (21)(23) (32)(31)
c’est la condition nécessaire et suffisante pour que le probléme soit
possible.
Si cette condition est remplie, le systéme (1) se réduit a deux
équations ; il en résulte que le plan du triangle enveloppe une sur-
face développable.

=0;

10. Etant donnédes trois droites paralleles & un méme plan, on
considére tous les triangles dont les sommets sont situés sur ces droi-
tes et qui ont méme centre de gravité G. Démontrer que les plans de
ces triangles enveloppent un cone du second ordre.

11. Démontrer que les plans normaux & une courbe gauche engen-
drent une surface développable et que les génératrices de la surfuce
passent par les centres de courbure de la courbe.

12. Nous nous proposons d’expliquer dans cette note pourquoi on
a appelé surfaces développables les surfaces qui ont deux équations
tangentielles.

On dit que deux surfaces sont applicables I'une sur I'autre lors-
qu’on peut établir entre les points de ces deux surfaces une corres-
pondance telle que deux arcs correspondants quelconques aient
méme longueur.

Les coordonnées w, y, s d'un point M d’une surface S sont fone-
tions de deux variables indépendantes « et v; si le point M décrit
une courbe sur la surface, v est fonction de u,

v = f(u),
et si s désigne la longueur de D’arc de la courbe décrite, on a
ds? = da? + dy? + ds?.

dx:—d—g? du—i—d—ydv,
uw v

Or

ay =3 dutWdn, (o = rleddu]
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s 0z
ds = d —— dv,
FEW T
d’ott
ds? = Edu? 4 2Fdudv 4 Gdv?,
en posant

. O \2 dy \? _(1{)2
v=(50) = (ar)+ (o)
dr 0w _dy dy 95 0

00 00 0w 0w Ton 0w

. [Oz\? dy \? Js \?
o= ()= (G~ (&)

Considérons une seconde surface S, et désignons par w,, ¥, 3¢
les coordonnées d’'un point M; de cette surface.

S'il existe une correspondance quelconque entre les points des
deux surfaces, telle qu'étant donnés «, y, 3, x1, y,, s1 soient déter-
minés, on pourra supposer que les coordonnées du point M; soient
fonctions des mémes parametres u, v que les coordonnées du
point M; et cela de facon que deux points correspondants des sur-
faces soient définis par un méme systéme de valeurs de u et v.

A une courbe décrite par le point M correspondra une courbe dé-
crite par le point My; D'arc s; de cette derniére sera déterminé par

ds} = dw} + dy} + ds}

F =

ou
ds? = Eidu? + 2F dudv + Gidv?,

P ()JM 2 dyl 2 ()51 2
b= \&7>+<%> +<%>’

da;[ dwl ().% 0!/1 +()§1 031

9w o 0w dv " du Ov’

B 0xy\? dy1 2 0z, \ 2
Gl~<m>+<5y‘>+ o
Pour que les surfaces soient applicables l'une sur [autre, on

devra avoir, quelles que soient les courbes correspondantes,
ds? = ds?,

en posant

F1:

c'est-a-dire
Edu? 4 2['dudv 4+ Gdv? = E,du? + 2F dudv + Gidv? ;
et comme cette égalité doit avoir lieu quelle que soit la fonc-

tion flw), et par suite quel que soit —zll%-, on aura

E =1L, F=F, G = G;.
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Telles sont les conditions nécessaires et suffisantes pour que les
surfaces S et S, soient applicables I'une sur I'autre.

En particulier, pour que la surface S soit applicable sur un
plan, il faudra qu’on puisse déterminer deux fonctions de « et de v,
o et B, qui seront les coordonnées d'un point du plan, et telles que
I'on ait

da® + dy? 4 dz? = da? + dB?,
quelle que soit la valeur de L
du
TutoriMe. — La condition nécessaire et suffisante pour gquwune

surface soit applicable sur un plan est que cette surface soit dévelop-
pable.

10 La condition est nécessaire. — Supposons que la surface S soit
applicable sur un plan ; on aura alors

do? 4~ dy? -+ dz? = do2 + dB?;

on peut substitueraux variables » et » les variables « et 8; et comme
P'on a

dx o

de = —(_‘7; di—i— -()—p d'B,
dy oy

dy = Da dl_i_dﬁ ag,
dsz dz

dz = T do -+ —= 8 as,

il vient

I |

(52 + () = (5:) =
(38)+ (58) (% )

do 0w _dy dy 95 Os

Différentions ces trois relations par rapport & « et par rapport &
B; on aura

Jw ) ()_205 dy ) 02y+ 0z 02z

PR A LR R R P

de 02z dy d’?/ 0z 0%

P P T e R R
dx 0% dy O dz 0%

D2 9208 02 Oa0p T Oa 0w0p
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o O Oy Oy 05 0% _,
08 0a0B 0B 0203 ' OB dudp
Oz . 0 Oy Oy 05 0%
92 0@ T« 0BT s om
0x 0 Oy 0% 0z 0%

C AR R ol o A

Les deux premiéres équations déterminent %; g% e g—:; aun
facteur preés en fonction des dérivées du premier ordre de x, y, z;
Rx Py 02z 0% 02y
_()a,d@’ hdad@ et —_—()a()@ et pour d_{ﬁ’ ;)E.;a

il en est de méme pour

02z

3_(5_2; on en conclut

0% d%y 02z

2 0% 0%
et

02 02y 0%

3h  JaB 0udb

P 0y | 0=

g 0P o
On voit ainsi que le déterminant fonctionnel de deux quelconques

de dy Os

des fonctions —, , — est nul, donc ces trois fonctions sont
do’ Ou  Oa

fonctions I'une de l'autre; il( en est de méme pour %—E ) (i)—% et %—z@—
Comme l'on a
dw Odu dy dy  0Js 0Oz
PR T A TR
on voit que ces six dérivées dépendent d'un seul paramétre.
Orona

dz _  Ox y
ox P on T4,

95 _ ,0v Oy
o~ "op T og”
en posant

_ 9 — 9=,
P=0% = Oy
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Il en résulte que p et ¢ sont fonctions de ce méme parameétre ;

on a
p = 9(q),
et la surface est développable.

20 La condition est suffisanie. — Considérons une surface déve-
loppable ; prenons un point P(x, y, s) sur 'aréte de rebroussement,
menons la tangente en ce point & celte courbe ; soit M{wi, y1, 51)
un point quelconque de cette tangente défini par la valeur 7 du
segment PM. Nous supposerons que w, y, 5 sont exprimés en fonc-
tion de l'arc s de laréte de rebroussement ; nous désignerons par
ay By v les cosinus directeurs de la tangente PM, en rappelant que
lon a

_da 8 = dy R _d_s
=5’ D=y =
1 da® 4 dp24-dy?
ST de

R étant le rayon de courbure au point P de I'aréte de rebrous-
sement.

Les coordonnées du point M de la surface sont fonctions des
deux paramétres s et 7; ce point décrira une courbe sur la surface
si I est fonction de s,

L= f(s).
Cherchons la différentielle de I'arc de cette courbe.
On a
xy = x+ la,
¥y, =y + 1§,
2 = &+ Uy,
d’otr

dey = doe + adl -+ lda,
dyy = dy + RBdl 4 1dg,
dzy = dz =+ ydl —+ ldy.
Faisons la somme des carrés; on a
ds? = ds® 4 di*+ 2dsdl 2{da? + df? + dy?),

en remarquant que
adw + bdy + ydz = ds,
ada + BdP —4 ydy = 0,
dade + dbdy + dyds = 0.
On peut encore écrire
R , , Bds?
ds? = (ds 4+ dI)® + T
Posons
S dS
g = ’
o R
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et considérons les deux fonctions

S
A =1 cos o-+f cos o ds,
0

S
B =1sino+ [ sin ¢ ds ;
Jo

on aura
. . d
dA = — I'sinc do+cos sdl—+cos sds = cos a(ds 4- dl) — I sin cﬁs—’
dB = I cos ods —+sin odl-sin ods = sin o(ds -+ d) - I cos ‘_g;

en faisant la somme des carrés, il vient

2
AdA2 - dB2 = (ds+dl)? + 12 %,
c'est-a-dire

ds? = dA?+ dB?;

le théoréme est démontré; A et B désignent les coordonnées du
point du plan qui correspond au point (w1, ¥4, s1) de la surface.

On voit ainsi qu'une surface développable p eut s’appliquer ou se
développer sur un plan; le mot de développable est entiérement
justifié (*).

(*) Nous avons emprunté cette démonstration au Cours d’Analyse de
M. E. Picarp (tome I, p. £28).



CHAPITRE 1V

PLANS TANGENTS ET NORMALES

87. Plans tangents par un point extérieur.— Considérons
d’abord une surface non développable ayant pour équation
tangentielle

flu, v, w, r) = 0.

Les plans tangents menés & cette surface par un point
A(a, B, v, 8) seront déterminés par les équations

flu, v, w, r) =0,

_ (1)
au + o + yw 48 = 0;

il y aura une infinité de solutions ; tous les plans obtenus
seront d’ailleurs les plans tangents au céne circonscrit a la
surface et ayant pour sommet le point A. '

Les équations qui précédent sont les équations tangentielles
de ce cone.

Si on élimine w entre les deux équations (1), on obtient
I'équation tangentielle de la section du cone par le plan des
2y (69) ; de méme si on élimine r, on obtient I'équation

9

7

f<u, v, W, —

qui représente 'équation de la section du cone par le plan de
I'infini.

11 en résulte qu'en adjoignant a I'équation (2) une équation

mebew) o g

[}
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linéaire quelconque,

us' — vf 4+ wy +rd = 0,
on obtiendra les équations tangentielles d'un céne paralléle
au cone donné et ayant pour sommet le point («, ', v/, &).

88. D'une maniére générale, on peut obtenir aisément
I'équation tangentielle de la section du cdne par un plan quel-
conque Py (ug, v, Wo, 7).

Pour qu'un plan P (u, v, w, r) soit tangent & la section, il
faut que lintersection des deux plans P et P, soit tangente &
cette section, et pour cela il faut que par cette intersection on
puisse faire passer un plan tangent au cone.

Les coordonnées d'un plan passant par lintersection de P
et de Py sont w - Aug, v+ kvy, W Aw,, -+ Arg; il doit
donec exister une valeur de 2, telle que ces nombres vérifient
les équations (1), c’est-a-dire telle que I'on ait

[ ==y, v+ Ay, W~ hwo, 7=+ Ary) = 0,
a(u =+ Mtg) = B(v 4= hvg) == y(w —+ dwg) + 8(r 4 Arg) = 0 ;
de la deuxieme on tire
ar -+ B+ yw + or

A= — _
aty —+ By - yw, + 8ry
ou
A
A=,
Ao

en posant, pour simplifier I'écriture,
A = au o+ yw —+ or, Ay = auy —+ Pog -+ yw,y =+ Ory.

En transportant cette valeur de A dans la premiére équa-
tion, on a

’ Au, ; Av, w Aw, ! Aro> 0
U——— V—— — y T— — ) =

< Ao Ao A A, ’
équation tangentielle de la section du céne par le plan P,.

89. Equation ponctuelle du cone circonscrit. — Considérons
un plan tangent au cone dont les coordonnées vérifient les
équations (1); ce plan touche la surface donnée en un point
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dont les coordonnées homogénes sont f4, /4, fin [7. En joi-
gnant ce point au sommet A, on ala génératrice de contact
du plan et du céne.

Les coordonnées z, y, z, ¢ d'un point quelconque de cette
génératrice seront données par les relations
x = [l + I,
oy = fo+25, (3)
0z = fi+ 2y, \/

//

ol =[-8,

En éliminant u, v, w, r, %, p enire les équations (1) et (3),
on aura ’équation ponctuelle du céne circonscrit.

En multipliant les équations (3) respectivement par u, v,
w, r, on reconnait que 'équation

[lu, v, w, 7)) =0
peut se remplacer par I'équation

ux + vy 4wz + 1t = 0.

90. Examinons le cas particulier ol la surface donnée est de
deuxiéme classe, son équation étant

fluy v, w, 7) = au? + a'v? + a"w? + 2bvw -+ 20'wu —+ 20"
—+ 2cur 4 2cvr 4+ 2¢"wr + dr* = 0

on doit éliminer u, v, w, 7, A, p entre les équations

au —+ b'v + b'w —+ cr 4 e — oz = 0,
b'u 4 a'v 4+ bw -+ ¢'r+ 21—y = 0,
bu —+ bv + a'w —+c'r + Ay — oz = 0,
cu—+ o+ w4 dr+ 23—l =0,
au —+ Bo -+ yw —+ &r = 0,

xu ~+ Yo + zw + tr = 0.

On obtient immédiatement comme résultat de 1’élimination
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a b UV ¢ o =z
A A A
o b a oy oz
N - 0 R
¢c ¢ ¢ d 8
a B v 3 00
x y =z t 0 Q

équation du deuxiéme degré en z, vy, z, ¢ qui est 1'équation
ponctuelle du céne circonserit.

Cette équation est la condition pour que la droite qui joint
les deux points (=, B, 7, 8) et (x, y, %, {) soit tangente & la qua-
drique donnée.

Tous ces résultats sont visiblement applicables au cas ol
I'équation donnée,

flu, v, w, r) = 0,
représente une ligne au lieu d'une surface.

91. Equation de la courbe de contact., — Le cone circonscrit
a la surface S et ayant pour sommet le point A touche cette surface
en tous les points d'une courbe ; nous nous proposons d’obtenir
I’équation tangentielle de cette courbe.

Soient u, v, w,  les coordonnées d'un plan tangent au cdne;
ces nombres vérifient les équations

[(uw, v, w0, 7) = 0, ) |

aw =+ Zv 4w+ 8 = 0; (1)

le point de la courbe de contact situé dans ce plan a pour coordon-
nées fu, foy [wy [7.

Soit  Po(uo, o, wo, 70) un plan tangent & la courbe de contact en

ce point; on aura d’abord

wof u = vof b = wofle = 1of = 05 (4)
en outre il faut écrire que ce plan contlient la tangente a la courbe
de contact, ou, ce qui revient au méme, qu'il contient le point de
la courbe infiniment voisin.

On peut considérer w, v, w comme fonctions d’'un paramétre et »
comme constant ; on différentiera la relation (4) par rapport au
paramétre ; en désignant par «’, v’, w’ les dérivées de , v, w, on a
w (o w2 —+ Vof u = Wol tu—+ Tof ru) = V' (Uof uw - Vof %2 —+wof v - Tof )

—+ W' (1off to —+ Vof tw = woff T2 + Fof o) = 05 (B)
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w', v/, w' vérifient d’ailleurs les équations suivantes :
Wiy o'y + w/fiw =0, (©)
ar =+ o’ 4w’ = 0,
obtenues en différentiant les relations (1).
On peut tout d’abord.éliminer ', v, w’ entre (3) et (6); on
obtient I'équation
wofue oo Ui —F 0 Uof g0 = -
fu I i = 0. (7)
o B Y
On aura alors l'équation de la courbe de contact (uo, vo, w0, 7o
désignant les coordonnées courantes) en éliminant u«, v, w, » entre
les équations (1), (&) et (7).
Dans le cas ot f(u, v, w, ») est du deuxiéme degré, la relation (4)
peut s’écrire
ey == vf vy Wy + 1l = 0;
(3) devient alors
ulf{‘() -+ v(flln)_'— wa;Uo -+ T,f;‘o = 07
et on doit éliminer «, v, w, r entre (1), (4) et la relation suivante :

fu v [
f/;.to f;;o fl’uo = 0.
@ By

L’élimination est relativement simple, car on a trois relations
linéaires entre u, v, w0, 7.

92. Si 'on donne une surface développable définie par deux
équations tangentielles
[f(u, v, w, r) =0,
o(u, v, w, r) = 0,
on ne pourra mener & cette surface par un point A(x, 8, v, 3)
qu'un nombre limité de plans tangents dont les coordonnées
seront données par les équations précédentes et la suivante :

ar B 4 yw + &r = 0.

Le nombre des plans tangents qli’on peul mener & une sur-
face développable par un point est, comme nous 'avons déja
dit, la classe de la surface.

On peut obtenir I'équation ponctuelle de I'ensemble de ces
plans.
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Soit M(z, vy, z, t) un point appartenant & I'un de ces plans
tangents ; écrivons que -par la droite AM on peut mener un
plan tangent & la surface ; il faut et il suffit que les quatre
équations

f(u, v, w, r) =0,
olu, v, w, r) = 0,
ot —+ Bv 4 yw + or = 0,
U4y +4-zw 4+ ir =0

aient un systéme de solutions communes en u, v, w, 7. En
éliminant ces inconnues entre ces quatre équations, on aura
I'équation del’ensemble des plans tangents.

93. Application. — Trouver Uéquation de 'ensemble des plans
tangents menés par un point (a, B, y) ¢ un cone ayant pour équation
ponctuelle

xQ ?/2 52
a b c?

Les équations tangentielles du cone sont

=0.

a?u? + 0202 — ctw? = 0,
r = 0.
Ecrivons les équations
o —4- po - yw 4+ r =0,
wx —- vy + wz 41 = 0,
et éliminons w, v, w entre ces quatre équations.
Les deux derniéres donnent, en y faisant » = 0,
u . % _ W
Bs—vy Yo —az  ay—Bo’
et en remplacant dans la premiére, on a

@3(Bs — yy? + Vlyw — ozt — cHay — Ba)? = 0.

11 est aisé de vérifier que cette équation représente deux plans.

94. Plans tangents paralléles & une direction de droite don-
née. — Désignons par «, B, v les parameétres directeurs de la
direction donnée ; on peut considérer les plans paralleles &
cette direction comme passant par le point & linfini qui a
pour coordonnées «, B, v, 0.
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Nous sommes donc ramenés au probléme résolu plus haut :
il suffit, dans les calculs qui précedent, de faire 3 = 0.

Si la surface n’est pas développable, c¢’est-a-dire n’a qu'une
seule équation tangentielle,

flu, v, w, r) =0,
on pourra lui mener une infinité de plans tangents paralléles
3 la direction donnée; ces plans seront tangents & un cylindre
dont les équations tangentielles seront

flu, v, w, r) =0,

uz + v +wy = 0.

On aura comme on l’a vu plus haut I'équation tangentielle

de la trace de ce cylindre sur un plan quelconque, I'équation

ponctuelle du cylindre lui-méme, I’équation tangentielle de
la courbe de contact, ete.

85. Ces résullats s’appliquent au cas ol I'équation
flu, v, w, ) =0
représente une courbe.
Ainsi le cylindre projetant cette courbe sur le plan des xy
aura pour équations tangentielles
fiu, v, w, r) =0,
w = 0.
Sa trace surle plandes ay aura pour équation
flu, v, 0, r) =0,

On voit donc que pour obtenir I'équation de la projection
d'une courbe sur le plan des zy, il suffit de faire w =0
dans l'équation tangentielle de la courbe.

96. Si la surface donnée est développable, on pourra lui
mener un nombre limité de plans tangents paralleles a la di-
rection donnée ; il sera aisé de former 'équation ponctuelle
de I'ensemble de ces plans tangents.
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97. Plans tangents par une droite. — Le problémen’est pos-
sible que si la surface n’est pas développable.
Soit S une telle surface, ayant pour équation tangentielle
flu, v, w, r) =0,
et soit une droite A définie par les équations de deux de ses
points,
uxy + vy, -+ wz; +r = 0,
ULy —= Vs + Wz + 17 = 0.
Ces trois équations déterminent les coordonnées des plans
tangents menés par la droite & la surface.
Le point de contact d'un plan tangent a pour coordonnées.
% [ fw [+; en écrivant qu'un plan contient ce point
uOf’:L -+ Uoﬂz -+ woleu -+ Toffr = 07
et en éliminant u, v, w, r entre les quatre équations écrites,
on aura la condition pour que le plan (uo, v, w,, ry) passe par
I'un des points de contact, c’est-a-dire I'équation tangentielle
de I'ensemble de ces points.
On peut aussi avoir ’équation ponctuelle de I'’ensemble de
ces plans en éliminant u, v, w, » entre les équations

flu, v, w, r) =0,

ury 4 vy + Wz + 1l =

0,
ULy~ VY + Way —+ 1l = 0

1
ur 4+ vy + wz +rt = 0.
Des trois derniéres on peut tirer des quantités propor-
tionnelles a u, v, w, r en fonction des coordonnées plucké-
riennes («, B, 1, {, m, n) de la droite (22)

t y =z

wu=2XAt vy z|=—Mz—yy—I)
b Y %
x ( z

v=2A|a & 5 |=—>NMNyx— az—mi),
Ty t 23




128 COORDONNEES TANGENTIELLES.— GEOMETRIE DANS L'ESPACE

x oy
w=2x|z y t|=—Nwy—pxr—ni),
Ty Ya
z Yy 3
r=—i| % Y 3| =—MNlx-+my—+ nz).
Ty Y A

En remplacant u, v, w, r par leurs valeurs dans I’équation
de la surface, on obtient

[z

vy —t, ve—az—mt, ay-—Bx—nt, lz + my +nz) =0.

98. Exercice. — Trouver Véquation du complexe des drottes par
lesquelles on peut mener deuwxw plans langents perpendiculaires & un
ellipsoide.

Soit a?u? 4 0% 4 ctw? — 2 =
I’équation tangentielle de I'ellipsoide rapporté a ses axes.

L’équation de ’ensemble des plans tangents menés a cette sur-
face par une droite A(x, B, v, ¢, m, n) est
a?(Pz — yy — 1)+ D2y — az — mi)? +cXay — Lo — nt)?

— (b + my +nz)? = 0.

Pour que ces deux plans soient perpendiculaires, il faut que la
somme des coefficients de 2, y2 et 32 soit nulle, ce qui donne

a2(ﬁ2 -+ «{2) -+ b?(.\{Q —+ a?) —+ 02((12 -+ ng) — (ZZ - m2 ’I‘L2) — 0;
c'est ’équation cherchée.

99. 11 est utile de rappeler ici que le nombre de plans tan-
gents qu'on peut mener a une surface par une droite est égal
au degré de I'équation tangentielle, et que ce nombre s’appelle
la classe de la courbe.

100. Plans tangents paralléles & une direction de plan don-
née. — C’est un cas particulier de I'étude précédente ; il suffit
de supposer que la droite donnée est a I'infini. Nous traiterons
néanmoins la question directement.

Soit [flu, v, w,7) =0
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I'équation tangentielle de la surface, et
UgZ = VoY —+ Wz = 0
I'équation de la direction de plan.

Un plan tangent a la surface paralléle au plan donné aura
une équation de la forme
Ul —+ Vgl =+ We + A = 0,

ou A sera déterminé par I'équation
[ (10, 0o, Wy, 1) = 0.
Supposons que la surface soit un ellipsoide
a?u? - 202 4 c?w? — r? = 0.
On pourra mener deux plans tangents paralléles au plan

UL —+ VoY Wz = 0 ;
ces deux plans auront pour équations

U ~+ VoY + Woz == Vatud + 0203 + c2w? = 0,
Dans le cas ou la surface est un paraboloide,
P+ qu? —2ur = 0,

on pourra lui mener un seul plan tangent parallele au plan

donné, et son équation sera
pvE -+ qui
2u,

U —+ VoY - WoZT - = 0.

101. On peut obtenir I'équation tangentielle de I'ensemble
des points de contact de la maniére suivante.

Ecrivons qu'un plan (u, v, w, r) passe par le point de contact
du plan tangent (u,, vy, w,, A) ; on aura

uf, + vf{,o 4 wfl’uo —+rfy =0,
avec la condition
[ (2o, 0o, Wy, ) = 0.

En éliminant ) entre ces deux équations, on aura ’équation
de I'ensemble des points de contact.

Si la surface est de deuxieme classe, la premiére équation

peut s’écrire
Uofl&—l— Uoﬂ) -+ w()leo -+ )\fi = 01

COORDONNEES, — 1 9
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et le résultat de I’élimination est
Uof "y + Vof Wof &
f(UO, Voy Woy —— Of Olj - Of > =0
[+
f[u()fg" /U()fzﬁ ZUO/(‘;" - (uﬂf& -+ vsz) "+‘ ZUOf’T)] = Oa
équation qui représente les deux pointsde contact; le premier
membre est alors décomposable en un produit de deux fac-

ou

teurs.

Si le coefficient de w? est nul, I'un des points est & I'infini;
par conséquent, en écrivant que dans I'équation précédente
le coefficient de w? est nul, on a une relation entre wu,, v,, w,
qui exprime que ces quantités sont les coefficients directeurs
des plans asymptotes. Cette relation est donec I'équation tan-
gentielle de la section de la surface par le plan de linfini.

En y joignant l'équation d'un point quelconque, on a les
équations tangentielles du cone des directions asymptotiques
ayant pour sommet ce point.

102. Intersection d’une surface et d’un plan. — Soit
flu, v, w, r) =0
I’équation tangentielle de la surface et g, vy, wo, 7 les coor-
données du plan donné P,.

Cherchons d’abord I’équation tangentielle de la section
plane, c’est-a-dire la condition pour qu'un plan P(u, v, w, r)
soit tangent a cetle section. Il faudra pour cela que la droite
intersection des deux plans P et Py soit tangente a la surface,
ou que par cette droite :on puisse mener & la surface deux
plans tangents confondus.

Un plan quelconque passant par l'intersection de Py et de P
a pour coordonnées u—-Auy, v hvg, W Awy, T4 Ay
ce plan sera tangent sil'on a

[~ Dy, 0 Avy, W dwy, r—Ary) = 0.

A chaque valeur de ), racine de cette équation, correspond
un plan tangent passant par 'intersection de P et de Py; pour
que P soit tangent & la section de la surface par le plan P, il
faudra que cette équation en A ait une racine double ; on annu-
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lera donc le discriminant du premier membre, et on aura
I’équation cherchée.

Sila surface donnée estune quadrique, I'équation précédente
s’écrit
[(u, v, w, 7)+=Muof u—vof sWof w1of 1)-=A2f (1o, Vo, Wo, 7o) =0,
et pour que cette équation ait une racine double, on doit avoir
(tof 1 =+ vof 5 -+ Wof 1o =+ Tof 12— 4 (w0, v, W, 7)f (1, Vo, Wy, T9) =0,
comme on l'a d’ailleurs déja obtenu au numéro 86.

Cette équation représente une conique, dont on discutera
plus loin la nature.

On peut remarquer tout de suite que si le plan donné est
tangent, ¢'est-a-dire si  f(uo, vy, wy, ) = 0, D'équation se ré-
duit a

(o 1 +vof s + wof 1y 4 rof 1) = 0
elle représente un point double, qui est le point de contact du
plan tangent.

Ce résultat était & prévoir, car le plan coupe la surface sui-
vant deux droites, et I’équation tangentielle d'une pareille sec-
tion est la méme que I'équation du point de rencontre de ces
deux droites, ce point étant compté deux fois.

Si  f(u,v, w, r)= 0 représente une conique, l'équation
précédente représente les deux points de rencontre du plan et
de la conique.

103. La condition ]

(ot~ vof v~ wof w ~ rof 1) — &f(uty v, w, ¥)f (w0, vo, wo, 7o) = 0
exprime que la droite intersection des deux plans P(u, », w, r) et
Po(uo, o, wo, 70) est tangente a la quadrique.

Cette relation peut se mettre sous une autre forme en fonction
des coefficients de 1'équation ponctuelle de la surface,

o(x, ¥, 5, £) = Aa? 4+ A'y? + A"32 + 2Byz + 2Bz 4 2B"xy =+ 2Cat
+ 2C'y¢t 4+ 2C"st - D2 = 0.

Nous écrirons simplement que le plan tangent & la surface en un
point commun aux deux plans contient la droite intersection de ces
deux plans.

Si @, y, 5, ¢t désignent les coordonnées d’'un point commun aux
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deux plans, on a
Xoh, 4+ Yo, +Ze% + Top = 2A(uX 4 vY + wZ +T)
—+ 21 (X 4 v0Y + woli+roT),
d’ou 'on tire, en égalant les coefficients de X, Y, Z, T,
Ao+ By + B’z 4+ Gt — 2w — Mg = 0,
B'o -+ A'y + Bz + C't — ho — Ny = 0,
B'z 4+ By -+ A"z -+ C't — Jaw — Nwo = 0,
Co+ Cy—+ C's+Dt —dr—Nrp = 0.
On a aussi les conditions
ux -+ vy + ws 41t = 0,
o —+ Vol —+wos = ot = 0.
En éliminant «, y, 3, t, A, ¥ entre ces équations, on a
A B B G % w
B A B C v w
BB A" " w wo
C ¢ ¢ D r n

w v w r 0 0

= 0.

wuy o wo 10 0 0.

Pour établir I'identité des deux conditions, multiplions les élé-

ments des quatre premiéres colonnes du déterminant respective-
1 1 1 { . .

ment par ——2——]%, AL ?f,ﬁ,, — /' et ajoutons ces produits
aux éléments de la cinquiéme colonne, aprés avoir multiplié ces
derniers par —A, A désignant le discriminant de la fonction
[, v, w, 7).

Les quatre premiers éléments de la cinquieme colonne sont alors
nuls, car on a visiblement

L Afua B+ Bl Cf)) = A,

(B'f 4+ AL - Bflo + C'f1) = v,

po| =~ 20|~ Nl

(B'fiu 4 Bf -+ A"flo— C'f7) = Aw,

% (Cfu—+ C'f%y + C'f + Dfy) = Ar.
De méme, multiplions les éléments des quatre premieéres colonnes

. 1 ., 1 ., 1, 1, .
respectivement par —2—qu, »2—]%0. “;‘Tfu'o, ?f,.o et ajoutons
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ces produits aux éléments de la sixieme colonne multipliés par
— A.

Si l'on pose
H = ufuy —+ vf vy + W[y + 7fry = wof"u ~+v0f% =+ wof 1w+ rof 7,
la relation s’écrit

A B B G 0 0
B A B 0 0
BI B A/I Gl/ 0 O
G ¢ oD 0 0 — o,
w v ow v f(u, v, w, ") j—)H
Uy Vo Wo To ;—[I f(lbo, Vo, Wo, 7‘0)
ou
A B B G i
B A’ B % f(u, V, W, 7) -2—1‘1 0
BB A —1; H £ (a0, vo, wo, 70)
C ¢ «oD 2

et en supprimant le premier déterminant, qui est égal & A3, on ob-
tient précisément la condition

(66 ly = Of vy W0 [0, = 71 )2 — &f (0, v, w, ) (U0, o, wo, 7o) = 0.
0 0 0 0 (

Corrélativement, la condition pour que les deux points (z, y, 2, t),
(24, Yoy %9, ;) soient situés sur une tangente & la quadrique, ou
encore I'équation du cdne circonscrit de sommet (g, ¥y, 3, t) peut
s’écrire indifféremment

(w(?goﬂ_y?.;/o"{-ch’zo -+ t?}o)g - 4(‘?(‘”7 Yy % t)‘?(x‘o, Yo, 30, to) =0
ou
a UV b ¢

€ X0

vod by oy

v b a" ¢ oz %
' " = 0 *

c ¢ < d t t

¢ y s t 0 0

@2y Yo Zo Lo 0 0
Cette derniére équation a été obtenue directement au numéro 90.

104. Plans tangents en tous les points d’une section plane. —
1l suffira d’écrire que le point de contact d'un plan tangent
est situé dans le plan sécant donné.
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On aura donc pour déterminer ces plans tangents les deux
équations
flu, v, w, r) =0,
uofy + vof 'y —+ Woffis + Tof T = 0
elles admettent une infinité de solutions.

Sil'on y considere u, v, w, r comme des coordonnées cou-
rantes, ces équations représentent une surface développable
qu’on appelle la développable circonscrite en tous les points de
la section plane.

Si la surface donnée est de me classe, les équations écrites
plus haut sont de degrés m et m—4, la développable cir-
conscrite est de classe m({m —1).

Dans le cas particulier ol le plan est & I'infini, la développa-
ble circonscrite correspondante est la développable asymptote ;
ses équafions sont

flu, v, w, r) =0,
fi=0.

Si la surface est de deuxiéme classe, la développable cir-
conscrite est un cone qui a pour sommet le point

(Fiags [ogr frogs [30)5
car la deuxiéme équation peut s’écrire
ufuy == 0f o, A= wfiy +rfr = 0.

On retrouve ainsi une propriété hien connue des quadri-
ques : Les plans tangents en tous les points d'une section
plane passent par un méme point ; ce point est appelé le pole
du plan ; ¢’est le sommet du céne circonscrit & la surface le
long de la section plane considérée.

Sile plan est & linfini, le coéne circonscrit est le cone
asymptote ; ses équations sont

[lu, v, w, r) =0,
L =0.
Cette seconde équation, [} =0, est I'équation du poéle

du plan de l'infini, c¢’est-a-dire I’équation du centre.
Il est utile de bien retenir le résultat qui suit : Si un plan
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(ug, Vg, Wo, 7o) est tangent & une quadrique ayant pour équation
f(u, v, w, r) =0,
I’équation du point de contact est
ufy, = vf o, = wfi, +rf, = 0.

Si le plan n’est pas tangent, cette derniere équation repré-
sente le pole du plan. Les coordonnées de ce point sont
fugs [ fiogs [ €1 sOn équation peut aussi s’écrire

Uof s~ vof s = wofis =+ roft = 0.
405. Dans le cas ou 1'équation
flu, v, w,7) =0
représente une courbe, un plan quelconque la coupe en un
nombre limité de points ; les deux équations
f(u, v, w, r) =0,
Uof u == Vof v~ Woffts = 7ofr = 0
admettent comme solutions les cordonnées de tous les plans
qui passent par les tangentes & la courbe aux points consi-
dérés ; on peut dire alors que ces deux équations représentent
un certain nombre de droites.

8i I’équation de la courbe est du deuxiéme degré, les équa-

tions
[(u, v, w, r) =0, [r=0

représentent les asymplotes de la conique.

106. Supposons maintenant que I'on ait & déterminer I'inter-
section d'un plan Po(u,, v,, w,, r,) avee une surface dévelop-
pable définie par les équations tangentielles

flu, v, w, r) = 0,
o(u, v, w, r) = 0.
Pour.qu'un plan P(u, v, w, ) soit tangent & la section plane,
il suffit que la droite intersection de P etde P, soit tangente

ala surface, autrement dit que par cette droite on puisse mener
un plan tangent & la surface. La droite touchera alors la sur-
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face au point de rencontre de cette droite et de la génératrice
de contact du plan tangent.

Un plan passant par l'intersection de P et de P, a pour
coordonnées u -+ Mﬂ, v dvy, WM, T Arg; le
plan sera tangent & la surface si 'on a

flu~duy, v-+ivy, w4+ hwy, 7y =0,
o(U =+ Mg, v+ Avy, W Mg, 7+ Arg) = 0.

En éliminant X entre ces deux équations, on aura 1’équation
cherchée.

Cette méthode a déja été exposée au numéro 88 dans le cas

particulier ol la surface développable est un céne.
Si le plan donné est le plan des 2y, on aura

Uy = Vo =19 = 0,
et on devra éliminer A entre les équations
flu, v, w-+lw, 7r)=0,
olu, v, w-+ kv, 1)=0;
cela revient & éliminer w entre les deux équations de la surface,
comme nous l'avons vu au numeéro 69.
Tout plan tangent touche la surface en tous les points dune
génératrice ; on peut donc considérer ce plan comme ayant

son point de contact dans le plan sécant donné au point de
rencontre avec la génératrice.

107.Intersection d’'une surface et d’'une droite.— Soitlasurface
flu, v, w,7) =0
et une droite A définie par l'intersection de deux plans
Pyluy, vy, wy, 1) et Po(ua, v, ws, 7).
Cherchons les plans tangent's aux points de rencontre de la
droite et de Ia surface.
Si u, v, w,r sont les coordonnées d'un de ces plans, on
aura les équations
f(u; v, w, 7) =0,
= o fs - wifly +rifs = 0,
Usf 't~ Vaf o~ Wof 1y =+ Tof b = 0,
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ces deux dernieéres étant obtenues en écrivant que le point de
contact du plan tangent est situé dans le plan P, et dans le
plan Ps.

Les trois équations précédentes déterminent les plans tan-
gents. Si la surface donnée est de classe m, les deux derniéres
équations sont de degré m—1, par suite le nombre des
solutions sera m(m —1)=2.

11 résulte de 1la qu'une droite rencontre une surface non
développable de classe m en m(m—1)® points, c¢’est-a-dire
qu'en général le degré d'une surface declasse m est  m(m —1)%.

Ce nombre peut évidemment s'abaisser si la surface pré-
sente des plans tangents multiples, car les coordonnées de ces
plans annulent [, fv, fw, [+ et par suite vérifient les trois
équations précédentes, quelles que soientles coordonnées des
plans P, et P,. Ces solutions ne doivent pas étre comptées
dans I'évaluation du nombre de plans tangents aux points
de rencontre de la surface et de la droite. '

Si la surface est de deuxieme classe, on aura deux solu-
tions.

On peut obtenir aisément dans ce cas soit I'équation tan-
gentielle de I'ensemble des points de rencontre, soit I'équation
ponctuelle de 'ensemble des plans tangents.

Nous reviendrons d’ailleurs sur ces questions dans I'étude
particuliére des quadriques.

108. Le probléeme est évidemment impossible si 'équation

donnée,
fiu, v, w, r) = 0,

représente une courbe ; les trois équations du numéro précé-
dent n’ont en général aucune solution.

109. Supposons maintenant que la surface donnée soit dé-
veloppable et admette pour équations tangentielles

flu, v, w, r) =0,

o, v, w, r) = 0.
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Pour déterminer les plans tangents aux points de rencontre
de la surface et d’'une droite 4, il suffira d’écrire que la géné-
ratrice d'un plan tangent rencontre la droite A.

Supposons la droite définie par deux de ses points,

(1, Y1, 20, b) et (22, Y2, %2, o).
La génératrice de contact d'un plan tangent (u, v, w, r) joint
les deux points (fi, 4, fi, [1) €t (04, o1, 90, ¢}). Ces quatre
points devront éire dans un méme plan, ce qui donne la con-

dition
o
Pu Qv cPLIU C?/,
Ty Y E b
Ty Yo B b
En y joignant les deux équations de la surface, on a trois
équations qui déterminent les plans tangents cherchés.
Si les deux équations de la surface sont de degrés m et n,
la troisieme est de degré (m—1)(n—1); par conséquent

le nombre des solutions est mn{m — 1)(n—1), c’est le de-
gré de la surface.

110. Normales. — Nous supposerons les axes de coordon-
nées rectangulaires.

Soient uy, vy, Wy, 7, les coordonnées d'un plan tangent & une
surface ayant pour équation tangentielle

flu, v, w, 7) =0}

la normale correspondante passera par le point de contact
(Fugs [ogs fiogs [+,) etaura pour parametres directeurs g, v, wo.

11 en résulte que ses coordonnées pliickériennes seront
Uoﬂoo _— woﬂvo

A= uy M= )
] fﬁo
wo]%0 - Uof{uo
AB = vy, m = ——m
f"‘o
Uof e — Vof 'y
My = wo, m = —

f ;'0
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avec la condition
[(to, o, Wy, 79) = 0.

On voit ainsi que «, 8, v, [, m, n sont fonctions de deux
parameétres indépendants ; il en résulte (28) que les normales
constituent une congruence.

On aura deux équations pour définir cette congruence en
éliminant wu,, v, W, 74, A entre les équations qui précédent.

Le raisonnement subsiste dans le cas ot 'équation donnée
représente une courbe.

114. Supposons maintenant que la surface soit développable
et ait pour équations tangentielles
flu, v, w, r) =0,
o(u, v, w, ) = 0;
un plan tangent (ug, vy, Wy, 7o) la touche suivant une généra-
trice ; il y aura une infinité de normales correspondantes,
dont les pieds auront pour coordonnées
ﬂto -+ ‘J'c?{‘()’ f’”o -+ e ;05 f{b‘o -+ P‘C?guoa }(‘7/0 -+ P-CP;'O,
et les coordonnées pliickériennes d'une de ces normales

seront
Oo( [ 1y = P910,) — Wol [ vy~ 19%,)

e = Uo, M= 5 9
[ =+ v,
'8 y Wo(fry = Py) — ol iy =+ ()
= \m = g 9
" fry =+ 12l
< uo(fi'o -+ P”t?go) - vO(leo -+ H?Lo)
Ay = wy, n = 7o pol ,
) P@ry

avec les conditions
f(ufh Vg, Wo, TO) = 07

o(ug, Vo, Wy, o) = 0.

Ces coordonnées de la normale sont encore fonctions de
deux parametres.

412. Exemple. — Trouver les équations de la congruence formée
par les normales & un cone de révolulion.
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Supposons que le sommet du cone soit & l'origine, que son axe
soit I'axe Oz, et désignons par 0 le demi-angle au sommet,

Pour qu’un plan soit tangent au cone, il faut qu’il passe par l'ori-
gine et qu'il fasse un angle 6 avec 1'axe des s ; les équations tangen-
tielles du cone seront donc

=0,
u? + v2—w? colg? 0 = 0.

Soient u, v, w, 0 les coordonnées d’un plan tangent; les coor-
données d’'un point de la génératrice correspondante sont e, v,
— w cotg? 0, v ; parsuiteles coordonnéesde la normale en ce point

sont
— vw/l —+ cotg? 0)

e = u, W= —— T
[t
2
W=, m = w’
}L
= w, =0,

avec les conditions
r =0,
u? 402 — w? cotg? 0 = 0.
En éliminant w, v, w, 7, A, | entre ces équations, on obtient
a? + 2 — 2 cotg? 6 = 0,
n =20,

Toutes les autres relations qu'on peut obtenir se déduisent de
celles-1a en tenant compte de la condition Ja— mp + ny = 0.

Ces relations sont faciles & interpréter géométriquement ; la pre-
miére exprime que toutes les normales sont paralléles aux géné-
ratrices du cone supplémentaire du cone donné ; la deuxiéme
exprime que toutes les normales rencontrent 'axe.

EXERCICES ET NOTES

1. Trowver le lieu des points tels que les plans tungents menés de
ces points & un cone de deuxieme classe fassent un angle donné.

Supposons que le cone ait pour sommet l'origine et soit rapporté
a ses axes ; ses équations tangentielles seront

Au? 4 Bv? + Cw? = 0, r=0.
Si @, y, 5 désignent les coordonnées d’un point du lieu, les plans
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tangents menés de ce point au cone seront déterminés en direction
par les équations »
Aw?—+ Bo? 4 Cw? = 0, (1
ux -+ vy +wzs = 0;
on devra avoir
w4 vv’ 4 ww’
VU =0 w? Ju? o w2

’

= cos 0,

u, v, w et u', v', w' désignant les solutions des équations (1).

2. Trouver Péquation générale des surfaces de deuwiéme classe
dont le contour apparent sur le plan des xy est un cercle.

Cette équation est
(wor 4+ vP 4 7)2 — R2(u? + v2) 4+ w(Au + Bv + Cw 4 Dr) = 0,
car il faut qu'en faisant w = 0 dans cette équation, on obtienne
I’équation tangentielle d'un cercle.
Si le discriminant du premier membre de l'’équation est nul,

Péquation représente les coniques qui se projettent sur le plan des
wy suivant un cercle.

3. Etant donnée une surface ou une courbe définie par son équation
tangentielle, trouver Uéquation de la figure symétrique par rapport &
un point ou par rapport & un plan.

4. Etant données les équations tangentielles d'un cylindre dont les
génératrices sont paralléles ¢ O,
fu, v, w, r) =0, u =0,
on demande de trouver Uéquation de U'ensemble des plans tangents
qu'on peut mener & ce cylindre parallélement & une direction donnée.

Soient «, y, z les coordonnées d’'un point de I'un de ces plans
tangents, et a, 8, v les parameétres directeurs de la direction donnée.
Les quatre équations i
flu, v, w, r) = 0,
w=0,
ux 4+ vy +ws +1r = 0,
wi vl 4wy = 0
doivent avoir un systéme de solutions communes; des trois der-
niéres on tire
v w0 r

—_——= =
v —b B—vy
et en portant ces valeurs dans la premiére, on a ’équation cher-

chée,
0, v —f f—vw)=0.

u =0,
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5. Trouver Uéquation tangentielle de la courbe de contact du cone
circonscrit de sommet (x, y, 5) & Vellipsoide
au? - o202 2?2 —r2 = 0,
Lin faisant ¢ =0 dans Uéquation obtenue, on doit retrouver
Vellipse
a2u? 4= b2 — 72 = (.

6. Soit I'’équation d'une quadrique
f(u, v, w, r) = au? 4 a'v? 4+ a"10? - 2bvw 4 -+ - dr? = 0;
nous allons démontrer que la relation

a UV ¢ w w w
v'od b oy Y2 oy
2 A TR P N
c ¢ " d t ty | =0 (1)
o Yy 3 4 0 0 0
wy Y 32t 0 0O O
@y Y- 55 ;00 0

exprime que le plan des trois points
Ay, Y1, 31y ), Ao, s, 39, f2)y  Agl@y, Yss 5, G)
est tangent a la quadrique.
En effet, soient «, v, w, » les coordonnées du plan de ces trois
points ; on devra avoir les conditions
uwy - vy - wsy 7ty = 0,
ULy~ VY2 w0352 4 1ty = 0,
ULy —= VYy —— W3y + 1ty = 0,
[ (u, v, w, ) = 0.
Le point de contact de ce plan a pour équation
Ufy+ Vi + Wfl, +RfL = 0,
et comme ce point est dans le plan AjA2A;, on a
UFd -+ Vb4 WFh—+ Rfp = 20(Ust + Viyi -+ Way + Re,)
—+ 2ho(Uzs 4 Vyo 4+ Waa ~+ Rta) + 224 (Uzy + Vyy + Way + Rey).
On en déduit
ate — 0" — b0~ € — A&t — hods — Aoy = 0, .
V't~ a'v + Do + ¢'r — My — haya — hgyy = 0,
b'w + bv + a"w "7 — A5 — Aesa — hg3z = 0,
U+ ¢'v - ¢"w - dr — Mty — hots — Mgty = 0,
uxy + vy + ws; 41, = 0,
ULy = VY2 4= w1t = 0,
uxs 4 vys -4 wss 4 1t3 = 0.

-
T

[5)
—
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11 est inutile d’écrire la relation
[ (u, v, w, r) = 0,
qui se déduit des précédentes.

En éliminant w, v, w, r, A1, A, A3 entre les équations (2), on a la
relation (1).

Siony considére @y, y1, 51, t4 comme coordonnées courantes, cette
relation est I'équation de I'ensemble des plans tangents menés & la
quadrique par la droite A.As.

Corrélativement, étant donnée DI'équation ponctuelle d'une qua-
drique, on pourrait obtenir sous une forme analogue la condition
pour que le point de rencontre de trois plans soit sur la quadrique.

On en déduirait I’équation tangentielle des points de rencontre
d’une droite et de cette quadrique.



CHAPITRE V

CLASSIFICATION DES QUADRIQUES

113. L’équation générale des surfaces de deuxieme classe

est

u, v, W, 1) = aud - a'v? -+ a"w? -+ 20vw —++ 20'wu —+ 20"ww
)

—+ 2cur + 2c'vr + 2c"wr + dr? = 0.

Le discriminant du premier membre est

a 0 0 ¢

bl/ a/ b CI
A= .

bl b all CI/

c ¢ ¢ d

Nous désignerons par des grandes lettres

A, AI’ [X”7

B, B, B, G, ¢, ", D les coefficients des petites lettres cor-

respondantes dans le développement de A.
On a par exemple

a b a b
A=1|b a ", B=—|V b
¢ ¢ d c
a O b
D= |V 4o b |;

¢"|... ete,
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D est le discriminant de la forme
glu, v, w) = au® + a'v? + a'w? + 2bvw -+ 20wy + 26",

On peut développer aisément le déterminant a, soit en ap-
pliquant la régle de Laplace, ce qui sera surtout commode
quand il y aura des éléments nuls, soit en écrivant

a b0 0 0 a b0 b0 ¢

bl/ a/ b 0 bl/ a/ b C/
A — -+

Z)I b all 0 b/ b al’ vl

c ¢ ¢ d c ¢ ¢ 0

Le premier des déterminants du second membre est égal
4 Dd; quant au second, sa valeur a été donnée en géométrie
plane ; si on y considere ¢, ¢/, ¢’ comme les coordonnées ho-
mogenes d'un point d'un plan, ce déterminant est égal au pre-
mier membre de I’équation ponctuelle de la conique qui aurait
pour équation tangentielle g¢(u, v, w) = 0.

On aura donc

A = Dd— (d'a" — 0¥ c® — (a'a — )¢ — (aa’ — 0")c"
—2(0'b" — ab)c'c" — 2(6"b — a'b)c"c — 2(b0" — a"b")ec
Rappelons encore que si A4 0, ['équation ponctuelle de
la quadrique est
o(z, v, 5, 1) = Ax? 4+ A'y® + A’z2 + 2Byz + 2Bz + 2B"ay
—+2Cxt + 20yt +-2C"z¢t + D2 = 0,

et l'on a
a VOV ¢ =z
0" d by
ole, y, 5, ) =— 1|0 b a ¢ z

c ¢ ¢ d t
x y z ¢ 0
114. Le discriminant de la fonction o(x, v, z, ¢) est le déter-

minant adjoint de A, nous le désignerons par A'; on a

COORDONNEES, — I 10
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A B B G
B AN B €
A =
B B A"
¢ ¢ ¢ D
Si I’on multiplie A par &', le produit s’écrit
A0 00
0 400
AN = = A% s
0 0 a0
00 0 a
d’ott
A = A°

Cette démonstration suppose A % 0; le résultat subsiste
évidemment si & est nul.

115. Entre les mineurs des déterminants A et A" il existe
des relations fort importantes, bien connues, et que nous
allons rappeler en considérant un déterminant quelconque

al ar ... a}

ay a3 ... ai
H= ,

al, a® ... ap

et son déterminant adjoint

At AT L. AR

W A A2 ... A%
1 3
AbA2 Ll A

Soit &' un mineur quelconque de degré p du déterminant H';
considérons le mineur % de degré n-—yp du déterminant H
obtenu en supprimant dans H les lignes et les colonnes de
méme rang que celles qui ont été conservées dans H' pour
former %'; nous dirons que . et I/ sont des mineurs com-
plémentaires. '
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Nous allons montrer que 'on a
I = == hHP 1,
Supposons d’abord que I'on ait
At AT LAY

o Al AR L. AL
AL AL L. A
on peut I'écrire
Al AR L0 AY AT AP
Al AR L. AY AT ArR

AL A3 ... AL AR AR
00 ... 0 1 0
0 0 ... 0 0 1

N=

0 0 ... O 0 0
Multiplions ce déterminant par H; on aura
H o ... 0 0 0

0 H .. 0 0 0

0 0o ... H 0 0

H}l/ = p-1 1 1 1 -1
aptt el L0 et ol al

-2 p——2 p—-2 p—-2 P2
af*? el L d™? ol ol

at ay co.ooap aby s
ce qui peut s’écrire
P41 Pt
HO .. O apfi ajiy
0 - 2
Hh = H 0 X ay Al
0 0 H

Ay Ay

A7

n
AP

-1
apt

ah*?

az
-1
a

s
ah+?

n
Qn

147
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Or le premier déterminant est égal & H?, le second est préci-
sément le mineur complémentaire de ’'; on aura donc

HIY = H?h,
c'est-a-dire

h' = hHP,

Supposons maintenant que le mineur A’ soit obtenu en pre-
nant p lignes et p colonnes quelconques dans le détermi-
nant H'; on pourra amener les éléments de ce mineur & occu-
per les p premieres lignes et les p premiéres colonnes.

On transformera ce mineur comme plus haut en un déter-
minant de degré n, lequel sera multiplié par le déterminant H,
ou I'on aura de’pladé d'une fagon semblable les éléments des
lignes et des colonnes, et on aura la relation

N = == hHr
en prenant le signe + ou le signe —, selon que pour amener
les éléments de h' & occuperles p premiéres lignes etles p
premiéres colonnes on a fait un nombre pair ou un nombre
impair d’échanges de deux lignes ou de deux colonnes.

116. Appliquons ce théoréme au déterminant A. Prenons
d’abord les mineurs du troisiéme degré du déterminant 4’
On aura

A B FB A B U]
B A B |=aud, B A c"l — Alg,
B B A ¢ ¢ D

B B

B A" C'| = —aA% ... etc.;

¢ ¢ D

on voit ainsi que les coefficients des éléments dans le déter-
minant &' sont proportionnels aux éléments correspondants
du déterminant A; c’est ce que nous avions déja établi au
numéro 53.

Prenons maintenant les mineurs du deuxieme degré de &'
En appliquant le théoréme qui précede, on obtient vingt et
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une relations correspondantes aux vingt et un mineurs de A’ :

NA"— B = Alad — c?), AD — C? = A(d'a” — b?),
A'A — B2 = A(d'd — ¢'?), AD — Q2 = Ald'a — b?),
AA — B2 — A(a"d . C”z), AD — ("2 — A(aa’ _ bl/2)’
BB — AB = a(bd — ¢, BD — C'C" = A(bY" — ab),
B'B — A'B = a(bd — c'c), BD — C'C = A(b'b — a'b'),
BB/ - AI/B// — A(b”d . CC,), B//D . GGI — A(bb/ . al/b//),
A/CII_ BC/ — A(ac// _ b/c)’ AC//__ B/C e A(alcl/ _ bcl),
A'C —BC = —Alde— ),  AG—BC = — Alac — b'c"),
AC' —B'C = —A(a"d — be"),  A'C' —BC' = — Afac’ — b'c),

B'C'—B'C" = A(b'e' — b'¢"),
B¢ —BC = A(0'¢" — be),
BC—B'C = A(be — b'c’).

117. Pour établir la nature de la quadrique représentée par
I’équation générale écrite plus haut, nous décomposerons le
premier membre de I’équation en carrés, et nous changerons
les axes de coordonnées en nous servant des formules de
transformation (1) établies au numéro 50.

Nous rappellerons que le carré de la distance d’'un point
(2, v, z) a l'origine est
Yz, vy, 2)=a’+1y>+22+2yz cos y0z+-2zx cos z0x+-2xy cos 20y,

et que par suite les coordonnées du point directeur d'une
direction joignant I’origine & un point (=, 8, v) sont

o p Y

3 e ——— Y

W=, 8, 7) Vi(=, B, 1) V(= 8, 7)

118. Premier cas. d =~ 0.
La quadrique n’est pas tangente au plan de Pinfini.
On peut écrire

Uy U, W, T) = dr + cu =+ ¢'v 4 c"w)? + o(u, v, W),
’ T )

& =~
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®(u, v, w) étant une fonction du deuxiéme degré par rapport
au, v, w.

1o Supposons A £ 0.

f(u, v, w, r) doit étre décomposé en une somme de quatre
carrés indépendants ; il en résulte que ¢(u, v, w) sera égal a
une somme de trois carrés. On pourra écrire

flu, v, w, r) = (dr 4+ cu + ¢'v + c'w) + heuw + B + yw)?
+ I(d'u~ 8o+ yw) + h'(e"u + v + y"w)?,
aucun des nombres h, &', A" n’étant nul.
Faisons alors la transformation de coordonnées indiquée
par les formules suivantes :
au —+ Bo 4 yw

—

\/ ll/( By v
. du—+ B'v + yw
R CHN
L duA B”v—}—yw
AEED
7= % (dr —4 cu—+ c'v + c'w);
cette transformation consiste & prendre pour origine le point

! U
. . L c ¢
qui a pour coordonnées cartésiennes 7 T d et pour

directions d’axes les directions qui ont pour parametres direc-

teurs ((X, @7 Y)’ ( pl? I/ et '”1 p” Y”)
L’équation de la quadrique devient
dr’® - hm*u 4= 'm0”? -+ h'm"w”? = 0,
en posant m? = Y(a, 8,y), m* =Y, §,¢) ... etc.
L’équation ponctuelle correspondante sera (54)
x/z ylz ZIQ 1
hm? + hm'? i - d
et cette équation représente une quadrique a centre, un el-
lipsoide ou un hyperbolmde rapporté a trois diametres con-
jugués.
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La nature de la quadrique sera nettement- indiquée par les
signes des nombres h, I/, 1" et d.

20 Supposons A =0, el un mineur du premier ordre
différent de zéro.

Dans ce cas f(u, v, w, r) est décomposable en une somme
de trois carrés indépendants ; il en résulte que ¢(u, v, w) sera
égal 3 une somme de deux carrés; on aura alors

1
[lu, v, w, 7) = v (dr = cu + v + ¢'w)? + h{eu + Bv + yw)?
—+ W(du + B 4 yw)?.
On fera la méme transformation que celle indiquée plus
q 1 P
haut, & cette différence prés que o', ¢, v' pourront étre arbi-

trairement choisis.
L’équation de la surface devient

dr'? 4 hmPu'? + Mm% = 0.

On reconnait 1'équation d'une courbe située dans le plan
des 2'y', et dont les équations ponctuelles sont

w oyt A
T +_c[ =0
7 = 0.

Cette courbe est une ellipse ou une hyperbole.

3° Supposons A = 0, tous les mineurs du premier ordre
nuls, et un mineur du deuxiéme ordre différent de zéro.

Dans ce cas, o(u, v, w) sera carré parfait, flu, v, w, r) se
décomposera en un produit de deux facteurs ; il en résulte que
I’équation représente un ensemble de deux points situés tous
deux & distance finie.

4 Si A=0 et sitouslesmineurs dupremier et dusecond
ordre sont nuls, f(u, v, w, ) est carré parfait et 1'équation
donnée représente un point double a distance finie.

119. Deuxiéme cas. d = 0.

La quadrique est tangente au plan de Uinfini.

Nous supposerons d’abord que les trois nombres ¢, ¢ et ¢’
ne sont pas nuls en méme temps.
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Ona
[y, v, w, 1) = g(u, v, w) + 2r{cu + c'v -+ c"w),

en posant
g(u, v, w) = au? + a'v? + a'w* 4 2bvw —+ 20wu + 20"uv.

Si ¢7#0, on peut diviser g(u, v, w) par cu -+ v+ c'w
en ordonnant par rapport & u; on obtiendra une identité de la
forme

g(u, v, w) = (cu + v+ "w)(eu + Bo + yw) -+ o(v, w),

ofv, w) étant une fonction homogéne du deuxiéme degré ne
renfermant plus que v et w.
On aura alors

flu, v, w, 7) = (cu~ v+ c"w)(au + Bv -+ yw + 2r) + o(v, w).

1o Supposons A £ 0.

flu, v, w, r) doit étre décomposé en une somme de quatre
carrés ; le premier produit donnant deux carrés, le terme sui-
vant o(v, w) sera décomposable en une somme de deux carrés,
et on pourra écrire '
[lu, v, w, ) = (cu —+ v+ c"w)(2u + Bv + yw -+ 2r)

—+ h(pv + qw)? - K (pv + q'w)?.

Faisons la transformation de coordonnées indiquée par les

formules suivantes :

o ocu—cv+cw
U = —F/————
\/d{(C, C/, C”)

o Poqw

T

V40, p, q)
. PoAqw

) = e
Vo0, p', 7))
T =+ Bo —+yw + 2
= 5 ;

P

I'équation devient

hm2v'® - W'm2w'? ++ 2ku's’ = 0,
en posant
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m? = Y0, p, q), m?*=Y0,p,q) et k= ic, ).
L’équation ponctuelle correspondante est
y’? z'? 2/
i —— 4 — =0,
hm?® ~ m® R
Elle représente un paraboloide elliptique ou hyperbolique
selon que % et &/ sont de méme signe ou de signes contraires.
L’axe est parallele a O'z'.
2° Supposons A =0, etun mineur du premier ordre dif-
férent de zéro.
o(v, w) est alors carré parfait, et 1'on a

[, vy w, 7) = (cu-t+cvo-+ "w)(2u—Lo—4-yw -+ 2r)—+ h( po—+ qw)*.
On fera la méme transformation que plus haut, en choisis-

sant p' et ¢’ arbitrairement ; on obtiendra I'équation

0.

Cette équation représente une conique dans le plan des z'y';
ses équations ponctuelles sont

hm?v'? 4= 2ku'v’ =

y/2 C—)‘wl

._I... —
hm? k
7 =0;

c¢’est une parabole dont l'axe est paralléle & O'z'.

=0,

3° Supposons A =0, tous les mineurs du premier ordre
nuls et un mineur du deuxiéme ordre différent de zéro.

o(v, w) estidentiquement nul, et I'équation représente deux
points dont I'un est a I'infini.

On ne peut supposer ici que tous les mineurs du deuxiéme
ordre soient nuls, car alors f(u, v, w, ) serait carré parfait,
ce qui est impossible.

120. Troisieme cas. ¢=¢ =c¢' =d =0.
L’équation se réduit &
glu, v, w) = au® + a'v? -+ a'w? + 2bvw + 20"wu - 20"uw = 0,

Le discriminant du premier membre est
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w Vv
D=|v a b |
bl ,} al/

1o D £0.

L’équation représente une conique & I'infini ; en adjoignant
a son équation une équation linéaire représentant un point,
on obtient les équations tangentielles d’un véritable cone,
ayant son sommet au point choisi.

2° D=0 etun mineur du premier membre différent de
zéro.

g(u, v, w) est décomposable en une somme de deux carrés,
et par suite en un produit de deux facteurs.

L’équation représente deux points distinets, tous deux &
linfini.

3> D=0 et tous les mineurs du premier ordre nuls.

g(u, v, w) est carré parfait. :

L’équation représente alors un point double & I'infini.

124. On peut remarquer que dans le cas ou I'équation re-
présente une quadrique ou une conique & centre, ou deux
points a distance finie, le centre de la figure a pour coordon-
nées homogenes ¢, ¢, ¢’, d.

Dans le cas du paraboloide ou de la parabole, les para-
metres directeurs de I'axe sont ¢, ¢/, ¢'.

Ces résultats seront établis d'une autre maniére dans le
chapitre suivant.

122. On peut résumer toute cette discussion de la maniére
suivante.

A £, d 7 0 ellipsoide ou hyperboloide.
véritable quadrique d = 0 paraboloide.
A=10, d 7 ¢ ellipse ou hyperbole.

unmineurduier ordrez=0
fet G d = 0 parabole.

véritable conique d=rc¢=¢ =1¢" =0 conique a l'infini.
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A =0, d 7 0 deux points a distance finie.

tous les mineurs

du 1er ordre nuls,
un mineur du 2¢ ordre 250

deux points distincts |\ d =c¢=¢ = ¢" =0 deux points a l'infini,

d = 0 deux points dont I'un a I'infini.

A =0, d # 0 point double & distance finie.
tous les mineurs
du 2¢ ordre nuls

un point double d = 0 point double a I'infini.

Mais, dans la pratique, il est inutile d’avoir recours & ce
tableau, il suffit de faire la décomposition en carrés comme il
a été indiqué plus haut.

123. Exemples.
1° Reconnaitre la nature de la surface
22 — 302 4= w? 4 2w — 2w — 2uv — 2ur + bwr + 12 = 0.
Comme le coefficient de »? est différent de zéro, je place dans un
premier carré lous les termes renfermant r; I’équation peut
s'écrire
(r — 2 =+ 2w)2 — (16 — 2u0)2 -4 2u% — v+ w2 + 20w — 2w — 2uv =0

ou
(r — 1 =4 2w)2 4 u? — 2uv + 2uw — 3Iv? — Jw? + 20w = 0.

On a ensuite
(rr — 16 = 210)2 4 (16 — v 4 W) — (v — w)2 — 2 — 3w? 4 2w = 0,
(1 — w4 2w0)2 4 (16 — v~ w)2 — 4v? - bvw — bw? = 0
ou enfin
(r — w4 2w)2 4+ (u — v 4 w)? — (20 — )2 — Jw? = 0.
On reconnait alors que cette équation représente un hyperboloide

a une nappe.
Le centre a pour coordonnées — 1, 0, 2, et on a en évidence

trois directions conjuguées.
20 Reconnaitre la nature de la surface
2u2 — 4v? — Bw? — ww — uv + ur +ovr —wr = 0.

Comme il n’y a pas de terme en #2, je divise 'ensemble des termes
du deuxi¢me degré en u, v, w par w-+v-—1w, en ordonnant par
rapport & w; on obtient immédiatement

2u2 — w(w—v) — 42— Bw? = (21 —3v 4 w)(u 4+ v — w) — (v-2w)2,
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et I’équation s’écrit
(2u — 30 4w + r)u—+v —w) — (v + 2w)? = 0.

Faisons la transformation de coordonnées suivante :

, u—4v—w S
v =— m = {1, 1, — 1),
v o= T2 m' = V0, T, 2),

m

7 = 2 — 3v 4w + 7.
L'équation devient
mu'r — m'%'? = 0;

elle représente une parabole dans le plan des «'y'.

124. Exercice. — On donne deux sphéres S et S et un point A.
On méne une sphére quelconque X ayant son centre sur S' et passant
par le point A; on demande l'enveloppe du plan radical des deux
sphéres S et X. Cette enveloppe est une quadiique dont on discutera
la nature.

Soient

x2+y2+32_R2 o 0’
(—dP+y2+3:2—R2=0
les équations des sphéres S et §', et «, &, v les coordonnées du
point A.
Si
wuL vy -+ ws +1r =0
désigne I’équation du plan radical de la sphére S et de la sphére 3,
cetle derniére aura une équation de la forme

@+ y? 4 32 — R? — Muw -+ vy + wz +71) = 0.
Ecrivons qu’elle passe par le point A, et que son centre est sur la
sphére S'; on aura les deux équations
o 402 +y2 — R2 — Muz + 0P +wy—4-7) = 0,
(hs — 2d)2 + W22 4 22w — 4R'2 = 0.
En éliminant ) entre ces deux équations, on aura I'équation tan-

gentielle de 'enveloppe demandée.
Posons, pour simplifier ’écriture,
a4y —R2=H, w03 4wy +r = P

on obtient
(42 + 2 4 ?)H? — 4dullP + 4P%(d2— R'2) = 0.
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Premier cas. d?—R'2 £ 0.
L’équation peut s’écrire
hduHP (0?4 0?2 4-w?)H?

Ll ey o e Py v Bl
ou
dHu 2 d*H2u? (u? + v w)H2
<2P a2 _R'2> - (@@ —R'*? -+ a2 — R’ =90
ou enfin

(‘)P __dHu \?  «?H?R™ (v? +w)H2 0
= a2 — R”? (d> —R'2e2 a2 —R2 —
L’enveloppe est alors une quadrique a centre, dont les axes sont
paralleles aux axes de coordonnées.
Le centre a pour équation

dHu
P—m—g =0
a1 . an -
c’est-a-dire pour coordonnées a—m, B, v. Si on trans-

porte l'origine au centre, 'équation devient
u?H2R"2 (v2 w2l 0
(d? — R'2)? d?—R2 T
Si d?> —R'? <0, la surface est un ellipsoide réel. Si d>—R"?> 0,
la surface est un hyperboloide & deux nappes.

b —

Deuwiéme cas. d?—R'2 = 0.
L’équation de l'enveloppe s’écrit

(u2+ v+ w)ll — 4duP = 0

ou encore

(22 4 w)H — 4du <ua 4 0P+ wy - r— %g-) = 0.
Sous cette forme on reconnait I’équation d'un paraboloide ellip-
tique.

En résumé :
d*— R’? < 0, Ellipsoide réel.
a> —R’? = 0, Paraboloide elliptique.
d?— R"? > 0, Hyperboloide & deux nappes.
Nous avons supposé dans tout ce qui précéde que H était différent
de zéro. ’
Si H = 0, l'enveloppe se réduit au point A, ce qui est évident
a priori.

125. Cas ou I'équation représente une conique. — Suppo-
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sons que le déterminant A soit nul, et qu'un mineur du pre-
mier ordre soit différent de zéro.
Appliquons la méthode générale pour déterminer les équa-
tions ponctuelles correspondantes.
On doit éliminer w, v, w, r, » enire les équations
av b 4= bw - cr —rx = 0, |
O"u + a'v -+ bw —+c'r — 2y = 0,
bu -+ bv 4+ a"w 4+ ¢'r— 2z =0, (1)
cu 4 c¢v—+c'w—4dr—x = 0,

ux —+ vy —+ ws -l = 0.

Multiplions les quatre premiéres équations respectivement
par les coeflicients des éléments de la premiére colonne de A;
on obtient, en remarquant que » n’est pas nul,

Az +B'y +Bz+ Gt =0;
on a de méme
Bz + Ay 4Bz + Ct = 0,
Bx—+ By + A"z + C't = 0,
Cx+ Cy+ Cz+Dt = 0.

Ces quatre équalions représentent le plan de la conique ;
elles ont donc leurs coefficients proportionnels ; il en résulte
que tous les mineurs du second ordre du déterminant
adjoint 4’ sont nuls, par suite la forme adjointe o(x, v, z, ?)
est carré parfait, et sa racine égalée & zéro donne 1'équation
du plan de la conique.

On voit également que les coordonnées du plan de la co-
nique constituent I'unique systéme de solutions des équations

LA A [A— [ —
fu*—'Oa v — Yy w — Yy fr«-

On peut d’ailleurs déterminer ponctucllement celte conique
en joignant & l'équation de son plan D'équation ponctuelle
d'une quadrique qui la contient.

Supposons en effet que le mineur
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a oo
D= |V d b
[ b a’

soit différent de zéro.
Résolvons les trois premieres équations du systeme (1) par

rapport & u, v, w et remplacons dans les deux dernieres; on

obtient les équations

a OV cr—lx

0" d b cr—y

.| =0
o b d r—iz
c ¢ " dr—N
a O bV cor—ix
O d b r—y
= 0.

¥ b d c'r-—iz

x y z 1t

On peut les écrire
— NCx + C'y + C"z +Dt) = 0,

a OV «x

voa by

7(Cx -+ C'y 4 C'z + D) — X ¥ b =0,
b a" =z
‘ x ‘y z 0

ou hien
Cz + Cy + G’z + Dt = 0,

a UV x ‘
Voa b

J =0,
b b ad oz
x y z 0

La premiére équation représente un plan, la deuxiéme re-
présente un cdHne ayant pour sommet 1'origine.

La conique est a I'intersection du plan et du cone.

Remarquons d’ailleurs que ce cone a pour équations tangen-
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tielles (71)
au? 4+ a'v® + a"w? 4+ 20vw + 20'wu —+ 20"uv = 0,
r=20;
Les plans tangents 4 ce cone sont les plans passant par
lorigine et dont les coordonnées vérifient I'équation donnée
f(u, v, w, r) = 0.

126. Cas ou Péquation représente deux points distincts., —
Pour qu’il en soit ainsi, il faut que A soit nul ainsi que tous
les mineurs du premier ordre.

On a alors
f(u, v, w, r) = PP,
P = wa—vB + wy + 73, P = ud 4+ vf +wy' + 8.
On en déduit
[ = aP' + aP,
[y = BP —+ B'P,
fuw =P+ 7P,
[r =P +¥P.

Il en résulte que les équations
[o=0,  [i=0,  [fi=0,  fi=0
ont une infinité de systemes de solutions, qui sont les coor-
données des plans passant par les deux points.
On peut déterminer ces deux points en éliminant wu, v, w,
r, & entre les équations (1) du numéro précédent.
Supposons pour cela que le mineur
a bll
bl/ a/
soit différent de zéro; on peut résoudre les deux premieres
équations par rapport & u et v, et en remplacant dans les
{rois autres, on obtient
] a U x
l bl/ al y — 0,
b oz
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a O x
v oad oy | =0,
c ¢
a U x
ooa oy | =0.
z y 0

Ces trois équations déterminent les coordonnées des deux
points.

127. Enfin dans le cas ou l'équation représente un point
double, f(u, v, w, r) est carré parfait, les dérivées partielles
sont proportionnelles, et chacune d’elles égalée & zéro est
I'équation du point double. '

128. Application. — Considérons I'équation
Fluw, v, w, ) = (ufuy 4 vf vy~ w[1s, + rf;,o)Q
— &f (u, v, w, r)f(uo, vo, wo, 7o) = 0, (1)
qui représente U'intersection de la surface
[, v, w, ) = au 4 a'v?+ --. =0 (2)
et du plan (wo, vo, wo, 70).

Nous nous proposons de démontrer analytiquement que si 'équa-
tion (2) représente une véritable quadrique, Péquation (1) repré-
sente une conique; siI’équation (2) représente une conique, (1)
représente deux points distincts ; si (2) représente deux points dis-
tincls, (1) représente un point double; enfin si (2) représente un
point double, le premier membre de I'équation (1) est identique-
ment nul.

Nous excluons, bien entendu, le cas ot f(uo, wo, wo, 7o) est nul,
car dans ce cas le plan est tangent, et I'équation (1) représente un
point double qui est le point de contact.

On a

1 5 ) , /

3 Fu = fu(ufug =+ 0 vg = W[t + 7[7) — 2Fuf (40, w0, wo, 70),
1 , .
5 Iy = Fhog(ufug =+ 0f vy = w[loy 4 7o) — 2f 4 (200, vo, wo, 7o),
1

E‘ o = f’LYUo(uf;to -+ 77]0{‘0 -+ 'wleoo -+ Vf%) bl gﬂvf(uo, Vo, Wo, 7”0),

COORDONNEES. — I 11
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/'l I} ’ ! !
0 I = f;,o(uﬂ,o -+ ’l)fvo -+ wﬁvo -+ qu-o) — 2f»f (1o, vo, Wo, 1‘0).

Si on égale ces quantités & zéro, on a des équations qui sont
équivalentes aux suivantes :

fu _fv __ [o f¢:_4
f%to fq,o fwo f/o
ou
fu—+ )\f’uo = 0, [+ )\f{,o =0, fio )‘ﬁ”o =0, v+ )‘f;‘() =0
ou encore
(v =+ huwo, ©—4Ivo, w—hwo, ¥ 4 Ar 0,
0|
3
3 ®
0.

0) =
ol ... o)
frol .. .. s )
o )
Cela revient a dire que w-Juo, ©v—2Avo, w4 hwe, 7 - Aro
sont les coordonnées d'un plan tangent double de la surface (2).
10 Supposons que I’équation (2) représente une véritable qua-
drique. '
Les dérivées partielles f%, /b, etc. ne peuvent étre nulles que
pour des valeurs toutes nulles de u, v, w, r.
Les équations (3) ne seront vérifibes que pour

Il

u —+ hg = 0, v + Avg = 0, w - hwy = 0, r—+ Ao =0,

I n’y a done que les valeurs —hwo, — vy, —dwg, — A1y
qui annulent Fy, I, I, Fl; on en conclut que I’équation (1)
représente une conique située dans le plan (uo, vo, wo, o).

20 Supposons que l’équation (2) représente une conique située
dans un plan Piy(uy, vy, 1wy, 7).

Les dérivées fu, [v, etc. ne s'annulent que pour des valeurs de
u, v, etc. proportionnelles & uy, vy, efc.

1l en résulte que les solutions du systéme (3) sont
U Mo = pley, V- Mo == poy, W0 - dwe = paoy, ¥ g = pry

ou

w = — hug —+ Py,
V= — AV = Py,
W == — Jwo —+ Py,
"= — Arg = pry.

Nous avons la les coordonnées des plans qui passent par U'inter-
section des deux plans Po et P,.
Ces quantités annulant les dérivées [, [, etc., on en conclut
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que D'équation (1) représente deux points situés sur l’intersection
des plans Pg et Py.

30 Si I'équation (2) représente deux points distinets situés sur une
droite intersection de deux plans Pi(uy, v, wy, 1) et Pa(u,, va, w2, r3),
les dérivées [, [+, etc. s’annuleront pour les valeurs

U = Py~ VUa,
vV = MUy - Y0y,
on en conclut que les solutions du systéme (3) seront
U+ Mg = pty v,

v~ Aoy = Py -+ o2,

ou
U = — Mg - [ty -+ Vg,
v = — Mg~ pvg vy,
W = — g — pw; -+ vy,

P = — )J‘U —+ lJ,?”l =1y
il en résulte que I'équation (1) représente un point double qui est &
Pintersection des trois plans Po, Py, Pa:
40 Enfin, il est aisé de vérifier que si f(u«, v, w, #) est carré par-
fait, F(u, v, w, r) est identiquement nul.

129. Plans tangents menés par Porigine. — On aura les coor-
données des plans tangents menés & une quadrique par 1'ori-
gine en résolvant les deux équations

[lu, v, w,r) =0,

r =0,
ou
alu, v, W = au? -+ a'v? + a"w? -+ 2bvw + 2'wu 4+ 20"uv = 0
J v Yy h ]
r = 0.

1° Supposons que le discriminant de ¢(u, v, w) ne soit pas
nul. Dans ce cas les plans tangents forment un cone, c'est le
cone circonscrit b la surface ayant pour sommet l'origine.
Suivant la réalité du cone et la nature de la surface, on peut
déduire la position de 'origine par rapport a la surface.

Si I'équation représente une conique, c’est le cone s’ap-
puyant sur cette conique et ayant pour sommet 'origine.
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L’équation ne peut dans ce cas représenter deux points.

2° Supposons que le discriminant de g(u, v, w) soit nul,
cest-a-dire que ¢{u, v, w) soit décomposable en un produit
de deux facteurs,

g(u, v, w) = (uz+ v8 + wy)(us + vf + wy).

Soient D et D' les deux droites qui passent par 'origine et
qui ont pour parameétres directeurs (=, @, ) et (', &, 7).

On voit alors que la condition nécessaire et suffisante pour
qu'un plan passant par l'origine soit tangent est qu’il contienne
I'une des droites D ou D'.

Dés lors, si la surface est une véritable quadrique, I'origine
est sur la surface, et les droites D et D' sont les génératrices
qui passent en ce point. Si ces droites sont réelles, la surface
est réglée (hyperboloide & une nappe, ou paraboloide hyper-
bolique) ; si les droites sont imaginaires, la surface est un
ellipsoide, un hyperboloide & deux nappes, ou un paraboloide
elliptique.

Si’équation représente une conique, I'origine sera dans le
plan de cette conique, et les droites D et D’ seront les tangentes
menées & la conique par 'origine.

Enfin I'équation peut représenter deux points distincts, les
droites D et D' passent par ces points.

30 Supposons que ¢(u, v, w) soil carré parfait,

g(u, v, w) = (uz 4 VP 4 wy)?,
et désignons par D la droite qui passe par l'origine et qui a
pour parameétres directeurs (=, p, v).

La condition nécessaire et suffisante pour quun plan soit
tangent est qu’il contienne la droite D.

Dans ce cas, ’équation ne peut représenter une véritable
quadricque.

Si elle représente une conique, l'origine est sur la conique,
et la droite D est la tangente & la conique en ce point.

Si I'équation représente deux points, I'origine doit étre sur
la droite qui joint ces deux points, et la droite D coincide
avec cette droite. ‘
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Enfin, si I’équation représente un point double, la droite D
joint l'origine au point double.

On voit ainsi, qu'étant donnée 'équation d’une surface de
deuxieme classe, on peut avoir certains renseignements sur
la nature de la surface représentée en examinant la fonction

glu, v, w).

130. Pour avoir I'équation générale des quadriques contenant
deux droites qui se coupent, on transportera 'origine des coordon-
nées au point de rencontre, puis en désignant par «, 8, v et o, £, v’
les parametres directeurs des deux droiles, on aura pour 1’équation
générale
(va - B + wy)(ua’ 4 vp" —+ wy') 4 2cur 4 2c"vr + 2¢"wr 4 dr? = 0.

Ainsi '"équation générale des quadriques contenant Oz et Oy est

20" uv + 2cur — 2¢vr - 2¢"wr - dr? = 0.

L’équation générale des quadriques tangentes au plan des ay a

l'origine est

au? 4 a'v? + 20"uv + 2cur + 2¢'vr 4 2¢"wr ++ dr2 = 0
en effet la fonction g(w, v, w) doit étre décomposable en un produit
de facteurs qui, égalés séparément & zéro, représentent des points
a l'infini dans le plan des xy.

Si le trinome
au® —+ a'v? 4 20"uv

a ses racines réelles, la surface est réglée; sinon elle n’a pas de
génératrices réelles.

131. Condition pour que V'équation tangentielle générale du
deuxiéme degré représente une spheére.

Nous nous bornerons & examiner le cas ol les axes de coor-
données sont rectangulaires.

L’équation tangentielle d'une sphére de centre (z, 8, ) et
de rayon R s’obtient en écrivant que la distance du centre a
un plan tangent est égale au rayon.

On a ainsi

(uz + 0B + wy 4 r)? — R¥(u? + v 4+ w?) = 0,

Pour que I'équation générale du deuxi¢me degré

flu, v, w, r) = aw® +av? 4+ a"w? + - =0 1)
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représente une sphere, il faut que ces deux équations aient
leurs coefficients proportionnels, c’est-a-dire qu’on ait 1'iden-
tité

\2
fu, v, w,7) =S [u2 —+ 0?4 w?— (ua+ vB;{i—waﬂ—?) ]»
S désignant un nombre différent de zéro.
On peut encore écrire
S
flu, v, w, 7) — S(u2 + v+ w?) = — e (ux =+ 0B 4wy —7)2.

On en conclut que la condition nécessaire et suffisante
pour que I'équation (1) représente une sphére est que I'ex-
pression

[(u, v, w, 1) — S(u* 4 v* 4 w?)

soit le carré d'une fonction linéaire de u, v, w, 7.

Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que tous les mi-
neurs du deuxiéme ordre du discriminant de cette forme
soient nuls pour une méme valeur de S. Mais on sait que ces
conditions rentrent les unes dans les autres; pour obtenir le
nombre de conditions strictement indispensables, nous re-
marquerons que le coefficient de 7%, d, est différent de zéro,
et nous ordonnerons la forme par rapport a »; on a
dr? =4 2r(cu + v + "w) + (a — S)u? + (a' — S)? 4 (a” — Shw?

-+ 2bvw + 20'wu -+ 26"uv .
En écrivant que celte fonction est carré parfait, quelles que
soient les valeurs de wu, v, w, on ohtient
(cu—c'v4c'w)?
—d[(a—S)ur+-(a' — S)vi+(a'—S)w+2bvw—4-2bwu-+25"uv]=0,

ce qui donne
¢ —d(a—9)

¢?—da —8)
" —d(a" —8)
e’ — bd =0,
c'c—bd =0,
cc' —U'd = 0.

I

I

0,
0,
0,

|
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En éliminant S, on a les cing conditions suivantes :

] 13 2
ad —c? = d'd— ¢? = a'd— "* £ 0,

c'c"—bd = 0,
c'c—0d =0,
cc' —0'd = 0.

Supposons ces conditions remplies ; il est aisé d’obtenir le
centre et le rayon de la spheére.

En effet, on doit avoir

S
flu, v, w, r)— S(u? -0t 4 wH = — T (ua 0B -+ wy +7)?,
a, B, vy désignant les coordonnées du centre et R le rayon.
Or on a, puisque le trinome précédent est carré parfait,

; 4 " 2
f(u, v, w, r) — S(u? 4+ v? + w?) = d(r —+ fl— U+ % ) —I—»C—w>

d
On en conclut
c ¢ ¢’
=g bPEg rE
S ad — c?
2 = = .
R = d d?

432. Il est aisé de voir que les conditions ohtenues sonf
équivalentes aux conditions

A=AN=A"£0,
B =0, B' =0, B"= 0,
que donne la géométrie ponctuelle.

Si l’on se reporle en effet aux formules du numéro 116, on
voit que les conditions trouvées sont équivalentes aux con-
ditions

AN —B* = A'A— B2 = AN —B"” £ 0,
BB"—AB = 0, BB—AB =0, BB'— A'B" = 0.
Supposons qu'aucun des trois nombres B, B, B" ne soit
nul; on pourra tirer des trois derniéres égalités les valeurs
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de A, A, A" et en portant dans les premieres, on verra que
A'A" — B? est nul, ce qui est impossible.

On doit donc admettre par exemple que B =0; on en
conclut BB"=0, ce qui donne B'=0 ou B'=0.
Supposons B’ = 0; la derniére équation donne

A"B" = 0.

On ne peut avoir A’ =0, sans quoi A'A"— B® serait

nul ; done ona B’ =0, eton en conclut
A=A =A"#0,
B =0, B =0, B =

133. Intersection d’'une quadrique et du plan de Vinfini. —
Etant donnée 1'équation tangentielle d'une quadrique,

flu, v, w, r) =0,
les plans tangents dont les points de contact sont & l'infini
sont déterminés par les deux équations
f(u, v, w, r) =0,
[h=0.
En éliminant » entre ces deux équations, on aura I'équation

tangentielle de la section de la surface par le plan de l'infini.
On obtient sans difficulté

d(aw?+a"v?-+a"w+-2bvw-+20'wu—+26"uv)—(cu—c'v-+c'w)? = 0.
On peut encore obtenir cette équation en partant de 'équa-
tion de 'intersection d'une quadrique et d'un plan (ug, vy, wo, ry)
(Uof s~ Voff o= Wof o+ Tof 1) — 4f (2, vy w, v)f(to, Vo, Wy, 7o) = 0
et'en y faisant u; = vy = wy, = 0.
L’équation de la conique de I'infini peut s’écrire
(ad — 2 + (d'd — ¢*)o? + (a"d — "*)w? + 2(bd — c'c"yow
—+2(b'd — c"clwu + 2(0"d — ccyuv = 0.
Le discriminant du premier membre est égal & d?A, A dé-
signant comme plus haut le discriminant de f(u, v, w, 7).
11 en résulte que cette équation ne représente une véritable



CLASSIFICATION DES QUADRIQUES 169

conique que si la surface est un ellipsoide ou un hyperboloide.
Dans le cas du paraboloide, elle représente un point double,
(cu ~+ v+ c'w)2 = 0;
c’est le point de rencontre des deux génératrices de la surface
qui se frouvent dans le plan de I'infini.

8i I'équation donnée représente une conique, cette courbe
rencontre le plan de l'infini en deux points distinects, si c’est
une ellipse ou une hyperhole, et en un point double, si
¢’est une parabole.

Enfin si 'équation représente deux points distincts, la co-
nique de 'infini se réduit & un point double.

Tous ces résultats, évidents a priori, s'obtiennent analyti-
quement en remarquant que les mineurs du premier ordre du
discriminant de la fonction
(ad — ¢+ (a'd — ¢*)? + (a'd — " )w? 4 2(bd — c'¢"jow

+2(b'd — c"chwu + 2(0"d — cc'yuv
sont proportionnels & A, A', A’, B, B/, B'.
On a, par exemple,
(a'd — ) a'd — ") — (bd — c'c")? = dA,
(b'd — c"e)(b'd —cc') — (ad — ¢*)(bd — ¢'¢") = dB,

Cela nous montre aussi que les équations ponctuelles de

cette conique sont
Axz?—+ Aly? + A"z2 ++ 2Byz + 2B + 2B'xy = 0,
t =0.

434. Cevcle de Yinfini. — Il résulte de ce qu'on a vu dansles
numéros précédents que la condition nécessaire et suffisante
pour que I'équation

flu, v, w, ) =0
représente une spheére est que l'intersection de cette surface
par le plan de l'infini ait pour équation tangentielle

u? 024w =0,
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ou pour équations ponctuelles
2!y + 32 =0,
t =0,
en supposant toujours les axes de coordonnées rectangulaires.

Cette conique est appelée le cercle de U'infini, et 1'on peut dire
que la condition nécessaire et suffisante pour qu'une quadrique
soit une sphére est qu’elle contienne le cercle de I'infini.

Un cone quelconque ayant pour directrice le cercle de I'in-
fini est appelé cdne isolrope ; on peutl aussi l'envisager comme
une sphere de rayon nul.

Ainsi le cone isotrope qui a pour sommet le point (=, 8, v) a
pour équation

(@

P (g — B - (=12 = 0.
Un plan quelcongque rencontre le cercle de l'infini en deux
points qui sont les points cycliques de ce plan.

135. Le cercle de l'infini joue, en géométrie de I’espace, un
role tres important, comme les points cycliques en géométrie
plane.

TugoriME I. — La condition nécessaire et suffisante pour que
deux droites soient perpendiculairves” est que leurs traces sur le
plan de Uinfini soient conjugudées par rapport au cercle de U'infini.

Soient deux droites ayant pour paramétres directeurs («, 8, v)

et («, §, ). La condition

wil B+ =0
exprime a la fois que ces droites sont perpendiculaires et que
des paralleles passant par 'origine sont conjuguées par rapport
au cone isotrope

24yt =0,
dans ce cas, leurs traces sur un plan quelconque sont con-
juguées par rapport a la conique section du céne par ce plan,
et en particulier leurs traces sur le plan de l'infini sont con-
juguées par rapport au cercle de I'infini.

TugoriMe II. — La condition nécessaire et suffisante pour que



CLASSIFICATION DES QUADRIQUES 171

deux plans soient perpendiculaires est que leurs traces sur le plan
de Uinfini soient conjugudes par rapport au cercle de linfini.

Démonstration analogue.

TotoriME III. — La condition nécessaire et sujfisante pour
qu'une droile soit perpendiculaire ¢ un plan est que la trace de
la droite sur le plan de Uinfint ait pour polaire par rapport au
cercle de Uinfini la trace du plan sur le plan de Uinfini.

Pour qu'une droite («, 8, y) soit perpendiculaire & un plan

Az +By +Cz =0,
il faut qu’on ait
A B G

Or ces conditions expriment que la droite est conjuguée du
plan par rapport au cone isotrope qui a pour sommet I'ori-
gine.

Ces théoremes sont des cas particuliers de théorémes plus
généraux concernant les angles de droites et de plans (voir, &
la fin du chapitre, Note n° 16).

136. Conditions pour que l'équation tangentielle géné‘rale du
deuxieme degré représente une hyperbole équilatére.
[, vy w, 7) = a4+ av? 4 --- = 0.
On doit avoir d’abord
A=20; 1)
en outre il suffit d’écrire que les points de rencontre avec le plan de
Pinfini sont conjugués par rapport au cercle de l'infini.
L’équation des points & l'infini est
(ad — c)u® +(a'd — ¢2)v2 ~+ (a"d — ¢"?)w? + 2(bd — ¢'c")vw
~+2(b'd — c"chwu + 2(0"d —cc'yuv = 0.
Le premier membre est décomposable en un produit de deux fac-
teurs,
(v + vf 4 wy)(ua' -4 vp" + wy') = 0,
et l'on doit avoir
an’ + B8 4y = 0,
ce qui donne la condition
ad —ct+a'd—c?*+4a'd—c"* =0, (2)

Les relations (1) et (2) sont les conditions cherchées.
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137. Equation taugentieile du cercle. — Soit un cercle ayant
pour centre le point (o, 8, v), pour rayon R, et dontle plan P a pour
équation

Yoo — o)+ m{y — P) +n(z —y) = 0. ‘

Pour qu'un plan Q(u, v, w, ) soit tangent au cercle, il faut qu’il
rencontre le plan du cercle suivant une droite dont la distance au
centre soit égale a R.

Abaissons du cenlre une perpendiculaire sur le plan , soit ¢ sa
longueur, et 6 'angle des deux plans P el Q, on aura

6 =~Rsinb
ou
Or on a 02 = R¥1 — cos? 0).
3 — {1 —+ v - 10y +7)2 ,
U2 - 2 - a0?
cos? 0 — (e - mv -+ naw)? )

(024 m?* + n2)(u? + v2 4 w?)
L’équation tangentielle du cercle sera donc

(w4 vf - wy - 7)? 0[ (T — mv ~+ nw)? ]
B) P) ") =R 1~ B) B) EOYE B) )
u? — 02 4 2 (62 + m? + n?)(u? 4 v* 4 w?)
ou hien

(ua + 8 4wy + 722 + m2 + n?)
— R[22 + m? + n2) (02 4 0% 4~ w2) — (lu ~+ mv - nw)2] = 0.
Nous avons en évidence I'équation des points & linfini de ce cer-

cle, car en ¢éliminant r entre cetle équation et sa dérivée par rapport
a 7 (133), on obtient

(4 m? 4 n2) (2 + 02 + w?) — (lu + mv -+ nw)? = 0,
équation qui représente précisément I’équation des points de ren- .
contre du cercle de I'infini avec le plan du cercle considéré ; c’est
en effet un cas particulier de la formule

(Ul sy =+ 0 vy == wf 1y ~+ 7 1y)* — & (%, v, w, 7)f (10, Vo, w0, 70) = 0.
L’équation tangentielle du cercle peut aussi s’écrire
(uo— 08 - wy =+ 1)2(* 4 m? 4 n?)
— R (mw — nv)? =+ (nu — lw)>— (lv — mu)?] = 0.

138. Conditions pour que 'équation tangentielle générale du
second degré représente un cercle. — lin comparant I'équation
précédente avec I'équation générale
f(u, v, w0, r) = au? + a'v? + a"w?® + 2bvw -+ 2b"wu - 2b"uv

+ 2cur -+ 2¢"vr 4+ 2"wr 4 dr? = 0,
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on voit.que la condition cherchée est que ’expression
Fuy vy w, 7) = M (mw — 7nv)? 4 (nu — hw)? + (v — mu)?]
soil carré parfait.
Ordonnons cette expression par rapport & »; on a un trinome du
second degré de la forme
Mr2 4+ 2Nr +P = 0;
on devra avoir

N2 —MP =0,
et cela quelles que soient les valeurs de u, v, w ; on obtient les con-
ditions suivantes, en posant = —2Ad:

ad — ¢ = (m? - n?),
a'd—¢'? = pn? + ),
a'd — " = p(i?4-m?),

1

bd —c'c" = — pmn, (1)
b'd — ¢"c = — pnl,
v'd —cc' = — plm.

On voit que cela revient & écrire que la conique de l'infini de la
surface donnée,

(ad — c®u? + (a'd — ¢"2)0* 4 (a"d — ¢"2)w? ~+ 2(bd — ¢'c"vw
“+2(b'd — c"cywu + 2(0"d — c¢'yuv = 0,
se réduit aux deux points cycliques
(mw — nv)® =4 (ne — hw)® + (lv — mu)® = 0.
Le calcul sera particulierement simple si 'on sait a I'avance que
ple st q

I’équation donnée représente une courbe, et si 'on connait le plan
de cette courbe ; on aura les valeurs de 7, m, n, et . sera la seule
inconnue du systeme (1).

Nous nous proposons de chercher d'une maniere générale les re-
lations qui doivent exister entre les coefficients de I’équation don-
née pour que cette équation représente un cercle ; il faudra éliminer
v, 4, m, n entre les équations (1).

Posons, pour simplifier P'écriture,

ad—c® =a, a'd—c?=d, a'd —c"? =d,
bd —c'c" =, v'd—c'c="0, V'd—cc' =3,
les équations (1) s’écrivent
o = p(m2-+4n?), o = p(n®—+ 12}, o = (24 m?), @)
f = — pmn, B = — pnl, " = — phn. -
PrEMIER €as. — Supposons qu’aucun des trois nombres 8, £, " ne

soit nul.
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Les trois derniéres équations donnent
BIB// 6// ef‘l
—plr =0 — um? = - — un? = L
| OB { ?)/ ’ W ?),

)
En transportant ces valeurs dans les trois premiéres équations du

systeme (2), on a les conditions
(02 (412
N U ot ol o

o
(62 4 B2
o 4 L t")_ 0,
&P
)
/-Z/+. ) 06/ 1) 0.
)
DEuxikME cAs. — Supposons qu’on ait £ = 0.
En se reportant au systéme (2), on doit avoir
pmn = 0;

m =0, soit n =0.

on en conclut soit
on aura alors

Supposons n =10 ;

o = pm?, a = pl?, o' = u(i? 4 m?),
B'=0, V= — plm.
On en déduit les conditions
v =0,
L
oyl G2
L% 2= 0.

TrotsiEME cas. — Supposons que les trois quantités 8, 2/, 4 soient

nulles ; il faudra que deux des quantités 7, m, n soient nulles, par
exemple m =0, =n=0.

On aura les conditions
=0, o' = 2",

EXERCICES ET NOTES

1. Etudier la nature des quadriques représentées par les équations
0% - 2uw — hur -+ 72 = 0,
0w == uv — Jwr + 2r2 = 0,
w2 — 3w? + hrw — uv - 3or = 0,
(0 —w)24(w— w4 (0 —v)2—72 = 0,
(v~ v+ w)?—wur =0,
U2 — 02 00— v - 2ur — w12 = (.

2?2
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2. On donne ure sphére, un point A et un plan P; par le point A
on méne un plan quelconque () qui rencontre le plan P suivant une
droite A ; trouver Uenveloppe du plan qui passe par la droite A et par
le pble du plan ) par rapport & la sphére.

Cette enveloppe est une quadrique ; discuter sa nature quand le
point A se déplace dans Uespace.

Soient

a2+ y? + 32— R2 = 0,

s—h=0
les équations de la sphére et du plan P, et «, 2, v les coordonnées
du point A. ‘

Un des plans dont on cherche I’enveloppe,

UL~ oY - ws + 1 = 0, (1}
rencontre le plan P suivant une droite A, et le plan passant par A et
le point A a pour équation

ux vy +~ws—+1r __ s —n
wa OB o= wy 1 —h

11 suffira d’écrire que le pole de ce plan par rapport & la sphére
est situé dans le plan (1).

On obtient ainsi I'équation tangentielle de I’enveloppe,

— R2u(y — &) — R2%02(y — h) + R2w® + R2w(wa + vf) + haur
~+ LEvr 4= (hy 4+ R2wr + 12y = 0.

Pour discuter la nature de celte quadrique nous appliquerons la
méthode générale, en remarquant que I'on peut supposer le point A
dans le plan des «s, & cause de la symétrie de la figure aulour de
laxe Os.

Faisons § == 0 dans I'’équation qui précéde ; clle devient

2,,2/

— Ry — ) — R22y — ) 4~ R2ue? + R2auwo —+ Laur
=+ (hy = R2)wor + 12y = 0.
Supposons d’abord + 74 0; décomposons en carrés en faisant
entrer dans un premier carré tous les termes qui contiennent » ; on
obtient
1 haw + (hy = R2072 (o 4= (hy ++ R0 ]?
R ) = ;
7 2 4y
— R202(y — h) + R + R2u0 = 0

— R¥2(y — 1)

ou, en multipliant'par by,
[2yr + hawe ~- (hy =+ R2yw]? — 4yR2(y — 2)o* — 0¥ hy — R?)?
— [l 4= &Ry — )] + 2auw[2R2(y — 1) — Wy — R?)] = 0.

Nous avons ainsi deux carrés en évidence ; il reste ensuite un
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trinome du deuxiéme degré par rapport & w et & «; la nature des
carrés que donne ce trinome dépend de la quantité
a?[2R2(y — h) — hlhy — R2))2 — (hy — R%)%[A2a® + &Ry (y — 1)),
Si elle est positive, on aura deux carrés de signes contraires; si elle
est négative, on aura deux carrés négatifs, car le coefficient de w?
est négatif.
Or cette expression s'écrit
ER2y(y — A)[@2(R2 — %) — (R2 — hy)2).
Si I'on y considére « et v comme coordonnées courantes, I'équa-
tion
@R —70?) —(R2—Dhy)2 =0
représente ’ensemble des tangentes menées au cercle
o2 _|_Y2 —R2=0
aux points de rencontre avec la droite v — & = 0.
Il est alors aisé de discuter la nature de la quadrique suivant la
position du point A dans le plan des s.
Dans le cas particulier ot y est nul, 'équation s’écrit
R2hu + R2Av? + R2w? 4 R2%auo - hawr 4~ R2wr = 0.
Nous diviserons alors R2hw? -+ R2uewnw -+ R2hu? 4 R2w?  par

2 ]2
R%w — haw ; on obtient pour quotient Aw + P—l-RZ—hau et pour
b g2(R2._ )2 )
reste MR “R(f{ dal u? -4 Rw?,  de telle sorte que l'équation

de la quadrique devient
2 __h2 b g2(R2 — )2
(R2w—+haw) [r—i~hw+ R R h au] - IR C(R(F Ll
La nature de la quadrique dépend du signe de

Pl[' — a?(R‘Z —_— ]7/2>.
Si cette quantité est positive, la surface est un paraboloide ellip-
tique ; si celte quantité est négative, la surface est un paraboloide
hyperbolique ; enfin si elle est nulle, 'enveloppe se réduit a une
parabole.

w2 R2Nw2=0.

3. Trouver Uenveloppe du plan qui coupe deww sphéres données
sutvant des cercles égausw.

[’enveloppe est un paraboloide de révolution qui a pour axe la
ligne des centres des deux sphéres et pour plan tangent au sommet
leur plan radical.

4. Trouver Penveloppe des plans passant par les extrémités de trois
diamétres conjugués d'un ellipsoide.
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On se donne Péquation d’un plan et on forme l'équation ponc-
tuelle du cdne qui a pour sommet le centre de lellipsoide et qui
s’appuie sur la section du plan et de la surface.

I1 suffit alors d'écrire que ce cone contient trois diamétres conju-
gués de lellipsoide, c'est-a-dire que l'on a

Aa? - A'02 4~ A"c2 =0,
A, A', A" désignant les coefficients de «2, 2, 32 dans I'équation du
cone.

On trouvera comme enveloppe un ellipsoide homothétique et
coneentrique A Uellipsoide donné; on démontrera que le point ou le
plan variable touche son enveloppe est le centre de la scction que
ce plan détermine dans la surface.

5. Trouwver Penveloppe des plans qui coupent un cone du second
ordre suvant deux droites rectangulaires.

Soit le cone

o, ¥, &) = Aw® 4 A'y? + A"z 4 2Bys + 2B'sw 4-2B"2y = 0;
considérons un plan passant par 'origine,
ux -+ vy + ws = 0,
et cherchons la condition pour que ce plan coupe le cone suivant
deux droites perpendiculaires.

Nous allons considérer un cone passant par ces deux génératrices
et conlenant la normale au plan passant par le sommet, et il suffira
d’écrire que ce cOne est capable dun triédre trirectangle inscrit.

L'équation de ce cone sera de la forme

o(@, y, 5) + (aw-+ By + v2)(ww + vy +ws) = 0,
avec la condition
o(u, v, W) + (aw—+ Pv - yw)(u? -4 v? 4 w?) = 0,
et on devra avoir
A4 A+ A"+ v+ o+ yw = 0.
En éliminant aw —4-fv +yw, on obtient
o, v, w) — (A4 A"+ A")(e® + v2 4 w?) = 0.
En joignant & cette équation la condition » =20, on a les

équations tangentielles du cone enveloppé par les plans qui coupent
le cone donné suivant deux droites rectangulaires.

6. On donne un plan P et un point O; on joint le point O & un
point quelconque A du plan, puis par le point A on éléve un plan
perpendiculaire & OA. Trouver enveloppe de ce plan.

COORDONNEES. — 1 12
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7. On donne un plan P et un point O ;5 pai le point O on méene un
plan quelcongue () qui coupe le plan P swivant wne droite A; par
la droite A on méne un plan perpendiculaire aw plan Q. Trouver
Uenveloppe de ce plan.

8. Par une courbe plane fermée on fait passer un cylindre que U'on
termine & une section droite telle que le volume du cylindre compris
entre cette section et la premiére courbe ait un volume donné. Trou-
ver Uenveloppe du plan de la section droite.

On sait que Ie volume d'un cylindre tronqué est égal au produit
de 'une des hases par la distance & celle-ci du centre ds gravité de
Pautre.

(Voir Axrtomart, Legons de Cinématique et de Dynamique, p. 209.)

Prenons pour plan des «y le plan de la courbe plane donnée,
pour origine le centre de gravité, les axes de coordonnées étant rec-
tangulaires.

Soit

Uz vy +ws 7 =0 (P)
le plan de la section droile ; I'aire de celle section est égale & I'aire
de la courbe donnée mullipliée par le cosinus de I'angle du plan P
avec le plan des «y; on aura donc

w0 7

- . =k
Vil o2 =02 Ju - e - w?

ou
Rlu® + 2 4 w?) —acr = 0,

k désignant le rapport du volume donné a l'aire de la courbe plane.
On reconnait Péquation tangentielle d’'un paraboloide elliptique.
Si on transporte Porigine au point (0, 0, — &), 'équation devient
h(u? + v¥) —wr = 0,
et en remontant & '’équation ponciuelle, on voit que le paraboloide
est de révolution autour de Os.

9. Trouver Uenveloppe d'un plan qui détache d'un cone de révolu-
tion un cone oblique de volume constant.

L’enveloppe est un hyperboloide de révolution a deux nappes qui
admet le cone donné pour cone asymptole.

40. Trouver Venveloppe d'un plan qui coupe un ellipsoide suivant
une courbe telle que le cbne s’ appuyant sur cette courbe et ayant pour
sommet le centre de Uellipsoide soit de révolution.

L’enveloppe se compose de trois cylindres du deuxi¢me degré dont
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les génératrices sont respectivement paralleles aux axes de I'ellip-
soide.

11. On donne une quadrique S et un point. five O par lequel on
meéne trois droites paralléles ¢ trois diamétres conjugués d’un ellip-

soide
9 9
%2 y?
=T

22
=0 (E)
trouver Uenveloppe duw plan mené par les intersections de la surface S
avec ces drottes.
L’enveloppe est une quadrique dont il sera intéressant de discuter
la nature. Examiner le cas ot le point O est sur la quadrique S.
Supposer ensuite que l'ellipsoide E soit une spheére, c’est-a-dire
que les trois droites menées par le point O forment un triédre tri-
rectangle.

12. Pour qu’une droite soit située sur une quadrique, il faut et il
suffit que tout plan passant parla droite soit tangenta la quadrique.
Soit une quadrique définie par son équation tangentielle
flu, v, w, r) =0
et une droite
P = au (o + yw—+or = 0,
Pr=du+fo+yw+or=20;

pour que cette droite soit sur la surface, il faut et il suffit que toute
solution de ces deux dernitres équations vérifie I'équation de la
surface.

On résoudra les équations de la droite, par rapport & «» et v par
exemple, et en transportant dans I'équation de la surface les valeurs
obtenues, on aura un trinome en w et » qui devra étre identique-
ment nul.

Ainsi pour que la quadrique contienne l'axe des «, dont les équa-
tions sont

u = 0, r =0,
il faut que f£(0, v, w, 0) soit identiquement nul ; et par consé-
quent I'équation se réduit a
au® - 20" wu 4+ 20" uv - 2cur = 2¢'vr <= 26"wr 4 dr? = 0.

De méme, comme nous l'avons déja trouvé (no 1390), 1'équation

générale des quadriques contenant Ox et Oy est
20" uv - Aeur - 2¢'vr - 2¢"wr -4+ dr? = 0.

On peut obtenir, comme en géométrie ponctuelle, les équations

des génératrices des quadriques.
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Supposons qu’on ait décomposé en carrés le premier membre de
I’équation tangentielle de la quadrique et qu’on ait une équation
de la forme

AP-B2—(C2—D2 =0,
A, B, C, D désignant des fonctions linéaires et homogenes par rap-
port & w, v, w, 7 ; on écrira
A2 —(C2 = D2 —B2,

et on aura les deux systémes de génératrices

A C =D+ B), A+ G = wD—B),
1
A—C=1(D—B) A—C=2Lmin.
[J.

On démontrera aisément qu'étant données deux droites non
situées dans le méme plan, et définies par leurs équations tangen-
tielles

P =0, P =0,
Q=0 ' =0,
Péquation tangentielle générale des quadriques passant par ces deux
droites est
PP+ £Q") + QP +8Q') = 0,
@, B, v, O étant des paramétres variables.

Si dans une question on a besoin d’introduire symétriquement
deux droites non situées dans un méme plan, on peut prendre
comme axe des «x la perpendiculaire commune & ces deux droites,
comme origine le milieu de cetle perpendiculaire, et comme axes
des y et des = les bissectrices des paralléles aux deux droites me-
nées par 'origine.

On déterminera ces deux droites par les équations tangentielles
des points de rencontre avec Ox et des points & Il'infini ; on aura
ainsi

ua—+r =0, ) ue —1r = 0,
vm —+w = 0, ) om —w = 0.

L’équation générale des quadriques contenant ces deux droites
sera
(ua +r)a(wa—r)Bvm—w)] - (vm—+w)[y(ua —r)+d(rm—w)] = 0
ou
o u?i?—r )4 (B+-y) (amuw — wr)4-(f — ) (mor— aww)-H8(v2m2—w?) = 0
ou
Al2a?—r?)+Blamuw — wr)+ Clmor — aww)+D(v2m2—w?) = 0. (1)

S'il n'est pas nécessaire que les axes de coordonnées soient rec-
tangulaires, on peut choisir une infinité de systémes d’axes par rap-
port auxquels les équations des droites auront les mémes formes.
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Il suffira de prendre pour axe des « une droite quelconque rencon-
trant les deux droites données, pour origine le milieu de cette droite,
enfin pour axes des y et des s deux droites conjuguées harmoniques
par rapport aux paralleles aux deux droites menées par I'origine.

13. Etant données deus droites non situdes dans un méme plan, on
fait passer par ces droites un paraboloide hyperbolique auquel on
méne un plan tangent parallele & un plan five. Trowver le liew du
point de contact.

L’équation du paraboloide peut étre mise sous la forme (1) de la
note précédente, le plan fixe donné étant paralléle au plan des wy.
Pour que I'équation représente un paraholoide, on doit avoir A =0;
on peut ensuite diviser par D, et on a I'équation

Mamuw — wr) + p(mor — aww) 4+ v2m? —w? = 0.

Soit un plan tangent paralléle au plan des wy,

4+ h=20;
on aura .
Mi~+1 =0, (1)
et les coordonnées du point de contact seront données par
e ¥ = 1. :
—pa pmh T —AM—27 —) ()

En éliminant A, @ et % entre les équations (1) et (2), on aura
Péquation du lieu,
mzx — ay = 0,

qui représente un paraboloide hyperbolique.

14. Trowver VUenveloppe des plans bissecteurs des di¢ dres circons-
crits & une quadrigue, les aréies de ces diédres étant dans un plan

fizce.

15. Démontrer qu'il existe un cone du deuxieme degré tangent aux
siw faces de deux triédres trirectangles qui ont méme sommet.

16. Propriétés du cercle de linfini. — Nous nous proposons de
généraliser dans cette note les théorémes établis au ne 1335.

TutoreMe . — L’angle de deux droites est égal aw produit de 21
12

par le logarithme népérien du rapport anharmonique formé par les
traces des droites sur le plan de Uinfini et par les points de rencontre
du cercle de Uinfini avec la droite joignant les deux traces.

Soient «, £, v et o/, @', y' les parameétres directeurs des deux
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droites ; I'angle V de ces droites est donné par la relation
a4+ B+ 11

‘/o@ T+ ‘@2 —+ 2. \/a'z —+ ‘3/2 _|_.(12

Les traces des droites sur le plan de l’infini ont pour coordonnées
o, B, v, 0 et o, §, v, 0; un point quelconque de la droite joi-
gnant ces traces a pour coordonnées o« —+ Ao/, B 423, v+ Ay, 0,
et les valeurs de ) relatives aux points de rencontre de cette droite
et du cercle de I'infini sont racines de équation

(2422 (C+2AP 4y +2y)2 =0

cos V=

ou
2a'2 - B2 - %) 4 2! - BY ) A= 22 4 B2 2 = 0,

Or, un des rapports anharmoniques des quatre points considérés
est égal au quotient des racines de cette équation. On aura donc, en
désignant le rapport par p,

o — (e Ly Ve B P — (A P - B )
U e B Ay (e A P (B B ) (0P - B )

ou A

_—cosV—isinV _ eV
Y —cos VAisin VT eV T
On en tire

V=-lp,

{
20
et le théoréme est démontré.

Dans le cas particulier ol les quatre points forment une division

harmonique, on a
p=—1,

Lo = =i,
a un multiple prés de 2w, et par suite
T

v=—1-

, 1
TukorenMe ll. — L'angle de deuw plans est égal auw produit de %

par le logarithme népérien dw rapport anharmonique formé par les
deux plans et par les plans tangents menés aw cercle de Uinfini par
Uintersection des deux plans donnés.
Soient les deux plans
Axv + By +Cs+Dt =0,
ANoe+By+Cz+Dt=0;
leur angle V est donné par
AA'+ BB + CC

cos V= .
VAT B2+ C2 VAR + B4 (C7
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Pour qu’un plan passant par lintersection
(A +2A" )2+ (B+ 2B )y + (G4 205 4 (D + 2Dyt = 0
soit tangent au cercle de l'infini, il faut qu'on ait
A+ 2A2 + (B+2B2+4(C+ 202 = 0.

On verra comme plus haut que le rapport anharmonique ¢ de ces
quatre plans est égal a ¢V, ce qui démontre le théoreme.

Si les quatre plans forment un faisceau harmonique, les deux
plans donnés sont perpendiculaires.

Pour déterminer par un procédé semblable I'angle d’une droite et
d’un plan, on prendra I'angle complémentaire de I'angle de la droite
et d’'une normale au plan, en remarquant que cette normale ren-
contre le plan de l'infini au pdle du plan donné par rapport au
cercle de l'infini.

17. Etant donné un hyperboloide & wune nappe, on considére les
cordes D de cette surface qui sont vues de son centre sous un angle
droit, et Uon demande :

lo L'équation du céne, liew géométrique des cordes D qui passent
par un point donné S, ainsi que les positions du point S pour les-
quelles ce cOne est de révolution ;

2 La courbe & laquelle sont tangentes toutes les cordes D situées
dans un plan donné P, ainsi que les positions du plan P pour les-
quelles cette courbe est une parabole ov une circonférence de cercle.

(Concours genéral, 1885.)

La question revient & étudier le complexe formé par les droites D.

Cherchons d’abord I'équation de ce complexe.

Soit la droite

w-w _ y—y =3

=0,

% ) ~
) i
elle rencontre la surface donnée,
Ax? 4+ By2+Cs2 — 1 = 0,
en deux points, et les valeurs de o relatives & ces points sont racines
de I'équation
Ao’ -+ 26) + Bly' +50) + C(&' +g)* — 1 = 0
ou
p2(Aw2+BE+-Cy2)+20( Aaw'+ Bly' + Gy’ ) +Aw >+ By >+ Cs'2—1 = 0.
Soient p; et 2 les racines de celte équation ; pour que la corde
soit vue du centre sous un angle droit, on doit avoir
(@ 2p1)(@ 4 2p2) 4 (' + Sou)y’ + Bo2) 4 (5" ypu)(5 +yp2) = 0
ou .
(0% 4= 82 - v2)0100 + (py + ool —+ Ly’ +~3) + a2 4 y2 352 =0



484 COORDONNEES TANGENTIELLES.— GEOMETRIE DANS I ESPACE

ou encore, en remplagant ;0> et oy 4 p2 par leurs valeurs,
(a2 4-B24-v2)(Ax'2+By "+ Cz"2—1)—2( Ao’ BRy' + Crys”' )’ 4 By'+ v3")
+(a¢’2—|—y'2~[—3’2)(A12+B{52+C*{2):0
Cette équation peut s’écrire
Ay’ —az')? + (ay’ — (o')2] + Bllay' — po')? + (Q:
+ Qs — vy P+ (o — 23)
ou encore, en adoptant les notations du n® 22,
(B+ G)& + (G4 A)ym* + (A +B)n2 — (a2
Telle est équation du complexe.

Nous obtiendrons les équations du cone et de la conique du com-
plexe en opérant comme on 'a indiqué dans la note 11 du cha-
pitre 1L

1° L’équation du cone du complexe de sommet («', y', z') sera
(B—+C)(ys" — sy + (G + A)(zo" — 23’} 4= (A + B)(w/ —yo'p

— o —aP+y—y)P+GE—3P]=0;
on trouvera aisément les conditions pour que ce cone soit de révo-

lution.

20 L’équation tangentielle de la conique du complexe qui est
située dans le plan P(w/, v, w', r') est
(B 4 C)(ur’ — ret')? + (G~ A) (v’ — 70')2 -+ (A =+ B) (wr' — rw')?

— [(vw" —200")2 4 (wu" — w0')? + (wv’ — vu')?] = 0,

Pour que cetie conique représente une parabole, il faut que le

coefficient de 72 soit nul, c'est-a-dire qu’on ait
(B + C)w2— (C—+ A2 + (A + BJw'2 = 0;

ce qui montre que le plan P doit étre tangent & la conique de I'in-
fini du cone

22 2 22

rctoratars ="
Cherchons maintenant les conditions pour que la conique du
complexe soit un cercle.
On voit tout d’abord que si »" = 0, D'équation s’écrit
72[(B—+ C)u'? =+ (C+ A)o"? 4 (A + B)w'?)

— [(vw’ — wv")? ~+ (wr’ — ww’)2 + (wo’ — vu')2] = 0;

elle représente un cercle ayant pour centre 'origine.
D'une maniére générale, pour que I’équation (1) représente un
cercle, il faut que 'expression
(B + C)(ur’ — re') 4+ (G4 A)(vr" — 10")2 + (A + B)wr’ — rw')?
= A(vw’ — wv")? 4 (1w’ — ww’)? 4 (wv" — vu')?]
soit carré parfait (138).
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On peut D'écrire
r2(B + C)w'2 + (C—+ A)v'2 4 (A + B)w'2)
— 2r[uu'r'(B 4 C) 4 vo'v'(C 4 A) 4 ww'r'(A -+ B)]
—+u2[(B 4 C)r'2 4 Nv"2 4-10"2)] 4 02[(C - A)r'2 + Nw'® -+ u")]
+ w(A + By’ 4+ Mu'2 4-v"2)] — 2w vw — 2w’ wu — 20w uv,
Considérons cette expression comme un trinome en 7,

M2 4 2Nr P

formons la condition
N2 —MP =0,

et écrivons que le premier membre, qui est fonction de u, v, w, est

identiquement nul.
On a les relations, ot I'on pose, pour simplifier I'écriture,

a =B+ C, =C+A, vy=A+B,
Mo'? 4= w'2)(aw'? + Bo'? - yw'?) 4 ar'2(Bo’? 4 w'?) = 0,
Mo = u2) (o - B’ = v10"2) + Br'2(an’? yw'?) = 0,
Wew'? 40" aad’® - Lo’ == y'2) 4 yr'2(au’? + fo'2) = 0,
010 [Maw'? + Po'2 4= yw'2) + Gyr'?] =0,
w'e [Maw' + B2 ++ yw'®) 4 yar'?] = 0,
u'r' [Mau'2 + Bo'2 - yw'?) -+ afr'2] = 0.
Si l'on suppose u'v'w’ 7 0, les trois derniéres équations don-
nent 7 =0, A =0; on ale cas étudié plus haut. Soit mainte-

nant
uw =0;

les équations qui précedent se réduisent a deux,
Mo ++ w'2) 4 ar'? = 0,
MBo? -+ %) 4 "t = 0

on en tire, en éliminant 2,

Byl 4 20"?) — afo'? —+yw'?) = 0,
ou, en remplagant «, B, v par leurs valeurs,

(A2 — C2)v"2 + (A2 — B)w"? = 0.

On en déduit

v’ 2w’

e A e
et comme P'on a «' = 0, on voit que les plans qui contiennent
les cercles du complexe sont paralléles au plan

WA =B s/ — (AT — (7 = 0.
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En supposant ensuite que +’ et w’ sont nuls, on obtient Ies plans
paralléles aux plans
ac\/B2 — A2/ BT —() =0

et

/@ — A = y/— (2= B%) = 0.

En résumé, pour que la conique du complexe située dans un
plan P soit un cercle, il faut que ce plan passe par l'origine ou bien
soit parallele & I'un des six plans représentés par les équations
précédentes.

18. Ltudier le complexe des droites telles que, par chacune d'elles,
on puisse mener deux plans tangents rectangulaires ¢ un ellipsoide
donné.

Consulter sur ce sujet la nole 1V dans la géométrie analytique a
trois dimensions de M. E. Pruvosr.

19. Etant donné un ellipsoide, de centre O, et un cone du second
ordre Q, de sommet S, on considére un triédre Qaly, dont les arétes
forment un systeme de diametres conjugués de Uellipsoide et on prend
le point d’intersection de chaque aréte de ce triédre avec le plan dia-
métral qui lui est conjugué dans le céne (). On obtient ainst trois points
A, B, G qui déterminent un plan P.

10 Démontrer que le plan P passe par un point five I' quand le
triédre Ouflry varie.

20 Les points S et F déterminent une droite D; trowver le lieu des
droites D qui passent par un point donné w, lorsque le cone () se dé-
place en restant égal et paralléle & un cone fize.

3° Trouver, dans la méme hypothése, U'enveloppe G des droites D
qui sont situées dans un plan donné .

4° Trouver le liew des foyers des courbes G lorsque le plan H se
déplace en restant paralléle ¢ une droite donnée.

(Agrégation, 1892.)

On lira avec intérét une remarquable solution de M. E. Borer,

dans le tome Il de la Revue de mathématiques spéciales, p. 11.



CHAPITRE VI

POLES ET PLANS POLAIRES

139. Plans conjugués. — On dit que deux plans sont conju-
gués par rapport & une surface de deuxiéme classe lorsqu’ils
divisent harmoniquement les plans tangents menés a la sur-
face par leur intersection.

Soit I'équation de la surface

[lu, v, w, 1) = au?—+ v~ - = 0; (1)
désignons par (uo, vy, Wo, 7o) et (uy, vy, wy, ;) les coordonnées
de deux plans.

Un plan quelconque passant par I'intersection I de ces deux
plans a pour coordonnées 1w, -+ My, V, — Avy, W, = Awy,
r, + Ar, ; les valeurs de X correspondant aux plans tangents
menés par la droite I ala surface sont déterminées parl’équation

[(uo = 2aby,  vo—Ddvg,  wo—+hwy, 7o) =0
ou, en développant,
[ (g, 0o, Woy 1) == N[y =+ vif 0 - W01fley + 1if7)
4 22f (w4, 1, Wy, ) = 0.

Pour que ces deux plans tangents soient conjugués harmo-
niques par rapport aux deux plans donnés, il faut que les va-
leurs de A déterminées par l'équation qui précede soient
égales et de signes contraires ; on doit donc avoir

ulf’;xo -+ v;/’(,o -+ u)lfz/vo -+ '1’1ff‘0 =0
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ou
Uo]”uI -+ Uoﬂjl -+ woﬂu1 -+ ’“oﬂ-l = 0.

Ce raisonnement s’applique au cas ol I’équation (1) repré-
sente une conique ou deux points.

Si I'équation représente une conique, deux plans seront
conjugués par rapport a cette conique si leurs traces sur le
plan de la courbe sont conjuguées par rapport a celte conique.

Sil'équation représente deux points, deux plans seront con-
jugués par rapport a ces deux points sileurs points de ren-
contre avec la droite joignant les deux points donnés sont
conjugués harmoniques par rapport & ces deux points.

140. Pole d’un plan. — TufiorEMeE. — Les plans conjugués
dun plan fixe passent par un point fixe qu'on appelle le péle
du plan.

Soient u,, v,, w,, 7, les coordonnées du plan fixe P, et wu,
v, w, r celles d’'un plan conjugué quelconque. On a la condi-
tion

wfyy =+ 0f v, + wli, +7fr, =0, (2)
qui exprime que le plan (u, v, w, r) passe par le point qui a
pour coordonnées [, [ fig [+

Ce point est le pdle du plan P, et l'équation (2) est I'équa-
tion de ce pole.

D’aprés ce qu'on a vu plus haut (104), ce point est le sommet
du cone circonscrit a la surface le long de la courbe section

par le plan P.

141. Pour que ce plan existe, il faut que les quatre dérivées
#¢e soient pas nulles en méme temps. ‘

8i I'équation (1) représente une véritable quadrique, un
plan quelconque admet un poéle bien déterminé.

SiI'équation (1) représente une conique, les quatre dérivées
partielles [y, /4, etc. ne sont nulles que pour les coordon-
nées du plan de la conique ; il en résulte qu’un‘plan quelcon-
que aura un pole, a I'exception du plan de la conique, dont le
pole est indéterminé.
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II est clair que le pole d'un plan sera le pole par rapport a
la conique de la trace du plan sur le plan de la conique.

Enfin si I'’équation représente deux points, tout plan ne con-
tenant pas la droite joignant les deux points a un pole bien
déterminé, qui est le conjugué harmonique, par rapport aux
deux points, du point de rencontre du plan et de la droite joi-
gnant les deux points; tout plan passant par la droite joignant
les deux points a un pole indéterminé.

142. Proposons-nous maintenant de chercher si deux
plans (uo, vo, wy, 79) et (uy, vy, wi, 71) peuvent avoir le méme
pdle par rapport a une surface.

On doit avoir

v [t Te, [h

Tag _Tro _Two T
N

ou
, ,
f“0+)‘f:ll = 0’
fig- 0 = 0,
! r
f’wo -+ )‘fwl — 07
fr, 2 = 0.

Or les premiers membres de ces équations peuvent s’obtenir
en remplacant dans les fonctions fi, f4, fi, f+ les variables
w, v, w, r respectivement par wo -+ M, -+ Avy, W+ W,
7o = Ary.

On doit done avoir pour une valeur déterminée de 2,

[olttg =2, v~ 2y, wo—+ Jwy, o+ hry) =0
[0 ... S ) =0,
il ... .. ) =0,
7 . ... )=0.

Ces égalités sont impossibles si le discriminant de la fonc-
tion f(u, v, w, r) est différent de zéro.

On en conclut que si I’équation (1) représente une véritable
quadrique, deux plans différents ont des poles différents.
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8i I'équation représente une conique, deux plans auront le

méme pole s’'ils ont méme trace sur le plan de la conique.

Enfin si I'équation représente deux points, deux plans au-
ront le méme pole s'ils rencontrent au méme point la

droite qui joint les deux points.

143. Plan polaire d’'un point. — On appelle plan polaire

d'un point le plan qui a ce point pour pole.

Soit le point (x, 1o, 20, to) ; S Uy, Vo, Wy, 7 désignent les

coordonnées du plan polaire de ce point, on aura

1, N
5/ vy = @ttg = H'vg == bwo - cry = hag, |
2

1,
5 [t = 0"y - a'vo == by =4 ¢'rg = djo,

1
)
9 fwo = b'uy+ bvg == a"wy + ¢'ry = )\Zo,

1, .
9 [y = Cutg = c'vo == ¢"wy = dry = A,

Tout revient a résoudre ce systeme par rapport & wuy, vo, Wy, 7.

PREMIER €AS. — Supposons qu’on ait

a 00 ¢
o d b
A= 7 a’ 1 i 0’

c'est-d-dire que l'équation (1) représente une véritable qua-

drique.

On peut alors résoudre le systeme (3) d'aprés la régle de

CGramer ; on a
Auwy = NAzo—+- B'yy + Bz, + Cly),
Avy = NB'zy + A'yo -+ Bzo -+ C'ty),
Ay = MNB'awo—+ By, + A'zy 4 C'ly),
Ary = MCxy =+ Clyy =+ (20 + D1y,
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qu’on peut écrire
Uy = P, Vo = 9y, Wo = 9%, To = Bl
en désignant par
o(z, y, 5, 1) = Ax? 4 Ay? + A'z? 4+ 2Byz + 2Bz + 2By
—+2Cxt + 20yt + 20"zt + D2 = 0
I’équation ponctluelle de la surface.
L’équation du plan polaire sera donc
@Gy = Yy 595, Loty = 0,
résultat bien connu.

Rappelons que deux points sont conjugués quand la droite
qui les joint rencontre la surface en deux points conjugués
harmoniques par rapport a ces deux points ; chacun d’eux est
alors situé sur le plan polaire de I'autre, et la relation qui lie
les cordonnées xy, Yo, 2o, to €t @y, 7y, 25, {; de ces deux points
est

2195 == Y9y, 4 219k, + Loy, = 0.

Deuxieme cas. — Supposons A = 0, et l'un au moins de ses mi-

neurs du premier ordre différent de zéro, par exemple

a bl/ bl
D=0 a b |£0(.
youoa

L’équation représente une conique.

On peut résoudre les trois premicres équations du systéme (3) par
rapport a wo, vo, o, et, en transportant ces valeurs dans la qua-
triéme équation, on obtient

a V'V ero
2

v b d ro— k3o

)\9:?0

b

, N
c10 — AYo

=0
c ¢ ¢ dryg— M

ou, comme A =20,
a 0" b a

D
o,
~

<

(*) Cela revient a supposer que lorigine n'est pas dans le plan de la
conique (129).
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Le coefficient de ) peut s’écrire

, M 1
Cazg + Cyo -+ C'z0 + Dto ou —2—%0;

égalé & zéro, il exprime, la condition pour que le point (%o, yo, 30, %)
soit dans le plan de la conique.
Le systeme (3) est alors équivalent au systéme suivant :

1 N
Eﬂ‘o —hxo =0,

1
"'fé'_)\/():()y
200 (&)

1 !
TZ—f“’o — 25 =0,

hop = 0./
Nous aurons deux cas & distinguer.
10 Le point (20, Yo, s0, to) #’'est pas dans le plan de la conique.

Le coefficient de & étant différent de zéro, pour que la quatriéme
équation soit satisfaite, il faut qu’on ait

A =0;
les trois premiéres équations se réduisent alors a
f'2¢0:07 ](.;:0:0, f{vozo;

elles déterminent le plan de la conique.
Ainsi, tout point en dehors du plan de la conique a.pour plan
. polaire ce plan.
20 Le point (wo, Yo, Z0, to) est dans le plan de la conique.
Le coefficient de X est nul, et le systéme (4) se réduit aux trois
premiéres équations.
On en conclut que les coordonnées du plan polaire vérifient les

équations
Fig _ oo _ Iy
@y w0
Sil’on y considére o, vo, wo, 70 comme coordonnées courantes,
ces équations représentent une droite, et tout plan passant par cette
droite est plan polaire du point (o, yo, 2o, o).
Cette droite est dans le plan de la conique, elle est par rapport a
cette conique la polaire du point donné.
Tro1SIEME cas. — Supposons A = 0, et tous les mineurs du pre-
mier ordre nuls.
Dans ce cas, I'’équation (2) représente deux points distincts P et ().
Supposons, par exemple, que le mizeur
a b

b// a'
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soit différent de zéro ; on peut alors résoudre les deux premiéres
équations du systéme (3) par rapport a u, et v,, et en remplacant
dans les deux autres on a

a b bwy—+cry— g
v o bwy+cry—Aiyo | = 0,
Vb a'wy—c"ry— Az
a B bwy+ cry— I
Y od bwy+-c'rg— Ay | = 0,
c ¢ cwy+drg— Mo
gu'on peut écrire, puisque tous les mineurs du premier ordre de A
sont nuls,

a U @
MV d y | =0,

v b 3z

a b x
A0 d yo | =0.

¢c ¢ b

Si on se reporte au numéro 126, on voit qu'en égalant les coeffi-
cients de X & zéro, on obtient les conditions pour que le point
(o, Yo, %0, to) soit sur la droite PQ.

Le systéme (3) est équivalent au systéme suivant :

1
Y f;,o -—7\900 = 0,

—;—- foo — Mo = 0,
a b0
A0 d oy | =0, (®)
bV b oz
a U wx
MY a oy | =0.
¢ ¢ to I

10 Le point (w0, Yo, 30, to) nlest pas sur la droite PQ.
Les deux derniéres équations donnent alors

A=10;
le systéme se réduit aux deux équations
fuy = 0, foo =0,

qui admet pour solutions les coordonnées de tous les plans passant
par la droite PQ.

COORDONNKES. — I 13
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On en conclut que tout point en dehors de la droite PQ admet
comme plans polaires tous les plans passant par cette droite.

20 Le point (o, Yo, %o, to) est sur la droite PQ).

Les deux derniéres équations du systeme (3) sont vérifiées quel
que soit }, le systéeme se réduit aux deux premiéres équations; on
voit que les coordonnées du plan polaire satisfont a ’équation

Fiy
T

Si lon v considére u, vy, w,, r, comme coordonnées courantes,
cette équation représente un point situé sur la droite PQ, et tout
plan passant par ce point est plan polaire du point (xy, yo, <o, %)-
Ce point et le point donné divisent harmoniquement les points P
et Q.

(QUATRIEME c4s. Supposons que A soit nul, ainsi que tous ses mi-
neurs du premier et du second ordre.

L’équation (1) représente un point double.

Supposons @ 0; on peul tirer u, de la premiére équation
du systéme (3), et en remplacant dans les trois autres,on obtient le
systeme équivalent

1, \
?fu0~ g = 0, ‘
7\’a, o =20,
" yo
o @ ) (6)
)\‘ ‘:0,
v’ Zo
a x|
A 0‘:0.
c to i

Si on annule les coefticients de % dans ces trois derniéres équations,
on a
o __ Yo o __ b,

a TV T T e

-elles expriment que le point donné coincide avec le point double,
car flu, v, w, r) étant carré parfait, sa racine est proportionnelle a
une dérivée partielle, /i, puisque « 0.

10 Supposons que le point (x4, Yy 34, ty) ne coincide pas avec le
point double. -

Les coefficients de A dans les trois derniéres équations du sys-
téme (6) n’étant pas tous nuls, on doit avoir A = 0, et il reste

fug = 0.

Cette condition exprime que le plan polaire passe par le point

double.
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20 Le point (xy, Yo, 29y ty) coincide avec le point double.
Les trois derniéres équations du systéme (6) sont vérifiées quel
que soit X ; il reste I'équation
1., .
5 fug — o = 0,
qui est vérifiée par les coordonnées d’un plan quelconque, puisque A
est arbitraire ; le plan polaire du point double est entiérement in-
déterminé.

144. On peut résumer tous ces résultats de la maniere suivante :

fo Si I'équation (1) représente une véritable quadrique, un plan
quelconque a un pdle bien déterminé, et un point quelconque a un
plan polaire également bien déterminé.

2° Si Péquation (1) représente une conique C, située dans un
plan P, tout plan autre que le plan P admet un péle biendéterminé
qui coincide avec le pole par rapport a la conique G de la trace
du plan sur le plan P. Le plan P a pour pdle un point arbitraire de
I'espace.

Tout point en dehors du plan P a pour plan polaire le plan P,
tout point situé dans le plan P a pour plans polaires tous les plans
passant par la polaire du point par rapport a la conique C.

3° Sil'équation (1) représente deux points distincts, A et B, tout
plan ne passant pas par la droite AB a un péle bien déterminé, qui
est le conjugué harmonique, par rapport & A et B, du point de
rencontre du plan avec la droite AB. Tout plan passant par la
droite AB admet pour pdles tous les points de ’espace.

Un point quelconque non situé surla droite AB a pour plans po-
laires tous les plans passant par AB ; un point quelconque de la
droite AB admet pour plans polaires tous les plans passant par le
conjugué harmonique du point par rapport & A et B.

4o Si I'équalion (1) représente un point double, tout plan ne pas-
sant pas par le point double a pour pdle ce point double, et tout
plan passant par le point double a pour pole un point quelconque
de 'espace.

Tout point autre que le point double a pour plan polaire un plan
quelconque passant par le point double, et le point double a pour
plan polaire un plan quelconque de I'espace.

145. Droites conjuguées. — Soil une droile quelconque D.
Si un plan tourne autour de cetle droite, le pdle de ce plan
décrit une autre droite D'.

Soient, en effet, Pi(uy, v), wy, r1) et Pa(us, vs, w0y, 1) deux
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plans passant parla droite D; un plan quelconque passant par
cette droite a pour coordonnées

Uy —+ iy, vy = g, Wy - Ay, 7y Ay
les coordonnées du pdle de ce plan sont alors
fu, M1y, [ =My, o, My s fh =M.
Par conséquent quand 2 varie, ce point décrit la droite D
qui joint les poles A; et A, des plans P, et Ps.
Réciproquement, tout plan passant par D' a son péle sur D.
Soit un plan P'(v/, v', w', #') passant par la droite D’; ce
plan contient alors les points A, et Ay, et on a
e, V' W', ' =0,
ufu, =0, 4+ W, 1, =0,
qu’on peut écrire
ulﬂz' -+ vlf;' —+ 201/(.10' +71'1f;” == 0)
Unf o == Vaf o~ Wil =+ 1af 1 = 0,
ce qui montre que les plans P, et P, passent par le pdle du
plan P/, autrement dit que ce poéle est situé sur la droite D.
On appelle drottes conjuguées deux droites qui jouissent des
propriétés des droites D et D', c’est-a-dire qui sont telles que
le plan polaire d'un point quelconque de l'une passe par
Pautre.

146. Si par une droite on méne des plans tangents & une
quadrique, la droite qui joint les points de contact est la droite
conjuguée de la droite donnée.

Cela résulte de ce que le pole d'un plan tangent est le point
de contact.

De méme, si on meéne les plans tangents aux points de ren-
conire d'une droite et d'une quadrique, l'intersection de ces
plans est la droite conjuguée de la droite donnée.

147. Sipar une droite D on méne un plan qui coupe une
quadrique suivant une conique, le pdle A de la droite D par
rapport & celte conique est sur la droite conjugude.
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En effet, le plan polaire du point A contient la droite D, donc
le point A appartient & la droite conjuguée de la droite D.

On en conclut que si le plan sécant tourne autour de la
droite D, le point A décrit la droite conjuguée de cette droite.

148. Supposons qu'une droite D soit tangente &4 une qua-
drique en un point A, tous les plans passant par la droite D
auront leurs podles dans le plan tangent & la quadrique au
point A; il en résulte que la droite D', conjuguée de la
droite D, est située dans le plan tangent en A et passe par le
point A.

De plus, les deux droites D et D' doivent former un faisceau
harmonique avec les génératrices de la surface passant au
point A, car il est visible que toute droite qui rencontre deux
droites conjuguées doit couper la surface en deux points con-
jugués harmoniques des points de rencontre avec les droites
conjuguées. ‘

Sila droite D est une des génératrices de la surface passant
par le point A, la droite conjuguée D' se confond avec la
droite D.

149. Dans ce qui précede, nous avons supposé que l'équa-
tion (1) représentait une véritable quadrique. ‘

Supposons maintenant qu’elle représente une conique.

Une droite D rencontrant le plan de ceite conique en un
point A aura pour conjuguée la polaire du point A par rapport
a la conique.

Toute droite située dans le plan de la conique aura pour
droite conjuguée une droite quelconque passant par le pole
de la droite donnée par rapport a la conique.

150. Tétraédres conjugués. — On dit qu’'un tétragdre est con-
jugué par rapport a une quadrique (que nous ne supposerons
pas réduite & une conique) lorsque chaque face a pour poéle
le sommet opposé.
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Il existe une infinité de tétraédres conjugués par rapport a
une quadrique.

En effet, soit P, le plan polaire d'un point arbitraire A,. Pre-
nons dans le plan P, un point quelconque A,; le plan polaire
P, de A, contient A,.

Les deux plans P, et P, se coupent suivant une droite; si
I'on choisit sur cette droite deux points A; et A, conjugués par
rapport & la quadrique, les quatre points A,, Az, A; et A, seront
les sommets d'un tétraédre conjugué. -

Les éléments d'un tétraedre conjugué dépendent de six
parametres indépendants, car le point A: est arbitraire (trois
paramétres), le point A, est arbitraire dans le plan P: (deux
parametres), enfin le point A; est arbitraire sur la droite inter-
section de P, et de P, (un parametre).

Remarquons que si un tétraedre est conjugué par rapport a
une quadrique, deux sommets quelconques, deux faces quel-
conques et deux arétes opposées quelconques sont conjugués
par rapport a la quadrique.

151. Quadriques conjuguées par rapport a un tétracdre. —
On dit qu'une quadrique est conjuguée par rapport & un té-
traédre, lorsque le tétraédre est conjugué par rapport a la
quadrique.

Nous allons chercher 'équation générale des quadriques
conjuguées par rapport a un tétraédre.

Supposons d’abord que 'on prenne pour axes de coordon-
nées trois ardtes aboutissant & un méme sommet, OA, OB, 0G;
OA étant I'axe des @, OB l'axe des y et OC I'axe des z.

Posons en outre

0A = ¢, 0B = 8, 0C = v.
L’équation générale des quadriques est
[(u, v, w, 7) = au? + an? - a"w? 4 2bvw + -+ dr? =

Ecrivons que le pole du plan yOz estle point A. L'équation

du pole de ce plan est

% fo = au 0" 4w —+cr = 0
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on doit avoir

[)// — O’ [// — 0, E_ = .
¢
En écrivant que le plan zOx a pour pdle le point B, on a
V=0, b =0, )
4

En écrivant que le plan 20y a pour pdle le point C, on a

"

b =0, b =0, R

=

On trouve donc déja les conditions, au nombre de six,

a = ¢z, a = (B, a" = c'vy,
b= = =0.

Si ces conditions sont remplies, O sera le vpé)le du plan ABC.

L’équation de la quadrique devient alors

cau? - ¢'Bo? -+ ¢"yw? + 2eur + 2¢'vr - 2c"wr - dr? =0

ou encore

! "

"Z_ (wo+7)* + % (0B ~+ 1)+ C—{ (wy —+1)?
—‘—7’<d—£——-i’_ C_”>:0.

Cette équation peut s'écrire
A(uz + 1) 4 B(vd + 1) 4+ Clwy + )2+ Dr? = 0,
A, B, G, D désignant des nombres arbitraires. .
Supposons maintenant que le tétragdre soit rapporté a des.
axes quelconques, et désignons par (zy, ¥y, 51)s (23, Yo, Z2)s
(@3, Y3, 33), (%, Y, ) les coordonnées des sommets A;, A,,
Asy As
Si nous prenons pour axes de coordonnées les directions
AALL Ay, AA;, Déquation générale des quadriques conju-
guées par rapport au tétraédre sera
Ao 72+ BB +7)% + Clw'y 47 +Dr'2 = 0,
o, B, v désignant les longueurs des arétes qui aboutissent auw
sommet A,.
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Revenons aux premiers axes, en ulilisant les formules de
transformation (1) du numéro 30 et en remarquant que les

T, — —
coordonnées du point directeur de A,A, sont LOL——A, yi—agf,

Z,— % Ty — T

pourla direction A,A, ces quantités sont ’

K

2 —Yr Zz — Zu '
—y——%, — 7, ete.; on aura donc

B B
vt — ) | oyi—y) e — )

% o o

k)

o — w(@y — @) . (Y2 — Y4) + w(z ——24),
g B g

, w(y — ) n (s — Yu) -+ w(zs — %)
¥ ¥ it

= UT, - VY - WE T

2

On tire aisément de ces équations
wa— 1 = ux, + vy 4wz + 7,
VB 1 = umy -+ vyy -+ w3z 7,
Wy 7 = upy -+ vYy + Way + 7,
= Uy~ VY - wa
L’équation de la quadrique devient donc
Auz, - vy 4 w3z 1) + Blux, + vyp + wzy + 7)?

4 Gluxs 4+ vys + wzy + )2 - D(uz, + vy —+ wz, + 1) = 0;
en conséquence, si 'on désigne par Py, Py, Py, P, les premiers
membres des équations des sommets du tétraédre, on voit
que I'équation tangentielle générale des quadriques conjuguées
par rapport & ce tétratdre est

AP? + BP} + CP2 + DP2 = 0.

152. Tutoréme pE HESSE. — S¢ deuw téiraédres sont conjugués par
rapport & une quadrique, toute quadrique passant par sept des som—~
“mets de ces tétraédres passe par le huitiéme.
Soient @, ys, 5: (1 =1, 2,3, &4, 3, 6, 7,8) les coordonnées des
huit sommets des tétraédres.
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L’équation tangentielle d'une quadrique conjuguée par rapport au
tétraddre qui a pour sommets les quatre premiers points est
it
E hi{was; 4+ vyi + wzi+ )2 =03
=1
de méme 1'équation tangentielle jd’'une quadrique conjuguée par
rapport au tétraédre formé par les quatre autres points est
i=8
2 Ai(uwi ++ vy; -+ wz; + )2 = 0.
=5
Ecrivons que ces deux équations représententla méme quadrique ;
on obtient une identité de la forme
i=8
E wi(w; —+ vy + wszi +1)2 = 0.
i=1
On en déduit
Spe? = 0, Spy? =0, S = 0, Sz = 0,
g = 0, Spwy; =0, Spww;=0, Sy =0, Zpz =20, Zpu=20,
Considérons le premier membre de I’équation ponctuelle d'une
quadrique quelconque
o(w, ¥, ) = Aa?+ A'y? -+ A”2% + 2Bys + 2Bz + 2B"wy
+2Cx4-2Cy +20"z+D =0}
on aura, quelles que soient les valeurs des coefficients,
i=s

E wip(i, i, 2) = 0.
i=1

Cette égalité prouve que si la quadrique
ola, 9, 5) = 0

passe par sept des huit points considérés, elle passera par le hui-
tiéme. )

En transformant par le principe de dualité, on obtient le théo-
réme suivant :

Si deux tétraédres sont conjugués par rapport & une quadrique,
toute quadrique tangente & sept des faces de ces tétraédres est tan-
gente & la huitiéme.
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EXERCICES ET NOTES

1. Tétraédres polaires réciproques. — On dit que deux tétrae-
dres sont polaires réciproques par rapport & une quadrique lorsque
les sommets de ['un sont les poles des faces de 'autre.

TukoreME. — Les droites qui joignent les sommets correspohdants
de deuw tétraédres polaires réciproques sont des génératrices d'un
méme hyperboloide.

Soient
o= ax+ady—+as+at =0,

B = bw —+ by -+ b's 4"t =0,

v = cx + ¢y + "5+ "t = 0,

8 =dot-dy+dz+d"t =20
les équations des faces d'un tétraédre ABCD; nous allons démontrer
que si I'on joint chaque sommet au pole de la face opposée par rap-
port & une quadrique

f(w, v, w, r) =0,
les quatre droites obtenues sont génératrices d'un hyperboloide.
Une droite passant par le sommet A a pour équations

P _x_ 3.
E=X=2

. v
écrivons que cette droite passe par le pole (fa, fars fam fam) dela
face BCD; on aura les conditions
A By
(ab) — (ac) ~ {ad)’

en posant
ar ()f ()f ar af
b — ’ m L ! !I___ m
(@)= V5 S b= a5l vt ghrar st

(ac) désignant une expression analogue. .. etc.
On en conclut que les droites joignant les sommets aux poles des
faces opposées sont déterminées par les équations

I S
(ab) (ac) — (ad)
T (.

(ba) ™ (o) — (0d)’
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o @_3
(ca) = (eb) ~ (ed)’
« By

(da) = ) T (de)
On en conclut (chapitre 1, Exercice 4) que ces quatre droites sont
sur un hyperboloide.
Corrélativement, les droiles intersections des faces correspondantes
deux & deux de deux tétraédres polaires réciproques sont quatre
génératrices d'un hyperboloide.

2. Etant donnés les plans polaires de deuwx points par rapport
une quadrique, si Pon méne par chacun de ces points un plan paral-
lele av plan polaire de Vautre, le plan mené par Uintersection de ces
deuax plans et par Uintersection des dewx premiers passe par le centre
de la quadrique.

3. Ltant donnés les plans polaires de dewax points fizes par rapport
& une quadrigue, démontrer que le rapport des distances de ces points
& un plan quelconque est duans un rapport constant avec le rapport
des distances du pdle de ce plan aux deux plans polaires.

4. On considére les quadriques conjugudes par rapport & un té-
traédre et qui sont tangentes & un plan fice, Démontrer que les plans
polaires d'un point fiwze enveloppent une surface de troisiéme classe
passant par les arétes du tétraédre.

Désignons par
a = au 4+ a'v 4+ a"w -+ a"r = 0,

B =bu—+0v+bw+b"r =0,
y=ocu +cv 4w+ c"r =0,
=du4dv+dw+d"r =0
les équations des sommels du tétraddre. L’équation générale des
quadriques conjuguées par rapport & ce tétraedre est
Ac? +- BP? + Cy2 + D32 = 0,
avec la condition ‘
Aaj + Bp + Gy + D82 = 0, (1)
qui exprime que le plan (wo, vo, wo, 7o) touche ces quadriques.
Or le pole d’un plan («/, v’, w', #') a pour équation
Aaa’ + BRE’ + Cyy' 4+ D38 = 0;
pour écrire que ce péle est fixe, il suffit d’observer que I'équation
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d’un point peut toujours se mettre sous la forme (20)
loc—}—m@—}—ny—)—pb‘ = 0;

! ! ! NG
A« BE_ Gy _ DY )
l m n P
En éliminant A, B, G, D entre (1) et (2), on aura I’équation
tangentielle de I'enveloppe du plan («', v’, w', +),
% + ﬁ—kﬂg +]—0§,8 =0.
o o he o
Cette équation étant vérifiée par les coordonnées de tous les

plans passant par une aréte quelconque du tétraédre, on en conclut
que cette aréte est sur la surface.

on aura donc

5. On considére toutes les quadriques conjuguées par rapport & un
tétraedre et qui sont telles que le plan polaire dun point donné A
passe par un point également donné B. Démsntrer que le plan polaire
d'un point fixe passe par un autre point fize.

Démonstration analogue a la précédente.

6. Etant donné un tétracdre, on considére tous les paraboloides
conjugués par rapport & ce tétraédre; on demande l'enveloppe du
plan polaive d’un point fixe, le liew des poles d'un plan fixe, et le liew
des points de contact des plans tangents paralléles & un plan fixe.

SiT'on prend pour axes de coordonnées trois arétes du tétraédre,
Iéquation du paraboloide pourra s’écrire

Au(ua + 27) 4 Bo(vp +- 27) — Caw(wy + 27r) = 0.

7. Lorsque deux tétraédres conjugues par rapport & une quadrique
ont un sommet commun, les droites joignant le sommet commun auxs
siw autres sommets appartiennent & un méme cone du deuxiéme degré.

Prenons le sommet commun a l'origine, et désignons par x;, ¥, 2

(¢=1, 2, 3, 4, 5, 6)les coordonnées des six autres sommets des deux
tétraedres ; posons en outre

P; = wwi + vy + ws; 1.
L’équation de la surface peut s’écrire indifféremment sous les

deux formes
i=3
r2+ IAPE =0,
i=1

=06
4 WP =05
i=h
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on en conclut une identité de la forme

=6
r? - E pP? = 0.
i=1

Lerivons que les coefficients de u2, v2, w2, vw, wu, wo sont nuls ;
on aura

Zp} = 0, Suyi = 0, Yzt = 0,
Spyisi= 0, Sz = 0, Sy = 0

ces égalités démontrent la propriété énoncée.

Corrélativement, si deux tétraédres conjugués par rapport i une
quadrique ont deux faces situées dans un méme plan, les plans des
six autres faces sont tangents & un cone de deuxieme degré.

8. Connaissant les coordonnées pliickériennes d'une droite, trouwver
celles de la droite conjuguée par rapport & une quadrique.
Soit une droite D définie par I'intersection de deux plans
@ - vy w1z + 1t = 0,
UL — VoY - Wz 13t = 0 ;
ses coordonnées pliickériennes sont (22)
o = VW3 — W13, U= wyre — 71ty ... , ete.
La droite conjuguée de cette droite par rapport a une quadrique
flu, v, wy, r) =0
joint les deux points (fuy, 14, fibys fr) et (fuy, [iys fibgy 119) 3
ses coordonnées plickériennes o', &', v', ', m’, n’ sont propor-
tionnelles aux quantités
fa,fry — [V \figs +oos [0, ly — [rby g, -, ele.
On en déduit aisément les formules suivantes :
o = a(b'c¢" —b'c") + ((b'c — ac”) + vy(ac’ — b'c) 4 Had — c?)
: -+ m(b"d — cc') +n(b'd — c'c),
El/ — EL(CL,C”"bCI) +@(bc_b//c//)+‘Y(b//cl-__a/c)+l(bl/cl _CCI)
—+ mla'd — ¢'%) + n(bd — c'c"),
Y = a(bc" — a’c’) +B(a"c — b'c") 4 y(0'c’ — be) + Ub'd — ¢c)
~+ m(bd — ¢'¢") + n(a"d — "%,
ll — a<a/a// . b2) + ?J(bb, — a”b”) +"{(b”b . a!b/) _|_ l(bl/c// . b/c!)
+ m(a'c" — be') + n(be" — a'c’),
m' = a(bb' — a"b") 4 f(a"a — 0'?) + y(0'D" — ab) 4~ L(b'c — ac”)
: —+m(be — b"¢") +n(a’c — b'c"),
n' = a(b'b — a'b") + B0’V — ab) 4 y{aa’ — b"?) 4+ l{ac’ — b"c)
+m(b"¢' —a'c) 4 n(d'c’ — be).
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On voit ainsi que les coordonnées de la droite D’ sont des fonc-
tions linéaires et homogenes des coordonnées de la droite D, les
coefficients étant les mineurs du second ordre du discriminant a
de la fonction flu, v, w, 7).

On peut déduire de 1a la condition pour que la droite D touche la
quadrique, c’est-a-dire I’équation de celte quadrique en coordonnées
de droites. 1l suffira d’écrire que les deux droites D et D’ se ren-
contrent, c’est-a-dire qu’on a

'l G'm = y'n 4ol 4 Gm' 4yn' = 0,
ce qui donne une relation du deuxiéme degré entre les coordonnées
de la droite D.

Mais n’oublions pas que, réciproquement, toute relation du
deuxieme degré entre les coordonnées d’une droite n’est pas en gé-
néral ’équation d'une quadrique ; cette relation représente un com-
plexe du second ordre.

9. Ltant domnés deuw ellipsoides homothétiques et concentrigues,
les plans polaires des points de V'un d'euwx par rapport ¢ Fautre en-
veloppent un ellipsoide homothétique et concentrique auw deww ellip-
soides donmnés.



CHAPITRE VII

CENTRE, PLANS DIAMETRAUX ET DIAMETRES
PLANS PRINCIPAUX ET AXES

153. On appelle centre d’'une quadrique un point tel que
toute droite passant par ce point rencontre la surface en deux
points symétriques par rapport & ce point.

11 résulte de cette définition que le centre est le pole du plan
de P'infini, et que, réciproquement, si le pole du plan de Iin-
fini est & distance finie, ce point est un centre.

Soit
[(u, v, w, 1) = au® 4+ a'v? + a"w?* 4+ 20vw + 26wu ~ 20" uw

4= 2cur + 2c'vr 4 2¢"wr 4+ dir? =0 (1)

I'équation tangentielle de la surface.
L’équation du pdle d'un plan quelconque (uy, vo, ,, 1) est
! ! P ! W
ufuy +0f vy + Wi +rf7, =0
ou encore
’ wof 't =+ Vof s = wof w —+ Tofr = 0.
Si le plan est & linfini, o, vy, w, sont nuls, et I'équation

devient
1
— [t = cu—+cv+cw+dr = 0.

Premier cas. — d £ 0.
Le pole est & distance finie. La surface a un centre qui a
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. - c ¢
pour coordonnées cartésiennes T ad
coordonnées homogeénes ¢, ¢, ¢, d.

8iI'équation (1) représente une conique, le pdle du plan de
I'infini coincide avec le pdle par rapport a cette conique de la
droite de l'infini de son plan (141); ce point est donc hien
aussi le centre de la conique.

Enfin si I'équation représente deux points, le pdle du plan
de l'infini est le milieu de ces deux points.

s Ou encore pour

DEUXTEME cAS. — d = 0.

Le péle du plan de linfini est & l'infini, ce qu’'on pouvait
prévoir, puisque la surface est tangente & ce plan; il n'y a
donc pas de centre.

Le point ol la surface (ou la courbe) touche le plan de I'in-
fini a pour coordonnées ¢, ¢, ¢’ et 0; la direction dans la-
quelle se trouve ce point est, comme nous le verrons plus
loin, la direction de I'axe du paraboloide (ou de la parabole)
représenté par ’équation (1).

154. 1’6quation tangentielle générale des quadriques qui ont
pour centre le point (2, v, z) est

au? + a'v? + a"w? —+ 20vw + 20w - 20"uv - 2xur + 2yor
Y
—+ 2zwr +712 =0,

155. Application. — Le liew des centres des quadriques tangentes
& sept plans est wn plan.

Soient w;, vy, wi, 7i(i = 1, 2, 3, &, 3, 6, 7) les coordonnées des
sept plans.

L’équation d'une quadrique ayant pour centre le point (x, y, 2)
est écrite plus haut ; cette quadrique étant tangente aux sept plans,
on aura sept équations de la forme

av? + a'v? + -+ 2wur; 4 2Yviri — 23w - r2 = 0.

En éliminant a, o', a’, b, b', 1" entre ces sept équalions, on aura
I’équation du lieu.

Le premier membre de cette équation est un déterminant dont les
éléments d'une ligne quelconque sont

u?, 3, wh, VWi Wk, W, 20U - 2Yvir - 28w - T4
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Les variables figurent seulement dans la derniére colonne et au
premier degré; le lieu est donc un plan.

On peut encore obtenir ce résultat de la maniére suivante. On
cherche l'équation générale des quadriques tangentes a sept plans;
on écrit que ["équation

au? - a'v? 4 o = 2¢"wr + dr2 = 0
est vérifiée par les coordonnées des plans donnés.

On a sept équations entre dix coefficients, on peut résoudre par
rapport & sept inconnues en fonction des trois autres que nous
désignerons par Xy, Xe, 23. Ces sept inconnues sont des fonctions
linéaires et homogénes de Ay, 29, Ay, de la forme

a)\1 —+ b)\g -+ C)\g.

Il en résulte que 'équation générale des surfaces tangentes aux

sept plans est _ '
Mfi(u, v, w, )~ haofalts, vy 10, ¥)+ hefs(es, v, w, ) = 0,
en posant
fi(w, v, w, ) = aju® + ajv? - - 2cfwr + dy2,
falve, v, w, ) = asu? + -« + dor?,
Falae, v, 0, 1) = agu® -+ dgrt.

Le centre de la quadrique a pour coordonnées
o cih —+ cade —+ c3hg
- d])q —+ dg)\g -+ d;_})\g ’

il chle - cyhg

- d1)\1 —- d«g)\g —+- dg)\:; ’

ey - Chho - cihy

([1)\1 — dads ds)\g

Quand 24, % et X3 varient, il est visible que ce point décrit le

. . .. . . ‘¢ ¢ 1
plan qui est déterminé par les trois poinis (—-1—, LL, ),
. d1 d1 Cli
T A I
dy Ty’ dg) ds ' dy ds

156. Le liew des centres des quadriques tangentes & luit plans est
une droite.

L’équation générale des quadriques tangentes a huit plans est
filu, v, 1w, 1) = hofa(e, v, w, ) = 0.
Le centre a pour coordonnées
o MC1 ~ DoCs T A T
- )qd1 —+ dodls ’ vy = hady Dodlo ! T hdy -+ dods ’
on voit ainsi que ce point décrit une droite.

COORDONNEES, — T 14
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Dailleurs ce résultat est une conséquence directe du théoréme qui
précede.

157. Ces théorémes sont des cas particuliers du théoréme plus
général suivant :

Le liew du pble d'un plan fixe par rapport aux quadrigues tan-
gentes & sept plans (ow tangentes & huit plans) est un plan (ou une
droite).

158. Plans diamétraux. — Le lieu des milieux des cordes
d'une quadrique paralléles & une direction de droite esl un
plan qu’on appelle le plan diamétral conjugué de la direction
donnée.

Ce lieu est en effet le plan polaire du point a I'infini dans la
direction donnée.

Soient @, B, v les parameétres directeurs de la direction don-
née ; le point & 'infini dans cette direction a pour coordonnées
homogenes «, 8, v, 0; les coordonnées u, v, w, r de son plan
polaire seront déterminées par les équations

’ ’ ’
u f v f w
— = = —

i R
fr=
On a trois équations du premier degré que I'on peut résou-
dre comme au numéro 143 ; on a en général un seul plan dia-
métral correspondant & une direction.

159. Les plans diamétraux étant des plans polaires de points
situés dans le plan de 'infini doivent passer par le pole de ce
plan ; c’est ce que montre d’ailleurs I'équation f = 0.

11 en résulte que dans les surfaces a centre les plans dia-
métraux passent par le centre,  tandis que dans les parabo-
loides, ils sont paralleles a la direction de I'axe.

160. Le plan polaire d'un point & l'infini n’est un véritable
plan diamétral que si ce point n’est pas situé sur la surface.
Dans le cas contraire, si ce point est sur la surface, le plan
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polaire correspondant est le plan tangent a la surface en ce
point. Si la surface est une surface & centre, ce plan est tan-
gent au cone asymptote ; si la surface est un paraboloide, ce
plan passe par 'une des droites, intersection de la surface et
du plan de l'infini, & moins que la direction donnée ne soit
précisément la direction de I'axe (ce qui revient & dire que le
point & I'infini est le point de rencontre des deux droites dont
nous venons de parler); dans ce cas le plan polaire coincide
avec le plan de I'infini.

161. Examinons le cas olt 'équation (1) représente une co-
nique ; il suffira de se reporter & la théorie des pdles et plans
polaires (144).

Si la direction donnée n’est pas parallele au plan de la co-
nique, le point & I'infini correspondant n’est pas dans le plan
de cette conique, le plan polaire de ce point est le plan de la
conique.

Si la direction donnée est parallele au plan de la conique,
le point & 'infini correspondant est dans le plan de la conique,
le plan polaire est un plan quelconque passant par la polaire
de ce point par rapport ala conique; on peut donc dire que
dans ce cas le plan diamétral conjugué de la direction donnée
est un plan quelconque passant par le diamétre conjugué de
la direction dans la conique.

Si le point & I'infini est sur la conique, son plan polaire pas-
sera par une asymptote si la conique est une hyperbole, ou
sera parallele au plan de cette conique si c’est une parabole.

162. Plans diamétraux conjugués. — On dit que deux plans
diamétraux sont conjugués lorsque chacun d’eux divise en
deux parties égales les cordes paralléles & l'autre.

Chacun de ces plans passe par le poéle de l'autre; on peut
les considérer comme deux plans conjugués par rapport & la
quadrique.

Soient les deux directions («, &, v) et («, ¢, 7'); nous allons
chercher la condition pour que les plans diamétraux conju-
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gués de ces directions soient conjugués par rapport a la qua-
drique.

J'écris pour cela quele plan diamétral conjugué de ladirection
(2, B, y) est paralléle & la direction (<, #, v) ; il suffit d’éliminer
u, v, w, r entre les équations

[T = 0,
fo—28=0,
fio—"2¢ =0,

fr=0,

us' 4+ vf -+ wy = 0.
On obtient la condition

a UV ¢ a

o d b B

O b d ¢ y| =0,

¢c ¢ ¢ d 0

0,'I ﬁ‘l Y/ 0

On peut remarquer que cela revient & écrire que les deux
points a l'infini («, 8, v, 0) et («, &, v, 0) sont conjugués par
rapport & la quadrique.

163. Diamétres. — Le lieu des centres des seclions d'une
quadrique par des plans paralléles & un plan donné est une
droite qu'on appelle le diameétre conjugué de la direction de
plan.

En effet, les centres des sections sont les poles par rapport
a ces sections de la droite de l'infini par olt passent les plans
paralleles ; il en résulte (147) que le lieu de ces centres est la
droite conjuguée de cette droite de I'infini.

Le diamétre conjugué d'une direction de plan est donc la
droite conjuguée de la droite de I'infini par laquelle passe la
direction de plan donnée.

Nous pouvons a l'aide de cette remarque déterminer analy-
tiquement le diametre.



CENTRE, PLANS DIAMETRAUX ET DIAMETRES 213
Soit la direction de plan
U -+ vyY +-wez = 0.

Nousallons chercher la droite conjuguée de la droite de l'in-
fini située dans ce plan.

Un plan quelconque passant par cette droite a pour coor-
données u,, vo, wo, »; 1’équation de son pdle est alors

ol t = vof s+ wof = Afh = 0;

ce pole est situé, quel que soit A, sur la droite représentée
par les deux équations

Uofu =+ Vof s - Wof 1o = 0,
fr=20;
ce sont les équations du diametre cherché.
On voit que ce diamétre passe par le centre sila surface est

un ellipsoide ou un hyperboloide, ou bien est paralléle & la
direction de l'axe, si la surface est un paraboloide.

164. Pour que la droite conjuguée d'une droite située & l'in-
fini soit un diametre, il est nécessaire que la droite de I'infini
ne soit pas tangente & la surface ou ne soit pas située sur la
surface.

Si la surface est 4 centre, elle rencontre le plan de l'infini
suivant une véritable conique; si une droite est tangente a
cette conique, la droite conjuguée sera dans le plan tangent &
la surface en ce point et sera la conjuguée harmonique de la
droite donnée par rapport aux génératrices situées dans le
plan tangent ; on en conclut que la droite conjuguée est géné-
ratrice du céne asymptote.

Si la surface est un paraboloide, elle rencontre le plan de
Iinfini suivant deux droites A et A" qui se coupent en un
point O. Toute droite du plan de l'infini passant par le point
O aura pour droite conjuguée la conjuguée harmonique de
cette droite par rapport & A et A’; la droite A sera a elle-
méme sa droite conjuguée, ainsi que la droite A’,
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165. On peut montrer directement que le lieu des centres des sec-
tions planes paralléles a un plan fixe est une droite.
En effet, 'équation de la conique intersection de la surface par un
plan (uo, vo, wo, 70) est
(ufgwo *|—"’ﬂv~0 -+ wf&ug -+ Tf;'o)g — &f (w, v, w, 7)fo = 0,
fo désignant f(uo, vo, wo, 70).
Les coordonnées du centre de cette conique sont

- — f;l()f:o - 4Cf0 Y — f;)ofgo - 46//‘0 L fgvof;’o — 4"
sy R Sy v G gy )

Si 7 varie, ce point décrit une droile, car les termes de ces trois
fractions sont du premier degré par rapport & 7.

166. Si I'équation (1) représente une conique, deux cas peu-
vent se présenter : ou bien la droite donnée a l'infini n’est pas
dans le plan de la conique, dans ce cas la droite conjuguée est
le diametre conjugué par rapport a la conique de la trace de
la direction de plan sur le plan de la conique; ou bien la
droite & l'infini est dans le plan de la conique, la droite conju-
guée est une droite quelconque passant par le péle de la
droite de I'infini par rapport & la conique.

167. La théorie des poles et polaires nous donne immédia-
tement les théorémes bien connus qui suivent.

Les plans diamétraux conjugués de toutes les directions de
droites d'un plan passent par le diameétre conjugué du plan.

Les diamétres conjugués de toutes les directions de plans
paralleles & une droite sont situés dans le plan diamétral con-
jugué de la droite.

Le diamétre conjugué de la direction d'un plan diamétral
est parallele aux cordes que divise le plan en deux parties

€gales.

168. Systeme de trois diamétres conjugués. — L'intersection
de deux plans diamétraux est le diametre conjugué de la
direction de plan paralléle aux cordes conjuguées des plans

diamétraux.
Considérons alors deux plans diamétraux conjugués (162);
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leur intersection est parallele & I'axe dans le cas olt la surface
estun paraboloide ; mais, si la surface a un centre, cetteinter-
section passe par le centre; le plan diamétral conjugué de
cette direction est conjugué des deux premiers, I'ensemble
de ces plans constitue un systéme de trois plans diamétraux
conjugués deux a deux, et les arétes de ce triedre forment
trois diametres conjugués.

Chacun de ces diametres est le diametre conjugué du plan
formé par les deux autres.

Trois plans diamétraux conjugués forment avec le plan de
I'infini un tétraédre conjugué par rapport a la quadrique.

169. Formes réduites des équations des quadriques. — 1° Si
la quadrique a un centre, nous prendrons comme axes trois
diamétres conjugués ; les plans de coordonnées forment avec
le plan de linfini un tétraédre conjugué, dont les équations
des sommets sont

u =0, v=0, = w=0, r=0;
I'équation de la quadrique est donc de la forme
Au? 4 Bov?+ Cw? + Dr? = 0.

2 Si la quadrique est un paraboloide, nous prendrons
comme plans des zz et des 2y deux plans diamétraux conju-
gués ; leur intersection sera alors paralléle &'axe ; nous pren-
drons pour origine le point ol cette droite rencontre la sur-
face et pour plan des yz le plan tangent & la surface ence point.

Soit I'équation

[(u, v, w, r) = au? + a'v? + -+ 4 2c"wr = 0. (1)

Jécris que le pole du plan des zx est & I'infini dans le plan des
2y ; I'équation de ce pole est

1

2

[v=bu+av+bw-+cr=0;

on a
b =0, ¢ =0.

En écrivant de méme que le pdle du plan des a2y est & I'infini
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dans le plan des zz, on obtient
b =0, ¢" = 0.
Jécris ensuite que le plan des yz est tangent et que son
point de contact est & 1'origine ; on a
a=0, " =0, ' = 0.

L’équation de la surface devient alors

a'v? + a"w? 4+ 2cur = 0.

Nous avons obtenu (54) les équations ponctuelles corres-
pondantes. Elles sont trés aisées a retenir; il suffit de changer
les variables w, v, w,r en x, vy, z, t et de remplacer chaque
coefficient par son inverse, sauf pour le coefficient de ur que
I'on remplace par quatre fois son inverse. On a ainsi les équa-
tions

170. Plans principaux et axes.— On appelle plan principal
d’une quadrique un plan diamétral perpendiculaire & ses cordes
conjugudes ; ces cordes sont également appelées cordes prin-
cipales.

On appelle axe d'une quadrique un diametre perpendicu-
laire & sa direction de plan conjuguée.

11 est aisé de voir qu'un axe est l'intersection de deux plans
principaux ; en effet, soit P un plan quelconque perpendicu-
laire a I'axe, les plans diamétraux conjugués des directions du
plan P passent par 'axe; parmi ces plans il en est deux per-
pendiculaires & leurs directions conjuguées, ce sont ceux qui
passent par les axes de la conique, intersection de la surface
et du plan P.

Réciproquement, I'intersection de deux plans principaux est
un axe, car ¢’est le diametre conjugué de la direction du plan
perpendiculaire a I'intersection des deux plans principaux.
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La détermination des axes revient donc a celle des plans
principaux.

On peut considérer un plan principal comme un plan dont
le podle est & 'infini dans la direction perpendiculaire.

Soient u, v, w, r les coordonnées d'un plan; son péle a
pour coordonnées [y, [+, [w, [+; pour que ce pole soit a 1'in-
fini dans la direction perpendiculaire au plan, on doit avoir

f{b . f;/ {m
—_—— = =,
u v w

fi=0,
les axes de coordonnées étant supposés rectangulaires.

171. Pour résoudre et discuter ces équations, on peut intro-
duire une nouvelle inconnue S et écrire

Lo _ Lo L _ o

u v w
ou
[ = 28u,
[v = 28v,
f/zu — QSZU?

ce qui donne, en développant,
(a— S+ v+ bw—4cr =0
b"w 4+ (@' —Spp +bw—+cr =20

(2)

bu+ bv+ (¢ —Shw+c'r =0

< -
e~

cu -+ c'v -+ c"'w + dr = 0.

Ces équations sont homogeénes par rapport & u, v, w, r;
pour qu’elles aient des solutions non toutes nulles, il faut que
le déterminant du systéme soit nul. On doit donc avoir

a—3S b v ¢
v a —$9 b ¢

F(S) = 4 b a—S | 0
¢ ¢ ¢ d

le premier membre peut se décomposer en la somme sui-
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vante :
a O 0 ¢ —S v ¢ a 0 0V ¢
" d b 0 d b ¢ v —S b
-+ +
b/ b all cl/ O a!/ C// bl 0 a/l CII
¢c ¢ " d 0 ¢ ¢ d ¢ 0 ¢ d
a 0 0 ¢ —S 0 /A —S v 0 ¢
o o 0 0 —S b ¢ 0 o 0 ¢
- - -+
b b —S 0 0 da ¢ 0 &6 —S ¢
c ¢ 0 d 0 0 ¢ d 0 ¢ 0 d
a 0 0 c —8 0 0 ¢
v —S 0 ¢ 0 —8 0 ¢
-+ -+ ;
v 0 —Ss ¢ 0 0 —S
c 0 0 d 0 0 0 d

les valeurs respectives de ces déterminants sont
A—AS—A'S—A"S + S¥a'd — "?) + S¥a'd — ¢?)
- S¥ad — ¢?) — dS°.
L’'équation -peut done s’écrire
dS?—Sad— c*+a'd— "+ d'd— "]+ S(A+A'+A")—2 =0.

Soit S, une racine de cette équation ; si on remplace S par
S; dans les équations (2), elles admettront un systéme de so-
lutions qui seront les coordonnées d’un plan principal.

172. Etude algébrique de I'équation en S,

TrEoREME. — L’équation en S a toujours ses racines réelles.

Nous écartons le cas ot 'onauraita la fois ¢=c¢ =¢"=d=0;
car dans ce cas'équationen S est identiquement satisfaite ;
I'équation de la surface représente une conique a linfini ; il
n’y a pas lieu de chercher ses plans principaux.

Le premier membre de I'équation en S est le discriminant

de la fonction
[(uy v, w, r) —S(u? 0 +w?);



PLANS PRINCIPAUX ET AXES 219

.81 on y remplace S par une racine de I'équation en S, cette
expression est décomposable en une somme de trois carrés
au plus.

Si I'équation avait une racine imaginaire, on aurait une
identité de la forme

[ (u, v, w, r)— (a+ B2)(u? + v? + w?)
= (P+1iP)? + (Q + Q)2 + (R +R')?,

P, P, ...., R désignant des fonctions linéaires e{ homogenes
de u, v, w, r & coefficients réels, dont 'une au moins renferme
la variable ».

On en déduit

— B(u? 4 v? + w?) = 2PP' + 2QQ' -+ 2RR".

Supposons que 'une des expressions P, Q, R contienne r
et cherchons & résoudre le systéme

P =0, Q=0, R=0.

On a trois équations linéaires et homogeénes a quatre incon-
nues ; on pourra trouver des solutions non toutes nulles;
mais on ne peut avoir wu=v=w=20, %0, puisque
I'une des équations renferme r; donc l'une des inconnues
u, v, w doit étre différente de zéro.

Pour ces solutions le second membre de la derniére identité
est nul, il doit en étre de méme du premier ; mais ce premier
membre ne peut étre nul que pour u —=v=w =0; liden-
tité est donc impossible, et I'équation en S ne peut avoir de
racines imaginaires.

173. Racines nulles. — Nous rappellerons d’abord qu’étant
donnée une forme quadratique & trois variables, si le discri-
minant est nul, ainsi que la somme des mineurs principaux,
tous les mineurs sont nuls et la forme est carré parfait.

De plus, si tous les mineurs sont nuls et si la somme des
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coefficients des carrés des variables est aussi nulle, tous les
coefficients de la forme sont nuls (*).
Cela posé, nous allons établir les théorémes suivants.

1° Pour que Uéguation en S ail une racine nulle, il faut et il
suffit que le discriminant A de la forme f(u, v, w, ) soit nul,
cest-a-dire que cette forme soit réductible a une somme de trois
carrés.

20 Pour que Uéquation en S ait deux racines nulles, il faut
et il suffit que tous les mineurs du premier ordre de A soient nuls,
cest-a-dire que f(u, v, w, r) soit réductible a une somme de
deux carrés.

3e Pour que Uéquation en S ait trois racines nulles, il faut
et il suffit que tous les mineurs du deuxiéme ordre de & soient
nuls, c’est-a-dire que f(u, v, w, r) soil carré parfait.

Pour que 1'équation en S ait une racine nulle, on doit
avoir

A=20 ;
pour qu'elle ait deux racines nulles,
A =0, A+A+A"=0;

(*) Voici la démonstration de ces théoremes.
Soit la forme
ax® + a'y* +a'z + 2byz + 20z + 202y
désignons par A le discriminant et par A, A’, ete..., B" les mineurs; les
mineurs principaux sont A, A’ et A",
On a les formules
A'A" — B = a),
A"A —B?= a3,
AA —B" = a'A.
Supposons qu'on ait
A =0, A+A+A" =0,
on aura
2AAAA" —B2 4+ A"A — B2 + AN — B — A+ A +A)P=0
ou
A% A% A" 4 2B+ 2B + 2B"2 = 0,
ce qui donne
A=AN=A"=B=B=B"=0.
En second lieu, si tous les mineurs sont nuls, et si a-+a +a' =0,
on aura
Aa'a" — b +a'a—b*+ad — b)) —(a+a +a" ) =0
ou
a? 4 a® 4 a" -+ 2b* 20" + 20" = 0,
ce qui donne
a=a¢=a =b=bV =0b" = 0.
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et enfin pour qu’elle ait trois racines nulles,
A=0, A+A+A =0, ad—ct+dd—c?+dd— =0,

Le premier théoreme est donc démontré.

Pour établir les deux aulres, supposons d'abord d =£0,
et décomposons en carrés la fonction f(u, v, w, ») en com-
mencant par le terme dr?.

On aura

df(u, v, w, r) = (dr + cu + v+ c"'w)+ Y(u, v, w),
en posant

Y(u, v, iU)E(ad — cHud +(d'd — ) 4 (a"d — ¢"*)w?

—+ 2(bd — c'c¢"ow + 2(0'd — c"chwu 4 2(6'd — cc"Yuv.

En égalant cette fonction a4 zéro, on a I'équation de la sec~
tion de la surface par le plan de l'infini.

Nous avons montré au numéro 133 que le discriminant de
cette forme est d*A, et que ses mineurs principaux sont d4,
dA’, dA". :

Si I'équation en 5 a deux racines nulles, on a
A =0, A A4+ A =0,

le discriminant et la somme des mineurs principaux pour la
fonction ¢(u, v, w) sont nuls; il en résulte, d’apres le théo-
reme rappelé au début, que cette forme est carré parfait.

Par suile [f(u,v,w,r) est égal & une somme de deux
carrés, tous les mineurs du premier ordre de A sonf nuls.

La réciproque est immédiate : si tous lesmineurs de A sont
nuls, ’équation en 9 a deux racines nulles.

Si celte équation a trois racines nulles, on a

A=0, A+ AN+A =0, ad—2+dd—c?4d'd—c?=0;

on en conclut que (u, v, w) est identiquement nul, f(w,v,w,r)
est carré parfait, tous les mineurs du deuxiéme ordre de A
sont nuls ; la réciproque est évidente.

Nos ftrois théorémes sont donc démontrés dans le cas ol

d=£0.
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Je suppose maintenant d =0, le coefficient de $° est
nul, I'équation ne peut avoir trois racines nulles, il n'y a lieu
de démontrer que le deuxiéme théoreme.

Ona

flu, v, w, r)= 2r(cu =+ c'v 4+ c'w)+ g(u, v, w),
en posant
(U, v, W) = au? -+ av? 4 -+ + 20"uv.

Divisons g¢(u,v,w) par cu—+cv—4cw, en supposant

c#0; on a un quotient au—+Pv—+~vw et un reste qui
C!,U + c!/w

s'obtient en remplacant, dans glu, v, w), v par — ————-
¢

On aura donce
f(u, v, w, P)=(2r - au + Bv =+ yw)(cu + ¢'v =+ c"w)
v -+ c'w
+gl————— v, w)-
¢
Le discriminant du dernier terme est nul en méme temps
que A, On verra aisément que la somme des coefficients de
v® et de w? est égalea A -+ A'+A"; il en résulte que si
I'on a
A =0, A+A+A =0,
cette fonction est identiquement nulle, f(u, v, w,r) se réduit
a4 un produit de deux facteurs, tous les mineurs du premier
ordre de A sont nuls. '

174. Racines multiples. — Pour que I'équation en S ait une
racine double, il faut et il suffit que les équations
F(S)=0, 8) =0
aient une racine commune.
On a

—1 0 b ¢ a—S 0 b0 ¢ ja—=S ¥ O0¢
0d—S b ¢ v —1 b 0" d'—S 0 ¢
-+ + :
0 b d—S¢' o' 0a"-—S ¢’ I/ —
0 ¢ ¢ dl ¢ 0 ¢ d ¢ ¢ 0d

F(S)=

Nous désignerons par A;, A/, Aj, By, ..., D, les coefficients
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de a—S, —8,...,d dans le développement du déter-
minant F(S); on aura
F'(S) = — (As+ A{ - Af).
Or nous venons de voir qu'étant donnée la forme f(u, v, w, 7),
sil'on a
A =0, A+A+A =0,
tous les mineurs du premier ordre de A sont nuls.
En appliquant ce résultat & la forme
f(u, v, w, r) — S(u? + v* + w?),
dont F(8) est le discriminant, on voit que pour que les deux
équations
F(8) =0, F(S) =0
aient une solution commune, il faut et il suffit que tous les
mineurs du premier ordre de F(S) soient nuls pour une méme
valeur de S, qui sera alors la racine double.
De méme, pour que l’équation en S ail une racine triple,
il faut que les trois équations

F(S) = 0, F(S) = 0, 1(S) = 0

aient une solution commune.
Or on voit aisément que

(8] = — 2[(a — 8)d — ¢ 4 (' — S)d — ¢+ (a' — S)d — ¢"].

11 en résulte que pour que I'équation ait une racine triple il
faut et il suffit que tous les mineurs du deuxieme ordre de
F(S) soient nuls.

En définitive, F(S) est le discriminant de la forme

[(u, v, w, r) — S{u? =02 4= w?).

Une racine simple de I'équation en S n’annule pas tous les
mineurs de F(8), et pour cette racine la forme est décompo-
sable en une somme de trois carrés.

Une racine double annule tous les mineurs du premier
ordre, et, pour cette racine, la forme qui précede est décompo-
sable en une somme de deux carrés.

Enfin une racine triple annule tous les mineurs du second
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ordre de F(S) et pour cette racine
[(u, v, w, 7) — S(u? -+ v® 4-w?)
est carré parfait.

175. De cette discussion de I'équation en S nous allons dé-
duire les propriétés des plans principaux des quadriques.

TutoriME 1. — A une racine simple non nulle de Uéquation
en S correspond un plan principal déterminé.

En effet, sil’on revient aux équations

b'u + (@' — S)v + bw —+ c'r = 0,

(@ — S+ b'v+bw—+cr =0, )
lu—-bv + (o' —Syw—+c"r = 0, \
/

cu~+c'v—+c'w -+ dr = 0,
et si I'on remplace S par une racine simple del’équation en S,
on a quatre équations homogénes 4 quatre inconnues dont le
déterminant est nul et dont tous les mineurs du premier ordre
ne sont pas nuls.

Il en résulte qu'on peut choisir arbitrairement une seule
inconnue, de telle sorte que les équations précédentes admet-
tront un seul systéme de valeurs pour u, », w, r, a un facteur
pres.

TutortMe II. — A une racine double non nulle de Uéquation
en S correspondent une infinité de plans principaux passant
tous par une méme droite.

Pour une racine double tous les mineurs du premier ordre
de F(8) sont nuls ; on peut done choisir arbitrairement deux
inconnues, par exemple w et », et on aura, en résolvant par

rapport & u et v,
u = 2w + Pr,

v = dw -+ B
on en déduit pour équation du plan correspondant

(2w + Pr)e = (w4 )y +~wzs +r = 0
ou

w(ax + 4y + z) -+ (P -+ Yy +1) = 0.
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Puisque w et r sont arbitraires, on a une infinité de plans
principaux passant par une droite.
On sait que dans ce cas la surface est de révolution.

TakormE III. — A wune racine triple non nulle de Uéquation
en S correspondent une infinité de plans principaux passant
tous par un méme point. .

Pour une racine triple tous les mineurs du deuxiéme ordre
de F(S) sont nuls, les équations (2) ont leurs coeflicients pro-
portionnels, le systéme se réduit & une seule équation ; ce qui
montre que les plans principaux sont assujettis & passer par
un point.

Dans ce cas  [f(u, v, w, r) — S(u?+ v*+ w?) est carré par-
fait, la surface est une sphére (131).

176. TukoriME. — Les plans principaux correspondant & deux
racines différentes de Uéquation en S sont perpendiculaires.

Soient, en effet, wuy, vy, wy, 7 et Uy, vy, Wy, o les coordon-
nées des plans principaux correspondant a deux racines S, et
S On a

.54‘ = 25u,, ﬂcz = 2S5,
ﬂ.vi = 28,v,, {2 = 28,0,
w, = 28,0y, [y = 28510,
ﬂ'1 = 0, f;z = 0.

Multiplions les quatre équations de gauche respectivement
par us, va, Wy, s, puis ajoutons ; multiplions de méme les qua-
tre équations de droite respectivement par wu,, vy, @, 1, puis
ajoutons; on a

Usfuy = Vaf o, —+ Wafiy = 12f 1 = 28,(ustta + 0102 + WiWs),
ui/‘:tz —+ vlfi‘g -+ 7,01}(‘1{02 -+ 711]0’1/'2 = 282(”1”2 —+ 00y 101202) .
Retranchons, il vient
0= Q(Sl —_ Sg)(uﬂlg —+ 0,03 + ’lUﬂUg),
et comme S,— S, n’est pasnul, on doit avoir
Ugty ~+ V103 ~+ wyw; = 0,

GOORDONNEES, — I 15
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ce qui montre que les deux plans principaux sont perpendicu-
laires.

On a aussi

iy~ V1[0, W[ 70, 71f7/2 =0;

ces deux plans sont donc conjugués ; ce sont deux plans diamé-
traux conjugués rectangulaires.

Si l'une des racines, S, par exemple, est racine double,
le théoréme prouve que le plan principal relatif & S, est per-
pendiculaire & tous les plans principaux relatifs a S,.

177. Siléquation en S a une racine nulle, on ne peut dire
qu’a cette racine correspond un plan principal ; car en intro-
duisant cette variable S au numéro 171, nous avons sous-
entendu que cette quantité ne pouvait étre nulle.

Pour abréger le langage, nous appellerons plans principaux
singuliers les plans qui correspondent aux racines nulles de
Iéquation en S, c'est-d-dire les plans dont les coordonnées
vérifient les équations

[u— 2Su = 0,
[y —28v = 0,
[ro— 25w = 0,
fi=0,
ou l'on fait S =0, c’est-a-dire les équations

178. 1l nous est facile maintenant d'indiquer le nombre de
plans principaux de chaque surface.
PrEMIER cAS. d £ 0.

1. Az£0. Lasurface est un ellipsoide ou wn hyperboloide,

L’équation en $ a trois racines non nulles, la surface a
donec trois plans principaux formant {riédre trirectangle; les
ardtes de ce triedre constituent trois axes, qui sont en méme
temps trois diametres conjugués rectangulaires.

Si I'équation en S a une racine double, la surface est de ré-
volution.
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Si I'équation en S a une racine triple, la surface est une
sphére.

II. A=0, A-+A+A£0. Légquation (1) représente une
ellipse ow une hyperbole.

L’équation en S a deux racines non nulles, & chacune des-
quelles correspond un plan prineipal.

A la racine nulle correspond le plan de la conique, qui est
perpendiculaire aux deux plans principaux, car le théoreme
du n° 176 a lieu quand hien méme 1'une des racines S; ou 2
est nulle.

Il est clair que les deux plans principaux contiennent les
axes de la conique.

8i les deux racines non nulles sont égales, la conique est
un cercle.

M. A=0, A+A-+A"=0, ad—c+add—c*+a"d—c"?#£0.
L équation (1) représente devx points d distance finie.

L’équation en § aune racine non nulle a laquelle corres-
pond un plan principal, ¢’est le plan passant par le milieu des
deux points et perpendiculaire & la droite qui les joint.

Elle admet deux racines nulles auxquelles correspondent
tous les plans passant par les deux points.

IV. A=0, A+A+A'=0, ad—c*+a'd—c*+a'd—c?=0,
Léquation (1) représente un point double.

L’équation en S a trois racines nulles, auxquelles corres-
pondent tous les plans passant par le point double.

DruxiiME cAs. d = 0.
On suppose aussi que les trois nombres ¢, ¢, ¢’ ne sont pas
nuls en méme temps.

I. A-£0. Léquation (1)représente un paraboloide.
L’équation en S admet deux racines non nulles, & chacune
desquelles correspond un plan prineipal; ces deux plans sont

rectangulaires et se coupent suivant une droite qui est 'axe
unique de la surface.
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Si les deux racines sont égales, la surface est un paraboloide
de révolution.

II. =0, A+A-+AFZ£0. Léquation (1) représente une
parabole.

« L’équation en S admet une racine non nulle a laquelle cor-
respond un plan principal, et une racine nulle & laquelle cor-
respond le plan de la courbe.

Le plan principal est perpendiculaire au plan de la courbe
et contient I’axe de la parabole.

. A=0, A+A+A"=0. Léquation (1) représente
devx points dont Uun est a Vinfini.

L’équation en 8 aune racine double nulle & laquelle corres-
pondent tous les plans qui passent par les deux points.

179. Pour gu’un plan (u, v, w, r) soit plan principal d'une
quadrique
flu, v, w,7r) =0,
o "

= 9
u v w (3)
[r=
g
On aura I’équation de l'ensemble des plans principaux en
éliminant w«, v, w, r entre ces équations et la suivanle :

il faut qu’on ait

ux vy + ws—r = 0.

Si I'on veut avoir I'enveloppe des plans principaux d'une
quadrique variable, on éliminera les parameétres entre les
équations (3) ; on aura une relation entre ‘u, v, w, r, qui sera
I’équation tangentielle de I’enveloppe cherchée.

180. Conditions pour qu’une droite soit axe d’'une quadrique.
— Soit la droite ayant pour équations
z—a _y—y -7
« P Y !
pour que cette droite soit axe d'une quadrique définie par
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I’équation
f(u, v, w, ) =0,
il fant etil suffit qu’elle coincide avec le diametre conjugué de
la direction de plan qui lui est perpendiculaire.
Un plan perpendiculaire a la droite a pour équation
ax 4 By +vz = 0;
le diameétre conjugué de cette direction de plan est déterminé
par les deux équations
2fuBfo -+ tfio = 0,
[l =0
ou
w(az == 0"8 4+ b'y) 4 o(b'a 4 a'B + by) - w(b'a 4+ B -+ a'y)
~+rlca+cB—+c"r) =0,
cu + v+ ¢'w —+dr = 0.
Ces deux équations représentent deux points qui sont sur le
diamefre ; en écrivant que ces deux points sont sur la droite
donnée, on aura les conditions cherchées.

On a ainsi
c—dy  —dy  "—dd

k)

£ e 1
as OBy —a/(catc'Bc’y)  BaaBby—y(cat-e'Bc"y)
“ B B
_ ba+bp—+a"y—z'(catc'B+c")

-

En éliminant «, 8, y entre ces équations, on aurales équa-
tions ponctuelles de 'ensemble des axes, a', vy, 7 étant les
coordonnées courantes. L'élimination est fort simple, il suffit
de remplacer dans les deux derniéres équations «, 8, v res-
pectivement par ¢—dz', ' —dy, " —dz.

181. Dans le cas ou la surface est un paraboloide, on peut
avoir aisément 'axe de la surface.

11 suffit de prendre le diametre conjugué de la direction de
plan perpendiculaire & la direction de I'axe, laquelle a comme
parametres directeurs ¢, ¢/, c.
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L’axe sera donc défini par les deux équations
cfut-cfo+c'fio =0,
fi=o0.
Si I'équation représente une parabole, ces équations défi-
nissent également I'axe de cette courbe.

182. Plans tangents aux sommets. — On déterminera les
plans tangents aux sommets en écrivant qu’ils sont tangents
4 la surface et paralleéles aux plans principaux.

Si la surface est un paraboloide, le plan tangent au sommet
est perpendiculaire & I'axe ; son équation est de la forme

cx -+ cy 4+ c's4+2 = 0;
on détermine 2 en écrivant que ce plan est tangent, ce qui

donne la condition
. fle, ¢y e, 0) =0,
d’olt 'on tire
act 4a'c? + a'"c" 4+ 2bc'c" + 20'c"c - 20"cc

h=— 24?4 (")

Le sommet s’obtiendra aisément en prenant 'intersection de
ce plan et de I'axe.

Nous

183. Surfaces de révolution de deuxiéme classe.
avons vu plus haut que la condition nécessaire et suflisante
pour qu'une surface de deuxiéme classe soit de révolution est
que l'équation en $ ait une racine double non nulle. Nous
nous proposons d’obtenir ce résultat directement en cherchant
I’équation générale des quadriques de révolution.

Une quadrique de révolution est engendrée par la rolation
d’'une conique autour d'un de ses axes; or, le produit des
distances des foyers de la conique situés sur cet axe & une
tangente quelconque étant constant, on en conclut que le pro-
duit des distances de ces foyers 4 un plan tangent quelconque
de la quadrique engendrée est constant.

L’équation générale des quadriques de révolution sera donc

w0 - w? + APQ = 0,
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P, Q désignant des fonctions linéaires qui, égalées azéro, sont
les équations des foyers P et Q situés sur I'axe de révolution.

Si ces deux points sont réels, la quadrique est un ellipsoide
allongé ou un hyperboloide a4 deux nappes ; si les deux points
sont imaginaires conjugués, la surface est un ellipsoide aplati
ou un hyperbololde & une nappe.

Enfin si I'un des points P ou Q esta 'infini, la surface est
un paraboloide de révolution.

On peut d’ailleurs obtenir aisément I'équation du para-
boloide de révolution ayant pour foyer un point («, 8, v) et
pour plan tangent au sommet le plan

H, = v —+ vyy =+ wyz + 7, = 0.

Un plan H(u, v, w, r) sera tangent au paraboloide, si ce
plan est perpendiculaire au plan passant par le foyer et I'in-
tersection des plans H et H,.

Ce plan a pour équation

UL~ VY = WE =71 U —+ Vol —+ WoZ —+= T
s - OB A= wy 7 Upz = 0ol Wy~ T

= 0.

Pour qu'il soit perpendiculaire au plan H, on doit avoir

U Uy >
u —_—
U —+ 0P~ wy -+ Uk = VP = Wy + 7,

v v,
—+ | — 2 >
\uz 08 4wy -+ 7 U2~ 0y - Woy + 7o

w Wy >
w — —
Uz 08 -+ wy -+ U~ o — wey =T

u? 402 4 w? Uy —+ VVy =+ Wy
UL~ 03 Ay 1 Uer ~+ VB == Wy 70

=0

ou

(utty + vy - wwo )(ur 4 VB 4wy 4+ 7)
Uy~ Vofd = Woy 7o

cette équation est bien de la forme

u? + 0?4 w? —

u? - v? + w? + APQ = 0,

I'un des points P et Q étant & 'infini, I'autre étant le foyer.
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Dés lors pour qu'une quadrique
flu, v, w,r) =0
soit de révolution, il faut qu’il existe un nombre S différent
de zéro tel que 'on ait
f(u, v, w, r) = S[u® 4+ v? + w? + APQ]
o [(u, v, w, r) — S(u? -+ v* + w?) = ASPQ.

Or pour que la forme du premier membre soit décompo-
sable en un produit de deux facteurs, c’est-a-dire réductible
a une somme de deux carrés, il faut que S soit racine double
de I'équation en S.

L’axe de la surface sera la droite joignant les deux points
Pet Q.

EXERCICES ET NOTES

1. L’enveloppe d’un plan dont la somme des carrés des distances
& n points fixes est constante est un ellipsoide dont le centre est le
centre des moyennes distances des n points.
Soit, en effet, le plan variable
wx -+ vy +ws+r=0;
on aura une équation de la forme
i=n
E (uw; 4+ vyi -+ wz; - 1)2

= a2
12 - v? 4 w? ’

i=1
et 'on voit que les coordonnées du centre sont
S 2y Lz;
n' n’ Ta’
2. Etant donnés trois points et leurs plans polaires par rapport i
une quadrique variable, le liew du centre de cette surface est une
drotte.

3. On donne deux plans fives P et (), un point fixze O dans le plan P
et un point A dans Uespace ; trouver le lieu des centres des qua-
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driques tangentes au plan Q, passant par A et tangentes au plan P
en 0, de telle sorte que ce point O soit un ombilic.

On prendra le plan P pour plan des wxy, le point O pour ori-
gine ; pour écrire que ce point est un ombilic, il suffit d’écrire que
le plan P coupe la surface suivant deux droites isotropes, c'est-a-
dire que l'ensemble des fermes du deuxieme degré en u et v se
réduit a u?—+ o2

4. On considére toutes les quadriques tangentes & deux plans en
des points donnés. On propose de trouver :

{o Le liew géométrigue des cenires de ces surfaces ;

20 Le liew géométrique des points de contact de ces surfaces avec
les plans tangents qu'on peut leur mener parallélement & un plan

donné ;
30 Le lieu géométrique des points de contact de ces surfaces avec

les plans tangents qu'on peut leur mener par une droite donnde.
(Concours général, 1873.)

5. Ktant donnds cing points, les cing quadriques qui ont pour
centre Dun de ces points et qui scnt conjuguées par rapport av té-
traédre formé par les quatre autres points sont homothétiques.

Il suffit d’établir que ces quadriques rencontrent le plan de l'infini

suivant la méme conique.
Soient ai, i, % (i=1, 2, 3, 4, 3) les coordonnées des cing

points; une quadrique conjuguée par rapport au tétraédre des quatre
premiers points a pour équation tangentielle
4
2)\[(ux,‘ vy 4 w3 12 = 0.
1
Pour que son centre soit le cinquiéme point, on doit avoir

4 4

E hizi = @y Zh,
1 1
4 4

E )\ﬂ i = ?/:;Z)\i,
1 1

4
A

S hsi = 2y 27\ .
1

1
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Posons

4
4

E h =

1

hss

les conditions deviennent
E ;= 0, E hiyi = 0, E)\izi =0, 2 N=0.
1 1 1 1

Il est aisé d'établir maintenant que P’équation tangentielle de la

conique de linfini est syméirique par rapport aux indices 1, 2, 3,
4, 5.
En effet, le coefficient de «? dans cette équation est

A 4 b :
E ‘/\imﬁ 2 )\i - )‘imi
1 1 1
ou -
—_ thf . )\:; - )\%xi
1
ou

5
) Yo o
— Ay Aixi 5
1

on aura des expressions analogues pour les autres coefficients,et I'on
voit que 1’équation de la conique de I'infini est

B B 5

2 N2 3 N2 5 N N
u? E hide; = v? E aY; 4 w? E iz -+ 2w E AYiSi
1

1 1 1
B} B
—+ Q’LDNE)\L'S i =+ :’.uvz iy = 0.
1 1
Cette conique est la méme pour les cinq quadriques, le théoréme
est démontré.

6. Etant donnés un ellipsoide rapporté & ses awes et une qua-
drique S, trowver Uéquation du liew des centres des sections faites
dans la surface S par les plans tangents & Uellipsoide,

Trouver les sections du liew par les plons de coordonnées lorsque
la surface S a ses awes paralléles & ceux de Uellipsoide.

Chercher Uintersection de ce liew avec wne quadrique concentrique
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et homothétique ¢ S, et en déduire un mode de génération du liew en
faisant varier le rapport d’ homothétie.
(Concours académique, Aix et Montpellier, 1877.)

7. Lieu des centres des quadriques de révolution passant par dewwx
droites.

8. Trouver Uenveloppe des plans principaux des paraboloides qui
sont conjugués par rapport ¢un tétraédre dont U'un des angles triedres
est trirectangle.

En prenant cet angle triédre pour triédre de coordonnées, I'équa-
tion de la surface est
Aviua 4 27) + Bo(vd —+ 27) 4= Cuwlwy -+ 27) = 0.
Les coordonnées des plans principaux vérifient les équations
Alwa—+7) _ Bwp—+r) _ Clwy~+7)
(12 v W
Au —+ Bv 4+ Cw = 0.

En éliminant A, B, C entre ces équations, on a

1?2 + v? + w?:
wt—r VY41 wy—+r
qui est 'équation de l'enveloppe.

0,

9. L'enveloppe des plans principaux des paraboloides qui sont tan-
gents en deux points donnés & deux plans rectangulaires fices est une
surface de troisieme classe.

10. Quand on cherche les plans principaux d’une quadrique définie
par son équation ponctuelle,
Aa? - A'y? + A"5%2 4 2Byz + 2B'zx + 2B wy + 20t
+ 20yt + 20"zt + D2 = 0,
on est conduit & une équation du troisiéme degré,
lA—o B” B’

1‘ B” Al—o¢ B =0

B B A —o¢
ou ,
3 — (A + A +A) - (A'A"— B2+ A"A — B2 +AA'—B"?)e — A= 0,
en posant
A B” B’ ]

AM=| B A" B
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11 est aisé de voir que les racines de cette équation sont liées
d’'une maniére fort simple aux racines de I’équation en S que nous
avons étudiée précédemment,

83 —(ad — A+ d'd—c? +a"d —c"*)S2 (A + A"+ A")S — A =0.
On a en effet (116)

ad — ¢ = —A-(A’A” —B?),
1 2 _i A __ R?2
a'd —c __A(AA B2),
[t//d — 0/72 — %_(A[X/ —_ B//Q)’
1
d = E@'Al'

L’équation en S devient donc
AS3 — (A'A" =B+ A"A— B2+ AA'— B"2)AS2 - (A+-A' - A")A28—A3 = 0
ou
A 3 / " A_ 2
(5) —a+r+m(g)
S (AA” — B2+ A7A — B2 AA — B'@)%— A, = 0.

On en conclut que les racines des deux équations sont liées par
la relation

#_.S
°=7§

ou
Se = A.

14. Surfaces de révolution en général. — Nous avons obtenu
au numéro 183 I’équation tangentielle générale des quadriques de
révolution. Nous nous proposons de montrer comment on pourrait
obtenir 1’équation tangentielle d’une surface de révolution quel-
conque.

Soit A(x,, y,, %) un point quelconque de l'axe ; les équations de
cette droite sont

Tom® _ Y=Y TR

,. “ ar
% I i

Considérons un plan tangent quelconque a la surface de révo-
lution
ww -+ vy 4+ ws +1r =0

ce plan rencontre I'axe en un point M, et la valeur de o relative a
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ce point est

- ULy -+ VYo~ W35 + 7 1)
= ath + BT — vw ’ (
D’autre part la distance du point A a ce plan tangent est
5 — UT —+ VY w3z, + 1‘_ (2)

Yt v2+ w?

Pour toute surface de révolution & est fonction de p, puisque les
plans tangents en tous les points d'un paralléle (plans qui sont a la
méme distance d'un point quelconque de l'axe) rencontrent I'axe au
méme point.

On aura donc une relation de la forme

A 1
f('a—,——lo—>-—0, (3
en y remplacant ¢ et o par leurs valeurs, on aura l’équation tan-
gentielle générale des surfaces de révolution

P VuZ - v - w? v - v - yw 0
) —
ULy —+ VYo = w3g =1 Uxy ~+ VYo -+ w3o +

On voit ainsi que pour obtenir I'équation d’une surface de révolu-
tion particulidre, il faudra trouver la relation (3) entre & et o.

Supposons que cette surface soit définie par son axe et une courbe
quelconque tournant autour de cet axe, et ayant pour équation tan-
gentielle

o(u, v, w, ) = 0. (&)

En un point M de cette courbe, on peut lui mener une infinité de
plans tangents, parmi lesquels un seul sera tangent a la surface de
révolution ; ce plan sera déterminé en écrivant que la normale en
M a ce plan rencontre I'axe.

Les coordonnées du point de contact du plan (w, v, w, r) sont
Oy Doy Gy or; 'équation de la normale est alors

/ /
Pu (?1? Que
. 5 3
=5 - S
Pr @r Qr
- - 2

(22 v w

et pour que cette droite rencontre I'axe, on doit avoir
Zooy — 0u  Yoor— Gy 0% — O
u v w0 = 0. (8)
* B T
On aura la relation cherchée entre ¢ et p en éliminant u, v, w, »

entre les équations (1), (2), (4) et (5).
Si équation (4) représente une surface =, en faisant le méme.
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calcul, on obtiendra 1'équation d'une surface de révolution circon-
scrite a .
On opérerait d'une maniére analogue si la courbe qui engendre la
surface de révolution était définie par ses équations ponctuelles.
L’équation tangentielle générale des surfaces de révolution est donc
f( VuE - - w? ) a1 + Bo - yw > —0
UL -+ VYo w3 =1 UX - VYo ~+ W3y -+ T

Si la surface est de deuxiéme classe, cette équation aura la forme

2 02 2 2
Wbty o=,
en posant
P = wwxy - vyo -+ wso -+ 7, Q = au + Pv 4w,

Cette équation peut s’écrire

w2 4024 w? 4 a2 4+ 0PQ +cP2 =0
ou

w2~ 2 4wt + (IQ ++ mP)(I' Q) + m'P) = 0;
c'est Péquation générale trouvée au n°® 183.

Cas particulier. — Supposons que l'axe de révolution soit I'axe
des 5; on aura

xry = Yo = 39 = 0, x=03=0, v =1,
r r
0= —— 0= ——- 6
! w’ Vi v? 4= (6)

L’équation générale devient

f<\/u2—‘r—'02—l—wz, _z_o_) — 0,
T %
ou en supposant » =1,
w = o(u? 4 v?).
Silon connait I'équation tangentielle de la méridienne dans le
plan des sz,
o (4, w, ) =0,
“on aura aisément I'équation tangentielle de la surface de révolution.
En effet, pour qu'un plan tangent a cette courbe soit tangent a la
surface, il faut et il suffit que ce plan soit perpendiculaire au plan
de la courbe, c’est-a-dire qu’on ait
0 =0.("

(*) On voit d'ailleurs que dans ce cas particulier le premier membre de
la condition (5) se réduit & — v%i; et ©f n'est nul que pour les plans
tangents particuliers dont le point de contact est sur 0z.
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On éliminera donc «, w, r entre les équations
o(u, w,r) =0,
r N r
— — 0 = ———.
0 ‘/uz [y

A i i
(Vi =3 1) =0

,

et en remplagant dans celte équation o et & par leurs valeurs (6),
on a

On obtient

u(\/m, w, ) = 0,

qui est I’équation de la surface de révolution cherchée.

Il suffit de remplacer dans '’équation de la méridienne « par
Vur =2, ce quil serait facile d’établir directement.

En appliquant cette formule au tore engendré par le cercle

(w2 4+ wHR? — (wa 472 = 0
tournant autour de Os, on trouve I'équation
[(e? 4 v2)(R? — a?) 4 wR2 — #2]2 — ha? (u? 4 v2)r2 = 0,

que nous avons obtenue au no 61.



CHAPITRE VIII

REDUCTION DE L'EQUATION GENERALE
DU SECOND DEGRE

184. Etant donnée 1'équation tangentielle d'une quadrique

rapportée & des axes rectangulaires

[lu, v, w, r) =0, (1)
nous nous proposons de trouver I'équation de cette quadrique
rapportée & ses trois plans principaux si cette quadrique est
un ellipsoide ou un hyperboloide, & ses deux plans principaux
et & son plan tangent au sommet si ¢’est un paraboloide.

Dans le cas ou 'équation (1) représente une conique, I'un
des nouveaux plans de coordonnées sera le plan de cette coni-
que ; les deux autres seront deux plans perpendiculaires pas-
sant par les axes, sila conique est une ellipse ou une hyper-
bole, passant par I'axe et la tangente au sommet si la conique
est une parabole.

PrEMIER cAS. d £ 0.

La surface admet trois plans principaux,
wx + vy +wiE +r, = 0,
Up® — VoY - Wes —+ 15 = 0,
Uy =+ VY + Wy 13 = 0.

Les coefficients de ces plans élant déterminés & un facteur
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prés, on peut les assujettir aux conditions
u 40} +wi =1,
ui—4vi+wi =1,
uj + v +wi = 1.
Nous prenons ces plans respectivement pour plans des y'z’,
des z'a’ et des 2y

On aura alors, au signe pres,

!

T = w0y Wz + 0y,

/

Y = Uk~ VY = WeE —+ 17,
3= uy + O3y + Wiz + 7y,
Soit ‘
W' 4oy 4 w'E 1" =0
I’équation d'un plan par rapport aux axes Oz'y’z’; ce méme
plan aura pour équation par rapport au premier systeme
U (T + vy - Wi~ 1) —+ V(U - DY - 1005 - 1)

—+ w'(Us® - vyy + wyr 1)+ =0
ou

a(ugtt = w0+ usw') + y(v,u’ =+ v’ —+ va')
4 z(wi ]~ w4+ waw') ++ 4+ v 4w -1 = 0,
Si 'on désigne par u, », w, » les coordonnées de ce plan
dans le premier systéme d’axes, on aura, a un facteur prés,
U = Ut - U0’ - ugn’,
v = v - V0" - Vg,
10 = wyu' - 1w - wsw,
P = g = v = g’ -1
I’équation de la surface sera donc
[l =gt =g’y ogu’ = 00" - vgw’, w4 w4+ wa,

i+ 10 - 0’ 4 1') = 0,
On peut I'écrire

[ud + ugt' ++ ugt, v 00" =o', W A= we + wa,
T O L e A (T T T R RV SR R Tt

W' w0 +wa, o —-rev’ ') +-£(0, 0, 0, ) = 0,

COORDONNEES, — I 16
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ou, en développant,
u? f(uy, V1, Wiy 7y) 02 (U, oy Way 72) + WP (Us, V3, Way 73)
= 200 (Uaf 1, A= Vof g - Waf 1oy -+ Taf ny) == 20U (S o)
— 200 (g [y =)A= (g, 04y W, 1) 0P (U, V2 03, 1)
4 W' (U, v, Wy, 75) ~+ dr® = 0. (2)
Or, en désignant par 8, la racine de l’équation en S a
laquelle correspond le plan principal (uy, vy, wy, 71), ON A
ﬂﬁ = 284,
fa’;i = 28,vy,
ﬂul = 25w,
fi, = 0.
Multiplions ces quatre équations respectivement par w,, vy,
wy, 7y et ajoutons-les membre & membre; il vient

2f (ur, vy, wy, 7y) = 28 (u} + v 4 w})
ou
[(uy, vy, wy, 1) = Sy
On a de méme
[ (U, 03y W, 1) = S,

[z, vs, w0y, 73) = Sy

En outre, les coefficients de v'w’, w'v/, ¥v' sont nuls puis-
que les trois plans principaux sont conjugués deux & deux ; les
coefficients de v/, v'r', w'v’ sont également nuls, puisque les
coordonnées des plans principaux vérifient la relation

f'=0.

On en conclut que I'équation de la surface rapportée a ses

plans principaux est
S’ == Syv? - S 4+ di’? = 0
on en déduit immédiatement 1'équation ponctuelle
12 ?//2 7’2

185. Les signes des quantités 8, S, S; et d indiquent la
nature de la surface. On pourra toujours avoir les signes des
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racines de I'équation en S, & laide de la régle de Descartes,
puisque cette équation a toutes ses racines réelles.

; . S
186. Les carrés des demi-longueurs des axes sont — 317
Ss 83
d'd

Si ¢ désigne la demi-longueur d'un axe et S la racine cor-
respondante de I’équation en S, on aura

. S
pT = d ?
d’ou
S = —dp*.

On obtient donc ’équation aux demi-longueurs des axes en
remplagant S par cette valeur dans I’équation en 5.

187. Supposons maintenant que I'équation (1) représente
une conique, ellipse ou hyperhole.

L’équation en S a une racine nulle 8, =0, et deux autres
racines non nulles S, et S,.

A la racine nulle correspond le plan de la conique, et aux
deux autres racines correspondent les plans principaux de la
conique, ¢'est-a-dire les plans passant par les axes et perpendi-
culaires au plan de la courbe.

En faisant le méme calcul que plus haut, on voit que I'équa-
tion réduite de la courbe est

S+ S - dr'? = 0

les équations ponctuelles sont

22 y/g 1
__.:O
S
7= 0.

La nature de cette conique dépend des signes de S, S, et d.
En particulier si S; = S;, la conique est un cercle.

188. Enfin, si I'équation (1) représente deux points,'équation
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en S adeux racines nulles S = S; = 0, et une racine S,
différente de zéro.

A cette racine correspond le plan passant par le milieu des
deux points et qui est perpendiculaire & la droite qui les joint.
En prenant ce plan pour plan des 'z, et pour plans des z'y’
et 'z’ deux plans perpendiculaires quelconques passant par
la droite joignant les deux points, I'équation de I’ensemble de
ces points devient

S dr'? = 0.

189. DruxiiME cas. d = 0.

Supposons en premier lieu que la surface soit un parabo-
loide, c'est-a-dire que A soit différent de zéro.
L’équation en 8 a deux racines non nulles que nous dési-
gnerons par S; et S;.
Soient
U = VoY —+ WaT 73 = 0,
Up® = Vgl 1033 ~+ 13 = 0
les équations des plans principaux correspondants, et
W vy +wiz 41 =0
celle du plan tangent au sommet.
Nous prenons ces trois plans pour plans de coordonnées, et
nous obtenons I'équation (2) du n° 184.
On a cette fois '
[ (ugy v1y wy, ™) = 0,
[(ua, v, W, 73) = Sy,
[y, Vs, Wy, 73) = Sy
Le coefficient de »'w’ est nul puisque les deux plans princi-
paux sont conjugués; les coefficients de w's/ et w'v’ sont nuls
puisque le sommet qui a pour coordonnées homogénes
wys fop [ [r, est dans les plans principaux.
Enfin les coefficients de o7 et w'r' sont aussi nuls.
L’équation devient alors

Sgv'® 4 Sy’ - u'r' fl(ug, v, Wy, ) = 0
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ou
Sg'? - Sqw'? - 2u'r(cuy =+ ¢'vy - ¢"wy) = 0.

Les coefficients wi, v,, w, du plan tangent au sommet seront
déterminés par les éqpations

u v w,
¢ T
uj + v} +wi = 1.

On en déduit sans difficulté

‘ cuy —+ ¢'vy + c'wy, = = Vet o 4= o,
L'équation réduite est donc
S0’ - Sy’ == 2ot + ¢+ = 0.
L’équation ponctuelle est alors

2 z'? 2z
J —+ +x = O

]

Sz Sy T Vet i

190. Les paramétres des sections principales sont

18] " E1

Si 8, et S5 sont de méme signe, le paraboloide est ellip-
tique, et de révolution si S, = Ss.

Si S, et S; sont de signes contraires, le parabololde est
hyperbolique ; il est équilatére si S, + 8, = 0.

191. Supposons que 'équation (1) représente une parabole,
c’est-a-dire qu'on ait A =0; dans ce cas I'équation en § a
une racine nulle S; =0, et une racine non nulle, S,.

A la racine nulle S; correspond le plan de la conique,

U = Vgl =+ Wys —+ 1y = 0,
pour les coefficients duquel on a
f;la = 0’ f:.?3 = 0’ f;;lg = 0) f43 O'
A la racine S; correspond un plan principal

Il

Us® — VoY —+ Waz 79 = 0.
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Enfin nous prendrons pour plan des 'z’ le plan perpendi-
culaire au plan de la parabole et passant par la tangente au
sommet.

On obtiendra pour équation de la courbe 1'équation (2) du
n°® 184.

Mais on a
[y, o1, 00, 11) = 0, f(tay V2,05, 72) = Sa, [y, V3, w3, 73) = 0.

On voit aisément que tous les autres coeflicients sont nuls
a l'exception du coefficient de u'r'.

L’équation devient

Sov? - 2u'r(cuy —+ ¢'v; - ¢"wy) = 0.

Or, on a aussi
Uy Uy w0

w0} +wi = 1.
L’équation réduite de la parabole est done
S'2 == 2 et ¢ ¢ = 0.

Les équations ponctuelles sont

y'? 2/ —0
S, T et 7
= 0.
Le paramétre de cette parabole est ——%
Vi 4T

En se reportant & I'équation en S (n° 171), on voil que la

racine non nulle est
A+ A+ A

¢4 ¢ 4- "

192. On voit par cette discussion que si l'on connait les
signes des racines de ’équation en S, on connaitra la nature
de la surface (ou de la courbe) représentée par I'’équation
donnée.

Side plus on peut résoudre ’équation en S, on aura I'équa-
tion réduite de la surface (ou de la courbe).
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I1 ne sera pas inutile de résumer ici tous les résultats ob-
tenus.
PREMIER caS. d=£0. I’équationen S estdu troisiéme degré.

I. Léquation en S a trois racines non nulles.
La surface est un ellipsoide ou un hyperboloide, dont
I'équation réduite est
S’ 4 Syv'? 4= S’ 4= di'? = 0.
1° Sy, Sy, Sy sont de ( S,d <0 Ellipsoide réel.
méme signe.

Genre Ellipsoide. S,d >0 Ellipsoide imaginaire.
[ 818,8;d >0 Hyperboloide a une
20 S, Sy, Sy ne sont‘\ nappe.

pas de méme signe.
Genre Hyperboloide. / 8,8:8:d < 0 Hyperboloide & deux
| nappes.
II. L’équation en S a une racine nulle et deux racines non

nulles.

L’équation (1) représente une ellipse ou une hyperbole dont
I'équation réduite est

Siu'? 4 Sy’ + di’* = 0.

10 S, et S; sont de( S,d <0 Ellipse réelle.

méme signe.
Genre Ellipse. S;d >> 0 Ellipse imaginaire.

2° S, et S, sont de signes contraires. — Hyperbole.

L. Léquation en S a deux racines nulles ef une racine non
nulle.

L’équation (1) représente deux points & distance finie ;
I'équation réduite est

Siu? 4+ di* = 0.
Sid <0 Deux points réels.

S, d >0 Deux points imaginaires.
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IV. Léquation en S a trois racines nulles.

L’équation (1) représente un point double & distance finie.

DeEuxiEME CAS. d=0. L’équation en S est du deuxiéme degré.
1. L’équation en S a deux racines non nulles.
La surface est un paraboloide, dont I'équation réduite est
Sov? + S’ = e - 2= = 0.
S:9; >0 Paraboloide elliptique.
98, < 0 Paraboloide hyperbolique.
1. Léquation en S a une racine nulle et une racine non
nulle.

L’équation (1) représente une parabole dont 1'équation ré-
duite est

Sy’ == et 4= ¢ =" = 0.
II. L’équation en S a deux racines nulles.

L’équation (1) représente deux points distincts dont I'un est
a linfini.

TROISIEME cAS. I’équation en S a tous ses coefficients nuls.

L’équation représente une conique & l'infini pouvant se ré-
duire & deux points ou & un point double.

193. On peut appliquer cette méthode a reconnaitre la na-
ture d’une surface, quand bien méme la surface ne serait pas
rapportée a des axes rectangulaires, car il est clair qu’étant
donnée I'équation d'une surface, la nature de cette surface est
indépendante des axes de coordonnées; les éléments seuls de
la surface changent de grandeur si on fait varier les axes de
coordonnées, I’équation restant la méme ; cela résulte de la
décomposition en carrés.

194. Applications.
10 Nature de la surface

2u2 — 302 4 w2 -4 2w — 2uw — 2uv — 2ur + bwr 412 = 0.
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L’équation en S correspondante est

2—3S —1 —1 —1
—1 —3—-S i 0
=0.
— i 1—S8 2
—1 0 2 1

Pour développer ce déterminant, on peut retrancher la quatrieme
colonne de la deuxiéme et de la troisiéme ; puis retrancher la qua-
triéme ligne de la deuxiéme et de la troisiéme; on a alors I'équa-
tion

2—8 0 0 —1
0 —2—S8§ 0 —1 0
0 0 —2—8 1 | 7
—1 —1 1 1

qui s’écrit, développée,
(2— S)[(2+8) +2(2+ 8] — (2 + 8] = 0
(S+ 2)(82 435 —6) = 0.

Cette équation admet uneracine positive et deux racines négatives,
la surface est donc du genre hyperboloide ; comme le coefficient de
72 est positif, la surface est un hyperboloide a une nappe, comme
nous I'avons reconnu au numéro 123.

Si les axes de coordonnées sont rectangulaires, I’équation réduite
de la surface sera

ou

V38 —3 ., /33+3
2

2

— 22 4~ w2492 = 0.
2° Nature de la surface
22 — 02 — 5102 — ww — uv 4+ ur 4= vr — wr == 0.

1.’équation en S est

1 1 1
=S 5 T3 7
i . 1
—5 —&—S$ 0 5
l | =0
1 { 1
2 2 T2 0
En développant, on obtient
382+ 1448 =0

on voit ainsi que '’équation représente une parabole.
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Si les axes de coordonnées sont rectangulaires, 'équation réduite
est
— %4 v a3 = 0.
30 Nous avons trouvé au numéro 137 l'équation tangentielle du
cercle ; on peut I'écrire, en supposant
B am?4n? =1,
(00— 0P 4wy 4= 7)2 — R2[u? = 02 o 102 — (lu —+ mv + nw)?] = 0.
Pour former I'équation en S relative a ce cercle, on peut remar-
quer que A = 0.
On calcule aisément
A = R, A’ = Rém?, A" = Rin?,
d’ott I'on conclut
A+A+A"=R~
On trouve de méme
ad —c2 4+ a'd—c? 4+ a’'d—c"? = — 2R2,
de sorte que I’équation en S s’écrit
S8+ 2R22 4+ RS =0
ou
S(S + R%2 = 0.

L’équation réduite est donc
—R22 4-v'2) "2 = 0,
40 Déterminer suivant les valewrs du paramétre ) la nature des
surfaces représentées par U'équation
2 02— 2002 - 2(h - D)vw + dewr 4 (A — 2972 = 0.
L’équation en S est

A —S 0 0 0
0 {—S 21 0 -0
0 21+12—-S8 2 |7
0 0 2 rA—2
elle peut s’écrire
{1 —S A4-1
=S| A+1 2-S 2 =0
0 2 r—2

ou
(S — NSk — 2) — S(3h — 10) — (32 — 54+ 6)] = 0.
Remarquons que P'équation
38 —5.i46 =0
n’a qu'une racine réelle négative comprise entre —3 et —2;
nous la désignerons par .
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Les valeurs remarquables de A, rangées par ordre de grandeur,
sont A, 0 et 2.
L’équation en S admet d’abord la racine 2, puis les racines de
Péquation du deuxiéme degré
S2(A —2) — S(3% — 10) — (33 — 3k +6) = 0.
Enfin le coefficient de »* est égal & X —2.

Silona: L’équation représente :
—o0 <A< W un hyperboloide a deux nappes,
A=W une hyperbole,
N<h<O0 un hyperboloide & une nappe,
A=0 une ellipse réelle,
0<r <2 un ellipsoide réel,
r=2 un paraboloide elliptique,

2 <A<+ » un hyperboloide & deux nappes.

195. Tugorime. — Le liew des sommels des triédres trirec-
tangles circonscrits & une quadrique d cenlre est une sphére
concentrique @ la quadrique et dont le carré du rayon est égal
a la somme des carrés des demi-axes.

Soit M(«, 8, v) un point du lieu; considérons le cine cir-
conscrit & la quadrique

f(u, v, w, 7) = au?+ av?+ - =0,
et ayant pour sommet le point M, et écrivons que ce cone peut
étre inscrit dans un triedre trirectangle.

Les équations tangentielles de ce céne sont

flu, v, w, r) =0,
ux v wy -1 =0
I’équation de la conique de l'infini de ce cone est
[lu, v, w, — (ux~+ 0%+ wy)] = 0.

Pour que ce c¢one puisse étre inscrit dans un trieédre trirec-
tangle, il faut et il suffit que la somme des coefficients de
u?, v?, w?* dans cetle équation soit nulle ; on obtient

d(a? 4 B+ ) — 22— 2B — 2"y +a+a + o' = 0.

On reconnait I'équation d'une sphére ayant pour centre le
. I c’ " . . )
point <_¢3l—’ vk 7) ,» c'est-a-dire le centre de la quadrique.
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Le carré du rayon est égal

ad —c2+a'd—c?+a'd—c™
2

ou
Si 4+ Se+ S
o d
S, 85, 93 désignant les racines de I'équation en S; or cette
quantité est égale a la somme des carrés des demi-longueurs
d’axes.
Le raisonnement s’applique & une ellipse ou & une hyper-
bole.
Si d =0, c'est-a-dire sila surface est un paraboloide, le
lieu cherché se réduit & un plan perpendiculaire a ’axe,

k]

2(cx ¢y +¢'z) — (e +a' +a") = 0.

Il est aisé d’établir que la distance de ce plan au sommet
est égale & la demi-somme des parametres des sections prin-
cipales dans le cas du paraboloide elliptique, et & la demi-dif-
férence des mémes quantités dans le cas du paraboloide
hyperbolique ; d'une maniére générale cette distance est
égale &

| S48y |

ou
I A _|_ A/_|_ AI/ I
=
2(c? + ¢ 4" 2
En effet, le plan tangent au sommet s’obtient en écrivant
que le plan
cx—+c'y+cz+1 =0
est tangent, ce qui donne
ac? 4 a'c?4-a'c" 4 2bc'c" 20’ c"c + 20" cc' + 2N ¢+ ¢+ ") =0,
La distance de ces deux plans est alors

| —2h — (a+d —+a) |

2

PN EEr—

ou, en remplagant 2 par sa valeur,



o
¥\

REDUCTION DE L’EQUATION DU SECOND DEGRE 25

|A+AI+A”1
0

202+ ¢+ ")

Sil'on a une parabole, le lieu cherché est le plan perpen-
diculaire au plan de la courbe et passant par la directrice.

196. Autre méthode de rédaction. — Invariants. — Etant
donnée I'équation d'une quadrique rapportée a des axes rec-
tangulaires,

[(u, v, w, 7) =0,
nous allons établir qu’il existe certaines fonctions des coefli-
cients qui conservent la méme valeur quand on fait une trans-
formation de coordonnées quelconques, de fagcon que les nou-
veaux axes soient rectangulaires comme les premiers. Ces
fonctions s’appellent des invariants.

Désignons par Oz, Oy, Oz les premiers axes, par 02/, 0%/,
07" les nouveaux axes, et soient (=, 8, ¥), («, ¢, v), (¢, 8", ")
les coordonnées des points directeurs de Oz, Oy, Oz par rap-
port a 0'a’, Oy, 0’7, et x, yo, % les coordonnées du point O
par rapport & ce méme systéme ; nous aurons, en appliquant
les formules (1) du n° B0 (dans lesquelles il faut permuter
u, v, w, r et w, v, w, ), et eny faisant A =1,

u = u'a -+ v'f 4+ wh,

~—

v = ud + Y +w,

(1)

w = wa" + DIB” —+ lv’*{”,

e,

= wry—+ vy + Wz + 1. )

Comme les deux systémes d’axes sont rectangulaires,
a, B, v sont les cosinus directeurs de Ox par rapport a
0'«, 0"y, 07 ; de méme pour o, &', ¥, ...; il existe donc
entre ces neuf cosinus douze relations hien connues.

On a d’abord

w02 w? = W0 w'?

en oufre, le déterminant de la substitution
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Q\
i
=R
-0 O

est égal a

cest-a-dire & ==1.
Cela posé, il est aisé d'établir le théoreme qui suit :
TutoriME. — Les racines de Uéquation en S sont des inva-
riants.
Remplagons dans le premier membre de 1'équation
f(u, v, w, r) =0
u, v, w, r par leur valeur (1); f(u, v, w, r) devienl une nou-
velle forme quadratique,
i, oy W ) = au? 4+ alv - dp’
On a donc, en tenant compte des formules de transforma-
tion,
[(w, v, w, r) = filw, v, w', )
et, comme on l'a vu plus haut,
Ut 4 0% w? = U4 0?4 w2,
On en déduit, quel que soit S,
flu, v, w, r)—S(u+v4w)=fi(u, v, w', ') —S(u24 v+ w'?).

Ainsi le second membre se déduit du premier par la trans-
formation (1).

Sil'on désigne par F(S) et F,(8S) les discriminants des formes
quadratiques qui figurent dans les deux membres, on aura,
quel que soit S,

F,(S) = F(8),
car le carré du module de la transformation est égal a 1.
On voit ainsi que les premiers membres des équations en S



REDUCTION DE L'EQUATION DU SECOND DEGRE 25

sont identiques, ce qui donne les relations
A = A,
A+ AL+ A=A+ A+ A
aydy— i aidy— 2 +ajdy — ¢ = ad — ¢+ d'd— ¢ 4 a'd — ¢,
d, = d.
Les racines elles-mémes de I'équationen S sont également
des invariants.

197. Nous allons déduire de ce théoréme les équations ré-
duites des surfaces (et des courbes) de deuxiéme classe.

PrEMIER cAs. d £ 0.
L’équation réduite de la surface est

1,72

au'® 4+ aw? 4 afw? 4+ dp? =0
1 7

en la supposant rapportée & ses plans principaux, car ces
plans forment avec le plan de l'infini un tétraédre conjugué.
L’équation en S relative & cetle équation est

(ay, — S)(a, — S)ay —8)dy = 0;
on en conclut que a,, ai, aj sont les racines de cette équa-

tion ; par conséquent ces nombres seront aussi les racines de
I’équation en S relative & I'équation donnée

f(u" v, w, ‘7“) = 07
dy = d;
par suite I'équation réduite sera
Syu'? 4= 802 - S0 - di? = 0.

on aura de plus

Le raisonnement s'applique au cas ol I'équation représente
une conique ; il suffit de supposer par exemple a; = 0.
DruxiiME cas. d = 0.

Rapportons le paraboloide a ses deux plans principaux et au
plan tangent au sommet.
L’équation a la forme (169)

ahv'? - ajw" -+ 2¢,ur = 0.
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On voit tout d’abord que a; et ai sont les deux racines de
Péquation en S ; en outre, en appliquant I'une des formules
du numéro précédent, on a

b 9 9 W9

2 = ¢4 24",

ce qui donne I'équation réduite
S0 4 Sqw' = 2 e+ P4 P =

La méthode s’applique a la parabole.

198. On établira, comme en géométrie plane, qu'il n’existe
pas d’autres invariants que les quatre fonctions trouvées plus
haut, & savoir :

A, A+A+A, ad—c+dd—c®4ad'd— ™, d.

199. L’interprétation géométrique de ces invariants est fort
simple.

La condition

A== 0
exprime que I'équation représente une conique.
La condition
d=0
exprime que 'équation représente un paraboloide.
La condition
A+AN—+A=0
exprime que le cone asymptote de la surface contient une
infinité de systémes de trois génératrices rectangulaires.
Enfin la condition
ad—c?+dd—c*+add—c?=0
exprime que le cone asymptote de la surface est inscrit dans
une infinité de triedres trirectangles.

11 suffit de remarquer que I'équation de l'intersection de la
surface par le plan de I'infini est
(ad — cAud4-(a'd — ¢"*)v? + (@'d — ¢"*)w? + 2(bd — c'¢"yow

-+ 2(b'd— c"c)wu 4+ 2(0"d — ccuv = 0,
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et que cette équation exprime que le plan

ur -+ oy +wz = 0
est tangent au céne des directions asymptotiques ayant pour
sommet ’origine.

EXERCICES ET NOTES

1. Le liew des centres des quadriques tangentes & sixc plans et dont
la somme des carrés des awes est constante est une sphére.

Soit
au? -+ a'v? -+ a"w? 4 2bvw -+ 20'ww 4+ 20"uv 4 2our -~ yvr

) 4 2zwr 12 = 0

I’équation d’'une quadrique ayant pour centre le point (z, v, 3).

En écrivant que cette quadrique est tangente & six plans, on aura
six équations de la forme

fwi, viy wiy 75) = au? 4+ a'v? + -+ 2zwiri 417 = 0.
D’autre part, I’équation réduite de cette quadrique est
Sit'2 4 Sev'2 + Syw'2 4 #'2 = 0,

Sy, Se, S désignant les racines de I'équation

S8 —8¥a+d' +a” —w2—y2—22) +SA+ A +A)—A=0.

La somme des carrés des demi-axes est

— (81 4+ S; +S5);
on aura donc
a+a +a + kP — gt —y?—32 =0;
en éliminant a, o, o, b, ¥', b” entre cette équation et les six équa-
tions
flui, viy wi, ) = 0,

on aura I'équation du lieu. '

On obtient un déterminant dont les six premiéres lignes sont de
la forme

u? v} w} ovpo; wa wv  ouir; - 2o - 25w+ 1?
et dont la septieme est
1 1 1 0 0 0 R — 2% — 2 — 32,

En développant ce déterminant par rapport aux éléments de la

derniére colonne, on voit que le lieu est une sphere.

COORDONNEES. — 17
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2. On donne deux droiies fizes A et A" qui ne se renconlrent pas ;
par ces deux droites on fait passer des surfaces (S) du second ordre,
pour lesquelles la somme des carrés des longueurs algébriques des
axes ainsi que le produit de ces mémes longueurs sont des quantités
constantes et données.

1° Trouver le liew des centres des surfaces (S).

20 Considérant une quelconque des surfaces (S) et le centre | de
cetie surface, on méne par le point 1 une droite rencontrant les deuwx
droites fiwes en D et I'; calouler la distance DD

3° Par les points D et D', on méne des plans respectivement per-
pendiculaires aux droites A et A'; trouwver le liew des intersections de
ces plans.

(Agrégation, 1872.)

On pourra prendre pour équation générale de ces surfaces I’équa-
tion obtenue dans la note 12 du chapitre V.

3. Lieu des poles d'un plan fixe P par rapport ¢ un ellipsoide de
grandewr constante qui tourne autour de son centre et qui est assu-
Jetti en outre & toucher un plan donné (.

Prenons pour origine le centre de l'ellipsoide, pour axe 0Oz une
perpendiculaire au plan P, et pour axe des y une paralléle a 'in-
tersection des plans P et Q; les équations de ces plans seront alors

soFh =0, (P)
o 4+ wos 4+ { = 0. Q)
D’autre part, I’équation tangentielle de 1'ellipsoide sera
au? + a'v? -+ a"w? 4 2bvw + 2b'wu + 20" uv + 2 = 0,

avec la condition .
oud + a"wj + 2" wouy + 1 = 0. (1)
Les coordonnées «, y, s du pdle du plan P sont données par les
équations
b = —(Z— =2 —h (2)

Pour exprimer que la surface est de grandeur constante, on écrira
que les racines de 'équation en S sont égales aux carrés des demi-
longueurs des axes changés de signe ; on aura donc

a+a 4+ a = — o2, 1
oo — b4 a'a— b+ aa’ — 0" = Ta2f?, (3)
ad'a’ 4260’0 — ab? — a'b'? — a"b"? = — a2(2y2.

On aura l'équation du lieu en éliminant a, a', o, b, o', V" entre
les équations (1), (2) et (3).
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4. Trouver Uenveloppe des plans polaires d'un point fixe par rap-
port aux paraboloides de grandeur constante qui contiennent deua
droites rectangulaires concourantes.

En prenant ces deux droites pour axes des « et des y, '’équation
du paraboloide sera de la forme

20" uv —- 2cur 4 2c'vr + 2¢"wr = 0.

5. A l'aide de la relation
Se = A,
établie dans la note 10 du chapitre précédent, on peut déduire
les équations tangentielles réduites des équations ponctuelles
réduites.
On sait en effet que 'équation ponctuelle réduite d'une quadrique
a centre est

AI
61062 - o3y 2 + 0532 = 0,
ou l'on pose

A B B G
B A B
A=
B/ B A!/ Cll
G ¢ ¢ D
et
A BI/ B/
A= |B A" B |,
B/ B A//
a1, 03, o, désignant les racines de 'équation en o.
Or on a )
6181 = 9283 = 6283 = A,
A= A3
et
A, = A%
I'équation réduite devient donc
a? y? 32 .
N -l—*S; + N +T= 0,

et par suite ’équation tangentielle correspondante est
St 4 Spv2 + Syw? + dr2 = 0.

6. Longueur des axes d'une section plane d’'une quadrique.
Soit la quadrique représentée par Téquation tangentielle
flu, v, w, ¥) = au? 4 a'v? 4 a’w? - 2bvw - 20" wu - 2" uw
—-2cur + 2c'vr ++ 2c"wr 4 di? =

’
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Pintersection de cette quadrique et d’'un plan P a pour équation
[lu, v, w, 7)fo — (uft + vfs 4 wfs =+ i) = 0,
en posant, pour simplifier I'écriture,

fo = [(uo, vo, wo, 7o),

fi= o fl
fo = ol
fo = 5 floy
fi= ’;‘flro'

Cette équation peut s’écrire, en développant,
u¥afo — [1) + v a'fo — [3) + wHa"fo — [3) 4 20w(bfo — fafs)
20D o — fof1) =+ 2 (V" fo — fife) 4 2ur(cfo — faﬁ)
—+ 207(¢'fy — fofu) & 2wr(c"fo — faf) + r{dfo — [3) = 0.
On aura les éléments de cette conique en formant I'équation en S
afo—f{—S  Vh—ff  Vh—ffi cfo—fifa
V'i—ff dfo—[3—=S b —ffs  dfo—ffl
b'fo— fsfa bfo—fofs  a'fo—[3—S c"fo—[sfi
cfo—fifs cfo— fofi dfo—feofn dfo—T3
Le coefficient de S3 est — (dfo —[3}), c'est-d-dire
— [(ad — A)ud + (a'd — 2w + (a"d — ¢"?)w3 + 2(bd — ¢'c")vowo
—4-2(0'd — "chwory —+ 2(0"d — ocyuovo],

que nous désignons par
— gluo, vo, wo),

en remarquant que 1'équation
g(wo, Vo, wo) = 0
exprime que le plan est tangent & la conique de linfini de la qua-
drique donnée (133).
Le coefficient de S2 est

(aefo— Fi)dfo — %) — (cfo — 1) + (¢'Fo—[Ndfo — 1)

— ("o — fof) ~+ ("fo — [3)(dfo — [}) — ("o — f3li)* 5
on peut lécrire
fillad — ¢ —~a'd — ¢ 4 a"d — ¢?)fo — d(f{ + [T +TF)

— (@ & @)+ 20f fi+ 20 Fofu + 2'ff1)



REDUCTION DE L'EQUATION DU SECOND DEGRE 261

ou, en développant,
Fol (A" A")ud+ (A" -+ Ao~ (A + A wi —2Bvorwo—2B woro — 2B egwo ]
ou enfin
Jo[(A -+ A"+ A")(eed + v3 - wd)
— (Au2 4+ Ao} 4 A"wi -+ 2Bvgwy 4 2B"wono 4 2B"uovo)].

Nous désignerons par $(uo, vo, wo) la quantité entre crochets en

remarquant que la condition
U, o, o) = 0
exprime que le plan
U&= VoY + woz = 0
coupe le cone
A2 4~ A'y? + A"32 4 2Bys —+ 2B 20 + 2B"wy = 0
suivant deux génératrices rectangulaires (Chapitre V, Ex. 5.)

Le coefficient de — S est la somme de trois déterminants, dont

I'un d’eux est ‘
afo—[%  Ofo—ffs  Cfo—[fofu
Vo iy dfo—[3 Sfo—Fifi |- (1)
cfo— fofs c'fo—fsfi dfo— [}

Ce déterminant peut se décomposer en une somme de huit dé-
terminants dont les colonnes s’obtiennent en prenant une file ver-
ticale de termes dans chaque colonne du déterminant considéré.

Le premier d’entre eux est Af%, obtenu en prenant les trois pre-
miéres files; en prenant ensuite la premiére file dans deux
colonnes et la seconde dans la colonne restante, on obtient les trois

déterminants .
fr b ¢ a fo ¢ a b
L B Y A Sy T A S B
fi ¢ d e fu d ¢ i

(ui peuvent s'écrire, en remplacant les dérivées partielles par leurs
valeurs développées, et décomposant chacun des trois déterminants
en guatre nouveaux déterminants,

— [l B0+ Avo) — [3f3(— B'rto ~ Awwo) — [i/i(— Guo -+ Aro).
Enfin les autres déterminants sont nuls comme ayant deux

colonnes proportionnelles.
Hlen résulte que le déterminant (1) est égal &

FRIA(fo — vofs — woffy — 7ofa) + o(B"f2 =4 B'fy 4- Cf1)]
ou, en rémarquant que fo = uof 4 vofa ~ wofy = rof4,
wof 2(Af1 4+ B'fa + B'fs + Cfa)
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ou enfin
ulfiA.

Les deux autres déterminants qui, avec le déterminant (1),

forment le coefficient de — S ont de méme pour valeurs
v3fEA et wiEA;
il en résulte que le coefficient de — S est
. [3A(d + vf +wi),
A désignant cotnme toujours le discriminant de la fonction
flu, v, w, ).

Enfin le terme indépendant de I'équation en S est évidemment

nul ; on voit donc que cette équation peut s’écrire

S3g(v0, vo, wo) — S¥ob(uo, v, wo) + SfFA(wF + v] + wi) = 0.
PRrEMIER cas.  g(uo, vo, wo) 7 0.

Le plan donné n’est pas tangent a la conique de l'infini, la section
est une ellipse ou une hyperbole.

L’équation en S a deux racines non nulles, S, et S;; le coeffi-
cient de 72 dans I’équation réduite de la conique est g(wo, vo, wo);
en remplacant dans l'équation en S, S par — p2g(uo, v, wo),
on aura I’équation aux carrés des demi-longueurs des axes.

On obtient ainsi

0*[g (w0, voy wo) =029 (w0, w0y 200) ob(uo, Vo, w0l FEA(F -+ v §~10F) = 0.
On déduit de 1a sans peine la nature de la conique.
DEuxiEME cas.  ¢(uo, vo, wo) = 0.

Le plan donné est tangent a la conique de linfini, la section est
une parabole.

L’équation en S a une seule racine différente de zéro; on calcu-
lera aisément (191} le paramétre de la parabole.

7. Démontrer que les demi-longueurs d’axes de la section de Iellip-
soide
22 e 22
— t+ 5+ —1=0
a? + R
par le plan
1% 4 VoY —+ wos = 0
sont racines de L'équation
us 03 w?
i1 + 1 + 1 1
a2 02 b2 o2 oz

)
Il suffit d’appliquer la méthode indiquée au numéro précédent.

1
o
P
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8. Un ellipsoide étant donné, trouver le liew des centres des sec-

tions planes dont Vaire est égale & une constante donnée.
p 9
(Concours genéral, 1861.)

9. Sections circulaires d’'une quadrique. — Supposons que la
quadrique soit déterminée par son équation tangentielle,

flu, v, w, ) = au?—+a'v2 4 ... = 0.
Pour qu’un plan
wpx —+ voy —+ wos + 1o = 0
coupe cette quadrique suivant un cercle, il faut que I’équation de la
conique section,
&f (v, v, 10, 7)f (10, Vo, 100, 70) — (16U, Vf vy = W[ wy == 7f)? = 0,
représente un cercle.

On pourrait obtenir cette condition en appliquant les formules du
n° 138; il est plus simple d’écrire que I’équation en S de I'exercice 6
a ses racines égales, c’est-a-dire qu'on a

[U(10, o, wo)]2 — LAg (100, vo, wo)(uf + v3 -+ wi) = 0.

Remplagons U(uo, vo, wo) et g(uo, vo, wo) par leurs valeurs, et en

tenant compte des relations (116)
Alad — ¢2) = A'A” — B2,
Ale'd — ¢'2) = A"A — B2,
Ad'd — ") = AA' — B",
Albd — ¢'¢") = B'B"— AB,
A(b'd —c"c) = B"B—A'B/,
A(d"d —e¢c') = BB'— A"B’,
la condition devient
[A 4+ A+ A")(u2 + v3 + wi)

— (Aud 4+ A'v3 + A"w3} + 2Browo 4+ 2B'worto + 2B"uev0))?

— &2 + v} + w)[(A'A — B2ud 4 (A"A — B'?)v} 4 (AA" — B"2)w}

—+2(B'B"—AB)vgrwe—-+-2(B"B—A’'B' wotto+2(BB'—A"B")ugve] = 0. (1)

Cette condition exprime que le plan passe par l'un des points de
rencontre du cercle de Dinfini et de la conique de I'infini de la qua-
drique donnée.

Pour le démontrer, considérons les deux cones ayant pour som-
met lorigine et s’appuyant sur ces deux coniques; ils ont pour
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équations
2?4 y? 432 =0,
Ax? 4+ A'y? 4 A"32 4 2Byz + 2B’z + 2B"wy = 0.

L’équation ponctuelle générale des cones passant par leur inter-.
section est
A+ Na? -+ (A" + Ny + (A" + 352 -+ 2Byz -+ 2B’z + 2B"wy = 0,
et les équations tangentielles d’un de ces cones sont

A4 B’ B u
" ’ )\
B A+ B ) v _ 0, 2)
B’ B A =4-x w
12 ) W 0
r = 0.

L’équation (2) est I’équation tangentielle de la trace de ce cone
sur le plan de Pinfini.

Elle est du deuxiéme degré en ); cela montre qu'il existe deux
coniques passant par les quatre points d’intersection du cercle de
linfini et de la conique de l'infini de la quadrique donnée et tan-
gentes 4 un plan ; ces deux coniques se confondent si le plan passe
par l'un des points d’intersection dont on vient de parler.

On en conclut que I'équation de ces quatre points s’obtiendra en
écrivant que 'équation (2) a deux racines égales en A.

On obtient précisément la condition (1) ol o, vo, wo sont rem-
placés respectivement par v, v, w ().

Or les quatre points de rencontre sont deux a deux imaginaires
conjugués, le plan donné est réel; il en résulte que si ce plan
passe par l'un des quatre points, il passe par le point imaginaire
conjugué.

Par suite, les plans qui coupent la quadrique suivant des cercles
doivent passer par les sécantes communes au cercle de I'infini et a la
conique de l'infini de la quadrique ; on les obtiendra en écrivant que
Péquation

(A 4= Na? + (A" -+ Ny2 + (A" + 1)z2 + 2Byz +2B'z0 + 2B"2y = 0
représente.deux plans. :

Clest le résultat bien connu que donne la géométrie ponctuelle.

10. Trouver le liew des pdles des plans qui coupent un ellipsoide
sutvant des ellipses dont la somme des carrés des axes est constante.

(*) Ce raisonnement est analogue au raisonnement déja fait dans la Pre-
miere Partie (Géom. plane), n° 256.
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14. On pourra, en se servant de ’équation en S, déterminer la
nature des quadriques considérées dans les exercices 1 et 2 du cha-
pitre V, et comparer les résultats obtenus.

12. Etant donnés trois plans rectangulaires, une quadrique touche
un de ces plans et coupe les deuw autres suivant des cercles de cen-
tres variables, mais de rayons donnés. Trouver le liew des centres de
ces quadriques et la relation qui existe entre les longuewrs de levrs
axes.



CHAPITRE IX

COORDONNEES TETRAEDRIQUES ET EQUATIONS
GENERALES DE QUADRIQUES

200. Considérons quatre plans formant un tétraédre et ayant
pour équations

X = amx+ by + ¢z + dit =0,
Y = ax + boy —+ oz + dat = 0, ’ )
Z = ayx -+ byy + 32 + dyt = 0, s
T=amx—+by+cz+ dt =0,/

avec la condition
a b ¢ d

(12 b, Ca dg

D= ) 0.
ay by ¢ dy >

ay, l).@ Cs d/,,

Nous allons montrer que I'équation ponctuelle d'une surface
quelconque peut s’exprimer en égalant & zéro une fonction
homogene de X, Y, Z, T.

Désignons en effet par A, As, ..., By, ..., D, les coeflicients
des petites lettres correspondantes dans le développement du
déterminant D ; des équations (1) on tire
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Dt = DX+ DY 4+ DsZ 4 D,T. |

Dx = A1X+A2Y+A3Z+A4T, 2

Dés lors, siI'équation d'une surface est

fla,y, 2, 1) =0,
en remplacant dans cette équation z, y, z, t par leurs va-
leurs (2), I’équation prend la forme

o(X, Y, Z, T) =0,

les fonctions f(z, v, z, t) et o(X, Y, Z, T) ayant le méme degré.

Réciproquement, toute équation homogéne par rapport a
X, Y, Z, T peut se remplacer par une équation de méme degré
et homogéne par rapport & z, v, z, t; il suffit de substituer &
X, Y, Z, T leurs valeurs (1).
- On en conclut que I'équation d’un plan pourra s’écrire

oX 4+ BY +vZ 48T = 0;
I’équation d'une quadrique,
aX?—+ «'Y? 4 o"Z% -+ 2BYZ + 28'ZX + 28'XY
—+ 2yXT + 2¢YT + 2¢"ZT + 612 = 0,

X, Y, Z, T désignant simplement des fonctions linéaires indé-
pendantes de z, v, z, £.

201. Supposons que dans les relations (1) on remplace
%, v, 5, t par les coordonnées homogenes d'un point M de
I'espace; X, Y, Z, T prennent alors des valeurs déterminées
qu’on appelle les coordonnées tétraédriques du point M.

On voit ainsi que tout point de 'espace a des coordonnées
tétraédriques définies a un facteur prés.

Réciproquement, étant données les coordonnées tétraédri-
ques d'un point, les formules (2) déterminent & un facteur preés
les coordonnées homogénes de ce point.

1l résulte de 14 quun point est bien défini par ses coordon-
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nées tétraédriques, et les considérations précédentes montrent
que toute relation entre les coordonnées téiraédriques d'un
point est la condition pour que ce point soit sur une surface.

Le tétraedre dont les faces sont représentées par les équa-
tions (1) est appelé le tétraédre de référence.

Onpeut observerquelescoordonnées tétraédriques d’un point
sont proportionnelles aux produits par des nombres fixes des
distances du point aux faces du tétraédre de référence, ces
distances étant affectées du signe -+ si le point est par rapport
a la face correspondante du méme c6té que le sommet opposé
et du signe — dans le cas contraire.

202. Etant donnée maintenant 'équation d'un plan,
ux + vy + wz + rl = 0,
on pourra l'écrire, en introduisant les coordonnées tétraé-
driques,
w(AX + ApY + AyZ + A T) + v(BiX + ByY + BsZ +- B,T)
= w(CX —+ CaY 4 CoZ + CT) -+ 7(DiX +D,Y ++ DyZ+ D,T) = 0)

ou
UX+ VY + WZ + RT = 0,

en posant
W = A1u -+ Blv —+ Ciu) -+ D»ﬂ",

\
IV = Asu —+ Byw + Cow ~+ Dy, /

MW = Aju -+ Bsv 4+ Ggw - Dy, ) @)
hR = A+ Bw + Caw =4 Dy,
h étant un nombre arbitraire.
On en déduit
ku = a,U + anV + a; W + a,R,
kv = b,U -+ b,V 4+ bW —+ O,R, ) W

kw = ¢,U -+ ¢V + ;W + R, )
/CT = d1U -+ dzv -+ d3W —+ dAR

Silon remplace dans les équations (3) u, v, w, r par les
coordonnées d'un plan, U, V, W, R prennent des valeurs dé-
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terminées & un facteur prés qu'on appelle les coordonnées
tétraédriques du plan.

Les formules (3) et (4) permettent de déduire les coordonnées
tétraédriques des coordonnées homogeénes, et inversement.

On voit ainsi que I'équation tangentielle d’'une surface,

flu, v, w, ) =0,
pourra se remplacer par une équation homogéne et de méme
degré par rapport & U, V, W, R, et réciproquement.

Par exemple, I'équation

aU~+ BV ++W 3R =0
est I'équation tangentielle d’'un point, ce point ayant pour’
coordonnées tétragdriques o, 8, v, 9.

De méme

aU? 4 o'V2 - o'W 4 28VW —+ 20'WU +-28"0V + 2yUR
+ 2¢YVR + 2¢Y'WR 4 8R? = O
est ’équation tangentielle d'une quadrique.

Remarquons en outre que les coordonnées tétraédriques
d'un plan sont proportionnelles aux produits par des nombres
fixes des distances des sommets du tétraédre de référence a ce
plan.

En résumé, les coordonnées tétraédriques d'un point sont
des fonctions linéaires et homogénes des coordonnées homo-
geénes de ce point, et toute équation homogéne de degré m
entre les coordonnées tétraédriques d'un point représente une
surface de degré m.

De méme, les coordonnées tétraédriques d'un plan sont des
fonctions linéaires et homogenes des coordonnées homogenes
de ce plan, et toute équation homogene de degré m entre les
coordonnées tétraédriques d'un plan représente une surface
(ou une courbe) de classe m.

203. Ainsi qu’on I'a vu plus haut, I’équation du point est
aU~+ BV 4 YW + SR = 0.

Etant données les équations de deux points,
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P=0aU~+ BV+yW+3¢R =0,
P'=oaU~+BV++vW+ 3R =0,
I'équation générale des points situés sur la droite qui joint ces

deux points est
AP+ uP’ =0,

Py
le rapport — étant proportionnel au rapport des distances du
5

point aux deux points P et ',
Désignons par ABCD le tétraédre de référence ; les som-
mets A, B, C, D ont respectivement pour équations
U =0, =0, W =0, R =0,
les points d'une aréte, AB par exemple, ont pour équation

générale

les points d'une face, ABC par exemple, ont pour équation gé-
nérale
MW+ pV 4+ vW = 0.

Les faces BCD, GAD, ABD, ABC ont respectivement pour
équations ponctuelles

X =0, Y =0, 7 =0, T —0.

Un plan quelconque passant par 'aréte AB sera représenté

par I'équation
M+ pT = 0.

Si Uy, Vi, Wy, Ry et Uy, Vo, Wy, Ry sont les coordonnées
tétraédriques de deux plans P, et P,, tout plan passant par
l'intersection a pour coordonnées

U = MU, + U,

V = AV + Vs,

W = W, + oW,

R = AR, + pR,.
Ce plan fait avec P, et Pi des angles dont le rapport des
L.

[Voir Premiere Partie (Géom. plane), n° 228].

sinus est proportionnel &
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A .
Quand — conserve un signe constant, le plan P se meut dans
P'

A
un angle déterminé des deux plans P, et Py, mais dés que "

change de signe, le plan passe dans un autre angle.
Enfin, étant donnés deux plans PQ:, p) et P/(W, 1) passant
par lintersection de P, et de Py, I'un des rapports anharmoni-
! }\I

ques de ces quatre plans est m : o etsilona — = — —

P P
les plans P et P’ sont conjugués harmoniques par rapport a

P, et Ps.

204. Soit
fU, V, W, R)=0
I'équation tangentielle d'une surface ; son équation ponctuelle
en coordonnées tétraédriques s’obtient en éliminant U. V,
W, R et 4 enlre les équations

[i—2X =0,
[v—2Y =0,
[t —M = 0,
h— AT = 0,

UX + VY +~ WZ-+-RT = 0.
Si I'équation est du deuxiéme degré,
f(U, V, W, R) = al®+ a'V2+ -+ dR2 = 0,

I'équation ponctuelle s’écrira

a VUV ¢ X
o d b Y
O b d ¢ Z]=0
c ¢ T
XY zZ T 0

ou

AX24+ AY2 -+ DI2 = 0,
le discriminant de (U, V, W, R) étant supposé différent de
Z6éro.

Tout ce qui a rapport aux plans tangents, aux poéles et po-



272 COORDONNEES TANGENTIELLES.—GEOMETRIE DANS L'ESPACE

laires dans les quadriques, a toutes les propriétés descriptives
se traite de la méme maniere en coordonnées homogenes et
en coordonnées tétraédriques.

Une surface développable sera représentée également par
deux équations tangentielles.

Une équation représentera une courbe si le Hessien est di-
visible par le premier membre de I’équation, etc., ete.

205. Nous laisserons complétement de c6té les coordonnées
tétraédriques dans 1'étude des propriétés métriques des figures;
elles donnent lieu a des calculs trop pénibles, comme on peut
s’en rendre compte en lisant les ouvrages de PAINVIN et KoEHLER.

Au contraire, dans 1'étude des propriétés descriptives, ces
coordonnées peuvent rendre de réels services, comme nous
allons le voir par la suite.

Voici tout d’abord un exemple fort simple.

206. Quadriques conjuguées par rapport a un tétraédre.
Prenons le tétragdre pour tétraédre de référence, et soit
(U, V, W, R) = aU%+ a'V>+ a"W2 4 20VW + - dR* = 0
I'équation d'une quadrique.
Le pole d'un plan (Uy, Vo, Wy, Ro) a pour équation
Uofﬁ—l—Vof/v—I—Wof(v—l—Rof{( = 0,
écrivons que le pole du plan BCD,

%f{: al 4+ 0"V -+ b0'W + cR =0,

est le point A, c’est-a-dire a pour équation

U =0.
On en déduit
V=0 =c=0.

De méme, en écrivant que le pole du plan CAD est le point
B, ... etc., on trouve
b=b=V0=c=c=c=0,
de telle sorte que I’équation générale cherchée est
al? 4 a' V24 a"W2 4~ dR? = 0,
comme nous 'avons trouvé au n° 151.
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207. Développable commune a deux quadriques. — Ltant
données les équations ponctuelles de deux quadriques en coor-
données homogeénes ou tétraédriques,

[z, y, 5, 1) =0, filx, y, 2, 8) = 0,
on sait que ces deux quadriques se coupent en général suivant
une courbe gauche du quatrime degré, qu'on appelle une
quartique gauche, et que I'équation générale des quadriques
qui passent par cette quartique est

flz, y, 3, ) + Mz, y, 3, 1) = 0.

L’ensemble de ces quadriques forme un faisceau ponctuel.
En transformant par le principe de dualité, on voit qu’étant
données les équations tangentielles de deux quadriques,

[(u, v, w, r) =0, fi(u, v, w, r) = 0, 1)

tous les plans tangents & ces surfaces enveloppent en général
une surface développable de quatriéme classe dontles deux
équations qui précedent sont les équations tangentielles ; cette
développable est ce qu'on appelle la développable commune
aux deux quadriques, et I'équation générale des quadriques
inscrites dans cette développable est

[(u, v, w, )=+ 3iu, v, w, r) = 0.

L’ensemble de ces quadriques forme un faisceau tangentiel.

11 peut arriver que 1'une des équations (1) représente une co-
nique; les plans tangents a la développable s’obtiendront en
menant par chaque tangente de la conique des plans tangents
A la quadrique. En joignant le point de contact de la tangente
4 ceux des plans tangents, on aura deux génératrices de la sur-
face développable. On voit ainsi que par tout point de laco-
nique passent deux nappes de la développable; c’est pour cette
raison que l'on dit que la conique est une conique double de la
développable.

De méme, si les deux équations (1) représentent toutes deux
des coniques, ce seront deux coniques doubles de la dévelop-
pable.

COORDONNEES, — 1 18



274 COORDONNEES TANGENTIELLES.—GEOMETRIE DANS L’ESPACE

208. TurortME. — La développable commune a deuwx quadri-
ques contient en général quatre coniques doubles dont les plans
sont les faces d'un tétracdre conjugué commun aux dewr qua-
driques.

Pour que I'équation

fu, v, w, r) +Mi{u, v, w, ) =0
représente une conique, il faut gqu'il existe un systéme de va-

leurs de wu, v, w, » annulant les quatre dérivées partielles du
premier membre de I'équation, c'est-a-dire vérifiant les équa-

tions
e =0
»gg—i—)\%% =0,
U,
%—i—)\%% = 0.

On a quatre équations homogeénes & quatre inconnues ; pour
qu'elles soient vérifiées par des valeurs non toutes nulles des
inconnues, il faut que le déterminant soit nul, ce qui donne
une équation du quatrieme degré en .

Il y aura done quatre coniques doubles sur cette dévelop-
pable.

Je dis maintenant que les plans de deux de ces coniques
sont conjugués par rapport a toutes les quadriques inscrites
dans la développable.

Soient, en effet, A, et 2, deux racines de I’équation du qua-
trieme degré, et (u, vy, wi, 1), (Us, T2, Wy, 2) les coordonnées
des plans des coniques correspondantes ; on aura

of . IO of of

—_— | —— — —_— )\ —_ =
Jduy +h N 0, Ju, R Ju, 0
of Jfi af Jfs
Oy, Y o Of 5 90
dv, +h dv, 0, v, R Jdv, 0,
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of 9fr of 9/
— jand )\:) e
Jw, + 2 L ow, 0, 0w, e 0w, ?
of 5 Of o

= )\9 — U.
or, +2 Yor, 0, O or, =0

Multiplions les quatre équations de gauche respectivement
par u,, vs, Wy, 75, puis ajoutons ; multiplions de méme les
quatre équations de droite respectivement par wuy, v,, wy, 7y, et
ajoutons.

Posons, pour simplifier I'écriture,

of of o Lo

H = —+ vy -+ Wy =— + 1 —

U 0w, v, ow, o
K= o iy i, O
- d ()v () ()7’2 !
on aura
H+ 3K =0,
H+ WK =0,
d’ott 'on déduit
H =0, K=0,
et on a, quel que soit A,
H+ 2K = 0.

On en conclut que les deux plans sont conjugués par rap-
port a la quadrique
[(u, v, w, )+ Mi(u, v, w, 7) =0,
ce qui démontre le théoréme.

209. Ce théoréme est le corrélatif du suivant, que I'on éta-
blit en géométrie ponctuelle :

Par Pintersection de deux quadriques on peut faire passer qua-
tre cones dont les sommets forment un tétraédre conjugué com-
mun par rapport d toules les quadriques qui passent par la quar-
lique.

Comme il n’existe qu'un seul tétraédre conjugué commun
par rapport & deux quadriques, on en conclut que les sommets
des cones passant par l'intersection de deux quadriques sont
situés trois & trois dans les plans des coniques doubles de la
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développable commune ; les trois points situés dans le plan
d'une conique sont les sommets d'un triangle conjugué par
rapport a cette conique.

210. Sans vouloir discuter complétement ici la nature de la déve-
loppable commune a deux quadriques, nous allons établir un résul-
tat important, qui nous sera prochainement utile.

St deux quadriques sont tangentes en un point, deux des coniques
doubles de la développable commune sont confondues sutvant wne
conique située dans le plan tangent commun, et les deux autres coni-
ques doubles sont tangentes & ce plan tangent.

Considérons deux quadriques tangentes au plan des xy a l'ori-
gine et ayant pour équalions
f(,vy0,7) = au? —-a'v? +- 20"wo - 2cur + 2c'vr - 2w 4= dr? = 0,
fi(e,v,w,7) = ayu? + ajv? 4+ 20y uuw +4-2¢,u1 ++ 2¢|vr - 2¢wr - dyr? = 0.

Ticrivons que lediscriminant de  /(u, v, w, r) 4 *filu, v, w, ) est
nul ; on a

a—+day U410 0 ¢ - hey

V400 a4+ ) 0 ¢ 4 ey

0 0 0 ¢+ x)

c4her ¢ HAhey "kl d -+ Ad

ou ' » ‘

(¢" -+ 2e)2[(@ + han)(a' +dhal) — (0" + Mb1)?] = 0.
S/

. Cc . . .
A la racine double — —~ correspond une conique située dans

'
L

le plan des xy ; on voit de plus que toutes les quadriques du fais-
ceau tangentiel touchent le plan des =y ; il en est de méme des
deux autres coniques doubles de ce faisceau.

Réciproquement, dtant donndes une quadrique et une conique
située dans un plan tangent, la développable commune admet la coni-
que donnée comme conique double comptant deuwx fois, elle a en outre
deva autres coniques doubles qui touchent le plan tangent.

La démonstration est la méme ; on considérera la quadrique tan-
gente au plan des wy,

[(t,0,0,7) = au? - a'v? + 20"1uv 4 2eur + 2¢'vr +4-2¢"wr - dr? = 0,
et la conique
[0, 1) = ayu? 4 ayv? -+ 2070w + 2c,ur <+ 2civr 4 dyr? = 0.
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2141. De méme que huit points déterminent une quartique
gauche. huit plans tangents déterminent une surface dévelop-
pable de quatriéme classe.

On établit aisément les théorémes qui suivent :

1l existe une quadrique et une seule langente a neuwf plans qui
ne sont pas tangenls a une surface développable.

Toutes les quadriques qui ont sept plans langents communs
sont tangentes a un huiticme plan.

242. Sil'une des deux quadriques (1) se réduit & un systeme
de deux points, la développable commune se compose de deux
cones ayant pour sommets ces deux points.

Supposons par exemple

[i(u, v, w, ) = PQ,
P et Q désignant des fonctions lindaires el homogenes;
I'équation

f(, v, w, 1) 4-IPQ = 0 (2)

est I'équation générale des quadriques inscrites dans les deux
cones de sommels P et @ circonserits a la quadrique S
représentée par 1'équation

[(u, v, w, r)=0.

Il est aisé de voir que toutes ces quadriques sont tangentes
a la quadrique S aux points de contact des plans tangents
meneés a cette quadrique par la droite PQ.

Soient, en effet, w,, v,, w;, 7, les coordonnées d'un de ces
plans tangents ; on a

[y, vy, wy, ) =0, P, =0, Q,=0.
Le point de contact de ce plan et de la quadrique (2) a pour
équation
/ ! g .
ufu, = of A wfle, +rfi 4 MPQ-+PQ) = 0
ou :
ufu, +of o A wfl, rfi, =0,
qui représente le point de contact de ce plan et de la quadri-
que S.
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On en conclut que si la développable commune & deux qua-
driques se réduit & deux cones, les deux quadriques sont bi-
tangentes.

Réciproquement, je dis que si deux quadriques sont bitan-
gentes, elles sont inscrites dans deux cones.

Prenons en effet pour tétraédre de référence un tétraédre
ayant deux de ses sommets A et B aux points de contact
des deux quadriques et les deux autres G et D surla droite
intersection des deux plans tangents communs, et désignons
par

u =0, v =0, w=20, r=20
les équations des sommets A, B, G, D.
Soit
[(u, v, w,r) = aut+dv?+ - dr* =0
I'équation d'une quadrique.

Eerivons que le pOlAe du plan ACD (dont les coordonnées
sont 0, 1,0, 0) est le point A.

Le pole du plan ACD a pour équation

1
;)—f; = bu-+a'v+ bw-tcr =0;

on doit avoir
ad=0b=c =0, b £ 0.

De méme le podle du plan BCD,
—01; [ = au—+ 0"+ b'w—+cr =0,
doit étre le point B, done
a=0=c=0, b 0.

L’équation générale des quadriques tangentes en A et B
aux plans ACD et BCD est donc, en faisant 4" =1,

a'w? -+ 2uv + 2" wr + dr = 0.

Considérons deux quadriques tangentes en A et B 4 ces
deux plans; leurs équations seront

a"w? -+ 2uv - 2c"wr +-dr = 0,
djw? -+ 2uv -+ 2ciwr + dir? = 0
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en retranchant ces deux équations, on a
(a" — aDw? -+ 2(c" — ¢hwr + (d — dy)r® = 0,

équation qui représente deux points situés sur CD, car le pre-
mier membre est décomposable en un produit de deux facteurs
de la forme aw —+ @r.

11 en résulte que la développable commune se réduit a
deux cones ayant pour sommets ces deux points.

On en conclut aussi qu'étant donnée une quadrique

flu, v, w, r) =0,

I'équation générale des quadriques bitangenies a cette qua-

drique est
flu, v, w, )= AP 4= 2uPQ +vQ? = 0,

P et Q étant des fonctions linéaires qui, égalées & zéro, repré-
sentent deux points situés sur la droite intersection des plans
tangents communs, et A, p, v désignant des paramétres arbi-
traires.

213. On sait que la condition nécessaire et suffisante pour
que deux quadriques soient bitangentes est qu’elles se coupent
suivant deux courbes planes; il en résulte que si deux qua-
driques se coupent suivant deux courhes planes, leur dévelop-
pable se réduit a deux cones, el inversement.

214. Quand la développable commune se réduit & deux
cones, ces deux cones sont bitangents, ils se coupent suivant
deux courbes planes qui sont deux coniques doubles de la dé-
veloppable ; les deux autres sont confondues suivant la conique
singuliére formée par les sommets des deux cones.

Considérons en effet deux quadriques tangentes en A et B
aux faces ACD et BCD du tétraédre de référence,

a"w? + 20"uv + 2c"wr + dr? = 0,

aw? —+ 2b5uv -+ 2chwr + dp? = 0
1 1 1 bl
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