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^:pôkt^
Les deux Livres dont se compose cette troisième Partie sont

d'étendue très inégale.

Le Livre VI, qui traite des lignes géodésiques et de la cour-

bure géodésique, contient l'exposé des recherches les plus récentes

relatives à la détermination des lignes géodésiques, à la courbure

géodésique, au plus court chemin entre deux points d'une même
surface ; il se termine par l'étude des triangles géodésiques et la

démonstration du célèbre théorème de Gauss relatif à ces triangles.

Le Livre VII, qui est consacré tout entier à l'étude de la défor-

mation des surfaces, débute par un exposé de la belle théorie des

paramètres différentiels que l'on doit à M. Beltrami. Après avoir

indiqué comment on reconnaît si deux surfaces sont applicables

l'une sur l'autre, comment on forme l'équation aux dérivées par-

tielles dont dépend la détermination des surfaces applicables sur

une surface donnée, j'applique les propositions générales à l'étude

de la déformation des surfaces réglées, à la démonstration des

relations que M. W eingarten a établies entre les surfaces appli-

cables sur les surfaces de révolution et celles pour lesquelles les

rajons de courbure principaux sont fonctions l'un de l'autre.

Je signalerai aussi un théorème fondamental établissant une rela-

tion entre les systèmes cycliques et la théorie de la déformation.

Les vingt-huit premières feuilles de cette Partie ont paru depuis

trois ans. J'espérais pouvoir terminer mon Ou^Tage par l'étude de

la déformation infiniment petite: mais cette théorie a pris un tel

développement dans mes leçons, depuis 1882, que j'ai dû me

résoudre à la réserver pour une quatrième Partie.



VI PRÉFACE.

Cette quatrième Partie est presque entièrement terminée et l'im-

pression en est déjà commencée.

Il me reste à remercier encore MM. Morin, Goursat, Kœnigs,

Raffy, Cosserat, qui ont bien voulu me prêter leur concours le plus

empressé pour la revision des épreuves. G. D.

10 juillet 1894.



EBRATA.

Première Partie.

Page 3, ligne 5, au lieu de a'c', lisez a'b'.

Page 10, au lieu de q ds, lisez — q ds.

Page i6, changer les signes des premiers membres des équations (21).

Page 27, équation (19) dans le 3* membre, au lieu de y, lisez — y.

Page 72, ligne 8, au lieu de formules (4), lisez formules (2).

Page 96, ligne 18, au lieu de n° 65, lisez n» 66.

Page i48, formule (2), au lieu de "k, lisez a-.

Page 149, note, i" ligne, au lieu de mdu — n dv^, lisez {m du -h n dvy.

Page 220, formule (27) dans le dénominateur, au lieu de (\] ~^\ , lisez

Page 225, ligne i, au lieu de R, lisez r.

Page 354, ajouter -j-/> dans le premier membre de la 3* équation.

Page 269, ligne i4 à partir du bas. au lieu de sphère, lisez surface.

Page 282, dans la formule qui termine le n" 184, rétablir <fu c/p en facteur dans

le second membre.

Page 290, formules {19), et page 291, formules (21) et (22), changer le signe

de y.

Page 297, formule (4), dans la deuxième intégrale, au lieu de i-^ *i"i> lisez

I — ar,«.

Page 327, formules (16), au lieu de r = r,, lisez r = À/-,.

Page 334, ligne 16, au lieu de Ç,(f)Ç(v,), ^ùez (?(p)Ç,(*',)-

Page 336, dans le second membre de la 4* ligne de formules, au lieu de

lisez

\— «,-i-»»o/ \— nn^^ mj

^{ mu — n \ ^ / m^u,^- n^\
\— n^u -^ mj ' *\~ nu,-^nij

Page 336, au lieu de la deuxième équation ( 26 ), lisez

• (m— «M,)* \

—

nu^—m]

Page 337. 3* ligne, au lieu de m^, lisez m'.



VIII ERRATA.

Deuxième Partie.

Page 35, ligne ii, au lieu de — /lA,, lisez hk^.

\ X'
Page 179, ligne 6 à partir du bas, au lieu de ^t» Usez -^•

Page 194, ligne 6, au lieu de

z.= AB, i:,= A,B„
lisez

s,= AA,, x;,= BB,.

Page 332, ligne i3, au lieu de (21), lisez (3i).

Page 433, ligne 9, au lieu de troisième, lisez quatrième.

Troisième Partie.

Page 66, lignes 8 et 9 du titre, supprimez que l'on peut déterminer par des

quadratures.

Page 78, ligne 5 en remontant, après par des quadratures, ajouter ou par
l'intégration d'une équation différentielle de /orme déterminée.

Page 74, ligne 2, au lieu de e("'+')'"', lisez e("'+0'''.

Page 167, ligne i3 du titre, supprimez le mot six.

Page 288, ligne 3, au lieu de applicable, lisez applicables.

Page 328, ligne 3, formule (39), au lieu de x, y, z dans les seconds membres,
lisez x^, y^, z^.

Page 399, ligne 10, au lieu de parallèles O^, lisez parallèles àOx.
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LIVRE VI. km-B.-^
LIGNES GÉODÉSIQUES ET COURBURE GÉODÉSIQUE.

CHAPITRE I.

DÉTERAII>'ATIO>' DES GÉODÉSIQCES PAR LA MÉTHODE DK JACOBI.

Surfaces de révolution: lignes géodcsiques. — Équation de Clairaut. — Détermi-

nation de5 surfaces pour lesquelles les géodésiques sont généralement fermées:

celles de ces surfaces qui ont un équateur sont applicables sur la sphère. —
Géodésiques des surfaces dont l'élément linéaire est réductible à la forme

étudiée par M. Liouville

ds'=^ (U — VXUfda'— Vfdt^).

Forme géométrique que l'on peut donner à l'intégrale première. — Première

application au plan et à la sphère. — Géodésiques de rellipsoïde: leur discus-

ion sommaire et leur division en trois espèces. ~ Propositions géométriques

rapportant à Lélément linéaire de Liouville: coniques géodésiques iso-

kermes; familles de courbes qui peuvent être regardées de deux manières dif-

ïDtes comme formées de coniques géodésiques. — Extension de divers théo-

emes de Graves et de .M. Chasles.

)78- Nous avons vu [II, p. 4^8] que si lélément linéaire d'une

rface est donné sous sa forme la plus générale

détermination des lignes géodésiques de la surface se ramène à

D.— IIL 1



2 LIVREVI. — CHAPITREI.

celle d'une solution, contenant une constante arbitraire C, de l'é-

quation

où p el q désignent, selon l'usage, les dérivées partielles j--' -r'

Alors l'équation générale d'une ligne géodésique sera

C désignant une nouvelle constante; et, en chaque point de cette

ligne, on aura

du dv du dv

les différentielles du, dv^ ds se rapportant à un déplacement sur

la ligne géodésique.

579. Une solution satisfaisant à la condition que nous venons

d'indiquer s'obtient presque immédiatement dans quelques cas

simples, que nous allons étudier en premier lieu.

Supposons d'abord que E, F, G dépendent de la seule variable ii :

auquel cas, on le reconnaît aisément, l'élément linéaire (i) con-

vient à une surface applicable sur une surface de révolution. On
pourra prendre alors

6 = Gp -+- ^{u),

C désignant une constante; et l'équation (2) fera connaître ^'{u)-

d'où l'on déduira par une quadrature la fonction cp(«) et, par

suite, la fonction 9. On trouve ainsi

(5) e=Gp-f-/ T^ du,

et il suffira de porter cette valeur de 9 dans l'équation (3) pour

obtenir l'équation générale des lignes géodésiques.

580. Considérons, par exemple, une sui^face de révolution dont

l'élément linéaire soit donné sous la forme

ds^'^ du^--^ r^- dç^-,
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OÙ /• est une fonction de ii; u désignera larc du méridien compté

à partir d'une origine fixe et /• le rayon du parallèle passant par le

point de coordonnées u. v. On aura ici. en mettant a au lieu

de C,

(6) ^ = av — j\r-— a--^j

et l'équation générale des géodésiques sera

^ ^ ^ r du
^ ^,

J r y//"*— a*

avec les deux, constantes arbitraires a et a'

.

L'équation différentielle du premier ordre

. a du
(8) dv = —. =

r \ r-— a^

des lignes géodésiques qui correspondent à la même valeur de a

peut se mettre sous la forme élégante

<'9) r sinto = a,

o) désignant l'angle que fait en chaque point la ligne géodésique

avec le méridien de la surface. Cette dernière relation, qui est due

à Clairaut et qui est très utile pour la discussion, n'est d'ailleurs

qu'une conséquence du théorème des moments lorsqu'on regarde

la ligne géodésique comme la trajectoire d'un point qui n'est

soumis à aucune force.

Il résulte immédiatement de la formule {-) que toutes les géodé-

siques qui correspondent à la même valeur de a et à des valeurs

différentes de a' sont les différentes positions que prend l'une

d'elles en tournant autour de l'axe. Les trajectoires orthogonales

de ces différentes positions s'obtiennent en égalant à une con-

stante la fonction h définie par l'équation (6).

Sous l'une ou l'autre de ses formes (8) ou (9), l'intégrale pre-

mière admet une solution singulière qu'il faudra évidemment

rejeter. En faisant, par exemple,

du = 0, r — a,

on obtiendrait un parallèle quelconque de la surface. Or il est

''4y^^ Of THE

[UFI7BRSITY]



4 LIVRE VI. — CHAPITRE I.

évident a priori qu'un parallèle ne peut devenir une ligne géodé-

sique que dans le cas où son plan coupe la surface à angle droit,

le rajon du parallèle passant alors, en général, par un maximum
ou un minimum.

581. Sans nous arrêter à expliquer comment s'est introduite

cette solution étrangère, nous remarquerons que les équations (8)

et (9) rendent possible une discussion générale de la ligne géodé-

sique. On verra aisément que, si le méridien a des branches in-

finies, il y a des lignes géodésiques qui s'étendent elles-mêmes à

l'infini. Elles deviennent généralement asymptotes à une section

plane parallèle à l'axe; mais elles peuvent aussi tourner indéfini-

ment autour de cet axe, comme il arrive dans le cylindre et dans

le paraboloïde de révolution. S'il y a sur la surface un parallèle

minimum, il y aura généralement des lignes géodésiques se rappro-,

cliant indéfiniment de ce parallèle, sans jamais se confondre avec

lui. C'est ce qui a lieu pour l'hyperboloïde de révolution (
' ). Dans

ce qui va suivre, nous nous contenterons d'examiner le cas parti-

culièrement inléressant où la surface admet un parallèle maximum,

et nous allons montrer qu'il existe une infinité de lignes géodé-

siques dont le cours se déroule tout entier dans la zone qui con-

tient ce parallèle.

582. Soit MM' (yZ^. Syjle parallèle maximum de rayon OM= R
et soient PP', QQ' deux parallèles de rayon égal à a qui limiteront

une zone, divisée en deux, parties généralement inégales par le pa-

rallèle MM'. Il est évident que les lignes géodésiques, toutes égales,

définies par l'équation/a du7^== -T- const,
± r v//-2

— «2

(') On pourra consulter, dans le bel Ouvrage de M. G.-II. Halphen, une étude

développée des lignes géodésiques des surfaces de révolution du second degré.

Voir Traite des fonctions elliptiques et de leurs applications, t. II, Chap. VI.

Dans le cas de l'hyperboloïde de révolution à une nappe, il y a trois espèces dif-

férentes de lignes géodésiques. Les unes sont tangentes à un parallèle de la sur-

face, les autres rencontrent sous un angle fini tous les parallèles et le cercle de

gorge; enfin, la troisième espèce est formée de géodésiques asj^mptotes au cercle

de gorge.
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sont comprises dans Ja zone que nous venons de définir et tan-

gentes aux deux parallèles PP, QQ'. Imaginons, par exemple, qu'on

Fi g. 3-.

/ I

.0

\

^M

parte d'un point/) situé sur le parallèle PP', en attribuant le signe

-h au radical. Dans la zone limitée par PP' et MM', /• ira en crois-

sant et, si Ton désigne par v^ la valeur initiale de f, on aura

/''^ a du
(lO) Jr

a du
I

—
,

:

du, étant la différentielle de l'arc du méridien, sera défini par une

équation de la forme

(il) du = r^(r)dr,

et V s'obtiendra par la quadrature précédente. Cette formule (lo)

sera valable tant que r ne dépassera pas R. Pour /• == R. on aura

une valeur Çf de r définie par l'équation

' ao{r')dr
{il) Vi- ' — '

r"" ao{r^dr
t'o= / —-

,

J rs/r^—a'^

Lorsque la ligne géodésique pénétrera dans la zone MM'QQ',

r ira en diminuant. On aura ici

(i3) </« = — <l'>Wr.

•}(/•) étant une fonction qui sera distincte de ^(r) tant que MM'

ne sera pas un plan de svraétrie, un équateur de la surface; et
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l'équation de la ligne géodésique dans celte zone sera

'

' a'^ir) dr
(4)

r ^r'-— «2

Pour / ^ a, la ligne géodésique deviendra tangente en un cer-

tain point q au parallèle inférieur et la valeur v^ de v correspon-

dante à ce point sera définie par l'équation

" a<^{r) dr

s/~'

Par suite, l'angle il compris entre les méridiens passant par le

point final q et le point initial/? de la ligne géodésique aura pour

valeur

(i5) il = v-i— vo

-~L
_ r <^ [?(')-•- 4^ ('')] «fr

r\Jr^--~a^

Pour obtenir le cours ultérieur de la ligne géodésique, il suffira

évidemment de prendre la symétrique de la portion trouvée par

l'apport au plan méridien passant par q^ puis de faire tourner l'en-

semble des deux portions ainsi obtenues autour de Taxe de la sur-

face successivement des angles aO, /\ù^ 6ù, . . . , de sorte que la

ligne géodésique se composera d'une suite de segments égaux dis-

posés symétriquement autour de l'axe. Ces segments seront en

nombre illimité tant que le rapport de il au nombre tt ne sera [)as

un nombre commensurable.

On sait que, sur la sphère, les lignes géodésiques sont toutes

fermées. Proposons-nous de trouver toutes les surfaces jouissant

de la même propriété. Elles devront avoir, on le reconnaîtra aisé-

ment, au moins un parallèle maximum; et, pour que les lignées

géodésiques demeurant dans le voisinage de ce parallèle soient

toutes fermées, il faudra que l'angle ù défini par la formule (i5)

soit dans un rapport commensurable à tï pour toutes les valeurs

de a. Cette condition exige évidemment que l'angle Q soit indé-

pendant de a. On devra donc avoir

(.6) Ç " a[cpf/^)-^^J; ( /•
)] dr

J„ r\!r-^—a'-
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ni désignant un nombre commensurable constant. Nous sommes

ainsi conduits au problème d'Analyse suivant : Déterminer la fonc-

tion z, { r— 'Il ir \ de telle manière que l'équation précédente ait

lieu, au moins pour toutes les valeurs de a suffisamment voisines

deR.

Par un changement de notations on ramène le problème précé-

dent à celui qui est résolu dans la théorie des courbes tautochrones.

Posons

L'intégrale précédente prend la forme

~^(z)dz

f
\ ^

et, pour qu'elle soit indépendante de a, il faut que l'on ait. comme
on sait,

y'z

En revenant aux notations primitives, on trouvera ici

o{r) -r- iilr) = — «

V Rî - /-î

On aura d'ailleurs

Cdz

)/z (a— -S »

Il suffira donc de prendre G =^ //i, m étant un nombre commen-

surable, et l'on aura l'équation de condition

Cette équation admet une interprétation géométrique. Remar-

quons que les intégrales

/^(r)dr,
I

^(r)dr

désignent les arcs du méridien comptés à partir du parallèle MM',
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le premier dans la zone supérieure, le second dans la zone infé-

rieure. En désignant par .9, s' ces deux arcs, la formule (18) nous

donne

r
(19) 5 -;- 5'— i/7îR arc cos — •

Ainsi, pour que les lignes géodésiques soient fermées, il faut

que l'arc du méridien compris entre deux parallèles égaux

soit égal à m fois l'expression que l'on obtiendrait si l'on rem-

plaçait la surface par une sphère de rayon R.

Dans le cas où le parallèle maximum est un plan de symétrie,

on a
s' = 5;

l'équation i\Q)) nous donne

s = /nR arc cos— ?

K

; = R cos-^)
;nR

et l'élément linéaire de la surface de révolution prend la forme

Posons

(20) a=/?îRM', V ^= inv\

l'élément linéaire deviendra

(21) 6^52 = 7?l2 R2 ( ^,i'2 _i_ cos2 u' dv'^).

Sous cette forme, on reconnaît immédiatement qu'il convient à

une surface de révolution applicable sur la sphère de rayon mR.
La condition que m soit un nombre commensurable s'interprète

géométriquement de la manière suivante.

Considérons une surface de révolution comme composée d'un

nombre illimité de feuillets superposés, engendrés par la rotation

indéfinie du méridien. Alors un point de cette surface aura une

infinité de systèmes de coordonnées u^ v] u, p + 2-; ..., w,

ç^ -f- 2^71; ... , suivant qu'on le considérera comme appartenant au

premier, au second feuillet ou au feuillet de rang A -f- 1. D'après

cela, les formules (ao) feront correspondre à un point (u, v) de

la surface de révolution un point (u' , v') de la sphère défini par
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les équations

(22 . u = —-
, V = ,m R m

h étant un entier quelconque. Or, si m est incommensurable, les

valeurs obtenues de v' correspondent toutes à des points distincts

de la sphère; au contraire, si m est comraensurable, ces valeurs

de v' ne conviennent qu'à un nombre limité de points. Comme le

même résultat se retrouve dans la transformation inverse, nous

pouvons énoncer le théorème suivant :

Les seules surfaces de révolution, ayant un équateur, pour
lesquelles les lignes géodésiques soient toujours fermées, sont

la sphère et les suifaces qui sont applicables sur la sphère de

telle manière qu'à chaque point de Vune des surfaces corres-

pondent des points en nombre limité de l'autre {*),

383. Considérons maintenant l'élément linéaire défini par la

formule générale

(23 > di*=(U — V)(U7f/«î^ Vrrfps),

oti u, U| désignent des fonctions de u et V, Y, des fonctions de v.

On pourrait, sans restreindre la généralité, supposer \J, = V, ^ i ;

mais nous garderons la forme précédente, parce qu'elle est la plus

commode pour les applications. Remarquons d'ailleurs qu'elle

comprend comme cas particulier celle qui convient aux surfaces

de révolution; il suffira d'v remplacer V par une constante. En
choisissant convenablement les différentes fonctions, on retrouvera

aussi, nous l'avons déjà remarqué [I, p. iSj], l'élément linéaire

de l'ellipsoïde à trois axes inégaux rapporté à ses lignes de cour-

bure. C'est à Jacobi que l'on doit, nous l'avons déjà dit, la déter-

mination des lignes géodésiques de cette dernière surface. M. Liou-

ville. qui a, le premier, considéré l'élément linéaire (aS) sous sa

forme la plus générale, a pu lui appliquer, sans avoir besoin de la

modifier, la méthode si simple de Jacobi.

(•) Au n" u nous avons étudié d'une manière générale les surfaces de révolu-

tion applicables sur la sphère.



lO LIVRE VI. — CHAPITRE I.

L'équation qu'il s'agit d'intégrer est ici

Ecrivons-la comme il suit

nous reconnaîtrons immédiatement qu'elle admet une infinité de

solutions qui sont la somme d'une fonction de u et d'une fonction

de V. Pour de telles solutions, en effet, la valeur commune des

deux membres de l'équation précédente ne peut dépendre ni de ç

ni de u et doit, par suite, se réduire à une constante, que nous

désignerons par a. On trouve ainsi

ce qui donne

(26) = Tui ^TF—a du 4- Tvi \/^n^ di',

les radicaux y/U— a, ya— V étant pris avec des signes quel-

conques.

Il suffira maintenant de prendre la dérivée de 9 par rapport à a
et l'on sera conduit à l'équation générale des lignes géodésiques

(27) fJhj^^fJÙS-^a'.

Si l'on différentie cette équation, on obtient la relation

/.Q\ Uj du V| dv
\^-°)

,.
:

,
= O,

\/U — a - ^a - V

qui peut être regardée comme une intégrale première de l'équation

différentielle des lignes géodésiques.

M. Liouville a montré qu'on peut la transformer d'une manière

élégante en introduisant l'angle w que fait, en chaque point, la

ligne géodésique avec la courbe coordonnée de paramètre v. On
a, en effet (n" 499),

ds cos co = Uj v^lJ — V du, ds sin w = Vi y/U — V rfp
;
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ce qui permet de remplacer réqualion (28) par la suivante

coso) sintu

C29)
y'U — a s'a — V

En résolvant par rapport à la constante, on trouvera

(3o) a = U sin'oj-T- Vcos'to.

Cette forme de l'intégrale première correspond à l'équation (9)

de Clairaut; elle est très souvent employée-

584. On aurait pu obtenir les résultats précédents par l'emploi

d'un élégant artifice de calcul. Reprenons l'expression de l'élément

linéaire

di« = ( U — V)( Uî rftt»^ \\ dv'),

qu'on peut mettre sous la forme

ds*-= [i v/r^^^)'-^(y«^=^)*][< Ui duy-^ (,V, dv)*].

On a ainsi le produit de deux sommes de carrés. En appliquant

une formule bien connue, on peut transformer ce produit en une

somme de carrés, ce qui donne

ds^= !L,v^L - a du — Vi \/a — V dvf— (V, y L — « di' — U,Va - V du)*.

Posons

( Vi]/i: — a du — V, \/a — \ rfi- = rfO.

(3i) \ Vidu \idi

(7r v«-\
dbii

il viendra

3?) rfsS=É»*^(L— a)(a— V)rfeî.

Cette formule met immédiatement en évidence les lignes géodé-

siques 'H, = const. ) et leurs trajectoires orthogonales (B = const.).

On retrouve ainsi dans toute leur généralité les résultats précé-

dents : l'équation de la ligne géodésique est

,„ Ut du \idv
135 1 —=1^^ —=:^ = O; ,

V'U — « v'a— V^

la différentielle de son arc est définie par la formule

UUi du \Ti dp
(33)' ds = eK = Ui v^L — adu — Vi ^ a — \ dv =

/U — a va — V

^J^^ or THH

'ïïKIVERSITTl
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qui ramène le calcul de cet arc à celui de deux quadratures. Les

deux équations précédentes nous donnent encore les relations

Vidu \idv
(34) ~77r=^ ^ T=~-

. c Al 1
-, du dv

qui teront connaître les valeurs de -j- ?
-y--

585. Parmi les surfaces dont l'élément linéaire est réductible à

la forme ('>3), nous avons précédemment signalé le plan, la sphère

[II, p. 42'>.] et les surfaces du second degré [I, p. iS^j, ou II,

p. S'jg]. Appliquons à ces surfaces la proposition générale que nous

venons d'établir.

Soit d'abord

l'élément linéaire du plan, rapporté à des coordonnées elliptiques.

En appliquant la formule (33), on voit que l'équation

(36)
^f^ ^^

\/([Jl2— c2)([JL2_a) \/(v2— C2)(v2— a)

OÙ a désigne une constante arbitraire, représentera une géodé-

sique du plan, c'est-à-dire une ligne droite.

Cette droite ne sera réelle que si la constante a est positive et

l'on reconnaîtra aisément qu'elle est tangente à la conique liomo-

focale de pai'amètre y/a. Ainsi l'équation différentielle précé-

dente, qui n'est autre que Véquation d'Euler, admet pour in-

tégrale générale Véquation en coordonnées elliptiques d'une

droite tangente à la conique homofocale de paramètre y/a.

Ce résultat est dû à Lagrange, qui l'a donné dans son étude

sur le problème des deux centres fixes (^). 11 avait alors un grand

• (') Voir Mécanique analytique, seconde Partie, Section VII, Chap. III, n» 84.

Pour être tout à fait exact, nous devons dire que Lagrange obtient un résultat

un peu plus général et rcti-ouve l'équation d'Euler dans le cas où les trois forces

qu'il considère se réduisent à une seule émanant d'un centre fixe et proportion-
nelle à la distance.
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intérêt; car il constituait la première iatégralion de l'équation

d'Euler obtenue en dehors des méthodes purement analytiques.

Remarquons d'ailleurs que l'équation ''33/ nous donnera ici

(3r) d- «^'^^ '''^'

V ( [x*— cî)({JL*— a) V (V*— c*)^''*— a)

et cette relation, qui fait connaître par des quadratures la longueur

d'un segment de ligne droite, équivaut au théorème d'addition

pour les intégrales elliptiques de seconde espèce.

Le lecteur établira aisément des résultats analogues en détermi-

nant les lignes géodésiques de la sphère au moven de la forme que

nous avons donnée [II, p. 422]

ClS-= I COS2'JL COS2V I

I :
—

1

' \COS2U. — COS2C COS2C — COS2V/

pour l'élément linéaire de cette surface rapportée à des coor-

données elliptiques.

Une seule différence mérite d'être signalée entre ce cas et le

précédent : la formule relative à l'arc d'une ligne géodésique

donnera, pour la sphère, le théorème d'addition des intégrales

elliptiques de troisième espèce.

086. Considérons maintenant une surface du second degré et

choisissons, pour fixer les idées, un ellipsoïde à trois axes inégaux.

Si l'on conserve toutes les notations déjà employées au n** 4o9

[II, p. 296] et si ,3 désigne le paramètre de cet ellipsoïde, l'é-

quation de l'ellipsoïde sera

et l'élément linéaire de cette surface sera donné par la formule

y"(p) ayant pour valeur

io. /(p) = 4(a-p)(6— ?)(c— p».

On déduit de là, par Tapplication des formules précédentes, que



I.i LIVRE VI. — CHAPITRE I.

l'équation générale d'une ligne géodésique sera

(4i)
\ /(pKp-L)<^-v//(pO(P.^a)^P^^^'

a désignant une constante arbitraire, et que l'arc de cette ligne

aura pour différentielle

Ces résultats sont bien d'accord avec ceux que nous avons ob-

tenus au n" -4612. p, paramètre des hjperboloïdes à deux nappes,

est compris entre a et b. On a donc

/(p)>o, p — p>o.

De même, le paramètre p, des hjperboloïdes à deux nappes,

compris entre b et c, nous donne les inégalités

/(pi)<o, pi
— ?>o.

11 faudra donc, pour que ds soit réel, que l'on ait

p — a > o, pi — a<o;

et, par suite, la constante a devra être comprise entre a et c. Cette

condition pouvait être prévue; a, nous l'avons vu aux n°' 461 et

462, est le paramètre de la surface homofocale à laquelle est cir-

conscrite la développable formée par les tangentes de la ligne

géodésique. Comme une droite ne peut être tangente à deux
ellipsoïdes homofocaux, il faut que a soit le paramètre d'un hy-
perboloïde et, par suite, compris entre a et c. De là résulte une
classification naturelle des lignes géodésiques de l'ellipsoïde, sui-

vant que a sera inférieur, égal, ou supérieur k b. Si y. est inférieur

à 6, la développable formée par les tangentes de la géodésique

sera circonscrite à un lijperboloïde à une nappe. Si a est su-

périeur à b, elle le sera à un hyperboloïde à deux nappes. Enfin,

dans le cas intermédiaire où a est égal à b, les tangentes de la

géodésique iront toutes rencontrer la focale hyperbolique. On
suit alors aisément le cours de la ligne géodésique, qui va

passer par deux des quatre ombilics où cette focale rencontre

l'ellipsoïde; et ces deux ombilics sont diamétralement opposés.



DÉTERMINATION DES GÉODÉSIQLES. l5

Ainsi toutes les lignes géodésiques qui passent par un ombilic

vont passer par l'ombilic diamétralement opposé.

Si a est différent de 6, on peut encore se rendre compte, soit

par les équations, soit par la Géométrie, de la forme générale de

la ligne géodésique. Supposons, pour fixer les idées,

a < 6.

Alors on aura les limites suivantes pour c et pour p,

b < p <a, c <i pi <«.

Lorsque S( devient égal à a, l'équation différentielle (4') nous

donne
dpi = o;

par suite, la géodésique doit être tangente à la ligne de courbuie de

paramètre a. Celte ligne se compose de deux traits fermés dia-

métralement opposés, décrits autour de deux ombilics comme une

ellipse autour de ses fovers; et la ligne géodésique, placée dans la

zone annulaire comprise entre ces deux courbes fermées, se diri-

gera de Tune à l'autre en leur devenant successivement tangente.

Si on la prolonge indéfiniment, elle ne se fermera pas, en général,

et fera un nombre illimité de fois le tour de cette zone ellipsoïdale,

dans laquelle elle est assujettie à demeurer. On peut établir ces

résultats de la manière la plus nette au moyen de l'artifice suivant.

Écrivons les équations

^-^
' p-p, y J^pXp-:,) ' \/Ap,)(pi-a) ''*'

qui se déduisent des formules (4i) et (42) et où l'on prendra les

radicaux avec un signe déterminé : elles feront connaître le signe

des différentielles do et dp, lorsqu'on suppose ds positive, par

exemple. 11 est vrai que les signes des radicaux peuvent changer

lorsque ou 0, atteignent les limites entre lesquelles ces para-

mètres doivent varier. Pour éviter ces difficultés, posons

i4) p = 6 cos-ç -f- a sin^ç,

v45) p, = c cos-<!/-;- a sin-6,

ce qui permettra bien d'obtenir, pour des valeurs réelles de ç; ou

de 6, toutes les valeurs de p et de p, comprises dans les limites
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assignées plus haut. Les équations (43) prendront Ja forme

(46) ds = -~L^^ = --_-L:^>

y^F(<:p), y/F, ((j;) étant des radicaux qui ne pourrontplus s'annuler

et conserveront toujours le signe initial. Il suit de là que r/cp et c/'ji

ne changeront jamais de signe; et, par suite, cp, '|, considérées

comme fonctions de 5, oscilleront d'une manière régulière entre

les limites que nous leur avons assignées. Lorsque o variera, la

ligne de courbure du paramètre p défini par l'équation (44) se

déplacera en se déformant et tournera, toujours dans le même
sens, autour de l'axe des z de l'ellipsoïde. Le point décrivant de

la géodésique, qui oscille sur la portion de cette ligne comprise

entre les deux points où elle coupe la ligne de courbure p, = a,

décrira un trait dont la forme générale sera bien celle que nous

avons indiquée.

587. Nous terminerons ce Chapitre en faisant connaître quel-

ques propriétés générales qui appartiennent à toutes les surfaces

dont l'élément linéaire est détei-miné par la formule de Liouville

(4/) ds^^{\} ~\){\}\ du''-.-\\dv^'),

les fonctions U, V, U,, V( conservant toute leur généralité. La
première de ces pro^oriétés a été signalée par M. Dini, dans un
beau Mémoire sur lequel nous aurons l'occasion de revenir. Nous
avons vu (n" 527) que, si l'on rapporte une surface à un système

d'ellipses et d'hyperboles géodésiques, l'élément linéaire est déter-

miné par la formule suivante

{.{8) ds^=^^^^^-.
sin2— cos^

—

2 -X

Ce système coordonné, qui est orthogonal, peut-il être iso-

therme? Pour qu'il en soit ainsi, il faudra que l'on ait

(49) U?sin2- = V?cos2
2

U) et V, désignant des fonctions qui dépendent respectivement

de u et de v. Cette équation détermine to et nous donne pour
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1 élément linéaire de la surface l'expression

I yo) ^^ =
(^^ -i- ;^)(li\du^--^\ldi>^).

qui rentre bien dans la forme {4~ )i mais qui parait, au premier

abord, en être un cas très particulier. En réalité, les deux formules

sont aussi générales lune que l'autre; nous laisserons au lecteur

le soin de l'établir.

Ainsi on peut caractériser l'élément linéaire (47) en disant

que les courbes coordonnées forment un système isotherme

d'ellipses et d'hyperboles géodésiques. C'est là le résultat de

M. Dini.

588. La seconde propriété est plus générale que la précédente,

qu'elle comprend comme cas limite. On y est conduit en cher-

chant s'il existe des surfaces pour lesquelles une famille de courbes

puisse être considérée de deux manières différentes comme
formée d ellipses ou d'hyperboles géodésiques, c'est-à-dire déBnie

de deux manières différentes par une équation de la forme

(5i) — t7 = const..

OÙ et 7 sont les distances géodésiques à deux courbes fixes.

Il est clair que, si cette propriété appartient à une famille de

courbes, elle appartiendra aussi à la famille orthogonale qui est

définie par la relation

"i;<
)

9 — 7 = const.,

toutes les fois que la famille proposée l'est par l'équation (5i)

[II, p. 417]- La question proposée peut donc se ramener à la

' suivante : Existe-t-il un système orthogonal qui puisse être

regardé de deux manières différentes commeformé d'ellipses

et d' hyperboles géodésiques?

Soit

53) ds*- = \^- du'^ -^ C-'- dv'-

l'expression de l'élément linéaire qui convient à ce système ortho-

I gonal. Par hypothèse, les équations des deux familles de courbes

coordonnées sont les suivantes

f) — - = const., — j — const.,

D. — III. a
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6 et (7 étant les distances géodésiques d'un point de la surface à

deux courbes fixes; il faudra donc que l'on ait

F(0-+-a) rr: M, Fi(6 — a) = P.

On déduit de là, en résolvant par rapport à 9 et a-,

(54) r^o(M)-+- J;(l^), G = o(^u)~'l(i>).

Mais b et (7, étant des distances gcodésiques, doivent satisfaire

à l'équation aux dérivées partielles caractéristique

(55) Acp = I.

En exprimant qu'il en est ainsi et que cette équation admet les

deux solutions 0, o-, on est conduit à l'unique relation

où l'on a

(57)

'

U==(p'2(M), V = J;'2((');

et, réciproquement, toutes les fois que A et C sont liés par une

équation de la forme (56), les courbes coordonnées sont des co-

niques géodésiques, lieux des points tels que la somme ou la dif-

férence de leurs distances géodésiques aux deux courbes de base

( r/U du -t- Tv/V di> =. o,

[
l \/[j du —

I
/V dv = o

soit constante sur chacune d'elles. Pour que ces courbes coor-

données puissent, de deux manières diflerentes, être regardées

comme des coniques géodésiques, il sera donc nécessaire et suffi-'

sant que A et C vérifient deux relations distinctes

A2
"^

C2
~^'

A2 ^ G2 ~ ^'

de même forme que l'équation (56).

Ces équations peuvent être résolues par rapport à A et à G;

mais, avant de faire ce calcul, nous remarquerons qu'on peut les

I
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combiner linéairement et en déduire l'équation nouvelle

Àl— i — A>U, ÀV — .1— ÀU'i

qui sera de même forme qu'elles, pourvu quel soit une constante,

d'ailleurs quelconque. Ainsi nous pouvons déjà énoncer le théo-

rème suivant :

Lorsqu'un système orthogonal peut être considéré de deux
manières distinctes comme formé de coniques géodésiques, ily
a une infinité de manières différentes de lui conserver cette

propriété.

Si l'on calcule maintenant les valeurs de A et de C pour les

porter dans l'élément linéaire, on obtient un résultat que l'on peut

écrire comme il suit

ds-^ = (\: _li: -^ v~-^v) t'^ ^ ~ ^' ) ^"^ — ' ^^ — ^ •
^^']-

C'est bien là la forme générale étudiée par M. Liouville.

Réciproquement, reprenons cette forme générale (4~)- Si nous

prenons les deux solutions déjà déterminées

'y)

i 6 = / Ui V U — a du — / ^ 1 V a — N dv,

f <r = / U, v/U — adu—IXi \la — ^' dv

de l'équation aux dérivées partielles (55 », les courbes coordonnées

seront définies par les équations

-7- T = const.. 6 — - = const.;

et, par suite, elles pourront être regardées d'une infinité de ma-
nières comme des coniques géodésiques.

589. La proposition que nous venons d'établir offre le plus

grand intérêt : elle fait connaître la véritable origine des théorèmes

de Graves et de M. Chasles sur les arcs de coniques à différence

rectifiable et elle permet d'étendre ces théorèmes à toutes les sur-

faces dont l'élément linéaire est donné par la formule de M. Liou-

ville.
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Pour mettre cette analogie en évidence, remarquons que, si l'on

attribue à la constante a une valeur déterminée dans les formules

(59), les géodésiques normales aux courbes parallèles

= const. ou a = const.

sont définies par l'équation

_ , Ui c?M , V, <i(^

(60) -7^= — -__^=i" = o,

obtenue en différentiant par rapport à a la valeur de 9 ou de o-

(n° 532). Il passe deux de ces lignes par chaque point de la sur-

face et elles j font des angles égaux avec les deux courbes coor-

données. On peut définir géométriquement cette famille de géodé-

siques de la manière suivante :

Supposons d'abord que la constante a ait été choisie de telle

manière que l'une des deux équations

(61) U — a = o, V — a — o,

la première par exemple, admette une ou plusieurs racines réelles.

Soit Uç^ une de ces racines; pour ur=i u^, l'équation difi'érentielle

donne
du = o;

et, par suite, les géodésiques qui correspondent à la valeur con-

sidérée de a sont toutes tangentes à la courbe coordonnée de para-

mètre Wfl. Cette propriété géométrique suffira évidemment à dé-

finir l'ensemble de toutes ces géodésiques.

Pour certaines surfaces, telles que l'ellipsoïde ou le plan, l'une

des équations (61) admettra toujours une solution réelle; et toutes

les familles réelles définies par l'équation (60) seront alors com-

posées de géodésiques tangentes à une des courbes coordonnées.

Mais il existe d'autres surfaces pour lesquelles les valeurs de la

constante a peuvent être choisies de telle manière qu'aucune des

équations (61) n'admette de solution réelle. Envisageons, par

exemple, la formule particulière suivante

(62) ds'>'^{u^~^v^-^}i''){du'^-^dv'^)\

l'équation des lignes géodésiques sera ici

du , dv
(63) , ,

-^= - , = o



DETERMINATION DES GEODESIQCES. 21

et, pour toutes les valeurs de a positives et inférieures à A*, il n'y

aura aucune valeur réelle de u ou de v annulant un des dénomi-

nateurs. Les lignes géodéslques correspondantes seront réelles,

mais elles ne seront tangentes à aucune courbe coordonnée. Nous

ramènerons ce cas au précédent en convenant de regarder les

géodésiques comme tangentes à une courbe coordonnée imagi-

naire. En adoptant cette convention, on peut énoncer le résultat

suivant.

Les courbes parallèles définies par les équations

l e = / Ui/u —a du — I \\ \'a — V dv = const..

I a = / Ui v^t* — a du— / Vi V '«-—V dv = const.

sont les développantes de celle des courbes coordonnées dont le

paramètre satisfait à la relation

(V — «)(V — a 1 = o,

et la proposition que nous avons établie plus haut peut s'é-

noncer comme il suit :

Les courbes coordonnées peuvent être regardées comme des

coniques géodésiques lorsqu'on prend pour courbes de bases

deux développantes (C), (C) de l'une quelconque d'entre elles.

Pour faire dériver de cette remarque le théorème de Graves et

de M. Chasles, il suffit de la combiner avec les propriétés des dé-

veloppées. Considérons, par exemple, les géodésiques tangentes à

une des courbes coordonnées (uo) (fig- 38 » et soient (C), (C)

deux développantes de cette courbe, la coupant à angle droit en R
et en R'. Soient PQ, P'Q' deux géodésiques se coupant en M.

D'après la proposition précédente, la somme

MQ — MQ'

demeurera constante lorsqu'on se déplacera sur une des deux

courbes coordonnées qui passent en M. Or on a, d'après les pro-

priétés des développées,

PR - MP - MQ, P' R'= MP'^ MQ'
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et, par suite,

MQ ^- MQ'=:. PR + P'R— MP — MF' = RR— (MP -h MP'— PP).

On voit donc que la somme

MP + MP— PP'

demeurera constante lorsqu'on se déplacera sur Tune des courbes

coordonnées qui passent au point M, sur celle qui se trouve dans

l'angle QMR. On démontrerait de la même manière les autres re-

lations, analogues au théorème de Graves, qui se rapportent à

des dispositions différentes de la figure.

Fis. 38.

Nous n'insisterons pas davantage sur ces relations géométriques

et nous indiquerons, en terminant, une autre généralisation, qui

se rattache directement aux propositions de M. Chasles relatives

aux polygones inscrits ou circonscrits à des coniques homofocales.

Considérons un polygone variable dont tous les côtés sont

des lignes géodésiques tangentes à une même courbe coor-

donnée et dont tous les sommets moins un décrivent des courbes

coordonnées. Le dernier sommet de ce polygone décrira aussi

une des courbes coordonnéics et il en sera de même des points

d'intersection de deux côtés quelconques de ce polygone.
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CHAPITRE IL

INTÉGRALES HOMOGENES DU PREMIER. ET DU SECOND DEGRÉ.

Méthodes régulières pour la délcnuination des géodésiques. — L'équation diffé-

rentielle du second ordre des géodésiques remplacée par un système canonique.

— Usage que l'on peut faire d'une ou de deux intégrales de ce système. —

Intégrales homogènes. — Intégrale du premier degré : elle caractérise les sur-

faces applicables sur les surfaces de révolution. — Intégrale du second degré.

— Il y a deux formes distinctes de l'élément linéaire pour lesquelles on trouve

une intégrale du second degré. Pour la première et la plus importante, l'élé-

ment linéaire est réductible à la forme de M. Liouvillc. — Détermination de

tous les cas dans lesquels il y a à la fois une intégrale du premier et une inté-

grale du second degré.

590. L'artifice que nous avons employé dans le Chapitre pré-

cédent et qui nous a fait connaître les lignes géodésiques pour la

forme spéciale de l'élément linéaire considérée par M. Liou ville a

permis à Jacobi de donner une solution élégante des problèmes les

plus importants de la Dynamique du point matériel; mais il semble

difficile de l'étendre ou de le généraliser. Il faut donc revenir à la

théorie générale et indiquer les méthodes régulières qui permettent

de déterminer une solution, contenant une constante arbitraire, de

1 équation

(i) a6 = i.

Etant donnée une équation aux dérivées partielles

(2) f{u,v, p,q) = o,

la recherche d'une intégrale complète de cette équation se ramène,

comme on sait, à la détermination d'une fonction '.;(«, r, /?, q)

telle que l'équation (2 ) et la suivante

OÙ C désigne une constante arbitraire, soient compatibles, c'est-

à-dire qu'elles fournissent des valeurs 6e p et de q satisfaisant à la



24



INTEGRALES DV PREMIER ET Dt SECOND DEGRÉ. 25

avec réqualion de condition

A = i,

on en déduira les valeurs suivantes de/> et de q

du dv du dv

ds ds ^ ds ds

et il suffira de porter ces valeurs dans une autre des équations (6),

par exemple dans la suivante

dv _ — dp

dq du

pour en déduire une équation du second ordre entre u et v. Cette

équation du second ordre, qui tient lieu du système (6), sera

précisément celle des lignes géodésiques. Il est aisé de le vérifier

presque immédiatement par le calcul direct: mais on peut aussi le

reconnaître par un raisonnement a priori.

En effet, si, dans le système (6), on remplace p elq par les dé-

rivées partielles d'une solution quelconque de l'équation aux dé-

rivées partielles (i), on sait, d'après les propriétés générales des

équations aux dérivées partielles du premier ordre, que ce système

se réduira à la seule équation (-). Or cette équation définit, on le vé-

rifie aisément, les trajectoires orthogonales des courbes ^= const..

el ces trajectoires sont, comme on l'a vu, des lignes géodésiques.

Au reste, on arrive à la même conclusion si l'on traite le pro-

blème des lignes géodésiques comme une question de Alécanique.

En employant la méthode et les variables d'Hamillon [II, p. 48i].

on est conduit, pour définir la ligne géodésique, à un système ca-

nonique qui donne immédiatement les équations (6 ».

Ainsi, on peut considérer le svstème (6 t comme tenant lieu de

léquation différentielle du second ordre des lignes géodésiques

pourvu que l'on y regarde/? et ^ comme des inconnues auxiliaires.

qui sont d'ailleurs définies en fonction de m, v, — par les for-

mules • 8 . Ce point étant établi, examinons les différents cas qui

peuvent se présenter.

o91. Supposons d'abord que l'on connaisse deux intégrales

distinctes a et •!/ du svstème ('6V
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L'élimination de p et de q entre les équations

Ç :-= c, ^ =-- G', ^ =-~i

donnera l'équation en termes linis, contenant les deux constantes

arbitraires G, C, des lignes géodésiques. Gela résulte immédiate-

ment de ce que les trois relations précédentes donnent trois inté-

grales du système (G).

Si l'on a déterminé une seule intégrale o, on pourra achever de

deux manières différentes la solution du problème proposé. Ou
bien on déterminera /> et q par les équations

A = i,
'f
= G,

et l'on effectuera ensuite la quadrature

= / {p du -r- q dv)\

les lignes géodésiques seront alors définies par l'équation

où G' désignera une seconde constante. Ou bien on remplacera

dans l'équation
cp = G

, -'ON d^t- dv • ,

p el q par leurs expressions (o) en -j- j -j-j ce qui donnera une in-

tégrale première de l'équation des lignes géodésiques, dont on dé-

terminera ensuite un facteur en appliquant le théorème de Jacobi

[II, p. 43i].

On ne sait pas intégrer d'une manière générale l'équation li-

néaire (5). Mais on a obtenu des résultats du plus haut intérêt en

se donnant a priori certaines formes générales de l'intégrale es

que l'on suppose connue, et en se proposant de déterminer l'élé-

ment linéaire par la condition que ces formes puissent conduire

à une solution complète du problème proposé.

Remarquons d'abord qu'en faisant usage de l'équation (i) on

pourra toujours rendre la fonction o homogène par rapport aux

deux variables /? et ^. Gette transformation est très avantageuse;

car alors l'équation de condition (5) aura également son premier

membi'e homogène par rapport aux mêmes variables. Gette équa-
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tion sera ainsi réduite à ne contenir que les trois variables u., r, — >

qui peuvent être regardées comme indépendantes; et, par suite,

elle desrra avoir lieu identiquement.

Ainsi nous sommes ramenés à la détermination des intégrales

homogènes par rapport k p et à q qui satisfont identiquement à

l'équation (5). Il est utile de remarquer que les intégrales de cette

nature conservent leur homogénéité et leur degré quand on effectue

un changement quelconque de coordonnées.

o9^. Nous commencerons par les intégrales algébriques et en-

tières ('), et nous étudierons en premier lieu le cas où la fonction s

est du premier degré. Supposons que la surface ait été rapportée

à des coordonnées symétriques. Alors l'élément linéaire sera défini

par la formule
ds- = 4 ^ dx dy.

L'équation (i) deviendra ici

et Ion aura

( lo) o = ap — bq.

a et b étant des fonctions inconnues de x et dey. La condition (5)

nous donnera

q I da db\ p [ da db \ apq d\ bpq dX

(') Le lecteur reconnaîtra aisément que toute intégrale algébrique et entière,

non homogène, conduit à deux intégrales distinctes que l'on obtient en séparant

les termes de degré pair par rapport k p el k q des termes de degré impair.

acune de ces deux intégrales donnera ensuite, par l'emploi de réquation

-1. = I, une intégrale rationnelle et homogène du même degré.

Dans une Note Sur les intégrales algébriques des problèmes de Dynamique
insérée, en i886, au tome CIII des Comptes rendus, M. G. Kœnigs a montré

que, s'il existe des intégrales algébriques quelconques, il y aura nécessairement

des intégrales rationnelles, entières ou fractionnaires. Létude des cas où il y a

des intégrales algébriques irrationnelles se ramène donc à celle des questions

que nous allons examiner dans le texte.
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On peut donc laisser de côté cette seconde forme de l'élément

linéaire, qui devient un cas particulier de la première (i3).

Quant à celle-ci, on démontre aisément qu'elle caractérise les

surfaces applicables sur une surface de révolution. Posons, en effel.

// — iv — u — iv

elle prendra la forme

(14) ds-=o{u){^du^-^ dv^), où o(u) = —/{u),

ce qui établit le résultat annoncé. Nous pouvons donc énoncer

le théorème suivant, qui est dû à M. Massieu (M.

Les sur/aces de révolution et celles qui résultent de leur dé-

formation sont les seules pour lesquelles l'équation différen-

tielle des lignes géodésiques admette une intégrale première

,. , . , , du dv
linéaire et homogène en -ï- > -t- •

° ds ds

Quand Télément linéaire est écrit sous la forme (i4 ), l'équation

devient

(lô) p*-— q*- = o(u);

l'intégrale linéaire est alors

(.6) , q = C.

(') Massieu (F.), Sur les intégrales algëbrigues des problèmes de Méca-

nique. Thèse présentée à la Faculté des Sciences de Paris; Paris, 1861. Dans ce

travail, Fauteur s'occupe dune manière générale des problèmes de Mécanique

dans lesquels il y a une fonction des forces; et, suivant la voie ouverte par M. J.

Bertrand dans un beau Mémoire inséré en 1807 au Journal de Liouville, il re-

cherche les intégrales algébriques par rapport aux vitesses.

M. Massieu, après avoir présenté quelques résultats sur la question envisagée

dans toute sa généralité, étudie plus spécialement le mouvement dun point sur

une surface et il définit tous les cas dans lesquels il y a une intégrale du premier

ou du second degré par rapport aux vitesses. Il sufflt de supposer nulle la fonc-

tion des forces pour que ces résultats deviennent immédiatement applicables

au problème des lignes géodésiques. On pourra consulter aussi le Mémoire de

Bour Sur l'intégration des équations différentielles partielles du premier et

du second ordre {Journal de l'École Polytechnique, XXXIX* Cahier, p. 149;

1862), où les résultats de M. Massieu se trouvent rappelés. Le Chapitre V de ce

Mémoire contient une étude sur l'intégration de l'équation générale des lignes

géodésiques que nous aurons à citer plus loin.
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On a

//>— \/cp(ii; — G-, <7 = G,

(^7)
) = Gt^-4- /\/cf)(uj — Q-^du,

et l'on retrouve ainsi, avec de légers changements de notation, le

résultat fourni par la première méthode (n° 580).

593. Nous allons maintenant étudier de la même manière le cas

où il y a une intégrale cp du second degré par rapport k p et -d q.

Posons

o = ap^ -f- 2 bpg -i- cg^.

La condition (5) nous donnera ici

da db ^àc\ q / „da dh ^ dc\ p

Égalons à zéro les coefficients des diverses puissances dep et de

q. Nous aurons d'abord, en prenant les coefficients de q^ et de p^,

les deux équations
àc f)a

dx dy

qui nous donnent

a=f{x). c=fi{y).

En raisonnant comme dans le cas précédent, on verra que, si

l'on a choisi convenablement les coordonnées ^, J^, on peut tou-

jours supposer, soit

c — I, a = i,

soit

c —o, a = I.

Commençons par examiner la première hypothèse. En prenant

les coefficients de pq- et de p'-q dans l'équation de condition (i8),

on sera conduit aux deux relations

d(hl) r)X _ d(bl)
^

ôl _
âx dy ' dy ùx ^
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qui s'intègrent aisément et donnent

b'k=fi{x—j)— f{x — y).

f el f, désignant deux fonctions arbitraires.

On aura donc pour l'élémeut linéaire l'expression

(19) ds'-= i[f(j^-r-y)—A(x—y)]dxdj,

et l'intégrale ':; deviendra

(•20) p--^(i-^~^-[fi{^—r)-Ax-r)\ = c.

Le changement de notations défini par les formules

j: ^= u -T- h\ y ^ II-— iv

ramène l'élément linéaire à la forme de M. Liouville et montre

aussi que la solution dont les dérivées sont définies par l'équa-

tion précédente jointe à l'équation (9) est précisément celle que

nous avons employée au n" o83.

Ainsi les surfaces dont l'élément linéaire est réductible à la forme

de M. Liouville constituent une première classe pour laquelle le

problème des lignes géodésiques admet une intégrale homogèxie

et du second degré par rapport à /? et à g {*)

594. Examinons maintenant l'iivpothèse

En opérant comme précédemment, on trouvera les conditions

dibl) dl _ d(bl) _
dy dx ^ ùx ^

qui donnent

-—
• =0, X = xX' -r- Yi. bA = — Y,

ax-

(') Voir les Mémoires déjà cités de Bour et de .M. Massieu. Il convient de re-

marquer que M. Massieu a négligé la seconde hypothèse (a = i, c — o) que

nous allons étudier.
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Y, Y< désignant deux fonctions arbitraires de y. L'élément li-

néaire aura donc pour expression (
'

)

(21)
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a étant une consUnte réelle. Les éléments linéaires correspondants

•25) ds^ = ^a\xy^\)dxdy

appartiennent l'un et l'autre à des surfaces applicables sur des sur-
faces de révolution. On le reconnaît immédiatement en effectuant
dans la première formule la substitution

X = u -\- iv. y = Il — iv,

et, dans la seconde, la substitution

X = Me'". y = lie—'*'.

Remarquons-le, d'ailleurs, alors même que l'élément linéaire

défini par la formule (21) appartient à une surface réelle, la valeur
correspondante (aS) de la solution demeure imaginaire, comme
on s'en assure aisément en y substituant les valeurs de Y et de Y,
qui correspondent aux deux formes (24) et (25>.

o9o. Les recherches précédentes conduisent aisément au ré-
sultat suivant :

L'élément linéaire d'une surface étant mis sous la forme la

plus générale

( 26 ) t/52 = E du*-— ?. F du dv -^Ç,dv*-,

soit

(*7) ^^^ep--—ifp(i^gfji=x

Véquation aux dérivées partielles dont dépend la détermina-
tion des lignes géodésiques. S il existe une intégrale du second
degré

(»8) e'/)î-^ ^f'pq^g'qi^ C,

ilpourra se présenter deux cas distincts.

Lorsque les premiers membres des équations (27) et (28)
n'ont pas de facteur linéaire commun de la forme ip + 3*7,

l'élément linéaire de la surface est réductible à la forme de
Liouville

ds^= (l'i — V, )( du^i -+- </tf),

D.-III. 3
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et les fonctions Ui, V| sont, à des facteurs constants p/'ès, les

racines de Véquation du second degré en k

(29) {f-kff-{e'-ke){8'-kg) = o,

que Von obtient en exprimant que la combinaison linéaire

(e— ke)p''--\-i{f—kf)pq +{8'— kg)(f'

des premiers membres des équations (27) et (28) est un carré

parfait.

On pourra donc, sans aucune intégration, ramener Vêle-

ment linéaire à son expression réduite. Il suffira de choisir

pour variables indépendantes des fonctions quelconques des

deux racines de Véquation (29) (').

Si les premiers membres des équations [i']) et (28) ont un fac-

teur commun, Vêlement linéaire est réductible à la forme (21).

Il est aisé de vérifier tous ces résultats avec les variables indé-

pendantes que nous avons choisies; et comme ils sont, par leur

nature même, indépendants du choix de ces variables, ils sont

ainsi établis dans toute leur généralité.

Si l'on a pu obtenir deux intégrales distinctes du second degré

e'p'^-^lf'pq ^ g'q-, e"p''^lfpq + g" q"^,

il est clair qu'on pourra les combiner linéairement et en déduire

la nouvelle intégrale

( e'+ ke"
)
/)2 -f- 2 (/'^ /./" )pq-\-{g'-^ kg )q\

k désignant une constante quelconque. A chaque valeur de k

correspondra une réduction déterminée de l'élément linéaire à la

forme de M. Liouville. Ainsi :

Lorsque l'élément linéaire d'une surface est réductible de

deux manières distinctes à la forme de M. Liouville, il est ré-

ductible à cette forme d'une infinité de manières différentes.

(') Celte conclusion serait toutefois en défaut si l'une des racines se réduisait

à une constante; dans ce cas, l'une des fonctions U,, V, se réduirait à une con-

stante et la surface correspondante serait applicable sur une surface de révolu-

tion.
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Ainsi se trouve expliqué le résultat que nous avions indiqué au

n" 413 et sur lequel nous devions revenir. Nous avions, au n" 417.

proposé de rechercher les surfaces dont l'élément linéaire est ré-

ductible de deux, manières différentes à la forme de Liouville.

On voit que celte question peut être considérée comme identique

à la suivante : Rechercher toutes les surfaces, ou plutôt tous les

éléments linéaires, pour lesquels le problème des lignes géodé-

siques admet deux intégrales distinctes du second degré (').

Dans le Mémoire que nous avons déjà cité [II, p. 2i8] M. Lie a

fait connaître un certain nombre de solutions de cette question

auxquelles on pourra ajouter celle que nous avons déjà donnée au

n" 417. Nous nous contenterons de rechercher ici toutes les formes

de l'élément linéaire pour lesquelles le problème des lignes géodé-

siques admet deux intégrales, l'une du premier, l'autre du second

degré

.

596. Toutes les fois qu'il y a une intégrale du premier degré, la

surface est applicable sur une surface de révolution. On peut donc

écrire son élément linéaire sous la forme

ds- = du -— F { M ; dv^.

L'équation aux dérivées partielles à intégrer deviendra ici

(3ot P--^ ='•^ F{«)

L'intégrale du premier degré sera

et il y a à exprimer qu'il existe une intégrale du second degré

distincte du carré q'^ de l'intégrale linéaire. Pour la commodité

des calculs qui suivront, posons

(3u F-^ = U'.

(•) Dans ce cas, il suffit d'appliquer les méthodes du n» 591 pour reconnaître

que l'équation en termes finis des lignes géodésiques sera du second degri par

rapport aux deux constantes arbitraires.

k
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L'équation de condilion

(A,'f) = o

nous donnera alors

/ de df dfç \
'Af-n-a-^-'t.i"'*!):^''')

En égalant à zéro les coefficients des diverses puissances de 7,

on obtient le système

de
T- =0,
ou

x^- + Ij" -,~ = o,
du ov

du àv

aU"^-2/U"'-o,

que Ton peut intégrer sans difficulté en suivant l'ordre des équa-

tions. On trouve ainsi

e V,

. .w-= V,-U'V'.

>
1 ^ = VU"- V'i U' -i- V"— + V,

,

V, V,, V 2 désignant des fonctions arbitraires de ^>. En portant les

valeurs de /et de ^ dans la dernière équation (32),on estconduit

à la relation

(33) V'(2U"^-f-U'lJ"') + V"'U'2U"-ViU"'— 2V';U'U"+2V2lJ"=o,

qui doit avoir lieu identiquement.

Si l'on donne à v une valeur numérique quelconque, on ob-

tiendra une relation de la forme

(34) a(2U"^+U'U"')4-Z*U'^U"+cU"'+^/U'U"+eU"=o,

où a, h, c, cl, e seront des constantes, et qui sera une équation diffé-

rentielle propre à déterminer L^ On verra aisément que la fonction

U ne peut, si l'on écarte un cas tout à fait exceptionnel qui con-

duirait aux surfaces à courbure constante, satisfaire à une autre
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équalioD de même forme où les constantes a, 6, e, </, e prendraient

d'autres valeurs. Il faudra donc que, pour chaque valeur particu-

lière donnée à r, l'équation (33) soit identique à la précédente. On
de\Ta donc avoir, pour toute valeur de p,

.35) r^XT^I^ll^^ill^li;.ah c d e '

et ces équations serviront à déterminer les fonctions V, V,, V^.
Comme la dérivée U' figure seule dans l'expression de l'élément

linéaire, on pourra toujours ajouter une constante à U' et disposer

de cette constante de manière à annuler le coefficient c dans l'équa-

lion(34); alors les relations (35) nous donneront

V, = o

•4, par suite,

Ainsi on peut toujours, sans diminuer la généralité, introduire

rhypothèse
c = d — o.

L'équation (34) devient alors

(36) a(aU'*-i-U'U"^ + 6L"U'-eU'"=.o.

Posons
b e

'Jj) - = — 4 ni. - — — i«.
a a

Alors les équations (35) qui déterminent V et Vj prendront la

forme

(38) V=_11_=J^,— Âni — i n

et, en intégrant une première fois, on pourra les remplacer par les

suivantes

(39) V'-4-4inV = o, Vî = -2nV.

On s'assure aisément qu'il est permis, toutes les fois que m n'est

pas nul, de négliger les constantes introduites par les intégrations;

les conserver, ce serait ajouter à lintégrale cherchée une fonction

où A et B désignent deux constantes, et qui peut être négligée.
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L'équation en U deviendra maintenant

2U"'+U'U"'=4mU'2U"+4"-U".

En multipliant par U' et intégrant les deux membres, nous

trouvons

C4u) U'^U"= mU"*+2/iU'^-f- m',

m' désignant une nouvelle constante. Remplaçons L" par -j~> nous

aurons du et, par suite,

_ r U'- d\]'

Il suffit de joindre cette équation à la précédente pour obtenir

l'expression de U" en fonction de u.

L'intégrale cherchée du second degré sera

ou, en remplaçant V" et V2 par leurs valeurs,

(42) V>2_ \]'y'pq -X- (YL"- .2mVU'^— -1 n\)q'^,

la fonction V étant une solution de l'équation

<43) V" = — 4mV.

Mais ici se présente un résultat tout à fait inattendu. En prenant

successivement

V = e2»'v/=r^ et \ =-- e-2t'»/^

on obtient non plus une, mais deux intégrales du second degré

(44) e^-^^^^{p-^/~m\J'gy-^-^^q^^,

(45) e-^^^/^^Up + s/^^^^iU'qY-h^cf^,

auxquelles on peut joindre le carré

de l'intégrale linéaire. Il y a donc ici trois intégrales distinctes

du second degré.

L'équation des lignes géodésiques se déterminera aisément; il

suffira d'appliquer ici les remarques du n° 591. Le système (6)
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admet les quatre intégrales

qui sont d'ailleurs en nombre trop grand d'une unité. Et, en effet,

on reconnaît que l'on peut éliminer entre elles u, r, p, q et que

les constantes C, C, C" doivent être liées par la relation

(46j G'G'=(i — 2/1 G)-

—

^mm'Ç.^.

Si l'on élimine ensuite p et q^ on sera conduit à l'équation en

termes finis

Q'e-i^^^^i— C'eî^^^^= 2— 4C(mU"-i- n),

qui représentera les lignes géodésiques.

Il est clair que les surfaces remarquables dont l'élément linéaire

est défini par les formules (24) et (26) appartiennent à la classe

que nous venons de déterminer (').

C) La question que nous venons d'étudier a été résolue d'une autre manière

par M. L. Raffy dans un travail récemment publié (voir Comptes rendus,

t. CVIII, p. 493. mars 1889. et Bulletin des Sciences mathématiques, t. XIII,

2* série). M. Raffy prend l'élément linéaire de la surface cherchée sous la forme

ds* = 4 ^ dx dy

et il trouve que X doit avoir l'une des valeurs suivantes

(««-e-'r '

p
A = - -I- 0,

OÙ P et O désignent des constantes arbitraires et t la somme x -^y.

Un calcul auquel le lecteur suppléera aisément permet de reconnaître que celle

élégante solution concorde avec celle que nous avions obtenue tout d'abord et

qui se trouve développée dans le texte.

:ïïiri7BESÏT7]
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CHAPITRE III.

de la. représentation géodésique de deux surfaces

l'une sur l'autre.

Problème de M. Bellrami : déterminer toutes les surfaces qui peuvent être re-

présentées sur le plan de telle manière que les géodésiques correspondent aux

droites du plan. — Solution directe et complète de ce problème : les surfaces

à courbure constante sont les seules qui puissent être représentées de cette

manière sur le plan. — Problème de M. Dini : déterminer tous les couples de

surfaces tels que l'on puisse établir entre deux surfaces de chaque couple une

correspondance dans laquelle les géodésiques correspondent aux géodésiques.

— Solution de M. Dini. — Théorème de M. Tissot. — L'élément linéaire des

surfaces cherchées se ramène à la forme de M. Liouville. — Application : pro-

priété remarquable de la transformation homographique. — Solution nouvelle

et directe des deux [problèmes précédents. Si l'on cherche à déterminer les

courbes pour lesquelles l'intégrale / f{u, v^ v')du prise entre deux points

donnés est maximum ou minimum, on est conduit à une équation dilTérentielle

du second ordre définissant les courbes cherchées. — Cette équation peut être

considérée comme étant la plus générale du second ordre; et à chaque équation

de cet ordre correspondent une infinité de fonctions /(w, v^ v'). — Détermina-

tion effective de ces fonctions quand on sait intégrer l'équation différentielle.

— Relations avec la théorie du multiplicateur de Jacobi. — Application à

l'équation v" = o et aux problèmes de MM. Beltrami et Dini.

597. Les résultats que nous avons obtenus dans le Chapitre pré-

cédent nous permettent maintenant d'aborder une question très

intéressante, qui a été posée et résolue par les travaux de MM. Bel-

trami et Dini.

Etant donnés une sphère (S) et un plan (P), si, du centre de

la sphère, on projette les différents points de cette surface sur le

plan (P), on établit ainsi, entre les points de la sphère et ceux dti

plan, une correspondance dans laquelle à toutes les droites du plan

correspondent évidemment des grands ceixles de la sphère. En
d'autres termes, les deux surfaces se correspondent, point par
point, de telle manière qu'à chaque ligne géodésique de l'une

corresponde une ligne géodésique de l'autre.
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Celte remarquable propriété a été depuis longtemps utilisée

dans la théorie des Cartes géographiques. Dans Texposé sommaire

que nous avons donné des principes de cette théorie [I, p. i46],

nous avons vu que les géomètres s'étaient surtout attachés aux

modes de représentation qui conservent les angles et qui assurent

la similitude des éléments infiniment petits. Mais on peut re-

chercher d'autres modes de représentation, et une Carte dans

laquelle les lignes géodésiques de la surface seraient représentées

par les droites du plan aurait ce grand avantage, signalé par

Lagrange ('), que Ton pourrait aisément construire le plus court

chemin entre deux points de la surface, puisque ce plus court

chemin serait représenté par la droite qui unit sur la Carte les re-

présentations de ces deux points.

Les remarques précédentes ont donc conduit M. Beltrami à se

poser le problème suivant (-) :

Étant donnée une surface, peut-on la représenter sur leplan

de telle manière que les lignes géodésiques de la surface cor-

respondent aux différentes droites du plan?

(•) Lagrange, Sur la construction des Cartes géograpliiques (Nouveaux

Mémoires de l'Académie de Berlin, 1779, et Œuvres complètes, t. IV, p. 638).

Voici le passage auquel nous faisons allusion :

Si l'œil est dans le centre du globe, la projection se nomme centrale, et elle

a la propriété que tous les grands cercles se trouvent représentés par des lignes

droites, mais les petits cercles le sont par des cercles ou par des ellipses suivant

que leur plan est parallèle ou non au plan de projection. On se sert quelquefois

de cette projection pour les mappemondes, et l'on y suppose ordinairement que

le plan de projection est parallèle à Téquateur. moyennant quoi tous les cercles

de latitude deviennent des cercles de mappemonde; mais elle n"e5t guère usitée

pour les Cartes particulières qui ne représentent qu'une partie de la surface de la

Terre; elle l'est davantage pour les Caries célestes; et c'est, en général, à cette

projection que se réduit toute la gnomonique, les lignes horaires d'un cadran

quelconque n'étant autre chose que les projections centrales des cercles horaires

de la sphère.

» Au reste, des Cartes géographiques construites d'après cette projection auraient

le grand avantage que tous les lieux de la Terre qui sont situés dans un même

grand cercle du globe se trouveraient placés en ligne droite dans la Carte, en

sorte que, pour avoir le plus court chemin d'un lieu de la Terre à l'autre, il n y

aurait qu'à joindre ces deux lieux dans la Carte par une ligne droite. »

{') Beltr.\jii (E.), Risoluzione del Problema: a Biportare ipuntidi una su-

perficie sopra un piano in modo cfie le linee geodetic/ie vengano rappresen-

tate da linee rette » ( Annali di Matematica para ed applicata pubblicati da

B. Tortolini, t. VII, p. i85; 1866).
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Soient X el y les coordonnées rectilignes, rectangulaires ou

obliques, d'un point du plan, et soient)., [x les coordonnées cur-

vilignes du point correspondant de la surface. Ecrivons les for-

mules

(i) x = f)(l,ix), y = i>(l,ix),

qui établissent la correspondance entre les points du plan et ceux

de la surface. A toute droite du plan, définie par l'équation

ax -+- by + c = o,

correspondra une courbe de la surface définie de même par la re-

lation

rt 6 ( X ,
[ji ) + 6 p( X, |JL ) -H c = o.

Il faudra que cette équation représente une ligne géodésique

et, par suite, qu'en j regardant-? comme des constantes arbi-

traires, elle donne l'intégrale générale de l'équation différentielle

du second ordre des lignes géodésiques. Le problème de M. Bel-

trami se ramène donc immédiatement au suivant :

Rechercher si Véquation générale des lignes géodésiques

peut être mise sous la forme

(a) «6 -i- 6p -I- c = o,

«, b, c désignant des constantes arbitraires et^^v des fonctions

des coordonnées curvilignes "k, [x.

598. Pour résoudre cette question, nous remarquerons que l'é-

quation
ç = const.

définit, d'après les hypothèses précédentes, une famille de lignes

géodésiques.

Rapportons les points de la surface au système de coordonnées

défini par ces lignes géodésiques et leurs trajectoires orthogonales.

On aura, pour l'élément linéaire, l'expression suivante

(3) ds'-= du^'-^C'-dç^,

et Q deviendra une certaine fonction F(u, v) de u et de ç. En ap-

pliquant la formule (8) (n° 514), on trouvera l'équation différen-
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tlelle suivante des lignes géodéslques

( i) 1^= — V — V-— C— f '.

C du C dv du

D'autre part, si l'on élimine les deux constantes -5 - entre l'équa-

tion (2) et ses deux premières dérivées, on trouvera

r ,
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coordonnées formé par une famille de lignes géodésiques et leurs

trajectoires orthogonales : l'élément linéaire prendra la forme

(7)

et l'on devra avoir

ds- = du--r- C- dv-,

I d^C
A.(8) C Ou^.

Si la courbure k est nulle, C sera de la forme

(9) C = V«^V„

V et ^ , désignant des fonctions de c. Si la courbure k est positive

et a pour valeur — ^ on aura

(lo) C = > sin \ , cos- •

Enfin, si la courbure est négative et égale à ;i on trouvera

le même

|ii) C = V V,

Écrivons les expressions correspondantes de l'élément linéaire

[en changeant dans les deux dernières u en au ; on sera conduit aux

i trois formes

:«2)

ti3)

ds- = du^-{- ( V ti -(- ^'l )- <r/^•*,

ds-= a^[du^-i- (Vsin u -f- Vj cosu)- dv^].

qui caractérisent les surfaces à courbure nulle, positive ou négative.

Si nous supposons maintenant que les lignes géodésiques r=con5t.

Isoient celles qui passent par un point donné de la surface, il faudra

[que l'on ait, dans les trois cas,

C = o pour u = o.

Cela donne la condition

Vi = o.

En choisissant convenablement la coordonnée r, on réduira en-
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suite V à l'unité; de sorte que l'élément linéaire se ramènera aux
formes suivantes :

(i5) ds'^=. du--+- u^'dv'^-,

([6) ds^= a^[du'^-^ sin-udi>^],

(17) ds'^ = a^ Idu'^ -^l
^"~ """"

\
'

dv'^A
,

qui ne contiennent, comme on voit, aucune indéterminée.

L'application des méthodes que nous avons données plus haut

(n" o79) dans le cas des surfaces de révolution nous conduira ici

sans difficulté à l'équation en termes finis des lignes géodésiques.

On trouve ainsi les trois équations

(18) A « cosp -4- 13 a sint» -f- G — n,

([9) A tangji cost» -+- li tanga sinp + G = o,

(20) A— cosc+B sinp-t-G = o,

qui conviennent respectivement aux éléments linéaires définis par

les trois formules (i5), (16), (17) et qui, d'ailleurs, donnent immé-

diatement la solution complète du problème proposé. On voit, en

elFet, que, si l'on représente l'une quelconque des surfaces sur le

plan en prenant pour les coordonnées rectangulaires .x et y du

point du plan les coefficients de A et de B dans l'une des équations

précédentes, les lignes géodésiques de la surface correspondront

aux droites du plan.

D'ailleurs, quand on a une telle i-eprésentation d'une surface sur

un plan, on peut obtenir toutes les autres de la manière la plus

simple; car, si P et Q sont les deux points du plan qui corres-

pondent, dans deux représentations distinctes, à un même point M
de la surface, la correspondance établie entre PetQ sera telle que

les droites correspondront à des droites, et ne sera autre, par con-

séquent, que la transformation homograpliique la plus générale.

Ainsi, quand on a effectué une représentation de la surface consi-

dérée sur le plan, on les obtient toutes en faisant suivre cette repré-

sentation, quelque particulière qu'elle soit, de la transformation

homograpliique la plus générale dans le plan.

Si, à la place des coordonnées u et v, on introduit les coor-

données rectangulaires x et y du point du plan qui correspond de

la manière indiquée au point de la surface, on obtient pour les trois
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formes de l'élément linéaire les expressions

(21) ds^-= djr^-—djri,

, , , dar- -r- dy- -f- f J" dy — v dx)'^

(l — a-î— ^î;*

que nous retrouverons plus loin d'une autre manière et qui ont

été signalées par M. Beltrami.

600. Les recherches que nous venons d'exposer conduisaient

naturellement au problème suivant :

Etant données deux surfaces quelconques, peut-on les repré-

senter l'une sur Vautre, de telle manière qu^à toute ligne géo-

désique de Vune corresponde une ligne géodésique de Vautre?

Nous dirons alors que les deux surfaces sont représentées l'une

sur l'autre géodésiquenient.

Cette question, que M. Beltrami avait proposée à la fin de son

travail, a été résolue par M. Dini (^' ) dans un beau Mémoire inséré

aux Annali di Matematica. La méthode de M. Dini repose sur

un élégant théorème de M. Tissot, que l'on peut énoncer comme
il suit :

Lorsque deux surfaces se correspondent point par point, il

existe sur une des surfaces un système orthogonal, et en gé-

néral un seul, auquel correspond sur Vautre surface un sys-

tème orthogonal.

Soient, en effet, M, M, deux points correspondants, pris respec-

tivement sur les deux surfaces considérées (S) et (S|); à toute

tangente Mt en M correspond une tangente M, f, en M,, en ce

sens que toute courbe de la première surface tangente en M à M/ a

pour homologue une courbe de (S,) tangente en M, à M, /,. Il est

à peu près évident, et Ton établira aisément qu'à quatre tangentes

(
'
) Dini ( U. ), Sopra un problema che si présenta nella teoria générale dette

rappresentazioni geografiche di una superficie su di un' altra {Annali di

Matematica, t. III, p. 269; i86g).
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M; correspondent quatre tangentes M, <) de même rapport anhar-

monique. D'après cela, soient Mi, My les deux tangentes de la

première surface qui vont rencontrer le cercle de l'infini et Mu,
M V les tangentes qui correspondent aux deux tangentes analogues

de (S,). Deux tangentes rectangulaires de (S) sont conjuguées,

comme on sait, par rapport au faisceau des deux droites Mi, My.

Pour qu'elles correspondent à deux tangentes rectangulaires de

(S)), il faudra encore qu'elles divisent harmoniquement l'angle des

deux tangentes Mu, Mv. On aura donc, pour les déterminer, à

construire les rajons communs aux deux involutions dont les

rayons doubles sont respectivement Mi, Mj et Mu, Mv. Le pro-

blème comporte, en général, une seule solution. D'ailleurs si les

surfaces sont réelles et si la correspondance, comme il arrive ordi-

nairement, est établie entre des points réels, les rayons doubles

des involutions que nous venons de considérer seront imaginaires

conjugués et, par suite, les rayons communs aux deux im'o-

lutions seront nécessairement réels.

Considérons sur la surface (S) les courbes qui admettent pour

tangente en chaque point l'une des droites que nous venons de

construire. Ces courbes formeront un système orthogonal, et ce

système sera évidemment le seul auquel correspondra sur (S)) un

système orthogonal.

A cette conclusion il y a deux exceptions : i° si les deux invo-

lutions précédentes ont leurs rayons doubles communs, la corres-

pondance entre (S) et (S)) aura lieu avec conservation des angles;

et, par suite, tout système orthogonal tracé sur l'une des surfaces

aura, dans ce cas, pour homologue un système orthogonal tracé

sur l'autre; i° si les deux involutions ont un seul rayon double

commun, c'est-à-dire si les lignes de longueur nulle d'une seule

famille se correspondent sur les deux surfaces. Alors les deux

familles qui composaient le système orthogonal viennent se con-

fondre en une seule, formée de ces lignes de longueur nulle qui

se correspondent sur les deux surfaces. Ce cas exceptionnel, surle-

(juel nous aurons l'occasion de revenir, a été signalé par M. Lie (') ;

il ne peut évidemment se présenter lorsque la correspondance a

(') Mathematische Annaleii, t. XX, p. 421, Note I du Mémoire déjà cité :

Untersucliungen uber geodàtùche Curven.
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Jieu entre les points réels de deux surfaces réelles. On peut donc
énoncer la conclusion suivante :

Lorsqu'on a établi une correspondance entre les points réels

de deux surfaces réelles, il existe certainement sur chacune
des surfaces un système orthogonal réel admettant pour homo-
logue un système orthogonal. Ce système est unique si la cor-
respondance n'a pas lieu avec conservation des angles.

601. Voici maintenant comment M. Dini a fait usage du théo-

rème précédent. Supposant implicitement que la correspondance
établie entre les surfaces (S) et (S,) a lieu entre des points réels,

Téminent géomètre rapporte ces deux surfaces au système de
coordonnées formé par les lignes orthogonales qui se correspon-
dent sur les deux surfaces. Ce système sera unique si la corres-

pondance n'a pas lieu avec similitude des éléments infiniment

petits; dans le cas contraire, l'un des systèmes orthogonaux pour-
rait être choisi arbitrairement. Soient

>-\ ) ds''-=E dir- -!- G dv^. dsi= El du"-— G, dv^

les expressions des éléments linéaires de (S) et de (S,). L'équa-

tion différentielle des lignes géodésiques de (S) sera (n" ol4)

l 2(rfa d'-v — dvd'-u)—-^ — dii"^ -^[r -, t= 3- du-'-dv
I Kf ôv \yj Ou E du I

j
(1 dE i dG\ I <^G , ,

et l'on obtiendrait de même celle des lignes géodésiques de (Si)

en remplaçant E. G par Ej, G,. Pour que les lignes géodésiques

se correspondent, il faut et il suffit que les équations différentielles

soient identiques. On est ainsi conduit aux conditions

(25)

i»>)
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qui devront avoir lieu identiquement. La seconde et la troisième

s'intègrent aisément et peuvent être remplacées par les suivantes

E_E,j^ G_G, _i_

' G^~ GÎ V3' E2 ~ Ef U»'

où U désigne une fonction de a et V une fonction de v. On en

déduit

('^7) ^1=
vÏJî'

*" UV2'

et il ne restera plus qu'à satisfaire à la première et à la quatrième

des relations (26). La substitution des valeurs précédentes de E,

et de G, nous conduit ainsi aux deux équations

(28)
^2^(U-V) = U'G,

I ou

d'où l'on déduit, en intégrant (' ),

(29) E = Ui(U-V), G = \1(U-V),

U, désignant une nouvelle fonction de u et \\ une nouvelle fonc-

tion de V.

La question est maintenant résolue. Les éléments linéaires des

deux surfaces sont donnés par les formules suivantes :

(30) ds'-= (U-V)(U?^m2 ^^J\dv'^),

(3i) ds] '
^' ' ' —

V U / \ U

ils ont l'un et l'autre la forme de Liouville.

Au reste, en appliquant la formule (28) (11° 383), on reconnaît

aisément que les lignes géodésiques de l'une et l'autre surface sont

représentées par l'équation

(•) On néglige ici l'hypothèse V = U = const., qui conduirait à deux surfaces

homolhétiques.
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Cetie équation ne change pas, en effet, quand on y remplace U,

I ^ _ i_ V,

vient à passer de (S) à (S,).

L
,

, ^ , V,, rt, rt' par — ^, ~, — -, —1, — -, rt'y/rt, ce qui re-

602. Telle est la solution que l'on doit à M. Dini. Elle donne

une nouvelle et remarquable propriété des surfaces dont l'élément

linéaire est réductible à la forme de Liouville.

Mais il importe d'observer, en outre, qu'à chacune de ces sur-

faces on peut faire correspondre géodésiquement non pas une

seule surface, mais une infinité de telles surfaces. En effet, l'élé-

ment linéaire de (S) peut aussi s'écrire

1(33) ds'-= [m(U — /i) - m(\ -.- h)]\^ du*- -^ ^rf^î].
P

.

L /rt m j

La forme primitive est conservée. Mais U, V, U|, V, sont rem-

placés respectivement par mÇU -{- h), m(V-i-/0, -^, -r^r* En

effectuant ce changement dans l'élément linéaire de (S|), on aura

et cette expression varie avec les constantes h et m. On pourrait à

la rigueur faire abstraction de m dont la variation remplacerait

chaque surface par une surface homothétique; mais il n'en est

plus de même pour A. A chaque nouvelle valeur de /i correspondra

un élément linéaire distinct.

603. M. Dini a montré comment on peut déduire de la solution

précédente les résultats obtenus en premier lieu par M. Beltrami.

Pour ne pas étendre outre mesure cette exposition, nous nous

contenterons de la remarque suivante.

Considérons la transformation homographique la plus générale

dans le plan. Il résulte du théorème de M. Tissot que, dans cette

transformation comme dans toutes les autres, il existera un svstème

orthogonal qui se transformera en un système orthogonal. Et, de

plus, les résultats que nous venons d'établir permettent d'affirmer

que l'élément linéaire du plan rapporté à ce système sera néces-
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sairement de la forme

Or, d'après une proposition établie par M. Liouville (
'
) et que le

lecteur retrouvera aisément en appliquant les méthodes du n°413,

les seuls systèmes orthogonaux pour lesquels l'élément linéaire

du plan prenne la forme précédente sont ceux qui sont formés

de deux familles de coniques liomofocales et de leurs variétés.

De là résulte une propriété de la transformation homographique

établie en premier lieu par M. Richelot (2) : Dans toute trans-

formation de ce genre, il existe un système orthogonal, et un

seul, qui demeure orthogonal après la transformation, et ce

système est formé de deux familles de coniques liomofocales.

Au reste, cette proposition peut être démontrée de la manière

la plus simple par la Géométrie. Soient, en effet, (S) et (S() deux

figures homographiqvies dans deux plans différents. Soient A et B
les points de (S) qui correspondent aux points à l'infini sur le

cercle, I) et J,, de (S)). Soient de même A, et B, les points de

(Si) qui correspondent aux points I et J de (S). Les coniques (K)

de (S) qui ont les points A et B pour fojers sont inscrites dans le

quadrilatère dont les sommets opposés sont A, B et I, J. Elles

auront donc pour homologues dans (S)) des coniques inscrites dans

le quadrilatère dont les sommets opposés sont I( , J< et A, , B( , c'est-

à-dire les coniques (K|) dont les foyers sont A, et B,. D'ailleurs,

d'après le théorème de M. Tissot, les deux familles de courbes que

nous venons de définir dans chaque figure sont les seules qui con-

servent leur orthogonalilé après la transformation.

Ce raisonnement s'étend de lui-même à la transformation homo-

graphique dans l'espace. Considérons, en effet, dans l'espace deux

figures homographiques, et soient A et B les deux coniques qui

correspondent au cercle C de l'infini, considéré successivement

comme appartenant à chacune des figures. Il est évident que la

développable (A, C) circonscrite à A et à C correspondra à la dé-

(') Liouville (J.), Sur quelques cas particuliers où les équations du mou-
vement d'un point matériel peuvent s'intégrer {Journal de Liouville, t. XI,

p. 36o; 18I6).

(") UiciiKi.OT, L'eber die einfachste Corrélation in zwei ràumlichen Gebie-

ten {Journal de Crelle, t. LXX, p. 187; 1868).
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veloppable (C, B), circonscrite à C et à B. Par suite, au système

des surfaces du second deg^é ayant A pour focale correspondra le

système des surfaces de même ordre ayant B pour focale. Il est du

reste facile de prouver que le système triple orthogonal ainsi

formé est le seul qui demeure orthogonal après la transformation.

En effet, si l'on se propose de déterminer trois directions passant

par un point et telles que les trois directions correspondantes soient

rectangulaires, cela revient à trouver un trièdre conjugué à deux

cônes de même sommet, et le problème n'a qu'une solution (' ).

604. Les méthodes que nous avons suivies et qui sont celles de

MM. Beltrami et Dini présentent en elles-mêmes un grand intérêt.

C'est ce qui nous a déterminé à les reproduire. Mais on peut

traiter aussi les questions précédentes en se plaçant à un point de

vue plus général, qui permet une étude plus approfondie et plus

complète des résultats que nous avons trouvés. C'est ce que nous

allons montrer rapidement.

On sait que tous les problèmes du calcul des variations dans

lesquels il s'agit de trouver le maximum ou le minimum d'une in-

tégrale simple

(35) j/{u,v,v')du

conduisent à une équation différentielle du second ordre à laquelle

doit satisfaire la fonction r et qui est

(36) iL.f/^l)^,
dv du \dv J

OU, en développant,

< ^7 ) ^rrx V -\-
^ . ,

v -f- —r\ ^ = o.
av * ov dv Ov ou ff

Réciproquement, donnons-nous a priori une équation différen-

tielle quelconque du second ordre

(38) f'= ç(a, p, v'),

(•) Darbocx (G.), A'ote sur un Mémoire de M. Dini {Bulletin des Sciences

mathématiques, t. I, p. 383; 1870).
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et proposons-nous de rechercher si elle donne la solution d'un

problème de calcul des variations, c'est-à-dire s'il existe des inté-

grales de la forme (35) pour lesquelles l'équation différentielle

(S'y) soit identique à l'équation donnée (38). Pour qu'il en soit

ainsi, il sera nécessaire et suffisant que la valeur de v" tirée de l'é-

quation (38) et portée dans l'équation {^'j) donne naissance à une

relation qui soit vérifiée pour toutes les valeurs de u, (^, v'. On
trouve ainsi la condition

(39) l-T, ^ -H T-T^ ^ -^ T^^l -f = «'
^ ^' ùv- ' ôv ùv ov ou av

qui est une équation aux dérivées partielles du second ordre à

laquelle doit satisfaire la fonction f{u, v, v') des trois variables ?/,

(', (''. Gomme cette équation admet toujours des solutions, on peut

énoncer le résultat suivant :

Etant donnée une équation différentielle quelconque du

second ordre, elle peut être assimilée d\ine injinité de ma-

nières différentes aux équations du même ordre qui se pré-

sentent dans la recherche du maximum ou du minimum d'une

intégrale simple de la forme (35). En d'autres termes, il

existe une infinité de fonctions f{u, v^ v') telles cjue leur inté-

grale, prise entre deux points quelconques de Vune des courbes

intégrales de Véciuation considérée, soit maximum ou jnini-

mum.

605. La détermination de la fonction / dépend de l'intégration

de l'équation aux dérivées partielles (Sg). Cette intégration est

beaucoup facilitée par les remarques suivantes.

Différentions l'équation (Sg) par rapport à r'; nous aurons

^^^^
dç' \di>'^ "^J^^ ùv dv'-^

'^
dv'^ du ^'

et cette équation nouvelle, qui est du troisième ordre, se réduit au

premier si l'on prend comme inconnue auxiliaire la quantité

(4.) M = '-I.
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On,obtient ainsi pour M l'équation linéaire

55

(U) dv ôv

, dM d\\

dv du

Cette équation définit ce que Jacobi, généralisant une théorie

d'Euler. a appelé le multiplicateur du système d'équations difie-

rentielles ordinaires ( '

)

du dv dv'

jVous aurions pu d'ailleurs déduire notre théorie des résultats

que nous devons sur ce sujet à l'illustre géomètre; mais il nous a

semblé préférable de développer tous les raisonnements sans rien

emprunter à la théorie du multiplicateur.

Pour obtenir l'intégrale générale de l'équation linéaire (42), il

faudra intégrer le svstème d'équations différentielles ordinaires

[43)
du
I

dv

v'

dv — d\\

M
dv'

,

Si nous prenons d'abord les équations

[44) dv ^ v du, dv' = ç du,

>btenues en égalant les trois premiers rapports, elles ne con-

[tiennent pas M et, par suite, peuvent être intégrées séparément,

'ailleurs l'élimination de v' conduit à l'équation

d^v [ dv \

diT-^'^y'^'^Tu)

li, n'est autre que la proposée. Donc les intégrales du système

|44) sont les deux intégrales premières

(45)
^

^{U,V,V') = 7.,

\ ^i{u,v,v') = ?

le l'équation proposée.

Supposons qu'on ait obtenu ces intégrales. En égalant le pre-

(') Vorlesungen iiber Dynamik, Dixième Leçon.
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mier et le dernier des rapports (43)i oii aura

-r-r- -+- —^, du = O.

On peut, en tirant ç, ç' des équations (45), exprimer y-, en

fonction de a. L'équation précédente prend alors la forme

dM , , ^, ,—f- + 0(«, a, |j) rta = o.
iVl

Une quadrature nous donnera une relation telle que

Mt^u, a, |B) = Y,

Y désignant une nouvelle constante. Si l'on remplace a et ^ par

leurs valeurs (45)» o^^ aura la troisième intégrale du système (43)

sous la forme

(46) M'\^^_(u,i>,v') = ^{.

Par suite, la solution M la plus générale de l'équation (42) sera

déterminée par la formule

(47) M'}^,(u,i>,v') = ^('}^,'!^i),

où ^ désigne une fonction entièrement arbitraire. Il résulte de là

que le quotient de deux valeurs particulières de M sera né-

cessairement une intégrale première de Véquation proposée.

La valeur de M une fois obtenue, on déterminera celle de/* au

moyen de l'équation

qui s'intègre par une double quadrature. Désignons par/o une so-

lution particulière quelconque de cette équation : la solution la

plus générale sera

\ et p. désignant deux fonctions arbitraires de u et de v. Mais, il

importe de le remarquer, cette valeur de /, qui satisfait à l'é-

quation (4o) dont elle est la solution la plus générale, ne vérifiera

pas nécessairement la véritable équation du problème, c'est-à-dire

l'équation (Sg). On peut affirmer seulement que la valeur précé-
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dente de y, substituée dans l'équation (Sg), rendra son premier

membre égal à une fonction de u et de f
,
puisque la dérivée de

ce premier membre par rapport à v' est nulle en vertu de Téqua-

tion (4o).

Effectuons cette substitution ; en désignant par Pq la fonction

de u et de v qui résulte de la substitution de f^^ nous trouverons

l'équation
d^

d^

Telle est l'unique relation que devront vérifier les fonctions A, ji.

Soit ).oî î^o un système de valeurs de A, u. satisfaisant à cette équa-

tion, système que l'on pourra obtenir, par exemple, en se donnant

arbitrairement X^ et déterminant ;j.o par une quadrature. Les va-

leurs les plus générales de Â, u. seront données par les formules

X = ).o [X = llo -

du

9 désignant une fonction quelconque de u et de v. On aura donc

l'expression suivante

(48) /= /o-4-Xo'''-l-5^
d^ <M

dv du

pour la solution la plus générale de l'équation (Sg). La présence

de la différentielle exacte

t)6
., ^ ^

dv ' ou

s'explique sans difficulté. On sait, en effet, que cette différentielle

n'a aucun rôle à jouer et que Ion obtient la même équation diffé-

rentielle du second ordre en cherchant le minimum ou le maximum

de l'une ou l'autre des intégrales

Jfdu, Ji/du^ •).

En résumé, on peut énoncer les résultats suivants :

Toutes les fois que l'on pourra intégrer une équation dif-

férentielle du second ordre, on saura déterminer par de
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simples quadratures toutes les intégrales

I f{u,
i', t-"') du,

telles que le problème de calcul des variations qui leur cor-

respond conduise à Véquation différentielle proposée.

Si l'on a obtenu par un procédé quelcoîique deux fonctions

fi fi correspondantes à une même équation différentielle, -—^>

-r^ seront des solutions de Céquation linéaire en M (42); et,

par suite, le quotient

sera une intégrale première de l'équation différentielle pro-

posée (').

Nous allons maintenant indiquer quelques applications.

600. Soit d'abord l'équation du second ordre

(49) v"—o.

Les intégrales du système (43) seront ici

(/=a, v — uv'—^j, M — y.

Par suite, l'intégrale générale de l'équation linéaire en iM sera

donnée par la formule

(50) ^l — 'ê^v'.v — uv),

et la fonction /la plus générale définie par l'équation (4 1) aura ici

pour expression

/= / {v'— a).T(a, p — Ma)<:/a H-p'X(m, (^)-H[jl(m,p).
^0

(') Il résulte même des propositions de Jacobi que, dans ce cas, on poun-a
obtenir par une quadrature l'intégration complète de l'équation différentielle

proposée. Mais la proposition énoncée dans le texte, et qui résulte immédiate-
ment des remarques précédentes, suffit pour l'objet actuel de nos recherches.



REPRÉSENTATION GÉODÉSIQLE DE DEUX SURFACES. 5ç)

L'équalion (Zg) à laquelle /doit satisfaire devient

àV , à*-f df
ov av du dv dv

Si l'on y substitue la valeur précédente de /, on trouve, après

quelques réductions, la condition

qui permet d'égaler a et u. aux dérivées partielles d'une même
fonction 0. On a ainsi la valeur déûnitive de J sous la forme

(52) 'f~ f
' (^'~*)-^(^- ^" — "*)^* -<" 37:^'-+- :n:dv du

607. Arrivons maintenant à l'objet que nous avons en vue. et pro-

posons-nous d'abord le problème de M. Bellrami : Trouver toutes

les surfaces qui peuvent être représentées géodésiquement sur

le plan.

Soient X et y les coordonnées rectilignes d'un point du plan.

L'équation différentielle des droites sera

(53) y=o,

et cette équation subsisterait si Von faisait une transformation

homographique quelconque.

Les variables x ely peuvent encore être considérées comme les

coordonnées curvilignes du point de la surface cherchée qui cor-

respond au point du plan. Soit alors

ds- = E dx-— 2 F dx dy -+- G dj-

1 expression de l'élément linéaire de la surface. D'après la question

proposée, il faudra que l'intégrale

I
^E -:- 1 Fy -^ Gy- dx

soit rendue minimum par les courbes intégrales de l'équation dif-

férentielle

y=o.
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et, par suite, que la fonction

satisfasse à l'équation

(54) j±n =Hy', y-^y')-

Or on a

d\l _ EG— F^

^ (E-t-2Fy-GjK'^)-

il faudra donc que la fonction

E-h2Fj'+G7'2 _ /t)2/\~^

dépende exclusivement de jk' et de j^ — xy' . Pour qu'il en soit

ainsi, il faut et il suffît, on le reconnaît aisément, que l'on ait

lK-^ EH-aF/'+Gy^
(53) —^ /- = *(y, y — xy'),

(EG — F2)ï

$ désignant la fonction la plus générale, entière et du second

degrépar rapport aux variables y'
, y — xy' (

'

).

Ordonnons la fonction <ï> par rapport aux puissances de y' , et

soit

(56) *=^ A + 2B7'+ Cj'î,

A, B, G étant des fonctions de x et de k. L'équation (55) nous

donnera

^ .=A, ^- ,=B, ^^^=C;
(EG — F2):i (EG — F2)* (EG — F2)ï

(') En effet, en prenant les dérivées troisièmes des deux membres par rapport

à y , on a

dy dyây ày^ ôy ây'

et comme les trois variables y', y — xy' et x sont indépendantes, cette équation

ne peut avoir lieu que si toutes les dérivées troisièmes de <P sont nulles, ce qui

entraîne le résultat donné dans le texte.
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et de là on déduit

(EG— Fî)"^ = AC — B'-,

(AC— B2;î (AC— B2;î (AG — B^)*

Par suite la valeur dey sera

(5/) /- ÂC-B* '

et l'on pourra vérifier que celle valeur satisfait effectivement à

l'équation du problème, qui est l'équation (5i) où 1 on remplace-

rait u et V par x eX. y.

Posons

^(y',y — xy' ) dx- — T( dx, dr. y dx — x dy);

W sera une fonction homogène et du second degré des trois va-

riables dont elle dépend, et l'on aura, pour l'élément linéaire de

la surface cherchée, l'expression

IV dx. dv. Y dx — X dr)
(^«) ^^^=

(AG-B^r- ' •

On peut interpréter comme il suit les résultats obtenus.

Les lignes de longueur nulle de la surface sont définies par

l'équation difi'érentielle

^iy'jy— ^y) = o,

qui est une équation de Clairaut et qu'on intégrera en supposant

j/ constante. Dans le plan, y' et y— jcy peuvent être considérées

comme les coordonnées d'une droite dont le coefficient angulaire

serait î-*. L'équation précédente définit donc, en coordonnées tan-

jentielles, une conique quelconque et le dénominateur AC — B-

Jgalé à zéro donnera l'équation en coordonnées ponctuelles de la

lême conique. Il suit de là que les lignes de longueur nulle de la

surface correspondent, dans le plan, aux droites qui sont tangentes

à cette conique.

Nous avons déjà rappelé que l'équation (53) se conserve lors-

qu'on eff"ectue une transformation homographique. En s'appuyant

h
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sur cette remarquable propriété, on peut classer très simplement

les résultats obtenus :

i" Si la fonction <ï> se décompose en deux facteurs, la conique

se réduit à deux points, nécessairement distincts puisque l'élément

linéaire ne peut être un carré parfait. Amenons, par une homo-

graphie, ces deux points à coïncider avec les deux points à l'infini

sur le cercle. On aura alors

(59) ^^,^y2^

et la forme correspondante de l'élément linéaire sera

(60) ds^= dx-^~\-dy-.

La surface obtenue sera plane ou développable.

2° Si la fonction <E> est indécomposable, on peut toujours la

ramener par une transformation liomographique, et même d'une

infinité de manières, à la forme

(61) ^t> = aHi-hy'-)dz(y — xyy,

ce qui revient à supposer que la conique est un cercle, réel ou

imaginaire, concentrique à l'origine. On trouve alors

,„ . ,„ a-(dx'^ A- dy^)± (x dy — y dx)'-
( 6'->-

)

f^«- — —^ ,•;.,_, ;;,,
— -

(x^-i-j-zha-y-

Ces formes de l'élément linéaire sont identiques, aux notations

près, à celles que nous avons déjà obtenues plus haut, au n" 599.

Nous reviendrons d'ailleurs sur ce sujet lorsque nous nous occu-

perons de la Géométrie non euclidienne et des surfaces à courbure

constante.

608. Considérons maintenant le problème de M. Dini et pro-

posons-nous, d'une manière générale, de trouver deux surfaces

qui puissent être représentées géodésiquement l'une sur l'autre.

Soient
ds- = E du- -H o-F du dv -1- G dv-^

ds\ =^ El du''- -I- 2F1 du dv -i- Gi dv-

les éléments linéaires de ces deux surfaces. Si l'on pose

/ = y/E + ?.Fp'-i-Gp'^
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on peut dire que la même équation différentielle définit les courbes

pour lesquelles l'une ou l'autre des deux intégrales

If du, jfi du

est minimum. Par conséquent, d'après la proposition établie plus

haut, cette équation différentielle, qui est celle des lignes géodé-

siques de la première surface, devra admettre l'intégrale première

En faisant le calcul, on trouve

3

ou, en élevant les deux membres à la puissance ^>

/ EG — Fî \5 E,-^2F,i^'-^G,p'2
1 ï -F i^, ^ „ = const.
VE,G,— F,V E^iFv'-Gv'-

On peut mettre celte équation sous la forme

^''^
( E.G.-Fr .) (^'^-^^'IT^-^-^^j^ const.

qui donne immédiatement le résultat suivant :

Si une sur/ace peut être représentée géodésiquement sur

une autre surface, l'équation différentielle de ses lignes géo-

désiques doit admettre une intégrale première homogène et

, 11' ^ - du dv
du second degré par rapport u -f> -f

609. Nous sommes ainsi ramené à un problème que nous avons

traité dans le Chapitre précédent; et il n'est pas difficile de re-

connaître que la condition précédente, qui est nécessaire, est aussi

suffisante.

En effet, elle ne peut être remplie, nous Tavons vu, que dans

les deux cas suivants :

i*' L'élément linéaire est réductible à la forme de Liouville

(64) ds^' = (U — V)(Ur du*- -^ \\ dv*-).
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Alors l'équation des lignes géodésiques est

V — a ~ a — \

et, en résolvant par rapport à la constante a, on a l'intégrale pre-

mière du second degré

(65) (U — V)-^ ^p—! = «,

qui est bien de la forme (63). En identifiant les premiers membres

des deux équations, ou obtient les relations

Fi = o,

[(iLzy)3^]'E,=(u-v)u;v.

d'où l'on déduit

La seconde surface aura donc pour élément linéaire

(06) ,,,.= ( _^)[>iliî^^YÎ^],

ce qui s'accorde bien avec les résultats obtenus au n" 60J. L'élé-

ment linéaire avec deux constantes, donné par la formule (34),

correspond à la forme plus générale

,n{a + h) = m(U - V) ï\]\i\ + A) ^' + V?(U + h) ^1 ,

que l'on peut donner à l'intégrale du second degré (65).

2" 11 y a encore une intégrale du second degré quand l'élément

linéaire est de la forme

(67) ds-'= ^{xY'+Yi)dxdf,

donnée au n" 594. L'équation des lignes géodésiques admet alors

l'intégrale première
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On peut récrire sous la formo

C .. ^, \dxdy
, ^., „ ,e/K-

«|ui est bien du second degré par rapport aux dérivées —, 'I^.
ds ds

En appliquant la même méthode que dans le cas précédent, on
obtiendra l'élément linéaire dsx de la surface correspondante par

la formule

Ce cas exceptionnel a été signalé, nous l'avons déjà dit, par

M. Lie. Il échappe à la méthode de M. Dini, parce que la corres-

pondance établie entre les deux surfaces est telle que le théorème

de M. Tissot cesse d'être applicable. Xous rencontrons ici, en

etfel, le cas d'exception que nous avons signalé, où une des deux
tamilles de lignes de longueur nulle de la première surface admet

pour homologue une famille de lignes de longueur nulle de la

seconde. La correspondance étant imaginaire, nous nous conten-

terons des indications précédentes.

iir.



66 LIVRK VI. — CHAPITRE IV.

CHAPITRE lY.

IJNTKGRALliS HOMOGÈKES DE DKGRK SUPÉRIEUR ET INTÉGRALES

d'une forme déterminée.

Division des intégrales en classes d'après le nombre de leurs facteurs linéaires

distincts. — Équations aux dérivées partielles par lesquelles on exprime qu'il

y a une intégrale d'une forme déterminée. — Application au cas où l'élément

linéaire est exprimé au moyen des coordonnées symétriques. — Équations gé-

nérales. — Première application; intégrale fractionnaire dont les deux termes

sont linéaires par rapport k p et À q; la. valeur correspondante de "X est l'inté-

grale générale de l'équation E ( -> - 1; les solutions homogènes de celte équa-

tion fournissent l'élément linéaire de certaines sui'faces spirales que l'on peut

déterminer par des quadratures. — Intégrale à deux facteurs distincts; première

méthode. — Un cas particulier de l'intégrale à trois facteurs. — Intégrale à

deux facteurs distincts; réduction du problème à l'intégration d'une équation

linéaire qui admet un nombre illimité de solutions homogènes.

610. Après avoir fait une élude approlondic du cas où le pro-

blème des lignes géodésiques admet des intégrales du premier et

du second degré, nous allons indiquer les résultats obtenus par

Bour et les géomètres qui l'ont suivi en ce qui concerne les inté-

grales de degré supérieur. Dans le Mémoire que nous avons cité

plus haut, Bour avait considéré les intégrales entières et les avait

classées d'après leur degré. M. Bonnet, dans des recherches restées

inédites, a considéré, le premier, des intégrales fractionnaires (').

(') L'éminent géomètre a exposé ces recherches dans un Cours fait à la Sor-

bonne vers 1873. Considérant, en premier lieu, le cas où il existe une intégrale

fractionnaire dont les deux termes sont du premier degré par rapport à p et à q,

il a montré que, dans ce cas, on peut déterminer la valeur la plus générale de A

(l'élément linéaire étant défini par la formule ds^ = [\'k dx dy) et qu'il existe

même certaines valeurs particulières de \ pour lesquelles on peut obtenir des sur-

faces admettant cet élément linéaire. Nous démontrerons plus loin ces résultats

par une méthode nouvelle. M. O. Bonnet a dit aussi quelques mots du cas où il

existe une intégrale du troisième degr('- admettant un facteur double. •
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Enfin, dans une série de Comniunicalions insérées en i8— au
tome LXXX^ des Comptes rendus, M. Maurice Lévy a mis en
évidence ce fait intéressant qu'au lieu de classer les intégrales

homogènes z;(y9, </, m, r) d'après leur degré par rapport à p el à c/,

il vaut mieux les classer d'après le nombre des facteurs linéaires

distincts dans lesquels on peut les décomposer; c'est-à-dire que,

^i l'on pose

. I I z,(p, q. Il, v) = ()(#/, t.-)

JJ(/)
— rt,-ç)«.,

# = 1

il conviendra de réunir dans une même recherche toutes les inté-

grales pour lesquelles le nombre n des facteurs est le même, les

exposants constants a, pouvant d'ailleurs <;hanger quand on passe

dune des intégrales à une autre de la même classe. Comme il est

permis de donner à ces exposants des valeurs négatives, la re-

cherche ainsi entendue comprendra les intégrales fractionnaires

aussi bien que les intégrales entières; et, de plus, si les intégrales

iont entières, leur degré pourra prendre des valeurs quelconques

>ans que le nombre de leurs facteurs linéaires distincts soit changé.

611. Nous commencerons en indiquant une forme remarquable

que l'on peut donner aux intégrales cherchées. Nous avons \a

n" 590 1 qu'elles doivent vérifier identiquement l'équation

' >
. A, ^ ) = o.

Or si Ion pose, pour abréger,

-/ =/> — aiq.

,=„n
1 = 1

t-t un calcul facile permet de mettre l'équation de condition sous

la forme

Tous les termes du second membre contiennent en évidence le



G8 LIVRE VI. — CHAPITRE IV.

l'acteur zf\ excepté le suivanl

(|ui paraît contenir le facteur z-i seulement à la puissance a,- — i
.

Il

faudra donc, pour que réquation soit vérifiée, que l'expression

(A, Zi), qui est du second degré par rapport kp el à q, soit divi-

sible par le facteur zi et, par suite, que l'on ait

(A, ^(•) = o,

lorsque p et q satisferont à l'équation

zi = p — atq = o.

Cette condition s'interprète aisément : elle indique que l'on

peut trouver une fonction B/, solution commune des deux équations

AO = consl.,
r)0

du dv

En multipliant cette fonction par un facteur constant conve-

nable, on peut toujours supposer qu'elle est solution de l'une des

équations
AO = 1 AO = o,

et, si l'on désigne ses dérivées par pi et qi, on aura

Remplaçant a-i par celte valeur dans l'expression de cp, on re-

connaît qu'on peut donner aux intégrales cherchées la forme sui-

vante

(5) f\u,v)Y\{pqi—qpi)^i,

OÙ Pi, Oi désignent les dérivées d'une fonction B/, solution particu-

lière de l'une des équations

(6) AO/ = I AO/ = o.

Cette expression, que nous adopterons dans la suite, simplifie

beaucoup les calculs. Il n'sulte de la formule (4) que, dans tous
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les cas, Téqualion de condition

se ramène alors à une équation homogène et du premier degré par
rapport àp elk q. En égalant à zéro les coefficients de p et de </,

on aura donc seulement deux équations de condition. Si l'on

ajoute à ces deux équations les n relations (6 ), on aura exprimé
toutes les conditions du problème et écrit toutes les conditions

qui doivent être vérifiées par les fonctions/, hi et les coefficients

E, F, G de l'élément linéaire.

612. Pour développer les calculs, supposons que Ton ait choisi

des coordonnées symétriques. L'élément linéaire aura pour ex-

pression

"^
I ds- =4'/. (Ix dy :

[équation à intégrer deviendra

'••)) pq = K.

el
.p
prendra la forme suivante

(loi -^=fKX, y)p'^q'^(pqi — qpiY'^ . . - {pqjt — qpk)'"^-

Les équations (6) deviendront ici

m Piqi=Piqî = ... = piiqji=f..

Léquation (-) deviendra, de même,

I [" dlog/ -y ps, — qrj l 1 pjllo?/ ^ pf. — qSil

PI dx Zà'"' pqi—qpi\ qV *^y
^'^"''

J"Ji — ÇPi i

Vp ^pqi — qpi\ ^^ Vq ^pqi — qpi\ ^y

d\os\ — o.

Effectuons les réductions en tenant compte des équations (11)

'l de leurs dérivées; nous trouverons

dx <'x A^ Pi J

dy ^ dy Zà qi
\~'''

En égalant à zéro les coefficients de p et de </, on est conduit
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atiK deiiK équations

dx ùx

éy ^ Oy Zd fji

que l'on peut intégrer immédiatement et remplacer par les sui-

vantes

OÙ X et Y désignent des fonctions arbitraires dépendant respecti-

vement de X et de y\ et il ne reste plus qu'à trouver les solutions

les plus générales du système des équations (ii) et (l'O- On a

ainsi /i +2 équations contenant k -\- >. fonctions inconnues : /, A el

les k fonctions 0/.

Posons

= /ni -f- . . .
-^ nik -H a — p,

('3) -,
Nous allons montrer que l'on peut, en choisissant convenable-

ment les coordonnées symétriques, réduire à l'unité la fonction X
si la somme s n'est pas nulle, et la fonction Y s'il en est de même

de la somme s'

.

Supposons, en effet, que l'on change la coordonnée x et qu'on

la remplace par une fonction de x

Il faudra remplacer A par Acp'(^), p par/?cp'(j;), />, par pio'{x),

et, par suite, /par/[co'(^)]'~^~P, afin que l'expression de cp définie

par la formule (10) ne soit pas changée. La première des équa-

tions (12) ne sera pas altérée, mais la seconde sera remplacée

par une équation toute semblable où figurerait dans le second

membre, à la place de X, la nouvelle fonction

(i5) X,=X[o'(x)y=x(^
dxi

dx

Toutes les fois que s ne sera pas nul, il est clair que l'on pourra

cnoisir pour x, une fonction de x telle que la nouvelle valeur X)
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de X se réduise à l'unité. On démontrera de même que, si s' n'est

pas nul, on peut réduire \ à l'unité.

Si la somme s est nulle, la fonction X demeure toujours l;i

même; mais le changement de variable permet, si elle n'est pas

constante, de la réduire à telle forme que l'on voudra, par exemple

à J" ou à — • Nous aurons à faire usage de cette remarque au nu-

méro suivant.

Xous ne poursuivrons pas davantage l'étude de la méthode

générale, et nous nous attacherons de préférence aux exemples

particuliers suivants, dans lesquels on peut achever les inté-

grations.

613. Supposons d'abord que l'on prenne

(16) k = ->. 3 = 3 = o. /«i — — m* = I.

On aura

(.7) ^.^^fPlLT-lEl.

L'intégrale c; est fractionnaire et linéaire. C'est le cas considéré

par M. O. Bonnet. Les équations ( 12 ) deviennent alors

(.8, /£-; = v. /?; = x.

Elles donnent, par suite,

'/* = \Y. À =/>l«7^•

('9.' ! /X /V

Si les fonctions X et \ se réduisent lune et l'autre à des con-

stantes, on reconnaîtra aisément que la surface est développable.

Ecartons ce cas exceptionnel : il n'y aura à examiner que les deux

hypothèses suivantes :

1" Une seule des fonctions, X par exemple, se réduit à une

constante, l'autre dépendant réellement de r. Ce fait exceptionnel

ne peut se présenter que pour des surfaces imaginaires. Ln calcul

que nous omettons conduit aux surfaces, déjà considérées au
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11^ o9i, cloiil rélémeut linéaire est réducliblc à la forme

ds- —'- \(tY' -^ \ i) dx dy.

L'intégrale linéaire el fractionnaire correspondante à celte forme

n'est autre fjue l'intégrale (22) du n° 594 dont le premier membre

serait divisé par Ap • (3n trouve ainsi

on, plus généralement,

\p — i.\ q -; - inq

/;?, 111! désignant des constantes quelconques.

2" Si X et Y sont de véritables fonctions, et non plus des con-

stantes, on pourra toujours, en choisissant convenablement les

coordonnées symétriques, les réduire aux formes suivantes

(20)
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Si l'on lirey> et q des équations

pq ^-^t= P\q\- r = ^'

où G désigne une constante, on aura

Si donc on pose

l'équation des géodésiques sera

"? = <:.

Tout se ramène, on le voit, à l'intégration de léqualion (22).

614. L'intégrale générale de celte équation est de forme très

compliquée; mais nous avons indiqué les movens d'obtenir un

nombre illimité d'intégrales particulières très simples.

Par exemple, les intégrales homogènes de tous les degrés,

déflnies au n" 347 [II, p. Sj], peuvent être utilisées et conduisent

à des éléments linéaires pour lesquels a est une fonction homogène

de X et de y. Ces intégrales homogènes oflVent de l'intérêt parce

qu'on peut alors déterminer non seulement l'élément linéaire, mais

aussi certaines surfaces qui admettent cet élément linéaire.

Cela résulte du théorème suivant :

Toutes les fois que, dans l'élément linéaire défini par la

formule
ds*- = E du*- -^ 2 F du di- ^ G dv^,

E, F, G sont des fonctions homogènes du même degré »?, cet

élément linéaire convient à une infinité de surfaces que l'on

pourra déterminer par des quadratures. Ce sont des surfaces

spirales [I, p. 107] 5/ m est différent de — 1. et des hélicoïdes

ou des surfaces de révolution si m = — 2.

Si l'on fait, en effet, la substitution

(23) H = e"', - = e"',
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l'éléiaeiit linéaire prend la forme

( 24 ) ds"- =: ^('«+2)^^"
f
\ ^/„'2 _ ,. 2 B <^h' r/r' -;- C fA/2

I
,

où A, B, c sont des fonctions de «', et qui conduira aisément au

tliéorème précédent si on la rapproche des résultats donnés au

Livre T, Chapitre IX [l, p. 109].

Olo. Envisageons maintenant le cas [)lus général caractérisé

par les hypothèses suivantes

(25) a = 8 --

m, et /??o étant quelconques. En élevant l'intégrale à une puissance

convenable, on ramènera /??, à l'unité. Nous poserons, pour la

commodité des calculs,

m 2 = '1 ni — I .

Les sommes s et 5', définies par les formules (10), ne seront pas

nulles ici et l'on pourra, par suite, réduire X et Y à l'unité. Les

deux équations (12) nous donneront alors

(26) fpxpT-'-=^^ ./^i'/i"'"' = '-

On tire de là en multipliani

pi-i,

et, par suite.

OU, en remplaçant A par sa valeur /^^r/o,

et il suffira d'écrire que l'expression

P \
" '" g '" dr -1- p 'l' q J

~ '" dj

est une différentielle exacte pour obtenir l'équation aux dérivées

partielles

(28,;

Pi.
r-2 'm"'-m"'}'--

à laquelle devra satisfaire h^. Une transformation bien connue de

Legendre ramènerait cette équation à la forme linéaire; mais nous
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allons revenir plus loin, par une autre méthode, sur le cas des

deuK facteurs distincts. Remarquons seulement que, pour m = \

.

on trouve l'équation

qui correspond aux intégrales du second degré.

616. Voici encore une autre hvpothèse dans laquelle on peut

obtenir la détermination effective de la valeur de a. Supposons

que le nombre A" des fonctions Q/ se réduise à l'unité, mais que les

exposants a et ,3 ne soient pas nuls. On pourra, en élevant ^ à une

puissance convenable et en la multipliant par une puissance de

~, ramener les valeurs de a. 3, m, à satisfaire aux conditions

On aura ici

A = -2 a - - I . s = \ — -2 7..

et, par conséquent, si la valeur absolue de a n'est pas égale à - ('),

on pourra remplacer par Tunité les deux fonctions X, \ qui figu-

rent dans les deux équations (12). On aura ainsi

(3o) />*/'i ^ •• P--''^' ^ '•

ce qui donne

et, par suite,

(il) />l=Ai . 7,= /-* .

En exprimant que /?, et q, sont les dérivées d'une même fonc-

tion, on obtient pour a l'équation linéaire

. , dl - , tf"/.

(i — 1% if~ -r- = ' ' — i*,"- -r '

(•) L'hypothèse a = =r - ne pourrait conduire qu'à des surfaces imaginaires.
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flonl l'Intégrale générale est donnée parla iormule

(33) (1 + ^'x)A^y^(i — ^^)l-^-^x= o{l).

Telle est la relation qui fera connaître A. L'élément linéaire

correspondant pourra convenir à des surfaces réelles si a est pure-

ment imaginaire et si cp()^) désigne une fonction réelle.

617. Nous allons maintenant revenir aux intégrales à deux fac-

teurs distincts pour les traiter par une méthode plus simple.

Soit

(34) o ==/(«, i'jipqi — (jPiY"{pqi—<ipi)-^

une telle intégrale, écrite a\cc des variables tout à fait quel-

conques. Si l'on rapporte la surface aux deu\ familles de courbes

coordonnées
Oi-const., O2 = coiist..

l'intégrale considérée se ramènera à l.i forme simple

(35) o^hi—,

où II désigne une fonction inconnue de 11 et de v. D'ailleurs les

deux familles coordonnées étant formées de courbes parallèles,

l'élément linéaire de la surface aura pour expression (n" 527)

..,/-N 1 -,
du--\- dv--- acosa du dv

(36) ds-

~

,

S111- a

On aura ici

(37) ^^ = p'^-h- q-— ïpq cos'x.

Posons

(38)
'

00s a — X,

et écrivons Téqualion de condition

nous serons conduits aux deux relations

(.39)

y^àji^ dl _ dh

ôv dv du

.dh
, ôl dh

au Ou dv
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qui détermineroni à la fois A et //. Comme la première s'écrit
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mathématique, de former des séries ou des inlégrales définies sa-

tisfaisant à l'équation et contenant des constantes ou des fonctions

arbitraires.

618. On pourrait aussi essajer d'appliquer à l'équation (42) les

méthodes exposées dans le Livre IV; mais, pour cela, il faudrait

commencer par la ramener à la forme normale en intégrant l'é-

quation différentielle des caractéristiques. Cette intégration est

possible, mais elle paraît conduire à un résultat compliqué.

Si l'on pose

(43) x' =^ X \Jm "Ty ^
y'^.ri^m — j',

l'équation prend une forme un peu plus simple.

FJIe devient

|(3m -+- \)x' -T- (i — in)y' \r —\{ 3/« — [)/'-+- (i — in)x'\t' = o.

I3ans le cas où Ion a

elle se réduit à la suivante

(44) y /' — x't' = o.

Les ('quations des caractéristiques sont alors

il 1
y''^^ x'- = consi.

Posons
1 1 X

x"^ -^ y' ' = 7.-^

,

3 1! 1

™'2 ^'2 2.
J ;•• )

l'équation prendra la forme nouvelle

d'-z
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lion, on trouve les deux relations

Im ~ n = o, — - = { m — «)( a— ^),

d'où l'on déduit
I I

//t = — n = -
6 %— 3

et l'équation devient

C'est l'équation E( -, -\, qui rentre dans celles que nous avon<

étudiées et intégrées [II, p. 54].

L'intégrale correspondante

A -i

peut, par une élévation à la puissance — 3, être remplacée par

une autre

i6) -l = h-^pq^,

qui sera entière el du quatrième degré, mais aura un /acteur

triple. Ainsi nous savons déterminer complètement la forme de

l'élément linéaire qui correspond à ce cas spécial de l'intégrale

homogène du quatrième degré.

619. Les recherches précédentes admettent pour point de

départ la classification des intégrales que nous avons donnée au

n" 610, d'après Bour, MM. O. Bonnet et Maurice Lévy. Mais, au

lieu de séparer les intégrales d'après leur degré ou le nombre de

leurs facteurs distincts, on peut se demander s'il en existe dune
forme déterminée, s'il j en a, par exemple, qui ne contiennent pas

quelques-unes des variables m, v, /?, q. En nous plaçant à ce point

de vue, nous avons été conduit aux deux résultats suivants, qui

nous paraissent nouveaux et que nous allons présenter dune ma-

nière synthétique.

Si Ion pose, pour abréger,

_ r. —F ^ E
^"> '^ - EG — Fi ' •' ~ EG— P' * ~ EG - Fi

'
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l'équation qu'il s'agit d'intégrer sera

( 48

)

AO = ep'- 4- y.fpq
-•- gq-= I •

Supposons que e, _/, g aient les valeurs suivantes

! e = au --' bv -r- c,

( 19) / / = a' u -h 6V -4- c'

,

\
g' — a" u -H ù" i> -+- c",

qui sont linéaires par rapport à m et à (^j on reconnaîtra aisément

qu'il existe une intégrale z> ne dépendant que de p et de (/.

En effet, si l'on suppose es indépendante de u et de r, l'équation

de condition

(à, cp)==o

nous donne simplement

c^cp do— (ap--- la'pq -h a" q-) -i- ~ {i>p--\- ib'pq -'- b" q- ) ~ o.

Les coefficients ne contenant ni u ni v, il existe bien une lonc-

lion o qui satisfait à cette équation aux dérivées partielles. Pour la

déterminer, il faudra intégrer l'équalion homogène

dp ( bp'^ -T- i l^'pq -T" b' q'^ ) — dq {ap- -{- -2 a'pq -r a" q^ ) — o.

Par exemple, on pourra prendre

(5o) z = f ^^^f^'^'' -ib' pq + ^q-^) dp — (api^^^ 'in pg -^ n" qj) dq
' J pi ^P^+ '* ^7"7 -^ b" q'^) — q{ ap' - - >. a p// -^ a!' q"^

)

Des formules (47) on déduit facilement l'élément linéaire de la

surface. On a, en effet,

T

-2

et l'on déduira de là

620. jNous laisserons au lecteur le soin de faire la discussion de

tous les cas particuliers qui peuvent se présenter ici et qui sont

assez nombreux. Nous indiquerons seulement les suivants.

Prenons d'abord

( J3; e = c. /= o, g = u.
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L'élément linéaire sera donné par la fornniale

(54) ds-= i

V II

Lintégrale 3, qui se réduira ici à ^ log(/j'— y'), nous donnera

l'équation

.35) y,3_,^3^C,

qu'il faudra joindre à la suivante

pour déterminer p et q. Ce cas spécial a été déjà signalé par

Laguerre (').

L'élément linéaire étant homogène, on pourra délerniintr eHec-

livement des surfaces spirales qui admettent cet élément (n**6Li).

11 en est de même, dans le cas général, toutes les fois que les fonc-

tions e, /, g- ne sont pas linéairement indépendantes. Alors une

substitution de la forme

Il u -r- z. f
1

1-- — 3

permettra de rendre homogène l'élément linéaire de la surface.

Nous signalerons encore le cas particulier suivant

'7 e =^ u, J" = nii\ ,ir = i.

On aura ici l'intégrale

(58) p*-'n=Cq,

en sorte que /> et q seront déterminés par cette équation jointe à

la suivante

"'9
) up-— >- impq — q-— I -

Mais on peut trouver une seconde intégrale en remarquant que,

si l'on fait la substitution

160) vi=zn.\

t '
) Laguerre, Sur un genre particulier de surfaces dont on peut deler-

ininer les lignes géodésiques {Bulletin de la Société mathématique, t. I, p. 81:

1-3).

D. — III. G
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l'équation précédenlc devient

(Gi) ?</?—!- !\mv'pq -\-iv' q- = i,

et appartient encore à la forme que nous étudions, il y a donc une

nouvelle intégrale de la forme

En la recherchant et en la combinant avec l'intégrale (58), on

obtient le résultat suivant :

(62) ^q
\in —^ 1 p

==C'.

L'élimination de p et de q entre les trois équations (58), (5ç))

et (62) donnera en termes finis l'équation générale des lignes

géodésiques.

L'élément linéaire de la surface correspondante a pour expres-

sion

diC- — •i.mv du dv -\- u dv-

(63) cls^-^
^.T^TT^Ïn^.

Si l'on introduit la variable v\ il prendra la forme homogène

u
v' ( du"-— 9,m du dv) -, dV^

(64 )
^*' ==

v'iu — iinU'')

On pourra donc encore obtenir des surfaces spirales admettant

cet élément linéaire.

62:1. Considérons maintenant les surfaces dont l'élément li-

néaire est réductible à la forme générale

(65) ds"-=='\'[du''--^{uA'y^)-dv^,

où V, Vi désignent des fonctions quelconques de c. L'équation à

intégrer devient ici

Cherchons si l'on ne pourrait pas y satisfaire en prenant pour

une fonction linéaire par rapport à u

= Pm-VQ,
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P et Q étant des fonctions de c. On trouvera ainsi la condition

qui nous conduit aux deux équations

(67) Q .= p'v,. p2_r^2=N.

Il faudra donc d'abord intégrer l'équation différenlielle

(68) '"-(f/=V.

puis Q se déterminera par une quadrature

(69)
-

q = f\\dV.

L'intégration de l'équation différentielle introduira la constante

arbitraire dont la présence est nécessaire pour assurer la généralité

nécessaire à la solution H.

Ici, on le voit, le succès est moins grand que dans les exemples

précédents. On n'a pas la solution complète du problème; mais

on a fait un pas vers cette solution et l'on peut dire que l'on a

ramené l'intégration de léquation différentielle du second ordre

des lignes géodésiques à celle de l'équation (68), qui est seule-

ment du premier ordre.

Dans le Mémoire que nous avons cité plusieurs fois, M. Lie avait

déjà signalé une proposition du même genre relative à la détermi-

nation des lignes géodésiques des surfaces spirales. Ce premier

résultat se trouve compris comme cas particulier dans celui que

nous venons d'établir. On reconnaît, en effet, très simplement que

1 élément linéaire (65) se réduit à celui des surfaces spirales les

plus générales quand on j fait

V, = o.

On a alors

70) ds- = y(du- — u- dv-),

et, si l'on effectue la transformation définie par les formules

(71) «=6"', \/\ dv = du,
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on es L conduit à la forme

(79.) <is2_ e'^^'[du'^^ o{u')dv'^],

qui convient, nous l'avons déjà remarqué (n" 90), à une infinité

(le surfaces spirales.

Dans ce qui précède, nous avons déjà appris à déterminer com-

plètement les lignes géodésiques d'un nombre illimité de surfaces

spirales. De là résulte, on le reconnaîtra sans peine, qu'on pourra

intégrer l'équation différentielle (68) dans un nombre illimité de

cas et, par suite, détermine)", pour une infinité de formes de la

fonction V, et quelle que soit la fonction V,, les lignes géodé-

siques des surfaces correspondantes (').

L'élément linéaire défini par la formule (65) peut être trans-

formé de la manière sui^ante. Nous avons déjà montré [n" 70] que,

si l'on pose

(73) ds'-^= dii-^+ (u-i-\iydv'^,

ds' sera l'élément linéaire d'un plan rapporté à des lignes droites

(^j^const.) et à leurs trajectoires orthogonales (?^ = const.).

Soient X el y les coordonnées rectangulaires d'un point de ce

plan, qui seront des fonctions de u et de v. On aura

ds"^^- dx^+ dy^-,

et, par suite, on pourra ramener cis- à la forme suivante

( 74 ) ds-^ = V ( dx-^ -!- dy^ ).

(') Une surface spirale peut être soumise, nous l'avons vu, à une dclornialion

homothétique continue, dans laquelle la surface ne cesse pas de coïncider avec

elle-même. Dans celte déformation progressive, une ligne gcodcsique vient occuper

une série continue de positions dont l'ensemble constituera une famille. Les

trajectoires orthogonales de cette famille de géodésiques se détermineront tou-

jours (n"» 523 et 533) par une simple quadrature qui fera connaître une solution

de l'équation
A6 = i;

cette solution particulière est précisément celle que nous obtiendrons ici par

l'intégration de l'équation (68). Toutes les fois que l'on saura déterminer par

une méthode quelconque les géodésiques de la surface spirale, on pourra donc

aussi obtenir par une quadrature l'intégrale générale de l'équation correspon-

dante (68).
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V est une quantilé qui doit demeurer constante avec f, c'est-à-dire

sur les droites d'une famille donnée; elle sera nécessairement dé-

terminée par une équation de la forme

(;')) v = jr5rV)-^'i(V).

Telle est l'expression nouvelle que Ion peut donner à l'élément

linéaire (65).

Si l'on applique maintenant le principe de la moindre action

[II, p. 4^0]. on reconnaîtra que la détermination des lignes géodé-

siques équivaut à la solution d'un problème de Mécanique dans

lequel la fonction des forces serait V et l'équation des forces vives

De là résulte le théorème suivant :

La solution de tout problème de Mécanique dans le plan

pour lequel il existe une fonction des forces, les lignes équi-

potentielles étant des droites d^ailleurs quelconques, se ramène

a Vintégration dune équation différentielle du premier ordre

pt du second degré de la forme (68).
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CHAPITRE Y.

LE PLUS COURT CHEMIN ENTRE DEUX POINTS d'uNE SURFACE.

Comparaison d'un segnnent de géodésique à tous les chemins infiniment voisins

réunissant ses extrémités.— Considérations géométriques; enveloppe de toutes

les géodésiques passant par un 'point. — Énoncé d'une propriété générale qui

s'applique à un grand nombre de problèmes de maximum. — Méthode analy-

tique de M. 0. Bonnet. — Détermination des géodésiques infiniment voisines

d'une géodésique donnée. — Deux théorèmes de Sturm sur les équations diffé-

rentielles linéaires. — Application aux lignes géodésiques. — Formule qui

donne la variation de longueur d'un arc de courbe quelconque. — Conditions

auxquelles doit satisfaire le plus court chemin entre deux points d'une surface

limitée d'une manière quelconque. — Extension que l'on peut donner au pro-

blème du plus court chemin. — Introduction de la notion de la longueur ré-

duite d'un segment de géodésique due à M. Christoffel.

622. Nous avons vu que, si l'on prend deux points suffisamment

rapprochés A, et B sur une géodésique, cette ligne sera le plus

court chemin entre les deux points. Mais la démonstration que

nous avons donnée cesse, en général, d'être applicable quand les

deux points s'éloignent l'un de l'autre.

Supposons, par exemple, qu'il s'agisse de la sphère. Dans ce

cas, la géodésique sera un grand cercle; si l'arc AB, d'abord plus

petit qu'une demi-circonférence, augmente et finit par dépasser

cette limite, il cessera d'être la ligne la plus courte entre A et B.

Nous allons considérer une surface quelconque, et nous nous

proposerons le problème suivant : Etant donnés deux points A
et B sur la surface, déterminer le plus court chemin entre ces

deux points. Il est impossible de résoudre ce problème d'une ma-

nière générale; mais nous allons faire connaître différentes propo-

sitions qui permettront de l'aborder dans chaque cas particulier.

Construisons toutes les géodésiques passant en un point A de

la surface et soit [g) l'une d'elles {fig- 39). Supposons que la

géodésique infiniment voisine [g') aille rencontrer {g) en un ou

plusieurs points et désignons par B' celui de ces points qui est le
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plus rapproché de A. Je vais montrer que, si l'on prend un point

B sur la ligne (g), Tare AB sera plus petit que tout autre chemin

infiniment voisin réunissant les mêmes points, tant que le point

B sera situé entre A et B'.

Fig- 39.

En effet, supposons que le point B soit entre A et B'. Menons
par le point A deux géodésiques AC, AC qui iront renconlrer AB
pour la première fois en des points voisins de B' et considérons la

région de la surface limitée par la courbe CDED'C'G formée du

Irait ce réunissant les deux géodésiques et voisin de B, des deux

portions CD, CD' de géodésiques et de la courbe DED' entourant

le point A. Il est clair que la région ainsi définie jouit de la propriété

Fig. 4o.

que, par un quelconque de ses points et par le point A, il passe

une seule géodésique située tout entière dans la région. Alors les

points de la région pourront être rapportés au système de coor-

données curvilignes formé des géodésiques passant en A et de leurs

trajectoires orthogonales; la démonstration du n° o2l s'appliquera

sans modification, Tare AB sera plus court que tout autre chemin

tracé sur la région et, par conséquent, que tous les chemins infini-

ment voisins.

Nous allons voir que cette propriété ne subsiste plus quand le

point B est au delà de B'. Pour cela nous emploierons la- notion

suivante, qui est due à Jacobi (M.

(') Voir, par evempie, Jacobi, Vorlesungen iiber Dynamik. Sixième Leçon.
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Puisque nous supposons que la ligne géodésique (g) est ren-

contrée par les géodésiques infiniment voisines partant de A, nous

pouvons admettre que cette propriété appartient à une infinité de

géodésiques passant en A, que ces géodésiques ont une enveloppe.

Soit PQ cette enveloppe {/ig'. 4') el soient AB', AB', deux lignes

Fig. 4i.

géodésiques la louchant en deux points B', B', . La ligne PQ pou-

vant être regardée comme la développée du point A, on aura.

quelU; que soit la grandeur de l'arc B'B'^,

arc AB' — arc AB', -+- arcB'jB'.

(]ela résulte immédiatement de la formule relative à la différen-

tielle d'un segment de géodésique, donnée au n" 323 [II, p. 417]-
D'autre part, l'enveloppe PQ ne sera jamais une ligne géodé-

sique. En effet, en chacun de ses points, elle est tangente à une

des lignes géodésiques partant de A, et l'on sait qu'il y a une seule

ligne géodésique passant par un point et y admettant une tangente

déterminée. Donc la ligne PQ ne saurait être géodésique.

D'après cela, si l'on considère le chemin formé par AB', et par

l'arc B', B', chemin qui est égal à l'arc AB', il sera possible de

substituer à la seconde partie B, B' de ce chemin une route plus

courte. Bemarquons d'ailleurs que, si B', est infiniment voisin de

B', le nouveau chemin sera infiniment voisin de AB' ; donc l'arc

AB' peut être remplacé par un chemin infiniment voisin et plus

court.

Il en sera de même, a fortiori^ si le point B est au delà de B';

car il suffira, pour obtenir un chemin plus court que l'arc AB, de

prendre l'un des chemins plus courts que AB' qui aboutissent en
B' et ensuite de parcourir l'arc B'B.

623. La démonstration précédente repose sur des considérations
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de conlinuité et sur l'hypothèse de rexistence d'une enveloppe.

Nous allons en donner une autre plus analytique. Mais auparavant

nous appellerons l'attention sur un fait qu'elle met en évidence,

et qui est un cas particulier d'une loi qui paraît s'appliquer à tous

les problèmes de maximum ou de minimum.

Reprenons l'arc AB' égal au chemin AB, B' et supposons qu'en

substituant à l'arc B'B, de l'enveloppe la route la plus directe

entre ces deux points, on raccourcisse la route d'une longueur h.

On pourra donc aller de A en B' par un chemin égal à AB'

—

h.

Il étant une quantité finie. Prenons en avant de B' un point ,3. On
pourra y parvenir, soit par l'arc A^

A3 = AB'— B'?,

soit par le chemin AB'— h qui passe en B' auquel on fera succéder

le chemin B' |j

AB— A — B 3.

Or ce second chemin sera plus court que le premier A,3 tant

que B'^ sera inférieur à la quantité finie -• Donc la ligne géodé-

sique cessera d'être le minimum absolu avant de cesser d'être

minimum relativement aux chemins qui s'en écartent infini-

ment peu.

En résumé, il y aura autour du point A deux courbes distinctes ;

l'une sera le lieu du premier point où chaque ligne géodésique est

rencontrée par une autre géodésique de longueur égale; l'autre

sera l'enveloppe des lignes géodésiques. Si le point B se déplace

sur une des géodésiques AX {fig' 4^), le chemin AB demeurera

Fig. 42.

le minimum absolu tant que le point B n'aura pas atteint le point

C de la première courbe pour lequel la géodésique devient égale à

une autre géodésique terminée aux mêmes points. Cela est évi-

dent, car le chemin AB, qui est le plus court lorsque le point B

est très voisin de A, ne peut perdre cette propriété qu'au moment
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OÙ il devient égal à un autre chemin. La ligne AB cessera d'être

minimum absolu dès que le point B dépassera le point C ('),

mais demeurera minimum par rapport aux chemins infiniment

voisins, tant que B n'aura pas atteint le point où l'enveloppe des

géodésiques est touchée pour la première fois par AX.
Dans certaines surfaces exceptionnelles, les deux courbes pré-

cédentes pourront se confondre et la loi que nous signalons dis-

paraîtra. C'est ce qui a lieu, par exemple, dans le cas de la sphère

ou pour l'ensemhle des méridiens d'une surface de révolution.

La loi générale que nous venons de signaler se retrouve dans

l'étude de tous les problèmes de maximum ou de minimum. Con-

sidérons, par exemple, une courbe plane PP' {./'g'- 4'>)i et suppo-

([u'ilsons s'agisse de trouver le plus court chemin d'un point M
pris dans le plan de cette courbe à la courbe elle-même. Ce chemin

ne peut être, comme on sait, qu'une des normales menées de M
à la courbe.

Considérons l'une d'elles, normale en P, et soit C le centre de

courbure relatif au point P. Le Calcul infinitésimal nous apprend

que, tant que M sera du même côté que le point P par rapport à

C, la normale MP sera plus courte que tous les chemins infiniment

voisins. Mais supposons que M vienne en C et soit C'P' une autre

C) \\n effet, soil V)' une position de 15 un peu au delà de C. Le chemin AD'
est égal au chemin AMDCD', et il est évident que l'on raccourcira ce dernier

chemin si, arrivé en un point D très voisin de C, on se dirige directement vers

le point D' par l'arc DD'. Il est donc impossiI)Ie que AD' soit le plus court

chemin entre A et D'.
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normale à la courbe. D'après les propriétés de la développée, nous

aurons

et, par suite,

CP = C'P'-^arcGG'

CP>G'P'-T-cordeCG'.

On démontrera par suite, comme on l'a fait plus haut, que la

normale MP cessera d'être le plus court chemin d'une manière

absolue avant que le point M soit venu se confondre avec le

point C.

Comment cela peut-il s'expliquer? Quand le point M s'est

déplacé de P vers C, il v a eu un instant où une autre normale

menée à la courbe a eu la même longueur que MP. Ensuite, cette

seconde normale devient la plus courte; mais MP, qui a perdu la

propriété d'être le minimum absolu, demeure encore plus courte

que tous les chemins infiniment voisins jusqu'au moment où le

point M vient coïncider avec le centre de courbure. Une discussion

complète du problème doit donc faire intervenir, en même temps

que l'enveloppe des normales, le lieu des points d'où l'on peut

mener à la courbe deux normales égales. C'est ce que montre

clairement l'exemple de l'ellipse {fîg. 44)- Ici le lieu des points

i-ig- 'h-

d'où l'on peut mener deux normales égales se compose des deux

axes, et toute normale PH rencontre le grand axe en H avant de

devenir tangente à la développée en C. Quand le point M sera du

même côté que P par rapport à H, il y aura minimum absolu; de

H à C, le minimum n'aura plus lieu que relativement aux chemins
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infiniment voisins. Au delà de G, la normale ne sera plus d'aucune

manière un chemin minimum.

On serait conduit à une discussion analogue si l'on demandait

le chemin rectiligne le plus long que l'on puisse mener d'un point

à l'ellipse.

624. On peut étudier la question que nous venons de résoudre

en suivant une méthode toute différente qui conduit à des proposi-

tions élégantes et qui a été employée en premier lieu par M. Ossian

Bonnet (<).

SoitMQM' une ligne géodésique {^Jig. 45)- Pour déterminer les

Fig. 45.

points P de la surface qui sont dans le voisinag^e de cette ligne,

nous emploierons le système de coordonnées formé' par les lignes

géodésiques normales à MM' et par leurs trajectoires orthogonales.

Alors, si u désigne la longueur de la normale géodésique abaissée

de P sur MM' et si v désigne la longueur de l'arc MQ, l'élément

linéaire de la surface sera donné par la formule

ds- =: du- -h G^ r/(^2 ;

C est une fonction de u et de v qui doit se réduire à [ pour u=:o.

De plus, si l'on exprime que la ligne MM' est géodésique, on

aura

du
pour

Remarquons d'ailleurs qu'en vertu de la formule de Gauss on a,

pour toutes les valeurs de u et de v,

du'^

G
RR'

(') 0. Bonnet, Sur quelques propriétés des lignes géodésiques {Comptes
rendus, t. XL, p.iSn; i85o). — Note sur les lignes géodésiques (Même Recueil,

t. XLI, p. 32; i85i).
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Celte formule nous permet de développer G suivant les puis-

sances de m; et, en tenant compte des résultats que nous venons

d'indiquer, on obtient le développement suivant

où nous négligeons seulement les termes du quatrième ordre par

rapport à u. Les valeurs des coefficients ^^, et ^ /
rÏp)

^^^^

prises pour u = o.

Gela posé, menons par les points M, M' une ligne MPM' s'écar-

tant infiniment peu de la ligne géodésique et pour tous les points

de laquelle u sera une fonction infiniment petite de c. L'arc de

cette ligne aura pour expression

s =
J^

vV* - L^ d. =
1^ ^/

I - « - -^ - 3^, ^ (^j^j
d.,

u désignant la dérivée de u et les termes négligés contenant tous

11^ en facteur. Si nous supposons que la dérivée u! ne devienne

jamais infinie et soit, par conséquent, de l'ordre de u ('), nou-

(•) Nous introduisons ici, on le remarquera, une hjpolhèse reslriclive que

nous pouvions laisser de côté dans notre première méthode : par sa déûnition

même, la fonction u est inCniment petite pour tous les chemins infiniment voi-

sins de la ligne géodésique; mais, pour assurer la convergence de notre dévelop-

pement en série, nous sommes obligés maintenant d'ajouter la condition que la

dérivée u' soit infiniment petite comme u et ne devienne jamais infinie. Or c'est

ce qui n'aura pas lieu si Ton prend des valeurs de u telles que les suivantes :

1 .1

M = av', u — IV' s(v),

'il a est une consUate infiniment petite et ^(^v) une fonction finie pour v=o.

Des difficultés du même genre se présentent dans l'étiide générale des problèmes

du Calcul des variations. Si, par exemple, on cherche le maximum ou le minimum

de l'intégrale

j f{x, y,y',y')dx,

emplacer y par _^ 4- ly et développer en série revient à admettre que la fonc-

tion iy de X est telle que ce développement en série soit toujours possible, cesl-

-dire que les dérivées ^^y', ly' de ly ne deviennent jamais infinies. On voit ainsi

|ue les méthodes directes au moyen desquelles nous avons établi les propriétés

le minimum relatives aux lignes géodésiques sont préférables à celles que l'on

sut déduire du Calcul des variations et quelles nous permettent d'établir un

ésuUat à la fois plus précis et plus étendu.
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aurons, en négligeant les termes du quatrième ordre,

(•^

'

'- ^^' = i C b' - m' - 3RR' ^. ( hf)]
dv.

Bornons-nous, dans la formule précédente, aux termes du second

ordre qui, lorsqu'ils ne sont pas nuls, donnent leur signe à la

variation de l'arc; on aura

(3, ^MM'=^"(„.-J;i)rf,..

Si la surface est à courbures opposées, cette variation sera tou-

jours positive. Donc, dans ce cas, la ligne géodésique ne cessera

jamais d^être la plus courte si on la compare seulement aux
chemins infiniment voisins.

Supposons, au contraire, la courbure positive. L'intégrale pré-

cédente se composera de deux parties de signes contraires. Pour

déterminer son signe, nous introduirons les solutions de l'équation

et nous allons, en premier lieu, indiquer la signification géomé-

trique de ces solutions.

025. Pour cela, considérons, d'une manière générale, un sys-

tème de coordonnées dont l'une des familles soit formée de lignes

géodésiques. L'élément linéaire de la surface sera donné par la

formule
ds- = du- -- G^ dv-,

et Gdi^ représentera l'arc de la trajectoire orthogonale compris

entre les deux lignes géodésiques (ç) et (ç -}- dç). En d'autres

termes, ce sera la longueur de la normale infiniment petite qu'il

faudra élever en chaque point de la géodésique (ç) pour obtenir

la géodésique (ç->rdi'). Supposons ç et di' constants; les diverses

valeurs que prend la quantité C dv en tous les points de la géodé-

sique (v) seront des fonctions de u, c'est-à-dire de l'arc de cette

géodésique compté à partir d'une origine fixe. Or on a, en vertu

de la formule de Gauss,

T __ I dH]

RH' ~ G du'-
'
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Si donc on pose Cdv ^ p, on voil que p satisfera à l'équation

différentielle

,. ^LP P.
*^^ du^ RR''

ce qui conduit au théorème suivant :

Étant donnée une ligne géodésique quelconque, si l'on dé-

sisrne par u Varc de cette géodésique compté à partir d'une

origine quelconque et par ^^ la courbure de la surface, qui,

pour les différents points de la ligne géodésique, sera une

fonction de u, la longueurp de la normale qu ilfaudra élever

en chaque point de la géodésique, pour obtenir la géodésique

infiniment voisine, sera une fonction de u qui devra satisfaire

à Véquation linéaire (5).

Cette équation (5) coïncide, aux notations près, avec l'équa-

tion (4K et nous avons ainsi l'interprétation géométrique de la

fonction p.

Au reste, on peut chercher directement le minimum de l'in-

tégrale

iSÎ^'-my^'

qui donne l'expression approchée de l'arc de toute courbe infini-

ment voisine de la géodésique MM'. Si Ton recherche celle de ces

courbes qui passe par deux points donnés {uq, v^)y («i, Vi) el

pour laquelle l'intégrale précédente est un minimum, l'application

pure et simple des règles du Calcul des variations montre immé-

diatement qu'elle doit être définie par l'équation différentielle (4)-

|On retrouve ainsi, de la manière la plus simple, le résultat pré-

f cèdent.

626. Supposons qu'il soit possible de trouver une solution p
de l'équation (4) ne s'annulant ni pour M. ni pour M', ni pour

aucun point compris entre M et M'. Si nous posons

H = \p,

\ devra s'annuler comme u pour les points M et M' et il ne de-
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viendra jamais injini entre M et M'. En subsliUianl la valeur

précédenle de u dans la formule (3), on aura

.
I P"

ou, en remplaçant T-p-7 par — '—

,

' i
" \\V\ ^ p

MM' = - / ( 1-p'- r- '2 11'pp' -r p- 1'- \- 1-pp") dv

=
\ f d{l^-pp') +

l
fp^l'^-dv.

). élanl nul aux deux limiles et fini dans l'intervalle de M à M', la

première intégrale est nulle; il reste donc

(6) o^m'=l f p^-('y^ydç.

On voit que la variation de MM' est essentiellement positive; par

suite, la ligne géodésique est plus courte que tous les chemins

infiniment voisins.

Ce point étant établi, considérons la solution p de l'équation (5)

qui s'annule pour le point M {Jig- 4^) el supposons que cette

Fi g. 'f(i.

solution s'annule de nouveau au point Mi en conservant son signe

dans toute l'étendue de MM|. Cela veut dire que les géodésiques

partant de M et infiniment voisines de MM, viendront couper de

nouveau cette ligne géodésique au point M, ou en un point infini-

ment voisin, sans la rencontrer entre M et M, . Nous allons montrer

que, si l'on prend un point M' entre M et M,, le segment géodé-

sique MM' sera plus court que tous les chemins infiniment voisins

réunissant ses extrémités. En effet, la solution p de Féquation (5)

us'iq annule en un point N infiniment voisin et à gauche de M ne
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s'annulera une seconde fois qu'en un point N, infiniment voisin

de M, et, par conséquent, au delà de M'. Il y aura donc une solu-

tion p ne s'annulant en aucun point du segment MM', et cela suffit,

nous venons de le montrer, à établir la proposition que nous avions

en vue.

627. Jacobi avait énoncé sans démonstration (*) une propo-

sition qui complète la précédente : Le minimum cesse certaine-

ment d'avoir lieu si le point M' est placé au delà du point M,

.

Ce résultat a été démontré par M. O. Bonnet dans les Notes citées

plus haut. On peut encore l'établir comme il suit.

Prenons au delà de M, {fig. 4--) un point M' assez voisin de M,
pour que la solution de l'équation (4) qui s'annule au point M' ne

sannule pas dans l'intervalle M, M', y compris le point M,. J'ap-

Mi

pelle q celte solution; il sera alors possible de déterminer entre M
et M, un point M"' tel que la solution q ne s'annule pas dans l'in-

tervalle M .W. Je désigne, comme précédemment, par/? la solution

de l équation qui sannule aux points M et Mj et j'achève de déter-

miner cette solution, qui n'est connue qu'à un facteur constant

près, par la condition qu'au point M' on ait

p = q.

Cela posé, dans la variation

U"("*-in?)*'

je remplace u parp de M à M' et par q de M" à M', ce qui est évi-

demment permis, ces valeurs successives de u définissant un

() Jacobi. Sur le Calcul des variations et sur la Théorie des équations dif-

férentielles {Journal de Liouville, t. III, p. 44; iS36). Voir aussi la Note VI

dans le deuxième Volume de l'édition de la Mécanique analytique due à M. Ber-

trand et la quatrième Leçon des Vorlesungen iiber Dynaniik.

D.— III. 7
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chemin parfailement continu. La variation prendra la valeur

i(>"ii^)--u:'(^"-î^)-
ou encore

.- / {p^-'-PP")dv-r-- /
{q'^-A-qq")dv.

Si l'on intègre et si l'on remarque que p est nul en M et q en

M', on obtient pour la variation du chemin l'expression suivante

[pp'- ÇÇIm"-

Comme on a, pour le point M", p~ q, on peut écrire cette va-

riation sous la forme
[qp'— pq']».:

Or, étant données deux solutions quelconques/? et q de l'équa-

tion (4): on sait que le déterminant

qp'— pq'

est constant; on pourra donc calculer sa valeur pour tel point

que l'on voudra, par exemple pour le point M,, où l'on Rp = o. ]1

reste alors

[9P']Mr

Cette quantité est négative. Supposons, en effet, pour fixer les

idées, que la valeur de q soit positive entre M' et M"; d'après les

hypothèses faites, il en sera de même de la valeur de p entre M
et M, . Or, un peu avant le point M,

, j) et // doivent être de signe

contraire; il faut donc que la valeur de p' au point M, soit né-

gative.

La variation du chemin étant négative, la ligne géodésique a

perdu, on le voit, sa propriété de minimum.

11 est aisé d'interpréter géométriquement la méthode que nous

venons de suivre et de reconnaître comment on y est conduit. S'il

existe un chemin MHM' plus court que l'arc de géodésique MM',

en substituant à ce cliemin les deux portions de géodésiques MH
et HM' on ne pourra que diminuer sa longueur, et l'on formera un

nouveau chemin qui devra être encore plus court que l'arc MM'.

628. Il nous reste à établir une remarquable proposition ;
mais,
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avant de la faire connaître, nous allons démontrer, par une méthode
nouvelle, de beaux théorèmes sur les équations linéaires du second
ordre, qui sont dus à Sturm (').

Considérons l'équation

et soit V == o{x) une solution de celte équation s'annulant pour
une valeur Xo de x. Nous désignerons par x, la racine de V
immédiatement supérieure kx,,; Xt sera remplacé par H-oc quand
\ ne s'annulera pour aucune valeur de x supérieure à x^. Nous
allons d'abord montrer qu^aiicune intégrale de l'équation li-

néaire ne s annulera plus d'une fois entre x„ et x,

.

En effet, soit a une valeur de x comprise entre Xo et x^. La so-

lution de Téquation qui s'annule pour cette valeur de x est donnée,

comme on sait, par la formule

Co(ar)r"-^î-,

où C désigne une constante arbitraire. Aucun des facteurs de ce

produit ne s'annule pour les valeurs de x comprises entre x„ et

X,: pour toutes ces valeurs de x, l'intégrale a toujours un sens dé-

terminé, car son élément ne devient pas inOni entre les limites de

l'intégration. La proposition que nous venons d'énoncer est donc
établie.

Si l'on donne à C la valeur ^{^). on a la solution

8; o(a;)o(a) I

que nous désignerons par 0(x, a). Elle a sa dérivée égale à l'unité

pourx = a: elle est évidemment positive pour toutes les valeurs

de X comprises entre a et x,, négative pour les valeurs de x com-
prises entre x^ et a. Pour x^ ou x,, elle revêt une forme indéter-

minée
; mais on obtient facilement sa vraie valeur, qui n'est ni nulle

(') Sturm, Mémoire sur les équations différentielles du second ordre
(Journal de Liouville, t. I, p. 106; i836).
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ni infinie, en faisant usage de la relation

(9)
^(^)^---Ocp'(a;) = cp(a),

qui a lieu pour toutes les valeurs de x.

629. Gela posé, considérons deux équations distinctes

()
. S^="'^'

et supposons que l'on ait, pour toutes les valeurs de x,

(12) H'=H.

Nous allons montrer que, si cp(a;) est une solution de la pre-

mière admettant les deux racines consécutives Xq, x,, la solu-

tion de la seconde qui s'annule pour Xq ne s'annulera plus

dans l'intervalle {xq, ^< ), x^ compris.

En effet, j'écris l'équation (i i) de la manière suivante :

^ = HV+(H'-H)V.

Si nous considérons (H'— H)V comme une fonction donnée

^{x) de X, l'équation précédente deviendra

(.3) ^-HV = <L(.);

et, comme nous connaissons une solution cp(^) de l'équation sans

second membre, nous pourrons obtenir une formule donnant l'in-

tégrale de l'équation complète.

Parmi les méthodes connues, appliquons celle de Cauchj : elle

prescrit de former en premier lieu une solution de l'équation sans

second membre qui se réduise à o pour x = rt. el dont la dérivée

devienne égale à i pour la même valeur de x. Cette solution est

celle que nous avons formée plus haut

6(^, a) ^ cp(a7)c2(a) / ,
•

Cela posé, une solution particulière de l'équation avec second
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membre est fournie, d'après le théorème de Cauchy. par l'intégrale

d(x,a)iKa)Éfa;

par suite, toutes les solutions de l'équation (i3) qui s'annulent

pour X ^ Xq seront de la forme

C?(a:)^ r ^{x,a)^{!x)doL,

OÙ C désigne une constante arbitraire. Si donc V désigne une

solution de l'équation (ii) s'annulant pour j:= jTo) nous aurons,

en substituant (H'— H)Và'}(x),

V'=Gç<(ar)-H r e(ar,a)[(H'— H)V']arfi,

l'indice a indiquant que l'on remplace a* par a dans la parenthèse.

On peut exprimer la constante G en fonction de la dérivée de

V pour la valeur j*„ de x. Si l'on prend, en effet, les dérivées

des deux membres de l'équation précédente en faisant or = .To,

on a

(^X,
= c,(.,

On obtient donc définitivement la formule suivante

qui ne peut être d'aucun secours immédiat pour la détermination

de V, mais qui va nous permettre d'établir la proposition que nous

avons en vue.

Imaginons, en effet, que x varie de Xq k Xi. La fonction V, qui

est nulle pour x =^ Xo, commence par avoir un certain signe, celui

de sa dérivée pour x = Xo, (-j-) ' Supposons, par exemple, que

ce signe soit positif; la fonction le conservera évidemment de Xq

à X,, si elle ne s'annule pas; et, pour prouver qu'elle ne s annule

pas, il suffira de faire voir que, si la fonction demeure positive

pour toutes les valeurs inférieures à un nombre donné x', elle

demeure positive même pour jc=x'. Or c'est ce qui résulte
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immédiatemenl de la formule précédente. Le premier terme du

second membre sera évidemment positif pour x ^= x' , et il en sera

de même de tous les éléments de l'intégrale

X,
6(:r', a)[(ir^lI)V']xf/a:

^{x', a) est en effet positive, puisque a est inférieur à x' ] il en est

de même par hypothèse de (H'— H), et aussi de V^, qui cor-

respond à des valeurs a de ^ toutes comprises entre ^'o et x'

.

La proposition est donc établie. On en déduit comme corollaire

la suivante :

Etant données les deux équations (lo), (ii), s il arrive que

Von ait constamment H';^H et qu'une solution de la première

s'annule pour x ^=z Xq et x = Xi^ la solution de la seconde qui

s'annule pour x := Xq aura au moins une seconde racine dans

l'intervalle (xo,x,).

Car, si cette solution ne s'annulait pas dans l'intervalle con-

sidéré, il en serait de même a fortiori de la solution de la pre-

mière équation, en vertu même de la proposition que nous venons

de démontrer (' ).

630. Appliquons ces résultats au problème des lignes géodé-

siques et reprenons l'équation

(i5) . f^=_-^.
^ ^ dv^ RH'

Soient p une solution de cette équation et p^, Vi deux racines

consécutives de p correspondantes à deux points Mq, M,. Nous
savons que l'arc MqM sera le plus court tant que M sera entre M^
et M, mais qu'il perdra cette propriété dès que M sera au delà

de M,.

Supposons qu'en tous les points de MqM, on ait

~nT5> = ~~—7' ou RR'<a2-

(') Les propositions établies ici ont moins d'étendue et de généralité que
celles de Sturm

; mais elles suffisent pour l'objet que nous avons en vue et, d'ail-

leurs, le lecteur pourra appliquer notre méthode à la démonstration des résultats

les plus généraux contenus dans l'admirable Mémoire de Sturm.
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la solution de l'équation

d-p _ I

lûTi
""~ ô*^

qui s'annule pour v = v^ sera

C sm

et la racine immédiatement supérieure à ^o ^^«"«i

D'après la proposition de Sturni, celte racine doit être supérieure

à i-,. Xous obtenons ainsi ce beau théorème de M. O. Bonnet,

démontré dans les Notes citées plus haut :

Si, le long d'une ligne géodésique, le produit des rayons de

courbure est positif et inférieur àa^^ la ligne ne peut être le

plus court chemin dans un intervalle supérieur à -a ('V

On peut ajouter la proposition suivante, qui complète celle de

M. Bonnet.

Supposons qu'en tous les points de l'arc Mq^Ii on ait

-m '-h ""
««="•

Alors, si l'on considère l'équation

dv*- b*'
'

l'intervalle entre deux racines consécutives sera -nb. Comme il ne

saurait être inférieur, d'après la proposition de Sturm, à l'inter-

valle entre deux racines consécutives de la première, ouest conduit

au résultat suivant :

(') M. Bonnet a déduit de sa proposition les conséquences suivantes :L̂̂
K Si, dans une surface fermée convexe, le produit des rayons de courbure est

^^MÊn/érieur à a', la longueur de la droite qui joint deux points quelconques

^^Kfe la surface est certainement inférieure à —a.

^^m Si, dans une surface convexe, le produit des rayons de courbure est infé-

rieur à une quantitéfixe a*, la surface ne peut avoir de nappes infinies.
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Si, en tous les points de la ligne géodêsique, le produit des

rayons de courbure est supérieur à 6-, la géodésique est plus

courte que tous les chemins infiniment voisins dans un inter-

valle au moins égal à Tzb.

Considérons l'ellipsoïde, par exemple. La courbure en chaque

point est donnée par la formule

a, b, c désignant les demi-axes et p la distance du centre au plan

tangent (n" 504). Les valeurs extrêmes de RR' seront

C- a2

Ainsi toute géodésique ne peut être le plus court chemin sur

une longueur supérieure à
; elle sera certainement, sur toute

longueur inférieure à - — j plus petite que tous les chemins infi-

niment voisins réunissant ses extrémités.

631. La méthode suivie par M. Bonnet permet de trouver très

simplement la variation de longueur d'un arc de courbe.

Soit en effet MM' une courbe qui se déplace et se déforme suivant

une loi quelconque {/ig- 48); considérons-la dans deux de ses

positions infiniment voisines MM', PP'. Élevons les géodésiques

perpendiculaires à MM' et employons le système de coordonnées

formé par ces lignes géodésiques et les courbes parallèles à MM'.

On aura, pour l'élément linéaire, l'expression

ds^'= du^-{- G^di>^.

La variable u est la longueur portée sur les lignes géodésiques
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à partir de MM', prise avec un signe déterminé suivant qu'elle sera

portée d'un côté ou de l'autre de MM'. Quant à la variable c, nous

pouvons supposer qu'elle est égale à l'arc de la courbe MM' com-

pris entre une origine fixe et le pied de la géodésique (v). On aura

encore
G = I, pour 11= o,

mais la dérivée -r— ne sera plus nulle pour la même valeur de u.

Il résulte des formules du Livre V [II, p, 385 à 38-] que la

valeur de — — pour // = o est la courbure géodésique de MM',

comptée comme positive si le centre de courbure géodésique est

du côté de MM' qui correspond aux valeurs positives de ii.

Cela posé, soient R et R' les points où les géodésiques normales

en M et M' viennent couper PP'. On aura

oMM' = PP— MM'= PR — P'R'— RR— MM',

ou, en considérant les triangles infiniment petits RPM, R'P'M',

(i6) MM'= - PMcosPMM'^— P'M' cosP'M'M — RR — MM'.

En tous les points de RR', u est une fonction infiniment petite

de V. On aura donc
.M-

RR
'M

^*

m /\M

ou, en développante suivant les puissances de u et négligeant les

infiniment petits du second ordre,

-XV"—(a*=x"h«(")J*'

RR =MM'— r u(—\ dp.

Si nous portons cette valeur de RR' dans la formule (i 6) et si

nous remplaçons (
—

)
par son expression -j— au moven de la

courbure géodésique de MM', nous aurons

(i8) 5MM'=- PMcosPMM' — P'M'cosP'M'M— / u — ,
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formule très intéressante et très utile, et qui ne contient que des

éléments dont la définition géométrique et le signe ne laissent

place à aucune difficulté.

632. Elle va nous permettre d'indiquer une série de conditions

auxquelles doit satisfaire le plus court chemin entre deux points

d'une surface limitée d'une manière quelconque.

i" Les portions qui seront à l'intérieur de la surface devront

être formées de lignes géodésiques.

Cette propriété résulte immédiatement de ce qui a été démontré

(n"^516 et521). On peut la déduire aussi de la formule précédente.

Si le rayon de courbure géodésique pg n'est pas infini, il suffira

en eft'et d'élever sur l'arc MM' des perpendiculaires infiniment

petites de môme signe (pie pg, c'est-à-dire dirigées du côté du

centre de courbure géodésique, et s'annulant en outre pour les

deux points M et M'. On aura ainsi remplacé MM' par un chemin

infiniment voisin et plus court, puisque l'expression de 3 MM'
donnée par la formule précédente sera essentiellement négative.

2'^ Les portions de chemin qui font partie de la limite de la sur-

face, si elles ne sont pas des géodésiques, devront satisfaire à la

condition suivante : imaginons qu'en chaque point delà limite on

mène celle des tangentes de la surface qui est normale à la courbe

limite 5 il faudra que le centre de courbure géodésique de la

courbe soit placé sur la portion de cette tangente qui est dirigée

vers l'extérieur de la surface. I^^n effet, si cette condition n'était

pas remplie, on diminuerait la longueur du chemin en remplaçant

un segment de cette courbe limite par une courbe infiniment voi-

sine tracée sur la surlace et réunissant les extrémités du segment.

3'^ Si deux portions du chemin, tracées sur une même nappe,

viennent se réunir {Jl'g. /\g) en un certain point de l'intérieur, elles
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doivent se raccorder tangentiellement et de manière que l'une soit

le prolongement de l'autre. Car, si ces portions BA, AG se ren-

contraient sous un angle différent de zéro, on abrégerait le chemin

total en prenant B', C infiniment voisins de A et substituant la

roule directe B'C au chemin B'A -hAC
Il résulte de là que la portion du chemin comprise à l'intérieur

de la surface doit se composer d'une seule ligne géodésique qui se

continue sans interruption jusqu'à ce qu'on rencontre une limite

ou une ligne singulière de la surface.

4" Si deux portions AB, BG du chemin le plus court ABG vien-

nent se rencontrer en un point B {^fig. 5o) appartenant à la limite

DBK, il faudra que l'angle ABG soit inférieur ou égal à deux

droits pour la même raison que précédemment.

5" Enfin, si la surface a des nappes différentes se coupant ou se

raccordant suivant certaines lignes, le chemin le plus court ne

pourra se briser et passer d'une nappe à l'autre qu'en faisant de

part et d'autre des angles égaux avec la ligne de séparation.

Nous allons indiquer quelques exemples simples propres à faci-

liter l'application de ces principes.

Soit d'abord une surface plane (^fig- 5i) à laquelle on aurait

enlevé l'aire comprise à l'intérieur du cercle O, et proposons-nous

de trouver le plus court chemin entre deux points A et B, choisis

de telle manière que la droite AB rencontre la circonférence. Il

résulte des propositions précédentes que le plus court chemin se

composera de lune des tangentes menées de A et de B à la cir-

conférence et d'une portion de cette circonférence. On n'aura

donc à choisir qu'entre les deux chemins AEFB et APCB . Le plus
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court est celui qui se trouve du même côté de O que la droite AB.

Supposons maintenant que le plan soit double et se compose

de deux nappes raccordées suivant la circonférence O {fig- Sa).

C'est ce qui arriverait si l'on appliquait sur le plan une surface

développable dont l'arête de rebroussement viendrait coïncider

avec la circonférence O. Nous désignerons par les lettres sans

accents les points de la première nappe et par les lettres ac-

centuées ceux de la seconde.

Le plus court chemin d'un point A de la première nappe à un

point B' de la seconde devra, d'après les conditions énoncées, se

composer sur chaque nappe d'une portion droite. De plus, les deux

droites AM, B'M devront faire en M des angles égaux avec la cir-

conférence.

On pourrait multiplier les exemples de ce genre; nous nous
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contenterons de ceux qui précèdent. Mais nous ajouterons la re-

marque suivante, qui montrera toute l'extension que l'on pourrait

donner à ce genre de recherches.

Considérons sur une surface quelconque tous les chemins pos-

sibles réunissant deux points donnés. Les études approfondies

que l'on a été conduit à entreprendre dans la théorie moderne des

fonctions ont montré qu'il existe un grand nombre de surfaces

pour lesquelles on ne peut passer de l'un de ces chemins à tout

autre, réunissant les mêmes points, par une déformation progres-

sive et continue. Par exemple, sur un cvlindre circulaire droit, il v

aura des chemins allant d'un point A à un autre point B en faisant

un nombre quelconque de tours, soit dans un sens, soit dans

l'autre; et ces chemins ne seront pas réductibles les uns aux autres.

Si Ton veut considérer une surface limitée, on pourra prendre

le tore, pour lequel il y a lieu de faire les mêmes distinctions, la

surface d'un ellipsoïde ou une portion de surface plane dans les-

quelles on aurait enlevé les parties de la surface comprises à l'in-

térieur de différents traits fermés, etc. Dans un très intéressant

Mémoire publié en 1866 ('), M. Jordan a montré comment on

peut classer toutes ces roules différentes et les réduire à certains

chemins élémentaires parfaitement définis. De cette manière, le

problème que nous avons étudié dans ce Chapitre se présentera

sous une forme nouvelle et plus générale. On pourra l'énoncer

comme il suit :

Parmi tous les chemins réunissant deux points A et B d'une

surface et réductibles les uns aux autres par une déformation

continue, déterminer celui qui est le plus court.

Les propriétés différentielles que nous avons établies plus haut

permettront d'étudier cette intéressante question, dont la discus-

sion complète appartient évidemment à la Géométrie de situation.

Le lecteur pourra examiner quelques cas simples, se rapportant à

des cylindres ou à des surfaces planes percées de trous circu-

laires.

(') Jordan (C), Sur la déformation des surfaces {Journal de Liouville,

2' série, t. XI, p. io5; 1866).

Des contours tracés sur les surfaces (Même Recueil et même tome, p. 110).
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633. Nous icrminerons ce que nous avons à dire sur ce sujet

en donnant quelques indications sur une notion nouvelle, celle de

la longueur réduite, introduile par M. CliristofTcl dans la théorie

des lignes géodésiques (
'

).

Soit {g) {fîg- 53) une ligne géodésique dont les différents

Fix. 53.

points seront déterminés par leurs abscisses v^ comptées à partir

d'une origine fixe O prise sur cette ligne. Nous avons vu que,

pour définir toute ligne géodésique infiniment voisine de {g)-, il

faut élever au point d'abscisse r une perpendiculaire/? satisfaisant

à l'équation du second ordre

,. ' Lpp p_,

le lieu de l'extrémité de cette perpendiculaire sera la ligne géodé-

sique chercliée. Par conséquent, si l'on veut obtenir celles de ces

lignes qui passent en Mo, il faudra prendre les solutions de l'é-

quation précédente qui se réduisent à zéro pour le point M„. Ces

solutions ne diffèrent les unes des autres que par un facteur con-

stant; distinguons et désignons par la notation [MqM] celle dont

la dérivée —- se réduit à i pour le point M^. On pourra dire alors

que toute ligne géodésique passant par Mo est définie par l'é-

quation

(20) /j = a[MoM],

où a désigne une constante infiniment petite. Proposons-nous de

déterminer l'angle que fait en Mo cette ligne géodJ-sique avec la

ligne (^). Nous considérerons pour cela le triangle MoM,K, en

(') CiiRisTOFFEL (E.-B.), Allgeineiiie Théorie der geodàtischeii Dreiecke

{Abhandlungen der Kôniglichen Akadeinie der Wissenschaften zu Berlin,

p. 119-176; 1868).
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supposant le point M| infiniment voisin de Mo. Comme il est rec-

tangle en M,, nous aurons

6=^»'»^
Mo M, [^•]m/

en négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur au premier.

En vertu de la définition de la solution [MoM]. on aura donc

De là résulte le théorème suivant, dû à M. Christoffel.

Donnons à la solution [MqM] de l'équation (19), qui est définie

par la double condition de se réduire à o pour Mo et d'avoir sa

dérivée égale à i pour le même point, le nom de longueur réduite

du segment géodésique Mo M. Si, par le point Mo, on mène une

ligne géodésique faisant avec la première Vangle infiniment

petit 9 et qu'on élève en M l'arc perpendiculaireMH jusqu'à la

rencontre de cette ligne géodésique, on aura

(il) MH = e[MoM].

Si i'o et i- sont les abscisses des points M© et M, on aura, comme

nous lavons déjà vu (n" G^S),

V«) [MoM] = ?(Po)?(i')r Jf-'

-5(4) désignant une solution de l'équation différentielle qui ne

s'annule pas pour r = lo-

>Jous voyons, d'après cette formule, que Ion a

[M„M]-[M.Mo] = o.

Si l'on connaît deux solutions
'f

(^'), 'i(i') de l'équation différen-

tielle, satisfaisant nécessairement à une relation de la forme

o(l')tJ;'(f) — ^{V)^'{V) = G,

on trouvera

(23) [MoM]=^ ^
>

et cette nouvelle expression de la distance réduite permet de
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démontrer immédiatement une relation

(24) [ab][cd\ -t- [ac][db] -h [ad][bc] = o,

qui a été donnée par M. Ghristoffei.

Si, sur toutes les lignes géodésiques passant par Mo {/ï'g- 53),

on porte une longueur égale à M^M, on obtiendra une trajectoire

orthogonale à toutes ces lignes géodésiques qui passent en M^. Le

rayon de courbure géodésique de cette trajectoire orthogonale au

point M sera donné par la formule

j_
-I d[MoM]

^'^^^
pg.
~ [MoM] dv

'

que nous nous contenterons d'indiquer.

Il résulte des développements donnés plus haut que les pro-

priétés essentielles de la longueur réduite avaient été utilisées par

M. O. Bonnet avant que cet élément eût été défini par M. Ghris-

toffei.
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CHAPITRE VI.

L\ COURBURE GÉODÉSIQUE ET LE THÉORÈME DE GAUSS.

DéGnilions diverses de la courbure géodésique. — Généralisatioo de différentes

propositions relatives à la courbure des lignes planes. — Définition due à
M. Beltrami de la courbure géodésique. — Détermination de toutes les surfaces
dont les lignes de courbure ont leur courbure géodésique constante. — Le
théorème de Green pour une aire à connexion simple. — Formule de M. O.
Bonnet. — Théorème de Gauss relatif à la courbure totale d'un polygone dont
les côtés sont des lignes géodésiques. — Définition de l'angle de contingence
géodésique. — Formule de M. Liouville. expression de la courbure totale en
un point de la surface au niojen des courbures géodésiques des deux lignes

coordonnée*. — Application de cette formule à un problème de M. Tcheby-
cheff. — Le théorème de Green pour une aire à connexion multiple. — Appli-
cations diverses. — Le théorème de Gauss relatif à la courbure d'un polygone
géodésique ne constitue pas une propriété caractéristique des lignes géodé-
siques.

634. Après avoir développé les principales propositions rela-

tives aux lignes géodésiques, nous allons étudier d'une manière

détaillée la courbure géodésique. Nous avons vu qu'elle est donnée
par la formule

II' — = ddj — r du — /"i
</»-.

Le centre de courbure géodésique, c'est-à-dire le centre de

courbure de la projection de la courbe sur le plan langent, admet
pour coordonnées relativement au trièdre mobile (T)

ar = — pg sin tu, v = p„ costo.

Par conséquent, le ravon vecteur qui joint le point de la surface

au centre de courbure géodésique fera avec l'axe des a: du trièdre

(T) un angle égal à co-^-ou (o — ^ suivant que p„ sera positif

ou négatif.

La courbure géodésique étant un élément des plus importants,

nous en ferons connaître successivement différentes expressions.

D.— ili. 8
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Au premier rang, il faut placer la suivante : nous avons vu (n" 631)

que, si l'on considère un arc quelconque MM' et si l'on porte des

longueurs infiniment petites ). sur les géodésiques normales à

celte courbe de manière à obtenir un arc infiniment voisin RR',

l'accroissement de MM' est défini par la formule

pourvu que l'on donne à A et à Og le même signe quand ces gran-

deurs sont portées dans le même sens.

L'élément ds étant toujours positif, on a, d'après un théorème

connu,
A

MM' MM'

/A^ désignant la valeur de — prise pour un point inconnu de

\Per/ P»
1

•
1 1

l'arc MM' ou encore une moyenne entre la plus petite et la plus

grande des valeurs de ^ relatives aux points compris entre M et M'.

Si nous supposons que l'arc MM' se réduise à l'arc infiniment

petit AR i/ïg' 54), la formule précédente nous donnera

A'B'— AH AA'

p^ différant infiniment peu du rayon de courbure de AB en A. On

peut obtenir un résultat beaucoup plus général par une interpré-

tation directe des formules cpii donnent la courbure géodésique.

03o. Supposons la surface rapportée à des coordonnées rectan-

gulaires quelconques et soit

ds^- = A2 du^- + G^ dv^

l'expression de l'élément linéaire.
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Le rajon de courbure géodésique de la courbe r= const. sera

donné (n° o07) par la formule

AC 'dv

les coordonnées du centre de courbure géodésique étant

^i = o, ji ^ p.

Construisons les quatre courbes coordonnées (w), (u-\-du), (f),

(y-\-di'), qui forment le quadrilatère curviligne M M'P P' (/^o^. 55).

Fig. 35.

v+dv)

On aura

et, par conséquent,

ce qu'on peut écrire

xMM' = A du, MP = Gdv

PP' = A du

PP — MM'

dv
(Xdu) dv;

Hv
dudv.

(2)

L'expression de p pourra donc être présentée sous la forme

I PP— MM'
M P. MM'

C'est le résultat auquel nous avions été conduits plus haut;

mais, dans la première méthode, nous supposions que les trajec-

toires orthogonales de la courbe {v) étaient des géodésiques,

tandis que ce sont maintenant des courbes se succédant d'après

une loi quelconque.

636. Nous avons ainsi une première définition dans laquelle
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on n'a pas à sortir de la surface. Mn voici une autre de même

nature.

Étant donnée une courbe quelconque Mil {fig- 56), menons

la géodésique MM' tangente en M; pour déterminer les points de

la surface, nous prendrons des abscisses MQ := v sur cette ligne

géodésique et nous élèverons en Q des perpendiculaires géodé-

siques PQ = ii.

1ms. 56.

L'élément linéaire aura pour expression

(3) c/a- ^ du"' -4- G 2 dv"^,

et l'on aura pour // = o

C = i,
du

Le développement de C suivant les puissances de a sera donc

de la forme

(4) G = I -f- /2ïi2

h étant une fonction de v.

L'équation de la courbe Mil permettra de développer u en série

suivant les puissances de r. On aura, pour les points de cette

courbe voisins de M,

/( = Av- 4- /i V^ -t- . . . .

Calculons la courbure géodésique de la courbe en M. On a ici

— = doj H- -r— dv,
c„ au

du
G di>

=^ cotto.

En se bornant auv premiers termes des développements, on

trouve

ds = di\ cotoj = j.kç, (.0 = a/iV
•2
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et, par conséquent,

Remplaçons A' par sa valeur dans le développement de u ; nous

trouverons que l'on a. pour tous les points de la courbe MH qui

sont dans le voisinage du point M,

u = -,

• > A-
'-^

c est-a-dire

(5) RS = -l'-t,

ce qui est la généralisation dune formule bien connue relative

aux courbes planes (' ).

637. On pourra lire dans le Traité de Calcul différentiel de

M. J. Bertrand des démonstrations purement géométriques qui per-

mettent de rattacher les unes aux autres les propriétés précédentes.

Nous rencontrerons plus loin (n" 641) d'autres expressions de la

courbure géodésique. Pour le moment, nous nous contenterons

de signaler la définition suivante, dans laquelle on sort de la sur-

face pour construire le centre de courbure géodésique.

Etant donnée une courbe AB {Jig- Sj), imaginons que Ton

mène en ses différents points les tangentes MK, M'K', ... de la

surface qui sont normales à la courbe. Ces tangentes forment une

surface réglée : Le point de chaque génératrice IVIK pour lequel

le plan tangent à cette surface réglée est normal au plan tan-

gent en M est précisément le centre de courbure géodésique de

la courbe AB, pour le point M. Si la surface réglée est déic-

loppable, le centre de courbure géodésique sera le point de

contact de chaque génératrice rectiligne avec l arête de re-

broussement.

Pour établir cette proposition, supposons la surface rapportée

au système de coordonnées déterminé par les géodésiques perpen-

(') Le signe — provient de ce que p, est considéré comme positif quand il est

porté dans le sens correspondant à Tangle w -t- - •
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diculaires à i\.B et par leurs trajectoires orthogonales. L'élément

linéaire de la surface aura la forme si souvent employée

(6) ds'^ = du- -.- G- dv-.

Considérons le trièdre (T) déjà défini et dont l'axe des x est la

tangente à la géodésique. Si on lui imprime un déplacement de

telle manière que le sommet décrive une courbe quelconque, un

point de l'axe des x décrira un arc infiniment petit, dont les pro-

jections sur les arêtes du trièdre seront respectivement

du-i-dx, (C-^riX)dv, — (q du -^ qi dv)x,

d'après les formules du n° 499 [II, p. 3-0]. Supposons d'abord

qu'on se déplace suivant la courbe AB ; v variera seule et, pour

Fi g- 57.

que le déplacement s'effectue dans un plan perpendiculaire au

plan tangent en M, c'est-à-dire pour que le plan tangent au point

considéré à la surface réglée engendrée par MK soit normal an

plan tangent en M, il faudra que la projection du déplacement sur

l'axe des j- soit nulle, c'est-à-dire que l'on ait

On tire de là

Ci ^ l'ix

C _ C

du

et cette valeur de x détermine précisément le centre de courbure

géodésique de la courbe AB. Notre proposition est donc établie.

On en déduit la conséquence suivante :

Imaginons qu'on mène toutes les tangentes aux géodésiques

('=const., c'est-à-dire aux géodésiques normales à la courbe
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donnée. On formera une cong^ruence recliligne aduiellant une

surface focale dont l'une des nappes sera la surface proposée.

Nous allons montrer que la seconde nappe sera le lieu des centres

de courbure géodésique de AB et des courbes parallèles à AB.

Remarquons d'abord que les droites de la congruence, étant

tangentes à une famille de géodésiques tracées sur la surface pro-

posée, sont, par cela même, normales à une surface (n" 441). Par

suite, si l'on envisage une surface réglée quelconque formée avec

les droites de la congruence, les plans tangents à cette surface aux

deux points focaux de l'une quelconque de ses génératrices seront

nécessairement rectangulaires.

Si l'on applique cette remarque à la surface réglée engendrée

par MK quand le point M décrit la courbe AB, on reconnaîtra

immédiatement que le second point focal de MK est le point où le

plan tangent à la surface réglée est perpendiculaire au plan tan-

gent en M. C'est donc, d'après ce que nous avons établi, le centre

de courbure géodésique de AB.

Ainsi, lorsque des droites sont normales à une surface (-) et

forment une congruence dont la surface focale est constituée

par les deux nappes de la surface des centres de courbure de

(-), les arêtes de rebroussenient des développables que Von

peut obtenir avec ces droites engendrent deux familles de géo-

désiques situées respectivement sur les deux nappes de la. sur-

face des centres. Les courbes parallèles qui coupent à angle

droit l'une de ces familles de géodésiques ont leurs centres de

courbure géodésique situés sur l'autre nappe de la surface des

centres.

Cette proposition si générale, sur laquelle nous reviendrons

plus loin, permet de démontrer directement l'un des beaux théo-

rèmes que la Géométrie des surfaces doit à M. ^^ eingarten. Pour

le moment, nous en déduirons seulement le corollaire suivant.

Nous avons considéré les géodésiques normales à AB. Dans le

plan et, par conséquent, pour les surfaces développables, la défini-

tion de la courbure peut se rattacher au point d'intersection de

deux géodésiques normales infiniment voisines. On n'obtiendrait

rien en essayant, pour une surface quelconque, une généralisation

dans cette voie: car, en modifiant la définition de la surface à une
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distance finie de la courbe AB, on change complètement le cours

et les intersections successives des lignes géodésiques. Mais on

peut opérer de la manière suivante.

Traçons i^fig. 58) les géodésiques successives MH, M' H', . . .

,

normales à la courbe AB, et la tangente MK en M à la géod(;-

siqiie MH. Si l'on mène à la seconde géodésiqiie M' II' une tan-

gente PI dont le point de contact sera choisi par la condition

(pi'elle rencontre MK, il est clair que le point cV intersec lion C
des deux droites sera le centre de courbure géodésique de

Varc MM'. Car, dans la congruence formée par les tangentes aux

géodésiques, le point G, étant l'intersection de deux droites

infiniment voisines, sera le second point focal de MK.
Quand la surface devient plane, la construction précédente se

réduit à celle qui donne le centre de courbure par l'intersection

de deux normales infiniment voisines (').

Si l'oQ construit les différentes géodésiques M'H' voisines de

MH, le lieu du point P relatif à chacune d'elles sera évidemment

celle des courbes conjuguées de toutes ces géodésiques qui passe

au point M.

(
'

) Celle consLruclion du ccnlre de courbure 8éo(lési(jue csl due à i\[. Belthami.

Voir le Mémoire inlilulé Rlcevctie di Analisi applicata alla Geomelria {Journal

de Rattaglini, l. II; i86'|).
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Dans le cas d'une ligne de courbure, cette conjuguée des géo-

déslques normales coïncide avec la ligne de courbure elle-même.

Nous avons donc le théorème suivant :

Le lieu des centres de courbure géodêsique d' une ligne de

courbure est celle des développées de cette courbe qui est Ven-

veloppe des normales à la courbe situées dans le plan tangent

à la surface, ou, ce qui est la même chose, qui est l'arête de

rebroussement de la développable enveloppée par les plans

tangents à la surface en tous lespoints de la ligne de courbure.

638. Si la ligne de courbure a son rayon de courbure géodê-

sique constant, la développée précédente devra se réduire à un

point et. par conséquent, la ligne de courbure devra être située

sur une sphère coupant la surface à angle droit.

Cette dernière conséquence a été déjà signalée par M. Ribau-

cour ('). Elle a permis à cet habile géomètre de donner une solu-

tion géométrique d'une question déjà résolue analytiquement par

M. O. Bonnet ( -) : Déterminer toutes les surfaces pour lesquelles

toutes les lignes de courbure ont leur courbure géodêsique con-

stante.

Il résulte, en effet, de la remarque faite par M. Ribaucour que

les lignes de courbure de chaque famille devront être sur une

série de sphères coupant la surface à angle droit. Comme les

sphères qui contiennent deux lignes de courbure appartenant à

des familles différentes se coupent nécessairement à angle droit,

nous aurons en premier lieu à résoudre le problème suivant :

Déterminer deux familles de sphères jouissant de la pro-

priété que chaque sphère de l'une des familles coupe à angle

droit toutes celles de l'autre.

On connaît la solution de cette question et Ton sait que, par une

inversion réelle, on peut toujours amener l'une des familles à être

composée, soit de sphères concentriques ou de plans parallèles.

{•) Ribaucour, Sur la théorie des surfaces {Bulletin de la Société philoma-

thique, p. a^ ; 1870).

(*) O. Bonnet, Mémoire sur la théorie des sur/aces applicables {Journal

de l'École Polytechnique, \Ul' Caliier, p. 182 et suivantes; 1867).
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soit (le plans passant par une droite. Dans le premier cas, la sur-

face, étant coupée à angle droit par une série de sphères concen-

triques ou par une série de plans parallèles, ne peut être qu'un

cône ou un cylindre. Dans le second cas, la surface, étant coupée

à angle droit par tous les plans qui passent par une droite, est

nécessairement une surface de révolution, admettant cette droite

pour axe. Nous avons donc le résultat suivant :

Les seules surfaces dont toutes les lignes de courbure aient

leur courbure géodésique constante sont les surfaces de révo-

lution, les cônes, les cylindres et les transformées de ces sur-

faces par inversion.

639. Nous aurons, dans ce qui va suivre, à nous appuyer sur le

théorème de Green qui donne la transformation d'une intégrale

curviligne en une intégrale double. Nous allons d'abord présenter

quelques remarques sur ce théorème et ses applications à la

théorie des surfaces.

Considérons une portion de surface à connexion simple, limitée

par un contour AA'BB' {fig- 39); et soit

/<

une intégrale relative à ce contour, que l'on supposera parcouru

dans le sens de la flèche.

Supposons que les fonctions M et N de u et de «' restent finies,

uniformes et continues et qu'elles admettent des dérivées pour

tous les points à l'intérieur du contour. Le théorème de Green

nous apprend que l'intégrale simple précédente peut être rem-

placée par une intégrale double relative à toute l'aire limitée par

ce contour. Les remarques suivantes conduisent à ce résultat par

la voie qui nous paraît la plus naturelle.

Le caractère essentiel d'une intégrale double, d'une fonction de

surface, est évidemment le suivant : si l'on décompose par des

sections la surface en deux ou plusieurs parties, l'intégrale totale

est la somme de celles qui sont relatives à ces diverses parties. Or
il est aisé de voir que cette propriété appartient à notre intégrale

curviligne; car, si l'on découpe l'aire en deux parties par la ligne

AHB, l'intégrale relative au contour primitif A A'BB' est la somme



LA COURBURE GÉODÉSIQIE. 123

des intégrales relatives aux deux, contours partiels AA'BHA,

AHBB'A que Ton peut former avec AB. En continuant ainsi à

effectuer des sections et à décomposer les contours, oh verra que

l'intégrale primitive peut être remplacée par la somme des inté-

lïi'ales relatives à des contours infiniment petits, parcourus dans le

même sens que le contour primitif. Or il est très aisé de montrer

que de telles intégrales curvilignes sont proportionnelles à l'aire

du contour auquel elles se rapportent.

Considérons, en effet, un contour infiniment petit mnp

{Jig. 60); nous commencerons par supposer que les courbes coor-

Fig. 60.

lonnéesqui se croisent dans son intérieur forment un système de

lailles analogue à celui que l'on obtient dans le plan avec les

îoordonnées de Descartes. Alors les coordonnées u et r varieront

pnfiniraentpeu dans l'intérieur du contour, et, si Uq, t'o désignent

les valeurs de ces coordonnées pour un point A de l'intérieur,
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les diflérences u — iia-, v — Co seront infiniment petites pour tous

les points à lintérieur du contour. C'est ce qui n'aurait pas lieu

si l'on employait, par exemple, des coordonnées polaires ayant

leur pôle en A; v désignant l'angle polaire, celte coordonnée

prendrait toutes les valeurs possibles à l'intérieur du contour.

Puisque les différences u — «(,5 ^' — <^o sont infiniment petites,

on pourra développer M et N par la série de Taylor. On aura

l'indice o indiquant les valeurs des fonctions pour le point A. Par

conséquent, on aura

|( M du -+- N dv ) = Mo Çdu ^.~ / ~i \
f(

u -uo) du + (
^-J^ j f{

c - t^o ) du

les termes non écrits n'ayant, on le reconnaîtra aisément, aucune

influence sur le résultat final parce qu'ils sont infiniment petits

par rapport à l'aire comprise à l'intérieur du contour.

La première, la deuxième, la quatrième et la sixième intégrale

de la formule précédente sont évidemment nulles quand on les

étend à tout le contour. Il nous resteMonc à examiner seulement

les deux termes

Oi

-^jj(.-.,)du^i^-)^jiu-u,)dv.

( 7 ) fia — «0 ) d^' = — / ( (' — l'o ) dii =11 du dv,

l'intégrale double étant étendue à toute l'aire limitée par le con-

tour. On peut donc écrire

11 suit de là que l'intégrale curviligne primitive peut être rem- m
placée par l'intégrale double dont l'élément est le second terme

I
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de la formule précédente, et l'on a

(8) /(Mdu + yd.) =ff{f^
- '^)dud..

C'est la formule de Green(*).

La démonstralion précédente est évidemment inférieure sous

le rapport de la rigueur à celle que l'on donne habituellement cl

que l'on pourra consulter, par exemple, dans le Cours de M. Her-

mite (-)^ mais elle offre l'avantage de bien faire saisir la raison

de cette transformation si curieuse d'une intégrale simple en une

intégrale double; elle nous montre aussi que, s'il existe des points

où toutes les courbes coordonnées d'un système viennent se

croiser, il faudra les entourer dune petite courbe, et l'intégrale

curviligne primitive sera égale à la somme des intégrales relatives

à ces courbes infiniment petites, augmentée de l'intégrale double

étendue à toute la portion de l'aire qui est extérieure à ces

courbes.

640. Appliquons le théorème de Green à l'équation qui donne

le ravon de courbure géodésique

(g j
— = doj -r- r du — /i di\

() D'après la manière même dont on a obtenu cette formule, on déterminera

sans difliculté le signe qu'il faut donner, dans l'intégrale double, à l'élément

dudv. Il résulte, en effet, des équations (7) que. si l'on considère, par exemple,

l'élément de surface compris entre les courbes de paramètres h. m — du, v.

r -r- dv. on a

du dv = ^ / ( M rft- — v du ),

l'intégrale curviligne s'appliquant au contour qui limite cette aire, parcouru

dans le même sens que le contour primitif. De là on déduira facilement la règle

suivante.

Définissons comme sens positif sur cbacune des courbes coordonnées le sens

dans lequel augmente la coordonnée qui demeure variable sur celte courbe.

L'élément dudv devra être positif si, pour un point à l'intérieur de cet élément,

la rotation qui amène la partie positive de la courbe de paramètre v du côté de

la partie positive de la courbe de paramètre u est de même sens que la rotation

autour du contour total; il sera négatif dans le cas contraire.

(') Hermite, Cours autograpide de la Faculté des Sciences, 3* édition,

8* Leçon : 188-.
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Nous aurons donc

I
do) — / — =—

I
{r du -^ /'i dv),

les intégrales étant étendues atout contour fermé. On a, d'ailleurs,

en vertu de la formule (8),

J(
r du + ;, ./.)

---Jfi^-^i
- ~^du dç.

On est ainsi conduit à la relation fondamentale

où l'on peut transformer le second membre, en employant l'ex-

pression delà courbure totale donnée au n° 496. On obtient ainsi

la formule entièrement géométrique

<") I"'"~Ifrf.i

l'intégrale double étant étendue à toute l'aire comprise dans le con-

tour et ch désignant l'élément de cette aire, pris avec le signe qui

lui appartient ( ^).

Cette équation, où figure le rayon de courbure géodésique, a été

donnée pour la première fois par M. Bonnet (-). Toutes les quan-

tités qui j figurent sont parfaitement définies; co est l'angle de la

tangente au contour supposé parcouru dans le sens direct avec

l'axe des x du trièdre (T); le rajon Og doit être considéré comme

positif ou négatif suivant qu'il est porté dans le sens correspondant

à l'angle to -+- - ou en sens contraire. Elle ne peut cesser d'être

vraie que s'il est impossible de rapporter l'intérieur de l'aire à

(') V^oici comment on déterminera ce signe. Soient A un point quelconque de la

surface à l'intérieur de d<s et (T) le trièdre relatif à ce point. On peut considérer

da comme un petit élément situé dans le plan des xy de ce trièdre. Si l'on tourne

dans ce plan autour de l'origine et dans le même sens que sur le contour limite,

il faudra donner à c?j le signe + ou le signe — suivant que la rotation se fera de

l'axe des a; vers l'axe des y ou en sens contraire. C'est la règle suivie habituelle-

ment, d'après Gauss et Môbius, pour fixer le signe d'une aire.

(^) O. Bonnet, Mémoire sur la théorie générale des surfaces {Journal de

l'École Polytechnique, XXXIP Cahier, p. i2/|; 1848).
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un système de coordonnées salisfaisant à toutes les conditions

énoncées dans la démonstration du théorème de Green. Nous
allons en faire différentes applications.

641. Considérons d'abord un triangle géodésique ABC (/î"^. 6i).

Si le contour ne présentait pas les points saillants A, B, C, l'inté-

grale
I

dià serait évidemment égale à 2t; car la tangente a

fait un tour complet quand on revient au point de départ. Pour

Fis. 6i.

avoir la valeur de celte intégrale, il faudra donc retrancher de 2-

les angles dont la tangente tourne en A, B, C, c'est-à-dire t. — A,

- — B, t: — C. Comme la courbure — est nulle en chaque point
?g

du contour, la formule (11) nous donne

(12) A-B-C-.=j7^,.

C'est le théorème célèbre de Gauss.

La démonstration précédente suppose évidemment que le tri-

angle géodésique suffit à limiter une portion de la surface, ce qui

n'a pas toujours lieu dans les surfaces à connexion multiple, telles

que le tore. Mais on pourrait objecter encore que, peut-être,

toutes les conditions indiquées pour l'application du théorème de

Green ne se trouveront pas réahsées. Pour écarter toutes ces diffi-

cultés, on peut remarquer avec M. Bertrand que le théorème de

Gauss est nécessairement vrai pour un triangle géodésique fini

dès qu'il ''est établi pour un triangle infiniment petit. Si l'on dé-

compose en effet, par des sections géodésiques, le triangle ABC
en triangles plus petits, on reconnaîtra que légalité relative à ce
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triangle résulte de l'addition de toutes celles qui se rapportent aux

triangles partiels. Il résulte de cette remarque que le théorème

de Gaviss est toujours vrai dès cpie le triangle géodésique suffit, à

lui seul, à limiter une portion continue de la surface, ne conte-

nant aucun point singulier dans son intérieur; car toutes les con-

ditions supposées dans la démonstration sont évidemment vérifiées

pour des triangles suffisamment petits limitant une aire qui ne

renferme aucune singularité.

La démonstration précédente s'applique également à un poly-

gone dont les côtés sont des lignes géodésiques ; et elle nous

montre que la courbure totale d'une portion de la surface li-

mitée par un polygone dont les côtés sont des lignes géodé-

siques est égale à l'excès de la somme des angles de ce poly-

gone sur autant de fois le nombre 7: quil y a de côtés moins

deux. Au reste, cette proposition plus générale est un simple co-

rollaire du théorème de Gauss et peut s'en déduire par la décom-

[)Osition du polygone en triangles.

Il est inutile de faire remarquer que le théorème de Gauss

|)eut être envisagé comme une helle généralisation de la proposi-

tion d'Albert Girard relative à l'aire du triangle sphérique. Si on

l'applique, en effet, à une surface de courbure constante et égale

à l'unité, on reconnaît immédiatement qu'il donne l'aire d'un tri-

angle géodésique en fonction des angles de ce triangle; et l'ex-

pression ainsi obtenue est identique, comme il fallait s'y attendre,

à celle que l'on connaît depuis longtemps pour le triangle sphé-

rique. Le même théorème, appliqué à une surface de courbure

constante mais négative, nous montre que, dans toute surface de

ce genre, la somme des angles d'un triangle géodésique est infé-

rieure à deux droits, et que le déficit mesure précisément l'aire du

triangle géodésique. Nous aurons l'occasion de revenir sur ces

remarques.

612. Nous allons maintenant indiquer une application d'une

nature toute diflerente, qui nous conduira à une expression nou-

velle de la courbure géodésique. Soit AB {fig. 62) un arc de

courbe quelconque; menons les géodésiques AC, BC tangentes

en A et B. Nous formerons ainsi un contour ABC auquel on

pourra appliquer la formule générale.



LA COURBURE GEODÉSIQUE. I29

En raisonnant comme dans le cas du triangle géodésique, on

trouve

fdvj = A -^ B — C— - = — BGH,

et, par conséquent, la formule (lo) nous donne ici

Ja Ps- J J RR

Fiff. 62.

Si nous supposons Tare AB infiniment petit, l'intégrale double

du second membre est du troisième ordre, comme l'aire du tri-

angle ABC. On a d'ailleurs, en négligeant les infiniment petits du

second ordre,

Zgf^ désignant le rayon de courbure géodésique en A. Il vient donc

.i3) ii^=_BGH,

le rayon de courbure étant, d'après nos conventions, considéré

comme positif lorsqu'il sera dirigé du côté de C.

L'angle BCH de deux géodésiques tangentes infiniment voisines

a reçu de M. Liouville le nom à'angle de contingence géodé-

sique ('). On voit que son expression, tout à fait semblable à

celle que l'on emploie dans la théorie des courbes planes, nous

fournit une définition nouvelle de la courbure géodésique. Cette

(') Liouville ( J.), Sur la théorie générale des surfaces {Journal de Liou-

ville, t. \VI. p. i3o; i85i).

D.-III. 9
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définition, que l'on peut d'ailleurs établir directement, permet de

rattacher la formule générale de M. Bonnet à celle de Gauss : il

suffira de remplacer chaque courbe par un pohgone circonscrit

formé d'un nombre illimité de lignes géodésiques.

Comme on a, en négligeant seulement les termes du troisième

ordre,

•^ ds _ rh /_!_ _ _!_/'

on pourra substituer à la relation (i3) la suivante

(i4) — ( \
=--BGII,

dans laquelle les erreurs commises sont seulement de Torche

de ds"^.

643. Il ne nous reste plus, pour achever l'étude de la courbure

géodésique, qu'à faire connaître une formule élégante, due à

M. Liouville, qui permet d'exprimer la courbure totale de la sur-

face au moyen des rayons de courbure géodésique des courbes

coordonnées.

Supposons l'élément linéaire donné par la formule

(i5) ds- = \.'^ du--i- 2AG co?, y. du dv -t- G- dv'''.

Nous avons obtenu, pour les courbures géodésiques des Hgnes

coordonnées, les expressions suivantes [II, p. 3()i]

G da A dm
(16) — = 3- + ''1' = 1 1- '•
^ '

pffç,
dv pffu au

Si l'on porte les valeurs de r, /'i déduites de ces équations dans

l'expression (i5) delà courbure [II, p. 364], on aura

AGsina d / \ \ à / C \ ^^'a

(17)
RIi' ài> \ Pffu / du \ pgv j du dv

C'est la formule de M. Liouville (' ). Dans le cas des coordonnées

rectangulaires, elle est susceptible d'une transformation élégante.

(') On la trouvera clans l'article cjuc nous venons de citer.
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Etlectuons les dérivalions et remarquons que l'on a

0\ — AC dC \C
àv Peu àu

en remplaçant les dérivées deA et deC par ces valeurs el divisant

par AC, nous trouverons

_•_ ^ V ?gu } _ \ ?g.- ^ I i_

RR' Càv S. Ou 0*- 3* '

OU encore, en désignant A</«, Cdv respectivement par âsu,dst.^

,,S.
I ^ \?^,./ \?fr^/ r i_

^'
RR' Os,. ds„ ;i ;* '

La courbure totale de la surface se trouve ainsi exprimée d'une

manière entièrement géométrique en fonction des courbures

géodésiques de deux courbes coordonnées appartenant à un

-vstème orthogonal et de leurs dérivées par rapport à la normale.

M. Bertrand a montré que la formule de M. Liouville résulte

immédiatement du théorème de Gauss.

Appliquons, en effet, la formule générale de M. Bonnet au qua-

drilatère curviligne formé par quatre lignes coordonnées (^/),

{u-r- Af/), (r), (v + \v) {Jîg. 63). On aura d'abord

/' — M') — (r — P' I — (
- — P) — (- — M>,

M. M', P, P' désignant les angles intérieurs du quadrilatère

MM'P'P. Si X désigne l'angle des lignes coordonnées, on aura évi-

demment

A„^ désignant, selon l'usage, la différence seconde de a lorsque ii

et V reçoivent respectivement les accroissements Am et Ai-,

/(fs— étendue à tout le contour.

On aura

r ds r^' A du _ r^ c^ _ r^ xdu _ r^r.d.-
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c'est-à-dire

MVKE VI. C 11 A 1' I r R E VI.

Cdv

;l, par conséquent, la formule de M. Bonnet nous donnera

r
"' A du r '' c dv r r ACsin g du dv

^ //. f ^

l'intégrale double étant étendue à tout l'intérieur du ([uadrilatèie.

Si ^u et ^v deviennent infiniment petits, cette formnle se réduit

évidemment à celle de M. Liouville.

Fis. 63.

H'+Au)

(M+Aî()

Nous allons indiquer quelques applications. Supposons d'aboni

que les lignes coordonnées soient toutes des géodésiques; — .
--

seront nuls et l'on aura, pour l'expression de la courbure,

(•9)

AG sina _ ()^a

""RIV^ ~ Ou ùv

Si l'élément linéaire de la surface a été ramené à la forme

^ .^o

)

ds^ =-- du^ + <r/p- -r- 2 du di>coscc,

on aura

I ÔX 1

(^0 p^„
~ Ou' Pffi,

Oç
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et, par conséquenl,

sinx

dudv

La forme (20) de réiément linéaire, sur laquelle nous aurons

l'occasion de revenir, offre quelque intérêt au point de vue géomé-

trique; si l'on fait croître les variables // et r par degrés égaux, on

obtient une division de la surface en losanges infiniment petits

dont les côtés sont tous égaux, mais dont les angles sont variables.

Considérons, avec M. Tchebvchef ('), une étoffe formée par deux

svstèmes de fils croisés à angle droit. Si l'on admet, avec l'éminent

géomètre russe, que, dans toute déformation de l'étoffe, le point

d'intersection de deux fils rectangulaires quelconques n'est pas

changé, mais que l'angle seul de ces deux fils a pu varier, il est

clair que l'élément linéaire de la surface formée par l'étoffe, pri-

mitivement défini par la formule

ds"^ = du-— dv*,

prendra, par la déformation de l'étoffe, la forme

ds- = du-— di-- -^ i cos a du dv,

>ù a sera une fonction quelconque de u et de r. Ainsi, d'après les

Idées que nous venons d'exposer, il faudrait, pour habiller une

surface, résoudre le problème de Géométrie suivant :

Ramener, par un choix convenable des courbes coordonnées,

Vêlement linéaire de la surface proposée à la forme (20).

64i. Revenons maintenant au théorème de Green et supposons

lue plusieurs courbes soient nécessaires pour limiter la portion

[de surface que l'on considère. Ce cas peut se présenter pour les

[surfaces les plus simples, comme le plan, la sphère, etc. Par

lexemple, on peut considérer (^o'. 64 ) la portion d'une surface

Icomprise entre la courbe (A) et les courbes (B) el(C). On suivra,

lans ce cas. la méthode bien connue et l'on fera des sections qui

lous ramèneront à l'hvpothèse examinée en premier lieu. Ici. par

(•) TcHEBYCHEF. Sur la coupe des vêtements {Association française pour

l'avancement des Sciences. Congrès de Paris, p. i5^: 1878).
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exemple, nous joindrons par des traits a^ et oz les courbes (A) et

(B), (B) et (G), transformant ainsi la portion de surface consi-

dérée en une aire à connexion simple; puis nous suivrons le con-

tour total a j3 Y S î ^7) £ 9 [i a x). a, dans un sens ou dans l'autre,

par exemple de manière à laisser toujours l'aire à notre gauche.

Les cliemins a|j, ot étant parcourus deux fois en sens contraire,

les valeurs de Tintégrale

/ (Al du-^ ^<r/^')

relatives à ces portions du contour se détruiront si, conformémeni

à l'hypothèse, les fonctions M et N sont uniformes; et il restera

Fig. 64.

seulement à étendre l'intégrale précédente aux trois courbes (A)

(B), (G), parcourues chacune dans un sens tel que l'aire considérée

soit toujours à la gauche du mobile. On aura donc, en répétant la

démonstration cpie nous avons donnée plus haut,

le signe /, indiquant que l'intégrale du premier membre doitêtre

étendue à toutes les courbes limites. Et, s'il existe, à l'intérieur de

l'aire, des points pourlesquels les conditions decontinuité ne soient

pas satisfaites, on les isolera par une courbe que l'on joindra à

celles qui limitent la région considérée.

Faisons l'application à la formule qui donne le rayon de cour-
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bure géodésique; nous aurons

les signes 51 ^M ^J^''*'^
1* même signification que précédemment.

64o. Dans le cas où la surface u"a pas de limites et où les con-

ditions que nous avons énoncées sont remplies en chaque point

de la surface, on aura

C est ce qui a lieu, par exemple, pour le tore engendré par un

cercle tournant autour d'un axe situé dans son plan mais ne le

rencontrant pas. Si l'on rapporte cette surface au système formé

par les méridiens et les parallèles, toute région infiniment petite

de la surface sera traversée parle réseau de ces lignes comme une

région du plan Test par des droites parallèles à deux axes coor-

donnés. La courbure totale du tore sera donc nulle. On peut con-

firmer ce résultat en considérant successivement la portion con-

vexe et la portion à courbures opposées de la surface. La portion

convexe, par exemple, est limitée par les deux parallèles extrêmes

de la surface. Pour chacun d'eux, on a évidemment

CO ^ o,
rds

et, par conséquent, cette portion convexe a pour courbure 4~-

Quant à la courbure de l'autre portion, elle est exprimée par des

intégrales étendues aux mêmes contours, mais dont tous les élé-

ments sont égaux et de signe contraire à ceux des intégrales pré-

cédentes. Elle est donc égale à — 4" et la courbure totale est

nulle.

Une sphère, un ellipsoïde ont évidemment une courbure totale

égale à ^Tz. Les remarques précédentes nous conduisent par suite à

cette conclusion qu'il est impossible de rapporter ces surfaces à des

systèmes de coordonnées permettant de découper chaque région

de la surface en mailles rectangulaires. Et en effet, quel que soit

le système de coordonnées employé sur une sphère, il y aura tou-

jours, dans l'application de la formule générale, des points ou des
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lignes à isoler. Si l'on rapporte, par exemple, la sphère au système

formé des méridiens et des parallèles, il faudra isoler les deux

pôles; si Ton emploie les coordonnées elliptiques, il faudra isoler

les quatre foyers, etc. Mais on peut appliquer la formule géné-

rale à la zone comprise entre deux parallèles de colatitudes Qq et

B,. On aura, pour le premier parallèle,

/d(j) = o. — / — — 2 7:008 Oy

et, pour le second,

/ «?(0 = O, — / — = — 9t7:COs6i.

La formule générale deviendra

(25) a-(cos6o— cosOi) = / / îTi'

ce qui est bien d'accord avec les résultats connus.

646. Nous donnerons, en terminant, une transformation de la

formule générale qui permet d'éliminer la courbure géodésique.

Nous avons vu (n° 631) qu'étant donné un arc de courbe MM', si

l'on porte sur les normales géodésiques des longueurs infiniment

petites )., la variation de cet arc a pour expression

SMM'=— f''Ids

Si nous appliquons cette formule à un contour fermé et si nous

supposons \ constant et égal à on, elle nous donnera

. _. 8s rds
(26) j- =— / —,

S désignant l'arc de la courbe et l'intégrale étant étendue à tout le

contour. L'emploi de cette relation permet d'écrire la formule (:>.4)

sous la forme

i:(/--l^)=//
dn

RR'

Mais il importe de remarquer que, d'après la convention rela-

tive au signe de ^g, la longueur constante on doit être portée sur
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la portion des normales géodesiques du contour dirigée vers

l'intérieur de l'aire, si le contour est supposé parcouru dans

le sens direct. Pour définir d'une manière tout à fait précise le

sens direct, il suffit d'imaginer un observateur placé sur la surface

du même côté que la partie positive Oz de l'axe des z du trièdre

(T). Le sens direct sera celui dans lequel cet observateur suivrait

les diverses parties du contour en laissant toujours à sa gauche

l'aire considérée.

Les intégrales / diù qui figurent dans la formule (27) sont

étendues aux différentes courbes qui forment le contour. Soit (C)

l'une de ces courbes: si elle n'a aucun point saillant, l'intégrale

correspondante sera évidemment un multiple de 27:, puisque,

après un tour complet, les lignes trigonométriques de co repren-

nent la même valeur: si, au contraire, la courbe est brisée, on aura

/ rfty = 2/j- — Xe.

h étant entier et ^H désignant la somme des angles H dont la tan-

gente tourne brusquement à chaque point saillant.

647. Les propriétés que nous venons de faire connaître suc-

cessivement se ramènent en dernière analyse au beau théorème de

Gauss sur la courbure du triangle géodésique. Il est naturel de se

demander si ce théorème constitue une propriété caractéristique

des lignes géodésiques. La réponse à cette question n'offre aucune

difficulté.

Reprenons la formule (9) qui donne le ravon de courbure

géodésique et qui conduit à l'équation

us. f''—fî=jyé'
où les intégrales simples et double ont la signification plusieurs

fois rappelée. Le théorème de Gauss et la formule plus générale

de M. O. Bonnet reposent sur l'équation

que l'on déduit de la précédente en supposant que le contour est
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exclusivement formé de lignes géodésiques. La question que nous

avons maintenant à nous proposer est donc la suivante : Est-il

nécessaire, pour que Véquation (29) ait lieu, que le contour soit

formé de lignes géodésiques? Or, si nous comparons cette équa-

tion (29) qui doit avoir lieu à la relation (28), qui est absolument

générale, nous reconnaissons qu'elle équivaut à la suivante

(3o) /•'iî=o,

OÙ l'intégrale est étendue à tout le contour. Cette condition est

évidemment vérifiée si — est nul en chaque point du contour,

c'est-à-dire si le contour est formé de lignes géodésiques; mais

elle aura lieu encore dans le cas bien plus général où toutes les

courbes qui composent le contour satisferaient à l'équation du

second ordre

ds
(3r) — = d--D(u, 1-),

?(r

o étant une fonction arbitraire assujettie à l'unique condition

d'avoir une valeur bien déterminée en chaque point de la surface.

Nous sommes donc conduits à la conclusion suivante.

Le théorème de Gauss ne constitue nullement une propriété

caractéristique des lignes géodésiques; il est encore vrai pour

toutes les courbes qui satisfont à l'équation (3i), c'esl-à-dire pour

lesquelles l'angle de contingence géodésique est la différentielle

exacte d'une fonction de ])oint.

C'est ainsi que, si l'on considère dans le plan les courbes qui

satisfont à l'équalion différentielle

ds , .— = d'^{x, y),

X e\ y désignantles coordonnées cartésiennes, la somme des angles

d'un triangle curviligne quelconque formé avec trois de ces courbes

sera égale à deux droits.

Plus généralement, si l'on considérait une intégrale double quel-

conque

//'
— -— du dv
oi> ou I
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et les courbes satisfaisant à réqualion différentielle

lintégrale double, étendue à tout polygone formé de ces courbes,

S'exprimerait en fonction de la somme des accroissements que

prend la fonction o quand on passe d'un côté du polygone au sui-

vant. Ces remarques n'ont peut-être pas d'importance pratique;

mais elles font mieux comprendre les méthodes précédentes (•).

( ) LtAKBOLx. Sur une série de lignes analogues aux lignes geodésiques

{Annales de l'École \ormale, t. VII, i" série: 1870).
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CHAPITRE YII.

LES CERCLES GÉODÉSIQUES.

Nouvelle application du théorème de Green
;
généralisalioii du théorème des

projections. — Expi-ession analytique du rayon de courbure géodésique d'une

courbe définie de la manière la plus générale par une équation quelconque en

coordonnées curvilignes. — Étude des courbes (F) qui sont définies par cette

propriété qu'en chacun de leurs points la courbui'e géodésique soit une fonc-

tion donnée à l'avance des coordonnées du point. — Équation du second ordre

au moyen de laquelle on les détermine. — On peut, comme dans le cas des

lignes géodésiques, ramener la détermination de ces courbes à l'intégration

d'une équation aux dérivées partielles du pi'cmier ordre. — Propositions et

propriétés de maximum ou de minimum analogues à celles des lignes géodé-

siques. — Des cercles géodésiques, c'est-à-dire des courbes dont la courbure

géodésique est constante. — Détermination des cercles géodésiques pour toutes

les surfaces applicables sur des surfaces de révolution. — Propriétés relatives

à la courbure géodésique dans les systèmes isothermes. — Systèmes orthogo-

naux composés de deux familles de ccixles géodésiques. — Cas des surfaces

à courbure constante.

Gi8. Considérons un faisceau de courbes (cp) représenté par

Péquation
o(u, v) = const.

et une courbe fermée (A) {/ig. Gà). Calculons, en chaque point

de (A), l'angle de la courbe (A) et de la courbe ('f)qui passe

en ce point, supposées l'une et l'autre parcourues dans le sens

indiqué par les flèches. Si l'élément linéaire est donné sous la forme

de Gauss, on aura

, E duoii^F( du oç — dv ou ) -i- G dv oc
(i) cosO — j-^ »

^ ' ds os

les symboles d et o se rapportant respectivement à la courbe (A)

et à la courbe (es). On aura donc

do ^ do ^—•- ou M- -' Of = o,
ou Oi'
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et, par conséquent

«2)
'^^ H v^A^

Ou

H désignant le radical ^ EG — F^ el A.p étant le paramètre diffé-

rentiel déjà rencontré dans la théorie des lignes géodésiques. Le
radical aura son signe déterminé parla condition que les \aleurs

Fig. 65.

de OM, o^' correspondent au sens marqué par les tiédies sur les

courbes (s). En portant les valeurs de om, w dans l'expression de
cos^, on trouvera

ds co> H ~ -^^— du =^— dv.

ou. plus simplement.

H v.A:. H/Â^

(3) ds cose = H
fi V^A:;

du — H

'(?^j '^tu)

</i-.

Par suite, l'intégrale

/ coserfj

étendue au contour (A) sera égale, d'après le théorème de Green,

à l'intégrale double

/;/?("f
^/
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D'autre part, d'après la démonstration même que nous avons

donnée de ce théorème, la même intégrale curviligne sera égale à

la somme des intégrales analogues relatives à chacun des con-

tours infiniment petits dans lesquels on peut résoudre le contour

(A). Prenons pour un de ces contours celui qui est formé (//:,'. 66)

lM2. 6G.

^i?+dV}

>(?)

par deux courbes infiniment voisines (es), (es + do) et par deux de

leurs trajectoires orthogonales infiniment voisines. Soit ALM'P'P

ce contour, qui sera parcouru dans le sens indiqué par les lettres.

On a évidemment

/ ds cosO = MM', / ds cosO = o,

•^ -H t. .11'

Jf </scosO= — PP', / <:/;ScosO = o,

P' t-'

p

et, par conséquent, l'intégrale étendue à tout le contour aura pour

valeur

MM — PP'.

Si l'on emploie l'expression de la courbure géodésique donnée au

n" 63o, on trouvera

(4) MM'-pp'=MEiSn!,

p^ désignant le rayon de courbure de la courbe ('j) au point M,

rayon qui sera considéré comme positif seulement s'il est porté

dans le sens MP. D'ailleurs, comme MM'.MP représente l'aire c/y

comprise à l'intérieur du contour INOFP'P, on peut écrire la re-

lation

(5) / ds cosO = / / —
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qui donne une nouvelle expression de lintégrale curviligne étendue
au contour (A).

Si nous l'égalons à l'expression déjà trouvée, nous obtiendrons
la relation

^«=7;/[^("f)-("f)]"'
où les deux intégrales doubles sont étendues lune et lautre à la
même aire. Comme cette aire est d'ailleurs limitée par un contour
quelconque, il faut nécessairement que les éléments des deux in-
tégrales soient égaux. On aura donc, en remplaçant c/t par H du ch\
l'équation

(6) li=_l/Hl/^\_l
?s àuK

A^"^ \ ^^'

du

qui fera connaître la courbure géodésique des courbes (o). Cette
formule élégante est due à M. O. Bonnet, qui l'a démontrée par
d'autres considérations (').

La formule (5), qui résulte delà méthode précédente, peut être
considérée comme une généralisation du théorème des projections.
Supposons, en effet, que les courbes (o) deviennent des droites
parallèles dans le plan. On aura, pour tous les points de l'aire,

f>g= ûc et, par suite,

/ ds cos6 = o,

ce qui constitue l'expression analytique du théorème des projec-
tions.

649. On peut faire reposer sur l'équation (6) la théorie des
courbes dont la courbure géodésique est une fonction quelconque
donnée à l'avance, F(w, v), des coordonnées u et v du point de
la courbe. Ces courbes sont définies par l'équation différentielle

{') O. lîoxxET. Mémoire sur l'emploi d'un nouveau système de variables
dans Vétude des propriétés des surfaces courbes {Journal de Liouville, a* série,

t. V, p. i64; i86o).
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du second ordre

( 7

)

F(u, v) ds = cho -f- /• du -•- fi dv,

que l'on déduit immédiatement de l'expression connue du rayon

de coui^bure géodésique. Elles comprennent comme cas particulier

les courbes dont la courbure géodésique est constante, et elles

donnent la solution d'un intéressant problème de Calcul des

variations. Il nous suffira, pour le montrer, de suivre la méthode

que nous avons déjà employée (Livre V, Chap. IV) dans l'étude

des lignes géodésiques. Pour abréger, nous désignerons sous le

nom de couj-bes (F) toutes celles que nous venons de définir et

qui satisfont à l'équation précédente ou, si l'on veut, à la suivante

(8) •- = F(«, (^).

Soit
o(u. v) = const.

l'équation d'une famille quelconque de courbes (F). En adoptant

l'expression (6) de la courbure géodésique, nous voyons que o

devra satisfaire identiquement à l'équation aux dérivées partielles

suivante

d /„()v/Â^\ /, r)v/Iô\
,„, H Viu, .,, + 5^-

(
" tV )

''"

-t/ " ^^ ^ = "

Or on peut toujours, et d'une infinité de manières, mettre le

produit HF sous la forme ('
)

(lo) H b{u, ç) = — •

Si l'on substitue cette expression dans l'équation (9) et si l'on

désigne, pour abréger, par p' et q' les dérivées de cp, on mettra

l'équation à intégrer sous la forme

.4("^-f-^)-J^("^--

(') Par exemple, on donnera M arbitrairement et Ton déterminera N par nne

quadrature.
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En introduisant une fonction auxiliaire dont nous désignerons

les dérivées par/? et q, on peut évidemment remplacer l'équatiop

précédente par le système suivant :

Or ces deux équations ne contiennent 3 que dans le rapport —, •

On pourra donc éliminer ce rapport et l'on sera ainsi conduit à

l'équation du premier ordre pour

E ( X -4- 7 1 î — 3 F . \ _ y ^ , M — /, ,
-^ G ( M — /> )

î

li) EG — Fi

qui se réduit à celle que nous avons donnée pour les lignes géo-

tlésiques quand on j fait M = ?s =: o.

11 suffit de se rappeler les résultais établis au Li\re V(Chap. V)
cl l'on reconnaîtra immédiatement que l'équation précédente ex-

prime la condition nécessaire et suffisante pour que la différence

ds*- — ( rfO H- -M du -^ \ dv |i,

considérée comme une fonction homogène de du et de dv, soit un

larré parfait

( 2 du -r- 3 dv )- ;

il résulte d'ailleurs des formules (12) que ce carré aura pour

expression
d£

Nous sommes donc conduits à la proposition suivante :

Pour obtenir toutes les familles de courbes (F), // suffira de

déterminer une solution quelconque de Véquation aux dérivées

partielles {iV). Cette solution H étant trouvée, le carré de Vêle-

ment linéaire pourl'a se mettre sous la forme

1 1 4

j

ds- = (d^ — AI du -^ N dv}-+ ( a rf < -f- 3 dv)-,

et l'équation différentielle

a. du — ,3 dsr' = o

définira l'une des familles cherchées.

D— IH. «o
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En d'autres lermes, le problème proposé esl équivalent au sui-

vant :

Mettre l'élément linéaire de la surface sous la forme

(r5) ds^- =-- (df) -H M du-+-^ dv^- -\- a^ d^)\.

Les courbes O,= const. seront celles qu'il s'agissait de déterminer.

650. Cette proposition est évidemment analogue à celle que

nous avons donnée au n° 531, relativement aux lignes géodé-

siques. Elle donne lieu aussi à un grand nombre de conséquences,

toutes semblables à celles que nous avons développées plus haut

(Livre V, Chap. V). Nous allons les indiquer rapidement, sans

apporter à cette étude autant de soin et de rigueur que dans le cas

plus important des lignes géodésiques.

On peut démontrer d'abord, par l'application pure et simple de

la méthode exposée au n" 532, que, si l'on a obtenu une solution

de l'équation (i3) contenant une constante arbitraire <7, on pourra

prendre, dans la formule (i5),

^ ûa

et, par conséquent, l'équation générale des courbes (F) sera

(iG) — = «
da

Nous reviendrons plus loin (n"651) sur ce sujet; et nous allons

maintenant montrer comment on généralise les propriétés de mi-

nimum relatives aux lignes géodésiques.

Soit (F') r une des-^ourbes (F) et soient A ef B deux de ses

points, suffisamment voisins. Si l'on considère toutes les

courbes {K) joignant ces deux points, pour lesquelles l'inté-

grale

/ {Mdu-^^dv)

a même valeur que pour la courbe (F'), celle de ces courbes

dont Vare compris entre A et B sera le plus petit possible sera

précisément la courbe (F').
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Imaginons, en effet, que l'on considère la famille formée par
toutes les courbes (F) qui passent en A et la fonction correspon-
dante dont les dérivées sont liées à celles de -ç par les équa-
tions (12). On pourra mettre Téléraent linéaire delà surface sous
la forme

• '7) ds*- =(dfi — M du ^ \ dv)*-^ 7'- d^'-.

Par des raisonnements analogues à ceux du n" 518, on mon-
trera que l'on peut constituer autour de A une région telle que.
par le point A et par un point B de cette région, il passe une
seule courbe (F) située tout entière dans la région. On obtiendra
cette région, par exemple, en portant sur toutes les courbes (F)
une longueur égale ou inférieure à une limite /. Ce point étani
admis, on peut répéter rapidement la démonstration du n"o21.
Pour une courbe quelconque (R) joignant A à un point B de la

région, l'arc s est donné par la formule

v/(ûre -+- M du -T- i\ dv)i -r- jî dzi.

On a donc, si la courbe (K) est distincte de (F'),

s> f {dh-hM du -^ .\ dv )

ou

«-A

<l, si la courbe (R) se confond avec (F'),

" 9 ) * = y (^^^^ — ^* ^" — -'^' ^''
' = Ob— ÔA ^ r ( -M du — \ di- ).

Mais, par hypothèse, nous ne considérons que les courbes (R)
pour lesquelles linlégrale

,B

du — -\ di^o) f (M

a la même valeur que pour la courbe (F'). La comparaison de
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l'inégalilé (i8) et de l'équation (19) nous donne donc

i- > s',

cl la proposition que nous avions en vue est ainsi démontrée.

On peut déduire des formules précédentes une autre consé-

quence. jN'assujettissons plus l'intégrale (20) à avoir une valeur

déterminée, mais considérons, parmi les courbes (K) réunissant

les points A et B, celles qui ont la même longueur que (F'). On

aura alors
.s -= s,

et la comparaison des formules (18) et (iq) montre alors que lUn-

téf>rale

/ {}s\ du ^ ^ dv)

sera plus grande pour la courbe (F') que pour toute autre

courbe de même longueur réunissant les points A et B.

On peut donner une forme différente à ces résultats. Menons

par les points A et B une courbe fixe quelconque ADB {Jîg. 67).

L'intégrale (ao), relative à toute autre courbe AHB unissant les

mêmes points, ne diffère que par une constante de celle qui est

relative au contour entier AHBDA. Or l'intégrale curviligne rela-

tive à ce contour fermé peut être remplacée par l'intégrale double

-im -J— ) du dv,
(IV

(•tendue à toute l'aire que limite le contour. On peut donc trans-

former comme il suit les propositions précédentes :

Soient A et ^ deux points suffisamment voisins, pris sur une

courbe (F), et ADB une courbe fixe, mais quelconque, unissant

les deux points. La courbe (F) est la plus courte parmi toutes

I
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celles qui unissent les mêmes points et donnent à l'intégrale Q.

la valeur qu'elle prend dans le cas de la courbe (F). On peut

dire aussi que, parmi toutes les courbes de même longueur

unissant les deux points, la courbe (F) est celle pour laquelle

rintégrale û est maximum.

651- Nous sommes mainlenant en mesure de résoudre les deux

questions suivantes :

Etant donnée une courbe quelconque ADB, trouver, parmi

les courbes AHB joignant ses extrémités etpour lesquelles une

certaine intégrale double

I 21) " =IK^u - ^' ) "•'* =//h F(«. -) ''«*
étendue à l'aire ADBHA, a une valeur donnée, celle qui est la

plus courte ;

ou encore

Trousrerparmi toutes les courbes de même longueur unissant

les points A e/ B celle pour laquelle l'intégrale double précé-

dente est maximum

.

On cherchera toutes les courbes dont le rayon de courbure

i;éodésique est déterminé par la formule

I du dv . _
(ia) -- = k

j5
=A-F(a, t),

où A- désigne une constante arbitraire. On construira celles de ces

courbes qui passent par les points A et B; et l'on déterminera la

constante A" par la condition que l'intégrale double û dans la pre-

mière question, ou la longueur de l'arc dans la seconde, ait la

valeur donnée a priori. Les courbes obtenues donneront la solu-

tion cherchée. Cela résulte presque immédiatement des proposi-

tions établies. La règle précédente est d'ailleurs celle à laquelle

conduit l'application régulière des méthodes du Calcul des varia-

tions. Le lecteur rétablira aisément le calcul que nous omettons

ici. Nous allons indiquer seulement comment on pourra déterminer

les courbes et exprimer les conditions indiquées.
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On écrira d'abord l'équalion aux dérivées parlielles

(23) G{p -'r- AM)2— >.F(^ ^ km){q -^ A-N) -\- E{q -\- /cN)2=. EG — F^

que l'on obtient en remplaçant M, JN par A- M, /:N dans l'équa-

lion (i3).

Supposons que l'on en connaisse une solution fj contenant la

constante arbitraire a. On pourra mettre l'élément linéaire de la

surface sous la forme

(-24) ds^-= [f/0 + Â-(M du-^^ ^t^)]2-f- j2 cl^.

Suivant la méthode du n'' o32, différentions en faisant varier

seulement les constantes a et k. jNous aurons

d{)-i-k{'Sldu-^ndv)] d -— oa 'T- \ d —r ^- M du -v- N dv
aa \ ôk

o/cl

La différentielle d%^^ considérée comme fonction de du et de dv^

doit diviser la première ligne. Gomme elle ne peut diviser le pre-

mier facteur, elle doit nécessairement diviser le second, et cela,

quels que soient Srt, ok. En répétant le raisonnement du numéro

cité, on pourra prendre

ôa

et il restera l'équation nouvelle

(25) ^^ -t- M du -i-Ndv = ld^,
OK oa

où X désigne un facteur de proportionnalité. On en déduit la con-

séquence suivante.

Si l'on se déplace sur une des courbes intégrales (B, =: const.)

entre deux points A et B, -r- demeurera constante. On aura donc
^ ' oa

d ,, + M du -\- ^dv = o
ôk

v\, par suite,

s:

L'intégrale simple qui figure dans le premier membre est égale
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à Q — /, / élanl une constante connue. On a donc

On aura de même, s désignant Tare AB,

Ces expressions des et de û permettront d'écrire simplement
les équations de condition qui se présentent dans les deux pro-
blèmes proposés plus haut.

6o2. L'application la plus intéressante des propositions géné-
rales précédentes se rapporte au cas où l'intégrale double Q est
celle qui donne l'aire dune portion de la surface. On doit alors
déterminer M et \ par Téquation

Ou ov

et la formule (22 ) nous donne

< 29) — = k.
I t>

Les courbes correspondantes ont leur courbure géodésique
constante. Nous les nommerons, pour abréger, des cercles géodé-
siques (•). Des résultats qui précèdent nous déduisons les corol-
laires suivants :

Parmi toutes les courbes de même longueur unissant deux

(
'
) Quelques auteurs, au contraire, appellent cercles géodésiques les courbes

que l'on obtient en portant des longueurs constantes sur toutes les géodésiques
passant par un point. Comme le cercle, ces courbes sont toujours fermées et elles

- oupent à angle droit tous leurs rayons géodésiques; mais elles nont pas, en
-eneral, leur courbure géodésique constante. Les lignes à courbure géodésique
onstante. auxquelles nous réservons ici le nom de cercles géodésiques, ne sont
ermées que sur les surfaces à courbure constante. Le lecteur l'établira en cher-
liant I équation approchée d'un cercle géodésique de courbure infiniment petite.

[ïïiri7BRSIT7l
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points A el B, celle qui, jointe à une courbe fixe ADB {Jig. G-),

limite la plus grande étendue de la suiface est un cercle géo-

désique.

Parmi toutes les courbes unissant les mêmes points et limi-

tant une étendue donnée de la surface, la plus courte est un

cercle géodésique.

6o3. Pour donner au moins une application de la théorie géné-

rale qui précède, nous allons montrer que l'on peut déterminer les

cercles géodésiques de toutes les surfaces qui sont applicables sur

les surfaces de révolution (
'

).

On a alors, pour l'élément linéaire, l'expression

ch^- = du- -h- o2 ( « ) dv"^
,

et l'équation (lo) devient

' Ou ôv

On peut donc prendre

M = o, N = f^{u) du = 'l(u ).

L'équation à intégrer (m.^)) prend la forme

Posons ici encore, comme au n" 579,

= aç-hF{u);
il viendra

ce qui donnera

/.. n r. / \
a -+- /c à{u) ]'-

,

(51) ' = "^"^-Jl/'-L-o(77pJ
''"

(') Voù', à ce sujcl, les deux articles suivants :

MiNDiNG, Zui- Théorie der Curven kiirzesten Umrings, bel gegebeneni Flà-

cheninhalt, auf Arunimen Flàchen {Journal de Crelle, t. LXXXVI, p. 279;

1878).

Darboux, Sur les cercles géodésiques {Comptes rendus, t. \CVI, p. ')';; 188,'J).
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Si Ton différentie par rapport à a, on aura l'équation générale

des cercles géodésiques

(32)
' du = a .

Dans le cas des surfaces à courbure constante et égale à lunité,

on peut prendre
o(f/) = sinu,

et l'on trouve, en efTecluant la quadrature,

II- sin(i- — io)sini< -f- a cosu = /..

C'est l'équation que Ton obtient immédiatement si l'on suppose

que la surface soit une sphère de rayon i

.

6oi. Nous terminerons ce Chapitre en indiquant quelques pro-

positions très simples relatives aux cercles géodésiques et aux

systèmes isothermes.

Considérons d'une manière générale uoe surface rapportée à un

système de coordonnées orthogonales, et soit

ds- = A- du-— C- di-

la formule qui donne l'élément linéaire. Si l'on désigne respec-

tivement par p„ et =. les rayons de courbure géodésique des arcs

A du et Cdi\ on aura

<33) AC du

I

?" AC ai;

Supposons d'abord que le système soit isotherme. On poun-a

prendre
A = C = À.

et il viendra

(34)

d'où l'on déduit

I 1 ^
A* du

I

?"

I àk

(35)
\ ('Il

]

_, vr'f/

du àv

En divisant par \ et posant

ds„ = >. du, dsv = À di-.
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on peut donner à celle équalion la forme suivante

(36) _^fiiZ_^A£fl^ = o,
osn àsç,

qui est entièrement géométrique et qui exprime que les dériçées

des courbures géodésiques des deux courbes coordonnées sui-

vant la tangente sont égales au signe près.

Celte propriété, il est aisé de le reconnaître, caractérise les

systèmes orthogonaux et isothermes; car, si l'on remplace dans

l'équation précédente dsu par A du, ds^, par C c/c, p„ et p^ par

leurs expressions (33), il vient

()2 , A
Iostt^ = o;

dudv ^G
d'où l'on déduit

A _ f{u)
G /i(^)'

équation caractéristique des systèmes isothermes.

L'équation (36), rapprochée de la remarque précédente, donne

naissance aux deux conséquences suivantes :

i" Si une famille de courbes isothermes est composée de

cercles géodésiques, il en est de même de la famille isotherme

formée par les trajectoires orthogonales.

Supposons, en effet, que cette famille soit formée par les

courbes de paramètre v. Alors o„ sera une fonction de c ; on aura

9u

du

et la formule (35) nous donnera

= o,

Donc pt, sera une fonction de u, ce qui démontre la proposition.

a*' Si des cercles géodésiques forment deux familles de

courbes se coupant à angle droit, ces deux familles sont iso-

thermes.
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Eli effet, l'équation (36) est alors vérifiée, et nous venons de

démontrer qu'elle caractérise les systèmes isothermes.

Il nous reste à indiquer quelle est la forme de l'élément linéaire

pour de tels s^'stèmes. Posons

^ = — F\u)= — 1J', -1- =«l>'(t') = V.
?v ?"

Les équations (33) nous donneront

-G) , <d ,,.

d'où, en intégrant, on déduit

Ainsi l'élément linéaire est exprimé par la relation

, du-—dv-
(38) ^*-=(û—V7'

dont la forme seule suffit à établir qu'il n'existe pas. en général,

sur une surface donnée a priori, deux familles orthogonales com-

posées de cercles géodésiques.

6oo. Nous avons déjà déterminé (n" 638) les surfaces dont

toutes les lignes de courbure sont des cercles géodésiques. Nous

signalerons ici encore une question non résolue, analogue à

celle que nous avons proposée relativement à l'élément linéaire

de M. Liouville : Rechercher toutes les surfaces dont l'élément

linéaire peut être ramené de diverses manières à la forme (38),

c'est-à-dire qui admettent plusieurs couples de familles ortho-

gonales composées de cercles géodésiques.

Au nombre de ces surfaces on doit trouver évidemment toutes

celles dont la courbure totale est constante. Nous nous contente-

rons de rappeler ici une proposition qui a été démontrée par

MM. O. Bonnet et Catalan :

Étant données deux droites D et A, polaires l'une de l'autre

par rapport à la sphère, tous les cercles dont les plans passent

par A coupent à angle droit les cercles dont les plans passent
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par D. Les deux familles de cercles orthogonaux ainsi déter-

minées sont les plus générales que Von puisse tracer sur la

sphère.

On dcmonlre immcdiatemcnl celte proposition au moyen du

lemmc suivant :

Quand deux cercles d'une sphère sont orthogonaux , le plan

de chacun d'eux contient le pôle du plan de Vautre par rap-

port à la sphère.

Ces systèmes orthogonaux composés de cercles ont déjà ét('

employés aux n"** 206 et 207. On pourrait les retrouver ici en ex-

])rimant que l'élément linéaire (38) convient à une surface dont la

courbure est constante. On est ainsi conduit à une équation qui

contient, en même temps cjue les fonctions U et V, leurs dérivées

des deux premiers ordres et qui permettra de déterminer les ex-

pressions les plus générales de ces fonctions U et V.
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CHAPITRE VJII.

1.ES TRIANGLES GÉODÉSIQIES ET LE THÉORÈME DE GAUSS.

Du système de coordonnées polaires dans une surface quelconque. — Développe-
ment suivant les puissances de u de la courbure totale et de la quantité a qui
figure dans l'expression

cl.s' — du' -r- À» dv-

de l'élément linéaire. — Distance géodésique de deux points quelconques. —
Son carré est développable en série. — Calcul des premiers termes de celle
série. — Triangles géodésiques infiniment petits. — Théorème de Gauss. —
Expression de la surface du triangle. — Application des résultats précédents à

la détermination de quelques infiniment petits relatifs à une courbe quelconque
tracée sur la surface. — Expressions de l'arc approchées jusqu'aux termes du
cinquième ordre. — Élude d'une question posée par M. Christoffel : recherche
des surfaces pour lesquelles il y a, entre les six éléments d'un triangle géodé-
sique, une ou plusieurs relations indépendantes des coordonnées des six som-
mets. — Travaux de MM. Weingarlen et von Mangoldt. — Les surfaces à cour-
bure constante sont les seules pour lesquelles il y ait plus d'une relation
entre les six éléments; et le uombre de ces relations est égal à trois. — Les
surfaces applicables sur des surfaces de révolution sont les seules pour lesquelles
il y ait une relation, et une seule, entre les six éléments. — Démonstration de
ce dernier résultat par la considérai ion des triangles géodésiques infiniment

aplatis.

6o(3. Considérons toutes les géodésiques passant par un poiul

G d'une surface donnée {^g- 68). Nous avons vu [II, p. 407] que,

dans une région suffisamment petite s'étendant autour du point C,

chaque point A de la surface est bien déterminé par sa distance

géodésique u = AG au point G et par l'angle i' que fait en G la

géodésique GA avec une courbe fixe quelconque GH, choisie pour

marquer l'origine des angles.

On sait qu'avec ce système de coordonnées l'élément linéaire

est défini par la formule

( I ) ds - = du - -7- À - f/i' -

,

et que la courbure totale de la surface a pour expression

, , I I ty-À
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Si l'on porte des longueurs égales sur toutes les géodésiques
passant en C, on obtient une courbe fermée entourant le point C.

1^'élément de l'are de eeltc courbe a pour valeur

ds = \ dv.

On voit donc que Â doit devenir nul avec u^ et, de plus, en

assimilant la surface à un plan dans la région voisine du point C,

on reconnaît que le rapport de ). à u doit tendre vers l'unité

fi-, (is.

lorsque u diminue indéfiniment. Mais, pour établir ce point en

toute rigueur et surtout pour obtenir des résultats plus complets

sur la forme de )., nous devons donner quelques développements

qui sont d'ailleurs nécessaires pour la suite.

Soit

( 3 ) ds- — E dp- -:- -i F dp dq -f- G dq

-

l'expression de l'élément linéaire rapporté à un système de coor-

données quelconques/? et q. Si/»,, ^, désignent les coordonnées

du point C, nous admettrons que E, F, G sont développables

suivant les puissances de p — /?,, q — ^,. Ces conditions sont

évidemment remplies, avec une infinité de systèmes de coordon-

nées, pour toute région de la surface ne présentant pas de singu-

larité. Pour plus de simplicité, substituons aux coordonnées/?,
(f

les difierences p — /?,, q — q^. De cette manière, les deux coor-

données du point C deviendront nulles et E, F, G deviendront

développables en séries ordonnées suivant les puissances de j)

et de q] ces séries seront convergentes au moins tant que les

modules de p et de q ii atteindront pas certaines limites déter-

minées.

Ces bypothèses étani admises, nous avons vu au n° 518

I
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[II, p. 4o8] que, si l'on trace une géodésique passant par le
point (/>o, ^o), les coordonnées/?, q d'un point quelconque de
cette ligne sont définies par les équations

(^)
\ P —P<>= P'— ^P- ~ -i.^'p' q' -^ ol' q'i ^. . .,

où les coefficients a, a, a", . . . ,
jB, ^', ,3", . . . sont des séries,

ordonnées suivant les puissances de /?„, Ço et convergentes tant
que les modules de ces variables sont inférieurs à des quantités
déterminées. Quant aux quantités/?', q', elles ont pour expressions

désignant l'arc de la géodésique compté à partir du point ini-

tiai (/?o, qo) et y-^j^y (^)o
i"^'q"«J^t les valeurs initiales des

dérivées de pel deq considérées comme fonctions de cet arc. Nous
avons remarqué [II, p. 409] que Ton a

E», F«, G» étant les valeurs de E, F, G pour le point initial

(Poi Ço)' D'après cela, les valeurs de /?, q données par les équa-
tions (4) doivent être regardées comme des séries ordonnées
suivant les puissances des quatre variables /?«, ^0, /?', g'n séries

qui sont convergentes quand les modules de ces variables sont
inférieurs à certaines limites déterminées (').

Ces résultats étant admis, supposons d'abord que le point

(Po, qo) coïncide avec le point G; c'est-à-dire faisons

Po= qo= o.

Alors la géodésique deviendra l'une de celles qui passent au

pointe, CB par exemple; l'arc h deviendra la variable que nous

(') Cette proposition résulte de la théorie des équations aux dérivées par-
tielles. Car les valeurs de p et de q données par les formules (4) peuvent être

considérées comme des fonctions des trois variables p^, g^, s définies par la double
condition de satisfaire aux équations ( 16 ) du tome II, p. 408, et de se réduire respec-

tivement à p^ et à q^ pour 5=0. Il résulte alors de la théorie générale que les

séries (4) seront convergentes pour des valeurs de />„, q^ et de s, c'est-à-dire

de p' et de q' , dont les modules n'atteindront pas certaines quantités déterminées.
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avons appelée u] et, si l'on suppose que Cil soil la courbe <le

paramètre q passant en G, l'angle v sera défini par les formules

déjà employées [I, p. i54]

Eo/?'-i-Fo7'

y/Eo v/Eo/>"- -!- -''. PoP'g'-- Go g "

y/Eo /Eo/>'-+ -iEo/'''/'+ Go q'-

où Eo, Fo, Co désignent maintenant les valeurs que prennent E,

F, G au point G. Gomme on a aussi

on déduit des formules (7)

( Eop'-'r-F^g' = \^EqUcosv,

( y/Eo Go— F57 := ^EqU sini^.

Quant à p et à ^, ils s'expriment en fonction de /;' et de q' par

les équations

p = p' -\- ap"^'r %a'p' q -r- a!' q'--- . . .

,

q z= q' -^,- bp'--r- ib'p' q' -h h" q'-~ . . .

,

(9)

que l'on obtiendra en annulant dans les formules (4) les valeurs

de />o et de Çq.

Au moyen des équations (8) et (9), on peut exprimer p et q en

fonction de u et de ç et substituer les valeurs obtenues dans l'ex-

pression de l'élément linéaire de la surface. Si nous emploj'ons

d'abord les formules (9), nous aurons des résultats tels que les

suivants

I

E = Eo -h e^p' --
e'o r/' -t- . .

.

,

(io)
I

F -= Fo-^/o/>' -+-/ô'7' ^-••'

( G = Go^'r-S^.p'^'nff'^q'-^. ..;

puis

^
dp = dp' --...,

^ ^
{ dq = dq V- . . .,

les termes négligés contenant tous/?' ou q' en facteur.

Il suit de là que l'on peut écrire

(12) ds^~ = E^dp'-'\- y.E^^dp'dq' - G^dq'^--^ H dp'- -\->.\\ dp' dq' ^ hdq'^,
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H, R, L étant des séries qui ne contiendront aucun terme indé-

pendant dep' et de g'.

Si nous substituons maintenant dans la première partie

Eo dp'-~r- >. Fq dp' dq' -^ Go dq'-

les valeurs (8) de />' et de q\ elle devient

du--^ II- di-.

Comme la différence ds- — du- doit contenir dv- en facteur, on

aura nécessairement

H dp-~ 2 K dp dq' — L </</'- = M dv-
;

et l'on reconnaît immédiatement que M sera une série, ordonnée

suivant les puissances de u, dont tous les termes seront au moins

du troisième degré par rapport à u, les coefficients étant des

li>nctions entières de sinr et de cosf. De cette manière, l'équa-

tion (12) prendra la forme

ds- = du-— À- di-,

où ["on aura

*

il, par suite,

m3) à = «-r- Slf^-h P«'-^ Q//*— R«5_-

les coefficients étant, ici encore, des fonctions entières de sin i- et de

( ost". Nous allons obtenir des résultats plus précis en raisonnant

(le la manière suivante.

657. La courbure totale de la surface, calculée avec les variables

primitives p el q par les formules que nous avons données, est

ividemment une fonction développable suivant les puissances de

/> et de q. Si l'on y remplace p ot q par leurs expressions en 11 el

». il est clair que l'on obtiendra un résultat de la forme

ui) ^^. =A-B«-C«^-....

où le coefficient de u" sera un polynôme homogène et de degré //

en sine, cosf.

Admettons cette conclusion, qu'il serait facile d'établir aulrf-

ment. Si, dans la formule (2), on substitue les valeurs précédenle>

D.— III. n
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de X et de RR', on obtient l'identilé

(A -f-BMH-Ga2H-...)(a + NM2+ ,..) = 2N + 6PM + ...,

d'où l'on déduit, en égalant les coefficients des mêmes puissances

de u dans les deux membres,

N=o, A = 6?, B = i2Q, C-i-AP = 2oR,

et, par suite,

V ^ B ,. G A2
'

6 12 20 l'20

On voit donc que l'on a définitivement

(i5) X = a + P^i''^- Q«^-+- R«^-+- Su^-!-. . .,

le coefficient de u^ étant une constante, qui est égale au

sixième de la courbure totale en G changée de signe, et, d'une

manière générale, le coefficient de u" étant un polynôme homo-

gène d'ordre n— 3 par rapport à sinç? et à cosp.

En particulier, les expressions de Q et de R seront

(iC)
Q = a cosp + b &\nv,

R = a' cos- V -{- b' sin^ v -\- -ic' sin v cos v,

a, b, a', b' , d étant des constantes d'ailleurs quelconques.

Il nous paraît très intéressant que A revête une forme aussi par-

ticulière, quelle que soit la surface considérée. Il semble, en eflet,

que l'on pourrait choisir \ arbitrairement parmi les fonctions qui

sont assujetties à l'unique condition de s'annuler avec ;/. Mais il

faut conclure de notre analyse que, si l'expression de X ne rentre

pas dans la forme que nous avons donnée, la surface présentera

une singularité au point C.

Avec l'expression précédente de X, la courbure totale sera dé-

terminée par l'équation

(,7) ^^__GP-f2Q«-+-(6P2-2oR)i<2_i-(,8PQ-3oS)«»-^....

que l'on obtient en appliquant la formule (2).

658. Nous allons maintenant étudier une autre question et

montrer que la plus courte distance géodésique de deux points
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A et B pris dans la région qui environne le point C{Jig. 68) a son
carré développable en série sunant les puissances entières et

positives des coordonnées p^ q et />o, q^ des deux points, pounii
que ces deux points soient suffisamment rapprochés de C.

Supposons que />oi ^o soient les coordonnées de A. Nous avons

vu qu'une géodésique passant par ce point est définie par les deux

équations (4)* Comme on a, pour des valeurs nulles de />' et de </,

àip,q) ^j

on peut résoudre ces équations (4) par rapport à />' et à </ et ob-

tenir ainsi pour ces variables des expressions

(i8) p\ç'=^ipo^ qo^p—Pû,q — qo),

où le symbole P désigne des séries ordonnées suivant les puissances

des quatre variables />o, qo, p — />o, Ç— qo] et il résulte d'ailleurs

des propositions générales de la théorie des fonctions que ces

séries seront convergentes tant que les modules de ces variables

n'atteindront pas certaines limites, déterminées pour chacune

d'elles. Par exemple, si 2/ désigne la plus petite de ces limites, les

séries seront convergentes pour toutes les valeurs des variables

dont le module sera inférieur à 2 /. Nous allons montrer que ces

séries peuvent être ordonnées suivant les puissances entières de

Pi Çj Po-> qo et rester convergentes tant que les modules de ces

nouvelles variables sont inférieurs à l.

En effet, si les modules de /?, q, /?o, q^ sont inférieurs à /, ceux

des variables anciennes />o, qa-, p — />oj ^ — ^o sont certainement

inférieurs à 2/ et, par suite, les séries (18) sont absolument con-

vergentes. On pourra donc grouper comme on voudra les termes

de ces séries sans altérer ni la convergence, ni la somme totale de

chacune d'elles. D'après cela, réunissons en un seul groupe, dans

chaque série (18), tous les termes qui sont du même degré par

rapport à p^, ^oj p — Poi^l— ^0 5
puis développons par la formule

du binôme les puissances des différences p — y?o? '7~"^o- Nous
aurons ainsi les séries (18) ordonnées suivant les puissances de

Pi Qi Po, 7o et d'ailleurs convergentes, comme il fallait le démon-
trer.
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Si, mainlcnaiil, on porle les valeurs de />', ^' clans la formule ((i)

où E**, F", G" sont (lévcloppables suivant les puissances de p^, q^f

on reconnaîtra que 6- est développable en série convergente or-

donnée suivant les puissances de /?, q^ /Jq, q^ quand les deux

points K etV) sont suffisamment voisins du point C. Telle est la

proposition générale qu'il s'agissait d'établir.

059. Imaginons maintenant qu'aux variables/? et q on substitue

les coordonnées polaires u et v. Le développement de 9- deviendra

une série ordonnée suivant les puissances de u, u^ et dont les

coefficients seront des fonctions entières de sinr, cos^', sin^'^,

cost^o*

Les termes de degré moindre de cette série s'obtiennent aisé-

ment par l'application de la méthode précédente. On trouvera

ainsi

(19) 0-— Ïi2_i_;,î — ÏUUoCOS{V — i>o) -h iî,

il contenant les termes du troisième ordre et des ordres supé-

rieurs. Mais on pourrait établir ce résultat par un raisonnement

a priori. En effet, lorsque u et «0 deviennent infiniment petits,

l'expression de 0- doit se réduire à ce qu'elle est dans le cas du

])lan, et cette simple remarque permet d'écrire la formule précé-

dente. Pour calculer 0, nous nous aj)puierons uniquement sur l'é-

quation aux dérivées partielles

(20) AO = 1
— -H V- — =1.

à laquelle doit satisfaire 0^ considérée comme fonction des varia-

bles Il et ç. Le calcul se trouve beaucoup simplifié par les remarques

suivantes.

Si l'on fait i/Q = o, on a exactement 8-= u-, Q = o. Tous les

termes de la série doivent donc contenir Uq en facteur. On dé-

montrera de même qu'ils doivent admettre les facteurs u et

sin((^ — {'0) et la suite du calcul montre même que il doit être

divisible par u- ul sin-(^' — v^). Nous poserons donc

(21) b^ — U--7- ul — '1 uUq cos(p — t'o) -i- i U' ul sin2(r — t'o )(]^.
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On voit qu'il suffirait de connaître le premier terme de -l pour
obtenir une expression de H^ exacte jusqu'au cinquième 'ordre
exclusivement. Pour déterminer -l, nous allons exprimer que h est
une solution de Téquation (20); mais auparavant il convient de
faire un changement de variables.

Posons

(*2) ucosif=:x, usini = y.

11 est très facile de donner la signification géométrique des nou-
velles variables x et y. Faisons correspondre, en effet, à chaque
point M de la surface un point M' du plan tangent en C par la con-
struction suivanle. Sur la tangente en C à la géodésique CM, por-
tons une longueur CM' égale à Tare CM; x et j- seront les coor-
données du point M' par rapport à des axes rectangulaires ayant
leur origine en C et situés dans le plan tangent.

Lorsqu'on substitue x et r à m et à r, les produits

deviennent des poKoiômes homogènes du premier, second, troisième

degré par rapport à ^ et à j-.

Nous poserons

2Qh = 2P,.

(2R-r-P2)tf^= 2Pi, n = P — P,^,P,-(-P3-^....

(2S^-2PQ)«^=2P3,
(23)

On aura
/.- = n-^ -21111*,

et l'élément linéaire se présentera sous la forme suivante :

(24) dsi = d.r'^-hdy^--i--iU{xdj'~j-djry.

La courbure totale, qui est déterminée par l'équation (17), aura

pour expression nouvelle

(25)
J

^=6P-,2P.-20P,
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L'éqiialion à laquelle doit satisfaire prendra la forme

que l'on peut obtenir directement par le calcul de AO [II, p. 4^-)];

et enfin l'expression de 0- deviendra

(27) 02= (j7 — a"o)--4-(r— 7o)'+2']^<^-,

a- désignant le déterminant

(28) ^ = x_yo— y^i)-

Il ne reste plus qu'à substituer la valeur de dans l'équation aux

dérivées partielles (26), et l'on obtiendra, en supprimant le fac-

teur a--, l'équation

/ d'\j d<h \^

qui fera connaître <!/. Posons

(29) à = '\>o^'\>i-^'\'î+ ----,

ai désignant l'ensemble des termes de degré i. En égalant à zéro

l'ensemble des termes- de même degré dans l'équation précédente,

on obtient les relations

!
^-p = o,

d<\ii d'\i

+ 2 P2 [(^ - ^0)^+ (y -y,r- J
~ P-2 - o^

qui permettent de déterminer sans difficulté les polynômes ']>/.

Désignons par l'indice supérieur o le résultat de la substitution
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^e ^05.>'o à .r et ky. On trouvera ainsi

'!'o = P,

(3i)
2P-

On calculera de même -is, à,, 'h-, .... Mais les expressions précé-
dentes, qui permettent d'obtenir le carré de la distance géodésique
jusqu'aux termes du sixième ordre, nous suffiront amplement.

660. Si l'on revient maintenant aux variables primitives u et r,

on aura, en se bornant, par exemple, aux termes du cinquième
ordre,

1 -+-"'«<o- sin2(r — ('o)[2P^Q^^^Qo^/o]-

Qo désignant ce que devient Q lorsqu'on y remplace v par v^. Si

l'on veut d'ailleurs obtenir les termes du sixième ordre, il suffira

d'ajouter dans les crochets la valeur suivante de a-}, •

(33) /

(

~ (~3~ ~ 3PM««oCOs(p — Po) — ô -T-uuosin(ç — Vo).

L'égalité(32)contientle théorème qui a été établi parLegendre
pour les triangles sphériques infiniment petits et qui a été étendu

par Gauss, dans les Disquisitiones, à tous les triangles géodé-

siques infiniment petits tracés sur une surface quelconque. Con-
servons les notations précédentes. Soient A le point de coordon-
nées Uq, (^"o, B le point de coordonnées «, r. Le triangle ABC
{fis- ^8) aura ses côtés composés de lignes géodésiques; et, si

l'on désigne par rt, 6, c, A, B, G les côtés et les angles de ce

triangle, on aura

u = a, Uo= b, V — v^, = C.

Si l'on désigne ensuite par a, ^, ^' les valeurs de la courbure

V^-)«-(^"
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totale aux trois sommets A, B, G respectivement, la formule (17)

nous donnera, si nous ne conservons que les deux premiers

termes,

Y= — GP, a r^- — GP -r2Qo«o, p= — 6P — i^Qh.

On déduit de là

/ 6 P rr: — -, I l Q ^ = y ~ i^'
' ''- Qo "o = Y — '^,

'
•^ P ^- Q « ~i- Qo Uo =— ^

'

L'équation (^a) prendra donc la forme entièrement géonié-

iiique

( 35

)

c2 = «2 _|_ 1)2_ ., «^ cos G ( a + !3 -F- .1 7 ),

où l'on néglige seulement les termes à partir du sixième ordre.

Construisons un ti-iangle i-ectiligne auxiliaire dont les côtés

seront «, Z>, c et désignons par A", B", G" les angles de ce triangle.

On a

c2 = a2 4-62 — 2 «^ cos G".

En retranchant de l'équation (35) et divisant par ab, nous

trouverons la relation

r. "^I* sin^G „ ,

cos G — cosGo = — ; (a -+- p -i- '2 y);
24

' '

exacte jusqu'au trx)isième ordre inclusivement, et d'où il résulte

(|ue la différence entre G et G^ est du second ordre. 11 suit de là

(jue l'on peut négliger le carré de celle différence et remplacer,

dans la formule précédente,

cosG — cosG'^ et abûn^C

respectivement par

(G"— G) sinG" cl a^sin^G".

On obtient ainsi

^ ^ ah sin G<' „
G = G" H — - (a + ,3 4- ^y).

•>.4

Si Ton pose
ah sinG<^

S« = — — ,
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S« sera l'aire du triangle recliligne auxiliaire, et l'on aura

So

li '
^'

^
Par raison de symétrie, on peut écrire les trois équations de

/ S«

1 l> - > t MII

SO
(36) < B = B'» -4- — ( a _ > 3

! G = G* ^ - ( a + 3

qui ramènent la résolution du triangle géodésique à celle d'un
triangle plan et qui sont exactes jusqu'aux termes du troisième
ordre inclusivement. Si on les ajoute, on trouve

Cî::. A^B^G-.= |\a-3+Y,. -

Dans le cas de la sphère, on a

? = v = é
et Ton retrouve le théorème de Legendre.
On peut, du reste, déduire de l'expression seule de ¥ tous les

éléments du triangle géodésique. La formule relative à la diffé-
rentielle d'un segment [II, p. 4,;] nous donne, en effet, les rela-
tions suivantes, obtenues en faisant varier successivement une
seule des coordonnées 11, c, m,,, t'„,

>^o désignant la valeur que prend 1 au point A( //„, ^'o)- On peut
remarquer que A, Ao sont ce que nous avons appelé, avec M. Chris-
loffel (n° 633), les longueurs réduites des côtés a et b. DJsi-
gnons-les par a(« ., l(b); des formules précédentes, on déduit
l'égalité

/(a)sinB-X(6)sin\==--:^ = "-"g si»-(t> - t^o) /^-j/
.

d^\
àv dvo \dv dvo/'

d où il résulte que le premier membre est du quatrième ordre par
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rapport aux longueurs des côtés. On a donc

.„ . lia) l{b) Me)
sinA sin B sinC

en négligeant seulement les termes à partir du quatrième ordre (').

661. Il nous reste, pour compléter les résultats précédents, à

faire connaître la surface du triangle géodésique. Il nous suffira

(') Les résultats que nous avons donnés dans le texte nous permettent d'obtenir

des formules analogues à celles de Gauss, mais où l'approximation est poussée

plus loin, jusqu'aux termes du quatrième ordre. Pour donner à ces formules

une apparence entièrement géométrique, il faut introduire les valeurs de la

courbure totale pour certains points du triangle, par exemple pour les milieux

des côtés. Nous désignerons par a', p', y' les valeurs de la courbure totale pour

les milieux des côtés a, b, c respectivement.

Les coordonnées des milieux des deux côtés a et 6 s'obtiennent sans difficulté

et permettent de calculer très aisément les quantités a', ^p'
. Mais, pour obtenir y',

il faut déterminer le milieu de la géodésique AB. L'équation de cette géodésique

peut être donnée sous différentes formes ; et, si l'on utilise, par exemple, la der-

nière des équations (38), on reconnaît que les coordonnées u, v de tout point de

AB doivent satisfaire à l'équation

(a) — =-\sinA.

Celle équation, jointe à la suivante

permettrait de déterminer les coordonnées du milieu de AB; mais, pour

faire le calcul avec élégance, il est préférable de revenir aux coordonnées x et

y qui sont définies par les formules (22) cl que nous avons déjà employées avec

avantage. On trouve ainsi que, si X, Y désignent les coordonnées du milieu de

AB, la formule (a) nous donne

V \r bc sin A
,

.Xr„— \ .r,= (r H- s,),

s^ désignant un infiniment petit du second ordre. Par raison de symétrie, on aura

de même
ac sin B ,x\ -y\--^ ^ (H-Î2),

et l'on déduit de ces deux formules que l'on aura, comme il est aisé de le vé-

rifier,

(6) ^ = ^^' ^ = ^^^
les termes négligés étant du troisième ordre et des ordres supérieurs.

I
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d'imiter la méthode que Gauss a donnée, pour cet objet, dans les

Disqii isition es

.

Si Ton fait glisser inGniment peu {fig. 69) le sommet B en B'

sur le prolongement de AB, a et v prendront des accroissements

du, dv, et la surface S croîtra de la quantité

-7— rtH -=—— ar.
au ov

Ce poiot étant établi, le calcul ne présente plus aucune difficulté. On a, en

effet, par la formule (20) et en négligeant seulement les termes du troisième

ordre,

RR

et de là on déduit les expressions suivantes des six courbures cherchées

r = — 6P,

a ^_6P-i2PÎ-2oPiH-i6P'6',
^' = — 6P— 6PÎ— 5PS-^ 4P^6',

;i = — 6P — 12P, — 20P, — lôP^rtS

a'= — 6P— 6P, — 5P, — 4P'«S

-• = — 6P— 6P,— GPÎ— 5P3 — 5P2 — 5AP,-!-4P'(«'^*'-i-2a6cosC).

l'indice supérieur o indiquant le résultat de la substitution de x.^ et de^', à x

et à y, et le symbole A désignant l'opération

Comme on a, d'après les équations (21) et (3i),

c'= a^-^b'— iabcosC — 2-l/a-b' sin'C,

2.^ = 2P - P.^ Pî- Ç^ [(X - x,y~ {y -ro)'] -^ \
(P.- PS) - ^

-^P^'

on pourra éliminer les six coefûcients qui entrent dans P, P., P„ et l'on sera

ainsi conduit à la formule

-^ ""
60 4û

Introduisant l'angle C du triangle plan auxiliaire, on trouvera par des calculs

faciles la relation

(c) C-C»= So[ '-

^^
V 36^ J

qui remplace la dernière des équations (36) et qui est exacte maintenant jus-

qu'aux termes du quatrième ordi-e inclusivement.
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du — cosB ch — "— ds,
du

h dv — siii B ds ----- ds,

ce (|iii donne, pour l'accroissement JS, l'expression

, rc)S dO I (is d^n
ds\ — 1- :

— — •

\^0u Ou A- Ov Ov

\

D'autre pari, cet accroissement est l'aire BCB', qui a pour valeur

dv I l du = dv \ h -^^ f- . . . ,

./o L> 4 -' J

ni\, SI l'on remplace dv par sa valeur,

I ()0 , r«2 Pi^4 Qu
'- -^ ds\ h
X^ àv 4

^ .....].

En égalant les deux expressions différentes de raccroissemeni,

ou aura donc l'équation

ÔO ÔS i dO rdS _ u-i _ Vu'' _ Qit^
'*^'

Ou du
'^

T^'dvY'd'v^ >. ^ 4
^^ >o,

([ui fera connaître S.

Comme la surface s'annule avec ii, Uq, sin((' — ^0)5 nous pou-

vons poser

{\\) S = " UUo S\r\{V — V(,)(l -'r- II)

vA, en substituant cette valeur de S, nous obtiendrons pour M
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Véquation

(
I ^ H ^- a —

j |^«
— „o cos(^- - t-o.) - -zzu^ sin(r - r» yl -- 7^ ^1

dv \

X [i — iPi/2— 2Q lû + i 3P'-_ , \\ui'~ ( 6F>0 - >.S w/^--

On déduit de là, par un calcul que nous omettons.

o _ P
, ,^ "îP

^1

(4-2) — tt^WolSQ cos( i— r„) — Qo]

— ^^«5[3QoCOs(i• — ro) — Q|.

les termes négligés étant du quatrième ordre et des ordres supé-
rieurs.

Remplaçons Qm, QoWo parleurs valeurs tirées des formules (34)
en fonction des courbures a, ^. y: puis substituons a, h, C à //.

Wo- < — Tq. jNous aurons

H= (4^-^- 3a-— qaôcosG)
1 20 •

o

-^
jt^'^""*^

3^»-— ga^cosG)— -^ ("i a*- -^ i b'— viab cosG).

avec le même ordre d'approximation que précédemment.
L'expression de S peut s'écrire

iib sinC
S = (i-^H).

Remarquons d'ailleurs qu'en négb'geant seulement les termes du
quatrième ordre, on a

n n.A ab cosC „ 1
sinC = sinC" 1 ( a — 3 h- 2-'

) .

L 24 ' ' J

On peut donc écrire, en substituant cette valeur de sinC.

c en II r 'T^COsC ^ 1

„„ r .w f'f^ cosd , 1
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En remplaçant H par sa valeur, on trouve

S = So I-+-— (4^)2-^3a2 — 4a6cosG)
L 120 '

8 -' -\

120
^

120 ^J

Remarquons enfin que l'on peut, sans changer l'ordre d'approxi-

mation, remplacer aa^cosG par aa^cosC" ou «- + />- — c-, ce

qui donne la formule définitive

(43) S-s4ii (
"-+^'-+-^')( ^-^P + T ) g^g + ^^p + c^Y ]

L 60 120 J'

qui est parfaitement symétrique et qui est exacte jusqu'aux termes

du quatrième ordre exclusivement.

Gauss a terminé les Disquisitiones en remarquant que, dans le

cas de la sphère, la formule précédente devient

(44) S = Sori-- i^(a2_^^,2_i_c2)l

et peut être remplacée par la suivante

, ,.. c _ en 4 / ^'"^ s'"^ sinC
^^^ ^-^ y sinAosinBOsinCo'

qui est calculable par logarithmes.

662. La démonstration du théorème de Gauss repose entière-

ment sur l'expression que nous avons donnée plus haut de la

distance géodésique. Si l'on néghge les termes du cinquième
ordre, cette expression prend la forme plus simple

(46) 02= u''+ Ul — IUUq COS(p — Ç^o) + 2Pi{2 „2 sin2(p — (>(,).

Nous allons indiquer quelques applications de cette formule,

ainsi que du théorème de Gauss.

Soit MM' {fig. 70) une courbe quelconque tracée sur la sur-

face. Nous supposerons qu'on ait placé en M l'origine des coor-

données polaires précédemment définies et que l'on compte les

angles v en prenant pour origine la géodésique MP' tangente en M
à la courbe considérée.

Si nous considérons un arc infiniment petit de cette courbe MM',
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son équation sera de la forme

(4?) * = «« -^ ^«--}- cm'-:-. . .,

rt, b, c désignant des conslanles. Il faut, en effet, que v s'annule
avec II.

Fis. -TO.

L'arc s de la courbe sera défini par l'équation

ds'- dv-^^='-^''^^

qui donne, par une extraction de racine carrée,

^ = I — — u^- — ïabii^ —
y
"Sac^ib^-^- Va"- 1 iC^—.

et, par suite,

(48) s=u- %.u^-^u,- Uac-'xb^— Paî- ^\ "H -.

.

t> -2
\ S ) b '

On déduit de là, en résolvant par rapport à ?/,

(49) " = v
ab i i3

* S* -\- — a* -a- — - 0--
2 \llO D

-ac \ S'—

.

Supposons que u. c soient les coordonnées du point M'. Si Ion
appelle i l'angle de la tangente en M' avec la corde géodésique

MHM', on aura

. . . dv
-£ = u(i-^Pu"-)-^ ^ as-^-ibsi-h (aP-h^c— '^a^\
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En passant du sinus à l'arc, on trouve

( 5o ) i — as -^ o. bs- + (
a 1' -t- 3 c a'^ \ s^

el, [)ar conséquent, on pourra calculer la courbure géodésique par

Ja formule
ds dl= cil -.- f/i\

p Ou

On obtient ainsi

(50 - = aa H- Gbs -h (6«P + \>.c — aa*')^^^-. . ..

P

Appelons po et c, les rayons de courbure en M et en M'. Nous

aurons

(5a) '.a = —

>

Gl>s= (OaV -h l'ic - -la^ )S' -i- . . .

.

po pi po

Nous pouvons dès à présent indiquer une application. Si l'on

porte les valeurs de a et de bs tirées des équations précédentes

dans le deuxième et le troisième terme de la formule (49), on trouve

s^ / ^
!) a a ^'

( 53 ) s — H = - ~ -r-
I

-'- a'* }' ((' ac -r- ~ 6-
) A'^ H- . . .

.

aipopi \i'^o io j a /

Ainsi la différence entre l'arc el la corde fféodésique est —, j

.
'i4po?i

l'erreur commise étant seulement du cinquième ordre.

063. Supposons maintenant c[ue l'on abaisse du point M'

i./'S- 7*^) ""^ géodésiqiie M'P' perpendiculaire sur la géodésique

tangente en M. Soient, pour un instant, //q l'arc MP' et 9 la géo-

désique M'P'. On aura

0- = u--h 11^ — •AdUo cosi> H- aP u-ul shv-v,

et, pour exprimer que la géodésique est normale en P' à MP', il

suffira évidemment d'annuler la dérivée de 0- par l'apport à l/^^:

cela donne l'équation

«0— « cost" -4- a P u- Uq sin-i' — o,

qui fera connaître ^^o- il résulte de cette formule que la dillerence
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entrè Uf, et ucosv est du cinquième ordre. On peut écrire

„ , . ^ HV- I

«0 — « cosv — ar «' Sln-^' cosv — « : a» a»— aPa-a*.
i 24

La substitution de la valeur de ç nous donne

i MP'=tt-^ - «6a* -...

J 2a- , 3ao ,

f —s —- 5' 5*— . ...
\ il

En introduisant dans le deuxième et le troisième terme les valeurs

de a et de b données par les formules (02), on trouvera

( 55 ) MF' = « - '^,^" s\

l'erreur commise étant du cinquième ordre seulement.

Si l'on abaisse de même deM une perpendiculaire géodésique MP
sur la géodésique tangente en M', on aura, en échangeant Oq et 0,

dans l'équation précédente.

(56) M'P ?o— 3p,

24?ï?0

La combinaison des deux formules (55) et (56) nous donne l'é-

quation

MP'-M'P -is^ j^ . pl- pl
- 6?o?i)

Si Ton remarque maintenant que la différence

Po — ?\ ^ ^?«?» =^ (?o— ?i)-

est du second ordre par rapport à s, on voit que l'on pourra, sans

changer le degré d'approximation, remplacer dans la parenthèse

»^o-^ ?î P^^ 2pop,, ce qui donnera

(57) MP'-r-M'P— 25

l'erreur commise étant du cinquième ordre seulement. En élimi-

nant enfin le terme en -^ entre l'équation (53) et la précédente,
po?t

on aura

4 MP-hM'P
(58) s^lu g ;

D. — m. 12
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et cette expression de l'arc sera encore exacte jusqu'aux termes

du cinquième ordre exclusivement.

Les expressions de po et de p) nous permettent encore d'écrire

les formules

6 V P Pi

M'MO= Jl — -4- - ]s,
6 Vpi P

que nous nous contenterons de signaler et où l'erreur commise

est du troisième ordre.

664. La valeur de MP' a été obtenue par l'emploi de la for-

mule (46) relative à la distance géodésique. On aurait pu aussi

faire usage du théorème de Gauss en raisonnant de la manière

suivante.

Considérons, d'une manière générale, un triangle géodésique

ABC et conservons toutes les notations précédentes. Si l'on con-

struit le triangle plan auxiliaire dont les côtés sont égaux à ceux

du triangle géodésique, les angles de ce triangle, donnés par les

formules (36), auront pour expressions

1 s»
(59) ^'Bo^B-^a,

/ S»
[
Go-G-^a,

a étant la courbure en un point quelconque du triangle et l'erreur

commise étant maintenant du troisième ordre. Tant qu'il sera

permis de négliger cette erreur, on pourra donc traiter le

triangle géodésique comme un triangle plan, à la condition

d^ajouter -a à chacun de ses angles.

Appliquons cette remarque au triangle M M' P'. La surface de ce

triangle est sensiblement égale à

- WW X MP' sin (^ :^ - vu^ — — .

2 22
La courbure totale en M est — 6P. On pourra donc assimiler le
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triangle à un triangle plan, pourvu que Ton remplace Tangle en M,

qui est t^, par i^-i-aPw' et l'angle en P, qui est droit, par- -f-aPw',

Si l'on écrit maintenant la proportion des sinus, on obtient les

égalités

M'P' // MP'

d'où l'on déduit les valeurs

MP'= Il cost-,

M'P'= « sinp-f- flPa*,

exactes. Tune et l'autre, jusqu'aux termes du cinquième ordre.

Ces résultats sont d'accord avec ceux que nous avons donnés plus

haut.

660. Une méthode analogue peut être appliquée au calcul du

triangle MM'O. La surface de ce triangle étant à peu près la

moitié de celle du triangle M M'P', il faudra substituer aux angles

/ et K- les suivants
«P?/î

2

îPh'

les termes négligés étant du quatrième ordre au moins. Alors la

proportion des sinus nous donnera

OM _ OM' _ u

sin r siur' sini t"-T- t')*

si l'on remplace i et v par leurs valeurs, on pourra obtenir pour

OM et OM' des valeurs exactes jusqu'aux termes du quatrième

ordre. On trouve ainsi

(60)

\ 24a \ 3 2rt 4 8a-/

Si. au lieu d'écrire la proportion des sinus, on emploie la for-

mule
« = OM cos^'-T- OM' cosi",
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on aura, par le développement des cosinus, l'équalion

u _ OM - OM' =— OM — ^ OM' - + OM -, -v- OM' ^* + . . .

,

où l'on néglige seulement les termes du sixième ordre. Calculons

le second membre en remarquant que le calcul est beaucoup faci-

lité si on l'écrit sous la forme

_
( OM + OM' ) — H- OM' ^-^^:^ -+- OM —, -\- OM' ^' -+-...

.

En employant les valeurs précédentes de OM et de OM', nous

trouverons

u — OM — 0M'=— — u"^~~ aùu'*— ( b'- -^ y.ac ^ P a^ -^ ^] u- -^ . . .

.

Si l'on remplace encore, dans les deux premiers termes, aelb

parleurs valeurs (Sa), il viendra

(61) . „ - OM - OM' = - - —

,

l'erreur commise étant seulement du cinquième ordre. En utilisant

la formule (53), on voit que l'on a, au même ordre d'approxima-

tion,

(Ga) OM -h 0M'= :55 - 2a.

11 ne nous reste plus qu'à donner l'expression de l'angle O de

deux tangentes géodésiques infiniment voisines. D'après le théo-

rème de Gauss, on aura, dans le triangle MOM',

d'où l'on déduit

O = t -f- P H U^
2

Remolaçant i et v par leurs valeurs, on trouve

(C3) = laii -f- 3 bu- -1- ( 4c -{ \ u^.

En négligeant le troisième ordre, on a

(64) = t-^p =
'i \po Pi
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666. Dans la suite de cet Ouvrage, nous aurons à appliquer

plus d une fois les propositions générales qui ont été établies,

dans ce Livre et dans le précédent, relativement aux lignes géodé-

siques. Nous terminerons ce que nous avons à dire maintenant

sur ce sujet en indiquant rapidement la solution dune belle

question qui a été posée par les travaux de M. ChristoCTel, et dans

laquelle M. Weingarten a employé de la manière la plus élégante

le théorème de Gauss et les formules (36) données plus haut.

Considérons, sur une surface quelconque, un point A et menons

par ce point deux lignes géodésiques AB, AG. En joignant les

points B et G par une géodésique. on formera un triangle géodé-

sique ABG, dont nous désignerons les six éléments par les lettres

rt, 6, c, A, B, G. Ge triangle est complètement déBni si l'on se

donne les coordonnées m et t' du point A, l'angle to que fait la

géodésique AB avec une courbe déterminée passant par A, par

exemple avec la courbe de paramètre c, et enfin les trois éléments

AB = c, AG = b, GAB = A.

Les trois autres éléments B, G, a peuvent donc être regardés

comme des fonctions bien déterminées des six quantités

b, c. A, u, V, ta.

Gela posé, il pourra se présenter quatre cas distincts :

i" Les formules qui expriment B, G, a ne contiendront aucune

des trois quantités m, t^, w. Il y aura alors trois relations distinctes

entre les six éléments du triangle géodésique; et il résulte de la

méthode précédente que ce nombre de trois relations est un

maximum qui ne pourra être dépassé.

2° et 3" Les formules contiendront une ou plusieurs des quantités

a, f, to; mais on pourra éliminer u, r, to entre les trois équations

qui expriment B, G, a, de manière à obtenir soit une, soit deux

relations entre les six éléments, relations qui seront vérifiées pour

tout triangle géodésique tracé sur la surface.

4" Les formules qui font connaître B, G, a nous donneront

pour ces trois éléments des fonctions des quantités m, r, w qui

seront réellement indépendantes; de sorte qu'il n'y aura, entre

les six éléments d'un triangle géodésique, aucune relation indé-

pendante des coordonnées de ses sommets.
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D'après cela, on sera conduit à la classification suivante des

surfaces, qui a été proposée par M. ChristofTel, dans le remarquable

Mémoire que nous avons déjà cité [p. i lo].

La première classe comprendra les surfaces pour lesquelles il

n'y a aucune relation entre les six éléments d'un triangle géodé-

sique.

Toute surface qui n'appartient pas à la première classe, c'est-

à-dire pour laquelle il y a une ou plusieurs relations entre les six

éléments d'un triangle géodésique, sera de la deuxième, de la

troisième ou de la quatrième classe suivant que le nombre de ces

relations entre les éléments sera égal à un, à deux ou à trois.

Comme les formules qui déterminent les géodésiqucs ne dé-

pendent que de l'élément linéaire, deux surfaces applicables Tune

sur l'autre feront évidemment partie de la même classe. Le plan,

par exemple, est une surface de la quatrième classe; il en sera

donc de même de toutes les surfaces développables; et les rela-

tions seront les mêmes entre les éléments d'un triangle plan et

ceux d'un triangle géodésique tracé sur une développable quel-

conque. De même, nous avons vu au n" 599 que l'élément linéaire

de toute surface à courbure constante positive ^ peut être ramené

à la forme (i6) [p. 46], qui convient aussi à une sphère de

rayon R. Il suit de là qu'il y aura, entre les six éléments de tout

triangle géodésique tracé sur la surface de courbure constante tt^j

les relations fondamentales de la Trigonométrie sphérique,

/ a b c . b . c .

COS — = COS — COS rr -H sin -^ Slll — cos A,

I
b c a . c . a -^

(65) / ^^^"r ^ ^^^ R
*^°^

ÏÏ
~^ ^'"

R
^'" H

^*^^
'

I c a b . a . b ^
COS -- = COS — COS K -r- sin — sin - cos L.

\
K K K K 1\

Dans un Mémoire déjà ancien (
'

), M. Minding a fait la remarque

très importante, mais à peu près évidente, qu'il suffit de changer

dans ces formules R en Ki pour obtenir les relations qui con-

(1) MiN'DixG (F.), Beitràge zur Théorie der kurzesten Linien auf krummen
Flâchen {Journal de Crelle, t. XX, p. 323; iS/jO).
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viennent pour tout triangle géodésique tracé sur une surface à
courbure négative. Les équations (65) se transforment ainsi dans
les suivantes

«^o "* ^* ^* bi . cicos- =co5-cos- -sm-smj^ cosA,

^^) < cos — = cos— cos — ^ sin — sin — cos B,

ci ai bi . ai . bi

qui jouent, dans la trigonométrie des surfaces à courbure constante
négative, le même rôle que les formules (65) dans la géométrie
de la sphère.

Ainsi, toutes les surfaces à courbure constante appartiennent à

la quatrième classe. Envisageons maintenant une surface quel-

conque de révolution que nous supposerons rapportée au système
formé par les méridiens et les parallèles. Soient u et v les coor-

données d'un point quelconque delà surface, u étant le paramètre
qui demeure constant sur chaque parallèle et v l'angle du plan

méridien passant par le point avec un plan méridien fixe. Dési-

gnons par Uq, ("o, ^^,, r,, Wo, t'o les coordonnées des trois sommets
d'un triangle géodésique quelconque. Les six éléments de ce

triangle seront des fonctions des six coordonnées précédentes;

mais, comme on peut faire tourner la surface autour de son axe

sans altérer les éléments du triangle géodésique, il est clair que

ceux-ci ne dépendront effectivement que des trois quantités m©?

a,, 11-2 et des deux différences ( o — v'o, r, — Co, soit, en tout, cinq

quantités. Il y aura donc au moins une relation entre les six

éléments du triangle géodésique.

Ainsi, les surfaces de révolution et, plus généralement, toutes

les surfaces qui sont applicables sur une surface de révolution,

appartiendront à la deuxième, à la troisième ou à la quatrième

classe.

66/. M. Christoffel n'avait pas poussé plus loin ces recherches :

il n'avait apporté aucun exemple d'une surface appartenant à la

troisième classe, et il s'était contenté de démontrer que toute

surface de la quatrième classe a nécessairement sa courbure totale
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constante. M. Weingarten, qui a repris cette étude en 1882 ('), a

démontré, par une méthode nouvelle, la proposition précédente

de M. GhristofTel, et il a réussi à établir de plus qu'il n'existe

aucune surface de la troisième classe.

Désignons par Mq, ^'oi ^i, Vt, Uo, i>2 les coordonnées des trois

sommets d'un triangle géodésique. Les six éléments a, b, c,

A, B, G du triangle seront des fonctions de ces six coordonnées.

Par suite, si la surface appartient à la première classe, ces fonc-

tions seront indépendantes et il sera impossible de déplacer infi-

niment peu le triangle géodésique sans le déformer, c'est-à-dire

sans altérer au moins un de ses éléments; car les différentielles

da, db, . . . des éléments sont des fonctions indépendantes des

différentielles des six coordonnées et ne peuvent s'annuler toutes

sans qu'il en soit de même de ces dernières, duo, dç^^ .... Si la

surface appartient à la deuxième classe, on pourra se contenter

d'exprimer cinq des éléments du triangle en fonction des coor-

données, le sixième sera donné par l'équation qui relie les six

éléments. Si donc on veut déplacer le triangle sans en faire

varier les six éléments, il suffira d'assujettir les six coordonnées

à cinq relations distinctes. Il y aura donc une suite de positions

du triangle dépendante d'un seul paramètre variable et dans la-

quelle chaque sommet décrira une courbe.

Si la surface appartient à la troisième ou à la quatrième classe,

il y aura deux ou trois relations entre les six éléments; par suite,

on exprimera quatre ou trois éléments en fonction des coordon-

nées des sommets, les autres étant définis par les relations qui

existent, par hypothèse, entre les six éléments. Il suit de là que,

si l'on veut déplacer le triangle sans altérer ses éléments, il faudra

écrire seulement quatre ou trois relations distinctes entre les six

coordonnées des sommets. En d'autres termes, ces six coordonnées

seront fonctions de deux ou de trois variables indépendantes. Il

suit de là que les coordonnées du sommet A sont des fonctions de

deux ou de trois variables indépendantes, et, par suite, que ce

sommet peut être déplacé d'une manière quelconque sur la surface.

(') Weingarten (J.), Ueber die Verschiebbarkeit geodâtischer Dreiecke in

krummen Flâchen {Sitzungsbericlite der K. P. Akademie der Wissenscliaften

zu Berlin, p. [\^i).
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A la vérité, on peut objecter que les coordonnées i/o et fo de A
peuvent ne pas être des fonctions distinctes des deux variables

indépendantes; et, s'il en est ainsi, le sommet A sera assujetti à

demeurer sur une courbe. Mais il est aisé de prouver que ce fait

exceptionnel ne peut se présenter pour chacun des trois sommets

du triangle géodésique.

En effet, si les trois sommets A, B^ G étaient assujettis à de-

meurer respectivement sur trois courbes (A), (B). (C), leurs

coordonnées seraient fonctions de trois paramètres, par exemple

des arcs A^A, BqB, GoG comptés sur ces courbes à partir d'ori-

gines fixes Aq, Bq, Gq. Deux au moins de ces paramètres, AqA et

BqB par exemple, devraient être arbitraires, puisque la position

des sommets doit dépendre de deux ou de trois paramètres dis-

tincts. Il suit de là que A et B pourraient être choisis arbitraire-

ment et, par suite, que la distance géodésique AB de deux points

A et B pris arbitrairement sur les courbes (A) et (B) devrait être

constante, ce qui est évidemment absurde. Il est donc permis

d'affirmer que l'un au moins des sommets du triangle géodésique

peut être déplacé arbitrairement sur la surface. Gela suffit pour

l'objet que nous avons en vue.

Reportons-nous aux formules (36). On peut en déduire des ex-

pressions de a, ,3, V en fonction des éléments du triangle géodé-

sique, telles que la suivante

(67) a =--3 g^ Ho,

s étant une quantité qui est du second ordre par rapport aux élé-

ments du triangle.

Supposons que la surface appartienne à la troisième ou à la

quatrième classe : le sommet A pourra être amené en deux points

quelconques Ao et A, d'une certaine région de la surface sans que

les éléments du triangle aient varié. Désignons par 7.0 et a, les

courbures de la surface en ces points ; on aura

3(A--Ao)-(-B -Bo)— (G-C0I
. .

ao = 3
go

-^ 'o,

3(A — AO . - , B — B» ) -(G — Ço) ^ .
a, = 3

g,
M-
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Si donc on désigne, pour abréger, par K la quanlilé

,, „3(A- -AO) -(B-Bo) — (C-Go)

on aura

(r)8)

Il suffit de supposer que les dimensions du triangle diminuent

indéfiniment pour reconnaître que le rapport précédent est égal

à l'unité. Par suite, la surface a nécessairement sa courbure totale

constante.

Ainsi la troisième et la quatrième classe de M. Christoffel

se réunissent en une seule, qui comprend uniquement les sur-

faces à courbure totale constante.

668. Telle est la démonstration de M. Weingarten. Cet habile

géomètre a essayé d'appliquer la même méthode aux surfaces de

la deuxième classe; mais l'emploi du théorème de Gauss ne paraît

pas devoir suffire à la définition complète des surfaces qui appar-

tiennent à cette classe.

Nous avons vu que, dans ce cas, le triangle géodésique peut

occuper une suite de positions qui dépend d'un seul paramètre

variable, et dans laquelle chaque sommet décrit une courbe (F).

Mais il n'y a aucune raison de supposer que les courbes (F) sont

les mêmes pour tous les triangles possibles et ne changent pas

quand les éléments de ces triangles prennent différentes valeurs.

Du moins, la formule précédente (68) nous permet de conclure

que toutes ces courbes (F) tendent, lorsque les côtés du triangle

deviennent infiniment petits, vers les courbes (G) sur lesquelles la

courbure totale de la surface demeure constante, et s'en rappro-

chent de manière à en être distantes de quantités infiniment pe-

tites du second ordre par rapport à ces côtés. Il résulte en effet

de cette formule que les valeurs de la courbure totale en deux

points distincts de la courbe décrite par le sommet A ont un rap-

port qui diffère de l'unité d'une quantité infiniment petite du se-

cond ordre par rapport aux côtés du triangle géodésique considéré.

Gonsidérons ces courbes (G) sur chacune desquelles la courbure

totale demeure constante. Nous allons montrer qu'elles forment

une famille de courbes parallèles.
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Soient, en effet, (C), (C), (C") trois d'entre elles, que nous

supposerons infiniment voisines. Prenons sur ces trois courbes

respectivement trois points infiniment voisins a, b, c, qui seront

les sommets d'un triangle géodésique infiniment petit abc. Dépla-

çons ensuite ce triangle géodésique abc, sans changer ses éléments,

de manière que le point a, par exemple, décrive sur sa trajectoire

un arc fini atti . Le triangle viendra occuper une certaine position

rt, bi Ci dans laquelle les points a, , 6i , C| seront à des dislances du

second ordre des courbes (C), (C), (C) respectivement. Donc si

on les ramène sur ces courbes par les plus courts chemins, en

substituant, par exemple, à chaque point le pied de la perpendi-

culaire géodésique abaissée de ce point sur la courbe correspon-

dante, on formera un triangle «a^iCo dont les sommets seront

situés sur les trois courbes et dont les cotés ne différeront de ceux

du triangle abc que de quantités infiniment petites du second

ordre. On aura, en particulier,

a^bi = ab{i-T-r,),

r, étant du premier ordre. Il suit de là que, si l'on fait tourner ab

autour de «, a^b^ tournera autour de a^', ab et «2^2 passeront en

même temps par un minimum. Donc les plus courtes distances de

(C) et de (C) seront les mêmes en deux points quelconques

a et Go. En d'autres termes, les courbes (C) seront parallèles ou

géodésiquement équidistantes.

C'est là, à ce qu'il semble, tout ce que l'on peut déduire, en ce

qui concerne les surfaces de seconde classe, du théorème de Gauss.

M. von Mangoldt (M, à qui l'on doit cette remarque, a complété

les recherches de M. Weingarten et il a pu établir par une mé-

thode savante que la seconde clause comprend seulement les sur-

faces de résolution à courbure totale variable. On peut substi-

tuer aux développements en série donnés par M. von Mangoldt

les remarques suivantes, qui ne sont peut-être pas à l'abri de toute

objection, mais qui offrent cet avantage de reposer sur la considé-

ration d'un nouveau cas limite des triangles géodésiques.

669. Considérons un triangle géodésique ABC, tracé sur une

( » ) Mangoldt (H. v.), Ueber die Classification der Flàchen nach der Verschiel)-

barkeit ilirer geodàtisclien Dreiecke {Journal de Crelle, t. \CIV. p. 21; 1882).
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surface quelconque, et supposons que, les côtés AB, AC, BG res-

tant finis, le sommet G se rapproche indéfiniment d'un point dé-

terminé situé entre A et B. Si l'on abaisse du point G la géodésique

GD perpendiculaire sur AB, GD sera supposé infiniment petite

{.fis- 70- 1^*21^ ^6ra de même des angles A, B, G, si nous désignons

Fis.

par G, non l'angle du triangle, mais son supplément. On peut

établir quelques formules intéressantes relatives à ces triangles

particuliers.

Si l'on élève en A la géodésique AE, perpendiculaire à AB,
elle pourra être aussi regardée, sans erreur sensible, comme nor-

male à AG; et la définition même de la longueur réduite nous

donnera les relations

AE==[AC]G - [AB]B,

GD = [AG]A.- [BG]B,

[AG], [AB], [BG] désignant, d'après nos notations (n° 633), les

longueurs réduites des trois côtés. En introduisant pour les côtés

les notations habituelles, nous avons les formules

(«9)

(70) AE = [cJB^/i

_A_

[a\

B G h

Ï«JL6J

M,

où ti désigne la perpendiculaire GD. A ces deux équations, on

peut joindre la suivante.

Désignons par/? la perpendiculaire abaissée d'un point de AG
sur AB et par q la perpendiculaire abaissée d'un point de BG

; p
et q^ considérées comme fonctions de la distance u de leur pied

au point A, sont deux solutions particulières de l'équation

(7')
d-z

du''- RB'

I
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si souvent employée au Chapitre V; et nous avons vu (n" 627) que
SI l'on substitue à la géodésique AB le chemin formé des géodési-
ques AC et BG, la variation de longueur aura pour expres^sion

(72) AC - CB - AB = 6 - c - a := qp'~pq.

Le binôme qp'—pc/esi une constante, dont on peut calculer la
valeur pour tel point que l'on voudra, par exemple pour le point
A. On a alors /? =0; le triangle infiniment petit AHK donne

P'^X.

D'ailleurs, d'après l'équation (70), on a

^-- AE = [c]B.

La substitution de ces valeurs de p, p\ q dans la formule pré-
cédente la transforme dans l'équation suivante

(73) 6 — c— « = [cjx Ax B,

où l'on connaît la signification géométrique de chaque terme.

670. Telles sont les relations que nous allons appliquer au
problème proposé. A cet effet, nous supposerons que la surface
soit de seconde classe, c'est-à-dire qu'il y ait une relation, et une
seule, entre les six éléments de tout triangle géodésique delà sur-
face. Mettons cette relation sous la forme

6_e-a.../(a, 6, A, B, G),

et supposons, comme plus haut, que le point C se rapproche de
AB dune manière déterminée.

En divisant par A x B les deux membres de l'équation précé-
dente et remplaçant dans le second membre A, B, C par leurs va-
leurs déduites des formules (69), on aura

AxB
«_Mm.A , h h /,[cl N

Lorsque h tend vers zéro, le premier membre tend vers une
limite déterminée [c] ; il faut donc qu'il en soit de même du se-

cond. On reconnaît aisément que la limite de ce second membre
est de la forme
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et ne peut, par suite, se réduire identiquement à [c]. En l'égalant

à [c], on aura donc nécessairement une relation

(74) F(a, b, [a], [b], [c])=-o,

où F a une forme tout à tait déterminée. Nous obtenons ainsi la

propriété suivante de toute surface appartenant à la seconde

classe :

Si l'on prend sur une géodésique quelconque trois points A,

B, C, ily aura nécessairement une lelation indépendante des

coordonnées des points A, B, C entre les segments AB, BG et les

longueurs réduites [AC], [BG], [AG].

Pour traduire géométriquement cette proposition, nous remar-

querons que, si l'on se sert de l'équation différentielle (71) pour

développer en série la longueur réduite d'un segment AB, on trou-

vera

\ AB A — s — %— — a' — -+- • 5^ -(-...

,

o 1-2 120

.V étant la longueur AB; a, a', a" désignant la courbure totale et

ses dérivées successives par rapport à l'arc, calculées pour le

point A.

Gette formule permet d'obtenir aisément les longueurs ré-

duites
[AB], [AG], [BG];

mais, pour simplifier le calcul, nous supposerons que l'on ait

AG = GB, c'est-à-dire a = b.

On trouvera alors, en désignant par s la valeur commune de a et

de ^,

[AG]=[«]

[CB]=[b]= s

[AB] = [c] =25 — 4a$ — ^a'^v-l- 4(a2— 3a")55-i-...,

a et ses dérivées étant calculées pour le point A.

En substituant les expressions précédentes dans la relation (74)

et faisant tendre ensuite 5 vers zéro, on obtiendra évidemment une

s —
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relation

(75) *(ï. a', a') — o

entre la courbure totale et ses deux premières dérivées par rapport

à l'arc. Cette relation, qui aura lieu en chaque point de la géodé-

sique, sera d'ailleurs la même pour toutes les géodésiques de la

surface.

671. Si l'on rapproche ce résultat de ceux que nous avons

déjà obtenus, on reconnaîtra aisément que la surface est appli-

cable sur une surface de révolution. Choisissons, en effet, le

système de coordonnées curvilignes formé avec les lignes à cour-

bure constante et leurs trajectoires orthogonales. Comme ces tra-

jectoires sont, nous l'avons vu plus haut, des géodésiques, l'élé-

ment linéaire sera réductible à la forme

ds- — du- -7- G^ dv-,

et l'on aura de plus

I
__ j^

dj^

RR^ ~ C du'-'

En exprimant que RR' ne dépend que de «, on serait conduit à

la forme suivante de C

(76) ""^-W
OÙ U désigne une fonction de u et V une fonction de i', et qui

convient à des surfaces bien plus générales que les surfaces de ré-

volution. Mais nous laisserons ce point de côté pour le moment.

Si l'on remplace, dans l'équation {-o), a par une fonction déter-

minée de u^ elle se ramène à la suivante

. / du d^u\
(77) H"'^'^/""*'

OÙ •} est aussi une fonction déterminée et qui convient à toutes

les géodésiques de la surface.

Considérons, en particulier, les géodésiques tangentes aux dif-

férents points de l'une des courbes de paramètre Uq, que nous

désignerons par (C"). Si M est un point de cette courbe, la géodé-

sique tangente en M donnera lieu, dans le voisinage de ce point,
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à l'équation
*2

u — Uo —
•10

où p désigne le rajon de courbure géodésique de (C") en M, et

qui résulte immédiatement de l'inspection du triangle MPQ dans

On aura donc, au point M,

fhi (P II I

as ds- p

si l'on porte ces valeurs dans l'équation (77), on reconnaîtra im-

médiatement que la courbure géodésique en M est une fonction

déterminée de ;/„ et qu'elle est, par suite, constante en tous les

points de (G*^).

Ce résultat nous suffit pleinement. 11 est, en effet, très aisé de

démontrer que, si une famille de courbes parallèles est formée
de cercles géodésiques, la surface est applicable sur une sur-

face de révolution de telle manière que ces cercles géodésiques

et les parallèles de la surface de révolution soient des courbes

correspondantes.

Cette proposition s'établit immédiatement : il suffit de remar-

(juer qu'elle se traduit par l'équation

G J^-^'^")'

oii § est une fonction déterminée de u. L'intégration nous donne

la forme suivante de C

C^f,{u)f,{^)

qui convient aux surfaces de révolution.
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LA DÉFORMATION DES SURFACES.

CHAPITRE I.

LES PARAMÈTRES DIFFÉREKTIELS.

Formules élémenlaiies relatives à deux courbes tracées sur une surface. — Dé-

finition des paramètres différentiels du premier ordre A5,A(5,^^), B(3,Ç<).—

Paramétre du second ordre A^s; méthode de M. Beltrami; formule analogue

à celle de Green. — Expression du rayon de courbure géodésique d'une courbe

au moyen des paramètres différentiels. — Les formations de .M. Beltrami per-

mettent d'obtenir tous les invariants différentiels de l'élément linéaire. —
Emploi des paramètres différentiels dans la solution de divers problèmes où

il s'agit de ramener lelément linéaire à une forme spéciale. — Calcul des pa-

ramètres différentiels des fonctions les plus simples. — De l'emploi de l'inva-

riant du second ordre dans l'étude du problème de la représentation conforme

et des systèmes isothermes. — Démonstration, due à M. Beltrami, du théorème

de Gauss relatif à lexpression de la courbure totale.

672, On sait toute l'Importance du rôle attribué aux deux pa-

ramètres différentiels du premier et du second ordre de Lamé,

soit en Physique mathématique, soit dans la théorie des coordon-

nées curvilignes de Tespace. M. Beltrami, dans une série de beaux

travaux qui remonte à i865 ('), a constitué pour les surfaces une

(') Voir Beltrami, Ricerche di analisi applicata alla Geometria {Giornale

di Matematiche, t. Il; i865).

— Sulla teorica générale dei parainetrl differenziali {Memorie délia Acca-

demia délié Scienze dell' Istitulo di Bologna, série H, t. VIII; 1869).

— Délie variabili coniplesse sopra una superficie qualunque {Annali di

Matematica, série II, t. I, p. 829; 1867).

— Zur Théorie des Krummungsniaasses {Àlathematische Annalen, t. I,

p. 575; 1869).

D. — m. li
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llléorie analogue et non moins iilile, en suivant les idées et les

inétiiodes déjà appliquées dans le cas de Lrois dimensions. C'est

cette théorie que nous allons maintenant exposer, afin de com-

pléter l'ensemlDle des notions fondamentales qui apparaissent dans

la solution des différents problèmes de la théorie des surfaces.

Prenons l'élément linéaire sous la forme de Gauss

( I
)

ds-^ — M dii^ -'-- 2 V du dv -\ G cA-,

et soit
oyUj v) '- consl.

léquation d'une famille de courbes. Si Ton désigne par du, dv les

différentielles relatives à un déplacement sur celle des courbes

de la famille (jui passe au point («, v). on aura, comme on sait,

du _ t__ àj dç i__ <^?
^

H, Acp désignant les expressions suivantes, déjà employées,

(3) H r^ v^KG F^

(4) ^?-=
\ dv I du dv \ ou

Le signe attribué, dans les formules (a), au radical y/A-f cor-

respondra au sens suivant lequel on se déplacera sur la courbe.

Imaginons maintenant que l'on se déplace à partir du point

considéré suivant une autre courbe de la surface et représen-

tons par la caractéristique o les différentielles relatives à C(;

nouveau déplacement. Si l'on désigne par w, w' les angles qui dé-

terminent les tangentes aux deux directions considérées, o) se

rapportant à la courbe (

'f
), nous aurons (n" 496)

,
dv 011 — du w

sin ( (o — w )
- H ;—^—— >

^ ' ds os

E du ou -- F (du oc -^ dv o«) -^ Gdvov
cos(co - co ) - ^j-^
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OU, en substituant les valeurs de du, dv^

{ )) ' 05ros(co — to I = -^ —1- L

La première de ces formules peut s'écrire

GO

(6' V^-^?"' 05sin(;w'-ai)'

et, comme toutes les quantités qui figurent dans le second membre
ont une signification absolument indépendante du choi^: des va-

riables Il et V, on reconnaît immédiatement que A'j est un inva-

riant dont la valeur demeurera la même pour la même fonction es

et le même point, quel que soit le système de coordonnées auquel

on rapporte la surface.

Le second membre de 1 équation (6) peut être légèrement trans-

formé. Remarquons, en effet, que

05 ?in(to'— u>)

est la projection du déplacement 05 sur la normale à la courbe (es),

le sens des projections positives correspondant à l'angle to -f-
-•

En désignant cette projection par o/j, on aura donc

• 0«

Si l'on suppose que le déplacement ait lieu effectivement sui-

vant la normale, on reconnaît que ^ A-j> est la dérivée de :> suivant

la normale. Cette propriété a déjà été établie d'une manière gé-

nérale au n" 572.

Toutes les fois que la fonction '^ satisfait à l'équation

Aç> = i,
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nous avons vu que les courbes (cp), obtenues en égalant la fonc-

tion o à une constante, sont parallèles les unes aux autres et l'on

peut ajouter que cp— fo désigne la longueur qu'il faut porter sur

les géodésiques normales à l'une d'elles (cpo) pour obtenir les diffé-

rents points de la courbe (cp). Plus généralement, si z> satisfait à

l'équation
Ac? = F(o),

F(<p) désignant une fonction quelconque de cp, on aura encore une

famille de courbes parallèles ; car, si l'on pose

'^ r ^^?

il vient
Acp'=,,

et, par conséquent, les courbes ('-5') ou, ce qui est la même chose,

les courbes (c2) seront parallèles.

Il ne sera pas inutile d'examiner le cas où la fonction o satisfait

à l'équation

(9) Aç = o.

Alors, si l'on se déplace sur la courbe (es), on aura

do do - "

—^ du -t- -r^ i/p = o,
OU OV

et, comme l'équation en C2 ne contient que le raj^port des dérivées

de C2, on pourra éliminer ces dérivées, ce qui conduira à l'équation

ds- = E du- -T- 2 F du dv -^ G dv- ~ o.

Il y a donc deux familles pour lesquelles la fonction ca satisfait

à l'équation (9) : ce sont les deux séries de courbes de longueur

nulle; chacune d'elles peut être considérée soit comme formée de

lignes géodésiques (n° 517), soit comme composée de courbes

parallèles.

673. Du paramètre différentiel ii'.5, nous pouvons, en appliquant

une méthode générale, déduire d'autres invariants se rapportant

à deux fonctions. Si l'on y remplace 'j par cp + )/!/, ). désignant
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une constante quelconque, on obtiendra un résultat de la forme

A(ç.-hÀt|;; = Ati — 2BX -^ A'iÀî.

Le coefficient de ). sera évidemment un nouvel invariant que

nous désignerons par A('j, •!/). Le développement des calculs nous

donne

E^ ^ — F (^-^ dj^ ^d^d-l\ do d<l>

, - . / 1 X
dv dv \ du Ov ' ôv du ) du du

(10) A(ç>,<l)= EG-F^

On voit que, pour i/ = .p, A('j, •^) se réduit à Acs.

On peut encore établir l'existence du nouvel invariant de la

manière suivante. Imaginons que, dans les formules (5), ou, ov

se rapportent à un déplacement sur une courbe de la famille

t|/(«, t') = consl.

En appliquant les formules (2), on aura

Zu I d'b ov _ I d^b

'''S
~

}i\/^ f^v' os ~ Hy/ÀÎ ê»"'

et la substitution des valeurs de om, or dans les formules (5) nous

donnera
d3 d-l> d-l ào

. . , , du Ov du dv
sin (10 — w > = -—z—7—=— j

(11) , H/A^V^t'

cos(w'— a> )

y/Â^ v/a6

Ces relations mettent d'abord en évidence la propriété d'inva-

riance du symbole A('j, ^l); mais elles nous conduisent également

à un nouvel invariant que nous désignerons par 6(ç}, <!/) et qui a

pour expression

I (do d'b do d'h\ I <^(?, -i)

(1-2) e(?, J,) = _ (^_ -^ _ -^
_^J

= _ ^^-—-j.

Les formules (i i) s'écrivent alors de la manière suivante :

(11) sinfco — 0)) = —, _ ,
-, cos(aj — co) =

,
,^ -

/Ao/a-^/ /Aç>/a-!/

Il résulte immédiatement de ces relations que, si l'on considère
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les deux courbes délinies ])ar les équations

0=0, J; r= O,

Cl un point commun à ces deux courbes, la condition pour qu'elles

soient tangentes en ce point s'exprime par la relation

id(o, il) ^ o,

et la condition pour qu'elles soient orthogonales, par l'équation

Les formules (1 1 V nous conduisent immédiatement à l'identité

(i3) e2((3, J/) + A'-(cp, J>) =A'^ A6.

On rencontre ici, pour la première fois, un fait qui se présente

fréquemment dans les théories analogues. J^cs invariants que nous

avons introduits ne sont pas distincts, et l'on pourrait exprimer

f)(c2, à) en fonction de Acp, A'i> et A('-p, 'l) ; mais l'expression ainsi

obtenue serait irrationnelle, et l'on ne peut se dispenser de con-

server 0, sauf à tenir compte de la relation (10).

674. Nous allons maintenant définir le paramètre différentiel

du second ordre. Pour cela, nous considérerons avec M. Beltrami

l'intégrale double

= / / A(o, 6) <5?j = / / A(ç, 6)11 dudi>

étendue à une portion simplement connexe de la surface, limitée

par un contour (C). Si l'on pose

I AT II
^^('9' l') cip ~ duIN = 11 ^ _ =.—-

,

l'intégrale deviendra

f.l
jM —^ -r- A —^ (lu ai.

Ou Ov j
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Écrivons-la sous la forme suivante

et appliquons la formule de Green à la première inlégralc du

second membre. Nous aurons évidemment

l'intégrale simple étant étendue au contour (G), parcouru dans

un sens convenable.

Or, d'après la seconde formule {5) et d'après les valeurs de M
el de N, on a évidemment

M di — ^ du — — ds cos(a> — u>')i^Ao,

w et w' désignant les angles formés en chaque point avec 1 axe

des X du trièdre (T i par la tangente à la courbe z> = const. el la

tangente au contour limite (G). Introduisons à la place de i>)

l'angle to"

&> = a>

qui détermine la direction de la normale au contour, dirigée vers

l'intérieur de l'aire. On aura alors

M dv — N du — — ds sin( to'— lo > y A:p.

D'autre part, si l'on suppose que l'on parcoure un chemm infi-

niment petit on dans la direction de celte normale, la formule ( 6 )

nous fera connaître la dérivée de w relative à ce déplacement

—
'- = ?i;i( (u — to)v A:;.

Nous aurons donc ff'S^ ^' tu*

M dv ~\ du =— -— ds. " "
On

La formule 1 15 > prend alors la forme
kii?h'&



200 LIVRK VII. — CHAPITRE 1.

OU encore

et, par suite, l'intégrale double du premier membre, qui s'ex-

prime en fonction de quantités absoKiment indépendantes du

choix des axes, est un invariant. 11 en sera évidemment de môme
de l'élément de cette intégrale; si donc nous posons

I /dM dN

ou, en développant les calculs,

/ d^ de? -1

/ (9cp d'S) \

, ^ , i a
l

au ov \ i o { dv ou
\

^'7) ^^? = H ^ 1 H )

-^ H Tv \ H )'

la fonction A^cp sera un invariant, linéaire par rapport aux déri-

vées de o, et la formule (17) pourra s'écrire sous la forme abrégée

( 18) r C\{^,^)drr ." — A -? ds — f f<^\,Q dz.

Nous avons supposé C[ue l'aire était limitée par un seul contour

et que les dérivées de cp et h étaient continues à l'intérieur de ce

contour. Si nous avions à considérer une aire limitée par plu-

sieurs contours, il suffirait de remplacer l'intégrale simple qui

ligure dans la formule par la somme des intégrales analogues

relatives à tous les contours. Si les conditions de continuité

cessent d'être réalisées pour des points ou pour des lignes, on

entourera les régions où se trouvent les discontinuités par des

courbes que l'on joindra à celles qui limitent l'aire considérée.

Nous n'insisterons pas sur toutes ces remarques qui ont déjà été

présentées à propos du théorème de Green (n" 644).

67o. Nos démonstrations supposent essentiellement le change-

ment de variables réel; mais il est clair que les propriétés d'inva-

riance subsistent même quand on emploie des coordonnées ima-

ginaires. Il suffit, pour s'en rendre compte, de remarquer que les

propositions établies sont susceptibles d'une vérification directe

par Je calcul algébrique, et il tombe sous le sens que cette véri-
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lication est absolument indépendante de la réalité ou de l'imat'i-

narité des variables ou des équations.

Une fois obtenus les deux invariants

on peut en déduire une foule d'autres

AA^. A(o.Ao), e(o, A=i

Les trois invariants nouveaux que nous venons d'écrire sont tous

les trois du second ordre. En voici d'autres du troisième

AAA-^, AA( =,A3% Ae(9,Ao\ A.A-^, AA,'v,

Nous verrons plus loin que les formations précédentes donnent

tous les invariants; mais nous reconnaîtrons encore, dans l'étude

d'un problème important, qu'elles ne les donnent pas toujours

sous la forme la plus simple.

676. Avant d'aborder les théories générales qui reposent sur

lemploi des paramètres différentiels, nous allons montrer com-

ment ils peuvent intervenir utilement dans l'étude de quelques

questions particulières.

Considérons d'abord une surface rapportée à un système de

coordonnées rectangulaires. Si le carré de l'élément linéaire est

pris sous la forme

le ravon de courbure géodésique des courbes ^=-^ consl. est déter-

miné par la formule
i_ i_ dA

p
~ AG dv

'

et il doit être porté, s'il est positif, du côté oii v augmente. Or

on a

I , ,
^ dC

A.= ^, A(».,A.)=-^, ^,

_ j_ _d /A\ _ _ 1 ^ _ ï_
^-^ ~ XC ô^ \C )

~'
C3 d^' Cp

et, par conséquent,

1=-GA,^-- —
p "G- dv
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on, en remplaçant — et C par leurs valeurs tirées des rela-

tions précédentes,

I _ AjP I A(t', \v)

P /a
(\çy-

Cette formule, ne contenant plus que des invariants, sera appli-

cable dans tous les cas. Par suite, le rayon de courbure géodésique

d'une courbe représentée dans un système quelconque de coor-

données par l'équalion

sera donné par
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Proposons-nous, par exemple, étant donnée une courbe (©), de
calculer la dérivée de la courbure géodésique par rapport à Tare
quand on se déplace sur cette courbe. On calculera s par la for-

mule (19), et l'application de la formule précédente donnera en-
suite

ds
V Ao

On calculerait de même les dérivées suivantes de 0.
I

677. Soient maintenant ;s et -l deux fonctions distinctes. Sup-
|)OSons que l'on détermine un point de la surface par les valeurs

de z, et de }, le carré de l'élément linéaire prendra la forme

ds*- -^d^'^—iV dod-lf^G dy-.

Il est aisé de voir que Ton pourra exprimer E, F, G en fonction

des invariants du premier ordre de -^ et de -l. En effet, si l'on cal-

cule ces invariants, on aura les trois équations

^'^ = ËG--F^' ^'^^ËG^.' ^^?''^)=ËG^'

([ui peuvent être résolues par rapport à E, F, G, et nous donnent

A-i
E =

G =

F =

A=.A4<-A*(o,^)

Ao

As A'i— Ai^G, 4*)

A=» A'i— A*(çp, 4*)

Le carré de l'élément linéaire aura donc pour expression

A6 rfo»— 2A(o, 6) rfo d^ -î- Ao rfl*
,..) ds*. = ^^^ ---^^-•_--^._-;

le dénominateur, qui est B-(3, 'i ), ne sera pas nul tant que les

fonctions s et -i seront distinctes.

Cette expression de l'élément linéaire va nous permettre d'é-

tablir une proposition que nous avons annoncée plus haut et de
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montrer que tout invariant composé avec les coefficients E, F, G
et leurs dérivées, contenant d'ailleurs une ou plusieurs fonctions

'^, 'i, ... et leurs dérivées jusqu'à un ordre déterminé, peut être

obtenu à l'aide des symboles à, de M. Beltrami.

Soit, en effet,

\ ou ' ou

une telle fonction. Les coefficients E, F, G, nous venons de le

voir, s'expriment d'une manière simple au moyen des trois para-

mètres
\u, Ar, A(m, v).

D'ailleurs, si X désigne une fonction quelconque, on a, d'après

la définition même de l'invariant 0,

ou ov

Il suit de là que toutes les dérivées, et par suite l'invariant I,

peuvent s'exprimer au moyen des symboles A, appliqués un

nombre suffisant de fois aux fonctions

U, (', cp, t};,

Il suffit donc, pour démontrer immédiatement la proposition

que nous avons en vue, de supposer que l'on a pris pour les va-

riables u et V deux des fonctions es, '|, ... qui entrent dans l'in-

variant.

S'il entre une seule fonction o dans cet invariant, on pourra

lui adjoindre et prendre pour d» un de ses invariants, par exemple

A'^ ou Ao'-p. Tous les invariants d'une seule fonction peuvent donc

être obtenus par l'emploi simultané et répété des opérations A et

Ao, appliquées à cette seule fonction.

078. Parmi les questions dont la solution peut être rendue

plus facile par l'emploi des invariants, on peut encore signaler la

suivante.

Supposons qu'étant donnée une surface, on propose de mettre

son élément linéaire sous la forme

('^3) ds- = /(a.) dp- -^ 2'^{x) dp dg -h 'li{a) dg'^,
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OÙ y, C5, -l sont des fonctions données et connues de a, mais où a,

p elq sont trois fonctions à déterminer. On reconnaîtra immé-

diatemeut que, si l'élément linéaire est donné sous la forme

ds- = E du- — 2 F du dv ^- G dv-,

X. p e\. q doivent satisfaire aux trois équations simultanées

dont l'intégration donnerait la solution complète du problème. La

théorie des paramètres différentiels permet de former une équa-

tion du second ordre à laquelle satisfera l'une des inconnues p, q
et qui remplacera le système précédent.

On a, en effet, en prenant l'élément linéaire sous la forme (aS),

•Un)

OU, si l'on désigne le second membre par '/ (a),

(25) A/) = 7(a).

11 \ient ensuite, en regardant a comme exprimé en fonction de p
et de q^

(26)

'^
' dp ' ' dq

\{p, \p) = xCa) y.._^,
^.

d%

e(p,\p)^ ^

et enfin

_ I r d ^ d ?
"I

L'élimination de a, -,-, t- entre les quatre équations (aS), (26)

et (27) conduirai une relation entre les invariants de/?, qui pourra

ensuite être écrite avec des variables quelconques et sera pré-
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cisémenl l'équation du second ordre cherchée. Le calcul se simplifie

beaucoup si la fonction es est nulle.

Comme première application, proposons-nous de ramener l'élé-

ment linéaire à la forme

(i8) du- — :i(dp'-- dq'-).

Nous trouverons immédiatement que p doit satisfaire ù l'équation

A^p — o.

Nous reviendrons plus loin (n" 681) sur ce résultat.

Rnvisag-eons maintenant la forme suivante de l'élément linéaire

(•j>9j ds'^ -^ cou- 7. dp- -+- sin'^(x dq'-.

VA\e correspond à une décomposition de la surface en rectangles

infiniment petits dont les diagonales sont toutes égales ou, si l'on

supprime les côtés de ces rectangles en laissant les diagonales, à

une décomposition de la surface en losanges dont les côtés sont

tous égaux. On a ici

I
, , ,

9, si n a (^a i da
\p r- — ;-, A(/j. \p) ------ r— y ' ^iP = r- T-cos^a cos»a dp siiiacos-^a dp

et, par suite,

( 3o )
A (/3. A/) ) — >_ A,/? ( A/) — I ).

Telle est l'équation du second ordre dont dépendra la solution du

problème. Remarquons que, si l'on effectue, dans la formule (29),

la substitution linéaire

p^p'-i-q', q^p'-q\

on obtient la forme

( 3 1) f/i- — dp- - dq '-
-

: 'i cos y, a dp' dq\

identique à celle que nous avons rencontrée dans l'étude du pro-

blème de M. Tchebycheff [p. i32].

Nous étudierons enfin la forme suivante

(32) . . ds'^-^ ocdp-^-r- - dq-^,
a

qui se présente dans la théorie des Cartes géographiques. Si l'on
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fait correspondre à chaque point de la surface le point du plan

dont les coordonnées rectangulaires sont p et q, on aura une re-

présentalion plane de la surface dans laquelle les aires seront con-

servées et, de |>lus, on pourra former un svstème orthogonal avec

les courbes de la surface qui correspondent aux droites du plan

parallèles aux axes coordonnées. On peut encore caractériser la

forme précédente de l'élément linéaire en disant que la surface

peut être partagée par les lignes coordonnées en rectangles qui

ont tous la même surface. On a ici

I \ Oi \ dx
^

a.
Jr r !? Op 1- dp

ce qui donne pour y? l'équation

(33) \(p. lp) = Ipl.p.

Dans le cas des surfaces développables, cette équation se transforme

aisément en une de celles que nous avons étudiées au Livre IV.

679. Nous indiquerons maintenant comment on calcule les in-

variants des fonctions les plus simples. Signalons tout d'abord les

formules suivantes que le lecteur établira aisément

/dfào df ào\

•' •' Oz Ô7. \d% d3 <^3 dx)

•' d% à%- ai ai

les termes non écrits se déduisant de ceux qui figurent dans les

seconds membres par de simples permutations. Ces identités per-

mettent de calculer les invariants des fonctions composées quand

on connaît ceux des fonctions simples a, 3, ....

Supposons la surface rapportée à ses lignes de courbure ; dé-

signons par X, >', z les coordonnées du point de la surface par rap-

port à des axes fixes et par a, a', a ; b, b'. b' \ c, c', c" les neuf

cosinus qui déterminent la position du trièdre (T) par rapport aux

'34)
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axes. On aura, comme on sait,

[ I dx

(35)

A du

I dx
,

G .).
=^ ^'

I dy
,

\ 'du~'''
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ordre. Pour calculer les paramètres différentiels du second ordre,

il faut se rappeler que les dérivées premières des neuf cosinus peu-

vent s'exprimer en fonction de ces cosinus et des rotations dont

les valeurs ont été déjà données au Tableau V. On a, par exemple.

1 d /C dv\ I d /A à.r

o dC h à\ f I

= XC àTc- Â£ ^ - X^^''-'^>- C

ou, en remplaçant les rotations parleurs valeurs et faisant les ré-

ductions,

<-»> A....(^-?-).e(;i-l).

Cette remarquable formule, signalée depuis longtemps par M. Bel-

trami, montre que, dans les surfaces minima, toutes les sections

par des plans parallèles forment une famille isotherme (n" 209).

On trouvera de même

M * VR R'/ U^^ R'V

l ^AdM\R R'/ ^Gt^i-VR R'/

Si l'on applique maintenant les formules générales (34), on

obtiendra les deux relations

I àf \^ /o>/\* l'àf.i / âf ,(if ,of i

^
\

-J^ J 'R Yi:)\ dx ùy dz)

dxî dy^ âz^ \ dx dy dz J
'

'

Le carré qui ligure dans la dernière est purement symbolique,

c est-à-dire qu'après l'avoir effectué, on devra remplacer les

produits tels que j- x ,— par une dérivée seconde • Ces deux

formules sont dues encore à M. Beltrami.

D. - III. i4
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Si l'on prend

2

on en déduit

(43)

Au) = 2a> — P^,

)A,c. = ..-P(l-.j^,)

On trouvera encore

(44) A(a>, P)--:|---^.

680. Pour compléter cette étude rapide, il nous reste à montrer

comment l'invariant linéaire du second ordre intervient, soit dans

la théoriedes systèmes isothermes et de la représentation conforme,

soit dans l'examen d'une question très intéressante qui a été

abordée pour la première fois par M. Beltrami (*), mais qui a été,

dans ces derniers temps, l'objet d'études approfondies de la

part de M. Klein (-).

Étant donné un plan, pour lequel le carré de l'élément linéaire

est défini par la formule

on sait qu'une fonction d'une variable imaginaire est, par défini-

tion, celle dont la différentielle est le produit d'une fonction

quelconque par l'un des facteurs linéaires de ds^, c'est-à-dire

celle pour laquelle on a

du — M(dx- idy).

Étant donnée de même une surface quelconque réelle dont

l'élément linéaire aura pour expression

ds'^ — E du^ -•- 2 F du dv -h G di>-,

u et V étant des variables réelles, nous décomposerons ds'^ en

(') Voir le Mémoire, cité plus liaut, des Annal i di Mateniaticn.

(^) Klein (F.), Ueber /iieinann's Théorie der algebraischen Functioneii und

Huer Intégrale. Leipzig, i<S8a.
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deux, facteurs

H désignant comme d habitude le radical y EG — F-. Une fonction

complexe û du point (m, r) de la surface sera celle qui satisfera à

l'équation

(45 ) ^i> = MUë du -T- ^^j" d\,

par conséquent, si Ton désigne par x le facteur réel ou imagi-

naire qui fait de l'expression

X ( v'^ du -. —— dv \

une difierenlielle exacte, et si l'on pose

on voit que û sera une fonction de la variable complexe x -j- iv.

Si, dans l'équation précédente, on change i en — / et si l'on dé-

signe par x' la fonction conjuguée de x, on aura

( 47> x'
(
/Ë du -. —— di' \ = dx — i dv,

\ VE /

et, en multipliant membre à membre les équations précédentes, on

trouvera

,, d.r'^—dy--
U8) ds*-= ^^^^---

Cette équation nous montre que x et y sont deux fonctions

isothermes conjuguées. On le voit donc, dès que la surface est

rapportée à un SAStème isotherme, la définition d'une fonction

complexe sur la surface devient identique à celle que l'on prend

pour point de départ dans la représentation de la variable com-

plexe sur le plan. En d'autres termes, dès que l'on connaît une

représentation conforme de la surface sur le plan, les fonctions

complexes du point de la surface sont identiques aux fonctions

complexes du point correspondant dans le plan.
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Réciproquement, supposons que l'on ait obtenu pai* vm procédé

quelconque une fonction

a = P -,- f-Q

satisfaisant à l'équation (4'^)- En changeant i en — i dans cette

équation et désignant par ù' l'imaginaire conjuguée de ù, on aura

( 49 )
d9J = M'

(
y/Ë du -r- ^^..'— dv

et, par suite,

( 5o) do. dm = INnr ds^ = dP^ -r- f/Q2.

Ainsi la connaissance d'une fonction complexe, d'ailleurs quel-

conque, permettra d'cirectuer la représentation conforme de la

surface sur le plan.

11 résulte immédiatement de la formule [oo) que, si l'on connaît

deux fonctions complexes sur deux surfaces diflercntes, on réali-

sera une représentation conforme des surfaces l'une sur l'autre en

faisant correspondre les points pour lesquels les fonctions ont la

même valeur j car, si l'on désigne par ds' l'élément linéaire de la

seconde surface et par N, IN' les quantités analogues à M, M', on

aura, pour les éléments correspondants,

MM' ds^ = NN' ds"- -- dii diY,

ce qui démontre la proposition. Ce résultat, qui a été signalé par-

ticulièrement par M. Klein, comprend en particidier, ou plutôt

présente sous une forme nouvelle ceux qui ont été déjà donnés

(Livre II, Ghap. III).

681. Il nous reste maintenant à mettre en évidence les rapports

de la théorie précédente avec les invariants. Pour cela, nous allons

chercher les équations qui définissent les fonctions complexes,

quand le système de coordonnées est quelconque. L'équation ('i)j

nous donne

du dv y/E

et l'élimination de M conduit à l'(''qualion

dli àO.

^ ^ dv ^ du
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qui caractérise les fonctions complexes. On peut encore l'écrire

sous la forme équivalente

dQ du
(r^) G^-(F-tH)^ =o.
^ ' Ou ov

11 résulte immédiatement de ces équations que la fonction Q

satisfait à l'équation

(53) AQ = o.

Réciproquement, si une fonction Q a son premier invariant nul,

elle satisfait, soit à l'équation (5i). soit à celle qu'on en déduit par

le changement de signe de H ; en d'autres termes, elle est fonction

de l'une des variables déjà employées x -+- iy^ x — iy.

On vérifiera également, par un calcul facile, que Q satisfait à

l'équation

(54) Ait> = o.

Étudions maintenant la relation entre la partie réelle P et la

partie imaginaire Q de Qt.

L'équation (53) développée

o = AO = AP — AQ — 2tA(P, Q)
nous donne

AP = AQ. A(P, Qj = o.

Ces relations entre les invariants de P et de Q montrent que les

courbes obtenues en égalant à des constantes la partie réelle et la

partie imaginaire de ù se coupent à angle droit. Ce résultat

pouvait être prévu: il est une conséquence de l'équation (5o).

D'autre part, si, dans les équations (5i) et (Sa), nous séparons

les parties réelles et les parties imaginaires, nous obtiendrons les

deux svslèmes équivalents

/)Q _ F dP E ^
S'dTi ~ M du ^ dv'

*^^^
j
dQ _ G dP _ F dP

ylv ~
Yi du \i dv'

(56)
1 du



21
i

LIVItE VII. — CHAPITRE I.

I^'élimination de P entre les deux premières équations ou de Q
entre les deux dernières nous montre que P et Q sont des solutions

de l'équation

(.57) A^O^o,

ce qui d'ailleurs résultait déjà de l'équation (54).

Réciproquement, toutes les fois que l'on connaîtra une solution

quelconque Q = Q de l'équation (5"), les formules (56) nous

permettront de déterminer par une quadrature une fonction P, ce

qui donnera une fonction complexe Q = P -4- t'Q du point sur

la surface. On peut donc énoncer la proposition suivante : La

solution réelle la plus générale de Véquation (5^) est fournie

par la partie réelle ou par lapartie imaginaire dhuie fonction

complexe du point sur la surface. Par suite, si l'élément linéaire

peut être ramené à la forme

ds''-=\{dx^--^dy'^),

la solution la plus générale de l'équation (5r ) est

6 — y(^ -h iy ) -^ <]j{x — iy)-

(7est d'ailleurs ce que l'on reconnaît immédiatement en profi-

tant des propriétés d'invariance de l'équation (i5) et l'écrivant

avec les variables x, y] car elle prend alors la forme simple

I p20 ()2on _

682. M. Bcltrami a montré comment on peut rattacher à sa

théorie la proposition que nous devons à Gauss relativement à la

courbure totale. Soient, conformément aux notations employées

plus haut, X et x' deux facteurs qui fassent des expressions

X
I v/E du -. —— dv

\ s/E

\/E «a -t-
—— dv

/E

des différentielles exactes d\x-\- iy) et dix — iy). Les facteurs
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les plus généraux ayant la même propriété seront respectivement

A-^iar-^iy), / -l(x — iy),

'j. et -v désignant des fonctions quelconques; de sorte que si Ton

veut ramener ds- à la forme

ds^= Idxd^,

la valeur la plus générale de a sera

X
X3c' o(x -I- iy ) ^{x — iy)

Par conséquent, pour tous les systèmes de coordonnées et pour

toutes les valeurs possibles de x et de x', la fonction

Ai log —^ = Aj \o^\'y.-/.'

\ X

aura toujours la même valeur. Nous obtenons ainsi un inva-

riant : on peut le calculer comme il suit.

La fonction x doit satisfaire à l'équation

d(xv/Ë ) _ d^ x(F^tH)
dv ~ du ^Ë

qui donne

aiogx p«>logx ^^logx ,- d F-tH I dE
Ci—-— — r =^ f M — —

" V "^— —— ~~ ~ — •

ov Ou Ou Ou ,/E 2 dv

En multipliant par —p— , on aura de même

„aiogx ^(?logx .„()Iogx F— iH d F iH F - iH dE
r — (j = £ H — ^- _— — r;— -r- •

Ov Ou Ov .'1^ Ou ./E 2E ov

En se servant de ces deux relations pour calculer Ao logx, on

obtient immédiatement ce résultat

I d { .diogx F— iHt^E F — iH d F — iH\
A, loçx = vï — I

— i ^
7TT-.
— -^ :—— IH Ou \ Ov 2 EH Ov H V E ''"

V E /

I à ( .dXo^Y. v'Ë d F-4-iH I dE1 _/
H Ov \ du H c»M y/E 2H (/f
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OÙ X s'élimine de lui-même. Si l'on change i en — ?", x en y! et que
l'on ajoute l'équation obtenue à la précédente, on trouve, en
divisant par 2 et en réduisant,

,

' ^ 2 H èu\ ri du Eri àv)

'^ iW ôv \\l du H Jv
~~ ËH ^~m/

D'après la manière même dont nous l'avons obtenu, cet inva-

riant doit s'annuler dans le cas où l'élément linéaire est réductible

à la forme
ds- — d.r--- dy'^,

et dans ce cas seulement. D'ailleurs, on reconnaîtra aisément, en le

comparant à la formule (i6") [II, p. 364], qu'il est identique à la

courbure totale. Mais on peut aussi établir ce dernier résultat

directement en le déduisant des propriétés mêmes d'invariance que
nous avons signalées.

Supposons, en effet, que l'on veuille calculer la valeur de l'inva-

riant pour un point M. Prenons pour axes des x et des y les tan-

gentes principales en ce point. Si II et IV sont les rajons de cour-

bure principaux en ce point, l'équation de la surface dans le

voisinage de M sera

(>9,) -^= --û ^ ^' ^-••••
an iK

On aura, en choisissant x etj comme coordonnées curvilignes

d'un point de la surface,

Si l'on porte ces valeurs de E, F, G dans la formule (58) et si

l'on remarque que, pour x —j=o, -.—^ est la seule des dérivées

premières et secondes de E, F, G qui ne soit pas nulle, on trou-

vera, pour le point M,

(61) A,logv/xx'---J^.
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Tel est le résultat établi par M. Beltrami. Les considérations

par lesquelles on le démontre ne dilTèrent pas essentiellement de

celles que M. O. Bonnet a développées dans le Mémoire sur la

théorie des surfaces applicables, inséré au XLI* Cahier du Jour-

nal de VÉcole Polytechnicjue.
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CHAPITRE II.

SOLI TIO.\ I)'l JN PKOBLÈME FOJVDAMKJVTAL : RECOTXN AITRE SI DEUX

SURFACES SONT APPLICABLES l'i AE SUR l'auTRE.

Deux surfaces pour lesquelles la courbure totale est constante et a la même va-

leur sont toujours applicables l'une sur l'autre; mais on ne sait réaliser

cette application des deux surfaces l'une sur l'autre que dans le cas où la

courbure totale est nulle. — Si l'on savait déterminer les géodésiques des deux

surfaces, on pourrait réaliser l'application; mais la détermination de ces géo-

désiques dépend de l'intégration d'une équation de Riccati. — Méthode permet-

tant de reconnaître si deux surfaces à courbure variable sont applicables l'une

sur l'autre. — Cas général. — Emploi des paramètres différentiels. — Cas

particulier où les courbes sur lesquelles la courbure totale conserve une même
valeur sont parallèles les unes aux autres. — Cas plus spécial encore où ces

courbes forment en outre une famille isotherme; les surfaces sont alors appli-

cables sur des surfaces de révolution. — Etude de deux problèmes parti-

culiers; recherche des surfaces réglées qui sont applicables sur des surfaces

de révolution ; recherche des surfaces gauches qui sont applicables sur une

autre surface réglée sans que les génératrices rectilignes soient des courbes

correspondantes sur les deux surfaces.

683. La théorie des paramètres différentiels permet de résoudre

simplement la question suivante :

Reconnaître si deux surfaces sont applicables l'une sur

l'autre ou si deux formes de Vélément linéaire sont (équiva-

lentes.

Voici la solution que nous donnerons de cette importante ques-

tion.

Commençons par considérer le cas exceptionnel où la première

surface (S) a une courbure constante; d'après le théorème de

Gauss, la seconde surface (S') ne pourra être applicable sur la

première que si elle a une courbure constante, égale à celle de la

première. Supposons que cette condition, qui est nécessaire, soit

remplie : nous allons montrer que les deux surfaces seront appli-

cables l'une sur l'autre.

En efl'et, considérons, sur une surface à courbure constante — ?
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un système de coordonnées formé par les lignes géodésiques

qui passent par un point fixe quelconque de la surface et leurs

trajectoires orthogonales. Nous avons vu (n" o99) que l'on aura

pour l'élément linéaire la forme réduite

(i) ds^ = a-(du-— sin- 11 dv-).

Si, au contraire, la courbure est négative et égale à ^-, on trou-

vera de même

(2) ds'-=aAdu'^ r-i^~-^—\ dvA.

Enfin, si la courbure était nulle, on aurait, pour le même sys-

tème de coordonnées,

(3) ds*-^ du^—ir-di'-.

Ces trois formes réduites nous permettent de résoudre com-
plètement la question proposée. Etant données deux surfaces (2),

(S'), de même courbure totale, nous allons démontrer qu'elles

sont applicables l'une sur l'autre, et cela d'une infinité de manières.

Prenons un point quelconque M sur (S) et faisons-lui corres-

pondre un point quelconque M' de (S'). Cela posé, à un point Pde
(S) ne peut correspondre sur (-') qu'un point P' dont la distance

géodésique à M' égale la longueur de la ligne géodésique PM. Je

prends un point quelconque P' satisfaisant à cette condition et je

dis qu'on peut, de deux manières différentes, appliquer les deux

surfaces l'une sur l'autre de telle sorte qu'à M et P correspondent

respectivement M' et P'.

En effet, rapportons les deux surfaces aux systèmes de coordon-

nées polaires dont les pôles sont M et M'. En écrivant que les arcs

correspondants sont égaux, on sera conduit à une équation

du- — ^-{u) dv- = du'-— o-{u') dv'^,

où ^(m) désigne l'une des fonctions a, sinu, qui figurent

dans les formules (i), (2), (3). Si M doit correspondre à M', on

devra avoir aux points correspondants u = 11', et, par suite, l'équa-

tion précédente deviendra
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OU, en intégrant,

ç dr v' = const.

Soient /to, c,, les coordonnées du point P; (/'^^, c',, celles de P'. En
écrivant que P et T^'se correspondent, on détermine la valeur de la

constante, et l'équation entre v et v' devient

11 V a deux solutions, correspondantes au double signe du second

iTicml)re.

Considérons, par exemple, deux sphères égales et deux arcs

de grand cercle égaux MP, M' P' pris respectivement sur ces deux

surfaces. On peut amener les sphères à coïncider de manière

que M', P' soient respectivement en M et 1\ Alors on peut établir

la correspondance entre les deux surfaces, soit en regardant comme
homologues les points de deux surfaces qui sont maintenant con-

fondus, soit en faisant correspondre à l'un de ces points son symé-

trique par rapport à l'arc MP. Telle est ici l'interprétation géomé-

trique des deux solutions précédentes.

684. Nous venons de démontrer que deux surfaces à courbures

constantes et égales sont applicables l'une sur l'autre, et d'une infi-

nit(' de manières; mais il ne résulte pas de là que l'on puisse tou-

jours réalise/- l'application et établir les équations qui relient les

deux points correspondants. Pour être effectu-pment appliquée,

la méthode que nous avons suivie exige évidemment que l'on

connaisse les lignes géodésiques sur les deux surfaces données.

Nous sommes donc conduits à nous proposer la question sui-

vante :

Etant donnée une surface à courbure constante, peut-on

déterminer ses lignes géodésiques?

Dans le cas où la courbure totale est nulle, la réponse à cette

question n'est pas douteuse. Etant donné l'élément linéaire d'une

surface développable, on peut toujours, par de simples quadra-

tures, le ramener à la forme

d.r- -4- dy- .

Par suite, l'équation des géodésiques, qui est une relation
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linéaire enlre x et j', s'obtiendra dans tous les cas par de simples

quadratures.

Soit, en effet,

ch- = E da- -- 2 F du dv -.- G dv-

un élément linéaire pour lequel la courbure totale, définie par la

formule (o8) du Chapitre précédent, est égale à zéro. Il résulte

de la signification même de cet invariant et de la méthode que nous

avons suivie au n" 682 que l'on pourra ramener l'élément linéaire

précédent à la forme

( 4 )
ds- — dx- -7- dy-\

et, par suite, il existera une fonction a telle que les deux expres-

sions

du -î —— dv

(5) < ,

v/E

soient. Tune et l'autre, des différentielles exactes d{x -\- iy) et

(l(^x — iy). Si nous écrivons les conditions d'inlégrabilité, nous

aurons les équations de condition

dv
" Ou y/Ë

à \/Ë _ r — j'H

dv X ~ du X /È

Remplaçons dans ces équations A par e'> et résolvons par rapport

aux dérivées de |jl; nous aurons

i (ya _ I t>F F dE
L_ ^

\d7c^ H dû
""

lËÏÏ dû iU dv'

{ dv ~ ^ du ->ËH dv
'

H suffit de se rappeler que la courbure totale est nulle et de com-

parer à léquation (58) du Chapitre précédent pour reconnaître

qu'il existe effectivement une fonction ja satisfaisant à ces deux

équations. Cette fonction une fois déterminée par une quadrature.
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on portera la valeur e'!^ de X dans les expressions (5) et l'intégra-

lion de ces difFërenlielles fera connaître x -\- iy qI x — iy. Il sul-

fira donc de trois quadratures eftectuées sur des différentielles à

deux variables pour ramener l'élément linéaire à la forme (/j) et,

par suite, pour trouver les lignes géodésiques.

685. Passons aux surfaces à courbure constante et, pour fixer

les idées, supposons que la courbure soit positive et égale à -^

(^pour une surface à courbure négative, il suffira de changer a en

<7 y/

—

I dans les résultats c|ue nous allons obtenir). Conservons

toutes les notations du Livre V (Chap. I); il est clair que. la

surface ou l'élément linéaire étant donné, si l'on détermine pour

chaque point la position (\v\ trièdre (T) par rapport aux lignes

coordonnées, on aura, en chaque point de la surface, les transla-

tions ^, ^1 , 7), 7], et, par suite, les rotations /-et /•, (n" 481). Ces six

quantités ne changent pas lorsqu'on déforme la surface; par con-

séquent, si l'on veut l'appliquer sur une sphère (S; de rajon a,

elles auront les mêmes valeurs aux points correspondants de (S)

ol de (S). Mais, pouf le point de (S), les deux rajons de couibure

principaux sont égaux à a et, de plus, les directions principales

sont indéterminées. 11 faut donc que les deux équations (lo) [11,

|>.35a], qui définissent les directions principales, soient identi-

(piement vérifiées quand on y fait p = «7. On obtient ainsi les

équations

\ •'- aq — o, r^~-ap -^ o.

qui déterminent p, q., fi, q\\ de sorte que l'on connaît toutes les

i-otalions et les translations du trièdre (T). La détermination ef-

fective du mouvement de ce trièdre et, par suite, l'application de

la surface (S) sur la sphère (S) dépendent donc, d'après les prin-

cipes exposés au Livre I, de l'intégration d'une équation de Ric-

cati. Or, lorsque cette application des deux surfaces l'une sur

l'autre sera effectuée, on connaîtra évidemment les liones fféodé-

siques de (S); elles correspondront aux grands cercles de (S).

Ainsi :

La délerminatioii des géodésiques d'une surface à courbure
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totale constante et différente de zéro dépend de Vintégration
d'une équation de Riccati.

686. Supposons maintenant que les deux surfaces (S), (2,)

soient, l'une et l'autre, à courbure variable; soient it, v les coor-

données qui déterminent un point de (S), «j i', celles qui déter-

minent un point de (^2,). Pour que les deux surfaces soient ap-

plicables Tune sur l'autre, il faudra que l'on puisse déterminer

pour u et V des fonctions de Wi, i', donnant identiquement

E du-— iF du dv -r- G rfv- = E, du\ — 2 F, </«, dvi - d dv\,

et cette équation nous montre tout de suite que u et f doivent être

des fonctions indépendantes: car, si u était fonction de f, le se-

cond membre serait un carré parfait.

L'application des méthodes générales conduirait pour u e\ v k

trois équations aux dérivées partielles du premier ordre. Le

problème posé, envisagé sous ce point de vue, consisterait donc à

reconnaître si ces trois équations peuvent être vérifiées par un ou

plusieurs svstèmes de valeurs de u et de r.

Mais les propositions que nous avons établies précédemment

vont nous permettre de reconnaître par de simples éliminations

si les deux surfaces (S), (Si) sont applicables l'une sur l'autre.

Nous savons dabord qu'aux points correspondants des deux sur-

faces les courbures totales doivent être égales. Si nous désis^nons,

par conséquent, par ç(m, v) et Çi(mi, Vx) les expressions de la

courbure totale, formées respectivement avec les éléments des sur-

faces (S), ( -1), nous devrons avoir l'équation

(7) ?(«• *')--?i(«i, *'i)-

D'autre part, s'il existe une transformation de coordonnées per-

mettant de passer de l'élément linéaire de la surface (2) à celui de

la surface (2,), tout invariant de la fonction çj, formé avec l'élé-

ment linéaire de (2), devra être égal à l'invariant correspondant

de C5, formé avec l'élément linéaire de (-1). Cette remarque nous

permet de former une suite illimitée de relations entre //, i', Wi, Tj,

qui seront toutes nécessaires.

Le principe suivant va nous aider à nous reconnaître au milieu
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(le toutes ces relations et d'écrire seulement celles qu'il est indis-

pensable de considérer.

Soient

(8) o(m, i^j -^ ©i(mi, Pi), 'h{u, v) =<bi(ui, vi)

deux quelconques d'entre elles, que l'on choisira de manière à

satisfaire à cette unique condition que les deux fonctions cp et 6

soient indépendantes. Alors il devra en être de même des fonc-

tions cp, et 'ji,; sans cela, les surfaces ne pourraient être applicables

l'une sur l'autre. Dans ces conditions, les équations précédentes,

résolues par exemple par rapport à ^^ et à ç, définiront une ou

plusieurs correspondances distinctes entre les points des detix sur-

faces (S), (S, ). Il est donc nécessaire, d'après la théorie même des

invariants, que l'un au moins des systèmes ainsi obtenus de va-

leurs de II et de ç vérifie les trois équations

(9) Aç_.Aio,, A(;o, <];) = Ai(o„ <l>i), A-]; := A' (4.1 ),

OÙ l'indice supérieur i indique les paramètres différentiels formés

avec l'élément linéaire de (2|). Mais nous allons montrer que, si

la condition précédente est nécessaire, elle est aussi suffisante.

En effet, puisque les fonctions (p et d^ sont indépendantes, nous

pouvons déterminer un point de la première surface par les valeurs

qu'y prennent cp et <\i, et, d'après la formule donnée plus haut,

l'élément linéaire de cette surface (S) aura pour expression

Ao At]; — A2(cp, (1/)

De même, l'élément linéaire de (^S, j sera réductible à la forme

Al 'il d'^l - 2 A> (cf ,. 'Il ) d-^i f/.];i+ A> cpi d^i
ds\

A'cpi Ai4.i-(Ai(cpi, ^,))'

et, par suite, la correspondance établie par les cinq équations (8j

et (9) nous donnera
ds- = dsT

.

Notre proposition est donc établie; elle permet, on va le voir, de

résoudre simplement la question proposée.

687. Reprenons en effet l'équation (7)7 à laquelle nous adjoin-
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drons la suivante

Si A.5 n'est pas une fonction de '^, A' '^, ne sera pas une fonction

de C5, ; autrement les deux surfaces ne pourraient être applicables

l'une sur l'autre; \ç, et A' .p, pourront donc jouer le rôle des

fonctions que nous avons appelées plus haut -l et 6,. Le svstème

des équations (8) et (9) se réduira ici au suivant

( ? = ?!•

(10) <

\ AA3 = A» Aiçi,

et il suftîra que les deux dernières équations soient des consé-

quences des deux premières pour que les surfaces (S), (S,) soient

applicables l'une sur l'autre.

Notre raisonnement ne suppose en rien, on le voit, que cp soit

la courbure totale et il s'appliquerait sans modification si Ton

savait a p/iori que deuxfonctions quelconques '-^{u, v), g, (m,, v,)

doivent prendre la même valeur aux points correspondants des

deux surfaces. Le théorème de Gauss n'intervient dans cette ana-

Ivse que pour nous faire connaître une fonction invariante. Le

fait que cette fonction est la courbure ne joue qu'un rôle secon-

daire dans nos raisonnements; mais il n'en est plus ainsi, et la

signification de es reprend une grande importance, dans les cas

particuliers que nous avons écartés et que nous allons maintenant

examiner.

088. Supposons que, pour la surface (i!), A'^ soit une fonction.

de '.5, F(c2); il en sera de même pour l'autre, et l'on devra avoir

cvidemmf^nt
Aiç>,= F(?,),

sans quoi les deux surfaces ne seraient pas applicables l'une sur

l'autre. Nous supposerons celte première condition satisfaite.

L'équation
Aç> = F(o)

exprime que les lignes sur lesquelles la courbure totale est la

même forment une famille de courbes parallèles. Nous avons

D.— III. 13
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déjà rencontré au n° 671 les surfaces jouissant de cette propriété

et nous avons même donné la forme de l'élément linéaire lorsqu'on

prend un système de coordonnées formé de ces courbes parallèles

et de leurs trajectoires orthogonales. Il nous suffira de remarquer

ici que l'élément linéaire est de la forme bien connue

où l'on a (n° 672)

(ii) du
d^

v/Aç

On peut établir entre les invariants de la surface une relation

qui nous sera utile. Si l'élément linéaire d'une surface est ramené

à la forme
ds"' = du'^-\- G^dç'i

on a

I c)C t I c)2C

et de là on déduit

(I2) A{U, ^.2U):=—0 — (^2U)-^

Cette équation est tout à fait générale. Mais, si nous supposons

maintenant que la surface soit une de celles que nous voulons

étudier et que les courbes de paramètre u soient celles sur les-

quelles la courbure cp demeure constante, Acp deviendra une fonc-

tion de cp; u sera aussi une fonction de cp, définie par l'équation (i i),

et la relation (12) se transformera dans la suivante

\J v/a? J a?/ \ J v/Ao/

qui convient aux surfaces dont nous nous occupons et ne contient

d'ailleurs qu'en apparence des intégrales et des radicaux.

Revenons aux deux surfaces (S), (ïi). Nous savons qu'aux

points correspondants on doit avoir

( Acf(«, v) = AiC£.i(Mi, t^i);

mais ces deux relations, en vertu des livpotlièses actuelles, se ra-

mènent à une seule. Nous obtiendrons une équation nouvelle en
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exprimant que les invariants du second ordre sont égaux, c'est-

à-dire que l'on a

A,ç= lloi.

Pour la simplicité des raisonnements, nous écrirons cette équa-
tion sous la forme équivalente

J v/Aç> J /a'o,

et nous lui adjoindrons la suivante

do \^-
<^-^/^)-^'(-^^M;

Cela posé, si nous supposons que A.> f~^ ne soit pas une fonc-
t/ V ^?

J il/* "^i
tion de :; et que X,

j
-=== ne soit pas une fonction de j:,, les deux

équations (i4) [qui se réduisent à une seule] et léquation (i5)

définissent une ou plusieurs correspondances entre les points de
deux surfaces. Si l'une de ces correspondances entraîne comme
conséquence l'équation (i6), les deux surfaces seront applicables

l'une sur l'autre.

En effet, en vertu de l'identité (i3), les équations (i4) et (i5)

entraînent la suivante

et enfin l'identité, démontrée au n'' 673,

e«(o, A,) ^ A2(o, Aj^ = AoAAj.

qui a lieu pour les deux surfaces, nous donnera de même

^=
. r do,

AA
/do

^ f doi

La correspondance établie est donc telle que les deux fonctions

ç, Ao sont égales, ainsi que leurs trois invariants du premier ordre;

par suite, les deux surfaces sont applicables l'une sur l'autre,

en vertu du principe général que nous avons établi tout d'abord.
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689. Il nous reste à examiner un dernier cas, c'est celui où, non

on a

<r/cp A2 C5 I () Acp

v/a^ -^'f 2 y/Acâ à'f

seulement A'j, mais A) 1 -~. serait une fonction de 9. Gomme

/:

il est clair que cela revient à supposer A^cp fonction de cp.

Si ce cas exceptionnel se présente pour l'une des surfaces, il

devra aussi se présenter pour l'autre, et l'expression de Aocp en fonc-

tion de cp ne saurait être différente pour les deux surfaces. Nous

allons montrer que ces conditions sont suffisantes : si, pour deux

surfaces différentes, ^2^ et Acp sont des fonctions de cp et si les ex-

pressions de ces deux fonctions sont les mêmes, les deux surfaces

sont applicables l'une sur l'autre et d'une infinité de manières.

Soit, en effet, (S) l'une des deux surfaces. En posant

/•? c/ca

J^„ v/A'-?

et rapportant la surface au même système de coordonnc-es que

précédemment, on aura pour l'élément linéaire

Si ù désigne une fonction quelconque, l'expression générale de

A.>0 devient ici

A,0:=^ -(G-M

En prenant donc ù = cp, on trouvera

_ 1 ôG do d d^
" ' C du du du du

ou, en tenant compte de la relation entre 'j> et a,

ce qui donne

C du
~'

^^

I 0? Acp
Aoca —j—

i dC ' 2 (icp
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En intégrant et remplaçant du par -~y on obtient la valeur siii-

vante de C

/As

OÙ V désigne une fonction quelconque de c. Substituons cette va-

leur de C dans l'élément linéaire et remplaçons \ d^r par c^r, nous

obtiendrons définitivement

(17) ds^-^-^- ~ dv^-.

Cette formule démontre immédiatement la proposition que

nous avions en vue. Comme elle dépend exclusivement des ex-

pressions de A'^, Ao'^ en fonction de ^, elle sera évidemment la

même pour les deux surfaces considérées, et l'application se trou-

vera réalisée par les formules

es.' !=!:'

a désignant une constante arbitraire. Les deux surfaces sont alors

applicables lune sur l'autre dune infinité de manières, ce que

l'on n'aura aucune peine à s'expliquer si l'on remarque que l'élément

linéaire donné par la formule (17) est celui qui convient aux sur-

faces de révolution.

Pour établir la correspondance entre les deux surfaces, il suffira

de ramener leur élément linéaire à la forme (17), et il est aisé de

reconnaître que cette réduction exige une quadrature pour chaque

surface. En effet, si l'on tire de l'équation (17) la valeur de dv, on

trouvera

(19) dv=±:. /a=> ds'-— </=i2 /t-
et le second membre, ne contenant que des quantités connues ou

des invariants, pourra être obtenu sans difficulté quelles que soient

les coordonnées choisies
5
par conséquent, v sera donné par une

quadrature.
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690. La discussion que nous venons de terminer montre qu'il y
a seulement deux classes de surfaces pour lesquelles l'application

peut se faire d'une infinité de manières: ce sont les surfaces à cour-

bure constante et les surfaces applicables sur les surfaces de révo-

lution. Les unes et les autres sont évidemment applicables sur

elles-mêmes d'une infinité de manières. L'analyse précédente

montre d'ailleurs d'une manière évidente qu'elles sont les seules

jouissant de cette propriété. Toutefois F indétermination n'est pas

la même dans les deux cas : pour les surfaces à courbure constante,

le mouvement de déformation dans lequel la surface glisse sur elle-

même peut amener un point quelconque en tout autre point de la

surface; au contraire, dans le cas des surfaces à courbure variable

applicables sur des surfaces de révolution, chaque point de la sur-

face pourra seulement glisser le long de la courbe lieu des points

pour lesquels la courbure totale demeure invariable.

Signalons cette conséquence que les surfaces hélicoïdes ou de

révolution ne peuvent être applicables les unes sur les autres que si

les hélices ou les parallèles sont des courbes correspondantes sur

les surfaces que l'on considère. Par conséquent, les résultats des

n°^ 73 à 79 nous donnent bien tous les hélicoïdes et tontes les

surfaces de révolution qui correspondent à une forme donnée de

l'élément linéaire (^).

691. Nous allons indiquer différentes applications de la méthode

précédente. Cherchons d'abord s'il existe des surfaces réglées

applicables sur des surfaces de révolution. Nous savons (n" 80)

que l'élément linéaire d'une surface réglée rapportée à ses généra-

trices rectilignes et à leurs trajectoires orthogonales est de la forme

( 20 )
ds- — du- -+-

( A u- -1- 2 B a -r- G ) di>- = du^ -+- g- dv-,

A, 13, G étant des fonctions de r. On peut évidemment choisir la

(') On consultera, sur le problème que nous venons de résoudre:

MiNDiNG (F.), Wie sich entscheiden làsst ob zwei gegebene Flàchen auf
einander abwickelbar sind oder nicht; nebst Bemerkungen ûber die Flàchen

mit unverànderlichen Krilmmungsinaassen {Journal de d'elle, t. XIX, 1809).

LiouviLLE (J.), Notes de la 0° édition de l'Application de l'Analyse à la

Géométrie de ^io-sav. (Notes IV" et V); i85o.

Bonnet (O.), Mémoire sur la théorie des surfaces applicables sur une sur-

. face donnée {Journal de l'École Polytechnique, XLP Cahier, i863).

Bertrand (J.), Traité de Calcul différentiel et intégral^ t. I.
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fonction ç de telle manière que Ion ait

(21) AC — B2=i.

Le seul cas d'exception est celui où le coefficient de di- est un
carré parfait. Alors la surface est développable et la solution de la

question posée devient évidente : toutes les surfaces développables

sont applicables sur le cône de révolution.

En tenant compte de la relation (21), on aura

(22)
RR' • (At<iH-2B« — C)2

Or on sait que, pour toutes les surfaces de révolution, les lignes

sur lesquelles la courbure est constante sont parallèles les unes

aux autres. Cette propriété, à la vérité, appartient encore à d'au-

tres surfaces, mais elle nous suffira pleinement dans ce qui va

suivre.

On devra donc avoir Féquation

qui caractérise (n" 672) les familles de courbes parallèles et qui

devient ici

4(Ai/-4-B)î-i- -— — =fKg),

A', B', C désignant les dérivées de A, B, C. Si nous remarquons

qu'en vertu de la relation (21), on a

(Att^B)î= Air-— I,

on voit que nous pourrons donner à l'équation précédente la

forme

Pour éliminery( o'), nous allons différentier en supposant que g
reste constante, ce qui donne la relation

2(A'aî-r- aB'M -f- C')(A'« -f- B')rfa

^ [(A'h^^ oB M -^ C')(k'ir-—iWu -^ C) -f- aA'^i] dv = o.

Mais, g devant demeurer constante, les rapports de du et de dv

sont définis par l'équation

ig dg — o = ïi S.U ^- B)rftt-^(A'H--r- aB'a -1- Q^^dv,
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qui donne
2 du — dv

A'm2-^ 2B't< + G' Am-hB

On aura ainsi, en remplaçant dans l'équation précédente du, dv
par les quantités qui leur sont proportionnelles,

/ [k'iû-^-iWu + G')[(A'ii + B')(A'M^-f- aB'ii -j- G')

(2:?) — (A« + B)(A"jt2^2B"i< + G")]

( = 2A'(Aî/ + B)(Ai<2^_ .^Bit-t- G)2.

Cette relation doit avoir lieu identiquement Si nous égalons les

coefficients de la plus haute puissance de u dans les deux mem-
bres, nous trouvons

A'(A'2— AA"— 9,A3) = o.

Commençons par examiner l'hypothèse

A'=o, c'est-à-dire A = consl.

Alors la relation (28) prend la forme

(2B'« + G')[2B'2?i + B'G'— (A?/ + B)(2B"M-i-G")] = o.

On peut vérifier cette équation soit en annulant le premier fac-

teur, soit en annulant le second. Dans le premier cas, on a

B'=G'z..o

et à cette solution correspond la forme suivante de l'élément li-

néaire

ds''-^= diC'-^- {aiC^-r- iha-^ c^dv^^

où a, b^ c sont trois constantes quelconques.

Mais, si l'on suppose que le second facteur soit nul, on aura

\C"
AB" = o, B'2— BB"— ^^ =0, B'C'-BG"=o.

2

Il y a deux cas à distinguer suivant que A est nul ou différent

de zéro :

1" Supposons A ;:=:
; nous aurons, en tenant compte de la re-

lation ['?. i),

B = i, G" = o, G = mv + n,
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m et n désignant des constantes. On a donc

g- = '2 in -^ mv -^ n

.

2° Soit maintenant A^o: il vient

Donc

B'=o,
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devront avoir une racine commune. Or cela est impossible tant

que A' n'est pas nul; car l'élimination de u conduit à la condition

A'B2-2B'A;b + G'A2^o,

d'où l'on peut faire disparaître B' au mo_yen de l'équation (20), et

l'on arrive ainsi à la relation

(B2— VC)A':.:3 o ou A'= o,

qui est en contradiction avec notre point de départ.

693. Donc les seules solutions de la question posée sont celles

que nous avons indiquées en premier lieu et cjui correspondent

aux trois formes suivantes de l'élément linéaire

/ r/52 — du''- -f- (
au- -\- 2 bu -^- c) dv"^,

(26) < ds'^^ du^-\ \s.{u-¥ mv-h nf-^ T |

'^^"'

\ ds^ — du''-+ ( 2 iu -f- mv -i- n) dv-.

Ces formes peuvent elles-mêmes être simplifiées et, en distin-

guant tous les cas, on trouve les expressions réduites

r ds~ " du- -f- u dv-,

] ds^ ^- du"- -\- ( ?i2 -i- a"- ) rfp2,

( 27 ) \

ds'^ = du'^ -\- [{u -^ avy- -^ b"-] dv"-

,

ds- — du"^ -T- (u -{- aç) dv".

La première correspond aux surfaces de révolution dont le

méridien est défini par l'équation

iiij

p étant la distance à l'axe et z la distance à un plan perpendicu-

laire à l'axe. Elles sont engendrées par la révolution de la déve-

loppée d'une chaînette autour de la base de cette courbe.

Parmi les surfaces de révolution en nombre infini (n° 76) qui

correspondent aux autres expressions réduites (27) se trouvent

l'alysséide pour la deuxième forme (n° 66), les ellipsoïdes et les

hjperboloïdes de révolution pour la troisième, le paraboloïde de

révolution pour la quatrième. Nous laisserons au lecteur le soin

de vérifier tous ces résultats.

Quant aux surfaces réglées qui admettent les formes précédentes
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de l'élément linéaire, on les déterminera par une méthode générale

que nous ferons connaître plus loin. Nous nous contenterons,

pour le moment, de remarquer que la première et la dernière des

formes précédentes ne peuvent correspondre qu'à des surfaces

dont les génératrices rectilignes sont imaginaires.

694. Proposons-nous maintenant de reconnaître s'il existe des

surfaces gauches applicables sur des surfaces gauches sans que les

génératrices rectilignes des deux surfaces se correspondent, ce qui

revient à rechercher si Ton peut résoudre l'équation

(28) du-^ {au-—-i.bu — c)dv-= du'--^ (oiU- — ibiU — Ci)dv'*,

OÙ a, b, c désignent des fonctions de r et «,, ^,, C| des fonctions

de t
' sans supposer que v' soit une fonction de r.

Nous admettrons, comme précédemment, que l'on ait choisi v

et s/ de telle manière que l'on ait

(29) (ic — b-= ciiCi— 6j = i.

Alors l'équation relative à la courbure nous montre qu'aux

points correspondants, on doit avoir

au^— ibu — c = aiu'--^ ib^u -h- c, = g^,

et notre équation (28) devient

du*-— du"- = g^ ( dv"'— dv"^ ).

Elle admet une première solution

du = = du, dv = rz dv'.

Mais alors les génératrices rectilignes se correspondent dans les

deux surfaces. Cherchons donc d'autres solutions.

Écrivons l'équation sous la forme

g'*-{dv -H dv'){dv — dv') = {du -r- du'){du'— du).

Comme le signe de u importe peu, on peut toujours supposer

qu'il v a proportionnalité entre les deux premiers facteurs de

chaque membre et poser, sans diminuer la généralité,

g{dv— dv')= \{du-^ du),

g{dv— dv') = —-{du — du').
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Introduisons les variables nouvelles

u -h u ~ 10., u — «' = 2[j;

on aura
1 A — 1

dv -\- dv' = — doL, dv — dv' = —r- d'^.

Les seconds membres devant être des différentielles exactes, on

pourra poser
X _ I II

A étant une fonction de a et B une fonction de [ii.

On déduit de là

,„ , ) du — c/a -f- d?j, du ~ <ia — d'^j.

J , d'x d'i
, , dy. d'i

{

^^= A^ii-' ^^' = T-ir

et, par suite, en choisissant a et [i comme variables indépen-

dantes

(3i) ds^^iA-B)(^-^^

On retrouve ainsi, comme il fallait s'j attendre, la forme de

l'élément linéaire considérée par M. Liouville.

Pour la commodité des calculs qui suivront, nous allons changer

de notations. Posons

( A = p, B = pi,

(3?.) < d'x dp d'^ dpx

R et R, étant des fonctions qui dépendent respeclivement de p et

de p,. Il viendra

(33) ^2 = — ppi,

\ J /pK J v/?iRi J v/pH J y/piH,

(35) ...(p_,)(f|!_M

(34)
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et les fonctions inconnues devront être telles que l'on ait

(36) — ppi = «a--7- ibu -r- c = ayu'^^ ibiii — Ci,

a, b, c et ûr,, 6,, C| étant des fonctions de v et de t^' assujetties à

la condition de vérifier les relations (29).

09o. On pourrait déterminer les fonctions R et R, par la con-

dition que nous venons d'énoncer; mais il vaut mieux remarquer

que la courbure totale de la surface, calculée avec la forme pri-

mitive (28^ de l'élément linéaire, a pour expression

On peut aussi la calculer au moyen de la forme nouvelle (35)
de Télémînt linéaire, et l'on trouve alors, en appliquant par

exemple la formule (8) [II, p. 385],

Si l'on égale les deux expressions de Â, on aura l'équation fonc-

tionnelle

., ,
R — R, R'--R', 4

qui suffira, nous allons le reconnaître, à la détermination des

fonctions R et Ri ; mais, au lieu de résoudre la question ainsi

posée, nous la généraliserons un peu et nous rechercherons si

la valeur de la courbure peut être une fonction quelconque du

produit pp|. Nous serons ainsi conduits à l'équation

R — Ri R'-^R'i ^-, ,

qui comprend la précédente comme cas particulier. Pour la ré-

soudre, nous allons la difiérentier totalement en supposant que le

produit S3| demeure constant, c'est-à-dire que l'on a

dp __ dpj,

y "~
pi

On trouve ainsi, en différentiant l'équation (4o) et en rem-
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plaçant r/p, c/p, par p et — p, respectivement,

,
(
-6(R-R0(p + Pi)-i-2R'(2p + pi)(?-pi)

( +2R;(2pi-f-p)(p — pi)-F(R';o,— R"p)(p — p,)2^o.

Prenons la dérivée deux fois par rapport à p et deux fois par

rapport à p, ; nous trouverons

pR"+4R"'=?iR'; + 4RT-

Par suite les deux membres de cette égalité doivent avoir une
même valeur constante, et, si nous remarquons que le premier
est la dérivée quatrième de pR, nous voyons que l'on doit avoir

Pl^=/(P),

/désignant un polynôme du quatrième degré à coefficients con-

stants. L'équation de condition (4i), où l'on fait p = p,, montre
immédiatement que l'on aura de môme

pi Ri ==/(?! ),

et elle est d'ailleurs vérifiée, on s'en assure aisément, sans qu'il

soit nécessaire d'imposer aucune condition aux coefficients de/(o),

696. Soit, en conséquence,

(42) f{p) = l -+- mp ~ np^-hpp^-i- qp'^.

En portant les valeurs de R et de R, dans l'expression de la

courbure, on trouvera

(43) /lk=^—^^-q.
(PPi)'

Il suffira donc, pour avoir la solution de la question proposée,
de faire

= o.

c'est-à-dire de prendre pour/(p) un polynôme du troisième degré

seulement. Mais alors l'élément linéaire prendra la forme

qui convient aux surfaces du second degré (n° 50i). De plus,
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l'équation différentielle

VA?) \/fi?i)

qui, d'après les formules (34), définit les deux familles de courbes

f = const-, i'=consl..

est précisément celle des lignes asymptotiques, c'est-à-dire des

génératrices rectilignes de la surface. Ainsi :

Toutes les fois que deux surfaces réglées sont applicables

Vune sur Vautre sans que leurs génératrices coïncident, elles

sont applicables sur une même surface du second degré de telle

manière que leurs génératrices rectilignes correspondent res-

pectivement aux deux systèmes de génératrices rectilignes de

cette surface.

On peut, il est vrai, adresser une objection à l'analyse précé-

dente. En prenant A et B pour variables indépendantes, nous

avons exclu le cas où l'une de ces fonctions se réduirait à une

constante. Mais Fexamen de ce cas spécial n'offre aucune diffi-

culté et n'infirme en rien la proposition précédente. Si A, par

exemple, se réduit à une constante, la forme (3i) de l'élément li-

néaire est celle qui convient aux surfaces de révolution. Les deux

surfaces réglées qui sont applicables l'une sur l'autre auront donc

leur élément linéaire défini par l'une des formules (27). Nous

laissons au lecteur le soin d'examiner en détail ce cas particulier

qui le conduira seulement aux surfaces applicables sur les surfaces

de révolution du second degré.

697. Nous donnerons plus loin une démonstration nouvelle et

plus simple de la proposition que nous venons d'établir et qui est

due à M. O. Bonnet ('). Si nous avons rapporté la précédente,

c'est qu elle conduit à un résultat qui nous paraît mériter d'être

signalé. Nous avons vu que, si l'on prend pour R et R, les valeurs

(') On en trouvera deux démonstrations différentes dans le Mémoire sur les

sur/aces applicables de M. O. Bonnet {Journal de l'École Polytechnique,

XLII' Cahier, p. 44 et suiv.; 1867).
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les plus générales

(45) R = I^, R.= APi),
P Pi

/{o) élant le poljnôme défini par l'équation (42), la courbure est

une fonction de pp, donnée par l'équation (43). Si l'on prend les

valeurs de 11, ç, u', v' définies par les équations (34), l'élément

linéaire de la surface pourra être ramené à l'une des formes

\ où g''- — — ppi. ,

ds''- = du!'^-x- g- dv'^ \

D'après l'expression même de la courbure et la formule (43), la

fonction g-^ exprimée en u e\ v, devra satisfaire à l'équation

4 d^-g l

(46) -l.-é^-g^-'i'

et de même, considérée comme dépendante de 11! et de c', elle sa-

tisfera à l'équation

4 à'-g l

(47) -gU^^^-g^-'^-

L'équation (46), par exemple, s'intègre aisément et nous donne

^2— V cosm/— q + ^'l sin «y/— q + VU,

V, V,, Vo étant des fonctions de c assujetties à vérifier la relation

q

On peut évidemment, en remplaçant c par une fonction de v,

supprimer cette dernière condition^ de sorte que l'on est conduit

à considérer des surfaces dont l'élément linéaire est exprimé par

la formule générale

(48) ds- = du'^-\- (V cos au + Vj s'itiau h- X^) dv-,

OÙ a désigne une constante quelconque et V, V,, V^ des fonctions

arbitraires de c.

Cette forme de l'élément linéaire, que nous rencontrons pour la

première fois, comprend comme cas particulier celle qui con-
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vient aux surfaces réglées. Il suffit, pour le reconnaître, de déve-

lopper suivant les puissances de ii et de faire tendre a vers zéro,

en supposant que les trois premiers coefficients (de «<•, u^ et u-)

demeurent des fonctions finies et déterminées de v.

Si l'on a, entre les fonctions V, la relation

Vî-^Vf — Vî = o,

on retrouve l'élément linéaire d'une surface à courbure constante;

car on peut exprimer l'élément linéaire comme il suit

ds^ = du- — (
\'3 CCS :- Vv sin — ) dv,

V3 et V\ désignant des fonctions de r. Ainsi, de même que les

surfaces réglées peuvent se réduire aux surfaces développables,

dont la courbure totale est nulle, les surfaces dont l'élément li-

néaire est défini par la formule (48) comprennent comme cas par-

ticulier celles dont la courbure totale est constante.

L'analogie se complète encore par la proposition que nous ren-

controns ici : parmi ces surfaces nouvelles, il v en a une qui admet

en quelque sorte un double mode de génération, c'est-à-dire dont

l'élément linéaire est réductible de deux manières différentes à la

forme (48)- C'est celle dont l'élément linéaire, exprimé en fonc-

tion des variables p et p,, est défini par l'équation (44) où Ton

supposera que f{^) désigne maintenant un polynôme du quatrième

desrré.

11 y aurait sans doute intérêt à trouver, en termes finis, les

équations d'une ou de plusieurs surfaces admettant Félément li-

néaire (48); mais nous aurons à revenir sur celte question, pour

la considérer à un tout autre point de vue, dans l'étude de la

géométrie non euclidienne.

[ïïFIVBRSITT]

IIJ.
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CHAPITRE m.

LES FORMULES DE GAUSS.

Élude du commencement du Mémoire de Gauss. — Introduction des détermi-

nants D, D', D". — Expression de DD"— D'^ en fonction des coefficients qui

entrent dans l'élément linéaire et de leurs dérivées. — Relations différentielles

entre D, D', D" et les coefficients de l'élément linéaire. — Rapprochement

avec les formules de M. Codazzi. — Equations différentielles des lignes asym-

ptotiques, des lignes de courbure, équation aux rayons de courbure principaux

écrites au moyen des quantités D, D', D". — Équations aux dérivées partielles

du second ordre auxquelles satisfont les coordonnées rectangulaires d'un point

de la surface, lorsqu'on connaît D, D', D". — Équation aux dérivées partielles

qui détermine les surfaces admettant un élément linéaire donné. — Les carac-

téristiques de cette équation sont les lignes asymptotiques de la surface.

698. Après avoir indiqué les méthodes qui permettent de re-

connaître si deux surfaces données sont applicables l'une sur

l'autre, nous allons étudier une question non moins importante,

et nous nous proposerons de déterminer toutes les surfaces ayant

un élément linéaire donné ou applicables sur une surface donnée.

Cette question, mise au concours en 1809 par l'Académie des

Sciences, a été l'objet de nombreux et importants travaux que

nous avons déjà cités ('). Il est curieux toutefois de remarquer

qu'une étude attentive du Mémoire de Gauss devait conduire

presque immédiatement et sans effort à l'équation aux dérivées

partielles du second ordre des surfaces applicables sur une surface

donnée. Nous allons étudier avec les détails nécessaires la belle

(') RouR (E.), Théorie de la déformation des surfaces {Journal de l'Ecole

Polytechnique, XXXIX» Cahier, 1862).

RoNNET (0.), Mémoire sur la théorie des surfaces applicables sur une sur-

face donnée {Journal de l'École Polytechnique, XLP et XLII" Cahier, i865).

Codazzi (D.), Mémoire relatif à l'application des surfaces les unes sur les

autres, envoyé au Concours ouvert sur cette question, en iSSg, par l'Académie

des Sciences, déjà cité et analysé [II, p. SGg].
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méthode de Gauss; il nous suffira d'ajouter quelques relations

nouvelles pour obtenir un ensemble tout à fait équivalent aux for-
mules de M. Codazzi.

Considérons la surface dont l'élément linéaire est défini par la

relation

( I) ds^'==E dui ^'i.¥ dudv — G rfps.

A l'exemple de Lamé, désignons par le signe S une somme
étendue à trois termes jouant le même rôle par rapport aux trois

axes coordonnés. Si x, y, z sont les coordonnées rectangulaires
du point (m, t^) de la surface, nous aurons

<'' s(^:r=^. 8."^:=". s(:-f)'=«.

et ces trois équations définissent complètement les relations qui

existent entre les coordonnées rectangulaires et les coordonnées
curvilignes d'un point quelconque de la surface.

Introduisons les cosinus directeurs de la normale en ce point.

Si l'on pose, pour abréger,

(3) H = v/EG — V\

on aura, en désignant par c, c', d' ces cosinus,

^_ 1 d{y,z) I d{z,x ) ^„_ 1 d(x.y)

et aussi

Sdx p
•) Nc-v^=o, \^c~=o.

En difierentiant successivement ces deux dernières relations, on
trouve

de dx o à-x C\ àc dx ri d-xSdc dx _ Q d-x Q de dx _ Q
ou du ^ k5 du-

'

ij dv àïi
~ ~

i^' du dv

Sdc dx _ r\ d-x Q de dx q d-x

du 0v ~ ij Oudv' \^ dv dv ~
k^ ^^ "

Remplaçons dans les seconds membres c, c'. c" par leurs valeurs



'J.V\
LIVRE Vil. — CHAPITRE III.

tirées des formules (4) et posons, pour abréger,

(6) 13

I

d'^'X d^y d-z

!
du- àu' Oii'-

dx ùy dz

du Ou Ou

dx dy dz

dv dv Ov

D'

d''-x d''-y d^z_

dûTdv du di> du dv

dx dy dz^

Ju du du

dx dy àz

dv dç Ov

\d^x d^-y d^
\
dv^ dv- dv'^

\
dx dy dz^

~~
I
Ou Ou du

I dx dy dz

1 'dv dv ^v

Nous pourrons écrire

de dx D (^ de dx

— dv dv

^'^^
1 ^ de dx O ^ ^ _ _ ^I',

^3 dv du
"~

il

i r\ de dx _ _ yj_ Q
j O cj« 57t

~ ~ H ' U

S du dv

D"

H

Ces relations vont nous permettre de déterminer les dérivées

premières de c, c\ d' en fonction des dérivées premières de x,y,

z et de D, D', D".

Remarquons d'abord qu'en tenant compte de l'identité

on peut poser

(«)

de , de' „ de"
c HC-— +C-—-=o,
Ou du Ou

de àx dx— = /?î r- n -r - >

du du dv

de' dy ày

I

du du dv

I de" dz dz
f
— = m -r- -^ n -r '

Ou du dv

m et n étant deux coefficients à déterminer'. On pourra de même,

en introduisant deux inconnues nouvelles, écrire

de ,dx
-^ = m -r-
dv du

,dx

dv

(9)

de' ,dy ,ày

Ov dx dv

d(f_

'ov

,dz ,dz
m -, H rt --

du dv

Si l'on substitue ces valeurs des dérivées de c, c', c" dans les
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équations (-). on trouve les relations

I
D -^ „ D'

•""^
iD' ,^ ,^ D ,^ ,^
I — — /?t E — n F = o, -jj- -^ m F -^ n G = o,

I
11 H

qui feront connaître m, /?, m', /i'. On obtient ainsi les valeurs

(

FD— GD FD — ED'
ni = ï^- » « =

H3 H3
*''^

J , FD'-GD' , FD'— ED'
{^- iP " = —ÏP—

'

entre lesquelles existent les relations

(12) m'E^-(n — m)F — nG = o.

DD"— D'î

(i3) mn — nm = rrr >

dont nous aurons à faire usage. L'expression DD" — D'- joue un

rôle 1res important. Gauss a montré qu'on peut l'exprimer exclu-

sivement au moven des dérivées de E, F, G. Il suffit pour cela de

s'appuver sur les identités suivantes.

699. En différentiant les équations (2), on a évidemment

dx d^-x I ()E C\dx d^-x i ()E
i r\dx d''-x _ I ()E n
I i5 Ou du- ~ 'X du

'

kj Ou du ôv 2 Ov

]
Q^àx d^-x _ \ dG n d£ ^ _ i ^

,

( l3 ôv àuàv
""

2 da
'

\^ dv dv^- ^ i. dv

DifTéren lions par rapport à a la seconde des formules (2) et

retranchons-en la dérivée de la première par rapporta c; nous

trouverons ainsi

Sdx d*.r _à^ _làE
dv dïï^

~ dû ~'i'dv'

On démontrera par un procédé analogue la relation

Sdx d-x _ d¥ I dG

ôïi 'à^ ~"àv~' ÏlÔÛ'

Enfin, si l'on différentie l'équation (i5) par rapport à v et que

l'on en retranche la dérivée par rapport à u de la troisième équa-
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tion (1/1)5 on obtiendra

n\ô'-x Ù\T /d'-xy-)__ Ô'-F I ()2E I ()2G^

li5|()a- dç'^ \duOvj \'~ ^udv 2 ^v^ ~ 2 du'^
'

nous poserons, pour abréger,

d'-¥
(18) L =

du dv 2 5p"2 2 ()«-

La multiplication des déterminants D, D'' nous donnera

Sd^x à^x Qdx d^x Q '

dû^ 'dv'^ \^dû Tv^' \^'i

dx d^x

di> dv^

DD"= 1
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Ainsi se trouve établi le résultat important que nous avions

annoncé; le second membre ne contient absolument que les

coefficients qui figurent dans l'élément linéaire et leurs dérivées.

700. Les relations précédentes constituent tout ce que Ton

doit à Gauss dans cette partie de la théorie. Celles que nous allons

ajouter et qui s'en déduisent immédiatement tiennent lieu des

formules de M. Codazzi.

DilTérentions la première des équations (8) par rapport à ^', la

première des équations (9) par rapport à u et égalons les deux

valeurs de 3—r- que l'on obtient de celte manière. Nous aurons

(, ,^ 0-x 0-x ,ô-x
(m — n )

——- -:- n m -—
' ou dv ov- Ou-

j
dx / dm dm' \ dx / dn ^" \ _

I du \ dv du / ' dv \ dv du J

Celte équation est encore vérifiée quand on y remplace x par j'

et par :;. Ajoutons les trois équations ainsi obtenues après les avoir

multipliées respectivement d'abord par

—

, —> ^y ensuite par

—

'-,

* • ^ du du du * dv

-pj — ; nous aurons, en tenant compte des formules (2), (i4)»

(i5)et(i6),

m — n' dE / oF i dG\ m' àE

(23)

dE _ /oF _ i dG\ m^àE
dv \dv 1 du / 2 du

/dm dm'
v'f^"' '^"'\ —

\ dv du / \ dv du J

m-- n' dG n dG . / dF i dE\
o = ,- -; m

{
— 1

2 ou 2 dv \ du y. dv ]

(dm dm'\ p ( ^"- ^"'\_
\ dv du j \dv du )

Si Ton l'approche ces deux formules des équations (12) et (iS)

et si Ton remarque que DD —
^ D'- dépend seulement des coeffi-

cients de l'élément linéaire et de leurs dérivées, on aura constitué

un système de quatre équations qui serviront à déterminer les

inconnues m, n^ m', n' quand l'élément linéaire sera seul connu.

Ce système peut être remplacé par le suivant. Substituons aux

quantités w, n, m', n' leurs expressions en fonction de D, D', D'
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données par les formules (i i). Après un calcul facile, qui peut

même être beaucoup abrégé si l'on lient compte des relations (lo),

on obtient, à la place des deux équations (23), les suivantes :

(24) \

-(f
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et, par conséquent, l'équation cherchée sera

( 27 )
D du"-— 2 D' du dv -^D' dv"- = o.

Considérons maintenant les lignes de courbure et employons

les équations d'Olinde Rodrigues

dx — R f/c — o, dy — R de' =0, dz — Y{ de' = o.

Si on les ajoute, après les avoir multipliées successivement par

dx dy dz dx dy dz 1-1-—
) f^ 7 — et par -—-, -—, — i on obtient le système suivant :

ou ou Ou ^ ov ov ôv •'

(
Edu-Vdv~^{ïydu^ D'dv) = o,

1
F du — G rf^• —

j^
( D'du — D''dv) = o.

L'élimination de -z- nous conduit à l'équation aux rayons de

courbure principaux,

(29 ) (DD"— D'^Rî- RH(GD - 2FD -^ ED'j — H* =:= o.

Cette équation contient le théorème de Gauss; car on en dé-

duit, pour la courbure totale, l'expression

1 DD'-D'^
^3o; ^. = UT-'

qui ne dépend, nous l'avons vu, que de l'élément linéaire.

Si l'on élimine R entre les équations (28), on obtiendra l'équa-

tion différentielle des lignes de courbure sous la forme

( 3i) (FD — ED') du"--r- (GD — ED") du dv -^
{ GD'— FD' ) dv'^ = o.

Enfin la représentation sphérique de la surface sera donnée

par la formule

rfjî = de-— de'-— de"-

^^ )
=%{\ydu-ï^' dvY--'^AVidu^\i'dv){yy'da-\-\fdv)

(32) {
H* H*

H*

702. Il nous reste maintenant à indiquer comment on résoudra

la question suivante : Etant données les valeurs de D, D', D" en
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fonction de u et de v, déterminer la surface, c'est-à-dire trouver

les valeurs de x^y^ z. La solution se présente ici sous une forme

moins simple et moins symétrique que lorsqu'on emploie les for-

mules de M. Godazzi. Cependant, on trouve encore dans le Mé-
moire de Gauss un système de formules qui peut conduire au

résultat que nous avons en vue.

Il est aisé de reconnaître que les équations déjà obtenues per-

mettent, lorsqu'on connaît D, D', D'', d'exprimer les dérivées

secondes de x^y^ z en fonction des dérivées premières. Si l'on

reprend, en effet, l'expression de c, on aura évidemment

dyy
^
/^^y"] (ày dy

^

dz ùz

dv )
'^ \ôv ) \ \âu dv ' du dv

I dx

\du dv dv du]
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les relalioDs

i^=BE-CF,
2 OU

f_i^=BF-CG.
OU "i dv

d'où l'on pourra tirer les valeurs de A, B, C. En les portant dans

la première des équations (34), on aura

. _ .

,

1 ou^ \2 du du 1 dv du
(,33) /

i -o-Ze— — - ^ — - ^^ '^'^

'
' \ du i dv 2 du ) dv

'

Par des calculs analogues, on obtiendra deux autres équations

qui permettront de constituer le système suivant :

du- 1 du \ du dv J \du i dv J \ dv du)

< H^.^-^D'Hc-^^fG^-F^Ul^fE^-F^'l,
1 du dv 1 dv \ du dv J 2 du \ dv du J

\ H^^ ^D'Hc-f^-I^^VG^-^-F^-fUi^-^/'E^-^-F^V
dv"^ \dv % du j \ du dv / -i dv \ dv du)

Si l'on remplace c par sa valeur tirée de l'équation ^33), les

formules précédentes ne contiendront plus que les dérivées de x.

On obtiendrait des relations analogues en remplaçant x et c par

y et c' ou par z et c".

703. Nous ne nous arrêterons pas à la discussion complète du

système précédent, qui est entièrement dû à Gauss. Il serait aisé

de prouver que les équations (36) admettent une intégrale conte-

nant trois constantes arbitraires; mais nous répéterions, sous une

forme différente, une discussion déjà faite au Livre T. Nous re-

marquerons, seulement, que le système précédent aurait pu con-

duire immédiatement à l'équation du second ordre qui définit les

surfaces admettant rélément linéaire donné.

Nous pouvons, en effet, déduire des formules (36) les valeurs
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de D, D', D" et calculer DD'' - D'^, ce qui donne

(37)

(DD"— D'2)c2n2
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CHAPITRE IV.

ÉQUATION AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DES SURFACES APPLICABLES

SUR UNE SURFACE DONNÉE.

Méthode directe permettant d'obtenir immédiatement l'équation aux dérivées

partielles dont dépend la recherche des surfaces applicables sur une surface

donnée. — Remarque de Bour sur une intégrale première de cette équation

— Autres méthodes conduisant à la même équation. — Emploi des paramètres

différentiels de M. Beltrami. — Développement de l'équation lorsqu'on choisit

différents systèmes de coordonnées. Coordonnées symétriques. — Courbes pa-

rallèles et leurs trajectoires orthogonales. — Cas où la surface est définie par

son équation en coordonnées rectilignes.

704. Nous allons indiquei maintenant différentes méthodes qui

permettent de former l'équation aux dérivées partielles des sur-

faces applicables sur une surface donnée. Une des plus directes

est celle que nous avons donnée en 1872 dans notre Mémoire sur

une classe remarquable de courbes et de surfaces algébriques.

Le problème posé peut s'énoncer comme il suit : E, F, G étant

des fonctions données de u et de v, trouver toutes les fonctions

x^j', z de u et de v qui satisfont identiquement à l'équation

(1) dx- -r- dy- -j- dz^ = E du^— 2 F du dv -:- G dv^,

où du et dvpeuvent être pris arbitrairement

.

Ecrivons l'égalité précédente sous la forme

(2) dx-— dy- = E du--r- 2F du dv — G dv-^ dz-.

Le premier membre représente le carré de l'élément linéaire du

plan et, par conséquent, la surface dont l'élément linéaire a pour

carré

E du-— 9. F du dv — G dv-— (
— du -. dv\

\du dv I

devra avoir sa courbure nulle. En écrivant cette condition, on

obtiendra une équation aux dérivées partielles pour 5. Nous allons

former cette équation, et nous verrons qu'elle est du second ordre.

Désignons, pour abréger, par /?, q^ r, 5, t les dérivées pre-

mières et secondes de z par rapport à ;^ et à v^ et, pour exprimer

que la courbure est nulle, servons-nous de la formule (21) du
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Chapitre précédent, où nous remplacerons E, F, G respectivement
par E—/>% F —pq, Q — q^. Nous aurons l'équation

4^
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Il nous reste maintenant à examiner si toute solution de cette

équation fournira une solution du problème, c'est-à-dire fera con-

naître une surface admettant rélément linéaire donné.

Il semble au premier abord que la réponse doive être absolument

affirmative. Nous avons exprimé, en effet, que la surface dont l'élé-

ment linéaire a pour expression

(5) ds'^=^¥.du^-—-x¥ dudv — Gdv^-— dz^

a sa courbure nulle. Or nous avons vu que, dans ce cas, on peut

ramener l'élément linéaire à la forme

dx*-—dy^

et, par conséquent, constituer une solution du problème proposé.

Mais la méthode suivie au n° 68i suppose essentiellement que

l'élément linéaire (5) n'est pas un carré parfait; et, d'autre part,

il est aisé de reconnaître que l'invariant de Gauss s'annule quand

cet élément linéaire devient un carré parfait, c'est-à-dire lors-

qu'on a

(E— /)V)( G — (/î)— ¥ —pqy-= o.

Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante :

L'équation différentielle du second ordre (3) admet toutes

les intégrales de l équation du premier ordre

(6) Ac.= i,

dont dépend le problème des lignes géodésiques. Mais toute

intégrale de l'équation (3) qui ne satisfait pas à l'équation

précédente donne une solution du problème, c'est-à-dire une

surface admettant Vélément linéaire donné.

Bour avait déjà remarqué ('), sans donner la raison de ce fait,

que les solutions de l'équation (6) appartiennent à l'équation (3).

D'autre part, M. Weingarten, qui, dans un travail très récent (-),

a repris la méthode précédente, a remarqué qu'alors même que E,

F, G et ^ seraient réels, la surface correspondante peut bien être

(') Journal de l'École Polytechnique, XXXIX* Cahier, p. i5.

-) Weixgartex (J.), Ueber die Théorie der auteinander abwickelbaren

Oberjlàchen. Berlin; 1884.
'
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imaginaire. En effet, la solution z peut être telle que le second

membre de la formule (5) soit décomposable en deux facteurs

linéaires réels. Alors, si l'on ne veut employer que des fonctions

réelles, il sera réductible seulement à la forme

dx''- — dy-.

Mais cette remarque n'a évidemment d'intérêt que si l'on se

préoccupe de la distinction entre les quantités réelles et imagi-

naires, distinction qui est secondaire dans une telle question.

Dans le travail déjà cité, j'ai remarqué que la même méthode

])ermettrait de former l'é{[uation dont dépend la distance du point

de la surface à un point fixe de l'espace. En effet, si l'on emploie

des coordonnées polaires, l'équation à résoudre sera

dr-ï ^- r2 sin2 d^^ -i- r2 d^"- =:. E ^m^ 4- 2 F du dv -- G dv'^

ou encore

E du^--\- 9. F du dv -\- Qf dv'^ dr^ • => a 7 « 7a»

fi fi '

En exprimant que le premier membre est le carré de l'élémenl

linéaire d'une surface de courbure totale égale à i, on obtiendra

une équation du second ordre à laquelle satisfera ;-. Nous la for-

merons plus loin.

705. Nous allons maintenant faire connaître d'autres méthodes

qui conduiraient également à l'équation (4). Imaginons, par

exemple, que l'on rapporte la surface à un trièdre(T) et reprenons

le système de formules employé au Livre V (Tableau I, p. 382).

Si nous désignons par x, y^ z les coordonnées par rapport au

trièdre (ï) d'un point fixe A de l'espace, les projections du dé-

placement de ce point données par les formules (B) devront être

toutes nulles. On aura donc

îi-qiz-ny-h ^-- =-0,

(7) \ri^rx -/>^+^=o, (8) \ r,i-^ r^x —piz -h
-j^

= o,

dz
Piy-q\X'T- -^ = o.

qz -~ry
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On sait que ç, r,, ;,, t,,, r et /•, dépendent exclusivement de

l'élément linéaire, tandis que/?, <jr, ^,, <jr, varient lorsque la sur-

face se déforme d'une manière quelconque. Posons

(•j) ^2—^*— -=2 = 2 = ;

s désignera la moitié du carré de la distance du point fixe A au

point considéré M de la surface. Nous allons former l'équation aux

dérivées partielles à laquelle satisfait c. Pour cela nous ajouterons

les équations de chacun des groupes (7) et (8) après les avoir mul-

tipliées respectivement par x,y^ ^, ce qui donnera les deux équa-

tions

Uo) ça:—V -^
;ïr,
^ o, lix -^ T,,r -^

-f
= o.

ou ov

Au moyen des formules (9) et (10) nous pourrons exprimer x,

y, z en fonction des dérivées de p et des coefficients de l'élément

linéaire. Si maintenant nous lirons des équations (-) et (8) les va-

leurs de /?, ^, />,, ^, , nous aurons

J dx ^ dx ^

ces valeurs, substituées dans la formule

dr Ori

nous donneront la relation

(12) <

Il suffira de remplacer jr, } , z par leurs valeurs tirées des équa-

tions (9) et (10); on obtiendra ainsi une équation qui contiendra

seulement p et ses dérivées des deux premiers ordres combinées

avec i, T,, ij,r, ,, r, /i et leurs dérivées, quantités qui, comme nous

l'avons déjà remarqué, dépendent exclusivement des coefficients

de l'élément linéaire donné. Si l'on introduit successivement les

hypothèses qui correspondent aux différents systèmes de formules

D. — III. 17
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que nous avons développées au Livre V [II, p. 384, 385, 387], on

aura, dans chaque cas, l'équation aux dérivées partielles dont dé-

pend la variable p.

706. On peut employer une méthode analogue pour former

l'équation à laquelle satisfait, non plus p, mais une des coordon-

nées rectangulaires du point de la surface cherchée rapportée à

des axes fixes.

Si a, h, c; a', Z>', ... désignent les cosinus directeurs qui dé-

terminent la position du trièdre (T) invariablement lié à la surface,

et si x^ Yi z sont maintenant les coordonnées du point de la sur-

face, c'est-à-dire du sommet du trièdre, par rapport à des axes

fixes, on a, comme l'on sait (n° 503),

dx . , àx
^ ,

7

de sorte que a, b peuvent s'exprimer en fonction des dérivées de x.

Écrivons les équations

l da , i
da

Nous en déduisons

,' db àb

('^)
\ ^

da
,

da

et si nous portons ces expressions de />, ^,/>i, ^, dans l'équation

dr dri

07) ^.-a^^^'?--^''^'

1 viendra

/ ,„s/àr dri
\{i-a^--b^)(j^-^^

'''^^
J / àb\/, da\ I ^ db\/. da-

Il suffit de remplacer a et ^ par leurs valeurs tirées des relations (1 3)
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pour obtenir Téquation du second ordre à laquelle satisfait x el

l'on voit de plus que toute intégrale de l'équation < i8), pour la-

quelle on n'aura pas

c- — \— a-— b-— o,

permettra de déterminer «, b,p, ^,/7,, ^, et par conséquent don-
nera une solution bien déterminée du problème proposé.

707. Enfin j'indiquerai une dernière méthode fondée sur la con-
sidération des paramètres différentiels.

Conservons les notations du n'' 679; nous avons vu que. si

Ton pose

les premiers invariants de p ont les expressions suivantes

/ As = 2;— Pi,

Il résulte d'ailleurs de la définition de P, Q, Q' que l'on a

(20) 20 = Pî_^-Qî_^Q'i.

Ces diverses équations vont nous permettre d'établir une rela-

tion entre RR' et les invariants différentiels de 0. On en déduit

en effet,

A(p, P)[A,.s-2]=-PAP-p Q'^Q"

ou, en tenant compte de l'équation (20),

A(p, P)[AiS-2]=-PAP-Pj^.

Si l'on remplace P par sa valeur tirée de la première équation (19),
ce qui donne

a(p, \/2?- Ap)[A,= - 2] = - V^ip-Ai A(/27=rip)_^2p-Ao ^,

,

' RR

It si l'on développe les calculs, on est conduit à la relation cher-
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chée

(21) 4 Ap(A2p — i)h-A Ap — 2A2P A(p, Ap)-4-4 Ap^^-j^-P- =0.

Il suffira maintenant de remplacer RlVpar sa valeur en fonction

des coefficients de l'élément linéaire pour obtenir l'équation du

second ordre à laquelle satisfait p.

Nous rencontrons ici nn fait curieux et qui avait été déjà

annoncé. Lorsqu'on fait des applications de l'équation (21), lors-

qu'on la calcule dans des cas particuliers, on trouve qu'elle con-

lient toujours en facteur Ap. ¥^n d'autres termes, le quotient

A Ap — 9. A, p A(p,Ap)
(r^) -(P) = - j^
est toujours entier. C'est une fonction homogène et du second

degré par rapport aux dérivées premières et secondes de p. Pour

avoir l'équation aux dérivées partielles débarrassée de tout facteur

étranger, il faut donc introduire ce nouvel invariant, et elle prend

alors la forme simple

(•23) A2P— l~C7(p)+ ^j^^-'- =0.

Il est aisé maintenant d'en déduire l'équation à laquelle salis-

fait une fonction linéaire quelconque des coordonnées J(', y, ^•

En effet, l'équation précédente admet la solution

(.T — r? )- -4- ( r — by^-t- ( z — c)2

et cela, quelles que soient les constantes «, b, c. Si nous prenons

les termes de degré supérieur en «, 6, c, qui sont du second degré,

leur ensemble sera donc égal à zéro. Posons, pour abréger,

( 24 ) o = a a? -i- by -i- cz;

nous aurons ainsi

'(?)^
RÏV

'- = ""

Telle est l'équation à laquelle satisfera '^.

Si l'on fait

6 = c — o, a — i,



ÉQCATION DES SURFACES APPLICABLES, ETC. a6l

ç> deviendra égal à x, et il restera l'équalion

I — \r

Mais, si l'on suppose que o soit une de ces fonctions pour les-

quelles on a

a-— b-— c-= o,

si, par exemple, on prend

r = -^ — '>.
il viendra l'équation

qui est homogène et plus simple que la précédente. Nous allons

maintenant développer ces équations en emplovant diCTérenls

svslèmes de coordonnées.

708. Dans le cas des coordonnées symétriques, on a

ds- — 4 '•* du dv ;

Téqualion (4) devient ici
^

Elle coïncide, aux notations près, avec celle qui a été donnée

par Bour (').

Si l'on garde seulement, dans l'équation précédente, les termes

du second degré, on obtient la suivante

\ Ou ; \ * ov j Ou Ov

qui n'est autre que l'équation (26), écrite en coordonnées symé-

triques, et qui a été donnée par M. Bonnet (*).

Si l'on suppose que l'une des familles coordonnées soit formée

de géodésiques, il faudra prendre

ds^-^du^—C'-dv^-.

(') Journal de l'École Polytechnique, WXIX" Cahier, p. ij.

(') Journal de l'École Polytechnique, \LII' Cahier, p 3.
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ctréqualion {i) nous donnera

(•^9)

^ Ou Oa^^ ^ lOii-^ C\Oa
C.2 ----- = O.

au-

Nous ne multiplierons pas les exemples; mais nous indique-

rons encore la forme que prend l'équalion au cas oîi l'on veut

trouver les surfaces applicables sur une surface qui est simple-

ment définie par son équation en coordonnées rectangulaires,

En désignant j)ar les lettres/», q, . . les dérivées de ;;, on aura

ICI

E =:; I + jf-, F =^ pq, G = I -4- <7^

et l'équation cherchée sera

(3o)
(/•T-r-^R-->.5S)(IV-^-Q<7)-= o,

les lettres majuscules désignant les dérivées de la fonction in-

connue Z. L'équation admet la solution

Z^^;

ce qui était évident a priori.
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CHAPITUE V.

ÉTUDE DE l'ÉQUATIO AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DOAT DÉPEND
LE PROBLÈME DE LA DÉFORMATION.

Notions préliminaires sur les équations du second ordre qui sont linéaires par
rapport à r, s, t, ri — *'. — Problème de Cauchy. — Définition précise des ca-
ractéristiques. — Théorie géométrique de l'intégration, reposant sur les pro-
priétés des caractéristiques. — Application à quelques exemples simples. —
Etude particulière de l'équation dont dépend le problème de la déformation.
— On peut énoncer ici le problème de Cauchy sous la forme suivante : Déformer
la surface de telle manière qu'une courbe tracée sur elle prenne une forme
donnée à l'avance. — Propriété remarquable des asymptotiques. — Problèmes
divers. — Déformer une surface de telle manière qu'elle puisse s'inscrire dans
une dévcloppable donnée, suivant une courbe donnée. — Nouvelles manières de
poser le problème de la déformation. — Équations simultanées auxquelles
doivent satisfaire les paramètres des deux familles d'asymptotiques. — Démon-
stration de diverses propositions sur les asymptotiques et les surfaces gauches.
— Equations simultanées auxquelles satisfont les coordonnées curvilignes, con-
sidérées comme fonctions des paramétres des deux familles d'asymptotiques.
— Application à un cas particulier.

709. Xous avons déjà indiqué que les caractéristiques de l'é-

quation aux dérivées partielles dont dépend le problème de la

déformation sont les lignes asymptotiques de la surface cherchée.

Avant de donner une démonstration nouvelle de ce résultat et

d'en faire ressortir la signification et les conséquences, nous en-

trerons dans quelques considérations générales sur les courbes

auxquelles on a donné le nom de caractéristiques. Cette étude

préliminaire nous paraît d'autant plus nécessaire que Monge, il

faut bien le reconnaître, n'a jamais donné une théorie satisfaisante

de ses méthodes d'intégration.

Bornons-nous, pour plus de netteté, à une équation de la forme

(i) A(r/ — 5*) — Br— iC5 — B'/^ D = o,

oîi A, B, C, D, B' sont des fonctions quelconques de x^ r^ ^tP^ Ç'

et considérons .r, j', ;; comme les coordonnées d'un point de l'es-
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pace. Pour trouver toutes les solutions possibles de l'équation

proposée, il est clair que l'on peut se contenter de chercher toutes

les surfaces, satisfaisant à l'équation (i), assujetties à la condition

de passer par une courbe donnée et d'admettre en chaque point

de cette courbe un plan tangent déterminé.

Si l'on se déplace le long de cette courbe, x^ y, z, />, q sont

des fonctions connues d'un paramètre variable et la différentiation

nous donne les relations

( >. ) dz — p dx -- q dy \

dp — /• dx -t- s dy,
(3)

( dq — s dx -T- t dy.

JjCs deux équations (3) ne nous permettent pas de déterminer

les valeurs des trois dérivées /', 5, t au point considéré de la

courbe; mais, si l'on en tire/- et t en fonction de 5 pour les porter

dans l'équation (1), celle-ci prend la forme

(4) M5^L = o,

où l'on a

C"))

M — A{dp dx - dq dy) -- B dy--r- B' dx--- iC dx dy,

L ~ A dp dq -^ B dp dy -t- B' dq dx -hD dx dy.

Par conséquent, si M n'est pas nul, l'équation (4) détermine s

et les équations (3) font ensuite connaître /" et i.

Le même raisonnement, appliqué aux dérivées d'ordre supé-

rieur, nous montre que les valeurs de toutes ces dérivées peuvent

toujours être déterminées en chaque point de la courbe. On voit

donc que, si l'on suppose la fonction z développée par la série de

Taylor, on aura tous les coefficients de ce développement, pourvu

toutefois que les valeurs initiales Xq, J^o de ^ et de jk se rapportent

à un point de la courbe (C). Gauchy a considéré ce développe-

ment, et il a montré que, sous certaines conditions de continuité

qu'il est inutile d'énoncer ici, il sera convergent et définira une

intégrale de l'équation proposée, intégrale qui satisfera aux con-

ditions énoncées. C'est dans ce sens que nous dirons que la con-

dition de passer par une courbe donnée et d'être inscrite suivant

cette courbe à une développable donnée définit une intégrale de

l'équation aux dérivées partielles.
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710. Mais les raisonnements qui précèdent supposent essentiel-

lement que Téquation ( 4 ) fournit pour s une valeur qui n'est ni

infinie ni indéterminée.

Écartons la considération de ce qui arrive en des points isolés.

Si M est nul en tous les points de la courbe sans que L le soit, le

problème proposé sera évidemment impossible, au moins si l'on se

borne aux surfaces qui n'ont pas la courbe (C) pour ligne singu-

lière. Au contraire, si M et L sont nuls, l'un et l'autre, en chaque

point de la courbe (G), il est impossible de déterminer s et l'on

reconnaît de même, en passant aux dérivées d'ordre supérieur,

que, dans chacun des ordres considérés successhement, une

des dérivéespeut être prise arbitrairement.

Nous donnerons le nom de caractéristique à l'assemblage

formé par une courbe et la développable qui la contient, toutes

les fois que les fonctions d'une seule variable qui déterminent

cet assemblage satisfont aux deux conditions

( 6 )
M = o, L = o.

Sur toute intégrale il v a une infinité de caractéristiques. En

effet, si l'on se déplace sur une intégrale, on aura toujours l'équa-

tion ( \ ) comme conséquence des équations (il, (2), (3 ., et, si l'on

choisit pour les déplacements les directions qui satisfont à l'unique

condition M=:^o, l'équation (4 ' donnera également L= o.

Gomme l'équation M = o est du second degré en ^, il y a, en

général, deux familles distinctes de caractéristiques. On peut du

reste séparer nettement ces deux familles et obtenir leurs équa-

tions sous une forme simple en opérant de la manière suivante:

A désignant une arbitraire quelconque, on a

o = AL — À M = , A dp^B' dx — K dy){k dq — Bdy-^\ dx)

_ , X2_ 2C). — BB— AD) dx dy.

Si donc on prend successivement pour À les deux racines a, et

Ao de l'équation

,;) Àî-^iCÀ — BB— AD ^o,

on sera conduit aux deux équations

iXdp — B' dx — À, dy\' \dq — B dy — Ai dx) = o.

( A dp — B' dx - X, dy\i kdq — B dy — Àj dx) = o,
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qui se décomposent elles-mêmes en d'autres plus simples. En
associant convenablement les facteurs obtenus et en ajoutant l'ë-

(j nation évidente
dz ^^ p dx -4- q dy,

on sera conduit aux deux systèmes suivants

I

dz —p dx — q dy — o,

(8)
l^

Xdp -^\i' dx --'kydy — o,

/ A dq -'- B dy -\~ Xj dx — o;

Îdz — p dx - q dy = o,

X dp -^Yi' dx -hl^dy — o,

A dq -+- B dy ^- X | dx = o

,

qui définissent les deux familles de caractéristiques. On voit que

ces deux familles seront distinctes tant que les deux racines )v, et

Ào seront inégales.

711. En résumé, le problème qui consiste à déterminer une in-

tégrale de l'équation (i) tangente suivant une courbe donnée (G)

à une développable donnée ( A ) est, en général, pleinement déter-

miné et admet une solution unique à moins que l'assemblage

formé par la courbe (G) et la développable (A) qui la contient ne

satisfasse aux équations (6) ou à l'un des systèmes (8), (9).

On peut évidemment présenter ce résultat sous une autre forme

en disant que les caractéristiques sont les seules courbes suivant

lesquelles deux intégrales différentes puissent être tangentes ou

osculatrices. Ainsi :

Si deux intégrales de Véquation (i) sont tangentes suivant

une courbe, cette courbe est une caractéristique ; en lui adjoi-

gnant lesplans tangents, on obtient un assemblage qui satisfait

aux équations (6) ou à Vun des systèmes (8), (9).

Il résulte également des remarques précédentes que, si une sur-

face quelconque est engendrée par des caractéristiques, c'est-

à-dire s'il est possible de trouver sur cette surface une famille de

courbes se succédant suivant une loi continue et qui, associées

aux plans tangents, satisfassent chacune aux équations (8) ou

(9), ou, ce qui est la même chose, aux équations (6), cette sur-
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face donne une intégrale de l'équation (i). Eu effet, on peut tou-

jours remonter de l'équation (6) à Téquation (4 ), puis, en rem-

plaçant dp et dc] par leurs valeurs, à l'équation (i !. Cette équation

sera vérifiée en tous les points par lesquels passera une caracté-

ristique, c'est-à-dire dans toute l'étendue de la surface.

712. Bien que ce qui concerne l'intégration de l'équation aux

dérivées partielles soit étranger au sujet que nous voulons étudier

plus loin, nous allons en dire quelques mots pour montrer avec

quelle facilité les résultats connus se déduisent des considérations

précédentes.

Supposons que l'un des systèmes (^8) et (^^9 ?, le système (8) par

exemple, présente une combinaison intégrable

wt dz —p dx— q dy > — wj (^ A dp -r- B' do- — À, dy \

— 0J2', \ dq — B dy — À* dx :
— dz.

JSous allons montrer que toutes les intégrales de Véqualion

du premier ordre
o = const.,

satisferont à l'équation proposée. En effet, pour toute intégrale I

de l'équation précédente, les trois équations (8) se réduiront à

deux. 11 sera donc possible de satisfaire à ces deux équations en

prenant des valeurs convenables pour les rapports de dx. dy^ dz

et, par suite, de déterminer, sur l'intégrale 1, une famille de

courbes pour lesquelles auront lieu les trois équations (8 ).

La surface 1, contenant une famille de caractéristiques, sera

nécessairement une intégrale de l'équation proposée. Cette con-

clusion ne pourrait souffrir d'exception que si, pour 1 intégrale I,

un au moins des facteurs to se présentait sous une forme indéter-

minée.

Inversement, si> toutes les solutions de l'équation

(10) ^{x, y,z,p, q) = conil.

sont des intégrales de l'équation (1), l'un des deux systèmes (8) et

(ç)» admettra la combinaison intégrable c^ç;. En effet, les caracté-

ristiques de l'équation 1 10 ) sont définies par le système

dx dy - - dp — dq dz
(11) = -^^ ^ — — -^— —
^ ' dz, do

dp dq dx ^ oz dy ^ dz 'dp dq
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Comme on sait qu'il existe une infinité d'intégrales de l'équa-

tion (lo), et par conséquent de l'équation (i), qui sont tangentes

les unes aux autres suivant chacune de ces caractéristiques, on

voit que les valeurs de dx^ dy^ dp^ • . . tirées des équations pré-

cédentes devront satisfaire à l'un des systèmes (8) et (9). On a

ainsi pour cp l'un ou l'autre des deux systèmes

(1-2)

l do do\
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jutions de l'équation

(i4) u — ^{v) — o

appartiendront à la proposée (i ). L'équation précédente est d'ail-

leurs équivalente à la proposée ; car, si l'on élimine la fonction o

entre l'équation et ses deux premières dérivées, on est conduit à

léquation du second ordre

^•'^ ^(^^="'

qui ne diffère de la proposée que par un facteur (' K Ce facteur ne

peut être nul, infini, ou indéterminé, que pour certaines solutions

exceptionnelles; et, tant qu'il ne sera pas nul, l'équation (i4!

sera équivalente à la proposée.

Réciproquement, si l'équation du second ordre doit admettre

une intégrale première de la forme {li), il résulte des raisonne-

ments du numéro précédent que les trois fonctions

u, V, a — o(p),

doivent chacune satisfaire à l'un des deux systèmes (12 ), (i3).

Mais, comme deux d'entre elles appartiennent au même système,

il en sera nécessairement de même de la troisième, qui est une

fonction des deux autres. Ainsi, pour trouver, si cela est pos-

sible, les intégrales intermédiaires de la forme (i4)> ilfaudra
rechercher si lun des systèmes (12) ou ( i3) admet deux solu-

tions distinctes.

Le problème qui consiste à reconnaître si deux équations li-

néaires telles que les équations (xi') ou (i3) admettent une ou

plusieurs solutions distinctes est un de ceux que l'on sait le mieux

résoudre aujourd'hui. On peut donc déduire des propositions pré-

cédentes une méthode régulière de recherche des intéirrales inter-

médiaires de l'équation proposée et, plus généralement, de toutes

les équations du premier ordre dont les différentes solutions ap-

partiennent à la proposée.

(') On le vérifie aisément ea tenant compte des équations (12) ou (i3)

auxquelles satisfont à la fois les fonctions u et v. Un calcul facile donne

fin (if du dv

d{x,y) A
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714. Les indications précédentes, quelque incomplètes qu'elles

soient, mettent en évidence le rôle des caractéristiques dans la

recherche des intégrales de l'équation proposée. On pourrait les

développer et en tirer une théorie complète de l'équation (i); nous

nous contenterons ici de traiter quelques applications; mais aupa-

ravant il importe de remarquer que les équations (6) ne peuvent

être remplacées par un des systèmes (8) ou (9) que si A est diffé-

rent de zéro. Considérons, par exemple, le système (8). Lorsque A
est nul, les deux dernières équations se réduisent à une seule.

Pour éviter cet inconvénient nous remarquerons que, dans le cas

général, on peut déduire des équations (8) les deux suivantes

i B dp — \x dq — D dx —: o,
( 8 V

' B' dq — X2 dp -!- D dy = o,

par l'élimination soit de dx, soit de dy. Le système des équa-

tions (8) et (8)' se réduira dans tous les cas à trois équations

distinctes. En ajoutant de même aux équations (9) les deux sui-

vantes

t ^ dp — kt dq --- D dx = o,
(9)'

1

(
^' dq — X'^ dp .- \i dy =^ O,

on n'éprouvera aucune difficulté dans les applications.

Considérons d'abord l'équation bien connue des surfaces déve-

loppables
/•^_s2= o.

On a ici

B ^. G = B'=:3 D = 0, A = i, Xi--^X2 = o.

Les équations (8) se réduisent aux suivantes

dz —p dx— q dy ~ Ç)^ dp ^= o. dq = o,

qui présentent trois combinaisons intégrables

dp, dq, d{z —px — qy)-

On aura donc les deux intégrales du premier ordre

q=fip\
z—px — qy--=o{p).

Si l'on différentie la dernière équation, il restera

[^ -^yf\p) -'r- ?'(/^)] dp = o.
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En supprimant dp, on a bien les trois équations qui définissent

une surface développable.

Prenons maintenant l'équation

q-r — ipqs—p-t — o.

Ici encore, les deux valeurs de a sont égales et les équations

différentielles de la caractéristique sont

dz —p dx — q dy = o,

pdx — qdy = o,

q dp — p dq = o.

Elles admettent les trois combinaisons intégrables

dz = o, d—=o, d(y — x—) = o.
9 \ qJ

On aura donc

^-r(^), y-x^=^izy,

et, par conséquent, z sera déterminé par Téquation

y — xo{z\ = 6(5).

Dans lun et lautre des exemples précédents, l'équation en À a

ses deux racines égales, et les équations différentielles- de la carac-

téristique admettent trois combinaisons intégrables. La coïnci-

dence n'est pas fortuite, et Ion peut démontrer que, si l'un des

systèmes (8) ou (9) admet trois combinaisons intégrables, on a

nécessairement A, = Ao <
' )•

71o. Considérons encore l'équation

(l-T-^-)*— /><// = o,

qui définit les surfaces pour lesquelles les sections faites par des

(•) Voir, en particulier, notre Mémoire sur les solutions singulières des équa-

tions aux dérivées partielles du premier ordre ( Mémoires présentés par divers

savants à l'Académie des Sciences, X. XXVII). Dans ce travail, nous donnons,

après M. Lie, le moyen de former toutes les équations de la forme (i) pour

lesquelles l'un des systèmes (8) et (9) admet trois combinaisons intégrables et

qui peuvent être regardées, par suite, comme ayant deux intégrales intermédiaires

Uu premier ordre.
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plans parallèles au plan desyz sont des lignes de courbure. On a

A = B=:.D^o, C=^-^-, B'=^~pq,

Xi :-=: O, X2 - — I — ff-.

Les deux systèmes de caractéristiques sont définis par les équa-

tions

dz —p dx -- q dy — o, dz — p dx— q dy —- 0,

dx - - o, pq dx -+- (i -T- q'^)dy — o,

(i -r- q''-) dp —pq dq =^ o^ {1 -,- q^) dq == o,

qui conduisent respectivement aux deux intégrales intermédiaires

suivantes

p"'

(16) j^ 2
^ ?-(^)> Y-^qz = ^{q).

Tirons-en les valeurs de p et de jk, pour les porter dans l'équa-

tion

dz = p dx -— q dy.

Nous trouverons

dz = sj v-r- q''-'^' {x^ dx :- q <^'{q) dq — q''' dz — qz dq,

ce qui peut s'écrire

d{zs/V^^A-^-^^MM -o'{x)dx = o.

En intégrant, on aura donc

(.7) wr;^=fi^i-^^-?^î(-).

L'équation précédente, jointe à celles du système (16), donnera

l'intégrale complète de la proposée. Mais on peut obtenir une

forme plus élégante. Effectuons la substitution définie par les for-

mules

9

s/l-^q^

d'où l'on déduit

a, <}^{q)^-b'(<x),

a.
I

I

V/l— a^ VI — rj?-

L'équation (17) et la seconde des équations (16) nous condui-
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ronl au svstème des deux suivantes

«'8) ^ zz

entre lesquelles il faudra éliminer a. La seconde s'obtient en pre-
nant la dérivée de la première par rapport à a.

La première intégrale intermédiaire (16) exprime que les plans
des lignes de courbure coupent la surface sous un angle constant.

7J6. Etudions enfin l'équation

rt— S-— a-= o.

que Ton rencontre dans la théorie mécanique de la chaleur. On
a ici

A^i. B = C = B'=o, D = aî. )., = a, Xî=— a.

Le système ^8; devient le suivant

dz —pdx ~q dy, dp -- a dy = o, dq — a dx = o.

Il admet deux combinaisons intégrables évidentes p -^ ay et

<y — «-f , d'où Ton déduira une intégrale intermédiaire en écrivant

que p -\- ay est une fonction de </ — ax. On pourra donc poser,

en introduisant une variable auxiliaire a,

'9)
w ^

q — ax = 2S( 2 1.

La système (9) conduirait de même aux deux équations

(ao)
\p-ay = -.%

\ q-ax = i'l{^\

qui, jointes aux précédentes, nous donnent

aa:=6(3)— 0(1), y? = z — 3,

aK = a— .3, 7 = ?^)-'M?)-

Ces valeurs permettent de former la différentielle de -; on a

adz ~ apdx ~ aq dy = ( a — 3)(rfi — ^3 ) — (o -^ •y)(<^— <3).

D. — III.

* '

,8
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On déduit de là, en intégrant,

az = [c2(a)-4- J;(j3)](a — (3) — 2 ra^c5(a)-r-2 f^d^{'^).

La solution est ainsi complètement déterminée; on peut la

débarrasser de tout signe de quadrature en remplaçant les sym-

boles o et 'h par des dérivées cp' et 'V. On trouve ainsi

/ ax — ^'C^) — cp'(a),

(21) j
aj = a— [B,

( a^==(a+p)[<];'(P)-cp'(a)]--'.>.?(o=)-2^(p),

(22) /> = a-l-p, ^=cp'(a)--4.'(p).

Il suffira d'éliminer a et [i entre les trois premières équations

pour obtenir l'expression de z en fonction de x et dejK.

717. Dans les deux derniers exemples que nous venons d'exa-

miner, on peut obtenir une confirmation des résultats que nous

avons signalés relativement aux caractéristiques, en étudiant, à

l'aide des formules qui donnent l'intégrale générale, ce que nous

pouvons appeler le problème de Cauchy, c'est-à-dire la détermi-

nation de la surface qui satisfait à l'équation aux dérivées par-

tielles, passe par une courbe donnée et admet en chaque point de

cette courbe un plan tangent donné. Pour plus de simplicité, nous

nous contenterons d'examiner à ce point de vue l'équation qui a

été intégrée dans le numéro précédent.

Soit (G) la courbe par laquelle doit passer l'intégrale. Comme

p^ q sont donnés pour chaque point de cette courbe, il résulte des

formules (19) et (20) qu'en chacun de ces points on connaîtra a,

[^, C2(a), '^(^)- Si, comme il arrive généralement, a et [î ne con-

servent pas la même valeur en tous les points de la courbe, on

connaîtra, par cela même, les fonctions
'f
(a), ^'(P) pour toutes

les valeurs de l'argument; et, par suite, l'intégrale cherchée sera

complètement déterminée.

Mais il j a des cas d'e^iception. Nous laisserons au lecteur le

soin de les étudier tous et nous nous contenterons de faire re-

marquer que, si la courbe (C) est une caractéristique; si l'on a,

par exemple, en chacun de ses points,

p -H ay = G, q — «a- — G',
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C et C étant deux conslanles, la fonction 'j(a) ne sera plus déter-

minée que pour une valeur de l'argument. D'après les formules (19),
C G

il suffira qu'elle ait la valeur — pour la valeur - de l'arsuraent.

L'intégrale satisfaisant aux conditions proposées contiendra alors

dans son expression une fonction ç;(a) qui sera presque entière-

ment arbitraire, puisqu'elle sera assujettie à l'unique condition

d'avoir une valeur donnée pour une valeur particulière de l'ar-

gument. Quant à la fonction 'K.S), elle se déterminera comme
dans le cas général.

718. Dans le cas où l'un ou l'autre des systèmes (8), (9) ne

présente pas deux combinaisons intégrables, on ne connaissait

aucune méthode permettant d'obtenir l'intégration de l'équation

aux dérivées partielles proposée. Dans un travail déjà ancien ('),

j'en ai proposé une, qui va plus loin que celle de Monge et qui

permet d'obtenir l'intégration dans une infinité de cas nouveaux.

L'exposition de cette méthode nous entraînerait loin de notre

sujet; je me contenterai d'avoir donné une définition précise des

caractéristiques, définition que nous allons employer dans l'étude

de l'équation aux dérivées partielles des surfaces applicables sur

une surface donnée.

Reprenons, pour cela, la méthode développée au n" 706; a, 6,

c étant les cosinus des angles que font les axes du trièdre mobile

avec l'axe des x du trièdre fixe, c'est-à-dire avec une droite fixe

quelconque de l'espace, on a

(23) — =
^ ' ou

(
<•? =

et l'équation aux dérivées partielles s'obtient en portant ces valeurs

de/?, q-,p\i q\ dans la relation

dr âri

(') Sur les équations aux dérivées partielles (Annales de l'École JS'ornia.'e,

I" série, t. VII, p. i63; 1870).

«; — 6t.,
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Supposons, pour la commodiLé du langage, que l'on connaisse

déjà une surface (S) admettant l'élément linéaire donné. \^c pro-

blème de CaucJiy peut s'énoncer ici de la manière suivante :

Etant donnée une courbe (F), tracée sur (S), déterminer

une fonction X, cjui prenne, ainsi que ses deux dérivées pre-

mières, des valeurs données à Vavance en chaque point de (F),

ces fonctions devant évidemment satisfaire, quand on se déplacera

sur (F), à la relation

dx d.v

( 26 ) dx — -- du -'- —
- dv,

^ ' du ûv

qui détermine, par exemple, — lorsqu'on se donne x et -^•

Il résulte des formules (aS) que a et b auront des valeurs con-

nues en chaque point de la courbe (F). Il sera donc possible de

calculer les différentielles da^ db relatives à un déplacement

s'effectuant sur cette courbe. Or on a

(27)

da , / du dv\ ( du dv\

dS = ^Vd^ -^'''dsJ-'V^ 71-^ -''^^lù^'

db / du dv\ / du dv''

ds \ ds ds ) \ ds ^ ds

r^ 1
• du. dv -, , , , . 1 M /i ,Comme la rotation /• -.—h i'\—j- dépend exclusivement de 1 élé-

ment linéaire, on voit qu'il sera possible de calculer, en chaque

point de (F), les rotations

,^ du dv „ du dv

^-^Pdi-^P'dV ^^-^Tn-^'^'-dS

relatives à un déplacement sur cette courbe.

Or, si l'on se reporte aux formules du Tableau H [II, p. 383], on

reconnaît immédiatement que la connaissance des quantités pré-

cédentes permet de calculer, en chaque point de (F), la courbure

normale, la courbure géodésique et la torsion de cette courbe. On
pourra évidemment exprimer la courbure et la torsion en fonction

de l'arc de (F); et l'on sait que ces expressions déterminent d'une

manière complète la forme de la courbe.

Réciproquement, supposons que l'on se donne la transformée (D)

de (F). Ajoutons, pour préciser, que l'on a marqué sur (D) le
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point B qui correspond à un point A de (T); alors le point M' de

(D) qui correspond à un point quelconque M de (T ) sera déter-

miné par la condition que l'arc BM' de (D) soit égala Tare .VM de

(r). Comme on connaît, en tous les points de (D), la courbure et

la torsion, les formules des Tableaux I et II nous permettront de

calculer, pour chaque point de cette courbe, l'angle to que fait sa

tangente avec l'axe des a: du trièdre (T), ainsi que l'angle m que

fait la normale à la surface avec le plan osculateur ( M de la courbe.

La détermination de ces deux angles permet évidemment de cal-

culer sans ambiguïté les neuf cosinus directeurs qui feront con-

naître la position du trièdre (T) par rapport aux axes fixes lorsque

(Y) sera venue coïncider avec (D), et, en particulier, les cosinus

a et b. On pourra donc déduire des formules (aS) les valeurs de

— > — > en chaque point de (D), ce qui nous ramènera à l'énoncé

primitif.

Le problème que nous nous sommes proposé peut donc, dans

lous les cas, être énoncé sous la forme suivante :

Etant donnée une sur/ace (S), la déformer de telle manière

f/u'une courbe (T) tracée sur celte surface vienne coïncider

avec une courbe (D », donnée dans l'espace (-).

Il sera susceptible d'une solution déterminée tant que la

courbe (F) ne satisfera pas, en vertu des conditions posées, à la

première des équations différentielles (5) des caractéristiques:

et, par suite, l'étude de ses cas d'impossibilité et dindétermi-

(') L'angle cj toutefois ne sera réel que si la courbure - en chaque point M'

de (D) est supérieure à la courbure géodésique — de (T) au point correspon-

dant M. Cela résulte immédiatement de l'équation évidente

• 'S

Ajoutons que l'angle o, étant déterminé par son sinus, pourra prendre deux

«leurs supplémentaires l'une de l'autre; ce qui conduira à deux solutions dis-

Linctes du problème que nous avons en vue.

(') Le cas particulier où (D) est une droite ne présente pas de difficulté par-

iticnlière et ne met pas en défaut nos conclusions; mais, pour plus de netteté,

ions l'écarterons en laissant au lecteur le soin de le traiter.
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nation nous fera connaître ces caractéristiques. Nous allons le

traiter directement, en choisissant les variables les plus simples.

719. Rapportons les points de la surface à un système de coor-

données rectangulaires tel cpie la courbe (F) devienne une des

courbes coordonnées et soit représentée par l'équation

ce qui est évidemment toujours possible.

On aura, en adoptant les notations du Tableau IV [II, p. 385],

ON dx ùx
(28) —

• = Aa, —- =C6.
^ ^ du '

ôv

Une fois connus a et b^ les relations

. da
,

db
(.9) ^^^l,r~cq, -=.cp~ar,

relatives à un déplacement sur la courbe (F), feront connaître p
et q. La relation, empruntée au Tableau IV,

(3o) A<7i -f- Cp — o

fera ensuite connaître ^, ; et enfin l'équation {'i^^) donnera /),

pourvu que q ne soit pas nulle. Une fois connues les rotations

Pi 'liP\^ (]i pour chaque point de la courbe (F), les formules (24),

donnant les dérivées pi'emières des cosinus a et b, feront connaître

par cela même les dérivées secondes de x pour chaque point de la

courbe (F). Il résulte en effet des formules (28) que les dérivées

secondes de x s'expriment en fonction de «, b et de leurs dérivées

premières.

Le problème proposé, qui équivaut, nous l'avons vu, à la déter-

mination des dérivées secondes de x en chaque point de (F), ne

peut donc devenir impossible ou indéterminé que dans le cas où les

conditions proposées donneraient pour q une valeur nulle. Or il

suffit de se reporter à la formule (4) du Tableau IV pour recon-

naître qu'alors la courbe (F) deviendrait une ligne asymptotique.

Il est donc établi de nouveau que les caractéristiques de Véqua-
tion aux dérivées partielles à laquelle satisfait x sont les

lignes asymptotiques, et nous pouvons énoncer le théorème sui-

vant :
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On peut toujours déformer une surface (S) de telle manière
qu'une courbe (F), tracée sur elle et donnée à l'avance, vienne

coïncider avec une courbe {D)de l'espace, à moins que la con-

dition ainsi proposée n'entraîne cette conséquence que (^D) se-

rait, après la déformation, une ligne asymptotique de la sur-

face.

On donnera plus de précision à la dernière parlie de l'énoncé

en la transformant de la manière suivante. Soit M le point de (F)

qui devra coïncider avec un point quelconque M' de (D). Si la

courbure de la courbe (D) en M'est conslamment égale à la cour-

bui-e géodésique de (F) au point correspondant M, le mouvement

de déformation qui amènerait (F) à coïncider avec (D ) ferait de

cette courbe (D) une ligne asvmptotique de la surface déformée,

puisque la courbure géodésique de cette ligne serait, en chaque

point, égale à sa courbure absolue. Nous obtenons donc la propo-

sition suivante :

On peut toujours déformer la surface (S) de telle manière

qu'une de ses courbes (F) vienne coïncider avec une courbe

quelconque de l'espace (D), pourvu que la courbure en chaque

point de (D) ne soit pas égale à la courbure géodésique de (F)

au point correspondant.

720. Il ne nous reste plus qu'à distinguer les cas où le problème

sera impossible de ceux où il sera indéterminé. C'est ce que l'on

peut faire de la manière suivante.

Lorsque les équations (29) nous donneront pour ^ une valeur

nulle, l'équation ('aS), qui faisait connaître p,. se réduira, en

chaque point de [T). à celle-ci

dr àri

^ ^ 0^ ou

qui devient, si l'on tient compte de l'équation (3o),

dr dt'i

/ y) \ * dv du

\a) ^~ ÂC

Si celte relation est vérifiée en chaque point de la courbe (D),

le problème sera indéterminé; sinon il sera impossible. Or, si l'on
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emploie les formules des Tableaux II et IV, on peut remplacer

l'équation précédente par la suivante

(3i) -r2^_RIV,

où T désigne le rayon de torsion de la courbe (D) et où R et R'

sont les rayons de courbure principaux de la surface. Nous pou-

vons donc énoncer le résultat suivant :

Le problème proposé sera indéterminé si la torsion en chaque

point de (D) est é<,>ale à I/tttt/' rrir, désignant la courbure de

[S) au point correspondant de (F). // sera impossible dans le

cas contra iie (
'

j.

Nous retrouvons ici une propriété des lignes asymptotiques que

nous devons à M. Enoeper et c[ui a été déjà démontrée au n"o]2.

Elle se relie, on le voit, de la manière la plus étroite à la pro-

position fondamentale que nous étudions maintenant, et d'après

laquelle les lignes asymptotiques sont les caractéristiques de l'é-

quation aux dérivées partielles dont dépend le problème de la

déformation d'une surface.

721. Pour éclaircir les considérations précédentes, nous allons

étudier quelques applications particulières.

Etant donnée une surface (S) et une courbe (F), tracée sur

cette surface, peut-on déformer la surface sans déformer la

courbe?

La réponse est très simple : la déformation est impossible si

la courbe (F) n'est pas une asymptotique ; elle est possible d'une

infinité de manières dans le cas contraire. C'est là une remar-

quable propriété des lignes asymptotiques.

Peut-on déformer la surface (S) de telle manière cju\ine de

ses courbes (F) devienne une asymptotique de la surface dé-

formée?

(') Quand nous disons que le pi'oblème est indéterminé, nous entendons par

là que les coefficients des séries par lesquelles la surface serait définie demeurent,
en partie, arbitraires, sans que la convergence de ces séries soit établie.

Au reste, dans tous les cas où l'on peut efTectuer l'intégration, on reconnaît

que l'indétermination existe réellement.
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La courbe (D) dans laquelle doit se transformer (F ) sera plei-

nement déterminée par les propositions précédentes, puisqu'on

connaîtra, en chaque point de (D), la courbure absolue, qui sera

égale à la courbure géodésique de (F) au point correspondant, et

la torsion, qui sera égale à la courbure totale de la surface en ce

même point de (F). Ces deux quantités seront, par suite, des

fonctions données de l'arc 5, et leur détermination permettra de

construire la courbe ( D). Mais, bien que l'on connaisse cette courbe,

le problème proposé sera indéterminé : il y aura une infinité de

déformations de (S) pour lesquelles (F) coïncidera avec (D).

Étant donnée une courbe (D ) et une développable (A) cir-

conscrite à (D), est-il possible de déformer une surface (S)

de telle manière qu 'elle vienne passerpar (D) et soit tangente

à (A) en tous les points de ( D )?

Ce problème est lout à fait différent des précédents; car on

n'indique nullement la courbe de (S) qui doit venir coïncider

avec (D). On peut le résoudre de la manière suivante.

Supposons d'abord que la développable (A) ne soit pas l'en-

veloppe des plans osculaleurs de ( D). Si le problème est possible,

(D) ne sera pas une asymptotique de la surface déformée. Cher-

chons la courbe (F) de (S) qui viendra coïncider avec (D). Soit

M' le point de (F) qui viendra en un point quelconque M de (D).

Comme on connaît, au point M, la courbure de (D) et l'angle

que fait le plan osculateur de cette courbe avec le plan tangent

de la développable (A), qui doit devenir le plan langent de la

surface déformée, on connaîtra, par cela même, la courbure géodé-

sique qu'aura (D) en M et par suite (F) en M'. Ainsi la courbure

géodésique — pourra être exprimée en fonction de 1 arc. Soit
?g

(32) ?^=?(0

la relation ainsi obtenue. On en déduit aisément une équation

du troisième ordre à laquelle devra satisfaire la courbe cherchée

(F). Réciproquement, d'après ce que nous avons vu plus haut,

toute courbe intégrale de cette équation fournira une solution du

problème proposé.

Si. au contraire, la développable ( A^l est l'enveloppe des plans

[Vkivbksitt;
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osculalcurs de (D), le problème ne sera ])ossible que sous cer-

taines conditions. En effet, au point M de (D), la torsion est

connue, c'est vine certaine fonction de l'arc. On a

D'autre part, si le problème est possible, (D) sera évidemment

une asymptotiqne de la surface déformée, et l'on aura nécessaire-

ment

jT—, étant la courbure totale de la surface au point M de (D) ou,

ce qui est la même cbose, au point M' de (Y). On devra donc

avoir

(33) RR'--^2(,),

et cette relation, qui conduit à une équation du premier ordre

pour la courbe (F), devra avoir au moins une intégrale particu-

lière commune avec l'équation (3y). On va voir qu'il résulte de là

une condition pour la courbe (D).

Difff'-rentions, en prenant v comme variable indépendante, trois

fois l'équation (33) et une fois l'équation (32), après y avoir rem-

placé la courbure géodésiquc par son expression en fonction des

coordonnées ii, (^. Nous obtiendrons ainsi un système de six équa-

tions dont les jiremiers membres seront des fonctions connues de

du d^u d^ u ^ 1 ,, •
,

• ,
•

, , I
•

u, V, -7-1 -m^ —r^ • E élimination de ces cinq ciuantites conduira.
' dv dv^ dv^ ' '

en général, à une seule relation de la forme

*(ç, o', ^, (];', 6", Y') =
ou encore

/ dp dz d^T d^x
^'^^ '^'[^' ds'^'' ds'd^'d^

p, T, s désignant le rayon de courbure, le rayon de torsion et

l'arc de la courbe (D). On forme ainsi une équation différentielle

à laquelle cette courbe devra satisfaire. En d'autres termes, la l'e-

lalion précédente devra être vérifiée par toutes les asymptotiques

des surfaces résultant de la déformation de (S).

Cette équation se simplifie d'ailleurs dans certains cas spéciaux.

Sila courbure totale de la surface donnée est constante et égale à
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1 on devra avoir simplement
a- ^

:=:«.

Ainsi la courbe (D) devra avoir sa torsion constante.

Supposons, par exemple, que Ton prenne pour (D) une hélice

tracée sur un cylindre de révolution. Les courbes de la surface qui

pourront s'appliquer sur cette hélice, tout en devenant des lignes

asymptotiques, sont, é\ideinment, les cercles géodésiques dont la

courbure géodésique est égale à la courbure de l'hélice (').

7:22. Puisque les asvmptotiques sont les caractéristiques de

l'équation aux dérivées partielles que nous étudions, il est naturel

d'introduire la considération de ces lignes et de chercher quelles

sont les équations aux dérivées partielles qui les déterminent, lors-

qu'on connaît seulement l'élément linéaire de la surface. Nous

allons commencer par résoudre le problème suivant :

L^élément linéaire d'une surface étant donné sous laforme

ds- = E du- -f- 2 F du dv -^ G dv-,

quelles relations doit-il y aioir entre E, F, G pour que les

lignes coordonnées soient les asymptotiques de l'une des sur-

faces résultant de la déformation de la proposée?

Reportons-nous à l'équation (5) du Tableau I [II, p, SSa]. En
exprimant que les coefficients de du- et de dv^ sont nuls dans

l'équation différentielle des asymptotiques, nous aurons

P^, — ql = o, Pir,i— qi^i = o;

ces deux conditions nous permettent de poser

P = ';, q = '•^,» Pi = l^^i, Çi = F'if

(') En lerminant ce sujet, nous nous empressons de signaler le Mémoire sui-

vant :

Weixgartex ( J.), Ueber die Deforniationen einer biegsamen unausdetinlmren

Flàclie {Journal de Crelle, t. C, p. 296; 1886),

cil se trouvent étudiées, par des métliodes toutes différentes, les questions ana-

logues à celles que nous venons d'examiner.

La proposition fondamentale d'après laquelle les asymptotiques sont les carac-

téristiques de Téquation aux dérivées partielles en x a été déjà donnée dans

notre Cours de 1882; les autres développements donnés dans le texte remontent

à nos Leçons de i885.
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Portant ces valeurs dans les deux relations de la troisième ligne

du système (A) (même Tableau), nous trouverons

^ Or d/'i r , > >

Si donc on désigne, pour abréger, par k la quantité

dri (Jr

on aura

(36) X=__;j,^/^,

et les équations (A) entre les rotations nous donneront

(37)

On déduit de là, après quelques réductions et en remplaçant r

et T^i par leurs valeurs tirées des équations (A),

(38) ' *' "" ""

\ ôv 'du dv

Telles sont les deux équations de condition cherchées.

Nous allons les écrire de manière qu'elles ne contiennent que

des invariants des paramètres u et v des deux familles de lignes

asjmptotiques. Si l'on conserve H pour représenter y EG— F^,

on a

^" = S' A(«, .)=---!,, ^^" = m[^(b)-.'(ïï)]

(^, «) - -JJ2 ()t; H2 da "^ Hï (^ ~ "H4 'du
~ H^ d7

"*"
Tï^" c^

'

et de là on déduit, par un calcul facile,

A ( f , Am ) — 2 Ao if A ( M, P ) = ,-tT rrr — •
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D'autre part, on a aussi

^, , , • c)loîrA: ^, , Ie(«,iogA)=-—^, e(a,.)=-.

Ces relations permettent de donner à la seconde équation (38)

la forme définitive

(39) A(t;, lu)— îliU\{u, f) = e(«, \ogk)e(u, v),

qui ne contient plus que des invariants. Par raison de symétrie, la

première des équations (38) prendra la forme analogue

(40) A(m, Af) — 2 Ajp A({f, v) — e(p, logA-)e(i', u).

Si maintenant, pour revenir à nos notations habituelles, nous

désignons par u et v des coordonnées curvilignes quelconques et

par a et ,3 les paramètres des deux familles de lignes asvmploti-

ques de la surface, nous voyons que ces paramètres a et ,3 devront

satisfaire aux deux équations simultanées du second ordre

, A(a, A?)-2A,?A(a, P) = e(?, logA)e(3, a),

^"*'^
( A(3, Aa)-2AîaA(a, 3)=.e(a, logA-)e{a, ?).

La première est linéaire par rapport aux dérivées de a, la se-

conde par rapport à celles de ,3. En éliminant, soit a, soit ^3, on

sera conduit à une équation du troisième ordre à laquelle satisfera

la fonction que Ion conserve. 11 serait facile de former et d'écrire,

à laide des invariants, cette équation du troisième ordre; mais

nous laisserons ce point à étudier au lecteur.

723. Les calculs précédents conduisent à plusieurs conséquences

sur lesquelles il convient dinsister.

En premier lieu, nous voyons que, si Ton donne, en même

temps que l'élément linéaire d'une surface, ses lignes asjmpto-

tiques des deux systèmes, la surface est pleinement déterminée.

En effet, si l'on prend ces deux familles d'asymptotiques pour

lignes coordonnées, les calculs du n'' 7:22 nous montrent que l'on

connaîtra, pour chaque point de la surface, les six rotations. La

forme de la surface sera donc entièrement connue (n" iSl).

Comme on peut prendre un double signe pour la valeur de A', on

obtiendra en réalité deux surfaces, symétriques l'une de laulre.
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Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant, établi en premier

lieu par M. O. Bonnet :

Si deux surfaces sont applicable, V une sur Vautre de telle

manière que toutes les lignes asyniptotiques de V une corres-

pondent aux lignes asyniptotiques de Vautre, les deux surfaces

sont égales ou symétriques.

Mais on peut compléter cette proposition, en supposant que

l'on connaisse une seule famille de lignes asjmptotiques. Par

exemple, dans les équations (4 1), on connaîtra a, dont l'expression

sera donnée en fonction de u et de c. Il est aisé de voir que l'on

pourra déterminer [^.

En effet, substituons dans la seconde des équations (4i) la valeur

de a; elle prend la forme

M -i-
-f- N -r" = 0.

ou av

Par suite, si M et N ne sont pas nuls en même temps, on ob-

tiendra la seconde famille d'asjmptotiques en intégrant l'équation

du premier ordre
N du — "M dv ^= o,

où M et N ne dépendent que de l'élément linéaire et de l'expres-

sion de a. Par conséquent, la connaissance d^une des familles

de lignes asymptoticiues entraînera celle de Vautre.

Examinons maintenant le cas d'exception où M et N seraient

nuls en même temps. Alors la seconde des équations (4i) sera vé-

rifiée identiquement quand on y remplacera a par son expression

donnée 5 en d'autres termes, elle aura lieu quelle que soit la fonc-

tion [i. En particulier, remplaçons-y [^ par a, il viendra

(/j2) A(a, Aa) — 2 A2(a)'^3' = O-

Or cette équation exprime, nous l'avons vu (n° 676), que les

courbes de paramètre a sont des géodésiques. Comme elles sont

déjà des asyniptotiques, elles ne peuvent être que des droites; et

notre cas d'exception se trouve ainsi défini : il ne peut avoir lieu

que pour des surfaces réglées et pour la famille d'asymptotiques

constituée parleurs génératrices rectilignes. En résumé, on obtient

le résultat suivant :
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Deux surfaces applicables iune sur l'autre sont égales ou

symétriques lorsque les lignes asymptotiques de l'un des sys-

tèmes dans une des surfaces ont pour transformées des lignes

asymptotiques (formant nécessairement un seul système) dans

l'autre surface, à moins que les surfaces ne soient réglées et

que les asymptotiques qui se correspondent ne soient les géné-

ratrices rectilignes.

Cette proposition, qui est due à M. O. Bonnet ( •
), résulte immé-

diatement de ce que la connaissance d'une des familles asympto-

tiques entraîne celle de l'autre. Dans le Chapitre suivant, nous

étudierons d'une manière spéciale la propriété qui se présente ici

pour les surfaces gauches. Xous nous contenterons, pour le mo-

ment, de remarquer que, réciproquement, si la surface est gauche

et si % est le paramètre des génératrices rectilignes, la seconde des

équations (4') sera vérifiée identiquement quand on v remplacera

|i par une fonction quelconque. En effet, cette écjuation est vérifiée

quand on v remplace ^ par a en vertu même de l'équation (4^), à

laquelle satisfait le paramètre a-, elle l'est encore quand on v rem-

place 3 par le paramètre de la seconde famille de lignes asympto-

tiques: comme elle peut se ramener à la forme

^^^«-^d^="'

elle ne peut admettre deux intégrales distinctes sans se réduire à

une identité.

7:24. On déduit de cette remarque une démonstration très

simple de la proposition de M. Bonnet, déjà établie au Chapitre II

[p. ^39].

Si deux surfaces gauches (S,) et (Sa) sont applicables l'une

sur l'autre, les génératrices rectilignes se correspondent sur les

deux surfaces, à moins quelles ne soient, Vune et Vautre,

applicables sur une surface du second degré (S) de telle ma-

nière que les génératrices rectilignes de (S,) et de (S-î) corres-

pondent auôc deux systèmes différents de droites de {S).

(') Journal Je l'École Polytechnique, XLIf Caliier, p. 4).
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En effet, supposons les deux surfaces rapportées au même
système de coordonnées, et soient a, [^ les paramètres des deux

familles de génératrices reclilignes de (S,) et de (So). D'après la

remarque précédente, ^ étant le paramètre des génératrices rec-

lilignes de (So), l'équation

A(a', A3) — aA^^AO', p) = 0(p, log/O0(^., oc')

sera une identité, c'est-à-dire qu elle sera vérifiée quelle que soit

la fonction a'. Pour la même raison, l'équation

A([3', Aa) — 2A2aA(fJ', a) = (a, log/0 e(a, 3')

aura lieu pour toutes les fonctions [îi'. Remplaçons, dans la pre-

mière, a' par a et, dans la seconde, [i' par ,3 : nous retrouverons

les deux équations (4')- ^^" ^^^ équations expriment que a et 3

sont les paramètres des asymptotiques d'une surface admettant

l'élément linéaire donné. Il y a donc une surface (S) applicable sur

les deux surfaces réglées et admettant pour asymptotiques les

courbes de paramètres a et [i. Mais, comme toutes ces courbes

correspondent à des droites de (S)) ou de (So), elles sont géodé-

siques et, par conséquent, ne peuvent devenir asymptotiques sans

se réduire à des droites. La surface (S) est donc doublement

réglée; et ainsi se trouve complètement démontrée la proposition

que nous avions en vue.

7!2o. On peut introduire d^une manière toute différente la con-

sidération des lignes asymptotiques.

Soient u et ç> les coordonnées curvilignes d'un point de la sur-

face, a et [4 les paramètres des deux familles d'asymptotiques. Au
lieu de chercher les expressions de a et de |i en u et w, proposons-

nous de déterminer u et v, considérées comme fonctions des deux

paramètres a et [îi.

Pour cela, nous remarquerons que, si l'on conserve toutes les

notations du Tableau I [II, p. 882], l'équation différentielle (4)

des lignes asymptotiques peut être remplacée par le système des

deux suivantes

\ p du ^pi dv ~ X(^ du -t- ^1 dv),

i q du -f- ^ j f/t^ = À ( 7) du -I- T; 1 c/(J
)

,
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OÙ A désigne une inconnue auxiliaire. Si, pour la déterminer, on

élimine -r- entre les deux équations précédentes, on est conduit,

en tenant compte d'une des équations du Tableau (A), à l'é-

quation
'•-(;t., — T.ï, ) -^ /^^i — '7/>i = o^

qui nous donne

(44)
— I

RR"
Xî. k.

Ainsi A est un invariant dont on connaît la valeur. En prenant

successivement les deuï signes, on est conduit successivement aux

deux systèmes

(45)

(45)'

\

du

du

dv

dv

^^-^•^ =

. / ()a
.

^ àv

Ou dv \

du dv

P'd^^d'p
' ^'^.3 ^ Vd^ '•"€>?/'

(du dv ^ f du dv\

qui permettront, par exemple, de calculer p^q, p^^ q^. En portant

les valeurs obtenues dans le système (A), on aura les équations

aux dérivées partielles qui déterminent u et r, considérées comme

fonctions de a et de ,3.

Le calcul est beaucoup abrégé si l'on écrit, par exemple, la pre-

mière de ces relations sous la forme, qu'il est aisé de vérifier,

d I du dv\ d ( du dv\ / du dv\( du dv\

^{Pdi-'p^d-.)-d.[Pd-^-'p^^)= i^dï--^'Wv^~'''c^;
(du dv\ / du dv\

^d-y^^d^)Vdi^'''dir

-, par leurs valeursr- , du dv du
.

dv
En remplaçante^ -t-/>, ^'/>^ -H/>. ^'

léduites des formules (4^)» on trouvera

^ d*-u \^ d^v dudu/dll , \ dv dv /dl'ix , \

/du dv du dv\ /d\^ d\\x , , \

D. — III. 19
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Cette relation peut même se décomposer en deux autres, à cause

de l'indéterminalion des translations ^, rj, ç,, Tj, qui sont assu-

jetties seulement aux trois conditions

^2-ri2=E, ^;^ + T.rll-F, ^^ -^ y^l
--= G

.

En annulant successivement ^ et ^, et remplaçant les trois autres

translations par leurs valeurs déduites des équations précédentes,

on obtiendra ces deux équations aux dérivées partielles

I

^"^ cJadp^da (jpV au ^ "" '
F^J)

du du âv

I
du dv du dv\ /

K'àHm^ ~d%doil\

f)a d?j \ dv du dv

(46)

2H2 ^^ ^ /.^ H2
^^°g^^"

-+- E ~
d'x d^ \ dv dv

I du dv du c)p\/ (JlogA:

\&x dp
"^

(^p ^/V ~â7i~

pdF
,
p()G

2F-— 4-F-—
oç? du

dG
du

d^

\

du du / dF

d% d'^ \ du dv

Elles sont, on le reconnaîtra aisément, nécessaires et suffisantes
;

de sorte qu'il suffirait de les intégrer pour obtenir les deux familles

d'asymptotiques, par suite les six rotations (n" 722) et la surface

elle-même.

726. Pour indiquer au moins une application, supposons que

l'élément linéaire soit donné par la formule

(47) ds^= du^-^iau^-r-ibu-^- c)dv'^,

où a, b, c désignent des constantes. On aura ici

E = i, F = o, G = au^— ibu ~ c, k

Les deux équations en u et v deviendront

(48)
du d'x d^ 2 du dx, d'^

d^ u d\ogG du du 1 dG dv dv _
àoTd^

^ ~
~"^ — — -^-o,

d^v

dôTà^
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La seconde s'intègre immédiatement et admet deux solutions

distinctes

qui peuvent être remplacées par les suivantes

sans que la généralité soit diminuée.

La première solution v = x fait évidemment connaître les sur-

faces réglées admettant Féléraent linéaire donné. La seconde,

nous conduit pour a à l'équation

àiu _ aiogG du du I dG _
£>a di du di d'î~ ^dH ^ **'

Prenons, par exemple,
G = u;

on trouvera, en posant »

(49) u = e<^,

que (i) doit satisfaire à l'équation

(3o) -^^ = _e-M.
dj. Oi 2

On sait intégrer cette équation ('); mais nous ne poursuivrons

pas ici les calculs, que nous retrouverons plus loin et qui con-

duisent à la détermination de toutes les surfaces applicables sur

les développées des surfaces minima.

(') Son intégrale est déterminée par la formule

A'B'
e-*' = {x-ay

où A et B désignent des fonctions arbitraires de a et de ? respectivement. Elle

a été donnée, en premier lieu, par M. Liouville, qui l'a déduite de la remarque

suivante : l'équation aux dérivées partielles (5o) exprime que la surface dont

l'élément linéaire a pour expression

ds^ = e-^ di d'i

a sa courbure constante et égale à i.
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Si la constante a n'est pas nulle, on pourra ramener G à la

forme

(5i) G = u'--^b-K,

et, en posant

(52) b tan:

on reconnaîtra que w doit satisfaire à l'équation

(53) dOLd'^

La valeur (5i) de G convient à l'alysséide et à l'hélicoide mini-

mum (n°^ 66 et 68). C'est donc de l'intégration de l'équation

précédente que dépend la détermination des surfaces non réglées

qui sont applicables sur ces surfaces. Nous retrouverons plus loin

ce résultat.
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CHAPITRE \J.

DÉFORMATIO:y DES SURFACES GAUCHES.

Élément linéaire des surfaces gauches. — Surfaces dont les génératrices vont

rencontrer le cercle de l'infini. — Surfaces qui admettent un plan directeur

tangent au cercle de l'infini. — Détermination complète de toutes les surfaces

gauches admettant un élément linéaire donné. — DifTérents problèmes re-

latifs à ces surfaces. — Autre méthode fondée sur l'emploi des formules de

M. Codazzi. — Questions diverses relatives aux lignes asymptotiques et aux

lignes de courbure. — Propriétés de la ligne de striction. — Surfaces réglées

applicables sur les surfaces de révolution. — Il y a, dans ce cas, une relation

linéaire entre les deux courbures de la ligne de striction.

727. Dans le Chapitre précédent, nous avons été conduits, par

la discussion de différentes propositions, à considérer d'une ma-

nière spéciale le cas où une surface réglée se déforme sans tjue

ses génératrices cessent d'être rectilignes. Cette déformation par-

ticulière des surfaces réglées, dont l'étude vient se présenter ici,

mérite que nous nous y arrêtions assez longuement et que nous

signalions les résultats intéressants obtenus sur ce sujet par diffé-

rents géomètres.

Etant donnée une surface réglée (R), traçons sur cette surface

une courbe (G) assujettie à l'unique condition de rencontrer

toutes les génératrices rectilignes. Par un point M de la surface,

on peut mener la génératrice rectiligne; elle ira couper la courbe

(C) en un point M'. Soient v une variable propre à déterminer la

position de M' sur la courbe (C) et a une quantité égale ou pro-

portionnelle à la longueur de M'M ou de sa projection sur un

plan quelconque. Les variables u et v définiront la position de M
sur la surface et, si x^y^ z désignent les coordonnées rectangu-

laires de ce point, on pourra écrire

«n «2> «3; ^1, ^2, ^3 désignant des fonctions quelconques de r.
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Posons

/ A = a'f -I- o!} -4- a'a^, D = «jèj -4- «2^2 -!- «s^'s?

(2) < B = a'i 6 1 -h a 2 6 2 -T- «3 63 , E= aj h- a| -1- aj.

( G= }>:- + ô;^ + è'3^

On trouvera

(3) <:/s2= Ef/«2_^(E'+2D)fZti<:/p-i-(AM2_^- aBii-t- C)c/p-\

Cette formule va nous permettre d'indiquer la classification des

surfaces réglées, tant imaginaires que réelles.

Si l'on a d'abord

E = a| -f- a| -H «^ = o,

toutes les génératrices rectilignes vont rencontrer le cercle de

l'infini; elles forment une des familles de longueur nulle de la

surface. Cette première classe de surfaces réglées, toutes imagi-

naires si l'on excepte la sphère, comprend comme un genre spé-

cial les développables définies au n'* 116 [I, p. i48, note].

Si nous écartons ces surfaces exceptionnelles, nous pourrons

supposer que u est la longueur MM', prise avec son signe, et que

l'on a

(4) a\-\-a\-\- a\ — \.

La formule (3) se simplifie alors et devient

(5) ds"- = diC- -H 2 D <f« c/p 4- ( A ?i2+ 2 B M + G ) dv"-.

Nous avons déjà remarqué au n" 67 que l'on peut, par une

simple quadrature et en remplaçant u par //,'— JDdv, faire dis-

paraître le terme en du' dç et déterminer ainsi les trajectoires

orthogonales des génératrices. Nous pourrons donc, dans la suite,

supposer D égal à zéro; mais, pour rendre les applications plus

commodes, nous n'introduirons pas cette hypothèse d'une ma-

nière générale.

Si la surface est réelle ainsi que ses génératrices, la fonction A,

somme de trois carrés, n'est pas nulle; mais on reconnaît aisé-'

ment qu'elle le devient pour les surfaces qui ont un plan directeur

tangent au cercle de l'infini, et pour celles-là seulement. Dans ce
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cas, l'élément linéaire est réductible à la forme

ds^= du^-—ilidudv~(iBu—Q.)dv^-.

Une seule des surfaces correspondanles est réelle : c'est le pa-

raboloïde de révolution. Si l'on prend l'équation de cette surface

sous la forme

x'^-^y^= y.pz,

et si l'on pose

X — iy = lu-^ ~ — piv \ e'*'-',

X — iy = 2/)e-' ''-'-',

Pz = u-^ -—

-

piv,
?.

un calcul facile donne, pour Félément linéaire, Texpression

ds- — du- -r- ip{u — ipv) dv-,

déjà signalée au n^ 692.

728. Si l'on écarte les deux séries de surfaces exceptionnelles

que nous venons de signaler et pour lesquelles il n'y a ni ligne

de striction ni point central sur chaque génératrice, l'élément

linéaire pourra toujours être réduit algébriquement à la forme (5),

dans laquelle A sera différent de zéro. Nous bornant à cette hypo-

thèse spéciale, qui convient d'ailleurs à toutes les surfaces dont

les gént^ratrices sont réelles, nous allons montrer en premier lieu

qu'il existe une infinité de surfaces gauches admettant cet élément

linéaire que l'on supposera donné a priori. Au reste, la méthode

très élémentaire que nous allons suivre s'appliquerait presque

sans modification aux deux cas spéciaux que nous laissons de

côté ( * ).

Joignons l'équation (4) aux quatre premières équations (2) :

nous formerons ainsi un système de cinq équations où les fonctions

(') Le premier auteur qui ait étudié la question dont nous nous occupons ici

est MixDiXG. Voir, en particulier, le .Mémoire Ueber die Biegung gewisser

Flàchen, inséré en i838 au tome XVIII du Journal de Crelle. Depuis, MM. Bonnet,

Bour, Beltrami et d'autres géomètres ont repris celte étude dans des Mémoires

que nous citerons plus loin.
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A, B, G, D seront connues, mais où figureront six fonctions incon-

nues a,, a-il ci-i'i bi, b^i b-i. On peut prendre arbitrairement une

de ces fonctions; et l'on reconnaît ainsi immédiatement qiCil y a

une infinité de surfaces gauches admettant Vélément linéaire

donné (5).

Les fonctions aj, a^, «3, prises isolément, doivent satisfaire aux

deux équations

(G)
-— a| -+- «3 ~ I,

-\- a'.} -t- a'? — A,

dont la résolution n'offre aucune difficulté. On prendra, par

exemple, a2=f{ai); la première équation donnera a^ en fonc-

tion de ai et la seconde déterminera a^ en fonction de ç par une

quadrature.

(2), a-2-, «;î sont les cosinus directeurs de la génératrice recti-

ligne; on peut les regarder comme les coordonnées rectangulaires

d'un point situé sur la sphère de rayon i . La résolution des équa-

tions précédentes équivaut donc au problème suivant :

Déterminer une courbe spkérique dont Varc soit une fonc-

tion donnée de v.

Il est clair que cette courbe peut être tracée arbitrairement sur

la sphère. En d'autres termes, le cône directeur de la su?face

n^est jusquUci assujetti à aucune condition.

Considérons donc «i , «^, a^ comme connus. Alors les trois

équations non employées

/ ai b\ — a-2 ^2 '^ ^^ ^3 ~ ^'

(7) \ «1 1>\ "^ Cl'i ^'2 "•"
'^'i

^'3 -~ ^1

{ 67 -^ b'i + b'^ = G

feront connaître />, , bj, b-.i. On les résoudra comme il suit.

Prenons comme inconnue auxiliaire le déterminant fonctionnel

«1 «2 (^s

a\ «2 a',

b\ b\ b'-i

(8) H

si nous relevons au carré, nous trouverons, en tenant compte
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des équations (6) et (j),

j
I G D I

(9) U^^ o A B -=AC — Bî— AD»,

,
D B C

!

ce qui donnera la valeur de H. Alors l'équation (8) pourra être

jointe aux deux premières du système (y) et, en résolvant ces

équations du premier degré, on trouvera

I
6', = Da. ^

B . H

B
(lo) / 6', = Da, H- — a'»

A

/' r»
B

•

H

-r- (ai a', —- flja'j ),

de sorte que 6|, ù-2, b^ s'obtiendront par de simples quadratures.

Les formules précédentes appellent plusieurs remarques.

729. D'abord il résulte des propositions établies au Chapitre

précédent qu'en laissant de côté le cas spécial, dont l'examen

n'offre d'ailleurs aucune difficulté, où l'élément linéaire convien-

drait à une surface du second degré, les formules (10) donnent

bien toutes les surfaces réglées admettant l'élément linéaire

donné.

En second lieu, le cône directeur de la surface pourra être

choisi arbitrairement. En effet, soient donnés «,, a-i-, n-i en fonc-

tion d'une variable /, satisfaisant à la première équation (6). La

seconde nous donnera une équation de la forme

II(<)rf« = kdv,

qui fera connaître t par une quadrature. Il y aura une infinité de

solutions distinctes, à moins que le cône directeur ne soit de révo-

lution ou ne se réduise à un plan.

Quelques considérations géométriques expliqueiont assez bien

le résultat précédent. Traçons sur une surface réglée (R) des gé-

nératrices rectilignes infiniment voisines (di), {d^), {d^), ...;

considérons comme rigides les parties de la surface comprises

entre les génératrices consécutives (di_i'), {di), mais en admettant
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que, des deux parties séparées par une génératrice (f//), l'une

puisse tourner, tout d'une pièce, autour de (<://) comme charnière

sans entraîner l'autre. Soit, d'autre part, (C) un cône donné et

soit (8,) une de ses génératrices, choisie arbitrairement. Par un

mouvement d'ensemble de la surface gauche, amenons (t/, ), à être

parallèle à (Oi). Faisons ensuite tourner toute la partie de la sur-

lace située du même côté que ((io) par rapport à (t/i), jusqu'à ce

que (â?2) devienne parallèle à une des génératrices du cône (G),

et soit (02) cette génératrice. Recommençant de même pour ((^2)1

on pourra, en faisant tourner toute la partie de la surface qui est

du côté de (t/3), amener cette droite ((i;i) à devenir parallèle à

une génératrice (03) de (C); et ainsi de suite. La nouvelle forme

ainsi obtenue de la surface gauche dépendra, en général, du choix

de la génératrice initiale (S,) qui n'est assujetti à aucune con-

dition.

730. Les formules (10) prêtent encore à une remarque très

intéressante, qui a été signalée rapidement par M. Beltrami ('),

mais sur laquelle il convient d'insister. Elles contiennent une

quantité H dont le carré seul est défini par l'équation (9) et qui,

par suite, peut être prise avec un double signe.

// existe donc toujours deux surfaces réglées applicables

l'une sur Vautre et dans lesquelles les génératrices coriespon-

dantes sont parallèles et de même sens.

Considérons, par exemple, l'hyperboloïde de révolution défini

par l'équation

C-'

On peut prendre ici

X II
- = — COSP
a A

(la) < ™ = - sinp ~ - cos p, (a = v/a--T- C-)
1 a A

(') Beltrami (E.), Sulla Jlessione délie superficie rigate {Annali di Mate-

matica pura ed applicata, pubblicati da B. Tortolini, t. VII, p. io5; i865).
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On trouvera

a* a*
ds- = du^— 1 —- du dv -r- — ( a' -i- A' ^ dv^.

A A'

On a donc ici

» = ¥' -^=5' B=o.

a" u
,
« —
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De plus, le pied de cette plus courte distance, ou le point cen-

t/ai, correspond à la valeur de u définie par l'équation

(<>) " = -A

Et enfin, d'après une propriété connue des surfaces gauches ('),

le paramètre de distribution, qui est égal à
f»
dç divisé par l'angle

des génératrices infiniment voisines, aura pour valeur

(i())

/A

Il y a lieu ici de faire une remarque essentielle.

731. Si l'élément linéaire seul est donné, l'expression de nr

contient un radical et, par suite, le signe de rn ne peut être déter-

miné. Mais il n'en est plus de même lorsque la surface est définie

par des équations de la forme (i). Alors, en remplaçant H et A par

(') Pour plus de clarté, nous allons rapporter ici la démonstration bien connue

qui donne l'élément linéaire et les propriétés élémentaires des surfaces gauches.

Soient {/ig. 7'3) AA', BB' deux génératrices infiniment voisines dont les para-

Fig. 73.

mètres seront v et v -h dv. Si AB est la plus courte distance de ces deux géné-

ratrices, la valeur principale de AB sera

AB = p dv,

p étant une certaine fonction de v. Menons par A une parallèle AC à BB' et, par

le point M de BB', menons MP, perpendiculaire à AC, et MQ, perpendiculaire

à AA'. Le triangle MPQ étant rectangle, nous avons

(a) PQ = MP tango, MQ^ ^ MP^ -i- PQ%

9 désignant l'angle QMP. D'autre part, le triangle ÂPQ rectangle en Q nous

donne, en négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur

PO -^ AQ rfj,



DEFORMATION DES SIRFACES GAUCHES.

leurs valeurs dans Féquation (i6), on trouve

«1 «2 «3 !

3oi

b\ 6', b\
i

de sorte que le signe du second membre reste à déterminer. Pour

cela, conformément à une méthode bien connue, plaçons-nous

dans une hypothèse particulière et supposons que la génératrice

considérée vienne coïncider avec l'axe des z. On aura alors

«1 — «2=o, a^—i, 61=62 = 63 — 0.

Le plan tangent à la surface gauche, en un point de l'axe des z,

aura pour équation

a,z b\

a\ z -T- b\

Si l'on veut que Torigine soit \e point central et le plan des xz

le plan central, il faudra que l'on ait

6', = o. o,

dz étant l'angle des deux génératrices AA' et BB'. Si l'on désigne par m et a Jes

distances de Q et de A au point où une trajectoire orthogonale flxe coupe AA',

on a
AO = a — 3,

et, par suite, les formules (a) nous donnent

(è) iang==iii:^:^', MQ^=?^di;'-(M-a)»rfr'.

Or MQ peut être regardé comme étant égal à l'arc, compris entre AA' et BB', de

la trajectoire des génératrices passant en M. On aura donc pour l'élément li-

néaire la formule

ds- = du^ -y^'-{ii-iy ^J dv-

et. si l'on a choisi v de telle manière que ds soit égal à dv,

(c) ds' = dW-^l^'— {,u — 0LY]dV.

D'autre part, ? est évidemment l'angle que fait le plan tangent en M avec le

plan tangent en B au point central; et, par suite, la première des équations (6)

nous donne le théorème de M. Chasles, exprimé par la formule

{d) tang =

Ce sont les résultats que nous rappelons dans le texte. Nous emploierons plus

loin la formule (c), où l'on connaît la signification géométrique de tous les termes.
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équations auxquelles on peut joindre la suivante

obtenue en différentiant la relation identique entre les trois co-

sinus. D'après cela, l'équation du plan tangent deviendra

et le paramètre de distribution sera

W ^^ —y-

«2

En comparant à la valeur générale de nr, on voit qu'il faut

prendre
«1 «2 <^3

(17) ra = —Ti Ti 7^ (^\ «2 «3

\
b\ 62 63

11 suit de cette détermination précise du signe de m (<) que les

deux surfaces gauches signalées plus haut, qui sont applicables

l'une sur l'autre avec parallélisme des génératrices homologues,

par cela seul qu'elles correspondent à des valeurs de H égales et

de signes contraires, ont leurs paramètres de distribution égaux

et de signes contraires pour deux génératrices homologues. Or il

est clair que, si l'on déforme, dUine manière continue, une surface

réglée, on ne change pas le signe du paramètre de distribution.

Ainsi, quoique les deux surfaces soient applicables l'une sur l'autre,

on ne peut, en général, passer de l'une à l'autre par une défor-

mation continue. C'est là le fait que nous voulions mettre hors de

doute.

Ajoutons cette propriété : Quand deux points correspondants

décrivent sur les deux surfaces des génératrices parallèles, les plans

tangents tournent toujours du même angle, mais dans des sens

(>) Il est très facile de comprendre pourquoi le paramètre de distribution a

un signe. Fixons un sens sur une génératrice recliligne; quand le point se dépla-

cera dans ce sens, le plan tangent tournera autour de la droite dans le sens des

rotations positives ou dans le sens opposé. Dans le premier cas, le paramètre de

distribution est positif, il est négatif dans le second. Le signe ainsi établi ne

dépend pas du sens que l'on a fixé sur la génératrice.
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opposés. Ils sont parallèles pour les points centraux et pour les

points à l'infini.

732. Les formules que nous avons données permettent de ré-

. soudre ou d'aborder quelques questions intéressantes que nous

allons indiquer rapidement.

Peut-on déformer une surface réglée de telle manière que

Vune de ses courbes devienne plane?

Nous pouvons évidemment supposer que cette courbe corres-

ponde à rhvpolhèse u = o. Admettons, d'autre part, que le plan

dans lequel elle sera située ait été choisi pour plan des yz. On
devra avoir

b\ = o,

c'est-à-dire

AD ai -}- B a', -:- H^Oia^— a^a'^) = o.

Mais, d'après les équations (6), on peut écrire

a* a 3— as a', = /^a; — rt| Ma,- — a,-) — .«iûj — asa,)^

= /(A — «f M 1 — «î)— af a',*.

L'équation du problème devient donc

i

(^i8) ADai— Ba'i = H v A(i — al j — a\-

et ne contient plus que l'inconnue ai ; flo et as se détermineront

ensuite par la première équation (6) jointe à la suivante

a, a 3 — «ja', y/\(i — a\)— a\-

('9> al-ai " ^ r=:^î
'

qui donnera — par une quadrature. Tout se ramène donc (') à

l'intégration de l'équation différentielle.

On peut intégrer dans le cas où la courbe donnée est une tra-

jectoire orthogonale des génératrices; car alors on a D = o, et

(•) Beltrami (E. )j Mémoire cité plus haut, p. 119.
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l'équation peut s'écrire

(20)
',\ H v/A

/i — af v/B2+H2

Une simple quadrature fera connaître «, (^).

733. Peut-on déforme/- une surface réglée de telle manière

cju^ une de ses lignes devienne droite?

Cette ligne devra, évidemment, être géodésique; il faut donc

trouver une condition correspondante.

Admettons toujours que la ligne donnée corresponde à l'hypo-

thèse M = o et prenons pour axe des z la droite dans laquelle elle

se transformera. On devra avoir cette fois

b\ ^ h\ :^ o,

et, par suite, les équations (7) nous donneront

as 63 = D, a'3 Z>3 -: B, bl.^ = C.

On en déduit

et de là résulte la condition annoncée

v/c Ucj

Connaissant a^. on aura a, et a-^ par les deux équations

a\~\- a\-— \ — al , a!^ -1- a'j- — A — a.^

,

qui se résolvent, on le reconnaît aisément, par une quadrature ; car

C) Dans le cas général, l'équation appartient au type suivant

où M, N, P sont des fonctions de x. On peut la ramener à l'une des formes sui-

vantes

jk'+jk'" — 9(^)7

a, b, c, d étant des fonctions de x.
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on en déduit

a

Ce problème a été aussi l'objet des recherches de M. Beltrarai.

ainsi que le suivant, qui peut toujours être résolu par des qua-
dratures et dont nous nous contenterons de donner l'énoncé :

Peut-on déformer la sur/ace de manière à transformer une
de ses courbes en une courbe d'ombre relative à des rayons
parallèles?

731. On peut encore étudier la déformation des surfaces gauches
en employant, sans aucune modification, la méthode générale qui

a été développée au Livre V [II, p. 347 et suivantes]. Pour obtenir

des résultats plus nets, nous prendrons maintenant l'élément

linéaire sous la forme

122) ds- — du- — [( H — Qt j2— 3-
] d\;-.

Alors l'angle cj que fait une courbe tracée sur la surface avec la

génératrice rectiligne sera défini par les formules du Tableau IV
[II, p. 385],

(, 23 ) ds coso) — du, ds sin to — \''{ u - t.)-— 3* fA\

Si l'on introduit encore l'angle
.p
que fait le plan tangent au

point considéré avec le plan tangent au point central de la géné-

ralrice qui passe en ce point, on aura, comme on sait,

/ /x « -- a 3
(>-4) langç>=^^;—

,

COS0-. — - --
;

V \\u — :tf-r-^^

de sorte que l'on pourra écrire

du . 8 dv
(23) COSU) —

ds cos o ds

Si l'on exprime maintenant que les courbes de paramètre v sont

des droites, c'est-à dire qu'elles sont des asymptoliques, on trouve,

en se reportant au Tableau indiqué,

m.
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Les équations (A) de ce Tableau donnent alors

qi coscç - pp = 0, /• — o, /'i = sin cp,

dp dpx doy I

d(' ()m du ' P

On déduit de là

q^ — cos^cp.

Suivant le signe que l'on prendra pour r^,, on aura une surfjice

ou sa symétrique. Choisissons la valeur

q^ =^ — cosci,

qui nous conduira sans difficulté au système suivant

do
\P =^=^^r'''-'

^^''

du
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et V| sera délerminé par l'équation

qui donne

(3o) \\^\\^^'JLrzXL}l^,,

Comme V est arbitraire, on pourra prendre arbitrairement V,,
et l'équation précédente donnera V; puis, comme on aura une
solution particulière des systèmes (27) et (28), la solution géné-

rale sera donnée par une quadrature.

Avant d'entreprendre l'étude de la surface, donnons la siffnifi-

cation géométrique de cette fonction V qui figure dans l'expres-

sion de />,. Soit M un point de la surface; menons par un point

fixe O des droites parallèles aux axes du trièdre (T) relatif au

point M; nous formerons un trièdre (T,) dont l'axe des x sera

parallèle à la génératrice qui passe en M. Le lieu de cet axe sera

donc le cône directeur de la surface gauche. Si M s'éloigne à

l'infini sur la génératrice, le plan des xy du trièdre (T, ) deviendra

le plan tangent au cône directeur. On a alors es --
'"

et les rotations

du trièdre (T,), égales à celles du trièdre (ï), deviennent

A>i =^ V, gi = o, ri=i.

Donc les projections sur les axes du trièdre (T, ) du déplace-

ment d'un point pris à la distance i sur l'axe des z seront (n" 3)

o, — ^ dv^ o.

On voit donc que \ di- est l'angle formé par deux plans tan-

gents consécutifs du cône directeur ou, ce qui est la même chose,

V est la courbure géodésique (relative à la sphère ) de la section

du cône directeur par la sphère concentrique de rajon i ( '). Ce
point étant établi, nous pouvons étudier les applications.

73o. Le Tableau H [II, p. 383] nous donne, pour une courbe

(') V est la courbure géodésique de la section du cône direcleur par la sphère

de rayon i; v est Tare de cette courbe; comme V est une fonction arbitraire de f,

on voit que le cône directeur pourra être choisi arbitrairement. L'hypothèse

\ = const. correspond au cas où le cône directeur est de révolution. Il se réduit

à un plan pour V — o.
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tracée sur la surface, les formules suivantes :

ds
(3i) sincT— = </w -1- sincp f^t»,

P

ds
(3).) cosTîT - - — {do -T- y dv) ?,\vni> -^ coscp cosw dv,

d<i

(33) drn = cosce sinw dv — (do -- V di^) cosw.

Il résulte de là que l'équation des lignes asjinplotiques sera

(34) (do -\- V dv) sino) -4- coso cosw dv = o

ou, en remplaçant cp et to par leurs valeurs,

(33) 2p^|+a(â'-?a'-P'«--V[(«-^a)'-f-p2]^o.

(Test une équation de Riccali. Nous pouvons donc énoncer le

théorème suivant, dû à M. Paul Serret (* ) :

Le rapport anliarmoniq lie des points où quatre asymptoti-

qiies coupent une même génératrice rectiligne demeure con-

stant quand la génératrice varie.

Et nous vojons de plus que, si l'on connaît une seule asjmpto-

li(|ue, on pourra déterminer toutes les autres par de simples qua-

dratures.

En particulier, si V -~ o, le cône directeur se réduit à un plan,

une des asymptotiques est rejetée à l'infini et l'équation ( 35 ) de-

vient linéaire.

Signalons une autre conséquence énoncée par M. Beltrami et

M. O. Bonnet. On peut toujours disposer de V de telle manière

que l'équation (35) admette une solution donnée u =
'f

((')• Donc:

On peut toujours déformer une surface gauche de telle ma-

nière qu une ligne donnée devienne asymplotique.

Mais la détermination de la surface exige alors l'intégration d'une

équation de Riccati, celle dont dépendent les cosinus directeurs

des axes du trièdre (T).

En particulier, si la ligne donnée était géodésique, elle deviendra

rectiligne; nous retrouvons ainsi un résultat donné plus haut

(n°733).

(') Paul Serret, Théorie nouvelle géométrique et mécanique des courbes à

double courbure, p. i65 et suiv.; i86o.
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Si la courbe est une trajectoire orthogonale des génératrices,

on obtient évidemment le théorème suivant :

Il existe toujours une déformation de la surface gauche

telle que ses génératrices rectilignes deviennent les normales

principales d'une de leurs trajectoires orthogonales, choisie

arbitrairement.

Bour, qui a établi ce théorème, a montré de plus que les géné-

ratrices pourront devenir à la fois les normales principales de

deux courbes si a et 3 satisfont à la condition

(36) (a— m)2 — . 3 — /j)î = />î.

où m, n. p sont trois constantes.

736. Passons maintenant aux lignes de courbure. Elles sont

déterminées ici par le système suivant (Tableau I\
)

\ du — R coso dv = o,

'

I
3 dv — R coso(t/o — V dv ) = o,

OÙ R est le rayon de courbure principal. Eliminant R, on a l é-

quation différentielle des lignes de courbure

(' 38

)

dui^do -+- V dv i — 3 dv'^ = o.

Éliminant au contraire -y-j on obtient Téquatlon aux ravons de
dv '

courbure principaux

(3qi Rîcosio^R3coss| V— —
I
— 32 = o.^' • '

•

\ ov J '

On trouve ainsi

(4o) RR = ^-- ô '-
'

cos*o L P J

ce qui montre que, si l'on se déplace sur une génératrice, RR' est

minimum pour le point central.

Considérons d'abord Téquation différentielle ( 38) et remplaçons-

V '-2 par sa valeur. Elle deviendra

.4-11 3 du (du— dx, u— 2) du di— [ m — a)^ -^ V] (\ du dv— } dv'-) ^ o.

k
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On pourra donc toujours déterminer V de telle manière qu'elle

admette une solution particulière donnée «= c2(t'), pourvu toute-

fois que '•^{v) ne soit pas constante. Ainsi :

On peut toujours clé/orme/- une surface gauche de telle ma-
nière cjuUine courbe tracée sur la surface devienne ligne de

courbure, à moins que cette courbe ne se réduise à une généra-

trice rectiligne ou à une trajectoire orthogonale des généra-

trices rectilignes.

Proposons-nous encore de rechercher si une des deux familles

de lignes de courbure peut être formée par des courbes équidis-

tantes, c'est-à-dire telles que deux d'entre elles interceptent le

même segment sur toutes les génératrices. L'équation d'une telle

famille de courbes est évidemment

C désignant la constante arbitraire. En substituant la valeur pré-

cédente de u dans l'équation (4i) et exprimant que les coefficients

des diverses puissances de G sont nuls, nous trouvons

Et de là nous déduisons

Ces relations expriment que la ligne de striction ?f = a est une

ligne de courbure et que le paramètre de distribution ^ est con-

stant. Il faut de plus que a soit variable, c'est-à-dire que la ligne

de striction ne coupe pas les génératrices à angle droit. Ainsi :

Les seules su?faces réglées pour lesquelles une des deux fa-

milles de lignes de courbure soit composée de courbes équidis-

tantes les unes des autres sont celles dont le paramètre de dis-

tribution est constant et dont la ligne de striction est une ligne

de courbure (').

(') Voir sur ce sujet une Note de M. Lelieuvre, Sur les lignes de courbure

et les lignes asymptotlques des surfaces {Comptes rendus, t. CVI, p. i83; 1888).

Dans l'Ouvrage que nous avons cité [p. 3o8], M. Paul Serret avait déjà obtenu

les mêmes surfaces (p. i56 et suiv. ) en cherchant si les lignes de courbure de

l'une des familles peuvent être équidistantes delà ligne de striction.
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En supprimant le facteur du — û?a qui se présente alors dans

l'équation (4')' on trouve que les lignes de courbure de la seconde

famille sont définies par l'équation de Riccati

(4-2) aV/« — [(a — a)î-T- ^-jrft' — G,

ce qui montre qu'elles divisent homographiquement les différentes

génératrices.

737. Pour terminer cette étude rapide, nous allons indiquer

quelques propriétés élégantes de la ligne de striction. On a. pour

celte ligne,

(43) M = 3t, sin^ = G.

Si l'on se reporte à la formule (3i j, on voit que la ligne de

striction est aussi caractérisée par l'équation

(4i) sinnr - = dta.

P

Si donc on se rappelle la signification géométrique de to et de

HT, on obtient la pi'oposition suivante, due à M. O. Bonnet (') :

Une ligne tracée su/- une surface réglée peut être, soit une

géodésique , soit une trajectoire des génératrices sous un angle

constant, soit la ligne de striction. Si deux quelconques de ces

propriétés lui appartiennent, il en est de même de la troi-

sième (-).

Par exemple, si la ligne de striction est une géodésique, elle

coupe nécessairement les génératrices sous un angle constant, et

vice versa.

Les surfaces dont la ligne de striction a les propriétés que nous

venons de signaler peuvent être aisément définies. Comme on a,

(') O. Bonnet, Mémoire sur la théorie générale des sur/aces {Journal de

l'École Polytechnique, XWII» Cahier, p. 70; 1848).

(-) Cette proposition est susceptible d'extension. Considérons sur une surface

une famille quelconque de géodésiques et appelons ligne de striction le lieu des

points où chaque géodésique est le plus rapprochée ou le plus éloignée de la géo-

désique infiniment voisine. Le théorème énoncé dans le texte s'applique à cette

ligne de striction ; il faut excepter toutefois le cas où les géodésiques auraient une

enveloppe et où la ligne de striction se réduirait à cette enveloppe.
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pour la ligne de slriclion,

a' . a

on voit que a el |j seront liés par la relation

(4'>) P =: a' tangw,

où (0 est un angle constant.

738. Si nous supposons de plus que le paramètre [i soil con-

stanl, nous retrouverons les surfaces très intéressantes rencontrées

déjà au n° 692.

Remarquons d'abord que deux de ces surfaces qui corres])ondent

aux mêmes valeurs de [3 et de to sont applicables l'une sur l'autre.

En effet, on déduit de l'équation {/\o)^ en intégrant,

(46) a = ^p colw -I- Po,

[io désignant une constante; mais on peut faire disparaître cette

constante en choisissant convenablement la trajectoire orthogonale

pour laquelle on a ?f ^^ o ; de telle sorte que l'élément linéaire est

défini par l'équation

C.47) c^52_-^ ^^2^_ [(-,^__ ppcotw)2^:-p2]rA'2,

qui ne contient d'autres constantes que tù et [j. Notre proposition

se trouve ainsi démontrée.

Ce point une fois établi, supposons d'abord que la ligne de

striction soit trajectoire orthogonale des génératrices. On aura

(0== -, et l'on retrouvera la forme de l'élément linéaire qui con-

vient à l'hélicoïde gauche à plan directeur et à l'alysséide (n" 68).

Ainsi :

TouLes les surfaces gauches dont la ligne de striction coupe
les génératrices à angle droit et pour lesquelles le paramètie
de distribution des génératrices est constant sont applicables

sur une alysséide.

Examinons maintenant le cas où w est différent de -• Parmi les
'X

surfaces cori'espondantes se trouvent évidemment l'hyperboloïde

de révolution à une nappe et les hélicoïdes gaucbes différents de
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celui qui est applicable sur l'alysséide. Cela résulte immédiate-

ment de ce que ces surfaces peuvent prendre un déplacement

continu dans lequel elles ne cessent pas de coïncider avec elles-

mêmes. D'autre part, à toute valeur de co différente de - et à une

valeur quelconque de |iJ. correspond toujours un hvperboloïde dé-

terminé. En effet, si a est l'axe réel et b l'axe imaginaire d'un liy-

|)erboloïde, l'angle tti et le paramètre de distribution ^ ont pour

valeurs

la = arc tans -
, 3 — 6.

^ a

Donc, d'après la remarque faite plus haut.

Toutes les surfaces réglées pour lesquelles le paramètre de

distribution est constant, et dont la ligne de striction coupe les

^génératrices sous un angle constant mais non droit, sont ap-

plicables sur Vhyperboloïde de révolution à une nappe.

1! en est ainsi, en particulier, de tous les hélicoïdes gauches qui

ne coupent pas leur ligne de striction à angle droit, c'est-à-dire

qui ne sont pas engendrés par les binormales d'une hélice.

739. Une curieuse propriété signalée par Laguerre peut être ici

rapidement établie (').

Les formules générales (Sa) et (33), où l'on feia to — o. cp — o,

nous donnent ici, pour la courbure et la torsion de la ligne de

striction, les valeurs suivantes :

I V sin^to— sinio co«to i «in-w - V sin w cosoi

Ces valeurs ne contiennent d'autre variable que V. Si on Téli-

mine, on trouve que p et t satisfont à l'équation (2)

costo sinw sinw
(49) -f--"-r-^-

(') Laguerre (E.), Sur une propriété de l'hyperboloïde de révolution

{Bulletin des Sciences mathématiques et astronomiques, t. II, p. 279; 1871).

(») D'une manière générale, lorsqu'on déforme une surface gauche, on a tou-

jours, pour une courbe quelconque, la relation

cosn . /i rfcj\ . cos'9 sinw
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Supposons d'abord w = -• Nous obtenons ce théorème :

Toutes les surfaces réglées qui résultent de la déformation

de la surface de vis à filet carré ont pour ligne de striction

une courbe à torsion constante, trajectoire orthogonale des

génératrices reclilignes.

Supposons maintenant w^ -• La proposition correspondante

sera

Si Von déforme un hyperholoïde de révolution à une nappe,

le cercle de gorge se transforme en une courbe de M. Ber-

trand (') i^c'est-à-dire pour laquelle il y aura une relation li-

néaire entre la courbure et la torsion).

La proposition réciproque a été énoncée par M. Bioche (-) :

Si l'on a une courbe de M. Bertrand, on obtiendra une sur-

face applicable su/- un Jiypei-boloïcle de révolution en menant
par ses différents points des parallèles aux binormales de la

courbe ciui admet les mêmes normales principales.

740. Il ne nous reste plus, pour terminer ce Chapitre, qu'à in-

diquer rapidement la solution d'une question qui a été l'objet des

éludes simultanées de MM. Beltrami et Dini (^).

Quelles sont les surfaces réglées pour lesquelles les rayons

de courbure principaux sont fonctions V un de l'autre?

Si nous nous reportons à l'équation qui donne les rajons de

courbure principaux et si nous posons, [)our abréger,

(5o) A=i-_', k^ L
^ R /- RR'

(') Voir au sujet de ces courbes le Livre I, Chap. I.

(') BiociiE (Cii.), Sur certaines surfaces réglées {Comptes rendus, t. CVI,

p. 829; 1888).

(') Beltrami (E. ), Risoluzione di un problema relative alla leoria délie

superficie gobbe {Annales de Tortolini, t. VII, p. iSg; i865).

Dini (U.), Suite superficie gobbe nelle quali uno dei due raggidi curvalura
principale è una funzione dell' altro ( mcine Uecucil cl mcme tonic, p. 2o5).
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nous trouvons

Vcoss a' ces' s 3'sin:;cos*3

(5.)

(CCS 9 / dz,\

j . cos'ç

3

L'élimination de ç; nous conduit à la relation

( 5 > ) 3 A ^ (V — a' X: ) v^P— S' k v^x — 3A.

qui a lieu en tous les points d'une même génératrice et qui doit

être indépendante de v s'il y a effectivement une relation entre les

i-ajons de courbure, c'est-à-dire entre h et A. Or, si l'on développe

h suivant les puissances de y A', on trouve que les premiers coeffi-

cients sont

Comme ils doivent être constants, nous voyons qu'il en est de

même de a', 3, \ . La relation (o-i) devient alors

(53; /iv/.3 = (V-a'A-)v^A-.

Comme a' et 3 sont des constantes, les surfaces obtenues appar-

tiennent à la classe de celles que nous avons étudiées au numéro

précédent. De plus, V étant aussi constante, il résulte des for-

mules (48) que la ligne de striction aura ses deux courbures

invariables et sera, par suite, une hélice tracée sur un cvlindre cir-

culaire droit. Les surfaces obtenues sont donc les hélicoïdes et

rhyperboloïde réglé de révolution.

C'est le résultat obtenu par MM, Beltrami et Dini. Mais, il faut

le remarquer, nous avons laissé de côté les surfaces développables

et, aussi, ces surfaces réglées imaginaires qui ont été écartées au

début de ce Chapitre, Il y a, par exemple, une infinité de surfaces

gauches à courbure totale constante qui résultent de la délorma-

tion de la sphère, considérée comme surface réglée 5 elles ont été

signalées par M. J.-A. Serret, dans un article inséré en 1848 au

Journal de Lioiaille (t. XIII, p. 36i) sous le titre suivant : \ote

sur une équation aux dérivées partielles.



3l() LIVRE VII. — CHAPITRE VII.

CHAPITRE YII.

LES THÉORÈMES DE M. WEIWGARTEN.

Rappel (les formules relatives au système de coordonnées formé par les lignes

de courbure. — Relations entre les raj'ons de courl)ure et la représenlalion

spliérique. - Premier théorème de M. WcingarLen : pour déterminer une sur-

face dont les rayons de courbure sont liés par une relation, il faut ramener à

une certaine forme l'élément linéaire de la sphère. — Applications : surfaces

canaux; surfaces minima. — Nouvelle classe de surfaces découverte par

M. Weingarten. — Intégration d'une équation aux dérivées partielles. — Se-

cond théorème de jM. Weingarten. — Propositions générales relatives à la dé-

veloppée d'une surface. — Les deux nappes de la développée d'une surface W,
c'est-à-dire d'une surface dont les rayons de courbure sont fonctions l'un de

l'autre, sont applicables sur une surface de révolution dont l'élément linéaire

dépend seulement de la relation entre les rayons de courbure. — Réciproque

et démonstrations géométriques de M. Reltrami. — Applications. — On sait

déterminer toutes les surfaces applicables sur le paraboloïde de révolution.

741. Nous avons vu [II, p. 3-2 ou Tableau V] que, si une

surface est rapportée à ses lignes de courbure, les formules de

M. Codazzi deviennent d'une extrême simplicité.

L'élément linéaire étant pris sous la forme

et les axes des £c el des y du trièdre (T) coïncidant avec les tan-

gentes aux lignes coordonnées, on a

(>.) /. = ^i = o,

et les formules fondamentales se réduisent aux suivantes

I ôC 1 dpf

(3)

I àX

G àv
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pauxqui correspondent respectivement aux arcs Xdu elCdi', on a

(4) R = -:^, R'=^.

Ces expressions permettent de substituer R, R' à A et à G dans

les relations (3). On obtient ainsi les équations

[^ = i^rR-RV ^'=_-L^(R'_R,,
\ àv q ov

' " Ou pi ou
^^^

\ à / l dq\ à /i dpi\

qui peuvent remplacer le svstème (3). Si l'on se rappelle que

l'élément linéaire de la représentation sphérique est donné par la

formule [il, p. 3^2

]

( G )
rf^i = «7* du-— />* dv^,

on reconnaît immédiatement que le système (5) contient toutes les

relations qui existent entre cette représentation sphérique et les

ravons de courbure. La dernière équation est évidemment vérifiée

pour tout système de courbes orthogonales tracé sur la sphère de

ravon i; elle exprime, en effet, que la couibure totale de la sur-

face est égale à i

.

7i2. Les formules précédentes peuvent être utilement employées

dans un grand nombre d'applications. En particulier, elles vont

nous permettre d'étudier avec M. Weingarten les surfaces dont

les rayons de courbure sont liés par une équation donnée a priori.

Ces surfaces satisfont à une équation aux dérivées partielles du

second ordre qui n'avait encore été intégrée que dans des cas très

spéciaux (surfaces canaux; surfaces minima). Les propositions

que M. Weingarten a fait connaître successivement sur ce beau

sujet ont fait de son étude un des chapitres les plus attrayants de

la Géométrie. Gomme elles se relient à la théorie de la déforma-

tion des surfaces, le moment est venu de les exposer avec tous

les développements nécessaires.

Si Ton considère R' comme une fonction de R, les deux pre-

mières équations (5) peuvent être intégrées et nous donnent
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U d'.;signant une fonction de a et V une fonction de v. Mais, si

l'on se reporte à la formule (6) qui définit la représentation

sphérique, on voit qu'en choisissant convenablement les para-

mètres des lignes de courbure, il sera permis de remplacer U et V
par l'unité. Ainsi l'on pourra prendre

Pour la simplicité des applications, il convient de se débarrasser

des quadratures qui figurent dans ces formules. On j parvient

aisément en posant

k étant une variable auxiliaire. Alors on trouvera

(9) q = 7.-' Pi

et les formules (4) feront ensuite connaître les valeurs suivantes

(10) A= -—

,

G= ,-j-^

de A et de C.

Lorsqu'on se donncia a prio/ildi relation entre H et IV, les va-

riables k et (f{k) seront déterminées par les formules

On pourra donner telle valeur que l'on voudra à la constante

introduite par la première quadrature.

11 reste encore à exprimer que la dernière des relations (5) est

vérifiée. En y substituant les valeurs de q et de /?), on obtient

l'équation aux dérivées partielles

^<f" dk\ d /'f' ôk\ 1

^ ' du \ cp'2 du) '^ ôv \ X-2 dv Ao'
~^'

dont l'intégration fera connaître k en fonction de u et de ^. Mais

comme cette équation exprime simplement, d'après une remarque

faite plus haut, que l'élément linéaire défini par la formule (G),

c'est-à-dire par la suivante

d'z- — -r\ du--^ -7^T-,— dv''-.
k^ o-{k)
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est celui d'une sphère de rayon i, nous sommes conduits au pre-

mier théorème de M. Weingarten (
'
)

*

La recherche des surfaces pour lesquelles les rayons de cour-

bure principaux sont fonctions lun de Vautre {nous les appel-

lerons dans la suite des surfaces W) revient à celle des systèmes

sphériques orthogonaux pour lesquels Vêlement linéaire de la

sphèreprend la forme

ou, ce qui est la même chose,

t/j* = a du- -T- i ( a) dv'^.

La réciproque est évidemment vraie.

Toutes les fois que Vêlement linéaire de la sphère est ra-

mené à la forme (i:i), '^(k) sera déterminée à une constante

près, et, par suite, les formules (8) ou (lo) feront connaître

une famille de surfacesparallèles dont la représentation sphé-

rique sera définiepar la formule {\i ) et dont chacune sera une

surface W .

Toutefois, il v a ici deux cas bien distincts à considérer.

Si le système orthogonal tracé sur la sphère est entièrement

connu, c'est-à-dire si l'on a les expressions des cosinus directeurs

c, c', c" de la normale à la surface cherchée en fonction de u et

p, les formules d'Olinde Rodrigues (n° 141) nous donneront les

coordonnées du point correspondant de la surface parles quadra-

tures suivantes :

J\
de' de' ^

du ov }

(') Weixgartex (J.), Veber die Oberjlàclien fur welche einer der beiden

Hauptkrumniungshalbmesser eine Function des anderen ist (.Journal de

Crelle, t. L\IL p. i6<j; 1862).
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Mais, si les expressions de p^ et de q sont seules eonnues, la

détemnination de c, c' , c' exij^era encore l'intégration d'une

équation de Riccali (n"484') .

743. Le point essentiel et le plus difficile est, on le voit, de

ramener à la forme (12) l'élément linéaire de la sphère. Le pro-

blème auquel nous sommes ainsi conduits a déjà été étudié d'une

manière générale au n" 578. Il se ramène en définitive à l'intégra-

tion de l'équation (11).

Commençons par un cas très particulier où la solution s'offre

immédiatement. On sait que l'on peut mettre l'élément linéaire

de la sphère sous la forme

ds- — dv"- 4- i^' du-^

en prenant pour les lignes a ~~ const. une famille quelconque de

géodésiques, c'est-à-dire de grands cercles. On aura ici

ce qui donne, a désignant une coostanle,

Q{k) — k -\- a^
_ I

R = -- 4- a, K' = a.
g

L'un des rayons de courbure étant constant, on obtient une

surface canal. Les formules générales nous donnent ensuite

A = — I — ai{^ G -^ a.

Comme nous savons (n" 599) ([ue <^' est de la forme

g -- \] cos p -1- Lj siii V,

on voit que nous avons tous les éléments nécessaires pour étudier

la surface.

7-ii. Une application plus importante se rapporte aux surfaces

minima. Nous savons mettre, de toutes les manières possibles,
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l'élément linéaire de la sphère sous la forme

(M) dsi=li{du^-i-dvi),

qui correspond aux systèmes isothermes. On aura ici

En négligeant une constante dont l'introduction donnerait seu-

lement les surfaces parallèles à celle que nous allons obtenir,

on peut prendre

vient alors
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l'élément prend la forme

(i6) ds-=:- \ J

sin^ — cos- -
2 2

que nous avons aussi signalée, Réeiproquement, si l'élément

linéaire a pu être ramené à la forme (i5) par exemple, u' et c'

sont les distances géodésiques à deux courbes; car on a, comme

il est aisé de le vérifier,

Ah' = Ap'= I.

Nous voyons donc que, si l'on sait déterminer les lignes

géodésiques d'une surface, on saura aussi, de la manière la

plus générale, ramener son élément linéaire à r une des deux

expressions précédentes.

Appliquons cette remarque à la sphère et comparons l'élément

linéaire (i6) à celui qui est donné par l'équation (l'i). On voit

que l'on pourra prendre ici

A = sin —

,

o(A) = cos —

)

2 ' 2

d'où l'on déduira

I w , , , , fo -4- sin to

c6 (/:) a/i = - COS- — aw, o(a) = ; .

Nos formules générales nous donnent donc

w + sinoj
R := ; y

(17) \
cos-

A^-
4 sin —

2

R'
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746. Si Ion exprime que rélémenl linéaire (i6) convient à la

sphère de rajon i , c'est-à-dire que la courbure totale est égale à i

,

on sera conduit à l'équation aux dérivées partielles

d l ^ o) diù \ d l . ft> d*3i \ î

( >9) ^- ( tang- - ^-
I coiî— - ) — -~— = o.

Les recherches précédentes peuvent donc être considérées comme
faisant connaître l'intégrale générale de cette équation. Nous
allons, à l'exemple de M. O. Bonnet ('), développer les calculs

qui conduisent à cette intégrale.

Soit

(20) rf**= cWi-t-sinîOrfji

l'élément linéaire de la sphère. Toute fonction F satisfaisant à

l'équation
AF = I

sera le résultat de rélimination de a entre les deux équations

o= - — -^/ (2).

J sinO/sin-Ô — a-

II suit de là que l'on aura deux fonctions de ce genre. //' et t ',

en prenant

(îi)

(22)

[ . A^^in^e — ai ^

'. J sin6ysin-'J — ji-

On déduit de là, en dififérentiant,

du'= i.dn- ^
. ^ dfi,
sinQ

dv'=z B rfj -^ ^^ d^.
' sinl

(') Journal de l'École Polytechnique, XLII« Cahier, p. 95 et 5ui\.
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Ces formules donnent les valeurs de «(G, d<s\ portons-les dans

l'élément linéaire (âo) de la sphère; il prendra, comme cela était

évident ûT priori, la forme (i5) avec la valeur de to définie par

l'équation

_ a v/sin26—T2 +• p y/sinïô—

^

(23)

P /sin2 6 — a2 + av/sin^O — ^^

L'intégrale de l'équation (19) s'obtiendra maintenant de la ma-

nière suivante. Effectuons les quadratures indiquées dans les équa-

tions (21) et (22 ), éliminons o-, remplaçons a' et v' par u -\- v ^\.

a — v\ nous aurons les trois équations

! f, ^ /•'/ N
v/sin2e-a2

î u-hv = j{cL) — a/(a) + arcsin ,

I /i — a2

(2Î) { a-ç> = c5(p)-pç'(i3)H-arcsin^^5^^ÏLl^,

„, , ,,„, . v/sin2 6^1^ . v/sin2e— 32

J (a) — cp (p) = arc sin -^
— arc sin -; ~-

>

sinOy/i— a2 sinOy/r — ^^

(|ui, jointes à la précédente (^3), donneront l'intégrale cherchée.

Pour obtenir l'expression de to en fonction de u et de (^, il suffira

d'éliminer 9, a et [S entre ces quatre équations.

L'élimination est impossible dans le cas général; mais on peut

remplacer l'équation (23) j)ar l'une des suivantes

(2i) v/sin26 — «2 = ;
, v/sin^d— 32= i^ ,

qui permettent d'éliminer (). On est ainsi conduit au système

/ a^-f-cosw = \/i~ a2 /i — p2 cos(/'— ci'),

(26) ' p -r- a cosoj = sin w yi — a2sin(«-f-i^ — /'+
^Z' );

( a -i- ,3 coso) = sin w v/i

—

^2s;n({f — j; — (p_i_j3Q'^^

plus simple à quelques égards que les équations (23) et (24).

747. Avant d'établir les remarquables théorèmes qui précèdent,

M. Weingarten avait déjà fait connaître, sur le même sujet, une



LES THÉORÈMES DE M. WEIXGARTEN. 325

proposition qui est du plus haut intérêt pour la Géométrie (') et

que nous allons maintenant démontrer.

Revenons aux surfaces W les plus générales, et proposons-nous

de déterminer leur surface des centres de courbure que nous

appellerons aussi leur développée.

Pour la première nappe, c'est-à-dire pour celle qui contient les

centres de courbure des courbes de paramètre r, les coordonnées

j-i,^i, S| du centre de courbure sont données par les formules

(•27) j-, = j" — cR. j, =j— c'R, Zi^ z — c'R.

X, y. z désignant les coordonnées du pied de la normale et c , c', c"

ses cosinus directeurs. En vertu des formules dOlinde Ro-

drigues, on a

dr _ de dx ^,dc

du du dv dv

et les équations analogues en )-, z\ on trouve donc

de
^, = (R — R) - rfi -^ c t/R,

(28) < rfv, = (R-R')^rfi -cVR,

I de'

\ dv

et, par suite, l'élément linéaire de la première nappe aura pour

expression

(29) t/5f =/>f(R-R')*^t- — rfft--

On trouvera de même, pour la seconde nappe de la développée,

(30) ds\^q'-K^-^f-du'--dK''-;

et ces deux formules s'appliquent, il faut le remarquer, quand la

surface donnée est quelconque.

Elles mettent d'ailleurs en évidence des propositions que nous

avons déjà signalées. Par exemple, la première, qui convient à la

(•) Wkingarten ( J. ), Ueber eine Klasse auf einander abwickelbarer Flàchen

{Journal de Crelle, t. LI\, p. 882; 1861).
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première nappe, nous montre qu'aux lignes de courbure de la sur-

face de paramètre v correspondent, sur cette nappe, des géodési-

cjues dont les trajectoires orthogonales sont les courbes R = const.

Nous reviendrons au Chapitre suivant sur la surface des centres
;

pour le moment, nous nous contenterons des formules précédentes

et nous les appliquerons aux surfaces W. Si nous j remplaçons/?,,

f/, R, R' par leurs expressions (8) et (y) déjà données, nous trou-

verons

( 3i) dxl -= t' dv^- -f- Ci'2(A-) ,//c2,

( S-J.) dsl =
'f

'2 ( A) du^ + A-2 o"Hk) dk'-.

Or ces deux formes conviennent évidemment à des surfaces ap-

j)licables sur des surfaces de révolution. Donc :

Si roii considère toutes les surfaces W qui correspondent à

une même relation entre les rayons de courbure, la première et

la seconde nappe de la développée de toutes ces surfaces sont,

lune et Vautre, applicables sur des surfaces de révolution

dont les éléments linéaires dépendent uniquement de la rela-

tion entre les rayons de courbure et, par consécjuent, demeu-

rent les mêmes pour toutes les surfaces considérées.

748. La réciproque de cette proposition est exacte et peut se

démontrer comme il suit.

Considérons une surface (S, ) rapportée à une famille de géodé-

siques et à leurs trajectoires orthogonales. Son élément linéaire

sera donné par la formule

(33) ds\ =^ du^-A- C^dv^.

Construisons, en chaque point, le trièdre (T) formé par la nor-

male et les tangentes aux courbes coordonnées et conservons toutes

les notations relatives à ce trièdre. Nous savons que les tangentes

aux géodésiques v = const. sont normales à une famille de sur-

faces (n°441). Il est aise de vérifier ici cette proposition et de dé-

terminer l'une quelconque des surfaces parallèles auxquelles toutes

ces droites sont normales.

En effet, en chaque point, la tangente à la géodésique est l'axe

des X du trièdre (T). Un point situé sur cet axe des x, à la dis-
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tance a du sommet du irièdre. est défini par les formules

n4) J-o— J'j — «À. ro=yi — a'I, -0= -1-+- a'X.

Différentions lune quelconque de ces formules, par exemple la

première, et remplaçons dx, et da par leurs valeurs

dxi = a du-\- bC dv,

da = b{ r du — r^dv ) —c[q du -}- q^ dv) ~ b — dv— cl^q du -r- qi dv),

nous trouverons

C-f-X — \dv — c\{q du -r-^i di-);

et nous aurions des formules analogues pour dv^, dz^.

D'après cela, pour que la surface décrite par le point (j'o^J'o' ^o)

soit normale à l'axe des x, il suffira que le coefficient de a soit nul

dans l'équation précédente, c'est-à-dire que l'on ait

)> -^ « = const.

En nous bornant à une seule des surfaces normales, nous pou-

vons prendre

( 36 1 X — — u.

Si nous portons celte valeur dans les équations (34), nous ob-

tiendrons les expressions suivantes

(37) .r = ,ri — au, Tt=\\ — au, z == Zi— a' u.

qui définissent, en général ('), une surface (-) normale à toutes

les tangentes des géodésiques.

D'autre part, si l'on veut que la surface décrite par le point

(•^o« J'o> ^0) soit tangente aux mêmes droites et, par suite, con-

stitue avec (S,) la seconde nappe (So) de la développée de (I), il

faut prendre pour a la valeur

.38)
'—-l'

du

(') Il convient toutefois de signaler ici un cas particulier. Il peut arriver excep-

tionnellement que le lieu décrit par le point {x, y, z) ne soit pas une surface.

Le déterminant fonctionnel de deux quelconques des coordonnées contient, en
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qui annule le coefficient de b dans l'équalion (35). On a donc,

pour les coordonnées X2, y-n ^2 du point de (So), les expressionsCGC
(39) X2=x—a-^, y.^^y -a' -^^, Zi = z -a" -^;

du -^--____^--' du Ou

et il résulte immédiatement des formules (36) et (38) que les deux

rayons de courbure de {^) ont pour valeurs

(40) R = «, IV=^^-^.

du

749. Appliquons ces résultats généraux au cas particulier où C
est une fonction de la seule variable u^ ce qui caractérise les sur-

faces applicables sur les surfaces de révolution.

Dans ce cas, les deux rayons R et R' dépendront de la seule

variable a et seront toujours fonctions l'un de l'autre. De plus,

la relation qui les lie l'un à l'autre demeurera la même quand on

déformera d'une manière quelconque la surface (S,). Ainsi :

Si une surface (S,) est applicable sur une surface de révo-

lution, les tangentes à celles des géodésiques de (S,) qui cor-

respondent aux méridiens de la surface de révolution sont nor-

males à une famille de suifaces parallèles W. La relation

entre les deux rayons de courbure principaux de cliaque sur-

face W demeure la même quand on déforme (S,) de toutes les

manières possibles.

effet, le facteur

u —
au

Lorsque ce facteur est nul, et clans ce cas seulement, la surface (1) se réduit

à une courbe ou à un point.

Si q est nul, c'est que les géodésiques sont des droites; alors le théorème
n'aurait aucun sens.

Si l'autre facteur est nul, on a encore

La surface considérée est une développabie et les surfaces normales aux tan-
gentes des géodésiques sont des surfaces-canaux dont l'une se réduit à une
courbe. C'est précisément celle qui est déterminée par les formules (S;).
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D'aulre part, si Ion remplace A, dans la formule (35), par la

valeur qui convient à la surface (S2), on obtient l'équation

dXi — ad/ Il -^ \ -^ —^ {qdii — 7, dv)c.

du J du

à laquelle on peut ajouter les formules analogues pour </> ., et dz-^.

On peut donc en déduire l'élément linéaire de la nappe (S2), qui

sera déterminé par la formule

r/ C \ T - C-

'=['("-#)]'
(t)

Dans le cas où C ne dépend que de f/, l'expression

C(y du -^ qi di-

)

est une différentielle exacte en vertu des formules de M. Codazzi

[II, p. 385, (A)], et l'élément linéaire se réduit à la forme suivante

I
^

(40 dsl = du*-
I

- , d»'^

qui convient, comme il fallait s'y attendre, à une surface appli-

cable sur une surface de révolution.

7o0. Quelques remarques très simples permettent de démon-

trer complètement, et d'une manière intuitive, la seconde propo-

sition de M. Weingarten.

Considérons d'abord une surface (Z) : soient M un de ses points,

C et C les centres de courbure principaux relatifs à ce point. Aux

lignes de première courbure correspondent, sur la première nappe

de la développée, des géodésiques dont les trajectoires orthogo-

nales sont évidemment les courbes pour lesquelles le premier

rayon principal R = MG demeure constant ; car, si le segment MC
se meut en demeurant invariable, il doit être normal à la trajec-

toire de C, comme il Test à celle de M.

Ainsi l'élément linéaire de la première nappe de la développée,

correspondante aux lignes de courbure de paramètre v parexemple,

^^^^^
^-^ 0? THE

[ÏÏ5IVBR3IT71
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est certainement de la forme

Mais nous savons (n" 637) que le centre de courbure géodé-

sique de la courbe FI = const. est situé sur la seconde nappe de

la développée. Le rayon de courbure géodésique de celte courbe

est donc égal, en grandeur et en signe, à R'— R; ce qui permet

d'écrire l'équation
T ___ I dK.

H — \\~ k ^'

où K est considéré comme fonction de R et de v.

Cette formule est tout à fait générale. Si on l'applique au cas

où R' est fonction de R, on pourra en déduire

et celte valeur de K caractérise les surfaces applicables sur les sur-

faces de révolution.

La proposition directe est ainsi démontrée. La réciproque peut

être établie de même et sans aucune difficulté.

Considérons en effet une surface (S,) et une famille de géodé-

siques tracées sur cette surface. Chacune de ces géodésiques a une
infinité de développantes; associons toutes celles de ces dévelop-

pantes qui ont leur point de départ sur une même trajectoire or-

thogonale des géodésiques. Nous formerons ainsi une surface (S)

qui sera normale à toutes les tangentes des géodésiques. On le

démontre immédiatement de la manière suivante.

Considérons sur chaque tangente à la géodésique le point de

conlactM et le point Poùelle rencontre la surface (5). Si le pointM
décrit la géodésique, le point P, décrivant une développante de

cette géodésique, se déplacera normalement au segment MP. De
même, si le point M se déplace sur la trajectoire orthogonale des

géodésiques, le segment MP conservera sa longueur, et, comme
le point M se déplace normalement à MP, il en sera de même du

point P. La tangente MP, étant normale à deux déplacements

distincts du point P, sera nécessairement normale à la surface Ç^)

lieu de ce point.

Le reste de la démonstration n'offre aucune difficulté. Soit /He

1
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segment MP. L'élément linéaire de (S|) sera de la forme

et les deux ravons de courbure principaux de (I) en P seront,

comme précédemment,

(]
u et II — —^- •

dC

Ou

Si donc la surface (S,) est de révolution, C dépendra unique-

ment de u et les deux ravons de courbure seront liés par une re-

lation déterminée.

Ces élégantes démonstrations sont dues à M. Beltrami (').

Toi. Après avoir démontré par TAnalvse et par la Géométrie

la seconde proposition fondamentale de M. Weingarten, appli-

quons-la aux cas particuliers que nous avons étudiés plus haut.

Considérons d'abord les surfaces-canaux, pour lesquelles on a

\i) o(k) = A — a.

Les formules (3i) et (Sa) nous donneront pour les éléments

linéaires des deux nappes de la développée les expressions

' 43; dsl = /c- dv-^ dk^. ds\ = du^.

La première nappe est une développable; la seconde se réduit

à une courbe. Tous ces résultats sont bien connus.

Considérons maintenant les surfaces minima, qui correspon-

dent à la valeur suivante

'44) ?(^)=-

de ^(A"). Nous aurons ici

^5)
i dsl^ k'-(du*-— dk^)

On volt que les deux nappes sont applicables Tune sur l'autre.

Il est aisé de définir géométriquement les surfaces de révolution

C) JRicerche, art. \I\.
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qui admettent rélément linéaire précédent. Gomme la seule sur-

face minima de révolution est l'alysséide (n*^ 66), cet élément

linéaire convient aux surfaces engendrées par la révolution de la

développée d'une chaînette autour de la base de cette courbe. Ces

surfaces ont déjà été signalées au n" 692.

Examinons enfin la classe nouvelle de surfaces découvertes par

M. Weingarten. On a trouvé

k = sni -5 ?'(/i) = cos —
,

(46)
i

. \.
dk = - cos — cIm, ç"(/i) ~ — tang —

'}.

On aura donc, pour les deux nappes de la développée,

/ ds\ ^^ k^ dç- -f- ( t
-

\ dsi={\ — A-2) diû--

Ces deux expressions se ramènent l'une à l'autre par le chan-

gement de A- en y/i — A-^. Les deux nappes de la développée sont

donc applicables Vune sur Vautre, et l'on peut se contenter de

considérer la première. Elle est applicable sur la surface de révo-

lution définie par les formules

( /I8) p = mk, z = l Ji- k-i- m-i dk.
P-'

où p désigne la distance à l'axe des z.

Si l'on prend m = i , on obtient le paraboloide

(49) .z = i^-.
2

Ainsi Von saura déterminer toutes les surfaces applicables

sur le paraboloide de révolution.

A la vérité, le paraboloide précédent est imaginaire; mais il est

aisé de démontrer que l'on pourra obtenir un paraboloide réel.

Reprenons, en effet, les calculs du n° 745, en adoptant pour u'

une solution imaginaire quelconque de l'équation

Aa'= T,

c'est-à-dire la distance géodésique à une courbe imaginaire. Pre-
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nons pour v' la fonction imaginaire conjuguée de u'. Alors u sera

réelle; mais v sera une imaginaire pure. Donc si, dans la formule

(16), on remplace v par vi, il faudra aussi remplacer cos— par ki,

et l'élément linéaire de la sphère deviendra

ou, en échangeant u et v,

Celle forme, où n'entrent que des variables réelles u, r, A\ cor-

respond à la valeur suivante

de ^'(A). El, dans ce cas, la formule (3i) nous donne

C'est l'élément linéaire qui convient aux surfaces de révolution

définies par les équations

il) p = niA, z = f\/k-— i
— lî dA.

Pour /n = I , on a, cette /ois, le pai'aboloide réel.

Il V aurait évidemment intérêt à développer ici les calculs et à

obtenir toutes les surfaces applicables sur cette surface du second

degré, qui a, en définitive, le même degré de généralité, sinon

le même intérêt, que la sphère. Nous reviendrons plus loin, au

Chapitre IX, sur ce sujet; mais, auparavant il convient que nous

entreprenions une élude détaillée de la développée d'une surface

et des relations qui existent entre ses deux nappes.
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CHAPITRE YIII.

LA SURFACE DES CElNTItES DE COURBURE. PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES.

Rappel de diirérentes propositions relatives aux deux nappes de la développée. —
Formules relatives à chacune de ces nappes : élément linéaire, lignes asympto-

tiques, lignes de courbure, rayons de courbure principaux. — Propositions re-

latives au contact de deux surfaces; existence de relations entre les éléments

du même ordre des deux nappes de la développée. — Recherche de ces relations

dans le cas du second ordre. — Paraboloïde des huit droites. — Théorème de

M. Ribaucour relatif au cas où les lignes de courbure se correspondent sur les

deux nappes de la développée. — Généralisation de certaines propriétés de la

développée. — Théorèmes de MM. Beltrami et Laguerre relatifs à des droites

entraînées dans le mouvement de déformation d'une surface. — Proposition de

M. Ribaucour relative à des courbes situées dans les plans tangents d'une sur-

face donnée.

752. Considérons une surface (S), rapportée à ses lignes de

courbure. Soient {fig. 74) M un point de celte surface, (T) le

Fig. 7/1.

trièdre formé par les tangentes principales Ma;, Mjk et la normale

Ms. Pour abréger, nous désignerons sous le nom de lignes de

première courbure celles qui sont tangentes à M.r; les lignes de

seconde courbure seront tangentes à Mjk- Les deux nappes (S,)

et (So) de la développée contiendront respectivement les centres

de première et de seconde courbure M, et Mg. La normale à
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chaque nappe sera parallèle à la tangente principale correspon-

dante. Convenons, pour abréger, de dire que les lignes de pre-

mière courbure sont associées à la première nappe et les lignes

de seconde courbure associées à la seconde nappe. Alors, sur

chacune de ces nappes, les géodésiques (^i) ou (^2) tangentes

à la normale de Cï.^ correspondent aux lignes de courbure asso-

ciées, et les courbes conjuguées (C|) ou (co) de ces géodésiques

aux lignes de courbure non associées. Dans la correspondance

entre les deux nappes (S|) et (So), les géodésiques (^2) ont pour

homologues les courbes (c,), et, de même, les géodésiques {^i)

correspondent aux courbes (^2). La correspondance est donc telle

qu'au système conjugué formé des courbes (c,) et (^1) de (S|)

correspond le système conjugué formé des courbes (^2^ et (co )

de (So). Cette propriété, comprise dans celle que nous avons

signalée au n" 319, est très essentielle; elle nous permettra de

prévoir ou d'expliquer différents résultats.

Ajoutons la remarque suivante. Lorsqu'on se déplace sur la

ligne de première courbure, par exemple, deux plans normaux

consécutifs à cette ligne sont tangents à la nappe (^Si ) et ont leurs

points de contact sur la géodésique {g\) qui passe en M,. Leur

intersection est donc la tangente en M, à la courbe (Ci) qui passe

en ce point. Or cette intersection est l'axe de courbure de la

ligne de première courbure pour le point M; elle est, comme on

sait, perpendiculaire au plan osculateur en M. Comme, d'autre

part, la tangente à {g\) est la normale en M à (S), on voit que :

L'angle des deux courbes (c) et (g) qui se croisent en un

point de l'une des nappes de la développée est égal à Vangle

que fait, au point correspondant de (S), le plan osculateur de

la ligne de courbure associée avec le plan tangent de (2). La

tangente à la courbe (c) est Vaxe de courbure de cette ligne

de courbure.

Rappelons également que les trajectoires orthogonales des

géodésiques {g) sont, sur chaque -nappe, les courbes pour les-

quelles le rayon de courbure associé demeure constant.

753. Toutes les propriétés précédentes sont élémentaires et



336 LIVRK VII. — CHAPITRE VIII.

bien connues; pour approfondir celte étude, nous allons em-

ployer les méthodes développées au Livre V.

Conservons toutes les notations du Chapitre précédent et asso-

cions au trièdre (T), de sommet M, deux autres trièdres parallèles

(T,) et(T2) ayant respectivement pour sommets M) et Mo. Ces

trois trièdres auront tous les mêmes rotations. Pour chacun d'eux,

r une des faces est tangente à la surface décrite par le sommet.

Nous pourrons donc appliquer à chacune des nappes (Si)et(S2),

en changeant seulement quelques notations, les formules du

Livre V.

Considérons, par exemple, le trièdre (T,). Le point M), ayant

pour coordonnées o, o et R par rapport à (T), les projections de

son déplacement sur les axes de (T), ou sur ceux de (T,), seront

[formules (B), II, p. 385 et 386]

{X-^q\\)du, {C~-piY{)dv, dK

ou, en remplaçant A et C par leurs valeurs,

o, pi{K—V\)dv, d\{.

On a donc, pour les six translations de (T, ), les valeurs sui-

vantes

ï =: o, "0 = O,

(0

(^uant aux rotations, ce sont celles de (ï), c'est-à-dire

, , ( /^ = Oî '7. ''r

( Pi, f/l^O, /',.

D'après cela, si l'on remarque que les formules du Tableau 1

[II, p. 382] s'appliquent à vin trièdre dont les rotations sont quel-

conques et pour lequel deux seulement des translations sont

nulles, à savoir 'Çel'^i, on voit que l'on pourra appliquer ici à (S,)

et au trièdre (T,) toutes les formules des Tableaux I et II, sous

la condition d'y faire subir aux translations ainsi qu'aux rotations

la permutation circulaire qui équivaut à changer le nom des axes

de (T) et à remplacer les axes des x, des y et des z par les axes

des y, des z et des a; respectivement. On obtiendra ainsi les for-

mules suivantes.

du
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L'angle w, d'une courbe tracée sur(S|)avec Taxe des^de(T,)

ou de (T) sera défini par les équations

( dsi cosoji = T, du -~- T,, dv =/>i< R'— R) di-,

\ dsi sintuj = Zdu — ^i di- = «iR.

L'élément linéaire de (S|) aura donc pour expression

(4) ds\ = dK'--^p\{K—Kf-dv'^,

comme nous l'avons déjà trouvé directement. La courbure nor-

male d'une courbe sera donnée par la formule

(5 )
——^dSi = sinwi(^ du -^ q\ dv^ — coscj]!></« -~- /-y df)

?i

ou. en substituant.

(6) dsl= ^ l—r du'- ---ri di-^
)

,

' r \au dv J

I

,^1

L'équation différentielle des asjmptotiques sera, par suite.

c*R , ,
t'R j ,(-1 r— du - — /*!— dv- = o.

^ '
' du Ov

Elle est privée du terme en dudv\ il fallait s'y attendre, puisque

les lignes coordonnées sont des courbes conjuguées.

De même, tout ce qui se rapporte aux lignes de courbure de la

nappe (S,) s'obtiendra en effectuant la permutation indiquée sur

les équations (7) du Tableau I. qui deviennent ainsi

( /),(R'— R)rfr -4- Ri(/rf// 4-/-! dv\ = o.

/ dR — Riq du = o.

Ri désignant le rayon de courbure principal. L'élimination dt- -p

donne l'équation aux rayons de courbure principaux de (S,)

(9) ^r,Rl-[r,^-r^ + ^/,,(R-R')]Ri-^/>.(R'-R) = o.

L'élimination de Ri conduit à léquation différentielle des lignes

de courbure

(10) piq{R — R')dudv = dR(,rdu-i- ridv),

D. — III. M
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dont le développement nous donne

(il) r -— du^ -f- r, -- dv^ -i- '' ^ r- ^i -; '~ qpi{^^ — \\)\ du d\> = o.
' Ou dv L ^^ "" J

7o4. Une méthode toute semblable s'applique au trièdre (To)

et à la nappe (So). On trouve, pour les translations de ce trièdi^e,

les valeurs suivantes :

du

1
- O, r,i = O, :

Ici encore le Tableau 1, où l'on efï'ectuera toutes les permuta-

tions circulaires qui équivalent à remplacer z, x,y par j>/, z^ x,

nous fournira tous les résultats que nous avons donnés pour la

nappe (S) ).

Désignant cette fois par (Oj l'angle de l'axe des :; avec la tan-

gente à une courbe tracée sur (So), on aura

( 1 3
) ds-i cos (Oo = rfR', dsi si n wo = ^ ( R'— R ) du ;

et, par suite, on retrouvera l'expression déjà obtenue (n° 717)

([4) ds\ = f/R'2+ g^R'— R)-f/«2

de l'élément linéaire.

On trouvera, de môme, pour la courbure normale d'une courbe

tracée sur la surface, la formule

l ds^ — — sinto.7(/- du -\- ri dv) — cosco.,/?i dv,

' dsl^^ = ^ Ir^^du^—n ~d.^
/"i \ du dv

ce qui donnera l'équation différentielle des lignes asjmptotiques

( 1 6
)

/• 1^- du'^ - /-i

'^^'-
di>^ = o.

' du av

Enfin la détermination des lignes de courbure de (Sa) dépendra

du système suivant

( dR' -{- R2P1 dv = o,

(17)
( ^ ( R'— \\) du — R) ( / du -f- /'i dv) = 0,
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OÙ Ro désigne le rayon de courbure principal. En l'éliminant, on

obtient l'équation des lignes de courbure

(18) dR'( r du -i- /-i dv) — 7/?, ( R'— R)du dv ^ o

ou, en développant,

( 10) r r— du- -f- /'i
— dv'-r- r - —i- /•, k- qpy ( R — R)\dudv — o.

L'équation aux rayons de courbure principaux Ro sera

(20) r/,,R|-[/-,^-r^-i-5r/,i(R'-R)]R,-y(R'-R)^ = o.

D'une manière générale, la remarque qui nous a donné les

équations précédentes permettra de résoudre par la simple appli-

cation des formules du Livre V toutes les questions relatives aux

deux nappes de la développée. Les résultats qui précèdent sont

d'ailleurs résumés dans le Tableau suivant.
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Tableau VII (suite au Tableau V)

Nappes de la développée (Si) et (S2).

1° Nappe (S,):

Trièdre(Ti), translations

= o, r = o,

^1=0, r,,=y7i(R'-R), Ç, =

d\\

du

d\\

Courbe tracée sur (S,): co, angle avec l'axe des y,

(i) (i^i coscoi =y?i(R'— R)(:/r, c/a-j sin Wi = (^R,

ds\ = d\V--^p\iy\\ — Wy-dv"-,

sirniTi

«.ïi = awi -hy^i dv.(3)

(4)
C0S7TT, , _, n I '^^ 1 ,

f^l^
7 ,

<:/.v| = - V -~ du- — i\-— dv^-

1^1
/• \ du ùv

Lignes asymptotiques

(5)
d\\

, ,
(JR , ,

/• -— au- — /, — av- = o.
ou dv

Relation entre deux directions conjuguées

(6) r -— du ou — ]\ -—- dv or =: o.
ou Ov

Lignes de courbure; 11, rayon de courbure principal

(7)
i /)i(R'— R) dv 4- Wi{r du -+- rj dv) = o,

( f/R — Ri ^ du = o.

Équation différentielle des lignes de courbure

(8) r^'^du-^^r^^dv^^
ou av

(m

'~dv du 9Pi( R-R)] du dv = o.

Équation aux rayons de courbvire principaux.

(9) ^'VRi-['-i^
dl\

(H_.R')JR,_^j(R'_R)-_ =

Produit des rayons de courbure

(10) Rir; = -(r-r')^-^

du
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2" Nappe ( So ) :

l = = ry(R'-R), t. = o, r=^.
Trièdre (Tj), translations <^

£. = o. r.. = o, r.= ^.

Courbe Iracée sur (S^); too angle avec l'axe des z

(i) rfijcoswj = c?R', rfsj sin w* = </ ( R'— R;rf«.

> )
ds\ = rfR'î -^ <7'- ( R — R' ;' f/«'-

sinra* , , ,

(3)
' as, = atu, -J- q du,

Lignes asymptotiques

) ) r -— rt«- — /•• m-'= o.
' Ou ov

Relation entre deux directions conjuguées

b

)

r -—- du ou— /'i ai' ot* = o.
' au Ov

Lignes de courbure ; Ro rayon de courbure principal

rfR'-î- Ri/>i rfv = o,

''
{ q(K'— K)du— Rj(r du +- /•, dv) = o.

Équation différentielle des lignes de courbure

Équation aux rayons de courbure principaux

(9) rp,K\-\,-,'^ - r'-^ -^ ^/>.(R'- R
.]
R.-7(R'- R)^' = -

Produit des ravons de courbure

(10) R.r;=:- R-R')^-^ .
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75o. Les difFérentes formules que nous venons d'établir con-

duisent à plusieurs conséquences. Pour le moment, nous signa-

lerons seulement celles qui ont un caractère tout à fait général.

Etant donné {^fig. 74) un point M de la surface (ï), les points

correspondants M< et Mo des deux nappes (Sj) et (S^), ainsi que

les plans tangents en ces points, dépendent exclusivement des élé-

ments du second ordre de (S). Cette remarque, combinée avec

l'emploi des difFérentiations successives, nous montre que :

Les éléments du /i«''«<? ordre des deux nappes de la développée

en M, et en M2 dépendent exclusivement des éléments de la

surface en M jusqu'à l'ordre n -\- i

.

En d'autres termes :

Si deux surfaces ont en un point un contact d'ordre n, les

deux nappes de leurs développées auront, aux points corres-

pondants, des contacts d'ordre n — i.

La réciproque est exacte et se démontre de la même manière :

Si deux surfaces ont unpoint commun M et si leurs dévelop-

pées ont, aux points correspondants M, et Mo, des contacts

d'ordre n, ces surfaces ont en M un contact d'ordre n -t- \.01 , , .,
f. ( ;j. + I ) ( u -t- 2 )

r, pour assurer un contact d ordre a, il laut

conditions; par suite, suivant que l'on exprimera directement le

contact d'ordre n des deux surfaces, ou celui d'ordre n — i

des deux nappes de leurs développées, on aura à écrire, soit

(/H-i)(n 4- 9.) . }iin-^\) , ,• r ' .• j I
5 soit 2 équations. Les équations du second

groupe sont en nombre plus grand, à partir de la valeur 3 de n.

Il}' aura donc nécessairement des relations entre les éléments du

même ordre des deux nappes de la développée ('). Dans le cas où

(') On peut obtenir un résultat analogue en se proposant de définir la seconde

nappe de la développée quand on connaît la première. Soient, en effet,

les équations des deux nappes.

Si X, y, z; x'
,
y' , z' désignent les coordonnées de deux points correspondants,
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n est égal à 3, ces relations se présentent sous une forme assez

simple si l'on introduit, avec MM. Mannheim et Ribaucour, la con-

sidération du paraboloïde des huit droites, à laquelle on est con-

duit naturellement par les remarques suivantes.

7o6. Envisageons un trièdre (T')dont les axes soient parallèles

à ceux de ( T) et dont l'origine soit un point M' de la normale

en M, l'abscisse MM' étant d'ailleurs une quantité quelconque z'.

Suivant que l'on donnera à z' les valeurs o, R, R', on aura l'un

des trièdres (T), (T,), (Ta) déjà définis. Quand le trièdre (T),

et par suite le trièdre (T'), subira un déplacement infiniment petit,

tout point invariablement lié à (T') aura, par rapport à (T), un

mouvement qui se réduira à une translation dz', parallèle à M:;.

On obtiendra donc le déplacement d'un point (-r, j>', z) invaria-

blement lié à (T') en composant avec la translation dz' le dépla-

cement du point considéré comme invariablement lié à (T); par

suite, les composantes de ce déplacement seront [II, p. 385]

Xdu -i- q z du — (r du -i- /"i d^'
)J»'
= q { z — R ) du —yi r du -h /-j dv i.

Ci dv -r- {r du ^ Fi dv)x —pizdv = — pi^ z — K ) dv -i- x(r du -^ ri dv },

dz' -^fiY di- — qx du.

Si l'on veut que le déplacement du trièdre (T') se réduise à

une rotation, il faudra qu'il y ait une ligne de points dont le dé-

placement soit nul-, ces points, qui formeront l'axe de rotation,

devront donc satisfaire aux trois équations

/ q( z — R}du — y{ r du — /"i di- ) — o,

(ai) -' pi(z — R') di- — Xi rdu — r, di-) — o,

. dz — piy dv — qxdu = o.

les relations entre les deux nappes se traduisent par les équations évidentes

pp'—qq—i =o,

z — z'=p{x — x')—q{y—y'),

z — z' = p' {X — x' ) - q' O' ~y ),

où p, q;p', q' ont la signification habituelle. Si, entre ces trois équations, on

élimine x et y, on aura une équation aux dérivées partielles du premier ordre

qui définira, autant qu'elle peut l'être, la seconde nappe. Si l'on garde les équa-

tions précédentes et si on les différentie une fois, par exemple, on trouvera deux

relations entre les éléments du second ordre des deux nappes; et ainsi de suite.
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Si, pour plus de netteté, on veut seulement considérer le

trièdre (T), on peut dire que ces trois 'équations définissent tous

les déplacements qui amènent (T) de sa position dans une posi-

tion infiniment voisine et qui se composent d'une translation

parallèle à la normale, associée à une simple rotation. La

translation est définie par la troisième éqviation ; les deux pre-

mières, prises seules, font connaître l'axe de rotation, axe qui

existe pour tout déplacement. Comme la translation n'a d'autre

effet que de faire glisser sur lui-même le dièdre des plans princi-

|)aux, on peut dire que les deux premières équations (21) défi-

nissent les axes des rotationspar lesquelles le dièdre des plans

principaux peut être amené de sa position actuelle dans toute

position infiniment voisine.

\je lieu des axes de toutes ces rotations s'obtiendra par l'élimi-

nation àe -j- entre ces deux équations. On trouve ainsi le para-

holoïde défini par l'équation

(...) ._ ^-r
,

r,x

jNous allons indiquer les huit génératrices de cette surface qui

ont été signalées par M. Mannheim (' ).

11 y a d'abord les droites

[ y = o, i a? == o,

( z = R, î ^ = IV,

qui sont les normales aux deux nappes (S,) et (Sa) et qui appar-

tiennent à un même système de génératrices rectilignes, celles

qui ne sont pas les axes de rotations.

(') Les Notes de M. Mannheim relatives à ce sujet sont insérées dans le

t. LXXIV (1872) et le t. LXXXIV (1877) des Comptes rendus. Nous signalerons

plus particulièrement les deux suivantes : Détermination de la liaison géomé-
trique qui existe entre les éléments de la courbure des deux nappes de la sur-

face des centres de courbure principaux d'une surface donnée (Comptes
rendus, t. LXXIV, p. 458). Sur le paraboloïde des huit droites (même Recueil,

t. LXXXIV, p. 645.)

Une Note de M. Ribaucour sur les développées des surfaces, insérée au
t. LXXIV, page 1899 du même Recueil contient des résultats qui se rapportent
au même sujet.
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Les six autres droites sont toutes des axes de rotation et. par

suite, rencontrent toutes les deux normales précédentes. Elles

correspondent aux cas où le trièdre (T') se réduit à l'un des trois

trièdres(T), (T,),(To).

Quand on se déplace sur une ligne de courbure de (-), le

trièdre (T) peut être amené dans sa position infiniment voisine

par une rotation (n" 489) qui, dans le cas actuel, s'effectue évi-

demment autour de l'axe de courbure de la ligne considérée. Ainsi

les tangentes en M,, M^ aux courbes (c,), (ca) appartiennent au

paraboloïde précédent.

Supposons maintenant que, :;' devenant égal à R, (T') se con-

fonde avec iT,). Les déplacements de M, pour lesquels le trièdre

(T,) est animé d'une simple rotation, s'effectuent (n** 489) sui-

vant une des lignes de courbure de (S,); Taxe de cette rotation se

trouve dans le plan normal à la ligne de courbure et va passer

par le centre de courbure principal correspondant. Cet axe devra,

d'après une remarque déjà faite, rencontrer la normale à (So).

Ainsi :

Si l'on considère sur une des nappes de la développée une

lisne de courbure (v), le plan normal à cette ligne va couper

la normale à l'autre nappe en un point qui, Joint au centre

de courbure de la première nappe correspondant à la ligne de

courbure (v), donne une des génératrices du paraboloïde pré-

cédent.

Ou obtient ainsi quatre génératrices nouvelles, ce qui donne

bien, en tout, les huit droites du paraboloïde.

Il est aisé maintenant de reconnaître comment la considération

du paraboloïde des huit droites permet d'exprimer sous une forme

géométrique les deux relations qui existent entre les éléments du

second ordre des deux nappes (S,), (^So) aux points correspon-

dants. Supposons, en effet, que l'on connaisse, pour chacune des

deux nappes, les directions principales et les centres de courbure

principaux. Il sera toujours possible de construire les quatre gé-

nératrices qui figurent dans l'énoncé précédent : elles devront être

parallèles à un même plan. Telle est la relation cherchée.

Le paraboloïde des huit droites, ne contenant pas dans son
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dR OR'
,équation --

?
-—

, ne peut donner tout ce qui se rapporte aux cour-

bures des deux nappes; mais il est commode pour certaines con-

structions. Sans insister sur ce point, nous nous attacherons sur-

tout à la conséquence suivante de la méthode que nous avons

sui\ie.

757. En ajoutant les équations (21) après les avoir multipliées

respectivement par Pi dç, — q dii^ r du -{- i^dv, on trouve la

relation

(•:i3) pi q{R' — R) du dv -i- dz' (r du ~ /'i dv) =: o,

qui détermine dz'. Si donc deux trièdres (ï'), (T"), correspondants

à des valeurs z' , z" de z., prennent en même temps un mouvement
qui se réduit à une rotation, on devra avoir

dz' — dz"

.

Donc z'^ z" sera constant dans la suite de ce niouvenieni.

Appliquons cette remarque aux deux trièdres (T,) et (To) qui

correspondent aux valeurs R et R' de z. Quand leur mouvement
se réduira à une rotation, leur sommet décrira une ligue de cour-

bure de la nappe correspondante. Donc :

Si une famille de lignes de courbure de (S,) correspond à

une famille de lignes de courbure de (So), la différence R— R'

demeure constante quand on se déplace sur une de ces lignes.

La condition nécessaire et suffisante pour que les deux
familles de lignes de courbure se [correspondent sur les deux-

nappes de la développée d'une surface est que cette surface ait

des rayons de courbure principaux dont la différence soit

constante.

Ce dernier théorème est dû à M. Ribaucour (').

Au reste, ces deux propositions se déduisent très aisément des

équations difFérentielles des lignes de courbure des deux nappes,

prises sous les formes (lo) et (18). On voit, en effet, qu'il faut.

(') Ribaucour, Note sur les développées des sur/aces {Comptes rendus,

t. LXXIV, p. 1899; 1872).
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pour que ces équations soient compatibles, que Ton ait

dï\ = dR',

ce qui conduit immédiatement aux deu\ théorèmes précédents.

758. Avant d'appliquer aux surfaces ^^ les résultats généraux

que nous avons obtenus, nous signalerons une série de recher-

ches que l'une des propriétés fondamentales de la surface des

centres a suggérées à MM. Beltrami. Laguerre et Ribaucour.

Étant donnée une surface que, pour plus de netteté, nous sup-

poserons rapportée à un système de coordonnées rectilignes rec-

tangulaires, imaginons que, par chacun de ses points, on mène

une droite, définie par les angles a, ^, y qu'elle fait avec les axes

du trièdre (T) relatif à ce point. Nous allons chercher la condition

pour que toutes les droites ainsi obtenues soient normales à une

surface.

Pour cela, prenons sur la droite un point M' à une distance /

de M; les projections de son déplacement sur les trois axes du

trièdre (ï) seront, si nous conservons toutes les notations du

Tableau IV [II, p. 385],

rf(/cosa) ~-Xdu-T-{qdu — qi dv}lcoS';— (r du — r, r/i)/cos3.

'cos^)-i-Gdv -^(rdu — ri dv)l cosx — (p du — pidi)l cos-;,

\p du -^pi

[dit

(24) d(l

[ d( l COS-' )
— ( /> du -h- », rfr t / co? S — ( y du — q^ di) l cos<x.

Il faut exprimer que l'on peut choisir pour l une fonction de ii

et de c. telle que ce déplacement soit normal à la droite, quels que

soient du et di'. Écrivons cette condition : nous aurons, en ajou-

tant les composantes précédentes après les avoir mulliphées par

cosa, cos^, cosy, la condition

( -25 ) dl ^ k cosa du -^ G cos 3 dx- = o.

Et, comme dt doit être une différentielle exacte, il faudra que

l'on ait

d(\cos^7i) d(Ccos3)
(^6) —

ài^
— = —âir~

'

Telle est la condition cherchée. Comme elle est indépendante

de/>, q. pt, q,, nous obtenons la proposition suivante:
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Si l'on considère des droites partant des différents points

d''une surface (S) et si Von suppose que la surface (S) se dé-

forme en entraînant ces droites dans son mouvement, le système

des droites ainsi reliées à (S) sera toujours formé de normales

à une surface, ou ne le sera jamcds (').

JNotre mctliode cinématique permettait de prévoir ce résultat.

La déformation de la surface fait varier seulement les rotations

pi ^IiPm 9\ et l'effet de ces rotations sur les points d'une droite

passant par l'origine est de leur imprimer des déplacements nor-

maux à la droite. On peut donc, si l'on doit exprimer qu'une

droite est perpendiculaire au déplacement d'un de ses points,

négliger les rotations du trièdre (T) et se borner à introduire les

translations, qui dépendent seulement de l'élément linéaire.

On peut évidemment substituer aux deux équations (25) et (2G)

celles-ci

( -'-7
)

A cos a = , G cos 3 = ,

(Jii Ov

qui nous donnent, pour les coordonnées x'
,
y' du point M' où la

droite MM' est aormale à la surface (S'), les valeurs suivantes

K Ou -^ ^ C dv

d'où l'on déduit

, s , , ,, / I / àiy F / diY
(29) z — /cosv — H / i r-— — -I— )•

Or, si, du point M comme centre, on décrit une sj)hère de

rayon /, elle enveloppera évidemment la surface (S'). Le résultat

obtenu par M. Bcltrami peut donc s'énoncer ainsi :

Si l'on construit des sphères ayant leurs centres aux diffé-

rents points d'une surface (S), les droites qui joignent chaque
point de Venveloppe (S') des sphères au point correspondant

(') Cette proposition est due à M. Beltrami {Ricerche, art. VI, p. i5). Elle a

été depuis retrouvée par Laguerre. {Voir une Note Suj^ les systèmes de droites

normales à une surface, insérée en 1878 aux Nouvelles Annales de Mathéma-
tiques, t. XVII, p. 181.)
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de (S) demeurent invariablement liées à cette surface quand
on la déforme de toutes les manières possibles. En d^autres

termes, les coordonnées du point de contact de chaque sphère,

par rapport au trièdre (T) relatifà son centre, dépendent seu-

lement de Vêlement linéaire.

Il est aisé de rattacher aux propositions précédentes les pro-

priétés de la surface des centres. Imaginons, en effet, que les

droites soient prises tangentes à la surface (S) ; et supposons même,

ce qui est toujours permis, que l'on ait choisi les coordonnées de

telle manière que ces droites soient tangentes aux courbes de pa-

ramètre V. On aura alors

co?a = I, cos5 = o.

et la condition d'orthogonalité (26) deviendra

dk

On pourra donc prendre A^ i. et l'on voit que les droites de-

vront être les tangentes à une famille de géodésiques.

759. D'une manière générale, prenons pour les courbes de

paramètre f celles qui sont, en chaque point, tangentes à la pro-

jection de la droite correspondante sur le plan tangent de (- .

Alors on aura constamment cos3 ^ o, et la condition d'orthogo-

nalité (26) nous donnera

(3o) Acosa = çv« I.

Le cas particulier où A est égal à i nous conduit au théorème

suivant, qui a été énoncé par M. Bellrami :

Si Von construit une famille de géodésiques et leurs tra-

jectoires orthogonales; que, par les différents points de la sur-

face, on mène des droites normales aux trajectoires, faisant

avec la surface un angle, constant sur chaque trajectoire, mais

pouvant varier quand on passe d\ine de ces courbes à la sui-

vante, les droites ainsi obtenues seront normales à une même

surface.^

En particulier, on peut supposer que l'angle est constant, et
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l'on réalise ainsi un assemblage géométrique dans lequel des

droites normales à une surface (S') sont coupées sous un angle

constant par une autre surface (S). On voit qu'alors les projec~

lions des droites sur {Hi) sont tangentes à une famille de géodé-

siques.

D'autres conséquences peuvent encore être déduites des for-

mules précédentes et, en particulier, le théorème de Malus et de

Dupin. Mais, comme nous avons déjà étudié cette question,

nous renverrons aux Mémoires déjà cités. Nous nous contenterons

de signaler une interprétation géométrique du paramètre diffé-

rentiel A/ d'une fonction quelconque /.

Si, des différents points de (S), on décrit les sphères de rayon /,

nous avons vu que la droite qui joint le centre de chaque sphère

au point de contact de cette sphère avec son enveloppe fait avec

la normale un angle y défini par la formule (29). On en déduit

(3i) sin^Y = \l.

760. Nous allons rattacher aux propositions précédentes des

recherches plus générales relatives à des courbes quelconques.

Etant donnée une congruence quelconque de courbes (C), on

peut établir de bien des manières une correspondance entre les

différentes courbes (G) et les points d'une surface (S). Par

exemple, on fera correspondre à chaque courbe (C) le point où

elle coupe (S) ou bien le point où un plan normal à (G) peut être

langent à (S), etc. La correspondance une fois établie, chaque

courbe (G) occupe une certaine position par rapport au trièdre (T)

du point correspondant de (2). Or, quand la surface se déforme,

elle entraîne les trièdres (T) de chacun de ses points, et l'on peut

concevoir qu'elle entraîne aussi les courbes (G), que l'on supposera

invariablement liées chacune au trièdre correspondant. Gctte no-

tion du mouvement de déformation qui entraîne les courbes (G)

étant admise, on peut se demander si ces courbes pourront être,

pour chacune des formes que prend (S), normales à une famille

de surfaces. 11 j a là une série de questions, analogues à celles que

nous avons étudiées pour les droites, et que nous allons examiner

dans les cas particuliers qui paraissent les plus intéressants.

Supposons que les courbes (G) soient planes et situées dans les

plans tangents de (S). Rapportons chacune d'elles au trièdre (T)
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du point de contact de son plan et de (S). Alors les coordonnées

j*, ^'d'un point quelconque de cette courbe peuvent être consi-

dérées comme des fonctions d'un paramètre t, dont la variation

donnera tous les points de la courbe, et des coordonnées curvi-

lignes M et t' du sommet du trièdre (T). Si nous conservons toutes

les notations du Tableau I [II, p. 882], les projections du dépla-

cement du point (j:, y) seront

dx -h ^ du — \i di- — ( r du — /'i dv)Y,

3-2) < dy — T, du — 7,1 dv — i r du -^ /'i dv)x.

iax—x
\dy-r,

( (p du — pidi- )r — i q du-^ qidv)x.

Il faut exprimer que l'on peut choisir pour t une fonction de u

et de r telle que le déplacement soit, pour toutes les valeurs de du

et de rff, normal à la courbe (C). On obtient ainsi la condition

dx— [dx-^ ; du — ;i dv — (r du — r, dv)y]

-T- -~- [dy -r r^du-r- T,, <ir -^ { r du — ri dv)x] = o.

Si Ton V remplace dx, dy par leurs valeurs, et si l'on pose

. 33)
I ,. dx dx ^ \ ^' t^y \
< M = — ( t — ry ) -r- ^- {

— — r — rx
)

,

1 Ot \du ' -^ j Ot \ôu ' /'

I >. àx /dx , \ dv / dy \

elle prend la forme

( 34

)

F dt — M du — Ml dv = o.

Comme P, M, M, ne dépendent que de lélément linéaire de la

surface (S), on peut déduire de la théorie bien connue des équa-

tions de la forme précédente le théorème suivant :

Considérons des courbes planes formant une congruence et

normales à une ou plusieurs surfaces (S'), (S"), .... Admettons

quelles soient entraînées dans la déformation de la surface (S)

emeloppe de leurs plans; les points de ces courbes qui se trou-
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valent sur (S'), (S"), ... ne cesseront pas de former des sur-

faces orthogonales aux courbes.

En particulier, si les courbes sont normales à toute une

famille de surfaces, elles conserveront toujouis cette pro-

priété (').

Ici encore, des considérations cinématiques très simples expli-

quent les résultats précédents. Les rotations/», q^pi^^qi^, qui

varient seules dans la déformation d'une surface, n'impriment à

tout point du plan tangent qu'un déplacement normal à ce plan,

et il est clair que ce déplacement ne peut intervenir dans la ques-

tion telle qu'elle a été posée.

761. Le cas particulier où la courbe (C) est un cercle conduit

à une proposition élégante et nouvelle que nous allons faire con-

naître, parce qu'elle se rattache directement à la théorie de la dé-

formation d'une surface. Prenons les équations qui définissent le

cercle sous la forme

(35) ir — iro+ R cos/, y=yy)+K%\nt\

Xo,j)^o seront les coordonnées du centre, R le rayon du cercle^ et

ces trois variables seront des fonctions de u et de r. On pourra

prendre ici, d'après les équations (33),

P = R,

(36) {

^^J=
(|f+-^.

+ '-^o)cos/-(|^ + J-.j'o)sin/4-/'R,

Ml = {-^-^ ';i +- ''i-^oj cos/— ( -j-^ 4-^1 — /'ijoj sin/4- /'i R.

Si l'on écrit la condition d'intégrabilité de l'équation (34)

V Ov du j \ dt dv j
^ \àu ôt j

on trouvera, après quelques réductions et en tenant compte des

(') RiBAucouR, Sur la déformation des surfaces ( Comptes rendus, t. LXX,

p. 33o; 1870).
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formules (A) du Tableau I,

dv \du ' "/ "yov Ou /}

Ov \ Ou ' - 7 ^^\dv du)

\

Cette équation, considérée comme devant déterminer t, ne

peut admettre plus de deux solutions sans être identiquement vé-

rifiée. Par suite :

Si les cercles d'une congruence sont normaux ô plus de

deux surfaces, ils admettent toute une famille de surfaces

trajectoires orthogonales.

C'est le théorème déjà démontré par des méthodes diÛercnles

aux n"* 446 et 477.

Pour qu'il y ait une infinité de surfaces normales à tous les

cercles, il faudra que. dans léquation précédente, les coefficients

de sln/, de cost et le terme indépendant de t soient nuls séparé-

ment^ ce qui donnera trois relations. Résolvons les deux pre-

mières par rapport aux dérivées de R: nous obtiendrons le sys-

tème suivant :

^ dR dxft àvn ;,

du du •'du

^ dR dxo dy-o ,.

dv dv dv

\ dv du 1 \ ^ du ] \.
" ov I

t àxo y\ ( t)»-o \

-(/•-^'«-di^-
v^•^"^^'^''^^•

or il suffit de comparer ces équations à celles que nous avons

D.— m. »3

O7)



354 LIVRIÎ VII. — CHAPITRK VIII.

obtenues sous les n"^ (lo) et (12) à la page aj- pour reconnaître

qu'elles n'en diffèrent que par les notations : on passe des unes

aux autres en remplaçant x, y, z par iCo,j'oi I^'- Si l'on remarque

que, dans le problème actuel, ^qîJKo? ^^ sont, par rapport au

trièdre (T), les coordonnées du centre d'une des sphères de rayon

nul passant par le cercle, tandis que, dans le problème traité à la

page 20 j, X, y, z sont les coordonnées d'un point fixe de l'espace

par rapport au trièdre (T), on sera conduit au théorème suivant

qui établit les rapports annoncés entre la théorie des systèmes

que nous avons appelés cycliques (Livre IV, Chap. XV) et celle

de la déformation des surfaces :

Poui- trouver le système cyclique le plus général formé de

cercles situés dans les plans tangents cVune surface (S), on

prendra Vune quelconciue (S') des suifaces applicables sur (S)

et Von construira tous les cercles (C) ciui sont à Vintersection

des plans tangents de (S') et d^ une sphère fixe de rayon nul.

Si la surface (S') se déforme en entraînant les cercles (C),

de manière à venir coïncider avec la surface proposée ("ïl), la

congruence des cercles (C) se transforme dans le système cy-

cliciue cherché.

762. On [)eut, à l'aide de quelques considérations géométriques,

expliquer en partie et même généraliser la proposition précédente.

Etant donnée une surface (S), déformons-la de manière à obtenir

une nouvelle surface (S') et supposons que les différents |)lans

tangents de (S) soient entraînés dans cette déformation. Un pointai

de l'espace se trouve dans une infinité de plans tangents de (S);

et, par suite, il viendra, après la déformation de cette surface,

occuper une infinité de positions différentes distribuées sur une

courbe (y), suivant qu'on le regardera comme lié à tel ou tel de

ces plans tangents. Puisque à chaque point M correspond ainsi

une courbe (y), il suit de là qu'à tous les points d'une ligne

quelconque (K) correspondra une surface (^), qui se replierait et

se réduirait à (K) si la surface (S'), en se déformant, venait de

nouveau coïncider avec (S). Gela posé, soit (A) une développablc

circonscrite au cercle de l'infini; elle est coupée par les plans

tangents de (2) suivant des courbes (G) qui, entraînées dans la

déformation de (S), deviennent des courbes (G'), situées dans les
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plans tangents de (S'). Nous allons montrer que ces courbes (C)

sont normales à toutes les surfaces ($) qui correspondent aux
différentes génératrices rectilignes de (A).

Pour établir cette proposition, il suffit de remarquer qu'elle

subsistera pour toutes les formes de (2'), quand elle sera établie

pour Tune d'elles (n** 760). Prenons donc la surface dans sa forme

initiale (S); alors la proposition devient évidente; car toutes les

courbes (C) qui passent en un point M de la développable (A) y
sont orthogonales à la génératrice rectiligne, qui, pour ces dévc-

loppables singulières, est aussi la normale à la surface; et cette

ffénéralrice rectiligne est bien la forme actuelle de Tune des sur-

faces (4>).

Il suffît maintenant de supposer que la développable (A) soit

une sphère de ravon nul pour retrouver les systèmes cycliques

qui font l'objet de la proposition énoncée à la fin du numéro pré-

cédent.

Cette proposition a de nombreuses conséquences sur lesquelles

nous n'insisterons pas en ce moment. On en déduit, par exemple,

que, si l'on connaît les trois familles orthogonales qui composent

un svstème cvclique, on peut, sans aucune intégration, trouver

une surface (5/) applicable sur la surface (S) enveloppe des plans

des cercles du système, puis d'autres systèmes cycliques pour les-

quels les cercles soient dans les plans tangents de (I)ou de (S'), ....

Tous ces résultats, que le lecteur pourra développer, nous éloi-

gneraient de notre sujet; nous nous attacherons, au contraire, à

la proposition suivante, qui joue un rôle fondamental dans la

théorie des surfaces à courbure constante et qui a été établie

analvtiquement par M. Ribaucour dans la Note citée plus haut.

Cherchons s'il existe des systèmes cycliques formés avec des

cercles tous de même rayon R. Si nous conservons toutes les

notations du théorème fondamental, nous voyons que tous les

plans tangents de la surface (2') devront être coupés suivant des

cercles de même ravon R par une sphère de rayon nul. Si O est le

centre de cette sphère réduite à un point, il faudra évidemment

que t^S') soit une sphère de centre O et de rayon R/; de plus, tous

les cercles situés dans les plans tangents de (S') auront leurs

centres aux points de contact de ces plans. Revenant de là à la

surface (S), nous obtenons le théorème de M. Ribaucour :
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// existe des systèmes cycliques pour lesquels les cercles sont

tous égaux. On les obtient en prenant une surface cjuclconque à

courbure totale constante -^ et en décrivant, dans chaque plan

tangent de cette surface et du point de contact comme centre,

un cercle de rayon R.

Il résulte de notre méthode que l'oa saura trouver les trois

familles qui composent le système orthogonal dès que l'on saura

appliquer la surface sur la sphère de rayon Ri, c'est-à-dire trouver

ses géodésiques(n'' 684). Mais nous reviendrons plus loin (Chap. XI)

sur ce sujet. Nous avons voulu seulement montrer comment la

proposition que nous venons d'énoncer se rattache au théorème

général du numéro précédent.
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CHAPITRE IX.

PROPRIÉTÉS DIVERSES DES SURFACES W.

Première propriété : Théorème de M. Halphen, relation entre les courbures to-

tales des deux nappes de la développée. — Deuxième propriété : Détermination

par de simples quadratures des lignes de courbure de toute surface W; re-

marque de M. Weingarten. — Troisième propriété, due à M. Ribaucour : les

lignes asymptotiques se correspondent sur les deux nappes de la développée;

la véritable origine de cette remarquable proposition se trouve dans le fait

que les asvmptotiques sont les caractéristiques de l'équation aux dérivées par-

tielles dont dépend le problème de la déformation d'une surface. — Propriété

géométrique relative aux asvmptotiques des développées pour la nouvelle classe

de surfaces W découverte par M. Weingarten. — Recherche directe de toutes

les surfaces qui possèdent cette propriété. — Détermination et construction

géométrique de toutes les surfaces applicables sur le paraboloîde de révolution.

— Rapports avec la théorie des surfaces minima.

763. Après avoir rappelé les propriétés essentielles de la déve-

loppée d'une surface, nous pouvons maintenant poursuivre l'étude

des surfacesW et indiquer différentes propositions relatives à ces

surfaces.

Reprenons d'abord les formules (lo) données au Chapitre pré-

cédent [Tableau \ II, p. 34©]

U) R,R; = _(R_R',i-^, RjR,^_,R_R',»-^.

du dv

En les multipliant membre à membre, on en déduit la relation

suivante

du dv dv du
(2) RiRiRiRj— (R- R)«=i^R-R';*

dR dIV

dv du

qui met en évidence un remarquable théorème de M. Halphen :

Pour qu'une surface donnée soit une surface ^^ , il faut cl
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il sujjit que, pour chaque point M de cette surface, le produit

des cpuitre rayons de courbure principaux des deux nappes de

la développée aux centres de courbure principaux correspon-

dants M, et Mo {Jig. 74) !ioit égal à la quatrième puissance de

la distance de ces deux points (
'

).

Ainsi l'on a, pour LouLe surface W,

(3) R,K', K,R; ^ (R--U'jV,

et celle remarquable relalion nionlre ininiédialenienl ([ue, pour

loule surface W, les deux nappes de la développée sont, aux

points correspondants M, et Mo, toutes deux convexes ou toutes

deux à courbures opposées.

On reconnaît aussi que ces deux nappes ne peuvent être, l'une

et l'autre, à courbure totale constante que si la relation entre les

rayons de courbure est

R — R' — const.

Mais nous reviendrons plus loin sur cette proposition.

76i. Une seconde propriété caractéristique des surfaces W a

été signalée tout récemment [)ar M. Weingarten; elle se raltaclie à

une remarque très intéressante de M. \Àe (-).

Une surface W étant donnée, on connaît, par cela même, les

deux nappes (S,) et (So) de sa développée, et l'on sait que ces

deux nappes sont applicables l'une et l'autre sur des surfaces de

révolution. Or nous avons vu (n"G89) que, si une surface donnée

est applicable sur une surface de révolution, on peut toujours,

par de simples quadratures, déterminer les géodésiques qui cor-

respondent aux méridiens de la surface de révolution, toutes les

fois au moins que la cour])ure totale de la surface proposée n'est

pas constante. D'ailleurs, ces géodésiques, prises successivement

(') Halphen (G.), TJiéorèine concernant les surfaces dont les rayons de
cowbure principaux sont liés par une relation {Bulletin de la Société mathé-
matique, t. IV, p. g'i; 1876).

(;') Lie (S.), Ueber Flàchen deren Kriimmungsradien durch eine Relation

verkniipft sind {Archiv for Mathematik og Naturvidenskab, t. IV, p. ,"107;

'879).
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sur les deux nappes (Sj) el (Ss), répondent évidemment aux

lignes de courbure de la surface W; de là résulte le théorème de

M. Lie :

On peut toujours, par de simples quadratures, déterminer
les lignes de courbure de toute surface W donnée.

C'est celte intéressante proposition que M. Weingarlen a dé-

montrée de la manière suivante :

jc^ y^ z étant les coordonnées d'un point de la surface el c, c'.

c" les cosinus directeurs de la normale en ce point, considérons

le déterminant
! djT dy dz

' -i ) rf = i c c' c'

!
de de' de'

qui esl une forme quadratique des dilTérentielIes du, d\- des coor-

données curvilignes u et v. Si l'on conserve toutes les notations

• les Tableaux I et II [II, p. 382], on trouve qu'elle se réduit à

( p du — />, </»•)( \ du -+- ;, d\.) -^ ( q du -^ q^ dv k r, du -^ t,, t/v)
;

et, par conséquenl, égalée à zéro, elle donnerait, nous le savions

déjà (n" 138), l'équation difTérentiellc des lignes de courbure.

D autre part, si l'on considère la courbe tangente à la direction

liéfinie par les différentielles du, dv. cette forme quadratique

revêtira l'expression entièrement géométrique

^ I , ds
, ,

< 1 ) .f = {drn — —
j ds.

Cela posé. M. Weingarlen (') a montré que la condition néces-

saire et suffisante pour que cette forme quadratique puisse se

ramener à un produit doid^ de deux différentielles, c est-à-dire

jtour quelle ait une courbure totale nulle, est que la surface

proposée soit une surface W.
En effet, supposons que les variables u et v soient les para-

mètres des lignes de courbure; alors la forme quadratique prend

f ') Weixgartex ( J.). L'eber eine Eigenschaft dtr Flàchen bei denen der eine

Hauptkriimmungsradius eine Function des anderen ist [Journal de Crelie.

t. cm, p. 184: 1888).
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l'expression suivante [II, p. 386]

rf = /»! ^r ( R' — R) du dv,

et sa courbure totale [11, p. 38-] est

•>. <r-
,

Si l'on tient eomple des formules (5) du Tableau V, on trouve,

après quelques réductions faciles,

?i<7(R'— H;-^ LtVw Ov Ov du \

ce qui démontre la proposition de M. Weingarten.

D'après cela, si l'on donne une surface W, il sera toujours

possible de former, avec un système de coordonnées d'ailleurs

quelconque, la forme quadratique ^. Comme celte forme est ré-

ductible à un produit dy.d'^, nous savons (n° 684) que Von pourra
toujours, par de simples quadratures, déterminer les variables

a et [3, c'est-à-dire les paramètres des deux familles de lignes

de courbure. La proposition de M. Lie se trouve ainsi démontrée

[)ar une voie moins directe, mais plus précise.

765. La troisième propriété caractéristique des surfaces W se

déduit immédiatement de la comparaison des équations différen-

tielles (5) [p. 34© et 34i] qui conviennent aux lignes asympto-

tiques des deux nappes de la développée. On reconnaît, en effet,

que ces équations différentielles deviennent identiques dans le cas

où l'on a

^R ÙK' _ c)R dW _
du év dv du '

et dans ce cas seulement ('). De là résulte cette remarquable

proposition, due à M. Ribaucour (-) :

Pour cfue les lignes asymptotiques se correspondent sur les

deux nappes de la développée d'une surface donnée, cest-

(') Nous laisserons au Iccteui- le soin d'examiner l'hypothèse où l'une des
quantités /•, /•, serait nulle.

{) Ribaucour, Note sur les développées des surfaces {Comptes rendus des
séances de VAcadémie des Sciences, t. LXXIV, p. 1899; 1872).
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à-dire pour qu'à tout système conjugué tracé sur la première
nappe corresponde un système conjugué de la seconde nappe,

ilfaut et il suffit que les deux rayons de courbure principaux
de cette surface soient fonctions l'un de l'autre.

Ijne seule condilion est nécessaire, on le voit, pour que les

deux familles d'asymptotiques se correspondent sur les deux

nappes (S,) et (Sj) de la développée. On explique aisément ce

fait si singulier si l'on remarque que, sur chacune de ces nappes,

les courbes de paramètres u et r, qui correspondent aux lignes de

courbure de la proposée (S), forment deux familles de lignes con-

juguées (n° 7ol2).

Si l'on se reporte à l'équation

dont dépend (n" 74^2) la détermination de la surface (S) et, par

suite, des deux nappes (S,) et (Sj), on reconnaît immédiatement

que les caractéristiques de cette équation aux dérivées partielles,

définies par l'équation différentielle

sont représentées, sur l'une et l'autre nappe, par les lignes asvm-

plotiques de ces nappes. Cette remarque nous dévoile la véritable

origine de la proposition de M. Ribaucour.

Si les lignes asymptotiques se correspondent sur les deux

nappes (S^) et (Sa) de la développée d'une surface W, cela

tient à ce que ces lignes sont les caractéristiques de l'équation

aux dérivées partielles dont dépend le problème de la défor-

mation de Vune et de Vautre nappe; et, dans le cas des sur-

faces W, ces deux problèmes se ramènent l'un à Vautre et se

résolvent en même temps.

766. Laissant au lecteur le soin de développer celle remarque,

nous indiquerons seulement les résultats suivants, dont la vérifi-

cation ou la démonstration n'offre aucune difficulté.

Considérons la surface (^S), les deux nappes (S,), (Sa) et la

sphère (S) sur laquelle s'effectue la représentation des lignes de
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courbure de (S). Cela posé, les caractéristiques de l'équation (6),

c'est-à-dire les asymptotiques de (S,) et de (So), correspondent :

Aux lignes de longueur nulle de la sphère dans le cas des sur-

faces minima ou des surfaces pour lesquelles la somme des rayons

de courbure est constante;

Aux lignes de longueur nulle de la surface dans le cas des sur-

faces dont la courbure moyenne est constante;

Aux asymptotiques de la surface dans le cas des surfaces à cour-

bure totale constante;

A des lignes rectangulaires de la sphère quand la différence des

rayons de courbure est constante;

A des lignes rectangulaires de la surface quand la différence des

inverses des rayons de courbure est constante;

A des lignes conjuguées de la surface quand le rapport des

rayons de courbure est constant.

Examinons maintenant ce qu'elles deviennent pour la nouvelle

classe de surfaces W découverte par M, Weingarten. On a alors

(n" 745)

(8) / = sin - j 'i (A:) = cos -
, '^ { k) — — tanf;— :

et, par suite, l'équation différentielle ( -) devient ici

(()) (fu'-= tan g* - dv-.

Or l'élément linéaire de la sphère (S) sur laquelle s'effectue la

représentation sphérique de la surface, élément linéaire donne''

par la formule (12) [p. 319], devient ici

aa- =
1

—
\ a{u li- v)\'^ -+- col^ - du rn tang^ _ ^p ;

. „ oj ^ (u '^ ^ 9. \ :i J
sin^ — cos- —

2 2

et l'on voit ainsi que les lignes asymptotiques de l'une quelconque

des nappes (S,) et (S-,) correspondent, sur la sphère (S), aux

géodésiques qui sont les trajectoires orthogonales des deux fa-

niilles de courbes parallèles

u -h V — const., M — V = const.

Comme la normale à la sphère est parallèle à la normale cor-

I
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respondante de (2), il résulte de là une propriété géométrique des

nappes (S,) et (Sj).

Il existe, sur chacune de ces nappes, une famille de géodé-
siques telle que les tangentes à ces lignes, en tous les points où
elles sont coupéespar une asymptotique quelconque, sontparal-
lèles à un plan fixe, qui varie, en général, quand on passe
d'une asymptotique à une autre, et qui, d'ailleurs, n'est pas
généralement tangent au cercle de l'infini

.

Il est intéressant de rechercher si Ton peut déterminer la sur-

face des centres en s'appuyant uniquement sur ce résultat, sans

même admettre quelle soit applicable sur une surface de révo-

lution. Ce sera l'objet du calcul que nous allons développer.

707. Soit

(lo) ds*- = chr-— C- di>*-

lexpression de l'élément linéaire rapporté à la famille des géodé-

siques qui figurent dans l'énoncé précédent et à leurs trajectoires

orthogonales. Si nous désignons par a et ^ les paramètres des

deux familles de lignes asvmptotiques, ou aura Cn" 72o)

^'Jii Oi' /C" du

'II) ' ^

J du àv ,-m àv

{'^di-^^dz^--''^'^ dz'

'C' du1 du dv /«j du

i du dv ,-— dv

C, C" désignant les dérivées première et seconde de C par rapport

à la variable u.

Si, conformément à nos notations habituelles, nous désignons

par rt, rt', a" les cosinus directeurs de la tangente à la géodésique.

la propriété de la surface cherchée se traduit par les deux équa-

tions

i a/i — a':p, -^ a'<l, = o,



364 LIVUK vu. — CHAPITRE IX.

où y, '-3, •]> sont des fonctions de a et /*, , '^,, '|, des fonctions de [iJ.

Comme les rapports seuls de ces fonctions interviennent dans les

équations précédentes, on peut, pour simplifier les calculs ulté-

rieurs, supposer que l'on a

^

l/f + ?r + 4'? = i-

En choisissant convenablement les paramètres a et ^i, nous

pourrons encore, sans diminuer la généralité, ajouter les deux

équations suivantes :

(
/"''^ -r- o'- -+- (L'2 = I,

( y 1
^^ Y 1 ^^ T 1

' •

Différentions la première des équations (i3) par rapport à [i;

nous trouverons

.da da' , da"

Or on a, par exemple, ^ et c conservant leur signification habi-

tuelle,

da
, / du dv\ 1 du dv

ou, en remplaçant /•, r, par leurs valeurs et tenant compte de \a

seconde formule (i 2),

|.[*C'-e/GC-]|.

Si l'on substitue cette expression de -r^ et les expressions ana-

logues de -pr 7 -jr dans l'équation ( 16), il viendra

(/>/+6'»^i-6"tj;)C'— (c/-4-c'cp^-c"<{;)/G(f =0. '

On peut donc poser

(18)
l

^ ' ^
.

( c/h- c'o ^ c"<\> = A G',

"k étant un facteur que l'on obtiendra d'ailleurs immédiatement si

l'on ajoute les deux équations précédentes et la première (i3).
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après les avoir élevées au carré. On trouve ainsi

(19) X*(G'*+CC') = i.

En diflerentîant de même la seconde équation (i3) par rapport

à a, on obtiendra encore les deux relations

cf\ — c'^i -^ c'-ii = À C,

où À a la même valeur que dans les formules (18).

Cela posé, différentions la première équation (18) par rapport

à ^. Comme on a

àb / du dv\ (du dv\

et les équations analogues en 6', b' , on trouvera

Si l'on remplace P -q-^ P* 'âo P^^"
sa valeur tirée de la première

équation (12), il viendra

En différentiant la première équation (-20) par rapport à a, on

obtiendra de même la relation

qui, rapprochée de la précédente, nous donne

lntégron> ces deux équations; nous aurons

(21) ^V/ï=^'
Xv/GG'=U,

U désignant une fonction de u et V^ une fonction de f. Si mainte-
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1

. — c 11 \ l' rr u i; I \

.

liant on divise membre à membre, on Irouvera

(22) ^ "^
v'

On voit donc que la surface clieicltce doit être applicable sur

une surface de révolution ; et l'on peut supposer V égal à l'unité.

En remplaçant )> par sa valeur, tirée de l'équation (19), dans l'une

quelconque des équations ('>i), nous aurons

(23) C"-:G(G'2-^CG").

Telle est l'équation diflTérentielle qui fera connaître (J. Son inté-

gration, qni n'olTre aucune difficulté, nous donne

(•24) \/\~C:^ (K: -- ledit.

k désignant une constante. On a doue

(2-5) C'.= --J=, C"=
''"^

et, en tenant compte de l'équation (19),

I -C2
(26) Xz=—^.

Alors les équations (i3), (18) et (20) prendront la forme défi-

nitive

af-+- a'o -4- «"<!; = o, afi -4- a o\ -.- a" 4*1 = o,

6/-4- 6'o -f-6"<{/ = G, 6/,-t- 6'cp, + 6"d/,=:^--G,

c/h- c'o 4- c"<h — /i — G- ; cfi ~f- c'cpi -,- c" iii = /i — G^

.

Gomme on en déduit

«(/ — /i^ -(-«'(? — ?i. )
— «"('{' — '}i < = o,

c(f—fi)^ c'(ç — cp,)— c"i>i^ — <li) = o,

on voit que les cosinus Z>, b\ b" sont proportionnels àf— /',

,

'^ — 'Ji, 'i; — 6,. On démontrerait de même que c, c', c" sont pro-

portionnels à y-f-y, , c5-t-cc,, 6 -f- '|i, . Celte double remarque con-

duit rapidement à la détermination des neuf cosinus. Si l'on pose

(27) II =//, + ocpi-^^/'li,
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on obtient les valeurs suivantes

« = — > ù
V'i — H- ^^2(1 — H >

o. I „' '\f\—f'\i ., O — G,

r
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y el z, on aura

[
ikx = o^i— -l^oi— / (oi d'\ii—'\>i doi)~-

I
(od<\> — '\) do),

(32) ] /^ky^^f.-f^,-^ fi'h,df,-f,d]^,)^-J{'^d.f-fd^),

?df);f ^kz =/cp, - o/i ^:^ y*(/i ^/oi-- cp, r//i) -Jifdo

telles sont les formules par lesquelles la surface se trouve déter-

minée de la manière la plus élégante. On en déduit immédiate-

ment une nouvelle et remarquable propriété géométrique de cette

surface. Comme l'on a

' -, dx , ùy ., dz

\ "^ doL • 0% 0%
^^^^

j
j:,dx , ùy ,, dz

on peut énoncer le résultat suivant :

En chaque point cVune ligne asymptotique, la tangente à

Vautre ligne asymptotique est parallèle à un plan fixe.

Mais cette propriété n'est pas caiactéristique et se distingue

par là de celle qui nous a servi de point de départ. Elle appartient

à toutes les surfaces définies parles formules (32), alors même
qu'il n'y a aucune relation entre les fonctions/, cp, 'h ou/,, cp,, di,.

768. Il ne sera pas inutile de vérifier les résultats que nous ve-

nons d'obtenir en cherchant directement l'élément linéaire de la

surface définie par les formules (32), où nous supposerons tou-

jours que les fonctions /, /i, ... vérifient les relations (i4) et

(i 5). On aura

. 6 /.-^ f/52 ^ [(/ +/i )-^+ ( o -i- cpi )2+ ( -j. -I- 'i., )-

]

X {{df— dfi)^-h(d<^ — doi y^-^ (d'!^ - d<li )2]

-[(/+ /i)(^/-^/i)
-T-{o-\-oi){do — doi) -T-{'\>~-'\ii){d'\i — d'^i)]^,

ce que l'on peut écrire, en conservant la signification donnée à H
par la formule (27),
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Iiilroduisons la variable u définie par Téqualion

369

(34)

nous aurons

8Aî<i — H )(ds'-—du*-)

4A^w==-l/i^rfH;

(35) h--(f)>-[—-(fj>^
1 -Jh^ÏÏïu ^H dU ^ „, dm 1

dx di.

Or reprenons la valeur de t/i donnée par la formule (3i) el

élevons-la au carré. Nous trouverons

i6) 4X-*(i — Hj2rft'i =

H

U I r—dx
ox

2 ->, aa ai
Ox 03

11 suffit de développer et de comparer à la formule (3;*)) pour

obtenir l'expression suivante de l'élément linéaire

(3;) ds- — du- di-,

qui, rapprochée de Téquation (29), confirme tous les calculs pré-

cédents.

En exprimant que le second membre de la formule (36) est un

carré parfait, on reconnaît que H doit satisfaire à l'équation aux

dérivées partielles

Si l'on remarque que Ton peut poser

(Î8) H = cosw,

(i> étant la variable déjà employée plus haut (n° 766), l'équation se

simplifie beaucoup et devient

D. — III. ^1
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de sorte que les recherches précédentes en donnent l'intégration

complète, et sous la forme la pins simple.

La valeur de dv fournie par l'équation (36) peut s'écrire comme

il suit

(4o) 'xk dv — cot -'-rp'-v-d)'"^]
et l'on retrouve encore l'équation (39) en exprimant que celle

valeur de dv est réellement une différentielle exacte.

Enfin, comme l'équation (89) n'est pas modifiée quand on j

remplace to par ti — oj en changeant le signe de l'un des radicaux,

on voit que l'on pourra définir une fonction v' par l'équation

(41) -xk dv' =^ tan< v^~m'-V'-^%î'^
les courbes v''=const. seront les conjuguées des courbes de pa-

ramètre V.

Il résulte de la formule (34) que l'on a

( ./ja )
2 A- du = — cos- — dM

,

ce qui permet de donner à l'équation (3-) la forme suivante

(43) 4 /,-2 ds'- = cos* - diù- -+- 4 k^ SUT- - dv-.

Cette expression de l'élément linéaire convient aux surfaces

applicables sur le paraboloïde de révolution

(44)

c'esl-à-dire sur le paraboloïde de paramèlre j-

769. En changeant un peu les notations, nous pouvons énoncer

le tliéorème suivant, qui résume toute cette recherche :

Les équations

1J7 = cp^*, — (|;©i
4- / (oj d<\i-~ ^^doy)' - / (Ci d\ — ^ do),

^. ^
^^=..1;/,-/'^,-^ f{^hdJ\-J\d^,)^J{^^df^--fd^),
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ow/, 3, '{* sont des fonctions de :l etfi, 3,, 6, des fonctions de ,3

assujetties à vérifier les relations

(46)
w

. .
»

i /r — ?î — ?î = «I

h étant une constante quelconque, représentent la surface la

plus générale applicable sur le paraholoïde

< 17) x'^-^y^- = %hiz\

y. et ^ sont les paramètres des deux familles d'asymptotiques.

Nous ajouterons les remarques suivantes :

Pour obtenir la surface qui, associée à la précédente, forme la

développée complète d'une surface W, il faut simplement, dans

les formules (45), changer le signe de/",, ç)|, 'h^ ou celui dey", ,2, -i.

Nous reviendrons sur les surfaces définies d'une manière sréné-

raie par les formules (45); mais, dès à présent, nous pouvons in-

diquer une génération très simple de ces surfaces.

Considérons les deux courbes (F) et (F,), définies respective-

ment par les équations

1 X = - 2 ^(ç rf-i - ; rfç),

I

X, = 2^(0, d'I,- !., ./^, ),

(T) . Y = -^J(<idf-fd^^), (r.) ' yi = ^J{'iidfi-Acih),

f Z =- ^Jifdo -odf), f Z, = 2^(7, rfo,- :p, df ).

Comme on a, par exemple,

fd\ — -^ d\ ^•ldZ = o, d/d\ -r- do d\ -1- dl dZ = o.

on reconnaît que y, 'c, •} sont proportionnels aux cosinus direc-

teurs c, c', c" de la binormale à la courbe (F). Nous poserons

donc
/=).c, =i = Àc', •I — 'kc';

el, en portant ces valeurs dans l'éqnation

d\ = — aC^t/i — 'Ws),

nous aurons
rfX = 2).î(c' de —c' de').
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Si l'on se sert des formules de M. Serret (rt" 4), en désignant

par - le rayon de torsion de (F), on trouvera

2X2= T.

Ainsi, on pourra poser

(48) f--c^\: V-V^ ^ = 'V'^

On trouverait de mêine,T| désignant le rayon de torsion de (F,)

et c<, c, , c\ les cosinus directeurs de la binormale à celte courbe,

(49) /i = ^. V^-' •' ?' = ^' v/=^ ' ^' = '"^ V ^' •

Gela posé, adjoignons à la surface (S,) définie par les formules

(45) celle que l'on obtient en changeant dans ces formules le signe

de/"), co,, 'ji), et que nous désignerons par (S2). Il est aisé de voir

d'abord que, si M( et Mo sont les points de ces deux surfaces cor-

respondants aux mêmes valeurs de a et de [i, la droite M, Mo est

toujours tangente aux deux surfaces; de sorte que (S,) et (So)

forment les deux nappes de la surface focale pour la congruence

des droites M, , M2. Mais on peut écrire comme il suit les équations

qui définissent les points M,, Mo
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T et T, étant, en grandeur et en signe, les rayons de torsion

des deux courbes en P et en P, et w Vangle des plans oscula-

teurs en cespoints. Les asymptotiques se correspondent, sur {S,
)

et sur (Sa); et elles correspondent, sur (So), aux courbes con-

juguées que Von obtient en laissant immobile un des points P,

P,, et déplaçant Vautre sur la courbe qui le contient.

770. Nous reviendrons plus loin sur celle proposition; pour le

moment, appliquons-la au cas particulier dans lequel les deux

conditions (46) sont vérifiées. En vertu des formules (48) et (49),

ces conditions nous donnent

X = 2/î, "1 = — 2 A,

ce qui nous conduit à la proposition suivante :

Si les courbes (F), (F,), au lieu dêtre quelconques, ont des

torsions constantes, égales et de signes contraires -et ? la

droite (d) qui figure dans l'énoncé précédent sera normale,

dans toutes ses positions, à une sur/ace W appartenant à la

nouvelle classe découverte par M. iVeingarten; et les deux

surfaces (Si) et (S2), qui constitueront les deux nappes de la

développée de cette surface W, seront applicables sur le para-

boloïde de paramètre i-zi. Cette construction donne toutes les

surfaces applicables sur le paraboloide de révolution.

La génération précédente s'étend au cas limite où, - devenant

nul, (F) et (F,) deviennent des courbes de longueur nulle. Alors

la surface (So) devient une surface minima; (S,) et (So) consti-

tuent les deux nappes de la développée de cette surface, et nous

pouvons énoncer le théorème suivant :

Si l'on suppose les fonctions f^ ç), -i e//,,
'f,,

•!/, liées par les

relations

y-i _ 52 ^ ,lt = o,

les équations {^o) définissent les développées des surfaces mi-

nima, toutes applicables, comme on sait, les unes sur les autres.

Remarquons, en terminant ce Chapitre, que, si l'on veut avoir
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toutes les surfaces réelles applicables sur le paraboloïde réel, il

faudra, dans les formules (4^)) remplacer h par hi^ f^ 'i-> f\i • •

par /y//, cp \^/i, /, y/7, . .
. ,

puis prendre pour/ et/, , cp et ç>, , '} et 6,

des fonctions imaginaires conjuguées. Les points réels des sur-

faces correspondantes s'obtiendront en donnant à a et à ^ des

valeurs imaginaires conjuguées.

Dans la génération indiquée plus haut, cela revient à prendre

pour (r) une courbe imaginaire dont la torsion soit une imaginaire

pure et pour (Ti) la courbe imaginaire conjuguée.

Les rapports de cette théorie avec celle des surfaces minima

sont nombreux et évidents; nous nous contenterons maintenant

des indications précédentes. Toute cette théorie se représentera

lorsque nous nous occuperons delà déformation infiniment petite

d'une surface.
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CHAPITRE X.

APPLICATIOîf DES THÉORÈMES DE M. WEINGARTEN ACX SCRFACES POU»
LESQUELLES LA COIRBCRE TOTALE OU LA COURBURE MOYENNE EST

CONSTANTE.

Remarque de M. O. Bonnet: La recherche des surfaces dont la courbure moyenne
est constante se ramène à celle des surfaces pour lesquelles la courbure totale

est constante. — Les surfaces à courbure constante négative considérées comme
surfaces W. — Propriétés géométriques relatives aux lignes asymptotiques. —
Transformation de .M. Bonnet et de M. Lie; surfaces à courbure constante

qu'on peut faire dériver d'une surface donnée. — Propriétés géométriques si-

gnalées par .M. O. Bonnet; les lignes de courbure de toute surface à courbure
moyenne constante forment un système isotherme. — Toute surface à courbure
moyenne constante est applicable sur une inGnité de surfaces avec conserva-

tion des rayons de courbure principaux aux points correspondants. — Déve-

loppées des surfaces à courbure constante négative; elles sont applicables sur

l'hélicoïde minimum. — Les surfaces à courbure constante considérées comme
applicables sur des surfaces de révolution. — Élude des trois formes distinctes

que l'on obtient pour lélément linéaire d'une surface de révolution à courbure

constante négative. — Surfaces complémentaires; elles sont applicables sur

les surfaces de révolution engendrées par la révolution dune tractrice ordi-

naire, d'une tractrice allongée ou raccourcie.

771. Le rôle que jouent, en Géométrie, la courbure totale et,

en Physique mathématique, la courbure mojenne, donne la plus

grande importance à la détermination et à l'étude des surfaces

pour lesquelles l'une ou l'autre de ces courbures est constante.

Une ingénieuse remarque, due à M. O. Bonnet ('). permet de

montrer que la difficulté du problème est la même, quelle que

soit celle des deux courbures que l'on considère. Si l'on donne,

en effet, une surface dont la courbure totale soit égale à —;> la

surface parallèle, menée à la distance k de la première, aura ses

(') Bonnet (O.), A'ote sur une propriété de maximum relative à la sphère

{Nouvelles Annales de Mathématiques, t. \II, p. 4^3; i853).
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rayons de coui^biire principaux liés par la relation

(R — A)(R'— A) ^aK
Si donc on prend

il restera
I I _ I

K ^ R '
""

7<-

'

Ainsi :

A toute surface dont la courbure totale est constante et

égale à — correspondent deux surfaces parallèles, menées à la

distance zha de la première, et dont la courbure moyenne est

es;aie à—
On démontrera, de même, que :

A toute surface dont la courbure moyenne est constante et

différente de zéro correspondent deux surfaces parallèles,

Vune dont la courbure totale est constante. Vautre dont la

courbure moyenne est aussi constante et a même valeur que

pour la surface proposée.

11 est vrai que, si l'on donne une surface réelle à courbure

totale constante négative - — > les surfaces parallèles à courbure° a- ^

moyenne constante qu'on en dérive sont menées à la distance ai

de la première et sont, par suite, imaginaires. Cette remarque

peut avoir de l'importance au point de vue des applications; mais

elle ne nous empêche pas de reconnaître, avec M. Bonnet, que

l'étude des surfaces à courbure totale constante est liée de la ma-

nière la plus étroite à celle des surfaces dont la courbure moyenne

est constante.

Si la courbure moyenne devient égale à zéro, on obtient une

surface minima. On voit donc que la recherche des surfaces pour

lesquelles l'une ou l'autre des courbvires est constante peut être

considérée comme le premier problème qui s'offre aux efforts des

géomètres après l'étude des surfaces minima. D'autres remarques

confirmeront cette opinion; nous allons montrer, maintenant, que

l'on peut trouver dans l'étude des théorèmes de M. Weingarten
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des mojens très variés d'entreprendre la recherche précédente et

d'obtenir, sous la forme la plus simple, les équations aux dérivées

partielles dont elle dépend.

772. Nous nous attacherons surtout aux surfaces à courbure

totale constante, et nous commencerons par celles pour lesquelles

cette courbure a une valeur négative. On peut toujours, en em-

plovant une transformation jjomothétique réelle, réduire cette

valeur à — i; de sorte que l'on aura

RR' = -i.

Les ravons de courbure étant liés par une relation, la surface

peut être considérée comme une surface \\ . Appliquons-lui les

formules du n" 7i^. En introduisant une variable to, on peut

écrire

I
R = o(k) = — colw,

^'^
j
R'=o(A-) — A-ç>'(^') = lanS'^-

On déduit de là

sinwcosw ' sui-io

et, par conséqueni,
dk ,

-j- = — COtU> «OJ.
A

L'intégration nous donnera

(2) k=-^
^ ' sinw

et, par suite,

costo

Nous aurions, d'après les formules (9) [p. 3 18],

q = sinw. /'i — — coso).

Mais, pour la commodité des calculs, nous prendrons

(3) q — sinw, /?i = cosw,

ce qui est évidemment permis (n" T4-2).



378 LIVRE VII. ~ CHAPITRE X.

Alors, nous pourrons écrire le Tableau complet suivant

(4)

Pi

=- sinw,
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finies par les équations

u -^ V = const., M — p = const.

Si l'on pose

(8) u -i- r = 2a, M - t' = 2p,

et si 1 ou substitue les paramètres a et ,3 des asymptotiques à ceux

des lignes de courbure, on aura

?: t' ^ a —

L'élément linéaire de la surface et celui de sa représentation

sphérique seront respectivement déterminés par les formules sui-

vantes

(9) ds- = cos*a> clii-^- sin-to dv^ = rfa"--^ d'^-— ï ces 20) di.d'i,

(10) d-j- = s\n^oj du--^cos-to di>^= dx--+- d^- ^ -icosiio did^;

et l'équation (5) prendra la forme

(11) -—,„- = sinw cosio ou —r—r„- =Sin2W,
oa dp 0% dp

que Ton obtiendrait d'ailleurs immédiatement en écrivant que

l'élément linéaire défini par la formule (9) appartient à une sur-

face de courbure égale à — i

.

773. Les relations précédentes mettent en évidence quelques

propositions géométriques que nous allons signaler.

Si l'on fait croître u et v par degrés égaux, on voit que l'on

décompose la surface, et aussi sa représentation spbérique, en

rectangles dont les diagonales sont toutes égales. Sur la surface,

ces diagonales sont les tangentes asjmptotiques.

Si Ton fait, de même, croître a et ,3 par degrés égaux, la surface

sera décomposée par les lignes asymptotiques en losanges ayant

tous les mêmes côtés (').

Gomme il en est de même de la sphère sur laquelle s'elTeclue la

représentation sphérique, on peut dire que la connaissance des

(•) Ces propriétés ont été signalées en premier lieu par M. Dim. ( Voir le Mé-

moire Sopra alcune formule generali délia teoria délie superficie e loro appli-

cazioni, inséré en 1870 au tome IV des Annali di Matematica, p. \-h.)
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lignes asymptollqucs de toute surface à courbure constante néga-

tive permettra de déterminer sur la sphère et, par suite, sur toute

autre surface à courbure constante positive, deux familles de

lignes pouvant diviser la surface en losanges ayant tous le même
côté (').

On peut encore signaler la propriété géométrique suivante.

Considérons l'aire comprise entre quatre asjmptotiques formant

un parallélogramme curviligne ABCD {Jîg. "5); elle sera donnée

par l'intégrale

/ / sinaw clcn rfp,

Fis.

étendue à tout l'intérieur du parallélogramme. Si l'on tient compte

de l'équation aux dérivées partielles (ii), on peut écrire cette

intéerale comme il suit

n doi d^
;

(') Il est bon de remarquer que, la surface étant donnée, on peut toujours

obtenir les lignes asymptotiques par de simples quadratures. P'n effet, si J dé-

signe la forme quadratique définie au n° 764, les deux équations

ds'= cos'-w du'-i- sin-w dv",

rf = du dv

vont nous permettre de déterminer w, u, v. On en déduit

ds'^z^^ 2 sin to cosw ^ -- (cosw du -"- sin w dvY-

En exprimant donc que la forme

ds''-\-\i

est un carré parfait, on obtiendra une équation du second degré, en \^ dont les
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el. SOUS celle forme, on en trouve immédiatemeDt la valeur, qui

esl

A, B, C, D élant les angles du parallélogramme. Comme celte

expression doit être positive, on voit que la somme des angles est

supérieure à 2-. Si le quadrilatère était formé avec des lignes

géodésiques, au lieu d'un excès, il j aurait un déficit (n° 641), el

l'aire du quadrilatère serait égale à ce déficit.

774. La considération des asvmptoliques et la forme particu-

lière (11) à laquelle on esl conduit pour l'équation aux dérivées

partielles donnent encore naissance à une remarque intéressante,

qui a été faite par M. Lie ('). Comme l'équalion (11) ne change

pas lorsqu'on y remplace a par ma et ^ par —, m étant une con-

stante quelconque, on voit que, si l'on a trouvé une solution

w = ?(»,?)

de cette équation, on pourra en déduire la solution plus générale

o

tu = 5 ( a/Il, -^
)

•

• \ m/

Transportant ce résultat au cas où l'on a conservé les variables

u et t", le lecteur reconnaîtra sans peine qu'à toute solution

to = 'Il II, i>}

deux raciaes seront =::sin3w: puis on aura, d'après l'équation précédente.

2 ces (i) du = V ds- -T si n 2 w — \'ds^— -T sin 2 &>

,

2 sinoi rft" = \'ds' — J sin2(>> — V ds'— ^ sin2ci>,

el ces relations feront connaître du et dv au signe près. On en déduira

rfa = - (rfM-7-df), d-;i='-{du — di');

a et ^ seront donc déterminés, comme u et v, à une constante additive près.

(') Lie (S.), Ueber Fldchen deren Krummungsradien durch eine Relation

verknupft sind {Arc/iiv for Mathematik og .\alurvideiskab, t. IV, p. 5io;

'879)-
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on peut faire correspondre la solution

u -^ V sin h V -4- u sin h
f cos/i cosA

où li désigne un angle quelconque.

Mais, il importe de le remarquer, toutes les surfaces que Ton

associe ainsi à une surface donnée, définie par exemple par son

équation, ne sont pas aussi complètement connues que celle d'où

elles dérivent. Il ne suffît pas, en effet, de connaître la valeur de co-,

il faudra encore intégrer les équations de Riccali correspondantes

à cette solution; et cette intégration ne paraît pas pouvoir èlre

effectuée lorsqu'on laisse à m ou à h toute leur généralité.

77o. Avant M. Lie, M. Bonnet avait donné une remarquable

propriété du groupe de surfaces que l'on obtient ainsi ou, plus

exactement, de l'ensemble des surfaces à courbure moyenne con-

stante qui leur sont parallèles ('). Nous allons rapidement indi-

quer les résultats de M. Bonnet.

La surface parallèle, menée à la distance \ de la proposée, aura

pour rayons de courbure principaux

( R — X — cola»,

(12) r,, ^

Comme y>j et rj conservent leurs valeurs, l'élément linéaire de

cette surface aura donc pour expression

(i3) ds- — (costo - - X sinuj)- du--r- ( sinto -+- X cosw)- dv-.

La relation entre ses rayons de courbure sera

(14) RIV- X(R H- R') + X^-M = o.

Pour que la courbure moyenne devienne constante, il faudra

donc prendre X = d= i. Soit, par exemple,

X = — i.

Alors l'élément linéaire deviendra

( 1 5 ) ds-^ ^^ e^/o) ( chi'^— dv"- ).

(
'
) O. Bonnet, Mémoire sur la théorie des surfaces applicables sur une sur-

face donnée {Journal de l'École Polytechnique, XLII" Cahier, p. 77; i8')7).
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Et (le là résultent les deux propositions suivantes :

Les lignes de courbure de toute surface à courbure moyenne
constante forment un système isotherme

.

Les lignes de longueur nulle de la surface correspondent

aux asymptotiques de la surface à courbure totale constante

qui lui est parallèle.

La première de ces propositions avait déjà été établie au n" 433.

La seconde met en évidence, une fois de plus, que, si la surface à

courbure moyenne constante est réelle, elle est nécessairement

parallèle à une surface dont la courbure totale a une valeur con-

stante et positii'e.

Examinons maintenant ce que devient, pour les surfaces à

courbure moyenne constante, la transformation de M. Lie.

Introduisons, au lieu de u et p, les paramètres a et 3; l'élémenl

linéaire donné par la formule (i5) deviendra

Soit donnée une valeur de w

*" = ?(2,?);

on en pourra déduire une autre en prenant

Nous allons montrer que les deux surfaces correspondantes

sont applicables l'une sur l'autre a^ec conservation des deux

rayons de courbure principaux aux points correspondants.

Soient, en effet,

ds^-= \ e^'w dy. d3, c?5f = 4 e*"^' doL rf3

les deux éléments linéaires de ces surfaces. Si l'on fait corres-

pondre au point (a, ^) de la première surface le point (a,, ,3,) de

la seconde défini par les valeurs

a,= — , 3, = »i3,m

on aura évidemment, aux points correspondants,

u), = ui et dxid}i= dvLd}.
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On déduit de là

ds- = ds\.

Les surfaces seront donc applicables l'une sur l'autre; de plus,

comme les rayons de courbure principaux dépendent seulement

de la valeur de to, ils seront nécessairement égaux.

Ainsi se trouve établie la proposition de M. O. Bonnet :

Toute surface à courbure moyenne constante est applicable

sur une infinité de surfaces ayant même courbure moyenne,

avec conservation des rayons de courbure principaux aux
points correspondants.

L'éminent géomètre y a été conduit en cherchant tous les

couples de surfaces applicables, l'une sur l'autre, de telle manière

que les deux rayons de courbure principaux soient égaux aux

points correspondants. Nous renverrons, pour l'étude détaillée de

cette intéressante question, au Mémoire que nous avons cité plus

haut [p. 382]. Relativement au cas particulier qui se présente ici,

M. Bonnet a donné des propriétés géométriques que le lecteur

établira aisément et que l'on peut énoncer comme il suit :

Faisons la carte de la surface donnée de telle manière que ses

lignes de courbure soient représentées par les droites du plan

parallèles aux axes coordonnés; pour les autres surfaces associées,

les lignes de courbure seront représentées par deux séries de

droites parallèles faisant des angles constants a et a H avec les

axes coordonnés.

La détermination complète de toutes ces surfaces associées

dépend de l'intégration du système (17).

776. Dans les numéros précédents, nous avons supposé que la

surface étudiée avait une courbure totale négative; le cas où la

courbure est constante et positive se ramène facilement à celui

que nous venons d'examiner. Effectuons, en effet, une transfor-

mation homolhétique avec le rapport de similitude i, ce qui change

le signe de ds'-. Les rayons de courbure principaux deviendront

R = — tcolw, IV =i tan g CD.

L'élément linéaire de la surface et celui d(j de la représentation

I
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sphéiiqiie seront donnés par les formules

ds- = ^ CCS- eu du-— sin-w dv-,

ds- — sin^o) rf«-— cos-(i> f/t'-.

On voit que les i-ayons de courbure deviendront réels si l'on

remplace w par — w'/, w' étant réel. L'expression de d-s- montre

ensuite qu'il faudra remplacer u par u' i. Ainsi l'on aura les for-

mules suivantes

" — ~TT7 T, » R
g(l)' g-w' gW'.

(.17)
/'

= (—^— )
^«'-- [—-— ) rf-^rfj2 =

d-oi' d-oi' I , ^ , ^ ,,
: — _ ( f>-î(ii fila \

que l'on pourra employer si l'on veut étudier les surfaces à cour-

bure constante et positive. Les surfaces parallèles dont la cour-

bure moyenne est constante auraient pour élément linéaire

i 18 ) ds*-= €-*-'^\du'i— dv^K

Soit
fa)'= o(«, v)

une valeur de to' satisfaisant à la dernière équation (17 K l'ensemble

des surfaces réelles à courbure moyenne constante considérées

par M. Bonnet, et qui sont applicables les unes sur les autres avec

conservation des rayons de courbure, correspondrait aux valeurs

de oi' comprises dans l'expression générale

co' = o{u CCS a — V sin i, u sin a — p ces a),

où a désigne une constante réelle.

777. On peut aussi conserver toutes les notations de M. Wein-

garlen en employant la valeur

(19) o(A-j = /aî-r-X:*,

D. — iir. 25
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pour les surfaces à courbure positive —7 et la suivante

(20) (Çi(k) =^ \/k^— a-,

pour les surfaces à courbure négative —^-•

Cette remarque permet même d'examiner très simplement ce

que devient ici le second théorème de M. Weingarten (n° 747).

Si l'on choisit, par exemple, la valeur (20) de ^{k), l'élément

linéaire de la première nappe de la développée sera donné par la

formule

ou

(21) <is2^ rfcp2-^ (Cû2_:-a2)(i(;2.

La comparaison de cette formule avec celles qui ont été don-

nées (n"* 66 et 68) nous conduit au théorème suivant :

Les deux nappes de la développée d'une sur/ace à courbure

constante négative sont applicables sur une même alysséide ou

sur un même liélicoïde minimum.

Ainsi la connaissance de toute surface à courbure constante

nous permettra de déterminer deux surfaces applicables sur l'a-

lysséide.

Et, réciproquement,

Toute surface non réglée applicable sur V hélico'ide minimum
donnera, par de simples quadratures , une surface à courbure

constante négative.

Ces propositions expliquent pourquoi nous avons déjà été con-

duit, au n" 726, dans la recherche des surfaces non réglées appli-

cables sur l'hélicoïde, à une équation aux dérivées partielles qui

est évidemment identique, aux notations près, à celle que nous

avons obtenue plus haut.

778. Les remarques précédentes semblaient épuiser tout ce que

l'on peut déduire des théorèmes de M. Weingarten relativement

aux surfaces à courbure constante; mais, dans un travail publié en
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' ^79 (
'
)î ^'- L. Blanchi s'est placé à un point de vue tout nouveau

et a obtenu des résultats que nous allons maintenant exposer.
Les surfaces à courbure constante forment, sans doute, une classe

spéciale de surfaces W; mais on peut aussi les regarder comme
formant l'ensemble des surfaces applicables sur des surfaces de
révolution déterminées, sur la sphère ou sur la pseudosphère suivant
que leur courbure est positive ou négative. On est ainsi conduit à
rechercher les surfaces W pour lesquelles l'une des nappes de la

développée a sa courbure totale constante.

Supposons, pour fixer les idées, que cette courbure totale soit né-

gative et égale à — ^,- Les résultais obtenus au n» 66 [I, p. 79]

nous permettent d'affirmer qu'il y a trois formes différentes, et trois

seulement, pour les surfaces de révolution dont la courbure totale a

cette valeur —-•
a-

ISous aurons d'abord la pseudosphère engendrée pacla révolu-
lion de la tractrice donl toutes les tangentes sont égales à a. L'élé-

ment linéaire de cette surface rapportée à ses méridiens et à ses

parallèles sera donné par la formule

'^i) ds- = a-\ du-— €-" di- 1.

Puis viendra la surface, représentée dans \a fig. 3 [I, p. 80], dont
tous les méridiens vont couper l'axe et dont l'éléineut linéaire est

réductible à la forme

^ i • ^.-^ = a*- du*- -(- ( ) di'i .

Enfin nous aurons la surface représentée dans \a.fig. 2 [1, p. 81]
dont les méridiens ne coupent pas l'axe de révolution et dont l'é-

lément linéaire a pour expression

' -^4 ' ds^-= a' paî -4- (
^"~^""

\
'd,A

.

Comme ces différentes formes sont, d'une infinité de manières,

(') BiAXCHi (L. ). Ricerche sulle superficie a curvatura costante e sulle
elicoidi {Annali délia R. Scuola normale superiore di Pisa. t. II, p. 285; iS-g).

L'eber die Flàchen mit constanter negativer Kriimmung {.Vathematisc/le
Annalen, t. XVI, p. ô--; 1880).



388 LIVRE Vn. — CHAPITRE \.

applicables les unes sur les aulres et conviennent à tonte surface

de courbure totale
~'

, nous pouvons énoncer la proposition sui-

vante :

Vélémenl linéaire de toute surface à courbure totale j peut

être ramené d"une infinité de manières à V une des formes {l'x).

(aS), (24); et ces formes sont les seules pour lesquelles les géo-

désiques de paramètre v puissent devenir, après une déforma-

tion, les méridiens d'une surface de révolution.

779. On peut retrouver ce résultat par une méthode toute dif-

férente, cjui repose sur la i^emarque suivante.

Pour toute surface de révolution, les parallèles sont des cercles

j^éodésiques. Par suite, si une surface est applicable sur une sur-

face de révolution, les géodésiques qui se transforment dans les

méridiens admettent nécessairement pour trajectoires orthogonales

des cercles géodésiques.

D'après cela, soit (S) une surface à courbui^e constante -—

•

Prenons sur cette surface un cercle géodésique quelconque (G), de

rayon h. Les géodésiques normales à ce cercle formeront la famille

Ja plus générale qui puisse se transformer dans les méridiens d'une

surface de révolution quand on déformera convenablement la sur-

face. Nous allons montrer qu'elles jouissent effectivement de cette

propriété.

Si l'on rapporte, en effet, la surface au système de coordonnées

formé par ces géodésiques et leurs trajectoires orthogonales, l'élé-

ment linéaire prendra la forme suivante (n" 599)

r / (>u g— 'i e'* -t- e~"'\'^ ~j

(25) ds'^=-a^-\du'-^{y -^
hVi -^ j

dv'A,

dans laquelle on peut supposer que u soit l'arc de la géodésique

compté à partir de son pied sur le cercle (G). Le rayon de cour-

bure géodésique p„ des trajectoires orthogonales sei^a donné par la

formule générale

(2C)
a
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et, si l'on exprime qu'il est égal à b pour le cercle (C^. c'esl-à-dire

pour u = 0. on aura
a __ JV

b~ V,
'

Comme on peut, en choisissant convenablement ç, réduire Va l'u-

nité ou à telle constante que l'on voudra, on pourra ramener l'élé-

ment linéaire à la forme

ds^ = ai\du^^
j
[(a — b) e"— (a -^ b) e-"y-dv^\,

qui caractérise bien une surface applicable sur une surface de

révolution. Mais, pour la réduction définitive, il y a plusieurs cas

à distinguer :

1" Si b est égal à a en valeur absolue, si l'on a. par exemple,

6 = — a,

on aura l'expression réduite (22);

2° Si b est plus petit que or, on déterminera une constante iiq par

l'équation
(a — 6)c«o= ta — b)e-".,

j)uis la substitution

«
I
a -T- «0, (« — b)e"ov

\
av

ramènera l'élément linéaire à la forme (24)-

3° Enfin, si b est supérieur à a, on déterminera une nouvelle

constante iio par l'équation

(a — b)e»i—(a^b)e-"o = 0,

et la substitution

u\ u-^uo, (a—b)e'*ov |
av

nous ramènera à la forme (23).

Les trois expressions différentes de l'élément linéaire que nous

venons d'obtenir offrent un caractère commun qui nous permet

d'énoncer la proposition suivante :

Sur toute surface à courbure constante les courbesparallèles

à un cercle géodésique sont elles-mêmes des cercles géodésiques.
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Iléciproquctuent, si les courbes parallèles à tout cercle j^éodésique

sont elles-mêmes des cercles géodésiques, la surface a sa courbure

totale constante
; car elle pourra être déformée de manière à devenir

une surface de révolution admettant pour un de ses parallèles un

cercle géodésique quelconque, assigné à l'avance. Par suite la cour-

bure totale, devant demeurer constante lorsqu'on se déplacera sur

ce parallèle, sera nécessairement la même pour tous les points do

la surface.

780. Examinons maintenant séparément les trois formes de l'é-

lément linéaire.

Pour la première (22) les trajectoires orthogonales des géodé-

siques ont toutes un rayon constant et égal à a. Et il est aisé de

voir qu'il j a là une propriété caractéristique : S' il existe sur une

surface unefamille de courbesparallèlesformée de cercles géo-

désiques dont le rayon de courbure géodésique a. la même va-

leur a, la surface a, sa courbure totale constante eté^aleà^^^-

Soit, en effet,

</a-2= du"-— Q."- dv"-

l'expression de l'élément linéaire rapporté à ces courbes parallèles

et aux géodésiques orthogonales. La propriété énoncée se traduit

par l'équation

G du, a
qui donne

G = Ve"'«,

V étant une fonction de r, et de là on déduit, en elfet,

1 ^ -_ '

G oIm2
~~

~^i'

Pour les deux autres formes de l'élément linéaire les trajectoires

orthogonales sont toiites des cercles géodésiques; mais, pour la

deuxième, ces cercles ont tous des rayons inférieurs à a et dé-

croissant jusqu^à zéro, de telle manière que les géodésiques

vont toutes passer par un point fixe (u = o); au contraire, pour

la troisième, les rayons des cercles sont tous supérieurs à a, et

ils grandissent indéfiniment de telle manière que Vun d'eux
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, revient une géodésique à laquelle toutes les autres sont

•maies.

Ainsi, tandis que, sur la sphère, tout cercle géodésique est pa-

rallèle à la fois à un cercle de rayon nul et à un cercle de rayon

infini, c'est-à-dire à une géodésique, ces deux propriétés s'excluent

réciproquement dans les surfaces à courbure constante négative.

781. Ecrivons comme il suit

dsi = a*-{du*-^C^dvi)

lune quelconque des trois expressions de l'élément linéaire, et

supposons que l'on mène les tangentes aux géodésiques de para-

mètre V. Elles seront normales à une surface W pour laquelle les

deux rayons de courbure principaux seront déterminés par les équa-

tions (n» 748)

R R' C
( 27 )

— = a, — =11. — -—f

et elles toucheront une deuxième surface (S') qui formera avec la

première (S) la développée complète de la surface W. Nous dirons

avec M. Bianchi que (S') est la surface complémentaire de (S).

Nous avons vu (n" 749) que l'élément linéaire de (5/) a pour expres-

sion

Appliquons ces résultats en substituant successivement les di-

verses valeurs de C.

Si l'on prend d'abord

C = e«,

on a

R = «M, R'=aM^a, G = G' = G'.

La relation entre les rayons de courbure de la surface W corres-

pondante est donc

( 29) R — R' = a
;

et l'élément linéaire de la surface complémentaire (S') devient

( 3o ) ds- = «^ ( ^/«- -I- e--" dw^ ).
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Cette seconde nappe est donc, elle aussi, à courbure constante

— — ; comme pouvait le faire prévoir la forme de la relation entre

R et R'.

Voici un autre raisonnement qui conduit au même résultat :

Soient M, M' les deux points de contact d'une normale à une

surface (S) avec les deux nappes (S), (S') de la développée : MM' est

le rajon de courbure géodésique des trajectoires orthogonales des

géodésiques tangentes aux normales, tracées sur (S) et tangentes

aux normales, aussi bien que des trajectoires orthogonales des géo-

désiques tracées sur (S'). Si donc ce rayon de courbure géodésique

est constant pour l'une des nappes, il le sera aussi pour l'autre et,

d'après la propriété que nous avons signalée plus haut, les deux

nappes seront nécessairement à courbure constante — {voir
MM'

aussi n" 763).

Si l'on prend ensuite pour G la valeur

(3>) C^î—^-,

qui correspond à l'équation {'>-h), la relation entre les rayons de

courbure R et R' deviendra

,, , R-R' e"« 6 «
(32) — — = .

g rt— e «

On trouverait de même la relation

R R

R — R' e«— e «
(33) _

« R _K'
ga_4_ g a

pour la valeur

pU p—U
(34) G=-^ ^—

2

relative à la forme (:i3).

Ainsi, il revient au même de déterminer les surfaces à courbure

constante ou les surfaces W pour lesquelles les rayons de courbure

sont liés par une des relations (29), (Sa) ou (33).

782. Par un calcul qui n'offre aucune difficulté, on trouvera éga-
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lement que la seconde nappe (S') de la développée est applicable

sur la surface de révolution dont le méridien est défini par les équa-

tions

(35) 5 = af COS5 — log tang-ç>
|,

où /• désigne la distance à Taxe de révolution: m est une constante

arbitraire et s doit être pris égal à o,i ou — i suivant qu'il s'agit

de la première des formes (22), (23) ou (24).

Pour £ = o. ces équations représentent la tractrice; donc, pour

les deux autres cas, elles représentent une tractrice dont on aura

augmenté ou diminué dans un rapport constant les ordonnées per-

pendiculaires à la base. C'est ce que M. Bianchi a nommé des tvac-

trices allongres ou raccourcies.

On peut encore remarquer que. dans la seconde forme, en pre-

nant pour m la valeur limite,

on obtiendra le méridien

(36) r = ae~'.

Il suffirait donc de savoir déterminer toutes les surfaces ap-

plicables sur la surface de résolution dont le méridien est dé-

finipar Véquation précédente ou par les formules (35).

Toutes ces transformations paraissent n'avoir d'autre avantage

que de nous faire connaître des problèmes équivalents au fond,

quoique très différents en apparence. Mais M. Bianchi a su trouver

dans l'étude dun cas particulier de la méthode un moven nouveau

d'obtenir un nombre illimité des surfaces à courbure constante.

L'exposé des résultats que nous lui devons sera mieux compris

quand nous l'aurons fait précéder d'une étude rapide sur la géo-

métrie des surfaces à courbure constante négative : ce sera l'objet

du Chapitre suivant.
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CHAPITRE XL

LES SURFACES A COURBURE TOTALE NÉGATIVE.

Surface pseudosphériquc. - Repi'éseiilation conforme de la partie l'éelle de la

surface sur le demi-plan supérieur. - Étude des transformations qlii conser-

vent l'élément linéaire et qui réalisent, par suite, une application de la surface

sur elle-même. - Représentation des géodésiques par des cercles ayant leur

centre sur l'axe des x. Distance géodésique de deux points. - Les cercles

géodésiques sont représentés par des cercles. — Division des différents cercles

géodésiques en trois espèces. - Les cercles situés tout entiers à distance finie

ont seuls un centre; aire de ces cercles, longueur de leur circonférence. Clas-

sification, due à M. Klein, des transformations qui conservent l'élément linéaire.

- Analogies et différences entre la géométrie des diverses surfaces à courbure

constante. — Géométrie non euclidienne. - Résolution d'un problème relatif

au changement de coordonnées. — Considérations géométriques conduisant à la

représentation conforme qui vient d'être étudiée. — Représentation de M. Bel-

ti-ami dans laquelle les géodésiques ont des droites pour images. -- Formules

qui permettent de passer de l'une à l'autre de ces représentations.

782. Toutes les surfaces à courbure constante ^ étant appli-

cables les unes sur les autres, nous choisirons, pour plus de net-

teté, la surface pseudosphérique , dont l'élément linéaire est dé-

fini par la formule

et qui est engendrée par la révolution de la tractrice

(2) r^asincp, ^ — a ( log tang -;- - co«

autour de sa base. On peut donner des formes très simples à l'élé-

ment linéaire défini par la formule (1).

Posons d'abord

(3) V = X, e-" —y,

l'élément linéaire deviendra

7.0 dx''' -1- dy''-

(4) ds^-^^a-^
J^
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de sorte que, si l'on considère x ely comme les coordonnées rec-

tangulaires d'un point dans un plan, on obtiendra ainsi une carte

géographique dans laquelle toute la partie réelle de la surface

sera représentée sur la partie supérieure du plan avec simili-

tude des éléments infinimentpetits. Nous allons présenter d'abord

quelques remarques sur celte représentation.

A tout point réel M de la surface correspond certainement un

point m du plan, qui est réel et situé au-dessus de l'axe des x ; mais

la proposition réciproque n'est pas complètement exacte. Ecartons

d'abord une première difficulté relative aux limites entre lesquelles

varie v. Si la surface pseudosphérique était formée d'un seul

feuillet, V et par suite x prendraient seulement des valeurs com-

prises dans un intervalle de air; mais on peut admettre que la sur-

face est composée d'un nombre illimité de feuillets superposés, qui

correspondront à toutes les valeurs tant positives que négatives

de p, et qui seraient engendrés en quelque manière par les révolu-

tions, répétées soit dans un sens, soit dans l'autre, de la tractrice

autour de sa base. Il est bon d'ailleurs de remarquer que ces dif-

férents feuillets se séparent les uns des autres quand on déforme

la surface de manière à la transformer en un hélicoïde, comme nous

l'avons indiqué au n" 74.

Il reste maintenant à étudier la seconde équation (3). Si Ion se

reporte au n°78 [I, p. 96], on voit que, m désignant une constante

d'ailleurs quelconque, choisie à l'avance, il n'y aura de point réel

de la surface correspondant à une valeur réelle àey que si l'on a

(5) m»eî"<i,

c'est-à-dire

Par suite, si une figure est tracée sur la partie supérieure du plan,

au-dessus d'une parallèle à l'axe des x, il existera une surface

pseudosphérique sur laquelle elle pourra être rapportée tout en-

tière. Mais, si elle vient toucher l'axe des a:, il y a toujours, dans le

voisinage de cet axe, des parties de la figure qui ne seront pas re-

présentées sur la pseudosphère. Ces parties toutefois pourront être

réduites autant qu'on le voudra, si l'on diminue indéfiniment la con-

stante m qui figure dans l'inégalité précédente.

11 V a là. on le voit, un fait très curieux, sur lequel nous avons
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déjà insisté. Il semble, au premier abord, que, l'élément linéaire

restant réel, il devrait en être de même de la surfaee; en réalité

cela n'a pas lieu, et l'on ne connaît d'ailleurs aucune surface donnant

la représentation complète des éléments linéaires (i) ou (4), c'est-

à-dire ayant un point réel pour chaque valeur réelle de u et de v.

783. La forme (4) de l'élément linéaire a été employée de la

manière la plus utile dans d'importantes recherches d'Analyse mo-
derne (^). Elle met immédiatement en évidence différentes pro-

priétés intéressantes que nous allons signaler.

On voit tout d'abord que l'élément linéaire ne change pas de forme

si l'on effectue les deux substitutions très simples (^; x — h) ou

{x, y, hx, Jiy)i h désignant une constante quelconque. La première

équivaut à une translation ]i parallèle à l'axe des x, la seconde à

une transformation homothétique par rapport à l'origine, ayant li

pour module; li doit être positive si l'on veut que la partie supé-

rieure du plan se corresponde à elle-même. En combinant ces deux

transformations, on aura une homothétie dont le pôle sera un point

quelconque de Taxe des x.

Il existe une autre transformation très simple qui conserve l'é-

lément linéaire; c'est une inversion ayant pour pôle un point quel-

conque de l'axe àesx. On le vérifie aisément en employant les for-

mules

(6) x — h= —^^-r^ j y= —-, tt r-;
(X — hy^— y"^ lyX — li)'^--y'^

qui définissent cette inversion. Pour que la partie supérieure du

plan se transforme en elle-même, il faut que le module soit positif.

784. Au reste, on peut obtenir très simplement toutes les trans-

formations qui n'altèrent pas l'élément linéaire (4)- A cet effet, intro-

(') Consulter en particulier les Mémoires suivants:

ICi.EiN (F.), Elliptische Functionen uncl Gleichungeii fibiften Grades {Ma-
tliematische Annalen, t. XIV, p. m; 1878).

PoiNCARÉ (H.), Théorie des groupes fiictisiens {Acta matliematica, t. I, p. i
;

1882). — Mémoire sur les fonctions fuchsiennes {Jbid., p. 193).

Voir aussi :

ScinvARZ (H.-A.), Gesammelte mathematische AbhandJungen, t. II, 1890.
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duisons les coordonnées sj'métxiques

(7) a = x^i>, ?==x — 1>-;

l'élément linéaire prendra la forme

que nous aurions pu obtenir immédiatement ; car elle convient évi-

demment à une sphère de rajon ai {n° 23). U y a toutefois une

différence essentielle à signaler; tandis que, dans la sphère réelle

et pour les points réels, a est l'imaginaire conjuguée de -^ ^ ici a est

la conjuguée de 3.

Les transformations de a et de ^ qui conservent l'élément linéaire

s'obtiendront par la résolution de l'équation

<9) {oL-^r- (2,-^1.^-

qui admet, nous le savons, deux espèces différentes de solutions.

Les premières sont définies par les formules

/«a, -4-71. /rt^i-^/i

OÙ m, n, p, q désignent des constantes quelconques. Si l'on veut

que des points réels correspondent aux points réels, il faudra évi-

demment que ces constantes soient réelles : alors la première équa-

tion (lo) donnera la seconde pai- le changement de i en — i. Les

formules précédentes, considérées comme s'appliquant au plan,

définissent ce que nous avons appelé une transformation circu-

laire [I, p. 162]; si nous admettons de plus que l'on ait

(II) iiiq — np>o,

la transformation fera correspondre à tout point de la partie supé-

rieure du plan un point compris dans la même région [I. p. 172].

Les autres transformations qui conservent l'élément linéaire (8)

sont définies par les formules

m 3i — n ^ moLi— n

qui se ramènent aux premières par l'échange de a, et de ^1 et qui
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ne font correspondre la partie supérieure du plan à elle-même que

si l'on a

(i3
j mq - np <Cq.

Toute inversion ayant son pôle sur l'axe des .r est un cas particulier

de ces dernières transformations. Par exemple, les équations (6)

peuvent être remplacées par les suivantes

Pi — ri ai — h

comprises comme cas particulier dans les équations générales (12).

785. Les remarques précédentes mettent en évidence une pro-

priété fondamentale de ces substitutions linéaires à coefficients réels

qui interviennent si fréquemment dans les recherches des analystes

modernes. Si l'on envisage, dans les formules (11) et (12), a et [^

comme les coordonnées symétriques d'un point du plan, elles dé-

finissent une transformation plane dont on peut dire seulement

qu'elle a lieu avec conservation des angles; mais, si l'on regarde a

et [ïi comme les coordonnées symétriques d'un point de W pseudo-

sphère, on reconnaît que la transformation y conserve les arcs, et

par suite les angles et les aires, ce qui est un résultat infiniment

plus précis (*). En d'autres termes, la transformation réalise une

application de la surface sur elle-même ; et, si l'on se reporte aux

résultats du n" 683, on reconnaîtra que cette application est la plus

générale de toutes celles que l'on peut obtenir (-).

Si l'on considère, en particulier, les formules (10) et si l'on sup-

(') H. PoiNCARÉ, Acta inalhematica, p. 8.

(^) On peut établir directement cette proposition de la manière suivante : soit

à résoudre l'équation

Cette équation ne peut admettre ( n» 117) que des solutions pour lesquelles ol^ et

p, dépendent d'une seule des variables a et p. Soit d'abord

d'à
Donnons à p une valeur particulière 6; |î, et -^prendront des valeurs ^,, b\, et



LES SURFACES A COURBURE TOTALE NÉGATIVE. Sgg

pose que m, /i, p, q y varient d'une manière continue en partant

des valeurs i, o, o, i, on obtiendra ainsi une déformation continue

dans laquelle la surface ne cessera pas de coïncider avec elle-même.

Toute fis:ure tracée sur cette surface subira une série de déforma-

lions tout à fait analogues au mouvement d'une figure sphérique

sur la sphère qui la contient.

Nous reviendrons plus loin sur les transformations définies par

les formules (lo) et (12); nous nous contenterons de remarquer

qu'on peut les obtenir toutes par l'emploi combiné de translations

parallèles Ox et d'inversions par rapport à un point de cet axe.

786. Si nous avons étudié d'abord les transformations qui con-

servent l'élément linéaire, c'est qu'elles permettent, une fois

connues, d'établir sans calcul les propriétés principales de la sur-

face. D'après la forme même (4) de cet élément linéaire, on re-

connaît immédiatement que, dans le plan, les parallèles à l'axe

des Y représentent des géodésiques de la surface; et de là résulte

immédiatement que les différentes géodésiques de la surface

admettentpour images des cercles avant leur centre sur Vaxe

des X.

Soit, en effet, BMM, G un de ces cercles {fig. 76). Si l'on effectue

une inversion en prenant comme pôle l'un des points C où il

coupe l'axe des x, le cercle se transformera en une droite hmm^

parallèle à l'axe des r; comme cette droite est l'image d'une géo-

désique et que d'ailleurs l'inversion n'a pas changé l'élément li-

néaire, on voit que le demi-cercle BMM, C représente, lui aussi.

l'on aura
d-x. _ b\ dx.

On déduit de là, en intégrant,

CL— b ~
X, — 6,

c désignant une nouvelle constante.

a est donc une fonction linéaire de a, et, de même, ? une fonction linéaire de ?,.

La substitution de ces deux fonctions linéaires dans l'équation à résoudre montre

aisément qu'elles doivent être identiques.

Les solutions pour lesquelles a, dépend de Ti et ?. de a se déduisent immédiate-

ment des précédentes par l'échange de a et de .3.
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une géodésique. D'ailleurs, on peut toujours construire un tel

cercle en le définissant par la condition de passer en un point et

(Vy admettre une tangente donnée; il suit de là qu'il représente la

géodésique la plus générale tracée sur la surface. Ainsi l'équation

de cette géodésique sera

^2 _|_ j/2 _^ -Xbx -\- C — O,

b elc désignant deux constantes arbitraires.

Fig. 7G.

La représentation précédente nous montre immédiatement que,

par deux points réels M, M, de la surface, on ne peut faire

passer cju^ine géodésique ; car il passe, par deux points de la partie

supérieure du plan, un seul cercle a^ant son centre sur Ox. On
peut, du reste, déterminer très simplement la distance géodésique

de ces deux points; elle est égale à celle des deux points /», m^ qui

leur correspondent dans l'inversion employée plus haut [fig. 76).

Or, pour deux points situés sur une parallèle à l'axe des y, on a

ds

d'où l'on déduit

dv

y

, bin\ , tan^rMiCB
' ^ bin " langMCB

Ainsi la distance géodésicjue de deux points M, Mi est propor-

tionnelle au logarithme du rapport anharnionique des quatre

points M, M(, B, C sur le cercle qui représente la géodésique.

Cette distance devenant infinie lorsque l'un des points M, M) se

rapproche de l'axe des x^ on peut dire que les points de cet axe

représentent les points à Vinjini de la surface. Quant aux
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poinlsdu plan qui sont à TinGni dans toutes les directions, comme
une inversion ayant son pôle sur Ox les ramène tous à se confondre
avec ce pôle, on reconnaît qu'ils correspondent tous à un seul

point à l'inGni de la surface, celui par lequel passent toutes les

géodésiques représentées par des parallèles à Taxe des y.

Oa peut encore obtenir la distance géodésique de deux points

de coordonnées symétriques a. p et a,, ,3,, en se servant des for-

mules (5) [l, p. 32] (•), dans lesquelles on remplacera d par -

pour une sphère de rayon a, et par —. pour une pseudo-sphère de

ravon a. On trouvera ainsi

sin*

(16)

_^ _ (g-a.)(P-?.)
aai (a-p)(a,-.3,)

= -J^
--^ =R.a,a„?„3).

787. Nous allons maintenant nous occuper des cercles géodé-

siques et de leur représentation sur le plan. On a vu au Chapitre

I

précédent que les géodésiques normales à un cercle géodésique

dont le rayon est différent de a vont toutes passer par un point Gxe

ou sont toutes normales à une autre géodésique (n° 780).

D'après cela, prenons dans le plan tous les cercles ajant leur

centre sur Ox et passant par un point M; leurs trajectoires ortho-

gonales représenteront des cercles géodésiques de la surface. Or ces

trajectoires orthogonales sont, comme on sait, des cercles admettant

pour axe radical Taxe des x et pour points limites le point M et

son symétrique par rapport à Ox. Ainsi :

Tous les cercles géodésiques de rayon moindre que a sont

représentéspar des cercles ne coupant pas l'axe des x.

Construisons maintenant, dans le plan, tous les cercles avant leur

centre sur Ox et normaux à un cercle fixe (C) dont le centre se

(') L.e lecteur est prié de tenir compte de i'errata du tome II.

D. — III. 26
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trouve aussi sur Ox. D'après la proposilion que nous avons raj)-

pelée, leurs trajectoires orthogonales re])résenleronl des cercles

géodésiques parallèles à une géodésique et, par suite, de rayon plus

grand que a. Or ces trajectoires orthogonales sont les cercles

passant par l'intersection de (G) avec O^. Ainsi :

l^ous les ce/xles géodésiques de rayon supérieur à a sont re-

présentés par des cercles coupant Vaxe des x en deux points

réels et distincts.

Le rapprochement des deux résultats précédents montre que :

Les cercles géodésiques de rayon a sont représentés par des

cercles tangents à Vaxe des x.

788. On peut vérifier et confirmer ces différents résultats en

appliquant à la recherche des cercles géodésiques la formule donnée

au n" 653. Un calcul que nous omettons montre que l'équation gé-

nérale du cercle géodésique avant pour coui'bure - est

(17) {x-hY-^{y-ir-=n^^_.

Ainsi les cercles de la surface ont bien pour images les cercles

du plan.

Soit(C) le cercle du plan représenté par l'équation précédente :

cherchons son intersection avecl'axe des x. Si nous faisons j^= o,

nous trouverons

les valeurs de x fournies par cette équation seront réelles et iné-

gales, égales, ou imaginaires suivant que p sera supérieur, égal, ou

inférieur à a.

Le cercle (G) fait avec l'axe des x un angle o qui est défini par

la formule

^ /-
:, /—

V'
?'- — Cl- = ( tan 2;©,

d'où l'on déduit

.('8) P-~

I
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Ainsi la courbure du cercle géodésique dépend uniquement
de Vangle sous lequel son image (G) coupe l'axe desx.

789. Pour le plan et pour la sphère, les cercles géodéslques,

c'est-à-dire les lignes dont la courbure est constante, peuvent être

regardés aussi comme lieux des points qui sont à une distance

donnée d'un centre fixe. Cette propriété fondamentale ne s'étend

pas complètement à la pseudo-splière : pour toute surface à courbure

constante, les lignes parallèles à un cercle géodésique sont elles-

mêmes des cercles géodésiques; mais, dans le cas de la pseudo-

sphère de ravon a, les géodésiques normales à un cercle géodésique

ne vont concourir en un point réel situé à distance finie que si la

courbure du cercle estsupérieure à— C'est ce que montre d'ailleurs

le calcul suivant :

D'après les formules (16). le lieu des points à la distance d du

point ( J"o. j>'o) sera défini par l'équation

(19) (a:— aro)»-h( V— j^oJ-= r^vy^^oi- ^^•

Identifions-la avec léquation (ij) d'un cercle de courbure -;

nous aurons

on déduit de là

rf _ rf

? . d e"— e "
(20) J- = itang—. = —

j

-^

e^-f- e "

et cette équation ne fournira pour d une valeur réelle que si s est

inférieur à a. Dans ce cas, nous l'avons vu, le cercle ( C) sera tout

entier au-dessus de Ox. Les coordonnées Xq, y^ du point du plan

qui correspond au centre du cercle seront

(21) Xo =.h, j'o = - v^rt-— pa

Ce point sera le centre du cercle de ravon nul passant par l'inter-

section du cercle (C) avec l'axe des x.

I
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790. Parmi les cercles géodésiques, ceux qui ont des centres sont

seuls des cercles finis ; les autres admettent un ou deux points réels

à l'infini suivant que p est égal ou supérieur à a; on ne peut donc

se proposer d'évaluer la longueur d'une circonférence ou l'aire

d'un cercle géodésique que dans le cas où p est inférieur à a. Si

l'on emploie l'équation (i^) et si l'on pose

,3 , la .

X — /<o = ' -- cos /, Y ^ l = sin t.

a a

la formule (4) nous donnera

a dt
ds

sin t

et par suite la longueur L de la circonférence géodésique sera

dt f.iiao
(Ï2) L=

/
-,

_ n"' a dt

I "-

] h sin

Si l'on introduit, au lieu de la courbure géodésique, la dislance

au centre cl, définie par l'équation (20), on trouvera

i- --\
(23) L = i:a\e"— e "/.

()uant à la surface S du cercle, elle est donnée par l'équation

(.>.4) S=(^-27rja2,

qui se déduit immédiatement de la formule (i i) [p. 126]. En rem-

plaçant L par sa valeur, on trouve

(25) S = -Ka^-\e'^"—e ^") .

791. Nous allons maintenant revenir aux transformations qui

conservent l'élément linéaire et en donner la classification, qui

ne peut être précise que si l'on j fait intervenir les propriétés des

cercles géodésiques.

Considérons d'abord celles qui sont définies par les formules (10)

et cherchons s'il existe des points qui ne sont pas déplacés par la
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transformation. Pour cela, faisons a= a,, ,3^ 3,; a et ^ seront les

racines de l'équation

(26) pz*-k- {q — m)z— /i=o.

Cette équation à coefficients réels admet deux racines, imagi-

naires ou réelles. Désignons-les par ;;', :f ; les quatre points définis

par les équations

(27) ; (28) ,

(^9) r^*-^ = -';
(3o) j'^'> = ^;

( X — ly = z
, { X — ly = z

ne seront pas déplacés par la déformation. Pour les deux derniers

on z y^=o; ils seront donc à l'infini sur la surface. Les deux pre-

miers, au contraire, seront à distance finie, au moins tant que z'

sera difTérent de z". Mais, pour compléter la discussion, nous

allons examiner successivement les difi"érents cas :

1° Supposons dabord les racines z\ 3" imaginaires ; elles seront

nécessairement conjuguées. Des quatre points du plan définis par

les équations précédentes, les deux premiers seulement seront

réels; mais, comme ils sont placés symétriquement par rapport à

l'axe des x, un seul correspondra à un point réel M de la surface.

Ainsi un seul point réel de la surface sera demeuré immobile;

tous les autres, étant assujettis à rester à une dislance invariable

de «NI, se déplaceront sur les cercles géodésiques de la surface

décrits du point M comme centre. Dans ce cas. la substitution est

dite elliptique, d'après M. Klein ('); elle peut se ramener à la

forme

(3i) l^^e-i'i'^^.,

où est réelle. Si Ion déforme la surface de manière que toutes

les géodésiques qui passent par M deviennent des méridiens, l'élé-

ment linéaire se ramènera à la forme (23) (n° 778), et la formule

(•) Klein (F.), Mathematische Annalen, t. XIV, p. 122.
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précédente définira simplement une rotation d'angle autour de

Taxe de révolution. C'est ce que l'on reconnaît d'ailleurs en efïec-

tuant la substitution définie par les formules

.ON ^ — -' e«— I . 3—-" e"-~t

y. — z e«-f-i ^ — ^ e«-Hi '

qui ramène l'élément linéaire de la surface à la forme

'

e"-— e-«\^
(33) ds'^ du-

La transformation, exprimée à l'aide des variables u et i^, est

alors définie par les formules

(34) u^i/i, ç = Vi— 0.

2" Supposons maintenant les racines z', z" réelles et inégales.

Les deux équations (a^), (28) définiront des points imaginaires;

la transformation ne laissera invariables que les deux points du

plan

VJ5)
X

qui correspondent à des points à l'infini de la surface; les formules

qui la définissent admettront la forme canonique

,--. a— z ai

—

z' çj — z 3i — -s'

(36) -7 = '^ -> ' z 17, = /^-

p -> tJ 1
— --

où k désigne une constante réelle. La transformation laissant inva-

riables deux points réels à l'infini, nous dirons avec M. Klein que,

dans ce cas, elle est hyperbolique. Nous allons démontrer qu'ici

encore on peut déformer la surface de telle manière que la trans-

formation se réduise à une simple rotation.

On pourrait d'abord établir Ce résultat en effectuant le change-

ment de variables défini par les formules

("^r."\ _____ — ^p +2(arclange" L ^. — ^p — 2; arc tangi " •

\^/ ) .11
<*

1 Q tl
'^

I

l'élément linéaire serait ramené à la forme

(38) • ds-= a-\du-'\- { 1 <5?p2 ,
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et la transformation serait exprimée par les formules

(39) ui = u, p = i>i^logA-,

qui définissent une rotation égale à logA: pour l'une des surfaces de

révolution admettant l'élément linéaire (38). Mais on peut encore

employer les considérations géométriques suivantes.

Des équations (3(3), on déduit

i^i(4o) ^^:;^_^ = liz:

ce qui montre que, dans le plan, la transformation laisse invariables

tous les cercles (C) passant par les deux points z', z'', définis'par

les formules (35). Donc, sur la surface, elle laissera invariables

tous les cercles géodésiques (C) ayant pour images les cercles (C),

c'est-à-dire avant en commun deux points à l'infini. jNous allons

montrer que la surface peut être déformée et transformée en une

surface de révolution dont les cercles (C) seront les parallèles.

Pour cela, il suffit de remarquer que les cercles (G) du plan

passant par les deux points réels ;;', c" admettront pour trajectoires

orthogonales des cercles (D) ayant leur centre sur la droite z' z",

c'est-à-dire sur l'axe des x. Ces cercles (D) seront donc l'image

d'une famille de géodésiques (D') tracées sur la surface et coupant

à angle droit tous les cercles (C). Comme, au nombre de ces

cercles, il y en a un, représenté par le cercle (C) décrit sur z'
z"

comme diamètre, qui se réduit à une géodésique, on voit que toutes

les géodésiques (D') seront normales à une même géodésique

et, par suite, pourront être transformées dans les méridiens d'une

surface de révolution dont l'élément linéaire sera donné par la

formule (38"). La transformation, laissant invariables les parallèles

de cette surface, se réduira nécessairement à une simple rotation

autour de cet axe.

3" Enfin, si les racines :;', :;" sont égales, la forme canonique de

la transformation est la suivante :

(4i) __^ = ___,^m.

La transformation est dite alors parabolique ; elle laisse inva-

riable lin seul point réel, à l'infini,

x = z\ y = o.
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Si l'on efTectue la substitution

(42) — ^—
; = v-^ ie-'',

a — z

l'élément linéaire est ramené à la forme

(43) ds->-=a^-{diC--\-e'>-'^ dv"'),

et la transformation s'exprime par les formules

(44) u = «1, V — (',-+- m,

qui montrent qu'ici encore on peut la ramener à une rotation.

En résumé, les trois types de transformations définis par les

formules (lo) sont représentés par des rotations des trois sur-

faces distinctes de révolution à courbure constante négative.

792. Nous dirons peu de mots des transformations correspon-
dantes aux formules (12); elles se ramènent aux précédentes suivies

de celle qui est définie par les équations

et qui équivaut à une transformation par symétrie, relative à l'axe

desj^. Nous nous contenterons de remarquer cyrCen général oWei^

déplacent tous les points de la surface situés à distance finie. Si

en effet, dans les formules (12), l'on fait p = a, et a = j3,, on est

conduit aux deux équations

^a;3 — « = o, (5r-4-m)(a — p) = o,

qui donnent

y = o,

toutes les fois que l'on a

q -^ m y^ o.

Mais, si la somme précédente q + m est nulle, les formules (12)
prennent la forme suivante :

jn\
(45) a^ ^y-"

, pP^i — rn ^ p'Xi

Elles définissent une inversion ajant son pôle sur i^x\ tous les

points situés sur le cercle principal de cette inversion demeure-
ront invariables par la transformation. On dit quelquefois que la

1
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figure primitive et sa transformée sont symétriques par rapport à

ce cercle principal; la transformation est alors involutive.

793. ISous pouvons maintenant indiquer de la manière la plus

nette les analogies et les difierences entre la géométrie du plan et

celle des diverses surfaces à courbure constante. Pour toutes ces

surfaces, il passe une géodésique et une seule par deux points

donnés; toutefois, si la surface a sa courbure positive et si les deux

points correspondent à deux points diamétralement opposés de la

sphère, il passera une infinité de lignes géodésiques par ces deux

points. Toute figure tracée sur l'une de ces surfaces peut subir

un mouvement de déformation dans lequel les angles et les lon-

gueurs ne sont pas altérés et qui dépend de trois constantes arbi-

traires
; c'est-à-dire que Ton peut amener deux quelconques de ses

points A et B à coïncider avec deux autres points quelconques A,

et B, de la surface, pourvu que les distances géodésiques AB et

A, B, soient égales. Il résulte, d'ailleurs, du théorème de Gauss re-

latif à la courbure totale que cette propriété fondamentale con^ient

seulement aux surfaces à courbure constante.

En ce qui concerne les cercles géodésiques, c'est-à-dire les

courbes dont la courbure géodésique est constante, une propriété

commune rapproche les trois surfaces : toute courbe parallèle à un

cercle géodésique est un cercle géodésique. Mais, si l'on veut ap-

profondir, on constate des propriétés particulières aux surfaces à

courbure constante négative. Tandis que, dans les surfaces à cour-

bure positive ou nulle, tout cercle géodésique peut être défini

comme le lieu des points situés à la même distance d'un centre fixe,

il peut se faire, dans les surfaces à courbure négative, qu'un cercle

géodésique n'ait pas de centre : les géodésiques normales à un

cercle géodésique concourent en un point situé à distance finie,

ou bien elles concourent en un point à l'infini, ou enfin, elles n'ont

aucun point réel commun à dislance finie ou à l'infini ; ce dernier

cas se présente, en particulier, pour les géodésiques normales à

une géodésique.

Pour les triangles géodésiques, il résulte du théorème de Gauss

(n" 641) que la somme des angles est supérieure, égale ou infé-

rieure à TT, suivant que la courbure est positive, nulle ou négative.

\-t^excès dans le premier cas, le déficit dans le troisième, sont
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égaux à la surface du triangle multipliée parla valeur absolue de la

courbure.

794. Appliquons ces remarques à l'étude des problèmes les plus

simples qui se présentent au début de la Géométrie plane. Nous

reconnaissons immédiatement que deux géodésiques, perpendicu-

laires à une troisième géodésique, se rencontrent toujours si la

courbure est positive et ne se rencontrent jamais si elle est nulle ou

négative. Ainsi, pour les surfaces à courbure négative comme pour

le plan, on ne peut mener par un point qu'une géodésique per-

pendiculaire à une géodésique donnée. Et d'ailleurs, si l'on fait

usage de la représentation cpie nous avons étudiée dans ce Cha-

pitre, on reconnaîtra que Von peut toujours en mener une.

Proposons-nous maintenant de voir ce que devient la théorie des

|)arallèles. Étant donnée une géodésique {g) et un point M, cher-

chons s'il existe des géodésiques passant par M et ne rencontrant

pas {g). Cela est évidemment impossible dans le cas de la sphère

où deux géodésiques se rencontrent toujours. Dans le plan tel que

nous l'étudions lorsque nous admettons le postulatum d'Euclide, il

j a une seule géodésique ne rencontrant pas {g) et passant en M;

c'est la parallèle à {g) menée par le point M. Considérons mainte-

nant une surface à courbure négative. En faisant usage des trans-

formations que nous avons indiquées, on peut, sans diminuer la

généralité, admettre que {g) est représentée par l'axe desj {fig. 77).

F i
o- n n

Alors il y aura deux géodésiques passant en M et rencon-

trant (g) à l'infini. L'une sera représentée par la parallèle MP à

l'axe des 7; l'autre par le cercle OMQ tangent à l'origine au même

axe. Ainsi :
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Une géodèsique réelle peut être considérée comme ayant o,

I ou 2 points réels à Finfini suivant cpCelle appartient aux
surjaces à courbure positive, nulle ou négative.

On voit ici que les géodésiques passant en M se diviseront en

deux classes; les unes, représentées par les cercles qui pénètrent

dans l'angle PMO, couperont la géodèsique proposée {g) ; les autres,

ayant pour images les cercles qui pénètrent dans l'angle OMR, ne

rencontreront pas {g). Menons du point O comme centre un

cercle MS passant par M; ce cercle représente la géodèsique menée

par le point M perpendiculairement à {g). H est d'ailleurs aisé de

voir que les deux angles SMO et SMP sont égaux. D'après cela,

toutes les géodésiques passant en M et faisant avec la géodèsique

normale un angle inférieur à SMO couperont la géodèsique {g)',

au contraire, celles qui feront un angle supérieur à SMO ne ren-

contreront pas {g). Pour cette raison, on a donné à SMO le nom
d'angle de parallélisme. On peut obtenir son expression en fonc-

tion de la distance du point M à la géodèsique (g). Cette distance,

étant celle des deux points M et S, s'obtient par la simple applica-

tion de la formule donnée au n° 786. On a, en la désignant par/?.

MOR
tan- : ^^^^

p = a\os gÔR
=«'ogtan

tang-—

D'autre part, on a

SMO = SMP = MOR.

de sorte que, si l'on désigne par n(/>) l'angle du parallélisme, il

viendra
p

(.{6) lans-U(p)=e", tangn(/>)= -

Il résulte de cette formule que, lorsque p varie de o à oc, n(p)

décroît de - à o.
2

79o. On sait que, dans une étude approfondie des principes de

la Géométrie, Gauss, Lobatschefsky et Boljai ont montré que le

célèbre postulatum d'Euclide ne doit pas être considéré comme
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compris dans les autres axiomes ou dans les faits d'expérience que

nous invoquons d'vme manière plus ou moins explicite au début de

la Géométrie. Les reclierches de ces géomètres et de leurs succes-

seurs nous ont montré qu'il est possible de constituer, sans ad-

mettre le postulatum d'Euclide, une géométrie où toutes les pro-

positions s'enchaînent sans conduire à aucune contradiction et qui

comprend comme cas limite la géométrie d'Euclide et de Legendre.

Cette théorie plus générale à laquelle Lobatschefsky avait donné

le nom de Pangéométrîe, et que l'on s'accorde aujourd'hui à dési-

gner sous le nom de Géométrie non euclidienne, concorde entiè-

rement, dans le cas du plan, avec celle que nous venons de déve-

lopper pour les surfaces à courbure constante négative. Cette

remarque, développée d'une manière complète par M. Beltrami('),

se justifie de la manière sviivante :

Il suffit de se reporter au Traité d'Euclide pour reconnaître que

toutes les propositions qui reposent sur la notion du déplacement

d'une figure invariable s'appliquent aux diverses surfaces à cour-

bure constante, pourvu qu'on y remplace les droites du plan par les

géodésiques de la surface. Le fait, admis dans les éléments, que

l'on ne peut mener plus d'une droite par deux points, exclut les

surfaces à courbure positive. 11 suit de là que toute Géométrie

dans laquelle on n'ajovitera pas le postulatum d'Euclide aux faits

antérievirement admis devra convenir aux surfaces à courbure

constante négative aussi bien qu'au plan. Telle est, dans ses traits

généraux, l'explication que nous devons à M. Beltrami de l'analogie

complète qui existe entre la géométrie non euclidienne du plan et

celle des surfaces à courbure constante négative. Nous nous con-

tenterons de ces indications rapides et nous renverrons, pour plus

de détails, à l'élégant Mémoire de M. Beltrami,

796. L'étude détaillée que nous venons de faire nous permet de

résoudre simplement une question dont la solution nous sera né-

(') Beltrami (E.), Essai d'interprétation de la Géométrie non euclidienne

{Annales de l'École Normale, i" série, t. VI, p. 206; 1869). Ce Mémoire, traduit

de l'italien par M. Hoûel, a paru en 186S dans le tome VI du Giornale di Mate-

matiche. ( Voir aussi dans le même volume des Annales, p. 367, un autre Mémoire

de M. Beltrami, intitulé : Théorie fondamentale des espaces de courbure con-

stante.)
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cessaire dans le Chapitre suivant. Nous avons pris comme point de
départ la réduction de l'élément linéaire d'une surface de courbure
constante négative à la forme (i). Nous savons, d'ailleurs ^^n'" 683),
que cette réduction est possible dune infinité de manières. Pro-
posons-nous de rechercher le changement de coordonnées le plus

général qui conserve cette forme de l'élément linéaire. Pour ré-

soudre cette question, il suffit de remarquer que, dans la forme (i)

de l'élément linéaire, les courbes de paramètre v sont des géodé-

siques passant toutes par un même point à l'infini de la surface, les

courbes de paramètre it sont les trajectoires orthogonales de ces

génératrices. Il suit de là que, si Ton veut conserver la forme de

l'élément linéaire, il sera nécessaire et suffisant de prendre, pour les

courbes nouvelles de paramètre t/'. toutes les géodésiques repré-

sentées par des cercles tangents les uns aux autres en un point

déterminé de l'axe des x et, pour les courbes de paramètre w', les

trajectoires orthogonales de ces géodésiques. En d'autres termes, il

suffira d'effectuer une inversion par rapport à un point quelconque

de l'axe des x. Les formules qui résolvent la question proposée

seront donc les suivantes

si l'on substitue à m et à v les variables x et y qui figurent dans

l'équation (4^; ou bien

(48)
(p — a)*— e-

si l'on conserve les variables n et c. On voit que le changement de

coordonnées dépend d'une seule constante arbitraire a.

797. Nous venons d'étudier les surfaces à courbure constante

négative en faisant usage dune représentation conforme de la sur-

face qui repose tout entière sur l'expression (4) de l'élément li-

néaire. Il ne sera pas inutile de montrer comment on peut obtenir

cette représentation de la surface, et d'autres encore, par l'emploi

de quelques considérations géométriques très simples.

Étant donnée une sphère (S), de rayon a. effectuons la projection

stéréographique de cette surface sur le plan (P) d'un de ses grands
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cercles en prenant comme poinL de vue l'un des pôles A de ce grand

cercle. On sait que, dans celte représentation, les angles seront con-

servés et que les cercles se transformeront en cercles. D'après cela,

soient (G) et (C) deux cercles de la sphère : ils admettront comme
projections stéréogi-aphiques deux cercles (c) et (c') qui se cou-

peront sous le même angle que (C) et (C). Cet angle peut être

calculé de la manière suivante.

Soient O Je centre de (S), a et a' les pôles par rapport à (S) des

plans de (C) et de (C); il est clair que l'angle cp de ces deux cercles

sera égal à celui des deux sphères qui ont pour centres a et a' et

passent respectivement par (G) et (G'). Or, les rajons de ces

sphères étant Y Oa — a-, y^a' — on aura

aa' = Oa — a2_j_0a' — a'-i-aVOa — a^yoa' — a-cos'^.

Telle est la formule qui fera connaître l'angle o des deux cercles

(G), (G') ou, ce qui est la même chose, des cercles (c) et (c') de la

carte. Gela posé, supposons que le cercle (G') vienne coïncider

avec le cercle à l'infini de la sphère, c'est-à-dire qu'il se trouve

aussi sur la sphère de rayon nul ayant A pour centre. Sa projection

stéréographique sera un cercle (K.) que nous appellerons cercle

fondamental et qui sera décrit de O comme centre, dans le plan

(P), avec le rayon ai. Quant au pôle a', il viendra coïncider avec O.

La formule précédente nous donnera donc, pour l'angle ca de (c)

avec le cercle fondamental (K), l'expression

,
ai ai

(49) coscp= ,—^-= =-'
V/Oa— a'-

^

p désignant le rayon de courhure géodésique du cercle (G), qui est

évidemment égal à la tangente menée du pôle a à la sphère (S).

798. La formule précédente joue un rôle essentiel dans la pro-

jection stéréographique; car elle permet de calculer la courbure

géodésique d'un petit cercle de la sphère au moyen de l'angle o

qui n'est autre que l'angle de la représentation de ce petit cercle

sur la carte avec le cercle fondamental (K).

On en déduit, en particulier, que tous les grands cercles de la
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sphère sont représentés en projection par des cercles normaux au
cercle fondamental.

Ainsi La projection stéréographique de la sphèrepermet d'ob-

tenir une carte de toute surface à courbure constante positive
dans laquelle les géodésiques sont représentées par des cercles

normaux à un cercle fixe dont le rayon est iiyias: inaire.

Si l'on désigne par x et r les coordonnées du point de la carte

par rapport à des axes rectangulaires dont l'origine est en O, au

centre du cercle fondamental, l'élément linéaire de la sphère se

déterminera sans difficulté; on trouvera

(ao) ds^ = =-

{x- -i- y- -r- a-)^

Supposons maintenant que l'on change a en ai : la courbure de

la surface deviendra négative et égale à —^; l'expression précé-

dente de l'élément linéaire se transformera dans la suivante

(^0 "* = r^ 5 T^j

qui conviendra aux surfaces à courbure négative. Le cercle fonda-

mental (K) deviendra réel, et les géodésiques seront représentées

par les cercles orthogonaux à ce cercle réel. Les cercles géodé-

siques de la surface seront représentés encore par des cercles,

et la formule (49)j on l'on changera a en ai, nous donnera, en né-

gligeant un signe,

(52) COSO = — .
'

?

Ainsi la courbure géodésique - de tout cercle de la surface sera

une fonction, déterminée par l'équation précédente, de l'angle 'i

sous lequel le cercle qui le représente sur la carte coupe le cercle

fondamental (K).

Il suffira maintenant d'appliquer à la représentation précédente

une inversion qui transforme le cercle (K.) en une droite pour re-

trouver toutes les propriétés que nous avons étudiées au début de

ce Chapitre.
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799. Dans ses études sur la géométrie des surfaces à courbure

constante, M. Beltrami a employé une autre représentation dont

nous avons déjà dit quelques mots (n"^ 599 et 607) et dans laquelle

les géodésiques sont représentées par des droites. On peut très

simplement la rattacher aux. précédentes.

Considérons d'abord les surfaces à courbure positive. Si l'on ef-

fectue une projection de la sphère sur un plan en prenant pour

point de vue le centre de la sphère, on réalisera une représenta-

tion de cette surface qui cessera à la vérité d'être conforme, mais

dans laquelle les géodésiques seront représentées par des lignes

droites indéfinies.

Désignons par x,y et par X, Y les coordonnées des deux points

qui sont respectivement la projection sléréographique et la pro-

jection centrale du même point de la sphère; un calcul facile don-

nera les relations

(53) <,

•"

(54)
y.ay

j
a Y

«X

Y y= /,.„—^,'-t-r'— «' r /X2+Y2+I — l'

qui permettent de passer de l'une à l'autre de ces deux projec-

tions. On en déduit, en particulier, que l'élément linéaire de toute

surface à courbure constante -^, donné parla formule (5o), le sera

aussi par la suivante

(55) ds-^ = a^- _^___^_ ,

ce qui est pleinement d'accord avec les formules du n" 599.

800. On obtiendrait immédiatement le résultat analogue relatif

aux surfaces à courbure négative en changeant, dans la formule

précédente, a, X, Y en ai, X/, Yi; mais on peut opérer directe-

ment et sans passer par les imaginaires, de la manière suivante,

qui a été indiquée dans un cas particulier par M. Blanchi.

Reprenons, pour fixer les idées, la première représentation con-

forme, dans laquelle les géodésiques ont pour images des cercles

orthogonaux à l'axe des û:., la partie réelle de la surface étant re-

présentée sur le demi-plan situé au-dessus de l'axe des x. Si l'on
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effectue une inversion dont le pôle soit un point quelconque A de

l'espace, le plan de la représentation se transformera en une

sphère (-) passant par A. l'axe des x en un cercle (K) passant

également en A, et le demi-plan supérieur se projettera sur l'une

des deux calottes dans lesquelles le cercle (K) partage la sphère

(S). Quant aux cercles qui représentaient les géodésiques, ils se

transformeront en des cercles normaux au cercle (^K-). Nous avons

ainsi une représentation géographique de la partie réelle de la sur-

face sur l'une des calottes sphériques limitées par le cercle ( K), les

géodésiques étant figurées par des cercles normaux au cercle (K).

Les plans de ces cercles passeront donc par le pôle P du plan

du cercle (K) et, par suite, si l'on effectue, de ce point comme
centre, une projection sur un plan quelconque, on obtiendra une

représentation de la surface dans laquelle les géodésiques auront

pour images des lignes droites. La portion de la sphère qui repré-

sentait la partie réelle de la surface se projettera tout entière sur

la partie du plan située à l'intérieur d'une conique (C) qui sera la

perspective du cercle (K). Les cercles de la sphère, qui représen-

taient les cercles géodésiques delà surface, se projetteront suivant

des coniques doublement tangentes à la conique (C).

Soient M, M' deux points de la sphère (S), servant de représen-

tation à deux points m, m' de la surface. Désignons par Q et Q' les

deux points où le cercle (R) est coupé par le cercle (D) qui lui

est normal et qui contient M, M'. Ce cercle représente la géodé-

sique mm', et nous avons vu que la distance m/?i' était définie par

l'équation

mm' = alogR(M, M', Q, Q'),

le symbole R désignant, comme précédemment, le rapport anhar-

monique des quatre points M, M', Q, Q'.

Joignons ces quatre points au pôle P du plan du cercle (K); les

droites PQ, PQ' seront tangentes à la sphère. Le lecteur établira

aisément que le rapport enharmonique R(M. M', Q, Q') est la ra-

cine carrée du rapport anharmonique formé avec les quatre

droites PM, PM', PQ, PQ', c'est-à-dire avec les points a, 'x qui

sont, dans la projection centrale, les projections de M, M' et les

points «7, q' où la droite ua' coupe la conique (C) {fig. 78). xNous

pouvons donc énoncer le résultat suivant :

D. — III. 27
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Dans la représentation, due à M. Beltrami, des surfaces à cour-

bure constante négative, la partie réelle de la surface est repré-

sentée par les points du plan situés à l'intérieur d'une conique (C);

les points de la conique correspondent à des points à l'infini de

la surface. Les géodésiques sont représentées par des droites, les

cercles géodésiques par des coniques doublement tangentes à (C).

La distance de deux points représentés sur la carte par les points

<x et [jl' est égale à - logR, R étant le logarithme du rapport anhar-

monique formé par les points [x, [x' et les deux points q^ q' où la

droite [xa' coupe la conique (C).

Fis. ^8.

801. Pour trouver d'une manière simple les formules qui per-

mettent de passer de la représentation étudiée au début de ce

Chapitre à celle de M. Beltrami, nous supposerons que l'on ait

choisi le point A dans le plan (II) passant par l'axe des x et per-

pendiculaire au plan de la carte. La partie supérieure du plan

de la carte se projettera cette fois suivant un hémisphère de (S),

et il suffira ensuite de projeter orthogonalement les points de cet

hémisphère sur le plan (II) pour obtenir la représentation de

M. Beltrami.

Soient X el y les coordonnées d'un point dans la carte primitive

et soient X, Z les coordonnées du point correspondant dans la

représentation de M. Beltrami. Le lecteur établira aisément les re-
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lations suivantes

^
i — L \ X-— V-— I

qui permettenl de passer de Tune à l'autre de ces représentations.

On en déduit, pour l'élément linéaire donné par la formule (5i),

l'expression nouvelle

( 58 )
ds^ = a --^^-^— ,

qui concorde entièrement avec la formule donnée au n° o99.
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CHAPITRE XII.

LES TRAîf^FORMATIOAS DES SURFACES A COURBURE CONSTANTE.

Résumé des résultats obtenus dans les Chapitres précédents. — Méthode de trans-

formation de M. Bianchi, complétée par M. Lie. — Théorèmes énoncés en 1870

par M. Ribaucour; leur démonstration par la Géométrie. — Conséquences et

applications de la méthode de M. Bianchi ; on suppose la surface initiale rap-

portée à ses lignes de courbure. — Système de deux relations du premier ordre

entre deux solutions de l'équation aux dérivées partielles du second ordre dont

dépend la rcchei-che des surfaces à courbure constante. — Système orthogonal

de M. Ribaucour. — Transformation de .M. Backlund. — Propriétés relatives à

la conservation des lignes de courbure. — Les transformations précédentes

rattachées à des transformations beaucoup plus générales des équations aux

dérivées partielles du second ordre.

802. Les résultats ([ue nous avons obtenus dans les (Chapitres

précédents et dont nous allons ("aire usage peuvent être résumés

de la manière suivante :

i" L'élément linéaire d'une surface (S) à courbure constante

négative j^peut, d'une infinité de manières, être ramené à la

forme

(i) ds- = a-{du--i~ c-"^dv^-).

11 suffit de prendre pour les lignes de paramètre v les géodésiques

qui vont concourir en un point à l'infini de la surface. Lorsque l'on

sait déterminer les géodésiques de la surface, on peut, sans au-

cune quadrature, ramener son élément linéaire à la forme (i); et,

lorsqu'on a obtenu cette forme avec un système de variables u, r,

on la conservera avec tous les systèmes de variables u! , r' définis

par les formules

(2) e-«'

=

où a désigne une constante quelconque (n" 796).
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2° L'élément linéaire de la surface (S) étant ramené à la forme

(i), les tangentes aux géodésiques de paramètre v sont aussi tan-

gentes à une deuxième surface (S,), lieu des centres de courbure

géodésique des courbes u = const. ; et elles sont normales à une

surface (S) dont la développée se composera, par conséquent, des

deux nappes (S) et (S,). Désignons par M, M, et a les trois

points en ligne droite qui se correspondent sur (S), (S|) et (S);

on aura

(3) MMi = flr, M;ji = ««.

Si X, y, z désignent les coordonnées de M relatives à des axes Gxes,

celles de M| seront déterminées par les formules

dx Oy àz

et celles de a par les suivantes :

dx ày dz

du ' ' au
- du(5) Xi=x-u^, y,= y-u-^, :..= z.-u

Si Ton pose (n"' 749 et 781 )

(6) e'^iqdu -r- q^dv) — dv\

q et ^, désignant les rotations du trlèdre (T) relatif au point M
de (S), l élément linéaire de (S,) aura pour expression

(7) rf^f = a2(rfai-^e-î''rf^'î),

de sorte que (S, ) aura, comme (Si, sa courbure constante et égale

I

a-

Quant à la surface (I), comme ses deux rayons de courbure

principaux M ;JL, M,;jl ont pour valeurs au ^l aiii— i), ce sera une

surface W pour laquelle la relation entre les rayons de courbure

sera

(8) R-R'=«.

Réciproquement, toute surface pour laquelle les rayons de cour-

bure seront liés par cette relation sera telle que les deux nappes
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de sa développée auront même courbure constanle —-• Celle

proposition, qui a été démontrée au n" 781, résulte aussi immé-

diatement des formules (lo) du Tableau VII [p. 34o], qui font

connaître la courbure des deux nappes de la développée.

3" Il résulte enfin des propositions données aux n"^ 7o7 et 76^

que les surfaces (S) et (Si) se correspondent, point par point, de

telle manière que les lignes de courbure et les lignes asjmptotiques

soient des lignes homologues.

803. D'après cela, supposons que l'on connaisse une surface (S),

à courbure -, dont on puisse déterminer les géodésiques. Si

l'on construit toutes celles de ces lignes qui passent par un même
point à l'infini et si on leur mène des tangentes, ces droites seront

aussi tangentes à une nouvelle surface (S,) que l'on déterminera

évidemment sans aucune intégration, par exemple à l'aide des

formules (4). Cette surface (S, ) aura sa courbure constante et

égale à celle de (S)^ de sorte que l'on pourra ainsi déduire de toute

surface (S) dont les géodésiques seront connues une infinité de

surfaces (S,), qui dépendront d'un paramètre arbitraire. Cette re-

marque fondamentale est due à M. Bianchi et a été faite dans les

travaux cités plus haut [p. 38-]. M. Bianchi a ajouté que, si l'on

peut déterminer les géodésiques sur les surfaces (S, ), on en déduira

une double infinité de surfaces nouvelles (So), puis de celles-ci des

surfaces (S3), et ainsi de suite, indéfiniment. L'a|>plication de la

méthode exigera seulement que Ton connaisse les géodésiques des

surfaces successives (S^ ), (So), (S3)

Or, en étudiant la méthode précédente, M. Lie a montré que,

pour cliacune des surfaces obtenues, la détermination des géo-

désiques dépend exclusivement d^ une quadrature . Il suffira

évidemment d'établir ce résultat pour les surfaces (Si), considérées

comme dérivant de (S). On poum^ait le ratlacher à la proposition

générale démontrée au n" 7(34; mais il vaut mieux le démontrer

directement de la manière suivante.

Supposons l'élément linéaire de (S) ramené à la forme (i). La

surface (S,) étant déterminée par les formules (4), on pourra cal-

culer son élément linéaire ds^^ que l'on exprimera en «, (', du^ dw
Mais, par hypothèse, cet élément linéaire doit pouvoir se ramener
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à la forme (7) qui donne

(9) ch' = — ^^ds-i—a^-du^.

Portanl la valeur obtenue de dst dans cette formule, on obtiendra
une expression de di^' de la forme suivante :

dv'= Pdu-^qdi^.

Lne simple quadrature fera ensuite connaître v': elle permettra
de ramener rélément linéaire de (S,) à la forme (7) ou à la

forme (i), en changeant le signe de u; alors, d'après les résultats

du Chapitre précédent, on pourra obtenir toutes les géodésiques

sans nouvelle intégration. Ainsi se trouve établie la remarque
essentielle que nous devons à M. Lie.

On voit que l'application de la méthode de M. Bianchi exigera

seulement une série de quadratures
; et elle introduira autant de con-

stantes qu'on le voudra, une à chaque opération. ?sous laissons de

côté, pour le moment, la question de savoir si ces constantes sont

réellement distinctes.

804. C'est en 1879, nous l'avons dit, que M. Bianchi a fait

connaître sa méthode, presque immédiatement complétée par

M. Lie; mais, il est juste de le remarquer, les propositions géo-

métriques sur lesquelles s'appuyait M. Bianchi étaient virtuel-

lement connues et avaient été énoncées en 1870 sous une autre

forme par M. Ribaucour.

Dans une Note que nous avons déjà citée [p. 352], M. Ribaucour

fait connaître en effet le théorème suivant, déjà démontré en partie

au n" 762.

Etant donnée une surface (S) à courbure constante —^> les

cercles (C), de rayon a, décrits dans les différents plans tan-

gents de la surface, des points de contact de ces plans comme
centres, sont normaux à une famille de surfaces (S,).

Toutes ces surfaces (S,) ont aussi leur courbure constante et

égale à celles de (S).

M. Ribaucour s'est contenté d'énoncer cette proposition, sans en

poursuivre les conséquences; mais, il est aisé de le reconnaître, les
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surfaces (S,) qui figurent dans la proposition précédente sont

identiques à celle qu'une première application de la méthode de

M. Bianchi ferait dériver de la surface (S). Si l'on conserve en

effet toutes les notations des numéros précédents, on voit immé-

diatement que le cercle (C) de centre M et de rajon a = MM,,
décrit dans le plan tangent de (S), sera orthogonal en M, à la sur-

face que nous avons désignée par (S,).

Ajoutons toutefois que la méthode de M. Ribaucour met en

évidence un résultat très intéressant et que M. Bianchi a depuis

généralisé dans une série de Mémoires élégants : Toutes les sur-

faces (S() normales aux cercles (C) constituent V une des

familles d^ un système triple orthogonal. Cela résulte immé-

diatement de la proposition relative aux systèmes cycliques établie

au n° 477.

11 ne sera pas inutile de démontrer géométriquementle théorème

de M. Ribaucour. Nous ferons d'abord la remarque suivante.

Considérons une sphère variable dont le centre décrive une

courbe et dont le ra_)on soit une fonction donnée delà position du

centre sur la courbe. Elle enveloppera une surface qu'elle tou-

chera suivant un cercle ; et, à chaque instant, la distance/» du plan

de ce cercle au centre de la sphère sera définie, en grandeur et

en signe, par la formule

(10) P— ^-ds'

R étant le ra^'on de la sphère et s l'arc de la courbe décrite par le

centre. Il résulte de cette formule que le plan de contact ne

changera pas si Von augmente d^ine quantité constante le

carré du rayon.

D'après cela, considérons une surface quelconque (S), et soit (K)

l'une de ses lignes de courbure ; les centres de courbure principaux

associés à cette ligne de courbure formeront une ligne (D) qui

sera à la fois une développée de (K) et une ligne géodésique de

celle des nappes de la développée de (S) sur laquelle elle est tracée.

Si une sphère variable (U), ayant son centre en un point m de (D),

touche la surface au point correspondant M de (K.), le plan de

contact de cette sphère avec son enveloppe sera le plan tangent

en M à (S). C'est là une propriété des développantes qui résulte
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d'ailleurs de la formule (lo). Si donc on augmente de la conslanle

a- le carré du rajon de(U), on obtiendra une nou\ elle sphère (U')

qui coupera le plan langenl en M suivant un cercle (C) de ravon a

{fg- 79), et l'enveloppe de la sphère (L') sera, d'après la remarque

précédente, engendrée parles positions successives du cercle (C).

On peut donc énoncer le théorème général suivant :

Les cercles (C) de rayon constant «, décrits dans les diJJ'é-

rents plans tangents dUine surface (S), des points de contact

comme centres, peinent être distribués de deux manières dif-

férentes sur des surfaces enveloppes de sphères. Tous les cercles

ayant leur centre sur une même ligne de courbure (K) engen-

drent une enveloppe de sphères et les normales à cette enveloppe

en tous les points de lun des cercles vont concourir au centre

de courbure correspondant.

Soit {fig. 79) (C) l'un des cercles, de centre M. Suivant que

Ion fera décrire au point M Tune ou l'autre des lignes de cour-

bure qui se Croisent en ce point, on obtiendra les deux enveloppes

de sphères auxquelles appartient le cercle (C). Les normales à

ces enveloppes en un point quelconque M| du cercle sont les

droites M| m. M, /w' qui joignent ce point aux deux centres de

courbure principaux m et m'

.

Cela posé, supposons que la surface ait sa courbure constante

et égale à ^; m et m' seront de part et d'autre de M et l'on

aura

MÂÏ; = Mm'x Mm.

Par suite, les droites M, /w', M, m seront perpendiculaires; les deux

enveloppes de sphères qui contiennent le cercle (C) se coupe-

ront à angle droit, et d'ailleurs le cercle (C) sera une ligne de

courbure commune à ces deux surfaces. Or on sait que, lorsque

les surfaces appartenant à deux familles distinctes se coupent à

angle droit et suivant une ligne de courbure commune, elles sont

orthogonales, les unes et les autres, à une troisième famille de sur-

faces (n''441). Il y aura donc ici une famille de surfaces (S,)

orthogonales aux deux premières, éest-à-dire aux cercles (G).

D'ailleurs, ces surfaces auront aussi leur courbure constante et

;UFI7BRSIT7]
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égale à — — ; car, si M, désigne le point où l'une d'elles (S,) est

normale au cercle (G), il est clair que la droite MM, sera normale

à une surface W pour laquelle la différence des rayons de cour-

bure sera égale à a. Les deux nappes (S) et (S< ) de la développée

de cette surface auront donc une courbure constante et égale

à :, On peut encore invoquer, pour établir ce dernier ré-

sultat, le raisonnement du n" 780.

La proposition de M. Ribaucour est ainsi entièrement démontrée.

805. Nous allons maintenant étudier analjliquement les consé-

quences et les applications de la méthode de M. Bianchi. Gomme
les lignes de courbure de toute surface W se déterminent par des

quadratures (n° 76i), nous pouvons supposer que la surface ini-

tiale à courbure constante (S) ait été rapportée à ses lignes de

courbure. Pour simplifier les calculs, nous admettrons que la

courbure soit égale à — i ; s'il en était autrement, on pourrait sub-

stituer à (S) une surface semblable.

Soit

(il) «fs- = cos2 w (:/«<2_)_ sin^w «i?^'^

la formule qui détermine l'élément linéaire. Nous avons vu (n"772)

que l'on peut prendre, en conservant toutes les notations du Ta-
bleau V,

(12)

Le point correspondant M, de la surface (S,) {fig- 79) aura pour

coordonnées relativement au trièdre (T) du point M
cosO, sinO, o.

Les projections de son déplacement sur les axes de ce trièdre se-

ront, par suite,

'

• /•, 7A 7 / d^ 7 àoi , \ . ,- sin (j (5f -f- cos w du — -— du -+- —- « p sin 0.
\dv du 1

'

( 1 3 ) { . [ dM , dbi '\ .

cosO rtO H- sin w dv -\- -— du -\- --- dv cos 6,
\ a(' Ou )

costo siiiO f/c — sin co cosO <-/«.

A = /?! = COSO),
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Pour que ce point M, décrive une surface normale au cercle, il

faut que son déplacement soit toujours normal àla tangenleen M,
au cercle (C), dont les cosinus directeurs sont

— sinO, cosO, o.

Exprimant cette condition, on trouve

"^ -+ ^— au -4- -— dv — sin 6 co? to dit — sin w cos 6 dv — o.

En égalant à zéro les coefficients de du, di\ on sera conduit au
système suivant de deux équations

' d^i di.)

[ -^ -r- -r— = coswsinO,
\ ou ov

i 0% dto

l
r~ -i- -r- — — sin oi cosO,

', dv du

que devra vérifier h. 11 est aisé de voir qu'elles sont compatibles;

car l'élimination de 0, que l'on effectue en prenant la dérivée de
la première équation par rapport à v et celle de la seconde par

rapport à u, conduit à la condition

{ij) -r-^ T^ = sinto cosw.
du- dv-

qui est vérifiée par la valeur de co (n° 772 ).

Donc, comme nous le savions déjà, l'intégration des deux équa-

tions simultanées (i4) donnera une solution h contenant une

constante arbitraire, c'est-à-dire une infinité de surfaces (S, ). On
peut compléter comme il suit ce premier résultat.

Les courbes de (S) qui sont normales aux rayons MM, doivent

être, nous le savons, parallèles les unes aux autres. On obtient ai-

sément l'équation différentielle de ces courbes, qui est

(i6) cosoj cos6 rfa -t- sino) sinO 6^p = o.

Mais, comme elles sont parallèles, il doit exister un facteur k qui

transforme le premier membre en la différentielle exacte d'une

fonction o satisfaisant à l'équation

(17 ». A9 = I.
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Soit

k cos w cos (J = —i , /i sin (0 sin = -p- :

Ou ov

en exprimant ]a condition (17), on trouvera

A 2 r-_ I .

Oa peut donc prendre Â= I et le premier membre de l'équa-

tion (16) sera nécessairement une diflerentielle exacte. C'est ce

(pie l'on peut aisément vérifier en faisant usage des équations (i4)-

Posons donc

(18) di. — — cos w cosO cla — sin w siii dv.

On aura, pour la surface (S),

(19) ds-— (T?a2 — ( cos o) sin du — sin w cos dv )"-.

Les théorèmes déjà démontrés nous conduisent aisément à recon-

naître que l'on peut déterminer une fonction [3 par l'équation

(20) e-a(cosa> sinO du — sinw cosO dv) = r/^,

de sorte que l'on trouvera pour l'élément linéaire de (S) l'expres-

sion

(21) ds''-= dx''--\- e-^'^d'^"'.

Les lignes j3 = const. sont les géodésiques tangentes aux ravons

MM,. Ce résultat est en parfait accord avec ceux que nous avons

obtenus en premier lieu.

Examinons maintenant ce qui concerne la surlace (S,) : si l'on

lient compte des formules (i4)j ^es projections du déplacement

de M, deviennent

/ cosO(cosaj cosO du -- sin w sin dv)^

(22) < sin O(cosw cosO (5f« -+- sinco sinO f/p),

l cos w sin <r/(^ — sin cocos 0<f«.

On en déduit, pour l'élément linéaire de (S,), la double expres-

sion

(23) <:/5|= cos2 0f/?(2-^sin2 0<ip2

et

(24) f/s'f = t/a^-f- (cosw sin9 c^ç- — sin 10 cosO rfw)2.



LES TRANSFORMATIONS. 429

Ici encore, il est aisé de vérifier que l'on peut poser

(25) e^(cosa> sinO rfr — sin w ces 6 du) = </-,'•

Nous aurons alors

(26) ds'\ = (11- -r- e--^ d-;-
;

et cette expression montre que (Si) aura aussi sa courbure totale

égale à — I .

806. Pour compléter ces vérifications, remarquons que h peut

être considérée comme une fonction de it, r et de la constante ar-

bitraire introduite par l'intégration, constante que nous appelle-

rons (V. Alors II, r, (v sont de véritables coordonnées curvilignes

propres à définir tout point de l'espace. Les surfaces ii = consl.

ou V = const. seront engendrées par les cercles ( C) dont les centres

décrivent une ligne de courbure de paramètre u ou de paramètre r;

quant aux surfaces «\" ::= const., ce seront les diflférentes surfaces

(S|) normales aux cercles (G).

Si nous tenons compte de cette nouvelle variable »•, il faudra,

dans les formules (i3), substittier à clH

-r— du -+- —- a^ H dw,
ou av Oiv

et les projections dil déplacement du point M, deviendront

dTv

(27) / . . à(i ,
'

i sin 6(cosa) cos6 rfM-(- sin w sinO f/r ) -^ cosO ^;— an
' ^ ow

\ cosa> sin9fl?f — s'inixi co^'i du.

Par suite, l'élément linéaire décrit par le point M de l'espace

sera défini par la formule

(28) ds-= cos^^ du- -~^in^-Odi- -h (j^) d»'^,

obtenue en ajoutant les carrés des trois expressions précédentes.

Cette forme révèle un svstème triple orthogonal dont l'une des

familles est formée par les surfaces (S,) («v = const. ); et nous

vovons de plus que, pour chaque surface (S,), les lignes de cour-
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bure, qui se It'ouvent nécessaii^einent sur les surfaces a z=z const.,

ou V = const., correspondent aux lignes de courbure de la surface

initiale (S). Nous retrouvons ainsi toutes les propositions que

nous avions obtenues directement.

807. Voici encore quelques conséquences des résultats précé-

dents.

Puisque, d'après ce qui a été démontré plus haut, etaussi d'après

les formules (22), les droites M, m, M, m' sont les tangentes princi-

pales de (S,) {fig- 79), il faudra, la relation entre (S) et (S,)

l'ig- 79-'

étant réciproque, que les centres de courbure /i, 11 de(S( ) en M,

soient sur les tangentes principales de (S) en M. C'est ce que l'on

vérifie aisément de la manière suivante.

Les coordonnées relatives du point /i, par exemple, sont

o,
sinÔ

Les projections du déplacement de ce point seront donc

1 cos Où du —

(29) \

SHiO \dv
- dv

; ,ou /

sin w dv ^-^ au,
sin^O

sinO
dv.
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Lliminons les dérivées de to à Taide des équations (i4)- Nous
trouverons les expressions réduites

. . , c/O . , cotO ,. cosw ,

cotO sinu) «i^ -i—^-T. > sinoidv -.—r"0, —.—-av.
sind sinO smO

On voit ainsi que, si Ton se déplace sur la ligne de courbure

ç = const., le déplacement du point n est bien tangent à la nor-

male de (S,). De plus, si l'on fait la somme des carrés des trois

déplacements précédents, on obtient l'élément linéaire de la sur-

face décrite par le point n sous la forme suivante

(3o) ds*- ={d col fi y 'i-(i^coti%)dv^,

équivalente à celle que nous avons obtenue au n" 777.

Nous remarquerons encore que Ton peut transformer la formule

(28) en y introduisant les variables déjà employées a et ^3,

( 3 1 )
a = , 1 = ,

->.
>.

à la place de u et de c. On obtient ainsi l'expression suivante

(32) ds'=(^Ydwi-T-dx^--:-d'^^-^'2Cos'i(^doid'i

de l'élément linéaire de l'espace. On voit ainsi que les surfaces de

paramètre a ou |î coupent à angle droit les surfaces (S,) suivant

des lignes qui sont géodésiques pour les surfaces de paramètre a

ou ^ et qui sont, par suite, asymptoliques si on les considère

comme tracées sur les surfaces (S, ).

808. Les propriétés géométriques sont si nombreuses dans la

théorie que nous venons d'exposer qu'elles y introduisent peut-

être quelque confusion. Il ne sera donc pas inutile de montrer que

l'on peut obtenir tout ce qu'il y a d'essentiel dans les résultats

précédents en se plaçant à un point de vue exclusivement analy-

tique.

Reprenons le système (i4)

/ d3 dM . „
l h — = «m cosu,
] du dv

^^^^ ]-M do> „ .

f
— H =— cosOsinw,

V àv ou
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et considérons-le indépendamment de son origine. Mais aupara-

vant, substituons aux variables indépendantes u et v les variables a

et ^i définies par les formules (3i). On trouvera aisément

et cette forme est peut-être encore plus simple que la précédente.

Gela posé, considérons le système

— -+- - = a sin(0 — w;,
} 001. dx

qui comprend comme cas particulier le précédent. Si nous prenons

la dérivée de la première équation par rapport à [^ et celle de la se-

conde par rapport à a, nous trouverons

()2 ( -H W ) X • / fi X= rtO cos((J — w)sin(0 + w),

()2(0 — w) = «6 cos(0 -r- co) sin(0 —• to);

d'oi^i l'on déduit, en ajoutant et retranchant successivement,

(36) -^—r^ = «6 sinO cosO, -r—rrr = «6 sinto cosw.

On voit donc que ô et w seront des solutions particulières de l'é-

quation

r)' <î

(37) -T—,„ = «6 sin 12 cosii,
ax (9(3

qui devient identique à l'équation proposée (i5) si l'on y suppose

(38) «6 = 1,

ce qui ne restreint pas la généralité.

Cela posé, supposons que l'on connaisse une solution quelconque

(0, de l'équation (3^) : portons-la dans les équations (35), qui

peuvent être regardées comme deux équations simultanées de Rie-
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cati en tang-- t.es deux équations, étant compatibles, fourniront

pour 9 une valeur Qi qui contiendra une constante arbitraire et qui,

en vertu de la première des relations (36), sera une solution nou-

velle de l'équation aux dérivées partielles (Sj). Substituons main-
tenant cette valeur de B, dans le système des équations (35), où lo

sera regardée comme 1 inconnue. Ces équations, qui seront évi-

demment compatibles, donneront pour w une solution nouvelle de

l'équation (3-) Woi qui contiendra une nouvelle constante arbi-

traire ; mais, comme elles admettent déjà la solution w = co,, leur

solution générale coa s'obtiendra par de simples quadratures (n" 50).

Opérant avec cog comme on l'a fait avec la solution primitive w, , et

poursuivant l'application de la méthode, on formera une suite indé-

finie de solutions de l'équation (Sj). Le développement des calculs,

que nous réservons pour le Chapitre suivant, montrera que chaque

nouvelle opération exige seulement une quadrature nouvelle.

Le s3'stème (35) est un peu plus général que le système ana-

logue (34), équivalent au système (i4) étudié dans les numéros pré-

cédents. Mais il s'y ramène immédiatement si l'on effectue la sub-

stitution définie par les formules

substitution qui équivaut à la transformation de M. Lie (n° 774)

si l'on tient compte de la relation (38) entre a et b. Au reste,

nous allons retrouver le système (35) dans l'étude d'une question

de Géométrie qui se rattache naturellement à celles qui ont trouvé

place dans ce Chapitre.

809. Étant donnée une surface à courbure constante (S), traçons,

dans chaque plan tangent et du point de contact comme centre,

un cercle (C ) de ravon constant m. Soit M, un point de ce cercle,

dont les coordonnées relatives seront

«icosO, /?isinO, G.

Les projections du déplacement de ce point sur les trois axes du

trièdre (T) relatif au point M de la surface seront

1 cos u) du m sin 6 ( rfO — —au— — dv
j ,

^^9^
\ sintù dv —m cos^fd^— -P du -^ -^dA,
i \ ôv ou J

\
m(sin6cosu>rfp — sinto cosOrfa).

D— III. *«
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Dans la transformation de M. Bianchi, le point M, devait décrire

une surface (Sj) tangente à MM, ; et, de plus, les plans tangents

en M et M, à (S) et à (S,) devaient être rectangulaires. Gardons

la première condition, mais généralisons la seconde en assu-

jettissant les deux plans tangents à se couper maintenant sous

un angle constant quelconque, suivant MM, . Nous exprimerons la

première condition de la manière suivante :

Projetons le déplacement du point M,, non sur les axes Mx et

M)' du trièdre (T), mais sur MM, el lu perpendiculaire MM2 à MM,
tracée dans le plan des xy {.fig- 80). Les projections nouvelles

du déplacement sur MM,, MMo et M^ seront

cosO costo du -I- sin sinto dv^

(4o) sin 6 cosco du + sinco cos6 dv

/?i(sinO cos w dv — sin w cosO du )

Fis. 80.

m ( d% -\- -— dv '-.—-- du
ou dv

Pour que la surface (S,) soit tangente à MM,, il faut qu'il existe

des valeurs de du, dv annulant les deux dernières projections, ce

qui donne la condition

lO cos(

I W COSO :- O,

m\ i

—

— \ — sinocosw sin
y \ùu dv ] J

r /^9 ^^\ • a1 •

-T- /n -;; 1- V— H- snito COSO sin

\_
\dv ou I J

que l'on peut remplacer par les deux suivantes

r)0 d^\ . . . . .

1- -.- = sin COSO) — A sinw cosu
au ov I

d^ à
(40

m\ ^- H—r— 1 = — sinoj cos 6 ~ 1 sin cosw,
àv du;
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OÙ /.désigne une arbitraire, introduite pour la commodité des cal-

culs. Les trois projections (4o) prennent alors la forme plus

simple
i sino) sin6 rfi' -f- cosw cosOrftt,

(42 1 \ X(costo sinO c/p — sino) cosO rfu),

( /n(cos(u sinO </p - sinto cos6 rfa).

Le rapport— des deux dernières donne évidemment la colan-

génie de l'angle jx du plan langent en M, à (S,) avec le plan des

xy, c'est-à-dire avec le plan tangent à (S) en M. Si nous imposons

la condition que cet angle soit constant, À devra être une con-

stante. Nous sommes ainsi conduits à l'étude du système (40'
où A devra être regardé comme constant.

Or, si nous introduisons à la place de u et de p les variables a et ^,

nous aurons le système

i :r -^ T- = sin(8 — w»,

qui est identique au système (35) où Ton ferait

I--X . i-X
m ni

Par suite, la relation (38) nous conduira ici à la condition

( 4 j) I = X-^- m*,

qui fera connaître À en fonction de m.

En tenant compte de la condition précédente, on trouvera pour

l'élément linéaire de (S() l'expression

(46) dsl = cos^-%du^-^sin^-^dv^.

Cette formule, toute semblable à celle que nous avons obtenue

dans le cas particulier où les plans tangents à (S) et à (S|) sont

rectangulaires, nous conduit à supposer que, dans le cas général où

ces plans tangents font un angle quelconque, les lignes de courbure

se correspondent encore sur (S) et sur (S,). C'est là un point

essentiel que le lecteur pourra vérifier en effectuant les calculs que

nous allons indiquer.
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Les cosinus directeurs, relatifs aux axes du trièdre (T) de la

normale à (Si) se déterminent sans peine. Les projections du

déplacement du point M, sur les axes de ce trièdre ont pour ex-

pressions

cosO(cos(jL) cosO -+- X sinco sinO) du -f- sinO(sinoj cosO — X costo sinO) i/ç',

cosO(cosai sinO — X cosw sinO) du -4- sinô(sinto sinO -h X cos w cosG) dv,

— ni sino) cosO du -!- m cosco sinO dv.

Si donc c, c\ c" désignent les cosinus directeurs de la normale,

on devra avoir

c(costo cosO-f-X sin w sinO) -^c'(cosw sinO— X sin w cosO) ^ c"m sinœ — o,

c(sinco cosO — X sinto cosO)-i- c'(siQuj sin6-f- X cosco cos6) -h c"m cosio = o,

ou, plus simplement,

c cos6 -i- c' sinO — o,

cX sinO — c'X cos6 — inc" = o.

Ces deux équations nous conduisent aux valeurs suivantes

c=msin6, c' =- — /?icosO, c"=X

des trois cosinus.

Par suite, les coordonnées d'un point P pris sur la normale à

(S,) auront pour expressions

37 = m(cosO -1- p sinO). _/ = 7?i(sinO ^ p cosO), ^ = Xp,

a désignant la distance du point au pied de la normale. Si Ton

suppose p constant, le point P décrira une surface (S) parallèle à

(S,) et dont on pourra calculer l'élément linéaire. En effet, les

projections du déplacement du point P sur les trois axes du trièdre

(T) sont

(cosw cosO -r- X sino) sinO)(cosO -+- p sinO) du

-f- (sino) cosô — X cosco sin0)(sin6 — p cosO) dv,

(cosco sinO — X sinco cosO)(cosO -t- p sinO) du

-+-
(
sin co sin -f- X cos co cos 0)(sinO — pcos6)^p,

— m sinto (cos 6 + p sin6) du h- /?i(sin6 — p cos 6) cosco dv,

et, par conséquent, l'élément linéaire de la surface (S), obtenu en

faisant la somme des carrés des trois projections précédentes,
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sera défini par la formule

<'47) ds"-— (sinO — pcose)2cfHS-^(cos6-4-psinO)îc?t;î,

d'où il résulte immédiatement que u et v sont les paramètres des

lignes de courbure de (S, ) et de toutes les surfaces parallèles (S).

En effet, les lignes de paramètres u et v sont orthogonales, non

seulement sur la surface (S|), mais aussi sur toutes les surfaces

(S); et l'on sait que les lignes de courbure de (S,) sont les seules

dont l'orthogonalité se conserve, dans le passage à la surface pa-

rallèle.

810. Mais, au lieu de poursuivre cette vérification, il vaut mieux

emplover la démonstration géométrique suivante, qui donnera

d'ailleurs des résultats plus complets.

Reprenons le trièdre, que nous désignerons par (T') {Jîg. 80)

formé par la normale M2 à (S) et par les droites MMj, MMo. Soit

de même (T', ) le trièdre analogue, de sommet M,, formé par la

normale en ce point à (S,), par M, M et une troisième droite per-

pendiculaire aux deux précédentes. Nous remarquerons d'abord

que ces deux Irièdres sont invariablement liés l'un à l'autre, puisque,

d'après nos hypothèses, la distance MM, est constante, ainsi que

l'angle des faces, appartenant aux deux trièdres, qui se coupent

suivant cette droite. Par suite, les deux trièdres prendront en

même temps les moinements infiniment petits qui se réduisent

à de simples rotations.

Ce point essentiel étant admis, remarquons que le premier

trièdre a son plan des xy tangent en M à la surface (S); par suite,

son déplacement infiniment petit se réduira à une rotation lorsque

son sommet M décrira une ligne de courbure de (S), et dans ce cas

seulement (n" 489). Le second trièdre (T',) est placé par rapport

à (S,) comme (T') Test par rapport à (S); par suite, lorsque M
décrira une ligne de courbure de (S), le mouvement du second

trièdre se réduisant à une rotation, le sommet M, de ce trièdre

décrira une ligne de courbure de (S,), et vice versa. Ainsi les

lignes de courbure se correspondent sur (S) et sur (S,).

A ce premier résultat on peut ajouter les suivants. Supposons

que le sommet M décrive une ligne de courbure de (S). Nous avons

vu au numéro cité que l'axe de la rotation infiniment petite à la-
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quelle se réduit le mouvement de (T') passe toujours par le centre

de courbure correspondant C et se trouve dans le plan principal

normal à la ligne de courbure ou, si l'on veut, taugent en G à la

nappe (G) de la développée de (S) décrite par ce point.

Gomme le mouvement de (T'J est identique à celui de (T'), l'axe

de rotation passera de même par le centre de courbure Gj de (S,)

relatif à la ligne de courbure décrite par M, et se trouvera dans

le plan tangent en G) à la nappe (Gi ) de la développée de (S| ) dé-

crite par le point G. De là résultent les relations géométriques

suivantes :

Soient d et D les centimes de courbure principaux relatifs au

point M de (S); G) et D, les centres de courbure correspondants

relatifs au point M< de (S) ). Lesplans tangents en G, D, G, , D,

aux quatre nappes des développées décrites par ces quatre

points sont respectivement les plans GDGi, GDD,, GD,G,,
DG,D,.

En d'autres termes, les plans principaux de chaque surface

vont passerpar les centres de courbure principaux de Vautre.

Le quadrilatère GDD,G, est tel que chacun de ses côtés est

tangent aux surfaces décrites par ses deux extrémités.

On peut dire aussi que les congruences engendrées par les

droites GGi ou DD) admettent comme focales les nappes (G),

{Çn) pour la première, et (D), {T)^) pour la seconde.

Ges relations avaient été déjà établies en partie, pour le cas de

l'angle droit, au n° 806.

811. G'est à M. Bàcklund que l'on doit la découverte delà trans-

formation que nous venons d'étudier ('). Malheureusement, elle

se ramène, comme nous l'avons déjà remarqué, à une combinaison

des deux transformations différentes que nous devons à M. Lie et

à M. Biancbi. M. Bàcklund en a rattaché l'étude à celle d'une

question très générale, dont nous allons dire quelques mots en ter-

minant ce Ghapitre.

(') Baecklund (A.-V.), Oin ytor med konstant negativ krokning {Lunds

Universitets Arsskri/t, t. XIX; i883). Le Mémoire est accompagné d'un ré-

sumé en français.
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(2) el (S') désignant deux surfaces distinctes, peut-on établir

une correspondance entre un point ]M(a:, i', z) de la première et

un point M'(ûc',y, z') de la seconde, de telle manière que quatre

relations données à l'avance

(48) Fi(x,y,z,p,q;x',y,z',p\q') = o (t = i,2, 3, 4),

soient vérifiées identiquement? p, q désignent, suivant l'usage,

les dérivées de z considérée comme fonction de x^ y et de même,

/>', q' celles de z' considérée comme fonction de x'
,
y' . II est aisé

de voir que, si une des surfaces est donnée, le problème sera, en

général, impossible. Supposons, par exemple, que ^' soit une fonc-

tion donnée de x' ,
y' . Si l'on élimine x' , y entre les quatre

équations précédentes, on sera conduit, en général, à deux équa-

tions aux dérivées partielles pour^; ces équations n'auront pas

nécessairement d'intégrale commune.

On peut encore remarquer que les équations précédentes peuvent

être considérées comme contenant quatre fonctions inconnues de x

et de 1', savoir ::;, x'
,
y' , z'. On pourrait même exprimer/)', q' en

fonction des dérivées premières de x',y', z' par rapport kx et ky.

Or quatre équations à quatre inconnues forment, en général, un

système déterminé. Donc z, considérée comme fonction de x. y,

devra satisfaire à une ou à plusieurs équations aux dérivées par-

tielles. Ce sont ces équations qu'il s'agit de former.

A cet effet, différentions les équations (48). Si Ton pose, pour

abréger,

(49^

/dFi\ dF,- dFi ôFi dFi

\ dx J dx ' dz dp àq

dFj_ ^dFj _dF,
dz ^ ' dp àq

on aura des relations delà forme

1 IdFA dFi àFi dFi dFi

\\-d-y)--dJ-^'^-'^'--^'^

:5o)

Ces équations permettent d'exprimer dx^ dy, dp , dq' en fonc-

tion linéaire de dx\ dy' et nous donnent, par exemple, un résultat
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de la forme suivante

ndp'r= Udx'-^Kdy,

N dg' ^- L dx'-T- M dy',

où H, K, L, M, N sont des fonctions linéaires de r, s, t, rt — s-.

Or on doit avoir évidemment

K=:L.

Sans cela, p' et q' ne seraient pas les dérivées d'une même fonc-

tion. Le calcul de R et de L n'offre d'ailleurs aucune difficulté et

nous conduit à la relation

(d¥i\ /dYi\ d¥i d¥i ,d¥i

\ dx J \ ày J dq dy' ^ dz'
\

[d¥j\ /ù¥j\ d¥j_ d¥^i ,dj^\ _
\dx) \dy) âp' dx' '^P dz'\'~'''

où chacun des membres doit être remplacé par le déterminant

formé avec les lignes que l'on obtient en donnant ailes valeurs i.

2, 3, 4- Le développement conduit à la condition suivante, qui a

été donnée par M. Bàcklund (^),

^5j) j

(i^)[F3F4]+ Ci3)[F4F2]--(i4)[F2F3]

( +(34)[F,F,]-f-(42)[FiF3] + (>3)[FiF4] = o.

On a posé, pour abréger,

Quant au symbole [F/Fyt], il désigne le crochet jacobicn

(53j

(rF.F,!- (d¥i d¥i\d¥k (d¥k
,

,OFA^F,-

)

^^^^'^^
\-dx' --P V£] ITp^

-
( d^ -^P Tz'-) -dp'

Ce 'premier point fondamental étant établi, il peut se présenter

deux cas distincts.

1° L'équation
( 5i), jointe au système (48), permet de déterminer

(') Baeckluxd, Zur Théorie der partielleii Differentialgleichung erster
Ordnung {Mathematische Annalen, t. XVII, p. 285; i88o ) et Zur Théorie der
Fiàchentransformationen (Même Recueil, t. XIX, p. 387; 1882).
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x'
^ y ^ ^'

1 p -,

q' en fonction de x^y, z-, p, </, /•, 5, t. S'il en est

ainsi, il restera seulement à exprimer que les valeurs trouvées véri-

fient identiquement la relation

(54) dz' = p'dx'-T-q'dy',

ce qui conduira, en général, à deux équations aux dérivées par-

tielles du troisième ordre pour z. Toute intégrale de ces deux

équations donnera une surface (2), à laquelle correspondra une

seule surface (S').

2° Supposons, au contraire, qu'en tirant, par exemple, du sys-

tème (48) les valeurs de x\ y,/?', ^et les portant dans l'équation

(5i), on obtienne une relation ne contenant plus z . Alors il res-

tera pour z une équation du second ordre seulement, linéaire par

rapport à r, 5, t, rt — s-. Mais, quand on aura trouvé une in-

tégrale de cette équation et, par suite, une surface (S), il lui cor-

respondra une infinité de surfaces (S'); car, si Ton porte dans l'é-

quation (54) les valeurs de />', q' ^ x', j', on sera conduit à une

équation aux différentielles totales

ds' = \{x, y, z'jdx— B{x, y, z) dy,

qui sera intégrable et donnera :^ avec une constante arbitraire.

812. M. Backlund a appliqué sa théorie au système suivant :

Fî = ;î — -'— /? (X — a:') — gr {y —y') = o,

j
Fj=;-^'—p'Ca-— x') — ^'(7— y) = o.

l Fi= l-r-pp — qq'—b s^'l-r-p-— q- s/l—p'-— q- = O.

(55)

Alors les deux points M, M' sont à une distance invariable a ;
les

deux plans tangents en M et en M' passent par la droite MM' et

font un angle constant. Cette relation entre les deux surfaces est

précisément celle que nous avons étudiée au n» 809. Mais, si l'on

forme ici l'équation (5i), elle exprimera que la courbure totale

de (S') est constante. En tenant compte de la symétrie des équa-

tions (55), on peut donc dire que la relation qu'elles expriment ne

peut exister qu'entre deux surfaces à courbure constante.

Nous n'insisterons pas sur cet exemple, parce que nous allons le
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généraliser. Considérons le système suivant

/ Fi --: (x — x'y-^ (y —yy-'r- (z — z'y— a^ = o,

/ r. X I

F2 -"-' — -s ~P (^'— ^) - q (/—j) — ba /i +yy-i -^g^ ^- o,

(56) /

1^3 ~ -2'— 2 — p\x'— a;) — q'{y—y) — b' a v^i -r-/>'2+ q'^ — o,

'4 — 1 -{- pp' V qq'— C \/i -- p--^- q''- s/ 1 4-/»'^+ ^'^ r= o,

OÙ a, b^ U ^ C désignent des constantes.

Alors la relation entre les deux surfaces sera telle que les deux

plans tangents en M, M' et la droite MM' formeront un système in-

variable ; les constantes h et h' seront les sinus des angles des deux

plans tangents avec MM'; c sera le cosinus de l'angle des deux

plans. On retrouve le cas particulier étudié par M. Bâcklund en

faisant h ^=- h' ^^ Oi.

Formons la condition (5i); mais, pour éviter les calculs, nous

supposerons, ce qui est évidemment permis, que l'on ait choisi

les axes coordonnés de telle manière que l'on ait, pour le point M
de (S),

Alors les rayons de courbure de (S) en M seront

R=l, R'=i.
r t

En calculant l'équation (5i), on trouvera

a^(i — b'-^rt — {r -\~ t)a{b — 6'c) -+- i — c- = o,

ou, en remplaçant /• et t par leurs expressions en fonction des

rayons de courbure,

(57) (i — c2)RIV— ^rH-R')a(6— 6'c)-^a2([_^,'2^ .=,0.

On se trouve ici dans le cas exceptionnel où z satisfait à une équa-

tion du second ordre. Si la relation précédente était identiquement

vérifiée, on aurait

c=dr[, b=:hb', b'^ — J.

La droite MM' serait une normale commune aux deux surfaces (S)

et (S'), qui seraient parallèles.

Ecartons cette solution, qui est bien connue; nous vovons que
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la surface (S) doit être une surface W pour laquelle la relation

entre les rayons de courbure sera donnée par l'équation (57). Par

raison de svmétrie, la surface (S') sera aussi une surface W' , cor-

respondante à la relation

(58) (I— c2>RiRi— (Ri— R'i)a(6'- ècj — a2(i— 6'-) =0

entre les rayons de courbure R,, R',

.

Au premier abord, il semble que les résultats précédents aient

une grande généralité; mais on peut remarquer que la relation,

telle que nous l'avons définie, entre (S) et (S') subsistera entre

deux surfaces quelconques respectivement parallèles à (I), (S'),

c'est-à-dire que, pour ces surfaces, les plans tangents aux points

correspondants et la droite qui joint leurs points de contact forme-

ront un système invariable.

D'après cela, supposons d'abord c-— i différent de zéro. Si nous

remplaçons les surfaces (2), (S') respectivement par les surfaces

parallèles pour lesquelles les relations (07) et (58) sont privées de

leurs seconds termes, ce qui est toujours possible (n" 771), on

f devra avoir, pour les nouvelles surfaces,

b — b'c = o, b'— bc—o
et. par suite,

b^b'=o.

Alors on retrouve le cas particulier étudié par M. Bàcklund; la

droite MM' est tangente aux deux surfaces, qui ont leurs cour-

bures constantes et égales.

Soit maintenant c-= i ; on obtiendra des surfaces pour lesquelles

les ravons de courbure auront une somme constante. Si on leur

substitue les surfaces minima qui leur sont parallèles, il viendra

b = — b'c —-^\,

mais la correspondance ainsi établie n'aura jamais lieu entre deux

surfaces réelles. Nous laisserons au lecteur le soin d'étudier toutes

les surfaces minima que l'on peut faire ainsi dériver d'une sur-

face minima donnée.

Le résultat essentiel de cette recherche est donc exprimé par le

théorème suivant :

Si deux surfaces se correspondent point par point, sans être
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parallèles, de telle manière que les deux plans tangents en ces

points et la droite quijoint lespoints de contactforment un sys-

tème invariable, elles sont, V une et Vautre, parallèles, soit à des

surfaces minima, soit à des surfaces pour lesquelles les cour-

hurçs totales sont constantes et cigales.

Nous ferons remarquer, en terminant, que le système (i4), à

l'étude duquel se ramène toute notre théorie, est compris comme
cas particulier dans le système général de M. Backlund, car on peut

l'écrire comme il suit

l -; !- T-, = sin cosco, u — u\
} ou ài>

'

( ^9 ) <

' dd dto „ .

T- H

—

7—, =•— cos6 sin o), V = v',
ov ou '

ce qui constitue bien quatre relations de la forme (48).
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CHAPITRE XIII.

DÉVELOPPEMEKTS ANALYTIQUES SE RATTACHAM'

AUX TRANSFORMATIONS PRÉCÉDENTES.

Délermination de surfaces particulières à courbure constante négative. — Rappel

des surfaces de révolution et des hélicoïdes. — Surfaces à lignes de courbure

planes ou sphériques daus un système. — Recherches de M. A. Enneper et de

M. H. Dobriner. — Comment on exprime qu'une surface rapportée à ses lignes

de courbure a ses lignes de courbure sphériques dans un système. — Applica-

tion aux surfaces à courbure constante négative. — Intégration des deux équa-

tions auxquelles doit satisfaire simultanément la fonction u qui se présente

dans l'élément linéaire de la surface rapportée à ses lignes de courbure. —
Propriété géométrique de la surface : les sphères qui contiennent les lignes de

première courbure ont leurs centres en ligne droite. — Cette propriété permet

de ramener à des quadratures la délermination des trois coordonnées d'un

point de la surface. — Comment on exprime qu'une surface a ses lignes de

courbure planes dans un système. — Application aux surfaces à courbure con-

stante; si les lignes de courbure sont planes dans un système, leurs plans pas-

sent par une droite et, par suite, les lignes de courbure de l'autre système

sont situées sur des sphères ayant leurs centres sur cette droite et coupant la

surface à angle droit. — Détermination effective de ces surfaces. — Dévelop-

pements analytiques sur les méthodes de transformation de MM. Blanchi, Lie

et Backlund. — On peut réduire l'application de ces méthodes à de simples

calculs algébriques précédés d'un certain nombre de quadratures. — Les deux

équations de Riccati qui se présentent dans cette théorie et qui contiennent un

paramètre arbitraire. — Véritable origine de ces équations et leur réduction

au système qui se présente dans lapplication de la méthode de M. Backlund.

— Théorème général résumant les résultats obtenus.

813. Nous terminerons nos études sur les surfaces à courbure

constante en indiquant les movens de déterminer quelques-unes

d'entre elles, c'est-à-dire en faisant l'application aux cas les plus

simples des méthodes précédentes de transformation.

Différents moyens s'offrent à nous pour trouver des solutions

particulières de l'équation

d-txj d-ixi

du*- dv^

D. — 111. 29

^ '
du*- dv^
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On peut supposer d'abord que w soit fonction d'une seule des

variables a ou v, ce qui conduit aux surfaces de révoludion déjà

étudiées dans la première Partie [n° 66, I, p. -9]. Supposons,

par exemple, q-ue w dépende de a seulement. L'intégration de

l'équation

->-—- = sinw costo

nous donnera

du)
=^'"^^ + «.

a désignant une constante quelconque, et nous conduira à des

fonctions elliptiques en général. Si, en particulier, la constante a

€st nulle, on pourra se borner à prendre

{i) lang-
9,

C'est l'expression qui convient à la snrîace pseudosphériqae. En
effet, la formule (11) [p. 4^6] nous donne ici, pour l'élément

linéaire de la surface, l'expression

(r f>iu \ 2 { plu

et il suffit de poser

2 6"

1 + e^

pour retrouver la formule déjà donnée [p. 394]»

<r/.92 = da"^ -+- e"-"-' dv'^,

'qui convient à la surface pseadosphériqae de rayon i rapportée

à ses lignes de courbure.

On pourrait obtenir d'autres solutions de l'équation (i) en sup-

iposant que (o dépende seulement de la fonction linéaire an + bv;

mais cette hypothèse, qui conduit aux hélicoïdes à courbure

constante, peut être laissée de côté. Les surfaces correspondantes

se déduisent, en effet, des surfaces de révolution par la transfor-

mation de M. Lie, indiquée au n" 774.

814. Pour obtenir d'autres surfaces à courbure constante, nous
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allons chercher, avec M. Enneper ('), celles dont les lignes de

courbure sont planes ou sphériques. Nous commencerons par le

cas le plus général, celui où les lignes de courbure sont sphé-

riques dans un seul système.

Supposons une surface rapportée à ses lignes de courbure et

conservons toutes les notations du Tableau V [II, p. 386]. Pour

exprimer que les lignes de courbure de paramètre u sont sphéri-

ques, nous raisonnerons comme il suit. Les coordonnées du centre

de la sphère qui contient cette courbe, prises par rapport aux

axes du trièdre mobile (T), sont

a'o, o, ^0»

j^o 6t ^0 étant évidemment des fonctions de u : car, si l'on désigne

par R le rajon de la sphère et par 7 l'angle sous lequel elle coupe

la surface, on doit avoir

(4) j-Q^RsinT, ^o = Rcos7;

et l'on sait, d'après le théorème de JoachimsthaK que t doit con-

server la même valeur en tous les points de la courbe, c'est-à-dire

être indépendant de v. Exprimons que le centre de la sphère,

c'est-à-dire le point (.Tq, o, z^)^ ne se déplace pas quand on se dé-

place sur la ligne de courbure. Nous aurons l'équation de condi-

tion

(5) C-i-rj^o —/>i^o = o.

par laquelle nous exprimons que la seule composante du dépla-

cement de ce centre qui ne soit pas identiquement nulle est égale

à zéro. Cette condition, qui est nécessaire, est d'ailleurs suffisante,

on le reconnaîtra aisément; car elle exprime que l'une des déve-

loppées de la ligne de courbure se réduit à un point, c'est-à-dire

que cette ligne de courbure est sphérique.

Dans le cas actuel, la condition (5) devient, en tenant compte

des valeurs (12) [p. 4^6] de C, /?), /"i,

(o) sinw-i-XoT— — -ocosci) = o.
ou

(') Enxeper (A.), Analytisch-geometrische Untersuchungen (Gàttinger

Nachrichten; 1868, p. 208-277 et 421-443)-
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Elle est de la forme

(7) 2— =ae"^-i-;3e-'^

a et [3 étant deux fonctions de a liées à Xq et ^o par les relations

(8) 2 5o = .ro(a-i- P), 2 = tiro(P — «)•

Il nous reste à déterminer la fonction o) qui satisfait à la fois

aux équations (7) et (1).

815. L'équation (^) fournit, par la différentiation, la dérivée

seconde de co,

(9) 4—^ = {('x.^e^^f^— p2e-2iM) _4_ 2a'e''w+ 2p'e-'«,

et l'équation (i) nous permet alors de calculer-, ^
• ^^ obtient ainsi

la valeur suivante

/_1^ .- i(^a^gii(ù_ 32g-2/w)_|_ jVc^fw — e-2'w)4- 2a'e'w -+ 9/d' e-'^^

= /(a- -+- i)e2(w — f(p2 _)_ i)e-2(w _}_ 2a' e'^ + a^'e-'".

Multiplions cette équation par 2 --> et intégrons par rapport a v
;

nous aurons

(10) 4 ( -^y = (a2 -f-i)e2jw + (^2 -4- i)<?-2(w _ 4ia'e'w _j_ 4 t^'g-'w + Gy,

V étant une nouvelle fonction de a introduite par l'intégration.

Nous avons maintenant les deux dérivées de lo; il ne reste plus

qu'à écrire la condition d'intégrabilité. En différentiant l'équation

précédente par rapport à u, on aura

dM d^
=:2rj(a2 + l)e2/w_t(S2-Mje-2/W4-2 3£'e''W-+-2p'e-'W]-^

-+- aaa'e^'w -+- 2 pp'e-2''w — 4 iy,"e^^ -f- 4 i'^"e-i'^ + G y'.

En différentiant de même l'équation (7) par rapport à i', on

trouverait
(^2(0 ., . „ . . d(a

2 , = f(ae'w_ 3e-/a)) .

Égalant les deux valeurs de y-^' nous sommes conduit à la
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relation

[
<( ï- — I ) e-'«^ -h t (?*-+-« ) e--^^ -i- 4 a' e'"— 4 ^' e-"^ ^- 6 y j] (a e'" — ^ e-'w

)

-H- 2 aa'gî'w -H 2 ^^'e-2'f^ — 4 ii." e'^ -i- 4 1 ^"e-'w -4- 67',

qui, simplifiée, devient

6y' -h 6a3' -f- 6^a' -i- e'«[— 4ta'-+- 2«^(a2 -4- i ) — 6aY*]

+ e-'«[ 4j7''— 2fa(^î-T-i)-f-6?Y*'] = o-

Si celte relation n'était pas identiquement vérifiée, elle déter-

minerait w qui serait une fonction de 11. Excluons cette hypothèse

qui conduit exclusivement aux surfaces de révolution. Nous aurons

Y'+?a'-4-a^'=o,

aa'— P(a--i-i) -1- 3aY = o,

a^'-aCSî+O-f-S^Y^^o-

La première équation s'intègre sans difficulté et donne

o 2a -M
Y -T- a,-' =— —r— >

a désignant une constante arbitraire. Les deux autres deviennent

alors

1 a =aa + 2a-pH >

(II)

(
^'^rtS 2x3-

et leur intégration est la principale difficulté du problème. Une

remarque très simple ouvre la voie qui conduit à leur solution.

816. Puisque les deux équations qui déterminent -^, -^ sont

telles que la condition d'intégrabilité est vérifiée; elles admettent

une solutions contenant une constante arbitraire. En particulier,

les fonctions co de m définies par l'équation

m-
satisferont à Téquation (7). Ainsi, les quatre valeurs de e"^, racines
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de l'équation

U = (a^-f- i)e'*'^— 4 ia'e3'w-t- GYe2'W-i- 4i3'e/w_j_ [32_^. j _ ^^

donneront des solutions particulières de l'équation ('j); et, comme
celte dernière se réduit à une équation de Riccali lorsque l'on

prend comme variable e'^ au lieu de oj, le rapport anliarnio-

nique des quatre racines dapolynômeU doit être une constante.

On sait que ce rapport est une fonction du quotient rr^' S et T

désignant les deux invariants, quadratique et cubique, de U. On
est donc conduit à calculer ces invariants

(12)
S =:(a2-+-I)(p2_^_,)_4a'p'+3Y^

T = Y(a24-i)(p2+i)-+-2Ya'p'— Y3_^_(a2H-i)p'2+(p2+i)a'2,

et l'on constate que non seulement -^rq, mais chacun des invariants

S et T, est constant en vertu des équations (i i). On obtient ainsi

deux intégrales premières de ces équations, dont l'intégration est

ainsi assurée.

817. Au lieu de suivre cette méthode, on peut encore procéder

comme il suit : effectuons la substitution définie par les formules

(i3) a=y-hzi, p=:j_^î.

Les équations à intégrer deviendront

(4)
z" = az +- %z{y^^ z^).

Sous cette forme on reconnaît qu'elles se présenteront dans le

problème de Mécanique pour lequel u serait le temps, la fonction

des forces F étant exprimée par la formule

F = (i-t- a):^ + a Y-
-^ -'

On aura donc tout de suite l'intégrale des forces vives

(l5) y2-|-^'2=(H-«)jK2-+-a^2_|_(_^2_,_^2)2_t_2/;,

et l'on sait que toute la solution sera ramenée à la recherche d'une

solution particulière avec une constante arbitraire de l'équation
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aux dérivées partielles en Ô,

Transformons en coordonnées elliptiques, c'est-à-dire substi-

tuons -Ay et :: les deux racines p, p, de l'équation en t

r* z-

nous aurons

^^ = -(i-?)('-pi),
(•7)

, ,

et une transformation bien connue ramènera l'équation en à la

forme

4P(P-I)(^j -4p.(p.-.)(^)

ou, en remplaçant j'-, zr par leurs valeui's et posant

(i8) /(p) = p3^(a_,)p2^(2/i_a)p-2A-,

(19) 4p(p_,)(^)'_4p,(p._,)(^y=/(p)_/-(p,).

Cette équation admet la solution

qui contient la constante arbitraire A"; et, par suite, les valeurs

de p, p4 seront fournies en fonction de u par les formules

(2.)
5Â

="-"«' dk=^-

Si donc on pose

(22) Aï( = ) =/(?)p(? - ï) = p(o - i)[p3+ (a - i)pî-h (2/i -a)p-2A:].

les deux équations suivantes

(23)
A(p)^A(p,)

• — o
A(p) ' A(p,>
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donneront les intégrales cherchées. On voit que p, p, sont des

fonctions ultra-elliptiques de a.

A l'intégrale des forces vives on peut ajouter la suivante

que le lecteur vérifiera aisément et qui nous permet de calculer

les invariants S et T de U. On constate, comme nous l'avons

annoncé, qu'ils sont constants et ont les valeurs suivantes

( S = ^(a2 + rt + j)_8/i,

(25) )

j T= A(a — i)(2a-{-i)(a + 2) + ^(r — «)-8A-.

818. Il nous reste maintenant, y, z, a, ^ étant déterminés, à

obtenir l'expression de to. On y arrive de la manière suivante.

Remplaçons, dans l'égalité qui sert de définition à U, e"^ par ç;

nous obtenons un polynôme du quatrième degré dont on peut

calculer le Hessien. Si nous le désignons par H, et si nous y rem-

plaçons ^ par e^^, nous aurons

l
H =:[Y(i + a2)-i-a'2]ei'w

. aj'iïn- a2)3'_f_ Ya'lesn.)
(a6)

^. I J

- 2t[(i 4- j32)a'+ Y?']e''«+ y(i + ?') + 1^'^-

D'après la théorie des formes biquadratiques ('), on a l'identité

()H „ OU
U-rr — 11^ = 2/- 4H3+SHU2-TU3.

D'autre part, si l'on pose

(27) H = UJ;,

on aura

ôi>
^ di dt . . ()a> . d^ di

dv U- dv ,Uv/U

(') Salmon, Leçons d'Algèbre supérieure, traduction 0. Chemin; 1890.
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OU encore, en tenant compte de l'identité précédente,

(28) _^=^4..a_s.;^T.

S et T étant des constantes, le rapport anharmonique de l'une

quelconque des racines de l'équation (27) et de trois racines de

U

dépend exclusivement de -l et non de ^/, d'après la théorie des

formes biquadratiques. Donc 'l sera une simple fonction de v et

sera, par suite, entièrement déterminée par l'équation précédente,

qui introduit cette fois des fonctions elliptiques.

Signalons la relation identique

(29) 4/(4' -V;=^^'-^^-

entre les deux polynômes du troisième degré qui figurent dans la

solution.

On a ici un nouvel exemple d'un problème dans lequel figurent

à la fois les fonctions elliptiques et les fonctions hjperelliptiques.

819. L'intégration des équations (i4)î qu'Enneper n'avait pu

efi*ectuer et qui lui paraissait présenter de grandes difficultés, est

due à M. Dobriner qui l'a donnée dans un Mémoire publié

en 188- ('). Nous nous contenterons de montrer ici que la déter-

mination des coordonnées X, Y, Z d'un point de Ja surface en

fonction de u et de t' n'exige plus l'intégration d'une équation de

Riccati, mais s'effectue au moyen de simples quadratures. Il nous

suffira pour cela d'établir que les sphères coupant la sur/ace

suivant des lignes de courbure ont leurs centres en ligne

droite.

Les coordonnées, relatives aux axes du trièdre (T), du centre de

la sphère qui contient la ligne de courbure de paramètre u ont

été désignées plus haut par Xo, o, :;o- Elles sont liées aux fonc-

tions y, z par les relations

(3o) z^=Xi,y, i = r^z.

(') H. DoBRiXER, Die Flàchen constanter Krûmmung mit einem System

sphàrischer Krummungslinien dargestellt mit Hilfe von Theta/unctionen

zweier Variabeln {Acta Mathematica, t. L\, p. 73-io4; 1886-1887).
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déduites des formules (8) et (i3). Lorsque l'on passe d'une ligne

de courbure à une autre, c'est-à-dire lorsque u varie, les projec-

tions du déplacement de ce centre sont

(a^Q -I- coso) -f- ^0 sino)) <f«, Xo-r-du, (^[,— Xosinoi) du.

Remplaçons Xq, Zq en fonction de y et de z, et calculons les

cosinus A, B, G, proportionnels à ces trois projections, des angles

que fait la tangente à la courbe des centres avec les axes du trièdre

mobile. En tenant compte de l'équation (lo), nous trouverons les

expressions suivantes

A \/-2/<: =^ z'— z^ cosco — yz sinw,

( 3 1 )
/ B i/a /c = — 2 -T- j

C v/'^ A" = yz'— zy' -f- z sin tu.

Or on reconnaît aisément que ces cosinus directeurs vérifient

identiquement les relations telles que les suivantes

d\ — B(/- du + /'i dv) — C{q du -+- çi dv), . .
.

,

qui caractérisent une direction invariable dans Vespace. La pro-

position que nous avions en vue est donc établie et la ligne des

centres est une droite.

820. Prenons cette droite pour axe des X. Rien ne sera plus

aisé que de déterminer la coordonnée X. On a, en effet,

-— = A cos oj

,

-—
- = H sin w,

ou âv

et, de ces deux formules, on déduit sans difficulté

(32) X = —=. / -s2 du.

V 2 k \r2k J

La sphère contenant la ligne de courbure aurait évidemment

pour équation

(33) (X— U)2+Y2-t-Z2=a-|-t-2'5= ^-r-'

oiî U désigne maintenant une fonction inconnue de u ; et il est clair
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que X— U est la projection sur l'axe des X du rayon de la sphère

qui aboutit au point considéré de la surface. Mais cette projection

peut être calculée à l'aide des formules (3i) et elle est égale à

— (Aa^o-t- C^o)

— I (
z'

y^z' A zcosco z'(i-h y-) yy'= -=. ^cosw — ~ yy ] = —,= ^—^—^ 4- ~^'
s/-ik\- - 1 sf-ik z\/ik sfTk

On a donc

y^_^ ^zco%ui z'{\^y^) yy
V^aA: z ^^Tk yjik

ce qui donne

(34) U = ^^i^^ — -^L ~ fz'- du.
z \Ji

k

\Ji k \f%k J

Connaissant X — U, nous pourrons déduire de la formule (33)

la valeur de Y-+ Z^

Y2-+-Z2=.
' + r^ (k + cyy
Z2 Z^

Si nous posons enfin

(35) Y = Xcos<|;, Z = XsirnL,

l'identité

(36) ds'-^dX'^-^dl^-^A^d'l'-,

où. ds-j X, ). sont entièrement connus, permettra de déterminer à

par une simple quadrature.

Appliquons cette méthode au cas spécial où l'on suppose

y = o.

Alors on doit avoir

(37) h = k,

(38) z'^— z'^-^az-^-^-ih,

(39) â^^-^^''^^-

De cette dernière équation on déduit

f4^==-fzdu^n.),
J sinw J
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OU, en donnant à f{v) une forme spéciale,

/-. = — l zdu ~-
I z. di>.

Au lieu d'appliquer les formules précédentes, cherchons directe-

ment z^ et (0. De l'équation précédente on déduit

(39 bis) — = — zi sino).

Pour déterminerai, remarquons que l'on a

-r-,- = — ^ sinio-)-z2 sinw cosw,
oiû '

~YY ~ — -SjSinto-f-^fsinw cosw,

ce qui donne, en substituant dans l'équation (1)

(4o) cosoj =^ ^^" ~,"'
.

-S ^ï I

Il ne reste plus qu'à porter cette valeur de co dans l'équation (3g)
pour obtenir la condition

(40 -Sr=(.SÎ+l)^4-«(5f + l)-|-2/i,

qui définira z\. La fonction co se trouve ainsi directement déter-

minée en fonction de u et de ç. On aura ici

A /a /( = z' — ^2 cos o),

I r \ I r. /—

r

'^''J

(,4^0 < O^'ih— — ^-r- = 52) SinW,

j
OV '

\ G v/'-i A = 3 sin CO,

(43) X2= Y2+ Z2 = i—-— == -l:^ sin2 w, À - ^;tfi sinco.

Un calcul facile donnera

(44) d^J"^''^'
I + z\

d'où il suit que ^ sera une fonction de v. En d'autres termes, les

lignes de courbure de paramètre v seront planes; et leurs plans

passeront par la droite, lieu des centres des sphères qui contien-
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nent les lignes de première courbure. C'est un résultat qu'il était

aisé de prévoir, l'hypothèse

y = o ou zo=o,

que nous avons faite, exprimant que les sphères contenant les

lignes de première courbure coupent la surface à angle droit.

Comme elles ont déjà leurs centres en ligne droite, on devait

trouver une variété des surfaces de Joachimsthal [n°* 92 à 94, I,

p. I 12 et suivantes].

821. Le cas que nous venons d'étudier est le seul dans lequel

une surface à courbure constante puisse avoir ses lignes de cour-

bure planes.

En effet, pour que les lignes de courbure, de paramètre v, d'une

surface quelconque, soient planes, il faut et il suffit [n°o09, II,

p. 394] que leur plan osculateur coupe la surface sous un angle

constant. Or, lorsque la surface est rapportée à ses lignes de cour-

bure, la tangente de cet angle est — — (n° o07). Il faut donc que

l'on ait, en général,

(45) 7=?C0.

Ici cette équation devient

-^ = f(v) sinw.

Aux notations près, elle est identique à l'équation (89 bis) qui

entraîne comme conséquence l'équation (Sg). En déterminant les

fonctions d'une seule variable ;; et ,s,, on retrouve les hypothèses

et les valeurs que nous venons d'étudier. Ainsi,

Quand une surface à courbure constante admet une famille

de lignes de courbure planes, les plans de ces lignes de cour-

bure passent par une droite et, par conséquent, les autres

lignes de courbure sont sur des sphères qui ont leurs centres

sur cette droite.

Pour ce qui concerne le cas général, l'introduction des fonc-

tions à une et à deux variables, nous renverrons le lecteur à

l'élégant Mémoire de M. Dobriner.
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822. Pour obtenir de nouvelles surfaces à courbure constante,

il suffira d'appliquer à celles que nous venons de déterminer les

méthodes de transformation de M. Lie et de M. Bianchi. Nous

allons donner rapidement quelques indications sur la suite des

calculs qu'il y aura à exécuter pour obtenir les surfaces en nombre

illimité que l'on peut ainsi faire dériver d'une surface donnée.

Reprenons le système fondamental

00 ÔM

(46)

, H—— = sinU cos w,
Ou àv

t)6 t)aj

-r- H—^- = — sinwcosO,
ov Ou

d'où l'on déduit toute la théorie.

Considérons-y d'abord to comme donnée et cherchons à en dé-

duire la valeur la plus générale de Q. Si l'on en connaît une solu-

tion particulière 8, la solution la plus générale, que nous dési-

gnerons par 0', sera définie par la formule très simple

(47) cot

où l'on a posé, en modifiant légèrement les notations du n° 805,

l dy. = cosO cos tu du -+- sinO sinw dv,
(4H)

-
.

( e~^ d'p = cos w sin du — siii w cos dv.

Ces quadratures, effectuées avec la plus grande généralité pos-

sible, introduiront évidemment une constante arbitraire en facteur

, ,, . , 0'—

6

dans 1 expression de cot —

Supposons maintenant que, considérant 9 comme donnée dans

le système (4G)i ^^ veuille avoir l'expression la plus générale

de la fonction w qui satisfait à ces deux équations. Si nous dési-

gnons encore par w une solution particulière et par w" la solution

générale, nous aurons, de même que précédemment,

, , , to" tj)

(49) cot —
-^
—

- = -(c^,

y étant la fonction introduite au n° 805 et définie par la quadrature

(50) gît
â?Y
=— cos6 sinto c?« -t- sinO costo ciff.
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La méthode de M. Bianchi consiste, nous Tavons vu, dans
l'exéculion alternative de ces deux opérations. Remarquons que
les calculs relatifs à la seconde se déduisent de ceux qui se rap-

portent à la première, si l'on échange w, 0, a, ^, v respective-

ment en 0, (i> -7- -, — a, y, ^, comme on s'en assure aisément.

Supposons que, partant d'un système de solutions (w, 0) du
système (4^), on ait calculé les fonctions a, ,3, y. Appliquons la

formule (4") pour avoir une solution plus générale et remplaçons

h par h'. Xous aurons de nouvelles valeurs a', ,3', y' de a, ^3, v. Les

valeurs a', ^3' se calculent algébriquement par les formules

(5i)

Mais, pour obtenir la nouvelle valeur / de -', il faudra effectuer

une nouvelle quadrature.

Si, de même, on remplace to par la valeur w" fournie par l'é-

quation (49), on aura de nouvelles valeurs a", P",
v'' de a, ^3, v.

Des formules analogues aux précédentes donneront

g—Oi ..

Mais, pour obtenir la nouvelle valeur ,3" de ,3, il restera ici en-

core à effectuer une nouvelle quadrature.

823. En appliquant successivement les deux opérations que

nous venons de définir, on déduira, on le voit, de tout système de

solutions des équations (46) un nombre illimité de systèmes nou-

veaux contenant autant de constantes qu'on le voudra ; et la

détermination de chaque système nouveau exigera seulement

une nouvelle quadrature.

Mais ces quadratures portent sur des expressions de plus en

plus compliquées contenant les constantes arbitraires mêlées aux

variables aussi bien dans les dénominateurs que dans les numéra-

teurs. Il semblait donc que l'application de la méthode étaitpresque

impossible et devait être promptement arrêtée dans le cas général.

Il y a donc quelque intérêt à signaler le résultat suivant :

// suffira d'effectuer au début, en dehors de a, !3, y, un cer-

tain nombre de quadratures {inférieur d'une unité au nombre
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des solutions nouvelles que l'on veut obtenir) portant sur des

fonctions parfaitement déterminées de u et de v^ et ces qua-
dratures une fois effectuées, Vapplication de la méthode n'exi-

gera que les calculs algébriques les plus élémentaires

.

Voici d'abord quelles sont les quadratures à effectuer; elles

sont définies par les formules

db-i = db^-+-'ibidz — 260 d'x — e-'^^bl d'^,

(53)

(54)

dbn = db„-2 -+- '^ b,i-i dz — 2 b,i-2 d/x

-t- {bib,i^2-+- biba-s-*- ...-+- b„-^_bi)d^i.

dci = 2Cofl?(PY — £)- if--he-^-^)d'^,

dc.2 — dco-i- 2 Cl <:/(Py
— £) + 2Co d:c — e^-^c^ c/y,

dc„ = de,1-2 + >• c,2_i d{ ^Y— s) + 2 c„_2 doL

— ( Cq Ch-, -j- Cl C/;_3+ . . . -1- c„_2 Co ) e^a d-(

-+-
( Cl r„_2 -t- Ci Cn-z -+-...+ C„_2 Ci)d^,

où l'on a posé, pour abréger,

(55) dz — ^^ dy -1- sinO siiiw du + cosw cosO dv.

Il résulte des équations (46) que dt est une différentielle exacte.

Nous supposerons que toutes ces quadratures soient calculées

de la manière la plus générale, c'est-à-dire qu'on ait ajouté une
constante arbitraire après chaque intégration.

Ces définitions une fois admises, supposons qu'on substitue

partout à 9 la valeur 9' définie par la formule (47). Les nouvelles

valeurs b'-, c- des fonctions bi, a seront déterminées par les for-

mules (5i) et les relations très simples de récurrence qui suivent

(

^'1 = Y,

(56)
]K = c^-'êt-
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<^Ô = ï' =*1'

C'n = bn+i-r- ?'(c;_i6i— c'„_ibi— . ..^c'^bn).

Lorsque, au contraire, on substituera le système (w', 8) au sys-

tème (to, Q), les formules que l'on aura à employer pour calculer les

nouvelles valeurs de 6/, c, seront pareilles aux précédentes et s'en

déduiront par la substitution des quantités — a, y, ^, c/, 6, à

a, ^, V, 6/, c/ respectivement. On aura, par exemple,

(58) bl= c„-Hi-i-Y'(6;_jC, H-6;_,C2^...— è;c„).

( 59) c'n = 6„-l — Y (6;j_2 c'; -H 6„_3 c; -^-. . . -i- 6oCL_i ).

Cela résulte de la remarque faite plus haut : le système fonda-

mental ne change pas quand on change to en 0, en to -h t; mais

alors il faut changer le signe de a, échanger ^ et v^ hi et a, s et

824. On peut établir tous ces résultais d'une manière relative-

ment simple en opérant comme il suit.

Remarquons d'abord que toutes les relations par lesquelles on

détermine les fonctions 60, ^1, ^2, ••• peuvent être comprises

dans une formule unique à l'aide de l'artifice suivant.

t désignant une variable auxiliaire, considérons la fonction z,

de t, de a et de v^ qui serait définie par le développement suivant

(60) ^{t, u, v)=bo-^bit-hbit- — ...^b.il''^

Multiplions maintenant les équations (53) qui servent de défi-

nition k bt, b.2, .. ', bn, respectivement par t, t-, ...,««, et ajou-

tons-les. En désignant par dz> la différentielle de a où « serait traitée

comme une constante, on effectuera aisément la sommation de

tous les termes semblables, ce qui conduira à l'équation

dz. — rf3 = t- d-:, ^ 10 1 dt — 10 1- d^

que l'on peut ordonner comme il suit

(6,) (^x—C.)d^ = d'^-te'-^d':-^%t{di-''^d-i—td%)o-^t{d-'—te-''^dZ)o\

D. - Ilf. 3o
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Cette unique équation tient lieu de toutes celles qui sont com-

prises dans le Tableau (53) : // suffira donc de démontrer qu'il

en existe une solution cp, développable suivant les puissances

entières et positives de t, pour établir en une fois que tous les

seconds membres des formules (53) sont bien des différentielles

exactes.

Or, si dans l'équation précédente on remplace ûfcs par sa valeur

do j do .

-^ au -+- ~ av.
du àv

et si l'on égale à zéro les coefficients de du^ dv dans les

deux membres, on a deux équations de Riccati auxquelles on

pourra appliquer les méthodes données au n° 48 et l'on reconnaîtra

que, pour elles, les conditions d'intégrabilité sont vérifiées. A la

vérité, les calculs par lesquels on établit ce résultat sont assez

compliqués; on pourrait les présenter sous une forme élégante.

Mais le fait essentiel que nous avons en vue sera établi plus loin

(n° 829) par une simple transformation de l'équation (61).

Si l'on considérait de même la fonction ^ définie par le dévelop-

pement

(62) «l'C^J "> ^) = ^0+ Ci^-H C2?--t-. . .,

on verrait qu'elle doit satisfaire à l'équation

(63) {\ — t''')c^=.d-i — te-'^'^d'^-\-it{'^d-[— dz+ td'£)^^t{d'^— te'^'^d-OY'

toute semblable à celle qui détermine cp. Nous allons montrer tout

d'abord que les équations en o et d/ se ramènent l'une à l'autre.

Si on les ajoute, en efi'et, après avoir multiplié la première par t|/

et la seconde par cp, on trouve

(1 — ^2) d^o^h) = (dy — ^e-2a d^)o{i -+- to'}^)^(d^ — te"-^ d-()^{\ + to^),

équation qui est identiquement vérifiée quand on fait

I -4- ÏÇl]^ = o.

On passe donc de l'une à l'autre des deux équations par la sub-

stitution

(64) <î^ = ou o = p.
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Mais, pour bien comprendre la nature de cette relation, il faut

remarquer que l'équation en ç; a deux espèces bien distinctes de

solutions. Les unes sont développables suivant les puissances posi-

tives de t et leur développement

o = bf)-^ b\t -^ bit^-~- . .

.

donnera, avec les conslantes arbitraires que comportent les quadra-

tures, les fonctions que nous avons désignées par b^, 61. b,

Les autres ont un développement

t

qui commence au terme en -? et ce sont celles-là seulement qu il

faudra porter dans la formule de substitution (64) pour obtenir la

solution 'i^

»|/ = Y -^ <^i '
—

développable suivant les puissances de t.

82o. Une fois établie l'existence des fonctions bi et c,. voyons

comment se transforment ces fonctions lorsqu'on applique la

méthode de transformation de M. Bianchi. La première transfor-

mation est définie par la formule

cot
a'— 9

2

o

Elle substitue Q' à Ô ; les nouvelles valeurs a', ^', y', t' de a, ^, y, e

sont définies par les équations suivantes

Si Ton désigne par -J la nouvelle valeur de ç;, on peut donc,

grâce aux formules précédentes, écrire l'équation en -J qui rem-

place l'équation en ç (61). Un calcul, que nous omettons, montre

que l'on passe de l'une de ces équations à l'autre par la substi-

tution

(66) ^ — ^-^ pî^eîx-^_3
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Si donc on tient compte des formules (64), on obtiendra les

relations suivantes

i-fi'(o-p)'

entre les nouvelles et les anciennes valeurs de es et de <];. Ces rela-

tions ont été écrites sous une forme telle qu'elles fournissent,

comme cela doit être, pour <p' et 'Y des fonctions développables,

comme cp et d», suivant les puissances positives de t.

Ce point une fois reconnu, si l'on chasse les dénominateurs et

si l'on égale dans les deux membres les coefficients des mêmes

puissances de ^, on obtient les formules de récurrence (56), (oy)

données plus haut et qui permettent de calculer les nouvelles va-

leurs b'^, c'^ des fonctions bi, Ci. On peut encore employer les for-

mules (67) sans chasser les dénominateurs et effectuer le dévelop-

pement des seconds membres suivant les puissances de t pour

obtenir sans intermédiaire les expressions de 6), c'^.

En résumant tout ce qui précède, nous pouvons donc énoncer

la proposition suivante :

Toutes les fois que l'on saura déterminer la solution la plus

générale de l'une des équations différentielles (61) ou (63),

l'application de la méthode de transformation de M. Blanchi

n'exigera plus que des calculs algébriques sans aucune qua-

drature.

8^6. Comme application partons de la solution

oj = o, — o,

du système (46). On a ici

a = u, d'^ = o, d^[ = o, dt = dv.

Les équations en es et h se présentent sous la forme suivante

(i~i!2)rfo= xto{dv — tdu),

(i — t^)di> ^- — o.ti^i^dv — tdu),
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d'où Ton déduira sans peine leurs intégrales, qui seront

(68) o = î(Oe >-'% Ç. = 3,(06 " 1-'%

c- et 7, désignant deux fonctions quelconques, développables sui-

vant les puissances positives de t, dont les coefficients donneront

les constantes qui doivent figurer dans bn et dans €„
La première solution dérivée est fournie par les formules

a = A,, cot- = h ,6-".

où A, désigne une constante. Elle correspond à la pseudosphère.

On voit ainsi que toutes les surfaces dérivées de la pseudosphère

suivant la méthode de M. Bianchi s'obtiendront sans aucune in-

tégration.

827. Les équations de Riccati à deux variables indépendantes

en '^ et en 'l dont l'intégration ramène à des calculs algébriques

l'application de la méthode de M. Bianchi contiennent un para-

mètre auxiliaire t. JNous avons vu qu'elles se réduisent l'une à

l'autre par l'emploi de la formule de substitution

«ç6= — I.

Nous allons maintenant montrer qu'on peut les rattacher l'une

et l'autre à un système analogue contenant un paramètre arbi-

traire et déjà rencontré dans cette théorie au n'* 808.

Ecrit avec les variables a et ^ qui, au n*^ 808, désignaient les

paramètres des lignes asymptotiques, ce système prenait la forme

(69)

(J8 dia
-7—h ^- = a sm(9 — co),

où l'on avait

(70) ab = \, y. = > i —
' 1 '

2.

Écrit avec les vainables u et i-, il deviendra donc le suivant

6 . . b — a .

- sinO cosw sino) coso,
1 ou UV J.

— sina costu sinco cosl,

/ (^8
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identique, aux notations près, à celui que nous avons rencontré

dans l'étude de la transformation de M. Bâcklund (p. 434) et il

ne pourra avoir lieu (n" 808) qu'entre deux solutions de l'équa-

tion

d'^ (.0 ()2 o)
-—- — -—~ = sinw cosco.

Cela posé, supposons que l'on connaisse une fonction w solu-

tion de cette équation aux dérivées partielles, c'est-à-dire que

l'on connaisse l'élément linéaire d'une surface (S) à courbure

constante rapportée à ses lignes de courbure. Nous allons montrer

que l'intégration complète du système (71), c'est-à-dire la déter-

mination de la fonction la plus générale 8 qui y satisfait pour

chaque système de valeurs de a et de b, entraîne la détermination

sans quadrature des neuf cosinus qui fixent la position du

trièdre (ï), non seulement pour la surface (S), mais pour toutes

celles qui s'en déduisent par l'application combinée de la transfor-

mation de M. Lie (n" 774) et de celle de M. Blanchi, ou si l'on

veut encore par l'unique application de la méthode de transfor-

mation de M. Bâcklund (n" 809).

Considérons d'abord la surface (S); la détermination des neuf

cosinus dont dépend la position du trièdre (T) relatif à cette sur-

face exige l'intégration du système (7) [p. 3^8] qu'on obtient

immédiatement en faisant dans le système (71)

a = i, b = — i,

et que l'on saura par suite intégrer, d'après l'hypothèse. La déter-

mination de la surface (S) exigera donc seulement trois quadra-

tures. D'autre part, la détermination de la surface (S<), qui dérive

de (S) par la première application de la méthode de Blanchi, exige

l'intégration du même système (71) avec les valeurs égales à l'unité

de a et de b. Le système étant supposé intégrable pour toutes les

valeurs de a et de ^, on saura donc déterminer (S,).

Comme, d'ailleurs, il est évident, d'après les développements

du n" 808, que le système (71) conserve sa forme, mais avec

d'autres valeurs des constantes a et b, quand on applique la

transformation de M. Lie, il est clair que la proposition s'étend à

toutes les surfaces qui dérivent de (S) soit par la transformation
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de M. Lie soit par une première application de la méthode de

M. Bianchi ou de celle de M. Bâcklund.

828. Mais on peut la compléter encore en montrant que l'on

pourra, sans aucune quadrature, poursuivre l'application de la

méthode de M. Bianchi, non seulement à la surface (S,), mais à

toutes celles qui en dérivent par la transformation de M. Lie.

Cette nouvelle proposition se traduit analytiquement par le

théorème suivant :

Soient <?i w deux solutions connues du système (71)- Con-

sidérons les deux systèmes suivants

(72)

<73)

^— -I
—

—

= — ^ sinô, cosw -: smwcosOi,
ou ov 1

(J61 dtû a\— b\ . .

-T T— — sm6. cosu) sina> cosOj,
ov ou 1(

\ du dv

«i — *i

— sinOcostjJi sinco, coso,
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Ja solution générale du système (72) où C désigne la conslarfte

arbitraire choisie de telle manière que, pour «^ = a et G=o,
on ait

Oi = 0.

Alors on pourra prendre pour G une fonction de «i

C = K(ai— a) -h Ki(ai— a)2-4-.. .,

et, si on lève l'indétermination dans la formule

0) 1
— oj a I

— a
(a 4- «]) tang

a tang

2 Oi
tang—

dC àai/o

le dénominateur étant calculé pour les valeurs o et a de C et

de «)

.

Une méthode analogue s'appliquerait à l'hypothèse a, = — a.

On peut donc énoncer le théorème d'Analyse suivant :

Considérons le système des relations (71) qui ne peuvent

subsister qu'entre deux solutions oi et ^ de l'équation aux
dérivées partielles (i). En y considérant successivement m et ^

comme inconnues et changeant, si l'on veut, chaque fois les

valeurs des constantes a et h, on peut faire dériver de toute

solution 03 de Véquation (i) une infinité d'autres solutions. Si,

quelles cjue soient les constantes a et b, la première application

de la méthode n'exige aucune quadrature, il en sera de même
de toutes les applications suivantes.

Géométriquement, nous avons l'énoncé suivant :

Si Von sait déterminerpar de simples quadratures une sur-

face à courbure constante (S) ainsi que toutes celles qui en

dérivent par Vapplication de la transformation de M. Lie

(n°774), rapplication successive des méthodes de transforma-

tion de MM. Blanchi, Bàcklund et Lie n'exigera aucune qua-

drature nouvelle.

Il ne sera pas inutile d'ajouter ici la remarque suivante, qui in-
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cliquera comment on a été conduit à prévoir la proposition que

nous venons d'énoncer et de démontrer.

Le système (71), identique au système (69), est celui que nous

avons rencontré au n° 809 lorsque nous avons défini la transfor-

mation de M. Bàcklund, Nous avons vu que, si Ton mène par chaque

point d'une surface à courbure constante (S) et dans le plan tan-

gent à cette surface une droite {d) faisant l'angle Q avec l'axe

des X du trièdre (T) attaché à (S) et si l'on veut que cette droite

engendre une congruence pour laquelle le segment focal soit con-

stant et égal à m, l'angle des plans focaux étant aussi constant et

admettant pour cotangente — > il sera nécessaire et suffisant que H

satisfasse au système (71), où a et 6 recevront les valeurs suivantes

I — À , I — À
(74) « = -, 6 = - ,m m
la relation

(75) ab = 1

entraînant la suivante

(76) , = Àî_^,n2,

entre )v et m. Mais il importe de remarquer quil existe deux

systèmes de valeurs de <? et de 6 satisfaisant à la relation (75) et

auxquels ne correspond aucune valeur finie de À et de m. On a,

en effet,

a -\- b' m 1

Si donc on prend
a = i. b =— i.

les valeurs de 1 et de m sont infinies. Le segment focal devient

infini ainsi que l'angle des plans focaux dont la tangente devient

égale à — /. C'est un cas limite de la transformation de M. Bàcklund

dans lequel l'une des surfaces focales de la congruence engendrée

par la droite (c?) est rejetée à l'infini. Cette surface focale se réduit

donc à une ligne située dans le plan de l'infini et cette ligue est

nécessairement une droite tangente au cercle de l'infini puisque,

les deux plans focaux faisant un angle infini, l'un d'eux est néces-

sairement un plan isotrope. Ainsi la droite (d) est alors la section

du plan tangent de (S) par un plan isotrope parallèle à un

fUiri7BRS
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plan fixe. D'ailleurs le système qui détermine 9 devient identique,

comme nous l'avons déjà remarqué, à celui dont dépend la déter-

mination du trièdre (T) attaché à la surface (S). Ainsi ce système

particulier (^), donné à la page 3^8, correspond à ce que nous

appellerons un cas limite de la transformation de M. Bâcklund.

Ce point étant admis, supposons qu'on fasse dériver de (S) une

surface (S,) par la méthode de M. Blanchi, ce qui exige l'intégra-

tion du système (71), où a et ^ seraient remplacés par l'unité. Si

l'on sait déterminer le trièdre (T) attaché à (S), on saura aussi

déterminer le trièdre (T) attaché à (Si); cela résulte de la dé-

finition même de la transformation. En d'autres termes, si

l'on sait appliquer à (S) le cas limite de la transformation de

M. Bâcklund, on saura l'appliquer aussi à (S,). Pour vérifier par

l'analyse cette proposition, il était naturel de substituer à la trans-

formation limite une transformation quelconque, ce qui devait

nous conduire au théorème général qui fait l'objet de ce numéro.

829. Nous n'avons plus qu'un mot à ajouter pour rattacher ces

résultats à ceux qui concernent les fonctions cp et 'h. Si l'on

effectue dans l'équation en cp la substitution

0,-0
O = gît cot ,

2

où B est la fonction satisfaisant aux équations (46) et, si l'on pose

I— ^ , I -+- ^

a = > = •
5

i -{-

1

I — t

elle prendra la forme suivante

d^i-+- -^ dv -^ ~ du = - sin (O1 — ix^)(du -{- dv) -\- - sin(Oi + iù){dii — dv).
du dv 1 ^

'^
' 1 ^

En égalant les coefficients de du et de cW dans les deux

membres, on retrouve les équations

—^
-I- -,~ = -sin(Oi — co) H siii(OiH-a)),

du vv >, 2

--' -H ^— = -sm(Oi — w) sin(Oi + w),
ov ou 2 2

c'est-à-dire le système (71) où 9 serait remplacé par 9,.
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CHAPITRE XIV.

RAPPROCHEME>-TS ET AA'ALOGIES ENTRE LES SURFACES A COURBURE

CONSTANTE ET LES SURFACES MINIMA.

Recherche des surfaces (M) telles que deux familles de lignes conjuguées aient

pour tangentes des droites qui soient, en même temps, tangentes à une même
surface du second degré. — Quand cette quadrique se réduit au cercle de l'in-

fini, on doit retrouver les surfaces minima; mais, quand elle est de la classe

la plus générale, la détermination des surfaces cherchées se ramène à la même
équation aux dérivées partielles que celle des surfaces à courbure constante.

— Signification géométrique des résultats précédents; généralisation des no-

tions de distance et d'angle due à M. Cayley. — Relation avec les définitions

données au Li\Te V, Chapitre VIII. — Les lignes géodésiques dans la Géométrie

de M. Cayley. — Leur plan osculateur est toujours normal à la surface sur

laquelle elles sont tracées. — Les lignes les plus courtes dans l'espace sont

encore des lignes droites. — Généralisation des principales propriétés des lignes

de courbure. — Formules analogues à celles d'Olinde Rodrigues et relatives

aux lignes de courbure généralisées. — Les surfaces (M) étudiées au début

de ce Chapitre ont, dans la Géométrie Cayleyenne, leurs rayons de courbure

égaux et de signes contraires; elles sont les seules qui jouissent de cette pro-

priété. — Elles se rapprochent encore des surfaces minima par la propriété de

rendre minimum la portion de l'aire cayleyenne comprise dans un contour

donné. — Étude d'une transformation qui permet de transportera la Géométrie

euclidienne toute relation entre les angles dans la Géométrie de M. Cayley. —
Cette transformation fait correspondre une sphère à un plan et un cercle à une

droite. — Généralisation de la théorie des tangentes conjuguées de Dupin. —
Propriétés diverses des surfaces (M') qui dérivent des surfaces (M) par la

transformation précédente.

830. Dans les Chapitres précédents nous avons fait connaître

les principaux résultats acquis à la Science en ce qui concerne les

surfaces à courbure constante. Nous aurons encore à revenir sur

ce sujet dans le Livre suivant; nous allons terminer celui-ci et la

troisième Partie de cet Ouvrage en indiquant quelques proposi-

tions qui établissent certaines analogies, certains rapports de voi-

sinage entre les surfaces à courbure constante et les surfaces mi-

nima.
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Nous avons vu (n° 186) que les surfaces minima peuvent être

caractérisées par la propriété suivante : Les deux tangentes de

longueur nulle menées par chaque point de la surface doivent

être deux tangentes conjuguées. 11 est naturel d'étendre un peu

cette définition et de chercher les surfaces telles que, si, dans

chacun de leurs plans tangents et par le point de contact de ce

plan, on mène les deux tangentes à une surface fixe du second

degré, ces deux tangentes soient conjuguées relativement à la sur-

face cherchée. Quand la surface du second degré ou quadricjue

se réduira au cercle de l'infini, la définition précédente coïncidera

avec celle des surfaces minima. Si la quadrique se réduit à une

conique, la surface cherchée deviendra la transformée homogra-

phique d'une surface minima. Si la quadrique (Q) se réduit à un

cône, la surface sera la corrélative d'une surface minima. Le seul

cas réellement nouveau à envisager est donc celui oii la quadrique

appartient à la classe la plus générale; nous la désignerons, pour

ahréger, par la lettre
( Q) et les surfaces cherchées seront appelées

ici les surfaces (M).

831. Soit alors

(i) .t2-uj2-+- :;2-+- if2_ o

l'équation de la quadrique (Q) rapportée à un tétraèdre conjugué

quelconque et considérons, sur la surface (M) cherchée, les deux

familles de lignes conjuguées dont les tangentes sont en même
temps tangentes à la quadrique. Ces deux familles sont distinctes

si nous écartons le cas exceptionnel où la surface (M) se réduirait

à une développable circonscrite à la quadrique (Q) ; nous pourrons

donc prendre pour variables indépendantes leurs paramètres a et ^.

Si l'on mène par un point (.2?, /k, z, t) de (M) la tangente définie

par les valeurs dx^ dy.^ dz, dt des différentielles, la condition pour

que cette droite soit aussi tangente à la quadrique s'exprime par

l'équation suivante

\
— {x dx -\- y dy -\- z dz -{- l dt)'^ — o

.

Supposons qu'on ail multiplié les coordonnées homogènes de
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chaque point par une fonction telle que l'on ail constamment

(3) a:^-^y'-~z^-+r-=j^

la condition précédente se simplifiera et deviendra

(4) d.ri^dy-—dz-^^dt^=o.

On exprimera donc que les tangentes aux lignes de paramètres a

et ^ sont aussi tangentes à la quadrique en écrivant les deux équa-

tions

]
(dxY (dry /dzY /dty-

(5)

Pour exprimer de plus que les lignes de paramètres a et 3 sont

conjuguées, il faudra écrire que or, j-, z, ^ sont quatre solutions par-

ticulières d'une équation linéaire de la forme

où A, B, C désignent des fonctions inconnues de a et de 3. Nous
allons montrer en premier lieu que A et B sont nulles.

Pour cela, multiplions l'équation précédente par — et faisons la

somme des quatre équations que Ton obtient en y remplaçant B

parx,^', z, t successivement. Comme on a, d'après les équations

(5) et (3),

dx d^x dy d^y dz d^z dt d-t _

il viendra

07. 01 0% 0%

/():r dx dy dy dz ôz dt dt\ _
l ^ d3 ^ ^ d.3

~ ^ J3 ^ ^ d3/ ~ ^'

c'est-à-dire, puisque le coefficient de B ne peut être nul,

E =o.
On aura de même
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en sorte que la question est tout entière ramenée à la suivante :

Trouver une équation linéaire à invariants égaux

dont quatre solutions particulières satisfassent à la relation

(8) x'--\-y^+ z''+t'-=\.

Sous cette forme le problème est susceptible d'une solution élé-

gante.

832. Comme on trouve, en difFérentiant deux fois l'équation (8),

d'^x ô'^-y
_ d^-z dH

do. d'à -^ d'xd'^ d%d'^ daop

dx ùx dy ôy ôz âz dt ÙL

on aura, en remplaçant les dérivées secondes par leurs valeurs

déduites de l'équation (7),

^ Ç\ dx dx

le signe S désignant une somme étendue aux quatre coordonnées.

En tenant toujours compte de ce que x, y, z, t sont solutions

particulières de l'équation (^), on déduit de là sans difficulté les

équations suivantes :

1
^^ ^ Q d'^x dx '^G _ r\ d-x dx

(fO) {

r r r

dont nous aurons à faire usage plus loin. Posons maintenant

On aura

àK __ n d^-x d^x n d'^x d

^^ " ^ O 'd~^' (k^

et de même

0;

Sd-x d^x _ Q d^x d

dOL
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K et K, dépendent donc respectivement des seules variables a et ^
et l'on peut écrire

K=/(a), K, =/,(?).

Il faut écarter l'hypothèse oui une de ces fonctions serait nulle,

le lecteur s'en assurera aisément. On pourra alors, en remplaçant

les variables a et |3 par des fonctions convenablement choisies de

ces variables, réduire K et K, à l'unité. Nous supposerons donc,

dans la suite,

(12) K = i, Ki = i.

Désignons maintenant par a, v, w, p les coordonnées tangen-

tlelles, coordonnées dont les rapports mutuels sont déterminés

par les trois équations

Sr\ dx Ç\ dx

On peut évidemment toujours trouver quatre fonctions A, A,,

H, D telles que l'on ait

d^x . dx . dx „

et les équations analogues obtenues en remplaçant x et ii par j
et v^ z ei (V, t et p respectivement. Multiplions l'équation précé-

dente par X et ajoutons-la aux trois équations analogues relatives

aux autres coordonnées. En tenant compte des identités déjà si-

gnalées, on trouvera
^ H = o.

Opérant de même, après avoir multiplié par -^» on aurait

Al = o.

ÔX 1^

Multipliant maintenant par -^ et remarquant que I on a

dx dx dCSdx à^-x _j^CJ^£f —__
J3 'd^

" àx\^ à% 0"^ ^ d-3.

on trouve

dt ^ ài
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L'équation (i4) se réduit donc à la forme très simple

(i5) --=__-_-+- Bu.

Si l'on assujettit en outre les coordonnées tangentielles à vérifier

aussi la relation

(i6) lû -h v^ -h IV- -h p'^ = i

,

l'élévation au carré de l'équation précédente et son addition aux
équations analogues nous donneront la condition

D2 = i, D=±[.

En remplaçant, s'il est nécessaire, a par /a, on pourra toujours

prendre D = i, ce qui donnera l'équation

, , ()-3? I (9G (9a7

à laquelle on peut joindre la suivante, toute semblable :

, Q. (Px \ dC dx
^'^^ ^ = Ga3d?-^"'

ces équations étant encore vérifiées quand on y remplace x et u
par y et «', 3 et w, t et p.

833. Si on les retranche membre à membre, on reconnaîtra

que les quatre coordonnées ponctuelles satisfont à l'équation li-

néaire aux dérivées partielles

d-^x _ d^ _ i ^ ^-^
,

I dC dx
()%^ d^-^ C Ô7. 'd% ^ G J'^ 5^

en même temps qu'à l'équation (7), et il est clair que la principale

difficulté du problème se réduit à la détermination de C. Or, si

l'on multiplie l'équation précédente par -^ et qu'on l'ajoute aux

équations analogues, on trouvera
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OU, en tenant compte des relations (lo),

D'autre part. la première des relations.(lo)

()G _ ç\dx d^x

nous donne, en différentiant par rapport à ^,

d*C _ ni d-x d-x Q dx ()^x

Remarquons que l'on a

d^x d
, ^ . ^dx dC

dz^-d^ dz^ ' dx âoL

En portant dans l'équation précédente celte valeur de la dérivée

troisième de x, il viendra donc

de sorte que l'équation (20) se transformera dans la suivante

dxd^ C dx dp ''

ou encore

, ,
<^*logG I

Telle est l'équation aux dérivées partielles qui déterminera C.

83 i. Une fois connue C, les coordonnées œ^y, z, t seront dé-

finies par les équations aux dérivées partielles (7) et (19), qui ne

peuvent évidemment admettre que des solutions contenant des

constantes arbitraires. A chaque valeur de G correspondent une

infinité de surfaces (M); mais toutes ces surfaces se transforment

les unes dans les autres par la substitution homographique qui

conserve la quadrique (Q), c'est-à-dire la forme quadratique

Si Ion remplace dans l'équation (21) C par e-''^, elle prend la

D. - III.
3i



478 LIVRE VII. — CHAPITRE XIV.

forme

(22) ——TK — sin2w,

qui ne diffère que par les notations de celle dont Vintégration

détermine les surfaces à courbure constante.

835. Quand on aura déterminé x^y, s, ^, les formules (17) ou

(18) feront connaître les coordonnées tangentielles, c'est-à-dire les

coordonnées ponctuelles du pôle du plan tangent par rapport à la

quadrique (Q)- La Géométrie nous montre immédiatement que la

polaire réciproque de la surface cherchée (M) par rapport à (Q)
donne une seconde solution du problème que nous avons en vue.

En effet, dans la transformation par polaires réciproques, à des

tangentes conjuguées o^e (M), correspondent des tangentes con-

juguées de la polaire réciproque ; et, à des tangentes de (Q),

correspondent encore des tangentes de (Q).

On peut vérifier cette proposition par l'Analjse de la manière

suivante :

Différentions l'équation (17) par rapport à ^ ;
il viendra

du à^x c) / I ()G (^a?\

ou, en tenant compte des équations (7) et (21),

(.3) 1 = (C
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face de même définition que (M), qui correspond à celle solulion de

l'équalion (21) que l'on obtient en changeant C en -=;•

836. Pour indiquer d'une manière complète la signification des

résultats précédents, nous allons rappeler la généralisation des

notions d'angle et de dislance qui est due à M. Caylej (*).

Celle généralisation a pour point de départ la subslitulion d'une

quadrique quelconque (Q) au cercle de l'infini.

Etant donnés deux points dans l'espace M, M', appelons distance

de ces deux points la fonction définie par l'équation

(26) eî'S=R.

R désignant le rapport anharmonique de M, M' et des deux points

où la droite MM' rencontre la quadrique (Q). Si x, y, z, l] x', y\
z\ l' désignent les coordonnées des deux poinls et si la qua-

drique (Q) est définie par l'équation homogène

(27) /(ar,j,5, = 0»

on aura

(28)
I
^ dx "^-^ ~ôy ' ^ ôz ' dt

La dislance de deux poinls pourra donc être considérée comme

nulle quand ils seront sur une même tangente à la quadrique (Q)

et seulement dans ce cas.

Si la quadrique (Q) se réduit à une conique, la dislance de

deux poinls quelconques devient nulle dans tous les cas, d'après la

définition même; mais on peut employer l'artifice suivant.

Supposons, pour fixer les idées, que Ton ait pris l'équation de

(•) Voir le Mémoire intitulé : -4 sixth Memoir upon Ouantics (Philosophical

Transactions, vol. CXLIX, p. 61-90; 1859) et the CoUected Mathematical

Papers of A. Cayley, vol. II, p. 56i. On pourra consulter aussi un Mémoire de

M. F. Klein Ueber die sogenannte Mcht-Euklidische Géométrie inséré en 1871

au tome IV des Mathematische Annalen, p. 573-620.

En ce qui concerne la généralisation des notions de lignes de courbure, focales,

normales, etc., consulter l'Ouvrage déjà cité Mémoire sur une classe remar-

quable de courbes et de sur/aces algébriques, Paris, Gauthier-Villars; 1873.



48o LIVRE VII. — CHAPITRE XIV.

la qiiadrique sous la forme

(29) x^-+-y^-\-z^—R^t^ = o,

ou, si l'on veut, que la quadrique (Q) rapportée à des axes rectan-

gulaires soit une sphère de rayon II. La formule (28) nous donnera

^ R2 — xx'—yy'— zz'
coso = ^

^[R^— x^— y^— z^){R^ - x'^—y'^~ z'^)

en faisant t = t' =1 i

.

Si R devient infini, on trouve

coso = 1,

et l'on peut prendre = 0. Mais posons

0'2

(30) COS0 = H f- 8'2= 2R2(COSO — l),

et développons en série, suivant les puissances de tt, il viendra

(31) 3'2^ (^ _^')2_^ ^j _y )2+ (5 _. ^')2^

les termes négligés contenant tous jr en facteur. Nous retrouvons

à la limite l'expression habituelle de la distance de deux points.

De même, étant donnés deux plans, appelons angle de ces

plans la fonction V définie par la formule

(32) e2/v^^,

où él désigne le rapport anharmonique des deux plans donnés et

des deux plans tangents menés par leur intersection à la quadrique

(Q). Si

(33) <^{u,v,w,p) = o

est l'équation tangentielle de cette quadrique et si u, v, w^ p;

II', v\ w', p' désignent les coordonnées tangentielles des deux

plans donnés, leur angle sera défini par la formule

,do , do , do ,do
u ~- -\-v^ -+- w'-^ -HP —!-

„ , ^, \ ou ov ow dp
(34) cosV=-— Ç .

•^ sJo{u, V, w,p) o{u', p', w',p')

Cette définition se réduit, sans qu'il soit nécessaire de faire aucune
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transformation, à la définition ordinaire quand la quadrique (Q)

se transforme dans le cercle de l'infini. Il est clair que, dans la

Géométrie de M. Cayley, l'angle de deux plans est égal à la dis-

tance de leurs pôles par rapport à la quadrique (QV

On appellera de même angle de deux droites qui se coupent

la fonction Y définie toujours par l'équation (Sa), où A désignera

le rapport anharmonique des deux droites et des deux tangentes

menées par leur point d'intersection et dans leur plan à la qua-

drique (Q).

Deux plans seront perpendiculaires quand l'un contiendra le

pôle de l'autre. Deux droites seront perpendiculaires quand Tune

contiendra le pôle d'un plan passant par l'autre.

Une droite sera perpendiculaire à un plan quand elle sera per

pendiculaire à toutes les droites passant par son pied dans le plan.

Elle passera alors par le pôle du plan.

L'angle d'une droite et d'un plan sera le complément de l'angle

de la droite et de la perpendiculaire menée au plan par le pied de

celte droite dans le plan.

837. Une fois définies les notions d'angle et de distance, les

autres définitions de la Géométrie métrique ordinaire subsistent

et peuvent être introduites sans aucune difficulté.

Cherchons, par exemple, l'élément linéaire de l'espace et, pour

cela, remplaçons dans la formule (28) qui donne la distance de

deux points .r',/, z' , t! par x-\-dx, y-^ dy, z-^dz, t-^ dt. En

développant en série les deux membres, nous trouverons

COSO = I— —
2

\ î

f(dx,dr,dz,dt) I \dx oy à^- dt /

Si, en particulier, on suppose que les coordonnées homogènes

aient été multipliées par une fonction telle que l'on ait constam-

ment

(36) f(x,y.z,t) = \,

on aura
df=o.
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et la formule (35) se réduira à la suivante

(37) ds^- —f{dx,dy,dz,dt).

838. Ces formules conduisent à différentes conséquences. Nous
remarquerons d'abord que, si l'on considère différentes directions

émanant d'un même point, les angles de ces directions [relati-

vement à la quadrique (Q)] sont ceux que nous avons définis au

n° 572 et que nous avons rattachés à la considération purement

analytique d'une forme quadratique. Cette forme quadratique est

ici celle qui est définie par l'équation (35) ou par l'équation (3^^)

en tenant compte de la relation (36).

Remarquons en effet que, si nous considérons seulement les

angles des droites et des plans qui passent par un point déter-

miné M, on peut, sans changer la \aleur de ces angles, substituer

dans leur définition à la quadrique (Q) toute autre quadrique

inscrite à celle-là suivant la conique (C) d'intersection par le plan

polaire du point M; en particulier, on peut prendre cette conique

(C) elle-même.

Si l'on a rapporté la surface à un tétraèdre conjugué ayant l'un

de ses sommets en M, on pourra réduire son équation à la forme

simple

le point M ayant pour coordonnées

X =^ y = z = o, t = \.

Cela posé, considérons deux directions partant du point M et

définies par les caractéristiques <^ et 0; on aura, en assujettissant

les coordonnées à vérifier toujours l'équation de condition (36),

dt = ^t = o,

et l'angle {ds., 85) de ces deux directions sera donné parla formule

( 38 )
ds os cos ( ds, os ) = dx ox -+- dy oy -f- dz 85

tout à fait identique à la formule ordinaire. Cela résulte immédia-

tement de la remarque précédente, puisque nous pouvons, dans le

calcul de l'angle, substituer à la quadrique (Q) la conique définie

par les équations

.r2 -f- j/2 _f_ ^2 —- o,
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conique qui, avec les notations cartésiennes, deviendrait iden-

tique au cercle de l'infini. Or l'angle {ds, os), défini par la for-

mule (38), est bien identique à l'angle de deux directions tel que
nous l'avons défini au n" 572, relativement à l'une ou l'autre des

formes quadratiques (35) ou (87 |. Cela se vérifie presque immédia-

tement.

839. La tbrmule (3j) va nous permettre encore de généraliser

la propriété des lignes géodésiques d'une surface et de montrer

que, dans la Géométrie de M. Cajley comme dans la Géométrie

ordinaire, le plan osculateur d'une ligne géodésique est normal

à la surface sur laquelle elle est tracée.

Soit, en efiet,

(39) e(x,y,z,t) = o

l'équation homogène d'une surface (0) dont on veut déterminer les

lignes géodésiques. Il faudra trouver le minimum de l'intégrale

/«dSj

OÙ ds est donnée par l'une des formules (35) ou (S^). En suppo-

sant que jr, y, z, t vérifient toujours la relation (36), ce qui est

évidemment permis, 1 application des méthodes du Calcul des

variations conduit aux équations différentielles suivantes.

Désignons par x'
^ y ^ z\ t' ; x", y, z'', t'' les dérivées premières

et secondes de x, y, 5, t, considérées comme fonctions de s et

posons, pour abréger,

(40) f = f{x,y,z,t), f=f{x,y,z\fu f'=f{^\f..^'.-f)-

Les équations différentielles cherchées sont

(40

à/'
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Les coordonnées u, v, (ï>, p du plan oscillateur à la ligne géo-

désique sont évidemment définies par les trois équations

Vaa? = o, Vwa;' — o, Vaa^" — o.

Les coordonnées X, Y, Z, T du pôle de ce plan s'obtiendront

en remplaçant dans les équations précédentes w, t', w, p respecti-

vement par les dérivées relatives à X,Y, Z, T de la fonction

/(X, Y, Z, T), ce qui donnera, d'après une identité bien connue,

les équations

«»> S-l-> s^^-- ^^--
Cela posé, multiplions les équations (4i) respectivement par

X, Y, Z, T et ajoutons-les. En tenant compte des relations précé-

dentes, nous aurons

et, par suite, [Ji n'étant pas nul ('),

(43) Sx dx

Cette équation exprime que le pôle du plan osculateur se trouve

dans le plan tangent à la surface (©). En d'autres termes, le plan
oscillateur de la ligne géodésiqiie est perpendiculaire au plan
tangent, les angles étant évalués par rapport à la quadrique fon-

damentale.

Il résulte de ce théorème que la ligne la plus courte entre deux
points de l'espace est, dans la Géométrie de M. Cayley, la ligne

droite qui joint ces deux points. Car la ligne la plus courte réu-

nissant deux points de l'espace sera géodésique sur toutes les sur-

(') Si |x était nul, les équations {!\i) ne dépendraient pas de B et se réduiraient

aux suivantes

se -\- x" = 0, y + y" r=0, ^ + z" = o, t -\- 1" = o,

qui définissent la ligne la plus courte dans l'espace. Cette ligne la plus courte
est une droite; nous allons le signaler dans un instant.
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faces qui la contiendront et, par conséquent, devra avoir son plan

osculateur indéterminé. Ainsi

Dans la Géométrie de M. Cayley, les lignes droites sont les

lignes les plus courtes entre deux points.

On suppose toutefois qu'en allant d'un point à l'autre on ne

rencontre pas la surface (Q), car alors il y aurait discontinuité,

la dislance de deux points devenant infinie quand l'un d'eux se

trouve sur la quadrique fondamentale. Ainsi les deux points

doivent être à l'intérieur ou à l'extérieur de la surface (Q).
Il suit du théorème précédent qu'on saura déterminer les lignes

géodésiques tracées sur toute surface (S) du second degré. Car la

surface développable qui a son arête de rebroussement sur (S) et

est en même temps tangente à une quadrique quelconque (Q''>

inscrite dans la développable !< S). (Q)! aura précisément pour arête

de rebroussement une ligne géodéslque de (S). Cela résulte des

propriétés bien connues des faisceaux tangentiels de quadriques.

Le développement des calculs est identique à celui qui concerne

les lignes géodésiques dans la Géométrie ordinaire, comme le

montre immédiatement la remarque suivante. Les lignes géodé-

siques d'une quadrique (S) conservent encore leur propriété d'être

géodésiques lorsqu'on substitue à la quadrique fondamentale (Q )

toute autre quadrique inscrite dans la développable iS),(Q) et,

en particulier, l'une des lignes doubles de cette développable; et,

par conséquent, pour les transformer en lignes géodésiques ordi-

naires, il suffit d'effectuer une transformation homographique qui

remplace cette ligne double par le cercle de l'infini,

840. Dans la Géométrie de M. Cavley les lignes de courbure

peuvent être définies de la manière suivante. Ce sont les courbes

telles que les normales à la surface en tous leurs points engendrent

une surface développable. Les normales sont les droites qui joi-

gnent le point de contact du plan tangent au pôle de ce plan par

rapport à la quadrique fondamentale. Mais ici le principe de dua-

lité exige que nous introduisions une autre droite que nous appel-

lerons seconde normale et qui sera l'intersection du plan tangent

avec le plan polaire du point de contact. La première et la seconde
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normale sont des droites polaires l'une de l'autre. D'après cela, il

est clair que, si les premières normales engendrent une surface

développable, il en est de même des secondes normales et vice

versa.

Nous allons montrer qu'il j a sur toute surface une double fa-

mille de lignes de courbure et que, comme dans la Géométrie

ordinaire, ces deux familles forment un réseau conjugué.

Soient, en effet, M un point quelconque d'une surface (S) et P le

pôle de son plan tangent, pôle qui correspond à M sur la sur-

face (-') polaire réciproque de (2); soient MP, M'P' deux positions

infiniment voisines de la droite MP qui engendrent un élément de

développable. Pour que l'élément de surface réglée (MP, M'P') soit

développable, il faut et il suffît que les droites MM', PP' soient dans

un même plan. Mais alors il en sera de même des polaires de ces

droites, qui sont, l'une la tangente conjuguée de PP' en P relati-

vement à (2'), l'autre la tangente conjuguée de MM' en M relati-

vement à (S). On voit donc que, si MM' est, sur la surface (2), la

direction d'une ligne de courbure, il en sera de même de la tan-

gente conjuguée. Ainsi

Les développables de la congruence engendrée par les nor-

males MP découpent sur les surfaces CE), (2') deux réseaux de

courbes conjuguées qui sont, diaprés notre définition, les lignes

de courbure de ces surfaces.

De plus, le pôle du plan principal PMP'M' se trouvant à l'in-

tersection des deux tangentes conjuguées de MM' et de PP', on

voit que

Les deux plans principaux seront conjugués, c'est-à-dire

normaux, par rapport à la quadrique fondamentale.

Ainsi les développables formées par les normales découpent

sur les deux surfaces (S), (S') aussi bien que sur la quadrique (Q)
un réseau conjugué. Il y a, sur toute surface, deux familles de

lignes dont les tangentes sont conjuguées à la fois relativement à

la surface et à la quadrique fondamentale et qui sont telles que,

pour chacune de ces lignes, soit les premières, soit les secondes

normales forment une surface développable.
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C'est la généralisation aussi complète que possible des pro-

priétés des lignes de courbure dans la Géométrie euclidienne.

8il. Il ne sera pas inutile pour ce qui va suivre de retrouver

quelques-unes de ces propriétés par l'Analyse et d'indiquer ici un

système de formules analogues aux équations d'Olinde Rodrigues

(n° 14-1) et relatives aux lignes de courbure dans la Géométrie de

M. Cavlev.

Soient toujours x, y, z, t les coordonnées homogènes d'un

point M d'une surface donnée, liées par la relation

(44) x^--^y^—z^-~f^=i,

et II, V, w, p les coordonnées du pôle P du plan tangent relative-

ment à la quadrique (Q) dont l'équation sera prise ici sous la

forme
x-^ y-— Z-— t- = o.

Nous supposerons ces coordonnées du pôle P liées également par

la relation

(45) u--^ v^ — W--T-p-= ï.

Un point situé sur la normale MP à une dislance p du point M
aura alors ses coordonnées X, Y, Z. T déterminées par les formules

suivantes
/ X = j cosp — t< sinp,

1 Y = y cosp — V sinp,

(46) y • A •

' T = < cosp — /> sinp.

Exprimons qu'il est un centre de courbure principal, c'est-

à-dire qu'il existe un déplacement de la normale da»s lequel il

décrit une courbe tangente à cette droite. Nous serons conduit à

des équations telles que les suivantes

rfX = X;r-+- fxa, dZ=lz — ixiv,

rfY = Xj -T- fJLt', dT = lt —iip,

ou encore, en remplaçant cTS., dY, . . . par leurs valeurs

cosp dx -i- sinp du = a'x -+- {x'm,
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Si l'on multiplie ces équations respectivement par œ, y, z, t et

qu'on les ajoute ensuite, si l'on recommence ensuite la même
opération après les avoir mullipliées par m, c, (P, p en tenant

compte des relations (44), (45) et des identités

on trouvera
X'— o, \i' = o.

Elles prennent donc la forme très élégante

!<j^a7 H- tangp «?M = o,

dy -f- tan^p dv — o,

az -i- tangp dw = o,

dt -T- tangp dp = o,

toute semblable à ce'lle des équations d'Olinde Rodrigues.

Si l'on désigne par d elù les caractéristiques des différentielles

relatives aux deux directions des lignes de courbure, on en dé-

duira facilement les identités

<48) S^dxZx ^ o, \^duox = o, \.dx^u = o, ^duùu = o,

d'après lesquelles on reconnaît que les directions principales sont à

la fois perpendiculaires relativement à la quadrique fondamentale,

et conjuguées, dans le sens de Dupin, relativement à la surface sur

laquelle sont tracées les lignes de courbure.

84-2. Si nous voulions poursuivre ces analogies, nous pourrions

reprendre ici la théorie tout entière des surfaces. En employant

par exemple la méthode de Gauss, nous n'aurions qu'à remplacer

les cosinus directeurs de la normale par les coordonnées du pôle

du plan tangent relativement à la quadrique fondamentale, et nous

serions conduits à la reproduction presque textuelle des formules

données au Chapitre III. Le théorème de Gauss, relatif à l'expres-

sion de la courbure totale par l'élément linéaire, subsiste dans la

Géométrie cajleyenne et l'on peut édifier, relativement aux sur-

faces dont les rayons de courbure sont fonctions l'un de l'autre,

une théorie toute semblable à celle que nous devons à M. Wein-
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garten. Cette étude est loin d'être dépourvue d'intérêt, mais le

lecteur pourra aisément la reconstituer à l'aide des indications

précédentes. Nous nous contenterons de montrer ici que les sur-

faces (M), étudiées au début de ce Chapitre, sont les analogues
des surfaces minima dans la Géométrie de M. Cajley.

Cela résulte d'abord de leur définition elle-même, les lignes

dont les tangentes sont aussi tangentes à la quadrique fondamen-
tale sont aussi, d'après nos définitions, les lignes de longueur
nulle de la surface dans la Géométrie cajle^^enne. Or, ces lignes

doivent former un système conjugué, de même que, dans la

Géométrie ordinaire, les lignes de longueur nulle des surfaces

minima.

843. Plaçons-nous maintenant à un autre point de vue, et cher-

chons les lignes de courbure d'une surface (M). En appliquant

les équations différentielles piécédentes et tenant compte des re-

lations (23) et (24), on verra qu'elles prennent ici la forme sui-

vante

dx ( tango \ àx [ ..^ tançp , \

[ tango \ ày / .^ tango , \

et se réduisent, par suite, aux deux équations très simples

// \ ^ ^^^^^ jo jQ tango
(49) ^^ Q- d^ = 0, d^-. —^ d% = o.

Éliminant p, on trouve

(50) f/a2 — dV- = o.

Cette équation s'intègre aisément. Celle qui détermine les rayons

de courbure principaux devient

(5i) tang^p — G- = o.

Ainsi les deux rayons de courbure principaux sont ici égaux
et de signes contraires.

8ii. Réciproquement, toute surface dont les rayons de cour-
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bure sont égaux et de signe contraire dans la Géométrie cayleyenne

est une surface (M). Pour le démontrer, désignons par a et ^ les

paramètres des lignes de courbure et désignons par pj et po, non

plus les rayons de courbure principaux, mais les tangentes de ces

rayons de courbure. Les équations (47) nous donnent le système

fondamental

/ dx du

(5->.)

dy dv

dz dw
d% ^ da.

dt dp

To^-^^'d^^"'

Si donc on pose

(54; "^''=8

on trouvera sans peine
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Ces relations sont tout à fait générales et s'appliquent à toute
surface. Supposons maintenant que l'on ait

p, -f- Oj — 0,

«lies deviendront

€l l'on en déduira

<-^8) E = p,/(a), G==.o(?).

Les formules (54) et (55) nous donneront donc

<59) } c\

Par suite, les lignes de longueur nulle de la surface, définies par
l'équation

ds^ = o,

seront bien conjuguées par rapport aux lignes asjmptotiques, dé-

finies par l'équation

C'est ce qu'il fallait démontrer, et Ton voit de plus qu'on déter-

mine les unes et les autres par des quadratures.

84o. Une troisième propriété rapproche les surfaces (M) des

surfaces minima. Remarquons d'abord que l'aire, dans la Géo-
métrie cavlevenne comme dans la Géométrie ordinaire, a sa défi-

nition qui se ramène à celle de la longueur. Si l'élément linéaire

d'une surface a pour expression

ds'- = E f/a2 _ G <35 -T- 2 F dsc c/3,

dans l'une et l'autre Géométrie Faire sera l'intégrale double

y/EG — Fî doL d3,IL
étendue à la portion de surface considérée.

Etant admise cette définition de Taire, les surfaces nouvelles

jouissent relativement à Taire cavlejenne de la même propriété
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que les surfaces minima, relativement à Faire euclidienne. C'est

un poiot que l'on établira comme il suit.

Portons sur la normale en un point M d'une surface quel-

conque (S) une longueur MM'= e. Les coordonnées du point M'
seront

X = a? cos £ -I- M sin £,

Y = jK cosô -^- i> sins,

Z = ^ cos £ -4- (V sin £,

T = ^ cos£ -h p sin£.

(Go)

Si l'on prend comme variables les paramètres a, ,3 des lignes

de courbure, les formules (54) à (56) nous permettront d'établir

l'identité

m S ^X2 = ^s2_j_E('cos£-'-^y^a2 + G(cos£-^y^;32,

d'où l'on pourrait déduire toute une généralisation de la théorie

des surfaces parallèles.

Si l'on suppose que £ soit une fonction infiniment petite de a,

,3, le point M' décrira une surface (S') infiniment voisine de la

surface (S) et l'aire de cette surface (S') sera représentée par

'intégrale double

//
où l'on néglige le carré de s. Le calcul est tout semblable à celui

que nous avons donné au n" 185.

On voit donc que la variation de l'aire de la surface (2) ne sera

nulle que si l'on a, en chacun des points de cette surface,

et nous avons déjà constaté que cette relation entre les rayons de
courbure caractérise les surfaces (M).

846. Pour terminer ce Chapitre, nous indiquerons une trans-

formation
(

^

)
qui permet de transporter en quelque sorte à la Géo-

(') Cette transformation a été étudiée avec développement en diverses parties
de l'Ouvrage que nous avons cité plus haut [p. 479].
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métrie des relations métriques euclidiennes, les propositions que

l'on a obtenues relativement à la Géométrie de M. Cayley et, en

particulier, celles qui concernent les surfaces (M). Comme toutes

les définitions généralisées d angle, de longueur, de distance

sont fondées sur la notion du rapport anliarmonique, nous pour-

rons supposer que l'on ait ramené, par une transformation homo-

graphique, la quadrique fondamentale à être une sphère (S).

Cela nous permettra d'énoncer sous forme plus claire les défini-

tions et les résultats.

A chaque point M de l'espace faisons correspondre l'un des

points m, m' qui sont les centres des sphères de rayon nul passant

par l'intersection de la sphère (S) et du plan polaire de M par

rapport à (S). La transformation ainsi définie jouira des pro-

priétés suivantes.

A chaque point M correspondent deux points m, m'; mais à un

point m correspond un seul point M, admettant pour plan polaire

le plan radical de (S) et du point-sphère qui a son centre en m.

Les deux points m, m' qui correspondent à un même point M
sont inverses l'un de l'autre par rapport à la sphère (S) et ils sont

sur la droite qui joint le point M au centre de cette sphère.

Voici d'ailleurs les formules qui définissent la transformation.

Prenons pour origine le centre de la sphère (S) qui aura alors

pour équation

(6i) X2— Y2— Z2— R2=o,

et soient x, y, z les coordonnées du point m.

Le plan radical de la sphère (S) et du point-sphère m aura

pour équation

Xî-^ Y^-v- Z-^- H^- (X— ^)^- (Y —j^r-- (Z - -)i = G.

Le pôle de ce plan, qui doit être le point M, se détermine donc

sans difficulté et l'on trouve pour ses coordonnées X, \, Z les

expressions suivantes

2R^K

_ 2R2-

D. — 111.
^'^

(6î) ' ^ = -J,.^y.^^^^^
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Ces formules définissent la transformation. Elle a deux pro-

priétés communes avec l'inversion. D'abord la droite réunissant

les points qui se correspondent va passer par un point fixe. En
second lieu, le point M ne coïncide avec m que si l'on a

c'est-à-dire si le point m est sur la sphère (S).

Mais si l'on veut déduire x, y, z des relations précédentes, les

résultats sont plus compliqués. On trouvera

/ -7^2 _(_ v2 -i- z2 R 2 \ 2

(63) 0==R2_X2— Y2_Z2=:R2/^^tZ_^^ g_\
^ ' \^2_,_j^2_^22_j_ R2

et de là on déduira

X y z R
(64)

--y- -
X Y z R±^R2_X2— Y2— Z2

847. Au lieu de nous servir de ces formules employons unique-

ment la Géométrie. Pour abréger, nous désignerons sous le nom de

première figure celle qui contient les points M et sous le nom de

seconde figure celle qui contient les points m, m' . D'après ladé-

finition même de la transformation, m et m' sont les points-sphères

passant par l'intersection de (S) et du plan polaire (P) de M par

rapport à (S). Donc toute sphère orthogonale à (S) et ayant son

centre dans le plan (P) passera nécessairement par les deux

points m et m!

.

D'après cela, considérons trois points quelconques M, M,, Mo

de la première figure et soient (P), (P,
), (Po) leurs plans polaires

|)ar rapport à (S). La sphère (S) orthogonale à (S) et ayant pour

centre le point d'intersection des plans (P), (Pi), (Pa), c'est-

à-dire le pôle du plan MM, Mo, contiendra nécessairement les

couples de points de la seconde figure m, m!\ m,, m\\ mo, m'^ qui

correspondent respectivement à M, M,, Ma. Supposons mainte-

nant que M, M,, Mo soient trois points infiniment voisins d'une

surface (U) appartenant à la première figure. Alors m, m,, m^

d'une part et m', m',, ni.^ d'autre part seront trois points infini-

ment voisins sur les deux nappes de la surface (V) qui est dans la

seconde figure l'homologue de la surface (U). Quand les points

M,, Mo se rapprochent du point M, le centre de la sphère (S) tou-

jours orthogonale à (S) devient le pôle du plan tangent en M à la
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surface (U). Comme mi, m^ se rapprochent de m et m\, m.,

de m\ cette sphère (2) devient tangente en m. m' aux deux

nappes de la surface (V). Et de là résulte la proposition suivante,

qui constitue la meilleure définition de la transformation :

A une surface quelconque (U) de la première figure la

transformation fait correspondre la surface anallagma-

tique (V) enveloppe de la sphère variable qui est toujours or-

thogonale à la sphère (S) et a son centre sur la polaire réci-

proque (U') de (U) par rapport à (S') (
' ).

Supposons, par exemple, que la surface (U) soit un plan, la

surface (U') se réduira au pôle de ce plan et la surface (V) de-

viendra la sphère orthogonale à (S) passant par l'intersection

de (S) et du plan. C'est ce que permettent de vérifier les formules

données plus haut.
Fie. 8i.

Supposons maintenant que la surface (U) se réduise à une

droite (d). La polaire réciproque de {d) sera une droite {d')

et les sphères variables qui auront leur centre sur {à') contien-

dront toutes le cercle (C), orthogonal à (S), passant par rinler-

section de (d)etàe {S)\fig. 8i). C'est ce cercle qui correspondra

() ]oir pour la définition des surfaces anallaginaliques [I. p. 558]. On dit quel-

quefois que (S) est la sphère directrice et (U') la surface déférente de Tanaliagma-

lique. On pourra consulter sur ce point l'Ouvrage cité plus haut [p. 479]-
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à la droite (<i), comme il est aisé de le vérifier encore par les

formules données plus haut.

Comme la tangente en m au cercle va couper la droite (c?) en

un point qui est évidemment dans le plan polaire du point homo-
logue M de la première figure, on voit que, si Von considère

dans les deux figures deux courbes correspondantes, les tan-

gentes en M et en m à ces deux courbes vont couper en un
même point le plan polaire de M par rapport à la sphère (S).

Pour le reconnaître il suffit de substituer à la courbe décrite par

le point M la droite qui passe par deux points infiniment voisins

de cette courbe. On déduit immédiatement de là que, si l'on con-

sidère non plus deux courbes, mais deux surfaces correspondantes,

les plans tangents à ces surfaces en M et m se coupent suivant

une droite située dans le plan polaire de M par rapport à la

sphère (S).

818. Ces propositions étant établies, nous pouvons démontrer

la propriété fondamentale de la transformation : elle conserve les

angles, c'est-à-dire que les angles de la première figure mesurés

par rapport à la sphère (S) sont égaux aux angles ordinaires

de la seconde.

Soient, en effet, Mi, M.t' les tangentes à deux courbes passant

en M et soient t^ t' les points où elles rencontrent le plan polaire

de M. Les tangentes en m aux deux courbes correspondantes se-

ront les droites mt^ mt! . D'ailleurs la droite tt' va rencontrer la

sphère (S) en deux points a, a'] et il est clair que les deux fais-

ceaux de quatre droites

mt, nit\ ina^ ma',

Mf, Ut', Ma, Ma'

ont le même rapport anharmonique R.

Mais les droites Ma, M«' sont des tangentes à la sphère, puisque

M est le pôle du plan (P) qui contient a, a! . L'angle V, mesuré

par rapport à la sphère (S), des deux droites M^, M^', c'est-à-dire

des deux courbes de la première figure, est donc

±.l„gR.

De même, puisque m est le centre d'une sphère de rajon nul
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<iui passe par l'intersection de (S) et de (P) et, par conséquent, par
les points a, a', ma, ma' sont des droites allant rencontrer le

cercle de l'infini; et, par suite, l'angle ordinaire des droites ml,
mt' est aussi égal à

-.logR.

La proposition est donc démontrée pour l'angle de deux courbes;

elle subsiste évidemment pour l'angle de deux surfaces ou pour
l'angle d'une surface et d'une courbe.

849. On peut d'ailleurs la démontrer anal^tiquement de la ma-
nière suivante :

Si l'on applique la formule (35), on verra que la distance de

deux points infiniment voisins de la première figure, prise par rap-

port à la sphère (S), est définie par l'équation

( ba ) «77Î = -^ — — '—

.

Faisons usage des formules de la transformation et substituons

à X, Y, Z leurs expressions (62) en x, y, z. Nous trouverons

1 66 ) dj^- = 7^^^^ -— ( cf.r'- ^dy-'—dz'-},

ou plus simplement

^67) (i^' = ^ ^^. ^T-. ds'-
• '' KX-—y-— z-—W-'>-

Ainsi la transformation a lieu de telle manière que l'élément

cajlejen dn de la première figure soit proportionnel à l'élément eu-

clidien ds de la seconde. Or, la définition donnée au n° 372 de

l'angle de deux directions évalué par rapport à une forme quadra-

tique montre immédiatement que cet angle subsiste sans modi-

fication quand la forme est mtiltipliée par une fonction finie

quelconque. 11 résulte de là que l'angle de deux directions de la

première figure évalué relativement à la forme quadratique c/t,

c'est-à-dire l'angle cajleyen (n° 838), est identique à l'angle des

directions correspondantes de la seconde figure évalué relative-

ment à ds, c'est-à-dire à l'angle euclidien.
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850. Les conséquences les plus importantes de ce principe de

la conservation des angles se rapportent au cas où les angles sont

droits et, en nous souvenant que les directions à angle droit dans

la Géométrie cajleyenne sont celles qui sont conjuguées par rap-

port à la sphère (S), nous pouvons énoncer les propositions sui-

vantes :

Si deux courbes de la première figure se coupent et si les tan-

gentes, en leur point commun, sont conjuguées par rapport à la

sphère, les courbes anallagmatiques correspondantes se coupent à

angle droit.

Si deux surfaces de la première figure se coupent et si les plans

tangents en un de leurs points communs sont conjugués par rap-

port à (S), les surfaces anallagmatiques correspondantes se cou-

pent à angle droit au point correspondant.

Si l'on a, dans la première figure, un système triple formé de

surfaces telles que, en tous les points communs à deux surfaces, les

plans tangents soient conjugués par rapport à la sphère (S), le sys-

tème triple d'anallagmatiques correspondant sera formé de surfaces

orthogonales.

On peut indiquer encore ce que deviennent, lorsqu'on leur

applique la transformation, les propriétés signalées plus haut

(n° 839) relativement aux lignes géodésiques dans la Géométrie

cayleyenne.

D'après la formule (67), cette transformation fait correspondre

aux lignes géodésiques cayleyennes de la première figure les

lignes de la seconde qui rendent minimum l'intégrale

/:
ds

-y^-^z^--K^

étendue à l'arc euclidien ds pris entre deux quelconques de leurs

points. On peut donc énoncer les propositions suivantes, qui ont

été développées dans l'Ouvrage déjà rappelé.

Les lignes de Vespace qui rendent niinimiun Vintégrale

I
ds

prise entre deux quelconques de leurs points sont des cercles
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orthogonaux à la sphère (S) définie par l'équation

^-—J*— ^^— R- = o.

Sur une surface donnée (L ) les lignes qui rendent minimum
la même intégrale sont définies par une propriété différen-

tielle, analogue à celle qui caractérise les lignes géodésiques.

La sphère qui est orthogonale à (S) et qui a, avec la courbe, le

contact d'ordre le plus élevé, c'est-à-dire qui contient le

cercle osculateur en un quelconque de ses points, doit être, en

ce point, normale à la sur/ace.

8ol. Examinons en particulier ce que donne notre transforma-

tion appliquée au\ surfaces (M), Pour cela, il sera nécessaire de

rappeler une généralisation très étendue de la théorie des tan-

gentes conjuguées de Dupin (').

Considérons un ensemble de surfaces (F) représenté par une

équation de la forme suivante

(68) /(x,y, z, a, b, c) = o,

qui contient trois paramètres arbitraires a, b, c. Tels sont les

plans, les sphères passant par un point fixe ou orthogonales à une

sphère fixe, etc.

Si Ton veut que les surfaces (F) soient tangentes à une surface

donnée (A), on aura à établir une certaine relation

ç(a, b, c) = o,

qui réduira à deux le nombre des paramètres contenus dans l'é-

quation (68). Supposons, par exemple, que Ton élimine c; l'équa-

tion des surfaces (F) qui sont tangentes à (A) prendra la forme

(69) '!i>{^,y, -5. a, b) = 0,

où a et b seront entièrement arbitraires.

Cela posé, supposons que, lorsqu'on se déplace à partir d'un

point quelconque M de (A) dans une direction Mix, la surface (F)

(
'

) Voir le Mémoire sur les solutions singulières des équations aux dérivées

partielles du premier ordre inséré par l'auteur au tome XXVII des Mémoires

présentés par divers savants à l'Académie des Sciences de l'Institut de

France, § 10.
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relative au point M soit coupée par la surface (F) relative au poiul

infiniment voisin suivant une courbe admettant en M la tangente

Mij.'. La relation entre les deux tangentes M[j., Mjjl' sera évidem-

ment homographique, mais elle sera de plus involutive-, c'est-

à-dire que, si l'on se déplace suivant la direction M p.' (au lieu

de Mu.), l'intersection des deux surfaces (F) infiniment voisines

correspondantes sera tangente à M p. (au lieu de M[jl').

Admettons cette proposition, pour la démonstration de laquelle

nous renverrons au Mémoire cité, et qui donne évidemment la

théorie de Dupin quand les surfaces (F) se réduisent aux plans

tangents de (A). Nous remarquerons seulement que, par sa nature

même, la relation entre deux directions conjuguées ainsi définies

subsiste quand on effectue une transformation ponctuelle quel-

conque, pourvu qu'aux surfaces (F) on substitue les transformées

(F') de ces surfaces dans la transformation considérée.

D'après cela, considérons les surfaces (M') qui dérivent des

surfaces (M) par la transformation que nous avons définie au n°846.

Nous voyons tout de suite, d'après la formule (6^), qu'aux lignes

de longueur nulle (cajlejenne) des surfaces (M) correspondent

des lignes de longueur nulle (euclidienne) dans les surfaces (M').

Ces lignes étaient conjuguées par rapport à (M); elles le seront

aussi sur la surface (M'), pourvu que, dans la définition des

tangentes conjuguées, on substitue aux plans tangents de (M)

les sphères orthogonales à (S) qui leur correspondent dans la

transformation . Voilà donc une pi'opriété géométrique qui per-

mettrait de définir directement les surfaces (M').

D'autre part, toujours d'après la formule (67), à l'aire prise dans

le sens de la Géométrie caylejenne de la surface (M) correspondra,

en laissant de côté un facteur constant, l'intégrale

// (a72-H-j2-+-z2— R2)2'

relative à la surface (M'), «iS désignant l'élément d'aire euclidien

de cette surface. Les surfaces (M') seront donc celles pour les-

quelles cette intégrale, étendue à toute la portion de surface com-

prise dans un contour donné, aurait sa variation première égale à

zéro.

Nous nous contenterons de remarquer ici qu'en effectuant une
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inversion dont le pôle serait sur la sphère (S), on pourrait réduire

cette intégrale à la forme plus simple

m
z désignant la distance a un plan fixe qui serait Vinverse de la

sphère (S).

FIN r>E LA TROISIÈME PARTIE

D. — III. 32.





TABLE DES MATIERES

DE LA TROISIÈME PARTIE.

LIVRE VI.

LIGNES GÉODÉSIQIES ET COURBURE GÉODÉSIQUE.

CHAPITRE I.

PagM.

Détermination des géodésiqiies par la méthode de Jacobi i

Surfaces de révolution; lignes géodésiques. — Equation de Clairaul. —
Détermination des surfaces pour lesquelles les géodésiques sont géné-

ralement fermées; celles de ces surfaces qui ont un équateur sont

applicables sur la sphère. — Géodésiques des surfaces dont l'élément

linéaire est réductible à la forme étudiée par M. Liouville

ds'= (L — V)(Uf rfa'-^Vfrft^).

Forme géométrique que l'on peut donner à l'intégrale première. —
Première application au plan et à la sphère. — Géodésiques de l'ellip-

soïde; leur discussion sommaire et leur division en trois espèces. —
Propositions géométriques se rapportant à Télément linéaire de Liou-

ville ; coniques géodésiques isothermes ; familles de courbes qui peuvent

être regardées de deux manières différentes comme formées de coniques

géodésiques. — Extension de divers théorèmes de Graves et de

M. Chasles.

CHAPITRE II.

Intégrales homogènes du premier et du second degré 33

Méthodes régulières pour la détermination des géodésiques.— L'équation

différentielle du second ordre des géodésiques remplacée par un sjstème

canonique. — Usage que l'on peut faire d'une ou de deux intégrales

de ce système. — Intégrales homogènes. — Intégrale du premier degré :

elle caractérise les surfaces applicables sur les surfaces de révolution.

— Intégrale du second degré. — Il j- a deux formes distinctes de l'élé-

ment linéaire pour lesquelles on trouve une intégrale du second degré.

Pour la première et la plus importante, l'élément linéaire est réductible

à la forme de M. Liouville. — Détermination de tous les cas dans

lesquels il y a à la fois une intégrale du premier et une intégrale du

second degré.



5o4 TABLE DES MATIÈRES.

CHAPITRE III.

De la représentation géodésique de deux surfaces l'une sur Vautre. ... 4°

Problème de M. Beltraini : Déterminer toutes les surfaces qui peuvent

être représentées sur le plan de telle manière que les géodésiques cor-

respondent aux droites du plan. — Solution directe et complète de ce

problème : les surfaces à courbure constante sont les seules qui

puissent être représentées de cette manière sur le plan. — Problème
de M. Dini : Déterminer tous les couples de surfaces tels que l'on

puisse établir entre deux surfaces de chaque couple une correspon-

dance dans laquelle les géodésiques correspondent aux géodésiques.

— Solution de M. Dini. — Théorème de M. Tissot. — L'élément

linéaire des surfaces cherchées se ramène à la forme de M. Liouville.

— Application : propriété remarquable de la transformation homogra-
phique. — Solution nouvelle et directe des deux problèmes précédents.

Si l'on cherche à déterminer les courbes pour lesquelles l'intégrale

/ /(m, V, v' ) du prise entre deux points donnés est maximum ou

minimum, on est conduit à une équation différentielle du second ordre

définissant les courbes cherchées. — Cette équation peut être consi-

dérée comme étant la plus générale du second ordre; et à chaque équa-

tion de cet ordre correspondent une infinité de fonctions /(m, v, v' ). —
Détermination effective de ces fonctions quand on sait intégrer

l'équation différentielle. — Relations avec la théorie du multiplicateur

de Jacobi. — Application à l'équation p"=o et aux problèmes de

MM. Beltrami et Dini.

CHAPITRE IV.

Intégrales homogènes de degré supérieur et intégrales d'une forme
déterminée 66

Division des intégrales en classes d'après le nombre de leurs facteurs

linéaires distincts. — Équations aux dérivées partielles par lesquelles

on exprime qu'il y a une intégrale d'une forme déterminée. — Appli-

cation au cas où l'élément linéaire est exprimé au moyen des coor-

données symétriques. — Équations générales. — Première application;

intégrale fractionnaire dont les deux termes sont linéaires par rapport

à j» et à g' ; la valeur correspondante de X est l'intégrale générale de

l'équation E (
-> -

) ; les solutions homogènes de cette équation four-

nissent l'élément linéaire de certaines surfaces spirales. — Intégrale

à deux facteurs distincts; première méthode. — Un cas particulier de

l'intégrale à trois facteurs. — Intégrale à deux facteurs distincts; ré-

duction du problème à l'intégration d'une équation linéaire qui admet

un nombre illimité de solutions homogènes.

CHAPITRE V.

Le plus court chemin entre deux points d'une surface 86

Comparaison d'un segment de géodésique à tous les chemins infiniment

voisins réunissant ses extrémités. — Considérations géométriques;



TABLE DES MATIERES. 5o5

Pages,

enveloppe de toutes les géodésiques passant par un point. — Énoncé
d'une propriété générale qui s'applique à un grand nombre de pro-

blèmes de maximum. — Méthode analytique de M. O. Bonnet. —
Détermination des géodésiques infiniment voisines d'une géodésique

donnée. — Deux théorèmes de Sturm sur les équations différentielles

linéaires. — Application aux lignes géodésiques. — Formule qui donne

la variation de longueur d'un arc de courbe quelconque. — Conditions

auxquelles doit satisfaire le plus court chemin entre deux points d'une

surface limitée d'une manière quelconque. — Extension que l'on peut

donner au problème du plus court chemin. — Introduction de la

notion de la longueur réduite d'un segment de géodésique due à

M. Christoffel.

CHAPITRE VI.

La courbure géodésique et le théorème de Gauss 1 13

Définitions diverses de la courbure géodésique. — Généralisation de

différentes propositions relatives à la courbure des lignes planes. —
Définition due à M. Bellrami de la courbure géodésique. — Détermi-

nation de toutes les surfaces dont les lignes de courbure ont leur

courbure géodésique constante. — Le théorème de Green pour une

aire à connexion simple. — Formule de M. O. Bonnet. — Théorème

de Gauss relatif à la courbure totale d'un polygone dont les côtés sont

des lignes géodésiques. — Définition de l'angle de contingence géodé-

sique. — Formule de M. Liouville, expression de la courbure totale

en un point de la surface au moyen des courbures géodésiques des

deux lignes coordonnées. — Application de cette formule à un pro-

blème de .M. Tchebychef. — Le théorème de Green pour une aire à

connexion multiple. — Applications diverses. — Le théorème de Gauss

relatif à la courbure dun polygone géodésique ne constitue pas une

propriété caractéristique des lignes géodésiques.

CHAPITRE VII.

Les cercles géodésiques i4o

Nouvelle application du théorème de Green ;
généralisation du théorème

des projections. — Expression analytique du rayon de courbure géodé-

sique dune courbe définie de la manière la plus générale par une

équation quelconque en coordonnées curvilignes. — Etude des

courbes (F) qui sont définies par cette propriété qu'en chacun de leurs

points la courbure géodésique soit une fonction donnée à l'avance des

coordonnées du point. — Équation du second ordre au moyen de

laquelle on les détermine. — On peut, comme dans le cas des lignes

géodésiques, ramener la détermination de ces courbes à l'intégration

d'une équation aux dérivées partielles du premier ordre. — Propo-

sitions et propriétés de maximum ou de minimum analogues à celles

des lignes géodésiques. — Des cercles géodésiques. c'est-à-dire des

courbes dont la courbure géodésique est constante. — Détermination

des cercles géodésiques pour toutes les surfaces applicables sur des

surfaces de révolution. — Propriétés relatives à la courbure géodésique



^o6 TABLE DES MATIÈRES.

, , ... Pages.
dans les systèmes isothermes. — Systèmes orthogonaux composés de
deux familles de cercles géodésiques. — Cas des surfaces à courbure
constante.

CHAPITRE VIII.

Les triangles géodésiques et le théorème de Gauss i5-.

Du système de coordonnées polaires dans une surface quelconque. —
Développement suivant les puissances de u de la courbure totale et de
la quantité X qui figure dans l'expression

ds' = du' -i- "k^ dv^

de l'élément linéaire. — Distance géodésique de deux points quel-
conques. — Son carré est dévcloppable en série. — Calcul des
premiers termes de cette série. — Triangles géodésiques infiniment
petits. — Théorème de Gauss. — Expression de la surface du triangle.

— Application des résultats précédents à la détermination de quelques
infiniment petits relatifs à une courbe quelconque tracée sur la sur-
face. — Expressions de l'arc approchées jusqu'aux termes du cin-
quième ordre. — Étude d'une question posée par M. Christoffel :

recherche des surfaces pour lesquelles il y a, entre les six éléments
d'un triangle géodésique, une ou plusieurs relations indépendantes
des coordonnées des sommets. — Travaux de MM. Weingarten et
von Mangoldt. — Les surfaces à courbure constante sont les seules
pour lesquelles il y ait plus d'une relation entre les six éléments;
et le nombre de ces relations est égal à trois. — Les surfaces appli-
cables sur des surfaces de révolution sont les seules pour lesquelles il y
ait une relation, et une seule, entre les six éléments. — Démonstra-
tion de ce dernier résultat par la considération des triangles géodé-
siques infiniment aplatis.

LIVRE VII.

LA DÉFORMATION DES SURFACES.

CHAPITRE I.

Les paramètres différentiels jq3
Formules élémentaires relatives à deux courbes tracées sur une surface.

— Définition des paramètres différentiels du premier ordre A9, A (9, <\i),

®(?» 'l')-
-- Paramètre du second ordre A^cp; méthode de M. Beltrami;

formule analogue à celle de Green. — Expression du rayon de cour-
bure géodésique d'une courbe au moyen- des paramètres différentiels.

— Les formations de M. Beltrami permettent d'obtenir tous les inva-
riants différentiels de l'élément linéaire. — Emploi des paramètres
différentiels dans la solution de divers problèmes où il s'agit de
ramener l'élément linéaire à une forme spéciale. — Calcul des para-
mètres différentiels des fonctions les plus simples. — De l'emploi de



TABLE DES MATIERES. 'jQ-

Pages.

l'invariant du second ordre dans l'étude du problème de la représen-

tation conforme et des systèmes isothermes. — Démonstration, due à

M. Beltrami, du théorème de Gauss relatif à l'expression de la cour-

bure totale.

CHAPITRE II.

Solution d'un problème fondamental : reconnaître si deux surfaces
sont applicables l'une sur l'autre 218

Deux surfaces pour lesquelles la courbure totale est constante et a la

même valeur sont toujours applicables lune sur l'autre; mais on ne

sait réaliser cette application des deux surfaces l'une sur l'autre que
dans le cas où la courbure totale est nulle. — Si l'on savait déterminer

les géodésiques des deux surfaces, on pourrait réaliser l'application;

mais la détermination de ces géodésiques dépend de l'intégration d'une

équation de Riccati. — Méthode permettant de reconnaître si deux sur-

faces à courbure variable sont applicables l'une sur l'autre. — Cas gé-

néral. — Emploi des paramètres différentiels. — Cas particulier où les

courbes sur lesquelles la courbure totale conserve une même valeur

sont parallèles les unes aux autres. — Cas plus spécial encore où ces

courbes forment en outre une famille isotherme; les surfaces sont alors

applicables sur des surfaces de révolution. — Etude de deux pro-

blèmes particuliers; recherche des surfaces réglées qui sont appli-

cables sur des surfaces de révolution ; recherche des surfaces gauches

qui sont applicables sur une autre surface réglée sans que les géné-

ratrices rectilignes soient des courbes correspondantes sur les deux

surfaces.

CHAPITRE m.

Les formules de Gauss 24^

Étude du commencement du Mémoire de Gauss. — Introduction des

déterminants D, D', D". — Expression de DD— D'^ en fonction des

coefficients qui entrent dans l'élément linéaire et de leurs dérivées. —
Relations différentielles entre D, D', D" et les coefficients de l'élément

linéaire. — Rapprochement avec les formules de M. Codazzi. — Equa-

tions différentielles des lignes asymptotiques, des lignes de courbure,

équation aux rayons de courbure principaux écrites au moyen des

quantités D, D', D'. — Équations aux dérivées partielles du second

ordre auxquelles satisfont les coordonnées rectangulaires d'un point de

la surface, lorsqu'on connaît D, D', D". — Équation aux dérivées par-

tielles qui détermine les surfaces admettant un élément linéaire donné.

— Les caractéristiques de cette équation sont les lignes asymptotiques

de la surface.

CHAPITRE IV.

Équation aux dérivées partielles des surfaces applicables sur une surface

donnée ^^"*

Méthode directe permettant d'obtenir immédiatement l'équation aux

dérivées partielles dont dépend la recherche des surfaces applicables



5o8 TADI.K DES MATIÈRES.

Pages,

sur une surface donnée. — Remarque de Bour sur une intégi'ale

première de celle équalion — Aulres méthodes conduisant à la même
équation. — Emploi des paramètres différentiels de M. Beltrami. —
Développement de l'équation lorsqu'on choisit différents systèmes de
coordonnées. Coordonnées symétriques. — Courbes parallèles et leurs

trajectoires orthogonales. — Cas où la surface est définie par son
équation en coordonnées reclilignes.

CHAPITRi: V.

Etude de l'équation aux dérivées partielles dont dépend le problème de
la déformation 263

Notions préliminaires sur les équations du second ordre qui sont linéaires

par rapport à /•, s, t, rt — sK — Problème de Cauchy. — Définition

précise des caractéristiques. — Théorie géométrique de l'intégration,

reposant sur les propriétés des caractéristiques. — Application à

quelques exemples simples. — Étude particulière de l'équation dont
dépend le problème de la déformation. — On peut énoncer ici le pro-
blème de Cauchy sous la forme suivante : Déformer la surface de telle

manière qu'une courbe tracée sur elle prenne une forme donnée à

l'avance. — Propriété remarquable des asymptotiques. — Problèmes
divers. — Déformer une surface de telle manière qu'elle puisse s'in-

scrire dans une développable donnée, suivant une courbe donnée. —
Nouvelles manières de poser le problème de la déformation. — Équa-
tions simultanées auxquelles doivent satisfaire les paramètres des

deux familles d'asymptoliques. — Démonstration de diverses proposi-

tions sur les asymptotiques et les surfaces gauches. — Équations simul-

tanées auxquelles satisfont les coordonnées curvilignes, considérées

comme fonctions des paramètres des deux familles d'asymptoliques.
— Application à un cas particulier.

CHAPITRE VI.

Déformation des surfaces gauches
, 293

Elément linéaire des surfaces gauches. — Surfaces dont les génératrices
vont rencontrer le cercle de l'infini. — Surfaces qui admettent un plan
directeur tangent au cercle de l'infini. — Détermination complète de
toutes les surfaces gauches admettant un élément linéaire donné. —
Différents problèmes relatifs à ces surfaces. — Autre méthode fondée
sur l'emploi des formules de M. Codazzi. — Questions diverses rela-

tives aux lignes asymptotiques et aux lignes de courbure. — Propriétés
de la ligne de striction. -- Surfaces réglées applicables sur les surfaces
de révolution. — Il y a, dans ce cas, une relation linéaire entre les

deux courbures de la ligne de striction.



TABLE DES .MATIÈRES. 509

CHAPITRE VII.

l'apes.

Les théorèmes de M. Weingarten 3 16

Rappel des fonmiles relatives au système de coordonnées ioriué par les

lignes de courbure. — Relations entre les rayons de courbure et la

représentation sphérique. — Premier théorème de M. Weingarten :

Pour déterminer une surface dont les rayons de courbure sont liés par

une relation, il faut ramener à une certaine forme l'élément linéaire

de la sphère. — Applications : surfaces canaux; surfaces minima. —
Nouvelle classe de surfaces découverte par M. Weingarten. — Intégra-

tion d'une équation aux dérivées partielles. — Second théorème de

M. Weingarten. — Propositions générales relatives à la développée d'une

surface. — Les deux nappes de la développée d'une surface W^, c'est-

à-dire d'une surface dont les rayons de courbure sont fonctions l'un

de l'autre, sont applicables sur une surface de révolution dont l'élé-

ment linéaire dépend seulement de la relation entre les rayons de

courbure. — Réciproque et démonstrations géométriques de M. Bel-

trami. — Applications. — On sait déterminer toutes les surfaces appli-

cables sur le paraboloïde de révolution.

CHAPITRE VIII.

La surface des centres de courbure. Propriétés générales 334

Rappel de dilférentes propositions relatives aux deux nappes de la dé-

veloppée. — Formules relatives à chacune de ces nappes : élément

linéaire, lignes asymptotiques, lignes de courbure, rayons de courbure

principaux. — Propositions relatives au contact de deux surfaces;

existence de relations entre les éléments du même ordre des deux

nappes de la développée. — Recherche de ces relations dans le cas du

second ordre. — Paraboloïde des huit droites. — Théorème de

M. Ribaucour relatif au cas où les lignes de courbure se correspondent

sur les deux nappes de la développée. — Généralisation de certaines

propriétés de la développée. — Théorèmes de MM. Reltrami et

Laguerre relatifs à des droites entraînées dans le mouvement de dé-

formation d'une surface. — Proposition de M. Ribaucour relative à des

courbes situées dans les plans tangents d'une surface donnée.

CHAPITRE IX.

Propriétés diverses des surfaces W ^07

Première propriété : Théorème de M. Halphen, relation entre les cour-

bures totales des deux nappes de la développée. — Deuxième propriété :

Détermination par de simples quadratures des lignes de courbure de

toute surface W; remarque de M. Weingarten. — Troisième pro-

priété, due à M. Ribaucour : les lignes asymptotiques se correspondent

sur les deux nappes de la développée; la véritable origine de cette

remarquable proposition se trouve dans le fait que les asymptotiques

sonfles caractéristiques de léquation aux dérivées partielles dont dé-

pend le problème de la déformation d'une surface. — Propriété géomé-



5lO TABLE DES MATIERES.

Pages,

trique relative aux asymptotiques des développées pour la nouvelle

classe de surfaces \V découverte par M. Weingarten. — Recherche
directe de toutes les surfaces qui possèdent cette propriété. — Dé-
termination et construction géométrique de toutes les surfaces appli-

cables sur le paraboloïde de révolution. — Rapports avec la tliéorie des

surfaces minima.

CHAPITRE X.

Application des théorèmes de M. Weingarten aux surfaces pour
lesquelles la courbure totale ou la courbure moyenne est constante. , .. 3-5

Remarque de M. O. Bonnet: La recherche des surfaces dont la courbure
moyenne est constante se ramène à celle des surfaces pour lesquelles

la courbure totale est constante. — Les surfaces à courbure constante

négative considérées comme surfaces W. — Propriétés géométriques

relatives aux lignes asymptotiques. — Transformation de M. Bonnet

et de M. Lie; surfaces à courbure constante qu'on peut faire dériver

d'une surface donnée. — Propriétés géométriques signalées par

M. O. Bonnet; les lignes de courbure de toute surface à courbure

moyenne constante forment un système isothei'me. — Toute surface à

courbure moyenne constante est applicable sur une infinité de sur-

faces avec conservation des rayons de courbure principaux aux points

correspondants. — Développées des surfaces à courbure constante

négative; elles sont applicables sur l'hélicoïde minimum. — Les sur-

faces à courbure constante considérées comme applicables sur des sur-

faces de révolution. — Etude des trois formes distinctes que l'on

obtient pour l'élément linéaire d'une surface de révolution à courbure

constante négative. — Surfaces complémentaires; elles sont appli-

cables sur les surfaces de révolution engendrées par la révolution

d'une tractrice ordinaire, d'une Iractrice allongée ou raccourcie.

CHAPITRE XI.

Les surfaces à courbure totale négative 3q^

Surface pseudosphérique. — Représentation conforme de la partie réelle

de la surface sur le demi-plan supérieur. — Étude des transformations

qui conservent l'élément linéaire et qui réalisent, par suite, une appli-

cation de la surface sur elle-même. — Représentation des géodésiques

par des cercles ayant leur centre sur l'axe des x. — Distance géodé-

sique de deux points. — Les cercles géodésiques sont représentés par

des cercles. — Division des différents cercles géodésiques en

trois espèces. — Les cercles situés tout entiers à distance finie ont seuls

un centre; aire de ces cercles, longueur de leur circonférence. — Clas-

sification, due à M. Klein, des transformations qui conservent l'élément

linéaire. — Analogies et différences entre la géométrie des diverses

surfaces à courbure constante. — Géométrie non euclidienne. — Réso-

lution d'un problème relatif au changement de coordonnées. — Consi-

dérations géométriques conduisant à la représentation conforme qui
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