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PRÉFACE.

Cette quatrième et dernière Partie comprend un seul Livre,

consacré à J'élude des deux problèmes étroitement liés de la

Déformation infiniment petite et de la Représentation sphé-

rique. Ce double sujet est un des plus attrayants et, je crois, un

des plus féconds de la Géométrie. J'espère qu'il intéressera les

nombreux lecteurs qui m'ont fait l'honneur de me suivre jusqu'au

bout de ce long Ouvrage.

Le Livre VIII tout entier a paru en juillet iSgo.

Les Azotes et Additions qui" paraissent aujourd'hui terminent

à la fois le Volume et l'Ouvrage. Les trois premières sont dues à

mon confrère, AL Emile Picard, à MM. G. Kœnigs et E. Cos-

serat. En même temps qu'elles enrichissent ce Volume, elles

constituent pour l'auteur un témoignage de sympathie qui lui est

des plus précieux et qu'il prend plaisir à enregistrer.

Il ne veut pas terminer sans adresser aussi ses plus vifs remer-

cîments à AlAL G. Kœnigs, C. Guichard et E. Cosserat qui ont

bien voulu laider dans la correction des épreuves de ce Volume

et à ses excellents éditeurs, MM. Gauthier-Villars, dont le con-

cours si dévoué et si éclairé lui a été d'un grand secours depuis

le commencement de la publication.

2 5 mars 1896.
G. DARBOLX.





ERRATA.

Première Partie.

Page 143, ligDC 3 de la Note, au lieu de Gôttingen lisez Gottinger.

Page 341, ligne 2, au lieu de So, lisez 81.

Deuxième Partie.

Page 5o, dans la deuxième ligne du déterminant, au lieu de aK/!, lisez y*fi.

Page 100, ligne 5 en remontant, au lieu de l'équation (i), lisez l'équation (2).

Page i4o, formule (8), au lieu de -r- dans la seconde ligne, lisez -r—

•

oy ox

Page 3io, formule (64), au lieu de {a — u lisez {a — u).

Page 457, dans les trois premières formules, au lieu de U-r h, lisez 2U -f- 2 h.

Troisième Partie.

Page 89, ligne i3, au lieu de en B', lisez en B',

.

Page 93, ligne i3 dans la formule, au /iCMrfe 5-^— (--I-K Usez ^— (-i-V
3RR da\RR7 3 du\RR/

Page 94. formule (2), même correction.

Page 286, ligne 3, au lieu de applicable lisez applicables.

Page 295, ligne i3, au lieu de 692, lisez 693.

Page 332, ligne 5, au lieu de 692, lisez 693.

Page 398, ligne 12, au lieu de (11), lisez (10).

Page 473, ligne 3 en remontant, lisez B = o.

Page 4/3, dernière ligne, lisez A = o.



Vni ERRATA.

Quatrième Partie.

Page 4*5, dernière ligne, supprimez le signe —

.

Page 89, dernières lignes, au lieu de éiudiée, lisez étudie.

Page i5i, dans le I" membre de l'équation {:ik),aulieudedQ.\d\„ lisez dC^d\\.

Page 252, ligne 19, au lieu de phériques, lisez sphériques.

Page 257, ligne 5, ajoutez w^ api'és i\.

Page 369, ligne 12, au lieu de x, y, lisez X, Y.

Page 406, ligne 10, au lieu de p,, p,, ..., lisez [3,, JÎ3,

Page 463, équation (42), au lieu de |B, lisez p„.

Page 477) ''S°e 18, remplacez au numérateur le signe -\- du milieu par le

signe —

.



THÉORIE GÉNÉRALE

DES SURFACES.

QUATRIÈME PARTIE.

LITRE VIII.
DÉFORMATION LNFINIMENT PETITE ET REPRÉSENTATION

SPHÉRIQUE.

CHAPITRE I.

DÉFORMATIO?r I>"FI>"1-ME>'T PETITE. PREMIERE SOLUTIO>'.

Énoncé précis du problème à résoudre. — Comment on pourrait entreprendre son

étude par la méthode des séries. — Le problème de la déformation infiniment

petite consiste dans la détermination des premiers termes de ces séries. — Ce

que l'on appelle la directrice et le module de la déformation infiniment petite.

— Couples de surfaces applicables l'une sur l'autre. — Rapports de la question

proposée avec le problème dit des éléments rectangulaires. — Indication des

travaux publiés sur ces questions. — Première solution du problème : on est

ramené à l'intégration d'une équation linéaire du second ordre. — Interpréta-

tion géométrique. — Application au paraboloïde. — Raisonnement a priori

montrant que la solution du problème peut être obtenue pour toute surface du

second degré. — Développement de la solution pour le cas de la sphère. — Dé-

monstration géométrique : la surface (S,) qui correspond à une sphère par

orthogonalité des éléments est la sur/ace moyenne d'une congruence isotrope.

— Equations qui déterminent cette surface moyenne. — Retour au cas général :

les caractéristiques de l'équation linéaire dont dépend la solution sont les lignes

asvmptotiques de la surface proposée.

8o2. II ressort avec évidence des développements contenus

dans les Chapitres précédents que, jusqu'ici, le problème de la

déformation des surfaces n'a pu être résolu d'une manière com-

plète que dans un petit nombre de cas. Pour faire connaître tout

ce qu'il y a d'essentiel dans les travaux des géomètres sur ce

beau et difficile sujet, il nous reste à exposer toute une série de

D. - IV. I



2, LIVRE VIII. — CHAPITRE I.

recherches relatives à la déformation infiniment petite, recherches

qui conduisent, soit dans la théorie des surfaces, soit dans celle

des congruences, à des propositions du plus haut intérêt. For-

mulons d'abord d'une manière précise l'énoncé du problème qui

va nous occuper dans ce Chapitre et dans les suivants.

Imaginons que l'on détache de l'ensemble des surfaces qui résul-

tent de la déformation d'une surface donnée (S) une famille de

surfaces dont (S) fera partie, c'est-à-dire une suite continue de

surfaces, représentée en coordonnées rectangulaires par une équa-

tion de cette forme
cp(X,Y,Z, = 0,

OÙ i désigne un paramètre variable et telle que la surface proposée

corresponde, par exemple, à la valeur zéro de ce paramètre. Si

j^jjV", 5 désignent les coordonnées d'un point quelconque de (S)

el si X, Y, Z sont les coordonnées du point correspondant de la

surface de paramètre t, on devra avoir

On peut d'ailleurs supposer que X, Y, Z, fonctions de la va-

riable t en même temps que de x,y, z, soient développables sui-

vant les puissances de t. Et comme X, Y, Z doivent se réduire

respectivement à ^, jk, z pour ^ = o, on devra avoir

X = X H- txi -+- V^x^ -+-

)

Z — Z-^tZ^^ «22

X\i y\i ^\'i ^1-) y-ii ^-ii • • • désignant des fonctions indépendantes

de t, mais dépendantes des deux paramètres, quels qu'ils soient,

que l'on a choisis pour fixer la position du point (^, JK, z) sur la

surface (S). Substituons les valeurs deX, Y, Z dans l'équation (i)

et égalons à zéro les coefficients des différentes puissances de t.

Nous obtenons ainsi les relations

(3)

dx dxi
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qui permettront de déterminer de proche en proche les fonc-

tions inconnues xi^ yt^ z,-. Si, par exemple, on pouvait intégrer

de la manière la plus générale le système (3) en obtenant pour

les valeurs de X, \, Z des séries convergentes, il est clair que

l'on aurait résolu d'une manière complète par la méthode des

séries le problème de la déformation finie de la surface (S).

Envisagé de cette manière, le problème exige en premier lieu la

détermination des fonctions Xi, yi, z-x qui satisfont à la première

des équations (3)

(4 ) dx dxi -T- dy dyy -t- dz dzi = o.

C'est l'intégration complète de cette équation aux différentielles

totales qui donne la solution de ce que nous appellerons dans la

suite le problème de la déformation infiniment petite de la

surface (S).

Supposons que l'on ait trouvé des fonctions x,, y,, ^, vérifiant

les trois équations aux dérivées partielles qui sont comprises dans
• l'équation (4) et considérons la surface (S') définie par les équa-

tions

(5) X'=a•--^r,, Y' = j-^0'i' T = z ~ t z^.

On aura, en tenant compte de 1 équation (4),

rfX'î -+- (A''2— dL- = dx^- -H dy^-— dz^-— t^-{dx\ — dyi — dzl),

de sorte que, si le paramètre t est infiniment petit, la surface (S')

correspond point par point à (S), de telle manière que les longueurs

de deux courbes correspondantes diffèrent seulement de quantités

infiniment petites du second ordre par rapport à t. Si l'on veut

donner une forme entièrement géométrique à cet énoncé, on peut

dire que la surface (S') est infiniment voisine de (S) et que la diffé-

rence des longueurs de deux courbes correspondantes tracées sur

les deux surfaces est du second ordre par rapport à la distance

qui sépare deux points correspondants quelconques sur (S) et v

sur(S').

En comparant les formules (5) aux formules ( 2), on peut encore

admettre que, x,^ yx, 5| une fois connus, on pourra toujours, et

d'une infinité de manières, déterminer les fonctions jCo, y,? -2;

3:3, . . . qui entrent dans les puissances supérieures de f, de telle
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sorte que la surface (S') sera infiniment voisine du second ordre

d'une infinité de surfaces effectivement applicables sur (S). D'une

manière plus précise, si M' est le point de (S') qui correspond à

un point M de (S), la différence géométrique entre le vecteur MM'
dont les projections sont

X'-^, T-y, Z'-z,

et le vecteur MM" qui réunirait le point M au point correspon-

dant M" d'une surface rigoureusement applicable sur (S) et conve-

nablement choisie, sera une grandeur géométrique infiniment

petite du second ordre par rappqrt au segment MM", au moins

dans toute l'étendue d'un segment fini de la surface (S) (').

Si, par les différents points de (S), nous menons les vecteurs

MM', ces vecteurs indéfiniment prolongés engendreront une con-

gruence de droites que nous appellerons les directrices de la dé-

formation infiniment petite. Quant à la grandeur MM', nous

l'appellerons le module de la déformation. Il est clair qu'une dé-

foi^mation est déterminée si l'on connaît, pour chaque point de (S),

la directrice et le module de la déformation. Comme l'équation (4)

ne change pas de forme lorsqu'on y multiplie X\, y\, Z\ par une

constante, nous pourrons supprimer le facteur t et considérer le

module comme une quantité finie .

en nous souvenant que, si l'on veut obtenir une surface (S') résul-

tant de la déformation infiniment petite de (S), il faudra porter,

à partir de chaque point, sur la directrice de la déformation une

longueur sDlL, t désignant une constante infiniment petite quel-

conque. On voit que le module peut toujours être multiplié par

une constante.

853. Si l'on imagine les coordonnées x, y, z exprimées en

(') Il est bon de remarquer que cette proposition ne caractérise pas la sur-

face (S') dans le cas où la surface (S) est plane. Toute surface infiniment voisine

d'un plan satisfait ici à la définition de la surface (S') sans qu'on puisse dire

qu'elle résulte de la déformation infiniment petite du plan. Le lecteur se i-endra

compte aisément de la raison de cette exception.
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fonction de deux variables u et r, l'équation aux différentielles

totales (4) se décomposera dans les trois suivantes :

dx dxi

du du
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l'équation
( 4 ) et, pour l'interpréter géométriquement, considérons

la surface (S,) lieu du point dont les coordonnées sont ^, , jKi, ^f
Cette surface correspond point par point à (S) et l'équation (4)
exprime évidemment que les éléments linéaires correspondants

des deux surfaces sont toujours perpendiculaires. Ainsi le pro-

blème de la déformation infiniment petite de (S) équivaut à la

détermination des surfaces (S,) qui correspondent point par point

à (S) de telle manière que les éléments linéaires correspondants dé-

finis respectivement par les projections dx^ dy^ dz et dxt, dyt , dzf

soient orthogonaux. Nous avons déjà rencontré [I, p. 824, 325] ce

mode de correspondance, étudié en premier lieu par M. Moutard (
'

)

et M. Ribaucour (-). Voici comment ces deux géomètres avaient

été conduits à se poser ce problème dit des éléments rectangu-

laires.

Considérons deux surfaces (S), (S,), applicables l'une sur l'autre.

Si nous désignons par X, Y, Z; X,, Y,, Z, les coordonnées rectan-

gulaires de deux points correspondants sur ces surfaces, on aura

^X2+ ^Y2+ i/Z2 = dX\ + dY\ -t- dZ\,

ce que l'on peut écrire

fZ(X— Xi) ^(X^Xi) + d{Y — Yi) c^(Y -+- Yi)+ ^(Z - Zj) d{Z + Zi) = o.

Si donc on pose

X = a7-Ha7i, Xi = a7— Xy, 2,r= X-f-Xi, 2a7i = X— Xj,

Y = JK— 7i, Yi=j>'—j-i, ou 2jK = Y-f-Yi, aji^Y— Yi,

Z=^-i-^l, Zi = ^ — JJi, 2,3=Z-f-Zi, 2^1 = Z— Zi,

il viendra
dx dxi -f- dy dy\ + dz dzi — o.

Ainsi, lorsque deux surfaces (S), (S,) sont applicables l'une

(') Voii' Moutard, Sur la déformation des surfaces {Bulletin de la Société

Philomathique, année 1869, p. 45, séance du 12 juin), ainsi que le Mémoire et la

Note insérés aux Comptes rendus, t. LXX, p. 834 et déjà signalés [II, p. 53],

(") Les premières recherches de M. Ribaucour, dont la Science déplore la mort
récente et prématurée, remontent à peu près à la même époque et sont contenues

dans la Note Sur la théorie de l'application des surfaces l'une sur l'autre

insérée au Bulletin de la Société Philomathique, année 1869, p. 37.
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sur Vautre, la sur/ace (S), lieu du milieu des segments M^lf

dont les extrémités sont des points correspondants sur les deux

sur/aces, et la surface (S,) obtenue en menant par un point

fixe quelconque de l'espace des droites parallèles et propor-

tionnelles aux segments MM, se correspondront point par point

avec orthogonalité des éléments linéaires. Et, réciproquement,

si deux surfaces (S), (S|) se correspondent avec orthogonalité

des éléments linéaires, et que l'on mène, par chaque point

de (S), deux drmtes, égales et de sens contraires, parallèles

et proportionnelles au rayon vecteur qui joint un point fixe

de l'espace au point correspondant de (S,), les extrémités de

ces deux vecteurs décrivent deux surfaces (2), (2,), applicables

l'une sur l'autre.

Ainsi il revient au même de chercher un couple de surfaces

applicables l'une sur l'autre, ou un couple de surfaces se corres-

pondant avec orthogonalité des éléments linéaires. Mais il importe

de remarquer que, si Ton sait résoudre le problème des éléments

rectangulaires pour une surface (S), c'est-à-dire trouver toutes les

surfaces qui lui correspondent avec orthogonalité des éléments li-

néaires, on ne saura pas pour cela déterminer toutes les surfaces

applicables sur (S ). On pourra seulement connaître des couples

de surfaces applicables l'une sur l'autre et contenant des constantes

ou des fonctions arbitraires.

800. C'est dans une Communication présentée par l'auteur à

la Société mathématique de France, le 17 décembre iSjSC), qu'a

été établi pour la première fois le lien entre le problème des

éléments rectangulaires et celui de la déformation infiniment

petite que nous avons signalé plus haut. Si l'on emploie les défi-

nitions que nous avons adoptées, la proposition qui a servi de

point de départ aux recherches de M. Moutard prend la forme

suivante :

Lorsqu'on connaît une déformation infiniment petite de (S),

si l'on porte à partir de chaquepoint de (S) sur les droites di-

(') Cette CommunicaiioD est restée inédite. Voir une Note Sur les équations
aux dérivées partielles insérée aux Comptes rendus, t. XC\1, p. 766; mars i883.
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lectrices de la déformation deux longueurs égales et de sens

contraires^ proportionnelles au module de la déformation, on

obtient un couple de surfaces applicables l'une sur Vautre.

Et réciproquement :

Si deux surfaces (S), [1^) sont applicables Vune sur l'autre,

la droite MM, qui joint deux points correspondants de ces sur-

faces est à la fois la directrice et le module d'une déformation

infiniment petite pour la surface (S) lieu du milieu de MM,.

Depuis ces premières recherches, M. Lecornu (*) et Beltrami (^),

dans deux Mémoires importants, publiés en 1880 et 1882, se sont

préoccupés de l'étude détaillée des forces C|ue met en jeu la dé-

formation infiniment petite d'une surface donnée, M. Weingarlen

a repris la question en se plaçant au point de vue de la Géo-

métrie C). D'importants résultats relatifs au problème des éléments

rectangulaires se trouvent aussi dans différents Mémoires de

Ribaucour, de MM. Blanchi, Cosseral, Guicliard, etc., et seront

exposés plus loin.

L'auteur va développer ici les méthodes directes qu'il a suivies

dès 1882, dans son enseignement de la Faculté.

806. En voici une que nous allons indiquer rapidement.

Soit à résoudre l'équation

(6) dx dxx -f- dy dy^ H- dz dzi = o.

On démontrera facilement que l'on peut toujours trouver trois

fonctions a, ^, c telles que l'on ait identiquement

{ dxi = c dy — b dz,

(7) i dyi=^ a dz — cdx,

I dz\^ = b dx — a dy,

( ') L. Lecornu, Sur l'équilibre des surfaces flexibles et inextensibles {Journal

de l'Ecole Polytechnique, XLVIIP Cahier, p. 1-109; 1880).

(") E. Beltrami, Sull' equilibrio délie superficie Jlessibili ed inestendibili

{Memorie délie Scienze dell' Istituto di Bologna, série IV, tomo III, Gennaio

1882).

(*) J. Weingarten, Ueber die Deformationen einer biegsamen unausdehn-
baren Flàche {Journal de Crelle, t. C, p. 296; 1886).
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au moins tant que la surface (S) lieu du point {x^y^ z) ne se ré-

duit pas à une courbe ou à un point (').

En effet, introduisons six fonctions a, 6, c; a', b\ c' telles que

l'on ait

dxi = c dy — b' dz,

dyi = adz — c' dx,

dzi = b dx — a dy.

Si l'on porte ces valeurs de dx\^ dy^^ dzi dans l'équation (6),

il vient

(a — a') dy dz -T- (b — b') dx dz -h (c — c') dx dy = o.

Comme il ne peut exister aucune relation de celle forme en

dxj dy^ dz., on doit donc avoir

a =^ a , b = b\ c = c',

ce qui donne les formules (j).

De là résulte une première solution du problème des éléments

rectangrulaires.

En eflet. si l'on prend pour a, ^, c des constantes, on peut

intégrer les équations (7) et l'on a, a, p, y désignant de nouvelles

constantes,

Xi= oL-h cy — bz,

yi= ^i — az — cx,

Zi = Y -h bx — ay.

On reconnaît ici les expressions des composantes de la vitesse

d'un point quelconque dans le mouvement d un solide invariable.

Ainsi celle solution pour laquelle la surface (S,) lieu du point

{x^, j'i, Zi) serait un plan correspond, non à une déformation,

mais à un déplacement infiniment petit de (S); en effet, deux

surfaces égales sont évidemment applicables l'une sur l'autre.

C) Si (S) se réduit à une courbe (C), on verra facilement que la surface (S,)

lieu du point {x„ y^, z^) ne peut être qu'une développable (A) dont les plans

tangents seront perpendiculaires aux tangentes de (C). Alors, à chaque point

M (x, y, 3) de (C) correspondent tous les points M,( x,, ^',, -,) de (A) situés sur

la génératrice de contact de celui des plans tangents de A qui est perpendiculaire

à la tangente en M à la courbe (C).

Si (S) se réduit à un point la surface (S,) est entièrement indéterminée.

*^\ B R A Rp*
OF THF

TTNIVERSITY
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857. Laissant de côté ce cas exceptionnel, revenons aux for-

mules (7) et exprimons les conditions d'intégrabilité. Si nous

supposons Zi exprimée en fonction de .r et de y et si nous dési-

gnons par p^, q^ ses dérivées premières, on aura d'abord

(8) à = pi, a=—qi.

Si l'on remplace dz par p dx + Ç dy, les expressions de da;i,

dy^ prennent les formes suivantes

\ dxi^ (c — qpi)dy— ppx dx,
(9) \

{ dyi = — qqxdy —{c-^pq^dx,

de sorte que les conditions d'intégrabilité nous donnent

(10)
t)(c — y/?i) ^ djppi) ^ ^

à(qqi) _ d(c-+-pqi) ^ ^
dx c[7

'

dx ùy

Eliminant c par de nouvelles dérivations, on trouve

d^ppi)
,

dHqq,) d^

dy^ dx'^ dx ày
(pqi-^qpi) = o,

OU, en développant et désignant par /-,, a,, f, les dérivées secondes

de;,,

(11) J'ti-h tri— 255i=0.

L'intégration de cette équation linéaire fera connaître z^
;
puis

les équations (10), qui donnent les deux dérivées de c, et les équa-

tions
( 9) permettront de déterminer c, X(

, y, par des quadratures

de différentielles totales à deux variables.

858. La principale difficulté est donc l'intégration de l'équa-

tion (i i). Donnons d'abord l'interprétation géométrique de cette

équation.

Si l'on adjoint à la surface (S) la surface auxiliaire (So) lieu du

point (^, y, Zf), les points co/^respondants des deux surfaces sont

toujours sur une même verticale et l'équation (11) exprime

que les lignes asymptotiques de l'une des surfaces, projetées

verticalement sur l'autre, y découpent un système conjugué.

En effet, les lignes asymptotiques des deux surfaces (S) et (Sq)
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sont respectivement définies par les équations différentielles

/• dx'^ -i- -is dx dy -T- t dy- = o,

ri rfj7*H- 2*1 dxdy -r- ti dy^= o,

qui feront connaître les projections de ces lignes sur le plan des xy ;

et l'équation (ii) exprime qu'en chaque point de ce plan les di-

rections relatives à l'une des surfaces divisent liarmoniquement

l'angle formé par les deux directions relatives à l'autre surface.

Étant donnés une surface quelconque (A) et un point O, pro-

posons-nous de trouver une surface (Ao) telle que la perspective

de ses lignes asymptotiques sur (A), obtenue en prenant le point O
pour point de vue, dessine sur (A) un système conjugué. Il suffira

de faire une transformation homographique qui rejette le point O
à l'infini, et l'on sera ramené au problème précédent. Par exemple,

si l'on veut déterminer toutes les surfaces pour lesquelles les lignes

asymptoliques vues d'un point O paraissent se couper à angle

droit, il suffira d'effectuer une transformation homographique re-

jetant le point O à l'infini et de déterminer les déformations infi-

niment petites de la surface du second degré qui correspond, après

cette transformation, à une sphère de centre O.

859. Appliquons les méthodes précédentes au paraboloïde dé-

fini par l'équation
z = xy.

L'équation (i i) nous donnera ici

Si — o.

Pour la commodité des calculs prenons l'intégrale sous la forme

(12) ^,-X'-^Y',

X désignant une fonction de a: et Y une fonction de y. Les in-

connues c. Xi, yt se détermineront sans difficulté et l'on aura, en

choisissant convenablement X, Y et adoptant les notations les

plus simples
c = :rX"— X—^Y^-i-Y',

/ ^i-2Y — r(X'+ Y'),

(i3) j^i = -2X-:r(X'-FY'),
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La surface ainsi obtenue, qui dépend de deux fonctions arbi-

traires, a ses lignes asymptoliques déterminées par l'équation

différentielle

ovL les variables sont séparées.

860. Nous ferons connaître plus loin des propositions générales

d'après lesquelles le résultat précédent peut être étendu à toute

surface du second degré. Mais, dès à présent, il est bon de re-

marquer a priori que le problème de la déformation infiniment

petite peut être résolu pour toute surface du second degré. Nous
avons vu, en effet, que toute surface réglée admet une série de

déformations finies dans lesquelles ses génératrices demeurent
rectilignes. A ces déformations finies correspondent évidemment
des déformations infiniment petites qui dépendent d'une fonction

arbitraire à une variable. Or, comme une surface du second degré

est doublement réglée, l'application de la remarque précédente

nous en fera connaître des déformations infiniment petites, qui se

distribueront en deux séries bien distinctes, se rattachant respec-

tivement aux deux systèmes de génératrices. Et comme les équa-

tions du problème de la déformation infiniment petite sont li-

néaires, il suffira de superposer ces deux séries particulières

de déformations infiniment petites pour obtenir la solution la

plus générale du problème proposé.

En terminant ce Chapitre nous indiquerons rapidement comment
l'étude et la solution du problème de la déformation infiniment

petite de la sphère peuvent être rattachées à la théorie des surfaces

minima.

861. Soit

U4) x^' -\-
y^-

-{- z^- = i

l'équation de la sphère donnée (S) et soit (S,) la surface, lieu du

point (^1, jKi, -s<), qui lui correspond avec orthogonalité des élé-

ments, de sorte que l'on ait

( 1 5 ) dx dxi -i- dy dyi -f- dz dzi=^ o.

Désignons toujours par M, M( deux points correspondants sur
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les deux surfaces et menons par le point Mi une droite M, H pa-

rallèle au rayon de la sphère qui va aboutir en M. Nous allons

montrer que la droite M| H engendre une congruence isotrope,

c'est-à-dire [I, p. 420] qu'elle est tangente à deux développables

circonscrites au cercle de l'infini.

Nous rattacherons cette proposition particulière à une autre

plus générale que nous retrouverons plus loin (n** 891) et qui est

due à Ribaucour.

Soient M, M, deux points correspondants sur deux surfaces

quelconques qui se correspondent avec orthogonalité des élé-

ments; menons par le point Mi la droite M, H parallèle à la nor-

male de la surface (S) en M; et, de plus, effectuons la représen-

tation sphérique de cette surface (S) sur une sphère de rajon i

avant son centre en un point O; soit Om le ravon de la sphère

parallèle à la normale de (S) en M; nous allons déterminer les

plans focaux de la congruence engendrée par la droite M, H.

A cet effet, déplaçons-nous de telle manière que M, H engendre

une des développables de la congruence. Le point M viendra en un

point infiniment voisin M' et de même M, enMj, m en m'. Le plan

tangent de la développable suivant M| H est parallèle au plan déter-

miné par les deux rayons consécutifs de la sphère Om, 0/n'; et,

par conséquent, il en est de même de la direction M, M,. Or,

cette direction MiM'j doit être déjà perpendiculaire à MM'. Elle

devra donc se confondre avec Oni s'il y a dans le plan mOni' une

seule direction perpendiculaire à MM'. Comme il est impossible,

on le reconnaîtra aisément ('), que M,M'j soit parallèle à O/??, il

faut que MIM' soit perpendiculaire à deux droites distinctes du

plan mOm'. c'est-à-dire à ce plan. Or, ceci revient à dire que la

tangente MM' de la surface (S) doit être perpendiculaire à son

image sphérique, c'est-à-dire doit être une tangente asymptotique

[I, p. 201]. Donc, aux développables de la congruence engen-

drée par M, H correspondent les asymptotiques de (S) ou, ce

qui revient au même, les deux plans focaux de la congruence

(') Si M, M' était parallèle à Owi, les plans tangents aux deux surfaces (S),

(S,) en M et en M, seraient rectangulaires, ce qui est innpossible, car alors à tous

les déplacements s'effectuant autour de M correspondrait toujours le même dé-

placement infiniment petit à partir de M, sur (S,).
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engendrée pa?^ la droite MiH sont perpendiculaires aux tan-

gentes asymptotiques t/e ( S) en M.

Appliquons celte proposition, qui a été énoncée par Ribaucour

au n° 188 de son Etude sur les Elassoïdes, au cas où la surface

(S) est une sphère de centre Ol La droite M, H devient la paral-

lèle au rayon OM de la sphère (S); les tangentes asymptotiques

de (S) sont les génératrices rectilignes de la sphère qui passent

en M. Par suite, les deux plans focaux de la congruence en-

gendrée par la droite M, H, étant perpendiculaires à des

droites isotropes, sont nécessairement isotropes, c'est-à-dire

tangents au cercle de l'infini, et les deux nappes de la surface

focale de cette congruence sont des développahles isotropes.

862. Le calcul suivant conduit au même résultat. Les coor-

données d'un point quelconque de M, H ont pour expressions

^1-+-^?, JKi-l-J'p, ^i-f-^p.

Pour déterminer les développahles de la congruence, expri-

mons qu'il existe un déplacement dans lequel ce point décrit une

courbe tangente à la droite. Nous aurons

X
~~

y
"'

z
"^

ou, en introduisant une inconnue auxiliaire d^\

l dx\ + p dx = X d\,

(i6) < dyy-^^dy =yd\,

\ dzi^- p dz — z dl.

Si l'on multiplie ces équations respectivement par dx, dy,

dz et si on les ajoute en tenant compte des relations (i4) et (i5),

il vient
çi{dx'''-^dy^--^- dz"^) = o.

Comme p ne peut être nul, on voit que les développahles de la

congruence correspondent aux lignes de longueur nulle de la

sphère, ce qui équivaut au résultat déjà établi par la Géométrie.

863. Dans les rapides indications que nous avons données [I,
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p. 4^9-421] sur les congruences isotropes, nous avons signalé

une propriété de ces congruences, à savoir que les surfaces

réglées élémentaires contenant une droite quelconque de la con-

gruence ont toutes, pour cette droite, le même point central et le

même paramètre de distribution; d'où il résulte que la surface

moyenne (lieu du milieu du segment focal) contient les lignes

de striction de toutes les surfaces réglées formées a\;ec des

droites de la congruence. Or il est très aisé de montrer que cette

surface moyenne est ici la surface (S,).

En effet, si l'on considère, d'une manière générale, une surface

réglée engendrée par une droite dont les cosinus directeurs seront

désignés par x^ y, z-^ il est évident que dx, dy^ dz sont les para-

mètres directeurs de la normale au plan central, puisque cette

normale, perpendiculaire à la génératrice, est, en même temps,

parallèle au plan tangent à l'infini. Donc si .r,, yi, z-i sont les

coordonnées d'un point de la ligne de striction, on a

dx dxy -r- dy dy\ -i- dz t/-i = o,

en tous les points de celte ligne et seulement en ces points. Celte

relation étant identique à l'équation (i5) et se trouvant vérifiée

pour chaque point de la surface moyenne, il en résulte la propriété

annoncée. On peut donc énoncer la proposition suivante, qui est

due à Ribaucour (')

:

Pour obtenir la surface la plus générale correspondant par
orthogonalité des éléments à la sphère, il suffit de prendre la

surface moyenne de la congruence isotrope la plus générale.

On a vu [I, p. 420] que lenveloppée movenne d'une telle con-

gruence est une surface minima.

En rapprochant du reste les différents raisonnements que nous

venons de faire on voit que, seules, les congruences isotropes

jouissent de la propriété d^avoir les lignes de striction des

différentes surfaces réglées que l'on peut former avec les

(*) A. RiBAucocR, Étude des Elassoïdes ou sur/aces à courbure moyenne
nulle. Chapitre VIII (Mémoire déjà cité [I, p. 419]).
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droites qui les composent, toutes distribuées sur une même
surface (' ).

864. Revenons à la relalion (i5) et appliquons un théorème

donné plus haut. Si, k désignant une constante, nous considérons

les deux surfaces lieux des points (.r, + kx, y^ + ky, Zt -+- kz) et

(xt — kx, yt — ky^ Zi — kz), c'est-à-dire les surfaces obtenues

en portant, dans les deux sens à partir de M,, sur les droites de la

congruence isotrope, des longueurs égales à k, on aura deux sur-

faces applicables l'une sur l'autre de telle manière que les points

correspondants soient à une distance invariable l'un de l'autre.

Réciproquement, si les extrémités d'un segment PPj de longueur

constante, dont la direction dépend de deux paramètres,

décrivent deux surfaces applicables l'une sur l'autre, la

droite PP, engendre une congruence isotrope (^).

(') C'est d'ailleurs ce que l'on peut établir directement comme il suit :

Prenons une droite de la congruence pour axe des z et soient

y — m' X, JK = m"X

les équations des plans focaux, z\ z" les z des points focaux.

Pour déterminer le point central relatif à l'une des surfaces élémentaires con-

tenant la droite, il faut lui adjoindre le point à l'infini, les points focaux et

exprimer que le rapport anharmonique des quatre points de contact est égal à

celui des plans tangents correspondants, ce qui donne

m étant le coefficient angulaire du plan central. Pour que z soit invariable, il

faut que la fraction rationnelle

{m — m' )
{i -\- mm"

)

(m — m"
) (

I + mm'

)

soit indépendante de m, ce qui donne, en écartant l'hypothèse inadmissible

m' = m",
1 + m'- =0, I + m,"^ = 0.

Les plans focaux sont donc nécessairement isotropes.

(") A. RiBAUGOUR, Mémoire cité (Chapitre VIII). Le cas où la direction du

segment PP, ne dépend que d'un seul paramètre a été traité par M. Caronnet
dans un article Sur les couples de surfaces applicables inséré en 1898 au

tome XXI du Bulletin de la Société mathématique de France.
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Car la surface décrite par le milieu de PP| et la sphère obtenue

en menant par un point fixe des parallèles à PP, se correspondent

avec orlhogonalité des éléments linéaires.

860. Il nous reste à indiquer comment on détermine la surface

moyenne d'une congruence isotrope.

Soient

(17) (l — U^)x-i-i(l-r-U*-)j'— 1UZ— ^f(U) =0,

(18) (\ — u\)x— i(i — ttf)^--i-2«i- — 4/,(ai) = o

les équations de deux plans tangents à deux développables iso-

tropes [I, p. 341]- Leur ensemble représente une tangente double

de ces deux développables. c est-à-dire la droite la plus générale de

la congruence isotrope définie par ces développables. Il suffit de

joindre à ces deux équations celle an plan moyen, c'est-à-dire du

plan tangent à la surface minima correspondante [I, p. 296, 297],

(19) (i< — Ui)jr-^i\«l— «)j-^(u«i— lj3 — ; = 0,

où Ton a

; = 1Ui/(u) —1u/i(Ui) — (l~ llUl>[/'(u)-^/l(Ui)],

puis de résoudre les trois équations précédentes, ce qui donne

l I -+- UUi I -H UUi

(20) ' yi = i
. .... (/+/i) — 2^-^

~-I
—

l-i-UUi I -t- UUi

I -r- UU[ ''
I -(- «/Ml

Telles sont les expressions des coordonnées d'un point de la

surface cherchée. Celles du point correspondant de la sphère sont

(21)
I — UUy 1 -X- UUi

et il est très aisé de vérifier avec ces formules la relation iden-

tique (i5).

866. Nous terminerons en montrant comment on peut, dans le

cas général, transformer l'équation aux dérivées partielles à

laquelle satisfait :?, considérée comme fonction de x et dey.

D. — IV. 2
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Remarquons d'abord que les caractéristiques de cette équation

sont les lignes asjmptotiques de (S); car leur équation différen-

tielle est [I, p. i33]

/ dx'^ -^ is dx dy -~ t dy^ = o.

Si donc on prend pour variables indépendantes les paramètres a

et j^ de ces lignes asjmptotiques, elle prendra la forme

A et B se déterminent sans calcul par la remarque suivante :

comme l'équation (i i), la précédente doit admettre les solutions

particulières Z\ =^ x^ Zi = J^
On pourra donc l'écrire sous la forme

(2-2)

d^zi
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CHAPITRE II.

DÉFORMATION I>FI>"IME>T PETITE.

DEUXIÈME SOLUTION : LES FORMULES DE M. LELIEUVRE.

Introductioa directe des lignes asymptotiques. — Réduction du problème à l'in-

tégration d'une équation aux dérivées partielles à invariants égaux ; ce qui

montre quon pourra obtenir une suite illimitée de surfaces dont on connaîtra

les lignes asymptotiques et pour lesquelles on saura résoudre le problème de la

déformation infiniment petite. — Formules de M. Lelieuvre. — Leur démon-

stration directe. — Comment on peut en déduire, par une méthode rapide, la

solution du problème de la déformation infiniment petite. — Applications de

ces formules. — Propriété de la représentation sphérique des lignes asympto-

tiques qui montre que cette représentation sphérique ne saurait être choisie

arbitrairement. — Théorème de M. Kœnigs : les perspectives des lignes asym-

ptotiques sur un plan quelconque déterminent un réseau plan (nécessairement

conjugué comme tous les réseaux plans) à invariants ponctuels égaux. — In-

terprétation géométrique de l'égalité des invariants pour l'équation linéaire

ponctuelle ou tangentielle relative à un réseau conjugué tracé sur une surface

quelconque. — Élément linéaire d'une surface rapportée à ses lignes asym-

ptotiques. — Démonstration nouvelle du théorème d'Enneper relatif à la torsion

des lignes asymptotiques. — Application aux surfaces à courbure constante. —
Quand on sait résoudre le problème de la déformation infiniment petite pour

une telle surface, on sait le faire aussi pour toutes celles qui en dérivent par

la transformation de M. Bianchi. — Formules analogues à celles de M. Lelieuvre

quand les variables ont été choisies d'une manière quelconque. — La solution

générale du problème de la déformation infiniment petite écrite avec des va-

riables quelconques.

867. La seconde mélhode que nous allons exposer, pour ré-

soudre le problème de la déformation infiniment petite, c'est-

à-dire pour trouver les fonctions les plus générales, X| ,y, , «i ,
qui

vérifient l'équation aux différentielles totales

( I ) dx dxx -f- dy dyi -^ dz dz-i — o,

repose sur l'emploi presque immédiat du système de coordonnées

formé avec les deux familles de lignes asymptotiques. Conservant

les notations habituelles relatives à la surface donnée (S) lieu du

point (x, y, ^), désignons par/?, q^ r, s, t les dérivées premières
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et secondes de z considérée comme fonction de ce, y et rem-

plaçons dz par sa valeur p dx -\- qdy. L'équation (i) deviendra

dx{dx^ -+- p dzi ) -+- dy
(
cly^ -l- q dz^ ) = o.

On peut donc poser

dxy -t- p dzi = /•] dy, dyi -\~ g dz^ = — /•] dx,

/( désignant une inconnue auxiliaire. L'équation (i) est donc rem-

placée par le groupe des trois suivantes

l dz = p dx -!- cj dy,

,(2) ' dxi^^ f'idy—p dzi,

' dy^ = — /'i dx — q dzi.

Pour étudier l'intégration de ce système, nous choisirons

comme variables indépendantes les paramètres des lignes asjm-

ptotiques de la surface (S). Comme ces lignes sont définies pai-

l'équation différentielle

dp dx -+- dq dy = o,

on voit que, si l'on désigne leurs paramètres par a et ^, l'équation

précédente devra contenir le seul terme en dci. d^ ; et l'on aura, par

suite,

dp dx dq dy dp dx dq dy

d^ di ^ di d^
"" ^'

d'^ d^ ^ d^ d^
"" ^'

On peut donc poser, en introduisant deux inconnues auxi-

liaires \ et u,

dx ^ dq dx dq

,
d^ ^ dx' Jp"

^ ^dj'
(3) <

I
dy ^ dp dy dp

\ do^
"^~ 'à^' d^ ^"~^~dj'

Mais, comme on a

dz=pdx + qdy=(p£-hq-£jdx-i-yp^^q^j d'^

il vient, en écrivant la condition d'intégrabilité,

d / dx dy\ d / dx dy

Yi[P d^. ^ '^ Ol) = d.[^d^'^ 'J dj
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et en développant,

dp dx dp àx dq dy dq dy _
^*^ 'd^'d^~ d%7î^ 'd^~&î~ 'di'^

~^'

Remplaçons, dans cette relation, les dérivées de x et de j' par

leurs valeurs déduites des équations (3); nous trouverons

Idp àq _dpdq\
\didpd3 dx)^^

' ^^-''^

Donc, comme on a implicitement écarté rhvpolhèse où (S)

serait développable, il vient

et les formules (3) peuvent être remplacées par les suivantes

(àx _ ^ dq yju __ ,

(dy , dp dy , dp
(5) {

^ - _ '. ^^ . _ ,.

d'^ d"^

qui jouent un rôle fondamental dans la théorie des lignes asym-

ptotiques.

Réciproquement, toutes les fois que les équations (5) seront

vérifiées, il en sera de même de la condition d'intégrabilité (4),

l'expression pdx-\-qdy sera une différentielle exacte dz, et la

surface (S) lieu du point (x, ^v, z) admettra a et ,3 pour para-

mètres de ses lignes asymptotiques; car, en vertu des équa-

tions (5), on aura identiquement

On vérifiera d'ailleurs aisément que, si r, 5, t désij^rnent. comme

nous lavons supposé, les dérivées secondes de ;; considérée comme

fonction de x^ y, on a

~ 6-î - rt
'

ar les premières équations (5) peuvent s'écrire

^ ^dx ^ dv , ^ .dv . dx
' dx dx ^ dx Ox
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et donnent, par l'élimination du ciuolient des dérivées —, -r^.- la re-

lation

(6) I =X2(52 _/.;).

868. Ces formules relatives aux lignes asjmptoliques étant

établies, revenons au problème proposé et supposons qu'on ait

pris pour variables indépendantes les paramètres a et ^. On aura

le système (5) et il restera à intégrer les deux équations

En écrivant les conditions d'intégrabilité, on obtient les deux

conditions

di\ dx dq dzi dr^ dx dq dzi

di'i dy dp dzi di\ dy dp dz^
(7)

qui sont à la fois nécessaires et suffisantes et qui feront connaître

y, et Zf.

Si l'on y remplace les dérivées de x el de y par leurs valeurs

tirées des équations (5), on a

dp 1 àzi .. àri\ dp /dzi , àri

di [l^ ~ 'df)~à^\di'^^li = o,

ou, plus simplement,

(8)

'^^ — _ X —
dx dot.

dzi __ d/'i

Ainsi, tout se ramène à l'intégration générale de ce système,

intégration qui fera connaître ^, et r, ; après quoi x^ etjKi se dé-

duiront des formules (2) par de simples quadratures. Telle est la

marche générale et très simple de la solution.
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869. Considérons d'une manière générale le système

(du , dv

où u et V désignent deux fonctions inconnues et où a est cette

fonction de a et ^ qui figure dans les équations (5) et (8). Ces

différentes équations expriment purement et simplement que ce

système (A) est vérifié, si l'on j remplace u et v soit par x et — q,

soit pary et />, soit enfin par ^i et /•, . On voit donc que, dès que

l'on connaîtra des formes de la fonction X permettant rinté-

gration complète du système (A), // en résultera pour nous la

connaissance d'une infinité de surfaces (S) dont on pourra

déterminer les lignes asymptotiques et pour lesquelles on

saura résoudre le problème de la déformation infiniment pe-

tite. Ces surfaces (S) seront déterminées en prenant poury et

p d'une part, pour x et — q d'autre part, deux systèmes quel-

conques de solutions. D'autre part, pour qu'on sache résoudre ce

problème pour une surface donnée (S), il faut pouvoir intégrer

le système (A) correspondant. Tout se ramène donc en dernière

analyse à l'étude et à l'intégration de tels systèmes.

Or nous les avons déjà considérés [II, p. 147] et nous avons

déjà signalé les rapports étroits qu'ils présentent avec les équa-

tions à invariants égaux. En conservant la notation adoptée au

n° 390, nous savons qUe l'élimination de u nous conduira à l'équa-

tion

(9) S(.v/X) = g(v/X),

et celle de ^^ à la suivante

s(;l)=^(7x)'

où o(-) désigne le symbole - t—jo*

D'après cela, si l'on pose
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l'équation

(11) %(z) = k=%{^)

doit admettre les solutions particulières

V^, jOyX,
5' VÀ et ''iv^î

que l'on obtient en remplaçant, dans l'équation (9), v par les dif-

férentes valeurs qu'il peut recevoir. Les trois premières solutions

seront connues dès que l'on connaîtra la svirface (S). Désignons-

les par Q,, 80, 63, ou, plus exactement, posons

(12)
v/>^

= G3, jDv/>^= — Oi, g^lz^ — Q^.

Comme /'^ est une fonction inconnue, nous poserons

/'ly/X = — lû,

(1) étant la solution générale de l'équation (11). Remontant de

proche en proche, les formules (5) nous donneront d'abord

â(x.
^ dQL\%-i/ à% dx

et de même

dx ()03 „ ()92 dx (^63 t)e2

et de là on déduira dz par la formule

dz =^ p dx -H q dy,

de sorte que, tout calcul fait, on aura les coordonnées A', _y, z par

les formules
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et la surface correspondante (S,) sera définie par les formules

^1- ^2, ^3 étant trois solutions particulières, et w la solution géné-

rale, d'une équation de la forme suivante (')

(D) P- = M.

870. Un jeune géomètre, M. Lelieuvre, a été conduit par ses

recherches personnelles aux élégantes formules (B) qui définis-

sent une surface rapportée à ses lignes asjmptotiques (-). Voici

comment on peut les démontrer par une méthode simple et

directe.

Désignons par c, c', c' les cosinus directeurs de la normale à la

surface (S). On aura

(i3) \c^=o. \c^7- = o;

et de là on déduit, en différentiant la première équation par rap-

port à ^, la seconde par rapport à a, et retranchant,

, ,, fi /de dx de dx\

Comme l'équation différentielle des lignes asymptotiques est

V de dx = G,

on obtient, en égalant à zéro les coefficients de dy.-, d'à- dans

C) Dans la Note déjà citée de 1870, M. Moutard n'a pas publié sa méthode.

mais il annonce que la difûculté du problème se ramène à l'intégration d'une

équation de la forme (D).

{•) Lelieuvre, Sur les lignes asymptotiques et leur représentation sphé-

rique {Bulletin des Sciences mathématiques, 188S, p. 126).
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cette équation, les deux relations

(i5) C^ -? — ndcdcç_
^

Odoidoi
-""' O d^ d^

- °-

Les équations (i3) et (i5) peuvent être remplacées par les sui-

vantes

OÙ X et [j, désignent deux fonctions auxiliaires. Si l'on substitue

les valeurs ainsi obtenues des dérivées de ^, y, z dans la con-
dition d'intégrabilité (i4) il vient

Le déterminant n'étant pas nul (•), on doit faire |ji==:— À.

Portant cette valeur de ^ dans les formules (i6) et posant

(17) cv/X = Oi, cV>^ = 02, c'VX = 03,

on obtient les formules définitives

Si l'on exprime enfin que dœ^ dy. dz sont des différentielles

(') Si le déterminant était nul, on aurait

la surface serait développable. Or ce résultat est inconciliable avec l'hypothèse

que les paramètres a et p des lignes asymptotiques sont des variables distinctes.
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exactes, on est conduit seulement à deux relations

27

d*03 I d»Oî 1 d*ei

qui nous montrent que 9,, ^21 ^3 sont des solutions particulières

d'une équation de la forme

dxti'i
('9) ir^ = f^%

et complètent la démonstration des formules (B).

871. Si Ton prend ces formules comme point de départ, la so-

lution du problème proposé s'obtient d'une inanière nette et ra-

pide. Reprenons en effet l'équation à vérifier

djr dxi -r dy dvi -r- dz dz-i o,

et remplaçons-y dx^ dy, dz par leurs valeurs tirées des formules

(B). En égalant à zéro les coefficients de 6?a-, dxd'^, d^'-, nous

aurons les trois équations

dOj ()0j d%3
I

da dz da = o,
!

'

dxi dvi dzi
I

dz dz dz

61 Oj e,

d^i <Wj <)6j

'd^ 1^ 'dp

dxi dyi dzi
"^ d?" "dp

6| Oî Oj

à^i d^i <W}

dz dz dz

^, dyi^ dzi

d'^ 'di d^

e. 8j

^ de,

d'^ à^

dxi dyi dzi

dz dz dz

d3 :
= o.

Les deux premières nous permettent de poser

(20)

dxi

dz
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à la relation

On peut donc poser, en changeant la notation,

B = — B' =— to.

Écrivons maintenant les conditions d'intégrabilité pour X\^y\,

c, : nous aurons, par exemple,

ft^ fi

ou, en développant et remplaçant \. par sa valeur déduite de

l'équation (19),

Comme l'équation doit subsister quand on y remplace Oi par

82 et Q3, il faut qu'elle ait lieu identiquement; ce qui donne

ou encore

Remplaçant A, A', B, B' par leurs valeurs dans les formules (20),

on retrouve bien les formules (C) de notre première solution.

872. Cette solution écarte, nous l'avons déjà remarqué, le cas

oïl la surface (S) serait développable ; mais, comme on sait ré-

soudre le problème de la déformation finie pour toute surface dé-

veloppable, on saura, par cela même, résoudre aussi celui de la

déformation infiniment petite.

Pour le plan, par exemple, qu'on peut supposer représenté par

l'équation
z = o,

on aura

Xi =— hy -+- a, yi — lix ^ b,
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II. a, ft étant des constantes et ;, pourra être choisi arbitraire-

ment. Nous reviendrons plus loin sur ce cas particulier.

873. Revenons aux formules (B) où B,, Oo» ^3 sont liés aux co-

sinus directeurs c, c', c" de la normale par les relations (17), d'où

l'on déduit immédiatement

(22) ). ^6f-6|-e|.

En substituant c, c', c" à ^,, Oo, ^3 on peut encore écrire les

équations (B) sous la forme

f dz —\{ C c' — \ d%— Àfc^K- — c'-ô)rf3,

qui, d'ailleurs, se déduit immédiatement des formules (16) où l'on

remplacera it par -— a. La comparaison des formules précédentes

avec celles que nous avons données d'après Gauss au Livre A II,

Chapitre III [111, p. 242 et suiv.], permet de faire une étude

approfondie de la surface rapportée à ses lignes asjmptotiques.

Si l'on pose

<-) s(r/=- 8:-:!=/. s(i)'--

on verra aisément que l'on a

<-> %m-''-- S"$-"''^- S(|)'->--

et l'on pourra appliquer toutes les formules du Livre VII, Cha-

pitre III, en j remplaçant 11 et r par a et |i, puis faisant les substi-

tutions suivantes

(24) H= — À^A, D = o, D'=À3Aî, D'^o;

A désignant le déterminant

, ^^ V^ ()c' de
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dont le carré a pour valeur

(25)' A2=e^_/2.

On trouvera, par exemple, que l'équation différentielle des

lignes de courbure prend ici la forme

(26) eda'-^gd^^,

et que l'équation aux rayons de courbure principaux devient

(25)' R2_2Z^R_X2 = 0.

Et de là résulte la signijication géométrique de \ : on a

(27) X2 = — RlV,

R et R' désignant les rayons de courbure principaux.

L'élément linéaire d<7 delà représentation sphérique et celui ds

de la surface sont déterminés par les deux formules

1 ds'^^X-^ied^j.''-^ gd^^ — ojd'xd'^),

dont la comparaison met en évidence le théorème d'Enneper

[11, p. 399]. Pour chacune des lignes asymptoliques, la torsion

d<^
^ A 1

I ' 1 < . /— I

-T- a la même valeur y égale a 4 / ^j^t-,
•

874-. Attachons-nous plus particulièrement à la représentation

sphérique.

Nous établirons d'abord une relation différentielle entre e, /, g
qui montre que la représentation sphérique des lignes asym-
ptoliques ne peut être choisie arbitrairement. Écrivons en effet

que Q,, 82, ^3 ou c\/X, c' \l\^ c" \J\ sont des solutions particulières

de l'équation (D), nous aurons des relations telles que la suivante

ou, en développant,

^„ , . d^c d\ de dl de /Tf<^W^^ , /A
^^°> ^^ â^p -^

^1 ^ -^
Jï ^p

+ "^ v/x [^^-,^- - /. A) = o.
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Multiplions cette équation par c et ajoutons-la aux équations

obtenues en y remplaçant c par c', c", nous aurons une relation

qui fera connaître k en fonction de A et dont nous ne ferons pas

usage pour le moment. Mais, si l'on multiplie Téquation (3o) soit

de . de , ,, . .
,par ^> soit par -^, et qu on 1 ajoute ensuite aux deux équations

semblables obtenues en remplaçant c par c' et c", il viendra les

deux relations

(32)

d'où l'on tire

/ ^ de .d\ d\

( ^t-f

(33)
(JlogÀ -^(^3 ^ dx dlogl •'dx~^d^

àz - eg-p *

~df - eg-ft -'

Il faut donc que l'on ait

(34)

et il est évident que cette relation (
*
) n'est pas vérifiée quand la re-

présentation sphérique a été choisie arbitrairement. Par exemple
si /est nul, cest-à-dire si les lignes asymptotiques sont supposées

rectangulaires, elle prend la forme

s^?('°4)='''

et montre que le système orthogonal qui sert de représentation

sphérique aux lignes asymptotiques doit être isotherme. C'est une

propriété connue des surfaces minima [I, p. 3o3].

C) Cette relation diSërentielle a été donnée pour la première fois par M. Dixi

dans un Mémoire qui est intitulé : Sopra alcune formole generali délia teoria

délie superficie, e loro applicazioni {Annali di Matematica, série II, t. IV;

p. i83) et a déjà été cité [III, p. 879],
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875. Réciproquement, lorsque la condition (34) est vérifiée,

les courbes sphériques de paramètres a et [^ sont la représentation

sphérique des lignes asjmplotiques d'une série de surfaces, toutes

liomotliétiques à l'une quelconque d'entre elles. Pour le montrer,

nous nous appuierons sur la remarque suivante.

Lorsqu'on connaît un élément linéaire de la sphère de rayon i

défini par la formule

d^'^ = e d'j."- -^ -ij d'j. d'^ ^ g d^"-

,

les coordonnées c, c', c" du point de paramètres a et jS satisfont

toujours à une équation linéaire de la forme suivante

car cette équation contient trois fonctions arbitraires /i', A-'. /'

dont on peut disposer de telle manière qu'elle admette trois solu-

tions quelconques données à l'avance, et, en particulier, c, c', c".

Cela posé, je dis qu'on peut toujours exprimer A', A"', /'en fonction

de l'élément linéaire, c'est-à-dire de e,/, g et de leurs dérivées.

En efifet, si nous opérons comme nous l'avons fait plus haut, si

nous multiplions l'équation (35) successivement par (^, —. ^^ et

si nous ajoutons chaque fois les équations semblables obtenues en

y remplaçant Ç parc, c', c", il viendra les trois relations

(36)

k'g -- o,

qui établissent le résultat annoncé.

Or, si la condition (34) est vérifiée, il existera une fonction a

vérifiant les équations (33) ou les équations équivalentes (32);

par suite, les deux dernières équations (36) nous donneront

I ()logX I ()logX

'}. d^ i. Ù1.

de sorte que l'équation aux dérivées partielles (35) aura ses in\>a-
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riants égaux et pourra prendre la forme

(37) 4?i^.,;/X.

Dès lors, les formules (B') seront intégrables et nous donneront

une surface admettant pour ses lignes asjmptotiques la représen-

tation sphérique donnée. Comme a n'est déterminé qu'à un fac-

teur constant près, on pourra remplacer cette surface par l'une

quelconque des surfaces homothétiques.

ïl résulte de celle analyse que, dans le cas où l'on a pris

comme variables les paramètres des lignes asymptotiqiies, et

dans ce cas seulement, Céquation aux dérivées partielles de la

forme (35) à laquelle satisfont les cosinus directeurs de la

normale a ses invariants égaux,

M. Kœnigs a donné une forme plus géométrique encore à cet

énoncé (
' i.

c, d ^ c", o sont les coordonnées homogènes du point où la

normale coupe le plan de linlini. On peut donc dire que les

traces sur le plan de l'infini des surfaces réglées engendrées

par les normales à la surface en tous les points des différentes

lignes asymptotiques forment un réseau plan (^nécessairement

conjugué comme tous les réseaux plans) à invariants égaux.

Car l'équation ponctuelle [1, p. 122] relative à ce réseau con-

jugué est précisément l'équation (35). En transformant par po-

laires réciproques, relativement à une sphère quelconque, et re-

marquant que les lignes asymptotiques se conservent dans cette

transformation, on voit que :

Les perspectives des lignes asymptotiques sur le plan de l' in-

finiforment un réseau à invariants égaux.

876. La définition des lignes asymptotiques étant projective, la

proposition particulière que nous venons d'établir entraîne im-

médiatement la suivante, comme la remarqué M. Rœnigs :

C) G. Kœxigs, Sur les réseauœ plans à invariants égaux et les lignes

asymptotiques ( Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences,

t. CXIV, p. 55; 1892).

D. — IV. 3
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Les perspectives ou les projections des lignes asymptotiques

sur un plan quelconque forment un réseau à invariants égaux.

Nous allons vérifier celle proposilion en démonlranl que l'équa-

llon aux dérivées parlielles (22) [p. 18] à laquelle conduil noire

première solulion a ses invarianls égaux. Celle équalion, à laquelle

satisfonl les coordonnées x^ y d'un poinl de la surface (S), est

bien celle qui caractérise le réseau formé par la projection des

lignes asjmploliques de la surface (S) sur le plan des xy.

Or, si l'on se reporte aux expressions de x et àey données par

les formules (B), on reconnaît immédiatement que l'on a

\ dx\ d I \ dx

d i \ dy\ d f \ dy\

Par conséquent, x et jk seront des solutions particulières de

l'équation en 0'

dont les invariants sont égaux; car son développement lui donne

la forme

Celte équalion n'est antre que celle qu'il s'agissait de former au

n^Sôô; et ainsi se trouve mis en évidence le lien entre noire pre-

mière et noire seconde solution.

877. La remarque que nous venons de faire nous amène à com-

pléter une proposition géométrif|ue très élégante, signalée par

M. Kœnigs et relative aux réseaux plans conjugués dont les inva-

riants sont égaux. Nous allons mettre en évidence une propriété

caractéristique des réseaux conjugués tracés sur une surface quel-

conque, et auxquels correspond une équation linéaire dont les

deux invarianls sont égaux.

Soit

c)20 c)0 , d^

^^ oudi> ou oi>
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l'équation ponctuelle relative à un système conjugué, tracé sur

une surface (S), c'est-à-dire l'équation à laquelle satisfont les

coordonnées x^ y, z d'un point quelconque M de cette surface,

considérées comme fonctions des variables u et r. Les tan£;entes

aux courbes de paramètre u engendrent une congruence qui

admet (S) pour une des nappes de sa surface focale. Le point M,
de l'aulre nappe sera, comme on sait, défini par les formules

a dv -^ -^ a dv a dv

Si l'on considère de même la congruence engendrée par les

tangentes aux courbes de paramètre p, le second point focal M2
de la tangente en M à la courbe qui passe en ce même point sera, de
même, défini par les formules

\ dx _ . ^ ^y I <^-/ f \ i vu, i uy
(4i) ^î = ^-rv-. y,=y-^~~, ^,= ^____^

de sorte que l'on peut exprimer ael b par des formules telles que
les suivantes

a, I dj7 I ()ar
2) a= —, 6= -—

.

Xi — X âv Xi— X du

D'autre part, en différentiant la première équation (4o) et te-

nant compte de ce que x est solution particulière de l'équa-

tion (89), on trouvera

/,o\ àxi h dx
(4^) -r— = ~ —-,

ou a- Ov

h désignant le premier invariant de l'équation (Sp). On a donc,

en éliminant a entre les équations (42) et (43),

dx dx,

(44) A=— p

—

-.
(X— Xtf-

Comme il est permis d'écrire des équations analogues en y et z,

on est conduit à l'expression

dry dx dyi dy dzi àz

, ,r s , t'« f)i- du ôv du dv
(43) /t = ,

{x— Xif-^{y—y,f--^{z—Zi;-
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qui est moins simple, mais devient indépendante du choix des

axes. On peut l'interpréter géométriquement. Mais, pour éviter

toute difficulté quant aux signes, nous raisonnerons de la ma-

nière suivante.

878. Lorsque u varie, le point M, décrit une courbe tangente

à MMi et dont le plan osculateur est, comme on sait, le plan tan-

gent en M à la surface, c'est-à-dire le plan MM4Mo. Soient, pour

le point M,, A, A', A"; B, B', B"; G, G', G" les cosinus directeurs

de la tangente à cette courbe, de sa normale principale et de la

normale au plan osculateur. Gette dernière normale étant paral-

lèle à la normale à la surface, nous pourrons prendre, en conser-

vant toutes les notations du Ghapitre III, Livre VII [III, p. 242 et

suiv.],

//r•^ r-i-Zî^ — — ^^^
*'-»"^ H \du dv dv du)'

On aura évidemment

(47) A = -—-:-

5

X^—--f-, A"=-— — •

De là on déduira B, B', B" par les formules connues

B = G'A"-A'G",

qui nous donnent, par la substitution,

F?-G^ F^-G^ F^-G^
(48) B=-^-^--=J^, B'=-A-—^, W^-^^-J^.
^

Ily/G H^/G H /G

Désignons par dsi l'arc de la courbe décrite par le point Mj.

On a, d'après l'équation (43),

(49) dsy=^ —\/Gdu\

et, d'autre part, les formules fondamentales relatives aux courbes

gauches [I, p. 10] nous donnent

^A
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o, étant le rajon de courbure de la courbe. On a donc

dk B A ,-
<5o) 3- = iVG,
^ ^ du pi a^

ou, en remplaçant A et B par leurs valeurs (47)> (48) et tenant

compte de l'équation (Sg),

F--G-\
dx , dxX I dG dx h ,^\ dv du )i / dx dx\ I ^ f^ _ " In'^\^'^~ ^/ ^g7^ ^ ^ ~

«*i=i V H /G

Égalant les coefficients de — dans les deux membres, on trouve

(5i)

du

Gh
/G «-Hp,

Or, si MM, désigne en grandeur et en signe la distance MM,,

on a

Xx — 37 = A X MM,.

En remplaçant A et x, — x par leurs valeurs (4~) et (40)5 on

trouve

a

ce qui permet d'écrire l'équation (5i) sous la forme entièrement

géométrique

Pour la courbe décrite par le point Mo, on trouverait de même

(53) k--^.
MM,

k désignant le second invariant de l'équation (Sg).

Ces expressions des deux invariants nous permettent de ré-

soudre la question proposée. Pour qu'ils deviennent égaux, il faut

que l'on ait

(54) -^->-Ph=o.
MMi MMi

Or on sait que la relation précédente existe entre les rayons de

courbure, en M, et M2, de toute conique qui serait tangente en
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ces points aux droites MM, , MM2, c'est-à-dire aux courbes décrites

par les points M, et Mo. Par suite, celJe de ces coniques qui aura

enMj le rajon de courbure p, aura en M2 le rayon de courbure pa-

Comme les plans osculateurs aux deux courbes en M) et en M2 se

confondent avec le plan MM, Mo, on peut énoncer la proposition

suivante, généralisation de celle que M. Kœnigs a fait connaître

pour les réseaux plans dans la Communication citée plus haut :

Pour que Véquation poncLuelle relative à un système con-

jugué tracé sur une surface cjuelconque ait ses invariants

égaux, il faut et il suffit que, si Von construit les deux

développables circonscrites à la surface suivant les deux

courbes du système conjugué qui se croisent en un quelconque

de ses points et que Von prenne sur chacune de ces dévelop-

pables les points de contact de trois génératrices consécutives

avec l'arête de rebroussement, les six points focaux ainsi ob-

tenus appartiennent à une même conique.

En transformant par polaires réciproques, on voit de même que :

Pour que l'équation tangenlielle relative à un système con-

jugué ait ses invariants égaux, il faut et il suffit que les trois

plans focaux, distincts des plans tangents à la surface, rela-

tifs à trois tangentes consécutives prises sur chacune des deux

courbes du système conjugué qui se croisent en un même point

quelconque de la surface, soient six plans tangents d'un même
cône du second degré.

879. Pour indiquer dès à présent au moins une application des

formules de M. Lelieuvre, supposons que la surface proposée (S)

ait sa courbure constante et égale à — i. Il faudra faire )v= i, et

l'on voit que c, c', c" satisferont à l'équation

/Vinsi, toutes les fois qu'une équation de la forme précédente

admettra trois solutions vérifiant la relation

c^-r- c'2-i- c"- = I,

elles fourniront une surface à courbure constante.
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D'autre part, les équations (32) nous donnent alors

de f^fr

d'où l'on déduit
e=/(a), ^=/i(?).

Écartons le cas où Tune des quantités e, g serait nulle, qui

nous conduirait seulement à la sphère et aux surfaces réglées

imaginaires applicables sur la sphère. On pourra dès lors, en

choisissant convenablement les paramètres, réduire e et ^^^ à

l'unité; de sorte que Ton aura, en posant /= — cos2w, les for-

mules suivantes

( 57) rfjî = dt^— d'^-— i. ces -2 0) dt d'à,

(58) ds^=d%-—dp—icosi(jidoid'^,

qui sont d'accord avec celles du n" 772 [III, p. 379]. Pour obtenir

l'équation à laquelle doit satisfaire co, il suffît d'exprimer que la

sphère a une courbure totale égale à i, ce qui donne

(59) -^^^smcocoso).

Comme on a ici, en vertu de l'équation (3i),

(60) A' ——/= cos2a),

l'équation (19) en 9 deviendra

(6.) ^-^ = 8cos.a>.

Telle est l'équation qui! faudra intégrer si l'on veut résoudre

le problème de la déformation infiniment petite pour la surface à

courbure constante donnée.

880. Le lecteur se rappelle la longue étude que nous avons con-

sacrée à l'équation aux dérivées partielles (59). Nous avons vu

[III, p. 4^2] que, si l'on considère le système

l -~ '— SIIK (U, — w),

(62)
^

[-df^d^
^s.n(co,-a,),
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il permet de déduire de toute solution to de l'équation (09) une

solution w< qui contiendra une constante arbitraire et vérifiera

encore la même équation (Sg). Nous allons montrer d'abord que,

si l'on sait résoudre le problème de la déformation infiniment petite

pour la surface à courbure constante correspondante à la solutions,

on saura résoudre le même problème pour la surface correspon-

dante à la solution to, , c'est-à-dire pour celle qui dériye la première

par la substitution de M. Bianclii. En d'autres teimes {*), si L'on

sait résoudre l'équation (61) correspondante à la fonction o>,

on saura résoudre cette même équation où w serait remplacée

par o),

.

Remplaçons, en effet, dans les formules (62), w et ^ù^ respective-

ment par w -f- et w, + 0, ; et, développant les deux membres des

équations suivant les puissances de 6 et de 0,, bornons-nous à

conserver les termes du premier degré en et ôj. Nous serons

conduit aux deux équations linéaires

(63)

Eliminons Bj entre ces deux équations : en égalant les deux va-

leurs de
)
qu'elles peuvent fournir, nous aurons

c'est-à-dire l'équation (61). Si l'on éliminait de même 0, on trou-

verait

(64) -^-^=e,cos.co„

I ') M. C. GuiCHARD est le premier qui ait étudié les équations aux dérivées

])artielles de la forme (61). Voir le Mémoire intitulé : Sur une classe particulière

d'équations aux dérivées partielles dont les invariants sont égaux {Annales

scientifiques de l'École Normale supérieure, 3» série, t. VII, p. 19; 1890), ainsi

([ue celui qui a paru au même Recueil et au même tome (p. 233) sous le titre :

Recherches sur les surfaces à courbure totale constante et sur certaines sur-

faces qui s'y rattachent.
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c'est-à-dire l'équation (6i) où (o serait remplacé par ^s}^. Gomme
d'ailleurs on peut toujours, lorsque est donné, déduire, par de

simples quadratures, la valeur de 0| vérifiant les deux équations

(63), on voit que toute solution de l'équation (61') fournira, avec

une constante arbitraire, une solution de l'équation (64)- On
peut donc énoncer la proposition suivante :

Lorsqu'on sait résoudre le problème de la déformation infi-

niment petite pour une surface à courbure constante, on sait

le résoudre aussi pour toutes celles qu'on en dérive par la

transformation de M. Blanchi.

Ce résultat était évident par la Géométrie. Il nous a paru bon

de le mettre en lumière. On comprend ainsi comment le pro-

blème delà déformation infiniment petite doit dépendre de l'équa-

tion (61). Car, si Ton considère une surface à courbure constante

infiniment voisine de la surface proposée (S), u) sera, pour cette

surface, remplacée par une fonction to — ô infiniment peu diffé-

rente de ti). En substituant to -r- Ô à la place de tù dans l'équation

(59) et se bornant aux. termes du premier degré en 6, on retrouve

bien l'équation (61) (').

De la remarque que nous venons défaire, on peut déduire im-

médiatement trois solutions particulières de l'équation linéaire

(61). Soit, en effet,

Nous avons vu que, si ao, ,3o, m sont trois constantes,

oi' = o
I

(i -t- m) o ^ ao, 7:^ -^ ?o

.-'era encore une solution de l'équation (09). En développant sui-

vant les puissances de ces constantes, on aura

d'où l'on voit, en se bornant aux termes du premier degré, qu'en

() La proposition précédente s'applique aussi aux. transformations de MM. Lie
et Bâcklund.
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prenant pour une des trois fonctions

doT' dp''

on aura une solution de l'équation (6i).

881. ISous terminerons ce Chapitre en indiquant comment on

peut obtenir des formules analogues à celles de M. Lelieuvre

quand les variables indépendantes auront été choisies d'une ma-

nière quelconque.

Soient u et v ces variables et conservons toutes les notations

(hi Livre VII, Chapitre III [III, p. 242 et suiv.]. On peut toujours

déterminer des coefficients A, A' tels que l'on ait

(65)
dx ,

, / ,àc „ de-— = A ( c —•
— c —

Ou \ du du

. , , de" ,, de'
A 1 c c —

dv dv

et les formules analogues obtenues en soumettant ^r, y, z\ c, c', c"

à une permutation circulaire. La multiplication de deux détermi-

nants nous conduit d'ailleurs à l'identité

c
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En calculant de même la valeur de A', on trouvera

.« ^ A'
P'H'

(b9) A =
D.,_DD,-

Si Ton échange enfin u et v dans la formule (65), on pourra

écrire

dx .,/ ,dc' .dc'\ .,[ ,dc' ,dc'\

et les formules analogues en y et z^ SI' ajant pour valeur

(-1) A'=
D'î— UD"

Si l'on suppose que u el v soient les paramètres des lignes

asjmplotiques, A, A" deviennent nuls et l'on retrouve les formules

(B') données plus haut.

Effectuons dans les formules (65) et (70) la substitution déûnie

par les équations

(72) c/X = 0„ c'v/X==6î, c'v/X = ej,

elles se changeront dans les suivantes

où l'on aura

\ V A'
(74) B=^, B'=y, B'=y.

Les dérivées àey et de z s'obtiendront par des permutations

effectuées sur 0, , Oo, Ô3, de sorte que la surface sera définie par les

formules suivantes

i-=/('''S-«-wj(''' ""-«*)-(« ^'-»'^)('"'"-'''''^'>
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Si nous déterminons ). en particulier par la condition

(75) B'2 — BB"=i,

qui donne
X2 ._- A'2 - AA",

on, en substituant les valeurs de A, A', A"

(76) X2 = ^^~^^, RR', X = V- ÏÏR',

9(, O2, ^3 seront identiques aux quantités de même détermination

qui figurent dans les formules (B). Mais, sans fixer dès à pré-

sent la valeur de 1, exprimons que les deux valeurs de -^^ ob-^ duov
renues par la différentiation des deux équations (-3) sont égales,

nous serons conduits à la relation

di> \ du dv I dv\ du dv

du\ du dv J du \ du dv

d'où il suit, en répétant le raisonnement employé au n° 870, que

l'on peut trouver une certaine fonction K telle que 6, , Qo, 83 soient

trois solutions particulières d'une équation de la forme suivante

(„) /(B-f -Bf) ,.-^(Bf-B'f)=K6.du \ du dv J dv\ dv du}

La fonction K variera suivant la valeur de \ que l'on aura

choisie. Elle a une expression particulièrement simple lorsqu'on a

pris \ égal à l'unité, c'est-à-dire lorsque l'équation précédente admet
c, c', c" comme solutions particulières. En effet, si, après l'avoir

multipliée par 9, l'on j remplace 6 par c, c', é' successivement,

en ajoutant les trois équations ainsi obtenues, on trouvera

^^c
. , n d'^c . C\ d''-c

ou encore

K = A Vc—-— aA'Vc -—- ^--.- AO du^ sj dudv
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Les valeurs des trois sommes contenues dans cette relation se

déduisent de la formule (32) [III, p. 249]. En les substituant

ainsi que les valeurs de A, A', A", on trouve

(78) K= i^,GD-2FD'^ED') = H(^^-^),

R et R' désignant les rajons de courbure principaux (n" 701).

Remarquons que, dans tous les cas, Féquation (77) est celle

que l'on obtiendrait en égalant à zéro la variation de l'intégrale

double

et que la surface {S^) correspondant à (S) avec orthogonalité

des éléments linéaires se trouverait ici définie par la formule

i-=/«-^— ^)(«' ""-«•*)- («'^—*)<«"«-«*

OÙ co serait une solution quelconque de l'équation (77).
Si u et (' sont les paramètres des lignes asvmptotiques, on a

B = B' ^ o.

Si, en outre, "k est définie par la condition (76), on a

B'. = ,,

ce qui permet de prendre

B'=i,

et l'on retrouve les formules (C) où a et ^ seraient remplacées

par u et ç.

Le lecteur pourra rapprocher les formules générales qui pré-

cèdent de celles qui se trouvent dans le Mémoire cité plus haut

[p. 8] de M. Weingarten. Nous terminerons ce Chapitre en in-

diquant une démonstration de ces formules qui en fera sans doute

mieux comprendre la véritable origine.
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882. Désignons toujours par c, c', c" les cosinus directeurs de

la normale, et employons les caractéristiques delù pour définir les

déplacements suivant deux directions conjuguées quelconques.

On aura les deux équations

(8o)

d'où l'on déduit

(8i)

c dx -î- c' dy -T- c" dz — o,

oc dx -f- 8c' dy -\- oc" dz = o,

!dx = h{c' Zc"— c'^c'),

dy — h(c" oc — c oc"),

dz -^ h{c oc' - c' oc),

h étant une quantité finie. D'ailleurs, D, D', D" ayant la même si-

gnification que plus haut, l'équation

ou

D du ou -- D' (du ^v -i- dv ou) -+ D" di^ ^v = o

(D du -h D' dç) 8m -H (D'â?M -+- D" di>) 8p = o

exprimera que les deux directions définies par les caractéristiques

c^ et 8 sont conjuguées. La relation précédente permet de poser

(82)
ou ^-

OV —
D' du -I- T)" di>,

D du — ly' dv,

de sorte que les formules (8i) nous donnent

dx'-^h le'^ - c" ^V D' du -t- D" dv) - h le'—
\ ou ou \ i>

de"

de de"

\

dy = h( c"- c ^- (D' du + Wdv)^
* du du '

j , de'
,
de

dz = n{ c c —

-

du du

de dc"\

d.-"à^)^^'^^-^^'^')'

yT)'du^D"dv)---h(^e~--e'~yDdu + D'd,).

La formule (26) [III, p. 248] nous permettra d'ailleurs de dé-

terminer h. On a ici, en vertu du système précédent,

S de dx =
de de' de"

du du du

de de' de"

dv dv ài>

( D du^+ a D' du di>-hD'' dv^),
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ce qui donne, en tenant compte de l'équation (67),

I DD'— D'*
,

—H*=A 7-, ou « =
-R
-" HZ

"" "- DD — D'!

Il ne reste plus qu'à substituer celle valeur de h dans les for-

mules (83) pour obtenir l'équivalent des relations (B"), où Q,, 83,

Q3 désigneraient c, c', c".
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CHAPITRE m.

LES DOUZE SURFACES. DÉVELOPPEMENTS GÉOMÉTRIQUES

SE RATTACHAIVT AUX PRÉCÉDENTES SOLUTIONS.

Étant données deux surfaces (S) et (S,) qui se correspondent avec orthogonalilé

des éléments linéaires, au réseau des lignes asymptotiques de chacune de ces

surfaces correspond, sur l'autre, un réseau conjugué à invariants ponctuels

égaux. — On déduit du premier couple deux nouvelles surfaces (S) et (A) qui

se correspondent, elles aussi, avec ortliogonalité des éléments linéaires. —
Définition de (S) : c'est l'enveloppe des plans menés par tous les points de (S)

perpendiculairement aux directrices de la déformation. — On sait résoudre le

problème de la déformation infiniment petite pour (L) lorsqu'on sait résoudre

ce problème pour (S). - Les lignes asymptotiques se correspondent sur (S)
et sur (£). — Réciproque : théorème de M. Guichard. — Relation géomé-
trique enti-e les deux nappes de la surface focale d'une congruence rectiligne,

dans le cas où les lignes asymptotiques se correspondent sur ces deux nappes.
— Propriétés qui rattachent la surface (A) à la surface (S,) : les plans tangents

aux points correspondants sont parallèles et le système conjugué commun a

ses invariants ponctuels égaux, sur les deux surfaces. — Réciproque : théorèmes
de MM. Kœnigs et Cosserat. — Les trois réseaux I, II, III formés par les lignes

asymptotiques de (S), de (S,) et de (A) sont harmoniques deux à deux. —
Introduction de huit nouvelles surfaces qui, jointes aux quatre premières,

forment un ensemble de douze surfaces que l'on peut grouper deux à deux de

telle manière qu'elles se correspondent avec orthogonalité des éléments

linéaires, ou bien par pians tangents parallèles, ou bien par polaires réci-

proques relativement à une sphère concentrique à l'origine, ou enfin comme
focales d'une même congruence rectiligne sur lesquelles les lignes asympto-
tiques se correspondent. — Sur chacune de ces douze surfaces, les trois réseaux I,

II, III déjà signalés sont, l'un formé des lignes asymptotiques, l'autre conjugué

à invariants ponctuels égaux, le dernier enfin conjugué à invariants tangentiels

égaux. — Quand deux surfaces se correspondent avec orthogonalité des élé-

ments linéaires, le système conjugué commun a ses invariants tangentiels

égaux. —Lorsque, sur une surface, un réseau conjugué a ses invariants ponctuels

(ou tangentiels) égaux, le réseau conjugué qui lui est harmonique a ses inva-

riants tangentiels (ou ponctuels) égaux.

883. JNous revenons au problème de la déformation infiniment

petite pour développer les nombreuses propriétés géométriques

que l'on peut rattacher à la solution développée dans le Chapitre
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précédent. La surface (S) étant définie par les formules

OÙ 9,, Oo. 9.3 sont des solutions d'une même équation aux dérivées
partielles

et sont proportionnelles aux cosinus directeurs de la normale à la
surface (S), nous avons vu que les fonctions les plus générales x,,
yi, z, vérifiant la relation

( ^) dxdxi-^dy dy^ h- dz dzi = o

sont déterminées par les formules suivantes

OÙ 0) désigne la solution la plus générale de Téquation (a). Au
n<>8o6 nous avons déjà établi l'existence d'un système de relations
de la forme

!da: = c dyi — b dzi,

dy= adzi — cdxi,

dz = b dxi— a dy^
,

entre les différentielles dx, dy, dz-, dx,, dy,, dz,. On détermi-
nera sans peme les valeurs de a, b, c, qui sont

(6) a=^-l, b = h, ,^h.
D. - IV.
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de sorte que les formules (4) sont équivalentes aux suivantes

j dxi da dy^

dont nous ferons plus d'une fois usage dans la suite.

Si nous éliminons a entre les deux premières de ces équations,

nous aurons
'

I ()'r,\ à I \ dxy \ _
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et, par suite, en les substituant dans les formules (i), on obtiendra

une surface (S) qui correspondra à (S,) avec orthogonalité des élé-

ments. On peut donc énoncer la proposition suivante :

Si l'on connaît, sur une sur/ace (S|), un système conjugué

dont réquation ponctuelle ait ses invariants égaux, on pourra

déterminer, par de simples quadratures, une surface (S) cor-

respondant «(S,) avec orthogonalité des éléments linéaires et

les lignes asymptotiques de (S) correspondront aux deux fa-
milles du réseau conjugué tracé sur (S|).

Il faut même remarquer que, comme les fonctions «, b, c sont

déterminées par des quadratures, la solution contiendra trois

constantes arbitraires, et l'on pourra ajouter aux fonctions ^t? ^2»

O3 la fonction w multipliée par des constantes quelconques. Cela

revient, on s'en assure aisément, à composer les formules qui dé-

terminent (S) avec celles qui donnant un plan et qui correspondent,

non plus à une déformation infiniment petite de (S|), mais à un

déplacement infiniment petit de cette surface (n" 806). On peut

donc dire que :

A chaque réseau conjugué à invariants égaux tracé sur une

surface correspond une déformation infinimentpetite parfaite-

ment déterminée de cette surface.

S80. Revenons aux formules (5). En faisant passer tous les

termes dans le premier membre et remplaçant les différentielles

par les fonctions, on est amené à considérer la surface (S) lieu du

point (X, Y, Z) défini par les relations

/ \ = x — cyi -^bzi,

^11) j
Y =y -azi-^cxx,

{ Z = 3 — bxy -h ay\.

Si l'on différentie ces valeurs de X, Y, Z en tenant compte des

relations (5), on trouvera

rfX = Zx db —y y de,

ii'î.)

\ dZ = Yi da — Xi db.
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de sorte que l'on a identiquement

(i3) dX da + d\ db -+- dZ de =^ o.

Cette équation, toute pareille à l'équation (3), nous donne une

solution nouvelle du problème de la déformation infiniment petite.

La surface (S) lieu du point (X, Y, Z) et la surface (A) lieu du
point (a, 6, c) se correspondent, elles aussi^ avec orthogonalité

des éléments linéaires. JNous allons étudier les propriétés géomé-

triques qui rattachent cette nouvelle solution à l'ancienne. Cher-

chons d'abord à définir la surface (S).

886. Etant donnée la surface (S), menons par l'un de ses points

{x,y, z) la directrice de la déformation, c'est-à-dire la droite

dont les paramètres directeurs sont ^,, y, , Zi (n'' 854). La per-

pendiculaire à cette directrice située dans le plan tangent sera évi-

demment définie par les équations

(14)
^i(X — a7)-!-jKi(Y—jK)-f-Zi(Z — 2) ^ o,

a{X-~x)^ 6(Y— jk)4- c(Z— ^)=o,

où X, Y, Z désignent pour un instant les coordonnées courantes.

Ces équations, évidemment véiifîées quand on y remplace X, Y, Z

par leurs valeurs déduites des équations (i i), nous montrent dom;

que cette perpendiculaire va passer par le point de (S) défini par

ces équations (i i). Nous allons montrer de plus qu'elle est, en ce

point, tangente à (S).

En effet, les formules (12) nous donnent l'identité

(i5) Xi dX ^j^i dY -T- Zi dZ = o,

d'où il résulte que la normale à (S) a pour paramètres directeurs

Xi, yt, Z{ et, par suite, qu'elle est parallèle à la directrice de la dé-

formation. Elle est donc perpendiculaire à la droite définie par

les équations (i4)-

D'après cela, si M désigne le point (x, y, z) de (S), P le point

correspondant (X, Y, Z) de (S), la droite MP est tangente en M
à (S) et en P à (S). Le plan tangent à (S) en P est perpendi-

culaire à la directrice de la déformation en M; et, si l'on con-

sidère la déformation infiniment petite de (S) définie par
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les fonctions a, b, c, qui figurent dans Véquation (i3), le plan

tangent en M à (S) est perpendiculaire à la directrice de la

déformation de (S) en P. On le voit, la relation entre iS)\et

(S) est réciproque.

Les surfaces (^S) et (S) sont donc les focales de la congruence

eno^endrée par la droite MP. On peut ajouter encore une autre

propriété essentielle :

Les lignes asymptotiques se correspondent sur {S) et sur (S).

Ce point résulte immédiatement des transformations suivantes.

Les formules (7) et (12), rapprochées les unes des autres, nous

donnent des équations telles que la suivante

Si donc on pose

(.6) ^=x;, ^=y., "i = .'.,
^

(!> U> 10

on trouvera

et les formules analogues en Y, Z. Ces relations sont toutes pa-

reilles aux formules (i) et s'en déduisent en remplaçant 8|, 82» ^s

par j:',
, >', , z\ respectivement. Donc a et ^ sont les paramètres des

lignes asymptotiques de (2) comme ceux des lignes asvmptotiques

de (S). On peut d'ailleurs vérifier, bien que ce ne soit pas néces-

saire, que x\^y\, z\ sont solutions particulières d'une équation de

la forme (2), qui est ici

"*> 0^ = "^^^'

de sorte que l'on passe de (S) à (S) en échangeant 0,, 80, 63, to

en x\, y\, z\, -• Comme d'ailleurs, d'après le théorème de

M. Moutard, on sait intégrer complètement l'équation précédente

lorsqu'on sait intégrer l'équation (2), on voit que l'on saura ré-

soudre complètement le problème de la déformation infiniment
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petite pour (S) dès qu'on saura le résoudre pour (S), et ré-

ciproquement.

887. On peut encore indiquer une des propriétés de la corres-

pondance entre les deux surfaces (S) et (S) en disant qu'à tout

système conjugué tracé sur V une des surfaces correspond un
système conjugué tracé sur la seconde. Nous avons déjà re-

marqué (n" 600) que lorsqu'une correspondance /)om^/»«/-/?om^

est établie entre les points M et P de deux surfaces, le rapport

anharmonique de quatre tangentes au point M de la première est

égal au rapport anharmonique des quatre tangentes correspon-

dantes au point P de la seconde. D'après cela, supposons qu'à

deux tangentes conjuguées de la première correspondent toujours

deux tangentes conjuguées de la seconde : il sera nécessaire que la

correspondance subsiste lorsque ces deux tangentes conjuguées se

confondront entre elles, c'est-à-dire se réuniront en une direction

asjmptotique. Et, réciproquement, si les tangentes asjmptotiques

se correspondent sur les deux surfaces, à deux tangentes con-

juguées de l'une, c'est-à-dire à deux tangentes divisant harmoni-

quement l'angle formé par les directions asyniptotiques de la pre-

mière surface, correspondront nécessairement deux tangentes de

l'autre surface divisant liarmoniquement l'angle forn)é par les tan-

gentes asjmptotiques de cette surface, c'est-à-dire encore deux

tangentes conjuguées.

Par suite, à tout réseau conjugué sur la première surface cor-

respondra un réseau conjugué sur la seconde.

La congruence des droites MP définies par les for-

mules (i4) jouit donc d'une propriété sur laquelle nous avons.

à deux reprises déjà, appelé l'attention (n°*483 et 765). Les asyni-

ptotiques se correspondent sur les deux nappes (S), (S) de la

surface focale . Réciproquement, nous allons établir avec M. Gui-

chard (^) que toute congruence jouissant de cette propriété s'ob-

tient par les méthodes que nous venons de faire connaître.

(
'
) GuiciiARD ( C), Détermination des congruences telles que les lignes asym-

ptotiques se correspondent sur les deux nappes de la surface focale ( Comptes
rendus des séances de l'Académie des Sciences, t. CX, p. 126; janvier 1890).
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Considérons, à cet effet, une telle congruence et prenons pour

variables indépendantes les paramètres des lignes asvmptotiques

sur les deux nappes de la surface focale, nappes que nous dési-

gnerons encore par (S) et par (S); elles seront respectivement

définies par des formules telles que les suivantes :

>

*
î

où 0,, 82» Ô3 sont solutions particulières d'une équation de la forme

suivante

et où T,, T2, 3-3 satisfont à une autre équation de forme analogue

On aura d'ailleurs, en désignant par p un facteur de proportion-

nalité, les relations

Qi^S— 7*63 63=71—^30, ei<72— (7,8*
^'

par lesquelles on exprime que la droite de la congruence est tan-

gente aux deux nappes (S), (S).

Différentions par rapport à a l'équation

X-a:=-p(e,T3-T,03),

obtenue en égalant à p le premier rapport. Il viendra, en rem-
dX dx

plaçant — , — par leurs valeurs déduites des formules (19) et (20).

l ^ '^^s à:!i dds
ft

dl).

, , 1 0% ^ 0% - Ô% ^ d%
(24) <

(=-^(e,a3-a,93)-^p(.3~^-<..^)-f-p(6.--63-j.

Multiplions par 0, et ajoutons Téquation ainsi obtenue à celles
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que l'on obtient en effectuant des permutations circulaires sur les

indices i, a, 3. Nous aurons

A-pA',

A et A' désignant, pour abréger, les deux déterminants

Multiplions maintenant l'équation (24 )
par cr, et opérons de même :

nous aurons, cette fois,

A'=:pA.

Il faut donc que l'on ait

p2=l,

à moins que les deux déterminants A, A' ne soient nuls. Mais alors

on aurait

dX dY dZ

c'a doc doL

dx dy dz

en répétant un raisonnement analogue sur la variable [3, il fau-

drait joindre à ces deux équations les suivantes

.dXdY dZ

dx dy dz

En vertu de ces quatre dernières relations, les deux surfaces (S)

et (S) auraient leurs normales constamment parallèles, ce qui est

absurde.

On doit donc supposer

p2r= i;

et, comme il est permis de changer le signe de tous les o- ou de
tous les 9, on fera

P=— I.

L'équation (24) deviendra donc



LES DOUZE SURFACES. 5y

Il résulte de là que, si u. désigne une fonction auxiliaire, 9/ et t/

satisfont à l'équation

(•25) —^ — —^ = {jL(0/-^<r/')

pour / = 1 , 2, 3.

En opérant de même pour la variable ,3, on verra que les mêmes
fonctions satisfont à l'équation analogue

^^6)
d?

--
dp- = '''^^' -''>•

DilTérentiant l'équation (aS) par rapport à ^3 et tenant compte

des relations (ai), (22), (26), nous trouvons

OU

et, par suite,

{17) A-— a[x — ^ = o, A,— !Xfx — —̂ = o.

La différentialion de l'équation (26) par rapport à a nous

conduirait de même aux relations

(a8) k — U.U.' ^ = o, A, — uu'— ^=0.
dx '

' da

La comparaison des équations ainsi obtenues, '27) et (28), nous

donne
d[L _ diJL

ce qui permet de poser, w étant une fonction auxiliaire,

I d(ù , ï dw
hi di '

O) ai

Il vient ensuite

/ \ , I d*to
(29) «^=-x-7ô' A, = a>

-(^)

Le reste du calcul s'achève sans difficulté et nous fournit la
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solution à laquelle nous avait conduit le problème de la défor-

mation infiniment petite.

889. En étudiant un cas particulier des congruences précé-

dentes, nous avons rencontré (n° 763) une relation entre les

courbures des deux nappes de la surface focale que nous allons

maintenant généraliser.

Si nous désignons par c, c', c" les cosinus directeurs de la nor-

male à (S), par R et R' les rajons de courbure principaux de cette

surface, nous avons vu (n"' 870 et 873) que l'on a

(3o) 6i = cv/=^"RF, 62 = c' v'^^RR', 03=0"^/^^^^.

Si C4, c", , c'[, Rj, Rj désignent les mêmes grandeurs pour la sur-

face (S), nous aurons de même

(3i) a, = c, y/- RiRV, a^^ < J/- - RiK',, ^3 = c\ t/- Ri R',

.

Les formules (28) nous donnent, p devant y être remplacé par i^

des relations telles que la suivante

X - a? = v/:r"RF t/— Ri RT {c'c'[ — c\ c"),

d'où l'on déduit pour le segment focal MP l'expression

'mP^= C(X - xY = /-^UVvZ-RiR'i sin2V,

V désignant l'angle des plans focaux. Elevant au carré, nous obte-

nons la relation

(32) MP*= RR'R,R; sin^V

comprenant comme cas particulier celle que nous avons obtenue

aun<'763(*).

C) Dans des Notes présentées en 1894 à l'Académie des Sciences, M. A.

Demouiin et M. E. Cosserat se sont occupés récemment de cette relation, si-

gnalée en premier lieu par Ribaucour dans son Étude des Elassoïdes, démontrée

ensuite par M. Bianclii dans le Mémoire inséré au t. XVIII, 1' série, des Annali

di Matematica pura ed applicata et intitulé : Sopra alcune nuove classi di

superficie e di sistemi tripli ortogonali. M. Demouiin l'a démontrée de nouveau

par une méthode élégante et M. Cosserat a établi qu'elle constitue une pro-
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890. Après avoir étudié la surface (S) passons à la surface (A),

lieu du poinl {a, 6, c), qui correspond à (S) avec orthogonalité

des éléments linéaires. Il résulte immédiatement des formules (6)

que le rayon vecteur de (A) est parallèle à la normale de (S),

et des formules (7) qu^elle correspond à (Si) avec parallélisme

des plans tangents.

Ces formules (7) expriment, en effet, que, sur les deux sur-

faces (A) et (Si), les tangentes aux courbes de paramètre ^ et aux

courbes de paramètre a sont constamment parallèles. De là ré-

sulte la propriété annoncée et Ion volt de plus que les deux fa-

milles de courbes de paramètres ol et '^ sont conjuguées à la

fois sur les deux surfaces. Nous retrouvons la correspondance

par plans tangents parallèles si souvent employée dans les Livres

précédents [II, p. 234 et suiv.]. Ce qu'il importe de mettre en

lumière, ce sont les caractères distinctlls du cas spécial que nous

rencontrons ici.

jNous pouvons faire d'abord la remarque suivante : les lignes de

paramètres a et ^, qui correspondent sur (A) aux lignes asympto-

tiques de (S), correspondent par cela même aux lignes asvmpto-

tiques de (S) et doivent former par suite, sur (A), un réseau con-

jugué dont l'équation ponctuelle ait ses invariants égaux (n° 883).

Ainsi, sur (A) et sur (S,), les deux systèmes conjugués formés

des courbes de paramètres a et 3, courbes dont les tangentes

correspondantes sont parallèles, ont leurs invariants ponctuels

égaux. Au reste cette proposition se vérifie immédiatement à

l'aide des formules (-); car si Ton élimine successivement a et Xi

entre les deux équations

priété caractéristique des congruences dont nous nous occupons ici. M. E.

Waelsch l'a rattachée, avec d'autres propriétés, à ta théorie que nous lui devons

des invariants projeclifs pour les congruences rectilignes.

Voir A. Democlix, Sur une propriété métrique commune à trois classes

particulières de congruences rectilignes {Comptes rendus de l'Académie des

Sciences, t. C.WIil, p. 242).

E. CossERAT, Sur des congruences rectilignes et sur le problème de Ribau-
cour (même tome, p. 335).

E. Waelsch, Sur le premier invariant différentiel projeclif des congruences

rectilignes (même tome, p. -30).
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on oblient, dans l'un et l'autre cas, une équation linéaire du se-

cond ordre à invariants égaux.

Examinons maintenant les projDOsitions géométriques qui se

rattachent à cette notion purement analjtique de l'égalité des

invariants. Et, pour cela, considérons d'abord les systèmes tels

que le suivant

(^4) 4^-^—' -r = !^

qui convient à la correspondance la plus générale par plans tan-

gents parallèles entre deux surfaces : (S, ), lieu du point (.r, , j/,, s,)

et (A), lieu du point (a,b,c). Le système (33) s'en déduira en

supposant
X = — II.

Parmi les éléments géométriques qu'il convient d'associer aux

surfaces (A) et (S)), nous signalerons en premier lieu le suivant.

Par les différents points de l'une des surfaces, de (S,) par

exemple, menons des parallèles aux rayons vecteurs correspon-

dants de (A). Ces droites engendrent une congruence (G). Nous

savons déjà (n" 426) que les développables de cette congruence

correspondent aux courbes du système conjugué commun. Au
reste, on le vérifie immédiatementcomme il suit. Les deux points F,

F,, définis par les formules

iX
= Xi— la, l Xi — a7i

—

ixa,

Y=jKi— À6, (36) Yi^ji—ixb,

Z=^Zi'— Xc, ( Zi = Si -- [Jt.c,

sont évidemment situés sur la droite de la congruence; et ils dé-

crivent, le premier lorsque a varie seul, le second lorsque ^

varie seul, des courbes tangentes à cette droite. Ces deux points

F, F< sont donc les points focaux situés sur la droite de la con-

gruence; et les développables de cette congruence correspondent

aux courbes de paramètres a et ^. De plus, si M) désigne le pied

(Xi, yf, Zi) de la droite sur (Sj), on a, d'après les formules précé-

dentes.
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Par suite si, comme il arrive dans les formules (33), on a

). = — u, le point M, sera le milieu du segment FF, et la sur-

face (S,) sera ce que nous avons appelé (n" 260) la surface

moyenne de la congruence (G).

On pourrait substituer à la congruence (G) la congruence (G')

formée par les droites qui joignent les points correspondants

de (A) et de (S|). Le lecteur démontrera aisément que les points

focaux de chaque droite de cette congruence divisent harmoni-

quement le segment formé par ces points correspondants. Cette

proposition comprend même la précédente comme cas particulier :

il suffît de supposer que la surface (A) grandisse indéfiniment en

demeurant homothétique à elle-même.

891. Revenons à la congruence (G). Si l'on remarque que le

rayon vecteur de (A) est parallèle à la normale au point corres-

pondant de (S), on voit que la congruence est susceptible d'une

nouvelle définition : elle est engendrée par une parallèle à la nor-

male en un point quelconque de (S), cette parallèle étant menée

par le point correspondant de (S,). Les résultats précédenls

peuvent donc s'énoncer comme il suit :

Si deux surfaces (S) et (S, ) se correspondent avec orthogo-

nalité des éléments linéaires, la droite menée par un point de

Vune (S, ), parallèlement à la normale au point correspondant

de l'autre (S), engendre une congruence dont les développables

correspondent aux lignes asymptotiques de (S) et dont la sur-

face moyenne est la surface (S, ).

En d'autres termes, la représentation sphérique des déve-

loppables de la congruence est identique à celle des lignes

asymptotiques de la surface (S) ; et, par suite, les plans focaux

relatifs à chaque droite de la congruence sont perpendiculaires

aux tangentes asymptotiques de la surface (S), construites

pour le point de (S) qui correspond à cette droite de la con-

gruence.

C'est la proposition de Ribaucour, déjà démontrée par la Géo-

métrie au n^ 861.

892. On voit que lesdéveloppables de la congruence (G) inter-
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ceptent sur la surface moyenne (S,) le réseau formé des courbes

de paramètres a el ^, c'est-à-dire un r(''seau conjugué. Proposons-

nous, avec M. Cosserat ('), de définir loules les congruences rec-

tilignes jouissant de cette propriété. Cherchons même d'une ma-

nière plus générale, avec M. K.œnigs, toutes les congruences dont

les développables interceptent sur deux surfaces (S) et (T) des

réseaux conjugués et qui sont telles en outre que les points focaux

de chaque droite divisent harmoni(]uement le segment de cette

droite compris entre les deux surfaces (S) et (T). 11 suffira en-

suite de supposer que la surface (T) se réduit au plan de l'infini

pour obtenir les congruences plus particulières que nous avons

en vue.

Or, nous avons déjà considéré les congruences dont les dévelop-

pables interceptent sur deux surfaces (S)et(T) un réseau conjugué

et nous avons vu (n" 422) que, si l'on désigne par a el ^ les para-

mètres des développables, les coordonnées homogènes x, y, z, t

et a, 6, c, h des points M et P où la droite de la congruence

coupe (S) et (T) peuvent être choisies de manière à satisfaire

à des équations de la forme

1 dx ^ da

dot. ' dfx
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anharmonique des deux points focaux et des points M et P sera

égal au quotient de X par u.. Donc, pour que ce rapport soit égal à

— I , il faudrait que l'on ait

X = {X.

Dès lors, les équations ponctuelles relatives aux systèmes con-

jugués tracés sur (S) et sur (T) seront à invariants égaux,

puisqu'on obtiendrait ces équations en éliminant, soit x, soit a

entre les deux suivantes

dx ^ da dx ^ da

La question que nous nous proposions est ainsi complètement

résolue.

Pour revenir au cas particulier où (T) se réduit au plan de l'in-

fini, il faut faire

A = o;

alors les deux dernières formules (38) et (39) donnent

t — const.

On peut prendre < ^ i ; alors les équations (38) et (39), où x^ y, z

deviennent les coordonnées ordinaires, et où l'on a jx =— A, repro-

duisent le système (7). On obtient donc la proposition suivante

due à M. Cosserat (') :

Les congruences dont les développables découpent sur la sur-

face moyenne (Si) un réseau conjugué ont même représentation

sphérique de leurs développables que les lignes asymplotiques

d'une autre surface (S) qui correspond à la surface moyenne

avec orthogonalité des éléments linéaires.

893. On peut, sans avoir recours à une congruence auxiliaire,

indiquer d'autres propriétés caractéristiques du système (33).

Désignons par M, et par A deux points correspondants sur les

(') Pour la généralisation que nous en avons donnée, on pourra consulter une

Note de M. Koemgs : Sur les systèmes conjugués à invariants égaux {Comptes

rendus de l'Académie des Sciences, t. CXIII, p. 1022 ; 1891).
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surfaces (S, ) et (A). Soient i^fig. 82) M, ^, M, u les tangentes aux

courbes de paramètres a et [i sur (S<); kt\ Au' les tangentes aux

courbes correspondantes de (A), tangentes nécessairement paral-

lèles aux premières. A une direction arbitraire M, h de la première

surface correspondra non plus la direction parallèle AA' de la se-

Fig. 82.

conde, mais la conjuguée harmonique Ah' de cette direction par

rapport avix deux tangentes Ai', Au'; de sorte que, à deux direc-

tions Wfhj M( A", divisant harmoniquement l'angle des tangentes

M, t, Mf M, correspondent, mais en sens inverse, deux directions

parallèles de la seconde surface.

Analjtiquement, cette propriété correspond à la transforma-

tion suivante que l'on peut faire subir au système (^). Écrivons-le

comme il suit

dXy

dxx

dxi

dam --
0%

da

da

da

En prenant comme nouvelles variables les paramètres des deux

familles de courbes définies par la double équation différentielle

n da = ± ni <5^p,

on lui donnera la forme

dxi
Ui)

dû
= P

da^

dp.

dx
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dont l'interprétation géométrique fournit la proposition déjà ob-

tenue.

894. Cette proposition comprend comme cas particulier la sui-

vante :

Les lignes asyniptotiques de l'une quelconque des surfaces

(A) et (Si) correspondent à un système conjugué tracé sur

l'autre surface,

que l'on peut vérifier comme il suit. Ecrivons 1 équation différen-

tielle des lignes asvmptotiques. Si Ton pose, pour abréger.

(4-2) L = da da d^a da da d*a
di à^ 'd^

et, si l'on tient compte du système (7), on trouvera que les lignes

asvmptotiques de (A) sont définies par l'équation différentielle

(43) L^aî— Mrf3îrr.o,

et celles de (Si) par la suivante

(44) Lf/zî— Mrf32 = o,

et de ce résultat analvlique découle la proposition annoncée. En
effet, sur une surface quelconque où les coordonnées d'un point

seraient des fonctions de a et de ^, les équations (4^) et (44) dé-

finissent deux réseaux de courbes telles que les tangentes aux

courbes du premier divisent harmoniquement l'angle des tangentes

aux courbes du second. Nous rencontrerons souvent cette relation

dans la suite de ce Cbapitre et nous dirons qu'a/or5 les réseaux

se divisent harmoniquement. Par exemple, un réseau conjugué

divise harmoniquement le réseau des asvmptotiques et vice versa.

Si les équations précédentes sont privées du terme en dxd^^ c'est

que les asjmptotiques divisent harmoniquement le réseau con-

jugué formé des courbes de paramètres a et ^.

D'après cela, considérons les trois réseaux définis par les équa-

tions

(I) da.d^ = o,

(II) Lda»— Mrf^î=o,

(III) Lûfot2-,-Mrf^2=0.

D. — IV. 5
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Sur chaque surface ces trois réseaux se divisent harmonique-

ment. Sur la surface (S) le premier est formé des lignes asjmpto-

tiques, les deux autres sont conjugués. Sur la surface (S() le sys-

tème II donne les lignes asjmptotiques; I et III définissent des

réseaux conjugués. Enfin, sur la surface (A) les systèmes I et II

sont conjugués, le système III est composé des lignes asympto-

tiques.

895. Pour obtenir des résultats plus complets encore, nous

sommes conduit à adjoindre aux quatre surfaces (S), (S,), (S),

(A) deux nouvelles surfaces (S,) et (A,) qu'on définira de la ma-

nière suivante.

La relation entre (S) et (S)) étant parfaitement réciproque, on

peut faire correspondre au système (5) le suivant

idxi
= Cj dy — bi dz,

dyi =^ ai dz -- Cl dx,

dzi = bi dx — «1 dy^

que l'on en déduira par l'échange de .r,
, _/) j ^i en ^, jk, ^- D'après

cela, si l'on introduit, comme au n° 885, les nouvelles variables

définies par les formules

iXj

= a?! — Ciy -\- biz,

Zi — Zi — bix -h aiy,

X,, Y,, Z, seront les coordonnées d'un point P, décrivant une

surface (S,) dont la relation à (S,) sera la même que celle de (S)

à (S). C'est-à-dire que (S,) et (S,) seront les deux surfaces fo-

cales de la congruence engendrée par la droite qui joint leurs

points correspondants; à tout système conjugué tracé sur (Sj)

correspondra un système conjugué sur (S,); et, de plus, les équa-

tions (46) nous donneront par la différentiation les suivantes

idXi
= z dbi --y dci,

dYi = X dci — z dai,

dZi = y dui— X dbi,

d'où l'on déduit

(48) dXidui-i- dYidbi-i- dZidci — o.
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Ainsi la surface (S| ) correspond à la surface (A, ) avec ortho-

gonalité des éléments linéaires. Remarquons que, si l'on échange

(S) et (S,), il faut, pour conserver les relations géométriques,

échanger (S) et (S,), (A) et (A,).

896. Mais les surfaces (A) et (A,) sont liées par une relation

géométrique des plus remarquables. Elles sont polaires réci-

proques l'une de l'autre par rapport à la sphère de rayon

yj
— I ayant pour centre l'origine des coordonnées.

Si l'on porte, en effet, les valeurs de dxi, ^>'i' (i~-\ tirées des

formules (45) dans les équations (5) en tenant compte de la re-

lation évidente

a dx H- b dy -f- c ^c = o,

il vient

(49) aai — 66i-^ cci-i- I = o.

D'autre part, si, dans la relation

ax dxx -H bx dyx -^ Cx dzx = o,

on remplace les dérivées de x^., yx, Zx par leurs valeurs déduites

du système (-), il vient

da , db de
ax ^ 6i h Cl — = o,

diz da da
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et les formules (5) expriment que cette droite passe par le

point (a, b, c). Cette droite, ayant ses cosinus directeurs propor-

tionnels à dXi, dyt, dzf, est nécessairement tangente à la sur-

face (A) décrite par le point (a, b, c).

Pour le même motif, la droite (D,) dont les coordonnées sont

dx, dy, dz, — dxi, — dy^, — dzj,

est tangente à la surface (A, ) lieu du point (a,, b^, c,). Et, comme
les deux droites (D), (D, ) sont polaires réciproques par rapport à

la sphère de rajon i admettant pour centre l'origine des coor-

données, il doit en être de même des surfaces (A) et (A,).

897. Nous avons déjà six surfaces (S), (Si), (^), (S,), (A), (A,).

Mais nous pouvons continuer l'aj^plication de notre méthode de

déduction et nous allons obtenir six nouvelles surfaces.

La relation différentielle (i3) peut être remplacée par le sys-

tème (12); mais elle peut l'être aussi parle suivant

/ da = Z3dY ~ Y3 dZ,

(5i) < db ^X^dZ — ZsdX.

( (^c = Ys^X— XsrfY,

OÙ X3, Y3, Z3 désignent des fonctions auxiliaires, et qui est nou-

veau. Opérant comme au n" 885, on introduira les fonctions

I'

a3= a — Z3Y-1-Y3Z,

è3=6_X3Z + Z3X,

C3=C-Y3X-+-X3Y,

qui conduisent à la nouvelle relation

(53) dazdXs-^ dbsdYs-h dcsdZ3 = o,

tout à fait semblable à celles, (i3) et (48), qui ont été déjà déduites

de la relation fondamentale (3). Mais ici il se présente une cir-

constance nouvelle : on peut obtenir algébriquement les valeurs

de X3, Y3, Z3 et, par suite, celles de ^73, by, C3.

On déduit, en effet, du système (5i), la relation

(54) Xsda-h Y3 db -hZ^dc = o,

et, si on la compare à l'équation (5o), on voitque X3, Y3, Z3 sont

proportionnels à a,, ^i, c,.
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D'autre part, de même que la comparaison des systèmes (5)

et (45) nous avait montré que (A), (A,) sont polaires réciproques,

de même la comparaison des systèmes tout semblables (12) et (ai)

nous montre que la surface (S,) lieu du point (X3, Y3, Z3) et la

surface (S,) sont aussi polaires réciproques. On a donc

(55) Xaari-T- Yj^i^Zjiîi^i^o;

et, comme X,, Y3, Z3 sont proportionnels à a,, 6,, c,, on a

,-fi,
^3_Y,^Z3^ ' ' _.

' a, bi Cl aixi^biyi — cizi a,Xi-+- 6,Y,-+- CjZi

Portant ces valeurs dans les formules (02), on trouve

.-_x «3^63^03^ I ^ '

^^'' X\ Y, Z, aixi^biyt-^cizi a,X,-^ 6, Y,— CiZ,

On a donc deux nouvelles surfaces, (S3), déjà définie, et (A3),

lieu du point («3, 63, C3), qui se correspondent encore avec ortho-

tonalité des éléments linéaires, en vertu de la formule (53).

Les formules analogues

\, Y, Z, ï _ [

^^^^ lî'^T~T~~ax^br-cz~ aX-T-6Y-^cZ'

(59) x^Y "" 2.-" ax-^by-cz- aX-+-6Y-cZ

définiront de même deux nouvelles surfaces (A2) et (Sa), donnant

naissance aux systèmes

/ rfai= ZïrfYi-YsrfZ,, ldai=ZidY. — YidZt,

(60) ! rf6, = X, ^Z, - Zî rfX„ (61) j
rfé,= XirfZ,-Z,^î,

I ai^= cil— ZiYi-t-YjZi,

(6-*) 6,= 6,— XîZ,-(- ZjX,,

i c.. = c, -Y,X,--X,Y,

et à la nouvelle relation

(63) datdXi-hdbidY^-hdCidZi^o.

On peut continuer encore et remplacer cette relation par le
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système

!dX^ = Z3 dh=i — JK3 dc-i^

dY^ = X3 dc2 — Z3 da2,

dZz = y3 da=i— X3 dbt,

qui conduit à introduire les nouvelles variables

/ X2^ X2— 62^3-1- C2JK3,

(65) < ^2— Y2 C2 ^3 -4- «2-33,

( ^2= Z2— a2r3-i-^2^3,

et donne deux nouvelles surfaces, (S2), lieu du point (:r2, jK2j ^2)7

et (S3), lieu du point (.273, jKa, z-^. La différentiation donne encore

l dx^ — C2 dy3— 62 dz3,

(66)
I

dy^_-— aidz3— c^dx-^,

( dz=i-—bïdx3— aidy3^

et, de là, on déduit la nouvelle relation

( 67 ) dx=i dx3 -H dyi dy^ -l- dZ'i, dz^ = o.

Mais ici il faut s'arrêter. Le cycle est fermé. Si l'on calcule, par

un procédé analogue à ceux qui ont été employés, les valeurs de

•^2,^2,52,^3,^3, -3, on a

(68)
x^



LES DOUZE SURFACES.

Couples de surfaces qui se correspondent point par point.

7»

i" avec orlhogoaalité
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conjugué ayant ses invariants ponctuels égaux, à un réseau con-

jugué ayant ses invariants tangentiels égaux, d'après la loi indiquée

dans le Tableau suivant :
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CHAPITRE IV.

TRANSFORMATIONS DIVERSES. INVERSION COMPOSÉE.

Les six couples de surfaces qui se correspondent avec orthogonalité des éléments

linéaires. — Théorème et construction de Ribaucour. — Quand on sait résoudre

le problème de la déformation infiniment petite pour une surface donnée, on

sait résoudre ce même problème pour toutes les surfaces homographiques et

corrélatives. — Démonstration de ce théorème général pour les homographies

qui conservent le plan de l'infini; pour la transformation par polaires réci-

proques relative au paraboloïde défini par l'équation z = '— — Ces deux

cas particuliers entraînent le théorème général. — Définition de Vinversion com-

posée : sa propriété fondamentale. — Quand on sait résoudre le problème de la

déformation pour une surface (S), on sait aussi le résoudre pour toutes celles

qui en dérivent par l'inversion composée. — L'inversion composée rattachée

aux notions relatives aux formes quadratiques dont les coefficients sont con-

stants.

898. D'après les résultats que nous avons établis au Chapitre

précédent, on voit que, si l'on connaît deux surfaces (S), (S,)

qui se correspondent point par point avec orlhogonalité des élé-

ments linéaires, on pourra en déduire, par de simples opérations

algébriques, cinq autres couples qui seront formés de surfaces se

correspondant l'une à l'autre de la même manière que les deux

premières.

Si nous rangeons ces couples dans l'ordre suivant

(S),(St); (2),(A); (SaXlAs-:

(Sa),(S,); (A,),(S,^: (A,).. S,); (S),(S,),

on reconnaît que chacun d'eux se déduit de celui qui précède

toujours par la même opération, celle qui nous a permis, étant

donné le couple (S), (S,), d'en déduire le suivant (2), (A). Il

semble, à la vérité, que, la relation entre deux couples consécutifs

étant parfaitement réciproque, cette opération, appliquée sans

modification à chaque couple, devrait redonner le précédent ;
mais,

comme elle dépend de Tordre des surfaces qui composent le
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couple, il suffît de changer cet ordre pour obtenir le couple qui

suit.

On peut interpréter géométriquement les formules que nous

avons données et qui permettent de passer de chaque couple au

suivant. Mais la construction à laquelle on est ainsi conduit prend

un énoncé plus simple, si l'on substitue aux couples de surfaces

qui se correspondent avec orthogonal ité des éléments linéaires les

couples, formés de surfaces applicables, qu'on peut leur associer

d'après la méthode du n" 834. Pour cela, portons à partir de

chaque point M de la surface (S) {fig. 83), et sur la directrice de

Fis. 83.

la déformation relative à ce point, c'est-à-dire sur la parallèle au

rayon vecteur correspondant de (S,), des longueurs Ma, Mrt',

égales et de sens contraires, proportionnelles au module de la

déformation, c'est-à-dire égales au rayon vecteur de (Si) mul-

tiplié par la constante A", les deux surfaces (U), (U'), lieux des

points a et a! seront applicables l'une sur l'autre. Opérons de

même pour la surface (S), au point P qui correspond à M; c'est-

à-dire prenons, sur la droite parallèle au ra_yon vecteur corres-

pondant de (A), des segments égaux P6, P6' dont la longueur

commune soit égale à ce rayon vecteur multiplié par la constante k' :

nous obtiendrons un nouveau couple (V), (V) formé des sur-

faces lieux des points b et b' qui seront, elles aussi, applicables

l'une sur l'autre. D'après les propriétés démontrées au n" 886 le

plan perpendiculaire sur le milieu de aa' sera tangent en P à (2) et

le plan perpendiculaire sur le milieu de bb' sera tangent en M
à (S); la droite MP, tangente commune à (S) et à (S), sera per-

pendiculaire à la fois à aa' et à bb' . Remarquons d'ailleurs que, si V
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désigne l'angle des plans tangents en M et en P aux surfaces (S)

et (S), on a, d'après les équations (i i) du n° 880,

(1) MâP6sinV = AMP,

h étant une constante égale au produit de k et de A'.

Nous pouvons, d après cela, énoncer la proposition suivante :

Lorsqu'on connaît un couple de surfaces (U), (U') applica-

bles l'une sur l'autre, on peut en déduire un couple nouveau

par la construction suivante : Le plan perpendiculaire sur le

milieu M de la droite aa' qui joint les points correspondants

a, a' des deux sur/aces enveloppe une sur/ace (S) qu'il touche

en un certain point P; et la droite MP, nécessairement tan-

gente en P à la sur/ace (S), est aussi tangente en M à la sur-

face (S) lieu du point M. Si, sur la parallèle menée par le

point P à la normale de (S) en M, on porte de part et d'autre

deux segments égaux Pb, Pb' dont la longueur commune soit

définie par la relation (i), les deux surfaces (V), (V), lieux

des points b et b', sont aussi applicables lune sur l'autre {*).

La relation établie par cette proposition entre les deux couples

(L), (U') et (V), (V) est parfaitement réciproque, de telle ma-

nière que la construction indiquée, appliquée au couple (V),

(V), redonnerait le couple primitif. Pour obtenir tous ceux que

nous ont fournis les méthodes du Chapitre précédent, il faudra

continuer à appliquer la même construction, mais en remplaçant

Tune des surfaces [Y), ( V) par sa symétrique relative à l'origine

des coordonnées.

899. Nous reviendrons plus loin sur les couples de surlaces

applicables, qui méritent une étude spéciale. Nous bornant, pour

le moment, aux surfaces qui se correspondent avec orthogonalité

(•) Cette élégante proposition se trouve déjà énoncée, bien que d'une manière

incomplète, dans la première Communication de Ribaucour, relative au sujet

qui nous occupe : Sur la théorie de l'application des sur/aces les unes sur les

autres (Bulletin de la Société Philomathique, i3 novembre 1S69); Ribaucour Ta

rappelée sans la démontrer, mais en donnant son énoncé tout à fait complet, dans

son Etude des Élassvïdes.
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des éléments linéaires, nous allons étudier les cinq couples que

les méthodes du Chapitre précédent font dériver du couple pri-

mitif (S), (S,).

Parmi ces cinq couples, l'un d'eux mérite une attention parti-

culière : c'est celui qui est formé des surfaces (So) et (A2). En
effet, la surface (So) ne dépend en aucune manière de (St),

puisqu'elle est simplement la polaire réciproque de (S) par rap-

port à la sphère de rayon i qui a l'origine pour centime. Par suite,

on déduira de toutes les sur/aces (S<
)
qui correspondent aux

différentes déformations infiniment petites de (S) toutes les

surfaces (A2) qui définissent de même les déformations infi-

niment petites de (^2). Ainsi

Quand on sait résoudre le problème de la déformation in-

finiment petite pour une surface donnée, on sait résoudre ce

même problème pour sa polaire réciproque relative à une
sphère.

900. Celle proposition n'est qu'un cas particulier de la suivante

<|ue nous allons établir dans toute sa généralité :

Quand on sait résoudre le problème de la déformation in-

finiment petite pour une surface donnée, on sait résoudre ce

même problème pour toutes les su/faces nouvelles qui en déri-

vent par rhomographie ou la corrélation les plus générales.

En effet, commençons par considérer les transformations homo-
graphiques qui conservent le plan de l'infîni et qui sont définies

par des formules telles que les suivantes :

(1)

il est clair que, si l'on définit a;\
, y\ , z\ en fonction de x,

, y, , s,

par les relations

I.T1

= ax\ -h aiy\ -t- a=,z\ -4- k,

Ji = àx\ -t- bif\ -4- b^_z\ -+- ^1,

zi=^ ca;\ -h Ciy^ + C2z\-h ki,

,-r'
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on aura identiquement

( 4 ) dx dxy-^ dy dyi — dz dzi = dx' dx\ — dy' dy\ — dz'dz\

.

Par suite, à toute solution de l'équation

(5) dxdxi-h dy dyx — dz dzi- o,

les formules (2) et (3) feront correspondre une solution de l'équa-

tion

(6) dx'dx'f-T- dy' dy\-^ dz'dz\ — o,

et vice versa. C'est la démonstration du théorème que nous avons

en vue pour le cas spécial où l'on soumet la sur/ace (S) à

toute transformation homographique qui conserve le plan de

l'infini.

901. Considérons maintenant le système

)dzdz = p dx — q dy,

(7) { dyi = — ndx — qdzi,

dxi = /"i dy — p dzi.

déjà donné au n° 867, et qui remplace l'équation à vérifier (0)5

p Gl q y désignent, nous l'avons vu, les dérivées de z considérée

comme fonction de œ et de y. Employons ia transformation déjà

mise en usage au n" 880, et introduisons les nouvelles variables

i u= px — qy — z,

(8) j
v = — yi —rix — qzi,

{ w=— riy —pz^—xi.

La différentiation nous donnera, en tenant compte des rela-

tions (7),
/ du = xdp—ydq,

I
dv =

f dw = —y drx — Z\dp,

(9) { dv=^xdrx — Z\dq.,

et de là on déduit

(10 > du dry — dv dp — dw dq = o.

C'est dire que la surface lieu du point (p, q, u) et la surface lieu

du point [v^ w, r,) se correspondent avec orthogonalité des élé-

mients linéaires.
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Or, />, <7, Il sont les coordonnées du pôle du plan tangent à la

surface (S) relativement au paraboloïde défini par l'équation

(il) Z := ^

Donc, quand on sait résoudre le problème de la déformation

infiniment petite pour une surface (S), on sait aussi résoudre

le même problème pour la polaire réciproque de (S) relative-

ment au paraboloïde défini par l'équation (i i).

Ce cas particulier, ajouté à celui que nous avons déjà étudié

dans Je numéro précédent, nous suffit pour établir le théorème

général que nous avons en vue; car il est aisé de reconnaître que

toute transformation homographique et toute transformation corré-

lative s'obtiennent par l'emploi répété des deux transformations

particulières que nous avons considérées.

Ainsi, à toute solution du problème des éléments rectangu-

laires ou de la déformation infiniment petite obtenue pour
une suiface (S), on peut faire correspondre, par voie algé-

brique, une solution pour les surfaces qui dérivent de (S) à

Vaide de la transformation hoinographique ou corrélative la

plus générale.

11 est intéressant de voir ainsi s'introduire les propriétés pro-

jectives dans le problème de la déformation infiniment petite, alors

que le problème de la déformation finie paraît dépendre avant

tout des relations métriques.

902. Au reste si, pour arriver à la transformation homogra-

phique la plus générale, on ne veut pas employer l'intermédiaire

d'une transformation par polaires réciproques, on pourra joindre

à l'homographie que nous avons étudiée en premier lieu celle qui

est définie par les formules suivantes :

(,.) .=.-, y^^, z'=-.

On verra facilement que, si l'on pose

(i3) .; = ^, y\^^. ^; = _^^i^l2ZLZlffi,
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on aura la relation

(14) dx'dx\ -i- dy'dy\ -^ dz dz\ = —{dxdxy — dydvi-h dz dzi),

qui établit encore, pour ce cas spécial, la proposition que nous

avons en vue. La transformation définie par les formules (12) et

(i3) est un cas limite de celle que nous allons étudier, ainsi que

nous le montrerons au n° 908. Mais c'est un résultat bien connu

qu'en combinant les homographies définies par les deux systèmes

(12) et (2) on arrivera à l'homographie la plus générale.

903. Si l'on étudie attentivement le second Tableau donné plus

haut [p. 'ja] on j verra que toujours une surface déterminée y est

accompagnée d'une même surface. Ainsi, dans chacune des places

où se trouve (S) on rencontre (S2); de sorte que les trois réseaux

de courbes désignés respectivement par les chiffres romains I, II

et III jouent le même rôle sur (S) et sur (So). Par exemple, comme

les lignes asymptotiques se correspondent sur les deux surfaces, on

voit qu'à tout réseau conjugué tracé sur (S) correspond un réseau

conjugué tracé sur(S2). La relation est de même nature entre

(S|) et (S3). Etudions la transformation par laquelle on déduit

directement (S2), (S3) de (S) et de (S^).

Elle est définie par les formules

(.5) f,^^. _^. _^_r3_^_ ^ .

Xi yi zi J- y z xxi-^yyi — zzi

elle est donc purement ponctuelle ; c'est-à-dire qu'elle fait cor-

respondre aux deux points M(j:, j^, z), M,(;ri, j'i, ^1) de (S) et

de (S|) deux points Mo (^25 ^2» ^2)1 1^13(^:3, ^3, Z3) de (S2) ^l de

(S3) dont les coordonnées dépendent seulement de celles de M et

de M, . Mais elle offre un autre caractère sur lequel il importe

d'insister : les coordonnées de Mo dépendent, à la fois, de celles

de M et de celles de M, ; de sorte que la transformation s'applique,

non à des points isolés, mais à des couples de points. On peut

bien faire correspondre Mo à M et M3 à M,, mais Ma variera si M,

varie, alors même que M resterait fixe.

Comme la transformation se réduit à l'inversion ordinaire,

quand les deux points M et M, coïncident, nous lui donnerons le
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nom à^nversion composée. Pour l'éludiei", nous écrirons les for-

mules précédentes sous la forme un peu plus générale

x' _ y' _ z' _ x\ _ y\ z\ k^
(iG)

yi Zi X y z xxi -i-yyi-+-zzi

qui fait correspondre aux points M, M, des points (x', y' , z'),

(^\,y\, s',), désignés maintenant par M', M,,.

Des formules précédentes on déduit la suivante

k'*

(17) x'x\-^y'y\-hz'z\^-^
xxi-^yyi-^-zzi

d'où il résulte immédiatement que la transformation est invola-

tive. Si au couple M, Mi correspond le couple M', M',, récipro-

quement à M', M', correspondront M, M,

.

C'est ce qui résulte aussi de la construction géométrique sui-

vante des points M', M',. Soit O l'origine des coordonnées que

nous appellerons aussi, par analogie, \e pôle de l'inversion^ P la

projection de M( sur OM, P, la projection de M sur OM,. Le

point M' sera sur le rajon OM, à une distance du point O définie

par la relation

(18)
• OM'.OPi^ A-2

et, de même, le point M'j sera sur OM à une distance définie par

la relation

(19) OM'iOP=:X:2.

En d'autres ternies. M' sera le pôle, par rapport à la sphère de

rayon k, du plan mené par le point M perpendiculairement au

rajon vecteur OM, et de même M', sera le pôle du plan mené par

M, perpendiculairement au rayon vecteur OM.
Voici maintenant quelle est la propriété fondamentale de la

transformation. Associons au couple M, M, un second couple

N, N, auquel correspondront les deux points N', N,, ; on aura la

relation géométrique

. .ï77^, n^ïTi^ u„^u ^.,x„ \ A-* MN M, Ni cos (MN, Mi Ni)
(•20) M'N' M'iN; cos(M'N', M'iN'i )

= —^ ^^^ ^̂'
ÔM ON OM^ OFi cos MOMi cos NON,

Si l'on désigne, en efTet, par i, y;, i^-, i,, r,,, ^Ci ; i'? V, ^';
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ç, , T,', . X', les coordonnées des points N, N|, N', N', cette relation

géométrique se traduit par l'égalité

/ (x'-t')(:r;-f',) + 0''-V)(y4-T/,)-h(^'-ç')(^;-r;)

(21) ! _j_, (T-l)(x,-U)^(y— r,)(yi-T,r)^(z-l)(z,-Z,i)

dont la vérification se fait presque immédiatement. Il suit de là

que, si les deux segments MMi, NN, sont tels que MN soit per-

pendiculaire à MjN,, il en sera de même pour les segments trans-

formés.

Si l'on suppose que le segment NNi soit infiniment voisin de

MM, , en posant ^^ x -— dx, . . . , H, ^ J"i -|- dXi , . • . , l'égalité

précédente nous donnera

)dx' dx\ — dy' dy\ -i- dz' dz\

V— / k*
i = zz{dx dxi -î- dy dvi -i- dz azi ),
f {xxi^yyi^zziY^ -^ -^

' '^'

et l'on reconnaît ainsi que l'inversion composée conserve toute

correspondance entre deux surfaces qui a lieu avec orthogonalité

des éléments linéaires infiniment petits.

90i. Les résultats que nous avons établis relativement aux

douze surfaces nous révèlent encore une propriété remarquable de

l'inversion composée. D'après la troisième colonne du Tableau de

la page -
1 on voit que la surface (S-2)est la polaire réciproque de

la surface (S). Or nous avons établi (n° 886) que l'on saura ré-

soudre par des quadratures le problème de la déformation infini-

ment petite pour (S) dès qu'on saura résoudre ce problème pour

(S)
;
(So) étant la polaire réciproque de (I), on peut donc énoncer

la proposition suivante :

Dès qu'on sait résoudre le problème de la déformation in-

finiment petite pour une surface (S), on sait aussi le résoudre

par de simples quadratures pour la surface (So) qui en dé-

rive si on applique l'inversion composée au couple formé de (S)

et de toute surface (S,
)
qui lui correspond ai^ec orthogonalité

des éléments linéaires infiniment petits.

90o. Revenant à l'ensemble de nos douze surfaces, nous vojons

D. - IV. 6
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qu'il résulte des proposilions précédentes que l'on saura résoudre

le problème de la déformation infiniment petite pour les quatre

surfaces (S), (S), (So). (S2), dont les lignes asymptotiques sont

formées par le réseau T, dès qu'on saura le résoudre pour l'une

d'elles. La première de ces surfaces est définie par les formules

(i), [p. 49]) où 9,, Q25 ^3 sont trois solutions particulières de

l'équation (2) [p. 49]- Pour obtenir la seconde (S), il faudrait,

nous l'avons vu au n" 886, remplacer Q,, Oo, ^3 respectivement

par— j — 5 — > et l'équation à invariants éffaux correspondant à

cette surface admettrait la solution -• Un calcul facile montrera

de même que, pour obtenir la polaire réciproque (S2) de (S), il

faudrait remplacer Q,, Ooj ^3 par

(23) 0; = ,- -, 0; = ., 0'.

et l'équation correspondante admettra la solution

(24;
Oja; + Ovj + Ôjz

Enfin, pour la surface (S2), les nouvelles valeurs de 0(, 80, 83

seraient

(25) 0'; = -; -, 0;;.

TTi-i-yyi-+- zzi - xxi-i-jyi-i- zzi xxi-^jji

et l'équation correspondante admettrait la solution

(26) 03= --i
,

^^ •

^•Z"l+J'J^l + -S-2l

('es résultats sont résumés dans le Tableau suivant :

SURFACES.
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Les quatre équations à invariants égaux qui correspondent aux

quatre surfaces peuvent être intégrées dès que l'on a intégré

Tune d'elles. C'est ce qui résulte de l'Analyse précédente et ce

que l'on pourrait déduire aussi du théorème de M. Moutard.

Mais, tandis que toute déformation inflniment petite de (S) donne

sans aucune quadrature, comme nous l'avons vu, une déformation

infiniment petite de la polaire réciproque (-2), il faudra, au con-

traire, effectuer des quadratures pour trouver une déformation

infiniment petite de l'une ou l'autre des deux surfaces (2), (S2),

polaires réciproques l'une de l'autre.

906. A la transformation homographique, à la transformation

par polaires réciproques, à l'inversion composée on peut joindre

encore une dernière transformation, celle qui est définie en pre-

nant pour X, y, z, x,,j'), z-i des fonctions linéaires à coefficients

constants de nouvelles variables x', y, z\ x\^ y\, z\, assujetties

à la condition de reproduire, à un facteur constant près, la forme

quadratique
dx dxi -f- dy dvi — dz dzi,

c'est-à-dire à donner

dx dxi -H dy dyi -^ dz dz
i
= /« ( dx dx\ -r- dy' dy\ -i- dz' dz\ ).

Le lecteur, familiarisé avec cette théorie, reconnaîtra sans peine

que pour obtenir, de la manière la plus générale, de telles trans-

formations il suffira de soumettre 0,, Qj, 63, w à la transformation

linéaire et homogène la plus générale, c'est-à-dire de poser

l
6', =/j,ei-+-A-,02-f-/i63-(- wiw,

', = /jjOi-f- A-j6i-h /2O3-1- mîW, .

(27) > ,

(63
= /j30,-4- A-3O2-!- lz^i-\- nizU),

œ' = /^JOl-^ AiOî-r- ii^3^ m.,io:

hit ^h ^h "ïj désignant des constantes quelconques. La surface

(S') qui correspond ainsi à (S) aura sa déformation infiniment

petite dépendante de la même équation aux dérivées partielles

que la surface (S). Cette transformation générale, dont nous ne

dirons qu'un mot, comprend évidemment, comme cas particulier,

celle que nous avons considérée au n° 900. Remarquons d'ailleurs
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qu'elle correspond purement et simplement, d'après les équa-

tions (6) du n° 883, à une transformation homographique aussi

générale que possible de la surface (A).

907. Nous n'insisterons pas davantage sur toutes ces transfor-

mations ; il nous paraît bon cependant de montrer quelle est la

véritable origine de l'inversion composée, et comment elle peut

être rattachée à quelques notions très familières aux géomètres,

relatives aux formes quadratiques dont les coefficients sont con-

stants.

Etant données deux surfaces (S), (S|), lieux des points

M{a),y,z), M, (.r,,j,, 5, ), posons

i^=^x-\-cci,
/ ^1 = a? — Xi,

ri=--y-^yu (29) Nii=J-7i,
1^ = Z -^-Zi, { 1^1= Z—Zi.

On aura identiquement

(30) ^{dx dxi-+- dy dyi-h dz dzi) = d^^--h dq^-h d^^— d^l — dril — dCl ;

de sorte que, si les surfaces (S), (Si) se correspondent point par

point avec orthogonalité des éléments linéaires, les deux surfaces

(U), (Ui), lieux des points a(^,7], î^), a'(^) ,r,,, ^,), sont applicables

l'une sur l'autre. Cela posé, considérons la forme quadratique

( 31) F = f/Ï2 _^ dr2 _j_ f/);2 - d'çl— dr, l - dQ,

qui peut être mise sous la forme d'une somme de six carrés :

(32) F = d^,''-i-d-q'--hd>:^+ {di^iy'-h{dlr^iy-\-{dl^iy.

Si l'on considère, dans l'espace à six dimensions, le point u.

dont les coordonnées rectangulaires sont

i -Ti, C, ^^u i-Tii, i^u

il sera représenté dans l'espace ordinaire, soit par le couple des

points M, M) , soit par celui des points a, a'. Or la forme F se re-

produit lorsqu'on effectue, dans l'espace à six dimensions, un

déplacement quelconque, c'est-à-dire lorsqu'on soumet ^, '/j, ^,

içi, ir^f, i^i à une substitution linéaire orthogonale quelconque.

Elle se reproduit même à un facteur constant près si l'on combine
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ce déplacement avec une transformation homothétique arbitraire.

Cela donne, dans l'espace à trois dimensions, la transformation

du numéro précédent et Ion voit que la forme F ne cessera pas

d'être nulle, après cette transformation, si elle l'était auparavant.

Ainsi se trouvent établis les résultats des n"* 900 et 906.

Mais la forme F se reproduit aussi, à un facteur près, lorsqu'on

soumet les mêmes variables i, t,, ... à une inversion; c'est-à-dire

lorsqu'on effectue une substitution de la forme

i' f' •^' f r'
, r 4 /.-

? 'i » ?i T.i ^, ^-— T,-— ^— :, — '^,1— -1

Si donc elle était déjà nulle, elle ne cessera pas de lèlre. Par

suite, la transformation définie par les formules précédentes

transforme un couple de surfaces applicables en un autre couple

de même nature.

Si Ton prend partout le signe — et si l'on introduit les va-

riables X, y, z, a*!,^!, z^^ les formules précédentes deviennent

(34) ^ ^ y = ^ = -L^ :=yi ^si*- =—^:!

Ce sont celles que nous avons données au n° 903 et qui conser-

vent la propriété de deux surfaces de se correspondre avec ortho-

gonalité des éléments linéaires.

908. En terminant ce Chapitre, nous montrerons que les for-

mules précédentes comprennent, comme cas-limite, celles qui ont

été données au n° 902.

Remarquons d'abord que, dans la forme

dx dxi -+- dy dyi -^ dz dz\^

on peut toujours remplacer x^ par ax^ et x par > a dési-

gnant une constante. Si l'on remplace en outre x' par x'

—

a et

k- par — «, les formules se présentent sous la forme suivante

axx ji -, x — a y z x^(^x ^- a)-r yy\— zz^

Faisant croître a indéfiniment, on trouvera

•^ = — = -^ = ^=.r'=— -,
Y\ ^\ y - ' -^i'
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puis

X — lim ( a = -^-^^ .

V x^{x -^ra)^yyx^ zz^^l Xy

On a ainsi

xxx-v- yy\^ zzi
X

Xi

(35) / =-
X̂i

' — _ fi

x\
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CHAPITRE V.

APPLICATIONS DIVERSES.

Étude du cas particulier où la surface (S,), qui correspond à (S) avec orthogo-

nalité des éléments linéaires, se réduit à un plan. — Ce que deviennent alors les

douze surfaces. — Application à la question suivante : déterminer toutes les con-

gruences reclilignes pour lesquelles la surface mojenne est un plan. — On déter-

mine, parmi ces congruences rectilignes, celles qui sont formées des normales à

une surface. — Étude du problème plus étendu : déterminer toutes les surfaces

pour lesquelles les développables formées par les normales découpent, sur la dé-

veloppée moyenne, un réseau conjugué. — La solution de ce problème se ramène

à la détermination de la déformation infiniment petite des surfaces minima. —
Cette détermination se ramène d'ailleurs à l'intégration d'une équation linéaire

harmonique. — C'est de la même équation aux dérivées partielles que dépend la

détermination des surfaces ayant même représentation spbérique de leurs lignes

de courbure que la surface minima adjointe à la proposée. — Comment on re-

trouve les surfaces minima dans l'élude de la déformation infiniment petite

de la sphère. — Développement des calculs. — Déformation infiniment petite

d'une surface à courbure constante négative. — L'une des douze surfaces de-

vient alors une de ces surfaces, considérées en premier lieu par M. Voss, et sur

lesquelles il y a un réseau conjugué exclusivement composé de lignes géodé-

siques. — Étude des développantes de ces surfaces. — Elles constituent l'une

des nappes d'une congruence rectiligne pour laquelle les développables corres-

pondent aux lignes de courbure sur les deux nappes de la surface focale. —
Démonstration géométrique des théorèmes de M. Guichard, relatifs à ces sur-

faces. — Le Chapitre se termine par la démonstration d'un lemme dont il a

été fait usage dans la démonstration précédente, et qui est susceptible de nom-

breuses applications à la théorie des congruences rectilignes.

909. Nous avons déjà signalé plus haut une solution évidente

du problème des éléments rectangulaires : c'est celle où, la sur-

face (S) étant quelconque, la surface (S,) est un plan. Il est in-

téressant de rechercher ce que deviennent, dans ce cas spécial,

les douze surfaces définies au Chapitre précédent. On a alors

l Xi = «0-4- cij — biz,

(i) {yi = bo-i-a,z — CiX,

\ zi= Co-hbix— aiy;
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^oj ^01 ^o] ^M ^(5 C( désignant six constantes quelconques.

D'après nos tableaux et nos formules, on reconnaît sans peine

que les quatre surfaces (S,), (A), (S3), (A2) se réduisent à des

plans, tandis que leurs polaires réciproques, les surfaces (S,),

(A,), (S3), (A3), se réduisent à des points. 11 reste donc à exa-

miner seulement les trois surfaces (S), (S^), (S^) qui, avec (S),

complètent le système cherché. Or, la surface (S j est, en général,,

l'enveloppe du plan défini par l'équation

(2) a7i(X-:r)+jKi(Y-jK) + -i(Z-5) = o,

qui devient ici

-+-ai{zY -yZ)-hbi(xZ— zX)^Ci(y\ — xY} = 0.

Le lecteur reconnaît l'équation du plan formé par toutes les

droites qui appartiennent à un complexe linéaire, et passent par

le point (x, y, z). La surface (2) est donc la polaire réciproque

de (S) par rapport au complexe linéaire défini par les six con-

stantes «o, ^o> Co, — rtj, — ^1, — c,. C'est un résultat qu'il était

aisé de prévoir. Nous savons, en effet, que, dans le cas qui nous

occupe, il ne s'agit pas (n° 856) d'une véritable déformation de la

surface (S), mais d'un simple déplacement d'ensemble de cette

surface. Pour chacun de ses points, la directrice de la déforma-

tion. devient la direction de la vitesse du point, dans ce déplace-

ment; et le plan perpendiculaire à cette directrice, plan qui enve-

loppe la surface (S), n'est autre que le plan du complexe linéaire

engendré par toutes les droites qui, dans le déplacement consi-

déré, sont normales à la vitesse d'un de leurs points. Ainsi se

trouve confirmée la relation établie par le calcul entre (S) et (S).

Quant aux surfaces (So) et (So), elles sont, d'après le Tableau

de la page 7 1
, les polaires réciproq ues de (S) et de ( S )

par rapport

à la sphère de rayon i ayant l'origine pour centre. Cela suffit à

les définir et à montrer qu'elles sont, entre elles, dans la même
relation dualistique que (S) et (S), pourvu que l'on substitue au

complexe linéaire défini plus haut son polaire réciproque par rap-

port à la sphère de rayon i. Les surfaces (S) et(So) sont évi-

demment en relation homographique puisqu'elles sont les polaires

réciproques d'une même surface (S) l'une par rapport à un com-
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plexe linéaire, l'aulre relativement à une sphère. La même re-

marque s'applique aux surfaces (-), (-o)? qui sont les polaires

réciproques de (S).

Cette solution tout exceptionnelle du problème proposé s'ob-

tient en prenant pour w dans les formules (C) [p. 26] une combi-

naison linéaire à coefficients constants des solutions particulières

^t, ^2, ^i-, à savoir

(3) tu = — a,Oi — 6,02— C1O3.

Si le lecteur voulait en déduire des couples de surfaces appli-

cables conformément à la méthode du n" 854, il reconnaîtrait aisé-

ment qu'on obtient seulement ainsi deux positions difierenles

d'une même surface ou deux surfaces symétriques. On peut

rattacher cette remarque à un beau théorème de Chasles relatif au

solide milieu dans le déplacement fini d'une figure invariable

quelconque. Dans un article publié en 1 83 1 (
'
), l'illustre géomètre

énonce la proposition suivante :

Quand on a dans l'espace deux corps parfaitement égaux,
et placés d'une manière quelconque, si l'on joint par des

droites les points du premier aux points homologues du se-

cond, les points milieux de ces droites formeront un second
corps solide qui sera tel qu'on pourra lui donner un mouve-
ment infiniment petit dans lequel tous ses points se dirigeraient

suivant ces mêmes droites {-).

Il suffit évidemment d'appliquer cette proposition au cas où les

deux corps égaux se réduiraient à des surfaces égales pour re-

trouver le cas particulier de la déformation infiniment petite étu-

diée au commencement de ce numéro.

(') Chasles, iVofe sur les propriétés générales du système de deux corps
semblables entre eux, et placés d'une manière quelconque dans l'espace et

sur le déplacement fini ou infiniment petit d'un corps solide libre; communi-
quée à la Société Pliilomatliique, séance du 5 février i83i {Bulletin de Férussac,
t. XIV, p. 321-326).

(^) Si les deux corps dont il est question dans le théorème de Chasles, au lieu

d'être parfaitement égaux, étaient symétriques, le solide milieu se réduirait à un
plan.

*r\BRAVy^
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910. Ce cas particulier que nous venons de considérer inter-

vient de la manière la plus simple dans la solution de la question

suivante :

Déterminer toutes les congruences rectilignespour lesquelles

la surface moyenne est un plan.

Si, en efFet, la surface mojenne est un plan, le réseau inter-

cepté sur ce plan par les développables de la congruence est né-

cessairement conjugué, comme tous les réseaux plans, et il n^j a

plus qu'à appliquer la proposition générale des n"^ 891 et 892 en

supposant seulement que la surface (Sj) se réduise à un plan (P).

A cet effet, on prendra arbitrairement la surface (S), et l'on

adjoindra au plan (P) une droite fixe {d) perpendiculaire à ce

plan. On fera tourner la surface (S) de go" autour de {d)
;
puis on

projettera tous ses points sur le plan (P). A chaque point M de la

surface primitive (S) correspondra ainsi un point M' du plan(P).

La correspondance établie par cette construction sera évidem-

ment telle qu'à tout élément linéaire de (S) corresponde un élé-

ment linéaire orthogonal de (P), et l'on reconnaîtra sans peine

qu'elle devient la plus générale de toutes celles qui satisfont à

cette condition, si, dans la construction, on substitue à (S) une

de ses homothétiques par rapport au pied de la droite {d) sur le

plan(P).

Si l'on applique maintenant à l'ensemble des deux surfaces (S)

et (P) la proposition du n" 892, on voit que, pour obtenir la con-

gruence cherchée, il suffira de mener par chaque point M' du

plan (P) vine droite qui soit parallèle à la normale menée en M à

la surface (S). On peut ajouter que, d'après la proposition gé-

nérale indiquée au n" 891, les plans focaux de cette droite de la

congruence seront perpendiculaires aux tangentes asjmptotiques

relatives au point correspondant de la surface (S) (' ).

911. Cette solution générale du problème posé nous conduit

(') Celte construction a été donnée par M. C. Guichard dans une Note : 5m;-

les congruences dont la surface moyenne est un plan, insérée en 1892 au

tome CXIV des Comptes rendus, p. jag. M. Guichard dit aussi quelques mots

du cas où les droites de la congruence sont les normales d'une surface.
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à examiner le cas particulier où Ion exige, non seulement que la

surface movenne soit un plan, mais aussi que la congruence soit

formée des normales à une surface. D'après la construction pré-

cédente des plans focaux, il sera nécessaire et sufGsanl qu'en

chaque point de (S) les tangentes asjmptotiques soient rectan-

gulaires, c'est-à-dire que (S) soit une surface niinima.

Ainsi, pour obtenir toutes les congruences de normales dans

lesquelles la surface moyenne est un plan, il suffira d'établir,

comme on Va indiquéplus haut, une correspondance avec or-

thogonalité des éléments entre une surface minima quel-

conque et un plan, puis de mener, par chaque point du plan,

une droite parallèle à la normale au point correspondant de

la surface minima.

912. Plus généralement, proposons-nous le problème suivant :

Déterminer toutes les surfaces pour lesquelles les développa-

bles formées par les normales découpent sur la développée

moyenne un réseau conjugué. Nous donnons ici le nom de dé-

veloppée moyenne à la surface décrite par le milieu du segment

formé sur chaque normale par les deux centres de courbure. Nous

allons voir que la solution de cette question est liée à l'étude de

la déformation infiniment petite des surfaces minima.

Reportons-nous, en effet, à la construction donnée au n° 891,

et qui nous fait connaître toutes les congruences pour lesquelles

les développables découpent sur la surface moyenne un réseau

conjugué. Pour que ces congruences soient formées de normales,

c'est-à-dire pour que les plans focaux de chaque droite soient rec-

tangulaires, il sera nécessaire et suffisant qu'en chaque point de

(S) les tangentes asjmptotiques soient rectangulaires, c'est-

à-dire que (S) soit une surface minima. Ainsi :

Pour obtenir la congruence de normales la plus générale

dans laquelle les développables découpent sur la surface

moyenne un réseau conjugué, il suffira de déterminer la sur-

face la plus générale (Sj) qui correspond avec orthogonalité

des éléments linéaires à une surface minima quelconque; puis

de mener par chaque point de (S,) une parallèle à la nor-

male au point correspondant de (S).
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913. Cela nous amène à dire quelques mots du problème de

la déformation infiniment petite des surfaces minima.

En nous reportant au n° 205, nous reconnaîtrons aisément que,

si l'on prend les équations qui définissent une surface minima

sous la forme suivante :

dv,

(4)

X = i
I

—
Yj-i
— du — Il —

= / ^,
du-i- /

y,
di>,

- -f- i
j y7 dv,

U'

du

U, V désignant des fonctions de m et de p respectivement, l'équa-

tion différentielle des lignes asymptotiques prendra la forme

(5) du^- — dv^ = o.

Les cosinus directeurs de la normale seront ici

(6)
U

uv
i — uv
1+ uv'

Si, au lieu d'introduire les paramètres

(7) a=u-\-v, [3 = M — V

des deux familles de lignes asymptotiques, on conserve les va-

riables u et V, les trois fonctions Q,, 83; ^3 considérées au n" 870

auront les expressions suivantes

(8)
U + V %=i 1 — UV
v/U'V /U'V' v/u'v

et elles satisferont à l'équation aux dérivées partielles

(9) du-

v/0^ v/v'

L v/îr v/v J

qui remplacera l'équation (19) du n° 870, et qui est celle qu'il

faudra intégrer si l'on veut résoudre le problème de la déforma-

tion infiniment petite de la surface minima. Or, cette équation
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appartient au type de celles que nous avons nommées harmoni-

ques [II, p. 193]. Ainsi :

La détermination de la déformation infiniment petite d'une

surface minima quelconque se ramène à l'intégration de

l'équation linéaire harmonique la plus générale.

L'étude des équations harmoniques a été faite au Livre IV,

Ghap. IX. Nous n'j reviendrons pas ici.

Revenant au problème du numéro précédent, nous nous con-

tenterons seulement d'indiquer comment on détermine les sur-

faces normales aux droites de chacune des congruences obtenues.

Si l'on pose

I -T- LV

on aura

(II) 6^ = 0^ H- 01 -h e^

et l'on reconnaîtra aisément que 0^ est encore une solution par-

ticulière de l'équation (9). Cela posé, la surface normale aux

droites de la congruence sera déflnie par les formules

(12) J^'=Xi-T-^:, jK=^i-i-^;. r=^,-^^:.

où l'on a

les coordonnées j",, j',, z^^ de la surface (S,) étant définies par

les formules analogues

(.4) ri=j(0.^--^)«?--(9^^--^j^«'

Si Ton veut que la surface moyenne (S,) se réduise à un plan, on
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pourra prendre

(i5) w — AO3,

h désignant une constante quelconque.

914. Dans le cas qui nous occupe, il y a lieu de signaler une

propriété intéressante du groupe des douze surfaces. D'après la

proposition générale qui a été établie au n° 89o, la surface que

nous avons désignée par (A,) est la polaire réciproque de la sur-

face (A) par rapport à la sphère de rayon i admettant pour centre

l'origine des coordonnées; et elle est, par suite, l'enveloppe du

plan dont l'équation est

(16) 0,X + 0.Y + 03Z + co = o.

Elle correspond à la surface minima (S) avec parallélisme des

plans tangents, et nous savons, de plus, que les lignes asymplo-

tiques de (S) correspondent à un réseau conjugué de (A,)

(n^SQT). Cela posé, introduisons la surface minima (S') qui est

l'adjointe de (S) (n° 210). D'après les relations établies entre

(S) et (S'), nous voyons que la correspondance entre (S') et (A,)

aura lieu avec parallélisme des plans tangents et, de plus, que les

lignes de courbure de (S') [correspondant, nous l'avons vu, aux

lignes asymptotiques de (S)] correspondront à un réseau con-

jugué de (A,). Nous concluons de là que le réseau conjugué

. commun à (S') et à (A, ) sera formé des lignes de courbure de

ces deux surfaces, et cju'elles auront Vune et Vautre la même
représentation spliériciue de leurs lignes de courbure. Ainsi :

Chaque solution du problème de la déformation infiniment

petite d'une surface minima fait connaître une surface ayant

même représentation sphéricjue cjue la surface minima ad-

jointe et vice versa.

Ces deux problèmes : déformation infiniment petite d'une sur-

face minima, détermination des surfaces ayant même représenta-

tion sphérique de leurs lignes de courbure que l'adjointe à la sur-

face minima, se ramènent l'un à l'autre, et dépendent de la même
équation linéaire harmonique. Le lecteur établira aisément ce ré-

sultat par l'analyse en remarquant que a = ?^ -f- c et ^ = ?< — c

sont les paramètres des lignes de courbure de l'adjointe, et appli-
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quant à ce cas particulier la solution du problème de la repré-

sentation sphérique indiquée au n° 162.

915. On retrouve encore les surfaces minima en étudiant une

autre application particulière de nos propositions générales.

Supposons que la surface (S) soit une sphère définie par l'é-

quation

(17) iFiH-Jî-l--î=l,

et reportons-nous à nos Tableaux [p. -i].

La surface (So) polaire réciproque de (S) sera aussi une sphère,

identique à la première; et les deux points homologues de (S) et

de (^2) seront diamétralement opposés.

Les surfaces (Si) et (Ao) qui correspondent aux deux sphères

avec orlhogonalité des éléments linéaires seront (n° 863) les sur-

faces moyennes de deux congruences isotropes.

Pour indiquer ce que sont les huit autres surfaces, remarquons

que, le système I étant formé des lignes de longueur nulle de

(S) et de (Sa), les réseaux II et III qui lui sont harmoniques sont

formés nécessairement, sur chacune de ces sphères, de lignes

orthogonales. Ces deux réseaux auront leurs invariants ponctuels

(ou tangentiels, ce qui est la même chose dans le cas de la sphère

et de toute surface du second degré) égaux; et, comme ils sont

harmoniques l'un à l'autre, les courbes appartenant à l'un d'eux

bissecteront en chaque point l angle formé par les courbes appar-

tenant à l'autre.

Comme la sphère (S) et la surface (A,) se correspondent par

plans tangents parallèles, le système II, qui est conjugué sur ces

deux surfaces, sera nécessairement formé, sur (A|), des lignes de

courbure ; et comme, sur (A, ) et sur (S), les tangentes aux courbes

du système I sont parallèles aux points correspondants des deux

surfaces ('), il en résulte que, sur (A,), le système I sera néces-

(') Eq général, si l'on choisit parmi les douze surfaces deux quelconques de

celles qui se correspondent par plans tangents parallèles, nous avons vu au

n° 893 qu'en des points correspondants de ces deux surfaces les courbes de l'un

quelconque des réseaux I, II, III ont leurs tangentes parallèles. Seulement,

tandis que, pour l'un d'eux qui est le réseau conjugué commun, les courbes cor-
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sairement formé des lignes de longueur nulle. Ce système étant

conjugué, (A,) sera une surface minima; et la relation entre

(A,) et (S) sera telle que les lignes de longueur nulle se corres-

pondront sur les deux surfaces, les lignes asjmptoliques de (A,)

correspondant à un système rectangulaire de (S). Nous retrou-

vons les propriétés essentielles relatives à la représentation splié-

rique des surfaces minima.

Le raisonnement précédent s'applique à (Si ), qvii dérive de (Ho)

comme (A,) de (S). Les deux surfaces minima (A,), (S,) se cor-

respondent avec parallélisme des plans tangents, similitude des

éléments infiniment petits; les lignes asjmptotiques de l'une cor-

respondent aux lignes de courbure de l'autre. Cela résulte des

Tableaux de la page 'ji. Nous verrons plus loin que ce sont deux

surfaces adjointes l'une à l'autre.

La définition des autres surfaces ne présente plus aucune diffi-

culté.

La surface (2), associée à (S), et la surface (So), associée à (So),

constituent les deux nappes des surfaces focales de deux con-

_gruences pour lesquelles les lignes asjmptotiques se correspon-

dent sur les deux nappes. Par exemple, les lignes asjmptotiques

de (S) correspondent aux génératrices rectilignes de la sphère (S).

Les surfaces (A) et (S3 ) sont, d'après les Tableaux, des polaires

réciproques de surfaces minima. Enfin, les surfaces (S3) et (A3)

sont les polaires réciproques des surfaces mojennes de deux con-

gruences isotropes.

Sur toutes ces surfaces, on saura déterminer les réseaux 1, II,

HT par de simples quadratures.

Si l'on associe la surface moyenne (Si) à la surface minim.a

(S,), on voit qu'elles sont les deux nappes de la surface focale

d'une congruence à lignes asjmptotiques correspondantes. Ainsi,

les lignes asymptotiques de la surface moyenne (S i) corres-

pondent à celles de la surface minima (S,).

Il ne reste plus qu'à donner les résultats des calculs.

respondantes admettent des tangentes parallèles; pour les deux autres, qui sont

formés des lignes asymptotiques sur l'une ou sur l'autre des deux surfaces, ce

sont les tangentes aux courbes non correspondantes qui sont parallèles (n°" 893

et 894).
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916. Les coordonnées x^y, z d'un point de la sphère (S) se-

ronl définies en fonction des paramètres a et 3 des lignes asym-

ploliques, c esl-à-dire des lignes de longueur nulle, par les for-

mules si souvent employées

, o, «-H? 3-a a3-i
^ a3 -i- 1

-^
^.^ — I a3 -r- I

Les quantités 8|, Oo, H3 qui figurent dans le Chapitre précédent

et sont reliées aux cosinus directeurs de la normale parles for-

mules (i-) du Chapitre II, où A est déterminé par l'équation (2-)

du même Chapitre, auront ici pour expressions

(19) Oi^x/i\ ^.=jr //, O3 = - /7.

Elles satisferont, commet:, j', z-, à l'équation du second ordre

(20)

dz
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des deux équations

à'- •>. a (}0

^ '
d'^^ i -+- afj ù^

ce qui permet de simplifier les calculs.

917. Pour trouver la surface (S,) qui correspond à la sphère

(S) avec orlhogonalité des éléments linéaires, il faut d'abord in-

tégrer l'équation aux dérivées partielles (20). L'intégrale générale

de cette équation est

(•>i5) 0=2 - '\',' cp'(a)-t];'([î),

c)(a) et (ii(^) désignant deux fonctions arbitraires. Mais, afin que

la surface (S, ) soit réelle lorsque cp et -]> sont des fonctions imagi-

naires conjuguées, nous prendrons pour la solution to du Cha-

pitre 11, l'expression suivante

( -l-J )
Lu = //.

Remarquons les deux relations identiques

()2 'l'a <)^ ,„, ,

auxquelles satisfait 9.

Les coordonnées j?,, k,, 5, de (S,) sont alors définies par des

quadratures telles que la suivante

(3o) a;, = cj (•^J,-^7J^^--(-,3-0^)<i,

quadratures que l'on ellectue sans difficulté.

Si l'on pose

T sera encore une solution de l'équation (20), solution que l'on
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déduirait de Q en y remplaçant respectivement o(a), '|'(,3) par

13 (a) et — i'l(^). On trouvera

. dx ., dx ., ,, ,
ii(<s— -l)

f
. dz ., dz .^o — xà

\ •07. ' d^ ^ ^
'

'
I -+- ap

On a vu que (S,) est la surface moyenne d'une congruence

isotrope (n° 863). Les pians focaux de celte congruence seraient

définis ici par les équations

.jj. j
(i — a»)x, ^Hi-T-aîj^i -i-2aj, = \i^{^),

I
(I - P*);r, - t(, ^ ^î)^-, -^

-2 3,^1 = - 4 t'V(P).

Après (Si), toutes les autres surfaces s'obtiennent sans aucune

quadrature. Les coordonnées a, b, c d'un point de (A) ont pour

expressions

^ ^'
6 6

La polaire réciproque (A,) de (A) est définie par les formules

/ ,,
(i-Ha3)2 /<)6 dr ô(i dx\

I (i-f-ap)2 /()6 dz de dz\

ou, en développant les calculs,

i— a«
, I

— ?î
ai = z, -^ f:, — 'i -f-

I " 1' ,\

(35') {- ./i-i-aî ., , \ ./i-f-3i , .,, ,\

c, =ao'— o'-^3'y— -y.

On trouvera de même, pour les coordonnées dun point de (S)
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les expressions

„ _ 2C5 ùx -y.^ dx

1)' ()a
"^ T ^p

'

et pour celles du point (X, , T
,

, Z, ) de (^, )

(37)

_ (i H- a^)- /()t ûx à<7 dx

_ (i-4- a^)^ /d<y dz
^

d<7 ôz
Zi _ as H ^- ^_ _ _u _ _

ou encore

1.

1

a2 . . . I— 32
Xi = — i cp"— f'ao'-i- j'a -4- i ~ 'V -\- /SiL'— iJ/,

i Y, = Ci ' — ao + o + -^^ 'l — p'i; + 4^,

\ Z, = i(— acp"+ cp'+ P(|/"— t];'),

ces valeurs se déduisant de celles de <2) , 6, , c, où l'on remplacera

par — 0-, c'est-à-dire cp et tj; par — i'Z) et /<]/.

On trouve ensuite, pour les autres surfaces, les formules sui-

vantes

X2 = — ^,

Z,

IV ft n ^^
,
àx

• dot. ^ dp

(A,) j6,=-YO=-jO-.cp|-.<|.|, ^v,) iY,=-j,

f VA n
'^^

I

^-
C2 =— ZU =— ^0 — 2? — — 2'J;-77 ,

\
' dx ^ dp

(2:3)

V <^1
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et

Ti 2 io djT %i^ dx I _ ^

(S,) y^ =-^^--^-^r.--^W (^'> W'3 =
—

OÙ l'on a posé

(38) aiXi-^biji — CiZ, = /j,= /(2o="— ç^'^
)
— /\2-V/— 'V»).

Signalons encore les identités

(39) ax— br — cz = -, a--r,-i- vxi-h::-! = 7.

qui permettent de simplifier les calculs.

918. Nous terminerons ce Chapitre, consacré à des applica-

tions, en indiquant plusieurs propositions intéressantes relatives

au cas où la surface fondamentale (S) a sa courbure constante et

négative. Nous supposerons, comme toujours, que cette courbure

totale ait la valeur — i . En changeant un peu les notations et dé-

signant par û la fonction que nous appelions to au n° 879. nous

aurons l'équation aux dérivées partielles

d»i2 I . ,,

<^'«>
5iT3 = 2^'"^^'

a et § désignant toujours les paramètres des lignes asympto-

tiques. Avec ces notations, l'élément linéaire de la surface serait

défini par la formule

(41) ds^-^ (/7.'-^d'{i*--h--icosiQd%d^,

déjà rappelée au même endroit.

Les cosinus directeurs 9,, 80, Ô3 de la normale satisferont main-

tenant (n° 879) à l'équation aux dérivées partielles

(42) -

—

7,
= f> COS2Q;

^ ' dx oi

et si H désigne la solution la plus générale de cette dernière équa-
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lion, c'est celle solution qu'il faudra subslituer à w dans les for-

mules (C) [p. 25] pour obtenir la surface la ])las générale qui

correspond à (S) avec orlhogonalité des éléments linéaires.

Considérons ici encore la surface (A,) qui correspond à (S)

avec parallélisme des plans tangents aux points homologues. Cette

surface est, nous l'avons déjà remarqué, l'enveloppe du plan dé-

fini par l'équation

(43) OiX + 02Y4-03Z + = o,

tout à fait semblable à celle qui a été indiquée au n° 914.

Nous avons vu d'une manière générale (n° 897) que les lignes

qui, sur (A,); correspondent aux lignes asjmptotiques de (S) for-

ment dans tous les cas un réseau conjugué de (A,). Nous allons

démontrer qu'ici ce réseau est entièrement formé de lignes

géodésiques.

En elTel, pour obtenir le point de (A, ), il faut adjoindre à l'équa-

tion précédente ses deux dérivées par rapport à a et à 3

1 Ox ace oa t/a

(4i) <

On peut joindre à ces équations les suivantes, bien souvent

rappelées,

(45)
cjp

S^i
^X _ Ç\à^d\ _

OÙ V désigne le signe de Lamé. Ditrérentions la dernière par rap-

port à |3; nous aurons

La deuxième somme est nulle; on le reconnaît immédiatement

en remplaçant les dérivées secondes de 9,, Oo, 83 par leurs valeurs

déduites de l'équation (42)- Il reste donc la relation
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Celle relalion, rapprochée de la dernière des équations (45),

montre que la droite dont les paramètres directeurs sont

'M, db, dGj

0(z di di

est normale à deux tangentes consécutives de la courbe de para-

mètre a tracée sur (A,). C^est donc la normale au plan oscil-

lateur de cette courbe.

Mais, comme on a

(47) o?^o^-He^ = .,

elj par suite,

Ô7. 0% 07.

on reconnaît immédiatement, dans le cas spécial qui nous occupe,

que celte normale est parallèle au plan tangent de (A|). Donc

toute courbe de paramètre a, tracée sur (A, ), est une ligne géo-

désique de (A,).

Comme rien ne distingue les paramètres a et ,3, la démonstra-

tion s'applique aussi aux courbes de paramètre ^.

919. Les surfaces qui jouissent de cette propriété d'admettre

un réseau conjugué formé de lignes géodésiques ont été consi-

dérées en premier lieu par M. \ oss ('). On pourra consulter

aussi sur ce sujet un important Mémoire de M. Guichard que

nous avons déjà cité [p. 4o] et sur lequel nous reviendrons plus

loin [p. io5].

Réciproquement, proposons-nous de déterminer toutes les sur-

faces (V) jouissant de la pi'opriété précédente. Désignons main-

tenant par a, ,3 les paramètres du système conjugué formé de

lignes géodésiques et supposons que 6,, ^o, O3 soient les cosinus

directeurs de la normale à la surface. Alors on aura

(48) 6^^e^-^6^ = i,

(
'

) A. Voss, L'eber diejenigen Fldchen, au/ denen zwei Schaaren geodàtischer

Linien ein conjugirtes System bilden ( Sitzungsberichte der K. Akademie zu

Munchen, mars 1888).
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et la surface cherchée sera l'enveloppe d'un plan défini par une

équation de la forme

(49) OiX + O.Y -hO:jZ + = 0,

où 0, 9(, Oo» '^3 sont des solutions particulières d'une certaine

équation aux dérivées partielles

(50) -—5 -)-A— + B-^ -hCO = o,

A, B^ C désignant des fonctions de a et de ^. On aura toujours les

relations

!S".^=- s^'^^o. s«.^=-

lî^^^'d^^"' ^-0^^='"' !!:^^^=^'

qui s'appliquent dans tous les cas.

Pour exprimer que la ligne de paramètre a est géodésique, il

faut écrire que la droite définie par les paramètres directeurs

^1 dBa dO:i

doL àx dx

droite qui est parallèle au plan tangent et qui est normale à la

tangente de la courhe, est aussi normale à la tangente consécutive,

c'est-à-dire que l'on a

D'après cela, dilTérentions la dernière des relations (5i) par

rapport à [^, on voit que la relation précédente pourra être rem-

placée par la suivante

à^di àX
d^3 "^3S = 0,

ou, en remplaçant -—^ et les deux dérivées analogues par leurs

valeurs déduites de l'équation (5o) et tenant compte des relations

précédentes

P C '^Oi àX
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Le coefficient de B ne saurait être nul, puisque les courbes de pa-

ramètre a ne sont pas des lignes asjmplotiques. On a donc

En considérant de même les courbes de paramètre ,3, on trou-

verait

A = o.

Donc H^, O2, O3 satisfont à une équation de la forme

ce qui caractérise les cosinus directeurs d'une surface à courbure

constante ; et Ton retrouve la génération de la surface qui nous a

servi de point de départ.

920. Dans le Mémoire auquel nous avons fait allusion plus

haut ('), M. Guichard a ajouté aux résultats précédents une pro-

position élégante et nouvelle que l'on peut énoncer comme il

suit:

Désignons toujours les surfaces précédentes par la lettre (V),

et considérons les développantes (G) des surfaces (V), c'est-

à-dire les surfaces normales aux tans^entes de l'une ou l'autre des

deux familles de lignes géodésiques composant le réseau con-

jugué de (V). Si, par chaque point dune surface (G), on mène

la parallèle à la normale au point correspondant de la surface (V)

d'où elle est déduite, cette parallèle, qui sera nécessairement tan-

gente à (G), engendrera une congruence jouissant des propriétés

suivantes :

i" Si nous appelons (G) et (G') les deux nappes de la surface

focale, les développables de la congruence correspondront à une

ligne de courbure de (G) et à une ligne de courbure de (G^); par

suite, les lignes de courbure se correspondront sur (G) et sur (G'),

de telle manière que larète de rebroussement de lune des déve-

(') C. GciCHARD, Recherches sur les sur/aces à courbure totale constante et

sur certaines sur/aces qui s'y rattachent {Annales de l'École Normale supé-

rieure, 3' série, t. VII, p. 233, août 1890).
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loppables de la congruence soit toujours uuc ligne de courbure

de la surface qui la contient.

2° Les lignes de courbure de (G) et de (G') ou, ce qui est la

même cbose, les développables de la congruence correspondent

aux géodésiques du système conjugué tracé sur la surface (V).

3° Les surfaces (G) obtenues, comme nous l'avons indiqué, au

mojen des surfaces (V) sont les plus générales qui jouissent de

la première propriété; de sorte qu'il revient au même de chercher

les surfaces (G) ou les surfaces (V). On passe des unes aux autres

par de simples constructions géométriques.

M. Guichard a établi ces propositions par le calcul; il sera plus

instriiclif de les démontrer par la Géométrie, et de les rattacher

à un théorème général dont nous aurons à faire usage plus loin.

Voici quel est ce théorème :

Quand les développables se correspondent sur les con-

gruences engendrées par deux droitesparallèles (d), (<i, ) : i° les

plansfocaux de (d) sontparallèles à ceux de (o?( ) ;
2° les droites

(S), (S,) qui joignent les points focaux correspondants de

{d) et de {di) se coupent en un point qui est celui où le plan

des deux droites (d), {di) touche la surface (0) qu'il enve-

loppe; 3° les deux droites (S), (ô,) sont conjuguées par rap-

port à la surface (0); et les courbes conjuguées qu^elles enve-

loppent correspondent aux deux familles de développables

des congruences considérées.

Admettons cette proposition que nous démontrerons plus loin

et appliquons-la de la manière suivante :

Soient (G|) et (Go) deux surfaces admettant (V) pour déve-

loppée et dont les normales soient tangentes respectivement aux

géodésiques des deux familles conjuguées tracées sur (V). Soient

M) , M2 les deux points de (G) ) et de (Go) qui correspondent au

même point M de (V) et soient (c?)), {d-^) les normales en M,,

Ma au plan MM| Ma, normales qui sont respectivement des tan-

gentes principales de (G,) et de (G2). Il est clair que les déve-

loppables engendrées par les droites parallèles (o?,) et {d^) se

correspondent, puisqu'elles correspondent, les unes et les autres,

au système conjugué tracé sur(V); soient (G,), (G!,) les deux
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nappes focales de la congruence engendrée par (<i|)et(G2), (G',)

les deux nappes focales de la congruence engendrée par (^2)-

D'après le théorème précédent, (G,), (G',) se correspondent

par parallélisme des plans tangents. Or le système conjugué com-

mun à ces deux surfaces, système évidemment formé des courbes

qui correspondent aux développablesdes congruences engendrées

par les droites (c^, ) €1(^2)3 est formé sur (G,) des lignes de cour-

bure; il en sera donc de même sur (G',), puisque, sur ces deux

surfaces, les courbes du système conjugué commun ont, à chaque

instant, leurs tangentes parallèles.

Donc, sur les deux nappesfocales ( G',), (Go) de la congruence

engendrée par {d.2), les lignes de courburese correspondent et

correspondent aux développahles de la congruence.

La démonstration s'étend évidemment à la congruence en-

gendrée par la droite (c^i).

921. Réciproquement, considérons une congruence engendrée

par une droite (</), et pour laquelle les lignes de courbure des

deux nappes focales correspondent aux développahles de la con-

gruence. Soient ( G4 ), (G2) les deux nappes décrites par les points

focaux de (</). Désignons par (V|) et(V2) celles des deux nappes

des développées des surfaces précédentes pour lesquelles le plan

tangent est normal à (û?). Le système conjugué commun à (V|)

et (V2) est évidemment celui qui correspond sur ces deux nappes

aux lignes de courbure de (Gi) ou de (G2), c'est-à-dire aux déve-

loppahles de la congruence. Or. ce svstème est formé, nous le

savons ( n** 4:26), de deux familles de courbes se correspondant

avec parallélisme des tangentes; nous savons aussi que, des deux

courbes correspondantes à une même ligne de courbure de (G,)

ou de (Go), 1 une au moins est une développée de ligne de

courbure et, par suite, une géodésique de la surface sur laquelle

elle est tracée. Il en sera donc de même de l'autre, puisque les

tangentes aux points correspondants et, par suite, les plans oscu-

lateurs des deux courbes sont parallèles. Donc les deux surfaces

(Vf) et (V2) admettront, lune et l'autre, un réseau conjugué

formé de lignes géodésiques, et ainsi nos propositions se trouvent

complètement démontrées.
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Elles donnent naissance à plusieurs conséquences, tant analy-

tiques que géométriques. 11 nous suffira d'avoir montré comment

on peut les rattacher à l'étude de la déformation infiniment petite

des surfaces à courbure constante.

ISous terminerons ce Chapitre en donnant la démonstration du

théorème sur lequel nous nous sommes appuyé plus haut, et

même d'une proposition plus générale.

922. Etant donnée une surface (S), soient (G), (C) deux con-

gruences rectilignes distinctes dont les développables se corres-

pondent et interceptent sur (S) un même système conjugué.

L'ensemble des deux congruences et de la surface (S) donne lieu

aux remarques suivantes.

uJ c-t ^y

Désignons par (S), (S,) les deux nappes focales de la congruence

(C), par (S'), (S',) celles de la congruence (C). Soient pi un point

quelconque de (S) { flg- 84); [t-'^, [J^l^ les deux courbes du système

conjugué qui se croisent en [x; jjlIVIM, la droite de la congruence

(C), dont les points focaux seront M, M, ; ijiM'M', la droite de la

congruence (C), dont les points focaux seront M', M',.

Les nappes (S), (S'), (S,), (S',) seront décrites par les points
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M, M', Ml, M',. On peut toujours supposer que les nappes (S),

(S') soient celles dont les plans tangents en M, M' se coupent sui-

vant la tangente <j.t k\a courbe aa et alors les plans langents en M,

,

M', aux nappes (Si), (S',) se couperont suivant la tangente u.u à

la courbe u3. Cela posé, nous allons démontrer que le plan des

deux droites |xM, u.M' touche son enveloppe (E) aupoint de ren-

contre O des deux droites MM', M, M',; que ces deux droites

sont des tangentes conjuguées de {Y.); et enfin que les courbes

de (E) auxquelles elles sont tangentes correspondent aux dé-

veloppables de l'une ou l'autre des deux congruences (C) ou

(C).

En effet, lorsque le point a se déplace suivant la courbe u._3, les

points focaux M, M' décrivent des courbes respectivement tan-

gentes aux droites jxM, uM'. Les deux plans tangents en M, M'

à (S) et à (S') et les deux plans tangents qui leur sont consécutifs

ont un point commun. En effet, Tinterseclion des deux premiers

est la droite <j.t. l'intersection des deux suivants est la droite con-

sécutive k'j.t quand on se déplace sur la courbe jx^S. Or, ces deux

droites se coupent nécessairement puisque les courbes ua, |x|j

sont conjuguées d'après l'hypothèse; et leur point commun sera

le point focal t, distinct de a, de la droite [xi dans la congruence

engendrée par cette droite. Donc les quatre plans considérés ont

en commun le point t. Prenons-les dans un ordre différent : les

deux plans tangents consécutifs à la nappe (S) se couperont sui-

vant la conjuguée de Mjx qui sera M< d'après ce qui précède; et

de même, pour la nappe (S'), la conjuguée de M'|ji. sera MV. Les

deux nappes (S), (S') se trouvent donc dans la relation définie

aux n°* 423, 424 [II, p. 229 et suiv.]. Les tangentes du système

conjugué commun à ces deux nappes concourent, les deux pre-

mières en 'JL, les deux autres en t\ et. par suite, les développablos

de la congruence (D) engendrée par la droite MM' correspondent

à celles de (C) ou de (C). Il en est de même pour la congruence

(D, ) engendrée par M, M'^

.

Considérons maintenant le plan |a.MM' des deux droites. Quand

le point [X décrit la courbe a!3, sa caractéristique est évidemment

la droite MM'. De même, quand le point u. décrit la courbe aa, la

caractéristique du plan est M, M',. Donc il touche son enveloppe

(E) au point de rencontre O des deux droites.
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D'autre part, quand le point jjl décrit la courbe [Ji[3, le plan focal

de MM' se confondant avec le plan [xMM', le déplacement du

point O a lieu nécessairement dans ce plan. Mais le plan focal

de M, M', étant distinct de {jlMM', le déplacement du point O, qui

se fait aussi dans ce second plan focal, ne peut avoir lieu que sui-

vant son intersection OM, M', avec le précédent. Donc, les droites

OM, OM, sont conjuguées par rapport à (E) et les courbes aux-

quelles elles sont tangentes correspondent bien, comme il a été

annoncé, aux développables de l'une ou l'autre des congruences

(C) ou (C).

923. Si l'on suppose maintenant que la surface (S) se réduit

au plan de l'infini, les deux droites correspondantes des con-

gruences (C) et (C) deviennent parallèles. De plus, tout réseau

plan étant nécessairement conjugué, la double condition que nous

avons imposée aux développables de (C) et de (C) de se corres-

pondre et de couper la surface (S) suivant les courbes d'un réseau

conjugué se réduit à l'unique condition que ces développables se

correspondent dans les deux congruences. Les nappes (S), (S')

ont leurs plans tangents parallèles ainsi que les nappes (Sj), (S,)

et nous retrouvons le théorème dont nous avons fait usage plus

haut (n° 920). Nous donnerons plus loin, n"'^ 941 à 944, une dé-

monstration directe et des compléments de ce théorème.

924. Revenons à la proposition générale. Si nous la transfor-

mons par polaires réciproques, elle se change dans la suivante :

Si les développables de deux congruences se correspondent

de telle manière que les droites quijoignent les points focaux

correspondants soient deux tangentes conjuguées dUine même
surface (S') les plans focaux correspondants se coupent suivant

deux tangentes conjuguées d^ une autre surface (E'),

qui n'est autre que la réciproque de la proposition primitive.
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CHAPITRE VI.

ROULEMENT DE DEUX SURFACES l'uKE SIR l'aUTRE.

Rappel des formules données au Livre VII, Chapitre III. — Relations entre les

quantités D, D', D' de Gauss et les rotations p, q, r, /?,, q^, r,. — Roulement

d'une surface (6) sur une surface applicable (0,). — Formules données au

Livre I; formules complémentaires. — Comment on peut rattacher à la consi-

dération du roulement une nouvelle méthode de recherche des surfaces appli-

cables sur une surface donnée. — Tout mouvement particulier contenu dans le

déplacement général se ramène au roulement d'une surface réglée sur une sur-

face de même nature et applicable sur la première. — Premier cas où ces sur-

faces réglées sont développables. — Extension de la notion de réciprocité relative

aux tangentes conjuguées. — Second mouvement particulier dans lequel les sur-

faces réglées sont développables. — Système conjugué commun à (6) et à (0,)

considéré par Ribaucour. — Théorèmes de M. Kœnigs relatifs à ce système

conjugué commun. — La théorie des systèmes cycliques et le théorème fonda-

mental du n° 761 rattachés à la considération du déplacement étudié dans ce

Chapitre. — Propriété relative aux congruences engendrées par des droites pa-

rallèles et pour lesquelles les développables se correspondent. — Propriétés

diverses des différents systèmes cjciiques que l'on peut rattacher au même dé-

placement. — Comment la connaissance dun couple de surfaces applicables

peut conduire à une infinité de couples de surfaces admettant la même repré-

sentation sphérique.

925. Les propositions que nous avons développées dans les

Chapitres précédents nous font connaître un nombre illimité de

couples de surfaces (0), (0|) applicables l'une sur l'autre. Or. si

Ton considère une de ces surfaces, (6|) par exemple, comme fixe,

on peut toujours amener la seconde (6) à être en contact avec la

première, de telle manière que les deux surfaces se touchent par

deux points homologues, et que les courbes homologues des deux

surfaces qui passent en leur point de contact j admettent la même
tangente. On obtiendra ainsi une série de positions de la surface

(0), qui dépendront de deux paramètres ; et l'on aura ce cas parti-

culier du déplacement à deux variables dont il a été question aux

n°* o8 et suiv. [I, p. 69 et suiv.]. Le moment est venu d'étudier

ce déplacement d'une manière plus complète. Nous rappellerons
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d'abord quelques résultats déjà établis au Livre VII, Chap. III

[III, p, 242 et suiv.].

Nous avons vu que, si x^ y, z et c, c', c" désignent respective-

ment les coordonnées rectangulaires d'un point d'une surface (0)
et les cosinus directeurs de la normale en ce point, ces quantités,

considérées comme fonctions des coordonnées curvilignes u et (-,

satisfont à des équations de la forme suivante

d'^x D . dx , dx

OU^ H ou UV

. à^x D' ^ dx ^ dx
(i) { -.

—- = Yj-C 4-B — -f-Bi —

,

^ '
\ ou av H ou ov

d'^ X D"
f^
àx dx

ov^ H ou ov

et à celles qu'on obtiendrait en y remplaçant .2: et c par y et c'

ou par z et c". Dans ces équations A, A, , B, B, , C, G, dépendent

exclusivement de l'élément linéaire et sont déterminés par les équa-

tions suivantes [III, p. 25
1]

Aii^ = — r
•1 du \du -x dv

) T>iT, G dV. F c^G

(2) { BH2= - —,
I

1 dv •! du

i \dv 1 du I -1 dv

, „;, F dE ^^/d¥ I dE

Q. du \du 2 dv

(3) iJ^.H'-^-'if^^^-'^,
X dv 1 du

\dv >. du l -i dv

Quanta D, D', D", ce sont les déterminants définis par les for-

mules (6) [III, p. 244] et qui donnent naissance à l'identité

(4

)

^dcdx=^ — ^^{Xy du"'+ 2 D' rfa dv + D" dv"-).

926. Les relations différentielles entre D, D', D" sont établies

par les formules (24) et (26) [III, p, 248]. On pourrait les dé-

duire aussi du système (i). Car, si l'on retranche la seconde équa-
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tion de ce système, differenliée par rapport à «, de la première

différentiée par rapport à i\ si l'on remplace les dérivées de c par

leurs expressions (8) [III. p. -244] et les dérivées secondes de x par

leurs valeurs déduites des formules (i) elles-mêmes, on trouvera

une expression linéaire par rapport à c, t- . — dans laquelle les

coefficients de ces trois quantités devront évidemment être nuls.

En particulier, si on égale à zéro le coefficient de c, on aura la

première des relations suivantes

(5)

,
d /D\ d /D'\ ^ D' ,, „ D' „D

j â /D-' d /D' „ D- D ^D

d'où la seconde se déduit par une permutation facile. En dévelop-

pant on reconnaîtra aisément que ces formules sont identiques à

celles qui ont été données plus haut [III, p. 248].

9:27. Nous avons déjà remarqué (n" 700) que ces équations,

jointes à la formule finie (21) [III, p. 246] peuvent remplacer les

formules de M. Codazzi. Au reste, si l'on veut établir la relation

entre le système précédent et celui qui est développé au Livre V,

Chap. II, et qui repose sur la considération du déplacement du
trièdre (T), il suffira de remarquer que l'on a

(6) dx = aizdu -h ^idv) -^ b{r, du -h r,idv^,

(7J de = a{q du -r- qidi-

1

— b{p du -i- pxdv

)

et, par suite,

(8) ^dcd.r= (q du -hçi dv)( ? rfa-i-$i dv)—{p du— /?, d\,-ir, du— r , dv).

En comparant à l'équation (4) donnée plus haut, on voit que
l'on doit avoir, conformément aux formules (43) [II, p. 378],

I'

D = H(/)T, ~q\),

D' = H(/?r,,- ^t,
) = H, /7, r, — y,C),

D'= H(/>ir.,— y,ï,)

et de là on déduit, comme il fallait s'y attendre,

(10) ^^'-D''-=nHpqx — qPx){b,y-'Xx)={pqx-qpx)ih.,--,:z,Y.
D. - IV. 8
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Le rapprochement des formules précédenles (4), (8) et de

l'équation (17) [H, p. 354] nous montre que l'on aura

<y5- r

(11) =— S de dx = TT ( D du'^+ 2 D'du dv -i- D" dv^-
),

Pri "

0,1 désignant la courbure de la section normale dont la direction

est définie par les différentielles du, dv.

928. Gela étant, revenons au mouvement de la surface (0), qui,

d'après les propriétés déjà données au n° 60, peut être défini un

roulement de (0) sur (©i). Nous avons vu que tout déplacement

élémentaire de (0) est une rotation autour d'un axe passant par le

point de contact, situé dans le plan tangent commun à (0) et

à (0|); et nous avons obtenu les formules suivantes.

Soient ^, JK, z les coordonnées rectangulaires du centre instan-

tané, c'est-à-dire du point de contactde (0) et de (0i), /r//?/'orfee.ç

à des axes invariablement liés à (0). Désignons par P, Q, R, P,

,

Q,, R4 les six rotations relatives à ce mouvement. JNous sa-

vons (n° 59) qu'en introduisant seulement trois fonctions auxi-

liaires \, a, u.) , on peut les exprimer par les formules suivantes

^ ^ dx dx ,' dx ^ dx

^="-'d^-^^d^' p'=-^'^+^^^'

(I.) /Q--x'f + i4^, (.3) Q. = -,.// + >4'>:,
^ ^ ^ ^ du dç

I

du dv

àz dz
I

dz . dz

\ du dv \ du dv

Quant aux translations ;, r,, ^, ;,, r,,, î^,, elles sont définies par

les formules

(i4) ) r,-i-Rx—Pz =0, (i5)
J

r,i-+- Ri.r— Pi5 =0,

(
C+Pj— Q^ = o,

( ^i + PiJ-— Qi:r = o,

par lesquelles on exprime que la vitesse du centre instantané con-

sidéré comme appartenant à la surface mobile est nulle dans tout

déplacement élémentaire.

Nous avons indiqué au n° 60 que ces formules conduisent à une

nouvelle méthode de recherche des surfaces applicables sur une

surface donnée. 11 est clair en effet que, si l'on donne la surface (0),
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la déterminalion des fonctions A, a, it, entraînera la connaissance

de la surface (6| ). Tout se ramène donc à la détermination de ces

trois fonctions.

Si l'on porte les valeurs des rotations dans les trois équations

les seules qui restent à vérifier, d'après l'analyse du n" o9, on trouve

, . à / <)r , dx\ d [ dx . dx\
Ou \' ou Ov I ov\dv du J ^' '

* '

et deux équations analogues en v et ;. Développons et remplaçons

les dérivées secondes de x par leurs valeurs (i); puis égalons à zéro

les coelfîcients de c, ^j ^- On aura les trois équations

I

Du,— 2 D'À ^ D';x — Hî( ;a;jL, — À^) = o,

diLi dl

i du ov '

I à'x dl
,

:ïïr
—

;r7
-^ -^t :-^i

- » «^ « ' -- G, u

\ àuLi dl

(lo) < du dv

\ àv du
= o,

dont l'intégration ferait connaître les valeurs les plus générales

de)., u, jx,.

929. On peut les ramener à une forme beaucoup plus élégante.

Pour faire disparaître dans la première les termes du premier
degré, posons

(xç,\ .,_ D-Di D'-D; , D-D',

D,, D,, D' étant les inconnues que nous substituons à A, a, ;jl,.

Après substitution et quelques réductions, on trouve, en tenant
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compte du système (5), les équations suivantes
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ses rolalions F', Pj. • • • les valeurs

.. ^, d; àx D, dx „„ d; dx d; dx

D,, D',, D] désignant les valeurs que prennent D, D', D" quand

on passe à la surface (S,). Quant à /• et r,, leurs valeurs sont les

mêmes, comme on sait, dans les deux cas, puisqu'elles dépendent

exclusivement de l'élément linéaire et de la manière dont le

Irièdre (T) est attaché à la surface.

Cela posé, supposons que u et r prennent des accroissements in-

finiment petits quelconques et que (T) prenne la position (T')

dans la surface (0) et la position (T") dans la surface (0,). Le

roulement de (0) sera celui qui amènera le trièdre de sa position*

(T') en (T''). Or ce mouvement infiniment petit peut être décom-

posé en deux : l'un, qui amènera le trièdre de (T') en (T ) et donnera

naissance aux rotations — P'du— P', f/(', ... ; l'autre, qui amènera

le trièdre de (T) en (T") et donnera naissance aux rotations

P"du -+- V]dv^ 11 suit de là que l'on doit avoir

P du — P, ch- = V du -^ P ; di^- — P' du— V\ dv,

et par suite

P-P'-P'. P,= PÏ-P',,
cest-à-dire
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OU et ov seront les différenlielles de u et de v^ lorsqu'on se dé-

place suivant l'axe de cette rotation; ils le définiront même en

grandeur puisque, d'après les formules précédentes, ils représen-

tent les accroissements de u et de v lorsqu'on passe de l'origine

de cet axe infiniment petit à son extrémité.

Or, si l'on remplace Pet P,, par exemple, par leurs valeurs

déduites des formules (12) et (i3), il vient

' -T— (— X du — U.X clv — oa) H ^
(

[jt. du -+- X dv — op ) = o,
ou ' dv

et, comme cette relation doit être vérifiée quand on y remplace x
par y et z^ il vient nécessairement

(29)
o« = —^ X du — \xi dv,

Zv = [x du -T- X dv.

Ces formules contiennent toutes les relations entre le déplace-

ment du centre instantané et la rotation qui lui correspond. En
particulier, si on les divise l'une par l'autre, on obtient l'équation

(3o) \xduZu -{-\{durjv -\- dvou) + [Xidvov — o,

• ^ 1 ,. du ou
qui ne contient que les quotients -1— » ^- et se rapporte, par suite,

uniquement aux directions de l'axe instantané et du mouvement
du centre instantané. Comme l'équation précédente ne change

pas lorsqu'on échange les caractéristiques d, 0, on voit que la

relation entre ces deux directions est réciproque. Ainsi se

trouve établie la proposition annoncée au n" 60.

932. Imaginons maintenant que le centre instantané décrive

une courbe (C)de (0). Cette courbe roulera sur la courbe homo-
logue (C,) de (0|), et, si l'on considère les deux surfaces réglées

lieux des positions successives de l'axe instantané dans le sys-

tème mobile et dans l'espace, ces deux surfaces (R) et (R)), res-

pectivement circonscrites à (0) et à (0, ) suivant les courbes (C)

et(Gt), rouleront l'une sur l'autre dans le déplacement consi-

déré. Elles seront donc nécessairement applicables l'une sur

l'autre.

Ainsi, la connaissance de tout couple de surfaces applicables

l'une sur l'autre entraîne celle d'une infinité de pareils couples
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formés avec deux surfaces gauches, et cela sans aucune intégra-

tion. Examinons maintenant les cas particuliers.

933. Il peut se faire que la direclion de l'axe instantané coïn-

cide avec celle du déplacement du centre instantané. On aura

alors

du Zv — dv o« = o,

et Téquation (3o) nous donnera

( 3 1 ) iji du- -(- 2 X du dv -+- 'Xi dv- = o.

Il y a deux familles de lignes (C) satisfaisant à cette équation

différentielle. Si le centre instantané décrit une de ces courbes,

le mouvement se réduira au roulement d'une surface dévelop-

pable sur une autre développable; les deux arêtes de rebrousse-

ment seront tangentes à chaque instant. Par cela seul qu'il v a

roulement autour de la tangente commune, on peut affirmer que

les deux arêtes de rebroussemenl auront, à chaque instant, même
|)lan osculateur et même rayon de courbure.

On peut donc dire que l'équation (3i) définit deux direc-

tions pour lesquelles deux courbes correspondantes tracées sur

les deux surfaces (0), (Bj) ont même courbure ou mieux, comme
les courbures géodésiques sont toujours égales, ont même cour-

bure normale. C'est ce que l'on peut vérifier de la manière sui-

vante :

Considérons deux sections normales correspondantes, dans(0)

et dans (0| ); et soient s,j. c^'^ les rayons de courbure de ces deux

sections. En appliquant successivement la formule (i i) aux deux

surfaces, on aura

— — = - ( D rf«î ^iD' du dv ~ D' dvi
),

?n "

:- = ^iDidu'-^:iT)\du dv ^D]dvi),

et par suite, en vertu des équations (19),

(3a) ds^l^ — — \ =U(jL du*- -^ 2 À du dv ^ a, dv* ).

Cette formule met en évidence la proposition annoncée en
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montrant que les courbes définies par l'équation différentielle (3i)

sur les deux surfaces (0), (©i) ont leurs courbures normales

égales et de même signe. Dès à présent, on peut en déduire

cette conséquence que ces lignes ne peuvent se confondre avec

les lignes asjmptoliques de l'une ou de l'autre des surfaces (0),

(0,) que si ces deux surfaces sont symétriques l'une de l'autre.

Poui- qu'il en soit ainsi, en effet, il faut que D,, D',, D'j soient

proportionnels à D, D', D" et cette condition de proportionnalité

jointe à la première des équations (20) entraîne les relations

Di = — D, !);=._ D', D';= -D",

qui caractérisent deux surfaces symétriques. C-e cas particulier

nous a servi de guide dans l'analyse précédente.

934. Il est un autre cas particulier des plus intéressants dans

lequel les deux surfaces réglées (R) et (R)) qui roulent l'une sur

l'autre se réduisent à des surfaces développables. Il a été signalé

pour la première fois en 1891 par Ribaucour (<).

Supposons que le centre instantané se déplace suivant une

courbe (C,) de la surface (0i)- Pour que l'axe de la rotation in-

stantanée décrive une surface développable, il faut évidemment

qu'il coïncide soit avec la tangente à la courbe (C<) soit avec la

conjuguée. Nous venons d'étudier la première hypothèse, exami-

nons maintenant la seconde. Pour qu'elle se réalise, il faudra que

les déplacements définis par les caractéristiques d et soient à la

fois réciproques dans le sens indiqué plus haut et conjugués par

rapport à (0, ). Mais, si la surface réglée circonscrite à (0| ) se ré-

duit à une développable, elle ne peut rouler que sur une dévelop-

pable et, par suite, les deux déplacements sont conjugués à la

fois par rapport à (0) et à (0i). C'est d'ailleurs ce que montre

immédiatement l'analyse; les trois équations

D du ou -+- D'{du Sp» -f- dv ou) -+- D" dv oi> = o,

Di du Sw-i- D'i (du ov -\- dv ou) -\-V)'[ dv 8p = o,

\i du 8m + \{du ov -\- dv ou) + [jlj dv ov = o,

(') Ribaucour (A.)» Sur les systèmes cycliques {Comptes rendus de l'Aca-

démie des Sciences, t. CXIII, p. 824; 24 août 1891).
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se réduisant nécessairement à deux en vertu des relations (19).

D'après ces relations, ces courbes du système conjugué com-

mun à (0) et à (0| ) se détermineront par l'équation dilTérentielle

I

du- diidv dv^

(33) j
D* — D' D
Dî — d; D,

Elles ne seront indéterminées que dans le cas où les deux sur-

faces seront symétriques lune de l'autre. La double famille qu'elles

forment ne se réduira à une famille unique que si les deux sur-

faces (6), (B,) sont réglées l'une et l'autre, leurs génératrices rec-

lilignes étant des lignes correspondantes. Toutes ces propriétés

peuvent être prévues et démontrées a priori. Quand une corres-

pondance, point par point, est établie entre deux surfaces d'ail-

leurs quelconques (S) et (S,), il existe, en général, un système

conjugué de (S), et un seul, qui correspond à un système conjugué

de(S|). En effet, à tout réseau conjugué de (S) correspond sur

(S,) un système de courbes qui divisent harmoniquemenl le réseau

des lignes correspondantes aux asvmptotiques de (S). Si l'on veut

qu'elles soient, en outre, conjuguées sur (S), leurs tangentes en

chaque point seront pleinement définies par la condition de di-

viser harmoniquemenl deux angles, en général distincts. Si les

lignes asymptoliques de (S) ne correspondent pas à celles de (S,),

il y aura un réseau répondant à la question et composé de deux

familles distinctes, réelles ou imaginaires. Si une famille de

lignes asymptotiques de (S) correspond à des lignes asympto-

tiques de(S|), le réseau conjugué se réduira à une famille double,

formée des asvmptotiques qui se correspondent. Enfin, si à toutes

les lignes asymptotiques de (S) correspondent les lignes asympto-

tiques de (S,), tout réseau conjugué de l'une des surfaces aura

pour homologue un réseau conjugué de la seconde (').

Dans le cas particulier où les surfaces correspondantes sont

(') Dans cet ordre d'idées, le lecteur démontrera facilement la proposition

suivante : Quand on connaît les lignes asymptoliques d'une surface (S), on peut

la faire correspondre, point par point, à un plan de telle manière que tout réseau

orthogonal du plan ait pour homologue un réseau conjugué de la surface; et cela,

sans aucune intégration.



LIVRI- VIII. — CHAPITRE VI.

applicables Viine sur l'autre, nous avons vu au n" 723 qu'en dehors

des cas spéciaux signalés plus haut les lignes asjmptotiques ne

sont jamais des courbes correspondantes. Donc le système con-

jugué existera toujours et se composera de deux ramilles distinctes,

réelles ou imaginaires. Ces deux familles auront même cette pro-

priété particulière que les tangentes aux deux courbes qui passent

au même point feront le même angle sur les deux surfaces.

Gela posé, soient (C), (C,) deux courbes correspondantes

appartenant à l'une ou à l'autre famille et tracées sur les deux sur-

faces. Les deux développables circonscrites suivant ces courbes

aux deux surfaces seront évidemment applicables l'une sur l'autre
;

car elles ne sont autres que les deux surfaces réglées (R) et (R))

considérées au n° 932. On peut d'ailleurs le reconnaître directe-

ment; le lecteur établira sans peiné que, pour les deux dévelop-

pables, le segment de la génératrice rectiligne intercepté entre la

courbe de contact et l'arête de rebroussement a la même valeur,

et de là il déduira que les deux arêtes de rebroussement des dé-

veloppables ont même arc et même rajon de courbure aux points

correspondants, ce qui suffit à établir le résultat annoncé.

935. Au sujet de ce système conjugué commun à deux surfaces,

M. Kœnigs a fait une remarque très intéressante que nous allons

rappeler.

Si l'on prend comme variables les paramètres u et r des deux

familles conjuguées qui le composent, on sait que les trois coor-

données cartésiennes des points de chaque sui^face satisfont à une

équation linéaire telle que la suivante

(34) -— - +- a — + p — = o.
ou dp au àç

Il devrait donc y avoir deux équations distinctes de cette forme,

l'une pour (0), l'autre pour (0, ). En réalité, il n'y en a qu'une;

et si l'on suppose d'ailleurs les deux surfaces dans une position

relative quelconque, mais fixe, les six coordonnées x, y^ z\ a',,

y,, ^1 de deux points correspondants satisfont à une même équa-

tion linéaire de la forme précédente. Telle est la proposition de

M. Kœnigs.

La démonstration en est d'ailleurs presque immédiate. Elle ré-
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suite de ce que, dans l'équation précédente, a et ^ sont reliés aux

coefficients E, F, G de lélément linéaire par les formules

(35) i^-aE-3F=o. l^^aF+3G = o,
2 d\' 2 du

dont nous avons déjà fait usage.

M. Kœnigs a ajouté que la même équation (34) admet aussi la

solution

(36) %i = x'--^y^-z'--x\-y\-z\.

Il suffit, en effet, de substituer celte solution et de tenir compte

de ce que x, r, z, x,,yi^ 5, sont des solutions particulières pour

obtenir la condition

Sdx dr n dxx dxi _

qui est évidemment vérifiée. Nous verrons plus loin le parti qu'on

peut tirer de ces différentes propriétés.

936. L'emploi du déplacement à deux variables que nous ve-

nons d'étudier nous permet de présenter sous une autre forme

le théorème fondamental que nous avons démontré au n" 761,

relativement aux systèmes cycliques. Considérons d'une manière

générale une droite {d) invariablement liée à (0) et entraînée dans

le mouvement de cette surface, et soit ni son point d'intersection

avec le plan de contact de (0) et de (0| ). Le point m décrira une

certaine surface dont le plan tangent en m sera celui qui projette

la droite {d) sur le plan de contact. En effet, tous les déplace-

ments élémentaires étant des rotations autour de droites situées

dans le plan de contact, la vitesse d^entraînement du point m
dans ces déplacements sera toujours la normale à ce plan

;
quant

à sa vitesse relative, elle sera dirigée évidemment suivant la

droite {d). Le plan tangent cherché devra être normal au plan de

contact et passer par la droite {d).

Cela posé, considérons une sphère (S) de rayon nul, ayant son

centre en un point M invariablement lié à (0). Elle coupera le plan

de contact suivant un cercle (C) dont les positions successives en-

gendreront une congTuence. Soit (c?) une génératrice rectiligne
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déterminée àe ['è); elle coupera le cercle en un point variable m;
et, d'après la construction du plan tangent que nous venons d'in-

diquer, la surface (S) décrite par le point m sera normale au

cercle. C'est le résultat déjà démontré au n" 762.

937. A la famille des surfaces (S) normales aux cercles, on doit

associer deux autres familles d'enveloppes de sphères formant

avec la première un système triple orthogonal (n*^ 477). Les posi-

tions successives du cercle (C) qui engendrent ces deux familles

de surfaces correspondent aux deux séries de roulements dans

lesquels le centre instantané décrit une des courbes du système

conjugué commun à (6) et à (0|). ïl suffira, pour le démontrer,

d'établir que les développables de la congruence engendrée par

l'axe du cercle (C) dans ses différentes positions correspondent à

ces mêmes courbes conjuguées (n° 472).

Abaissons du point M invariablement lié à (0) une perpendicu-

laire sur le plan de contact de (0) et de (©i ). Les différentes posi-

tions de cette perpendiculaire seront les axes des positions

successives du cercle (C). Si l'on se déplace sur la surface (©i),

deux positions consécutives de la perpendiculaire seront perpen-

diculaires à la caractéristique du plan tangent à (0,), c'est-à-dire à

la tangente conjuguée de la direction du déplacement. Pour que

la perpendiculaire engendre un élément de surface développable,

il sera donc nécessaire et suffisant que le déplacement du point M
soit, lui aussi, perpendiculaire à cette conjuguée. C'est ce qui aura

lieu si cette tangente conjuguée est l'axe de rotation du déplace-

ment, c'est-à-dire si ce déplacement a lieu suivant une des

courbes du système conjugué commun à (0) et à(0)). Nous obte-

nons ainsi les deux séries de développables de la congruence et

notre proposition est établie.

Au reste, l'analyse en fournit aussi une démonstration des plus

simples.

938. Nous avons vu (n" 7o8) [III, p. 348] que si, de chaque

point d'une surface comme centre, on décrit une sphère de rayon

variable, les points de contact de cette sphère avec son enveloppe

demeurent invariables quand la surface se déforme en demeurant

applicable sur elle-même. Par suite, si, du point de contact de (0)
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et de (0|) pris comme centre, on décrit une sphère dont le rayon

varie suivant une loi quelconque, les points où cette sphère touche

son enveloppe sont les mêmes, qu'on la considère, soit comme

appartenant à (B), soit comme appartenant à (6,). En d'autres

termes, on obtiendra deux enveloppes de sphères, l'une dans

l'espace, l'aulre dans le système mobile. Ces deux enveloppes

glisseront l'une sur l'autre et seront toujours tangentes en deux

points placés symétriquement par rapport au plan de contact de (0)

et de (6,).

Considérons, en particulier, une sphère définie dans le système

fixe par l'équation

(3-) X2— Y^^Zï— >riX — ijiY — 2;iZ — = o,

où x^,y^, Zf sont les coordonnées du centie instantané par rap-

port à des axes fixes et où 9 est une solution quelconque de l'é-

quation (34) relative au»système conjugué commun, La sphère

touche son enveloppe en deux points P, P' qui sont les mêmes

quand on la considère comme faisant partie, soit du système fixe,

soit du système mobile; mais la corde de contact PP' engendre

deux congruences distinctes, suivant qu'on la rattachée l'une ou à

l'autre des surfaces (0), (0i)- Bien que distinctes, ces congruences

ont à chaque instant les mêmes plans focaux; car ces plans focaux

doivent être (n° 473) perpendiculaires aux tangentes du système

conjugué commun. On peut donc dire que les développables de

la congruence engendrée parles droites PP' se conservent lorsque

la surface (0) se déforme en entraînant ces droites de manière à

venir coïncider avec (0i), et elles correspondent aux courbes du

système conjugué commun à (0) et à (0|). Ajoutons toutefois que.

si les plans focaux des droites de ces congruences demeurent in-

variables, il n'en est pas de même de leurs points focaux.

Appliquons la remarque générale précédente au cas où l'on

choisit pour 9 une solution particulière déjà indiquée plus haut.

Si X, y, z désignent les coordonnées du centre instantané par

rapport ci des axes invariablement liés à (0), nous avons vu que

l'équation (34) admet la solution

^i = x\+y\ — z\ — x'-—y-— z\

Gomme la sphère représentée par l'équation (3^) a, dans ce cas,



126
'

LIVRE VIII. — CHAPITRE VI.

pour rayon

y/a-f-t- jf -+-^-^ — Oi ou /^2_}_j2_^ 32^

son équation par rapport aux axes mobiles sera évidemment

ou encore
X24-Y2H-Z2— 2X^ — 2 Y_7 — 2Z^ = 0,

et elle passera par un point fixe du système mobile, à savoir l'ori-

gine des coordonnées; de sorte que sa corde de contact sera la

perpendiculaire abaissée de ce point sur le plan de contact de (0)
et de (6)); elle sera l'axe du cercle appartenant au système cy-

clique déterminé par la sphère de rayon nul ayant son centre en ce

point. Par suite, dans ce cas particulier comme dans celui où 9 est

une solution quelconque de l'équation (34), les développables de

la congruence engendrée par cet axe correspondront aux courbes

du système conjugué commun à (0) et à (61).

939. D'après cela, si M désigne un point du système mobile in-

variablement lié à (0), le système cyclique dérivé de ce point se

définira comme il suit.

Les différents cercles (C) du système seront les intersections

du point-sphère M avec les positions successives du plan de con-

tact de (0) et de (0,).

Les différentes surl'aces (S) normales aux positions successives

du cercle (C) seront engendrées par le point d'intersection, avec

ce plan de contact, d'une génératrice rectiligne déterminée, mais

quelconque, du point-sphère M. Chacune de ces surfaces consti-

tuera l'unique nappe focale située à distance finie de la congruence

engendrée par cette génératrice isotrope.

Enfin les deux familles de surfaces (E), (E') qui complètent

avec la famille (S) le système triple orthogonal se définiront de la

manière suivante : Quand le point de contact de (0) et de (0,)

décrira une des courbes du système conjugué commun, l'axe du

cercle (C) engendrera une surface développable (A); les différentes

positions de ce cercle engendreront une des surfaces (E) ou (E'),

qui sera une enveloppe de sphère et sera touchée, en tous les

points du cercle (C), par la sphère qui contient ce cercle et a son

centre au point de contact de l'axe du cercle et de l'arête de re-
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broussement de la développable (A), c'esl-à-dire à l'un des points

focaux de cet axe.

A chaque cercle (C) correspondent évidemment deux sphères

qui le contiennent et qui ont pour centres les deux points focaux F
et F' {Jig'. 86) de l'axe de ce cercle. Comme le ra\on du cercle

(C) est égal à /.MP, P désignant le point où Taxe du cercle coupe

le plan de contact, les angles '^ et cp' sous lesquels les deux sphères

coupent le plan de contact sont évidemment déterminés par les

formules
.MP , . MP

tango = i— , tangcp = jp^,

et, comme elles sont orthogonales, on aura nécessairement

mp'=Pt.Fp.

En d'autres termes, les foyers F. F' divisent harmoniquement le

segment formé parle point M et son symétrique relativement au

plan de contact.

Le lecteur pourra vérifier celte relation en étudiant directement

la congruence rectiligne formée par l'axe du cercle (G); il re-

connaîtra également ce fait important que l'angle cp sous lequel le

plan de contact est coupé par une des sphères demeure le même
pour chaque position de (0) et de (©4) lorsqu'on substitue au

point M tout autre point M( invariablement lié, lui aussi, à (B).

Nous préférons établir ce dernier résultat parla méthode suivante.

940. Soient M, M, deux points du système mobile invariable-

ment liés à (6). Les perpendiculaires abaissées de ces points sur le

plan de contact de (0) et de (0t) engendrent deux congruences

distinctes dont les développables se correspondent, puisqu'elles

correspondent au même système conjugué de (0). Envisageons

d'une manière générale les congruences engendrées par deux

droites parallèles et pour lesquelles les développables se corres-

pondent. Voici les propriétés générales que nous avons déjà si-

gnalées à leur égard (n° 920) et que nous compléterons en les

démontrant de nouveau par une voie directe (').

C) Ribaucour y avait élé conduit de son côté et les a énoncées dans une Note

Sur les sj sternes cycliques insérée le 17 août 1891 au Tome CXIII des Comptes
rendus de l'Académie des Sciences (p. 3o4 et 324).
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941. Soient («:/) et [d') {fig. 85) les deux droites parallèles;

F, F( les points focaux de la première; F', F', les points focaux

correspondants de la seconde. Quand les droites varient, ces points

focaux décrivent les nappes focales des deux congruences, nappes

que nous désignerons respectivement par les lettres (F), (F'),

iMg. 85.

(F,), (F,). Cela posé, quand la droite [cl) engendre une déve-

loppable, elle demeure tangente, par exemple, à la courbe décrite

par le point F et alors la droite [d) demeure tangente à la courbe

décrite par le point F'. Les deux courbes décrites par F et par F'

ajant leurs tangentes parallèles ont, par suite, leurs plans oscu-

latcurs parallèles; et comme ces plans osculateurs (n" 318) sont

les plans tangents aux nappes (F, ), (F', ), il en résulte que ces deux

nappes se correspondent par parallélisme des plans tangents. En
considérant l'autre série de développables on démontrera de même
que les plans tangents aux points correspondants de (F) et de (F')

sont parallèles. D'après les propositions énoncées au n" 319, les

développables engendrées par [d) et par [d) correspondent à un

système conjugué tracé sur les quatre nappes, et, d'après d'autres

propositions données au n"4!26, on sait que, lorsque deux surfaces

se correspondent par plans tangents parallèles, les courbes du

système conjugué commun ont, sur les deux surfaces, leurs tan-

gentes parallèles. De plus, lorsqu'on se déplace suivant l'une des

courbes du système conjugué commun, la droite qui joint les

points correspondants des deux surfaces engendre aussi une déve-

loppable. Nous voyons donc qu'ici les droites FF', F, F'^ engendre-

ront des développables en même temps que les droites [d) et {d).
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Considérons d'abord les développables pour lesquelles les arêtes

de rebroussement sont décrites par les points F et F'; la caracté-

ristique du plan des deux droites sera alors la ligne FF'. Dans

l'autre série de développables ce serait la droite F, F',. Donc la

surface enveloppée par le plan des deux droites touche ce plan

au point P de rencontre de FF' et de F, F', . D'autre part, comme
les deux tangentes PFF', PF|F', décrivent en même temps des dé-

veloppables, il est nécessaire qu'elles soient conjuguées et que,

dans la première série, lorsque F, F' décrivent des courbes tan-

gentes aux deux droites, le point P décrive une courbe tangente

à PFjF, . Ainsi :

Si deux droites parallèles engendrent des congruences dont

les développables se correspondent, le plan de ces droites

touche une certaine surface (S) et les points focaux des deux

droites sont sur deux tangentes conjuguées de (-); de telle

sorte que les congruencesformées de ces droites correspondent

aux deux familles de courbes de (-) admettant les deux tan-

gentes conjuguées.

Lorsque le point P décrira une de ces courbes conjuguées, les

deux droites (<i), (cT) seront tangentes aux deux courbes qui sont

décrites par les points où elles sont coupées par la tangente con-

juguée de la direction suivie par le point P.

942. On peut ajouter encore la propriété suivante :

Définissons un ravon R par légalité

PF R
PF' K — /;

où h désigne une constante quelconque. Décrivons, du point P
comme centre, des sphères (S), (S') de ravons R etR-|- A. La po-

laire de (d) par rapport à (S) sera la corde de contact de cette

sphère avec son enveloppe; et de même la polaire de (d') par
rapport à (S').

En effet, menons par la droite (d) un plan ( P ) tangent à (S). En
vertu de la relation précédente, le plan parallèle (P) mené par (cT)

sera langent à (S') et il sera à la distance h du premier. Comme les

deux plans ainsi construits ont leur distance invariable, ils enve-

D. - IV. 9
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lopperont évidemment deux surfaces parallèles; et, pour tout dé-

placement, leurs caractéristiques, nécessairement parallèles, seront

perpendiculaires à la normale commune des deux enveloppes. En
d'autres termes, toute droite rencontrant ces deux caractéristiques

rencontrera aussi la normale commune aux deux surfaces pa-

rallèles.

Or quand les droites {d) et [d') décrivent des développables,

celles par exemple pour lesquelles les arêtes de rebroussement sont

décrites parles points F et F', la caractéristique du plan (P) passera

évidemment en F et celle du plan (P') en F'. Donc la droite FF'

rencontrera la normale commune aux deux enveloppes. Comme
on peut répéter le même raisonnement pour la droite F, F', on

voit que la normale commune ira passer en P au point de ren-

contre de FF' et de F, F', . Par suite, les points de contact des plans

(P) et (P') avec leurs enveloppes sont sur la perpendiculaire

commune abaissée de P sur ces deux plans; ce sont précisément

les points de contact des sphères (S), (S') avec ces plans; de

sorte que les enveloppes de ces deux sphères sont identiques aux

enveloppes des plans. Cela établit la proposition annoncée.

Nous avions vu au n° 474 que si, des différents points d'une

surface comme centre, on décrit une sphère de rayon variable R,

les points focaux de la polaire de la corde de contact de la sphère

avec son enveloppe sont sur deux tangentes conjuguées de la sur-

face; et il résulte de l'analyse développée dans ce numéro que

deux, sphères dont les rayons diffèrent d'une constante donnent

dans le plan tangent deux polaires parallèles appartenant à des

congruences dont les développables se correspondent. Les consi-

dérations géométriques que nous venons d'exposer prouvent que

Von obtiendra par cette construction tous les systèmes de deux

droites parallèles engendrant des congruences dont les dé-

veloppables se correspondent.

943. Pour compléter l'étude de ce sujet, nous établirons la

réciproque de la proposition démontrée au n° 474, en prouvant

que si une droite {d) {Jlg- 85), située dans le plan tangent d'une

surface (S) et définie pour chaque position de ce plan, engendre,

lorsqu'il varie, une congruence telle que ses points focaux F, F,

soient toujours situés sur deux tangentes conjuguées PF, PF, de
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(S), elle peut toujours être considérée comme la polaire de la

corde de contact (pour abréger nous dirons polaire) d'une sphère

variable avant son centre sur la surface (S). Le rayon de cette

sphère sera déterminé à un facteur constant près.

Supposons, en effet, que la droite FF, se déplace de manière à

engendrer la développable pour laquelle le point focal est F; la

caractéristique du plan tangent sera évidemment PF et, par suite,

le point P se déplacera suivant PF, ; les droites PF, PF, engen-

dreront des éléments de surfaces développabies. En répétant ce

raisonnement pour le second point F, on établira que les déve-

loppabies de la congruence engendrée par FF, correspondent sur

(2) aux courbes du réseau conjugué admettant en P les tangentes

PF, PF, ; et, par conséquent, que la surface décrite par le point

F sera coupée suivant deux familles de courbes conjuguées par

les développabies de la congruence engendrée par PF. Si donc x,

y, z désignent les coordonnées cartésiennes du point P, si p, pi

sont les paramètres des deux familles conjuguées tracées sur (S)

(p restant constant sur les courbes qui admettent la tangente PF,),

les coordonnées cartésiennes du point F seront (n" 418)

dx
""

d^ dp'
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Or il suffit de comparer ces expressions des coordonnées des

points focaux F, F, à celles que nous avons données au n° 474

pour reconnaître que la droite {d) sera la polaire de toutes les

sphères dont le rayon R satisfait à la condition

"r" ~ T

et de celles-là seulement. On tire de là

R = ai),

a désignant une constante quelconque, et notre proposition se

trouve ainsi entièrement établie.

944. Cette proposition nous montre que les différentes droites

(û?) situées dans les plans tangents d'une surface (S) peuvent en-

gendrer deux espèces bien distinctes de congruences : les unes,

pour lesquelles les points focaux de la droite ne sont pas sur deux

tangentes conjuguées de (S); les autres, au contraire, pour les-

quelles les tangentes contenant ces points focaux sont conjuguées.

Pour ces dernières seulement, la droite de la congruence peut

être définie comme la polaire d'une sphère variable ayant son

centre sur la surface donnée. Ces congruences sont aussi les seules

pour lesquelles il existe dans le plan tangent de (S) des droites [d')

parallèles à [d) et qui engendrent des congruences dont les déve-

loppables correspondent à leurs développables. Si l'on désigne

par d et d' les distances des droites [d) et [d') au point P, on doit

avoir, d'après une propriété établie plus haut,

h

d' _ PJ^ _ j^-t^ _ a^
-^J]: _ «

'd
" P"F ~ R~ ~ a 0~ ~ ' ^ "e

'

On voit donc que la droite (<i') dépendra de la seule constante

-; par suite, dans chaque plan tangent de (S), il y aura un seul

faisceau de droites (<i') parallèles à (c?); et les distances mutuelles

de ces droites conserveront un rapport invariable lorsque le plan

tangent variera.

Si des droites {^d') sont les polaires d'une famille de sphères

ayant leur centre sur (S), cette propriété se conserve, d'après le

théorème établi au n° 7o8 et déjà rappelé au n° 938, lorsque la sur-
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face se déforme en entraînant les sphères, les plans tangents et

les droites {d). Par conséquent, la distinction que nous avons

établie entre les congruences engendrées par les droites situées

dans les plans tangents de (-) subsiste après une déformation

quelconque de cette surface : si les droites (d) étaient les polaires

d'une famille de sphères, elle conserveront cette propriété après

la déformation; elles ne pourront lacquérir si elles ne la possé-

daient pas. Nous pouvons conclure de là que :

Si deux droites parallèles situées dans les plans tangents

de (S) engendrent des congruences pour lesquelles les déve-

loppables se correspondent, elles conserveront cette propriété

lorsque {-) se déformera en les entraînant.

Nous ferons usage plus loin de cette proposition.

91o. Revenons aux systèmes cycliques et aux. deux congruences

engendrées par les perpendiculaires abaissées de deux points M, M,

sur le plan tangent commun à (0) et à (61). Le plan de ces deux per-

pendiculaires est le plan projetant de la droite MM, . Donc (n°936)

il touchera son enveloppe au point m où cette droite prolongée va

rencontrer le plan de contact {ftg. 86).

Donc, d'après la proposition du n° 911, les points focaux F, F'

et F,, F', {Jig. 86) des droites MP et M, P, sont situés deux à

deux sur des droites concourantes en m; et ces deux droites wF,
m¥' sont même des tangentes conjuguées de la surface lieu du

point m. Soit (G) le cercle relatif au point M, (C|) le cercle relatif

au point M,. Les sphères qui contiennent ces deux cercles et qui

ont pour centre, la première le point F, la seconde le point F,.

coupent le plan de contact sous des angles o, o, déterminés par

les formules

.MP .M,P,
tango =tpp, tang<5i = i ^:r-^-

Les deux points F, F, étant en ligne droite avec /?i, on aura évi-

demment
tango = tangO|.

Donc, pour tous les systèmes cycliques correspondants à la

triple infinité de points que l'on peut rattachera (0), les eme-
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loppes de sphères engendrées par les différents, cercles lorsque

le centre instantané décrit une des courbes du système con-

jugué commun, coupent toutes sous le même angle le plan de

contact de (0) et de (©i).

Ajoutons la remarque suivante : les rajons des deux cercles (C),

(C)) peuvent être pris égaux en grandeur et en signe aux or-

données PM, PjM,, multipliées l'une et l'autre par i. Avec ce

signe donné aux rajons, m est le centre de similitude des deux

cercles. L'un quelconque des deux plans isotropes que l'on peut

mener par la droite MM, touchera les deux points sphères M et M,

suivant deux droites isotropes invariablement liées au système

mobile et coupera le plan de contact suivant une des tangentes

communes menées de m aux deux cercles. Donc les deux points

de contact de chacune de ces tangentes décriront deux surfaces

normales aux deux cercles, et ces surfaces seront parallèles

puisque la distance des deux points de contact sur les deux cercles

est constante et égale, comme on le démontre aisément, à la

distance des d^ux points M, M,

.

946. On peut compléter cette élude du mouvement de (0)

sur (©t), déterminer par exemple les points où une surface inva-

riablement liée à (0) touche son enveloppe, points qui sont les

pieds des normales abaissées du centre instantané sur la surface.
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On déterminera de même les points focaux de la congruence

engendrée par une courbe invariablement liée à (B). On peut

aussi étudier la congruence engendrée par les courbes (K) qui

sont les sections d'une surface (S) invariablement liée au système

mobile par le plan de contact de (0) et de (6i). On reconnaîtra

aisément par la Géométrie comment on peut assembler ces

courbes (K) en familles admettant une enveloppe. Nous nous

bornerons à considérer avec Ribaucour le cas où la surface (S) se

réduit à un plan (P) qui coupe le plan de contact suivant une

droite [d). Nous allons montrer que les déicloppables de la con-

gruence engendrée pai' cette droite correspondent aux courbes

du système conjugué commun et que leurs points focaux sont

sur les tansrentes menées à ces courbes au centre instantané.

Le lecteur fera aisément la démonstration géométrique. Nous

nous contenterons d'employer l'analyse.

Si, du point de contact de (6) et de (B, ) comme centre, on dé-

crit une sphère tangente au plan (P), la droite {d) sera évidem-

ment la polaire de la corde de contact de cette sphère avec son en-

veloppe. Pour retrouver le théorème que nous voulons établir, il

suffit de se rappeler la proposition du n° MX et de remarquer

qu'ici le ravon de la sphère est une fonction linéaire à coefficients

constants des coordonnées x, y, z définies au n° 938. Par suite,

l'équation ponctuelle relative au système conjugué dont il est

question au n** Vi\ est bien celle à laquelle satisfont x, y, z. x^J

yi, -S, et qui se rapporte au système conjugué commun à (B) et

à(e.).

Cette démonstration suppose essentiellement que le plan (P)

n'est pas Isotrope. Mais la proposition subsiste même dans ce cas

exceptionnel. Il suffit de remarquer que, dans le cas général, on peut

prendre pour le rayon de la sphère non plus la distance au plan (P),

mais une quantité proportionnelle à cette distance (n°9i3), c'est-

à-dire une fonction linéaire à coefficients constants des coordon-

nées a;, yj z qui, égalée à zéro, donne l'équation du plan (P).

Ainsi énoncée, la proposition subsiste sans modification lorsque le

plan (P) devient isotrope.

947. Si nous considérons deux plans parallèles (P), (P) inva-

riablement liés au système mobile, nous obtiendrons deux droites
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(d), {d') dont les plans focaux seront nécessairement parallèles

et dont les points focaux seront sur les deux tangentes conjuguées

de (0) et de (0( ) relatives au centre instantané.

En particulier, si les plans (P), (P') sont isotropes, les deux

droites (û?), (û?') sont normales l'une et l'autre aune surface (n^TGS)

et puisque leurs plansfocaux sont parallèles, deux des surfaces

normales à ces droites admettent la même représentation splié-

rique pour leurs lignes de courbure. Ces deux surfaces seront

décrites par les points dHntersection du plan de contact et de

deux droites isotropes parallèles invariablement liées à (0),

situées respectivement dans les plans (P) et (P').

Ainsi la connaissance d'un couple de surfaces applicables l'une

sur l'autre entraîne celle d'une infinité de couples de surfaces ad-

mettant la même représentation sphérique. Dans les Chapitres sui-

vants, nous établirons la réciproque et nous mettrons en évidence

les relations qui existent entre le problème de la représentation

sphérique et celui delà déformation infiniment petite, en dévelop-

pant les résultats qui ont été indiqués dès 1882 et i883 dans une

série de Communications faites à l'Académie des Sciences.
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CHAPITRE YII.

LES SYSTÈMES CYCLIQUES ET LES SURFACES APPLICABLES.

Rappel des formules établies au Livre IV, Chap. XV, et relatives au système ortho-

gonal formé par les lignes de courbure. — Relation entre les deux équations,

ponctuelle et tangentielle, relatives au système conjugué formé par ces lignes.

— Détermination des surfaces admettant la même représentation sphérique

qu'une surface donnée (£). — Rappel de la première solution. — Théorème de

Ribaucour qui montre que les surfaces cherchées admettent pour normales les

cordes de contact d'une famille de sphères ayant leur centre sur la surface (£).

— Détermination des systèmes cycliques engendrés par des cercles normaux
à (S). — Propriétés géométriques relatives aux systèmes cycliques. — Propo-

sitions qui rattachent la théorie de la représentation sphérique à celle de la dé-

formation des surfaces. — Détermination des systèmes cycliques déduite d'un

couple de surfaces applicables. — Ce que deviennent les réseaux I, II, III du

Chapitre III pour un couple de surfaces applicables (6), (6,). — Définition

nouvelle de la méthode de transformation introduite au n° 903 sous le nom
d'inversion composée. — Les formules qui permettent de définir le roulement

de (8) sur (8J. — Détermination de tous les systèmes triples orthogonaux

pour lesquels une des familles est composée de surfaces à lignes de courbure

planes dans un système.

948. Rappelons rapidement les résultats établis au Livre l\\

Chap. XV [II, p. 338 et suiv.]. Nous avons désigné par x,y, z

les coordonnées rectangulaires d'un point variable d'une surface

quelconque (S), par ^, c', c" les cosinus directeurs de la normale

en ce point et nous nous sommes proposé de trouver tous les

systèmes cycliques formés de cercles normaux à (-). Pour cela

nous avons pris comme point de départ les équations dOlinde
Rodrigues

!àx de ày ^ de' dz „ de"

o? do dp dp dp dp

dx de àjr de' dz _, de'
XT "•" ï^i 3— = o, 3^-hRi— =o, T -Ri — = o,
<^?t àpi dpi dzi dpi ùpi

OÙ p et p , désignent les paramètres des lignes de courbure, R et R,
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les rayons de courbure principaux de (S). Considérons d'une ma-
nière générale le système

dp dp (Jpi dpi

Il résulte des formules précédentes qu'il admet les solutions

particulières

\
^x = c, [^ = c', II

— c";

mais nous avons aussi remarqué (n" 481) qu'il admet encore la so-

lution particulière définie par les équations

(4) ^ = > ix = ex -i- cy -h cz.

Si l'on élimine X entre les deux équations (2) on sera conduit à

l'équation du second ordre

<'> .-^(«^^) = |(«.|^)-

qui, devant admettre les solutions particulières

c, c', c", ex -+ e'y -\- c" z,

sera l'équation tangentielle relative au système conjugué formé

par les lignes de courbure de (S). De même si, entre les deux

équations (2), on élimine p., on trouvera que \ satisfait à l'équa-

tion

àpx \\\ dp) dp \l\i dpi

qui n'est autre que l'équation/?o/ic^Me//e relative au même système

conjugué puisqu'elle admet les solutions particulières

X, y, z, x^'-^-y'--^ z-^.

La liaison que le système (2) établit entre ces deux équations

aux dérivées partielles (5) et (6) met en évidence le fait suivant :

Viiitégration de V une quelconque des deux équations en-

traînera celle de Vautre, qui s obtiendra par une simple

quadrature à deux variables indépendantes. Cela résulte des
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formules

(7)

tout à fait équivalentes à ce système (2).

9i9. D'après cela, si l'oa veut déterminer toutes les surfaces

ajant même représentation sphérique que (S), il suffira (n" 162)

de choisir une solution quelconque a' de Téquation (5) et de

prendre l'enveloppe du plan défini par 1 équation

cX -^ c' Y ^- c' Z — -jl' = o.

Mais, pour établir les relations géométriques qui vont suivre,

nous introduirons, au lieu de |x', la fonction

a = ;x'— (ex -r- c'y -:- c' z),

qui est également une solution de l'équation (5). Le plan qui en-

veloppe la surface cherchée aura donc pour équation

(8) c(X— ar)^c'(Y—j')-Hc'(Z-^)= jx,

de sorte que toute surface (Z') ajant même représentation sphé-

rique que (2) sera définie par les trois équations

c(x'—x)-h c'{y— y)-^- c'(z'—z)= il,

(9) \ ^? ' do -^ -^ ' ùo
^ ' dp

où x\ r', z' désignent les coordonnées du point de (S') pour lequel

le plan tangent est parallèle au plan langent de (I). Prises sépa-

rément, les trois équations précédentes représentent, l'une le plan

tangent, les deux autres les plans principaux de (S').

9o0. Les formules que nous venons de rappeler permettent de

démontrer presque immédiatement un théorème de Ribaucour.

Associons à la solution u. la fonction A vérifiant les deux équa-

tions (2) et définie par la première quadrature (7). En multipliant
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par R et R, respectivement les deux dernières équations (9), on

pourra leur donner la forme

1 i-c^'— ^)-t- /- (y— j')-i- T" (-' — -)= -T-'
] do ^ do ^-^

-^ ' dp ' ôo

Si l'on y regarde pour un instant x'
,
y', z' comme des coor-

données courantes, ces deux équations représentent évidemment

la normale à (2'). D'autre part, considérons la sphère (S) définie

par l'équation

(il) (x'— xy^{y— y)-+ (z' — zy = — i'k.

Les mêmes équations (10) représentent la corde qui joint les

deux points de contact de cette sphère avec son enveloppe. Comme
la sphère (S) a son centre au point (x, y, z) qui appartient à (S ),

on peut donc énoncer la proposition suivante :

Etant données deux surfaces (S), (S') ayant même repré-

sentation sphérique, chacune peut être considérée comme nor-

male aux cordes de contact d'une famille de sphères ayant

leur centre sur Vautre surface (').

Les deux familles de sphères dont il est question dans l'énoncé

précédent ne sont même pas entièrement déterminées quand on

connaît seulement les deux surfaces (S), (S'). Considérons, par

exemple, la sphère (S) définie par l'équation (i i); son rayon y/— :^ A

dépend de \ qui, lorsque (S') est connue, c'est-à-dire lorsque ji.

est donnée, est défini par la première des quadratures (7). On
peut donc toujours ajouter une constante à X, c'est-à-dire ang-

menter d'une quantité déterminée quelconque les carrés des

rayons de toutes les sphères qui composent les familles dont il est

question dans l'énoncé précédent.

Le théorème de Ribaucour conduit à une nouvelle solution du

problème de la représentation sphérique. Comme \ est une solu-

tion de l'équation (6), c'est-à-dire de l'équation ponctuelle rela-

(') Ribaucour, Sur une propriété des surfaces enveloppes de sphères

{^Comptes rendus, t. LXVII, p. i334; 1868).
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tive au système conjugué formé par les lignes de courbure de (S),

on voit que toute solution A de cette équation donnera les

normales à Vum des surfaces cherchées (2') par les équa-

tions (lo), c^est-à-dire comme cordes de contact de la sphère dé-

finie par l'équation (ii). Mais remarquons que, pour avoir

efFectivement la surface cherchée, et non plus seulement ses nor-

males, il restera à déterminer p. par la seconde des quadratures (7).

La constante introduite par cette quadrature fournira toutes les

surfaces admettant les mêmes normales.

951. Nous avons vu au n° 482 qu'à chaque système cyclique

formé de cercles normaux à (S) on peut associer un système A^ u.

de solutions du système (2) et vice versa. Etudions les relations

géométriques entre ce système cyclique et le couple des surfaces

(Z), (I'), admettant la même représentation sphérique et corres-

pondant à la solution a.

Soient {Jig- 87) M et M' deux points correspondants quel-

conques des surfaces (S), (S') ; MR, M'R' les deux normales en ces

points aux deux surfaces, normales nécessairement parallèles.

Reprenons les équations (09) et (60) données aux n°* 481, 482

[II, p- 341]

, (P,+ {x)[(X-x)î-h(Y-j')î+ (Z--)î]

-f-2À[ c(X— x)-^ c'(Y— j ;>-^- c'(Z

—

[«2) {

^ r (îc „ , de' ., de' „2XU-(X — x)^-r-(Y— j')-H --(Z-
L<9_vj

^ dpi
•'

dpi

o -

équations qui font connaître les coordonnées X, \ , Z d un point

variable en fonction des trois variables 0, Oi, 0,. Nous avons vu

<|ue les valeurs de p, p, ,
po tirées de ces trois équations sont les pa-

ramètres des trois familles qui composent le système orthogonal.

Si nous considérons seulement les deux dernières équations (12),

elles représentent, pour chaque système de valeurs de p et de p,,
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un cercle (C) normal en M à (S), cercle qui engendre le système

cyclique considéré. La sphère représentée par la première des

équations (12) admet, lorsque p et p, varient, une enveloppe à

deux nappes qui se compose de la surface (S) et d'une des sur-

faces normales à toutes les positions du cercle (G). L'ensemble

Fig. 87.

de ces enveloppes forme la famille des surfaces de paramètre Oo.

Prises séparément, la deuxième et la troisième équation repré-

sentent deux sphères orthogonales se coupant suivant le cercle (C)

et tangentes en tous les points de ce cercle aux enveloppes de

sphèies (E), (E() qui constituent la deuxième et la troisième

famille de notre système orthogonal. Par exemple, pour obtenir

toutes les enveloppes (E) de paramètre p, on peut éliminer 0,

entre les deux dernières équations (12) ou, ce qui est la même
chose quant au résultat, prendre l'enveloppe de la sphère définie

par la seconde équation en faisant varier p, seulement. Tous

ces résultats sont acquis et ont été démontrés au Livre IV,

Chap. XV. Comme d'ailleurs on peut toujours se donner arbi-
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trairement la surface (S), il est clair que les équations précédentes

définissent le système cyclique le plus général rapporté à l'une

quelconque des trajectoires orthogonales de tous les cercles,

pourvu que l'on choisisse pour a et |a les solutions les plus géné-

rales du système (2) relatif à la surface (S).

9o2. Tous ces points étant rappelés, reprenons les deux der-

nières équations (9) qui définissent la normale à la surface (S')

et comparons-les aux deux dernières (12) qui représentent le

cercle (C). On passe des unes aux autres par la substitution

x'— X v'— V z!— z — 2).

y^— x Y—j Z — z K\ — xf--^(X—yf-~\'L—Z!''

Ces formules considérées comme établissant une relation entre

les deux points (X, Y, Z) et (ar', y\ z') définissent évidemment une

inversion dont le pôle est le point M et dont le module est y/'— 2 À,

c'est-à-dire dont la sphère principale est la sphère (S). Cette

même substitution, appliquée à la première des équations (12), la

transforme de même dans la suivante

(i3) c{x'— x)-h c'{y—j^)-hc'{z'—z)= .a-T-Oi;

c'est l'équation d'un plan qui enveloppe une surface (-'') parallèle

à (2') et menée à la distance Oo de (-'). On peut donc énoncer le

théorème suivant :

Étant données deux sur/aces (S), (S') qui ont la même re-

présentation sphérique, soient M, M' deux points correspon-

dants pris respectivement sur ces deux surfaces. La normale
en W peut toujours être considérée comme la corde de contact

d'une sphère (S) ayant son centre en M et dont le rayon y/— 2

À

dépend de la quadrature qui déterm.ine \. La figure inverse

de cette normale par rapport à la sphère (S) est un cercle (C)

dont les différentes positions engendrent un système cyclique.

Ce cercle, évidemment normal en Ma (2), passe par les points

d'intersection P et (^ de la sphère (S) et de la normale en M'.

Les différents points m', m" de ce cercle qui sont les inverses

de M' ou de tout autre point M' de la normale situé à une
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distance invariable de M' engendrent les différentes surfaces

normales à toutes les positions du cercle (G). Enfin les deux

sphères qui sont les inverses des plans principaux de (S') sont

celles qui touchent les deux enveloppes de sphères (E), (E,)

auxquelles appartient le cercle (G), enveloppes qui sont

engendréespar ce cercle lorsquHl se déplace de telle manière

que le point M décrive une des lignes de courbure de (S). Les

centres de ces deux sphères sont évidemment au point de ren-

contre des tangentes principales de (S) en M et de l'axe du
cercle (G).

953. 11 résulte de cette première proposition qu'à tout couple

de surfaces (S), (S') admettant la même représentation sphérique

on peut faire correspondre une infinité de systèmes cycliques

formés de cercles normaux à (S); car on peut toujours ajouter

une constante arbitraire à la fonction a.

Cette proposition peut d'ailleurs revêtir une autre forme si l'on

considère comme connu un système cyclique, engendré, par

exemple, par le cercle (G), et si l'on envisage trois trajectoires

orthogonales quelconques (S), (S,), (Sa) de ce cercle.

Soient {fig. 87) M, m', nf les points où ces trois surfaces

coupent le cercle (G). La première (S) pourra toujours jouer le

rôle de la surface de même nom dans l'énoncé précédent; la

connaissance des deux points m', m" nous permettra de reconsti-

tuer toute la figure et de retrouver, en particulier, les points

M', M".

En effet, dans le plan du cercle (G), la droite M'M" sera

évidemment déterminée par la condition d'être parallèle à la tan-

gente en M au cercle (G) et d'avoir le segment M'M" intercepté

entre les droites concourantes Mm', Mm" égal à une longueur

constante quelconque pa. Gette droite sera normale aux sur-

faces (S'), (S") décrites par les points M', M", et ces deux surfaces

parallèles admettront pour leurs lignes de courbure la même re-

présentation sphérique que (S). Leur normale commune M'M"

sera la corde de contact de la sphère variable de centre M qui

passe par l'intersection de cette normale même et du cercle (G).

Quand on fera varier la constante po, toutes les surfaces décrites

par le point M' seront celles que l'on obtiendrait en multipliant la
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fonction a par une constante quelconque, dans l'équation (8),

ce qui est évidemment permis.

Ool. Ces propositions préliminaires une fois établies, revenons

à l'étude que nous avons interrompue à la fin du Chapitre précé-

dent. Etant données deux surfaces (S), (S') de même représenta-

tion sphérique, soient (<:/). {d') leurs normales, nécessairement

parallèles, en deux points correspondants. Le plan (P) de ces

deux droites enveloppe une surface que nous désignerons par(0i).

Quand la surface (0, ) se déformera en entraînant les deux droites,

elle ne cesseront pas, dans leurs nouvelles positions, d'être nor-

males à des surfaces (n" 760) et, de plus, les développables

qu'on peut former avec elles ne cesseront pas de se correspondre

(n°944). Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante,

due à Ribaucour {^) '•

Quand deux surfaces (S), (2') admettent la même repré-

sentation sphérique, le plan des normales correspondantes

enveloppe une surface (0|). Si la surface (Bj ) se déforme en

entraînant les deux normales dans ses différents plans tan-

gents, celles-ci ne cessent pas d'être normales à des surfaces

admettant la même représentation sphérique.

Mais il importe d'examiner surtout un cas particulier de cette

déformation. Construisons le cercle (C) défini plus haut, normal

en M à {-) et déformons la surface (6|) de telle manière que

l'une des sphères de ra\on nul passant par le cercle (C) se ré-

duise à un point fixe A invariablement lié à la forme nouvelle

(0) de (0»). Si l'on fait rouler la surface (0) sur (0|), le point

M sera toujours sur une droite isotrope passant par A et invaria-

blement liée à (0) (n"* 936 et 947); la normale en M à la sur-

face (2) sera l'intersection du plan de contact de (0) et de (0i)
par un plan isotrope déterminé (I) du système mobile, plan

qui sera tangent au point-sphère A suivant la génératrice iso-

trope AM (n° 936). Enfin, les seules droites parallèles à {d)

situées dans le plan de contact, et qui pourront engendrer des

C) RiBAUCOCR, Note déjà citée plus haut [p. 127].

D. - IV. 10



l46 LIVRE VIII. — CHAPITRE VII.

congriiences dont les développables correspondent à celles de la

congruence des normales à (S), seront les intersections du plan

de contact par des plans isotropes déterminés, parallèles au plan (I)

de la figure mobile (n°* 936 et 944). Comme l'on connaît une de

ces droites, qui est la normale à (S') en M', on voit que cette

droite [d') sera elle aussi dans un plan isotrope déterminé (F) du

système mobile, plan qui sera parallèle au premier (I). Ainsi, nous

obtenons le résultat suivant, également remarqué parRibaucour :

Étant données deux surfaces qui ont la même représenta-

tion sphérique, si la surface (0,) enveloppe du plan qui con-

tient leurs normales en des points correspondants se déforme

en entraînant ces droites, elles ne cessent pas d'être normales

à des surfaces ayant la même représentation sphérique ; et il

existe une déformation (0) de (©i) dans laquelle les droites

sont amenées à décrire deux plans isotropes parallèles.

955. Il résulte de ces propositions que, si tout couple de sur-

faces applicables conduit (n° 947) à une infinité de couples de

surfaces admettant la même représentation sphérique, inverse-

ment tout couple de surfaces admettant la même représentation

sphérique fournit une infinité de couples de surfaces applicables.

Il ne sera pas inutile d'insister sur la nature et l'étendue des opé-

rations par lesquelles on déduit l'un de l'autre le couple de sur-

faces applicables et le couple de surfaces admettant la même re-

présentation sphérique.

Si l'on part d'abord du couple de surfaces applicables (0),

(0,), nous avons vu (n° 947) que, pour obtenir deux surfaces

admettant la même représentation sphérique, il faut faire rouler

(0) sur (0,) et prendre les points d'intersection avec le plan de

contact de deux droites isotropes parallèles, invariablement liées

à (0). Ces deux points d'intersection décrivent les surfaces cher-

chées (S), (S'). Toutes les opérations par lesquelles on les obtient

n'exi"-ent donc aucune intégration et introduisent les cinq con-

stantes arbitraires dont dépend la position des deux droites iso-

tropes parallèles.

956. Supposons, au contraire, qu'on se donne les surfaces (S),
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(S') admettant la même représentation sphérique, et conservons

toutes les notations employées au début de ce Chapitre. 11 faudra

d'abord construire les cercles (C) normaux à (2) et, par consé-

quent, effectuer la quadrature qui détermine A; mais, cette quadra-

ture une fois obtenue, il ne restera plus à faire que des différen-

tiations et des éliminations. En effet, lorsqu'on a un système

cyclique et les trajectoires orthogonales des cercles qui le com-

posent, la surface (6| ) est Tenveloppe des plans des cercles. Quant

au système mobile formé de la surface (0) qui roule sur (©«) et

des points qui lui sont invariablement liés, on le déterminera

comme il suit. Nous en connaissons un premier point O qui est

l'un des points-sphères passant par le cercle (C). Si m et m' dé-

signent les points où ce cercle est coupé par deux de ses trajec-

toires orthogonales, les plans isotropes touchant le point-sphère O
suivant les droites O m. O m' sont des plans déterminés du svstème

mobile se coupant suivant une droite invariablement liée à ce

système. On pourra ainsi obtenir, en nombre aussi grand qu'on

le voudra, des droites passant par le point O du système mobile.

Trois de ces droites forment un trièdre invariable auquel on

pourra rattacher un trièdre trirectangle; et les distances du point

où (6() touche le plan du cercle (C) aux trois faces de ce trièdre

trirectangle ne seront autres que les coordonnées du point corres-

pondant de la surface cherchée (0), rapportée à des axes inva-

riablement liés à cette surface. Cette surface sera ainsi déterminée

sans aucune quadrature nouvelle.

Si l'on substitue aux surfaces (S), (S') celles que l'on obtien-

drait en remplaçant successivement, dans l'équation (8) du plan

tangent, ;jl par une fonction linéaire quelconque des solutions c,

d^c!\ ;j., ex -\- c y -r- c' z^ on verra facilement qu'ici encore on
peut introduire cinq constantes sans qu'il soit nécessaire de faire

une nouvelle intégration.

9o7. D'après les remarques précédentes, ce sont les systèmes

cycliques qui établissent le lien entre les deux théories, au premier

abord si éloignées, de la déformation des surfaces et de la repré-

sentation sphérique. On peut obtenir de tels systèmes, soit en

partant d'un couple de surfaces applicables (0), (0|), soit en

prenant comme point de départ un couple de surfaces admettant
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la même représentation sphérique pour leurs lignes de courbure.

En développant les calculs qui permettent de les faire dériver d'un

couple de surfaces applicables, nous allons rencontrer quelques

relations qui viendront s'ajouter utilement aux propositions déjà

trouvées ou qui permettront l'application des méthodes indiquées

dans les Chapitres précédents.

A cet effet, envisageons d'abord deux surfaces (S), (S,), se

correspondant avec orthogonalité des éléments linéaires; et con-

servons toutes les notations du Chapitre III. Si l'on pose

IX=:X'^X\, l Xi = X\ — X',

(•4) r = ¥'+¥;, (.4)' )y, = Y\~Y',

{ z = Z' -hZ\; { Zi = Z'i — Z']

ce qui donne

/
a- -4- 37,

A, = ——}

(i5) ^ Y'^=Z±Zl, (,5)'
2

Z -{- Zi

X
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veloppe seront les centres de sphères de rayon nul coupant le

plan tangent à (0) suivant un même cercle (C) qui engendrera un

système cyclique. L'équation de la nouvelle position (U,) de la

sphère (U) est évidemment

(,6) (x-x;)»^-(y-y;)'--(z-z;)»=x'î-^y'î+z'ï;

ou, en remplaçant X', X',, ... par leurs valeurs (i5),

(17) (X-x)(X-a:i)-^(Y-v)(Y-7,)--<Z-^)(Z-^i)=o.

Celte équation représente évidemment la sphère décrite sur le

segment MM, comme diamètre. Les points où elle touche son en-

veloppe s'obtiendront en joignant à l'équation précédente sa diffé-

rentielle totale

{\-x)dx,-^{Y-y)dy^ + {,Z-z)dzr

-i- (X — ar, ) rfx -i- ( Y —^'1 )dy-^{Z — Zi)dz = o.

En tenant compte des relations (5) [p. 4.9] entre les différen-

tielles <fx, f/x, , . .
.

, on peut donner à cette dernière équation la

forme suivante

[X — r — c ( Y — r,)-i- 6(Z — 3, )]da7i

-+- [ Y — r— a(Z — 5,)-t- c(X — ar,)]c(r>-i

-^[Z — ^ — 6(X- j:,)-i-rt(Y— jKi)]rf-i = o,

et comme û?j:,, dy^J dzf sont reliés uniquement par l'équation

a, dxi ~ bi rfvj -i- C\ dzi = o,

on aura nécessairement

; X — x — c(\—yi)-i-b(Z — Zi)

(.8)
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portions positives des deux normales soient du même côté par

rapport aux surfaces (6), (Oi) (').

9o9. Ces expressions des cosinus directeurs des normales aux

deux surfaces (0), (0,) nous conduisent à la proposition sui-

vante :

En calculant les différentielles rfC,, dX.\ et tenant compte de

la relation

Cl d\\ -T- G'i rfY'i -+- Gj dZ\ = o,

on formera l'identité

j
2v/KKTQc^Ci</X'i

= C da{dx — dxi )— V dayidx -i- rfr,)

(23)

a dai dx + dxi

b dbi dy -r- dyy

c dci dz -+- dzi

ai da dx ->c- dxi

bi db dy-{-dyi

Cl de dz -r- dzi

Si l'on remarque que les relations différentielles (5) et (45) du

Chapitre III conduisent à des identités telles que les suivantes.

a dai dxi

b dbi dyi

c dci dzi

a da 1 dx

b dbi dy

c dci dz

= C dai dx,

=— (a*-4- b--T- C-) V dai dxi,

on donnera à la relation (aS) la forme suivante

(24) a/KKi V dC'i rfXi = Kl V û^a (/jT — K V daidxi

(•) Les relations différentielles entre a:,^, z, x„ y\, -, ne changent pas si l'on

remplace a:,, y^, j, par hx,, hy\, hz^; a„ 6„ c, par ha,, hb,, lie, et a, b, c par

-7-» r» 7 » ^ désignant une constante quelconque. Si cette constante devient très
il h h
petite, X,, y„ z, deviennent très petites et les deux surfaces (6), (0,) viennent

se confondre. Il faut donc que les expressions (21) et (22) des cosinus se rap-

prochent, ce qui entraîne la détermination du signe pour les secondes (22).
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Par de simples changements de signes on établira également la

formule

(25

)

2 \/KK7 C dC dX.' = Kl C ^a c/:p + K Q da^ dxi,

relative à la surface (0).

960. Or, dans la théorie du roulement de deux surfaces l'une

sur l'autre, nous avons été amené à considérer différents réseaux

tracés sur les surfaces (0), (©i) :

1° Le réseau conjugué commun. Comme l'équation ponctuelle

relative à ce réseau est la même pour (0) et pour (0)), il est

clair que cette équation admettra également les solutions .a?, y, ^,

.r<, jKi , Zf qui sont des fonctions linéaires de X', X'^, .... Donc

le réseau conjugué commun à {Q)età (0i) sera aussicommun

aux deux surfaces (S) et (S, ). Ce sera notre réseau III. Seule-

ment, sur (0) et sur (0)), ses invariants tangentiels ne seront

plus nécessairement égaux.

L'équation relative à ce réseau doit admettre (n° 93o) la solu-

tion particulière

0'= X'jî + Y',2 -f- Z'i2_ X'2— Y'2— Z'2,

qui se réduit ici à

(aG) ^' = xxi-\-yyi-{- zz^.

2" Le réseau formé de courbes pour lesquelles les courbures

normales sont égales et de même signe. Nous avons vu (n° 933)

que ces courbes sont telles que, si le centre instantané décrit l'une

d'elles, le mouvement se réduit au roulement d'une développable

sur une développable. Elles sont évidemment définies par l'équa-

tion difTérentielle

Q dC d\'— C rfCi rfX; = o,

qui, en vertu des formules (24) et (aS), devient ici

da dx = o.S
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Elles correspondent donc aux lignes asymptotiqiies de (S) qui

constituent notre réseau I.

Remarquons que (S) est homolhétique à la surface milieu de

(6) et de (0,), c'est-à-dire au lieu du milieu du segment qui réunit

les points correspondants de (8) et de (0|).

3° Enfin, si l'on faisait rouler sur (0»), non plus (0), mais la

surface symétrique, les courbes précédentes seraient évidemment

remplacées parcelles pour lesquelles les courbures normales sont

égales et de signes contraires. L'équation difTérentielle

C rfC rfX' H- Q dCi d\\ = o

de ce troisième réseau, en vertu des identités (24) et (aS), est

identique à la suivante

« V dai dxi = o.

On voit donc que les courbes dont il se compose correspondent

aux lignes asymptotiques de (S|), c'est-à-dire aux courbes de

notre réseau II.

Ainsi se trouvent définis géométriquement sur les surfaces ap-

plicables (0) et (0|) les trois réseaux du Chapitre III.

961. Revenons à nos systèmes cycliques. Pour obtenir les

points de contact de la sphère (Ui) avec son enveloppe, il faut

joindre à son équation (i-) les deux équations (18) ou (19) de la

corde de contact. Prenons, par exemple, les deux équations (18),

constituées par l'égalité de trois rapports. En ajoutant les numé-

rateurs et les dénominateurs après les avoir multipliés respective-

ment par X — Xi. Y — j^, , Z — -, , on trouvera un nouveau rap-

port

(\ — r)(X— .ro— (\—y)(Y—_y,)— (Z — z)iZ — Zi)

aii,X— Xi)^bi{\—yi)-r-Ci{Z — Zi)

égal aux précédents et dont le numérateur est certainement nul

pour le point de contact cherché. Si le dénominateur de ce rap-

port est différent de zéro, il faudra que, pour le point de contact,

les numérateurs des trois rapports (18) soient nuls. On est ainsi
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conduit aux trois équations

l X-.r-c(Y-r,V+^'(Z--i) = o,

(27) < Y— ) — a(Z — Ji)-^c(X— ar,)=o,

( Z — z—b{\ — Xi)^a{Y—yi)=o,

qui déterminent l'un des deux points de contact cherchés. Le

second sera défini par les équations analogues

(28)
I

\-r,— ai{Z — z)^Ci{X — x) = o,

( Z — ^1 — /;i(X- j')-7-ai(Y — 7)=o,

de sorte que l'un et l'autre, comme il élait aisé de le prévoir, se

déterminent rationnellement. Remarquons que le premier est

dans le plan tangent de (S), comme il résulte de l'équation

a(X-.r)-^6(Y-j)-^c(Z-..) = o,

conséquence des formules (27); et que le second est, de même,

dans le plan tangent de (S,). Nous expliquerons plus loin ce

fait si curieux.

y62. La sphère (Ui), que nous avons été conduit à introduire

dans la théorie précédente, donne naissance à quelques propriétés

parmi lesquelles nous signalerons la suivante :

Les points oîi elle coupe la droite d'intersection des plans tan-

gents à (S) et à (S, ) sont dans les plans focaux de la droite MM,
qui réunit les points correspondants de (S) et de (S,).

Mais nous préférons insister sur le rôle qu'elle joue dans Tin-

version composée.

Reprenons les formules données au n" 903 et qui définissent

cette transformation. Etant donnés deux points M, M, dont les

homologues soient M', M', ; considérons les deux sphères (V) et (V)

décrites respectivement sur MM, et sur M' M', comme diamètres.

Ces deux sphères sont les inverses l'une de l'autre relativement à

l'inversion simple que l'on obtiendrait en supposant, dans les

formules (16) [p. 80], que les deux points distincts (^, j>', z)

et(x,,j^,, Zx) soient amenés à coïncider. Admettons ce résultat

dont la vérification est aisée : nous voyons qu'on peut en déduire
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une réduction de l'inversion composée à l'inversion ordinaire. En

effet, pour définir l'inversion composée par laquelle on transforme

un système de deux points M, M,, on décrira sur MM, comme

diamètre une sphère (V) et l'on prendra la transformée (\ ') de

cette sphère dans une inversion ordinaire. Celte sphère (V) aura

un diamètre unique dont les extrémités M', M', seront sur les

droites OM,, OM qui joignent les points M,, M au pôle de l'in-

version; et le segment M'M', sera celui qui doit correspondre

à MM,, dans l'inversion composée telle qu'elle a été définie

au n ' 903.

Il résulte de cette nouvelle définition que, lorsque Von ap-

pliquera l'inversion composée aujc deux surfaces (S), (S,), on

soumettra en réalité les sphères (U,) à une inversion simple.

11 en sera donc de même pour les points de contact de ces sphères

avec leurs enveloppes, pour les sphères de ravon nul qui ont leurs

centres en ces points et, par suite aussi, pour les cercles qui

composent le système cyclique dérivé de (S) et de (S, ).

963. Il sera évidemment très utile pour les applications de

pouvoir représenter d une manière simple le roulement de deux

surfaces applicables l'une sur l'autre. Or les résultats que nous

avons donnés au Chapitre III nous conduisent, pour définir ce

déplacement, à des formules de la plus grande simplicité.

Reprenons, par exemple, les équations (46) [p. 66] qui défi-

nissent la surface (S,). Si nous y remplaçons .r, J", , . - • par leurs

expressions (i4) en X', X, , . . , leurs seconds membres prennent

la forme

/ x,-cyy-^byz =X;-X'-c,(Y', -^Y')-+-6,(Z', -Z'),

(^9) ] yi-aiz — c^x = y; — Y'— ai(Z', ^Z')^Ci(X'i — X),

' -1 — bix — uij- — Z', — Z' — bi(\\ ^ X.';-f- ai( Yj -^ Y').

Or écrivons ces formules comme il suit

/ X'-^c,Y'-6,Z'= x;-:r, -c,(Y',-.r)+ «'i(Z',-5),

(3o) ! — c,X'- Y'^a,Z'= c,{X',-x)- Y, -j», —ai(Z, - ^),

(_6,X'-a,Y'- Z' =—6,(X',-x)+ a,(Y;—j)H- Z^-^,,

et considérons-y pour un instant X', Y', Z' et X',, \\, Z', comme

des coordonnées variables, tandis que nous attribuerons des valeurs
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déterminées aux deux paramètres dont dépendent a:, Xt, a^^ ....

Elles définissent évidemment une substitution linéaire : cette sub-

stitution représente un déplacement. Si on les résolvait, par

exemple, par rapport à X', Y', Z', on retrouverait les formules

célèbres qu'Euler a donaées, le premier, dans les Nouveaux
Commentaires de Pétersbourg et qui sont rationnelles par rap-

port à trois arbitraires (ici «i, 6, , c,). Admettons ce premier

point que reconnaîtront sans peine tous les lecteurs au courant de

la théorie des substitutions orthogonales. Il est clair dès lors que,

si l'on fait varier les paramètres qui entrent dans «< , &,, Co ^,

ic,, . . . , on aura une suite continue de déplacements, ou mieux

un déplacement à deux variables indépendantes. Ce déplacement

est précisément le roulement des deux surfaces (0), (Qi) l'une

sur l'autre. C'est le roulement de (0) sur(0,) si l'on considère

les points (X', Y', Z') comme appartenant à la figure mobile;

c'est le mouvement inverse, si l'on considère au contraire comme
mobile la figure qui est lieu des points (X',, Y',, Z', ).

Pour établir ce résultat essentiel, considérons X', Y', Z' comme
appartenant à la figure mobile. Si nous remplaçons, dans les for-

mules (3o), X', Y', Z' par les valeurs (i5) qui correspondent à un

point de la surface (0), elles nous donneront les valeurs (i5)' de

X',, Y',, Z', . Donc déjà le déplacement se produit de telle manière

qu'à chaque instant le point de la surface (0), considérée comme
appartenant à la figure mobile, coïncide avec le point correspon-

dant de (01 ). Pour compléter la démonstration, différentions

totalement, avant toute hypothèse, les formules (3o). La première,

par exemple, nous donnera

dX'-+- Cl dY'— hx dH = f/X'j — Cl dX'i + h^ dZ\

— dci{Y'+Y\-y)+dbi{Z'-+-Z\ — z),

pourvu que nous remplacions dxi par sa valeur déduite des rela-

tions (45) [p. 66]. Or, si nous substituons, dans cette relation

générale, à Y', Y',, Z', Z\ les valeurs qu'elles acquièrent pour le

point commun à (0) et à (0)), les coefficients de dbt, dd de-

viennent nuls, et il reste la première des trois relations suivantes

dX'+ Cl dY'— bi dZ'= dX\ — cj dY\ -f- b^ dZ[,

— Cl <fX'-h fl?Y'-f- a, (iZ'= Cl ofX'i -f- dY\ — axdZ\,

bxdX'— «1 fl?Y'-f- dZ' — — 6i t/X'i H- «1 f/Y'i -H dZ\,
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les deux dernières se déduisant de la première par de simples

permutations circulaires. Or ces trois équations, qui sont celles

que l'on obtiendrait en différentianl les formules de transforma-

tion (3o) où les coefficients seraient traités comme des con-

stantes, expriment évidemment que le point commun à (6) et

à (6|) a le même déplacement en grandeur et en direction quand

on le considère, soit comme appartenant à la figure mobile, c'est-

à-dire à (O), soit comme appartenant à la figure fixe, c'est-à-dire

à (©i). Ces deux surfaces sont donc applicables Tune sur l'autre,

ce que nous savions déjà ; et le mouvement considéré est le roule-

ment de l'une sur l'autre.

964, Les raisonnements qui précèdent s'appliquent sans modi-

fication si, au lieu de prendre, comme point de départ, les for-

mules (4^) [p- 66] on emploie les formules (5) [p. 49]- On est

alors conduit à la substitution linéaire définie par les équations

/ X'^cY'-6Z' = - {X\-x) -c{X\-y,)-b{Z\-z,\
(3i)

j
-cX'- Y'-«Z'=-c(X'i— :r,;- {\\- y) ^ a{Z\- z,),

( b\-a\'- Z'= 6(X', — X,) — «(Y'i-j^O- (Z'i— -=),

toutes pareilles aux formules (3o). Seulement, par suite du

changement de signe de X', Y', Z', elles ne représentent plus un

déplacement, mais une transformation parsvmétrie relative à l'ori-

gine des coordonnées, suivie d'un déplacement. On démontrera

comme précédemment que, lorsque varient les paramètres dont

dépendent a, x, Xi, ..., ces formules définissent le roulement

sur (0t), non plus de (0). mais de la surface symétrique (0').

965. Les formules précédentes permettent de vérifier quelques-

uns des résultats que nous a fournis la Géométrie dans l'étude

qui a fait l'objet du Chapitre précédent. Appliquons-les, par

exemple, à la détermination des systèmes cycliques que l'on peut

faire dériver du couple de surfaces applicables (0), (0i). Si, dans

les formules (3o), on attribue à X', Y', Z' des valeurs constantes

quelconques, elles fourniront les coordonnées X',, Y',, Z', du point-

sphère qui coupe le plan de contact de (0) et de (0, ) suivant le

cercle (C), dont les différentes positions engendrent le svstème

cyclique cherché. Soit A le point invariablement lié à la figure mo-



|58 LIVRE VI II. — CHAPITRE VII.

bile : si, par ce point, on mène une droite isotrope déterminée,

c'est-à-dire invariablement liée au système mobile, les for-

mules (3o) permettront évidemment d'écrire les équations de cette

droite rapportée au système fixe; et le point où elle coupera le

plan de contact décrira une des trajectoires orthogonales du

cercle (C). Ces trajectoires orthogonales se détermineront ainsi

sans aucune intégration; mais, pour déterminer aussi en termes

finis les deux autres familles qui composent le système triple, il

faudra pouvoir intégrer l'équation du système conjugué commun
à(0)età(0,) (').

On obtiendra des résultats identiques en appliquant la méthode

précédente, non plus aux équations (3o),mais aux formules (3i).

Supposons, par exemple, que l'on veuille déterminer le système

cyclique obtenu en choisissant l'origine des coordonnées comme
point fixe du système mobile. Il faudra, dans les formules de

transformation (3o) ou (3i), introduire l'hypothèse

X' = Y'=Z'=o.

Les premières (3o) deviendront alors identiques aux équa-

tions (28) et fourniront par suite un premier point de contact de

la sphère (U() (n^'OoT, 961) avec son enveloppe. Les secondes (3i)

deviendront de même identiques aux formules (2^) et fourniront

le second point où la même sphère (U< ) touche son enveloppe. Ce

sera le point de contact défini par les formules (28) ou (3o) qui

deviendra fixe dans l'espace lorsque la surface (0j) se déformera

de manière à venir coïncider avec (0). Ce sera au contraire le

second, défini par les formules (27) ou (3i), qui deviendra fixe

C) De là résulte qu'à toute équation linéaire du second ordre dont les inva-

riants sont égaux on peut faire correspondre une infinité de systèmes cycliques

dont les trois familles se détermineront par de simples quadratures. Car on peut,

à l'aide d'une telle équation, déterminer une infinité de couples de surfaces (S),

(S,) et, par suite, (A,), (S,), se correspondant avec orthogonalité des éléments

linéaires. Le couple de surfaces applicables déduit de (A,), (S,) admettra, pour

réseau conjugué commun, le réseau conjugué commun à (A,), (S,), c'est-à-dire,

d'après le Tableau de la page 72, le réseau des lignes asymptotiques de (S). Or ce

réseau est entièrement connu; les paramètres des lignes qui le composent sont les

variables indépendantes qui figurent dans l'équation linéaire à invariants égaux

prise comme point de départ.
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si (0, ) se déforme de manière à venir coïncider non plus avec (0),

mais avec la surface sjmélrique (0').

966. Nous pouvons maintenant expliquer de la manière la plus

satisfaisante pourquoi ces deux points se trouvent respectivement

dans les plans tangents de (S) et de (S|). D'après les théories

connues, le déplacement défini par les formules (3o) peut être

remplacé, d'une infinité de manières, par une translation finie et

par une rotation, toujours la même, dont l'axe et la valeur absolue

dépendent uniquement des coefficients a^, ^i, c,. Si û désigne la

grandeur de cette rotation et A, tx, v les angles que fait avec les

axes coordonnés la direction positive de l'axe de la rotation, on a,

comme on sait,

(32) _J^ = __L. = _L = _ tang - .

C05A cosa COSV ° 1

On voit ainsi que Taxe de la rotation est perpendiculaire au plan

tangent de (S(). D'après cela, soient M, M, les points correspon-

dants de (S) et de (S|), Pi le milieu du segment MM,. Si l'on

mène, par l'origine des coordonnées, une droite OP égale, parallèle

au segment M, P, et de même sens, il résulte des formules (i4)

et (i5) que les deux points P et Pj décriront, l'un la surface (0),

l'autre la surface (0(). Pour amener les deux surfaces en contact

on pourra, par une translation, amener P en P,, ce qui fera

coïncider O avec M,
;

puis eft'ectuer la, rotation définie par les

formules (Sa); et, comme l'axe de cette rotation est évidemment

perpendiculaire au plan tangent en M, à (S,), elle laissera le

point O dans ce plan tangent.

Une démonstration identique s'appliquera au second point dé-

fini par les formules (27), pourvu que l'on substitue à la sur-

face (0) sa symétrique relative à l'origine des coordonnées.

967. D'autres formules, qu'il ne sera pas inutile d'indiquer

rapidement, permettent encore de définir le roulement de deux

surfaces l'une sur l'autre.

Si l'on connaît, par exemple, pour chacune des deux surfaces

(0), (0,), les cosinus qui définissent, par rapport à des axes

fixes, la position d'un trièdre (T), rattaché de la même manière
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à ces surfaces, il est clair que les formules

/ X' = X -+- ax' H- hy' -h cz\

(33)
I

Y' = jK -l-a'.-r'-i- 6'y -+- c'^',

l Z' = ^ -H aJ' x' H- h"y' -f- d' z\

où .r, /, 5 désignent maintenant les coordonnées du point M
de (0) qui est le sommet du trièdre (T), et où nous conservons,

pour les cosinus, toutes les notations du Livre V, Chap. I et II,

définiront le changement de coordonnées par lequel on passe des

axes fixes OX', OY', OZ' aux axes M.r', M/, M^' formés par les

arêtes du trièdre (T). Si l'on écrit les formules analogues rela-

tives à la surface (0| )

/ X'i == a?i-l- «137'+ h^y -\- Cl s',

(34) \^\^y\^cL\x' ^b\y'-^c\z\

\ Z\=: Zi-^ a"ix' -hb"iy -+- c'[z',

l'élimination de ce', y', z' entre les deux systèmes précédents

donnera les formules cherchées qui définissent le roulement de

(0) sur (01 ). Cette élimination ne présente aucune difficulté,

l'un et l'autre système pouvant être résolus par rapport à a:', y'

,

z' : on obtient ainsi les formules

Ca(X'— 37) = Vai(X'i — a^i),

(35)
' ^b{\--x) = ^b,{X\-x,),

[

gc(X'-^) = gci(x;-a7,),

qui peuvent elles-mêmes être résolues, soit par rapport à X', Y'

Z', soit par rapport à X'^, Y',, Tj\.

Si l'on veut, par exemple, trouver les systèmes cycliques qui

correspondent au roulement de (0) sur(0i), il suffira d'écrire les

deux équations suivantes :

\
{X'-hr-+ {Y'-ky--^ (Z'-0'-=o,

^
'

j c(X'— .r) -+- c'(Y'— j/) -Hc"(Z'— z) = o,

OÙ h, k, l désignent trois constantes, et qui représentent, la pre-

mière un point-sphère invariablement lié à (0), la seconde le
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plan de conlact de (8) et de (B|), puis de substituer les expres-

sions de X', Y', TJ en fonction de X',, Y',, Z',

.

968. Une autre méthode très simple peut encore être suivie.

Xous avons vu au Chapitre VI de ce Livre quelle importance ont,

en Géométrie, les sections de courbes ou de surfaces, rattachées

à la surface mobile (0), par le plan de contact de (0) et de (0i).

On pourra les déterminer comme il suit.

Soit, par exemple,

(3;) F(X', Y'. Z') = o

l'équation d'une surface rattachée aux axes invariablement liés à

(0). Cherchons sa section par le plan de contact. Il est clair

qu'un point de ce plan est défini par des formules telles que les

suivantes

(38)

où A et ;jt. désignent des arbitraires convenablement choisies; x,

j-, z sont toujours les coordonnées du point de (0), exprimées

en fonction des variables u et v. Or, par la nature même des ar-

bitraires A et a, on reconnaît immédiatement que le point défini

par les formules précédentes sera rattaché aux axes invariable-

ment liés à (0,) par les formules semblables

A j — ^1 -r- A — :- U. —— ,
OU OV

(39) < Y;=.n^À^^uÇi,
1 ou " ov

f 7' - . -i
<^-^I

,
'^^I

Zi = -1 — A u u -—

,

\ OU ^ OV

OÙ Ket'j. conservent les mêmes valeurs. Pour obtenir la section

cherchée, il suffira donc d'éliminer A et u. entre les équations pré-

cédentes et la suivante :

(40) i'/ar-l-À-— -f-u— , y^X^^iL^y z-i-A- ha— )=o.
\ du ' dv -^ du ' dv Ou ' dv J

La méthode s'appliquerait évidemment à une courbe.

D. — IV. ,,

X'
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969. Jusqu'ici, dans l'élude des relalions entre les systèmes

cycliques et la déformation des surfaces, nous ne nous sommes

j3as préoccupé de la distinction à faire enire les éléments réels et

les éléments imaginaires. Par exem[)le, si deux surfaces réelles

roulent l'une sur l'autre, les systèmes cycliques déduits des points

reliés à l'une d'elles (B) sont toujours imaginaires; les centres

des cercles correspondants à un point réel seront bien réels, mais

les rayons des cercles seront des imaginaires à carré négatif. Le

moment est venu d'indiquer, en \ue des applications, comment il

faudra choisir les surfaces (0), (0i) pour obtenir des systèmes

cycliques entièrement réels.

Les plans des cercles étant alors réels, la surface (0() est né-

cessairement réelle. Voyons ce que doit être (0), et, pour cela,

reprenons les méthodes et les notations du Livre V.

Soient /?, ^, /,/>!, q\i i'\ les rotations du trièdre (T) relié à (0) ;

r et /•) seront réelles et exprimées en fonction de l'élémenl

linéaire, comme les translations ^, ri, ^(, Tj, . D'ailleurs, si l'on con-

sidère le cercle situé dans le plan tangent de (0), les coordonnées

;r, y de son centre sont réelles ainsi que son rayon p; et si l'on

élève en ce centre une perpendiculaire égale à i'p, le point

(x,jK, io) doit rester fixe dans l'espace quand le trièdre (T) se

déplace de manière que son sommet décrive la surface (0). Cela

nous donne les relalions suivantes

d.v

du
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de (0) définies par les formules

d\'= a{ldu -h ^idi>)-r- b(T, du ^ r,idv),

d\'= a'(; du -^ s, dv)^b'(T, du-^r,i dv)

seront réelles tandis que Z', définie par la quadrature

<fZ'= a'iX du -^ ;i dv)-^b'{^r, du -^ r,, dv),

sera une imaginaire pure t Z". L'élément linéaire de la surface sera

de la forme
t/X'i^ d\i— dZ"*,

X', Y', T." étant réels.

C'est ici le lieu de présenter la remarque suivante : lorsque

nous avons formé (n" 704) l'équation à laquelle satisfait l'une des

coordonnées X', \', Z', nous avons indiqué que la forme quadra-

tique

ds'- — r/X'î

n'était pas nécessairement une somme de carrés. On voit que,

lorsqu'elle se réduira à une difi"érence de carrés, on n'aura plus de

surface réelle correspondant à la solution X', mais on pourra, si

l'on connaît déjà une surface réelle admettant l'élément linéaire

donné, déduire de la nouvelle solution des systèmes cycliques

réels (
' ).

970. Au reste, lorsque l'on aura constitué un svstème cvclique

réel, on pourra passer à tous ceux qui se rattachent au même
roulement par la construction réelle suivante, que le lecteur dé-

duira facilement des remarques présentées au n** 94-3.

Associons à chaque cercle (C) du système donné un autre

cercle (C) de son plan, défini par la construction que voici. Aux
points où le cercle (C) rencontre deux surfaces déterminées à

l'avance parmi toutes celles qui le coupent à angle droit, con-

(') Les formules (4i), (4i)'peuveQt servir de base à une étude analytique très

simple de la congruence engendrée par les axes des cercles dans un système cy-

clique.
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struisons les tangentes, qui seront les normales à ces surfaces tra-

jectoires; puis menons un cercle (C) langent à ces deux droites

en des points qui soient toujours à la même distance de ceux où

ces droites touchent le cercle (C). En d'autres termes, déterminons

le cercle (C) par la condition que deux des tangentes communes
à (C) et à (C) aient une longueur donnée et que leurs points de

contact avec (C) soient sur deux surfaces trajectoires données du

même cercle. Les différentes positions du cercle (C) engendre-

ront l'un quelconque des systèmes cycliques cherchés.

Les cercles (C) dépendent de trois paramètres; les tangentes

communes à deux cercles (C) différents, situés dans le même plan,

les touchent évidemment, d'après ce qui précède, en des points

qui décrivent une de leurs surfaces trajectoires.

Dans toute cette théorie, il faut considérer les cercles comme
ayant des rayons de signes déterminés, n'admettant qu'un seul

centre de similitude et deux tangentes communes qui vont passer

par ce centre. Par exemple, si les cercles sont réels, ce sera le

centre de similitude directe quand les rayons auront le même
signe, et le centre de similitude inverse quand ils seront de signes

contraires. Cette théorie du signe du rayon est connue depuis

longtemps
; elle a servi de base à la théorie des cycles de Laguerre.

Le lecteur pourra aussi consulter un Mémoire Sur les relations

entre les groupes de points, de cercles et de sphères dans le

plan et dans Vespace, inséré par l'auteur en 18-2 dans le

Tome I, 1'^ série, des Annales de l'Ecole Normale.

97L Lorsque la surface (0) roule sur la surface (©i), une dé-

veloppable isotrope (A), invariablement liée à (0), coupe le plan

de contact de (0) et de (0) ) suivant une courbe (K) dont les po-

sitions successives engendrent une congruence. Nous avons

vu (n" 762) que ces positions successives sont normales à une

famille de surfaces. Dans la Note déjà citée [p. 120] Ribaucour

indique comme une propriété nouvelle que cette famille de sur-

faces est une famille de Lamé, c'est-à-dire qu'elle fait partie

d'un système triple orthogonal. Mais cette remarque avait été

déjà donnée depuis longtemps dans mon enseignement, et l'on y
est conduit d'ailleurs avec la plus grande facilité. Considérons en

effet les points-sphères avant leur centre sur la développable (A) :
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ils coupent le plan de contact de (0) et de (0i) suivant des

cercles (C) tous tangents à (K); et si l'on considère un point-

sphère déterminé A, la trajectoire du point de contact de (K)

et du cercle (C) qui correspond à A est précisément une sur-

face (S') normale à (C) et, par suite, à (K). Supposons main-

tenant que le point de contact de (0) et de (6, ) se déplace suivant

une des courbes du système conjugué commun. Le point de

contact du cercle (C) et de (K.) décrira une ligne de courbure

de (S). Ainsi il existe deux séries de déplacements dans lesquels

chaque point de (R) décrit une ligne de courbure de la trajec-

toire orthogonale. En d'autres termes, on peut associer les courbes

(R) en deux familles différentes, de manière à constituer un

svstème triple orthogonal.

972. On peut compléter encore ces résultats en remarquant

que Ton obtient ainsi tous les svslèmes triples orthogonaux dans

lesquels les surfaces de lune des deux familles (et, par suite, de

deux familles) aient leurs lignes de courbure planes dans un

système. Voici comment nous démontrons cette réciproque.

On doit à Ribaucour la proposition générale suivante, relative

aux svstèmes triples orthogonaux :

Lorsque l'on connaît un système triple orthogonal, les

cercles osculateurs aux courbes d'intersection des surfaces

appartenant à deux des familles du système, aux points où

ces courbes rencontrent une surface quelconque de la troisième

famille, forment un système cyclique (').

C) Oa peut démontrer cette proposition par la Géométrie de la manière sui-

vante : Soit (S) une surface quelconque appartenant à la première famille et

soit (K) la courbe dintersection de deux surfaces (Sj), (S,) appartenant respec-

tivement à la deuxième et à la troisième famille. Si l'on construit les deux
sphères tangentes à (S,) et à (SJ respeclivement, et contenant le cercle oscu-

lateur (C) de(K) au point M où cette courbe rencontre la surface (S), ces deux

sphères auront pour centres respectivement les centres de courbure principaux

de (S,) et de (S,) relatifs à la ligne (K). Par suite, lorsque le point M décrira la

ligne de courbure de (S) qui se trouve sur (SJ, la première sphère enveloppera

une surface qu'elle touchera suivant les positions successives du cercle (C) (n''752).

Il en sera de même pour la seconde sphère quand le point M décrira lintersec-

lion de (S) et de (S,). On voit donc que les cercles (C) peuvent être associés en
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On peut compléter cette proposition par Ja suivante, qui n'est

pas moins utile, et dont la démonstration sera mieux à sa place

dans une théorie des systèmes orthogonaux.

Réciproquement , étant donnée une famille de surfaces,

construisons les cercles osculateurs aux courbes trajectoires

orthogonales de ces surfaces, aux points où, ces courbes ren-

contrent une suiface quelconque de la famille ; la détermina-

tion de ces cercles est toujours possible et n'exige nullement

Vintégration des écjuations différentielles des trajectoires or-

thogonales. Cela posé, si les cercles osculateurs ainsi définis

forment toujours un système cyclique, la famille de surfaces

considérée est une famille de Lamé.

Ces propositions étant admises, donnons-nous a priori un

système orthogonal dans lequel les surfaces (S2), (S3) de la

deuxième et de la troisième famille se coupent suivant des courbes

planes (K.). Soit (A) l'une des deux développables isotropes

passant par (R) : si M est un point de (K) et M' le point corres-

pondant de l'arête de rebroussement de (A), la sphère de rajon

nul ayant son centre en M' coupera le plan de (K) suivant le

cercle (C), osculateur en M. Toutes les positions de (G), relatives

aux points M où les courbes (K) rencontrent une des surfaces (S)

de la première famille, constituent un système cyclique, d'après le

théorème de Ribaucour. Pour tous ces systèmes cycliques, les

enveloppes de sphères (E2), (E3), qui forment la deuxième et la

troisième famille, coupent sous le même angle le plan de l'une

quelconque des courbes (K.), cet angle étant celui sous lequel ce

plan est coupé par l'une ou l'autre des surfaces (S2) ou (S3) qui

contiennent cette courbe. Or, considérons la surface (©1), enve-

loppe des plans des courbes (K) : si elle se déforme en entraînant

dans ses plans tangents les courbes (K) et leurs cercles oscula-

deux familles d'enveloppes de sphères (E^), (E,) qui se coupent à angle droit

puisque, étant orthogonales à (S), elles coupent cette surface suivant ses dif-

férentes lignes de courbure. Les surfaces (EJ, (E^) se coupant de plus suivant

une des positions du cercle (C), c'est-à-dire suivant une ligne de courbure, il

existera une troisième famille de surfaces, dont (S) fera partie, qui seront nor-

males aux positions successives du cercle (C) et qui compléteront le système

triple orthogonal.
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leurs, les surfaces Irajecloires (S) des courbes (K.) se transforment

dans les trajectoires orthogonales (S') des nouvelles positions de

ces courbes (n° 760); les cercles osculateurs à ces courbes, aux

différents points de chaque surface (2), deviennent les cercles oscu-

lateurs en tous les points de la surface correspondante (S'); et,

comme ils ne cessent pas de former des systèmes cycliques, il

résulte de la réciproque énoncée plus haut que les nouvelles tra-

jectoires (S') forment toujours une famille de Lamé. Ainsi

toutes les propriétés précédentes subsisteront sans modification.

Or il existe une déformation (0) de (B|) dans laquelle tous les

cercles (C) de l'un des systèmes cycliques précédents viennent se

placer sur une même sphère de rayon nul ayant son centre en un

point déterminé de l'arête de rebroussement de la dévelop-

pable (A). Les enveloppes de sphères (Eo). (E3) relatives à ce

système se réduiront toutes à cette sphère de ravon nul et coupe-

ront, par suite, le plan de la courbe (K) sous un angle dont la

tangente sera i. Cet angle étant le même pour tous les autres

systèmes cycliques formés de cercles osculateurs à la courbe (K),

il résultera de là que, pour chacun de ces systèmes, les cercles

viendront se placer sur une même sphère de ravon nul et que,

par suite, toutes les développables isotropes circonscrites aux

courbes (K) auront la même arête de rebroussement et viendront

se confondre avec l'une quelconque d'entre elles. C'est la propo-

sition qu'il s'agissait d'établir (').

973. Les relations géométriques qui résultent de l'étude pré-

cédente nous permettent de conslituer sans aucune intégration

les systèmes orthogonaux dont l'existence vient d'être établie dès

(') Les systèmes orthogonaux dans lesquels une des trois séries de trajectoires

orthogonales est composée de courbes planes ont été considérés pour la première

fois par M. O. Bonnet dans un Mémoire sur les surfaces orthogonales, inséré

par extrait en 1862 aux Comptes rendus, t. LIV, p. 554 et 655. La méthode
suivie par l'éminent géomètre exigeait encore certaines intégrations: mais il Ta

complétée depuis en la faisant connaître dans son enseignement, bien quil n'ait

rien écrit depuis 1862 sur ce sujet. En 1890-1891, M. Biaxchi a fait paraître au

t. XIX des Annali di Matematica, p. 177, un Mémoire intitulé : Sui sistemi

tripli ortogonali che contengono una série di superficie con un sistema di

linee di curvatura piane, où la détermination de ces systèmes orthogonaux est

faite de la manière la plus complète. A la même époque, dans notre Cours sur
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que l'on connaît un système cjclique quelconque. Etant donné,

en effet, un tel système, engendré parles différentes positions d'un

cercle (G), choisissons une position de ce cercle, arbitraire mais

fixe 5 et, dans le plan de cette position particulière, construisons,

d'après les règles données au n° 970, une famille quelconque de

cercles (C). Construisons, par exemple, une série de cercles (C)

tangents à une courbe quelconque de ce plan. Les cercles (C) en-

gendreront une suite simplement infinie, une famille de systèmes

cycliques. Le système cherché sera, en quelque sorte, l'enveloppe

de tous ces systèmes; c'est-à-dire que toutes les positions des

cercles (C) qui seront dans un même plan envelopperont la

courbe (K) relative à ce plan et que la surface décrite par le point

de contact de l'un des cercles (C) et de cette courbe (K) sera

une trajectoire orthogonale de la courbe. Les deux autres familles

du système orthogonal correspondront aux deux autres familles

du système cyclique donné.

Il est clair que cette génération dispense de tout calcul. Il ré-

sultera des remarques faites plus loin que les formes les plus

simples des courbes (K) sont, après les cercles, les sections planes

de la développable isotrope du quatrième ordre.

les systèmes triples orthogonaux, nous donnions, en même temps que les résultats

indiques dans le texte, une autre méthode qui repose sur la remarque, évidente

d'après les développements donnés plus haut, que les systèmes cherchés ont

même représentation sphérique qu'une infinité de systèmes cycliques. Cette re-

marque permet de les déduire des systèmes cycliques par l'application d'un

théorème de Combescure, qui rattache à tout système orthogonal une infinité de

systèmes analogues admettant la même représentation sphérique. Nous revien-

drons sur ce sujet plus loin, au Chapitre XII.
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CHAPITRE YÏII.

REPRÉSENTATION SPHÉRIQUE. SOLUTION COMPLÈTE DU PROBLÈME.

Emploi des coordonnées tangentiellcs a, ,S, ;. — Réduction du problème de la

représentation sphérique à l'intégration dune équation aux dérivées partielles

du second ordre dont les invariants sont égaux. — Les caractéristiques de

cette équation sont les lignes de courbure de la surface. — Rapproche-

ment entre les deux surfaces qui conduisent à la même équation du second

ordre, l'une pour le problème de la déformation infiniment petite, l'autre

pour le problème de la représentation sphérique. — On retrouve la transfor-

mation de contact de M. Lie. — Motions générales sur une classe étendue de

transformations de contact. — Application à celle de M. Lie. — Recherche des

surfaces pour lesquelles on sait résoudre le problème de la représentation

sphérique. — On démontre que, lorsqu'on sait résoudre ce problème pour une

surface (i:).on peut le résoudre, à l'aide d'une simple quadrature, pour toutes

les surfaces inverses des surfaces (£') admettant même représentation sphé-

rique que (S). — Ce procédé, appliqué aux surfaces qui correspondent à l'équa-

tion -7—— = o, fournit toutes les surfaces réelles pour lesquelles on peut

obtenir la solution complète du problème. — Démonstration analytique de ce

résultat. — Compléments donnés aux développements du Livre IV, Chap. VIL

974. Pour approfondir les relations que nous avons signalées

entre les deux problèmes de la représentation sphérique et de la

déformation infiniment petite, nous ferons connaître ici une mé-
thode analytique, différente de celle qui a été développée dans le

Chapitre précédent, et par laquelle on ramène la détermination

de toutes les surfaces admettant une représentation sphérique

donnée à l'intégration d'une équation linéaire du second ordre

dont les invariants sont égaux.

Nous avons vu (n° 165) que, si l'on prend l'équation du plan

tangent à une surface (S) sous la forme

(0 (a-+-P)X-HiO-a)Y^(a^ — i)Z^-^=o,

; étant une fonction des variables a et ^, les lignes de courbure
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essayant de rattacher Tune à l'autre les deux surfaces qui con-

duisent, dans ces deux problèmes différents, à la même équation

aux dérivées partielles, on retrouve la transformation de contact

déjà signalée plus haut (n°^ 157, 168) que nous devons à M. Lie.

97o. Déterminons, en coordonnées cartésiennes, une surface

(S) par les formules suivantes

(7) x = — p', y='^, - = ;— />'2,

d'où l'on déduit

dz = ilz — />' (It. — a dp' — — z dp -j- q' d'^,

ou encore

(8) dz = 7.dx^ q' dy.

Si l'on considère z comme fonction de x et de j)-, et si, suivant

Tusage, on désigne ses dérivées premières par/? et ^, on voit que

l'on aura

(9) /> = 2, 7 = y'-

Rapprochées des précédentes (-), ces relations conduisent à

l'identité

( 10 ) dp' doL — dq' d^ = — dp dx — dq dy,

d'où il résulte que les lignes de courbure de la surface (S)

correspondent aux lignes asymptotiques de la surface (S).

Mais nous voyons de plus que les deux systèmes (4) et (5) relatifs

à la surface (S) se changeront dans les suivants

i^

= Xs^

,

( ^ = __ X2 ïl

,

do da
'

\ dz ^ do

oy _ ^ ^ dp \ àx _ . ^ dq

'.dr,-~''"j^''
(àx _ ^ ^ dq

. âpi
~ "

dpi

identiques, aux notations près, à ceux qui ont été donnés au

n° 867 [p. 21]; de sorte que la solution du problème de la défor-

mation infiniment petite de (S) et la détermination de toutes les

surfaces admettant la même représentation sphérique que (S) se

ramènent à l'intégration d'un même svslème linéaire de la forme
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suivante

àp dp opi opi

c'est-à-dire à l'iotégration de l'équation linéaire

I ()2 i d^-l

('4)
dp dpi X dp dpi

976. Il ne sera pas inutile d'indiquer ici les formules qui per-

mettent de passer de la surface (S) à la surface (S). Soient X, Y, Z

les coordonnées rectangulaires du point de (S) ; elles sont définies

par les équations (n° 165)

/ (X-h jY)P + (X — iY)a^-(a;3 — i)Z-+-^ = 0,

(|5)
I

X^tY +aZ + ^'=o,

( X — fY _^pZ+yy=o.

Si l'on j remplace a, [3, ^, jj', q' par leurs expressions tirées

des formules (~) et (9), on trouvera le système

[
X — i'Y -4-jkZ — a? = o,

(16) (X + iY)j- Z^z = o,

\ X -f- tY -r-/)Z -;- <7 = o,

d'oià l'on tirerait X, Y, Z en fonction de ^, y, z, p, q. Ces for-

mules caractéi'isent précisément la transformation de M. Lie, et

les deux premières, qui ne contiennent pas les dérivées /? et ^ de z-,

contiennent implicitement la troisième, d'après la théorie des

transformations de contact. Nous allons rappeler rapidement sur

quels principes repose la théorie de la transformation précédente
;

et pour cela nous considérerons d'une manière générale toutes les

transformations de contact que l'on peut rattacher à la considé-

ration de deux équations de la forme suivante

, . I ?(^, 7. 2, -^, Y, Z) = o,

('7)
\

, V V -7

Ces relations établissent une liaison entre les coordonnées x^

y^ z et X, Y, Z de deux points m et M de l'espace. Si le point m
est donné, le point M est assujetti à se trouver sur une courbe (C)

;

et si l'on a donné le point M, le point m est assujetti à se trouver
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sur une courbe (c). Suivant que l'on y considère x, y, z ou X,

Y, Z comme des constantes, les deux équations précédentes re-

présentent la courbe (C) ou la courbe (c).

D'après cela, si le point m est assujetti à décrire une surface (5),

les courbes (C) qui lui correspondent dépendront de deux para-

mètres et engendreront une congruence qui admettra une surface

focale (S). Faisons correspondre (S) à (s) de telle manière qu'au

point m de (s) corresponde l'un quelconque des points M où la

courbe (C) correspondante touche la surface focale (S), c'est-

à-dire en définitive un des points focaux de (C). Nous aurons ainsi

défini la transformation de contact que l'on peut rattacher aux

deux équations (17); et il est aisé de voir que cette définition sub-

siste lorsqu'on échange les deux points M et m. Pour abréger,

nous nous contenterons de donner la démonstration analytique.

977, Supposons que le point m décrive une surface (s) et soient

alors p el q les dérivées de z considérée comme une fonction de x

et de j'. A chaque point de (s) correspond une courbe (C) dé-

finie par les équations (17); et, pour avoir les points focaux

de cette courbe, il faut joindre à ces deux équations les suivantes

(n» 31o)

(18)

do , ào , êo j

dx ôy -^ Oz

\ -r^ dx -r- ^ dy -^ ^- dz = o,
\ dx dy -^ dz

qui nous donneront, en remplaçant dz par sa valeur/> dx + q dy

et éliminant le rapport de dy à c?x,

d-:> do

(19)
dx'^^ à'z

d-^i
,

ào,

-ài^P-dz

do do

dy ^ dz

doi

'dz

do,

ày
-^q

Cette équation, que l'on peut mettre sous la forme plus symé-

trique

(20)

do
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doit être jointe aux deux précédentes (i^) et permettra de déter-

miner X, Y, Z en fonction de .r, y^ z, p, q. Le point M qui cor-

respond à m sera ainsi défini.

Mais alors différenlions totalement les équations (i^) et formons

la combinaison d(D — Xofœ, où A désigne la valeur commune des

rapports (19). En tenant compte des équations

(21) <

^

l ào do - /^'fi '^'fi

qui définissent cette variable auxiliaire )., on aura identiquement

ou, en désignant par P et Q les dérivées de Z considérée comme
fonction de X et de \ et remplaçant cTL par V d\ + Q dY

X et Y élant des variables indépendantes comme x, y, on aura

donc

^ (^X OZ \d\ ^ dZj '

(22) <

Ces équations, jointes aux précédenles (i7)et(2i), permettront

de déterminer l'un des deux groupes de variables x^ y, z, />, q
ou X, Y, Z, P, Q en fonction de l'autre. Comme elles se com-

posent de la même manière avec ces deux groupes de variables,

la réciprocité que nous avions signalée se trouve ainsi établie.

978. Appliquons ces notions générales, que nous nous conten-

tons de signaler à grands traits, au cas particulier des deux

équations

( (X-T- i^)y — Z^z =0,
^^^^

i
X — iY -^yZ-x^o.
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Ici la ligne (G) est toujours une droite isotrope. La ligne (c)

qui correspond au point M(X, Y, Z) est une certaine droite

appartenant à un complexe linéaire H que l'on définit comme il

suit :

Si l'on adopte les définitions du n" 139, la droite lieu du point

(x,y, :;), définie par les formules précédentes, aura ses six coor-

données définies à un facteur près par les relations

(24)
a = Z,

a'= — Z,

I.

X2 Y^-Zî,

c=— X — A,

c= X — /Y.

et, par suite, elle appartient nécessairement au complexe H défini

par l'équation

(25) a — rt'=o.

\ iy - Q

Il faudra joindre aux deux équations (23) les suivantes

{ n -1- À = o,

( X — 1\ ^- q — /.L=o,

d'où Ion déduit les deux systèmes

x^a = —
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pond au point m. Au contraire, si M décrit une surface (S), la

droite qui lui correspond engendre une congruence dans laquelle

elle admet deux points focaux. Les deux nappes focales ainsi ob-

tenues, qui, l'une et l'autre, correspondent à (S), sont polaires ré-

ciproques par rapport au complexe linéaire auquel appartiennent

toutes les droites (c).

979. Ce n'est pas ici le lieu d'étudier, avec tout le soin qu'elle

mérite, l'importante transformation de M. Lie. Nous nous con-

tenterons d'en indiquer seulement certaines propriétés, dont nous

aurons à faire usage; et, en premier lieu, nous démontrerons la

plus importante de toutes pour les applications : A une droite;

de l'espace (m) la transformation fait correspondre une

sphère de Vespace (M).

On peut établir cette proposition par les considérations géomé-

triques suivantes, qui en font bien comprendre l'origine.

Soit (<^) la droite donnée dans l'espace (m) et soit (t/,) sa po-

laire réciproque par rapport au complexe H. Toutes les droites

qui rencontrent (<i) et i^d^) appartiennent, comme on sait, à ce

complexe. Aux différents points de {d') et de id^) correspondent des

droites isotropes dans l'espace (M); de plus, les droites isotropes

qui correspondent à un point m de (<i) et à un point m, de («a^,)

se covipent nécessairement au point de l'espace (M) qui corres-

pond à la droite mm^ du complexe H. 11 est ainsi établi que les

droites isotropes correspondantes, soit aux points de (t/), soit aux

points de (<^)), engendrent une même surface qui, étant double-

ment réglée, ne pourra être qu'une sphère.

Si la droite (^) appartient au complexe H, elle se confond

avec (t/)) et, par suite, les deux systèmes de génératrices recti-

lignes de la sphère se confondent. La sphère précédente se réduit

à un point. Ce point est celui qui, dans l'espace (M), correspond

à la droite (<i).

Le lecteur vérifiera tous ces résultais par le calcul, en em-

ployant les formules (aS) à (29).

980. D'après cela, si nous connaissons dans l'espace (m) une

congruence rectiligne, il lui correspondra, dans l'espace (M), un

système doublement infini de sphères. Aux points focaux de
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chaque droite de la congruence correspondront les deux points oit

chaque sphère touche son enveloppe. De sorte que, des con-

gruences reclilignes pour lesquelles les lignes asjmplotlques se-

correspondent sur les deux nappes de la surface focale, la trans-

formation de M. Lie permet de déduire des familles de sphères

admettant une enveloppe à deux nappes sur lesquelles les lignes

de courbure sont aussi des lignes correspondantes. Au Livre IV,

Chapitre XV, nous avons étudié un grand nombre de propriétés

de ces enveloppes de sphères; et, en particulier, au n° 483, nous

avons déjà indiqué comment la transformation de M. Lie permet

d'en déduire des congruences rectilignes pour lesquelles les lignes

asymptotiques se correspondent sur les deux nappes focales.

Nous avons vu au n** 481, Livre I\ , Chap. X^
,
que, pour ob-

tenir des enveloppes de sphères à lignes de courbure correspon-

dantes, il faut résoudre le problème de la représentation sphérique

pour une surface donnée. Nous avons vu d'autre part (n** 888)

que, pour trouver les congruences à lignes asymptotiques corres-

pondantes sur les deux nappes focales, il faut résoudre, pour une
surface, le problème de la déformation infiniment petite. La trans-

formation de M. Lie nous permet d'établir un parallélisme, un

lien étroit et direct, entre tous ces résultats.

981. Puisque cette transformation fait correspondre aux sphères

de l'espace (M) des droites de l'espace (»i), toute transformation

de l'espace (M) qui conservera les sphères donnera, dans l'es-

pace (ni), une transformation conservant les lignes droites. Con-
sidérons, en particulier, dans l'espace (M), une inversion accom-

pagnée de déplacement, il lui correspondra dans l'espace (m) une

transformation homographique conservant le complexe H; car les

droites de ce complexe, qui correspondent à des points de l'es-

pace (M), doivent nécessairement rester correspondantes à des

points et, par conséquent, ne cesseront pas d'appartenir au com-

plexe H. Or, nous avons établi (Chap. ï\ de ce Livre) que»

lorsqu'on sait résoudre le problème de la déformation infiniment

petite pour une certaine surface, on sait le résoudre aussi pour les

surfaces homographiques. Transportant ce résultat à l'espace (M),,

nous voyons que :

Si Von sait résoudre le problème de la représentation sphé-

D. — IV. 12

~
or THF

TNIVFI-RST'T"



178 LIVRE VIII. — CHAPITRE VIII.

rique pour une surface (S), on sait le résoudre aussi pour

toutes les surfaces cjui dérivent de (Jl) par une inversion.

Celte proposition, qui a de nombreuses applications, s'établit

d'ailleurs directement de la manière la plus simple. Il suffit de

remarquer que, pour une surface (S), le problème de la représenta-

tion spliérique équivaut à la détermination des systèmes cycliques

dont les cercles sont normaux à (S). Enoncé sous cette dernière

forme, il devient évident que le problème, résolu pour une sur-

face donnée, l'est par cela même pour toutes les surfaces inverses

à l'aide d'une simple quadrature (n° 9o0).

982. Puisque la solution du problème de la représentation

sphérique pour une surface (2) se ramène à l'intégration d'une

équation linéaire à invariants égaux, il semble que toute recberclie

soit terminée; car nous connaissons toutes les équations de ce

genre dont l'intégration peut être effectuée. Mais si l'on veut dis-

tinguer, comme cela est nécessaire pour les applications, entre les

surfaces réelles et celles qui sont imaginaires, il se présente une

difficulté que nous allons examiner, d'une manière complète, en

terminant ce Chapitre.

Reprenons la méthode développée au n° 974. L'équation qu'il

faudra intégrer sera la suivante

^ ' dp dp i \ dp ()pi

oii X est défini par l'une ou l'autre des formules (4)- Or, pour un

point réel d'une surface réelle, a et ^ sont des variables imaginaires

conjuguées. Et, par suite, \ sera une imaginaire de module

égala I. Nous sommes donc conduits au problème d'Analyse

suivant :

Parmi les équations de la forme

déterminer celles qui admettent une solution de module i et

quipeuvent, en outre, être intégrées.

Considérons, par exemple, l'équation la plus simple de la forme
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précédente

dp opi

Si l'on y substitue

6 = e'w,

elle se décomposera dans les deux suivantes

dpdpi
'

dp dpi

qui donnent l'une ou l'autre des trois solutions suivantes

e'a, e'/^P', e'/i(pi>,

a désignant une constante, / et/, des fonctions réelles. Le ré-

sultat est très simple; mais, pour les autres équations intégrables

de la forme (3i), il ne paraît pas se présenter aussi rapidement.

983. Avant de continuer, voyons quelles sont les surfaces qui

correspondent aux valeurs précédentes de À. Soit d'abord

(33) ). = e'-a.

Les équations (4), qui définissent la représentation sphérique,

deviennent ici

<?3 ,. da

dp dp

d? ,. doL

En faisant tourner autour de l'axe des z, on pourra réduire à zéro

la constante a; ce qui donnera

^?1dp do.

On a donc

P--^ = r(?). ?-^ = '^(Pl).

Si X, y, z désignent les coordonnées du point de la représentation

sphérique, on a

(34) ^^t_^ = a, ^-^>=3;
1 — z 1 — z ^
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de sorte que les équations précédentes deviennent

(35) ^=ç(p), •i>L:=,-^(p,).

La représentation sphérique se compose de deux familles de

cercles orthogonaux. Tous les cercles d'une même famille se

louchent mutuellement au point

On
()2i _

et l'on retrouve les surfaces à lignes de courbure planes dans les

deux systèmes, considérées au n° 104 et définies par les équa-

tions (12) [I, p. i3i].

Si l'on prend maintenant l'une des autres solutions

e'/(p', e'/>tpi',

on pourra toujours, en échangeant, s'il est nécessaire, p et pi et

choisissant convenablement le paramètre p, la réduire à

La seconde équation (4) nous donne alors par l'intégration

OU
ae'P+ pe-'P = 2c3(p).

Remplaçant a et [3 par leurs valeurs (34), nous trouvons

(36) X coio — j- sinp = ç)(p)( I — z).

Les courbes de paramètres p sont donc des cercles qui passent

par le point fixe

X =y = o, z = ï.

On obtient sur la sphère le système orthogonal qui est l'inverse

d'un système plan formé par des courbes parallèles et par leurs

normales communes. Les surfaces qui l'admettent pour représen-

tation sphérique ont évidemment leurs lignes de courbure planes

dans un système ; mais elles ne sont pas les plus générales de cette

définition.
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984. Après avoir examiné, parmi les équations de la forme (3i),

la plus simple de celles que l'on sait intégrer, il nous reste à ré-

soudre le problème proposé pour toutes les autres. Nous allons

indiquer comment on peut y parvenir. Voici d'abord la traduction

géométrique des opérations analytiques que nous aurons à exé-

cuter.

Soit une surface (-) pour laquelle on sait résoudre le problème

de la représentation spliérique et désignons par (!) la surface la

plus générale, dépendante de deux fonctions arbitraires, admettant

même représentation spbérique que (S). Le problème de la repré-

sentation spliérique est le même pour (2') et pour (S). Donc on

saura le résoudre pour (S') et, par suite aussi, d'après une propo-

sition indiquée plus haut, pour la surface (S") qui est l'inverse

de (2'). Répétant sur cette nouvelle surface (2") les mêmes opéra-

lions que sur (S), on pourra introduire deux nouvelles fonctions

arbitraires et poursuivre indéfiniment l'application de la méthode.

Toutes les opérations indiquées pourront être effectuées dans

l'espace réel et donneront alors des surfaces réelles si la première

est réelle. Il reste seulement à établir que cette suite d'opérations,

appliquée, par exemple, aux surfaces qui correspondent à l'équa-

tion (Sa), nous fournira toutes les solutions réelles du problème

de la représentation sphérique. En tenant compte des formules

qui définissent l'inversion dans le système de coordonnées tan-

gentielles (a, ^, ^) (*), le lecteur reconnaîtra aisément que les

considérations analytiques développées dans les numéros suivants

se rattachent directement aux constructions géométriques que

nous venons d'indiquer.

98o. Soit

(37) _^=A^

une équation linéaire du second ordre donnée; nous supposerons

que les variables indépendantes x ^ly soient réelles et que l'é-

(•) Ces formules se déduisent très simplement de celles qui ont été données

au n° 174 et se rapportent à un système de coordonnées légèrement différent.
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quation admette une solution particulière

(38) a) = e'0,

de module égal à l'unité. Nous allons montrer d'abord comment
on peut déduire de cette équation un nombre illimité d'équations

de même forme, admettant comme elle une solution imaginaire de

module égal à l'unité.

Au n° 390, où nous avons établi le théorème de M. Moutard,

nous avons vu que, si z désigne une solution de l'équation (3^)

la fonction o-, définie par la quadrature

(39) ^^=/("ê-^S)^'^-(^^|-^d7)^^'

satisfait à l'équation

(40) %i.) = %i^\

oh 15 désigne le symbole défini au même n" 390. Comme l'équa-

tion proposée (3y) peut s'écrire

(4i) 5(z) = 5(to),

on voit que les deux équations (3^) et (4o) se déduisent l'une de

l'autre par le changement de i en — i; par suite, elles admettront

la première la solution Uo, la seconde la solution z^^ Zq et o-o dé-

signant les imaginaires conjuguées de z et de o-. Mais nous allons

établir un résultat plus précis et montrer que l'on peut, d'une

infinité de manières, choisir la solution z de telle manière que a-

soit égale à Zq.

En effet, la quadrature qui définit a- peut être remplacée par les

deux relations suivantes

(4.) ^S^=jA[d, ^Ap.=_J_^
ox ax oy oy

qui nous donnent

(^0 \ 1 / "^0

(43) -4:^ = r a{MZo) \,(x> / _ I o(oiZo)

dx Cl)'- dx dy w^ dy
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par le changement de i en — /', entraînant celui de w en — • Nous

aurons donc

(44) -^o=7r^~'"^i r^r"'"^/ ^'

de sorte que la formule (Sg), qui subsistait quand on y rem-

plaçait z, 3-, (1) par s-, r, — > demeurera encore valable lorsque, sans

changer co, on y remplacera ^, "s respectivement par ^o, ^o- En

ajoutant et en retranchant successivement les deux équations (39)

et (44) on peut donc conclure que, si l'on emploie au lieu de z

l'une ou l'autre des deux solutions suivantes

(45) s + ^o, i(^ — 3o)

de l'équation (37), la quadrature (39) nous fournira au lieu de t

les deux solutions correspondantes

(46; 3 — ^Oî «t^ — -Sfl)

de l'équation (4o), solutions qui sont, dans les deux cas, imagi-

naires conjuguées de celles d'où on les a déduites. Comme on ne

peut pas avoir en même temps

5 -i- To = O, ; — Tj = O,

on voit que, dans lun au moins des deux systèmes de solutions

ainsi obtenus, les valeurs de ^ et de t ne seront pas nulles, ce qui

démontre la proposition énoncée.

986. Cela posé, employons non plus la solution w, mais la so-

lution z^ pour passer, suivant la méthode de M. Moutard, de

l'équation proposée (3-) à une autre équation

(47) S(Z)=gQj,

que l'on saura intégrer en même temps que la première. D'après

les relations (42), on verra facilement que l'on a

(48) g(!^j = g(i),

et par conséquent l'équation précédente (4;) admettra la solution
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particulière

(49) ^ = ^'^

qui, elle aussi, est de module égal à l'unité toutes les fois que

ST est l'imaginaire conjuguée de z.

987. Ainsi, il y a une infinité de solutions de l'équation (87)
<lont l'emploi permet de passer à de nouvelles équations conservant

la propriété d'admettre des solutions imaginaires de module égal

à l'unité. Il nous reste à démontrer que la méthode précédente

pourra fournir efTeclivement et complètement l'ensemble des

équations qui admettent de telles solutions. Pour établir ce ré-

sultat, nous remarquerons tout d'abord que, appliquée à une équa-

tion pour laquelle la suite de Laplace est limitée, la méthode em-

ployée donnera généralement des équations pour lesquelles le rang

de la solution (n" 335) s'élèvera de plus en plus.

Prenons, en effet, comme solution de passage la combinaison

suivante

(5o) • z' = z -\- ao-h ai{z — (To)

des deux solutions (i^), a désignant une constante. Pour

on a

et comme z est la solution la plus générale de l'équation (37)

l'emploi de la solution 2Z permettra certainement de passer à une

équation de rang supérieur. Puisque le rang s'élève par l'emploi de

la solution de passage^', pour la valeur particulière— i de a, il ne

pourra rester le même, ou s'abaisser, que pour certaines valeurs par-

ticulières de «; et, par suite, la solution définie par l'équation (5o)

fournira, pour une infinité de valeurs réelles de a, une équation

nouvelle

S(Z)=SfiY

ayant une solution générale de rang supérieur. Si l'on pose

•(5i) a'=Zû+<T — ai(zQ— u),
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, , . , ,,.... w-'
celle équation admettra évidemment la solution imaginaire -^r

de module égal à l'unité.

Si nous pouvons établir maintenant que Ton peut toujours, en

choisissant convenablement z, non plus élever, mais abaisser le

rang de la solution, nous aurons montré par cela même que toutes

les équations cherchées dérivent, par voie de récurrence, de celle

que nous avons étudiée au n** 982. Mais, pour mettre hors de doute

ce point essentiel, nous avons à rappeler et à compléter diverses

notions données au Livre I\ et plus particulièrement au Chap.VII

de ce Livre.

988. Nous commencerons par la remarque suivante :

Soit(E) une équation linéaire du second ordre pour laquelle la

suite de Laplace se termine dans les deux sens, du côté positif à

l'équation (E/), du côté négatif à l'équation (E_y). Nous avons vu

que son intégrale générale peut se mettre sous la forme suivante

(52)

X X' ... X(" Y Y' ... \f

xt x\ ... xV' yi y\ ... yY'

^m ^in • • ^in ym ym • • ym

OÙ l'on a /« = i 4-/ -f- I , où X, Y désignent des fonctions arbi-

traires, dépendant respectivement de a: et de j>^ seulement. N est

une fonction déterminée quelconque, les Xk dépendent de x et

les yis
de y seulement; de plus les x/, sont des fonctions linéaire-

ment indépendantes ainsi que les y/;. Aux n"* 341, 342, nous

avons indiqué quelques propriétés des expressions de la forme

générale (02) qui s'annulent quand on remplace le couple (X, Y)

par le couple (x/,, yh)- Nous ajouterons ici la remarque suivante.

Supposons que l'on ait trouvé pour la même équation (E) deux

formes distinctes de l'intégrale, la première

(53) z = MX -r- MiX'-^. . .+ M,X ')+ XY - X,Y'-^. . .^ NyY'/',

la seconde

(54) ^ = PXo-HP,X'o-...-P,Xi,'VQYo-Q,Y; + ...^QyY^';
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on passera de l'une à l'autre par une substitution de la forme

(55)
X = AXo+Xia?! +. . .-H 'kmXm,

Y = BYo+ Xi J-i-h. . .-+- \niym,

où A est une fonction de x^ B une fonction àe y et )m j ^^2> • • •
? \n

des constantes quelconques.

Pour le démontrer nous remarquerons que, si l'on passe de l'é-

quation (E) à celle (E/), qui termine la suite de Laplace du côté

positif, la première forme de l'intégrale donnera pour l'équa-

tion (E,) une intégrale

zi = HX + KY + Kl Y' -!-
. . . + K,„_, Y('«-i'

et la seconde forme de l'intégrale donnera de même

Zi =. LXo 4- RY + Ri Y' -^ . . . -H R,„_, Y('«-i).

Egalant ces expressions différentes de zi et remplaçante^ par une

valeur constante quelconque, on aura

X-AXo+Ai,

A et A, dépendant de x seulement.

En considérant de même l'équation (E_y), on démontrera que

l'on a

Y = BYo+B,,

B et B) étant des fonctions àe y.

Si donc, pour abréger, on pose conformément à une notation

déjà employée (n"* 368 et 394)

(56)
= /(X) + o(Y),

= /o(Xo)+ço(Yo),

on devra avoir, en substituant les valeurs de X, Y et égalant les

deux expressions de z

/(AXo) + cp(BYo)+/(Ai) + o(Bi)=/o(Xo) + ïo(Yo),

et cela pour toutes les expressions possibles des fonctions arbi-

traires Xq, Yq. Si l'on donne successivement des valeurs nulles à

ces deux fonctions réc[uation précédente se décomposera dans les



REPRÉSEM.VTIOX SPHÉRIQUE. 187

trois suivantes

( /(A,)-i-ç(B,)=o,

(57) /(AXo)-/o(Xo),

( o(BYo) = oo(Yo).

Les deux dernières détermineront les symboles /oi ?o- Quant à la

première, d'après le résultat démontré au n" 3i2, elle montre

que A,, B, sont des combinaisons linéaires à coefficients constants

Ai = Xiari -i-. . .-^'km^mi

des fonctions Xh, y'h- La proposition énoncée se trouve ainsi dé-

montrée.

Si l'on effectue, dans l'expression (02) de ^, la substitution dé-

finie par les formules (55), elle conservera sa forme générale, nous

l'avons déjà démontré (n" 341); et il est clair que les nouveaux,

couples avec lesquels elle est formée {x\, y\) se déduiront des

anciens {xh-,yh) par la substitution

(58) -^=^> ^'/^-^'

de telle sorte que, si l'on a, dans les deux formes de l'intégrale

Xh=^x\, la fonction A se réduira nécessairement à une constante

et l'on aura

(59) /,(Xo) = A/(Xo).

Nous ferons plus loin usage de cette remarque.

989. Revenons maintenant aux équations à invariants égaux et

rappelons la méthode donnée au Livre IV, Chapitre YII (n° 394').

Nous avons vu que, si Tinlégrale générale de l'équation (Sj) est

donnée par la formule

(60) z=M\)^M\),

où nous conservons toutes les notations adoptées au n° 394, et

si l'on emploie la solution co ayant pour expression

(61) co=/,(X,>+/5(Y,),
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la fonction a- définie par la quadrature (Sq) est déterminée par la

formule

— 2 fxoi(Xr)dx-^'i fY^.{Yi)df.

Aux propriétés que nous avons établies, nous allons ajouter

quelques relations nouvelles. D'après la formule (Bc)), wo- doit se

réduire à une constante lorsqu'on fait ^ = to, c'est-à-dire

Xi = X, Yi=Y.

Le second membre de l'équation (62) devra donc se réduire à

zéro pour une détermination convenable des deux intégrales tant

que ces intégrales ne disparaîtront pas toutes les deux. En égalant

à zéro les parties qui subsistent lorsqu'on annule séparément Y
ou X, on obtient les deux formules déjà connues (n° 396)

(63) M
(
.yYcp,(Y)rfj.=/|(Y)-2B,[Y,

'-^4P]-

Il reste alors la suivante qui est nouvelle

Si, dans la première des formules (63), on remplace X par

X + );X, , X désignant une constante, on trouvera, en égalant les

coefficients de \ dans les deux membres, la relation suivante

(65)

Jx rpi(X,) dx H-y Xi cpi(X) dx

= /:(X)/>(X,)-B,[x/-A^]_B,[x„^]

Remplaçons X, par Xi, en nous rappelant que l'on a (n° 396)

(66) cpi(a"/) = o, fy{xi)+f.2{yi) = o.
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Il viendra

(67) J:r,o.(X).£r=/,(X)/,(x,)-B.[x, ^^^j _ B, [x„ ^^>] .

En tenant compte des identités (64) et (66), on peut écrire

,es, B.[x,^if:^].-B,[x,"V^].-B.[,,.iAiX.^.

Nous prendrons, par suite,

(69) /^/?.(X) dx =/t(X)/,(a:,)-B.[x,, ^-^^] ^ B,[^,, ^^^] ,

et de même

(70) Jy-i ?,(Y) dy =/,(Y)/,(^,) - B,[j,, ^^^] + B.[^„ ^-^\

de sorte que ces deux dernières formules, jointes aux deux pré-

cédentes (63), détermineront la valeur précise qne nous attribue-

rons toujours aux intégrales

Jxi^,{X)dx, Jyi^t{y)dy, Jxoi{X)dx, J\z,iY)dy,

lorsque nous les rencontrerons dans la suite du raisonnement.

990. Cela posé, restons encore dans les généralités et suppo-

sons que les fonctions ç;, (X,), cp2(\,) soient différentes de zéro.

L'expression de <t s'annulera quand on remplacera

rXo,(X,)rfx = Xo et J\z,{\\)dy = Yo,

respectivement par le couple (i , i) et par les suivants

ry*X,ç,(X,)t/x,yY,o,(Y,)<r]> [ fxiOi{Xi)dx,JyiO,{\,)dy^.

L'intégrale t sera de rang supérieur à ^ et nous retrouvons le ré-

sultat déjà indiqué au n" 396, en indiquant seulement ici d'une

manière plus précise comment il faut déterminer les quadratures

précédentes.

Supposons maintenant que la solution w soit telle que l'on ait,
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9i(Xi) = o, 02(^1)7^0.

Alors il viendra pour X, une combinaison linéaire à coefficients

constants

de Xf, x-2, • • • , oCm^ et comme on peut, sans changer w, retrancher

de X) cette combinaison linéaire, à la condition de retrancher

)., j^, +. . . 4- \mym de Y,, on pourra supposer

Alors, si l'on pose
Xi = o.

jY^,iY,)dy = Yo,

l'expression de a- s'annulera quand on j remplacera le couple

(X, Yo) des fonctions arbitraires par les suivants

^Xi,Jji^,{YOdyj, [o,yYrf2(Y,)4r]-

Mais comme le premier élément du dernier couple est nul,

l'analyse développée au n" 341 permettra, en substituant à Yq la

fonction

/YiCf2(Y,)dy

de réduire cette expression de a- à une forme nouvelle admettant

seulement les couples suivants

fyi^2iYi)dyV'

qui sont en même nombre que ceux de z et, en outre, composés

du même premier élément. Donc, si l'on détermine le rang

d'une équation d'après celui de sa solution générale, l'équation à

laquelle satisfait c est de même rang que la proposée (87).

991. Supposons enfin que la solution w soit telle que l'on ait à
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la fois

(7O ?i(X,) = o, o,(Y,) = o;

on pourra encore supposer que Ton ait

(71) X, = o.
•

Mais, de plus, Y, sera une solution de la seconde équation (71)

que l'on pourra prendre pour représenter le second élément^-, du

premier couple. Faisons donc

L'expression de y sera débarrassée de tout signe de quadrature.

Si l'on pose

(73) A(y.)A(n) - b,[,v, '-^] - B.[r.. '^] = aa-,

aïk sera une constante en vertu de la formule (70).

PourX= JT/, \ ^=yij on trouve

0)7 = — aa/i.

Pour X ^ o, \ ^^1 j
on a

w" =— «11,

o- s'annulera donc quand on y remplacera le couple (X, Y) par les

suivants

/ 2 a/, \

qui sont en même nombre que ceux de z et, ici encore, composés

du même premier élément.

Si OTn était nul, le résultat précédent n'aurait aucun sens, mais

nous avons vu (n° 396) que, dans ce cas, a- est l'intégrale générale

d'une équation de rang inférieur.

992. Nous venons de compléter notre théorie du Livre IV,

Chap. VII, relative au passage d'une équation à une autre par

l'emploi du théorème de M. Moutard. Appliquons les résultats

obtenus au cas spécial où (o est une solution imaginaire de module

égal à l'unité. Alors, comme t satisfait à l'équation imaginaire con-

juguée de la proposée, il faudra que 7 soit de même rang que z,
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et, par suite, que co satisfasse au moins à l'une des conditions

?i(Xi) = o, cp2(Yi) = o.

Supposons donc
Xi = o.

Si l'on a de plus

?2(Yi) = o,

on peut affirmer que la constante a, , ne sera pas nulle, sans quoi u

serait de rang inférieur à z, ce qui est impossible. Donc, dans tous

les cas, les couples de<T aufont les mêmes premiers éléments Xh

que les couples de z.

Dans la solution ainsi trouvée pour o- changeons i en — i; nous

trouverons évidemment la solution générale de l'équation en z ; et,

d'autre part, les premiers éléments Xh de chaque couple seront

remplacés par leurs conjugués .r^. Donc la solution générale de

l'équation en z peut être mise sous une forme dans laquelle les

premiers éléments des différents couples sont les x\.

Considérons les deux équations différentielles auxquelles satis-

font, d'une part, les fonctions x^ et, d'autre part, les fonctions x\.

11 suit de la remarque que nous venons de faire et de la théorie

développée plus haut (n" 988) que l'on obtiendra les différentes

solutions de la seconde en multipliant celles de la première par

une certaine fonction o(^x). Donc, si Xh est une solution de la pre-

mière, x/iZ)(x) sera une solution de la seconde. D'autre part, les

solutions particulières des deux équations étant deux à deux ima-

ginaires conjuguées, la conjuguée x''l(fo(x) de Xh^{x) \_'^(^{x)

étant la fonction conjuguée de ^{x)\ sera une nouvelle solution

de la première et enfin x\ 'fo{^) 'f
(•^) sera une nouvelle solution

de la seconde. On peut conclure de là que, étant donnée une solu-

tion quelconque de l'une des deux équations linéaires, on en

trouvera une nouvelle en la multipliant par la fonction, réelle et

positive,

b{x) = cp(a7) cpo(iF).

Cela exige évidemment que 8(^) soit une constante. Il sera

permis de la prendre égale à l'unité, et l'on aura, par conséquent,

/{x) étant une fonction réelle de x.
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La première équation linéaire admet donc, en même temps que
la solution Xh-, la suivante

x% oo{x) = xl e-î'/te.'.

Or si, dans l'expression générale de z, on remplace la fonction

arbitraire X de :r par Xe~'/'-^^, toutes les solutions x^ de la pre-

mière équation linéaire seront multipliées par e'/W
; de sorte que

cette première équation admettra maintenant, en même temps, les

deux solutions

qui sont imaginaires conjuguées Vune de l'autre . On peut

évidemment remplacer ces deux solutions imaginaires par les

deux solutions réelles formées de la partie réelle et de la partie

imaginaire de l'une d'elles. Et Ton voit ainsi que l'on peut ramener
la solution générale :; de Téquation aux dérivées partielles à une
forme pour laquelle les premiers éléments Xh de chaque couple
sont tous réels.

993. Ce résultat essentiel étant établi, adoptons pour z- la forme
dont nous venons de démontrer l'existence et bornons-nous à

considérer les solutions z' pour lesquelles on a

(74) Y = o, ^':=/,(X),

X étant une fonction arbitraire réelle. Alors, comme on a

pour la solution co, la formule (62) est débarrassée de tout signe

de quadrature et nous donne pour o- une expression de la forme

qui renferme, jusqu'au même ordre que dans :;', les dérivées de la

fonction arbitraire X, Si Ton y change i en — /, on aura

et, d'après la proposition établie plus haut, à la fin du n° 988, on
pourra écrire

oî(X) = a/,(X),

D. - IV. ,3
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a étant une constante. De là, on déduit

«0 étant la constante conjuguée de a.

Cela posé, l'équation

\^ /

admettra, d après ce que nous avons vu, la solution --r ou, en sup-

primant le facteur constant ciq^ la solution --,- qui est encore de

module égal à i, comme co.

D'autre part, en prenant pour X, dans la formule (74)5 une solu-

tion particulière réelle de l'équation linéaire

Ti(X) = o,

qui annule l'intégrale quadratique de cette équation linéaire, ce

qui est toujours possible (n°' 374 et 396), puisque toutes les solu-

tions particulières Xh de cette équation sont réelles et linéairement

indépendantes, on sera assuré de passer, par l'intermédiaire de 2',

à une équation aux dérivées partielles de rang inférieur à la pro-

posée. Ainsi se trouve complétée notre démonstration : toutes les

équations admettant des solutions de module égal à l'unité peuvent

se déduire par récurrence de celle que nous avons considérée

au n« 982.

994. Il ne sera pas inutile d'indiquer au moins une applica-

tion de la méthode de récurrence que nous venons d'étudier.

Prenons, comme point de départ, l'équation

J^l^ -

et la solution, de module égal à i,

(76) co'=e'>,

de cette équation. Soit z' une autre solution quelconque et (7' la

fonction définie par la quadrature

CI ,dz' ,ào}'\ , / ,dz' ,âM'\
,

(77) ^'=j[^o^ -' d^-r^-(^ 47"'
àj^i

"'
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Dans le cas spécial que nous considérons, o-' satisfera encore à

Téquation (75)- Il faut tout d'abord mettre z' sous une forme

telle que t' soit sa conjuguée. Pour cela, il n'y a qu'à appliquer la

méthode générale donnée plus haut(n°98o) et l'on reconnaît ainsi

qu il faut prendre :;' sous la forme

(78) ^=X— /X — jY,

oij X, Y désignent des fonctions réelles de a: et de ^ respective-

ment. On peut prendre alors

( 79 )
7' = X'— « X — t Y,

et l'on peut passer à une équation de rang supérieur.

L'emploi de la solution z' conduit à l'équation de second rang

<jui admet la solution particulière de module égal à l'unité

,;:' . X — iX —

A

^ ' Z \ -i- l\ -h II

et dont l'intégrale générale sera définie (n° 39o) par la formule

_ 2X0-4- aYp Xq Y'o
(82) z _ ^,^ .^ ^ .^. — ^,_ .^, -^ l y, ,

où Xo, Yo désignent deux nouvelles fonctions arbitraires de .r et

de r. La solution to correspond aux déterminations suivantes de

ces fonctions

(83) Xo = X'e", Yo = o.

Pour pouvoir continuer, il faut mettre ces fonctions Xq, Y,,

sous une forme telle que la fonction 7. définie par la quadrature

(8i) 0)3= / (u) z —-
) dj- — { (a -z-r— 1 «v,

soit la conjuguée de z. Pour cela, il faut calculer d'abord s. En

vue des applications ultérieures, nous indiquerons même com-

ment on calculerait la fonction ft définie par la quadrature
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:;' étant, comme z, une solution de l'équation (80) correspondante

aux déterminations X,, Yi de Xq et de Yo,

(86)
, _ 2X1+ 2Y1 _ x\ y;

Il n'y a ici qu'à appliquer sans modification la méthode indi-

quée au n° 394. Posons

(87)

Ji^~^'- X'-hiX^iY X"+tX''

9.U II'

X"'+iX" "1

g\{v)
l_X'+i}

Bi(m, v) --

2

X^tY (X"^-i X"+ iX!

iY

. Y"^ w

X"+iX'

on aura

(88) .-=/,(Xo)+/2(Yo), ^'-/i(X,)+/2(Y,),

et l'on trouvera

2X0 d\os,z' 21Y0 (Jloff^'

(90)

e = /,(Xo)-/2(Y,) X"+ iX' d^ Y' dy

B sera la solution générale de l'équation

(„,) 5(9)= S(',),

et l'on y fera disparaître les quadratures par les changements de

notation si souvent indiqués.

Supposons que z' se réduise à w et, pour cela, remplaçons X,,

Y,, parles déterminations (83) données plus haut. Nous aurons



REPaÉSENTATIOX SPHERIQUE. 197

dors

^'(^) = *^''
^9^) ^•UJ = '^''(X%r7:v7=-^(x-ïr7x^;'

H sera alors égal à 7, ce qui donnera

Il faut maintenant choisir Xo, Yo de telle manière que 3- soit la

conjuguée de z ; c'est le résultat que l'on obtiendra en prenant pour

Yo une /onction réelle de y, el en substituant à la place de Xo

l'expression

X'-^iX'„,
(94

)

Xo = X,— X -hX^ -

'

OÙ X2 est une fonction arbitraire réelle de jc.

Alors l'emploi de la solution z permettra de passer à l'équation

de troisième rang

(95) 5(Z)=5(i),

qui admettra encore une solution -^ de module égal à l'unité.

Il est essentiel de remarquer que, conformément à la proposi-

tion du n° 394, on peut faire disparaître, par un choix convenable

des fonctions arbitraires, tout signe de quadrature dans la suite

des calculs.

Pour obtenir toutes les équations de second et de troisième rang,

admettant des solutions de module égal à l'unité, il faudrait

encore employer les solutions

e'«, C'y

de l'équation (70). Mais ces solutions se déduisent de celle que

nous avons choisie, soit par un changement de notation, soit par

le passage à la limite.
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CHAPITRE IX.

SURFACES A LIGNES DE COURBURE PLANES.

Première application des méthodes précédentes. — Rappel des formules propres à

déterminer les surfaces admettant une représentation spliérique donnée, —
Recherche des surfaces à lignes de courbure planes dans un système. — Elles

correspondent toutes à des équations à invariants égaux pour lesquelles la so-

lution est de premier ou de second rang. — Méthode de recherche directe :

théorème général qui permet de les déterminer très simplement au moyen de

trois développables dont l'une (A) est isotrope et les deux autres (D), (D,

)

applicables l'une sur l'autre avec correspondance des génératrices rectilignes.

— On déduit de cette proposition que, si une ligne de courbure plane est un

cercle, toutes les autres sont des cercles, que si une d'elles est algébrique, toutes

les autres le sont aussi, etc. — Mise en œuvre de la génération précédente. —
Calculs et constructions géométriques propres à déterminer la surface réelle la

plus générale à lignes de courbure planes, sans aucun signe de quadrature.

99o. Avant dépasser aux applicalions des résiillats analytiques

obtenus au Chapitre précédent, rappelons en quelques mots les

résultats obtenus. Pour ne pas multiplier les changements de no-

tation, supposons que x^ y soient les paramètres des lignes de

courbure et jouent le rôle des variables p, p, du n° 974. Les sur-

faces qu'on peut rattacher à une même équation

<> s"!^
= ^»'

pour laquelle on a résolu les problèmes analytiques précédents,

pourront être définies de la manière suivante. Si Ton désigne

par ^, z' deux solutions quelconques de l'équation, mises sous la

forme pour laquelle les fonctions imaginaires conjuguées a-, a-'

sont définies par les quadratures

(2)
, r/ dz' ,dM\

, [ dz' ,doi\.
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to étant toujours la solution de module égal à l'unité, on pourra

prendre, en rapportant la surface au système de coordonnées tan-

gentielles a, ,3, ç,

(3) a^i, 3=cot'.

Ces deux formules définiront la représentation sphérique des

lignes de courbure. Puis on fera de même

(4) />'= W7, q'= ^,

(5) ?=/(/>' ^---?'<3; = ..'^/(.'^-.^)rf--(.'g--|')rf7-

Les variables a et ^ étant imaginaires conjuguées ainsi que p'

elq', on pourra obtenir une infinité de déterminations réelles de ^

et la surface sera l'enveloppe du plan défini par l'équation

(6) (i-H?)X^j(? — »)Y + (a?-i)Z^-ï = o,

où tout est connu et d'où Ton peut faire disparaître tout signe de

quadrature. Rappelons les relations

) dx dx^ dx dx

1 a3 .da dp' dq'

I àf dy dy dy

tout à fait équivalentes aux formules (2).

996. Nous avons déjà reconnu (n° 983) que l'équation la plus

simple de la forme (i) correspond à des surfaces à lignes de cour-

bure planes particulières, caractérisées par cette propriété que les

cercles qui servent de représentation sphérique aux lignes de

courbure planes passent tous par un point fixe. Proposons-nous

maintenant de définir les surfaces à lignes de courbure planes les

plus générales. Nous allons voir qu'elles correspondent toutes à

des équations pour lesquelles la solution est de premier ou de

second rang.

Désignons par x le paramètre des lignes de courbure planes de

la surface. En tous les points d'une de ces lignes, le plan tangent

devra faire un angle constant avec le plan de la ligne, c'est-à-dire
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avec une droite dont les paramètres directeurs dépendront unique-

ment de X, En exprimant cette condition, on sera conduit à une

équation de la forme

iZ-o(a -)- P) + ta7i(P — a) + a;2(«P — i) = a:'3(a3 + i),

a^O) X\i ^21 sc-i désignant des fonctions de x. Au reste, cette équa-

tion exprime que la représentation sphérique de la ligne de cour-

bure est un cercle. En changeant les notations et remarquant que

•2^3 — ^2 lie saurait être nulle quand les axes sont quelconques, on

lui donnera la forme plus simple

(8) (a._a7o)(i3-^,) = ^L

.2-0, x^^ Xi étant toujours des fonctions de x\ quand la surface

sera réelle, les deux premières seront conjuguées et la troisième

réelle.

Différentions cette équation par rapport à y. En tenant compte

de la seconde formule (7) et remarquant que — ne peut être nulle,

nous aurons

(a— .2'o)co2= p — X'^,

et de là, on déduit, ^2 n'étant jusqu'ici définie que par son carré,

(9)
(a — a^o ) tu = «-2

,

[3
— Xi=- x^{xi.

La première de ces équations peut s'écrire

(10) ^' = 3-0 w -t- «"2
;

nous sommes ainsi conduit à exprimer que l'équation (i) admet

deux solutions z\ w reliées par la relation précédente.

A cet effet, substituons dans cette équation (i) la valeur précé-

dente de z'. En tenant compte de ce que to est déjà solution de

l'équation, ce qui donne

dx dy

il vient

(12) "^^ ^ "" '•
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Portons la valeur de -r- dans le premier membre de la relation

précédente, il viendra

dx \Xo /
'

ou, en excluant l'hypothèse k r= o, déjà examinée (n" 983),

'^ ~
x'o dx \x'qJ

Il n'y a plus qu'à substituer cette valeur de w dans la for-

mule (i 2) pour obtenir la condition

(14)
, ; =Av
dx Oy

à laquelle doit satisfaire A". Cette condition exprime évidemment

(n° 330) que Téquation correspondante doit être de second tah^.

997. Nous avons vu (n° 389) que la valeur la plus générale de k

est la suivante

de sorte que, en remplaçant -A- par X3, la valeur de w va devenir

Cette valeur devant avoir un module égal à i, il faudra que

l'on ait

Xo, Y2, X^ étant les fonctions conjuguées de X,, Yj, X3 respec-

tivement.

En donnant à x une valeur quelconque, on reconnaît immédia-

tement que les fonctions Yo, Y, sont en relation homographique.

On pourra donner à celte relation homographique la forme

C\BRA~^^
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si l'on remarque que l'expression (i5)de k ne change pas (n°24)

lorsqu'on soumet X) , Yj à une même substitution linéaire à coef-

ficients constants. Ainsi l'on peut suppose?^ que Y, soit une fonc-

tion réelle.

Mais alors il faut évidemment choisir pour w l'expression dé-

finie par l'équation (81) du Chapitre précédent; et l'on aura, en

appliquant les résultats analytiques du n° 994 et supposant, ce

qui est évidemment permis, Y réduit à y par un changement de

notations,

. X'— iX-îV
(16)

X'-t- tX -t- iy

Pour écrire d'une manière rapide les valeurs de a, [3, p\ q\ in-

troduisons les notations

,x"-i-fX' / ,x"+«;x'
1U — 2 M -^tt;; ,^ \ li — U

, .
, , x"'-f-x' V x"'+x'

(17) ç,(ji) = _
X'-f- iX 4- l'j' X"-H tX'

(18) cp2(M) = -^.-7
'

,
1- m',

' X-t-iX-+-t_/

et désignons de même par '|,, 60 les symboles obtenus en chan-

geant i en — f. On aura, X, étant une fonction réelle,

3
(19) ato = <pi(Xi), ^=J;i(Xi),

puis, Xo et Y, étant encore des fonctions réelles,

(20) g'o3==Oi(X2) + T2(Yi), £-' = ^(X,) + J;2(Yi).

Les deux premières relations feront connaître la représentation

sphérique. Il faudra ensuite calculer i, qui sera définie par la for-

mule (5) où l'on substituera les valeurs précédentes de a, |^,//, q'

-

Il restera encore à donner aux fonctions réelles Xo, Y, une forme

telle que toute quadrature disparaisse de l'expression de \.

On voit que les surfaces à lignes de courbure planes dépendent

de quatre fonctions arbitraires X, X, , Xo, Y, . Elles sont donc loin

d'être les plus générales parmi celles qui correspondent à l'équa-

tion du second rang et qui dépendent, en réalité, de cinq fonctions
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arbitraires, à savoir : X, deux fonctions figurant dans la représen-

tation sphérique et deux autres dans les expressions de p' et de q'.

998. Sans faire l'étude approfondie des surfaces à lignes de

courbure planes, auxquelles M. Rouquet a consacré un Mémoire

des plus remarquables, déjà cité [I, p. 1 14], nous ferons connaître

une proposition qui les concerne et qui se rattache directement

aux résultats du n'*972. Cette proposition peut s'énoncer comme
il suit :

Etant donnée une sur/ace (S) à lignes de courbure planes

dans un système, soit (D) la développable enveloppe des plans

des lignes de courbure. Supposons qu^elle se déforme de telle

manière que ses génératrices, demeurent rectilignes, et qu'elle

entraîne les lignes de courbure planes dans ses différents

plans tangents; il existera une transformée (D,) de (D) pour
laquelle toutes ces lignes de courbure viendront se placer

sur une même développable isotrope (A); les lignes de seconde

courbure venant alors coïncider avec les génératrices recti-

lignes de la développable (A).

Pour démontrer cette proposition, nous commencerons par

examiner ce que devient la surface (2) lorsqu'on déforme ladéve-

loppable (D) de telle manière que ses génératrices demeurent

rectilignes. Si Ton désigne par la lettre (C) les lignes de pre-

mière courbure, situées dans les plans tangents de (D) et par la

lettre (Ci) les lignes de seconde courbure, il est clair que les

tangentes aux lignes (C), aux points où elles sont rencontrées par

une même courbe (C, ), engendrent une développable dont larète

de rebroussement (K,) est tracée sur la développable (D); de sorte

que chaque courbe (C,) est une développante de l'arête de re-

broussement (K,) qui lui correspond. Celle relation entre (K,)

et (C| ) ne se modifie nullement quand la développable (D) se

déforme en entraînant dans ses plans tangents les courbes (C).

On reconnaît donc immédiatement que, dans la nouvelle sur-

face (S') engendrée par les positions nouvelles des courbes (C),

surface qui correspond point par point à (S), les lignes de pre-

mière et de seconde courbure correspondent respectivement aux

lignes de première et de seconde courbure de (S).
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M. Rouquet a fait grand usage de la proposition que nous venons

d'établir et qui est due à Ribaucour ('). Elle ne nous est pas in-

dispensable; mais elle aidera le lecteur à mieux comprendre le

raisonnement suivant.

999. Soient (y?^^. 88) (C)une des lignes de première courbure

Fig. 88.

de (S), M un quelconque de ses points, M' un point infiniment

voisin de M pris sur la ligne de seconde courbure (G,) qui passe

en M, P la projection de M' sur le plan de (G). Soit QQ' la gé-

nératrice de contact du plan de (G) avec la développable (D),

R le point où cette génératrice touche l'arête de rebrousse-

ment (R) de cette développable; de sorte que chaque point R et,

par suite, chaque plan tangent de (D) sera déterminé par l'arc s

de (R) compté à partir d'une origine fixe O prise sur (R). Le plan

de la ligne de première courbure (G') qui passe en M' corres-

pondra, par exemple, au point R' de l'arête de rebroussement, de

sorte que l'angle des deux plans contenant les lignes de première

courbure qvii passent en M et en M' sera égal à — j. ds désignant

l'accroissement RR' de 5 et- étant la torsion de (R) en R. M'P

(') Ribaucour, Sur les courbes enveloppes de cercles et sur les surfaces en-

veloppes de sphères. {Nouvelle Correspondance mathématique^ t. V et VI;

1879-1880).
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est évidemment égal à cet angle multiplié par la dislance de l'un

des points M ou P à la droite d'intersection QQ' des deux plans

osculateurs respectivement en R et en R'. Si donc p désigne la

distance du point M à la tangente QQ' en R, on aura d'abord, en

négligeant les infiniment petits du second ordre

Cela posé, considérons le triangle rectiligne MM'P : il est rectangle

en P, son angle en M ne diffère que de quantités du second ordre

de l'angle o que fait en ce point M la surface (S) avec le plan

de (C). On peut donc écrire

M'P = PM tango;

et, si l'on porte cette valeur de M'P dans la relation précédente,

il vient
p ds

Telle est la relation que nous voulions établir. En voici maintenant

les conséquences.

1000. Supposons d'abord que le point M se déplace sur la

courbe (C); le premier membre de la relation précédente de-

meurera invariable, puisque Fangle ç; est le même pour tous les

points de la courbe (G), d'après le théorème de Joachimslhal. Il

en sera donc de même du second membre, qui devra se réduire

par conséquent à une fonction de la seule variable s. On aura donc

les deux égalités suivantes

!'

-: tango =/(5),

£^ - fis)FM -J^^^-

La seconde s'interprète géométriquement de la manière la plus

simple. Il est é\ident par la géométrie que si Ion déforme la dé-

veloppable (D) de telle manière qu'elle vienne s'appliquer sur un

plan, celui de la courbe (C) par exemple, le point P sera à une

distance infiniment petite du second ordre de celui où vient

s'appliquer le point M'. La seconde relation précédente donne
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donc une propriété de la famille de courbes sur laquelle viennent

s'appliquer dans le plan les lignes de première courbure. A
chacune de ces courbes (C), maintenant toutes situées dans le

même plan, correspond une droite QQ' déterminée. Et, pour
chaque point de la courbe (Gq) infiniment voisine de (C), ily
a un rapport constant entre la distance à la courbe (C) et la

distance à la droite correspondante QQ'. Cette propriété géo-

métrique conduit à une équation aux dérivées partielles, qui a été

formée et intégrée de la manière la plus élégante par M. Rouquet.

Laissant décote l'élude de cette intéressante question, revenons

à la première des relations précédentes

T tango =/(5).

Elle nous montre immédiatement que, lorsqu'on déforme la déve-

loppable (D), l'angle <p varie de telle manière que le produit

Ttang'^ demeure constant. Au lieu de considérer l'hypothèse où

la développable (D) se réduit à un plan, supposons qu'on la dé-

forme de telle manière que l'on ait, en chaque point de l'arête de

rebroussement,

'z=±if{s), .

il viendra alors

tang'f=qz«.

Et, par conséquent, l'angle du plan tangent à la surface et du plan

de la ligne de courbure deviendra infini. Ce dernier plan, étant

osculaleur à l'arête de rebroussement de la développable dans sa

nouvelle position, ne sera pas isotrope. Il faudra donc que le plan

tangent à la surface le soit. Donc la surface à lignes de cour-

bure planes (S) aura été transformée en une développable iso-

trope.

De tout ceci résulte donc le théorème suivant :

Pour obtenir toutes les surfaces à lignes de courbure planes

dans un système, on construit une développable isotrope cjuel-

conque (A) et une développable non isotrope (D,). On déforme

ensuite (D,) de telle manière que ses génératrices demeurent

rectilignes et que ses plans tangents entraînent les courbes

suivant lesquelles ils coupaient la développable (A). L'en-
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semble des courbes ainsi entraînées constitue la surface la plus

générale à lignes de courbure planes dans un système (').

En reprenant le point de vue développé au Chapitre \I, on peut

énoncer le théorème sous la forme suivante :

Pour obtenir les surfaces précédentes, on prend deux déve-

loppables {D), (I^i) applicables l'une sur l'autre avec corres-

pondance des génératrices rectilignes. Si l'on fait rouler la

développable (D, ) sur la développable {T))de telle manière que

le contact ait lieu à chaque instant entre tous les points des

génératrices correspondantes^ toute développable isotrope (A)

invariablement liée à (Di ) sera coupée par les plans de contact

successifs suivant les lignes de courbure de V une des surfaces

cherchées.

1001. Alors même que ces théorèmes ne conduiraient pas,

comme nous allons le voir, à une méthode rapide de recherche

des surfaces à lignes de courbure planes dans un système, ils

permettraient au moins d'expliquer de la manière la plus satisfai-

sante certains faits, ayant quelque chose de paradoxal, qui se pré-

sentent dans cette théorie.

On sait, par exemple, que, si une des lignes de courbure

planes est un cercle, toutes les autres sont des cercles; que, si

elle est algébrique, toutes les autres sont algébriques; que les

lignes de courbure ne peuvent être toutes des coniques différentes

du cercle, etc. Tous ces faits s'expliquent immédiatement parla

remarque suivante, qui est évidente.

(') Celle proposition, donnée depuis longtemps dans mon enseignement, s'ap-

plique même aux surfaces pour lesquelles les plans des lignes de première courbure

passent par une droite Cxe. En effet, on doit attribuer en général une valeur

nulle à la torsion dune courbe plane: mais il faut remarquer cependant que, si

cette courbe se réduit à une droite, la torsion devient indéterminée. Si l'on

associe à chaque point de cette droite un plan déterminé passant par la droite, il

est clair que la torsion prend en chaque point une valeur déterminée, dépendant

d'ailleurs de la loi suivant laquelle on a associé les plans passant par la droite

aux points de cette droite.

Dans le cas où les plans des lignes de courbure enveloppent un cùne, il suffit

de choisir une variable autre que s.



208 LIVRE VIII. — CHAPITRE IX.

Dès qii'une ligne de courbure plane est donnée, on connaît

par cela même la développable isotrope (A), ciui doit être cir-

conscrite à cette courbe en même temps qu'au cercle de l'infini.

Par conséquent toutes les autres lignes de courbure ne peuvent

être que des sections planes de cette développable, parfaite-

ment connue.

Si l'une des lignes de courbure est un cercle, la développable

isotrope se décompose en deux points-sphères. Donc toutes les

autres lignes de courbure sont des cercles.

Si l'une des lignes de courbure est algébrique, il en est de

même de (A) et, par suite, de ses sections planes quelconques.

Si l'une des lignes de courbure est une conique différente d'un

cercle, (A) est en général du 8*^ ordre; mais elle peut se réduire

au y*^, au 6®, au 5^ et même au 4^, si son arête de rebroussement

est une cubique gauche. Dans ce dernier cas seulement, la dé-

veloppable contient une famille de coniques-, mais elles sont

situées dans les plans tangents de la développable, qui sont tous

isotropes. Donc il est impossible que toutes les lignes de courbure

soient des coniques.

Voici les principes qui peuvent guider, si l'on recherche tous les

cas dans lesquels les lignes de courbure sont algébriques et d'un

degré déterminé.

Une surface réglée algébrique indécomposable étant donnée, si

certaines de ses sections planes se décomposent, elles se com-

posent uniquement d'un certain nombre de droites et d'une courbe

algébrique indécomposable.

Si les lignes de courbure planes sont d'un degré déterminé «,

il est nécessaire que la développable isotrope circonscrite à l'une

de ces lignes se décompose en deux développables symétriques

par rapport au plan de la courbe, c'est-à-dire que la ligne soit ce

que Laguerre a appelé une courbe de direction.

Nous nous contenterons de signaler ici les deux hypothèses qui

paraissent les plus simples. Il existe une développable isotrope du

5^ ordre que l'on peut définir comme il suit. Elle est circonscrite

à la courbe du 3*^ ordre définie par les équations

{il) X=U -5 y—u''-, z = o
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et elle est l'enveloppe du plan

(23) 1UX—y{l — tt-)-r- t-(l-r- i<-)= «-— —

•

Tous les plans définis par l'équation

(24) y—iz-^u^y-i-iz)=ir--^u'',

OÙ II est considéré comme un paramètre variable, la coupent sui-

, vant les deux génératrices qui correspondent aux valeurs a, — u

du paramètre et suivant une courbe du 3* ordre; de sorte que

la développable admet une famille de sections du 3* ordre, qui

pourront devenir les lignes de courbure d'une infinité de surfaces

de la nature de celles que nous cherchons. Comme les plans de

ces sections sont parallèles à une droite, on ne pourra obtenir que

des surfaces pour lesquelles ces lignes de courbure du 3^ degré

seront distribuées dans les plans tangents d'un cylindre d'ailleurs

quelconque. C est à cette classe qu'appartient la surface minima

d'Enneper, étudiée au n° 207.

Considérons encore la cubique gauche isotrope définie par les

équations

(25) T=u ^-, y = u-, - = ifa-i-yj.

La développable isotrope dont elle est l'arête de rebroussement

est lenveloppe du plan défini par l'équation

2 11^

(26) (i— u-)x-h luy -\- i(n- u^)z^ -.,- = o.

Elle admet pour sections planes des courbes du quatrième ordre

à trois points de rebroussement qui pourront devenir les lignes

de courbure planes dune infinité de surfaces.

1002. La génération des surfaces à lignes de courbure planes,

telle que nous l'avons donnée plus haut, permet encore de résoudre

assez simplement une question que M. Caronnet s'est proposée
dans un travail récent (^'). On connaît déjà une première série de

(') Th. Caroxxet, 5m/- les surfaces dont les lignes de courbure d'un sys-
tème sont planes et égales {Comptes rendus, t. CXVII, p. 842; 1893 ).

D. - IV. ,4
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surfaces à lignes de courbure planes pour lesquelles toules les

lignes de courbure planes sont égales. Ce sont les surfaces mou-
lures de Monge : elles correspondent au cas où la développable (D,)

qui intervient dans la génération indiquée plus haut se réduirait

à un plan. Mais parmi les autres surfaces à lignes de courbure

planes, parmi celles dont toutes les lignes de courbure planes

sont des sections différentes d'une même développable isotrope,

y en a-t-il pour lesquelles ces lignes de courbure soient toutes

égales? La question revient évidemment à la suivante.

Existe-t-il des développables isotropes admettant une famille de

sections planes toutes superposables?

Ou encore :

Existe-t-il des développables isotropes dont l'arête de rebrousse-

ment ne cesse pas de coïncider avec elle-même quand on lui im-

prime une série de déplacements dépendant d'un paramètre

variable au moins?

Il est clair que, si l'arête de rebroussement ne se réduit pas à un

point, elle doit être nécessairement une hélice isotrope tracée sur

un cylindre circulaire droit.

Cette remarque explique et fait prévoir tous les résultats ob-

tenus par M. Caronnet. Nous n'entrerons pas dans le détail, nous

contentant de signaler ici le cas particulier le plus élégant. La déve-

loppable admettant pour arête de rebroussement l'hélice isotrope

tracée sur un cylindre circulaire droit est coupée par tout plan

passant par l'axe de ce cylindre suivant une tractrice ou courbe

aux tangentes égales.

Soit, en effet, M un point de l'hélice isotrope. La sphère (S)

inscrite au cylindre suivant le parallèle qui passe en M coupe le

plan sécant suivant un cercle (C) ayant même centre O que la

sphère. D'autre part, elle contient la tangente en M à l'hélice

isotrope, tangente venant couper le cercle (C) en un point M' qui

décrira la section cherchée. Or, le plan osculateur de l'hélice,

c'est-à-dire le plan tangent à la développable (A) dont elle est

l'arête de rebroussement, est le plan OMM' qui coupe le plan

sécant suivant la tangente OM' à la section. Cette tangente, étant

un rayon du cercle (C), sera bien constante et égale au rayon

de (S) ou au rayon de base du cylindre.

Un résultat analogue s'applique à toutes les sections planes
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qui, on le reconnaîtra aisément, sont des courbes définies par la

propriété de couper les cercles bitangents à une conique, section

du cylindre par leur plan, sous des angles dont le sinus sera, pour

un cercle déterminé, — > R étant le ravon de base du cylindre et r

le rayon de ce cercle.

1003. Laissant de côté toutes les applications particulières, qui

mériteraient sans doute une étude détaillée, nous allons indiquer

comment on peut traduire analytiquement la génération précé-

dente des surfaces à lignes de courbure planes dans un système et

présenter sous une forme entièrement réelle les équations qui dé-

finissent ces surfaces.

La génération indiquée emploie trois développables (A), (D)

et (D,). La développable (A) se déterminera par les équations si

souvent employées dans la théorie des surfaces minima

j
(l — a-)X'-i- 2MY'-t- l(l -r- tt*)Z'— 2 F(m)= o,

^^^^
i

— aX'-^ Y' -i- iuZ' — F'{u)=o,

entre lesquelles il faudra éliminer u. La première représente, pour

une valeur déterminée de u, le plan tangent à la surface; et les

deux, prises ensemble, la génératrice de contact de ce plan.

La développable (D) sera pleinement définie aussi si l'on donne

les coordonnées .r, y, z d'un point de son arête de rebrousse-

ment (R) exprimées en fonction de l'arc s de (R) et les neuf

cosinus a, a', a", 6, 6', b" ^ c, c', c" qui déterminent respective-

ment la direction de la tangente, de la normale principale et de la

binormale à cette courbe.

De même la développable (D,) sera déterminée par les quan-

tités a-,, j^,, ;î|, rt,, a',, a\, b,, b\, 6'|, c,, c', , c\ analogues à celles

que nous venons de définir pour (D) et qui seront des fonctions

de la même variable s que les précédentes. En leurs points cor-

respondants, les arêtes de rebroussement de (D) et de (D,) ont,

en effet, le même arc et aussi le même ravon de courbure.

Soit (P, ) un plan tangent de (D,) touchant Tarête de rebrousse-

ment (R|) de (D,) au point M,. Si x\ y' désignent les coor-

données d'un point de ce plan rapportées à des axes formés parla

tangente et la normale principale à (R,) en M,, on aura évidem-
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ment

(28) <^Y' = yi-^a[x'+ b[y,

{ Z' = ^i -4-a'[x'-^biy,

X', Y', Z' étant les coordonnées du point par rapport aux axes fixes.

Par suite, pour avoir la section de la développable (A) par le

plan (Pi), il faudra, dans les formules {^.'j), remplacer X', Y', Z'

par leurs valeurs précédentes et éliminer a entre les deux équa-

tions ainsi obtenues.

Supposons maintenant que la développable (D,) se déforme et

vienne coïncider avec (D). Le plan (P|) viendra coïncider avec

le plan correspondant (P) de (D). Les coordonnées x', y' de

chaque point de la section demeureront invariables; mais, si l'on

désigne par X, Y, Z les coordonnées nouvelles du point [x'
, y')

relativement aux axes fixes auxquels on a rapporté (D), on aura

!X = 37 H- ax' -+- by\

Y ^y^a'x'-i-by,

Z = z -h a"x' -h b"y',

de sorte que, pour obtenir la surface cherchée, il faudra éliminer

M, X', Y', Z', x', y, s entre les huit équations (27), (28), (29).

Remarquons que l'on a

x' = a{X — x) -h a'(Y —y)

(3o) I
y=biX-x)-^b'{Y-y)

( 0= c{X — x)-^ c'(Y —y)-

tout se ramènera donc à éliminer s et u entre les deux équations

= §C(X — 07),

(i— u^) Xi-Y- ai V «(X — x) -i- bi S ^(X — x)

-H2?Jji+ a'i ^ a(X— a:)-+-6', ^^*(X + a7)

- i(i + «2) r^i + a'; g a(X — :r) + b'[ ^à{X- x)] - 2F (u) = ..,

a"(Z-
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et la dérivée de la seconde par rapport à u. Les variables u et s y

nous l'avons vu (n" 998), seront les paramètres des deux familles

de lignes de courbure,

1004. Il n'v aura aucune difficulté à calculer explicitement les

fonctions de s qui entrent dans les formules. En effet, les arêtes

de rebroussement (R) et (R,) ont, aux points correspondants, la

même courbure, mais non la même torsion. Si l'on se donnait la

courbure et la torsion en fonction de l'arc, il faudrait, pour déter-

miner la courbe, intégrer une équation de Riccati. Mais, la torsion

étant arbitraire, il est clair qu'on pourra toujours la déterminer par

la condition que cette équation de Riccati ait une solution donnée

à l'avance, ce qui permettra de ramener à des quadratures la dé-

termination de toutes les fonctions de s qui figurent dans la so-

lution. Nous avons vu : i° qu'on peut mettre la solution sous

une forme entièrement réelle; 2° qu'on peut faire disparaître

toutes les quadratures par un choix convenable des fonctions ar-

bitraires. On peut établir tous ces résultats par la Géométrie.

Remarquons d'abord que l'arête de rebroussement (R|) a, en

chacun de ses points, pour torsion une fonction de s qui est une

imaginaire pure i f(s). Les formules fondamentales

dai b] dci _ b\ dxi _
ds p ds - ds

nous montrent alors qu'on pourra la rapporter à des axes tels que

-S,, a\, b\j c,, c\ soient des imaginaires pures, les autres quan-

tités ari, ^1, «1, 6,, «', , 6',, c\ étant réelles. Si donc on prend,

dans les formules (27) pour F(a) une fonction réelle de m, il est

clair que les deux équations finales (3i) présenteront la solution

sous une forme entièrement réelle; x, >', z, a, b^ . . . devant évi-

demment être supposées réelles puisqu'elles se rapportent à la dé-

veloppable réelle (D).

1005. Indiquons maintenant comment on pourra faire dispa-

raître les quadratures qui entrent dans la solution. Parmi les diffé-

rents movens que l'on peut emplover, voici celui qui nous a paru

le plus simple.

Les fonctions de s qui figurent dans la solution servent en dé-
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finitive à définir le roulement de (D,) sur (D). Si donc, au lieu

de (A), nous prenons un point-sphère O invariablement lié à (D,),

ce point-splière coupera le plan de contact suivant un cercle qui

engendrera une surface à lignes de courbure circulaires dont les

lignes de seconde courbure correspondront aux génératrices rec-

tilignes du point-sphère et seront, par suite, pleinement connues.

Inversement, si nous connaissons une surface à lignes de courbure

circulaires dont on puisse obtenir toutes les lignes de courbure

sans aucune quadrature, la construction géométrique donnée au

n° 970 s'appliquera ici et permettra de construire autant de cercles

qu'on le voudra engendrant des surfaces à lignes de courbure cir-

culaires. Si l'on prend, conformément à la méthode indiquée,

tous ceux de ces cercles qui, dans un plan déterminé, enveloppent

une courbe (K), ils envelopperont, dans les autres plans, des

courbes dont l'ensemble constituera la surface cherchée. Ainsi

tout est ramené à trouver une surface à lignes de courbure circu-

laires, la plus générale possible, dont toutes les lignes de cour-

bure se déterminent sans aucune intégration.

1006. Un premier moyen de résoudre cette intéressante ques-

tion consiste à employer la transformation de M. Lie qui fait cor-

respondre à des surfaces enveloppes de sphères les surfaces réglées

engendrées par les droites qui correspondent à ces sphères, et aux

lignes de courbure des premières surfaces les lignes asympto-

liques des secondes. Dans un élégant article publié en 1888,

M. Kœnigs (
'
) a montré comment on peut écrire sans aucun signe

de quadrature les équations qui définissent une surface réglée de

manière à mettre en évidence les lignes asymptoliques.

D'autre part, dans le travail cité plus haut, M. Rouquet a in-

diqué le procédé géométrique suivant.

Étant donnée une surface à lignes de courbure sphériques, il

existe toujours, nous le verrons, une surface de même nature

admettant la même représentation sphérique et pour laquelle les

(') G. Kœnigs, Détermination sous forme explicite de toute surface réglée

rapportée à ses lignes asymptoliques et, en particulier, de toutes les sur-

faces réglées à lignes asymptoliques algébriques ( Comptes rendus, t. CVI,

p. 5i-54).
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sphères qui contiennent les lignes de courbure passent par un

point fixe ou coupent à angle droit une sphère fixe. Admettons ce

résultat qui s'applique aux surfaces à lignes de courbure circu-

laires lorsqu'on choisit les sphères qui leur sont inscrites parmi

celles qui contiennent la ligne de courbure circulaire. Nous

voyons qu'à toute surface (~) à lignes de courbure circulaires, on

pourra faire correspondre une surface (2') de même représenta-

tion sphérique, enveloppe de sphères variables (U) orthogonales

à une sphère fixe (S). On aura deux lignes de courbure non cir-

culaires de (-'), celles qui sont décrites par les deux points où

chaque ligne de courbure circulaire coupe la sphère (S). Nous

allons voir d'abord qu'on peut construire la surface de manière à

en obtenir une troisième sans intégration.

Prenons, en effet, une développable (D') dont on sache déter-

miner les lignes de courbure et soit (L) une de ses lignes de

courbure. Construisons les sphères (U) tangentes à (D') aux

diflèrents points de (L) et orthogonales à (S). Elles enveloppe-

ront une surface (S') admettant (L) pour ligne de courbure et

satisfaisant, par suite, à la condition demandée.

Or, il résulte d'un théorème de M. Emile Picard (') que le

rapport anharmonique des points oii quatre lignes de courbure

non circulaires rencontrent une même ligne de courbure circu-

laire est constant. Cette proposition fournira évidemment toutes

les lignes de courbure sans aucune intégration dès que trois d'entre

elles seront connues, comme il arrive pour la surface (-')•

A la vérité, nous avons admis que l'on sait construire sans

aucune quadrature une développable (D') dont on peut déter-

miner une ligne de courbure. Voici comment on pourra opérer.

Traçons arbitrairement une courbe (C) sur une sphère, puis,

dans l'espace, une courbe (C) dont les tangentes soient parallèles

à celles de (C); ce qui se fera sans aucune intégration, (C ) étant

l'arête de rebroussement d'une développable dont les plans tan-

gents sont assujettis à l'unique condition d'être parallèles aux

plans osculateurs de (C). Menons ensuite par chaque tangente

(*) E. Picard, Application de la théorie des complexes linéaires à l'étude

des surfaces et des courbes gauches {Annales scientifiques de l'École Normale
supérieure, 2' série, t. VI, p. 362; 1S77).
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de (G) un plan parallèle au plan tangent à la sphère au point

correspondant de (C). Les plans ainsi obtenus enveloppent une dé-

veloppable qui admet évidemment (C) comme ligne de courbure.

1007. Nous avons ainsi construit l'enveloppe de sphères (S'),

dont les lignes de courbure sont déterminées sans aucune intégra-

tion. Pour obtenir l'enveloppe (S) nous invoquerons le théorème

suivant, compris comme cas particulier dans une proposition que

nous donnerons plus loin.

Lorsque deux surfaces enveloppes de sphères (H), (S') ont

même représentation sphérique, les sphères inscrites aux deux
surfaces suivant deux lignes de courbure correspondantes, ces

deuQc lignes de courbure et les cônes droits circonscrits suivant

elles aux deux surfaces forment, à chaque instant, deux
figures homothétiques. Les courbes décrites par les sommets
des deux cônes ont leurs tangentes constamment parallèles,

et le centre de Vhomothétie précédente est le point oit la droite

joignant les sommets des deux cônes correspondants touche

la courbe qu'' elle enveloppe nécessairement.

On voit donc que, pour obtenir l'enveloppe cherchée (S), il

suffira de construire une courbe dont les tangentes soient assu-

jetties à l'unique condition d'être parallèles à celles de la courbe

décrite par les sommets des cônes droits circonscrits à (S'), puis

d'appliquer le théorème précédent, qui permettra de déduire de

chacun des cercles de (S') le cercle correspondant de (S).



LIVRE Vni. — CHAPITRE X. — SURFACES ISOTH E RM I Q L" E S. 217

CHAPITRE X.

SURFACES ISOTHERMIQUES A LIG>"ES DE COURBURE PLAKES.

Rappel des différentes classes de surfaces à lignes de courbure planes déterminées

ou étudiées dans le cours de cet Ouvrage. — Indication de cas particuliers

dans lesquels ces surfaces sont isothermiques. — Recherche systématique des

surfaces qui satisfont à cette double condition d'avoir leurs lignes de courbure

planes, au moins dans un sjstéme, et d'être isothermiques. — Mise en équation

du problème. — Intégration des équations linéaires auxquelles satisfont les ro-

tations. — Tout se ramène à la détermination d'une fonction h satisfaisant à

deux équations aux dérivées partielles. — Application de la théorie des fonc-

tions doublement périodiques de seconde espèce et des méthodes de M. Hermite

à cette intégration. — La solution dépend des fonctions elliptiques et comporte

une fonction arbitraire. — Explication de ce dernier résultat et construction

géométrique de la surface. — Cas particulier où le module de la fonction ellip-

tique devient nul.

1008. Dans différentes parties de cet Ouvrage, nous avons dé-

terminé différentes classes de surfaces à lignes de courbure planes :

celles pour lesquelles les plans des lignes de courbure passent

par une droite fixe (n° 94); celles pour lesquelles toutes les

lignes de courbure sont planes (n*^ lOo) ; celles pour lesquelles

la courbure totale est constante (n"^ 820, 821). Pour compléter

ces études particulières, nous allons déterminer une classe nou-

velle de surfaces à lignes de courbure planes, que l'on est conduit

à rechercher par les remarques suivantes.

D'après une remarque faite par M. O. Bonnet (n" 771), on peut

déduire, de chaque surface dont la courbure totale est constante,

deux surfaces dont la courbure moyenne est constante et qui sont

parallèles à la première. On voit donc qu'aux surfaces à courbure

totale constante découvertes par M. Enneper (n"' 814 à 821) cor-

respondent des surfaces à courbure moyenne constante qui auront,

elles aussi, leurs lignes de courbure planes dans un système et
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sphériques dans l'autre. Ces dernières surfaces ont été l'objet

d'une étude de M. Max Voretzsch (').

Or, d'après un résultat que l'on doit encore à M. O. Bonnet

(n°'* 433, 775), les surfaces dont la courbure moyenne est con-

stante peuvent être divisées en carrés infiniment petits parleurs

lignes de courbure; ou, ce qui est la même chose, les lignes de

courbure de chaque système constituent une famille de courbes

isothermes.

Il résulte donc de la recherche faite par M. Enneper qu'il existe

des surfaces satisfaisant à celte double condition que leurs lignes

de courbure soient planes dans un système et, en outre, que la

surface puisse être divisée en carrés infiniment petits par ses

lignes de courbure. On est ainsi conduit à chercher toutes les

surfaces, autres que les surfaces de révolution, jouissant de cette

double propriété. La solution de ce problème fait l'objet du pré-

sent Chapitre.

Le résultat que l'on obtient est remarquable; bien que les sur-

faces cherchées doivent satisfaire à la fois à deux équations aux

dérivées partielles, on trouve qu'elles contiennent dans leur

équation deux constantes et une fonction arbitraire. On a donc,

d'une part, une famille de surfaces à lignes de courbure planes

dans un système, jouissant d'une propriété géométrique à laquelle

les géomètres attachent quelque intérêt; et, à un autre point de

vue, on ajoute aux surfaces en très petit nombre dont les lignes

de courbure forment un système isotherme toute une famille de

surfaces qui, par cette propriété, viennent se placer à côté des

surfaces de révolution et des surfaces minima.

Malgré le degré de généralité de la solution, on peut obtenir

une construction géométrique simple de toutes les surfaces qui

correspondent à des formes différentes de la fonction arbitraire.

D'ailleurs les calculs que l'on doit développer pour obtenir les

expressions des coordonnées d'un point de la surface cherchée en

fonction de deux variables indépendantes offrent une intéressante

(•) Max Voretzsch, Untersuchung einer speciellen Flàclie constanter iiiitt-

lerer Krummung bei welcher die eine der beiden Schaaren der Krûmmungs-
linien von ebenen Curven gebildet ist. Gottingen, i883.
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application de la belle théorie des fonctions doublement pério-

diques de seconde espèce qui est due à M. Hermite. A tous ces

points de vue, il y a quelque utilité à faire connaître dans ses

points essentiels la méthode suivie.

1009. Je rappellerai d'abord les formules de la théorie des sur-

faces dont nous aurons à faire usage.

Soit

(i) ^s2= A2^a2 + Gît/^-2

l'expression de Vêlement linéaire de la surface. Les six quantités

/?, q^ ''1 Pii ^ij '') doivent satisfaire aux relations

/ àp dpi

àr dri

dv ou ^^ ^^

(3) Agi-hGp = o, r=— -^ — r, = —
G dv' ' \ du

Désignons par a, a', d' les cosinus directeurs de la tangente à

la courbe v = const. ou, ce qui est la même chose, de la tangente

à l'arc S.du\ par 6, b\ b" les cosinus directeurs de la tangente à

la courbe u = const. ou à l'arc C <^i', et enfin par c, c', c" les co-

sinus directeurs de la normale à la suiface. On devra avoir, comme
on sait,

bri — cgi,

(5) ^:^ = cp—ar, ir=c/)i — ar,,

= aqi~bpi,

et les équations analogues pour a', b', c'; a", b'\ c". Les équa-

tions (5) feront connaître les neuf cosinus; puis on obtiendra les

coordonnées rectangulaires X, Y, Z d'un point de la surface ex-

da
-— = br -

du
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primées en m, v par les quadratures

(
c?X = A a du -+- Cb dç,

(6) ^
dY = A.a' du -h Cb' dv,

dZ = A. a" du -+- G b" dv.

Remarquons enfin que, si l'on emploie la représentation sphé-

rique de Gauss, c'est-à-dire si, par le centre d'une sphère de

rajon i, on mène une parallèle à la normale, prolongée jusqu'à

son intersection avec la sphère, le point de la sphère correspon-

dant au point (X, Y, Z) de la surface aura pour coordonnées c,

c', c" . L'élément linéaire de la sphère sera donc déterminé par la

formule

(7) ds'^— 2 dc'^-= (p du H-pi dçy~h {q du -\- q^ dvy.

1010. Après avoir rappelé les formules précédentes, nous allons

les appliquer au problème proposé; nous supposerons les surfaces

cherchées rapportées à leurs lignes de courbure. Cela s'exprimera,

comme on sait [II, p, 386], par les deux équations

(8) P = o, qi = o.

De plus, comme les lignes de courbure doivent être isothermes,

on pourra poser

(9) A=G = e/s

h désignant une nouvelle variable, substituée à la valeur commune

de A et de C.

La formule (7) se réduit, dans le cas qui nous occupe, à la sui-

vante :

ds'^=^ p"^^ di'-'h q- du'^.

Pour exprimer que les lignes de courbure de l'un des systèmes, par

exemple les lignes ç> = const., sont planes, il suffira d'exprimer

que les lignes qui leur correspondent sur la sphère sont des

cercles, c'est-à-dire que leur courbure géodésique est constante :

cela conduit à l'équation

(10) gPi = — ^£'

où V désigne une fonction de v.
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Les équations (8), (9), (10) sont l'expression complète des con-

ditions géométriques auxquelles doit satisfaire la surface cherchée.

Si on les joint aux équations (2) et (3), on en déduira les valeurs

suivantes des six quantités/?, «jr, ... :

/ ei*_h

dv

dh dh

V désignant la dérivée de V; en outre, la fonction h devra satis-

faire aux deux équations aux dérivées partielles

JL I ji:i_ii_ ^ _ dh dh

. ,, ,
d-h ^.,„ dh d^h

(l3) (i-^-\î) -4_\V'-- -H —^ = o.w* dv dii-

L'intégration simultanée de ces équations est donc la première

recherche que nous ayons à entreprendre.

L'équation (12) est du troisième ordre, mais il est aisé de lin-

légrer complètement. En effet, si nous multiplions ses deux termes
d*-h

par ——-.— > ils deviennent l'un et l'autre des dérivées exactes par

liv

rapport à r. Une première intégration donne ainsi

/dh

\dû
)'^?(«)-

On peut écrire cette équation comme il suit :

d^h

du dv

d^h

du dv dh

d^'
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et une nouvelle intégration par rapport à v nous donne

(i4)
dh ^ / fàhy- ,

^ = A +/(«).

Il est vrai que nous avons négligé la solution particulière

fournie par l'équation

[dh\'^

mais il est aisé de voir, en la combinant avec l'équation (12),
qu'elle ne donne aucune autre solution du problème proposé que
les surfaces de révolution. Cette solution était évidente a priori,

et nous pouvons la négliger.

L'équation (i4) peut être mise sous la forme

(r5) ^=Ue/'H-Uie-/s
ou

OÙ U et U, sont des fonctions quelconques de u. Il serait facile,

en leur donnant des formes convenables, d'achever l'intégration;

mais il nous a paru préférable de conserver l'équation (i5).

Si, dans l'équation (i3), on substitue à la variable v la va-

riable Vi définie par l'équation

(16) dv^=
,

^ >

elle prend la forme très simple

ou'' dv\

Tout se réduit donc à l'intégration simultanée des équations (i5)

et (17).

En différentiant l'équation (id), on obtiendra la valeur de -

—

',

que l'on pourra exprimer en fonction de h et de u. Portant cette

valeur dans l'équation (17), on obtiendra

^ll +u'e/'+U;e-/'-i-U2eî/'— U?e-2/'= o.
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Multiplions par 2-^7- et intégrons par rapport a t",, nous aurons

(18) /I^V-t-aU'e/'— aU'ie-'^-l-U*e2/'^Uie-2/'-i-Uî=o,

Uo désignant une nouvelle fonction de u.

Les équations (i5) et (18) peuvent être écrites sous la forme

suivante :

<^'* ,u ^

(^J'
+ /(^,«) = o,

où l'on a posé, pour abréger,

(!9)

Nous pouvons en déduire par la difierentiation deux valeurs

différentes pour , ; et, en exprimant que ces valeurs sont

égales, nous trouverons l'équation de condition

/ ,
.à9 df df

(20) 2/^—0^—^ = 0.
•^ dh ' dh du

Je dis que cette équation doit avoir lieu identiquement. En effet,

s'il n'en était pas ainsi, elle déterminerait h, qui serait fonction

de la seule variable u; et la surface cherchée serait une surface de

révolution. Nous avons déjà écarté celte solution, qui est évidente

a priori.

En écrivant que léquation (20) a lieu identiquement, c'est-

à-dire que les coefficients des différentes puissances de e^ sont

nuls, nous obtenons les trois équations

-jj- = U^
= Uj— aUUt,

6UU'i -^ 6U'U, -^ 0; = o.

La dernière s'intègre immédiatement et l'on est ramené au

système

l
^' ^ï T T TT

(2.) -[r
= u7=^^-^^^"

•(6UUi--Uî=C„
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OÙ C) désigne une constante arbitraire. 11 faudra donc d'abord

déterminer les fonctions U, puis intégrer le sj'stème des équa-

tions (i5) et (18) ou, ce qui est plus simple, comme nous le

verrons, le système équivalent des équations (i5) et (17).

1011. Je commence par l'intégration du système (21). On
déduit de la première équation

UiU'— uu; = c,

C désignant une constante.

Si l'on prend comme inconnue auxiliaire

UU,=:9,

on trouve

U2= Cl — 66,

et 9 doit satisfaire à l'équation différentielle

(22) 2e0"-6'2+G2= 4 02(0,— 80).

Différentions cette équation, nous obtiendrons

6"'=4 0'(Ci— 12O),

d'où nous déduirons par l'intégration

0"=4GiO — 2462+0..

On déduit immédiatement de cette dernière équation que l'in-

connue auxiliaire 9 dépend des fonctions elliptiques et qu'elle

doit être de la forme

a

A, B, i^oj ^ et le module k de la fonction elliptique étant des

constantes convenablement choisies. Mais, comme on peut, sans

altérer l'élément linéaire de la surface cherchée, défini par la for-

mule
ds'-=e'^'^{chû-^dv'^),
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remplacer u — Uo par a w, à la condition de remplacer r par a r et /e

par h — 2 Loga, il est clair que l'on pourra, sans restreindre la

généralité, prendre pour h la valeur suivante

que l'on peut aussi écrire, en introduisant une constante tu,

B(sn-îz — sn'(j>).

En exprimant que celte valeur satisfait à l'équation (22), nous

obtenons les trois relations

l C = - A* sno) cnto dn (0,

(23) { C, = 3Â-ïsnîw — I
— A-î,

k-6= -^('sn-oj — sn*a).
4

Les deux premières feront connaître A-, to en fonction de C, C|
;

la dernière donnera h.

Quant aux deux fonctions U, U4, elles doivent satisfaire l'une

et l'autre à l'équation

ou

:^- = 2 k-sn- Il — I — A'--r- A- sn*co,

y

et, en outre, leur produit doit être égal à h. On reconnaît le cas

le plus simple de l'équation de Lamé, si complètement étudiée par

M. Hermite; et les solutions U, L( sont précisément celles dont

le produit est une fonction entière de sn-M.

Il résulte des recherches de M. Hermite (Comptes rendus,

t. LXXXV) que l'on aura

e(w)e(iO
©MO»

'''^•~? e(a)je(a) ^

p étant une constante à laquelle on pourra donner une valeur quel-

conque; car sa variation donne une série de surfaces semblables

à Tune quelconque d'entre elles. Nous prendrons p = — /, et les

D. — IV.
'

i5
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valeurs définitives de U, U, seront

20(co)e(iO '

'

0'(W)
ir(o)H(a-co) "l^
20(co)e(to

1012. Nous avons maintenant à intégrer le système formé par

les deux équations

dh ^, , ^, ,

ou

ou'' 0V{

oïl u, Uj désignent les fonctions définies par les formules (24)-

La première de ces équations appartient à un type que l'on sait

intégrer dès que l'on en connaît une solution particulière. Il suffit,

en effet, de prendre comme inconnue soit e^, soite"'^; et l'on est

ramené à une équation de Riccati
;
par conséquent, les valeurs de

e* correspondantes à quatre solutions particulières auront entre

elles un rapport anharmonique constant, et l'intégrale générale

sera donnée par une formule

où C désignera la constante arbitraire par rapport à u, fonction

de p,, et où P, Q, R, S seront des fonctions déterminées de u.

Toute la difficulté se réduit donc à la recherche de solutions par-

ticulières de cette équation.

Or reportons-nous à l'équation (20) qui a lieu identiquement.

Elle exprime évidemment que les fonctions h de ^^, définies par

l'équation

f{h, u)=i\5'e'^—i\]\e-i^+ U^e^/.^. u?e-2/'+ \5^^o,

sont précisément des solutions particulières de l'équation à inté-

grer. Il suffira donc de résoudre Téquation

(25) U2e2/t_|_ aU'g/'-f- U2— aU; e-''-\- U?e-2/' = o,

qui est du quatrième degré par rapport à e^, et l'on aura quatre
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solutions particulières qui permettront d'écrire l'intégrale géné-

rale cherchée.

Les invariants i ety de cette équation ont pour valeurs

12

y = ^(i--/.-^)(2A-î-i)(A-î-2).

La résolvante du troisième degré

4p3— ip-(-y=o

a ses racines rationnelles

\-^ k- 1—2 A* A - — 2

12 12 12 '

et, par des calculs qu'il me paraît inutile de reproduire, on obtient

les expressions suivantes des quatre racines cherchées :

(26)

où l'on donne à y successivement les quatre valeurs

O, 2K, 2lK', 2K-r-2fK'.

D'ailleurs, comme on peut donner à l'expression de e* la forme

/ X / \ 2 / 2 2 " <a ..

e*( ) A-SQî Asn*-i-
\ 2 / 2 2

qui est linéaire par rapport à la constante Asn--> on voit que

l'intégrale générale cherchée sera donnée par l'une quelconque des

formes équivalentes (26) ou (2-), où v sera la constante arbitraire.

Mais V, qui ne dépend pas de 11, est ici une fonction de r, : il

reste à la déterminer par la condition que h satisfasse à l'équation

â^h dyh _
du*

~^
di^ ~ ^'
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Exprimons que cette équation est vérifiée pour toutes les valeurs

de «; nous aui'ons les équations

qui donnent

en négligeant une constante additive, que l'on peut toujours sup-

poser réunie à t',.

En résumé, on trouve, pour la valeur définitive de h, la formule

(28) e/'= ^ ^
{

-. = '-e 0«^';

et l'on connaît complètement l'élément linéaire de la surface cher-

chée, aussi bien que les six rotations/?, q, r,pi,qi^ /(.

En éliminant i'i entre l'équation (28) et sa dérivée, on vérifiera

qu'on retrouve bien l'équation (i5) qu'il s'agissait d'intégrer.

1013. Il reste maintenant à indiquer comment on trouvera les

neuf cosinus a, «', a", ... et les coordonnées rectangulaires d'un

point de la surface. Mais auparavant je définirai une nouvelle

fonction qui jouera un rôle essentiel dans cette recherche.

Considérons la fonction

^ /m -f- tVi— w\
, ^

e
U -+- W\ -+- co

de l'argument complexe u-\-iv\ : il résulte de la formule (28)
h

que e^ est le module de cette fonction. On pourra donc poser

h+ 1 <y 61 ) " + »'i ©'(w)

(29) e =—>-—. fe ^ 0(w),

n
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et l'on obtiendra pour 7 l'expression

(3o)

D'ailleurs, comme h -f- i^ est une fonction de la variable com-

plexe Il -T- iv^, on aura les équations bien connues

,„ , dh d7 dh 07
(3i) T— = —f — = -T—f

' ûv\ ou du ovi

qui nous seront utiles.

La fonction 17 ne diffère de h que par les notations. Elle satis-

fait, par conséquent, aune équation différentielle en Vt, tout à fait

semblable à l'équation (i5),

( 32

)

-— = M c'<i H- N e-'ff,
^ ' avi

M et N ayant les valeurs suivantes

['(o)e(a)-(

2 6(0)) H (tV, )

. 6' (M)

M = H (0)8(0) + ..,) ^-"'^ ë;^

(33)

^. ^ _ H'(o)e(o)-.v.) ^-. 1;^'

2 6(^0)) H (,tV,)

Nous verrons plus loin comment la Géométrie fait prévoir

l'existence de cette équation. La valeur de 7. contenant d'ailleurs

l'arbitraire u qui ne figure pas dans l'équation (Sa), donne, par

conséquent, l'intégrale générale de cette équation différentielle.

1014. Quand on connaît l'élément linéaire d'une surface et les

six quantités qui figurent dans les formules de Codazzi, il reste à

déterminer les neuf cosinus et les coordonnées rectangulaires X,

\, Z. On est conduit à une seule surface; mais la détermination

de cette surface dépend, en général, de l'intégration d'une équation

de Riccati. On a de nombreux exemples dans lesquels on se trouve

arrêté, où l'intégration à effectuer paraît réellement impossible.

Dans le cas actuel, on peut terminer les calculs, obtenir les
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neuf cosinus et les coordonnées rectangulaires de la manière sui-

vante :

Considérons un point de la surface et la tangente à la ligne de

courbure plane i' = const. qui passe en ce point. Les cosinus di-

recteurs de cette tangente sont, d'après les notations du n" 1009,

a, a', ce'

.

Si, par le centre d'une sphère de rayon i, nous menons une

parallèle à cette tangente, elle coupera la sphère en un point dont

les coordonnées seront «, a', d' \ nous aurons ainsi un mode de

représentation sphérique de la surface distinct de celui de Gauss

et qui va nous être très utile.

L'élément linéaire de la sphère sera donné par la formule

<iS^ = da''- -+- <r/a''2 -+- da'"'-^

ou, en employant les formules (5) et (i i),

,o„ .r./àhy- , „ /dh , dh ,

<iS2 = VM -— du^' -h ( -r- du — — dv
yài' / \âi> ou

Introduisons, en tenant compte de la formule (i6), dçt à la place

de dç et servons-nous des formules (3i) pour substituer les dé-

rivées de 0- à celles de h. Nous obtiendrons ainsi l'expression très

simple

(34) dS^-=d.^+Y^(^-^yydul

Cette formule montre que les lignes t^i = const. de la sphère, qui

correspondent aux lignes de courbure planes de la surface, sont

des lignes géodésiques, c'est-à-dire des grands cercles. Ces lignes

admettent pour trajectoires orthogonales les courbes «7 = const.,

ce qui donne la signification géométrique de la fonction <7.

Le résultat précédent pouvait être prévu géométriquement; car,

si un point se déplace sur la surface en décrivant une ligne de

courbure plane, le point correspondant de la sphère, dans le mode

de représentation que nous avons adopté, décrira évidemment le

grand cercle dont le plan est parallèle au plan de la ligne de cour-

bure; c'est en raison de cette propriété que nous nous sommes

proposé de déterminer en premier lieu les cosinus a^ a', a".

Lorsque l'élément linéaire de la sphère prend la forme (34)? on
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sait (n° o99) que le coefficient de dv] doit être de la forme

cette remarque se vérifie bien ici en vertu de l'équation (32), que

nous avons signalée d'avance au numéro précédent.

lOlo. Revenons à la formule (34). Nous savons que y, r, sont

les coordonnées curvilignes d'un point de la sphère; t désigne la

distance de ce point à une courbe fixe (F) de cette sphère, distance

comptée sur le grand cercle normal à (F) et passant par le point.

Quant à v,, c'est une fonction de l'arc de la courbe (F), compté à

partir d'une origine fixe jusqu'au pied du grand cercle normal.

Appelons x, y, z les coordonnées d'un point de (F), qui sont

des fonctions de l'arc de la courbe compté à partir de l'origine

choisie. Désignons cet arc par s et appelons x'j x", ... les dérivées

de X, ... par rapport à s. Nous aurons

yy ^ zz' = O, •

x'x'-i-yy'+ z'z = o.

1 a:- -f- V* -i- ^- = I
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venable de Vt, ces formules conduisent à l'expression (34) de

l'élément linéaire.

Différentions la première; en tenant compte des relations (3y),

nous trouvons

ida = x' ds[(i-h i^ )e''^-h(i — i\ ) e-'<^]

-+- id<7'.[x — l(yz'— zy)]e^'^— [.x -h i(jz'— sr')]e-'<^|.

On déduit de là, en élevant au carré et ajoutant les équations ana-

logues,

\ 2 dvi 1 dvi j

Si l'on compare à l'expression fournie par la formule (34), où

l'on a remplacé -r— par sa valeur,

rfS2 = ^a2 ^ (VMe'<J-+- VNe-'<J)2 dv\,

on voit que Ton doit avoir

,^ , ( (i-H iA)rf5 = 2VM<i(^i,

I
(i-jA)^5 = 2VN^Pi.

Ces équations peuvent servir à un double usage.

Si l'on a choisi arbitrairement V en fonction de v, elles nous

font connaître 5 et A en fonction de v et, par conséquent, A en

fonction de s. Cette relation entre A et 5 détermine, non la situa-

tion, mais la forme de la courbe (F). Au contraire, si l'on a pris (F)

arbitrairement ainsi que k et w, elles nous font connaître V et p,

en fonction de s et, par suite, V, v^ en fonction de v. On voit donc

que l'on peut choisir arbitrairement la courbe (F). En d'autres

termes, parmi les surfaces que nous étudions, ily en aura tou-

jours pour lesquelles les plans des lignes de courbure du pre-

mier système seront parallèles aux plans tangents d'un cône

quelconque.

La détermination de a étant faite, on aura b par l'une des for-

mules (5), qui donne

da j j dh , di
-— =bri= b — = b-—;
ôv ou OVi

et, par conséquent, la difTérenlielle de la coordonnée rectangu-
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laire X d'un point de la surface sera

dX = e''\ a du -+- —^—- 1 = e^' ( a du -, ^

—

\ dvi / \ dvi

En remplaçant a par sa valeur, on trouve

( dX = e^^y x' dvi-^[x — i{yz' — zy)\eh+i<^ dl'^—^^-^^

(4o)
/„_,V\

(

^{x-^i{yz'-zy)]e'^-i<^d(^'^—^y

1016. Voici comment on peut effectuer cette quadrature.

L'exponentielle e^, considérée comme une fonction de -> est

doublement périodique de seconde espèce et a les mêmes multi-

plicateurs que la fonction

yi{x)

Si l'on applique la formule donnée par M. Hermite pour la dé-

composition en éléments simples, on trouvera

H(ia»)H'(o) / U -r- Hi-^ io\

(40 i

^~~7' ^

H(2a>)H'(o) / u — ivi-i-tu X

M et N ayant les valeurs définies par les formules (33).

Si l'on porte cette expression de e^ dans le premier terme seul

de la formule (4o), puis que l'on remplace

'i.\ylx'dv^ par x'{i -j- t'A) ds = d[x—i(yz'— zj')],

2\îix'dvi par x'(i — i\) ds = d[x -^ i{yz'— z/)].

^(^^\ B H A /î~y?
OF THE
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on obtient
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d\ =
02 (oj)

H
U -4- IV\

H(2a>)H'(o) [u^iv\-^M
(«+»'l)-„

—

e ®(^^ d[x— i{yz'—zy')\

62

-4-[r — tïj:;'— 2/)]

u-\-iV]^—

œ

("4-iVi

H 2
U-\- Wi -i-to

Q'(a))

0(M) d
•i.

les termes non écrits se déduisant des précédents par le change-

ment de i en — i.

Dans la seconde ligne de la formule précédente figure une

fonction que l'on déduit de la suivante :

F(^):
1

H2(:.+ ^
0(W).

en j remplaçant x par
u -4- iv^

Ici encore F(x) est une fonction

doublement périodique de seconde espèce, et une nouvelle appli-

cation de la méthode de décomposition de M. Hermile nous donne

^ ' II'/

"'(--^)
n'(o)H(2a.) dx

ïl{ X
2

0(W)

En faisant usage de cette formule, nous voyons que les deux

premiers termes de dX. deviennent la différentielle exacte d'un

produit, et l'intégration nous donne

X =

(42)

'(i,i)[x — i{yz'—zy)]
H(2w)H'(o)

eHoj)[x+i(yz'—zy)]
H(2w)H'(o)

"(
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1017. Il nous reste maintenant à donner l'interprétation des

formules et la construction géométrique de la surface. En multi-

pliant l'équation (42) par x' et ajoutant les équations analogues,

on a

x'\-^-y'Y -^ z'Z = o.

Les coefficients ne dépendant que de r, cette équation représente

les plans des lignes de courbure du premier système. Elle ne con-

tient pas de terme constant; par suite, les plans des lignes de

courbure du premier système enveloppent un cône. C'est là une

première propriété de la surface.

Etudions maintenant les lignes de courbure planes. Leurs

plans sont normaux à la courbe sphérique que nous avons

désignée par (F). Rapportons la ligne de courbure à deux axes

rectangulaires choisis dans son plan, l'un 0;r,, allant au point où

le plan coupe la courbe (F) et avant pour cosinus directeurs x,

y^^'i l'autre 0^1 perpendiculaire au premier et ayant pour cosinus

directeurs

yz'— zy', zx'— xz, xy — yx'.

Appelons jr, et y, les coordonnées relatives à ces axes. On trouvera

aisément

H 1
î

. , <^'(w)

(43) xi~-iyi=— ^_ _^^ ,
—Z_e *à>w,

"l—^—

;

Les deux équations obtenues en séparant les parties réelles et les

parties imaginaires donneront Xi,^,. On voit donc que la forme
des lignes de courbure planes sera la même pour toutes les

sur/aces qui correspondent à un même système de valeurs de k
et de to et sera, au contraire, complètement indépendante de

la forme de lafonction arbitraire qui entre dans les formules.
C'est la deuxième propriété géométrique de la surface.

En troisième lieu, cherchons l'arête de contact des plans des

lignes de courbure avec le cône que ces plans enveloppent. Cette

arête de contact sera définie par Féquation

x'X-^y'X^z'Z^o,



236 LIVRE VIII. — CHAPITRE X.

à laquelle on donnera facilement la forme

(44) {i-h i^)(Xl-^ iyi) -^ (i — i\){.vi — iyi) = o.

Si l'on lient compte des formules (89), cette équation devient

ou, en remplaçant M et N par leurs valeurs,

_. 0'(M) . Q'iU»

(45) e
' ©C^) 0(w-i-iPi)(a7i H- {>,)= e ' 0(w) 0(aj_fVi)(^i — j>i).

Remarquons, d'ailleurs, que le point situé à la distance i sur

l'axe Oyt décrit la courbe (F), normale au plan de la ligne de

courbure ; et, par conséquent, ce plan roule sur le cône qu'il enve-

loppe. L'équation précédente nous montre que la droite de con-

tact du plan de la ligne de courbure avec le cône enveloppe ne

dépend que des constantes k, w et nullement de la forme de

la fonction arbitraire. C'est la troisième propriété géométrique

de la surface.

En réunissant tous ces résultats, nous pouvons énoncer la pro-

position suivante :

Considérons les coordonnées rectangulaires Xi , yt comme
des fonctions des variables u, Vi définies par la double équa-

tion
fu± ivy— 3w\ ^,H 1

=
, _^- ,

(y (w

(46) X\±iy, = -rr r-rrr,— —

^

- -e t) (w)
^^ ' ' /! n(2w)H'(o) /wrtjPi-Hw^

Uéquation
Pi = const.

définira une famille de courbes planes isothermes. Faisons

correspondre à chaque courbe (P) ) la droite définie par Véqua-

tion

(47) e '
0(w) 0((^_^jVj)(a;j _^^yj) :^e ' 0(0)) 0(^0 -tVi)(a7i—/7i).

Faisons rouler le plan qui contient les courbes sur un cône

quelconque ayant pour sommet Vorigine des coordonnées.

Alors la courbe {y^ ), qui, dans cliaque position du plan, corres-
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pond à la génératrice de contact du plan et du cône, engendre

précisément la surface cherchée.

On peut établir, à l'aide de considérations géométriques di-

rectes, une partie des résultats précédents ; montrer, en particulier,

pourquoi la solution obtenue contient une fonction arbitraire et

pourquoi cette fonction arbitraire tient si peu de place dans le

développement de la solution. Reportons-nous à la génération de

toute surface à lignes de courbure planes au moyen de trois dé-

veloppables (D), (D,) et (A). Si Ton transforme par flexion la

développable (D) en un plan (P), les lignes de courbure consti-

tueront sur ce plan (P) un réseau orthogonal. Soit v le paramètre

des lignes de coui'bure planes, dont la forme n'aura pas changé, et u

le paramètre des lignes de seconde courbure. L'élément linéaire

du plan sera de la forme

ds\ = X- du- -I- G- di>^,

et, d'après la proposition du n° 998, celui de la surface sera déter-

miné par la formule

ds'- = Aï du'- -^ C2(i + \^)dv^,

où V désigne une fonction de r, qui n est autre que la tangente de

l'angle C3 défini au n° 999. La condition d'isothermie se traduisant

par une équation de la forme

A o(u)

on voit immédiatement qu'elle est indépendante de la fonction V.

Ainsi :

Lorsqu'une surface à lignes de courbure planes sera isother-

niique, la même propriété devra appartenir à toutes les sur-

faces à lignes de courbure planes que l'on en peut dériver par

la flexion de la développable (D).

1018. Dans tout ce qui précède, nous avons étudié seulement le

cas le plus général. Les calculs se trouveraient en défaut, par

exemple, si l'on envisageait ce cas particulier de l'équation de
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Lamé pour lequel les deux solutions U, U(, que nous avons sup-

posées distinctes, se réduisent à une seule.

Cette hypothèse, qui conduit, en particulier, aux surfaces à

courbure constante d'Enneper, a fait l'objet des études de

M. Adam (*). On déduit les résultats qui s'y rapportent des pré-

cédents en supposant que, dans les formules données plus haut,

w tende vers zéro.

Changeons, en effet, dans les formules (4^) et (47)) ^i en

02(o) I r •
1 ' T-

^\ -\- Ti>->/ \ - et taisons tendre w vers zéro. En supprimant par-
ti -(o) w ^ ^ ^

1 r 6^(0) , , , I ., ,, , . 11
tout le lacteur w,yT- : égal a -7 > j^il restera, pour 1 équation de la

courbe, la double formule

(48) ^,±iy, = -,-\-±^^(^U±i.,)^'
H

et, pour celle de la droite.

Par suite, il suffira de faire rouler le plan de la courbe sur un

cylindre quelconque de telle manière que la droite précédente

soit la génératrice de contact et que chacun de ses points décrive

une section droite du cylindre.

Si k devient égal à zéro, on a

e'(fVi) = o, 0"(o) = o,
/ ,

• \

les plans des lignes de courbure passent par une droite et ces

lignes de courbure sont des cercles.

(') P. Adam, Sur les surfaces isothermiques à lignes de courbure planes

dans un système ou dans les deux systèmes {Annales scientifiques de l'École

Normale supérieure, 3' série, t. X, p. 819; 1898).
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CHAPITRE XI. .

SURFACES A LIGNES DE COURBURE SPHÉRIQUES.

Les surfaces à lignes de courbure spbériques dans un système correspondent à

des équations aux dérivées partielles à invariants égaux qui sont du premier,

du second ou du troisième rang. — Méthode directe de recherche. — Etant

donnée une surface à lignes de courbure sphériques (S), il existe une infinité

de surfaces (SJde même définition, dépendant d'une fonction arbitraire et ad-

mettant la même représentation sphérique. — Théorème de M. Blutel. —
Construction géométrique des surfaces (SJ. — Comment on peut, sans aucune

intégration, déduire toutes les surfaces à lignes de courbure sphériques des sur-

faces à lignes de courbure planes. — Propriétés diverses : en appliquant des

inversions convenablement choisies à chaque ligne de courbure sphérique de

la surface, on peut les placer toutes sur une même développable isotrope. —
Définition de la rotation autour d'un cercle; proposition qui rapproche les sur-

faces à lignes de courbure sphériques des surfaces à lignes de courbure planes.

— Des surfaces dont toutes les lignes de courbure sont planes ou sphériques.

— Leur détermination se ramène à la solution de l'équation fonctionnelle

2^ BJ*

— Résultat : toutes les surfaces cherchées dérivent simplement, soit du cône,

soit de la surface dont les normales sont tangentes à un cône.

1019. Si nous poursuivions l'application de la niélhode déve-

loppée dans le Chapitre Vlll de ce Livre, nous obtiendrions une

suite illimitée de surfaces, déterminées sans aucun signe de qua-

drature, et pour lesquelles on saurait résoudre d'une manière com-

plète le problème de la représentation sphérique. Les surfaces à

lignes de courbure planes correspondent, nous l'avons vu (n°996),

à des équations aux dérivées partielles du premier ou du second

rang. Nous allons terminer celte étude en montrant de même que

les surfaces à lignes de courbure sphériques correspondent à des

équations aux dérivées parlielles du premier, du deuxième ou du

troisième rang.
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Nous commencerons par la remarque suivante :

Lorsqii' une ligne de courbure est sphérique, la développahle

circonscrite à la surface sui^'ant cette ligne de courbure doit

aussi être circonscrite à une sphère; et, réciproquement, si

cette développable est circonscrite à une sphère, la ligne de

courbure est sphérique.

En effet, d'après le théorème de Joachimsthal, tous les plans

tangents aux divers points d'une ligne de courbure située sur une

sphère (S) coupent cette sphère sous un angle constant et, par

suite, sont tangents à une sphère (S') concentrique à (S). Inver-

sement, si tous les plans tangents en tous les points d'une ligne

de courbure (C) sont tangents à une sphère, soit (C) la courbe

de contact : on connaîtra deux lignes de courbure, (C) et (C), de

la développable enveloppée par ces plans tangents; et comme (C)

est sur une sphère, (C) sera sur une autre sphère concentrique à

la précédente (').

1020. Appliquons celte remarque à la détermination de toutes

les surfaces pour lesquelles les lignes de courbure de l'un des

systèmes, que nous appellerons dans la suite les lignes de pre-

mière courbure, sont toutes sphériques. Il suffira évidemment

d'exprimer qu'en chaque point d'une telle ligne le plan tangent

à la surface est circonscrit à une sphère, qui variera d'ailleurs

lorsqu'on changera de ligne de courbure.

Soit toujours X le paramètre des lignes de première courbure.

Le plan tangent à la surface cherchée, défini par l'équation

(i) (a-h j3)X-^t(:3-a)Y + (a!3-i)Z + ^ = o,

devra, en tous les points d'une ligne de courbure, être tangent à

une sphère (S'). Soient x\^ x\^ x\, x\ les coordonnées carté-

(') A propos du théorème de Joachimsthal, nous signalerons la réciproque

suivante dont le lecteur trouvera la démonstration :

Si les sphères assujetties à contenir trois points consécutifs d'une ligne de

courbure et, de plus, à être tangentes à la surface au point où elles touchent

la ligne de courbure coupent toutes une sphère (S) sous un angle constant,

la ligne de courbure est sphérique et située sur la sphère (S).
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siennes du centre et le rayon de (S'). Ce sont quatre fonctions

de or que nous supposerons données. En traduisant analjtiquement

la propriété qui nous sert de définition, on aura

(a -H p)x'o -H t( ? - a )x', -f- ( a^— i)x; -- ï = X, (a? H- 1).

Changeant un peu les notations, nous écrirons celte condition

comme il suit

(2) aSjTo— ir, -4- p.rj-r-X3-i- ; = o,

Xo, X|, 0C2, x-j, étant toujours des fonctions de x.

Différentions par rapport à^ : en remplaçant -r^ par sa valeur

déduite des équations (7) [p. 199], -y-, sera en facteur, et il

• j j ' • à\ d\
viendra, p et ^ désignant -r > -7^»

(3) P^o— J-i— /> = w-(*-»^u— ^2-1- 9')-

Différentions encore par rapport à y et remplaçons -^ -, ~ par

leurs valeurs (7) [p. 199]. Il viendra, en supprimant le facteur 2w,

diù [ doL àq\
-^aro+ x,-gr) + u,(^Xo--4--j=o.

Cette équation s'intègre à vue et nous donne

(4) Xo^-hi -^ XiVij — q(ji=:Xi,

Xi désignant une nouvelle fonction de x. La relation précédente

s'obtiendrait aussi en exprimant que la ligne de courbure est sur

une sphère concentrique à (S').

1021. Si nous remarquons que to, qta elano sont trois solutions

particulières d'une même équation à invariants égaux, nous

voyons que l'on retrouve ici, sous une forme un peu plus générale,

un problème déjà rencontré pour les lignes de courbure planes

et dont nous allons dire quelques mots.

Lorsque, pour une équation à invariants égaux, la suite de

Laplace se termine, l'équation admet une solution de la forme

suivante

z = AX-^ A,X'-f-...-^X'');

D. - IV. 16
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de sorte que, si l'on prend i + i solutions ^( , Saj • • • j ^z+i ) cor-

respondantes aux déterminations Xj , ..., X/^, de X, elles vérifient

identiquement la relation linéaire

I ^,-x'/' X, x; ... x'/-»'
I

^2— ^2 -^2 ^^••> • • • ^•>
i .^

I
-Sj+l ^l+l ^^i+1 -^£+1 ••• -^^+1

I

dont les coefficients sont fonctions de la seule variable x. Mais,

réciproquement, si l'on aune relation de cette forme entre des so-

lutions particulières au nombre de t + i, peut-on en conclure que

l'éqviation sera intégrable et de rang au plus égal à i + i? C'est la

question que nous allons examiner pour le cas où «est égal à i.

Suivons la même marche que pour les surfaces à lignes de cour-

bure planes. Pour plus de netteté, posons

{5) ato = ^1, ^ 0) = ^2 )

la relation (4) prendra la forme

(6) ^2 = ^4 ^2^ — ^0^1-

Soit

^'' dx dy
~'

l'équation dont lo, ;;), z^ sont trois solutions particulières. Si l'on

y substitue la valeur précédente de z^^ on trouvera, en supposant,

comme il est permis, x'^ différent de zéro,

dy ~ '
07; x'q dy

'

OU, plus simplement,

ôy
~ " " *•

'
"^ " c)^

dzi , du)

(8) 7*^
=^^^+ -^«J^'

X^ et Xa désignant de nouvelles fonctions de x. Différentions par

rapport à x, et remplaçons les dérivées secondes de x?, et de to par

leurs valeurs déduites de l'équation (^), dont elles sont des solu-
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lions particulières. Il viendra

ouj en supposant A" différent de zéro,

d\osk , , I t)aj

(9) z, = a-,-^^^x,^x,^-^x,-^--

Pour éliminer ::, substituons la valeur précédente dans l'é-

quation (8). En posant

(10) Ai = A-
—f—, (u) -, =a-7,

on trouvera

et cette condition contient l'unique solution particulière w.

Pour l'éliminer enfin, différentions les deux membres par rap-

port à X. Nous aurons

à I I dXo^k (?w\ , ,
dk\

dy \ k dx ôy ] ax

ou encore

dtû I d-\o^k dm dlogk à / 1 dta\ _ . , dki

dy k dx dy dy dx dy \k dy )
*

'
' dx

En tenant compte des formules (10) et (12) et supposant /.i

différent de zéro, il \dent

dw , , , d\o?,kki
(l3) — = A-x'--T-A^r:—5 .

' dy dx

Il ne reste plus qu'à substituer cette valeur de -r- dans 1 é-

quation (12) pour obtenir la relation

qui constitue une équation aux dérivées partielles du quatrième

ordre à laquelle devra satisfaire la fonction A". Mais, si 1 on se re-

porte aux formules qui relient les invariants dans une suite de

Laplace (n^SSl), on reconnaît immédiatement que l'équation (i4)
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est la condition nécessaire et suffisante pour que la solution géné-

rale de l'équation (^) soit de rang égal à trois.

Comme, dans la suite des calculs, nous avons écarté l'hypo-

thèse où Tune ou l'autre des fonctions A, k\ serait nulle, on voit

bien que toutes les surfaces à lignes de courbure sphériques seront

fournies par les équations aux dérivées partielles des trois premiers

rangs. Mais comme, pour l'équation du premier rang, les lignes

de courbure des surfaces correspondantes sont toutes planes, elles

ne pourront être sphériques sans être circulaires.

En différentiant l'équation (i3) par rapport à x, on trouve

et il est clair, par suite de la symétrie de la relation (G), qui nous

a servi de point de départ, relativement aux trois solutions parti-

culières Zs^ Zo et w, que aw et ^oj seront définis par des formules

toutes semblables à la précédente, mais où x-; devra être remplacé

par d'autres fonctions, d'ailleurs arbitraires, de x.

En développant les calculs, on trouvera

(,G) co = ^,+^,-logAU-.-f-^.:r,-^^(^A-^^—

C'est la partie de la solution générale qui contient une fonction

arbitraire de a?; l'autre s'obtiendrait en changeant ^ en jk et rem-

plaçant la fonction arbitraire dex par une fonction arbitraire àey.

Nous avons maintenant tous les éléments nécessaires pour

poursuivre la recherche. En continuant et étendant jusqu'au

troisième rang les calculs qui terminent le Chapitre VIII de ce

Livre, nous obtiendrons, sans aucun signe de quadrature, les équa-

tions qui définissent les surfaces cherchées. Nous avons même
donné au n° 994 les éléments nécessaires pour écrire immédiate-

ment la valeur de o). Mais ici encore, au lieu de poursuivre la so-

lution analytique, nous préférons revenir à la Géométrie en nous

appuyant sur un théorème dû à M. Blutel (*).

(') E. Blutel, Sur les sur/aces qui admettent un système de lignes de

courbure sphériques et qui ont même représentation sphérique pour leurs

lignes de courbure {Comptes rendus, t. CXVI, p. 249; 1898 ).
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102^. Étant donnée une surface {!) à lignes de courbure sphé-

riques dans un système, nous allons montrer tout d'abord qu'il

existe une inflnilé de surfaces de même définition, et admettant

par surcroît la même représentation sphérique que (S).

Désignons, en effet, par a. b. c. /•, h des fonctions du paramètre a

des lignes de première courbure de (I), par x, y, z les coor-

données d'un point de (2), par y, y, y* les cosinus directeurs de

la normale en ce point. D'après le théorème de Joachimsthal, on

aura les deux équations

(17) (x— a)î-4- {y — by^ {z-cy-=r',

(18) Y(a:— a) ^-Y'(v— 6) -i-Y'(ar — c) = hr,

dont la première exprime que la ligne de courbure de la surface

se trouve sur une sphère (S) de centre {a, b, c) et de rayon r;

la seconde exprime, conformément au théorème de Joachimsthal,

que le plan tangent à la surface en chaque point de la ligne de

courbure coupe la sphère (S) sous un angle constant, dont le

cosinus est h. Si l'on pouvait éliminer le paramètre a entre ces

deux équations, on serait conduit à une équation aux dérivées

partielles propre à définir toutes les surfaces (-). On peut traiter

cette équation par les procédés réguliers; nous nous bornerons ici

à remarquer que ses caractéristiques sont les lignes de courbure

du second système.

En effet, pour déterminer toutes les surfaces vérifiant l'équation

et passant par un point M de l'espace, il faut d'abord exprimer

que la sphère (S), définie par l'équation (17). passe par ce point; et

cette condition fait connaître une ou plusieurs valeurs de a. Pre-

nons une des sphères (S) qui passent en M : les plans tangents

aux surfaces correspondantes, devant couper cette sphère sous un

angle constant, envelopperont un cône de révolution dont 1 axe

sera le rayon de (S) qui passe au point M. Or les caractéristiques

de l'équation aux dérivées partielles, étant par définition les

courbes tangentes aux génératrices rectilignes de ce cône, auront

évidemment mêmes tangentes en M que les lignes de seconde

courbure, et, par suite, se confondront avec ces lignes, puisque le

raisonnement s'applique à tout point de chaque surface (-).

1023. S'il existe une surface (Sq) de même définition que (S) et
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admettant la même représentation sphérique, y, y', y" auront les

mêmes valeurs aux points correspondants des deux surfaces. La

surface (S) sera donc définie par des équations telles que les sui-

vantes

(19) (cCf>—aoy-\- (jo — boY-^ i^o—CoY=rl,
{'20) yixo—ao) -^Yi^o—bo) -+- y"(-So — ^o) = roho,

où ^01 JKoj ^0 désignent les coordonnées du point de la surface et

où «05 f^o, Co, f'o, ho sont des fonctions de a comme «, b, c, r, h.

La première équation représente la sphère (So) qui contient la

ligne de première courbure de (Sq); et la seconde exprime que le

plan tangent coupe (So) sous un angle de cosinus ho. Si nous dé-

signons par C, Co les centres des deux sphères (S), (So); par M,

Mo deux points correspondants des surfaces (S), (So), pris respec-

tivement sur les sphères (S), (So), il est clair que les normales,

parallèles, en ces deux points et les deux rayons CM, CoMq sont

parallèles à un même plan, à celui qui est normal en M, par

exemple, à la ligne de courbure sphérique de (S). En traduisant

analvtiquement cette propriété, on obtiendra les relations sui-

vantes

icco
— «0 = ^^(^ — a) -h [i'(,

jKo— ^0 = l{y — à)-h [xy',

-0— Co = >^ (- — c) + [xy",

où À et [Jt. sont deux fonctions auxiliaires que l'on déterminera en

substituant dans les équations (19) et (20) les valeurs précédentes

de j"o ^0 j Xo— ^0: ^0 — <^o-

On a ainsi les deux équations

( X^ /-s -+. 2 X !ji rh -+- [X- = rx

,

( -•*2
) l

{
Ihr-h iJ. — hoi-o,

d'où l'on déduit

(-.,3
X

j

X /Vi — /i^ == ''0 /i — K >

et qui font connaître \ et ]x comme des fonctions de a.

11 reste à exprimer la condition essentielle que l'on a identique-

ment

Y ^-^0 -+- y' ^y^ + y" '^^0 = o.
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Si l'on substitue les valeurs des dilîérentielies dx^^, t/j'oj dz^

déduites des équations (21), en tenant compte de la relation

-^ dx -^ l' dy -r- 7' dz = o,

il vient

r/t dl -h dx ^ -((dao— X da)-r- -^'{db^—X db)-r- ^'(rfco— ldc)= o.

Si les coefficients de v, v', v" n'étaient pas nuls identiquement, on

aurait, en tous les points de la ligne de courbure spbérique, une

relation linéaire entre ces cosinus; et, par suite, cette ligne de

courbure, ayant pour représentation sphérique un petit cercle,

serait elle-même un cercle. Écartons dabord ce cas exceptionnel :

il faudra que nous ayons

(24) rh d), -h dj. = o,

dao _ dbo _ dco _ ,

da 3b de

Mais je dis que ces relations conviennent aussi au cas des lignes

de courbure circulaires, pourvu que 1 on choisisse convenablement

la sphère (Sq) parmi toutes celles, en nombre infini, qui passent

par la ligne de courbure circulaire de (^o)' C^ur soit alors

Hv-hH y'-i-H'v'-t-K = o,

la relation linéaire entre les cosinus directeurs, relation nécessaire-

ment unique. Supposons H^o. Si l'on choisit (So) de telle ma-

nière que l'on ait

da<, = À da,

comme il ne peut y avoir aucune relation linéaire entre-/, v*, cette

unique équation entraînera les autres relations contenues dans les

formules (24) et (25).

1024. Ce point étant admis, il faut interpréter les équations (24)

et (25) qui définissent toutes les surfaces (S©). Voici le théorème

de M. Blutel.

Désignons par (K) et (K©) deux lignes de courbure correspon-

dantes de (S) et de (So)- Ces lignes de courbure ne sont pas gé-

néralement homothéliques; mais les déieloppables (D), (Do)

formées par les normales en tous leurs points le sont toujours.
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Les courbes (G) et (Co), décrites par les centres C et Co des

deux sphères (S) et (So), ont leurs tangentes correspondantes

toujours parallèles; par suite la droite GCo engendre une dé-

veloppable et touche l'arête de rebroussement (R) de cette dé-

veloppable en un certain point O. Ce point O est le centre

d'homothétie des deux dèveloppables (D), (Dq). Uhomologue

du point G dans cette homothétie est le point Go; et le rapport

de similitude est égal au rapport des distances de ces points

Go, G aux deux plans principaux qui contiennent respective-

ment la tangente à la ligne de première courbure de (So) et

la tangente correspondante de (S).

Dans cette proposition, il j a des points qui sont évidents a

priori; il y en a d'autres que l'on pourrait démontrer par la Géo-

métrie, mais qui résultent immédiatement des relations précé-

dentes. Les équations (aS), par exemple, montrent immédiatement

que les deux courbes (G), (Go) ont leurs tangentes toujours pa-

rallèles et que \ est le rapport des distances OGq et OG des points

Go, G au point de contact de la droite GGo avec la courbe qu'elle

enveloppe nécessairement. Il est évident, au contraire, sans calcul

que les dèveloppables (D), (Do) sont homothétiques ; car : i° elles

ont leurs plans tangents parallèles; 2° les plans de la première,

coupant la sphère (S) sous un angle constant de cosinus égal à A,

sont tous tangents à la sphère (S') concentrique à (S) et de rajon

7-y/i — h'^\ 3° pour la même raison, les plans delà seconde sont

tangents à une sphère (S'^) concentrique à (So) et de rayon

''ov/ï — ^^0- ^^ deux dèveloppables dont les plans tangents sont

parallèles sont évidemment homothétiques dès qu'elles sont assu-

jetties en outre à être circonscrites respectivement à deux sphères

(S') et(S„). On passe de l'une à l'autre par l'homothétie qui trans-

forme (S') en (Sg); de sorte que le centre d'homothétie est sur la

ligne des centres GGo 6t que le rapport de similitude est égal au

rapport des rayons des deux sphères. Or, d'après la première for-

mule ( 23), ce rapport est égal à À : le centre d'homothétie est, par

suite, le point O. La proposition de M. Blutel se trouve ainsi com-

plètement établie.

On verrait de même que les dèveloppables (D"), (D'^) circon-

scrites aux deux surfaces (S), (So) en tous les points des lignes

de courbure (K), (Ko) sont homothétiques, car elles sont circon-
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scrites à des sphères (S") et (S^), de rayons rh et To^o, concen-

triques respectivement à (S) et à (So). Mais ni le rapport, ni le

centre d'honiothétie, ne sont les mêmes que pour les développables

(D), (Dq). Toutefois ce complément donné à la proposition de

M. Blutel est essentiel pour la suite de la recherche.

102o. Il nous faut maintenant indiquer comment, à l'aide des

propositions précédentes, on pourra déterminer toutes les sur-

faces (So) lorsque la surface (S) sera donnée. On aura sept fonctions

inconnues ûTo, 6o, Cq, To, Aq, ^, ;-« et seulement les six équations

(28), (24) et (25); une des fonctions pourra donc être choisie

arbitrairement. Si c'est \ par exemple, que Ton supposera ex-

primée en a, les équations (24), (25) fourniront aoj ^o? ^0, [^ par

des quadratures et les deux équations (28) détermineront ensuite

/•o, /io en fonction algébrique de r et de h. Du reste ces valeurs

de ro; Ao ressortent immédiatement des formules précédentes (22).

Comme on peut ajouter à toutes ces relations la suivante

(26) rf(Ao'-o) = Xrf(Ar),

obtenue en différentiantla seconde équation (28) et tenant compte
de la relation (24), on reconnaît que ^0 ne pourra être égal à zéro

tant que h ne sera pas aussi égal à zéro. En tenant compte aussi

de la première équation (28), on peut dire que h et Jiq prennent
en même temps les valeurs o et i.

Par suite, toutes les fois que (S) et (2») auront leurs lignes de

courbure circulaires, tous les théorèmes précédenls leur sont

applicables soit que l'on prenne comme sphères (S) et (So)
associées dans les énoncés précédents, les deux sphères inscrites

ou les deux sphères orthogonales aux deux surfaces. Ainsi se

trouvent justifiées les propositions dont nous avons fait usage plus

haut au n" 1006.

1026. Pour que la solution précédente puisse fournir sans aucun
signe de quadrature la surface (Eo), il faudrait pouvoir résoudre

sans aucun signe de quadrature les équations suivantes

(2-) -^ = —^ — ^ — ^(^0^0) _ T,

da db ^ de ~ d(rh) ~ '
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après quoi [a et /'o se détermineraient sans difficulté par les for-

mules (aS).

Le problème auquel on se trouve ainsi conduit peut être résolu

de la manière suivante :

Déterminons les rapports mutuels de quatre fonctions A, B, C, H
de a par les relations suivantes

!A da -^B db -h G de -h II d{rh)= o,

K d^a ^B d'-b -{- G d-^c + Il d'-{rh)= o,

Ad^a-^Bd^b-hCd^c-hUd^{rh)= o.

La dilTérentialion de ces relations nous conduira aux suivantes

dAda-\- dB db -\- dG de -\- d)\ d{rli) — o,

d-^kda-^ d^B db -^ d'-G de -^ d-^W d{rh) = o,

OÙ l'on peut remplacer, de même que dans la première (28), da^

db^ dc^ d(rh) par les quantités proportionnelles dao, dbo, dco^

d{/'oho)^ de sorte que l'on aura nécessairement

I
Adao+ Bdbo-+- Gdco-h U d(roho)= 0,

(29) < dkdao-h dBdbo-T- dGdcQ-\- dU d(rQho)= o,

( d^ A dao -+- di B db^+ d'^ G de^ -^ d'^Yi d{i\K )= o.

Prenons maintenant comme inconnue auxiliaire u la fonction

(30) « — Aao + BZ>o+ Gco-t- H/'q/'o-

En dififérentiant les deux membres de cette relation et tenant

compte des formules (29), il viendra

/ du = aQ dA-\-bQ dB -h Cq dG-^-i'oK dW,

(3i)
I
d'^u — ciQ d- A -Jf b Q d'^B -Jr- eo d^' G -\- r^ho d-W,

{ d^ u = ao d'^ A -{- bo d^B ^ eo d'^ G -+- /'q/'o ^* H,

de sorte que «o, ^o, Co, r^ho seront déterminées par ces trois

équations et s'exprimeront linéairement au moyen de la fonction

arbitraire u et de ses trois premières dérivées.

La question proposée se trouve ainsi complètement résolue. On

peut remarquer que X sera une fonction linéaire de u et de ses

quatre premières dérivées; et comme Kda, \db^ \dc^ \d{rh)

sont des différentielles exactes, ). sera Vadjointe de l'expression
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linéaire qui, égalée à zéro, donnerait une équation différentielle

admettant les solutions particulières a', 6', c', (//«)'•

10!27. Au lieu des calculs précédents on peut indiquer une con-

struction géométrique déterminant la surface (^o)- H suffit de re-

marquer que les formules (aS), (24) et (25) ne cessent pas de

subsister si Ton y remplace d'aboj-d h et ^o par i, puis ;•, r^ par

/A, /'o/io- Cela revient à dire que les surfaces à lignes de cour-

bure circulaires (H'), (5^) enveloppées respectivement par les

sphères (S"), (S^) ont même représentation sphérique. D'après

cela, la construction donnée plus haut (n" 1007) et indiquée par

M. Rouquet pour déduire de toute surface à lignes de courbure

circulaires une surface de même définition admettant même repré-

sentation sphérique nous permettra de construire la sphère (S^)

et, par suite, la courbe (Co). Cette courbe une fois connue, on

pourra construire le point O, la sphère (S„), les développables

(Dq), (D^) qui se couperont suivant la ligne de courbure (Kq).

Du reste, le carré du ravon de (Sq) est la somme des carrés des

ravons de (S^) et de (S^).

1028. Revenons à la solution analvtique. Nous avons vu que la

surface (Xo) dépend d'une fonction arbitraire. On peut disposer

de cette fonction arbitraire de telle façon que Ja surface remplisse

certaines conditions données à l'avance, par exemple que toutes

les sphères (So) soient orthogonales à une sphère fixe ou passent

par un point fixe. Ces deux conditions se traduisent^ avec des axes

convenables, par une équation de la forme suivante

«0 -^ ^0 -+- Co — ri = const.;

et, si l'on y substitue les valeurs de «o? ^oj ^o» '*o en fonction de u,

on obtiendra une équation différentielle du 4* ordre à laquelle

devra satisfaire cette fonction. Cette équation est quadratique;

mais, en la différenliant, on fera apparaître le facteur À que l'on

devra supprimer; et il restera une équation linéaire du 5^ ordre.

Cela se voit tout de suite si on l'écrit sous la forme

«0-^ 6j-i- c^—(/-o/*o)-—^-- /•-(! — />-)= const.
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Car en difFérentiant il viendra

X [uocla + bodb -hCodc — rohod{rh)] — X/- y/i — h^- d{lr y/i — h-) = o.

Ainsi, parmi les surfaces (Sq), il en existe toujours un nombre

illimité pour lesquelles les sphères (Sq) passent par un point fixe

ou sont orthogonales à une sphère fixe.

Or, toute surface (S) pour laquelle les sphères (S) passent par

un point fixe est l'inverse par rapport à ce point d'une surface (T)

à lignes de courbure planes. Donc on pourra toujours, par des

constructions géométriques qui n'exigent aucune intégration^

faire dériver toutes les sur/aces à lignes de courbure sphé-

riques des surfaces à lignes de courbure planes : i" en prenant

les inverses de celles-ci; 2° en construisant ensuite les surfaces

à lignes de courbure sphériques de même représentation sphé-

rique cjue ces inverses.

1029. De cette génération des surfaces à lignes de courbure

sphériques résultent plusieurs propriétés que nous allons in-

diquer.

Remarquons que, pour deux surfaces (2), (Sq) ayant même re-

présentation sphérique et pour deux lignes de courbure phériques

correspondantes (K), (Kq), les cônes enveloppes des plans nor-

maux ont leurs plans tangents parallèles et, par suite, sont liomo-

théticjues. Les développées isotropes des lignes (K), (Ko), déve-

loppées qui sont tracées sur ces cônes, ont leurs tangentes

parallèles, et sont, par suite, des courbes homolhétiques (bien

que leur rapport d'iiomothétie ne soit pas en général égal à ).). Si

nous supposons que,- pour la surface (Sq), toutes les sphères (So)

passent par un point fixe, cette surface sera l'inverse d'une sur-

face (T) à lignes de courbure planes, et les développées isotropes

de ses lignes de courbure (Kq) seront les inverses des développées

isotropes des lignes de courbure planes de (T). C'est, en effet,

une propriété essentielle, signalée depuis longtemps ('), des dé-

veloppables et par suite des développées isotropes, de se conserver

par l'inversion. Comme les développées isotropes des lignes de

(') Voir la première Partie de l'Ouvrage cité plus haut [III, p. 479]-
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courbure planes de (T) sont égales, nous pouvons donc énoncer

la proposition suivante :

Étant donnée une surface à lignes de courbure sphériques

(2), toutes les déi-eloppées isotropes de ses lignes de courbure

sphériques peuvent, par des inversions convenables appliquées

à chacune d'elles^ se transformer en des courbes identiques.

En d'antres termes, en soumettant les lignes de courbure (K)

à des inversions convenables et variant de Vune à Vautre ligne,

on peut les placer toutes sur une même développable iso-

trope (A).

Si donc une des lignes de courbure sphériques est algé-

brique, toutes les autres sont nécessairement algébriques.

1030. Les remarques que nous venons de signaler rapprochent

évidemment les surfaces à lignes de courbure sphériques des

surfaces à lignes de courbure planes; et l'on est conduit ainsi à re-

chercher s'il n'existerait pas, pour les lignes de courbure sphé-

riques, une proposition analogue au théorème du n° 1000. Cette

proposition existe effectivement, mais son énoncé demande

quelques explications préliminaires.

Considérons, d'une manière générale, deux inversions, définies

par les deux sphères principales (S) et (Sq). L'effet de ces deux

inversions ne sera pas changé ('), si l'on substitue à ces deux

sphères (S), (Sq) deux autres sphères passant par leur cercle d'in-

tersection (C) et se coupant sous le même angle a que les deux

premières. On peut donc dire que l'effet des deux inversions est

défini si l'on donne le cercle (C) et l'angle a. Ajoutons que, pour

choisir les deux sphères principales des deux inversions suc-

cessives dans l'ordre convenable, il faut indiquer aussi un sens

déterminé sur le cercle (C). Nous appellerons l'effet de ces deux

inversions une rotation d'angle ol autour du cercle (C). Tandis

qu'une inversion simple imprime toujours des déplacements finis

aux points de l'espace qui ne sont pas voisins de la sphère prin-

(•) Voir, en particulier, la Note VI de l'Ouvrage cité à la page précédente.
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cipale, une rotation autour cV un cercle peut imprimer des dé-

placements infiniment petits à tous les points de l'espace, pourvu

cjue son angle soit infiniment petit.

Si l'on soumet la figure et sa transformée à une inversion dont

le pôle se trouve sur le cercle (C), la rotation autour de ce cercle

se transforme en une rotation du même angle autour de la droite

transformée du cercle.

1031. Si l'on admet cette généralisation de la notion de rota-

tion, il est clair cju'on peut soumettre toute surface à lignes de

courbure circulaires (S) à une déformation analogue à cette défor-

mation particulière d'une développable dans laquelle les généra-

trices rectilignes restent rectilignes. Faisons correspondre aux

cercles de la surface les génératrices rectilignes d'une dévelop-

pable; aux rotations infiniment petites autour de ces génératrices

rectilignes, des rotations d'angle égal autour des cercles corres-

pondants. A toute flexion de la développable correspondra une

flexion isomorphe de la surface (S), comportant dans sa définition

une fonction arbitraire.

Cette notion admise, le lecteur démontrera aisément le théorème

suivant :

Pour obtenir la surface à lignes de courbure sphériques la

plus générale on coupe une développable isotrope (A) par une

famille de sphères (S); on soumet ensuite ces sphères et leur

surface enveloppe (Ii) à la flexion qui vient d'être définie. Les

sections de la développable (^) par les sphères (S) se transfor-

ment ainsi dans une famille de courbes engendrant la surface

cherchée.

Les surfaces qui coupent à angle droit une famille de sphères (S)

apparaissent ainsi comme les analogues des surfaces moulures de

Monge. Pour elles, les lignes de courbure sont les transformées

par des inversions d'une même courbe, d'ailleurs quelconque.

La proposition précédente permet évidemment de retrouver les

propositions que nous avons obtenues plus haut (n" 1029).

1032. Nous terminerons ce Chapitre en donnant la démonstra-

tion d'une proposition df'jà énoncée au n" 483, et en déterminant
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toutes les surfaces dont les lignes de courbure sont planes ou sphé-

riques dans les deux systèmes. Nous commencerons par établir

un lemme relatif à deux équations simultanées aux dérivées par-

tielles du premier ordre. Soient, avec les notations habituelles,

(32)
i

, /

ces deux équations. Si l'on veut qu'elles admettent une solution

commune a^ec une constante arbitraire, il faudra, comme on

sait, que la relation

]
\'dx -^Pôl) dp -^\d]r ~^dz) ôq

' \ôx P dz) dp \dy^'J dz) dq-''

se vérifie identiquement ou soit une conséquence des proposées.

La première équation aux dérivées partielles (32) a ses caracté-

ristiques définies par les équations différentielles

dp _ dq
(34)

dx



256 LIVRE VIII. — CHAPITRE XI.

X et [JL désignant des inconnues auxiliaires; de sorte que la con-

dition d'intégrabilité (36) où l'on remplacera d/?, op^ dq, hq par

leurs valeurs déduites des équations précédentes prendra la forme

(X — [x){dx ùx -+- dy '^y -(- dz oz) = o,

et elle exprimera simplement, \ étant différent de jji, la propriété

d'orthogonalité des deux familles de lignes de courbure.

1033. D'après cela, supposons qu'une surface (S) ait toutes ses

lignes de courbure sphériques. Désignons par (Si) les sphères

qui contiennent les lignes de première courbure et par (S2)les

sphères qui contiennent les lignes de seconde courbure. Soient iù^

l'angle sous lequel la surface doit couper la sphère (S,) et (02

l'angle sous lequel elle doit couper la sphère (So). Parmi les

sphères (S,) et (S2), choisissons celles qui se coupent en un

point M de l'espace et dont l'intersection est un cercle (C) qui

passe en M. Le plan tangent en M à la surface cherchée sera évi-

demment défini par la double condition de faire les angles ta, et toa

respectivement avec les plans tangents en M aux deux sphères (S,
)

et(S2); cette double condition montre qu'il doit être tangent à

deux cônes de révolution ayant pour axes les rayons des deux

sphères qui passent en M, ce qui donne, en général, quatre plans

distincts. Prenons l'un quelconque d'entre eux. Il coupera évi-

demment les deux plans tangents aux sphères suivant les deux

tangentes principcdes de la surface cherchée. Par conséquent,

pour que la surface existe, pour que la condition d'intégrabilité

soit vérifiée, il sera nécessaire et suffisant que ces deux droites

soient rectangulaires. Gela donne une condition à laquelle

doivent satisfaire les deux familles de sphères (S4)et(S2). Cette

condition peut d'ailleurs s'exprimer sous la forme suivante.

Pour chaque point du cercle (G), construisons le trièdre ayant

pour arêtes les rayons des deux sphères (S,), (So) qui aboutissent

à ce point et la normale à la surface cherchée : le dièdre formé
par les faces du trièdre qui se coupent suivant cette normale

devra être droit; et, par suite, si V désigne l'angle des sphères

(S,), (S2), la Trigonométrie nous donnera immédiatement la rela-

tion suivante

(38) cosV ~ coscoi cos W2,
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Si les équations des deux familles de sphères (S|) et (S2) sont

données sous les formes suivantes

(
{x-aiy+ {y-bir-^{z-c,r-=rl

( j9 ) i

«,, bt,Ct, r, , (o, étant fonctions d'un paramètre a et rto, 60, c-2, f'2

d'un autre paramètre ,3, la relation (38) donnera la condition

(4o) (ai — «î)--T- (^i — ^2)--T- (Ci— c*)- = rf-+- ri — '^/'ir. coso», costo,,

qui devra être vérifiée identiquement et qui a été le point de dé-

part du Mémoire de M. J.-A. Serret(').

lOS^. Au lieu de suivre la même méthode, nous reprendrons

le cercle (C) intersection des deux sphères (Sj) et (S2) et nous

remarquerons que, si (Z) est la surface cherchée, une sphère (U)

tangente en M à (I) coupera le cercle (C) en un second point M,
tel que le plan tangent à cette sphère en M, fasse aussi les angles w,

,

t02 avec les deux sphères (S,),(S2) et coupe les plans tangents en

ce même point M, aux deux sphères suivant deux droites rectan-

gulaires. Il sera donc toujours possible d'associer à la surface

cherchée (I) une autre surface (Si) de mêmes propriétés, de

même définition, coupant les sphères (S,) et (So) sous les mêmes
angles, telle, en outre, que (I) et (I,) constituent, à elles deux,

les deux nappes de l'enveloppe des sphères variables (U); et, de

plus, les lignes de courbure se correspondront évidemment sur

les deux nappes de cette enveloppe de sphères (^).

Nous pourrons donc appliquer les propositions démontrées au

(•) J.-A. Serret, Mémoire sur les sur/aces dont toutes les lignes de cour-

bure sont planes ou sphériques {Journal de Liouville, t. XVIII, i" série, p. ii3,:

i853).

(') Pour bien comprendre ce point essentiel, remarquons que, lorsqu'on donne

a priori les familles de sphères (S,), (S,) ainsi que les angles u,, lo^ sous les-

quels ces sphères doivent être coupées par la surface cherchée {-), celte surface

devra vérifier deux équations aux dérivées partielles du premier ordre qui ad-

mettront une intégrale commune avec une constante arbitraire toutes les fois

que la condition (38) ou (^o) sera vérifiée. Mais, comme il passe, en chaque

point du cercle (C), quatre plans tangents coupant respectivement les sphères (S,),

(s,) sous les angles o,, u^, il y aura quatre familles distinctes de surfaces (S),

D. — IV. 17



258 LIVRi: VIII. — CHAPITRE XI.

Livre IV, Chapitre XV, relalivement à ces enveloppes. Pour plus

de svmétrie, nous emploierons les coordonnées pentasphériques

(Liv"! Il, Chap. VI). Soit

/??,,r, = o

1

(40 2
1

l'équation de la sphère (U). Soient de même

(42) \aiX£=o, (43) 2^bia:i=o

1 1

les équalions des sphères (S() et (So); les «/ étant des fonctions

d'un paramètre a et les bi des fonctions d'un paramètre [5; les itii

dépendront à la fois de a et de ^.

Pour avoir les deux points de contact de (U) avec son enve-

loppe, il faut joindre à l'équation (4i) ses deux dérivées

(44) >-,--^,-=o

1 1

Les deux points de contact devant se trouver par hypothèse sur

les sphères (S(), (So), les cinq équations précédentes doivent se

réduire à trois. On aura donc nécessairement

(45)

-'"- = Inii -h \ai + Bibi,
1 Ô7.

(

I

-|'- = Xi '«/+ Al rt,+ B bi,

)v, !(, A, B, A,, B, étant des fonctions auxiliaires et f devant re-

cevoir les valeurs i , 2, . . . , 5.

D'autre part, les six coordonnées nii de la sphère (U) doivent

être (n° 477) des solutions particulières d'une équation aux dé-

rivées partielles de la foi^me suivante :

-—^ -4- C h D —r- -+- K 77li = o.

(jui correspondront aux quatre plans précédents; et ces familles se grouperont

deux à deux de telle manière que deux surfaces différentes prises dans deux fa-

milles associées forment les deux nappes de l'enveloppe de sphères que nous con-

sidérons dans le texte.
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Substituons dans cette équation les valeurs de -^, -^ définies

par les équations (45) et celle de ^^ déduite, par exemple, de

la première de ces équations. Nous aurons

(

+(^-CB,-.-DB-+-àb)6,^B,6; = o.

Si les coefficients de a/, 6/, 6|, /?«/ dans cette équation n'étaient

pas nuls, l'équation (40 de la sphère tangente apparaîtrait comme
une combinaison linéaire des équations

Zj "'^' = <*' ^ ^' •^' = O' y] */-^/ = o,

ce qui est en contradiction avec la remarque faite au début de ce

numéro, ces trois équations définissant deux points déterminés
du cercle (G). Il faut donc que la relation (46) se réduise à une
identité et que Ton ait, en particulier,

B, = o.

On verra de même que Ton a aussi

Aj = o,

de sorte que les deux équations (45) peuvent se ramener à la

forme plus simple

f -^3- = ^'iffii-h Bbi.

Ecrivons maintenant que les deux valeurs de ^-^ déduites de
OT. dp

ces équations sont égales. Il viendra

Pour les raisons déjà indiquées, on doit avoir
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Ces équations nous donnent, en introduisant une fonction

auxiliaire /i,

. I ôh I dh d{Ah) d(Bh)^-~Â^' ^'--/làf ~df-'=''^ -doT^''-

Nous aurons donc

kh=f{o^), Bh = o{^)

et les équations (47) nous fourniront la valeur suivante de mi

imli— j ai/(a) doL-i-
I
bio(p)d^.

Comme on peut évidemment multiplier tous les mi par une fonc-

tion quelconque /i, nous pourrons prendre, /?om/' i = i, 2, 3,4, 5,

= Jaif{oi) d'x +Jbi o{'^)d'^.

L'équation à laquelle satisfont (n° 477) les six coordonnées de la

sphère sera donc

de sorte que la sixième coordonnée ma sera, elle aussi, la,

somme d' une fonction de a et d^ une fonction de p.

103o. Réciproquement, considérons la surface enveloppe d'une

sphère pour laquelle les six coordonnées sont données par la for-

mule ^

(48) /?i,= A,+ B,-,

où A,-, Bi dépendent respectivement de a et de ,3. Pour obtenir la

surface il faudra joindre à l'équation

5

(49) 2(A,-+B,)r,= o

1

ses deux dérivées

5 5

(50) ^^k'iXi^o, ^B;.r/=: 0,
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par rapport à a et à ,3. Prises isolément, les deux équations précé-

dentes définissent deux courbes sphériques de la surface. La

sphère qui contient la première, par exemple, coupe la surface

sous un angle w, défini par la formule (n° 156)

s

C05a>i =

V~P"
(A6-4-B6)j

Or si l'on différentie, par rapport à a, la relation identique

6

1

qui doit nécessairement exister (n° 156) entre les six coordonnées

de la sphère, il vient

5

2a;(A,-h B,-)+ A;( AeH- B,)=o,

de sorte que Ton a

(5i) coswi
-a;

v/-i-

L'angle w» étant une fonction de a, on voit que la sphère définie

par la première équation (5o) coupe la surface sous un angle

qui est partout le même*, et. par suite, les courbes de paramètre a

sont des lignes de courbure sphériques de la surface. La démon-

stration est toute semblable pour les lignes de paramètre ,3.

En résumé, nous obtenons la proposition suivante :

Pour définir les surfaces dont toutes les lignes de courbure

sont planes ou sphériques, on déterminera de la manière la

plus générale six fonctions A/ de a et six fonctions B/ de ^i vé-
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rijiant identiquement la relation

6

(5a) 2(A'-^^')'=«'

1

puis on prendra Venveloppe de la sphère variable

5

(53) ^{ki+Bi)xi=o.

Les deux nappes de cette enveloppe seront deux des surfaces

cherchées.

C'est la proposition déjà énoncée au n° 483.

1036. Appliquons-la à la détermination effective des surfaces

cherchées : il faudra d'abord résoudre l'équation fonctionnelle (02).

Cette résolution se simplifie beaucoup si l'on emploie toutes les

substitutions linéaires orthogonales, qui transforment en elle-

même la forme quadratique

1

Dans la géométrie des sphères elles jouent le même rôle que le

changement de coordonnées dans la géométrie du plan. En uti-

lisant les résultats obtenus au Livre II, Chap. VI, on reconnaîtra

aisément qu'on les obtient toutes en combinant des déplacements,

des inversions, des dilatations (augmentation d'une quantité

constante pour le rajon de toute sphère). Nous admettrons ce ré-

sultat.

Si nous différentions l'équation à résoudre par rapport à a et

à ^, elle devient
6

(54) 2a;.b:=o.
1

Etudions d'abord cette dernière équation.

Comme tous les B^ ne sont pas nuls, en donnant à ^ une valeur
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fixe quelconque, on obtiendra au moins une relation linéaire, à

coefficients constants, entre les k\. Supposons d'abord qu'il

n'existe qu'une pareille relation, savoir

6

Si Ton a

on peut, par une substitution orthogonale, ramener la relation à la

forme

(55) A's = o,

et si Ion a

on la ramène de même à la forme suivante

(56) A's^tA's^o.

Dans le premier cas, pour que l'équation (54) soit vérifiée, il

faut que Ton ait

b; = b; = B3 = b', = B5 = o

et l'équation (02) devient alors

5

2(A,-B,)î = -(A6+B6)*.

1

Le premier membre ne pouvant dépendre que de a et le second

dépendant nécessairement de 3, il y a impossibilité. Le raisonne-

ment s'appliquera de même si l'on substitue la relation (56) à la

précédente (55). Il n'y a donc, en ayant égard à ce que l'échange

de a et de 3 revient à un changement de notations, qu'à examiner

deux hypothèses : 1° ou bien il y a deux relations linéaires entre

les dérivées A) par exemple, et quatre entre les dérivées B); 1" ou

bien il y a trois relations linéaires entre les unes et les autres.

Une discussion facile montre que des relations linéaires, en

nombre quelconque, entre les A) par exemple, peuvent toujours,
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par une substitution orthogonale, être ramenées à vérifier les

deux conditions suivantes :

1° Chaque relation sera de la forme

A/j=o ou A/j -f- i A'/^. =
;

2° De plus, la même dérivée A^ ne figure que dans une seule

relation.

Les cas où quelques-unes des relations contiennent deux déri-

vées se déduisent des autres par le passage à la limite.

1037. D'après cela, s'il j a deux relations seulement entre

les Aj, on pourra, en se bornant au cas général, les prendre sous

la forme

A'4 = o, A'. = o.

Il faudra que l'on ail

par suite, B,, B2, B3, Bc, A5, A, seront des constantes que l'on

pourra prendre égales à zéro; de sorte que l'équation à vérifier

prendra la forme

et chacun de ses membres devra se réduire à une constante. On
pourra prendre par exemple

B4=cosp, B5=sinp,

A\-hAl-^kl-+-kl = -i.

Si l'on choisit un système de splières coordonnées comprenant

les trois plans principaux, la sphère de coordonnées m, sera dé-

finie, en coordonnées cartésiennes x^y^ 5, par l'équation suivante

a:2_j_ -^.2_,_^-2_ R2im^x -\- im^y -\- im^z -\- m^^ —^-
K

+ "»o "^—^ =
;

de sorte qu'ici la surface cherchée deviendra l'enveloppe de la
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sphère

(57) iPlxX^ 2 AjJ' -^ ikiZ -^ e'? -p " e-'?R = o.

Enjoignant à l'équation précédente les deux dérivées

(58) i A', x-i- A'j^'-H A'^s = o,

on reconnaît que cette surface se réduit à un cône, d'ailleurs

quelconque.

1038. Envisageons maintenant le cas où il y a trois relations

entre les Aj; et, nous bornant toujours au cas le plus général,

prenons-les sous la forme

A\= A5 = A'6 = o;

il viendra

b; = b; = B'3 = o.

On pourra encore supposer nulles A4, A5, Ag, B,, Bo, B3, et Ion

aura

Ar-i-Â^-^ A^=— B:— B:-B|.

Il sera nécessaire et suffisant que les deux membres se réduisent à

une même constante.

La surface étant l'enveloppe de la sphère définie par l'équation

1 2 Ajx -H 2 .k^y ^- 2 A3 j H- Bi —
(59) , , , p,

-i-tBs =^ = 0,

il faudra joindre à cette équation les deux dérivées

1 A', X -^ a; y -+- A'j - = o,

(
B, ^ ^.B,

g^
o.

On voit que les lignes de première courbure sont dans les plans

tangents d'un cône et que les lignes de seconde courbure sont sur

les sphères ajant pour centre le sommet de ce cône. On reconnaît
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la surface de Moiige, dont toutes les normales sont tangentes

à un cône.

En résumé, on peut énoncer le théorème suivant :

Les surfaces dont toutes les lignes de courbure sont planes ou

sphériques se déduisent, par des inversions et des dilatations,

soit d'un cône, soit de la surface dont toutes les norntales sont

tangentes à un cône, ou hien elles dérivent par dégénérescence

des surfaces ainsi obtenues.
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CHAPITRE XII.

GÉNÉRALISATIONS DIVERSES.

Systèmes d'équations linéaires aux dérivées partielles du second ordre à n va-

riables indépendantes dans lesquels chaque équation ne contient qu'une dérivée

seconde prise par rapport à deux variables différentes. — Forme type de ces

systèmes, condition pour qu'ils admettent n-hi intégrales linéairement indé-

pendantes. — Extension à ces systèmes de la méthode de Laplace. — Comment
on les intègre lorsque la suite de Laplace se termine dans un sens. — Indica-

tion de certains systèmes généraux dont l'intégrale peut être obtenue. — Cas

particuliers. — Applications géométriques. — Systèmes de coordonnées curvi-

lignes à lignes conjuguées. — Ces systèmes sont les seuls qui puissent corres-

pondre à d'autres systèmes, les plans tangents aux surfaces coordonnées étant

parallèles pour les points correspondants. — Interprétation géométrique des

substitutions de Laplace généralisées. — Cas particulier des systèmes triples

orthogonaux. — Théorème de M. Combescure. — Démonstration directe de ce

théorème. — Application. — Détermination d'une classe de systèmes triples pour

lesquels toutes les lignes de courbure sont planes. — En combinant l'inver-

sion avec le théorème de M. Combescure, on peut faire dériver d'un système

triple orthogonal une suite illimitée de systèmes analogues. — Détermina-

tion des systèmes orthogonaux à lignes de courbure planes dans un seul sys-

tème. — Détermination des systèmes orthogonaux à lignes de courbure sphé-

riques dans un seul système.

1039. Bien qu'il n'entre pas dans notre plan de faire une étude

détaillée et complète des systèmes orthogonaux, nous croyons

cependant qu'il sera utile, pour bien saisir les méthodes précé-

dentes, de montrer comment elles peuvent être généralisées et

étendues. Nous trouverons ainsi l'occasion de revenir sur les pro-

positions analytiques établies au Livre 1\ et de montrer qu'elles

peuvent être beaucoup développées; que les démonstrations sub-

sistent, presque sans modification, lorsqu'on substitue à une

équation linéaire du second ordre certains systèmes du même
ordre auxquels doit satisfaire une fonction inconnue de plusieurs

variables.

Désignons par z, s,, pj? •••7 p«-i un système de n variables
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indépendantes et envisageons le système des équations

d'^u du du
(i) -.—^— = aa- -, 1- a/a v- '

o?iOp/c opk àpi

OÙ «et k peuvent prendre deux valeurs différentes quelconques

dans la suite o, i, 2, . . ., /i — i ; de sorte que le système com-

prend —^ équations simultanées. Nous chercherons en pre-

mier lieu les conditions qui sont nécessaires pour qu'il admette,

en dehors de la solution évidente ?^ = i, n solutions distinctes,

linéairement indépendantes.

Pour obtenir ces conditions, nous allons former de trois ma-

nières différentes les valeurs des dérivées troisièmes telles que

d^ U , • 1 , ^ r\-—^——- et nous écrirons que ces valeurs sont eerales. Un trouve,
dpi dp/, dpi ^ o

par exemple, en prenant la dérivée de l'équation (i) par rapport

à p/, / étant différent de i et de k, et en substituant les valeurs des

dérivées secondes qu'introduit cette opération,

d^u l da/ii \ du
a/ci an

dpi dp/c dpi \ dp/ j dpi

I dai/c \ du , . du+ - - +- ai/c a//,-) h ( a/a au -t- ai/, a/,/)^--
\ dpi I dp/; dpi

Permutons dans les deux membres les indices k et /, par exemple
;

le premier membre ne changera pas. Comme, par hypothèse, le

système doit admettre n solutions linéairement indépendantes ou,

ce qui revient au même, une solution dont les dérivées premières

peuvent être choisies arbitrairement pour un système quelconque

de valeurs des variables indépendantes, les coefficients des mêmes

dérivées du premier ordre devront être égaux dans les deux ex-

pressions ainsi obtenues de la dérivée troisième. Cela nous con-

duit à des relations du type suivant

( 2 )
—-' - = ai/ au, -+- an a//,— ai/,auc {i ^ k ^^ l).
opi

Echangeons dans cette relation les indices « et / : le second

membre ne change pas. On doit donc avoir

dajjc^ _ ^^-.
dpi ~ dpi

'
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et, par conséquent, ct/a, ciik sont les dérivées, par rapport à p, et

à 0/, d'une même fonction que nous désignerons par logH^; de

sorte que l'on pourra poser

(3) aik=r^-r- (t ^ ^-)-

L'équation de condition (2) deviendra

^^
àpidpi H] dpi Vpi ^ H, âpi dpi'

et le système (i) prendra la forme suivante

dStt _ I dUi. du _i_dUi du _ / 19^^, \

dpidpk Ht; dpi dpk VLi dpk dpi
~

\i, k = o, i, 2, ..., n— i

/

Les relations (4)} auxquelles doivent satisfaire les fonctions H/,

sont au nombre de —^^ -• Nous indiquerons plus loin de

nombreux exemples dans lesquels ces relations en si grand nombre

sont toutes vérifiées. Dans ce cas le système (5) admettra d'ailleurs,

non seulement n solutions particulières linéairement indépen-

dantes, mais aussi une solution générale contenant n fonctions

arbitraires d'une seule variable indépendante; c'est-à-dire que, si

l'on calcule de proche en proche les dérivées des différents ordres

de u pour un système quelconque de valeurs de z, 0,, . . ., 3„_,,

les dérivées de chaque ordre relatives à une seule variable -r—

>

* dp'"
d"iu j . 1 • •—^> ••• demeureront toujours arbitraires.

Pour ne pas compliquer la théorie, nous avons laissé de côté

les systèmes de la forme

... d^u du Ou ,

dpi dpk dpk dpi

qui contiennent la fonction inconnue; mais, dès que l'on en con-

naîtra une solution particulière u'. il suffira d'effectuer la substi-

tution

« — «V,

pour être ramené à un système en v qui devra admettre la solu-
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tion (' = I et, par suite, sera de la forme (i). On peut donc dire

que, dès qu'un système de la forme précédente admet n-+- 1 solu-

tions linéairement indépendantes, il est réductible à la forme (5)

et admet une solution contenant n fonctions arbitraires d'une va-

riable.

104-0. Si l'on désigne, conformément à une notation déjà

employée au Livre IV, par fi/({u) le premier membre de l'équa-

tion (5), c'est-à-dire si l'on pose

d- a I dU/,- du i dHi du
(7) /i/.(") =

àpjdf^
~

Hi iji dfi,
~

Wi ôfk à^y

on reconnaîtra aisément que les relations auxquelles doivent satis-

faire les Hi s'expriment par la formule simple

(8) /^.(II/)=o {i.^k^l),

D'après la manière même dont on les a obtenues, on voit qu'il

y a, entre les symboles ///r, les relations identiques

] à f/c/(u) I dH/ . , , I dU/c .
, ^

les indices i, /r, / étant toujours supposés différents. Ces identités

montrent déjà que les relations auxquelles doivent satisfaire les

fonctions H ne sont pas essentiellement distinctes.

Elles permettent encore de donner une forme plus précise à un

énoncé précédent et de démontrer que, sous les conditions ha-

bituelles de continuité pour les coefficients, le système des équa-

tions aux dérivées partielles simultanées (5) admet une solution u

satisfaisant aux conditions initiales suivantes :

Soient p", p^, . . ., p"_, un système de valeurs des variables in-

dépendantes. Choisissons n fonctions /(p),/, (p,), ..., fn-\ {^n-\),

assujetties à l'unique condition de se réduire à une même con-

stante quand on remplace dans chacune d'elles la variable p< par

sa valeur initiale p". Il existera une solution du système (5), et
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une seule, se réduisant à /i(p*) lorsque toutes les variables ca

autres que Sj se réduiront à leurs valeurs initiales z^.

Cette proposition est une simple conséquence de celle que nous

avons établie au Livre IV, Chap. I\ , relativement à une seule

équation. Pour plus de netteté, bornons-nous au cas de trois va-

riables indépendantes p, o,, Oo. La solution cherchée ii doit se

réduire

à /(?)
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donnent ici les relations

I àUi I (9H

(
àfio(u) I dUi

qui ont lieu pour toutes les valeurs des variables indépendantes.

Ces relations peuvent être envisagées comme des équations aux

dérivées partielles du premier ordre auxquelles doivent satisfaire

les deux fonctions inconnues y2o(«), f2i{u)- En éliminant, par

exemple, /"oo (m), on sera conduit à une équation de la forme

^ ^ dpdpi dp dpi
./'-v. /

Recherchons les conditions initiales auxquelles doit satisfaire

/f2{ii)- On a d'abord, 11 se réduisant aloi's à u"

,

/i2(«) = o pour p = p",

D'autre part, si l'on fait, dans les identités (6), p, = p", comme
on a alors y"o2('^) = o, il vient

et, de là, on déduit

/i2(«)= Hj t|;(p2) pour Pi = ?î-

Mais comme y, 2 (w) est nul par hypothèse pour p = p**, quelles

que soient les autres variables, il faudra que l'on ait

IIi4'(p2) = o pour p = po,

et, par conséquent, H, n'étant pas nul en vertu des conditions

de continuité,

4>(p.2) = o.

On voit que la fonction /,o(i/) devra être nulle soit pour

p = po soit pour p, = p" et, comme elle doit en outre vérifier

l'équation (c), elle sera nécessairement nulle pour toutes les va-

leurs de p, p,, P2.
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Le raisonnement fait pour /^i

2

(m) se répète évidemment pour

/o2(u) et l'on voit que la fonction u satisfait aussi à l'équation

/oi(«) = 0.

ce qui achève la démonstration.

1041. Nous ajouterons la remarque suivante relative aux

relations entre les H,. Introduisons les quantités ^/^ définies par

la formule

Les relations (4) ou (8) s'exprimeront uniquement au mojen

des ^ik et prendront la forme simple

(u) ^ = ?./?/* (i^k^l);

de sorte que, si l'on pose

il viendra

-TZ- = ?/*?*/?// H- Px-jPjV?/*,

et l'on aura, par suite,

Ces relations permettent d'introduire une fonction V telle que

l'on ait

Cl) f*= ?zA- ^ki = —
OZf dpt:

On peut exprimer tous les .3/A en fonction de V, former des

équations aux dérivées partielles auxquelles V devra satisfaire :

mais nous laisserons de côté tout ce qui concerne cette fonction.

1042. Supposons que l'on ait obtenu d'une manière quelconque

un système de la forme (5), pour lequel toutes les conditions

d'intégrabilité soient vérifiées, et proposons-nous de rechercher

comment on peut l'intégrer,

D. - IV. 18
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Nous allons montrer qu'ici encore on peut employer avec

succès la substitution de Laplace (n" 330).

Considérons, en effet, l'équation particulière

(12) /a(") = o.

Si elle était seule et si l'on voulait lui appliquer la substitution

de Laplace, il faudrait^ par exemple, substituer à w la fonction v,

définie par l'équation

du I àU/c ,
,

^ ^ dpi H/, dpi

Si l'on pose alors

H, ^H, H| d^-\o^B, _ H,-
(i4) L/,=

h7 c)p^
-^ "d^Id^

-~
^- ^'^^"^^^'

dpi dpi

on aura

(^p/(^p/, L/c dpi âp/c Lj (Jp,;. dpi

et p satisfera à l'équation

(16)

où l'on a posé

àpi

On verra de même que si l'on introduit les quantités W dé-

finies par les relations

(18) u- '''^ ^ (/cV^V/O,

la fonction ç satisfera, pour toutes les valeurs distinctes de i' et

de k', au système

d^ç I dLi> di> 1 dhk' do

^^^'
dpf dpk'

~ U' àpk' àpi' L/c' dpi' dpk''

tout semblable au proposé.
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Comme on a équations, comme chacune fournit deux

substitutions, on voit que chaque système de la forme (5) admettra,

en général, n{n — i) systèmes dérivés, n{n — i) systèmes con-

ligus. De ceux-ci, on pourra en déduire d'autres et continuer, soit

indéfiniment, soit au moins jusqu'à ce que Tune des équations

qui composent le système ait un de ses deux invariants égal à

zéro.

Il y a de nombreuses relations entre toutes les substitutions

ainsi obtenues : nous nous contenterons de signaler la propriété

suivante :

Si l'on désigne par S/a la substitution définie par la formule ( 1 3),
l'effet de deux substitutions S/a, S/ a- appliquées successivement ne

change pas lorsqu'on échange, soit les deux premiers, soit les

deux seconds indices.

1043. Examinons ce qui arrive lorsqu'une des substitutions S/a

devient impossible, c'est-à-dire lorsque l'équation d'indices i et A"

du système (5) a l'un de ses invariants nuls. Pour plus de simpli-

cité, nous nous bornerons au cas de trois variables o, o,, Oo, qui

se présentera seul dans les applications.

Considérons l'équation

et supposons que son invariant

_ (JMogHi ^ dHi I dHj

dpidpi II 1 dpî Hj dpi

soit nul. Gela se traduira par la relation

(*0 /iî(H,) = o.

On a déjà

/o2(H,) = o.

Si donc nous substituons H, à la place de u dans les iden-

tités (9) où Ton remplacera paro, i, 2 les indices différents /, k. /,
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il viendra

On déduit donc de là, soit

(22) /oi(ni) = o,

soit

^^^
Hi dpi H dp,/

Envisageons d'abord la première hypothèse : H, est alors une

solution des trois équations qui composent le système; si l'on

effectue la substitution

on aura un système tout semblable au proposé, mais dans lequel,

H2 et H3 étant remplacés par de nouvelles fonctions, H, serait

fait égal à l'unité. Introduisons donc, pour ne pas changer de no-

tations, cette hypothèse directement dans le système proposé. La

première et la troisième équation s'intégreront à vue et nous

donneront

|^=H,S„ ^ = HT„
àp2 àp

S( et T, étant des fonctions qui ne dépendent pas de p,. Portant

du du

dp dpi

1 1 1 du du ^ 1 1 ' ^•
successivement les valeurs de — ? y- dans la seconde équation.

nous trouverons

^__i_^ àTt _ I dU.

dp ~ lîi dp^
"

àp2 ~ H dp
'

Il est clair que ces équations ne peuvent fournir des valeurs

de Si et de Tj indépendantes de p, que si l'on a

df,
= "^^^'

-di
= "^"

A, et B< ne dépendant nullement de p, . Alors Si et T, se détermi-

neront par le système

dSi dTt
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qoi ne contient que deux variables indépendantes. Puis on aura

(24) u= /"(HT,rfp-i-H,S,<=,)+/(Pi).

1044. Examinons maintenant la seconde hypothèse, celle où

l'on a
I c)H, _ jt^ ^
Hi cpî

"" H doi

ce qui donne

R2 ne dépendant pas de oo. Si nous faisons la substitution

u = HiP,

nos trois équations deviendront

/„(H..) = ^- (h, ^-) - 5J- ^ H, ^- = o,

d l„ dv \ I <JH, „ dv
MU,v) = -^

(h, -) - g- - - H.- = o,

Mais les identités (9) nous donnent ici la relation, déjà écrite

plus haut,

d'où l'on déduitj en intégrant,

/oi(Hi) = HiSj,

S2 étant de même définition que R2, c'est-à-dire ne contenant

pas so. Les deux premières équations en v admettent l'intégrale

générale

où 0-2 dépend exclusivement de po- En intégrant, on déduit de là

V= I —jj— rfp2-^U2,
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Uo étant indépendant de po comme So et To, et a désignant une

constante quelconque. Comme on a

/oi(H,) = o,

l'équation

/oi(Hip) =

admet la solution définie*par la formule

Hit^^IIa;

et comme, après la division par H,, ses coefficients sont ramenés

à ne plus contenir p2, elle admet aussi l'intégrale

/ ". a,Os

Donc la solution générale du système proposé sera définie par

la formule

(25) V=
f

-4y-^<ip2+U2,
i Tir*

Uo étant déterminée par la condition de vérifier l'équation

(26) =
:rzi ^ "~i ^ hS2U2 = o,

Hi àpàpi Opi dp

OÙ R2 et S2 sont deux fonctions connues de p et de p,

.

1045. La théorie complète des systèmes d'équations aux dé-

rivées partielles précédents nous entraînerait trop loin. Nous

nous contenterons de signaler rapidement le cas où la solution

générale se présente sous la forme la plus simple et la plus utile

pour les applications.

Pour plus de netteté, et comme la méthode est la même dans

tous les cas, nous supposerons le nombre des variables égal à 3.

Supposons qu'on ait obtenu par un moyen quelconque un sys-

tème d'équations aux dérivées partielles

, , d^u du Ou , (19^ k),

dpidpi, dpi dp,, (f, /: = o, r, 2),

pour lequel les conditions d'intégrabilité soient satisfaites et dont
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on ait déterminé l'intégrale générale u. Considérons une expres-

sion de la forme suivante

Z = \u-hXi

(28)

du

à?
^...^A,

do'"

à?i

à" u du dPu

dont nous déterminerons les coefficients par la condition que Z

s'annule quand on y remplace l'intégrale générale u par des inté-

grales particulières, linéairement indépendantes, du s\slème pro-

posé, en nombre égal à

Nous aurons l'équivalent des expressions (77?, n) considérées

au Chapitre VIII du Livre IV. La démonstration donnée au

n** 399 montrera ici que Z est l'intégrale d'un système tout pareil

au proposé (27).

Il j a là, on le voit, un moyen très général de faire dériver de

tout système que Ion sait intégrer une suite illimitée d'autres

systèmes dont l'intégration se rattache à celle du premier.

Supposons, par exemple, que le système proposé soit constitué

par les trois équations

rr- u _
àpi dpu

En choisissant l'unité parmi les solutions particulières qui

doivent annuler Z, on sera conduit à introduire le déterminant

suivant :

(29) A =

où fi, Si, . . . , iVi sont des fonctions données de la variable s/

tandis que l'on désigne par R, R,, Ro des fonctions arbitraires

de la variable de même indice. Ce déterminant A sera l'intégrale

générale d'un système analogue au système (27). On peutd'ailleurs

le démontrer directement en répétant le raisonnement du n° 340.

R
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Les équations aux dérivées partielles auxquelles satisfait A ad-

mettent les solutions particulières

^A d\ dl

dïî' dRi' dï^'

obtenues en donnant à l'une des fonctions arbitraires R, Ri, R2

la valeur i , et aux deux autres la valeur zéro. On pourra donc, par

exemple, par la substitution

(3o) A=^^U.

obtenir pour U un système d'équations aux dérivées partielles ne

contenant plus la fonction U.

1046. Parmi les cas particuliers les plus intéressants, on peut

signaler les suivants :

L'expression

R Ri R2
(3i) M =

(P — P1)(P — P2) (pi— p)(pi— P2) (p2— P)(P2- pi)'

où R; dépend de la seule variable p^, est l'intégrale générale du

sjstème

/} \ I
, d^'U du du

Si l'on difFérentie ces équations m — i fois par rapport à p,

m,— I fois par rapport à p< , m2 — i fois par rapport à pa, on verra

que
^ni-^mi+jn^—Z II

V = — •

dp'"--^ dp'^i-^ c^p'«2-i

est l'intégrale générale du système

d"^ V dv dv

dont nous allons dire quelques mots, en attribuant maintenant des

valeurs quelconques aux coefficients nii.

D'abord le système admet, pour toutes les valeurs de /i, la solu-
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tion particulière

(34) ç = (p-hh)~'"(pi-r-h)-'"i{pi-i-h)-'"^,

et, sous ce point de vue, il se rattache au suivant

/oe^ / , <^-« du du
(35) (r,_a-)T—rr = —- («, A- = o, I, 2),

Opi opk (>Pk (ipi

où ri dépend de la seule variable p/, et auquel se ramènent tous

ceux pour lesquels il existe une infinité de solutions particu-

lières formées du produit de trois fonctions qui dépendent, cha-

cune, d'une seule des variables p, p,, po. Ces solutions parti-

culières ont d'ailleurs pour expression générale

(36) Il = e^ r~h J r,— A J r,-i-k^

la constante h pouvant recevoir des valeurs quelconques.

En second lieu, les substitutions définies plus haut (n" 1012)

transforment le système (33) en un système analogue, où l'un des

coefficients est augmenté et un autre diminué dune unité. Cette

remarque facilite beaucoup l'intégration.

Enfin ici encore on peut démontrer, en généralisant la remarque

de -M. Appell (n"" 349), que si

«=/(?' Pl' pi)

est une solution quelconque du système, on pourra en déduire la

solution plus générale

(cp-hrf)-'"(cpi+ rf)-'".(cpi-t-c?)-'"./(^ -, -^
J,
-^—- ,

' ' \ .

y ^ \Cp-^d Cpi-r-d Cpi-i-d/

a, b, c, d désignant des constantes quelconques.

1047. Nous n'insisterons pas davantage sur la théorie analy-

tique; les applications géométriques que nous allons étudier nous

fourniront d'ailleurs les movens d'obtenir un grand nombre de

systèmes intégrables de la forme que nous étudions ici.

D'après le théorème de Dupin, qui constitue certainement la

propriété géométrique la plus importante des systèmes triples

'T\BRTp^
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orthogonaux, deux surfaces quelconques appartenant à deux

familles différentes d'un système orthogonal se coupent suivant

une ligne de courbure commune; de sorte que les courbes suivant

lesquelles chaque surface est coupée par celles qui appartiennent

à d'autresfamillesj forment un réseau conjugué. Proposons-nous,

d'une manière générale, de trouver tous les systèmes de coor-

données curvilignes pour lesquels les lignes d'intersection des

surfaces appartenant à des familles différentes tracent sur chaque

surface un réseau conjugué. Si nous désignons encore par p, p,, p^

les paramètres des trois familles de surfaces qui composent le

système cherché, les coordonnées cartésiennes .r, y, z d'un

point de l'espace, considérées comme fonctions de p, p,, po, de-

vront être des solutions particulières d'un système de la forme

suivante '

,„ . à''' Il du du /i, /c = o, 1,2

dpi dp,.. dpk àpk \ i^k

et cette condition, qui est nécessaire, sera d'ailleurs suffisante.

Or, pour qu'un système de la forme précédente puisse admettre

trois solutions x^ y, z linéairement indépendantes, il faut né-

cessairement qu'il soit réductible à la forme déjà indiquée

.oo\ ^^ "• ' ^H/ <^'f- I ^^hc au

àpi à?,,
~

Tii d^ àp'i
~

îh àp^ d^c^""'

OÙ les fonctions H, H,, H., vérifieront les conditions d'intcgrabilité

(4) ou (8).^

Ces systèmes particuliers, formés de surfaces se coupant sui-

vant des lignes conjuguées, ont des propriétés géométriques qui

les distinguent de tous les autres systèmes de coordonnées cur-

vilignes et dont nous allons dire quelques mots.

Etant donné un système de coordonnées curvilignes, défini par

trois familles de surfaces, cherchons s'il en existe un autre, tel que

les surfaces coordonnées se correspondent mutuellement dans

les deux systèmes et qu'elles aient, de plus, leurs pleins tangents

parallèles aux points correspondants. En d'autres termes, sc^y, z

étant les fonctions de p, p,, pa qui définissent le premier système

de coordonnées curvilignes, cherchons si l'on peut dcicrminer
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trois fonctions X, X,, Xo telles que les expressions

^ dx ^ âx ^ dx j

A -T— dp -r- Al -r— api T- A» -r~" "?*>
dp opi ' opi

kf-dz-^ Al —- dpi 4- A, j^ rfpj,
dp ' opi t/pî

- (^3 - . dz , ' àz ,

dp dpi ôpi

soient des différentielles exactes dXi, dy,, dzi. S'il en est ainsi,

x^,y^, Zf, considérées comme fonctions de p, s,, Oo, définiront

bien un système de coordonnées curvilignes jouissant de la pro-

priété indiquée. Or les conditions d intégrabilité des équations

précédentes montrent immédiatement que x. y, z doivent être

des solutions particulières d'un svslème d'équations aux dérivées

partielles de la forme (3-), ce qui permet d'énoncer la propo-

sition suivante :

Pour que deux systèmes de coordonnées curvilignespuissent

se correspondre de telle manière que chaque surface du pre-
mier système corresponde à une surface du second et qu'aux
points correspondants les plans tangents aux trois surfaces

homologues aient la même direction dans les deux systèmes, il

est nécessaire que les surfaces de chaque système se coupent

mutuellement suivant des familles de lignes formant sur cha-

cune d'elles un réseau conjugué (').

1048. Du reste cette condition, qui est nécessaire, est aussi suf-

fisante. On le reconnaît aisément en effectuant la transformation

suivante. Etant donnée une solution quelconque u du système (38),

introduisons les trois quantités U/ définies par la formule

(39) -x- = Hihi,
âpi

(') Cette proposition résulte aussi de considérations géométriques très simples.

Soient, en effet, M, M' les points correspondants dans les deux systèmes. Si Ton
attribue à p une valeur déterminée, ces points décrivent deux surfaces dont les

plans tangents sont parallèles. Sur ces surfaces, les courbes de paramètres p, et

P, ont leurs tangentes parallèles; donc elles forment un système conjugué.
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le système (38) pourra être remplacé par les six équations sui-

vantes

(4o)
^ ^-=^,,.0^ {i^k),

les ^ih étant les quantités déjà introduites et définies par la for-

mule

On a vu qu'elles satisfont aux équations comprises dans la for-

mule unique (i i), que l'on retrouverait ici en écrivant les condi-

tions d'intégrabilité du système (4o)'

D'après cela, aux coordonnées x, y, z, solutions particulières

du système (38), correspondent, par les formules (39), des quantités

Xj, Yj, Zj telles que l'on ait

/ dx — YiX dp -h liiXi dpi -hU^X^dp-T,

(42)
I
^jK= HY^p + HiYi(/pi + H2Y2^P2,

( dz = HZ dp -i- li\Zi dpi -h ïÏ2^2 dpi.

Or, si l'on peut, en changeant les valeurs des fonctions H, H, , H2,

conserver les mêmes valeurs aux fonctions ^/a, qui figurent seules

dans le système (4o), il est clair que, dans les formules précé-

dentes, on pourra conserver les neuf quantités X/, Y/, Z^ avec

d'autres expressions de H, Hi, H2, ce qui donnera de nouvelles

fonctions ^',j^', z', défîniespar des formules telles que les suivantes

/ dx' = H'X dp -+- H'j Xi dpi -+- ïl'^ X2 dp2,

(43) L^7'=H'Y^p-f-II'iYi^Pi-+-H'2Y2^p2,

( dz' = H'Z dp -h H'i Zi dpi h- H; Z, dp^,

et qui détermineront évidemment un nouveau système de coor-

données curvilignes satisfaisant à la condition demandée.

Tout se réduit donc à faire voir qu'il y a une infinité de systèmes

de valeurs des H^ satisfaisant aux équations (40» ^^ ^'^^ consi-

dérera les P//f comme des fonctions données et connues. Or on

reconnaît très aisément que ce système admet des intégrales con-

tenant trois fonctions arbitraires d'une variable. Au reste, on peut

établir ce résultat en le ramenant, d'une infinité de manières, à
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la forme étudiée dans ce Chapitre. Car si l'on désigne parU, U»,

Uo un système quelconque de solutions des équations (40)5 o^ï

reconnaîtra aisément que Ton a le droit, en introduisant une fonc-

tion auxiliaire 0, de poser

(44) "'^''=^'

et alors la fonction Q à laquelle se trouve ainsi ramenée la déter-

mination des H/ devra satisfaire aux trois équations

^^^'
dpidpt ïh dpi dpt Ui dpi^. dpi-"*'

pour lesquelles les conditions d'intégrabilité seront vérifiées.

En résumé, on peut énoncer la proposition suivante :

Toutes les fois que l'on aura des fonctions ^ik satisfaisant

aux équations (i i), l'intégration des systèmes (4o) et (4i)> *^

elle est possible, donnera, avec douze fonctions arbitraires

d'une variable, des systèmes de coordonnées curvilignes à

lignes conjuguées.

Si trois familles de surfaces se coupent suivant des lignes

conjuguées, il existe d'autres systèmes de coordonnées curvi-

lignes, dépendant de trois fonctions arbitraires d'une seule

variable, correspondant pointpar point, surface par surface,

au système proposé et tels qu'aux points correspondants les

plans tangents aux surfaces correspondantes soient parallèles.

1049. On peut signaler encore d'autres propriétés géomé-

triques se rapportant aux systèmes à lignes conjuguées. Associons

au système proposé celui qui est défini par les fonctions X(
, j'( , z-x

satisfaisant aux trois équations

dx dy dz

dp dp dp
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parla difFérentiation des formules précédentes, toutes les relations

comprises dans la formule suivante

àx, dx dy, dy dz^ dz , , , ^

opi àp/c dpi dp/c dpi àpk

Ces relations expriment évidemment qu'aux points correspondants

des deux systèmes les plans tangents aux surfaces coordonnées

forment deux trièdres supplémentaires. Comme, en faisant varier

la fonction Q, on obtient une infinité de systèmes [X{
, j'i , ,Si) pour

lesquels les plans tangents sont toujours parallèles en vertu même
de la propriété précédente, on voit que, dans chacun de ces nou-

veaux systèmes (^,,yi, s,), les surfaces coordonnées se coupent

aussi suivant des lignes conjuguées.

Chacune des équations (46) représente le plan tangent à l'une

des trois surfaces coordonnées, comme on s'en assure aisément en

cherchant l'enveloppe de ce plan.

1050. On peut démontrer que les systèmes définis par les

équations (4^) sont les plus généraux parmi ceux qui corres-

pondent au système proposé de la manière indiquée; c'est-à-dire

de telle manière que toutes les équations (47) soient vérifiées.

En effet, s'il en est ainsi, les plans tangents aux surfaces qui

composent le système cherché seront évidemment définis par trois

équations telles que les suivantes

(48)

\ doi dp-, dp2

Si l'on diflférentie la première équation par rapport à pi, on sera

conduit, en tenant compte des équations (38) et (48), à l'identité

dfi
""

ïfi dp
''"^

Il dpi
'

qui, jointe aux identités analogues, nous donne

X^+Y^-HZ^i
dp dp dp
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On peut donc prendre pour À. a,, Ao les dérivées d'une même
fonction 0; et celle fonction devra satisfaire aux équations (38).

On retrouve donc bien les formules (46).

1001. Ces nouveaux systèmes donnent naissance à une équa-

tion identique de la forme suivante :

(49) dxi Zx -4- dji r.y -+- dzi Zz = A dz op -j- B «fs, opi -+- G dzi Zz^.

Le plan défini par l'équation

(50) XT-^Xy-^Zz = (i,

où X, Y, Z désignent des coordonnées courantes, donne lieu aux

propriétés suivantes.

Suivant qu'on j fait varier p, et 02, ou p etpo, ou encore p et p,,

il enveloppe trois surfaces différentes et a, par suite, trois points

de contact distincts. Pour chacun de ces points de contact, on

connaît deux tangentes conjuguées de la surface correspondante :

ce sont les droites qui le joignent aux deux autres points de con-

tact. Les trois côtés du triangle formé par les points de contact

sont dans les plans tangents aux trois surfaces coordonnées du

système (j7i , ^i , -S| )• Si, donc, on prend le pôle du plan précédent

relativement à une quadrique quelconque, on obtient un nouveau

svstème de coordonnées curvilignes à lignes conjuguées.

1002. Ajoutons que les systèmes à lignes conjuguées permettent

d'interpréter très simplement les six substitutions définies au

n" 1042. Si l'on considère au point M(a:, y, z) la tangente à la

courbe d'intersection de deux surfaces coordonnées, par exemple

de celles de paramètres p, et po, celte droite engendre trois con-

gruences différentes suivant que l'on fait varier pi et po, ou p et So,

ou Pi et p.

Ces trois congruences ne donnent sur la droite que trois points

focaux. Par exemple, si l'on fait varier p et p^, c'est-à-dire si la

droite se déplace en restant tangente à la surface (pi), les points

focaux sont le point M et un autre point Mo. Si la droite demeure

tangente à la surface (po), les points focaux sont M et un autre

point M| ; mais alors, si le point de contact de la droite décrit la

surface (p), les points focaux sont Mi et Mo. Les formules par
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lesquelles on passe de M aux points M<, Ma correspondent préci-

sément à deux des substitutions du n° 1042. D'ailleurs, la relation

établie ainsi entre M et M,, ou entre M et JVI2, fait dériver du

système proposé un autre système à lignes conjuguées correspon-

dant, point par point, surface par surface, au système donné.

10o3. On pourrait ici étudier, en suivant les méthodes analy-

tiques du Livre IV, et plus particulièrement du Chapitre VIII,

les relations que présentent tous les systèmes d'équations aux dé-

rivées partielles analogues au système (5) et relatifs aux différents

systèmes de coordonnées curvilignes qui sont rattachés les uns

aux autres par les propositions géométriques précédentes.

Nous réserverons cette discussion pour le cas, plus important

et plus simple, où les systèmes deviennent orthogonaux.

Ici les deux séries de systèmes dérivés considérées aux n°^ 1047^

1049 se ramènent à une seule et l'on peut évidemment énoncer la

proposition suivante :

Étant donné un système triple orthogonal, pour obtenir tout

autre système triple admettant la même représentation sphé-

rique, d est-à-dire tel que les surfaces coordonnées se corres-

pondent une à une dans les deux systèmes et qu^aux points

correspondants les plans tangents aux surfaces homologues

soient parallèles, il faudra former le système des trois équa-

tions linéaires de la forme (38) auxquelles satisfont les coor-

données x^ j", z considérées comme fonctions de p, p), p2. SiQ
désigne la solution la plus générale de ce système, les équa-

tions

(5i)

définiront le système cherché.

Le système primitif correspond au cas où l'on prend pour la

dx dy dz

^ dp
-^^ dp dp
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solution

qui. nous l'avons vu (n°^ 147, 148), vérifie, dans ce cas et dans
ce cas seulement, les trois équations (38),

10o4. On peut encore établir comme il suit la proposition pré-

cédente.

Reprenons les quantités déjà introduites

,- . .. \ du

où II désigne, conformément à la notation de Lamé, une quel-

conque des coordonnées x, y^ z. Les neuf quantités ainsi définies

sont évidemment les cosinus directeurs des normales aux surfaces

qui composent le système orthogonal; par exemple, X/, Y/. Z/ dé-

finissent la direction de la normale à la surface de paramètre o,.

Par suite, dans le cas spécial que nous envisageons, il faut intro-

duire la relation nouvelle

(53) U--hUi-f-Ll = i,

entre les trois cosinus, ce qui va nous conduire à de nouvelles re-

lations différentielles, venant s'ajouter aux suivantes

(54) ^ = U,.Pa- (iVA:),

déjà établies plus haut (n° 1048). Si l'on différentie, en effet, la

relation (53) en tenant compte de celles que nous venons de rap-

peler, on sera conduit à une relation du tvpe suivant

(55) ^ =_ U^. Sx-,- U/ ?/, {ijéky^l).

Ces nouvelles relations donnent naissance elles-mêmes à de

nouvelles conditions d'intégrabilité ; et, en égalant les deux valeurs

de ^77^ que l'on peut déduire des formules (54) et (55), on est

conduit à trois relations différentielles

^^^> $^^'-^?"^'*=° (^VA'^0,

D. - IV.
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qui viennent s'ajouter aux suivantes

(57) -h^ = ?//P//0 (i^k^l),

déjà démontrées plus haut.

Gela posé, on peut reprendre la démonstration du n** 1048. Si,

conservant tous les U/, on calcule de nouvelles quantités H^- satis-

faisant aux équations

(58) ^- = 11,^,, (,VA-),

on obtiendra de nouveaux systèmes triples orthogonaux ayant

même représentation sphérique que le système proposé (').

lOoo. Revenons à notre première démonstration. On peut en

déduire très simplement les formules propres à définir le nouveau

système orthogonal. Si l'on introduit, en effet, les notations de

Lamé déjà employées (n°672) pour des invariants analogues et si

l'on pose

(59)

f
A(0,0.) =

les relations entre les neuf cosinus X/, Y/, Z/ nous permettent de

résoudre très simplement les équations (5i) et nous donnent

(60) x,= \{x,il), ji=A(j, <2), ,M = A(s,o),

(61) ^2^_^2^_-2^^i>.

(') C'est M. E. Combescure qui, dans un Mémoire Sur les déterminants fonc-

tionnels et les coordonnées curvilignes, présenté en 1864 à l'Acaclémie des

Sciences et inséré en 1867 au tome IV (i"'" série) des Annales de l'École Nor-

male supérieure, a fait le premier la remarque que l'on peut toujours associer à

un système triple orthogonal d'autres systèmes ayant, aux points correspondants,

leurs plans tangents parallèles. On pourra consulter le § VIII de ce Mémoire et

aussi une Note de l'auteur, insérée en 18G8 un tome LXVIF, p. iiot, des Comptes

rendus.

1 I c)0

Vil dp
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D'autre part, les relations évidentes

(62)
à?i _ dpi

dx " dy
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Son intégrale générale est évidente; elle est déterminée par

l'équation

M(p2+ p^+ p^) = R + Rl+ R2,

où Ri dépend de la seule variable p/. Les formules (60) nous

donnent alors

/ R — pR'-^-R, — PiR; + R.>— P2R',
Xi= 7.0 2 T"^ 7,

-

R-pR'+ Ri— PiR'i + Ra— P2R', B,
(,oo; ./i ,1 p2_^

Pi -i- P2

f R — pR'+ Ri— OiR', -hRî— PjR; „,

1
^=''P' P'+Pï + Pi

^'''-

On aura de même

( e,

)

„i = , r^p_r'+r.-p.R', + r.-p.r; ^ R,;.

? +P1 + P2

Les surfaces coordonnées du nouveau système ont toutes leurs

lignes de courbure planes. Elles appartiennent à la classe définie

parles équations (12) du n" 104.

1037. Revenons au cas général. Nous avons déjà remarqué que

les équations (38) auxquelles doit satisfaire la fonction ù doivent

admettre la solution particulière x--hy-+z-. D'après cela, il

suffit de répéter le raisonnement fait au n° 146 pour reconnaître

que, si l'on effectue la substitution

les trois nouvelles équations en Q, seront celles auxquelles satis-

feront les coordonnées ûc', y', z' relatives au système orthogonal

qui se déduit du premier par une inversion dont le pôle est

l'origine des coordonnées. En rapprochant ce résultat de tout ce

qui précède, on peut conclure la proposition suivante :

Lorsqu'on sait déterminer tous les systèmes triples admet-

tant la même représentation sphérique qu'un système ortho-

gonal donné, on sait résoudre le même problème pour tous

les systèmes orthogonaux qui en dérivent par inversion; et

cela sans aucune intégration.
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Plus exactement, à chaque solution du premier problème

correspond une solution du second et vice versa.

Ce résultat, qui peut être considéré comme la généralisation des

propositions que nous avons données dans les Chapitres précé-

dents, relativement à la représentation sphérique des surfaces, va

nous permettre d'étendre beaucoup les applications de la mé-

thode.

Considérons, en effet, un système orthogonal (S), défini par les

fonctions x. y, z^ et supposons qu'on sache intégrer les équa-

tions (38) relatives à ce svstème. Si Q, désigne une solution quel-

conque de ce système, les formules

définiront des fonctions ^,, jk», ^i qwi feront connaître un nou-

veau système orthogonal (S|) dérivé du premier. Or, il est évident

géométriquement que les systèmes orthogonaux ayant même re-

présentation sphérique que (S|) ont aussi même représentation

sphérique que (S). Donc, on saura résoudre les équations (38)

relatives au système (S,) comme on sait les résoudre pour le

système (S). C'est d'ailleurs ce que confirme la remarque analy-

tique suivante.

D'après les formules (60) et (63) on a, par exemple,

et les formules analogues pour j-, et pour z^ . Or x, y^ z sont des

solutions particulières du système (38) relatif à (S); et;r,,;K(, ^i

sont des solutions du système analogue relatif à (S| ). On est donc

conduit à conclure que si Q. est une solution quelconque des équa-

tions relatives au système (S), il existera une fonction ù' définie

par la formule
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et, de plus, cette fonction ù' sera la solution la plus générale du

système (38) relatif à ( S) ). Aucun calcul n'est nécessaire pour vé-

rifier cette conclusion. Il suffit, en effet, de remarquer que les

conditions d'intégrabilité de Q', les équations du second ordre

auxquelles elle doit satisfaire, étant vérifiées quand on remplace ù
par X, y ou 5, doivent l'être identiquement, sous la seule réserve

que Q satisfasse aux mêmes équations (38) que ces solutions par-

ticulières x^ y, z.

Ces points étant admis, on reconnaît immédiatement la possi-

bilité, dès qu'on sait intégrer le système (38) relatif à un système

orthogonal (S), d'obtenir une suite illimitée de systèmes triples

orthogonaux contenant un nombre de plus en plus grand de

fonctions arbitraires. Il suffira de passer de (S) à un système (S|
)

admettant la même i^eprésentation sphérique, puis de prendre

l'inverse (S^) de (S,) et de recommencer sur (S'J les mêmes
opérations que sur (S). Ces opérations introduiront seulement des

quadratures analogues à celle qui est définie par la formule (69),
quadratures qui s'effectuent d'ailleurs complètement quand le

système initial est complètement intégrable.

1058. Pour compléter et faciliter les applications de la mé-
thode, nous indiquerons comment on passe d'un système ortho-

gonal (S) à un système inverse (S') par rapport à l'origine des

coordonnées.

Soit, pour abréger,

(70) (j — a72_^j2^_ -2.

Si ù est une solution du système (38) relatif à (S), - sera la so-

lution correspondante du même système relatif à (S'). D'autre

part, si l'on désigne par A' le A relatif à (S') on a, comme on sait,

en prenant le module de l'inversion égal à l'unité,

A'(0) = ^2 A(e).

Donc les formules qui définissent les fonctions x\^ y\, z\ rela-

tives au système (S',) dérivé de (S') par l'emploi de la solution Ù,
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formules qui se déduisent des équations (60), seront

(71) u.--\-z^-y

En appliquant les règles données au n° 679 relativement au

symbole opératoire A et tenant compte des formules données plus

haut, on trouvera

x\=xi— ^(il— xxi— j-yi — zzi ),

(72) { yi=yi^^(^— -rj^i-rri — -^i\

:'i
= -1 -4-

-f'
I Q — rxi — yji — ^-1),

x,,y^, z-i étant les coordonnées définies par les formules (60) et

relatives au système (Si) dérivé de (S) par l'emploi de la solu-

tion Q.

10o9. Supposons, par exemple, que le système (S) soit celui

qui correspond aux coordonnées polaires ayant pour origine le

point {h, k, /) et qui est défini par les formules

/ X = h -i- p sinpi cosp*,

(73) \ ^ = A--+-psinpi sinpï,

l z = /-i-pCOSpi.

Les équations en a, }', z admettront la solution générale

(74) Q = R^Rip + Rjpsinpi,

où R/ dépend de la seule variable p/; et les formules (60), (72) fe-

ront alors connaître, avec les trois fonctions arbitraires R, R,, Rj.

un système orthogonal admettant même représentation sphérique

que le système inverse de (S), c'est-à-dire composé de trois

familles de surfaces à lignes de courbure planes dans les deux

systèmes. Elles appartiennent cette fois à la classe de celles qui
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sont les plus générales et qui ont été déterminées par les équa-

tions (11) du n° 104.

On pourra poursuivre l'application de la méthode et introduire

autant de fonctions arbitraires qu'on le voudra, sans aucun signe

d'intégration.

1060. Pour obtenir des applications très générales, nous choi-

sirons la série admettant comme système initial (S) celui qui a

été déjà déterminé plus haut (n"971) et pour lequel les lignes

d'intersection des surfaces de paramètres p et pi, par exemple,

sont des courbes planes (K). On peut d'ailleurs le retrouver,

comme nous l'avons indiqué (note du n° 972), par la méthode

suivante :

Si nous construisons les cercles osculateurs (C) aux différentes

lignes (K), au point où elles sont coupées par une surface déter-

minée de paramètre 02, tous les cercles (C) forment un système cy-

clique, d'après la proposition de Ribaucour (n" 972). Nous avons

donc deux systèmes orthogonaux : (S) et le système cyclique.

Faisons correspondre à chaque courbe (K) le cercle (C) de son

plan; il est clair que les surfaces de paramètres p et pj se corres-

pondront dans les deux systèmes. Mais si, de plus, on associe à

chaque point M de (K) le point M, de (C) où la tangente est pa-

rallèle à celle de (K), les surfaces de paramètres et p, se corres-

pondront par plans tangents parallèles dans les deux systèmes

orthogonaux; et, comme ce sont leurs lignes de courbure qui

forment le système conjugué commun, on voit que les surfaces de

paramètre p2 se correspondront aussi dans les deux systèmes

orthogonaux : par suite, ces deux systèmes auront la même re-

présentation spJiérique dans le sens précis défini plus haut. On
obtiendra donc les systèmes (S) en cherchant tous ceux qui

admettent même représentation sphérique que le système cy-

clique le plus général.

Or nous avons donné au Livre IV, Ch. XV, toutes les formules

nécessaires, relatives au système cyclique (Go) formé de cercles

normaux à une surface quelconque (A). Conservons toutes les

notations adoptées : x^ y, z désignant les coordonnées d'un point

de la surface (A) (n° 481); c, c', c" les cosinus directeurs de la

normale à la surface en ce point; X, Y, Z les coordonnées du
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point du cercle (C) dans le système cyclique 5 A et u. deux fonc-

tions de p et p, vérifiant le système (54) [H, p. SSq], on aura,

d'après les équations (66) [II, p. 342]

r-5^
à\_.._

de sorte que, pour former les équations aux dérivées partielles de

la forme (38) dont X, Y. Z sont des solutions particulières, il

suffira d'employer ces deux formules et d'en éliminer x et c, en

tenant compte uniquement de ce fait que x el c sont des solutions

particulières du système (54) [H, p. 339], solutions qui ne dé-

pendent pas de po. On déduit de là qu'il est inutile de former ces

équations aux dérivées partielles et que l'on aura immédiatement

leur intégrale générale en cherchant la fonction û qui satisfait

aux deux équations du premier ordre

[djio-i r~ diiQ-t

^ ^ ^ ^? I ^ ' <^^ r. » . •» ^?'

d^ I dpi f) dzi
I

d^

OÙ Xo, (Ao sont les fonctions les plus générales de p et de pi satis-

faisant aux équations (54), que nous reproduisons ici,

dp dp opi opi

Par exemple, en adoptant les solutions suivantes

X

on trouverait que l'on peut prendre pour Q la valeur

Nous ferons usage de cette remarque.

L'intégration des deux équations simultanées (76) se fait à vue;
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elle nous donne

m àp-o\ a( ^\ / ^\^^

^^f,.r.^ I .
V»/ l._.^P ^.^V«/ , __, ''?

Après quelques transformations simples et en tenant compte de

la formule (65) [11, p. 342], on peut écrire

en posant, pour abréger,

Les formules qui déterminent alors le système cherché sont les

suivantes

dp / dp

de \ d\t.Q

(80)

g,,(x-,.^- ).^l=a-x.+ x^^

dpi / dpi

Ce système (S| ), défini par les fonctions Xi, jyi, C|, est le plus

général de ceux qui correspondent par plans tangents parallèles

au système cyclique donné (Cq). Mais, si l'on veut se bornera

obtenir le système le plus général à lignes de courbure planes

dans un système, il résulte du raisonnement qui a été notre point

de départ qu'au lieu de garder le système (Si), on peut se con-

tenter de déterminer le système particulier (So) pour lequel les

lignes de courbure planes (K) sont dans les plans des cercles (C)

correspondants.

Or on obtient ici le plan de chaque ligne (R) en retranchant

membre à membre les deux premières équations (80); car cette
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opération élimine p^. On trouve ainsi l'équation

de

do
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OÙ tout est connu et où l'on a remplacé, pour plus de netteté dans

la suite du raisonnement, ^, ,y,, ^, par^o? J'oi ^o-

On aurait pu aussi garder les formules générales (80), en sup-

posant que la surface (A) se réduise à une sphère.

1061 . Si l'on veut appliquer la méthode de récurrence indiquée

plus haut au système (So) que nous venons de déterminer, il

faudra prendre d'abord l'inverse de ce système, ce qui donnera

un système (S'^) pour lequel les lignes d'intersection des surfaces

de paramètres p, pi seront sphériques: mais les sphères contenant

ces lignes passeront par un point fixe. On déterminera ensuite

tous les systèmes ayant même représentation sphérique que (S'y).

Nous allons établir d'abord que, parmi ces nouveaux systèmes, se

trouvent tous ceux pour lesquels les surfaces appartenant à deux

familles déterminées se coupent suivant des courbes sphériques.

En d'autres termes, sur les trois familles de courbes d'intersec-

tion du système orthogonal, une seule sera assujettie à être sphé-

rique.

Pour établir ce résultat, nous remarquerons qu'on exprime la

propriété cherchée en écrivant que les coordonnées oc,y^ z du

système orthogonal vérifient une équation de la forme suivante :

(84) S ^"^ ~ ''''' = {x- af+iy _ p)2_j- (2 _ ^)2 ^ r\

OÙ a, [i, y, r sont des fonctions des seules variables p et p(. Pour

abréger, nous écrirons aussi, sans les déduire de la précédente,

les équations

^(a? — a)X = V,

OÙ u et V sont encore des fonctions de et de pj assujetties à vé-

rifier la relation

(86) ?^2 -i- p2 = /-î
;

la première est évidente, les deux autres expriment que les sur-
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faces de paramètres o, et p coupent la sphère contenant la ligne

de courbure commune sous des angles dont les cosinus — et - ne
•^ r r

dépendent pas de Oo-

Differentions la seconde formule (85) par rapport à p. On
trouve, en tenant compte des formules (54), la relation

S-.
di du

à laquelle on peut joindre la suivante

obtenue en échangeant les indices o et i . Si l'on pose

(87)

dpi

du

dp
=
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Si les coefficients de Xo, Yo, L^ n'étaient pas égaux dans les

deux membres, l'équation précédente exprimerait que, pour

chaque ligne de courbure sphérique, la tangente est parallèle à

un plau déterminé 5 c'est-à-dire que celte ligne se réduit à un

cercle. C'est une hypothèse que nous pouvons écarter, et il est,

par suite, permis d'écrire les trois relations

(JA ^B dC
(91) —-=£iA,, —-=£, Bi, -— =£iCi,

y?l 'J'?\ t*?!

auxquelles on devra joindre les suivantes

, ,
c)A, c)Bi ^G, ^

(92) —— =£A, —— = eB, —_ = sG,^" ap 00 âp

que l'on en déduit en permutant p et p).

Pour obtenir toutes les relations qui nous seront nécessaires,

nous n'avons plus qu'à ajouter les deux équations (89), après avoir

différentié la première par rapport à pi et la seconde par rapport

à p, ce qui, en tenant compte de la formule (56) et des relations

(91), (92), nous donnera

dz

à?
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conviendront à des systèmes orthogonaux admettant une famille

de lignes de courbure sphériques. Comme les conditions dinté-

grabilité sont remplies pour les équations (88) en vertu des

relations (87) et (91), on voit que les fonctions m et t^ se déter-

mineront par l'intégration des deux équations (87); puis les coor-

données a, p, Y du centre de la sphère contenant la ligne de cour-

bure sphérique seront données par les quadratures suivantes

: = / -^ ^" ^? -T- -^1 " dpt.

(94) l p=yBi<o--B,«<3„

I Y = / Ci^ dz -r- Ciudpi.

Ainsi :

Toutes les fois qu'il existe un système orthogonal à lignes

de courbure sphériques dans un système, ily a une infinité de

systèmes analogues dépendant de deux fonctions arbitraires

d'une variable et admettant la même représentation sphé-

rique que le système proposé

.

1063. Nous allons compléter cette proposition en montrant que,

parmi ces systèmes associés au premier, il en existe pour lesquels

les sphères qui contiennent les lignes de courbure passent par un

point fixe et qui. par suite, peuvent être considérés comme les

inverses de ceux que nous avons déterminés plus haut (n° 971).

Pour cela, il faut montrer que l'on peut satisfaire à la fois aux

équations (87), (94) et à la relation

(gS) a--:- 3--^-''— "'— t- = o,

par laquelle on exprime que la sphère contenant la ligne de cour-

bure passe par l'origine des coordonnées.

Si 1 on différentie léqualion précédente par rapport à p et à pi,

on obtient les deux relations

dv
«£,-i- — =Aa + B3-hCy,

oz ' '

(96) {

'

vt -f- ^ =Ai2^Bi3-4-C,-'.
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Mais si l'on différenlie la première de ces équations par rap-

port à pi, ou la seconde par rapport à p, on n'obtient pas d'équa-

tion nouvelle, en vertu de La formule (qS). Cela suffit à montrer

qu'il j aura des solutions communes aux équations (87), (90) et

(96). Au reste, voici comment on pourra les obtenir. La différen-

liation des équations (96) donnera les deux équations

(97)

\ =(A2-t-B2 + C2)i^ + §

~lvz 4-— j = (Aï-t-Bî^-Gî)«+J^^«•

En éliminant a, ^, ^ entre les cinq équations (9,5), (96), (97),

on aura deux équations du second ordre en u et ç, qui, jointes

aux précédentes (87), formeront un système coniplet.

1064. Il est ainsi établi que tout système orthogonal à lignes

de courbure sphériques a même représentation sphérique qu'un

système analogue, pour lequel les sphères contenant les lignes de

courbure passent par un point fixe, et qu'il pourra, par suite, être

obtenu par l'application de notre méthode générale de dérivation

aux systèmes orthogonaux, déterminés plus haut, pour lesquels

les lignes de courbure sont planes dans un système. INous termi-

nerons ce Chapitre en développant cette application. Et, à cet

effet, nous nous appuierons sur la remarque suivante :

Soit (S, ) le système cherché, défini par les fonctions x\
, y\ , z\

de p, 0,, po; soit (S'^) l'un quelconque de ceux qui admettent

même représentation sphérique, défini de même par les expressions

des coordonnées x'^, j^|,, ^'„. (S,) sera déterminé par les trois

équations

<9^^ S"^»^^^ (^ = 0,,,.),

où Q' est une solution convenablement choisie des trois équations

auxquelles satisfont x'^, y^^^ z\^. Comme on a, par hypothèse,

(99) (^i-a)^+(j;-P)-^+«-ï)^ = '--,

a, |3, Y, ;• étant des fonctions qui ne dépendent pas de Oo, la diffé-
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rentialion par rapport à po nous donnera

ou, ce qui est la même chose,

dx'Sw-"l!-
L'équation (98), écrite pour /=: oo, prendra donc la forme sui-

vante
dQ' n dx'

d'où l'on déduit, en intégrant,

(100) ^'=^<-^?r;+T-5;-^-^.

JÇ ne dépendant pas non plus de Oo. Réciproquement, la condition

précédente, qui est nécessaire, est aussi suffisante, comme on le

reconnaît facilement en reprenant en sens inverse la suite du rai-

sonnement.

106o. Ce point étant démontré, choisissons pour le système

(S'j,) l'inverse de celui que nous avons désigné par (So) et qui est

défini par les formules (82), (83). En posant alors

(lOl)
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ù étant la fonction définie par la formule (78) et le symbole A se

rapportant au système cyclique (Cq) (n° 1060) d'où sont déduits à

la fois (So) et (S, ). L'équation (100) qu'il s'agit de vérifier prend

donc la forme

(io4) Q." = a.Xo-\-'^yo-^^(Zo^K^o^

}Ln la différentiant par rapport à p2 et utilisant les équations

telles que les suivantes

dxo dp.2 d\

2—

-

démontrées plus haut d'une manière générale, on trouve, après la

1 n à \Qo 1 T •

suppression du lacteur —r— 5 la condition
' ^ àpo

Opa "p2 ^p2 ()pi C'?2

Réciproquement, si cette équation est vérifiée, on en déduira,

en remontant la suite du raisonnement, l'équation un peu plus gé-

nérale que la précédente (io4)

il" = a a^o -+- ?Jo+ Y ^0+ C<Jo -t- ^,

,

où 7] ne dépend pas de p2. Mais, comme le système (So) a ses

lignes de courbure planes, il y aura entre .ro, jKo? ^0 une relation

linéaire ne dépendant pas de p2, qui permettra toujours de ra-

mener la relation précédente à la forme (io4); de sorte que l'on

peut regarder les équations (io4) et (io5) comme absolument

équivalentes.

Or l'équation (io5) peut évidemment être remplacée par la

suivante

(106) Û = aX + j3Y + YZ-t-2Ci2o + o,

8 étant indépendant de p2 comme a, p, y, ....

D'autre part, si l'on remplace Q, Qo, parleurs valeurs, données

plus haut (n"" 1060), et X, Y, Z par leurs valeurs données au

n" 482, la relation à vérifier, divisée par 8, se ramène à la forme
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suivante

(107) /(oo -i:j,,(Oi) = yizl -r- N?i -^ p,

où M, N, P ne dépendent pas de so.

Pour que cette équation ait lieu identiquement, il faudra,

comme on le reconnaît par la différentiation, que "Ç se réduise à

une constante. Les formules (io3) et(io4) montrent même que

cette constante disparaîtra dans les dérivées de û', qui inter-

viennent seules pour la définition du sjstème cherché. On peut

donc supposer

et il faudra alors que la fonction /(p^) se réduise à un poly-

nôme du second degré en o.^. En ésralant ensuite à zéro les coef-

ficients des puissances de Oo. on trouvera trois équations qui éta-

bliront les relations nécessaires entre les fonctions arbitraires a,

Comme il fallait s'y attendre, la solution précédente exige l'in-

tégration des deux équations aux dérivées partielles (77), inté-

gration qui était déjà requise pour la détermination des svstèmes

à lignes de courbure planes et qui équivaut à la détermination

des surfaces admettant même représentation sphérique que la

surface (A).
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CHAPITRE XIII.

NOUVELLES CLASSES DE SURFACES APPLICABLES.

Ce Chapitre est consacré à l'exposition des résultats nouveaux que l'on doit à

M. Weingarten dans la recherche des surfaces applicables sur une surface

donnée. — La méthode de M. Weingarten exige que l'on connaisse déjà au

moins une surface réelle ou imaginaire admettant l'élément linéaire donné. —
Elle fait dépendre la détermination de toutes les surfaces (0) admettant cet

élément linéaire de celle d'autres surfaces (S), satisfaisant à une certaine équa-

tion aux dérivées partielles, qui établit une relation entre les rajons de cour-

bure principaux, les distances d'un point fixe au plan tangent et au point de

contact. — Cas particulier où les caractéristiques de cette équation aux dé-

rivées partielles sont les lignes de longueur nulle de la représentation sphérique

de (S). — L'élément linéaire est alors défini par la formule simple

ds^ = du^'-i- 2 [« + 4''('')] <^^^%

et l'équation à intégrer prend la forme simple

d'v __ '\i" (v)

Indication des différentes formes de 4''(^) pour lesquelles l'intégration est

possible. — Démonstration de différents résultats dus à MM. Weingarten, Ba-

roni, Goursat. — Les cas les plus intéressants font connaître toutes les surfaces

applicables sur le paraboloïde du second degré dont une génératrice rectiligne

est tangente au cercle de l'infini. — Réduction de l'élément linéaire de ces sur-

faces à la forme de Liouville qui permet l'intégration des lignes géodésiques.

1066. Nous pouvons maintenant rattacher aux propositions

des Chapitres précédents une méthode singulière par laquelle

M. Weingarten a obtenu de nouveaux succès dans la recherche

des surfaces applicables sur une surface donnée ('). L'éminent

(') J. Weingarten, Sur la théorie des surfaces applicables sur une sur/ace

donnée. Extrait d'une lettre à M. Darboux {Comptes rendus, t. CXII, p. G07

et 706; mars 1891).

On pourra consulter aussi une Note de M. Goursat, insérée au même Recueil,

p. 707, et un Mémoire plus étendu du même auteur Sur un théorème de

M. Weingarten et sur la théorie de sur/aces applicables, publié en 189 1, au

tome V des Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse.
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géomètre ne nous a pas fait connaître quels sont les principes

qui lui ont servi de guide. Nous espérons que l'exposition sui-

vante expliquera dans une certaine mesure pourquoi, appliquée

à certains cas spéciaux, elle devait réussir.

Nous avons vu que les caractéristiques de l'équation aux dé-

rivées partielles des surfaces applicables sur une surface donnée

sont les lignes asjmptoliques de ces surfaces. Par suite, toutes les

fois qu'il sera possible, sinon de déterminer ces lignes as^mplo-

tiques, tout au moins d'en indiquer certaines propriétés particu-

lières, le problème pourra être formulé dune manière nouvelle et

conduire ainsi à quelque résultat nouveau. La considération du

système conjugué commun à deux surfaces applicables l'une sur

l'autre va nous permettre d'appliquer cette remarque générale.

Nous commencerons par supposer que nous ayons une solution

particulière du problème, c'est-à-dire que nous connaissions une

surface admettant un élément linéaire donné. Si Xi, j,, z^ sont

les coordonnées d'un point de cette surface (©»)? 1 élément li-

néaire sera déterminé par l'équation

(1) ds^-=da:l^dy\-^dzl.

Posons

(2) J^i = ii, y, — izi=i; yi— izi= 9.1V,

w pourra être considérée comme une fonction de u et de v, dont

nous écrirons la différentielle sous la forme classique

(3 ) div = p du -^ q dVy

et l'élément linéaire considéré prendra la forme

(4) ds- = rfw- -f- 2 dv div = du--^ ip du dv ~ iq dv*,

qui est précisément celle qui sert de point de départ à M. Wein-

garten.

La manière même dont nous y sommes conduits montre qu'on

pourra la reproduire, une fois obtenue, avec six constantes arbi-

traires, en effectuant sur x,, ii, ^i une substitution linéaire or-

thogonale quelconque. 11 est vrai que la relation entre u, v^ w
contient des imaginaires lorsque la surface (0,) est réelle; mais

ici encore, on pourra utiliser ces solutions signalées au n° 704,
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et pour lesquelles deux des coordonnées ^,, j^m ^t sont des fonc-

tions réelles, la troisième étant une imaginaire pure. Si c'est 2<,

par exemple, qui est purement imaginaire, on reconnaît immédia-

tement sur les formules (2) que w sera une fonction réelle des

variables réelles u et p. Les substitutions orthogonales auxquelles

on a le droit de soumettre ^,, yi, 5) pourront alors revêtir une

forme réelle quand on y remplacera ces coordonnées par leurs

expressions en u, ç, w.

1067. Soient maintenant ^jjKî 3 les coordonnées rectangulaires

d'un point de la surface (B) qu'il s'agit d'obtenir et qui est appli-

cable sur Ja surface (©, ). Si l'on fait rouler la surface (©, ) sur la

surface (0), une droite isotrope invariablement liée à (©<) cou-

pera le plan de contact de (0) et de (0i ) suivant un point dont le

lieu géométrique sera une de ces surfaces (S') pour lesquelles les

lignes de courbure correspondent au système conjugué commun
à (0) et à (01 ). Prenons la droite isotrope particulière {d) qui,

rapportée aux axes invariablement liés à (0| ), est représentée par

les équations

(5)
_

Xi=^0, Ji-i-LZi = 0,

c'est-à-dire par les suivantes

(6) u — o, V = o;

et proposons-nous de déterminer les coordonnées X', Y', Z' du

point où elle coupe le plan de contact de (0) et de (0|). Pour

cela nous appliquerons la méthode donnée au n° 968; les coor-

données cherchées sont évidemment de la forme suivante :

(7)

A et B étant des coefficients indépendants du choix des axes. Par

conséquent, les surfaces (0), (0<) étant applicables l'une sur

l'autre, on pourra appliquer ces formules aux axes 0|X(,

X'
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0,^1, 0,^1, auxquels est rapportée la surface (B|), sans changer

la valeur de A et de B. On aura donc

^ du dv

L. = ^1-4- A —- -r- c -T- •
' du dv

Les équations de la droite isotrope {d) nous donnent

X', = o. Y', -i- i Z'i = o,

et l'on a d'ailleurs, en vertu de la définition de ii et de v,

dx,
X,= U, ^=1,
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Comme on doit avoir

dx"^-^ dy^-\- dz"- = diC'--^ î>/> du dv -^-iq di>^,

il viendra

du

/

\àu / \du

, , 1 dx dx dy dy àz dz
(il)

\ ^ T- -^
^ ,

-^ T- T =P>
' du dv du dv du dv

f^y^i'tY ^^-

\àç J xdi' / \dv
iq,

et l'on déduira de là, eu égard à l'équation (3), les deux relations

identiques

- V Ç\dx ^dx C\ àx ,dx
(12) V---<i---=o, V — <i--=o,
^ ' \J au du '

\J du dv
'

qui, rapprochées des formules (10), nous permettent de prendre

pour les cosinus directeurs de la normale à la surface (S') les va-

leurs suivantes :

(i3) C=^, G'=^, C"=^.
du du du

Ces valeurs de C, C, C" subsisteraient sans modification si l'on

substituait à la surface (S') la surface plus générale (2") définie

par les formules

A = X— (u — uo) ((^ — (^o)-r-'du di>

(.4) (Y-=^-(„-„.)^-r_(._„.,|,

Z = z — {u— Uq)- ((; _ o„) _ ,

du dv

où Wo, Vq désignent deux constantes quelconques. Au reste, la sur-

face (S") est de même définition que (S'); elle est décrite par le

point où la droite isotrope (d") parallèle à (d) et définie par les

équations

xi = «0, 7i +- i^i = vo,

coupe le plan de contact de (B) et de (©i). Tous ces résultats

sont en parfait accord avec ceux qui ont été démontrés au Cha-

pitre VI de ce Livre. Toutes les surfaces (S") ont, aux points cor-
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respondants, leurs plans tangents parallèles; car, pour chacune

d'elles, ce plan tangent est le plan projetant la droite isotrope

correspondante. Elles ont de plus même représentation sphérique

de leurs lignes de courbure (n° 947); et ces lignes de courbure

correspondent aux courbes du système conjugué commun à (0)

et à (e,).

Introduisons ici la définition suivante : étant données plusieurs

surfaces qui se correspondent point par point, désignons sous le

nom de résultante de ces surfaces celle qu'on obtient en ajoutant

géométriquement les ravons vecteurs qui joignent un point fixe

de l'espace aux points correspondants des surfaces données. Il

est clair que la surface (S") la plus générale sera la résultante de

la surface (S') et de deux autres surfaces homothétiques aux sui-

vantes (Iq) et (S), qui sont respectivement définies par les équa-

tions

(i5)
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demeure à distance finie et se réduit à la surface (S) définie plus

haut.

1068. Cette surface (S) est précisément celle qui sert de base

aux recherches de M. Weingarten. L'éminent géomètre l'intro-

duit directement par les formules (i6); et l'identité (12), déjà dé-

montrée,

S
dx , dx
^- a—
Ou ôv

montre alors que les cosinus directeurs de la normale à la surface

sont bien les quantités C, C, C" définies par les formules (i3).

Nous allons chercher directement les lignes de courbure et les

rajons de courbure principaux de la surface (S). Mais auparavant

nous remarquerons que, lorsque (S) sera connue, la surface (0)

sera définie par les formules suivantes :

• = I C du -h X dv,

(17)
I
JK= fc'du-^Ydç,

;= fc'du + Zdv,

et nous signalerons les identités

( GX + G'Y + C"Z =n,
(18)

^

d'oîi il résulte que p sera la distance de Voi^igine au plan lan-

gent de {^) et iq le carré de la distance de la même origine

au point de contact de ce plan tangent.

1069. Cela posé, cherchons les lignes de courbure et les

rayons de courbure principaux de la surface (S).

Les équations d'Olinde Rodrigues

^X + pc;G = o, rfY-+- p(/G'=o, ^Z-+-p^G"=o

nous donnent ici la suivante

, ^ d'^x , d''-x
, I d^x , d^'X , \
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elles deux équations analogues enj'etr. Or, si Ton conserve les

notations du Livre VII, Chapitre III, le sjstème (36) [III, p. aSi]

devient ici

d^-x
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être remplacée par les deux suivantes :

(23) ''P'p"+ 5(p'+p")+ ^ = 0,

(24) Dp'p''-+-D'(p'+p")+D"=o,

où p' et p" désignent les deux rajons de courbure principaux, et

dont nous aurons à faire usage plus loin. On en déduit, en parti-

culier, que l'on aura identiquement

d'^x , , „^ d^x d''-x

(^5) p'p":rT+(P'"^p")T-;r + "^-^ =^'
' ou'- ' oa av

comme on le voit en utilisant le système (20). Il nous reste main-

tenant à indiquer les conséquence.

1070. Nous remarquerons d'abord qu'on peut, en quelque

sorte, supprimer la relation entre (0) et (S), en définissant directe-

ment cette dernière surface.

En effet, dans l'équation (28) et dans les valeurs de r, 5, i, ex-

primons w et (^ en fonction des variables/? et q qui ont par rapport

à (S) une signification géométrique déterminée, indiquée à la fin

du n° 1068. Nous aurons ainsi une relation entre les rajons de

courbure de (S), les distances de l'origine au plan tangent et au

point de contact, c'est-à-dire une équation aux dérivées par-

tielles du second ordre à laquelle devra satisfaire (S). Voici

un moyen élégant de faire le calcul. Posons

(26) c^ = up -+- vq — (*",

et exprimons © en fonction de p et q. Gomme on a, en diffé-

rentiant,

d(^ = u dp -\- V dq,

on pourra poser

^9 do
(^7) ^=ip^ ^ = tq

De plus, les équations

dp = r du + s dv, dq = s du -^ t dv,

qui définissent les dérivées secondes, nous donnent

,d(D t dp — s dq ,
,do r dq — s dp

du=^ d-^ — -^^ ^- > dv = d-^ = ^ —i-

dp rt — s^ ùq rt— s^
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et, par suite,

d-z, t d*

o

— 5 d^o _ r

^^^^ âp^ ^ rt — s'-

'

dp ôq ^ ri — s'-

'

dq'-
~ rt — s^-'

C'est la transformation bien connue de Legendre. qui revient à

remplacer la surface (6,) par sa polaire réciproque relativement

au paraboloïde défini par l'équation (')

(29) atv = U--r- f*.

Après cette transformation, l'équation (23) à laquelle satisfait (I)

prend la forme

et les formules définissant la surface (0) deviennent

dq

(3.) }r=fc'd'^+^d'-

^ = / Cd"^ ->r2.d

dq

dp dq

Quant à l'élément linéaire de (0), il s'exprimera comme il suit

/ ,ào',^ ,do ,do / ,àoY
(3.) ^^'-={^4) -'P^dp^dq^'^'^i'^rq)

1071. Nous allons maintenant démontrer la réciproque : si la

surface (II) satisfait à l'équation aux dérivées partielles (3o), les

formules (3i) déterminent une surface (0) admettant l'élément

linéaire donné.

Comme la formule (32), équivalente à celle (4) qui a servi de

point de départ, résulte immédiatement des équations (3i) en

(') En effet, d'après les formules (2) qui relient 11, v, w aux coordonnées rec-

tangulaires x^, y^, -,, on voit que ces variables u, v, w constituent, elles aussi,

un système de coordonnées rectilignes, de sorte que la transformation indiquée

dans le texte équivaut à prendre la polaire réciproque de la surface (©, ), admet-

tant l'élément linéaire donné, relativement au paraboloïde déflni en coordonnées

rectangulaires par l'équation

y — iz = x'-^-{y -r izy.
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admettant qu'elles soient établies, tout se réduit à démontrer que

les expressions telles que la suivante

(33) Cd'^^-+Xdpi
dp oq

sont des différentielles exactes.

Or, aux équations d'OlindeRodrigues, qui définissent les lignes

de courbure

flfX + p rfC = o, ^ + p dCJ =0, dZ^ p dC" = o,

on peut adjoindre la suivante

(34) dq-^pdp = o,

que l'on obtient en les ajoutant après les avoir multipliées respec-

tivement par X, Y, Z. Si donc on a pris p el q pour variables in-

dépendantes, on aura, pour chaque ligne de courbure,

-dp-^^dq+p^-dp+^dcjj = o,

j

et, en remplaçant— par sa valeur déduite de l'équation (34),

.... dX /àC dX\ àC

de sorte que l'on peut poser

dC dC dX

(36)

et de là l'on déduit

(3;)

^^ ~^^'
^ ôq dp âq

' " '^^ _ _ ^1^
P P âq

~~
dp'

dX _ , JG
d^-~^'^ à^'

à]^ _àC_ , „ dC

dq ~
d]^ ^ p

"^
i^ ''^

Ces relations, auxquelles il faut joindre les formules analogues en

Y et G', Z et C", constituent une des propriétés du système de

coordonnées curvilignes />, q.

Cela posé, écrivons la condition d'intégrabilité de la différen-
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tielle (33); il viendra

dq \ dp^ ' ' dpOq)~ dp\ dp dq ' dq^

}

OU, en réduisant,

dC d^o ^ /d\ _ dC\ d^o dX d^cp _
.àq dp ]dq dp^ \dq dp ] dp ôq ôp àq-

II suffit de tenir compte des relations (36) pour voir apparaître le

premier membre de l'équation (3o) multiplié par—* Notre réci-

proque est donc complètement démontrée.

1072. Nous avons ainsi réalisé une transformation radicale de

l'équation aux dérivées partielles qu'il s'agissait d'intégrer, et

notre remarque du début nous montre que, pourvu que l'on

connaisse une surface particulière admettant un élément linéaire

donné, la détermination complète des surfaces admettant ce même
élément linéaire pourra toujours se ramener à l'intégration d'une

équation de la forme (3o). Gomme on a ici, d'après la formule (21)

[III, p. 246J

(38) DD'— D'^ = 52— /•/,

l'équation à laquelle satisferait la coordonnée x relative à la sur-

face (6) serait, en remplaçant D, D', D' par leurs valeurs tirées

du système (20) et faisant quelques réductions,

^^^-p"^ld^-d^-\7ird^) J

,- , I fdx dx\ [ à^x d^x d'^x\

Il reviendra au même d'intégrer cette équation, ou celle (3o) que

nous avons formée plus haut et qui détermine (S).

Nous savons (n° 703) que l'équation précédente admet pour

caractéristiques les lignes asymptotiques de la surface (0) définies

par l'équation différentielle

(4o) D du^- -\- iD' du dv + H' dv^- = o.
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Ces caractéristiques sont aussi celles qui conviennent à l'équa-

tion (3o). On pourrait, comme l'a fait M. Goursat dans le Mé-
moire cité plus haut, établir ce résultat par un raisonnement

a priori. Nous nous contenterons de remarquer que les caracté-

ristiques de l'équation générale aux dérivées partielles

(40 Hp'p"-f-K(p' + p")-i-L = o,

où, p', p" désignant toujours les rajons de courbure principaux,

les fonctions H, K, L ne contiennent que les coordonnées X, Y,

Z du point et les cosinus directeurs C, C, C" de la normale à la

surface, sont déterminées par l'équation différentielle

(42) H g dC rfX — K V dC^ = o.

Cette équation, à laquelle conduit l'application régulière des mé-

thodes générales, deviendra ici

ou, en tenant compte des formules (28),

(43) rCf^Gf/X — 5C^G2=o.

Or calculons les trois formes quadratiques

C dC dX, C ^X2, C ^C2,

relatives à la surface (S), et qui définissent, pour cette surface, les

lignes asjmptotiques, les lignes de longueur nulle et les lignes de

longueur nulle de la représentation sphérique; c'est-à-dire trois

systèmes de courbes divisant harmoniquement les lignes de

courbure de (2). Un calcul facile, où l'on aura à employer les for-

mules (20) et à tenir compte de l'identité (38), nous donnera

|C dC^ =-^{Ddu^-i--j.D' dudv-hD"du^)^^^(rdu^--h2.sdudi>-htdi'^-),

I n D' s

(44) < ^dCdX = jj^{D du'^-^iB' dudi>-hD" di'^)^-^^{r du^-his dudi>-\-tdi^^),

i r^i D" t

V d\^ ——-(Y)du'^-\-'i.Ii'dudv + Y)"dv^')-\-jY-(rdu'^-^%sdudv + tdv'^).
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Ces relations permettent, en premier lieu, d'établir le fait annoncé

et de mettre en évidence l'identité des deux systèmes de caracté-

ristiques définis par les équations (4o) 6t (43). Elles montrent

aussi que les trois familles de lignes précédentes sont en involution

avec les lignes asymplotiques des surfaces (0) et (0t). Il fallait

s'y attendre, puisqu'elles divisent toutes harmoniquement le réseau

formé par les lignes de courbure de (-), qui correspond au réseau

conjugué commun à (0) et à (0i).

1073. On peut faire des applications diverses des résultats pré-

cédents. Nous présenterons d'abord la remarque générale suivante.

Supposons qu on veuille déterminer toutes les surfaces admet-

tant un élément linéaire donné. La connaissance d'une solution

particulière (0|) nous permettra de ramener le problème à l'in-

tégration d'une équation de la forme (3o). Cette intégration étant

effectuée, on connaîtra un nombre illimité de surfaces (0,) ad-

mettant l'élément linéaire donné; et à chacune d'elles corres-

pondra une forme déterminée de l'équation (3o). Donc, lorsqu'on

sait intégrer une équation de cette forme, il en existe un nombre-

illimité d'autres de même forme, mais où la fonction '.2 aura une

détermination différente, que l'on saura intégrer. Rappelons même
pour plus de netteté la signification géométrique de la fonction s.

Nous avons vu que l'équation

^v = °ip,q)

représente, si l'on y regarde les variables /?, q, w comme des

coordonnées cartésiennes, reliées aux coordonnées rectangulaires

par les formules (2), la polaire réciproque de l'une des surfaces

admettant l'élément linéaire donné, prise relativement au para-

boloïde représenté par l'équation (29) donnée plus haut.

Pour examiner maintenant quelques applications particulières,

envisageons d'abord l'élément linéaire de la sphère

En prenant ici

Xi= u = cos6,

V =yi-i- izi = siaee'!',

2W =Ji— izi= sinOe-'i',

D. - IV. 21
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l'équalion

^!+7? + -? = ï

nous donnera la relalion

Q.VIV = I — m',

d'où l'on pourra déduire

U U^— I 1 /—

L'équation (3o) devient ici

{?'-^p)i9"-^p)=p^--^g-

Elle exprime que la sphère ayant pour diamètre la droite qui

joint les deux centres de courbure principaux de (2) doit passer à

l'origine des coordonnées. U n'y a là qu'un fait curieux, l'équa-

tion précédente étant plus compliquée que celle des surfaces à

courbure constante.

1074. Pour obtenir d'autres applications, nous remarquerons

une conséquence intéressante des équations {\^) relatives aux trois

familles de lignes tracées sur (S). Il faudra une seule condition

pour que les lignes qui composent Vune de ces trois familles

deviennent les caractéristiques de Inéquation aux dérivées par-

tielles (3o) à laquelle doit satisfaire la surface (S).

Si l'on veut, par exemple, que ces caractéristiques soient les

lignes de longueur nulle de la représentation sphérique, il faudra

supposer

r = o ou -T—r = o.

La fonction la plus générale satisfaisant à cette condition serait

? = 9f(.p)+Aip)]

on verra aisément qu'on ne restreint pas la généralité en supposant

f{p) =/>, ce qui permet d'écrire ^ sous la forme

(43). ?=/>'/— -3

—

'^(p);
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et l'équation à intégrer deviendra

(46) P'_t-p'=_ 2/, _.•.'(;,).

On aura ici

(47) « = |=y-/>^--V(», ^=^=/';

de sorte que l'élément linéaire de (0) pourra s'écrire

(48) ds^= du^~{- IV du dv -t-[2a + 2p*-4- 2(j<'(i')] dv*.

Posons

(49) î<^ — =i/„

il viendra

(50) ds-= dii\ — i[uy^^'{v)\dv'^.

La détermination de toutes les surfaces qui admettent cet élé-

ment linéaire sera ainsi ramenée à l'intégration de l'équation aux

dérivées partielles (46)-

Or cette équation prend une forme très simple si Ton emploie

le système de coordonnées tangentielles défini au n** I60, c'est-

à-dire si l'on regarde la surface (S) comme l'enveloppe du plan

dont l'équation est

(5i) (a + p)X + i(?-a)Y-i-(a?-
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On déduira de là

Les rayons de courbure sont exprimés par la première des

équations (33) [I, p. 246], qui donne ici

(50) p'_,_p"=_,^_i!^(, + afi)2;

et, par suite, l'équation (46) prendra la forme extrêmement simple

(57)
ôxù'^ (i-T-ap)2

Lorsque l'on aura intégré cette équation, on aura ^, y^ z par les

formules (3i); ce qui donnera, après quelques réductions,

(58)
I

y = G'.. +y ^\p)dÇJ -^ '—^11 [-^ (^£) ^a H- -
(1 j ^pj,

f/, ajant la valeur définie par la formule (49)j ^^^^ devient ici

(' + «?)^ àp dp
(59) «1 = ^^^-^^^)-

Or il suffît de se reporter aux propriétés des lignes géodésiques

et à la forme (5o) de l'élément linéaire pour interpréter géomé-

triquement les formules qui définissent (S).

Considérons la surface auxiliaire {^\) définie par les équations

(Go) xi = X — Cui, y\=y — G'hi, Zi = z — C" iii.

Il résulte immédiatement des équations (58) que l'on a

G c/a7i -(- G' dyi + Q" dzi = o.

Par conséquent la surface (S, ) est une développante de (0) sui-

vant le système de lignes géodésiques de paramètre v : ce sont les

courbes de paramètre v sur (S,) qui auront pour développées les

lignes géodésiques de (0).
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La surface (Z,) est déterminée ponctuellement par les for-

mules (60). On peut la déterminer tangeutiellement en la consi-

dérant comme enveloppe du plan défini par Téquation

G j-i -H C'ji -i- C'-:i -i ^ = o,
I -H ai

ou encore

(61) (a -1- p)j-i+ t(? — a)^K, ^ (a3 - 1 )^, + 10 = o,

ce qui donne les relations

dta

d%
-^ Xi — ivi -f- 3^1 = o,

0-1.0
,

dxy .dyx q ^-^i _
da- Ô7. 0% ' ' doL

'

d-w dxi .dyi Q <?2i

et deux autres relations semblables faisant connaître -^j -^
dp dp*

On déduit de là

(62)
da(?3

1 -fyMï''-^m'^^-^<''^'-mfi

et ces trois équations, toujours compatibles, détermineront to. Les
termes de la forme

A-i-Ba-^C3-^D23

mtroduils par les intégrations conviennent à des surfaces qui se

déduisent les unes des autres par une translation ou par le passage

à la surface parallèle.

On voit que les lignes de courbure sont déterminées (n" 165
par les équations différentielles

Donc, comme il fallait s'y attendre, une des familles est formée
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des courbes

p = const.,

auxquelles correspondent sur (0) les lignes géodésiques de para-

mètre ç.

1075. En résumé, les formules auxquelles nous avons été con-

duits font dépendre la détermination de toutes les surfaces (6)
dont l'élément linéaire est donné par la formule

(63) ds^= du\-\- ^[uj-h 'Y {i')]dv-

de l'intégration de l'équation aux dérivées partielles

^^^
doLd», (i + ap)2'

ou de la détermination des surfaces (S) dont les rayons de cour-

bure satisfont à la relation

(65) p'+p" = _2/._j,"(p),

dans laquelle/) désigne la distance de l'origine au plan tangent.

Malheureusement, quelque simple qu'en soit la forme, l'équa-

tion aux dérivées partielles (64) n'est pas intégrable en général.

M. Weingarten, et ensuite M. Goursat, ont cependant indiqué

quelques cas dans lesquels on peut obtenir son intégrale générale.

Supposons, par exemple, que la fonction Y soit linéaire, et

posons

(66) <];((') = ,

m désignant une constante quelconque. L'équation (64) de-

viendra

d^v m(i — m)v
^*^'^ d^ ^

7^-HaP)2 '

et, si l'on effectue la substitution

elle se réduira à l'équation d'Euler

d-v 771 (i — 7n)v
(68)

doid'^o (a-?o)^
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que nous savons intégrer, soit par des formules finies lorsque m
est entier, soit par des intégrales définies dans tous les autres cas

(Livre IV, Chap. 111 et IV).

Alors la relation (65 ), qui sert de définition à la surface (S), sera

(69) p'-h p'-T- -ip =^ m(m — i)p.

Si l'on mène le plan perpendiculaire à la normale d'une surface

à égale distance des deux centres de courbure, il enveloppe une

autre surface à laquelle nous donnerons ici le nom de développée

moyenne de la première ('). Comme la distance de l'origine à

ce plan est

on voit que l'équation (69) exprime que la développée moyenne

de la surface (I) est une surface homothétique à (S) (*).

(') Au n° 912 nous avons déjà donné le nom de développée moyenne à la sur-

face décrite par le milieu du segment formé par les centres de courbure princi-

paux. Nous mettrons à proût cette occasion pour rappeler ici que Ribaucour a

introduit avec succès deux surfaces différentes dans la théorie des congruences

rectilignes : l'une, la surface moyenne, décrite par le milieu du segment focal;

l'autre, ['enveloppée moyenne, enveloppe du plan perpendiculaire sur le milieu

du segment focal. Quand la congruence rectiligne est engendrée par les normales

d'une surface (£), on a ainsi deux surfaces distinctes rattachées à ( £). On pourrait,

si on les rencontrait dans une même étude, les désigner respectivement sous les

noms de développée moyenne ponctuelle et de développée moyenne tangentielle.

{') Les surfaces jouissant de cette propriété avaient été déjà considérées par

Ribaucour et par M. Appell dans le cas particulier oii m = o et où, par suite, la

développée moyenne se réduit à un point. Elles avaient été étudiées pour toutes

les valeurs de ni par M. Goursat. Le lecteur pourra consulter les Mémoires

suivants :

A. Ribaucour, Mémoire sur la théorie générale des sur/aces courbes.

Chapitre VI {Journal de Mathématiques pures et appliquées, t, VII, 4' série;

1891, présenté en 1876 à l'Académie des Sciences).

P. Appell, Sur/aces telles que l'origine se projette sur chaque normale

au milieu des centres de courbure principaux {American Journal of Mathe-

matics, t. X p. 175; 1888).

E. Goursat, Surfaces telles que la somme des rayons de courbure prin-

cipaux est proportionnelle à la distance d'un point fixe au plan tangent.

(Même Recueil et même tome, p. 187).

Mais, il est juste de le reconnaître, c'est à un jeune géomètre italien, M. Ettore

B.uiOM, que revient le mérite d'avoir, le premier, signalé qu'à chaque surface

homothétique à sa développée moyenne on peut faire correspondre une surface
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Examinons les cas particuliers les plus intéressants. Pour

m ^ o ou m := I, les surfaces (0) sont les développées des sur-

faces minima; cela résulte de la forme même de leur élément li-

néaire (n" 751). La surface (2) est celle dont la développée

moyenne se réduit à un point. L'équation (68) s'intègre alors sans

difficulté et nous donne

«^=/(=')+/o(?).
Pour m = 2, on a

(70) ^'(p)^_p2.

Ce cas intéressant avait été étudié depuis longtemps par

M. Weingarten dans un Mémoire cité plus loin [p. 335] et inséré

aux Nachrichten de Gœltingue. Les surfaces (S) se réduisent

aux surfaces minima; elles sont, par suite, identiques à leur dé-

veloppée moyenne.

1076. Considérons, d'une manière plus générale, la fonction <];'

définie par la formule

(71) ij; (p) = m(i — m) i-Ap,

OÙ A désigne une constante quelconque. L'équation (64) à inté-

grer prendra la forme

, , ()^p m(\ — /?i)p-t-A

Et il est clair que si m(i— m) n'estpas nul, on peut, par la sub-

stitution très simple,

A
m ( i — /n)

la ramener à l'équation (67). D'ailleurs l'hypothèse m(i — m)= o.

admettant un élément linéaire donné; de sorte que l'intégration complète de

l'équation (69) pour une valeur donnée de m fait connaître par cela même toutes

les surfaces qui admettent un même élément linéaire. Voir le Mémoire intitulé :

Superficie S in oui la somma dei raggi principali di curvatura è propor-
zionale alla distanza di un punto fisso dal piano tangente; inséré par M. Ba-

roni, en 1890, au tome XXVIII du Giornale di Matematiche, p. 349.
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nous donne
P = ALog(i--a?)^/(a)-+-/o(3).

L'élément linéaire de (6)

ds-= dui-h {2.111-^ i\v) dv*

convient (n° 693) aux surfaces que nous avons reconnues être

applicables sur le paraboloïde de révolution. Les surfaces (S) cor-

respondantes admettent comme développée moyenne une sphère.

Pour le cas général de la formule (71), la développée moyenne
serait homothétiqiie à une surface parallèle à (S).

Comme on peut toujours remplacer (1) par une surface pa-

rallèle, notre nouvelle hypothèse ne donne donc rien d'essentielle-

ment nouveau. Au reste, par un changement de notations, on

peut toujours faire disparaître la constante A dans l'expression de

l'élément linéaire, toutes les fois que le produit m(i — m) est dif-

férent de zéro.

1077. Pour trouver, s'il en existe, d'autres cas dans lesquels

l'équation aux dérivées partielles puisse être intégrée, appliquons

les méthodes régulières et commençons par chercher si elle peut

admettre, par exemple, une intégrale première. Soit

(73) ^(^'^'?'aa'|)=°'

cette intégrale première. Si on la différentie par rapport à a, par

exemple, on aura

(74) -Kr,Pdv '^ d% ' dp' d%^ dq' (i-i-aS;-

p' et q' désignant les dérivées premières de v. En différentiant par

rapport à ^, on aura de même

Si l'une ou l'autre des deux équations précédentes n'est pas

vérifiée identiquement, on pourra déterminer les trois dérivées

secondes ou les deux dérivées premières de v; et, par suite, les

seules solutions qui pourront être communes à l'équation
( 78) et à
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la proposée contiendront tout au plus des constantes arbitraires.

Supposons donc que l'une des équations (74)5 {']^)j la seconde

par exemple, soit vérifiée identiquement. Il faudra que l'on ait

dF _

L'équation (78) pourra donc s'écrire

y=*(p, a, P),

et l'équation (75) deviendra
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Comme F ne contient pas v, on peut donner à a, ^,
/>' des va-

leurs constantes et l'on aura une relation linéaire entre •}"' et à".

Écartant le cas déjà examiné où i'' serait constante, nous écrirons

(78) ^»=U-A;

et il restera à égaler les coefficients de '}", ainsi que les termes qui

ne contiennent pas cette fonction, dans les deux membres de l'é-

quation (77). On aura ainsi

dF -î ,23 dF hp'
-P -

dp' a' n-a3 d'^ (n-a.3;*

Pour que ces équations soient compatibles, il faut que l'on ail

h =— 2. Il vient alors

/?'2 2 3/)'

a 1-^2.-^

L'équation (76) prend donc la forme

On pourra de même poser

Quant à l'équation aux dérivées partielles, comme on déduil de

l'équation (78), où l'on a remplacé h par — 2, la valeur suivante

de 'l"

elle deviendra

(8f)

^'{v) = a— ^e",

a —
d*v b

diid^ (i_Ha^)»'

et il ne restera plus qu'à trouver la solution commune aux trois

équations (79), (80) et (81).

Ce calcul n'offrirait aucune difficulté. Mais il vaut mieux, une

fois l'équation obtenue, opérer comme il suit.
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Effectuons la substilulion

(82) p = a Log(n- a!3) -I- tv.

L'équation (81) prend la forme

(83) :^

—

n =— 76 «
,

dont Liouville a donné l'intégrale (n" 726) (' ). On a

- éA'B'

A désignant une fonction arbitraire de a et B une fonction arbi-

traire de j3. On trouvera donc pour v la valeur définie par l'équa-

tion suivante :

(i-+-ABj^

Quant à l'élément linéaire de (0), il sera donné par la formule

f «^ -\
(8G) ds^-= «fwf +( 2Mi + lav ^ e" ) dv^-.

Par une substitution de la forme

(87)
m = a^ a'-h h,

V = av' -+- k,

on peut obtenir l'expression plus simple

(88) ds^-=: a4[<5?a'2+(2M'+2(^'-t-e2('')(/p'2].

Ce cas nouveau a été signalé par M. Weingarten. L'éminenl

géomètre a indiqué qu'on peut alors ramener l'élément linéaire à

la forme suivante :

(89) ^,2=(a_p)(^^rfa^_ê_li^p2^.

Cela nous conduit à présenter les remarques suivantes, par

lesquelles nous terminerons ce Chapitre.

(') Les démonstrations de Liouville se trouvent, soit dans la Note IV de la

cinquième édition de l'Application de l'Analyse à la Géométrie par Monge, soit

au Journal de Mathématiques pures et appliquées {1^' série, t. XVIII, p. 71; i853).
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1079. La forme générale

(90) ds*-= dui-^[-iUi-^-'i'i^'{v)]dv^

est évidemment un cas limite de celle qui convient aux surfaces

réglées. Et, en effet, il est possible de trouver toute une classe de

surfaces récriées imaginaires admettant cet élément linéaire.

Si l'on se reporte aux calculs du n'^ 7!28, on trouvera que toutes

ces surfaces réglées sont engendrées par la droite

X = aiUi — bi, jy = Oîiii-^ bi, z = ajUi-h bj,

les fonctions «i, ao? «s? b,, b-i, 63 étant définies par les rela-

tions (2) [III, p. 294]? q«i deviennent ici

a'i--s- a'j- -i- a^ =0. a,6i -f- ajè* -^ «363 = o,

a\ 6', -H a'j 6'j H- a'j 63 = I
,

^ 1 -^ "1 "*" ^3 = ' >

6',î-f- bi -+- bi =i'V{9).

La première de ces relations montre que les surfaces réglées

cherchées admettent un plan directeur isotrope. Comme on peut

supposer que ce plan soit parallèle au suivant

on trouvera aisément que, si a désigne une fonction de v et a' sa

dérivée, on peut écrire les équations qui déterminent la surface

sous la forme

(9O i y — iz^ziiy^
I

a' ^'{v) dv—J _^~

,

dv.

Inversement, toutes les surfaces réglées qui admettent un plan

directeur isotrope ont leur élément linéaire réductible à la

forme (90).

D'après cela, cherchons toutes les surfaces du second degré

qui rentrent dans la classe précédente. Une seule est réelle, c'est

le paraboloïde de révolution. Nous l'avons déjà examiné, et nous



33{ LIVRE Vm. — CHAPITRE XIII.

avons même donné (n° 727) la forme de '\>'{v) qui correspond à

son élément linéaire. Mais il J a d'autres paraboloïdes qui rem-

plissent les conditions que nous venons d'indiquer : ce sont ceux

qui admettent une génératrice rectiligne tangente au cercle de

l'infini.

Considérons d'abord celui qui touche le plan de l'infini, eu un

point non situé sur le cercle de l'infini. Son équation pourra tou-

jours se ramener à la forme

(92) {y-\-iz)y= — kx.

En substituant les valeurs (91) de x, y, z dans les formules

précédentes, on verra aisément que l'on peut prendre

a=v/Â-a', a = ev^, j -, dv = v\/I — - ,

et l'on trouvera
2 p

(93) <^'{v) = --vs/^< — ike ^'',

C'est, aux notations près, l'expression de ^'(<') qui correspond

au cas nouveau signalé par M. Weingarten.

On peut donc énoncer le résultat que nous lui devons en disant

qu'il nous a appris à connaître toutes les surfaces applicables

sur ce paraboloïde particulier dont une génératrice rectiligne est

tangente au cercle de l'infini, le point de contact de cette généra-

trice et du cercle étant distinct du point de contact du paraboloïde

et du plan de l'infini.

Considérons maintenant le paraboloïde dont une génératrice est

tangente au cercle de l'infini, le point de contact de cette géné-

ratrice étant aussi celui où le paraboloïde touche le plan de l'in-

fini. L'équation de la surface pourra être ramenée à la forme

(94) x{y-^iz)^k{y — iz).

Appliquant la même méthode que précédemment, on trouvera

(95) ^'{v)=—v\

C'est le cas qui a servi de point de départ à toutes les nou-
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velles recherches de M. Weingarten et qui a été signalé plus haut

(n° 107o). M. Weingarten l'avait obtenu dès 1887 (') ^^ ^^ semble,

bien que la méthode que nous avons exposée dans ce Chapitre, et

qu'il a ensuite appliquée aux cas les plus généraux, a son point de

départ et son origine dans celle qu'il avait d'abord employée pour

cette forme plus particulière de l'élément linéaire.

1080. Dans les deux hypothèses que nous venons d'examiner,

M. Weingarten, sans chercher si les éléments linéaires pouvaient

convenir à des surfaces du second degré, a reconnu qu'ils sont,

l'un et Taulre, réductibles à la forme de Liouville, ce qui permet

l'intégration des lignes géodésiques. Ce point paraîtra maintenant

évident au lecteur puisqu'il suffît, pour obtenir cette forme de

l'élément linéaire, de rapporter une surface du second degré à ses

lignes de courbure. Mais il ne sera pas inutile d'effectuer cette

transformation de l'élément linéaire et de retrouver effectivemenl

les expressions données par M. Weingarten. Nous nous contente-

rons seulement d'indiquer la marche du calcul, que rétablira aisé-

ment tout lecteur un peu versé dans la connaissance de la Géo-

métrie analvtique.

Soit

( /(^>7>^) = Aa-î-i- A'j2-f- A'^î-t- 2Byz-^'iB'xz-i-iB'xy
^^^

i
-+-2Car-+-2G>^-2C'3 + Dr= o

l'équation d'une surface du second degré. Désignons par H le

hessien

A B' B' G

B' A' B C
B' B A' C
C C G' D

(97) H =

de cette équation. Les J ignés de courbure seront à l'intersection

de la surface et des suivantes, 011 À désigne un paramètre arbi-

(•) J. Weixgartex, Eine neue Classe au/ einander abwickelbarer Fldchen

(Nachrichten de Gœttingue, janvier 1887, p. 28).
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(98) \

/ , .[dB
^ „ .. àU dïl dll du dH àU

"]
dC dC'-" àC" â\ àA' ài

-j(f^' + fP-^fz') = o.

Si l'on pose

(99) r = iiu^ r=iiv,

V et a" étant les deux racines de l'équation en X (98), on aura,

pour l'élément linéaire delà surface, l'expression

(100)
4

du'^ ch'-

II

OÙ l'on a désigné, pour abréger, par A (S) le di' terminant suivant

(lOl) A(S):

A — S B" B'

B" A'— S B

B' B A"— S

Appliquons d'abord ce résultat au paraboloïde défini par l'é-

quation (92)
9.y'^ -+- liyz -\- ikx — o.

On aura ici

II=_A-2, A(S)= — S(S — i)%

et il viendra

(102)
Â2

ds'^= -j (il— i'

Pour le second paraboloïde, ayant pour équation

2 xy -i- 11X3 — 2 ky -h 2 ik 3 = 0,

on trouvera

II=-4'^S A(S)=-S3;

de sorte qu'il viendra

/jo3) ds"'— k-{u — t')(« du^— i^ dv-).

Ces résultats sont conformes à ceux qui ont été indiqués par

M. Weingarten.
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1081. Bien que les paraboloïdes considérés dans les numéros

précédents soient imaginaires, il nous a paru utile de les intro-

duire pour préciser le degré de généralité des résultats nouveaux

qui ont été obtenus dans la théorie de la déformation et pour

bien montrer combien on est encore éloigné d'une solution

quelque peu étendue du problème. Si Ton se place à ce point de

vue, il ne sera pas inutile d'indiquer quelques surfaces réglées,

aussi simples que possible, admettant les éléments linéaires, in-

diqués par M. Baroni et M. Goursat, pour lesquels la solution du

problème de la déformation peut être obtenue d'une manière

complète.

A cet effet, nous remarquerons que si, dans les formules géné-

rales (91), on remplace la fonction arbitraire a par 2f, on obtient

une surface réglée admettant l'élément linéaire (63) et définie par

l'équation

(io4) y~iz = ix{y-^iz)-\- "^{y ^ cz)^ -h -i •liy -i- iz).

Si donc on pose

ci

^ (v) = m{i — m)-—r-Af,

la surface correspondante aura pour équation

(io5) y—iz = 'îx{y^iz)-\ ~ {y -^ i-)3-t- A(^ -H i^)».

En laissant de côté le cas où m est égal à 2, on voit que, pour

les cas signalés par MM. Baroni et Goursat, l'élément linéaire

convient à une surface réglée du troisième degré à plan directeur

isotrope.

IV.
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CHAPITRE XIV.

DERWIÈIIES RECHERCHES.

Nouveau développement donné par M. Weingarten aux recherches précédentes.

— Problème proposé. — Étant donné un élément linéaire, pour résoudre le

problème de la déformation, on mène par chaque point de la surface cher-

chée (6) une tangente faisant un angle déterminé, mais d'ailleurs variable,

avec les courbes coordonnées; puis on prend comme variables indépendantes

deux paramètres quelconques propres à définir la direction de cette droite

dans l'espace. — Formation des équations aux dérivées partielles auxquelles

satisfont les coordonnées curvilignes u et v considérées comme fonctions de

ces paramètres. — A ce propos, l'on rappelle et l'on complète quelques propriétés

de la ligne de striction des surfaces réglées. — Etant donnée une congruence

rectiligne, assembler les droites en surfaces réglées dont les lignes de striction

soient sur une des nappes focales de la congruence. — Les propriétés géomé-

triques établies permettent de simplifier les équations qui déterminent u et v

et de les réduire à une seule équation aux dérivées partielles du second ordre.

— Renvoi au Mémoire de M. Weingarten couronné par l'Académie des Sciences.

1082. Si l'on analyse la méthode suivie par M. Weingarten et

exposée dans le Chapitre précédent, on remarquera qu'elle peut

être interprétée comme il suit. Par chaque point de la surface (0)

admettant l'élément linéaire donné par la formule (4) [p. Soc)]

on mène une tangente [d) dont les cosinus directeurs C, C,

G" s'expriment par les formules (i3) [p. 3 12]. On exprime ces

cosinus directeurs en fonction de deux paramètres u' et ç' et l'on

essaye de déterminer les coordonnées curvilignes u et ç en fonc-

tion de ces paramètres. Dans le cas particulier le plus important,

celui où l'élément linéaire de (0) revêt la forme (48), l'une des

coordonnées v est déterminée par une équation aux dérivées par-

tielles du second ordre, l'équation (07) [p. 324]. L'autre u s'ex-

prime rationnellement en fonction de p, supposée connue, et de ses

dérivées premières par rapport aux variables a et p, en fonction

desquelles les cosinus C, C, C" ont été exprimés par les for-

mules (Sa).
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Pour rechercher si des simplifications analogues se produisent

toujours, proposons-nous donc le problème général suivant :

Etant donné un élément linéaire quelconque, défini par la for-

mule

(i) ds-i=Edu^^2F dudv-r-Gdvi,

supposons qu'il s'agisse de déterminer toutes les surfaces (0) ad-

mettant cet élément linéaire. Si l'on mène, par chaque point d'une

de ces surfaces, une tangente (d) déterminée exclusivement au

moyen de l'élément linéaire, c'est-à-dire une tangente faisant avec

l'une des courbes coordonnées un angle qui sera une fonction déter-

minée de u et de t^, la direction des droites telles que (d) dépendra

de deux paramètres que l'on pourra choisir d'une infinité de ma-
nières différentes. Par exemple, on mènera par le centre d'une

sphère (S) de rayon i des parallèles aux droites (d). Si l'on prend

sur la sphère (S) un système de coordonnées curvilignes quel-

conques u', v', la direction de chaque droite (d) sera définie par

les coordonnées curvilignes du point où la parallèle à celle droite

rencontre la sphère (S). Proposons-nous, avec M. Weingarten, de

déterminer les coordonnées curvilignes u et v du point de la sur-

face (0) en fonction des variables indépendantes w' et v'.

Employons ici encore le trièdre (T). Il est clair qu'on peut le

déterminer par la condition que son axe des x coïncide avec la

droite (d). D'après les notations que nous avons adoptées, a, a',

a" sont les cosinus directeurs de cette droite et l'on doit avoir

( 2 ) ds'^ = da* -h da'* -;- da'^ = e du'^— if du' dv — g dv'^,

e, /, g étant des fonctions connues de a' et de i>'. L'équation pré-

cédente donne l'élément linéaire de la sphère (S), exprimé en

fonction des variables u' et v'. Si l'on emploie les formules

!da= b{rdu — ridv) — c{q du -^ q^dv),

da'= b\rdu~-ridv)— c {q du -k- q i dv),

da= b'{rdu — r^ dv) — c'(q du — q^ dv),

on peut lui donner la forme suivante

( 4 ) ( q du -^ qi dv )^— {r du -^ ri dv)^ = e du'^ -i- if du' dv'-h g- dv'^,

qui, jointe aux six équations fondamentales (A) [II, p. 38^] entre
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les rolations et les translations, permettra d'éliminer les rotations

et conduira aux équations aux dérivées partielles propres à déter-

miner u et v en fonction de u' et de v'. Le premier point à établir

est le suivant : parmi les équations du svstème (A), l'une d'elles,

la première, peut être laissée de côté et sera toujours, dans le cas

actuel, une conséquence des cinq autres.

Si, en effet, l'on mène, par le point m de (S) qui sert de repré-

sentation sphérique à la droite (d) tangente en M à (0), un

trièdre ÇTi) ajant ses axes parallèles à ceux de (T), ce trièdre

aura son axe des x normal en m à la sphère (S); et, comme il a

les mêmes rotations que le trièdre (T), il suffit de faire une per-

mutation circulaire pour reconnaître que la première équation (A)

exprime le fait suivant : la courbure totale de (S) est égale à

l'unité. Gomme la formule (2) nous donne l'élément linéaire de

cette sphère, il n'est donc pas douteux que la première équa-

tion (A) sera une conséquence de toutes les autres et que nous

pourrons la négliger.

1083. Cela posé, revenons à l'équation (4). Si nous j rempla-

çons du, dv par leurs expressions

, du ^ , du , , , dv j , àv j ,du = .—. du -f- ,-7 cC^
)

M^* = ^—> au -h -^-j dv
,ou oi> ou ov

et si nous égalons les coefficients de du'-, du! dv' , dv'- dans les

deux membres, elle se décomposera en trois équations. Comme r

et 7', sont des fonctions connues de u et de ç, ces trois équa-

tions, non seulement nous fourniront les valeurs de q et de Çi,

mais elles nous donneront de plus une relation entre w', ç', les

fonctions u, ç et leurs dérivées premières par rapport à u' et à v'.

Voici comment on peut obtenir cette relation.

Donnons à l'équation (4) la forme sviivante :

i'

{q du-+- Çi dvY — ^ du'^-h 9./ du' dv' -+- g dv'^

\l du àv\,, / du dv\, ,y- [V du'
-^ "•

c^a'j
^" + {' dv'

-^ '^ dV) ^^
J

•

En écrivant que le second membre est un carré parfait, nous

aurons la relation

(6) /-a Aa-^ 2/v, A(î/, ^')-^ /;-A(r) = i,
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le symbole A9 étant le paramètre différentiel du premier ordre

- Up'/ ^-^du' dv' ' ^\du')
(7) Ae=^ ~-j-^ ,

relatif à l'élément linéaire de la sphère (S).

Quand la relation (6) sera vérifiée, le second membre de l'équa-

tion (5) sera un carré parfait

{(ldu'-^Çt,dv'y-,

où Q et Q, seront des fonctions connues de m', v', de m, v et de

leurs dérivées premières. Les rotations q et ^, seront déterminées

par l'identité

q du -h qi dv = O du' -h Qi dv',

qui donnera

(du dv

\^du'-^^^'dû'=^'
(8) \

I
au dv

f 9^>^9i^J =Qi-

On déduit de là les valeurs de q et de qi. Ces valeurs donnent

lieu à l'identité suivante

dQ _^ _ /àq _ àqi\/du^ ^ _ ^ ^\
^^'

dv'
~

'dû!
~

VdîT
~ du )\du' dv'

~
dv' du' j^

dont la vérification n'offre aucune difficulté.

Les valeurs de q et de qx une fois obtenues, il n'j a plus qu'à

les porter dans les équations (A), qui se réduisent aux suivantes,

si Ion tient compte de la remarque faite plus haut,

(lO)

Les deux premières de droite servent de définition à /• et à Ti;

les trois autres contiennent les deux rotations/?, px que l'on peut

'' dq dqt

l dv du



àq
dv
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tielle

(i3) r rfa -!- r, rfp = o,

c'est-à-dire les courbes telles que, lorsqu'on se déplace suivant

l'une d'elles, la composante de la rotation du trièdre autour de la

normale soit nulle. On peut interpréter géométriquement cette

condition.

En effet, les formules (3), qui donnent les différentielles de a,

a', </, nous montrent que, si l'équation (i3) est vérifiée, la sur-

face réglée engendrée par l'axe des x du trièdre (T) a son plan

tangent à l'infini perpendiculaire à l'axe des ^- de ce trièdre, c'est-

à-dire normal au plan tangent de (0). Donc les courbes définies

par l'équation différentielle (i3) sont les lignes de striction des

surfaces réglées engendrées par l'axe des x du trièdre (T), et nous

pouvons énoncer la proposition suivante :

Étant donnée une congruence formée de droites (d) tan-

gentes à une sur/ace (0), si l^on veut assembler ces droites en

surfaces réglées dont les lignes de striction soient sur la sur-

face (0), il faudra intégrer une équation différentielle du

premier ordre, quifera connaître ces lignes de striction. Cette

équation ne changera pas de forme quand la surface (0) se

déformera en entraînant les droites de la congruence.

Il résulte de la méthode suivie que ces lignes de striction sub-

sisteront si, à chaque droite {d) de la congruence, on substitue,

dans le même plan tangent de (0), une autre droite {d') faisant

avec {d) un angle qui demeure constant sur chaque ligne de stric-

tion, car alors les trièdres relatifs aux droites {d) et {d') auront

les mêmes rotations.

Au lieu de donner la congruence formée par les droites {d), sup-

posons que l'on donne les lignes de striction (K). Nous allons

voir que, pour déterminer la congruence, il ne sera pas nécessaire

cette fois d'intégrer une équation différentielle : il suffira d effec-

tuer une quadrature.

Employons, en effet, un trièdre (T) rattaché à (0) d'une ma-

nière arbitraire, mais connue; et déterminons la droite {d) de la

congruence qui passe en un point M de (0) par l'angle a qu'elle

fait avec Taxe des x du trièdre. Lorsqu'on se déplace sur une des
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lignes (R) données, la droite {d) engendre une surface réglée.

Déterminons le plan tangent à l'infini de celte surface. Pour cela,

menons par un point fixe O une droite Oin de longueur i, pa-

rallèle à {d); et rapportons cette droite à un trièdre (T'), de

sommet O, parallèle au trièdre (T). Le point m avant pour coor-

données relatives à ce trièdre

cosa, sitia, o,

les projections de son déplacement seront

— sina(<:/a -f- /• du -r- i\ dv),

cos a ( «^a -^ /• du -f- t\ dv )

,

{p du -i-pi dv) sina — {q du ^ q^ dv) cosa.

Pour que la courbe (K) décrite par le point M de (0) soit ligne

de striction de la surface réglée engendrée par la droite {d), il

faut que le déplacement précédent soit normal au plan des xy,

c'est-à-dire que l'on ait

( 1 4 ) doi. -r- r du -\- ri dv = o.

Cette équation met immédiatement en évidence le résultat

énoncé. On aura

(i5) a = — / r du ^- fi dv,

l'intégrale étant prise suivant l'une quelconque des courbes (K).

La constante qu'il faudra lui ajouter pourra varier quand on

passera de l'une de ces courbes à une autre. Si, par exemple, on a

choisi le système de coordonnées curvilignes de telle manière que

les courbes (K) soient définies par l'équation

u — const.,

on aura

/
/'i dv -^- q{u).

o(«) étant une fonction arbitraire de ii.

1086. Les remarques précédentes établissent implicitement cer-

taines propriétés intéressantes de la ligne de striction d'une surface

réglée. On savait déjà que cette ligne conserve sa définition quand
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la surface se déforme de telle manière que ses génératrices de-

meurent rectilignes. Nous vovons maintenant que, si Ton inscrit

suivant la ligne de striction une surface quelconque (0) tangente à

la surface réglée, on pourra déformer celte surface de telle ma-

nière qu'elle entraîne dans ses plans tangents les génératrices de la

surface réglée sans que la ligne de contact cesse d'être la ligne de

striction. Cette nouvelle proposition comprend la précédente, car

la surface (0) peut se réduire à la surface réglée elle-même^ il

serait d'ailleurs aisé de la démontrer par une voie entièrement

géométrique. Elle conduit à la conséquence suivante :

Soit (R) une courbe quelconque tracée sur (0); proposons-nous

de déterminer les surfaces réglées, tangentes à (0), dont elle est

la ligne de striction. jXous substituerons à la surface (0) la déve-

loppable (A) circonscrite à (0) suivant la courbe (K), et nous

effectuerons le développement de (A) sur un plan. La courbe (K)

se transformera ainsi en une courbe plane (K'). Les généra-

trices (c?) de la surface réglée de\ieudront des droites (</'), situées

dans le plan de (K ) et passant par ses dilférents points. Pour que

la courbe (R') puisse être regardée comme une ligne de striction

pour la surface réglée engendrée par ces droites {d'), il faudra
qu'elles soient toutes parallèles. Car, si elles se coupaient à

distance finie, le plan tangent à l'infini de la surface réglée coïn-

ciderait avec le plan de (R'); tandis que, dans le cas où les droites

sont toutes parallèles, ce plan tangent est indéterminé et peut être

considéré comme perpendiculaire au plan de (R). Nous sommes
donc conduits à la construction suivante :

Étant donnée une courbe (R) située sur une sur/ace (0),

pour obtenir les sur/aces réglées, tangentes à (S) suivant cette

courbe, dont elle est la ligne de striction, on circonscrira

une développable à la surface (0) suivant la courbe (R); puis

on déformera celte développable de telle manière que, ses

génératrices demeurant rectilignes, elle vienne s'appliquer

sur un plan. La courbe (R) sera ainsi transformée en une

courbe (R')- Si, par les différents points de cette courbe plane,

on mène des parallèles (d') à une direction quelconque, ces

parallèles seront les transformées des génératrices recti-

lignes (d) de la surface cherchée.
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Au lieu d'employer la Géométrie, on peut aussi, pour retrouver

ces résultats, remarquer que, si l'on introduit le rayon de cour-

bure géodésique p^ de (K), l'équation fondamentale (i4) peut

s'écrire

^/ \ '^•^a(a — o)) = y

Pè-

les notations du Livre V, Chap. IV, étant conservées, a — to est

l'angle que fait la droite cherchée avec la courbe (K); si nous le

désignons par I, on a

(i6) dl=-~,

de sorte que la théorie actuelle nous donne une interprétation

géométrique élégante de l'angle de contingence géodésique. En

particulier, les propositions démontrées au n° 737 et dues à

M. Bonnet sont ramenées à leur véritable origine-, la formule (44)

de ce numéro est d'ailleurs identique, aux notations près, à celle

que nous venons d'indiquer.

1087. Revenons maintenant à la question que nous avons à

traiter, et supposons que l'on ait pris sur la surface (6) une famille

quelconque de courbes (K). Associons-leur une seconde famille de

courbes (L), qui détermineront avec les premières un système de

coordonnées curvilignes u et v, le paramètre u étant celui qui

convient aux courbes (K). Je dis d'abord que l'on peut toujours

déterminer les courbes (L) de telle manière que, si l'on fait corres-

pondre au point de (©) un point d'un plan (P) de coordonnées

rectilignes u et ^', la courbure d'une portion quelconque de (6)

soit égale à l'aire de la portion correspondante du plan (P).

Comme la courbure est représentée (n'''* 496 à 499) par l'intégrale

double

// — r^ ) du dv.
ov ou

il faudra que l'on ait

dr dj\
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Or, si l'on a choisi arbitrairement les courbes (L), on aura

àr dr,

dv du J "^ ' '

Changeons les courbes de paramètre p; c'est-à-dire posons

r", r" désignant les nouvelles rotations, on devra avoir

r" du -:- r\ dv^ = r du -^ ri dv,

ce qui donnera

du àv
r = r^-^ r^-^^ ri = r J

et, par suite,

dr dri _ / dr^ dr\\ dv^ _

On doit avoir, avec le nouveau système de coordonnées w, i^".

dv» du

Donc l'équation précédente nous donnera

ou

(i8) vo^ f f{u,v)dv-^^{u);

Vx désignant une constante; de sorte que, par une simple qua-

drature, la question proposée sera résolue.

Ainsi, en laissant entièrement arbitraires les courbes de para-

mètre w, on peut toujours réaliser la condition

dr dri

dv du

Il existera alors donc une fonction a, déterminée à une constante

près et satisfaisant aux deux équations

, , d% dz
09) ài,-^'-'' d-^-'^ = '-
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Or, si l'on substitue au trièdre (T) choisi primitivement un

autre trièdre dont l'axe des x fasse avec le premier l'angle a défini

par les deux relations précédentes, les premiers membres de ces

relations seront les rotations nouvelles de ce trièdre autour de

l'axe des z. On peut donc, par de simples quadratuî^es, et en

laissant entièrement arbitraires les courbes de paramètre w,

réaliser les deux conditions

i'io) r = V, l'i = o.

Alors les lignes de paramètre u seront lignes de striction

pour les surfaces réglées qui sont engendrées par Vaxe des x
(ou par Vaxe des y) du trièdre (T) lorsque le sommet du
trièdre se déplace suivant une de ces courbes.

1088. Avec ce sjstème de coordonnées, la première des deux

équations (6) et (i i), qui déterminent u et v en fonction de u' et

de i^', se ramène à la forme simple

(21) ^'=r-'Ait

de sorte qu'elle permet d'exprimer v en fonction de u. La valeur

de t^, portée dans l'équation (ii), donnera une équation, né-

cessaire et suffisante, qui déterminera u. 11 est facile de recon-

naître que cette équation est du second ordre et de la former, en

employant les paramètres différentiels pour abréger les calculs.

Reprenons à cet effet l'élément linéaire de la sphère (S), défini

par l'équation

ds'^ — e du"'- -i- if du' dv' -+- g dv'^,

et formons les paramètres différentiels de ?/, relatifs à cet élé-

ment. Par suite des propriétés d'invariance de ces paramètres, on

pourra écrire l'élément linéaire avec les variables u et v, ce qui

donnera, en tenant compte des relations (4) et (20),

(9.2) ds'- — p2 dU'-\- {q du -+- q\ dv^,

puis former les paramètres différentiels avec ces variables u et v.
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On aura, 0. s- désignant des fonctions quelconques,

d7\
du)'(23)

j
Me,^) = ^^^^-,---,^(^5,-^ij^j(^^.-^.5„;'

*
pgrj du \ V du V dv ) vqi dv \ vqi dv v du /

Et l'on déduit de là immédiatement l'équation (21) donnée plus

haut. Appliquant aussi la seconde formule aux deux fonctions a

et u, on trouvera

\ ( da da\
Ha,u)^-^ (q -q,

v^qi\^ dv ^'du,

^
nar

du dv

, da àa
^

•
1 - 1 -c

ou, en remplaçant -~, -p parleurs expressions connues, déduites

des formules (3),

da , da ,

du^^'-'^l^ ^=*'-'-'^^"

et tenant compte des équations (20)

(24) è = vA(a, tt).

Ainsi, quand u sera connue, les coordonnées du point de la

surface cherchée (0) seront définies par les quadratures

L ^ l a {\da-^\x d^') -^ ^ -^(«j ")(''i ^« -^ ''ii dv),

(-iS) < Y=
I a'i^du -hq,idv) ^v \(a',u)(T,du-\- T,idv),

f Z=
I
a'{^du-i-^idv)-^v \{a',u){T,du-^T,idv).

Tout est donc ramené à la détermination de it. Or on a

(.6) )

' ^^^

> P-^i
-

vqi v^qi

et enfin

(*7) <r(«)=-#-'
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^{u) étant l'invariant défini au n" 707 et exprimé en fonction

des précédents par la formule

( i'6 )
<yu — .

4 ^"

Il n'y a plus qu'à adjoindre la dernière des relations (lo), écrite

sous la forme

P Pi 9 t f

qi q\ q\

p p\

q_

q\

pour obtenir l'équation finale

et à remplacer, dans cette nouvelle équation, les rapports

- par leurs valeurs, que l'on déduira des équations (26) et (27),
q \

(2q) rMa(a)H -AaWH ^ — A(m,Am) = o,

à laquelle devra satisfaire u. Il faudra y remplacer partout, et en

particulier dans les expressions des translations ^, vi, ^i, ï1i, la va-

riable V par sa valeur-—=• Ces translations satisfont à deux des
y/Aw

équations (10) qui deviennent ici

(3o)

5-.-^=-'^"

dv du

1089. Pour faire des applications de sa méthode, M. Wein-
garten a choisi sur la sphère (S) le système de coordonnées symé-

triques pour lequel on a

X -\- y , i(y — x) ,, xy — i

'
ï-i- xy i -{- xy 1-4- xy

l'élément linéaire ayant pour expression

, ,. 4 dx dy
(32) ds'^=^ 4-.

On a ici, en adoptant les notations de Monge pour les dé-



(33)

DERMKRES RECHERCHES. 35l

rivées,

A« = (i -T- xyYpq, A Aa == (i -T- xyY{qri -r- ps)(pti -+- qs ),

•^2" = (l-i-Tjr)is, A(m, Att)=
^^^^y

(2pqs — pUi—q*-ri),

<ï(") = T^^—iriti— s^),
4

r, et t, désignant, pour abréger, les combinaisons suivantes

/o/\ "^Py iqx
i — ry \ — xy

La substitution de ces valeurs conduit à une équation de la

forme

(^_A)(f_C)-(5-B)(5-B,) = o,

où A, C, B, B, sont des fonctions de x, y, u^ /?, q. M. Wein-
garten, après avoir formé cette équation, a cherché dans quel cas

elle peut être complètement intégrée par la méthode de Monge,

ce qui l'a conduit aux surfaces applicables sur le paraboloïde de

révolution. Mais son Mémoire, couronné par l'Académie des

Sciences (* ), n'étant pas encore publié, nous nous contenterons

des indications précédentes. Nous ferons seulement remarquer

que si, pour simplifier autant que possible l'équation, on fait les

deux hypothèses

T.i = o, fi-^\\v-^o,

on retrouve les propositions établies dans le Chapitre précédent.

Le résultat des recherches contenues dans ce Chapitre peut

s'énoncer comme il suit /

Etant donnée une famille quelconque de courbes (R) tra-

cées sur une surface (0), on peut toujours, par de simples

quadratures, déterminer toutes les congruences {G) formées
de tangentes à (S) et telles que les surfaces réglées engen-
drées par toutes les droites de la congruence ayant leur ori-

gine sur une des courbes (K) admettent cette courbe comme

(«) Voir les Comptes rendus, t. CXIX, p. io5o, io5i, décembre 1894. Pour la

partie analytique et pour le fond, notre exposition coïncide avec celle de
M. W'eingarten; les propriétés géométriques sont nouvelles.
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ligne de striction. La relation entre la congruence et la sur-

face subsiste quand la surface se déforme en entraînant les

droites. Si l'on prend deux variables indépendantespour dé-

finir la direction de chaque droite de la congruence, le para-

nictre de la famille de courbes (K) doit satisfaire à une

équation aux dérivées partielles du second ordre qui dépendra

exclusivement de l'élément linéaire de (0) et dont l'intégra-

tion permet, par suite, de déterminerpar de simples quadra-

tures toutes les surfaces applicables sur la sutface (0).
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NOTES ET ADDITIONS.

NOTE 1.

SUR LES MÉTHODES D'APPROXLMATIOXS SUCCESSrVTS DANS LA THÉORIE

DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES;

Par .m. Emile PICARD.

J'ai consacré plusieurs Mémoires à l'application de mélhodes

d'approximations successives pour démontrer l'existence et faire la

recherche des intégrales de certaines équations différentielles, quand
des conditions aux limites sont données qui définissent ces intégrales.

Ces méthodes s'appliquent aux équations diflerentielles ordinaires

comme aux équations aux dérivées partielles, mais pour ces dernières

les conditions d'application sont bien différentes suivant que les équa-

tions considérées appartiennent au type elliptique ou au tvpe hvper-

bolique. Les premières se rencontrent surtout en Physique mathé-
matique et dans la théorie des fonctions; je ne m'en occuperai pas

dans cette Note ('). Relativement aux équations du tvpe hvperbo-

(
'
) Relativement aux théorèmes généraux relatifs à ce cas. nous énoiicerons seu-

lement la proposition suivante {Journal de l'École Polytechnique, 1890). Soit

l'équation linéaire

Ox^ ax ay Oj' ôx dy

où les coefficients sont des fondions analytiques des deux variables réelles x
et y : toute intégrale de cette équation bien déterminée et continue ainsi que
ses dérivées partielles des deux premiers ordres dans une région du plan pour
laquelle

B'— AC < G

est une /onction analytique de x et y. Il est clair qu'il peut eu eue autremeot
dans une région où B'— AC serait positif.

D. - IV. 23
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lique, l'utilité de ces méthodes est d'une double nature. Elles per-

mettent d'abord de faire la recherche des intégrales en supposant

les équations différentielles définies seulement pour les valeurs réelles

des variables, et en faisant ainsi le minimum d'hypothèses sur ces

équations; c'est là un point d'un certain intérêt philosophique.

Une conséquence pratique en découle; on obtient, en général,

pour les intégrales un champ de détermination plus étendu qu'avec

les méthodes fondées sur l'emploi de fonctions majorantes quand ces

méthodes sont applicables.

1. Rappelons d'abord, sans y insister, les résultats relatifs à une

équation ordinaire du premier ordre

Si fi^Jc^ r) est une fonction réelle et continue des deux variables

réelles x et j', quand celles-ci varient respectivement dans les inter-

valles

(a7o— a, ^oH-«), (7o— ^) Jo-+- ^),

et si, de plus, il existe une constante positive k telle que

\f{x, y -^ \y) - f{,x, y)\<k\^y\,

^, / et / + A/ étant les intervalles indiqués, et qu'enfin M désigne

le maximum de la valeur absolue de f{-TC^ y) dans ces mêmes inter-

valles, les approximations successives donnent l'intégrale de l'équa-

tion prenant pour œ^^œ^lai valeur y^^, sous forme de série conver-

gente dans l'intervalle {Xç^— p, .ï^qH- p), en désignant par p la plus

petite des deux quantités (^)

b
(0 "^ ""^ M'

M. E. Lindelof, qui a très heureusement approfondi celte ques-

(•) Nous avons supposé la fonction /(a;, jk) définie seulement pour les valeurs

réelles de x et y. Dans le cas où f{x, y) est une fonction analj^ique de x et y,
holomorplie dans les cercles de rayons a el b tracés respectivement autour des

points x^ et y„, et en désignant par M le module maximum de / dans ces

cercles, les approximations successives permettent d'obtenir l'intégrale prenant

pour .r = ^j la valeur y^ sous forme de série convergente dans un cercle de

rayon p autour de x^ (en désignant par p la même quantité que ci-dessus). La

méthode des fonctions majorantes donne un champ de convergence moins étendu.
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lion {Journal de Malh.^ 189^), a même indiqué un autre champ de

convergence qui peut quelquefois être plus étendu que le précédent.

Désignons par Mq la plus grande valeur absolue de f{x, jo)> quand x
varie de j^q— a à Xo+ «'; un champ de convergence assurée est l'in-

tervalle (j7o— p', ^0 +^ ?')> fin désignant par p' la plus petite des deux

quantités

(.) a et -log(^i+-J,

et p' peut dans certains cas dépasser p.

Il n'est pas sans intérêt de rappeler que la première méthode de

Cauchy, telle que nous la connaissons par les leçons qu'a rédigées

M. Moigno, et qui a été depuis reprise par M. Lipschitz, méthode

dont le principe est de considérer l'équation différentielle comme
une équation aux. différences, définissait précisément l'intégrale dans

l'intervalle correspondant à (i).

2. Considérons maintenant une équation aux dérivées partielles de

la forme

dxdy
„/ dz dz \

Les approximations successives permettent, entre autres problèmes,

de former l'intégrale d'une telle équation se réduisant, pour x^Xq,
à une fonction donnée de y, et pour y =^ Vq à une fonction donnée

de X. Je prendrai d'abord le cas de l'équation linéaire

d^z dz , dz

dx dy dx dy '

où a, b, c sont des fonctions des deux variables réelles x et y. Nous

les supposerons continues à l'intérieur et sur le périmètre d'un rec-

tangle R de côtés a et 3 parallèles aux axes et dont {x^, y^) sera le

sommet de moindres abscisse et ordonnée. On veut trouver l'intégrale

de celte équation se réduisant pour^- r= ^^ à o(.r) et pour x ^^ x^ k

^{y). La fonction ©(a?) est continue de x^ à Xq-\- a, et ^{y) est con-

tinue de j'o à ^>'oH- 3; on a, bien entendu, 0(^0) = '^{fo) et les deux

fonctions o et 'i ont des dérivées premières continues.

Envisageons, en premier lieu, l'équation
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OÙ /(^, y) est une fonction donnée. La fonction

r

^
f f f{^iy)docdr

est l'intégrale de cette équation s'annulant, pour .37 = ^0, quel que

soit j, et pour y = jo quel que soit x. Ceci posé, nous formons les

équations successives

d'^zi = 0,
dx dy

d^z, dzi j dzi

dx dy dx dy

a —'
• -+- r 1- C Z,i-l

.

dx dy dx ày

On intégrera la première équation en cherchant son intégrale z^ se

réduisant k <^{x) pour y= jo et à 4>( j) pour x = Xo, intégrale qui est

visiblement

2i= '^{x)-^'^(y) — o{xo).

Pour toutes les autres fonctions s„ {n > i), elles sont supposées se

réduire à zéro pour x — x^ quel que soit y, et pour y = /o quel que

soit X.

Nous allons montrer dans un moment que les séries

Zj -+- Z2 -i- . .
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d'où l'on conclut à la limite, en s'appuyaut sur la convergence uni-

forme des séries écrites plus haut,

Z = ç>(x)+6(7)-o,^-,,- /^ £ [ag-f-6~-T-cz]6£rrfr

et enfin
d^Z dZ ,dZ „= « % HO- \- CZ.
âx i)y ox ôy

Abordons donc la question de convergence. Je désigne par M le

maximum de

a-— -+-6-— -^czi\,
ox dy

I

dans R, et par k le module maximum de a, b, c dans ce même rec-

tangle, et je considère le système

dx dy

âx dy ox dy

d^ Un , dUn-l
,

. àu„-i
- —T- = fC—

3

h A. —T— t-KUn—l,
dx oy âx oy

tous les u s'annulant pour x=^Xo quel que soit y, et pour y —Vo
quel que soit jc.

Si nous prouvons la convergence uniforme de la série

(3) ^fJ-i- «2-^.. .^- u„ -+-...,

la convergence de la série des z en résultera immédiatement, car

\zn\<\un-i\- Or, soit

on aura

dx dy

à-^Vj _ ()Ui dlji

dx dy dx dy
+ U„

U/i— 1-

dx dy dx dy

Si la série des u est convergente, la série

(4) Ui-^AU2-^...^A"U„+,-4-
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représentera l'intégrale de l'équation

(5) -:^—^ = Â--— + /v -r- + A-U + M,
ox oy Ox oy

s'annulant pour x-=zXf^, quel que soit y, et pour j^=j'o, quel que

soit œ. Or si nous montrons que, pour l'équation précédente, l'inté-

grale satisfaisant à ces conditions initiales, est une fonction liolo-

morphe de k pour toute valeur de A-, la convergence de la série (3) sera

établie, car cette intégrale devra nécessairement avoir la forme (4)-

Or l'équation (5) est facile à discuter. Prenant Xq^=z y^zzzo, nous

poserons

L'équation (5) devient

( 6 ) -^^ ^ ( /v2+ k ) V -+- M e-ki^+y^

,

ox ay

L'application des approximations successives à cette dernière équa-

tion est immédiate. On a à considérer les équations

OX oy

dx dy ''

)

tous les V s'annulant pour .3;=:o, ainsi que poury =o. En désignant

par N la valeur absolue maxima de V^ dans R, on aura

(A-2-j- A)'la7«y«

{i. >.... ny-

d'où l'on déduit de suite la convergence de la série

V0+V1-+-. ..-+-¥„+ ...,

qui représente l'intégrale cherchée de l'équation (6). La méthode des

approximations successives donne donc pour l'équation (6) une série

convergente, quand {oc, y) est dans R. Chacun des termes de cette

série est une fonction holomorphe de k, et la série converge unifor-

mément, quel que soit k, dans un domaine fini quelconque du plan

de cette variable. L'intégrale V de (6) est donc une fonction entière

de k, et il en est alors de même de l'intégrale U de (5), comme nous
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voulions rétablir. Les mêmes raisonnements sont valables pour les

séries formées avec les dérivées partielles du premier ordre.

3. Passons au cas de l'équation non linéaire

Nous abrégerons l'exposition, sans diminuer la généralité, en suppo-

sant que G = o pour x = o, et aussi pofcr v = o. Il suffit évidemment

pour cela de remplacera par -: + [ = (~c) -+- •i(j) — 5(j7o)]. Ceci posé,

nous admettons que la fonction

F(x,y, z,u,v)

est continue quand (a:,/) est dans R, quand z varie entre — a et

+ a, et que u et v. varient entre — b el -\- b. De plus, pour x, y, z,

u et V dans ces intervalles, on a

!F(x,7, z\ u'. v»')— F(j-, K, :;, ^^, v)\ <:iki\z'— z\^ ki\u'— u\ -+- ki\v'—v,

les k étant des constantes positives. Soit enfin M le maximum de la

valeur absolue de F dans la région où cette fonction est définie.

On considère les équations successives

d'-z, „
-—— = F(j-. >% 0,0, o),
0x0

y

d'-Zi -./ dzi dzi\

dxdy \^
'•/' ox dy J

d*-z„ _ p./ àz„-, dzn- i \

les - s'annulant tous pour x=^Xq, quel que soit y, et pour y =Jo
quel que soit x. On sera assuré que

àz„ dzg
"""' Ox ' dy

restent compris dans les limites indiquées, si {x.y) esta l'intérieur

d'un rectangle compris dans R, ayant pour sommet (Xq, j'o)> ^^ dont

les côtés p et p' satisfont aux inégalités

(7) -Slz^'Ka, Mp<6, Mp'<6.

Nous supposerons d'ailleurs que p et p' sont au plus égaux aux côtés a

et p du rectangle R.
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Dans ces conditions la série

représentera l'intégrale cherchée. On est, en effet, ramené immédia-

tement au cas de l'équation linéaire, en considérant les équations

—- = F(^,
J)',

o, o, o),

ôx dy \^
' J '

f)j. ^)y

Ù"- ( Z„— Z ,t-i) ^1 àZn-.^ dZ;,-\\ ,-,/ àZn-ï àZn-^_

et en leur substituant les équations linéaires

à^ Un _ , ^ j,
àu„-\

1^
àUn-\

^

dx df
'^

' " ôx '^y

La convergence de la suite déduite de ces dernières équations en-

traîne immédiatement la convergence de la série des z dans le rec-

tangle (p, p'), et le problème est par suite résolu. L'intégrale est dé-

terminée dans le rectangle (p, p').

k. 11 est remarquable que, dans la question précédente, les limites

trouvées pour p et p' ne dépendent pas des constantes k. 11 faut

cependant que l'on soit assuré de l'existence de ces constantes pour

que le raisonnement soit valable. Un cas intéressant est celui où la

fonction
F(^, 7, -, u, v)

serait déterminée et continue pour toute valeur réelle de s, u et v [le

point {x, y) étant dans le rectangle R] et où cette fonction aurait des

dérivées premières
d¥ d¥ d¥

ôz Ou dv

restant en valeur absolue moindre qu'un nombre fixe dans les mêmes

conditions.

Nous n'aurons pas alors à nous préoccuper des inégalités (7),

puisque la fonction F est déterminée pour toute valeur de z, u^v:, par

suite, dans ce cas, la série représentant l'intégrale convergera

dans R.
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Ainsi, par exemple, l'équation

. dz

36i

d^z _ dz

dx dy dx ày

où a, bi c sont des fonctions continues de x et y dans le rectangle R,

admettra ce rectangle même comme champ de convergence pour la

série donnée par les approximations successives. On sait que l'équa-

tion

â^z _ .

dx dy

se rencontre dans la théorie des surfaces à courbure constante, et,

dans ses leçons de Géométrie différentielle, M. Bianchi s'est ser^i des

approximations successives appliquées à cette équation pour traiter

un intéressant problème de Géométrie.

5. Bien d'autres problèmes concernant les équations précédentes

pourraient être traités par une autre voie analogue. Pour indiquer au

moins un nouvel exemple reprenons l'équation linéaire

à^z _ à^ ^ i^àj_ _ .

dxdy dx ' dy "'

et construisons sur Ox et (Jy {fig. 89) le carré OABC de côtés

OA = OC = a,

Fig. 89.

c "Tp

Ô
9 R A jc

que nous désignerons par R. On se donne la valeur d'une intégrale z

sur OA et sur OB; on aura ainsi

z = f{x)

z = o(_ar)

pour

pour

r = 0,

y = x;

/{oc) et 9(ic) sont deux fonctions continues ainsi que leurs dérivées

du premier ordre; elles sont définies de j:= o à j7=ra, et l'on a,

bien entendu, /(o) ^=ç(o). L'intégrale de l'équation

d'-z

àxày
= 0,
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satisfaisant à ces conditions initiales, sera évidemment

z=f{x)-^o{y)—f{y).

Ensuite, en désignant par Y*{x,y) une fonction donnée de x et de /
dans le carré R, l'intégrale de l'équation

dx dy

s'annulant sur OA et sur OB, sera

= f dr, f P(^,r,)^ï:

le champ d'intégration est le rectangle MPQR, en désignant par M
le point {x,y).

Formons alors, comme précédemment, le système

^!fi _
dx dy

d-Zi dzi dzi

dx dy dx dy

)

à'^Zn dz,i-i dz„^i

dx dy dx dy

On intègre la première avec les conditions

Zi=f{x) pour y = o et 3, = ©(a?) pour y — x,

et pour n supérieur à un, on prend

-S/2 = o pour y — o et s,j = o pour y = x.

Des considérations analogues à celles que nous avons employées

ci-dessus permettent aisément d'établir que la série

Zi-\- Zi-k- . . . ^ Z,i+ . .

converge uniformément dans R, et représente l'intégrale cherchée.

6. Comme exemple d'équations d'ordre supérieur au second, pour

lesquelles s'appliquent sans difficultés les méthodes précédentes, je

citerai les équations suivantes étudiées à ce point de vue par M. De-

lassus dans un des Chapitres de son intéressante thèse {voir aussi
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Comptes rendus, iSgS). Ce sont les équations d'ordre n de la forme

^ d'+*z _

/.*

avec les conditions suivantes :

ï = o, I, p
A = G, I, . . . , ^

et en supposant P^pq^= i.

7. Je voudrais maintenant considérer des équations pour lesquelles

on ne puisse appliquer la méthode précédente d'approximations. Il

n'est pas difficile de trouver de tels exemples, nous n'avons qu'à

prendre l'équation du premier ordre

Supposons qu'on veuille trouver l'intégrale de cette équation se ré-

duisant, pour j? =: j"(,, à une fonction donnée F (j'). On peut former

les équations suivantes

dx
o,

t

àzn , , àz„-i

dx '' ' ûy

z^ prenant pour j:= Xo la valeur F (7), et les autres z s'annulant iden-

tiquement pour cette valeur de x. Mais on voit que l'on ne pourra

former les fonctions Sj, ...,-„, ... que si F(/) et a{x, y) ont des

dérivées partielles de tout ordre par rapport à y, et la convergence

du développement ne peut être établie que si Ton suppose que F( r)

et a{x, y) sont des fonctions analytiques. Il semble donc qu'on ne

puisse établir l'existence des intégrales de l'équation (8) qu'en admet-
tant que a(x, >•) est analytique. Quoique la question n'ait qu'un

intérêt théorique, elle vaut peut-être la peine d'être examinée.

Reprenons d'abord, à cet effet, l'étude de l'équation diflFérentielle

ordinaire

S=-^^^'^>'
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et plaçons-nous dans les hypothèses du n° 1. Nous avons trouvé une

intégrale prenant pour :r = jc-q la valeur j-q, soit

y = ¥(x,Xo,yo),

en mettant en évidence toutes les quantités dont dépend F. La fonc-

tion F est une fonction continue de a^, a^o et fo; elle a une dérivée

première par rapport à a:, mais toute la difficulté de la question qui

nous occupe est de savoir si cette fonction a une dérivée partielle du

premier ordre par rapport à Vq. Or les approximations successives

nous conduisent à la suite de fonctions

yi, y-i, •••» 7«' -y

se calculant de proche en proche au moyen des formules

.Ï'q

ï

JK« = yo+ / f{x,yn-x)dx,

et F(:r, J7o> .Ko) est la limite de j„. On peut calculer de proche en

proche les dérivées partielles

dy\^ dy^ ^ dy^

àfo' àyo'
'

âyo'

si l'on admet seulement que /(.i?, j) a une dérivée partielle du pre-

mier ordre par rapport à y. Il est donc bien vraisemblable que F aura

une dérivée partielle du premier ordre par rapport à jo- Nous le dé-

montrerons élégamment sans calculs en rattachant la question à un

problème traité plus haut; on va supposer que/(^, y) a des dérivées

partielles des deux premiers ordres par rapport à /. Il suffirait même

d'admettre que la dérivée ~, sans avoir de dérivée par rapporta y,

jouit de la propriété dont jouissait la fonction appelée /(^,j) au n° 1.

Je considérerai, dans ce qui va suivre, ^o comme une constante nu-

mérique et p désignera une seconde quantité numérique. J'envisage
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l'équation aux dérivées partielles

à-r df dy
(9)

ùx Cjo ày dyo

défînissant une fonction y des deux variables x et y„. D'après ce qui

a été vu au n° 3, nous pouvons l'intégrer en prenant les conditioas

initiales suivantes :

y=ro
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ce qui correspond au cas étudié (n" 5). On déduit de Féquation (lo)

^=/(^,r) + Q(^),

Q(a?) ne dépendant pas de ^ol on voit que Q(>2^) est nul, en faisant

dans cette relation ic„=:a, et Ton termine comme plus haut.

Ainsi, la fonction F(^, ^o> Jo) ^ des dérivées partielles du premier

ordre par rapport k û^q et k y^. Or, la relation

r = F(x, ,ro,7o)

peut manifestement s'écrire

puisque l'intégrale qui, pour la valeur œ de la variable, prend la va-

leur j}' aura en ^o la valeur y^,. D'après ce qui précède, F(xo, ^,y)
est une fonction continue de ^ et y, et elle a des dérivées partielles

du premier ordre elles-mêmes continues. Désignons cette fonction par

F(x,y),

en n'écrivant plus la constante a^^; nous aurons l'intégrale générale

de l'équation ~ =f{a:,y) sous la forme

F(x,y) — consl.,

et F satisfera à l'équation aux dérivées partielles

dF .^ . dF

dx -^ ^ '-^ ' Oy

Nous avons donc établi l'existence d'une intégrale de cette équation,

et par suite de toutes les intégrales, en supposant seulement que

f{x^y) est continue et a des dérivées partielles des deux premiers

ordres par rapport à y.

Ainsi, comme application, on peut établir l'existence d'un facteur

intégrant pour l'expression

dy+V{x,y)dx,

en supposant seulement que la fonction 'P{x,y) est continue et a

des dérivées partielles des deux premiers ordres par rapport à /.

8. Tout ce que nous venons de dire subsistera évidemment si les

fonctions considérées, au lieu d'être réelles, sont des fonctions com-
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plexes des deux variables réelles x et y. En particulier, le théorème

relatif au facteur intégrant qui vient d'être énoncé s'applique aussi

bien si l'on a

^ {X. y) = p{x,y) + iq{x,y\

p Qi q étant des fonctions réelles de x et y, jouissant des propriétés

indiquées.

Une application, qui offre quelque intérêt, se présente immédiate-

ment. C'est une proposition élémentaire, qu'une surface analytique

peut être représentée sur un plan, de manière qu'il y ait conser-

vation des angles : on a ainsi une carte géographique de la surface.

La démonstration bien connue de ce théorème s'appuie essentielle-

ment sur ce que la surface est analytique; elle revient à la recherche

d'un facteur intégrant. Avec l'extension donnée à cette dernière re-

cherche, nous n'avons plus besoin d'admettre que la surface est ana-

lytique. Soit une surface pour laquelle le carré de l'élément linéaire

se mette sous la forme

ds'' = E dx^- -{- i¥ dx dy -f- G dy^.

On peut, d'après ce que nous venons de dire, démontrer la possibi-

lité de faire la carte de cette surface sur un plan, si les trois coeffi-

cients E, F, G sont des fonctions continues de x et y, avant des dé-

rivées partielles des deux premiers ordres par rapport à v. Il suffit

même de supposer que les trois dérivées du premier ordre

dE oV oG
ày' ày' dy'

jouissent de la propriété admise pour la fonction /(.r, y) au n° 1.

Ces conditions, un peu dissymétriques, sont suffisantes; elles ne

sont sans doute pas toutes nécessaires, mais, pour s'en affranchir, il

faudrait trouver un autre mode de démonstration pour l'existence du
facteur intésrrant.
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NOTE II.

SUR LES GÉODÉSIQUES A INTÉGRALES QUADRATIQUES:

Par m. g. KŒNIGS.

1. Nous nous proposons dans celle Noie de dév^elopper la solution

complète du pi'obième des géodésiques qui admettent plusieurs inté-

grales quadratiques, problème partiellement traité dans le Tome III.

Si l'on cherche à exprimer que la fonction

(i) (p = a/?2_|_ 2^^^ _i_ C(jf2

est une intégrale pour le problème des géodésiques du ds"^

(2) <^s2=4^ dx dy

,

on trouve l'équation (n° 593, t. III, p. 3o)

l / „da db ^ àc \ q / „ àa db ^ de \ p

ï PQ , , ^
'^'^^ P(/ , j

t)À

(

^i-ïïiap^bg)^+7.^{bp + cq) — = o.

En raisonnant comme au n" 593, on reconnaît que l'équation ( 3 ) se

décompose en quatre autres, à savoir tout d'abord les équations

de _ da _
dx dy '

en sorte que l'on a

a = X, Z'^Y,

où X ne dépend que de ^ et Y que de j. Les deux autres équations

qui proviennent delà décomposition de l'équation (3) s'écrivent alors

d{b\) -^, ^d\— 2 -^7

—

- = A Y' -H 2 Y --

,

dx dy

dy dx
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OU encore, ce qui revient au même,

(4) _.6À=j(ÀY'^.Y|l)^ + (xX'+.x|)rfj.,

et, b étant définie par cette équation, l'intégrale =; prend la forme

suivante

(5) '^ = Xp--i- 2.b pq -r-\q-.

11 faut toutefois que la condition d'inlégrabilité dans l'intégrale (4)
soit satisfaite, ce qui s'exprime par l'équation

-—(a1i -*- 2\ -- )= — ( aV-h 2\ — ).
<fj^ \ dy I ox \ ox I

Développée, cette équation devient

(6) i\-r—-^3\' f-V). = 2^ —r-i-3\ 1-Y'X.
ôx- Ox oy^ Oy

C'est précisément l'équation (4i) du n»413 [II, p. 209]. Elle exprime
à cet endroit que, si x,y ne sont pas nuls. la transformation

amène le ds- à la forme de Liouville.

Si l'une des deux fonctions est nulle, tout ce qui a trait à l'inté-

grale (5) persiste, mais la forme de Liouville disparaît. .Nous sommes
alors dans le cas traité au n° o9i [111, p. 3i], et le ds- se réduit par

la transformation

/dx-— , y= y (Y étant nul),
yX

à la forme de Lie.

A l'égard de l'équation (6) on a remarqué au n° 413 [II, p. 209]
que, si (X,, Y,), (X,, Y,) sont deux couples de solutions de cette

équation, il en est de même du couple de fonctions

(aXi-h6Xi, «V,-r-6Yi),

où a, b sont deux constantes.

Plus généralement, si (A,, B,), (A,, B,), -.., (Ap, B^) sont p
couples de solutions de l'équation (6) et A,, A,, ..., kp des con-
stantes, les fonctions S/., A/, -/./B, constituent un couple de solutions.

D. - IV. 24
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Désignons, d'une façon générale, par tp,- l'intégrale qui, d'après les

formules (4), (5), correspond au couple X=::A,, Y = B/; l'intégrale

correspondante au couple (2:/:, A,-, SA^B,) sera, comme on le constate

sans peine,

S'il n'existe pas de système de valeurs des k^ (si ce n'est zéro) qui

annule à la fois S A; A,, SA-^B,-, nous dirons que les p couples

(A,,B,), ..., (A/,, B/,) sont indépendants. Si les /> couples sont in-

dépendants, pour aucune valeur des A/ l'intégrale o ne se réduira à

une constante ou à l'intégrale des forces vives qui est -~-
• 11 faudrait

en effet que les coefficients deyj»- et de q^ fussent nuls; cela ne se peut,

car ces coefficients sont justement S A,- A, et 2: A, B,, qui, par hypothèse,

ne peuvent s'annuler en même temps.

Nous pouvons dire qu'à p couples indépendants des solutions de

l'équation (6) il correspond p intégrales quadratiques indépendantes.

Nous nous proposons de rechercher tous les ds- dont les géodésiques

admettent plusieurs intégrales quadratiques indépendantes.

2. A la page 218 du Tome II a été posée la question de trouver

les ds' qui admettent plusieurs réductions au type de Liouville. Les

liens connus qui rattachent les intégrales quadratiques aux formes de

Liouville d'un ds'^ montrent que ce problème et le précédent n'en

font qu'un. Cependant, l'existence possible des formes de M. Lie peut

faire naître un doute. Il convient de le dissiper. Si l'équation (6)

admet un couple de solutions unique (X, Y), la forme de Liouville

est acquise au ds^, sauf le cas où l'une des fonctions X, Y est nulle,

car alors la forme de Lie intervient. Par contre, si Véquation (6)

admet plusieurs couples de solulions indépendants, />> i, la forme

de Liouville est sûrement acquise au ds-. On verra même, par la

suite, que la réduction au type de Liouville comporte p — i para-

mètres, si p est le nombre exact des couples indépendants de solutions

de l'équation (6).

La démonstration de la proposition précédente est des plus simples.

Quels que soient les p coefficients constants /{•;, l'équation (6) admet

le couple de solutions ^ki\,-, SA-jB/. Donc, si les A ne sont pas tous

nuls et si les B ne sont pas tous nuls, l'équation (6) admet un couple

dans lequel aucune des fonctions X, Y n'est nulle et la transforma-

tion (7) amènera la forme de Liouville.

Reste le cas où toutes les fonctions A, par exemple, seraient nulles.

L'équation (6) admet alors les couples de solutions (o, Bj) (o, B2) et
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un calcul facile prouve que le ds- est celui du plan. Comme le ds- du

plan possède des formes de Liouville, le théorème est démontré.

La forme de Liouville étant acquise aux ds- que nous étudions,

nous pourrons prendre, comme point de départ, une forme de Liou-

ville de ce ds'^ supposée connue. Dans ce cas, on le vérifie aisément,

l'équation (6) admet normalement le couple de solutions (X=:i, Y:=i).

Soit X, Y un autre couple de solutions; la transformation (7) fera

passer de la forme de Liouville du ds^ à une autre; pour ce motif,

j'appelle les fonctions X, Y des coefficients de transformation du ds'.

Cette locution abrégera beaucoup le langage. Si l'équation (6) admet

exactement p couples indépendants, nous aurons, outre le couple

(i, i) /?
— I autres couples (A,, B,), (A,, Bj), .. ., (Ap_,, Bp_,) et

l'indépendance de tous ces couples se traduit par ce fait qu'une équa-

tion de la forme

(9) A,(A,-B,)-^...^A-,^.fA,.-,-B,^,) = o

est impossible, sauf si les constantes k sont toutes nulles.

La réduction la plus générale du ds'^ à la forme de Liouville s'ob-

tiendra par les formules (7) qui seront ici

dx

(10)

/Al B,^ . .
. -^ bp-i Bp_, -\r kp

Si on laisse aux constantes k toute leur généralité, le ds- acquiert

une forme de Liouville que nous appelons son type essentiel et les

variables x'
,
y' sont les variables essentielles.

Pour certaines valeurs particulières des constantes A", le tvpe essen-

tiel dégénère et change d'aspect pour devenir un type singulier.

Les divers types essentiels d'un même ds'^ ont le même aspect et ne

diffèrent que par certaines constantes; par exemple, s'il s'agit de

fonctions elliptiques, les invariants ^,, ^3 pourront changer.

3. Ceci posé, proposons-nous tout d'abord de trouver les ds"^ dont

les géodésiques admettent plus de trois intégrales quadratiques indé-

pendantes. Nous prenons le ds- sous la forme de Liouville

{X,{T,)-Yy{y,)]dxdy,

où Xi^ —7-^ ^'\— —T^^î l'équation (6) devient alors, avec ces
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notations,

( i> = (X-Y)(X';-Y';)-f-(X.-Y,)(X"-Y")

(M) jL(X'-y')X',-4-(X'+y')y; = o.

y/

2

s/'i-

Posons, pour abréger,

I x; - y;
^' ~ "7^ \ Y.

7i =
. X', + Y',

(12)

A,
I t)Mog(Xi-Yi) _ ^ t)j-

X.-Yi ôx ôy Xi— Yj Xi — \ 1

en sorte que —ik^ est la courbure totale du cA-; faisons aussi

Le lecteur vérifiera que l'on a identiquement

(•4)

où l'on a posé

(i5)

dx ùy
- ^ /.-,() =.(X,- Y, )'^,

<j> = j —! X — )— Y -+- .>. A 1 1 \ — I )•

ôx Oy

L'équation Q = o entraîne donc * = o. Supposons que le ch- ad-

mette au moins quatre intégrales quadratiques indépendantes; outre

le couple (1, i), l'équation (11) doit admettre encore au moins trois

autres couples (Ai,BO, (A„ B^), (A3, B,), ce qui donne les trois

équations

dx "J

dx <^J '

5^^Ja;-3^B'3-h.Ai(A:3-B3) = o.

Si le déterminant

ôy

a; b; Ai-b,

a; b; a,- p>2

a; b;, A3-B3

= A
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n'est pas nul, il faut donc avoir

-—
- =0, —- = o, /j, = o.

àx dy

La courbure — 2 A", est donc constante.

La conclusion est la même si le déterminant est nul. Ce détermi-

nant nul exprime, en effet, que l'on a une équation de la forme

A3— B3 _ -/ Aj— Bj N

où f ne peut désigner une fonction linéaire, sans quoi il existerait une

relation de la forme (9). Dans ces conditions on constate facilement
» r» 4 p

que -—^ 6t-T^—^ ne peuvent dépendre que d'une seule des va-

riables x, y; de jk par exemple. Alors A,, A^, A3 sont des constantes

que Ton peut ramener à zéro en substituant aux couples (A,, B,) les

trois couples (o, B,— A,). On est donc ramené au cas où les fonctions

d'un même nom sont nulles dans plusieurs couples. Nous avons déjà

dit que ce cas était celui du plan ou des surfaces à courbure nulle.

Nous pouvons donc énoncer ce théorème :

5f un ds- admet plus de trois intégrales quadratiques indépen-

dantes, pour ses géodésiques, sa courbure est constante.

Un ds- de courbure constante admet exactement cinq intégrales

quadratiques pour ses géodésiques, comme on l'a vu à la page 210 du

Tome IL Si on le prend sous la forme simple

ds^-=
'^''^''

(X— r )*

l'équation (11) admet, en effet, les cinq couples

(i.i^. {x,y), (J^^rî), (x\y^), {x^,jr^).

Dans le cas du plan
ds- = dx dj',

l'équation (6) se réduit à X'=l''et admet les cinq couples indépen-

dants
(1,0). ix,i). (t,y), {x,y), (J-*,^').

On voit donc que, si un ds- admet plus de trois intégrales quadrati-

ques, il en admet exactement cinq. II n'y en a pas qui en possède

quatre ou plus de cinq.



374 NOTES ET ADDITIONS. — NOTE II, PAR M. KC*:NIGS.

4. Cherchons à présent les ds- qui admettent exactement trois

intégrales quadratiques et pour lesquelles, par conséquent, la cour-

bure sera variable. On a vu au n° 596 [III, p. 38] que si un ds-

admet à la fois une intégrale linéaire et une intégrale quadratique

pour ses géodésiques, il est de révolution ; et que, outre l'intégrale

quadratique en question et le carré de l'intégrale linéaire, qui est

aussi une intégrale quadratique, il admet une troisième intégrale

quadratique, indépendante des deux premières.

La réciproque de cette proposition est vraie; en sorte que, tout

ds'^ dont les géodésiques admettent trois intégrales quadratiques in-

dépendantes convient à une surface de révolution (nous disons pour

abréger ds''' de révolution).

Voici la méthode qui nous conduit à ce résultat :

Supposons que, par un procédé quelconque, analogue à celui qui

nous a donné l'équation <î> = o, on ait tiré de Q = o deux équations

linéaires de la forme

RiX'— R,Y'-4- R3(X — Y) = o,

S,X'-S2Y'+S3(X — Y) = o,

où les R et les S ne dépendent que des fonctions X,, Yj et de leurs

X' Y'
dérivées. Ces équations, résolues en -^—r^ • ;^ ^> donneront

X - Y ' X - Y ^'

d^où

(i6) e/log(X — Y) = P^^r+Q^j.

V dx -\- Ç^dy devra être une différentielle exacte, en sorte que les

fonctions X,, Y, devront vérifier la relation

^'^^ dy dx'

Celte condition vérifiée, posons P 0?^ + Q f/j' = (ilog//. La fonction u

ne dépendra que de Xj, Y,, comme P, Q, et l'équation (i6) donne alors

X — Y = C.k;

C désigne une constante. Il faudra que u soit de la forme /(.r) — g {y)

où /{:v), g{y) sont des fonctions déterminées, et l'équation précé-

dente donnera, a étant une constante,

X = C/{x) + a, Y = C^(7) + a.
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Dans ce cas, par conséquent, le ds^ n'admet pas d'autres couples de

solutions pour Téquation (ii) que (i, i) [/(j?), ©(/)]•

11 faut donc, pour que le f^5- admette trois intégrales quadratiques,

que toutes les équations linéaires analogues à * =: o se réduisent à une

seule, qui sera * ^ o elle-même, puisque l'on fait abstraction des ^5'

de courbure constante, les seuls pour lesquels * soit identiquement

nulle.

C'est ainsi qu'en posant
df^ dki

dx dy

* ^ 7^1",

T ayant cette expression

^, est une fonction sans importance.

Il est clair que Or=o entraîne * = et M" = 0. Il faudra donc que 'F

soit proportionnel à * ou que

dx dx

dx dv .5'!
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a\ec celte expression de 6,

/i est une fonction qu'il est inutile de calculer. Comme = o est une
conséquence de il = o, on doit écrire encore

àx dy

Nous n'utiliserons que la première de ces équations qui donne

ou encore

? = ?(/m).

Prenons alors une fonction quelconque de Ai, e(Ai). On aura

et comme on a trouvé

à^^ àkx ,^. ,,^^=(^'-YOa = (X,-Yi)/(/.i;,

^=(X.-YOP = (X,_Y,)a.(A-j),

il viendra

^;^=(Xi-Y,)[0"(/m)/{Ai)-0'(Ai)^(A-OJ;

/(/"i) ne peut être nul sans quoi a serait nul, et l'on verrait que la

courbure est constante. Dès lors, on peut trouver une fonction ^{ky),
contenant effectivement k^ et vérifiant l'équation

0"(/ù)/(/ù)-+-0'(A-i)?(/m) = o.

On aura alors —-— z= o, d'où résulte
ox dy

où \ est fonction de x, et tj de y. En résolvant, on trouvera

si \ (ou r.) se réduisait à une constante, a serait nul, cas écarté. On
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peut donc prendre ^, t, pour variables; or il vient

Ox ^ '
"

(Jy
"^ '' '

d'où

Ox oy
et enfin

( X,— Y, ) rfj- dy = '^ tr' dx (ly = -^^ d^z dr

.

Comme 4-' est fonction de ; -f- t. ainsi quey(Xi ), on a bien le ds- d'une

surface de révolution.

5. Le théorème étant ainsi établi, nous pouvons en déduire, par

une nouvelle méthode, les ds- de révolution à intégrales quadratiques.

Soit, en elTet,

ç(jr — y)dx dy

un de ces ds"- et (X,Y) un de ses coefficients de transformation;

comme le ds- ne change pas par le changement de (x, r) en {x -{- h,

y + h), il est clair que X{jc -\- h), Y {y -+- h) est encore un couple de

coefficients de transformation. Il en est de même du couple

7,

'

h
'

et, par suite, en faisant tendre h vers zéro, on reconnaît que X'(x),

^'{y) est un couple de coefficients de transformation. L'équation (i i)

admet donc ici les couples suivants de solutions

(Kl) (X,Y) (X'.Y) (X',Y') ....

Comme trois couples seulement peuvent être indépendants, il faut

que l'on ait deux équations simultanées de la forme

rtX''-r-6X'-T-cX-^rf = 0,

a Y' H- b X' -:- cY -r- <:/ = G,

où a, b, c, d sont des constantes.

La discussion de ces équations linéaires se fait sans difficulté et l'on

arrive ainsi à former le Tableau des ds- de révolution à intégrales

quadratiques sous leur forme caractéristique de révolution.

Cest ainsi que nous avons formé le Tableau I.

Dans le Tableau II, nous donnons les formes de Liouville à cour-

bure constante non nulle. Le premier type [pi-^-hy)— p{-^—/)] dxdy
est le type essentiel; les quatre autres types sont singuliers.

u^brX^
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Dans le Tableau III sont les types de Liouville du plan. Le premier

type est la forme essentielle, les cinq autres types sont singuliers.

En partant des types du Tableau I, il est facile de former les types

essentiels de révolution. Ces types sont au nombre de quatre, irréduc-

tibles les uns aux autres; le Tableau IV les représente.

La discussion détaillée des divers cas singuliers conduit à former

les types singuliers qui se rattachent à ces quatre types essentiels. Ils

sont contenus dans le Tableau V, avec l'indication du type essentiel

auquel ils appartiennent. Nous ne saurions entrer ici dans le détail

des calculs, et nous renvoyons le lecteur à notre Mémoire inséré au

t. XXXI des Savants étrangers.

TABLEAU I.

Formes de révolution à intégrales quadratiques sous leur aspect

caractéristique de révolution g{x ^i y) dx dy.

/ .T-y .r-.r \

"* "" / x-y ) -.r \2 "•^«'^)

e ' — e -
I

Couples de solutions de l'équation (ii) : (i,i), (e-^, eJ
), (e^*', e-y).

2. ds-^^\ae 2 -hbe-^^+y^Jdxdy,

Couples de solutions de l'équation ( 1 1) : (i , i), (o, er), (e^, o).

3. ds- = :- b dx dy,

Couples de solutions de l'équation (i i) : (i, i), (a?, y), (x-, y-),

4. ds^ — (x -hy) dx dy,

Couples de solutions de l'équation (ii) : (i , i), (x, y), (o, i).

Remarque. — Le premier type peut encore s'écrire

x'— y'
a cos 1- b

ds- = Ç ,— dx' dy',
. „ ^ — y

sin2 ^
2

avec les couples de solutions (i,i), (cos,r', cosy'), (sin,2;', sin^').



GÉODÉSIOCES A INTÉGRALES Q L" AD R A T IQU ES. 3/9

TABLEAU II.

Formes de Liouvîlle à courbure constante non nulle.

I. ds^= [p(x -hy) — p(x— y)]dTcfy.

Expression générale des coefficients de transformation [^(Jc),^(y)],

où Ton a

«l»(j')= Lop(a-)-i-L,p(a-^- w,)+ UpCr — wj)-j- L3p(xH- wj)-f- 1.4.

ds^
Lsin-( j- -!- k; sin-(j-

—

jrj^ ''

Coefficients de transformation [4»(ar), 4»(^)].

^(x)= -T-^ 1 \ h Lj cos4 j- + Lj C0S2X — Li-
sin^j- cos*a:

ds"'— -^—- -dxdy.

Coefficients de transformation [*(ar), ^{y)\-

*(.r)= Losin4j--T- Li siniJ- -^ LiC0s4a: — L3 cos-2X -+- Lj.

ds- = — dx dy.

Coefficients de transformation [4>(a:), *(j')].

*rx)= -^ -4- L, j-î— L.^ri-i- L3J-6-4- Lj.

ds^-^
^^^>'

^x—yf-

Coefficients de transformation [*(ar), 4»(^)].

<ï>(j-)= Loa-'— hix^^ LiX'- ^ L:iX -^ Li.

Dans ces formules les L sont des constantes arbitraires; p{x) est la fonction

de M. Weierslrass.
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TABLEAU III.

Formes de Lioiiville à courbure nulle.

i. ds^= ( e^+-r -+- e-^+:) -t- e^ -+- e-^) dx dy.

Loeilicients de transformation À + i i

A

2. ds^-=( e^+y+ e-^-J ) dx dy.

n ce • , A . c .• 1 (J-C^"^— (?-^) + v , [j-'er-f-v'
Loetlicients de transiormation À -i- , a -f- '

ds''- — e"^ "-y dx dy.

Coefficients de transformation \ + !—
, X -*- —'-

4. ds^ = \a? -^y — X —y ) dx dy.

Coefficients de transformation X,r^+ ~ hv, \y^-+- 1-^*'-

5. ds- = [x -^y — X — y) dx dy.

Coefficients de transformation lx--h ixa^-f-v. 1}'--+- -- -+- v'.

6. ds^ = dx dy.

Coefficients de transformation Xx--i- ij..v -+ v, Xy2_|_ ^^'y -f- v'.

Dans toutes ces formules, "K, ;x, v, ;j.', v' représentent cinq constantes entièrement

arbitraires.

Le premier type de ce Tableau, qui est le type essentiel des ds^ de courbure

nulle peut s'écrire encore

ds^ = {cof-x' -hy'— cosir'— y') dx' dy',

avec les coefficients de transformation

., acos-o-'+ v ^ ix'cosy'-hv'
A + '- r-^~-, , 1 -h r^^—

1

•
sm^x sin-j'
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TABLEAU IV.

Types essentiels des ds- de révolution.

\
ds-= X[p(x -i- y)— p{x — y )] c/x dv

I -hBfpix-i- j-f- ">i) — p(x — y -^(Mi)] dxdy.

Coefficients de transformation

[j>(j7) -h pix -+ w, ), p(j) -f- p(r -*- f^i )'>

\p(^X -+- wj) -i- p(x -i- W3), J)(^ — wj) -t- p( J^-r- wj 1].

\ f/s- = A (cos \x -^ y — cos \x — y^ dx dy
2. '

.,

\ -H B(cos2^- — j- — C0S2X — y) dx dy.

Coefficients de transformation (o, -r-^ ) > ( -r—— •. o),
\ sin^ï)'/ \sin-2j: /

3.

l ds^- = A r 2=r^. 1 dx dy
} \_s\n^-x-r-y sinîj- — jj

f -t- B(cos-2jr -^ ^ — cos2Jr — y) dxdy.

Coefficients de transformatio
\sin-;x sm^yj \cos^x cos-y/

. dsi = \(x -t- y '—X — yj dx dy -+- B (.r — y'— x- y ) dx dy.

Coefficients de transformation ( "t^ ' o), ( o, — j
•

Dans ces formules, A, B sont deux constantes qui changent d'un ds' à l'autre.
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TABLEAU V.

Types singuliers des ds- de révolution (').

Types équivalents au type essentiel IVi.

^— y Ia ces —h- o

i. dx dy.

Coefficients de transformation (cosa?, cosj^), (sina:', sin^).

fa- b

• ^^ -^ y «^ — y
sin2 ^ sin2 ^

dx dj

.

Coefficients de transformation (cos:r, cosj'), (cosaa?, co?,-2y),

3.

;os2 ^ cos2 ^ . .x-r-y • -.-^'—ysin2 •— sin- —
dx dy

4.

Coefficients de transformation fcos2:r, cos2 v), (
—.—— , ^ )

\sin-'^ sin-j'/

; + '-

r dx dy.

Coefficients de transformation {x'*,y'*), (x^, y'^)

Types équivalents au type essentiel IV2.

[ ae-^^+j) + 6e-2> t-.v)
] dx dy.

Coefficients de transformation (e--^', o ), (o, e-y).

\_a ^ b\x -i-y — X —y )j dx dy.

Coefficients de transformation {x^,y-), (0,1).

[a{e^-'->'+y^ — e-2(x-y)j_^_ è(e4(x+-j) _ g-K^r-j))] dx dy.

Coefficients de transformation -— — , o (o,e~'*y).
\_(e^-' — e-^'^y^ J

(
'
) La concordance entre les types du Tableau V et leurs types essentiels du

Tableau IV s'établit par certaines relations qui permettent d'exprimer les con-

stantes a, b en fonction des constantes A, B.

S.

6.
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Types équivalents au type essentiel IVj.

8. T -^ b\dx dy.

Coefficients de transformatioD (ar. y), (x',)'*).

9. Sa\{x^Yr—{x—yy-\^b\ ? '——1 } ./a- </k.

10.

Coefficients de transformation (x-, y-), ( —^ > —: |'

r M- 6eî(-f+r'l <ir r/j'.

Coefficients de (e-^-^, «--.>), (e-*-^, e- -.' ).

Type équivalent au type essentiel IV^.

11. {x ^y) dxdy.

Coefficients de transformation {x, y), (o,i).

0. .Notre atlenlion doit actuellement se porter sur les ds- qui ad-

mettent exactement deux intégrales quadratiques.

La symétrie de l'équation (ii) manifeste d'abord ce fait intéres-

sant (*) que si X, Y est un couple de coefficients de transformation

pour le ds-

(i8) ds'-=\^\i — \i)dxdy,

d'autre part X,, \y est un couple de coefficients de transformation

pour le ^^-

(19) ds\ = {y^ — Y)dxidyi.

Nous disons de ces deux ds- qu'ils sont réciproques l'un de l'autre.

Deux surfaces admettant deux ds' réciproques seront dites aussi ré-

ciproques. Deux surfaces réciproques se correspondent point par

point de sorte que les géodésiques de chacune ont pour images sur

l'autre des familles de coniques géodésiques {voir le n° 387, t. III,

p. i6).

En appliquant cette remarque aux ds- des Tableaux 111 et II nous

avons formé les Tableaux VI et VII.

(') Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. CI\.
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TABLEAU VI.

Réciproques des û?5^ du plan.

/ .r -4- V , X — y
I [X cos '

1- V [JL ces \-

1. ds'- =
I

^^
I
dx dy.

\ . X -~ V X — y ' -^

\ sin- '—- «in- '—

\ -x 1

Coefficients de transformation (cos^r, cosjk).

2. Js2= ^— '- 1- -—; dxdy.

Coefficients de transformation (e--^, e^'-y).

ds^- = ^—

^

, 'r- T, \

— dx dy.

Coefficients de transformation (e-^, o).

ds- = Ixy H '

i i- dx dy.

Coefficients de transformation {x-, y'^).

ds'^ — \xy -)- -, \- v(x -^ y) -\- o\ dx dv.5.

Coefficients de transformation {T,y).

6. <r/s- = ( À Tf + [XX -\- 'Iy -H p ) dx dy.

Ce dernier ds'^ est de révolution type V^ si \ n'est pas nul, type V,, si \ est nul
;

c'est un d&^ à courbure nulle si, X étant nul, [j: ou v le sont aussi.
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TABLEAU VII.

Réciproques des ds- de courbure constante non nulle.

ds^=S.,i[p{x-^y) — p{x— y)\dxdy

-t- A, [p(a* -i- y — t^i) — p{x — y -\- <ai)\dx dy

-\- ki[p{x -^ y ^ iài)— ji{x — y -^- wt)\dx dy

-^ A3[p(x ^ j -H a>3^ — p(x — j>' + C03)] dx dy.

Coefficients de transformation [jp{ix), p(2^)].

ids^-

= Ao , / r-^ ; dx dy
lsin*-(x-!-y) âiu-t^x

—

y)}

Al I I
dx dy

\^cos-t^x-hy) coî,-{x —y)}
-+- Aî[cos2(x4-^) — cos2(a-

—

y)\dxdy

-H A3[cos4(ar-4-7) — cos^(x—y)] dx dy.

Coefficients de transformation |
-^—-— ,

-;-—— )•
\s1n-2x sin-2_» /

ds^= Ao[sin4(x-^y I— s'in ^x —y)] dx dy

-+- A,[cos4(a: -1-^) — cos4(j: —y)] dx dy

-4- Aî[sin2(a:-!-^) — sin2(ar —y)\ dx dy

-r- A3[cos2(x-+-^) — cos2(a- —y)]dxdy.

Coefficients de transformation ( o, -. )•

\ sin-2»/

385

ds^• ^ A, r
'-

;
-

,
'—,

1 dx dy

4 l
-i-At[{x-hyy —{x—yy]dxdy

A,f(x-+-^)* —{x—y)^]dxdy
Aj[(ar-i-7)« —{x— yy]dxdy.

Coefficients de transformât!ion ( -^, -^ )
V-r- y-/

ds^= Xo[{^-^yy-{^—r)^]dxdy
-^Ai[(x-\-yy—{x—yy]dxdy
-+- Aj [{x -hyy— (x —yy] dx dy

-1- A3 [(07-4-7) —{x—y)]dxdy.

Coefficients de transformation ( o, —- )
•

D. — IV. 25
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7. Si Ton essayait d'appliquer la même remarque aux Tableaux

des ds^ de révolution, on ne trouverait rien de nouveau; ces ds''' se re-

produisent, en effet, les uns les autres par réciprocité, sauf ceux du

Tableau I qui sont réciproques à des éléments du plan. Les Ta-

bleaux VI et VII nous présentent seuls des solutions nouvelles.

Tous les éléments du Tableau VII sont des formes essentielles, qui

admettent comme formes singulières les éléments du Tableau VI.

Sauf toutefois le dernier élément de ce dernier Tableau qui est de ré-

volution. Ainsi :

VI] admet comme forme essentielle VIIi,

VI2 et VI4 admettent » VII2,

VI3 admet » VII3,

VI5 admet » VII4.

Il est à remarquer que le dernier type VII5 du Tableau VII n'admet

aucune forme singulière.

Ces divers résultats s'obtiennent sans difficulté ;
il suffit d'effectuer

pour chaque ds- la transformation (7) en prenant pour X, Y les ex-

pressions les plus générales possibles.

Par exemple, le ds'^ VII5 admet les coefficients de transformation

o, — 1; ses variables essentielles sont données par les quadratures
7V

(20)
r dx

, r dy

J u m J / Il

changer x'
,
y' en -—5 -^ est sans importance; nous pourrons donc

toujours supposer que m, qui ne saurait être nul, est égal à i. Les for-

mules (20) deviennent

(21) x' = x, y=s/y^^ri,

en négligeant des constantes additives sans importance. Si l'on intro-

duit ces nouvelles variables dans \ç^ds'- VII5, on trouve que ses quatre

coefficients (Aq, A,, A2, A3) doivent être remplacés par les suivants

(Ao, A,, A2— «Ao, A3— rtAi), en même temps que x, y par x\ y'.

Le type n'est donc pas changé et l'on reconnaît ainsi que VII5 est un

type essentiel, sans type singulier.

8. Le calcul analogue pour le passage de VI, à VIIi est plus com-

pliqué; il offre un exemple intéressant de calcul de fonctions ellip-

tiques.
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Considérons le type Vil,, on constate que son type singulier VI,

peut recevoir la forme

/ Ao A, A, A., \ dxdy
(22) / . ! \ 7^

\ sin- ^ sin* ^ CCS- ces — J

\ j. }. 1 2 /

et que, par un choix convenable des variables, on peut aussi l'écrire

^ ' L (" — ^) f " -T- v;- ti — UK)- ii-T-«ti-j

Ce ds"- n'est autre que celui qui a été considéré à la page 2 15 du Tome II.

Il présente une propriété remarquable qui consiste en ce que, si ion

échange entre eux les coejjicienls A,,, A,, A3, A4 d'une façon quel-

conque, le ds- reste équivalent à lui-même : les transformations cor-

respondantes effectuées sur les variables u, v forment un groupe de

substitutions linéaires, savoir

( u'= u \^— I ,
t'' =— v\^— i),

iu'= u)/— i. t = </— 0>
IL-T- i

,
V

, V = —
V —

Si, dans le type VU,, on change les invariants g^, g^ des fonctions

elliptiques, ce type reste équivalent à lui-même. Les divers tvpes VII,

ne diffèrent les uns des autres que par les valeurs des constantes A^,

A,, A,, A3, entre lesquelles il n'existe aucune relation d'ordre et

qui interviennent symétriquement. Nous leur donnons le nom à'inva-

riants du ds-.

9. Si l'on cherche la condition pour qu'un ds- de la forme VII,

admette pour ses géodésiques une transformation infinitésimale qui

ne conserve ni les lignes de longueur nulles ni un réseau orthogonal

de coniques géodésiques, on trouve qu'il faut et il suffit que lun des

invariants soit nul, par exemple Aq^t: o, et que les trois autres vérifient

une équation de la forme

— /a, ±: v'^ÂTi y/Aj = o

Tout ds'^ réductible à l'une des formes du Tableau MI se trouve

être représentable géodésiquement (n°o97 et suivants) sur un ds- du

type VII,. On voit que l'on connaît ainsi tous les types du Tableau VII

qui admettent des transformations infinitésimales de leurs géodé-

siques.

Cette remarque conduit à la solution complète du problème par-
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tiellement résolu par M. Lie des géodésiques à transformations infini-

tésimales.

10. Nous allons actuellement montrer que les Tableaux formés

ci-dessus fournissent la solution complète du problème que nous nous

sommes proposé.

Il s'agit, au fond, de l'intégration complète de l'équation 12 r= o.

Pour les équations de cette nature, Abel propose d'éliminer toutes les

fonctions inconnues, sauf deux, entre l'équation proposée et celles

que l'on en déduit par dilTérentiation. Les deux fonctions conservées

devront dépendre d'arguments différents z et t. En laissant constant

l'un des arguments, t par exemple, il reste une ou plusieurs équations

différentielles que doit vérifier la fonction unique de z qui a été con-

servée. C'est ainsi, par exemple, que l'équation (17)3 lieu seulement

entre Xi et Yj ; en laissant x^^ constant, nous obtiendrons une équation

différentielle pour Yj. Mais cette équation est très compliquée. La

forme simple de l'équation Q =: o se prête par contre à une étude di-

recte des fonctions X, Y, Xj, Yj et à leur détermination complète.

Nous démontrerons en premier lieu que ces quatre fonctions sont

uniformes dans tout le plan et ne peuvent avoir à distance finie

d^autre singularité que des pôles doubles à résidu nul.

Les démonstrations, dans le genre de celle que nous allons exposer,

exigent des précautions particulières, dont l'oubli enlèverait toute va-

leur au raisonnement; aussi allons-nous préciser, pour commencer,

ce que nous entendons par un système de solutions de l'équation Q.r=zo.

Les fonctions X, Y, Xj, Yj seront avant tout des fondions analy-

tiques de leurs arguments, au sens que M. Méray, en France, et

M. Weierstrass, en Allemagne, ont précisé; c'est-à-dire que, pour

chacune de ces fonctions, il existera une région du plan affectée, s'il y
a lieu, de coupures ou de singularités isolées, mais autour de chaque

pointée de laquelle, sauf aux points singuliers, la fonction soit repré-

sentable par une série entière en ^ — Zq^ convergente dans un cercle

de rayon non infiniment petit. Tel est le cas des intégrales des équa-

tions différentielles, et tel est par conséquent le nôtre, puisque la mé-

thode d'Abel permet de former pour chacune des fonctions une équa-

tion différentielle qu'elle doit vérifier.

Appelons <Rx, cRy, Si\^, cR-y, les régions du plan où sont définies les

fonctions X, Y, Xi, Yj respectivement. L'équation 12 r= o suppose entre

les arguments x, y, x^, y^ les relations

(2.0 x,^—^,
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il faut donc admettre qu'il existe dans <^x une région §x et dans êi-x

une région §y, telles que si û: est dans S^ et j dans S^ les points ^i,

j, qui leur correspondent par les formules (24) sont dans les régions

^x.j «^Y, et telles, en outre, que Q y est nul identiquement.

Prenons alors un point x'^ dans Sx, un point y" dans Sy de manière

à éviter pour or», j» et pour ^°= -^ , jj = —p^— les positions

singulières. On pourra tracer autour de J?'* comme centre un cercle à

l'intérieur duquel X est représentable par une série entière en x— j;»;

on pourra même augmenter le ra^on du cercle de façon à y laisser

pénétrer des pôles de X s'il s'en présente, mais en s'arrêtant assez à

temps pour exclure du cercle toute autre espèce de singularité. La

même chose peut être dite pour Y, Xj, Yj.

Les points a;°, y'^, x\, y\ sont ainsi les centres de cercles C,C',C,,

Gj de rayons p, p', pi, p',, à l'intérieur desquels les fonctions X, Y,

X,, Y, sont respectivement des fonctions uniformes, dénuées de sin-

gularités autres que des pôles.

11 faut bien observer que nous ne savons pas a priori si les cercles

C, C sont entièrement compris à Tintérieur des régions Sx> ^y ;
mais

on peut au moins affirmer l'existence de cercles D, D' concentriques

aux cercles G, G', intérieurs respectivement à ces cercles et aux ré-

gions §x, -5y-

Je dirai que le système des valeurs x, y, Xi, y^ appartient au champ

G(p, p', p,, pj) si ces valeurs vérifient les conditions suivantes :

1° Les relations

Xi = T^^J JKi =
/2 ^2

2° Les inégalités

\
x — x^ <p, I r — r" I < ?'>

l^i-^îl<?i \yy-y\\<?\^

en sorte que les points représentatifs des variables x, y, Xi, y^ sont

respectivement intérieurs aux cercles G, G', G|, G',.

Présentons quelques remarques relatives au champ 2(p, p', pi, p'i).

Soit x', y, x\, y\ un svstème de valeurs appartenant au champ et

que nous représentons par quatre points dans les plans représentatifs.

Sur le segment rectiligne x'^x' je prends un point x tel que le rap-

port des longueurs —^—7 ^X; }. est compris entre o et i. De même je
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prends sur j» j' un point y tel que -^ ^^, = l, et je pose alors

— cr -h V — ic — y

Il est clair que le système des valeurs (.r, j, x^, y,) est intérieur

au champ G(p, p', pj, p'J.

Seconde remarque : Comme l'on exclut le cas où le système des

valeurs x'
,
y', x^, j, seraient sur la limite du champ, les quatre diffé-

rences

l^'-^"|-p. \y-y'\-?',

\x' -x<> -^ y—yo
j

— y/ap,, \x'~-To — y— yo\ — ^^p\

sont toutes négatives et aucune n'est nulle.

Appelons 2 s une quantité positive inférieure à la plus petite des

valeurs absolues de ces différences; les expressions

(25) la?'— a70| + £ — p <o,
] y_ _^o

j

_+_ £ _ p'<^ o,

( la;'— a^o-t-y—jKo
I

-+-2S — v/2p,< 0,
(25')

X '— x^ — y'— yo
j

-4- 2 £ _ y^2
p'i < o

sont encore toutes négatives.

Cela posé, décrivons autour des centres x, y déjà construits deux

cercles Dj, Dj. de rayon e; prenons dans D^ un point x et dans Dj un
point y, posons ensuite

X -{- y X — y

V2 v/2

je dis que le système de valeurs (x, y, x^, y^) appartient au champ

On a, en effet,

\x— x'^\ = \x — x-\-x — x^\<,\x — x\-i-\x— x°\,

mais, par hypothèse, on a

\x 37
I
< E, \x ipoISlip' X^\,

donc

\x— xO\<:\x'—x'>\-hz,

or le second membre est inférieur à p d'après les inégalités (25).

On prouve de même que
|
/ — j"

|
< p' et que

| ^, — .icj
|
< pi,

l7i-JÎI<P'i-
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Nous allons déduire de ces diverses remarques la proposition sui-

vante :

La /onction Q supposée nulle quandx est intérieur à -S^ et y à ^\ se

trouve nulle dans tout le champ £(p, ?', Pi, ?'i).

En effet, soit ar', v', a:\= : > v', = —^e^ un système de va-

leurs pris dans le champ et £ le nombre positif dont il vient d'être

question.

Je divise le segment x^x' en m segments égaux, et de même le

segment rS'. J'appelle

x». ar', a:*, ..., ar»'-», x\

y", jS y-^ •••• y"*-'' y'

les points de division et je suppose m assez grand pour que la distance

de deux points consécutifs soit, pour les deux segments, moindre

que s. J'observe que, d'après la première remarque, le système de

valeurs

.r'— V'
i

X'— V'
^', y'y ^'i=—7-^' j'i = —p^'

est intérieur au champ 3(p,p', p,, o\). De plus, d'après la seconde re-

remarque, si l'on décrit les cercles D^., D^-i de centres x\ y' et de

ravon t, un point x pris dans Dj^i et un point r pris dans Dj^ défi-

nissent un système de valeurs x, y, a;,, y^ intérieur au champ.

Cela posé, nous aurons d'abord un cercle Dj,' et un cercle D^.' de

centres a:", y'*. Ces cercles sont concentriques aux cercles D, D' déjà

définis et à l'intérieur desquels la fonction O est nulle.

Si donc D et D' comprennent D^o, D^, la fonction Q. est nulle dans

ces deux derniers cercles, c'est-à-dire, si x est pris quelconque

dans Da-' et r quelconque dans Dy>. Par contre, si D^-o et D,-' sont l'un

ou l'autre (ou bien l'un et l'autre) plus grands que leurs cercles con-

centriques D, D', la fonction Q qui se trouve nulle dans D et D', c'est-

à-dire dans des portions finies de D^.^ et de D^n et qui de plus est

uniforme dans ces cercles devra être nulle dans toute leur étendue.

Ainsi, dans tous les cas, O est nulle dans les cercles D^t'i D^-o.

Passons aux cercles D^', D_,.<. La fonction Q est encore une fonction

uniforme de x, y dans ces deux cercles ; de plus, elle est nulle dans les

portions finies que ces cercles ont en commun avec les deux précé-

dents (la distance des centres étant plus petite que la somme des rayons

qui sont du reste égaux); donc la fonction Q. est encore nulle quand x
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est pris quelconque dans D^' et/ quelconque dans Dyi. On continuera

ainsi de proche en proche jusqu'aux derniers cercles D^;', Dy.

La fonction 12 sera nulle dans ces deux cercles et, en particulier,

au point {a:'
, y'), ce qui démontre le théorème.

Il est maintenant facile de déduire de ce théorème la proposition

fondamentale que nous avons en vue.

Désignons par Œj la plus petite des quantités pi, p[ et appelons E un

cercle, concentrique au cercle C, de rayon ^ cti ; appelons aussi E' le

cercle concentrique au cercle G' et de rayon / ^2 — 7 ) «^i-

On constate aisément qu'il suffît que ce soit dans le cercle E et y

dans le cercle E' pour que les points 0-1= —~, fi= =^ soient

intérieurs respectivement aux cercles Ci et G'j. On a, en effet, par

hypothèse,

l^-^K^^i. l7-7ol<(v/^-|)ai,

donc a fortiori

\x — x^-^y—y^\-^ \x — xç,\'\-\y — y^\<_ /2J1

,
— .7-9

y — .ro

y/'i s/i

< ^i^pi;

on prouve de même que
|
/i — /? | < P 1 •

Prenons alors y', y", y'", trois positions de y, dans le plus petit des

cercles concentriques G', E' et .a? dans le plus petit des cercles con-

centriques G, E, Les trois systèmes de valeurs

^, y
? H-jK se—y

00, y", —/ , —^-

,

X, y
y X — y

s/i y/

2

sont intérieurs au champ 3(p, p', pj, Pj), car il suffît que x^ y soient

intérieurs à E, E' respectivement pour que ^1, j'i soient intérieurs

a v-jj, L^i

•

Désignons par /(^, /) la fonction Q; nous sommes en droit de

poser les équations
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Ce sont là trois équations linéaires X, X', X", qui pourront être

résolues par rapport à ces quantités, si un certain déterminant Z n'est

pas nul. Réservons ce cas; nous aurons, en particulier,

X = Jl(x),

où Si. est composé rationnellement avec les fonctions X,( —7=^)»

H'vf} H'Tf} ^(^-^)' H"^} ^<#)'
Y(j^), Y{y'), Y(y*),et leurs dérivées. Si donc on laisse y, y, y'

constants, c'»l(j?) est une fonction uniforme de x en même temps que

les sis. premières de ces fonctions, c'est-à-dire, eu égard au choix

de y\ y, y* , tant que x reste intérieur au cercle E. La fonction â{.{x)

est donc uniforme et dénuée de points singuliers autres que des pôles

dans tout le cercle E.

D y a deux cas à distinguer :

1° Le cercle E est intérieur ou égal au cercle C; nous sommes alors

en droit d'écrire

2° Le cercle E est extérieur au cercle C; la fonction X est uniforme

dans le cercle C et égale dans tout ce cercle à une fonction à\.{x) que
nous savons être uniforme non seulement dans le cercle C, mais

encore dans le cercle plus grand E. La fonction .:R.(ar) permet donc de

prolonger la fonction X dans tout le cercle E. Reste à savoir si cette

fonction ainsi prolongée vérifie bien encore l'équation Q = o.

Nous voyons bien que le rayon d'uniformité p de X peut être rem-

placé par le rayon plus grand i t,, mais nous ne savons pas si Q. est

nulle dans le champ S/ 4rTi, p', p^, p'j ]. Or, c'est à quoi répond le

théorème qui a été établi plus haut. En vertu de ce théorème, la

fonction Q, qui est déjà nulle autour de x^, y", doit l'être encore dans

tout le champ d'uniformité des fonctions X, Y, Xj, Y,.

En résumé, nous voyons que, si p est plus petit que ttTi, la fonc-

tion X, qui vérifie l'équation û =; o, est susceptible d'un prolonge-

ment analvtique dans l'intérieur d'un cercle de ravon ^ 7, sans cesser

de vérifier l'équation; nous pouvons donc écrire dans tous les cas,
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p étant le rayon d'uniformité de X,

P^F-i

On prouvera de même qu'on peut prolonger au besoin la fonction Y
de manière à avoir

M
et cela sous le bénéfice de l'hypothèse qu'un déterminant analogue

à S, et que j'appelle H, ne soit pas nul.

Maintenant, la symétrie de l'équation Q = o nous prouve que l'on

peut permuter dans les raisonnements les couples de variables^,/

6t -3^1, /i ainsi que les couples de fonctions X, Y et Xj, Yj. Puisque,

dans l'état actuel, on a

^^.. p'ïi».,

en désignant par a la plus petite des quantités p, p', on prouvera que

l'on peut prolonger Xi,Yi de manière que les nouveaux rayons de

convergence pi, p'j de X,, Yi soient au moins égaux à ^c, c'est-à-dire

au moins égaux à (^ j œj, car a est au moins égal à | d^. Si l'on dé-

signe par (Tj la plus petite des quantités pi, p'j, on aura donc

Si l'on répète indéfiniment ce raisonnement en prolongeant tour à

tour le couple X, Y et le couple X,, Yj, on voit que les nombres a, Œj

croissent indéfiniment, c'est-à-dire que les fonctions X, Y, Xj, Yj,

ont autour de x^, j'^, œ\, y\ des rayons d'uniformité infinis. Les for-

mules qui servent à prolonger les fonctions nous apprennent de plus

que nos quatre fonctions n'ont, à distance finie, d'autre singularité

que des pôles (^).

Il y a un cas où la démonstration précédente tombe en défaut, c'est

celui ou l'un des déterminants E, H ou bien l'un des deux détermi-

nants analogues Sj, Hj relatifs aux fonctions Xj, Yj serait nul. On
constate que la raison de symétrie et le changement de/ en — y per-

mettent de s'en tenir au cas où c'est E qui est nul. Or E =:: o est une

(') Ce théorème et sa démonstration sont susceptibles d'une extension que j'ai

énoncée dans les Comptes rendus.
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équation facile à discuter et le résultat de la discussion est que le

théorème ne cesse pas d'être vrai.

11. Les pôles des fonctions X, Y, X,, Yj possèdent des propriétés

déterminées que nous allons démontrer. En premier lieu, on a ce

théorème :

Tout pôle a de toute fonction X, Y, X,, Yj est double et le résidu

qui lui est relatif est nul, en sorte que, dans le voisinage du pôle a

la fonction possède la forme

(-— «.)-

où E(s — a) représente une série entière en z — a. Pour démontrer

ce théorème pour la fonction X on posera, m étant Tordre du pôle

Y/^\ '« A,„_, Al
A.{x) = j- —.. .- -r- E(a: — a),

{x — ayn ,x — a)'«-i x — a ^ '

OÙ E ( j:— a) est encore une série entière en x — a ; en portant cette va-

leur dans û, on aura un résultat de la forme

,-, • /H+s
,

P/ji-t-l
,

P»
,

Pi
. r/ \

ii = -^ —r -f-. . .H H '- L( 3- — a).
^x — a;'"-- I r — « i'"-' \x— af- x— a '

Comme £2 doit être nul, il faut, avant tout, que l'on ait

V,n—ï = » /«— 1 = . . . = F* ^ Pi = O,

et notons, en passant, que ces conditions expriment seulement que
Q. reste fini, quel que soit y, pour x ^^ a.

Or on trouve tout d'abord

P,„.,= .(».,)A„[x,(iI^j-V,(^)],

ce qui donne la condition très importante

On trouve ensuite

Si la quantité entre crochets est nulle, on voit, d'après le résultat de

la différentiation de l'équation (26) que X,, Yj sont constants. Le ds'^
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est celui du plan; or sur le ds''- du plan, le théorème se vérifie {voir

le Tableau III). Ce cas exclu, il reste donc

m —^2 = 0,

le pôle est double.

En outre, on trouve pour P„j, c'est-à-dire P2, cette expression

P _ ^1 -.(^)---(^)>
/'^ / \ y/

donc P2=o nous donne Ai=:o, en mettant de côté le cas du plan

pour lequel, du reste, le théorème est vrai. Quant à Pj, il se trouve

nul de lui-même.

Le théorème est donc démontré et, en outre, nous pouvons ajouter

que, si, pour un pôle double a, à résidu nul, deX{jc) a lieu la rela-

tion (26), la fonction reste finie d'elle-même pour ^ := a, quel

que soit y.

Ajoutons que l'on prouve les mêmes propositions pour les fonc-

tions y, Xj, Yj. Par exemple, si b est un pôle de Y, on doit avoir

l'équation analogue à (26),

L'existence de plusieurs pôles entraîne la périodicité. En partant de

l'équation (26) ou de l'équation (27) on prouvera les théorèmes sui-

vants :

Si a, a' sont deux pôles de X ou deux pôles de Y, l'expression

y 2(a — a') est une période des fonctions Xj et Yj.

Si a est un pôle de X et b un pôle de Y, les fonctions de z

. a-\-b \ fa —

h

Al — -~ 1-^5 Yi

sont paires.

Si zéro est un pôle de Y, les fonctions Xi(s), Yi(5) sont iden-

tiques.

Ce théorème est curieux, car il caractérise les formes de Liouville du

type
[cp(a7-t-jK) — <:i{x —y)\dxdy.

Il est clair que dans ces divers théorèmes on peut permuter les

couples de fonctions X, Y et Xi, Yj.
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12. Je vais montrer l'usage que l'on peut en faire pour déterminer

toutes les solutions doublement périodiques de l'équation Q = o.

Il résulte dabord des théorèmes ci-dessus que, si a, a', a" sont trois

pdles de X ou trois pôles de Y tels que le rapport —^ ne soit pas

un nombre commensurable, les fonctions Xj, Yj, X, Y sont double-

ment périodiques.

En effet, les fonctions Xi, Y,, uniformes dans tout le plan, admet-

tent comme périodes v^2 (a' — a),\/2{a''— a); ces expressions étant

incommensurables entre elles, X,, Yj sont des fonctions doublement

périodiques.

Ces fonctions admettent nécessairement des pôles, soient a^ un pôle

deX, etw, w' un couple de périodes primitives de X,; comme ai-t-w,

a^-\- 10' sont encore deux pôles de Xj^ il en résulte que

v/2[(ai^a>) — rti]=v/ïa> et y^w'

sont des périodes par X, Y qui sont, dès lors, aussi doublement pério-

diques.

Il convient d'observer qu'on peut ajouter, sans inconvénient, à x, y y

des constantes arbitraires sans changer l'aspect des fonctions X, Y,

Xj, Y,. Xous profilerons de cette remarque pour amener X et Y à

avoir zéro comme pôle. Dans ces conditions les fonctions Xj, Yj sont

identiques et de plus sont des fonctions paires. Posons alors

X,(a',) = F(/^x,) = F(x-y),

Y,(ri) = F(v^ïri) = F(-^ - y)-

On constate que, si lo est une période pour X,, w \f2 est une période

pour F(^).

L'avantage de ces notations est d'amener F, X, Y à avoir les mêmes
périodes.

Soient a, a', a", ... les pôles de X, autres que zéro, b, b',b", ... les pôles

de Y. Les expressions telles que V^a, y/26 sont des périodes pour Xj;

donc ia, 2a' , . . ., ib, ib' , . . . sont des périodes pour F(5).

Désignons par 2101, 2W2 un couple de périodes primitives de F(^),

nous devrons avoir des relations de la forme

2a =2mwj-f-2/i <Jii, 26 =^ ip iiii~ iq tMi,

ia' — ini' wi-\-in' tiii, ib' =^ ip' toi -(- 2^' Wj,

20'= 2/?i'a)i-f- 2rt''t«>2, ib" =^ ip" oi^-T- iq' oiî^
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où m, n, m', n' , . . .
; p, q, p', q' , . . . sont des nombres entiers. Les

quantités a, a', . . ., b, b' , . . . sont donc de la forme générale

[JLW1+ VW2,

OÙ [x, V sont des entiers; or, à des multiples près des périodes, les

expressions de cette forme sont égales à l'une de ces quantités

0, tOi, (O2, tOj,

où 0J3^i: — (wi + cog).

Soit maintenant «i un pôle de X,.

omme 2 -— ; 2 —: sont deux périodes primitives de Xj, il en resuite

que ^''2 /ai+ 2 yr

et Y.

Ainsi X et Y admettent toutes les périodes de F.

Nous pouvons maintenant construire l'expression générale de X, Y
au moyen de la fonction 'p[z), qui admet 2Wi, 2CO2 pour couple de

périodes primitives.

Dans le voisinage de son pôle zéro, X a la forme ~ + E(^); les

autres pôles de X sont congrus à l'une des quantités coj, wj; <^3; dans

A-
le voisinage de w,- X aura donc la forme '—- h-E(j; — w,);

on prendra A/zz^o si to/ n'est pas un pôle. Formons alors l'expression

X — Aop(a7) — Aip(a? + toi) — A2jH^-+- toa) — A3 p(x-\- (03),

qui admet les périodes 2w,, 2102, qui est uniforme dans tout le plan

et, grâce au choix des coefficients, n'a plus de pôles à distance finie.

Cette fonction ne peut être qu'une constante. On a donc

X = Ao p(a?) 4- Al p(a7 4- wi) -+- A2 p(^ -4- W2) -1- A3 p{x -4- W3) + Aj,

Y = Bo p{y) + Bi p{y^tx>i)-h B2 p(7 + C02) Hr B3 p(_7 + a)3) + B^.

Nous construisons de même la forme générale de F(c). Si A' est un

pôle de F (s), — est un pôle de Xi et l'on a dès lors, d'après un théo-

rème déjà démontré,

k
7=-ji

v/2
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OU plus simplement, t étant l'argument variable,

(a8) Y(0 = X(Â--0.

Les pôles de X, Y sont congrus à Tune des quantités o, to,, Wj, coj;

ceux de X(â: — t) sont donc congrus à Tune des quantités

k, k — W] , k — to,. k — «>3.

L'identité précédente exige donc que k lui-même soit congru à o,

w,, wj ou Wj. Donc, tout pôle A' de F(:; ) est congru à l'une de ces quatre

quantités et l'on en déduira, comme pour X, Y, celle forme générale

deF(5),

¥{z) = Lo p(3) -j- L, p(z ^ w,) — Li p(s -r- wj) -^ L3 p(3 4- a>3) -T- Lv

Avant ainsi la forme générale de X, Y, F, la coordination des ré-

sultats n'offre plus aucune difficulté.

On remarque d'abord qu'on peut supposer toujours L^ différent de

zéro; alors X, Y sont deux fonctions identiques, paires.

Si Li, Lj, Lj sont nuls, on a les ds- de courbure constante et X, Y
vérifient l'équation quelles que soient les constantes Aq, A,, A,, A3, A^.

Si, outre Lj, Lj est aussi différent de zéro, on constate que Ton doit

avoir

(29) X(0 = Y(f + a>,),

par application au couple des fonctions X, Y et au pôle tO| de F (5) du
théorème exprimé par l'équation (28). L'équation (29) s'écrit

Aop(<) -i- A, pÛ-f- Wi) -H Aîp(i-f- Wj)-f- A3p(/-|-(i)3)

= Aop(/-^Wi)-f- A,p(/-h2w,)-!- Aîp(f-i-a)i-f'ti)ï)-}- A3p(<-^ w,-:- wj)

ou encore, eu égard à la relation to,+ w, -f- wj = o,

= Aop(<-T-Wi)-!-A,p(/)-i- Aîp(<-r- 103; -^ A3p(f -f- w,),

ce qui exige seulement Ao= i. Aj=r A3. On retrouve le type essentiel

de révolution.

Enfin, en supposant Lq, L,, L^ différents de zéro, on trouve qu'il

faut avoir
Y(/) = X(< + w,), Y(0 = X(f-htu,),

et le même calcul que ci-dessus donne Ao= A,=r A»^ A3; nous

trouvons donc le ds- réciproque du ds- à courbure constante;
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attendu que

Ainsi, il n'y a pas d'autres solutions doublement périodiques que

celles qui ont été déjà obtenues.

13. Les solutions simplement périodiques ou rationnelles s'ob-

tiennent par un procédé analogue. 11 importe toutefois de remarquer

que l'on peut s'en tenir à la recherche des types essentiels, ce qui

simplifie déjà considérablement le problème.

Nous laisserons même de côté les ds- de révolution ou à courbure

constante, qui ont été déjà obtenus.

Prenons une forme essentielle de notre ds^, soit X(^) un coeffi-

cient de transformation de ce ds^; la variable ^, définie par la qua-

drature

sera une variable essentielle, et si l'on pose E(^)=: \</ ' '^(^) ^^'^

un coefficient de transformation d'une autre forme essentielle du

même ds^.

Mais, d'après ce qui a été dit des formes essentielles, l'aspect analy-

tique des fonctions E(^), X(^) doit être le même; elles seront en

même temps périodiques ou rationnelles.

En partant de là on parvient à démontrer que tout coefficient de

transformation d'une forme essentielle a l'une des formes suivantes,

en faisant abstraction des solutions doublement périodiques :

1° Ou bien une constante;

2° Ou bien —-;

I

3° Ou bien
sin^ip

Il est ensuite facile de coordonner les i^ésultats et d'établir qu'il

n'existe pas de solutions en dehors de celles qui figurent au Ta-

bleau VIL

14. Je terminerai en faisant connaître un mode de représentation

sur le plan des géodésiques des surfaces qui nous occupent et dans

lequel ces géodésiques ont pour images les coniques d'un réseau tan-

gentiel.
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Si l'on considère le ds'^ contenu dans la formule

^'""^
\_Oix) G(^)JLG(ar) ~G{y)Y

où F(j;), G(j:) sont deux pol3nômes du quatrième degré, en essayant

de le mettre sous la forme

[o{x -^y) — o{r —y)] dx dy,

on se trouve amené par la discussion aux. diverses formes du Ta-
bleau VII, Cela résulte d'ailleurs facilement du principe de récipro-

cité que nous avons appliqué aux ds' de courbure constante pour

former le Tableau VU.
Or, il résulte de la forme (33) du n° 584 [III, p. 1

1] que les géodé-

siques de ce ds- auront Téquation finie que voici :

,„ , r dx r dv
(31) /

— /
— ' = rf)n<;t.,

J ^^G{x) + pF(x) J \/G{y)-^pF{y)

où p désigne une constante arbitraire.

Considérons dans un plan la conique C, représentée par l'équation

Y2-4XZ = o;

on vérifie cette équation en posant

X = f*, Y = 2/, Z = i.

Si d'un point M(X, Y, Z) on mène les deux tangentes à la conique,

les valeurs du paramètre t qui correspondent aux deux points de con-

tact étant désignées par or, y, on trouve aisément que X, Y, Z s'ex-

priment en J7, y par les formules

(32) X = jrK, \=x-hy, Z = i.

Les paramètres a*, r constituent un système de coordonnées du
point M qui a été considéré pour la première fois par M. Darboux
dans son Ouvrage Sur une classe remarquable de courbes et de sur-

faces. Nous allons introduire ces coordonnées dans la représentation

des géodésiques.

Rappelons d'abord comment l'équation d'Euler s'intègre par le

moyen d'un faisceau tangentiel de coniques. Soit l'équation d'une

conique

AX'--+- A'Yî-4- A'Zî-^ 9BYZ -^ iB'ZX-i- aB'XY = o;

D. — IV. 9.6
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si Tony remplace X, Y, Z par leurs expressions (Sa), on trouve l'équa-

tion en coordonnées x, y de cette conique

cp(:r, y) — kx'^y'^-+- M {x -\-yY-^ A"

-+- iVii X -\- y)-\- iB' xy -f- iB"xy{x -\- y)= o.

Introduisons les notations de la forme adjointe

a = A'A."—n\ a'=A."\ — B'\ a"=AA'— B'^

6 = B'B"— AB, 6'=^ B"B — A'B', 6'= BB' - A"B'

;

faisons en outre

U{x) = [B" x^ -h{X' -^B')x -hBY— {Xx^- -h o.n" x-^ A.'){X' x-^ -h -iBx -h X"

)

=— a"x'*-h -lùx^— {a' -h ib')x^-+- 'i.b"x— a.

On trouve alors que l'équation ^{a:, y)=: o peut s'écrire

à-f

Mais, l'équation étant symétrique en œ et/, on pourra écrire aussi

Gela posé, concevons que le point M(j7, y) décrive la conique re-

présentée par l'équation <p = o, nous aurons

^9 , do j

~^dx-\- -i rtr = o,
dx ùy -^

c'est-à-dire, eu égard aux équations ci-dessus,

dx _ dy

/iÏÏ^)
~~

v/hTj)'

ce qui est l'équation d'EuIer.

Prenons réciproquement une équation d'Euler quelconque

dx
,

dy
(33) ± . =o:

</lx'*-+- mx^-+- nx^'-\~px-hp ^ly'*+ my^-+- ny^-+-py-^q

si on l'identifie avec l'équation précédente, on trouve

a"=z — l, a= — q, a + xb' = — n, -xb = m, 'xb" = p,

et nous trouvons ainsi que l'équation (33) est vérifiée en tous les
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points (.r, y) de la conique dont Téquation tangentielle serait

(34) -(qV----f:'-'nrX.~nX;-ph)-^a'(r;-— ^l)=o.

Comme il figure dans cette équation une constante arbitraire a', on

peut en conclure que les coniques contenues dans cette équation tan-

gentielle fournissent rintégrale générale de l'équation d"Euler pro-

posée.

Il faut observer que les coniques dont (34) est l'équation tangen-

tielle forment un faisceau tangenliel de coniques dont fait partie la

conique C. Les coniques de ce faisceau sont donc inscrites dans un

quadrilatère circonscrit à la conique C; les paramètres des points où C
est touchée par les côtés de ce quadrilatère fixe sont les racines de

l'équation

H(«)= lt*-h mt^ +- nr-— pt — q = o.

Appliquons ceci à l'équation d'Euler (3i)qui donne les géodésiques

du ds* (3o). Si l'on fait

F(i)= it* -i- mt^ -h nt^ -h pt -h q,

G{t)= /'«*-H m' t^+ n' t^ -\- p' t -i- q',

et si Ton regarde p comme donné, il faudra dans l'équation (34)
remplacer / par Iz + /', m par mp -i- m , . .

. , ce qui donnera

-(qi^- -^/::--
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ont cette équation générale

Xv/X-4-[jl/Y-hvv/Z = o,

et il suffît de la transformation ponctuelle

X' = /X, Y' = y/Y, Z' = sl~L

pour transformer ces coniques dans les droites du plan.

Supposons maintenant que les coniques du réseau représentatif

touchent deux, droites fixes; dons ce cas le ds^ (3o) convient à une

surface de révolution.

Al l'égard dest/s^de révolution à intégrales quadratiques, le lecteur

démontrera facilement la proposition suivante, que l'on pourrait

presque attribuer à M. Lie, tant ce géomètre s'en est approché :

Tous les ds^ de révolution à intégrales quadratiques sont repré-

sentables gèodésiquement les uns sur les autres.

Les ds- à intégrales quadratiques qui ne sont pas de révolution

donnent lieu à un théorème analogue; chacun est représentable gèo-

désiquement sur un ds"^ réductible au type VIIi.
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NOTE IIÏ.

SUR LA THÉORIE DES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES

DU SECOND ORDRE,

Par m. E. COSSERAT.

1. Dans le Mémoire présenté en 1870 à l'Académie des Sciences et

dont il a été question [II, p. 53], M. Moutard s'était proposé « l'étude

minutieuse de la forme la plus élémentaire dont soit susceptible l'in-

tégrale générale des équations aux dérivées partielles du second ordre

à deux variables indépendantes, à savoir : celle qui consiste en une

relation unique entre les trois variables, deux fonctions arbitraires de

quantités distinctes formées explicitement avec les trois variables, et

les dérivées en nombre limité de ces fonctions arbitraires, les arbi-

traires n'entrant d'ailleurs sous aucun signe d'intégration ».

La première Partie de ce Mémoire avait pour objet de démontrer

que l'on peut former toutes les équations aux dérivées partielles du

second ordre et à deux variables indépendantes, susceptibles d'ad-

mettre une intégrale générale de cette espèce élémentaire, dès que

l'on sait trouver toutes les équations linéaires du second ordre, de la

forme considérée par Laplace, qui jouissent de la même propriété.

M. Moutard énonce le résultat suivant :

Celles des équations cherchées qui ne sont réductibles, par un

changement de variables, ni aux équations linéaires de Laplace,

ni à l'équation de Liouville, sont toutes, en exceptant deux cas

particulièrement simples, réductibles à la forme

7. =-^(''^^-)-Âz(^^"hdx dy dx ' dy

oà A et B sont des /onctions des seules variables indépendantes

assujetties elles-mêmes à vérifier certaines conditions; de plus, l'in-

tégration de cette équation peut être ramenée à dépendre unique-
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ment de celle d'une équation linéaire de la forme considérée par

Laplace, à savoir :

d^z ()lo^A dz

dx ôy àx dy
kBz.

L'exposition suivante, où l'on a mis à profit, en plusieurs points,

des indications précieuses de M. Darboux, constitue le développement

de cette proposition.

2. Remarquons d'abord que si l'intégrale générale de l'équation

proposée est déterminée par une équation de la forme

F[^. y, ^, ?l("), ?2("), . . -, 0,n(u), '^y{v), ^i{v), ..., <\in(v)] = 0,

OÙ M et f^ sont deux fonctions données et distinctes de ce, y, z et où cpi

et
<]^i

sont deux fonctions arbitraires dont les dérivées successives sont

désignées par cp,, o^, . . ., o„i et par 4^2; 4^3; • • •> 't^«>
on peut effectuer

un changement de variables consistant à prendre u et ç pour nouvelles

variables indépendantes; il nous suffira donc de chercher toutes les

équations du second ordre admettant une intégrale générale de la

forme

(i) z =f(x, 7, a,, a,, ... , a,„, ^i, p2, • • • , P/ï),

OÙ ai désigne une fonction arbitraire de x dont les dérivées successives

sont désignées par ct.^, ci.^, ... et où [Bj désigne une fonction arbitraire

de y dont les dérivées successives sont Pi, pa» • • • •

Il est clair que l'expression (i) ne peut vérifier une équation du

second ordre que si cette dernière ne contient pas les dérivées r Ql t

de z et est, par suite, de la forme

(2) s-\-':>{x, y, z, p. q)=^o.

Cherchons donc à déterminer toutes les équations de la forme (2)

admettant comme intégrale une expression de la forme (i); et, à cet

effet, substituons cette valeur (i) de z dans l'équation (2).

Convenons dès maintenant de la notation suivante : étant, d'une

façon générale, une fonction formée avec x, y, aj, Pj et des dérivées

de ces deux dernières, nous désignerons par

d^ d^ dH d^O (m
dx dy dx'^ dx dy dy''-

les dérivées successives de 6, prises en ayant égard aux différentes

fonctions a^, [3^. qui y figurent.
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Nous aurons, pour les dérivées p, 7, s de la fonction z définie par

l'équation (i), les valeurs suivantes :

df df V dfP- ij~ = -TZ -7...-.^'-w

df 0/
, V ¥

"> ^= f = I -i:.!^?*-i-i>

Si l'on substitue dans Téqualion (2) et si l'on a égard aux. deux dé-

rivées a^^j, 3„^, qui ne figurent pas dans (i), on voit que l'équa-

tion (2) doit être de la forme

(4) ^ -^ ?P^ ^- ap ^- bq -7- c ^ o,

p, a, b, c désignant des fonctions de j:, y, z.

Si l'on prend comme nouvelle inconnue, au lieu de z, une fonction 6

de Xj y, z, assujettie uniquement à vérifier la relation

d6 fçidz

rz = ' '

l'équation définissant 6 sera encore de la forme (4), mais ne contiendra

pas de terme en pq\ elle admettra une solution de la même forme que

l'équation (4) et réciproquement.

Il nous suffit donc, pour avoir la solution de la question posée, de

déterminer trois fonctions a, b. c de x, y, z telles que l'équation

(5) s-T-ap^bq-\-c = o

admette une solution de la forme (i).

3. Substituons les valeurs (3) de p, q, s et annulons les coefficients

de a^+ij ?/n-ij ^/7i+i ?/i-t-i ; nous obtenons les trois relations

(6)
à'-f

dz,n ()3„

d^f d^f Q d^-f g df _
^7' dyàx,n'^ dz„,à'^,^' dx,nd'^n-X

^"'^ " àoL,„
" '''

dxd^n O^nOOii di„d:Lm-i O^n

dont la première doit être identique et dont les deux dernières doivent

être vérifiées lorsque Ton a remplacé z pary dans a et b.
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La relation (6) exprime que y~ "^ renferme pas [3„ et que -—
- ne

renferme pas a,„
; les relations (7) et (8) nous prouvent donc que,

lorsque l'on a remplacé ;; par y, a dépend linéairement de p„ et h

linéairement de a,„
; nous sommes ainsi conduits à différentier ces re-

lations respectivement par rapport à p„ et à a„j.

DifTérenlions (7) une première fois par rapport à j3„ ; il vient, en se

rappelant que ~— ne renferme pas p„

DifTérentions de nouveau par rapport à p„; -~— n'étant pas nul, il

vient

Cette dernière relation est identique, si a ne dépend pas de ^; ce

cas à examiner étant supposé écarté, l'expression

d'^a . da

Jz^ " dz

doit, après la substitution de z, être égale à

et, par suite, ne pas dépendre de a„j; elle doit donc être indépendante

de z, et l'on a alors deux cas à distinguer suivant que sa valeur est

nulle ou non.

D'ailleurs, ce que nous avons dit pour a se répète pour b; il suffit

de prendre la relation (8) pour point de départ au lieu de la rela-

tion (7); on obtiendra, en différentiant par rapport àa,„, les relations

d^f dh df df _
à'^nàci.in-i Oz da.,,, à'^,,

d^b / df y- âb à^f
àz^ \oa,„/ âz dacf„

d'où résultent pour b des conclusions analogues à celles obtenues

pour a.

Les deux fonctions a el b ne peuvent donc être que de l'une des
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trois formes suivantes :

(I) mew=-t-/i,

(II) mz -r- n,

(ni) m,

10, m, n désignant des fonctions des seules variables x et y.
Il reste ainsi, pour avoir toutes les solutions de la question, à asso-

cier ces trois formes deux, à deux, et à examiner les différents cas qui

peuvent se présenter.

4. Supposons que a soit de la forme (I); nous allons établir que b

ne peut être que de l'une des formes (I) et (III).

Soit, en effet,

a = me'^~ -H n

.

La relation (lo) s'écrit

d'où l'on tire, en intégrant,

df _(12)
d'^„ w(3„—/.

fi désignant une fonction qui, d'après la relation (6), ne dépend pas de

a,„ et qui ne peut, par conséquent, renfermer que jc, y, a,, .. ., a^-i-

Pi,.-., 3»-..

Substituons la valeur (12) de— dans la relation (8) ; il vient

Or, la relation (12) exprimant que

ne dépend pas de ^„, il résulte de (i3) que l'expression

(,
<JIo"ra)\

lorsqu'on y a remplacé z par f, ne dépend pas de ^„; cette expression

est donc une simple fonction de j: et _^ et nous avons deux cas à dis-

tinguer suivant qu'elle n'est pas nulle ou suivant qu'elle est nulle; b ne
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peut donc être, comme nous l'avions annoncé, que de la forme (I) ou

de la forme (111).

5. Supposons d'abord que b soit de la forme (1); il résulte de ce

qui précède que l'on aura

b = wj e-w^-f- /ij,

où
d loîrw

Nous pourrons y adjoindre

d loRWn= —7^;

car on peut répéter sur b le raisonnement fait précédemment sur a;

la relation (i i) conduit à la suivante ;

df _ i

analogue à (12) et dans laquelle /i ne renferme ni a„j, ni [i„; la re-

lation (7) devient alors

(.4) ('-^>--/-)=^^''

d'où résulte que

/ dlo£rio\

ne dépend pas de z.

L'équation (5) est ainsi, dans le cas actuel, de la forme

d^z / c)loKw\ dz / ()loew\ dz
-—r- -hi me^"-\ 3-^— -T- -4- mje-w^H -S—

)
_- -|- c = o,

dx oy \ oy J dx \ ax J oy

m, rrii, w désignant des fonctions de a? et y et c une fonction

de a;, y, z.

Si l'on prend comme nouvelle inconnue los, on a une équation du

type suivant

où A et B sont des fonctions de a; et / et où G est une fonction de x,
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Cette équation doit admettre une solution de la forme

(16) J5 = logp+/3,

en posant

(17) ^-1= -^m—fu '^\ = ^rf+'fî,

et en désignant par /j, /,, /j des fonctions de jr, y, a,, . . ., a^_,,

Les relations (i3) et (14) deviennent d'ailleurs

(18) __-__Be^,
/ X «?log).i . ,

d'où résulte que, si l'on diflerentie la formule (16), il vient

dx dy dx dy dx dy

La condition pour que la valeur (16) de ^ satisfasse à l'équation (i5)

est donc que Ton ait

après la substitution de z dans G.

Le second membre de (20) ne peut être que de la forme bilinéaire

par rapport à a^» ?«; la fonction G est donc indépendante de r,

puisque, dans le cas contraire, le premier membre de (20), après

substitution de z, dépendrait de a^ et ^„ en tant que fonction du

rapport

G étant une simple fonction de x et y, il en résulte que /j est une

fonction déterminée de x et y, ne dépendant ni des fonctions a,, p,,

ni de leurs dérivées. Prenons comme nouvelle inconnue z — f^, on est

amené à chercher si une équation de la forme

peut admettre comme solution l'expression

- A,

X, et [jLi ajant la signification donnée par les formules (17).
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En tenant compte de la valeur (22) de z, les relations (18) et (19)

donnent

Si l'on a égard à tout ce qui précède, on peut donc dire que la con-

dition nécessaire et suffisante pour que l'équation (21) réponde à la

question posée est que l'on puisse vérifier le système suivant, déter-

minant deux fonctions X et [x

(-3) £—'"' 5^=-^^'^'

au moyen de deux expressions ne renfermant, outre les variables a:

et Y, que deux fonctions arbitraires de jr et / respectivement et leurs

dérivées jusqu'à un ordre déterminé.

6. L'élimination de l'une des fonctions X ou [x entre les équa-

tions (23 ) conduit pour l'autre à une équation linéaire du second

ordre de la forme considérée par Laplace; si l'on élimine (x, on trouve

que X doit vérifier l'équation

, ,, dn c^losA dl ._.
( 2.\ ) -;

-^
; AB X = 0,

ox Oy Ox ôy

et si l'on élimine X, on obtient l'équation

(25) /!f _'^l^^-^-ABfx = o,
ox oy ëy ox

à laquelle satisfait \x.

On peut donc considérer l'un des résultats de M. Moutard comme
complètement établi.

Il y a peut-être cependant encore intérêt à indiquer comment on

peut relier directement les équations (2Zj) et (25) à l'équation (21);

remarquons que cette dernière peut s'écrire

dx \dy J Oy^

et l'on est conduit à considérer le système

dz
t - _ ^ 'f*?[^

dy dy
(26) <' "^

-^

Be- = -^S-i^,
l ox
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définissant deux fonctions inconnues z el ix; si Ton élimine [x, on re-

trouve l'équation (21); si, au contraire, on élimine z, on trouve

l'équation (aS).

La considération du système (26) permet de démontrer de nouveau

que, non seulement les problèmes de l'intégration des équations (21)

et (25) sont équivalents, mais que si l'une de ces équations a une so-

lution de la forme que nous considérons, il en est de même de l'autre.

Cela résulte immédiatement de ce que les relations (18), (19), (22)

entraînent les suivantes :

dz . rfloeuLi

dy ' dy

Be-- =— ll£iJiî.
dx

En considérant de même le système

dz
, r> _. _ dlogX ._ dlogX

dx dx oy

on relierait entre elles les équations (21) et (24).

7. Reportons-nous à la fin du n° i et supposant toujours

a = me'^~-\- n,

examinons la seconde hypothèse possible relativement à b, savoir

celle où, b étant de la forme (III), on a

o =
dx

L'équation (5) est alors

d'^z ,
^dz d logw dz

-f-(/ne«--(- n)-r 1
-2— c = o.

dx dy dx Ox dy

Si Ton prend comme nouvelle inconnue u) :: h- logm , on a une équa-

tion transformée de la forme

ou A ne dépend que de j: et j' et où C est une fonction de x, y, z.

Cherchons à vérifier cette équation par une expression de la
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forme (i); les relations (12) et (i3) nous donnent ici

en sorte que/2 ne peut dépendre que de/, ,3i, ^2> • • > P«-i-

On a alors

(28) /•=log(p,+/,)+/,.

/i étant de même forme que /, mais ne dépendant pas de [3„.

La relation (7) devient

(29) ___^+(p„+ /,)e/. + A=o.

Portons notre attention sur la dérivée p,j mise en évidence dans la

formule (28); nous obtenons la relation

dont l'intégration est immédiate et nous donne

(30) ^^'=7%7=-'

/j et/4 désignant des expressions de même forme que /qui sont res-

pectivement indépendantes de p,j_, et de a,„.

Envisageons maintenant la dérivée j3,j_i; afin de la mettre en évi-

dence, sous une forme simple, éliminons /j entre l'identité (29) et

celle qu'on en déduit en diiTérentiant par rapport à a.,„
; il vient, en

tenant compte de (3o),

(3') TZ -77. =-A

Le premier membre de cette nouvelle identité ne peut être que li-

néaire par rapport à P,j_i ; il en est donc de même du second; si A

n'était pas nul, -j -:- devrait être linéaire par rapport à P„_i, ce
J 3 "• J k

qui est impossible si l'on remarque que /j renferme essentiellement a,„

et que/4 renferme aussi essentiellement p,j-i.
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La conclusion est donc que l'on a

(32) A = o.

Démontrons maintenant que C est une simple fonction de j: et^;

rien ne serait plus facile que d'établir ce résultat en partant de l'iden-

tité (3i); mais il est plus instructif de procéder de la façon suivante.

Substituons à - dans l'équation (27) la fonction f définie par la

formule (28); en ayant égard à la dérivée P„, on voit immédiatement

que G est de la forme
C = me~-^ n,

m el n étant deux fonctions de x et y.

Tenant compte du résultat A:=o, l'équation (27) peut donc s'écrire

d- z de-
(33) hme=H-/i = o.
^ Ox oy ox

Or, considérons le système

/ dz

1 ox
(34) (du ldm \

ày \ oy }

Si l'on élimine ^/, on trouve l'équation (33); si, au contraire, on

élimine s, on trouve l'équation

,^r. à''-u à , , ^ ,
.du , ,

(35) -—; (ke")-^- (m — e-")- mke" -h k= o.
ox ôy Ox ôy

où l'on a posé^ pour abréger
;

,
dmk= n— —-'
^y

Les formules (34), qui effectuent le passage de l'équation (33) à

l'équation (35), nous montrent que si l'une de ces équations admet

une solution de la forme considérée (i), il en est de même de l'autre.

Or, si la fonction k n'est pas nulle, l'équation (35) rentre dans le

type (5) pour lequel les coefficients a el b sont tous deux, de la

forme (I); en appliquant les résultats que nous avons obtenus dans

les numéros précédents, on aura

Si, au contraire, la fonction k est nulle, l'équation (35) devient

d-u, du
-f- (m — e~" ) — = o\

dxdy dy
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elle rentre alors, après échange des lettres x et j, dans le type que

nous étudions actuellement, et, d'après la condition (82) trouvée pour

l'équation (27), nous obtenons encore

L'équation (33) est donc, dans tous les cas, de la forme

dx dy~^ dx ôx ùy
'

désignant une fonction de x et j.

Le système (34) devient le suivant

dz du à'- 6

dx ' dy dx éy
'

en vertu duquel z satisfait à l'équation (36) et u à la suivante :

d2M_ d / c)20 \ de-"- d^-%_ _
' dx dy dx \àx dy / dy dx dy

Si la fonction ^ est nulle, l'équation (36) devient la suivante :

dx dy ^

d^z de^ — o,
dx dy dx

qui satisfait à la question et que nous avons, en somme, déjà intégrée

pour écrire la formule (3o).

Si la fonction -—— n'est pas nulle, il nous suffît de remarquer que

tout revient à considérer l'équation (87) et l'on est ramené à la ques-

tion traitée dans les numéros précédents.

On peut encore remarquer que si l'on prend comme nouvelle in-

connue ^ + 6, l'équation (36) se ramène à la suivante :

d^z __^.. -X _
' dx dy dx

où A désigne une fonction de .r et / et qui se déduit de l'équa-

tion (21) en y faisant B = o.

Rien n'est d'ailleurs plus facile que d'étudier directement l'équa-

tion (38); car on l'intègre, dans le cas le plus général, par la for-

mule
Y

X-J\Ydy
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OÙ X désigne une fonction arbitraire de ^ et Y une fonction arbi-

traire dey.

8. Passons maintenant au cas où l'expression de a,

est delà forme (II); il résulte de ce que nous avons dit au n° i, après

échange des lettres x qI y^ que b ne peut pas être de la forme (I); je

dis, de plus, que b ne peut être que de la forme (III); en effet, la re-

lation (10) nous donne alors, m n'étant pas nul,

(39) S? = ";

il en résulte que, si Ton différentie la relation (8) par rapport à 3„,

on doit avoir, lorsqu'on a remplacé z par y,

db
o;

b ne contient donc pas z et l'équation (5) est, dans le cas actuel, de
la forme

d'-z dz . dz

dxOy ' dx df

m, n, b étant des fonctions de x et f seulement.

Mais, si l'on prend comme nouvelle inconnue une expression
linéaire par rapport à z, la forme de l'équation précédente ne change
pas, et il est facile de voir qu'on peut toujours faire en sorte que.
pour la nouvelle équation, les termes analogues à n el à b soient

nuls; nous pouvons donc nous borner à chercher quelles sont les

équations de la forme

(40) -—i ~mz- h r = o,
dx Oy dx '

où m est une fonction de œ,y et c une fonction de a-, y, z, qui ad-
mettent comme solution une expression de la forme (i).

On voit immédiatement que c doit être linéaire par rapport à ; ; en
effet; la relation (8), eu égard à (6), s'écrit dans le cas actuel

dx
Opn

D. - IV.
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^ df . . . cl^f
Donc ~- ne contient pas p„ et, par suite, -i—~r- ne peut le contenir

que linéairement; mais de (89) résulte que / est aussi linéaire par

rapport à p,j; si donc l'équation (4o) est vérifiée, lorsqu'on remplace

z par/, la fonction c doit être linéaire par rapport à z.

L'équation (4o) s'écrit alors

(40 -^;—

^

H/«--T t-w^-+-a)i = o,
ox ùy ax

w et o>i étant des fonctions de x et/ seulement.

On pourrait établir bien facilement, en partant de (7 ) et en difTéren-

liant par rapport à a^„, que la fonction m ne dépend pas de x\ mais

il est plus élégant d'étendre au cas actuel un raisonnement qui nous

a été indiqué par M. Darboux et qui donne des résultats plus complets.

Considérons le système

dz z^
V — -^ m-

1

Oy ).

dv dm z-— -h OiZ -+- (x>i = o,
ôx Ox i

déterminant deux fonctions «' et ^ de jt et j; l'élimination de v con-

duit à l'équation (/ii); si l'une des fonctions -r— ? w n'est pas nulle,

l'élimination de z conduit à une équation du second ordre en v qui

doit admettre une solution de la même forme générale que celle

dont on suppose l'existence pour l'équation en z.

Or, toute équation du second ordre intégrable dans ces conditions

est, ainsi qu'on l'a vu, de la forme (4), où p, a, b^ c sont des fonctions

de ^, /, z\ l'équation en v ne remplissant pas cette condition essen-

tielle, la contradiction à laquelle nous parvenons entraîne

dm
-r— =0, CO = O.
dx

La fonction m ne dépendant que de/, on peut alors, en prenant, à

la place de/, une nouvelle variable indépendante qui soit une fonc-

tion convenablement choisie de /, faire en sorte que m soit, dans la

nouvelle équation, égale à i et l'on peut, par suite, se borner à consi-

dérer l'équation

d'^z dz

où désigne une fonction de a? et de/ seulement.
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Or, considérons le système suivant :

déterminant deux fonctions ^ et m de j; et y; l'élimination de u con-

duit pour z à l'équation (^a) et l'élimination de ^ à la suivante :

(44) :r-^ -r- — (6e-")^e« = G.

Les formules (43) qui établissent le passage de l'équation (42) à

l'équation (44) étant résolues respectivement par rapport à if et à c,

il en résulte que, si l'une des deux équations (42) et (44) admet une

solution de la forme considérée (i), il en est de même de l'autre.

Mais si la fonction n'était pas nulle, l'équation (44) serait du

type (5), où a serait de la forme (I) et 6 de la forme (III); le terme

e" qui y figure conduit alors à une contradiction avec les développe-

ments du numéro précédent.

En définitive, l'équation cherchée (42) se réduit ainsi simplement

à la suivante

(45) -; -z— = 0,

qui s'intègre immédiatement et dont l'intégrale générale est déter-

minée par la formule

^^'^ ^-~?'(7)^7(^)^^^?(7)'

où y( a;) désigne une fonction arbitraire de œ et'^(j) une fonction

arbitraire de/ admettant «?'(/) et =*"(/) pour dérivées.

9. Il nous reste enfin à supposer dans (5) que a est de la forme

(III); les cas où b serait de la forme (I) ou de la forme (II) se dédui-

sent de ceux examinés précédemment par l'échange de x et y; la

seule liypothèse qu'il nous reste à considérer est donc celle ou a et b,

rentrant tous deux dans la forme (III), sont de simples fonctions de

X et de y.

Dans ces conditions, les relations déjà établies

H a = o,
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donnent par l'intégration

+ "2/2(7, Pi, P2, •••, ?«)+/3(^,7, «1, ...,a,„_i, pi, ...,|3„_i),

en désignant par u^ et u^ deux fonctions de .37 et j assujetties simple-

ment à vérifier les équations

d\os,U\ d\oi!U^—-12
f- a = 0. —r--— -\- b = o.

oy ox

Ecrivons que l'équation (5) est vérifiée lorsqu'on y remplace z par

l'expression y précédente; il vient

— «1/1^- «2/2^— «*(«i/i+ "2/2)

cV- f^ df^ dfi
-H -, -^- -\- a -^ '\- b -•— -\- c = o.

ax dy dx dy

DifFérentions cette relation deux fois successivement par rapport à

a„j et à P/j ; nous obtenons, en n'écrivant que les relations qui vont

nous être utiles, et en remarquant que les fonctions u^^ et «^ "s sont

pas nulles,

ab) -4- + ui —; l ^ ) =0,

(de db ,\ d^f., d'^c
l df^

Ecartons immédiatement le cas où l'équation proposée serait

linéaire, c'est-à-dire où c dépendrait linéairement de z.

Ce cas particulier étant laissé de côté, les rapports

d'^c d^c

dz^ dz^
'^^^•^ de 7 dâ' de _ ,

_àb'
dz dx dz dy

égaux respectivement aux suivants

(48)
d%r„ I d'il

"1 /^AV "-^ /^.A '

ne doivent pas dépendre de z, puisque les rapports (48) sont respec-

tivement indépendants de p,j et de a,„.

Ces deux rapports (47) doivent d'ailleurs être égaux; sinon, en
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de

dz
considérant leur quotient, on aurait cette conclusion que -r- est une

simple fonction de j; et /; on a donc

da _ db

dx Oy

et, en introduisant une fonction auxiliaire 6,

(JlosO
a = —f^ ,
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La démonstration de ce point est une conséquence immédiate du

résultat obtenu au n° 8 pour l'équation (40 5 ^^ considération du

système

M = lOg -r- +
(50

'

/ _ ""
\ ~ dy'

en vertu duquel z satisfait à l'équation

d^z dz
,

^"^ _
dx dy '^ dx ^^ dy

''

et u à l'équation (5o), nous montre, en effet, que ces deux équations

(5o) et (52) admettent, en même temps, des solutions de la forme gé-

nérale (i).

L'équation cherchée de la forme (5o) ne peut donc être que la sui-

vante

dx dy
-+- e" = 0,

dont Liouville a donné l'intégrale.

L'intégration de cette équation est ramenée, au moyen du sys-

tème (5i), où l'on suppose co =: o, à celle de l'équation (45), et son

intégrale générale est ainsi, en vertu de (4^), déterminée par la for-

mule

^n^ 2/'(r)0'(7)
^

qui concorde avec celle donnée [III, p. 291].
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NOTES DE L'AUTEUR.

NOTE lY.

SUR LA TORSION DES COURBES GAUCHES ET SUR LES COURBES
A TORSION CONSTANTE.

1. Il semble au premier abord qu'il j ait une grande analogie de

nature entre la courbure et la torsion d'une courbe gauche. L'une et

l'autre de ces grandeurs se définissent comme le quotient d'un angle

infiniment petit par la différentielle de l'arc; l'une et l'autre repré-

sentent une rotation dans la théorie cinématique des courbes à double

courbure. Mais ces rapprochements sont les seuls qu'on puisse si-

gnaler : il V a un centre de courbure, il n'existe pas de centre de

torsion; la courbure dépend des éléments différentiels du deuxième

ordre; la torsion de ceux, du troisième ordre. Enfin, tandis que la

courbure est une irrationnelle dépendant d'un radical carré, comme
toutes les grandeurs dont la mesure se ramène à celle d'un segment

de droite, la torsion est déterminée rationnellement, en grandeur et

en signe, pour chaque point d'une courbe gauche. Les formules qui

donnent les valeurs de ces deux éléments mettent ce dernier point

en pleine évidence (•). On peut encore l'établir en étudiant un infini-

ment petit d'une nature particulière, relatif à une courbe gauche quel-

conque.

2. Soit M un point quelconque d'une courbe gauche. Prenons sur la

(•) Dans le Cours d'Analyse de l'École Polytechnique, M. Hermite suppose

que les coordonnées x, y, z du point d'une courbe gauche sont exprimées d'une
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courbe quatre points Mi, M2, M3, M4, infiniment voisins du point M;
et proposons-nous d'évaluer le volume du tétraèdre Mj M2 M3 M4.

Soient ^, /, z les coordonnées rectangulaires du point M, que nous

supposerons exprimées en fonction d'un paramètre t ; soient x'
, f',z';

x" , of'" , . . . leurs dérivées par rapport k t. Si t -\- ht désigne la valeur

du paramètre pour le point M/, les coordonnées Xi,fi, z-i de ce point

s'exprimeront par les formules

(1)

X X
Xi = X -\- x'hi-\- — hj -\- — h'f + .

yi=y-^ y hi + ^ h] ^ ^ h\ -^

.

+ z'hi+ - hf + — hj +.
2 o

Le volume V du tétraèdre Mj M2M3M4, c'est-à-dire le sixième du
moment des deux segments MjMa et M3M4 (*), sera défini, en gran-
deur et en signe, par la formule

(2) 6V =

x^ y, zi I

.r, y.^ zo I

•^3 73 ^3 1

^4 74 -i 1

En négligeant les termes contenant la quatrième puissance et les

manière quelconque en fonction d'un paramètre t et il donne (p. 168 et suiv.
)

les expressions suivantes de la courbure et de la torsion.

Soient x',y',z',x", ... les dérivées successives de x.y, z. Posons

A=yz"-z'y",
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puissances supérieures des hi, on aura évidemment

4^5

X
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être égal à i, on trouvera

Celle formule met bien en évidence la propriété de la torsion sur

laquelle nous voulions insister (').

k. En portant la valeur de A dans la formule (3), on aura donc

(9) 7^^=:^(^) WH,h,,h,,h,).

Pour donner une forme entièrement géométrique à cette formule,

on peut procéder comme il suit :

En négligeant les infiniment petits du second ordre, on peut con-

sidérer le point Mi comme porté sur la tangente en M à une distance

ds
de M égale, en grandeur et en signe, au produit -j- hi, de sorte que la

différence

représentera, en grandeur et en signe, le segment MjM/,.. En tenant

compte de cette remarque, on pourra écrire la relation

I

qui résout complètement le problème proposé. Elle est tout à fait

analogue à la suivante

(il) 4S = -M1M3 M2M3M1M2,
P

qui donne, sur une courbe plane ou gauche, l'aire du triangle formé

par les trois points infiniment voisins Mj, M2, M3. Cette nouvelle for-

mule devient d'ailleurs pleinement évidente si l'on se rappelle une

des relations les plus connues de la Géométrie élémentaire.

5. Si l'on suppose que quelques-uns des points Mi, M2, M3, M4

viennent se confondre, la formule (10) conduit à des relations déjà

connues. Nous savons, par exemple, que le volume Y admet l'expres-

(') Elle se déduit immédiatement des deux formules de M. Hermite données

dans la note de la page 423, mais avec un changement dans les signes, sur lequel

nous allons revenir plus loin.
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sion suivante :

V=- -gMiMîMaAUosine,

e désignant l'angle des arêtes opposées MjMj et M3M4, 8 étant leur

plus courte distance. On aura donc

i28sine= ~ Ml Mi MîMi M,M3 MjMs.

Supposons que Mj vienne coïncider avec M, et M^ avec Mj; les

arêtes MjM, et MjMj deviendront les tangentes en M, et en M3; leur

angle 6 aura pour valeur approchée —^j-^, et la formule précédente

nous donnera

. M, Ma
120 = —-——

C'est l'expression bien connue que M. O. Bonnet a donnée pour la

plus courte distance de deux tangentes infiniment voisines.

Laissant de côté des remarques analogues qui nous feraient con-
naître d'autres infiniment petits, revenons à l'objet que nous avons

en vue. La formule (8) montre, comme nous l'avons fait remarquer,

que la torsion est une quantité rationnelle, puisqu'en chaque point de

la courbe p- et -^ s'expriment sans aucun radical carré. Au reste, on

peut mettre en évidence le même résultat en rappelant les formules

que nous avons données au n°36 [I, p. 42]. Nous avons vu que si c, c',

c" sont les cosinus directeurs de la binormale, on a, t désignant tou-

jours l'inverse de la torsion,

Idx
= a ds = -(c'dc'— c' de'),

dy = a' ds = z{c de"— e'dc),

dz = a" ds = -z^e' de — cdc').

Il est clair que les expressions ainsi obtenues ne dépendent nulle-

ment du sens attribué à la binormale; et, par suite, chacune d'elles

fera connaître une valeur rationnelle de la torsion. Au reste, si l'on

substitue à c, c', c" des quantités A, k, l simplement proportionnelles

à ces cosinus, on aura les formules

dx = :

(i3) {dy = z

dz = T

Idk-
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qui ont été déjà employées pour le cas où la torsion est constante [I,

p. 43].

6. Les remarques précédentes montrent aussi que, pour énoncer

d'une manière tout à fait correcte le théorème d'Enneper, il faut

dire que les torsions des deux lignes asymptotiques qui passent en un

même point d'une surface y sont égales en valeur absolue à l'inverse

de y — RIV, R et R' étant les rayons de courbure principaux de la

surface; mais les formules de M. Lelieuvre [IV, p. 24, 29], rap-

prochées des précédentes (12), montrent immédiatement que les

torsions des deux lignes asymptotiques sont égales et de signes

contraires. Sur une surface à courbures opposées, les deux familles

de lignes asymptotiques sont nettement distinguées par la propriété

suivante : pour les unes, la torsion est positive; pour les autres, la

torsion est négative.

11 y a, par exemple, deux classes de surfaces réglées : pour les unes,

la torsion des génératrices rectilignes est positive; pour les autres,

elle est négative. Pour définir celte torsion, il faut, bien entendu,

considérer le plan tangent à la surface comme étant le plan osculateur

de la génératrice rectiligne.

Pour chercher à quelle propriété de forme correspond le signe de

la torsion, appliquons, par exemple, les formules (12) à l'hélice dé-

finie par les équations

a; = cos^, j' = sin^, z = ht,

nous trouverons
1 4- /(2

de sorte que, pour une hélice dextrorsum, la torsion est négative;

elle Qhi positive, au contraire, pour une hélice sinistrorsuin (').

7. Au n° 39 nous avons signalé, comme un problème des plus inté-

(') On voit facilement que la valeur de la torsion donnée par la formule de

M. Hermite et celle qui résulte de l'application des formules (6) de Serret-Frenet

sont égales et de signes contraires. La formule de M. Hermite nous semble pré-

férable : il aurait mieux valu écrire les formules de M. Serret sous la forme

bds , bds
aa = j de =—

P
^

Aloi's, pour une hélice dextrorsum, la torsion serait positive; t serait égale à

la rotation p et non à cette rotation changée de signe (n" 4).
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ressants, la recherche des courbes algébriques à torsion constante.

La construction que nous avons donnée au n° 770 nous a montré

qu'il y a le plus haut intérêt à connaître même celles de ces courbes

qui sont entièrement imaginaires. Cette construction peut, en effet,

s'énoncer de la manière abrégée suivante (n°* 769-770) :

Pour déterminer toutes les surfaces applicables sur le parabo-

loïde de révolution de paramètre i-., on construit deux courbes (r),

(r,) ayant des torsions constantes, égales et de signes contraires -,

—^- Le milieu u. de la corde, quijoint un point de (r) à un point

de (r,), décrit une surface (S,,) qui peut être engendrée, soit par la

translation d'une courbe (r') homotliétique à (F), soitpar la trans-

lation d'une courbe (F', ) homotliétique à (Fi). Les plans osculateurs

aux courbes (F') et (Y\) qui passent en un point M de (Sq) se cou-

pent suivant une droite {d). Les deux nappes focales (S,) et (S,)

de lacongruence engendrée par cette droite sont les surfaces cher-

chées. D'ailleurs, si Fj, Fj sont les points focaux de {d), on a

MFi = — MF:. =z= ,

00 désignant l'angle des deux plans osculateurs qui se coupent sui-

vant la droite (d).

Il résulte immédiatement de cette construction la conséquence sui-

vante : il faut que la courbe (F) soit imaginaire pour que les napper

(S,) et (S,) soient réelles. On devra alors associer à (F) la courbe

imaginaire conjuguée (F,).

Depuis l'invitation que nous avons adressée au n" 39 aux géo-

mètres, les courbes à torsion constante ont été l'objet d'un certain

nombre de travaux (*).

(') G. KoENiGS, Sur la /orme des courbes à torsion constante (Annales de la

Faculté des Sciences de Toulouse, t. I, p. E.i; 1887).

I. Lyon, Sur les courbes à torsion constante; Thèse soutenue en juillet 1890

devant la Faculté des Sciences de Paris (Annales de l'Enseignement supérieur

de Grenoble, t. II, p. 353; 1890).

M. FoucHÉ, Sur les courbes algébriques à torsion constante (Annales de

l'École Normale supérieure, 3" série, t. VII, p. 335; novembre 1890).

E. Fabry, Sur les courbes à torsion constante (Annales de l'École Normale
supérieure, o' série, t. IX, p. 177; 1892).

E. CossERAT, Sur les courbes algébriques à torsion constante et sur les sur-

faces minima algébriques inscrites dans une sphère ( Comptes rendus, l. CXX,

p. 1262; 1895).
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Bien qu'on n'ait pas encore réussi à déterminer toutes les courbes

algébriques à torsion constante, nous devons à M. Fabry la connais-

sance d'un certain nombre d'entre elles, qui sont réelles. On peut

citer, par exemple, celles qui correspondent aux valeurs suivantes des

cosinus directeurs de la binormale

i/X CCS a/— v/m- cosX^

V/A-t- ^\l

. ,_ v^ sin[jLf+ v/fjL sin X ^

y/X-i- s/ii

c"= V^\_ co.'^-^-^ t,

où X et (x sont deux entiers.

M. Fouché a employé pour étudier les courbes à torsion constante

la méthode suivante :

Exprimons les cosinus directeurs de la binormale par les formules

si souvent employées

, -, I
— a3 , . [-i-aS „ a -f- 3

(i5) c= ^, c=i- -', c= ^,

où oc et j3 sont les coordonnées symétriques d'un point de la sphère.

Les équations (12) nous donneront

dx -+- i ay = 111 '

pr ,

, , . ,
. t/a -4- o?3

(16) {
dx — idy=— %zi

^^_pp
'

rjT — ^ . a <^3 + p (/a

Si la courbe est algébrique, c, c' , c"et, par suite, a, p seront néces-

sairement des fonctions algébriques d'un paramètre. Il en sera de

même des intégrales

D'autre part, comme les expressions

p2 doL— g» d^ dx — d'^ xd'^ — ^da
(a-P)2

-'
(a-,3)^' (a-P)-^
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sont des difierentielles exactes, on voit que les six. expressions

(137^' (ir=r^^' ^a-?r-'

d'^ grf^ g^- d'i

(x-?)^' ia-?r-' ^a-^.^

devront être des différentielles de fonctions algébriques. Réciproque-

ment, il sera suffisant que trois d'entre elles, prises dans les trois

colonnes différentes, admettent pour intégrales des fonctions algé-

briques.

Prenons, par exemple, celles qui sont dans la seconde ligne du

Tableau précédent. Soit

il faudra que '

<fî, a rfî, g- dt

soient des différentielles de fonctions algébriques. Cette condition

exige évidemment que s soit la dérivée seconde par rapport à a d'une

fonction algébrique. Il faudra donc que Ton ait

ou encore

(i8) P'
= y"(a_3)^

Ainsi tout est ramené à la recherche de deux fonctions algébriques

j3 et y de a vérifiant cette équation.

On peut encore, avec M. Fouché, effectuer une dernière transfor-

mation. Posons

(19) "^"^ = 7'

l'équation deviendra

(20) /'^/.^V".

Bien que cette équation n'ait pas été résolue d'une manière géné-

rale, on en aperçoit immédiatement un nombre illimité de solutions,

que l'on obtient en prenant pour / des polvnômes, des fractions ra-

tionnelles assujetties à des conditions simples. Il est vrai que les

courbes correspondantes seront généralement imaginaires. Mais nous

avons vu que, dans certaines questions au moins, ce sont ces courbes

quil faudra rechercher.
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8. L'équation précédente, comme celle que l'on obtiendrait en

égalant à une constante l'expression de la torsion en coordonnées car-

tésiennes, appartient au type suivant.

Soient/, z, u, ... des fonctions d'une variable x assujetties à vé-

rifier une équation différentielle de la forme suivante :

F {a;,j,z,u, ...; y', z', a', . . .
; y", z'\ u", . . .) = o,

y', y", . . .; z', ... désignant les dérivées successives de /, z, u, ....

On peut se demander s'il est possible de résoudre une telle équation

(ou plusieurs équations simultanées de même forme), c'est-à-dire

d'exprimer a:, y, z, u, ... en fonction d'un paramèlre, de certaines

fonctions arbitraires de ce paramètre et des dérivées de ces fonctions.

Monge s'était proposé cette belle question dans le Mémoire que nous

avons déjà cité [I, p. i6]. Elle mériterait d'être reprise avec tous les

développements qu'elle comporte. On pourra consulter, sur le cas du

premier ordre et de deux variables indépendantes, notre Mémoire sur

les solutions singulières des équations aux dérivées partielles du

premier ordre, inséré en i883 au tome XXVII des Mémoires présentés

par divers savants à VAcadémie des Sciences.
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NOTE V.

SUR LES FORMULES D'EULER ET SUR LE DÉPLACEMENT
D'UN SOLroE L\VARL\BLE.

1. Au Chapitre III du Livre I [p. 84] ainsi qu'au n° 963, nous avons

eu à parler des formules célèbres dEuler et d"01inde Rodrigues qui

définissent un changement de coordonnées ou un déplacement et con-

tiennent seulement trois arbitraires, en fonction desquelles s'expriment

algébriquement les neuf cosinus. Nous allons faire connaître une

méthode géométrique qui donne ces formules de la manière la plus

simple, en fournissant immédiatement la signification géométrique des

arbitraires qui y figurent.

Considérons une figure mobile ayant un point fixe et rapportons-

la à un trièdre trirectangle Ojcyz ayant pour sommet le point 0. Si

on lui imprime un déplacement quelconque, on sait qu'il équivaut à

une rotation d'angle 6 autour d'un certain axe OH, passant par le

point O {Jîg.go). Par suite, un point M quelconque de la figure in-

variable venant occuper la nouvelle position Mj, il y aura un plan

perpendiculaire à OH passant par M et par Mj, et dans ce plan, un
cercle passant en M et en M,, dont le centre P sera sur OH.
Menons les tangentes au cercle en M et en Mj; elles se coupent en

un point Q. Nous allons déterminer de deux manières différentes les

coordonnées du point Q.

L'angle MPMi étant égal à 0, l'angle MPQ sera égal à -• Par con-

séquent, si l'on imprimait à la figure mobile dans sa première posi-

tion une rotation infiniment petite, dont la vitesse angulaire serait
fi

tang-, la vitesse du point M serait, en grandeur et en signe, égale au

segment MQ.
Si donc on désigne par x^ y, z les coordonnées du point M et si

D. - IV. 28
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l'on pose, a, p, Y désignant les angles de OH avec les axes,

/ X
-^

.
u „ 6 V e

(i) -=cosatang-, i- = cosS lang - , - = cosy tang -
,

P 2p '°2p '2
-j -, - seront les trois composantes de la rotation infiniment petite
P P P

^

considérée, et les projections de MQ sur les trois axes seront

[xz — V T V r — X 3 \y — |j.rr

Fig. 90.

Pour obtenir les coordonnées x', y', z' du point Q, il faudra ajouter

les projections de OM à celles de MQ, ce qui donnera

(^•)

Ç)X = px -^ [J.Z — vy,

ps' = p-3 -+- \y — [xx.

Envisageons maintenant la figure dans sa seconde position; on re-

marquera que MjQ serait la vitesse du point Mj si l'on imprimait à la

figure une rotation infiniment petite, égale et contraire à la première.

Si donc j?!, /i, Zy désignent les coordonnées du point Mj, on aura de

même, en changeant les signes de X, [jl, v ou celui de p,

(3)

px = po^i— [i.Zi-4-vjKi,

py = ?yi— ''^\ + x^i,

ps'= pzi — \ys.-\-\xx^.
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Egalant les expressions différentes de x' , y', z', nous aurons

IÇiX
-T- }IZ — tV = ZXi — [XZi -r- V_J'i,

pjr-i-'JX —A3 = p)-i— vr, -T-A-i.

C 3 — ). » — [IX = p Cl À_^'i -+- [LXi

.

2. On peut résoudre ces équations d'une manière élégante. Si on

les ajoute d'abord après les avoir multipliées respectivement par

-j - > -) on obtient la relation
P P ?

(5 ) X a: -f- [ir — / ; = À ri -h uji -+- v 5„

qui était évidente par la Géométrie, car elle exprime que la droite

MM, est perpendiculaire à Taxe de rotation. Si l'on ajoute maintenant

les quatre équations précédentes, après les avoir multipliées respec-

tivement par des facteurs ±À, ± ;x, ±v, ± z, tels que le coefficient

de l'inconnue cherchée devienne égal à

(6) X*-i-;aï-hvî^pî= B,

on trouve

1 Bjr = (pî-i-X'— |ji'— vî)a:i-l- a(Xa-<- vp)_^, -+-a(Xv — {Ji?)-2|

{-) . B^>- = 2(Xu— vp)a-i -^(ps-f-uî— Xî— vî)y,H-2(uiv -t- Xp)^,,

[ BZ = iÇhi -^\Lj)Xi -f-2(tlV Xp)^, -!- (pî_i- VÎ— X- u')-i

Pour obtenir les formules résolues par rapport à .r,, j-j, c,, il fau-

drait échanger x^ y, ^ et x,, y y, z^ en changeant le signe de p.

3. Dans les développements qui précèdent, nous envisageons une

figure invariable, rapportée à un trièdre fixe (T) Oxvz et se dépla-

çant pendant que ce trièdre reste fixe. On peut aussi considérer les

formules précédentes comme définissant un changement de coordon-

nées, dans lequel on passera de (T) à un trièdre (T, ) Ox^ v, z^. Alors

les arbitraires 2, 3, v, 6, reliées à X, [x, v,
p par les formules (1), défi-

niront la rotation qui amène le trièdre (Tj) à coïncider a\ec le

trièdre (T). Il suffit, pour le reconnaître, de remarquer que, si l'on

suppose que la rotation définie par les formules (i) entraîne le

trièdre (T), les coordonnées du point Mi, par rapport à la nouvelle

position du trièdre, restent égales aux coordonnées x, y, z du point M,
tandis que les coordonnées de M,, relatives aux axes primitifs, sont

Xi, yi, Zi- 11 est évident, d'ailleurs, que Taxe de rotation fait des

angles égaux avecles axes de même nom des trièdres (T) et (Ti).
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4. Revenons à notre premier point de vue. Au n° 27, nous avions

déjà donné, sous deux formes différentes, les équations précédentes,

en les rattachant à la considération de la substitution linéaire qui

définit une rotation. Nous avons vu, en effet, que si l'on considère la

sphère de rayon i,

x'^+ y'^ -i- z- = i

,

et si l'on introduit la variable complexe définie par la formule

(8) ^itL^^^a,
I — z

la substitution linéaire

;» c/, -i- 77.

(9)
p%i-i-cj

définit une rotation qui est aussi déterminée sous différentes formes

par les équations (8), (9) et (11) [I, p. 34]. On retrouve ainsi les

formules d'Euler; et si la méthode par laquelle on les obtient exige

un appareil analytique plus compliqué que la précédente, elle permet

du moins d'obtenir, avec plus de facilité, les relations relatives à la

composition de deux rotations.

Supposons, en effet, que l'on effectue successivement deux rota-

tions, la première définie par la formule (9), la seconde par la sui-

vante :

m
I
a, -1- 71

1

(10) ai = :

En portant cette valeur de aj dans la formule précédente, on aura

{innix -4- npx) «a -f- niTii -+- nq^
^

(lO
{pmi-+- qpi)%i-hpni-+- qq^

de sorte que, suivant la proposition de M. Klein, la composition de

deux rotations équivaut à celle de deux substitutions linéaires. Si

l'on désigne par moi, '^ou /'od ^01 les valeurs de /;z, «,/>, q relatives à

la rotation composée, on aura

( moi= /n/?ii+n/>i,
\ Poi= pm^-^- qpi,

(12)
' (li) ',

I
noi = m«i -f- nqi. { qoi = P^i + gqi-

Si maintenant, pour établir une concordance avec nos premières

formules, nous introduisons, comme au n° 27, les arbitraires X, jjl, v, p,

à la place de m, n,p,q, en posant [I, p. 34]

(
m=— p + iv, n=— ii-{-i'k, /«i =— pi -I- iVi, «1=

—

[jii-i-iXi,

^ \q=—p — iv, p= iJ.-^i'k, <7i=— pi — tv,, pi= ixi-hili.
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et de même

\ moi =— ?oi-t-*''oi, «01 =— I-«-ui-^ t^oi»
(ï5) •

. .-

les formules (12) et (i3) nous donneront les suivantes

(16)

Pot = ^'^1 -+- î^lJ^i -+- "'Vj — p?i,

fJtoi = vX, — Àvi — api — piti,

voi = ).,u, — aX] — vpi — pv,.

Elles résolvent complètement la question proposée, car elles donnent

les quantités X, jx, v,
p qui caractérisent la substitution composée en

fonction des quantités analogues relatives aux rotations composantes.

Nous allons les appliquer à l'étude de la question suivante.

5. Supposons qu'un trièdre (Tj ) a*, >', ^1, dont le sommet reste

fixe, se déplace d'une manière quelconque et supposons qu'il soit

rattaché à un trièdre fixe (T) O xyz, par les formules (7) où X, (i,

V, p seront des fonctions connues d'un paramètre t. Proposons-nous de

déterminer, à chaque instant, les composantes de la rotation infini-

ment petite du trièdre (T, ), ces composantes étant prises relativement

aux axes de ce trièdre. Nous remarquerons que, pour passer de (T,)

à sa position infiniment voisine (T'j), on peut effectuer successivement

deux substitutions orthogonales, l'une par laquelle on passerait de

(T,) à (T) et qui, étant l'inverse de la substitution (7), serait carac-

térisée par les valeurs X, ijl,v, — p des paramètres; l'autre, par laquelle

on passerait de (T) à (Tj) et qui correspondrait aux valeurs X + cTa,

{jLH-<i|x, v+ ûfv, p-f dp des mêmes paramètres. En appliquant donc les

formules (16) et négligeant des infiniment petits dans l'expression

nouvelle de p, on voit que les valeurs suivantes

p' = X2-^;ji2^vî-^p2= B,

, X ' = -JL di — V d-j. — \dz -h od).,

fx = V «A — A av — •j.dp -+- pd^i,

v' = X d-j.— a cPa— V dp -4- p c?v

seront les paramètres de la substitution orthogonale, par laquelle on

passe de (Ti) à (T'j ).

Comme elles définissent, nous l'avons vu, les composantes de la

rotation par laquelle (T'j) vient coïncider avec (T,), il faudra les

changer de signe pour avoir la rotation du trièdre (Tj) et si l'on
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applique les formules (i) en remplaçant tang- par - et posant

(i8) Ocosa = P<f^, Ocosp = Qdt, cos^ = ]Xdt,

il viendra

_ /dix. d'> . da d\ \

\ dt ' dt dt ' dt I

„r. [ d\ . du. do d')\

V dt dt dt ^ dt)

6. Si l'on suppose, comme il est permis, que p soit constamment

égala I, ces formules se simplifieront un peu. Il vaudra mieux cepen-

dant, toutes les fois qu'on le pourra, conserver l'arbitraire p; car on

introduira ainsi plus nettement et plus simplement les rotations qui

correspondent à une valeur nulle de p et pour lesquelles, d'après les

formules (i), l'angle 6 est égal à 180°.

Dans notre Mémoire sur Véquilibre asiatique, nous avons proposé

d'appeler ces rotations des renversements. Nous allons terminer cette

Note en montrant que les renversements, joints à des inversions

planes, c'est-à-dire à des transformations par symétrie relatives à des

plans, permettent d'étudier et de composer très simplement les divers

mouvements finis d'un solide invariable. Nous nous appuierons, à cet

efiet, sur les remarques suivantes :

Une rotation d'angle autour d' un axe {d) peut être remplacée

par deux inversions successives relatives à des plans (Pi), (P2) se

coupant suivant l'axe et faisant un angle -• On peut faire

tourner, comme on voudra, le dièdre de ces deux plans autour de

Vaxe.

Un renversement autour de {d) se ramène, par suite, à deux

inversions relatives à deux plans rectangulaires quelconques se

coupant suivant la droite (d).

Il résulte de ces propositions que toute rotation d'angle autour

d'une droite (d) se ramène à deux renversements autour de deux

droites (ôj), (02)» perpendiculaires en un point quelconque à la

droite {d) et assujetties, en outre, à faire l'angle -• Car, soient (Pi),

(P2), (P) les trois plans passant respectivement par (d) et (oj), par

(d) et (82), par (oj) et (og). Le premier renversement équivaut aux
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inversions relatives aux deux plans rectangulaires (Pi) et (P); le

second équivaut de même aux inversions déterminées par les plans (P)

et (Pî). Il faut donc eflectuer successivement des inversions planes

relatives aux plans (P,), (P), (P), (P»). Les deux inversions inter-

médiaires se détruisent et il reste les seules inversions extrêmes, qui

équivalent, nous l'avons vu, à la rotation considérée.

On peut imprimer aux deux droites (?i),(5,) le mouvement d'un

verrou autour de {d), c'est-à-dire les faire glisser et tourner tout

d'une pièce d'une manière quelconque autour de {d), sans qu'elles

cessent de représenter la rotation. Ainsi :

Une rotation est parfaitement représentée par un angle dont le

sommet est sur l'axe de rotation, son plan étant perpendiculaire à

cet axe et sa grandeur étant égale à la moitié de la rotation.

Une translation Jînie peut être représentée par deux inversions

relatii-es à des plans parallèles, qui sont perpendiculaires à la

translation, et dont la distance est égale à la moitié de la trans-

lation.

Si Ton intercale, entre ces deux inversions, deux autres inversions

prises relativement à un même plan perpendiculaire aux précédents,

inversions dont l'ensemble ne produit aucun déplacement, on voit

que toute translation Jînie équii'aut à deux renversements autour

de deux droites parallèles qui sont perpendiculaires à cette trans-

lation et dont la distance est égale à la moitié de la translation.

Le plan de ces droites est parallèle à la translation.

1. Ces points étant admis, considérons d'abord une figure avec un

point fixe et voyons comment on composera deux rotations succes-

sives. La première sera représentée par un angle AOA,, la seconde

par un angle BOB,. Soit OC l'intersection du plan des deux angles.

Faisons tourner le premier dans son plan, de manière à amener OA;

sur OC, ce qui le remplacera par un angle DOC. Faisons tourner de

même le second dans son plan, de manière à faire coïncider OB
avec OC, ce qui le remplacera par un angle COD,. Pour composer les

rotations, il faudra effectuer des renversements autour des droites OD,

OC, OC et OD,. Les deux renversements intermédiaires se détruisant,

il restera seulement ceux qui ont lieu autour de OD et OD,; c'est-

à-dire la rotation que nous définissons par l'angle DOD,.

La méthode précédente n'exige même pas que Ton admette que

tout déplacement d'une figure ayant un point fixe se réduit à une

rotation ; car il est évident que ce déplacement peut toujours se ra-
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mener à deux rotations, l'une qui amènera un point M quelconque dans

sa nouvelle position Mi et qui pourra être choisie d'une infinité de

manières, l'autre qui s'effectuera autour de OM,. Comme nous appre-

nons à composer deux rotations, on voit qu'on pourra toujours réduire

tout déplacement à une seule rotation.

Passons maintenant au mouvement le plus général. On peut tou-

jours le réaliser en amenant, par une translation, un point M de la

figure invariable dans sa nouvelle position Mj, puis en effectuant une

rotation autour d'un axe passant par Mj. La translation se ramène à

deux inversions relatives à deux plans parallèles (P), (Pi); la rotation

équivaut de même à deux inversions autour de plans qui se coupent,

(Pg), (P3). Donc, tout déplacement équivaut à quatre inversions

autour des plans (P), (Pi), (P2)) (Ps)» dont les premiers sont pa-

rallèles. Mais, comme on peut faire tourner le dièdre (Pi) (P2) d'un

angle quelconque autour de son arête, on peut supposer que les

plans précédents ne sont plus parallèles. Alors les deux premières

inversions définiront une rotation ainsi que les deux suivantes. Donc :

Le déplacement d'une figure invariable se ramène d'une infinité

de manières à deux rotations successiçes.

Soient {d) et (d^) les axes de ces rotations et (8) leur plus courte

distance. La rotation autour de (d) peut être remplacée, nous l'avons

vu, par deux renversements autour de deux droites, dont la seconde

sera (0); soient (oi) et (0) ces deux droites. Il suffit que (8j) coupe (d),

à angle droit, au même point que (0), et fasse avec (0), dans le sens

convenable, un angle égal à la moitié de la rotation. De même la

seconde rotation pourra être remplacée par deux renversements

autour de deux droites (S), (§2)) pourvu que (02) soit convenablement

choisie. On aura donc à effectuer quatre renversements, dont deux

consécutifs autour de (d) se détruiront. Donc :

Tout déplacement d'une figure invariable se ramène par des

constructions géométriques à deux renversements successifs autour

de deux droites (81), (§2)-

De cette proposition fondamentale on fait dériver simplement la no-

tion du mouvement hélicoïdal fini. Car menons par (§1) deux plans

rectangulaires (Pj), (P'i) dont le premier soit parallèle à (02); me-
nons de même par (Sj) deux plans rectangulaires (P2), (P'2) dont le

premier soit parallèle à (0,) et, par suite, à (Pi). Les deux renverse-

ments se ramèneront aux inversions planes relatives aux plans (Pj),

(Pi), (P2), (P'2). Les deux inversions intermédiaires, étant relatives à
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des plans parallèles, équivalent à une translation, qu'on peut échanger

ensuite, soit avec la première, soit avec la dernière inversion plane.

Ces deux inversions, étant rapprochées, se composent en une rotation,

qui a lieu autour de la plus courte distance de (8,) et de (oj).

On voit donc que tout déplacement fini se ramène à une rota-

tion et à une translation parallèle à Vaxe de la rotation.

8. De même qu'une rotation est représentée par un angle, le dé-

placement précédent peut être représenté comme il suit : Prenons sur

Taxe deux, points A et B séparés par une distance égale à la moitié de la

translation et élevons en A et B deux perpendiculaires à Taxe, (oi),

(oj), faisant un angle égal à la moitié de la rotation. Le déplacement

sera défini par ces deux droites; car il équivaudra à deux renverse-

ments successifs autour d'elles. On pourra leur imprimer, d'ail-

leurs, le mouvement du verrou autour de l'axe, c'est-à-dire les

faire glisser et tourner d'une manière quelconque autour de l'axe,

sans qu'elles cessent de définir et de représenter le mouvement héli-

coïdal.

De là résulte un moyen très simple de composer deux mouvements
finis quelconques. Car soient (o,), (o^); (o',), (o'^) les droites qui les

définissent et soit {d) la plus courte distance des axes des deux mou-
vements [qui sont les plus courtes distances de (oj), (o,) et de (o',), (Oj)

respectivement]. On pourra, en faisant tourner et glisser (oj), (o,)

autour de l'axe du premier mouvement, amener (oj) à coïncider avec

(rf) ; en opérant de même dans le second mouvement, on amènera {o\)

en coïncidence avec {d). Alors les deux renversements intermédiaires

autour de la droite {d) se détruiront, et le mouvement composé se

réduira aux deux renversements autour des nouvelles positions de

(oj), (o'j), c'est-à-dire qu'il sera complètement et simplement défini.

Inversement, si l'on veut étudier les décompositions d'un mouve-
ment donné, en deux rotations par exemple, la méthode précédente

donnera très aisément la solution. Car soient (oi), (o,) les deux

droites définissant un mouvement; on leur adjoindra une droite (o)

les rencontrant toutes deux, et il est clair que le mouvement pourra

être remplacé par les rotations définies, la première par l'angle des

droites (o,), (o), la seconde par l'angle des droites (o), (oj). Nous

nous contenterons de ces rapides indications en faisant remarquer

toutefois que, dans l'Ouvrage cité plus haut [III, p. 479]) °oiis avons

appliqué des méthodes analogues à la composition des inversions

sphériques.

OP TB-R
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NOTE Yl.

NOTE SUR UNE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE ET SUR LES SURFACES
SPIRALES.

1. Au n° 90, où nous avons considéré pour la première fois les sur-

faces spirales, nous avons vu que leur élément linéaire peut toujours

être ramené à la forme (^a) [I, p. no]. Cette forme est équivalente

à celle qui est définie par la formule suivante

(i) ds'' = \}'^e'^^{diû-^dv'^),

où U désigne une fonction de u. Conformément à une remarque qui est

due à M. Maurice Lévy, nous avons reconnu que cette forme convient

à une infinité de surfaces spirales. Car si l'on définit une telle surface

par les équations

j
Z = ze^,

(a) < X = /-e" cos(w + Ap),

[ Y = /-e" sin(w -H- hv),

où h désigne une constante et où z, r, w sont des fonctions de u, on

aura, en exprimant que l'élément linéaire est donné par la for-

mule (i), les trois relations suivantes

(3) < o = zz' -\- rr' -h hr'^ ix>'

,

( U2= ,-2w'2 + ;3'2-h/-'2,

qui, pour chaque valeur de h, déterminent les fonctions /', z, w. Nous

nous proposons maintenant de compléter les résultats précédents et

de prouver que l'intégration du système précédent se ramène à celle
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d'une équation différentielle remarquable, déjà rencontrée et signalée

d'ailleurs dans différentes parties de cet Ouvrage (*).

A l'inspection des équations ( 3) on reconnaît immédiatement que,

en supposant 1 + A* différent de zéro, l'on pourra, par l'élimination

de /• et de w, obtenir pour z une équation différentielle du premier

ordre. On déduit, en effet, des deux premières

U2--5

^'^ ^ hzz^l\5W
/•^ w =

h'—i

En éliminant, au moyen de ces équations, / et co dans la troisième

équation (3), il restera pour z Téquation différentielle

(5) ,.^,'. = U^_kj,

dont l'intégration seule pourra faire connaître les surfaces cherchées.

2. Or, au n° 621 [III, p. 83], nous avons rencontré l'équation sui-

vante

P=.(f)'=V,

qui ne diffère de la précédente que par les notations; et nous avons

vu que l'intégration de cette équation différentielle permet de déter-

miner toutes les lignes géodésiques des surfaces dont l'élément li-

néaire est défini par la formule

ds'- = \ [diû -^(u-^ Vi y- dv'' ]

.

Vi est, comme V, une fonction de v; toutes les fois que cette fonction

se réduit à une constante, l'élément linéaire, nous l'avons vu, se ré-

duit à celui des surfaces spirales.

On peut donc dire que l'intégration d'une équation différentielle de

la forme (5) ou (6) fera connaître les lignes géodésiques d'une infinité

de surfaces, parmi lesquelles se trouveront des surfaces spirales, et

dont l'élément linéaire dépendra d'une fonction arbitraire Vj (en de-

hors de celle V qui figure dans l'équation).

(') On pourra consulter la Note Sur la détermination des surfaces spirales

d'après leur élément linéaire, insérée par M. Raffy au Tome CXII, p. 1421 des

Comptes rendus, en 1891.
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Enfin, au n" 732 [III, p. 3o3], nous nous sommes proposé de

déformer une surface réglée de telle manière que l'une de ses

courbes, assignée à l'avance, devienne plane, et nous avons reconnu

que la solution de ce problème dépend d'une équation différentielle

du premier ordre appartenant au type suivant

(7) MjK2-h2Nj7'+py2 = i,

où M, N, P sont des fonctions quelconques de la variable indépen-

dante X. Cette nouvelle forme comprend évidemment comme cas

particulier les formes (5) et (6) : nous nous proposons de justifier

une indication déjà donnée [III, p. 3o4, note] et de montrer tout

l'intérêt que présente l'étude analytique des équations différentielles

précédentes.

Remarquons d'abord que l'on peut très aisément ramener l'équa-

tion (7) à la forme (5). En effet, écrivons-la comme il suit

(Py-i- ^yy + (PM — N2)72 = p.

Si l'on détermine une fonction X par la quadrature

X = e^ ^
,

et si l'on effectue la substitution

(8) r=|'

l'équation deviendra

P2l/2-H(PM— N2)a2 =PX2,

et il suffira de changer la variable indépendante en substituant à .r la

variable définie par la quadrature suivante

(9) x' =
I

V '''' - N' d.T,
• ^ Ç y/l^M

pour obtenir la forme réduite

(10) m2_(_
\dx'/ PM— N2

où il faudra exprimer le second membre en fonction de x'.

3. Puisque les formes (10) et (7) ont le même degré de généralité,

gardons l'équation
( 7 ), et voyons comment on pourra la ramener à une

équation du premier ordre et du premier degré.
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Il suffit pour cela de prendre comme inconnue auxiliaire le quo-

tient suivant

(11) ^, =X.

On aura alors

(12) y = , y = -—

=

_
/ -M À* -i-iNl-^P /.MX» -1- 2 N À -T- P

En exprimant que r' est la dérivée de r, on trouvera pour X l'équa-

tion

(i3) 2(N). ^P)X'= ArÀî^-2(N'+M)Xî+(P'-t-4N)X+2P,

qui est bien de la forme annoncée.

Si Ton considère toutes les équations du premier ordre et du pre-

mier degré

et si Ton se propose de les classer d'après la manière dont y entre

dans la fonction f, on rencontre tout d'abord Téquation linéaire et

Téquation de Riccati. La plus simple, après celles-là, si l'on admet

toutefois que la variable y puisse être soumise à une substitution

homographique sans que la forme de l'équation soit altérée, est la

suivante

av^-hbv--^cy-^d
(i4) y — — '

-r '

où a, b, c, d, e, /sont des fonctions données, mais quelconques, de la

variable indépendante.

L'équation précédente contient l'équation (i3) comme cas particu-

lier; nous allons montrer que, si Ton en connaît des solutions parti-

culières, on pourra toujours, par des substitutions simples, la ramener

à une forme type ne contenant plus qu'une fonction arbitraire.

4. Appuyons-nous sur la propriété essentielle : l'équation ne change

pas de forme lorsqu'on effectue sur la variable y une substitution

homographique quelconque. D'après cela, si l'on connaît trois solutions

particulières y^, yi, y^, effectuons la substitution homographique qui

leur fait correspondre les valeurs o, i , oc. La nouvelle équation devant

admettre ces solutions particulières, on aura

a = d = o, 6-+-c = o,
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et elle prendra la forme

dx " ey^f
'

En changeant de variable indépendante on pourra simplifier encore

et réduire à l'unité une des fonctions e ou f, avoir, par exemple,

la forme typique

(.5) f-^l^JZJl.
dx a —y

La manière même dont nous l'avons obtenue prouve qu'il y aura

un nombre illimité de formes typiques.

On peut encore effectuer dans l'équation (i4) la substitution

(i6) ey+f=-^;

on aura alors pour z l'équation différentielle

(17) 5' = a-(- ^5 + Y-^-i- 3^^;

la dérivée est, cette fois, une fonction entière de z.

La forme précédente est conservée si l'on effectue sur z une substi-

tution de la forme

(18) s = AX-i-B;

on peut disposer des fonctions A et B de manière à faire correspondre

à deux solutions particulières Zq, z^ deux valeurs constantes A, h'

de \. Alors l'équation en "h prendra la forme simple

(19) v=.(X-/0(X-/O(GX + D).

Un changement de variable réduira à l'unité l'une des fonctions

G ou D.

5. Celte nouvelle transformation permet de montrer que l'intégra-

tion de l'équation générale (i4) peut se ramener à celle de l'équation

et vice versa. Car si l'on effectue ici la substitution
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on trouve pour X Téquation

(•la) X'=(À^4-i;(i-).^);

et il est clair que, par un changement de la variable indépendante et

par un choix convenable des constantes arbitraires h, h' , on peut

ramener l'un à l'autre les deux types (19) et (22).

6. Nous avons indiqué, dans le cours de cet Ouvrage, ei notamment
dans la théorie des lignes géodésiques, plusieurs cas particuliers dans

lesquels on peut intégrer l'équation (20) et, par suite, l'équation (14).

Nous nous contenterons des rapprochements que nous venons de

signaler en faisant remarquer que l'on pourra obtenir en quelque

sorte une suite illimitée d'équations intégrables de la forme (i4) en

cherchant celles qui admettent des facteurs intégrants de la forme

suivante

//II, mj, . . . étant des constantes et Xj, Xj, . . . des fonctions de x.

Dans un Mémoire sur quelques équations différentielles non
linéaires, inséré en 1887 au Journal de l'École Polytechnique

[LMI* Cahier, p. 189], M. R. Liouville a développé quelques propo-

sitions relatives à l'équation précédente, prise sous la forme (17).
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NOTE YII.

SUR LA FORME DES LIGNES DE COURBURE DAxNS LE VOISINAGE
D'UN OiMBlLIC.

1. Dans l'étude que nous avons faite à différentes reprises du sys-

tème orthogonal formé par les lignes de courbure d'une surface, nous

avons laissé de côté l'examen de la question qui va faire l'objet de

cette Note.

Le problème que nous nous proposons a déjà été étudié par diffé-

rents géomètres, et notamment par l'illustre Cayley (*). Bien qu'un

peu spécial par sa nature même, il offre un vif intérêt, parce que sa

solution complète exige l'application des méthodes employées pour

l'étude des points critiques des équations différentielles par Briot et

Bouquet et par leurs continuateurs dans ce genre de recherches,

MM. Poincaré et Picard. Nous allons démontrer ici les résultats que

nous avons communiqués en i883 à l'Académie des Sciences (-).

2. Si l'on place l'origine des coordonnées rectangulaires à l'ombilic,

en choisissant pour plan des a;/ le plan tangent en ce point à la sur-

face donnée, l'équation de cette surface prendra la forme suivante

(I)

k , ,
x^ b ^ b' ^ a' ^

P..., Y—, x'* -^ r-
^'^ V -^ -,

^''- y^ -^ ^ scy^^—: y'*-^-

(') A. Cayley, On differential Equations and umbilici ( Philosophical Maga-
zine, vol. XXVI, p. 373-879 et 44'-4^2; i863). Voir aussi the Collected mathema-

tical Papers 0/ Arthur Cayley, vol.V, p. ii5.

M. Emile Picard a bien voulu me communiquer les épreuves du tome III de

son Traité d^Analyse où il rattache l'étude de celte question particulière aux

théories générales qu'il a développées sur les points singuliers des équations dif-

férentielles.

(^) Sur les lignes de courbure de la surface des ondes {Comptes rendus,

t. XCVII, p. ii33). Voir aussi Annales scientifiques de l'École Normale supé-

rieure, 3« série, t. VI, p. 385.
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OÙ k désigne l'inverse du rayon de courbure principal, les termes non

écrits étant du 5^ ordre au moins par rapport à j? et à ^. Si nous

désignons ici par P, Q, R, S, T les dérivées premières et secondes

de z, qui entrent dans l'équation différentielle des lignes de cour-

bure, nous aurons

r^ 7 ^ , / b ^ X^

2 ' 2 * b
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de l'équation différentielle. Si l'on prend, en eflfet, les polaires réci-

proques des courbes intégrales, elles satisfont encore à une équation

différentielle du premier ordre que l'on formera aisément. Et alors,

au point A, pour lequel le coefficient différentiel est indéterminé,

correspondra une droite dont le point de contact sera indéterminé,

c'est-à-dire une droite {d) qui sera une solution particulière de la

nouvelle équation différentielle. Par suite, au lieu d'étudier les

solutions de la première équation dans le voisinage du point A où le

coefficient différentiel est indéterminé, on pourra étudier les solutions

de la seconde qui sont voisines de la droite {d), ce qui ne présentera

de difficulté que pour certains points exceptionnels de la droite.

Pour appliquer cette remarque, effectuons la substitution si sou-

vent employée, qui remplace la courbe cherchée par sa polaire réci-

proque relative à la parabole

c'est-à-dire introduisons, à la place de x et y, les variables p et u

définies par les équations

de sorte que l'on aura

(6) •^=?/^' y = px-u\

et que l'équation de la tangente à la courbe cherchée sera

Y = /?X— u.

Avec ces nouvelles variables, l'équation différentielle qui représente

la ligne de courbure ou, plus exactement, sa projection sur le plan

tangent, prendra la forme suivante :

^^ ^^ du'^ ^^ du r „Km-t- Hi -7—- ^liiu——h Lia2-4- 9 = 0,
dp'^ dp *

{2b'— a)p -h (a'— ib) p^— b'p^,

(b — a')p-i- b'p^,

Sy — a oP'— P „ a'— 3y S'

(P - 2 p')/? + (2Y - a'+ 7.3)^2+ P'^3^

(7)
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et où les termes contenus dans (p seront du troisième degré au moins

par rapport aux deux variables u, ~-
dp

k. Nous voulons obtenir les solutions pour lesquelles a: et y, c'est-

à-dire d'après les équations (5) et (6), « et -^ sont très petits, la

variable indépendante nouvelle/) pouvant recevoir des valeurs quel-
conques. A cet eflFet, effectuons la substitution

(9) u = %u',

1 étant une constante très petite et «' étant supposée finie; Téqualion
différentielle prendra la forme

t,r.\
du' K \lx du'*- aK, ,du' aL,

,

Pourvu que nous écartions les valeurs de/?, pour lesquelles on a

(II) H = o,

l'intégration par les séries de l'équation différentielle précédente nous
donnera une fonction u' développable suivant les puissances de a. Par
suite, si nous supposons que p varie entre deux limites p^, ys, ne
comprenant aucune racine de l'équation H = o et si nous supposons
que u' soit assujettie, par exemple, à rester égale à l'unité pour/) =/>o,
u' sera une fonction continue de a dans tout l'intervalle {p^, /), ) et elle

se réduira, pour 2=0, à la fonction qui satisfait à l'équation

Si donc nous conservons cette unique équation, son intégration
nous conduira nécessairement à une courbe qui sera semblable à la

ligne de courbure infiniment petite, réserve faite, pour le moment,
des parties de la courbe qui sont dans le voisinage des points où le

coefficient angulaire de la tangente satisfait à Téqualion (11).

o. Il convient donc d'abord d'étudier l'équation précédente, iden-
tique au fond à celle quia été considérée par Cayley; l'intégration de
cette équation nous donnera la solution de ce que nous pouvons ap-
peler la partie principale du problème.

Si nous remplaçons les polynômes H et K par leurs expressions.
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l'équation devient

(i3) ^ = b'p^- + {b — a')p — b'

u' b'p^-^{ib — a')p^^(a — 2b')p — b ^'

Les variables sont séparées et l'intégration n'offre aucune difficulté.

Au lieu des arbitraires a, 6, «', 6', nous allons mettre en évidence les

racines du dénominateur H, que nous supposerons distinctes. Soient

a, p, Y ces racines; on aura

[ 6 = 6'aPY, a = 6'(2 + a^ -f- «Y -t- Py)'

(i4)
I

<2 — 2è'= 6'(«P -^«T-l- Pt))
«'= è'(2aPY + a -1-

P + y),

(
a'— 26 = ^»'(a-H p -H y), b =z b' o.^-^.

En introduisant les quantités A, B, C déterminées par les formules

suivantes (^)

(i+a^)(i + aY) (i + a2)(i + p.Y)^- (a-[i)(a-Yr^ '- (a_P)(a-Y)'

('^) ^^— (P-«)(P-Y)'
''-'--

(P-a)(P-Y)'

(Y-«)(Y-[i) ' (Y-«)(.Y-?)'

l'équation deviendra

, ,

,

du' A dp Bdp Cdp
(ib) —r = ^ H ^ -^ -

—

'—•
u p — a p — p p — Y

En intégrant, nous aurons

(17) u'=M{p-^)^(p-<^)^(p-y)C,

M désignant une constante arbitraire. Si l'on pose

(18) V =M(/> — a)'^ --!(/>— j3)B-i(/> — y)C-i,

les valeurs de ,3; et dey déduites des formules (6) seront

^19)
X = ç[p^—i—p(y.'^y -|_ 3C+ |3 -f-Y)]i

y = v[— apY(/>- - I) — (iH- a^ + pY + Y^)/»!-

(
'
) Il résulte de ces expressions de A, B, C que les polynômes K et M ne peuvent

avoir une racine commune sans en avoir deux.
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On déduit de ces expressions les formules bien plus élégantes

i j' — 2^=: — t-(/? — a)(i+/)a)(i-l-pY).

(10)
j
^— 3ar = -Pf/? — 3)(H-/>?)(H-Ya),

( r— 7-^=—
''(Z^

— T)(^-^/'Y)(I-^='?)•

On voit que la forme limite de la ligne de courbure est loin d'être

un cercle, comme Font pensé quelques auteurs.

6. Xous allons maintenant discuter les résultats précédents et nous

commencerons par supposer a, 3, v réels.

Introduisons les angles a', ^', y' définis par les formules

(21) a = tangx', ^ = tangp', -( = tangf',

on trouvera alors

co5('3'— y')A= — cot(a'— Y')cot(a'— .3'), A — :

sin(a'— '^'
) sin(a'— y )

(22) I
B=-cot(?'-a')cot(3'-Y'), B-i=--.-^ r,.

( C =— cot(Y'-a')cot(Y'-3'), C — 1=- ,

,''''~['^~)\
ôTT"

\

^' / V
1

r />
sin(Y — :z )sm(Y — P )

En considérant sur le cercle trigonométriqueles extrémités des six

arcs

"• ?• <'- ï-< ï-^?- ï+^^

et tenant compte de ce qu'on peut faire tourner les axes dans leur

plan ou augmenter de t. l'un des arcs a', P', y', on verra facilement que

toutes les dispositions différentes de ces quantités peuvent se ramener

aux suivantes.

Ou bien il est possible d'enfermer dans un même angle droit les

trois droites de coefficients angulaires a, p, y; et alors les six angles

donneront lieu à la disposition suivante

(I) «', ?', Y', l^^', J + ?', ^+y',

quand on les rangera par ordre de grandeur croissante.

Ou bien il sera impossible d'enfermer les trois droites dans un

angle droit, ce qui donnera naissance à la disposition

(II) «'. P', ^-+-^'. y''
l^?'^ ^+Y'-
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En se rej)ortant aux formules (22), on trouvera les signes suivants

pour les exposants

A. B. C. A — I. B— I. C — I.

Disposition I..

Disposition II.

Avec la disposition I, il y aura deux directions asymptotiques de

coefficients angulaires a et y; car ç devient infini, ainsi que .r et /,
lorsque p s'approche de a ou de y- Gomme y — ^^, y — Y'^ devien-

nent aussi infinies, les branches infinies sont toutes deux parabo-

liques.

Lorsque /> tend vers p, la courbe passe à l'origine; on a approxi-

mativement
P = K'(/>-P)B-i,

a- = K"(7) — ^)B-i,

K', K", K'" désignant des constantes. On déduit de là

B

(23) y — ^x = Lx^-',

L désignant une quantité finie. Si B n'est pas commensurable, cette

singularité n'est pas algébrique.

On trouverait de même, pour les branches paraboliques, les ex-

pressions approchées

A C

(24) y — ixx =hix^—'^

,

(25) y — -^x = 'LiX^-'^

.

ha Jïg. gr, construite pour l'hypothèse particulière.

«' = -|, p'=o, Y=l'

donne une idée delà forme que présentent, dans ce cas, les différentes

lignes définies par l'équation (12).

Dans la disposition II, ^ et / deviennent toujours infinis quand p
s'approche de l'une des valeurs a, j3,y; mais y — <xx, y — '^x, y — yo;

tendent vers zéro. La courbe admet pour asymptotes les trois droites

issues de l'origine et de coefficients angulaires a, [3, y. ha.Jîg'. 92 fait

connaître la forme qu'affectent, dans ce cas, les projections des lignes

de courbure.
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Aucune d'elles, sauf les trois droites qui sont des solutions particu-

lières de l'équation différentielle, ne passe à l'ombilic O.

Fig. 91.

7. Supposons maintenant que deux des racines a, ^, 7, ^ et y par

Fig. 92.

exemple, soient imaginaires conjuguées. Alors A et A — i sont né-

gatifs, et la courbe a une branche parabolique.
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Pour fixer les idées, supposons que l'on ait

p = t, Y = — ^"•

Alors en faisant tourner les axes, on pourra supposer

a = G,

et les projections des lignes de courbure, représentées par l'équation

seront des paraboles homofocales.

L'hjpothèse que nous venons de faire est celle qui convient aux

ombilics des surfaces du second degré. Dans ce cas, en effet, les

termes du troisième degré dans l'expression de z doivent être divi-

sibles par les termes du second degré. On a alors

a = 3b', a' = 3b
et l'équation

b'p^ -{- {ib — ci')p'^ -h (a — ib')p — b = o,

qui admet les racines a, p, y, se réduit bien à la suivante

{b'p — b){p^+i) = 0.

Nous nous bornerons à ces hypothèses générales, nous contentant

de signaler, par exemple, le cas où l'on aurait

I + ay = o.

Cette seule condition entraîne les conséquences suivantes

A = G = 0, B = 1.

Dans ce cas, notre équation différentielle admet les solutions

/? == a, p^ Y,

qui correspondent à deux séries de droites rectangulaires.

8. Il nous paraît utile, avant de poursuivre cette étude, d'indiquer

dès à présent, les conséquences auxquelles conduisent les résultats

précédents, tout incomplets qu'ils soient encore. Il n'est pas douteux

que, si une surface a toutes ses lignes de courbure algébriques, la

petite ligne de courbure que nous venons de déterminer devra être
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algébrique pour chaque ombilic de la surface. Il sera donc néces-

saire que, pour chaque ombilic, les trois nombres A, B, C soient

réels et commensurables. Cette condition ne sera pas suffisante; mais,

toutes les fois qu'elle ne sera pas remplie, on pourra affirmer que les

lignes de courbure ne sont pas algébriques, en général.

Appliquons cette remarque à la surface des ondes de Fresnel, dont

les lignes de courbure ont été l'objet de si nombreuses recherches.

Déterminons d'abord les ombilics de cette surface ('). Pour cela,

il faut la considérer comme Vapsidale d'un ellipsoïde (E). Nous rap-

pellerons plus loin la définition de la transformation apsidale.

Contentons-nous de remarquer ici que c'est une transformation de

contact et que, comme toutes les transformations de ce genre, elle

conserve l'ordre du contact entre deux surfaces quelconques. Par
suite, à un ombilic, c'est-à-dire à un point où une sphère a un con-

tact du second ordre avec la surface des ondes, correspond un point

de l'ellipsoïde où la surface correspondante à une sphère, c'est-à-dire

un tore dont le centre coïncide avec le centre de la surface, a un con-

tact du second ordre avec l'ellipsoïde. Cherchons donc les points de
l'ellipsoïde pour lesquels, parmi les surfaces osculatrices, se trouve

un tore concentrique à l'ellipsoïde. Pour les déterminer, remar-
quons qu'en un point quelconque d'un tore, l'un des plans prin-

cipaux contiendra l'axe et ira passer par le centre. De plus, l'un des

centres de courbure principaux sera sur l'axe, l'autre sera le centre du
cercle méridien de la surface; par suite, le segment formé par ces

deux centres de courbure principaux sera vu du centre de la surface

sous un angle droit.

Ainsi, les points de Tellipsoïde qui donneront des ombilics de la

surface des ondes doivent satisfaire à cette double condition que l'un

des plans principaux aille passer par le centre et ensuite, que le seg-

ment formé par les centres de courbure principaux soit vu du centre

sous un angle droit (^).

Les seuls points pour lesquels la première condition se trouve rem-
plie sont ceux qui sont situés dans les plans principaux de l'ellip-

soïde (E). Il résulte de là que tous les ombilics de la surface des

ondes sont situés sur les ellipses situées dans lesplansprincipaux.

(') Cette détermination des ombilics a été communiquée en 1878 au Congrès
tenu à Paris par l'Association française pour l'avancement des Sciences.

{') M. Maxnheim a obtenu le même résultat par des méthodes qui lui sont

propres. Voir le Cours de Géométrie descriptive de l'École Polytechnique.
Deuxième édition, p. 334-
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9. L'équation de cette surface est

/».2 -,,2 ~2

(26)

(28)

p2— «2 p2_^,2 p2_c-2

p^ désignant le carré de la distance à l'origine

(27) p^= x^~hy^~-hz^.

Considérons, par exemple, les ombilics situés dans le plan des œy.
En mettant en évidence les coniques sections de la surface par ce

plan, et en posant

/ V =x^--hy-— c2,

l'équation de la surface devient

(20) c'--'* -i-[\j + c''Y + {c'' — a'-)(c'-—b'-)]3'-^\]\ =0.

Transportons l'origine en un point de laconique définie par l'équa-

tion

U =0,

et prenons comme nouveaux axes des ce et des y la tangente et la

normale à la conique en ce point. U prendra la forme suivante

(3o) V = kx^'+2Bxy-hGy^-j-2Ey,

et la théorie des invariants montre que l'on aura

(3i) (AC— B2)2= AE2, AG — B'- = a'-b\ a^+i^^A + C.

D'autre part, Y deviendra

cCq et /o étant les coordonnées du centre de la conique. On trouve

ainsi

,n X T7 o „ Ar — B^ ^ A2-t-B2
(32) V = ^2^._^2^-,_^__ E+ —^ cS

en tenant compte de la première relation (3i).

Portant ces valeurs de U et V dans l'équation de la surface, nous

trouvons

c^z* + ^2 (A + c2)a72+ ( G 4- c2 )72+ 2 B :rx + 2 EjK

(A/-Ba;)+^!^(B2-AG)]2C2E ,, _ . C2— A
AG— B2

A2 + B2
-t- (A:p2+ 2BarK -+- Gjk2+ 2Ej) L2+ JK2+ ^^^—^ (AjK - Ba7)+
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Faisons r= o dans celte équation. Les termes de degré moindre
en X elz sont les suivants

z'- ^:^^(Bî— AC)-i-(Aî-hBî- Ac*)x*.

Egalés à zéro, ils donneraient les tangentes asymptotiques au point
considéré. Pour que ce point soit un ombilic, il faudra donc que Ton
ait

T = A*-;- B- — Ac-,

ce qui donne

(33) c^.= A
^^'

A^— B^— AG'

Le développement de y ne présente d'ailleurs aucune difficulté et

nous donne

(34) y=-~{x^--i-z^-)-i-~(T^-xz^-)~ax^+^x^z^-^'{z^-^...,

de sorte que l'on peut appliquer les résultats obtenus plus haut.

On a ici

b = a' = o, a= — 36',

ce qui donne

a =— v/5, 3 = o, Y =/5,

A=?, B = i, G=3.
D 5

L'équation tangentielle des lignes de courbure dans le voisinage de
l'ombilic est donc, / désignant une constante,

Elle représente des courbes de la cinquième classe. On a ici

Donc rinterseclion de la courbe avec une droite

hx -~- h'y = X

sera déterminée par l'équation

qui est du dixième degré en p. Ainsi les lignes de courbure sont
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semblables, dans le voisinage de l'ombilic, à une courbe du dixième

ordre et de la cinquième classe.

Ce résultat ne permettait pas d'affirmer que les lignes de courbure

delà surface des ondes ne sont pas algébriques. Nous verrons dans la

Note suivante comment on peut lever toute difficulté et trancher

cette question.

10. Après cette application particulière, revenons au cas général

et étudions la ligne de courbure dans ces régions que nous avons ex-

pressément réservées, c'est-à-dire pour les valeurs de p voisines d'une

des valeurs singulières a, j3, y qui annulent le polynôme H.

Supposons, par exemple, que l'on veuille étudier la ligne de cour-

bure dans le voisinage de la valeur

/? = a.

Pour plus de netteté, nous introduisons une variable auxiliaire/»'

définie par la quadrature

, „ ^

.

K , kclp B dp C dp A dp'
(35) —— dp = '

-^ ^„ H i- = —}
H ^ p — 'x. p — ^ p-y p

qui donne évidemment pour p' une valeur de la forme

et pour/j) — a une série

p — :i= —r p -h
Po

Cette série sera convergente pour des valeurs suffisamment petites

de/?'; on peut, si l'on veut, remplacer /^^ par l'unité. Avec cette nou-

velle variable, l'équation de la courbe que nous avons étudiée dans les

numéros précédents deviendra

u = M/»'A.

Quant à l'équation différentielle, il est évident qu'elle prendra la

forme suivante

(36) /? -^ — Am + Hj -7—^ + Kj M -^—, + Lj m2_|_ Q = o,

H',, K'i, Lj étant des séries convergentes ordonnées suivant les puis-

rfii

sances de p' et 9 étant du troisième ordre en u, -j-^; cette fonction cp
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contiendra, d'ailleurs, p' . Nous avons à étudier les solutions de cette

équation pour lesquelles les trois variables u,-t-, et />' sont infiniment

petites. Gela résulte évidemment des expressions de a: et de ^ et de

l'hypothèse ajoutée que p est voisin de a. Dans ces conditions les

trois termes de degré moindre, dans l'équation précédente, sont évi-

demment les suivants

(37) P ^„ -P^u, 3o^,,

Po étant le terme constant dans la série Hi. Pour que l'équation soit

vérifiée, il faut que deux au moins de ces termes soient du même
degré, le troisième étant de degré supérieur ou égal,

11. Si les deux premiers termes sont seuls du même ordre, u est

de l'ordre de p'^ et le troisième terme est de l'ordre de p'-^"-. 11 fau-

dra donc, pour que les deux premiers termes puissent être du même
ordre, que la partie réelle de A— 2 soit positive.

Supposons cette condition remplie : l'application pure et simple

des méthodes données par Briot et Bouquet dans le § IV de leurs

Recherches sur lespropriétés desfonctions définies par des équations

différentielles {Journal de l'École Polytechnique, XXXVP Cahier,

p. i33) suffira à montrer qu'il y a une infinité de solutions de l'équa-

tion diflerentielle pour lesquelles u est de l'ordre de p'^ et qui ont

pour expression approchée

u = Go/?'*,

Cq désignant une constante quelconque. On peut aussi raisonner

comme il suit :

Efl'ectuons la substitution

(38) « = py-S

l'équation différentielle deviendra, après la suppression du fac-

teur jo'^,

(39)

Elle pourra être résolue par rapport à p' -j—, et donnera une valeur
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de la forme

dv
(40) /?'^ =M(^2_^.Nj;3_^..,^

M, N étant des fonctions de p' dont tous les termes contiendront en

facteur, soit />', soit p'^"'^. Cette équation, il est aisé de le reconnaître,

admet des solutions (^ prenant une valeur arbitraire pour/»'=o et

développables suivant les puissances entières de p' et de />''^~- (*).

(') Considérons d'une manière plus générale une équation de la forme sui-

vante

^ dp ^f^^'P'P'^ ..., p"'k),

où m, m,, . . ., m;, sont des exposants à partie réelle positive et où /désigne une

série dont tous les termes contiennent soit/), soit l'une des puissances p'"i en

facteur. Proposons-nous de chercher si cette équation admet une solution déve-

loppable suivant les puissances de p, p"'i, p'"2, ..., p'^k. On reconnaîtra d'abord

que l'on peut choisir arbitrairement la valeur initiale de v et que tous les autres

coefficients de la série se déterminent en fonction du premier. Posons, en effet,

p'"i=pr,
I équation pourra s écrire

()v âv àv ., .

En donnant à v une valeur arbitraire v^ et en égalant les coefficients des pro-

duits p'^,p^^ ...,pjk, dans les deux membres, on pourra, de proche en proche,

déterminer tous les coefficients de la série cherchée. Pour démontrer maintenant

que cette série est convergente, remplaçons tous les coefficients de / par leurs

modules, tous les exposants /n^ dans le premier membre par leurs parties réelles

positives, la valeur initiale Vo par son module. Toutes ces substitutions ne pour-

ront qu'augmenter les modules des coefficients dans la série qui doit représenter v.

II en sera de même encoi'e si nous remplaçons ensuite / par le quotient

àf df df

dv

Or, après toutes ces substitutions, il nous reste une équation que nous pouvons

intégrer à vue et dont l'intégrale est fournie par la formule

^ = v,-hf(v,p,p„ ...,/)J,

où y est une série dont tous les termes contiennent l'une au moins des variables

P, ?,< •,Pk-
Le développement de v par la formule de Lagrange sera convergent tant que

p, jo,, . .
. ,

jOj seront suffisamment petits ; et il donnera des limites supérieures des

coefficients de la série obtenue pour v , série qui sera, par suite, aussi conver-

gente.
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12. Supposons maintenant que la partie réelle de A— 2 soit néga-

tive. Alors les deux premiers termes (3-) devront être du même
ordre que le troisième, et l'on aura nécessairement

(40 « = '•/>'-,

(' demeurant fini pour p'=o. En substituant dans l'équation (36),

il vient un résultat de la forme suivante

u-^) P ^ + (2-A)P + p(^2.+^ ^-,j -^p^ip, .,p :â^j=o-

Pour/>'=: o, on a, écartant le cas où ^o serait nul,

A —

2

^=-70--
A /O

-Nous poserons donc
A — o

4 î^o

et nous obtiendrons pour w une équation de la forme

/ » . z » X ,
div .ni , dw \ , ^ [ ,

,àw\
(A — 2)(^'H-(A— i)/> —, +4?o«'(^tv-4-/> ^j^P ^i\P,»',P ^j="-

Un peut toujours résoudre cette équation par rapport a/> -7—, > ce

qui donnera un résultat de la forme suivante :

//•j\ ,dw '>. — k
(43) P-d^' = >:^r^---

les termes non écrits contenant tous en facteur, soit/?', soit w-.

Les équations de la forme précédente admettent toujours, comme
2— \

on sait, tant que n'est pas un entier positif, une solution holo-

morphe

(40 tv = o(p'),

se réduisant à zéro avec/?'; mais elles peuvent admettre d'autres so-

lutions s'annulant encore avec p' lorsque la partie réelle du quotient

A — 1

est positive.

Posons
A = A'^iB';
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la partie réelle de -. sera^ A — I

(2 — A')(A'-i)-B'2
(A'— I)2+B'2

Si l'on a

i<A'<2, B'2<(2- A')(A'-i),

l'équation (43) admettra des solutions dont la partie principale sera

donnée par la formule
2-A

Cq étant une constante quelconque, ce qui donnera pour u la valeur

approchée

(45) "= ^-y^+Go/^'^,

les termes non écrits étant de degré supérieur à l'un ou l'autre de

ceux que nous mettons en évidence.

La ligne de courbure passera à l'ombilic, mais elle n'y aura pas la

même singularité que la courbe étudiée aux n°= 3 et 6, et qui lui est

homolhétique dès qu'on s'éloigne de la région pour laquelle p' est

voisin de zéro.

Si l'on a

I<xV<2, B'2>(2-A')(A'-l),

alors la ligne de courbure ne passera pas à l'ombilic, bien que la

coui'be qui, partout ailleurs, lui est homothétique, y passe effective-

ment.

Enfin si l'on a

A'<i,

alors la ligne homothétique se comporte comme la ligne de courbure,

en ce sens que ni l'une ni l'autre de ces courbes ne passent à l'om-

bilic.

2 A
Nous avons laissé de côté le cas exceptionnel où —— serait unA — I

entier positif. On sait qu'alors l'équation (43) admet une infinité

d'intégrales s'évanouissant avec/?'; et il résulte d'un théorème démontré

par M. Poincaré dans une Note sur les propriétés des fonctions dé-

Jinies par les équations différentielles insérée au XLV" Cahier du
Journal de l'Ecole Polytechnique, que toutes ces intégrales sont

holomorphes en p' et p'Logp'. Ici encore la ligne de courbure et la

courbe homothétique passeront à l'ombilic sans y avoir la môme sin-

gularité.
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Lorsque l'exposant A est réel, on se trouve dans le cas étudié par

M. Picard; les deux courbes passent, ou ne passent pas, en même
temps à Tombilic. Mais lorsqu'elles y passent, elles n'ont pas né-

cessairement un contact du même ordre avec leur tangente commune.

Toutes ces conclusions ne sont nullement contradictoires et s'ex-

pliquent aisément à l'aide de certains exemples particuliers. Si l'on

prend, par exemple, les courbes définies par l'équation suivante :

(46) u=Ç.oP^-o{p)-Clp^^{p),

où Co désigne une constante arbitraire, ^(/>) et '^(/>) étant des fonc-

tions holomorphes de/>, ne s'annulant pas avec p, on reconnaît immé-
diatement que, pour Cq très petit, les courbes deviennent semblables

à celle qui est représentée par l'équation

U^p'-r^ip).

Néanmoins, lorsque/» tend vers zéro, le second terme peut devenir

prépondérant, ou même infini, suivant la valeur de a.

D. — IV. 3o
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NOTE VIII.

SUR LES LIGNES ASYMPTOTIQUES ET SUR LES LIGNES DE COURBURE
DE LA SURFACE DES ONDES DE FRESNEL.

1. Depuis Fresnel et Ampère, un très grand nombre de géomètres

ont publié sur la surface de l'onde des travaux importants. Une mo-
nographie complète de cette surface mériterait d'être entreprise. Mais

il ne faut pas se dissimuler qu'elle serait fort étendue, car elle aurait

à faire des emprunts à bien des théories différentes, soit en Analyse,

soit en Géométrie. Dans cette courte Note, nous nous proposons seu-

lement de former et d'étudier les équations différentielles des lignes

asymptotiques et des lignes de courbure, en considérant la surface de

l'onde comme Vapsldale d'un ellipsoïde à trois a\es inégaux.

Nous avons vu au Livre VIII, Chapitre YIII, comment on peut

rattacher certaines transformations de contact à la considération de

deux équations, les équations (17) de la page 172, entre les coordon-

nées x,y,z] X, Y, Z de deux points correspondants m, M.. Si Ton

prend, pour ces équations, les deux suivantes

^^^
i

X:r + Y^-^Z^ = o,

où les coordonnées des deux points entrent symétriquement, il faudia

leur adjoindre, d'après la théorie que nous avons développée, les

quatre relations

( .27-H/>-3 — X(X-i-/>Z) = O,
^^ ^

X-f- PZ -1-X(X4-P^) = o,

^''^
\ r-\-gz-liY+gZ) = o,

^""^

j Y-+-QZ4-X(j-|-Q;;) = 0,

qui dérivent des équations (21) et (22) données à la page 17^ et où

P, Q, p, q ont la signification déjà indiquée. Ces équations nouvelles,

jointes aux précédentes ((), définiront complètement la transformation
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à laquelle on a donné le nom de transformation apsidale. Pour
connaître les propriétés de cette transformation, il suffit de les inter-

préter géométriquement.

Soit toujours (5) la surface décrite par le point m et (S) la surface

correspondante décrite par le point M. Les équations (2) expriment

que la normale à {s) admet pour paramètres directeurs

X— ÀX. >- — ÀY. z — 'i.Z;

et les équations ( 3 ) expriment de même que les paramètres directeurs

de la normale à (S) sont

X -J- ). j", \ — À >-, Z -1- À ^.

De ces remarques si simples, on déduit immédiatement les pro-

priétés suivantes, bien connues, de la transformation apsidale.

Les deux rayons vecteurs, égaux et rectangulaires, (3M,0m,
qui joignent l'origine aux points correspondants, les deux nor-
males en M et en m sont quatre droites dans un même plan.

Les normales en M et en m sont perpendiculaires.

2. Admettant toutes ces propriétés qui définissent évidemment la

transformation, nous allons indiquer des formules simples permettant
de passer d'une surface à sa transformée.

^i y^ - désignant des coordonnées d'un point quelconque m dune
surface (j), écrivons l'équation du plan tangent sous la forme

(4) /?X-^^Y + /Z = i;

p, q, r seront des coordonnées tangentielles, vérifiant les deux rela-

tions

(5) j

p^+ qy - rz =.,

( p dx -r- q dy -i- r dz = o.

Si maintenant on introduit trois quantités nouvelles p'
,
q', r' par

les relations

I

7- — rjr + p'=o,

(6; ' rx — pz-i-q'=o,

( PJ—g^^r' = o,

p, q, r, p', q', r seront les six coordonnées de la normale (n° 139).

Ainsi les neuf quantités x, y, z; p, q, r; p', q', r' déterminent le

point, le plan tangent et la normale. La sur/ace décrite par le
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point {p, q, r) est la polaire réciproque de la proposée pai- rapport

à la sphère concentrique à l'origine et de rayon égal à V unité.

L'équation difTérentielle des lignes asymptotiques est

( 7

)

dp dx -i- dq dy -t- dr dz ^= o,

et celle des lignes de courbure (n" 139)

( 8 ) dp dp' -4- dq dq '

-f- dr d?-' =^ o

Désignons par des capitales les quantités analogues aux précédentes

et relatives à la surface transformée (S). Aux équations (i), on devra

joindre les suivantes

I px^ qy -\-rz =\, PX-4- QY + RZ =1,

(9) j
X/?'+Y^'-f-Z/-' = o, I>'-t-Q^'+ R/'' = o,

I
P/> + Q^ + Rr = o, P> + Q'^ + R''- = o,

d'où l'on déduira les valeurs suivantes

P = îiLizj:3L.^ X = '-'y-J^, v=p\
v/G . s/G

, rp'—pr' p'z — r'x
(K.)

. <Q-^7g-' ^=^76-^ ^=^'

R = PS^^JP^

,

Z = i^flllJÎZ

,

R' =. ,-',

s/G v/G

G étant défini par l'éfjuation

(II) G = p''-\-q''-^ r"^= P'2+Q'2^. H'2.

Les formules précédentes conduisent aux deux relations

(12)

F/) + Q^ -H R/- = o,

p2 + Q2 -4- R2 =y,2.

qui, comparées aux formules (i), mettent en évidence une propriété

bien connue de la transformation apsidale : Quand deux surfaces se

correspondent dans cette transformation, il en est de même de leurs

polaires réciproques par rapport à toute sphère ayant son centre

au pôle de la transformation,

3. Appliquons ces propriétés générales au cas où la surface {s) est

un ellipsoïde (E) défini par l'équation

xi yl 32
(i3) —^-L-^— =,.
^ ' abc
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On aura ici

(«4)
»

i p' = (^f) — c)qr, q'={c — a)pr, r' ={a —b)pq.

Prenons comme coordonnées curvilignes ^ et a le carré du rayon Om
et le carré de la distance du centre au plan tangent en m; c'est-à-dire

posons

(i5) < , î î _ ^* y~ ^' _ 1
(

' -^ a- b- c- :l

D'après les propriétés de la transformation apsidale, ces variables a

et P conserveront la même signification, quand on passera de m au point

correspondant M; mais elles ont l'inconvénient de ne pas conduire à

des expressions simples de x,y,z. En résolvant, par exemple, les

équations (i3) et (i5), on est conduit, pour les coordonnées œ, y, s,

à des expressions telles que la suivante

.^= -^ ('-'--b-c-^%).
\^a — b )i^a — C) \ % ' /

Pour éviter cette difficulté, nous introduirons deux nouvelles va-

riables a' et 3', dont nous verrons plus loin la signification géométrique,

et qui sont liées aux précédentes par des relations que Ton peut com-

prendre dans l'identité suivante :

L'équation

(16) f(ï-?)(^-?')-/(;) = M(^-a)(^-a'),

OÙ M est indépendant de ç, et où /(ç) est le polynôme suivant du

troisième degré

(17) /(|) = (^-«)(?-6)(^-c),

doit avoir lieu pour toutes les valeurs de \.

Si l'on pose, en effet, pour abréger,

(18) a->nb-^c = h, ab -h oc -~ bc = k, abc = /,

l'identité (i6) équivaut aux relations

j

M 22'=/,

(19) M(a + a')=A-33',

f M = A — ? — .3'.
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qui déterminent M, a', p' en fonction de a et de [3. On peut d'ailleurs

faire le calcul en se servant de l'identité même. Si l'on y remplace ^

par a, on aura, pour déterminer ^' , l'équation

<-)
«-?'=.-t~V)-

Puis les équations (19) donneront

(21) M = A-p-^', ^'=~

Nous emploierons simultanément, dans la suite, les quatre va-

riables a, p, a', p', en revenant, toutes les fois qu'il sera nécessaire, aux

relations précédentes ou à l'identité (16) qui les contient toutes les

trois. En particulier, nous nous servirons souvent des relations sui-

vantes

^"'"^
ja'(a'-p)(a'-P')=/(a'), ^^

) /( ^') =- M( ?'- a)( ?'- a'),

obtenues en remplaçant ^ successivement par a, a', [3, p', et de celles-ci

!a(a— !3)(a — p') = M(a — a)(a — a'),

6(6-P)(6-P') = M(/.-a)(Z»-a'),

c(c — !3)(c— P')
= M(c — a)(c — a'),

obtenues de même en remplaçant ^ par a, b, c.

k. En tenant compte de toutes ces relations, on trouvera facilement

pour/?, q, r, oc, y, ^, p'j ç\ '"' les expressions suivantes sous formes de

produits

^x ^ /(3-a)(rj'-a) ^ / /(^-a')(jB-
^ a \/ (a — a)/' (a) y aoLO!.'{a — P)/'

(.5) i., -r /( p-a)(3'-6) _ //(6 -a')(P-a)

(6-P)/'(6)

_ £ ^ 4 /(i3-a)(P'-c) ^ /7(c-a')(P-a)
\'^c V (a-c)/'(c) V caa'(c-P)/'(c

(26)

'' a — a
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K ayant pour valeur

(,;) K = 0-,)^/^ = i^'i(?-a)(?'-«').

Portant ces valeurs de p, q, r,p', q' , r' dans les formules fondamen-

tales (lo) et remarquant que l'on a ici

(28) G=y^+^'^+r'2=l=i',

on trouve, pour les éléments X, Y, Z, P, Q, R relatifs à la surface des

ondes, les valeurs suivantes

_ />(a — p) _ //(a-,3)(a-a')

(29)
q{b—^) _ //(6 — ^1(6 — g')

12. ^/Zr (' c — 3 ) //( c — ;i ) ( c — a )

y/G V f-^ï'/'Cc)

— a )(a — a)

-b)(OL — b)^^«^y/'^^?^
r('c— a) _ 7(3'— cUa — r)

P', Q', R' étant, nous l'avons vu, respectivement égaux, dans tous les

cas, à p', q', /•'.

o- Des formules précédentes, on déduit un grand nombre de rela-

tions, parmi lesquelles nous signalerons les suivantes

(

X2+Y2-^Z'- = ?,

Xî Y2 Z'

3_6 3—

c

(3i) '
...

-^ Z Q = O, -7 -+ r -, - -, = o,a— 3 ^~? c—

?

' a — 7.' b—x'c — a'

et aussi

I P2 02 R-
P2^Q2_^R2=, i, :

^ . ^i.
a I I I 1 1 I

(32) 1 a 3. b oc c

P« 02 R2 P2 Q2 R2

la— P' 6 — h*''c — y' ' a — a b — 2 c — 7.
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L'élimination de j3 entre les deux équations de la première ligne (3i)

donnerait, par exemple, l'équation de la surface. L'analogie des deux

autres équations (3i) montre immédiatement la signification géomé-

trique de a'. Le rayon OM prolongé ira couper la surface en un second

point M', et l'on aura

(33) 0M'=^\/^, comme OM = v/jî

.

Ainsi p et a' sont les carrés des deux rayons vecteurs dirigés suivant

le diamètre OM.
Les équations (82) se déduisent des précédentes si l'on remplace

X, Y, Z, a, b, c, p, a.',

respectivement par

p, Q, R, '.
'r

-' -' i-a o c 01. p

La surface décrite par le point (P, Q, R) est donc la surface des ondes

relative à l'ellipsoïde (E')

(34) ax--i- by--+- cz-= i.

Comme cet ellipsoïde (E') est polaire réciproque de l'ellipsoïde (E)

relativement à la sphère de rayon i ayant l'origine pour centre, le

résultat précédent est simplement la conséquence de la proposition

générale indiquée plus haut relativement à l'apsidale de la polaire

réciproque.

On voit ainsi que, si l'on mène à la première surface des ondes un

plan tangent parallèle au plan tangent en M, la distance de l'origine à

ce plan tangent sera y/p'.

Ainsi ^a, \Jp' sont les distances à deux plans tangents parallèles.

Les deux remarques que nous venons d'indiquer rattachent ainsi géo-

métriquement les variables introduites a', p' aux variables primitives

a et p.

G. Ces points étant établis, nous allons former en premier lieu l'é-

quation différentielle des lignes asymptotiques de la surface des ondes

(35) d? d\-^d(ldY + dKdZ = o.

Pour effectuer le calcul avec simplicité, nous ferons usage des formules

telles que la suivante

(36) PX= <^^~ P)(^~P') ^ M{a — a){a— a')
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que le lecteur établira sans difficulté. Comme on peut écrire l'équa-

tion (35) sous la forme

on aura, en employant les formules (29) et (3o), l'équation différen-

tielle

Sp^r d3 g^g' ir d^' a dz 1 _
La— 3 a'(a — 2')JLa— P' a(a — a)J~"**'

En utilisant successivement les deux expressions différentes (36) de

PX, on obtiendra le résultat suivant

A') /(a)

Les deux relations (22) permettent encore d'éliminer/(a),/(a') et de

ramener Téquation précédente à la forme

,3g. rfa d3 di' rfS'

a(a— ^) a'(a'— 3')

Mais cette équation différentielle contient toujours quatre variables a,

p, a', p'. Nous allons voir comment on peut éliminer deux d'entre elles.

D'après l'identité (16), a et %' sont racines de l'équation du second

degré en t

<(<-P)(f-?')-/(0=o.

Différenlions totalement cette équation. En désignant son premier

membre par =(<), nous aurons pour chacune de ses deux racines

o'(Oû?^ = /(f— ?')rf?^^(^ — ?)t/p',

ce qui nous donnera, en remplaçant successivement t par a et par a',

(39)
^

«p'(a)«ra= a(a- ?')rf? + «(=^ - P) rf?',

çp'(a') rf2'= a'(a'— ?')<3 -f- a'(a'— ?) d'^'

.

On a d'ailleurs

(4o) o(0= A('-a)(«— 2')

et par suite

(4i) ç'(a) = -o' a') = /(l-lV
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En divisant donc membre à membre les deux équations (89), on aura

^ __ «(g— P')rf|3 + a(a— [3)</j3'

M~ a'(a'— p')6?j3-f-a'(a'— p)^?''

ce qui établit une relation homographique entre les deux coefficients

différentiels -j—,, -j^, • En chassant les dénominateurs on trouve

a'(a'— P') d% d'^ -t- a(a — p) ^a' d'^'

^ a' {7!— ^) dy. d}' -^ y.{^ — '^')da.' d'^ = o.

Les deux premiers termes ayant une somme nulle pour les lignes

asymptotiques, en vertu de l'équation (38), on voit que cette équation

est encore équivalente à la suivante

d% d'^' _ doL' d^

Il ne reste plus qu'à multiplier ou à diviser membre à membre les

deux équations (38) et (^2) pour obtenir les deux suivantes

a2(a-p)(a-P') ~ a'2(a'- [i)(a'- - [3')

f^P^ _ dp
(a_P)(a'-p)-(a-;i')(a'-p'/

qui, en tenant compte des identités (22) et (28), se ramènent aux

suivantes

da"- doi.'^

(43)

(44)
d^ _ d^'^

fm~7ury
où les variables sont séparées. On reconnaît dans l'une et dans l'autre

l'équation d'Euler dont l'intégrale peut revêtir tant de formes diffé-

rentes.

Ainsi, les lignes asymptotiques de la surface des ondes sont des

courbes algébriques. Cet important résultat est dû à M. Lie, qui l'a

signalé d'abord dans sa Note Sur une transformation géométrique,

présentée en 1870 à l'Académie des Sciences {Comptes rendus,

t. LXXI, p. 679). M. Lie l'a établi pour la surface de Kummer, qui

comprend la surface des ondes comme cas particulier. Les lignes

asymptotiques de cette surface ont été étudiées par MM. Klein et Lie

dans une Note : Ueber die Haupttangentencurven der Kummer'-
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schen Flàche vierten Gradei mit 16 Knotenpunkten, insérée en 1870,

p. 891-899, aux Monalsberichte de Berlin.

7. Avant d'étudier l'intégrale de l'équalion précédente, nous allons

étendre un peu les résultats obtenus. Conservons toujours les

quatre variables a, p, a', p' liées par les identités (22) à (24) et

cherchons s'il existe des surfaces pour lesquelles les six variables X,

^j Z, P, Q, R soient exprimées par les formules suivantes

!X = CAU — a)'n(a — a')'»'(«—?)"(«— P')«',

Y = C, A ( ^> — a ;'" ( 6 — a' )'«'
( 6 — ,3 )" ( 6— ^')'»',

Z = CjACc — a)'»(c — a')"''(c— ^)n (^c — P')»',

P =
GA/'(a) ^"^ ~ a)-''^^- ^')-'"'(a-P)»-«(a- P')i-«',

^^^^ Q= ô;X7\6)^*~''^~'"^*
"''')"'"'(* -^^'~"(* -?')'""''

(
R= ^^-^^.,^-(c- a)— (c- a')—'(c-p)i-»(c- ?')'-"',

où A désigne une fonction arbitraire de deux des variables a, p, %' , 3';

G, G,, G2, ni, n, m', n' des constantes quelconques; ces formules com-
prennent comme cas particulier celles qui sont relatives à la surface

des ondes. Il sera nécessaire et suffisant que les valeurs précédentes

vérifient identiquement les deux relations

PX-^ QY -^ RZ =1,

P f/X -t- Q rfY -1- R c/Z = 0.

La Dremière résulte immédiatement des formules

1 ^^(c-3yc-3')^

conséquences des équations (45) et (46).

Quant à la seconde, elle nous donne, par un calcul facile, la con-

dition suivante

rfA (a— 3Vx— 3'^^ ,(a'— 3)(a'— 3') , ,-7 h m '^. — dx -i- m '--^, '—^ dT. = o,
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OU, en tenant compte des identités (22),

dh. d'x , d'x
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Nous aurons l'équation différentielle

^ d%d'i . , , ff^d^'
m{in — i)— ^ -\- m{in — i)

a(a-3) ^ '»("— ?')

rfa'rf3 ,, ,
d7.'d^'

-t-m (in — \)-r--,—1_ -*- m {in — n ,
'^

2(2 — ?) a(a — p )

1%— x) -^—- -r- —^ ( X — a;
a-a /(a; • aa"-^ VC^^')

Remplaçons maintenant t/a, rfi' par leurs valeurs déduites des équa-

tions (89) où l'on remplacera ^'(a), ç'(3t') par leurs expressions (4i)-

Après les réductions, le terme en d^d^' contiendra un coefficient nu-

mérique, qui sera

i(m— ni')(m -h ni'-^ n -i- n'— i).

Si Ton veut que Téquation diflerentielle ait encore ses variables

séparées, le coefficient précédent devra être nul. Écartant rhjpothèse

m= m' qui conduirait à des surfaces déjà étudiées au n" 112 [I, p. 1^2],

nous supposerons

(5i) m -^ m'— n -^ «'= I.

Alors Féquation différentielle se réduira encore, après la suppression

du facteur

(m ^!- n )( m' -— n')( X — 3') Ca'— } \ -h 1 m -^ n' ) ( m' -i- n^( a.— 3) (a'— 3' 1

à la forme simple
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61, O2, O3 désignant des fonclioas de deux variables, considérons la

famille de courbes définie par l'équation

(53) 61/^+0,/^+ 63/^1=0,

où Cl, C2, C3 désignent trois constantes dont la somme est nulle

(54) Cl4- C2+ C;j= o.

L'équation différentielle de cette famille de courbes se forme sans

difficulté, car on a

d^i Y Cl -h d^2 yc-2 -h dO-i \/ c-^ =0,
ce qui donne

sfci \/cl /C:j

OaC^Os— Ojf/Oa Os^^Oi— Oj^Os Oi^/Oj— 62^6,

et par suite

(55) (02^03 — e3^02)2+ (03rf0i — 0irf03)2 + (Gi ^02— 62^01)2= O,

ou encore

(55)' (Oi + 0^ + 0^3 ){d^\ + ^0^2 ^ d[)l)— {^i ^0,4-02 ^62+0.3 ^^03)^ = o.

Si l'on suppose que l'on ait

e? + o^ + 03 = i,

l'équation différentielle prendra la forme encore plus simple

(56) rfO^ + f/Oi + rfO^ =0;

et si l'on pose

,,y- -(i)(a-[i')

/'(«)

(5^) 0,= ./iAzLWL^i:),

elle deviendra

(58)

' V f(c)

dp _ d'^'"-

C'est précisément l'équation que nous avons rencontrée, et dont l'in-
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tégrale pourra par suite se mettre sous la forme

(59)
]

( -4-/QY/(6— A-Xc — «)-f- y/ÏÏZ y/Cc — Xr^a — 6; =0,

où k désigne une constante arbitraire quelconque et où nous avons

tenu compte des formules (4?) données plus haut.

9. L'interprétation géométrique de l'équation (69) est facile à

donner si l'on introduit le complexe auquel appartiennent toutes les

normales d'une famille d'ellipsoïdes homofocaux, et qui est formé par

toutes les droites qui coupent les trois plans de symétrie et le plan de

rinfîni en quatre points dont le rapport anharmonique est constant.

Nous appellerons un tel complexe un complexe de Chastes. Et alors

on pourra traduire sous la forme géométrique suivante le résultat que
nous venons d'obtenir :

En tous les points de chaque ligne asymptotique de la surface, le

plan tangent à la surface est tangent au cône d'un complexe de

Chasles dont le tétraèdre fondamental est formé par les plans de
symétrie et le plan de l'infini.

Si l'on veut, par exemple, obtenir les deux lignes asymptotiques

qui passent en un point de la surface, on construira les deux cônes

du second ordre ayant leur sommet en ce point, passant par les

quatre sommets du tétraèdre fondamental et tangents au plan tancent

de la surface en ce point. A chacun de ces cônes correspondront un
complexe de Chasles et une des deux lignes asymptotiques cher-

chées.

10. Il est naturel de se demander si la construction précédente
s'applique à d'autres surfaces. En revenant aux notations de Monge
et désignant maintenant par p el q les dérivées de :; considérée comme
fonction de x et j, le problème peut évidemment se formuler comme
il suit :

Chercher les surfaces pour lesquelles l'équation

(60) /^^ -^ \^— T'P^^ /— ';qy = o,

où les constantes a, p, y satisfont à la relation

(61) a-i-p-f-Y = o.
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est l'intégrale générale de l'équation différentielle des lignes asym-

ptotiques.

Nous avons vu plus haut, au n° 8, comment on élimine les con-

stantes a, p, y. On est ainsi conduit à l'équation différentielle

(62) |-^ '^ ^j-Y^-P^-qy) = [d{z-px-qy)\\

Or, pour une ligne asymptotique, on a

l dp dx -\- dq dy = o,

(63) \
^ ^ -^

1^
dp^- = {s^—rt)dy^, dq^ = {s^— ri)dx^, dpdq ^— {s"-— rt)dxdy

,

et, par suite,

(64) \d{z—px — qy)~Y = {s^'—rt){xdy —y dx)'-.

Tenant compte de ces diverses relations, on mettra l'équation dif-

férentielle (62) sous la forme suivante

(65)

[{s^—rt)xyz^pq{z—px — qy)\

X ( z —px) "^ dx'^-^ (yZ— qy) — dy''- — 'i.xy dx t/^ = o.

On a ici le choix entre deux hypothèses bien distinctes. Si le

premier facteur n'est pas nul, le second devra être identique au po-

lynôme
rdx^-{- -xsdxdy + tdy^,

ce qui donnera les deux relations

yjz—px ) __ x{z—qy) _ — xy—
: — j

qr pt s

qui s'intègrent à vue et nous donnent

(66) z—px— qy^^, = ^,,

X et Y désignant des fonctions de a; et de y respectivement. Ces deux

équations du premier ordre s'intègrent à leur tour et conduisent,

le lecteur le reconnaîtra aisément, aua; surjaces tétraédrales de

Lamé (n° 112) et à leurs limites.

11. Mais on peut satisfaire d'une autre manière à l'équation (65).

Il suffit que le premier facteur soit nul. On est alors conduit à l'équa-
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lion aux dérivées partielles

(67) (s^— rt)xyz-i-pq{z—px — qy) = o,

qui fera connaître une classe très étendue de surfaces jouissant de la

propriété annoncée.

Cette équation, dont les caractéristiques sont les lignes asympto-

tiques de la surface cherchée, peut s'intégrer complètement et d'une

manière élégante. Nous nous contenterons de l'interpréter géomé-

triquement.

Soient a^, ^j, yo les cosinus directeurs de la normale, définis par les

relations

,-0, cosao cosSo cosYo i

(W5) _ _ _
/> «7 —

»

sf\^p^-^q*

Les coordonnées X, Y, Z d'un point situé à une distance N du pied

de la normale seront données par les formules

(69) X — X = \ cos2o, Y — jK = N cospo» Z — ;: = \ 005^0,

d'où l'on déduit que si X^., \_j., X;, cr désignent les segments de la nor-

male limités aux trois plans coordonnés et à la projection de l'ori-

gine sur la normale, on aura

/

(-0) cosao cos^o cosYo

' m—^xCO^%(,—^'COSpo

—

^COSVq;

nt désigne encore, acec un signe déterminé, la distance de l'origine

au plan tangent.

On a, d'autre part, z' et p' désignant les rayons de courbure prin-

cipaux,

En tenant compte de toutes ces relations, on reconnaît que léqua-

tion (67 j
peut être remplacée par la relation géométrique

( 7=2 )
tn p

' p" = Xj: X V X; ,

qui est, par suite, vérifiée pour la surface des ondes.

En cherchant si les surfaces tétraédrales, correspondantes à la pre-

mière hypothèse, satisfont à cette relation, on trouve que, pour la

surface représentée par l'équation

D. — IV. 3i
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on a

(7-0 T^p'p"^(m-iy-N^NyN^.

Ainsi, parmi les snrfaces tétraédrales, les surfaces du second degré

seules satisfont à l'équation (67).

Au reste, parmi les surfaces répondant au problème posé, les sur-

faces tétraédrales sont les seules pour lesquelles la génératrice de

contact du cône du complexe défini plus haut relatif à un point de

la surface et du plan tangent en ce point coïncide avec une tan-

gente asymptotique de la surface.

12. Après celte digression relative à toute une classe de surfaces

dont les lignes asymptotiques se déterminent comme celles de la sur-

face des ondes, revenons à cette surface particulière pour étudier et

déterminer, si c'est possible, ses lignes de courbure. Nous reprendrons

les notations primitives et nous emploierons, pour former l'équation

différentielle des lignes de courbure, les formules d'Olinde Rodrigues.

Tci les cosinus directeurs de la normale sont

iVâ, Qv^â, Ry/a".

Les équations cherchées se présentent donc sous la forme simple

[
^X-^prf(Pv/â) =0,

(75) L/Y-p^(Qv/a) = o,

'
<5?Z -i- pd'( Rv^a) = G,

OÙ p désigne le rayon de courbure principal.

Ajoutons les équations précédentes, après les avoir multipliées res-

pectivement par 2X, 2 Y, 2Z : nous trouverons la relation

c?p -i- apfiy/a = o,

d'où l'on déduit

,-d^
(76) P=-v/a^;-

Cette expression est en parfait accord avec celle que nous avons

donnée au n° 1071, où nous avons déjà employé, pour une surface

quelconque, le système de coordonnées curvilignes a, [3.

En portant l'expression de p dans la première équation (76), par

exemple, nous aurons l'équation différentielle des lignes de courbure

sous la forme

rfX-s/â^t/(P/â) = o.
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Remplaçons X et P par leurs valeurs, il viendra

a{a—^){a—'^')dzd%—7.'{a — a) (a — a')rfprf^'= o,

ou, en tenant compte de l'une des équations (24),

(77) '-^ = c,^dy.

Telle est l'équation différentielle cherchée, mais elle contient quatre

variables. On éliminera aisément a' et ^', par exemple, et l'on sera

conduit à léquation suivante

(78) /(p)rfa^+/(a)rf?*-J2/(a) + (?-a)[^/'(a)-^^]|rf:rrf3 = o,

qui a quelque analogie avec l'équation d'Euler. Comme l'équation

différentielle (77) est symétrique en 8 et ^', on pourrait conserver les

variables a et 3'; et l'on serait conduit à l'équation

(79) /(?')rfa'-+/(a)rf?'î-U/(a)-i-(?'-a)[/'(a)---^^j|rfarf3'= o,

toute semblable à la précédente.

Ces équations admettent des solutions particulières définies par les

relations

/(a) = o, /(?) = o, /(?') = o, (a-?)(a-?') = o,

qui correspondent aux lignes de courbure évidentes de la surface des

ondes, les sections principales, les cercles de la surface.

Si l'on remplace, dans l'équation (78), -,'- par son expression en

fonction de 0, on aura l'équation du second degré

(80) /(a)p2 + v/^|V(=') + (?-=')[/'(») -•^]|p+=^/(?) = o,

qui fera connaître, en chaque point, les rayons de courbure princi-

paux. Cette équation permet de vérifier la relation (72) déjà établie

et d'en trouver une nouvelle.

On a ici, en effet, en conservant les notations et les conventions du

n° 11,

/ 1VT
^ /- « 3

P/i a

j
' Qy/a " b — 7.

l
'

"

Ry/a
^ c- a'
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Si donc p' et p" désignent les deux rayons de courbure principaux.

on aura

^ /(a) TO

C'est la formule établie plus haut. On aura de même

p'-i-p''=-2v/â-v/â(13-a)[^i-i],

ce qui donnera

(83) p'-4-p"=N;^+N^+N^--|,

relation entièrement géométrique, puisque p est le carré du rayon

vecteur.

13. Revenons à l'équation différentielle (78). Elle est plus compli-

quée que celle d'EuIer, mais elle s'en rapproche en ce sens qu'elle se

forme comme elle au moyen d'un polynôme/(a), dont les coefficients

n'apparaissent pas dans l'équation. Nous allons d'abord effectuer

quelques transformations qui nous seront utiles.

Si l'on pose, en substituant la variable t k'^,

(84) !3 = a+^

l'équation deviendra

(85) 9(a)^^^i -?'(«)« ^^ + ^?(a)+^?"(=')+^^ ?'"(«) = 0,

cp(a) désignant le polynôme

(86) cp(a) = a/(a).

Remplaçons maintenant t par la variable u

(87) "
t

L'équation prendra la forme

(88) ?(«)^^T-?(«)«;^ -)-a3+_(p"(a)+_cp(a)cp'*(a) = o.

Ces différentes transformations nous permettent d'établir la eu-
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rieuse proposition suivante : L'équation différentielle (78) s intègre

dès que le polynôme /{ol), qui est, en général, du troisième degré,

se réduit à un polynôme du second degré.

Dans ce cas, en effet, le polynôme 0(2), défini par la formule (86),

se réduit au troisième degré. Le dernier terme de l'équation (88)

disparaît et l'on peut, en la divisant par
-f-;j

lui donner la forme

suivante

en supposant, comme il est permis, que le coefficient de ^' dans o[x)

soit égal à l'unité (').

Si donc on effectue la substitution définie par les formules

d% d% ^

<9«>
da'='''-

"-"^=-

qui nous donnent

(91) "=-rf^'

l'équation prendra la forme

(9*) ?(?)=^(r.'-V),

qui s'intègre immédiatement par la séparation des variables et nous

donne

/cp- r -^ -i

v/?(;) ^
On aura ensuite

\
->= '. — h

(94)

b = a -

d\

L'intégrale se présente donc sous une forme assez compliquée; et

elle n'est pas généralement algébrique.

li. Voyons maintenant quelles sont les conséquences géométriques

du résultat analytique précédent. En voici une à peu près évidente.

(•) Si 9(:r) était de degré inférieur à 3, il faudrait supprimer le terme en -y—,»

ce qui faciliterait encore l'intégration.
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Supposons d'abord que l'ellipsoïde (E) se réduise à un cylindre,

l'axe \/c croissant indéfiniment. La surface des ondes deviendra l'apsi-

dale d'un cylindre elliptique. Pour savoir ce que devient alors

l'équation différentielle des lignes de courbure, il faudra prendre le

coefficient de c dans l'équation (78), ce qui revient à remplacer/(a)

par le polynôme du second degré

(95) /(a) = (a-a)(a-^*).

Donc, on sait déterminer les lignes de courbure de la surface

apsidale d'un cylindre et ces lignes de courbure ne sont pas algé-

briques.

Supposons maintenant que l'ellipsoïde (E) se rapproche d'une

sphère, par exemple de la sphère de rayon i. On pourra supposer que
les carrés des axes a, b, c soient de la forme

(96) a — i-f-ôai, b — i-htbi, c = i-+-tci,

£ étant un infiniment petit et ai, b^, c^ des quantités finies. La diffé-

rence p — a sera alors de l'ordre de £-; cela résulte de la définition

géométrique des variables a et p. On devra donc poser

( 97 ) a = i -+- sai , ï = £2 1\

et l'on aura

(98) <5(a) = (n-£ai)£3cpi(ai), u^zui,

en posant

(99) ?i(ai) = («1— «i)(ai— ^'iXai— Cl),

Si l'on substitue toutes ces expressions dans l'équation différen-

tielle (88) et si l'on conserve seulement les termes de degré moindre,

qui contiennent s^ en facteur, il restera l'équation

(100) ?i^°=i):^ ~'?i'^°''^"'^ "^"' "^ ^<f'((«i) = o.

Aux notations près, nous retrouvons l'équation primitive (88), où

<û(a) serait remplacée par un polynôme du troisième degré. Et nous

avons vu qu'alors l'intégration se ramène aux quadratures. Ainsi :

On sait déterminer les lignes de courbure de toutes les surfaces

des ondes qui diffèrent peu d'une sphère. Ces lignes de courbure ne

sont pas algébriques.
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Il suit de là que, dans le cas général où les trois axes de la sur-

face sont inégaux, les lignes de courbure ne sauraient être algé-

briques.

Quand on aura intégré l'équation (loo), les coordonnées du point

de la surface se détermineront en fonction de u^ et a, par les formules

/(ai — ai)(ai — ai— Ml)

V («1— 6i)(«i— Cl)

^
] \ (6,-a,)(6,-Ci)

\ (c, — ai)(c,— 6i)

Ces valeurs, satisfaisant à la relation

montrent bien que la surface se réduit alors à une sphère.

15. On obtient le même résultat en supposant que deux des axes

seulement, a et 6 par exemple, tendent à devenir égaux, le troisième c

restant différent des deux premiers. La surface des ondes se décom-

posera en un ellipsoïde et une sphère. Pour la partie qui se rapproche

d'une sphère, a et ^ différeront peu du rayon de la sphère. On sera

ainsi conduit à poser encore

(102) J 6 = I -T- zbx,

\ a = i-r-zcLi;

(io3) o(a) = E2(ai— a, )(ai—6i)(i — c j+ ... = £-291(21 )4-...,

u restera finie et l'équation (88) se réduira à la suivante

, ^ du^ , , ^ du , u^ „ .

qui nest autre, avec un changement de notations, que l'équation (88)

où
'f
(a) se réduirait non plus au troisième, mais au second degré.

Ainsi, quand la surface des ondes se décompose en un ellipsoïde

et une sphère, on sait déterminer, sur la sphère, les positions limites

des lignes de courbure.

16. Bien que nous n'ayons pu obtenir, dans le cas général, une

détermination en termes finis des lignes de courbure, néanmoins plu-
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sieurs résultats essentiels sont fournis par l'analyse précédente. Nous

voyons, non seulement que les lignes de courbure ne sont pas algé-

briques, mais encore que, si ces lignes présentaient quelque intérêt

dans l'étude optique de la surface, nous pourrions les faire connaître

avec une suffisante approximation. Car les surfaces des ondes rela-

tives aux. différents cristaux sont peu diflerentes de la sphère et sur-

tout ont toujours, au moins, deux de leurs axes très peu différents

l'un de l'autre. Le lecteur s'en convaincra aisément, s'il jette les yeuv

sur le Tableau suivant, qui donne les indices de f[uelques cristaux

(relativement à la raie D) :

Gypse 1,52g 1,522 i,520

Orthose i,52G i,52'i i,5i9

Aragonite i,685 1,681 i,53o

Diopside i)700 1,678 1,671

Stilbite i,'joo 1,498 1,494

Oligoclase 1,542 i,538 i,534

Amblygonite ',597 1,393 1,578

Sphène '-^,009 ',894 1,888

Epidote . . 1,768 1,754 i,73o

Staui'otido 1,746 1,74' ',736

Les lignes de courbure de la surface des ondes ont d'ailleurs été

l'objet d'un assez grand nombre de recherches. A la suite d'une affir-

mation inexacte, d'après laquelle ces lignes seraient les courbes de

contact d'une développable circonscrite à la surface et à une sphère

concentrique, Combescure, dans un élégant Article inséré en 1809 au

tome 11 des Aiinali cli Matemalica, p. 278, a formé leur équation

difTérentielle. Dans quelques remarques qui suivent cet Article,

M. Brioschi a montré que l'équation différentielle obtenue par M. Com-
bescure peut se ramener à la forme

où l'on pose

^{P)= \/'^SP)= \/piP~a){p — b){p — c).

Mais toutes les recherches faites pour obtenir la solution complète

du problème ont, jusqu'ici, complètement échoué.
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NOTE IX.

SUR LA GÉOMÉTRIE C.WLEYEXNE ET SUR UNE PROPRIÉTÉ
DES SURFACES A GÉNÉR.\TRICE CIRCULAIRE.

l. .\ii n° 697, nous avons considéré l'élément linéaire défini par la

formule

(i) ds- = du-— (V cosaii -^ Vj sina tf — \i)dv^.

où a désigne une constante, V, V,,V2 des fonctions de i'; et nous

avons fait remarquer : i" que cet élément linéaire comprend, comme
cas limite, celui qui convient aux surfaces réglées rapportées au sys-

tème de coordonnées formé par les génératrices rectilignes et leurs

trajectoires orthogonales; 2" qu'il se rapproche encore de l'élément

linéaire des surfaces réglées par la propriété suivante : parmi les sur-

faces auxquelles il convient, il y en a une qui admet en quelque sorte

un double mode de génération, c'est-à-dire dont l'élément linéaire est

réductible de deux manières différentes à la forme (i).

A la fin du n" 697, nous avons annoncé que nous aurions à revenir

sur toutes ces propriétés pour les présenter sous un nouveau jour.

C'est ce que nous allons faire dans cette Note, en appliquant les ré-

sultats que nous avons donnés au Livre VII, Chapitre XIV, relative-

ment à la Géométrie cayle3'enne.

Prenons, pour surface fondamentale ou absolu, la quadrique (Q)
définie par l'équation

(2) Xi-r-y-—Z^—ti=0.

Si l'on considère maintenant la quadrique (6) définie par l'équation

(3) — — -j- ^ -- = 0,
a b c h

les coordonnées d'un point quelconque de (0) pourront s'exprimer
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par les formules suivantes

( ,_ a {a — p)(a — pi) , _ 6(6 — p )(6 — pQ

J , _ c(c — p)(c — pi) h(h — p)(h — Pi'

1

^" ~ TV) ' '
- 7\h)

où Ton a posé

(5) f(u) = (u — a)(u — b){u — c){u — h),

et où p, pi désignent deux variables auxiliaires. On reconnaît immé-
diatement que l'on a

(6) x^ -h y^ -T-
z^-

-i- r- = i

.

On vérifiera aussi sans difficulté : i° que les lignes de paramètres p

xet pi sont conjuguées sur la quadrique (©); 2° qu'elles sont orthogo-

nales par rapport à la quadrique (Q) ( n° 830). Par suite, ce sont les

lignes de courbure de la surface (0) (n° 84-0), lorsqu'on prend pour

absolu la quadrique (Q).
Puisque les coordonnées ce, y, z, t satisfont à la relation (6), l'élé-

ment linéaire cayleyen de (0) (n° 837) aura pour expression

(7) ds'^ = dx"- -^ dy'^ ~- dz"-^ dV-

,

et un calcul facile nous donnera

C'est l'élément linéaire que nous avons rencontré aux n°^ 695, G96
;

et sa forme harmonique montre immédiatement que, conformément

aux résultats indiqués au n° 839, on sait déterminer, dans la Géo-
métrie cayleyenne, les lignes géodésiques de toute surface du second

degré.

2. Après avoir établi ce premier résultat, considérons une surface

réglée quelconque (R) et proposons-nous de déterminer son élément

linéaire dans la Géométrie cayleyenne. Prenons une courbe quel-

conque (G) sur cette surface. Soient «1, a^, a^, a^ les coordonnées du

point A de (C) situé sur une génératrice rectiligne quelconque {^d).

Ces coordonnées sont des fonctions d'un paramètre v, et, pourvu que

la courbe (C) ne soit pas tracée sur la quadrique (Q), on peut tou-

jours supposer qu'elles soient liées par l'équation

(9) a'j -H a^ -H «j H- a.i = I.
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Soient de même ^,, 6,, b^, b.^ les coordonnées du point B situé sur

la même génératrice rectiligne et conjugué de A par rapport à la

quadrique (Q). On aura nécessairement

(10) «lôi-i-aîè,— «363-i- «i6i= o,

et l'on peut encore admettre que />,, ^j, ^3, b-^ vérifient la condition

(11) b\-~b\~h\--b\ = \.

Enfin, si l'on suppose que la courbe (C) soit une trajectoire ortho-

gonale cayleyenne des génératrices reclilignes, il faudra joindre, aux
trois relations précédentes, la suivante

(12) rti6'i-4-a,6j-f-a3 63-^at6'j =— 6,«', — b^_a\_ — b^a'.^ o,

que nous supposerons également vérifiée.

Cela posé, les coordonnées d'un point M de la surface réglée, situé

sur la génératrice (<:/), seront définies par les formules

/ X = ai ces u -h bi sia u,

. _. 1 Y = ajccsa-i- 62 sina,
(li) <

I
Z = as CCS u -r- 63 sin u,

\ T = as^cosu — b-^ sinu,

u désignant la distance AM. Comme ces coordonnées satisfont à la

relation

(14) X2_Y2-Z2_T2 = ,,

l'élément linéaire de la surface réglée (R) se déterminera (n°837)
par la formule

et l'on trouvera l'expression suivante

(i5) rfS-= du-— (Vcos^w -:- 2V1 cosM ixnu -r- \\ sin- u)dv-,

où l'on a posé

(16)
j
V, = a\ b\ -f- a\ b\ + a\ b\ -h a\ b\,

( v,^ b'^- - U} - b':- - b\K

L'expression (i5) de l'élément linéaire est identique, avec un léger

changement de notations et à un facteur constant près, à celle qui est

fournie par l'équation (i) et que nous avons rencontrée au n° 697.
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La véritable origine de cette forme particulière de l'élémeiit li-

néaire est ainsi reconnue : elle convient auv surfaces réglées, dans la

Géométrie cajleyenne.

Ce point étant établi, on s'explique aisément pourquoi l'élément

linéaire défini par la formule (8) peut être ramené de deux manières

(lifFérentes à la forme (i). Cela tient à ce que cet élément linéaire

convient, dans la Géométrie cajleyenne, à une surface du second

degré (0). Gomme celte surface est doublement réglée, on peut, de

deux manières différentes, la rapporter à un système de coordonnées

formé de génératrices rectilignes et de leurs trajectoires orthogonales.

3. Les formules que nous avons établies permettent d'étendre à la

Géométrie cajleyenne la proposition fondamentale relative à la dé-

formation des surfaces réglées. Un élément linéaire de la foime {\^)

convient à une infinité de surfaces réglées. Car si l'on considère les

fonctions Y, Vj, Vj comme données, les huit fonctions a,, è^. devront

satisfaire seulement aux sept équations (g), (lo), (i i), (12), (16) ; une

de ces fonctions pourra donc être choisie arbitrairement. Je laisse de

côté tout ce qui concerne l'étude de ce système de sept équations

différentielles.

Si l'on applique aux surfaces réglées la transformation géométrique

ponctuelle qui a été définie et étudiée au n" 8i6, on est mis sur la voie

d'une proposition intéressante relative aux surfaces engendrées par

des cercles.

En eflet, la transformation du n° 8i6 fait correspondre à toute sur-

face réglée (R) une surface (K) engendrée par des cercles normaux
à la sphère fixe (S); et, de jdIus, si l'on désigne l'élément linéaire

euclidien de (K) par ds et par <iS l'élément linéaire cayleyen de (R)

par rapport à (S), on aura (n° 849)

R étant le rayon de la sphère (S) et x^y^z désignant les coordonnées

du point de la surface (K).

Donc, à toutes les surfaces réglées admettant le même élément

Linéaire relativement à lasplière (S) choisie comme quadrique fon-
damentale, correspondent des surfaces engendrées par des cercles

normaux à (S) el pour lesquelles le quotient

ds"-
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a la même expression. On peut donc établir, entre toutes ces surfaces

engendrées par des cercles orthogonaux à la sphère (S), une corres-

pondance avec similitude des éléments infiniment petits. Nous allons

généraliser celte proposition et l'étendre à toutes les surfaces engen-

drées par un cercle.

i. Les surfaces engendrées par des cercles ont déjà été étudiées

d'une manière assez complète (*). Nous établirons tout d'abord

quelques propriétés essentielles des trajectoires orthogonales de tous

les cercles.

Rapportons chaque cercle (C) de la surface à un trièdre mobile (T)

ayant pour sommet le centre du cercle O, pour axe des z la perpen-

diculaire au plan du cercle, pour axes des x et des y deux diamètres

rectangulaires du cercle. Celte définition du trièdre comporte une

certaine indétermination. Ajoutons de plus la condition que la com-
posante r de la rotation autour de O- soit nulle. Alors les projections

du déplacement infiniment petit d'un point de coordonnées relatives

x, y, z seront

I
dx -i-(^ -^ q z) dv,

(i8)
j
dy-r-{T,—pz)dv,

\ dz-h{l^-r-py — qx)dv,

V désignant la variable dont dépend la position du trièdre. Nous allons

appliquer ces formules à la surface (2) engendrée par le cercle (C).

Si p désigne le rayon de ce cercle, les coordonnées d'un de ses

points auront pour valeurs

(19) x=pcosa, y — ^ i'xnu, z = o.

En appliquant donc les formules (18), on trouvera sans peine, pour l'é-

lément linéaire de (2), l'expression suivante

( 20 ) ds^ = p- du- -^ipÇr, cosu — l^in u) du dv -h M rft;*,

M ayant pour valeur

(21) M = p'-— ;-— T,--:-(^—j5p sinu— gp cosM)--f-2p'(;co5M— r, sinu).

Il résulte immédiatement de ces formules que les trajectoires ortho-

gonales des génératrices circulaires seront déterminées par l'équation

(') On pourra lire en particulier une étude : Sur les sur/aces a génératrice

circulaire, insérée, en i88ô, au Tome II (3' série) des Annales de l'École Nor-
male supérieure par M. Demartres.
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clifTérentielle

(22) p du ~-(r^ cosu — ^ sin u) di^ = o

,

qui est bien une équation de Riccati. Ainsi se trouve établi le résultat

que l'on doit à M. Demartres et le lecteur reconnaîtra aisément, d'a-

près la signification géométrique de u, qu'il peut s'énoncer sous la

forme suivante :

Le rapport anharnxonique des points où quatre trajectoires ortho-

i^onales quelconques coupent un même cercle est constant.

Cette proj)osition avait déjà été donnée par MM. E. Picard et Ri-

baucour (n° 1006), pour le cas des surfaces enveloppes de sphères.

Il en résulte, on le reconnaît aisément, qu'au lieu de définir le

cercle (C) par les équations (19), on peut employer les suivantes

[x^ty = a-^—, .

(•^3) ^

t — a

a, b, a, p étant des fonctions de v assujetties à la condition

(24) ah^f,

et t étant une variable qui demeurera constante sur chaque trajec-

toire orthogonale des génératrices circulaires ; a et h, comme a et p,

seront des fonctions imaginaires conjuguées.

Avec les formules (28), l'élément linéaire de la surface (2), défini

par la formule

ds'^^^dx -\-idy-^[\-^ iy^dv\dx— idy~{\— ir^ ) dv]-\-{ Ç ~^py— q x)- c/f -,

prendra la forme suivante :

On aura

a( a -

0-
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cienls seront des fonctions de c. Il viendra donc

Pour que les courbes de paramètre t soient les trajectoires ortho-

gonales, il faudra que le terme en di- dt disparaisse, c'est-à-dire que

Ion ait

(17) P(0+Po(0 = o.

En égalant à zéro les coefficients des puissances de t, on aura trois

équations auxquelles devront satisfaire les fonctions a, 3, a, b et leurs

dérivées. Ces équations contiendront d'ailleurs ç, t,. En les supposant

vérifiées, on trouvera pour lélément linéaire de la surface l'expression

F{t) désignant le polynôme du quatrième degré déCini par l'équation

Q*(0
(.9) F(0--P^(0-

(a-{J)*

Les cinq coefficients de F(^) sont des fonctions de i> composées avec

les translations ?, t,, ^, les rotations p, q, les fonctions a, b, ce, ^ et

leurs dérivées premières. Si l'on se donne ces cinq coefficients a priori,

les neuf fonctions précédentes devront, par suite, satisfaire à cinq

équations. II faut leur adjoindre les trois équations résultant de l'iden-

tité (2j); de sorte que les neuf fonctions ^, t,, Ç, p, q, a, b, a, jâ de-

vront satisfaire seulement à huit équations, où figureront d'ailleurs les

dérivées des quatre dernières. Puisqu'on a huit équations pour neuf

fonctions, l'une de ces fonctions pourra être choisie arbitrairement.

Ainsi, il existe une infinité de surfaces à génératrices circulaires,

contenant dans leur équation une fonction arbitraire, et pour les-

quelles le polynôme ¥ {t) a la même expression. Les éléments

linéaires de deux de ces surfaces étant évidemment proportionnels, on

pourra établir entre elles une correspondance avec similitude des élé-

ments infiniment petits. C'est là le fait essentiel que nous voulions

établir.

Si l'on suppose en particulier que le pol>nôme F(^) ait tous ses

coefficients constants, on obtiendra toutes les surfaces pour lesquelles

les cercles constituent une famille isotherme (*).

(') Ces surfaces ont été délerminées par M. Demartres dans son Mémoire sur
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5. Pour donner plus de précision à la proposition générale que nous

venons d'établir, considérons sur la surface (S) deux trajectoires

orthogonales des cercles correspondantes aux valeurs t^, t^ de t et

construisons, pour chaque cercle (C) de la surface, la sphère (S) qui

le coupe à angle droit, aux deux points où il est rencontré par les tra-

jectoires précédentes. Si R est le rayon de cette sphère variable et

si S désigne la puissance d'un point relative à cette sphère, un calcul

facile montrera que, pour chaque point du cercle (C) de la surface,

on a

(3o) (^,_^,)2(^|y^__4p2(a_p)2
{t-'xy{t~<^Y

Par suite l'élément linéaire donné par la formule (28) peut se mettre

sous la forme

(3i) fi?52= - (to-t,r-2R/ ' " " {t- tof{t - ti)-^

de sorte que, pour deux surfaces correspontlant au même polynôme

F(^), le produit

-^ ds

aura la même valeur.

Cette remarque détermine la valeur exacte du rapport de simili-

tude en deux points correspondants.

Si l'on suppose que tous les cercles (C) soient normaux à une sphère

fixe (S), les points où le cercle variable (C) coupe cette sphère dé-

crivent deux trajectoires orthogonales des cercles; et si l'on applique

la remarque précédente en choisissant ces deux trajectoires orthogo-

nales particulières, on retrouve la proposition du n° 3 de cette Note,

qui nous a servi de point de départ.

Inversement, l'emploi de quelques considérations de Géométrie infi-

nitésimale permet de rattacher le théorème général à la proposition

particulière du n<^ 3.

les surfaces qui sont divisées en carrés par une suite de cercles et leurs tra-

jectoires orthogonales inséré en 1S87 aux Annales de l'Ecole Normale supé-

rieure (t. IV, 3" série, p. i/p).
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IN'OTE X.

SUR LES ÉQUATIONS AUX DÉRrV'ÉES PARTIELLES.

1. Aux n°^ 718 et 1078, j'ai fait allusion à une méthode qui permet,

dans certains cas, dobtenir des résultats plus complets et de ré-

soudre des équations aux dérivées partielles qui échappent aux mé-

thodes de Monge et d'Ampère; je vais, dans cette Note, reproduire

textuellement les points essentiels du travail que j'ai composé sur ce

sujet et qui, présenté en mars 1870 à l'Académie des Sciences ('). a

été reproduit la même année au Tome VII des Annales de l'École

Mormale (i'* série).

Soit

(1) /(x,y,z.p,q.r,s,t)=o

l'équation proposée, et soit

(2) X dx -^ Y df — Z riz ^ P dp — q dq -^ R dr -Sds — Tdt = o

sa différentielle totale; adoptons, pour résoudre la question, la mé-

thode du changement de variables employée avec tant de succès par

Ampère et par Cauchy. Pour cela, nous remplacerons ^ et y par les

variables indépendantes a:, Yq', yo étant une fonction de x et de y que

l'on pourra déterminer comme on le jugera convenable.

Nous aurons d'abord les relations suivantes, qui sont bien connue? :

(3)

(4)

(') Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, t. L\X, p. 67

et 746.

D. — IV. 32

dz dy

dyo dyo
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De plus, les conditions d'intégrabilité prendront la forme

dp dq ùy dq ày

o*j^o '^^ ^JKo àyç^ ôx

j dr ds dy ds dy

dyo ôx dy^) 5jKo àx^

as dt dy dt dy

c>7o
~ àx dy^ dy^ dx

A ces équations il faut joindre la suivante, obtenue en prenant la

dérivée de l'équation (i) par rapport à y^ :

dyo dyo dyo dyo dyo dyo dy^

Servons-nous maintenant des équations (3), (4), (5) pour éliminer

de l'équation précédente toutes les dérivées par rapport à jKq) excepté

dy dt 1 • 1 1 11 . •-— et -T— : nous obtiendrons la nouvelle eciuation
àji) àyo

1

(y-^z^ + p. + q.+ r^+s^-r^^);^
\ àx dx dx dx / dyo

-[s|-B(iy-T]|-.o.

Or on peut supposer, d'après des principes qu'il est inutile de rap-

peler ici, que Vq a été choisi de manière que l'équation suivante

soit satisfaite.

L'équation (a) se réduit alors et devient

-ir r, r. ^ r^ as ^ dt ^ dt dy
Y-f-Zg-^-P^-f-Q^-f-R— -f-S- R— v- = o,

àx dx dx dx

ce que l'on peut encore écrire, en tenant compte de l'équation (6),

EL
rie fïnr

(7) Y^-Z^^-P5^-Qf-^-R— -I-T-— =0.
-' dx ày

dx

Nous avons donc, en résumé, à déterminer les sept inconnues y, z,

p, q, r, s, t fonctions de x et de j'o» 6t satisfaisant aux équations (i),

(3), (4), (6), (7). On peut même remplacer l'équation proposée par
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sa dérivée prise par rapport à x, qui, en tenant compte de l'équa-

tion (7), prend la forme simple
ds

dr ÔT
(8) X— Zo-^P/-^Q5-r-R hT--- = o.^ dx ay

dx

Or, parmi les équations (3), (4), (6), (-), (8), six ne contiennent

pas la variable j'o; mais, comme il y a sept inconnues, le changement

de variables n'a plus ici la même utilité que dans le cas du premier

ordre; il ne peut donner la solution complète du problème.

2. La méthode précédente est susceptible d'une grande simplifica-

ion dans le cas très important où l'équation proposée est de la forme

(9) H/— 2Ks-T- L/-^ M-f- N(/'/ — 5-)= o,

H, K, L, M, N étant des fonctions quelconques de x, y, z, p, q.

On peut ici se servir des équations

dx dx^ dx dx

Si l'on déduit de ces deux^ équations /", s en fonction de t, et que

l'on substitue leurs valeurs dans l'équation proposée (g), il arrive,

par suite de la forme particulière de cette équation, que le coeffi-

cient de t s'annule; t disparaît du résultat. On est ainsi conduit au

système suivant :

,' dy

1 ^ = '"'

rio)

ÏH,n^-2Km-L-Nf^-t-m^
I \ dx dx

I
dz dy

\ Tx^P^'itx'

qui ne contient plus les dérivées du second ordre /•, 5, t^ mais seule-

ment z, y, p, q et leurs dérivées par rapport à x. Ce sont les équa-

tions de Monge, auxquelles il faudrait joindre les suivantes

dg dy
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Ainsi, dans le cas que nous venons d'examiner, et qui a été

jusqu'ici presque le seul considéré par les géomètres, la forme parti-

culière de l'équation permet d'éliminer du système des équations aux

dérivées ordinaires considérées plus haut les trois dérivées /•, s, t.

Ilâtons-nous de dire qu'une pareille simplification ne constitue que

rarement un avantage, et que des simplifications analogues se pré-

sentent dans tous les ordres, quand les équations ont une forme con-

venablement choisie.

3. On a vu, dans les deux paragraphes précédents, que le problème

des équations d'ordre supérieur se sépare très nettement du problème

relatif aux équations du premier ordre. Pour le premier ordre, en

effet, la méthode du changement de variables ramène la question à

l'intégration d'un système complet d'équations aux dérivées ordi-

naires. Pour le second ordre et pour les ordres supérieurs, il y a au

contraire moins d'équations que d'inconnues à déterminer. Les re-

marques qui suivent paraissent accuser aussi une difTérence profonde

entre les deux problèmes.

Puisque, dans le cas où l'on se borne aux inconnues j, z, p, q, r, s, l,

on a une équation de moins qu'il ne faudrait pour la solution cherchée

du problème, il est naturel de se demander si, en adjoignant aux in-

connues précédentes les quatre dérivées partielles du troisième ordre,

que nous appellerons a, p, y, o, on ne parviendrait pas à un nombre

d'équations suffisant pour déterminer comme fonctions de œ, non

seulement les inconnues primitives, mais aussi a, p, y, 8. Il se présente

ici un fait important, et qui, je crois, n'a pas été remarqué. Le nombre

des équations ne contenant pas Jq est encore inférieur d'une

unité au nombre des fonctions inconnues. Ces équations ne suffisent

donc pas à déterminer les inconnues, considérées comme fonctions de

la seule variable oc\ mais la différence entre le nombre des équations

et celui des inconnues reste la même qu'auparavant : elle est égale à

l'unité. 11 en est de même si, au lieu de s'arrêter au troisième ordre,

on continue les calculs jusqu'à un ordre quelconque : il y a toujours

une équation de moins qu'il n'y a d'inconnues.

Les résultats précédents établissent, on le voit, une différence essen-

tielle entre les équations aux dérivées partielles du premier ordre et

celles des ordres supérieurs. Pour les équations du premier ordre, le

nombre des équations contenant seulement les dérivées par rapport

à X est toujours égal au nombre des fonctions inconnues. Il n'en est

plus de même pour les équations d'ordre supérieur. Pour l'équation

de Monge, par exemple, considérée au n° 2, on n'a que trois rela-
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lions pour déterminer z, p, q^ y considérées comme fonctions de x.

On sait tout le parti que l'on tire d'ailleurs de ces relations différen-

tielles : toutes les fois qu'elles offrent deux combinaisons intégrables,

on peut résoudre l'équation aux dérivées partielles proposée, ou du

moins la ramener à une équation du premier ordre.

Les remarques que nous avons faites indiquent de même, pour les

équations du second ordre, la méthode suivante :

On essayera de trouver, en dehors de l'équation proposée, deux

combinaisons intégrables des équations en y, z^ /?, ^, r, 5, t. Si ces

combinaisons existent dans les deux systèmes que l'on obtient en

prenant successivement pour ~ les deux racines de l'équation du se-

cond degré (6) qui détermine cette dérivée, le problème pourra être

considéré comme entièrement résolu; si l'on n'a pas de combinaison

intégrable, on aura recours aux équations qui contiennent les dérivées

du troisième ordre. Alors même que les premières équations ne

fourniraient pas de combinaison susceptible d'intégration, le se-

cond système formé avec les dérivées prises jusqu'au troisième ordre

pourra en donner. Si ce système n^est pas susceptible d'intégration

partielle, on ira jusqu'aux dérivées du quatrième ordre, et Von
pourra avoir des combinaisons intégrables; et ainsi de suite.

h. La remarque énoncée à la fin du paragraphe précédent me pa-

raît conduire à une méthode plus générale que celles qui sont habi-

tuellement employées. On peut, du reste, présenter celte méthode

sous un autre point de vue qui permet d'obtenir plus facilement les

SA'stèmes successifs que l'on aura à intégrer partiellement.

Supposons que l'un quelconque de nos systèmes conduise à deux

combinaisons intégrables

F(^5r»->/^! q, •)= const., Y^(^x,y,z, p, q, ...)= const.

Les deux constantes qui figurent dans ces équations doivent être

considérées comme des fonctions inconnues de y^. Eliminant y^, on

est conduit à une équation de la forme

F = fonction arbitraire de Fj.

Celte dernière relation peut être évidemment considérée comme une

nouvelle équation aux dérivées partielles, compatible avec la pro-

posée, et qui admet en commun avec elle une intégrale avec une

fonction arbitraire. Nous sommes donc conduits à la solution de la

question suivante, qui répond à ce deuxième mode dexposition :
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Trouver une équation aux dérivées partielles

du w'«'«c ordre, admettant, en commun avec la proposée, une solu-

tion contenant au moins une fonction arbitraire.

Pour cela, il suffit de remarquer que la proposée, différentiée

n — I fois, donne Ji équations contenant les dérivées d'ordre « H- i

,

au nombre de n-\-i. L'équation y =^a, différentiée successivement

par rapport à ^ et à y, donne deux équations contenant, elles aussi,

les dérivées d'ordre n -\- i . On a donc en tout « + 2 équations con-

tenant linéairement les dérivées d'ordre « H- i, et qui déterminent ces

/i H- 2 dérivées en fonction des dérivées d'ordre inférieur, si les deux

équations aux dérivées partielles dont on cherche la solution commune
sont prises arbitrairement. Mais ici cela ne doit pas être; sans cela les

dérivées d'ordre supérieur à /i H- i se détermineraient toutes, comme
les dérivées d'ordre n -\-

i , en fonction des dérivées d'ordre moindre;

puisque une fois obtenues toutes les dérivées d'ordre « 4- i en fonction

des dérivées d'ordre inférieur, on n'aurait qu'à dériver toutes les équa-

tions qui donneraient chacune de ces dérivées pour avoir les dérivées

d'ordre supérieur; et la solution commune, si elle existait, ne pourrait

contenir tout au plus qu'un nombre limité de constantes arbitraires.

Il faut donc que ces n -\r 1 équations contenant linéairement les « + 2

dérivées d'ordre n + i forment un système indéterminé, ce qui donne

deux équations de condition. Gomme deux des équations contiennent

dS dN dy ff^ d\
les dérivées de V, -— 1 ---? -—7 -—-, -—5 • , les relations de condition

ox oy oz dp ôq

doivent être considérées comme deux équations aux dérivées partielles

du premier ordre auxquelles doit satisfaire la fonction V. Ces équa-

tions sont homogènes et du second degré par rapport aux dérivées.

Ce qui précède explique et généralise la remarque par laquelle

Bour a établi que l'on peut toujours reconnaître si l'application des

méthodes de Monge et d'Ampère pourra réussir. Bour n'avait exa-

miné que le premier cas. celui où l'on suppose que l'équation du

premier ordre a une intégrale intermédiaire.

5. Les deux méthodes que nous venons d'indiquer se retrouvent

d'ailleurs dans la théorie des équations aux dérivées partielles du

premier ordre. La première, fondée sur le changement de variables,

est due, comme on sait, à l'illustre Cauchy, qui l'a donnée en 1819.

La seconde a été introduite dans la Science et développée par Jacobi.

C'est en essayant d'établir un lien entre ces deux méthodes que j'ai
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été amené à l'étude dont les résultats principaux, ont été rapidement

indiqués ici.

La seconde méthode permet de se rendre compte simplement du

nombre des intégrations qui sont nécessaires pour la solution complète

du problème; mais il est indispensable qu'avant de traiter ce point,

nous entrions dans quelques explications.

Soit une équation aux dérivées partielles d'ordre n

Y— d'^z

\dx'^ t^ar"-' ày j

Désignons par R„, R„_i, les dérivées du premier membre de l'é-

j. . . j, j d'^z d"z
quation prises par rapport aux dérivées a ordre n, —^> ^~^znr~' • " " '

Nous appellerons e^aa/tort carac^eWs^/^we de Téquation aux dérivées

partielles l'équation suivante à une inconnue u

R„W --¥- R„_, «n-l — . . . = G.

Par exemple, pour l'équation (i), considérée au commencement,

cette équation caractéristique serait

Ru*-—Su-:-T~o.

Cette définition une fois comprise, il est facile de compléter un ré-

sultat énoncé plus haut.

Pour que l'équation proposée

f{x.y,z,p,q, ...)=o

et l'équation aux dérivées partielles V = a aient une solution com-

mune avec une fonction arbitraire, il faut d'abord que Véquation ca-

ractéristique de l'équationY =^a admette une racine de l'équation

(12) Ri<-— S«-hT = o.

On voit donc que les équations V =a que nous cherchons se di-

visent en deux classes, suivant qu'elles appartiennent à l'une ou à

l'autre des racines de l'équation précédente. Pour la solution com-

plète du problème, il suffit d'avoir une équation de chaque classe,

contenant elle-même une fonction arbitraire. Ln nombre quelconque

d'équations différentielles appartenant à la même classe ne peut

donner l'intégrale complète de notre équation. Il est, du reste, évident

que si l'équation (12) est irréductible, si S-— 4RT n'est pas carré

parfait, il suffira de changer dans une intégrale le signe du radical

pour en obtenir une nouvelle.

Ainsi, dans le cas où l'équation caractéristique est irréductible, il

suffît, pour la solution complète du problème, que l'un des systèmes
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à intégrer fournisse deux combinaisons intégrables correspondant à

la même racine de l'équation irréductible.

Si l'on n'a pas le nombre voulu de combinaisons intégrables, on

n'aura évidemment que des solutions particulières.

Les méthodes précédentes réussiront toujours, il est facile de le dé-

montrer, toutes les fois que les intégrales seront de celles qu'Ampère

appelle intégrales de première espèce, et qui ne contiennent pas de

signe d'intégration.

(). Il est facile de déduire des remarques faites plus haut quelques

notions nouvelles sur la méthode de la variation des constantes, mé-

thode à laquelle Bour attachait la plus grande importance.

Voici, pour le cas du second ordre, comment on devrait appliquer

la méthode de Lagrange; il faudrait d'abord chercher une intégrale

particulière contenant cinq constantes et, remplaçant ensuite les con-

stantes par des fonctions arbitraires, en disposer de manière que les

expressions des dérivées jusqu'au second ordre restent toutes les

mêmes. On serait ainsi ramené à un système d'équations simultanées

en général tout aussi difficile à intégrer que l'équation proposée; et

par conséquent la méthode n'offre plus Jes mêmes avantages que

])our le premier ordre.

Mais supposons qu'au lieu de connaître l'intégrale finie avec cinq

constantes, on ne connaisse qu'une intégrale particulière du premier

ordre avec deux constantes

(i3) ^{x,y,z, p,q,a,b)=o.

Cette intégrale satisfaisant, quels que soient a et è, à l'équation

])roposée, si, entre l'équation (i3) et ses deux premières dérivées, on

élimine a et b, on devra retrouver l'équation différentielle proposée.

Cela posé, supposons que a el b soient, non plus des constantes, mais

des fonctions de û;, y, z,p, q; remplaçons b par une fonction arbi-

traire de a, et déterminons a par l'équation

, , ^
do da db

a deviendra une fonction de œ, y, z, p, q, déterminée par l'équa-

tion (i4); les deux dérivées de l'équation (i3) ne changeront pas de

forme, et l'on aura cette fois une intégrale intermédiaire avec une

fonction arbitraire déduite d'une intégrale ne contenant que deux

constantes.

Le même théorème s'applique à toutes les équations V = a con-

sidérées au n° k.
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NOTE XI.

SDR L'ÉQUATIOX AUXIUAIRE.

1. Dans un Article inséré en mars i883 au tome XCVI des Comptes

rendus (*), j'ai introduit une notion qui me paraît utile : celle de

l'équation auxiliaire d'une équation différentielle ordinaire, ou

d'une équation aux dérivées partielles contenant un nombre quel-

conque de variables indépendantes. Comme l'équation auxiliaire in-

tervient dans l'étude des deux problèmes de Géométrie qui font

l'objet principal de la dernière Partie de cet Ouvrage, je vais en dire

quelques mots, sans entrer d'ailleurs dans l'étude détaillée et appro-

fondie de ses diverses applications.

Considérons, pour fixer les idées, une équation quelconque, diffé-

rentielle ou aux dérivées partielles, définissant une fonction ^ d'une

ou de plusieurs variables indépendantes. Si l'on y remplace z par

; -r- î-', que l'on développe suivant les puissances de s et que l'on

égale à zéro le coefficient de £, on aura une équation linéaire et homo-

gène par rapport à z'
,
que j'appellerai l'équation auxiliaire de

l'équation proposée. L'équation auxiliaire définit les solutions infini-

ment voisines d'une solution donnée: elle a, par conséquent, une

signification qui ne dépend en aucune manière du choix des variables

indépendantes et qui subsiste après un changement quelconque de

variables.

La notion de l'équation auxiliaire se généralise sans difficulté et

s'étend à tout système d'équations différentielles ou aux dérivées

partielles; chaque système de ce genre, quel que soit le nombre des

équations, des fonctions inconnues ou des variables indépendantes,

admet un système auxiliaire qui définit ce que Ton peut appeler

( ' ) Darbopx ( G.), Sur les équations au-x dérivées partielles ( Comptes
rendus, t. XCM, p. 766; 19 mars i883).
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toules les solutions infiniment voisines d une solution donnée. Pour

obtenir le système auxiliaire on remplacera chaque fonction in-

connu Ui par Mj-t-EMj-, et l'on égalera à zéro la dérivée de chaque

équation par rapport à e, en faisant e = o après la dérivation (
*
).

2. Lorsqu'on sait intégrer complètement un système d'équations

différentielles ou aux dérivées partielles, on sait évidemment intégrer

le système auxiliaire. Il suffit, pour cela, de substituer à chacune des

équations finies qui constituent l'intégrale sa variation première, ob-

tenue en faisant varier toutes les arbitraires, constantes ou fonctions,

qui entrent dans cette équation, et toutes les fonctions inconnues Ui

dont, conformément à la notation déjà employée, on remplacera les

variations out par u'^. Si, par exemple, il s'agit d'une équation diffé-

rentielle du second ordre dont l'intégrale générale est définie par la

formule
"=/(^, C, Cl),

l'équation auxiliaire aura pour intégrale

c' et Cj désignant deux constantes nouvelles, indépendantes de c et

de c,.

S'il s'agit, au contraire, d'une équation aux dérivées partielles

admettant une intégrale définie par des équations de la forme suivante,

où f(a), <^(P) désignent les deux fonctions arbitraires,

z= f[a, p, <p(a), cp'(a), ...,'^{^), f(?), ••.],

^=/,[a, p, cp(a), ç'(a) ^( p), f (p), . . .],

y=M^, P, cpCa), o'(a), ...,<|;(P), <!.'(?). •••],

on aura à joindre à ces trois équations les suivantes :

C) On pourrait généraliser cette notion du système auxiliaire en faisant varier

dans les équations, non seulement les fonctions inconnues, mais encore certaines
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OÙ =o(^)> 'î'oC?) désignent deux nouvelles fonctions arbitraires et

entre lesquelles on pourra éliminer les variations a', 3' de a et de ^ (*).

V ' àf df , ,. . ,

i\ous représentons par -^, -f^, ••• les dérivées complètes prises par

rapport à a et à ^.

3. Comme le système auxiliaire est linéaire, son étude est relative-

ment facile; et elle peut fournir des conclusions précises relatives au

sjstème proposé. Supposons, par exemple, qu'étant donnée une seule

équation aux dérivées partielles, l'on demande que cette équation ad-

mette une intégrale générale dans laquelle figureront, sans aucun

signe d'intégration, des fonctions arbitraires avec leurs dérivées, jus-

qu'à des ordres déterminés pour chacune des fonctions. Il devra en

être de même pour l'équation auxiliaire en z'
,
quand on y rem-

placera z par une solution quelconque de l'équation proposée.

Cette condition, nous l'avons vu pour le cas de deux variables in-

dépendantes, se traduira analytiquement par certaines relations entre

les invariants de l'équation auxiliaire. En écrivant ces relations, on

obtiendra de nouvelles équations aux dérivées partielles en z, qui

devront être vérifiées en même temps que l'équation proposée. La

solution de la question proposée pourra être ainsi ramenée à de

simples éliminations.

k. Laissant de côté les nombreuses applications que l'on peut faire

de ces remarques, j'étudierai plus spécialement les deux problèmes de

Géométrie suivants.

Considérons une surface (-) et cherchons toutes les surfaces infi-

niment voisines qui peuvent former avec (S) une famille de Lamé,

c'est-à-dire une famille d'un système triple orthogonal. Si p, o,, p,

désignent les paramètres des trois familles qui composent un système

orthogonal et si l'élément linéaire de l'espace est donné par la formule

H, H,, Hj satisfont à des relations aux dérivées partielles du second

ordre que nous avons déjà démontrées au n° li9 ('). Supposons que

la surface (1) fasse partie de la famille de paramètre z^. Comme les

arbitraires, constantes ou fonctions. Mais on peut, en introduisant des inconnues

nouvelles, ramener cette méthode plus générale à celle que nous employons dans

le texte.

(') On pourra utiliser de même toutes les solutions incomplètes, pourvu qu'elles

contiennent des arbitraires, constantes ou fonctions, que l'on pourra faire varier.

{') Voir aussi n" 1039, 1047 et 1054.
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celles que nous aions appris à construire aux n°^ 951 et suii., et qui

sont normales à tous les cercles du système.

Comme on sait que la recherche de tous les systèmes cycliques pré-

cédents se ramène à la détermination de toutes les surfaces admettant

même représentation sphérique que (S), l'explication cherchée est

ainsi fournie d'une manière complète; et la relation établie entre les

deux, problèmes confirme un résultat déjà établi par une autre voie

(n" 981), mais qui, ici, devient évident : c'est que le problème de la

représentation sphérique, une fois résolu pour une surface (S), le

sera par cela même pour toutes les surfaces inverses de (2).

5. Considérons maintenant un autre problème : la recherche des

surfaces applicables sur une surface donnée (2). Si, conformément

aux idées précédentes, nous commençons par rechercher les surfaces

applicables sur (S) et infiniment voisines de (S), nous savons que la

solution du problème se ramène en définitive à l'intégration d'une

équation à invariants égaux

Les surfaces pour lesquelles on sait le résoudre se partagent en

différentes classes. Pour chacune d'elles, on connaît les expressions

des coordonnées rectangulaires jc, y, z d'un point de la surface en

fonction des paramètres a et p des lignes asymploliques; les ex-

pressions contiennent au moins quatre fonctions arbitraires de a et

de ^. Pour les surfaces de la yo'ème classe, l'intégrale générale de

l'équation en comprend deux, fonctions arbitraires de a et de p, avec

leurs dérivées jusqu'à l'ordre p— i, et les expressions de jc,y, z con-

tiennent 2/>-l-4 fonctions arbitraires (ou ip 4- 2 si l'on choisit con-

venablement les paramètres a et ^). Or il est clair que, si l'on considère

toutes les surfaces qui sont applicables sur une surface donnée et sont

déterminées par des équations qui ne contiennent que des fonctions

arbitraires avec leurs dérivées jusqu'à un ordre déterminé, le pro-

blème de la déformation infiniment petite se résoudra par des for-

mules qui seront toujours de même forme et de même nature pour

chacune d'elles. Toutes ces surfaces devront donc faire partie de l'une

des classes que nous venons de définir; et Yon devra pouvoir les

obtenir en établissant des relations finies ou différentielles entre

les fonctions arbitraires de 1 et de ^ qui figurent dans les ex-

pressions générales des coordonnées x, y, z d'un point de l'une de
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OÙ ox, oy, oz désignent les variations provenant du changement de

forme des fonctions arbitraires, seront aussi les coordonnées d'un

point d'une surface applicable sur (2) et infiniment voisine de (S).

Pour que cette surface se confonde avec (2'), il sera nécessaire et

suffisant que l'on puisse disposer de oa, o^ de manière à satisfaire aux

équations (•)

(6)

et, réciproquement, toutes les fois qu'il sera possible de satisfaire à

ces équations, toutes les surfaces (S) seront applicables les unes sur

les autres.

8. Si Ton remarque que 6,, 0,, 6, sont les paramètres directeurs de

la normale à (2), on peut remplacer les trois équations précédentes

par l'unique équation

dx ^
ox -r- -— oa -

du
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081, 0G2, 0O3 puissent vérifier identiquement la relation

(9)

061 0O2 0O3

c)Oi c^O^ dOa

dx doL dx

dfU ç^2 àO^i

^ T^' J^'

doc

()0,

qui est débarrassée de tout signe d'intégration. Lorsque cette équa-

tion sera vérifiée, la principale difficulté du problème aura disparu;

il restera néanmoins à vérifier l'équation primitive (7), qui n'est

nullement une conséquence de la précédente, mais dont le premier

membre 6 satisfera alors, en vertu de l'identité (8), à l'équation

(PS = ke.

9. Appliquons d'abord cette méthode générale aux surfaces de la

première classe, pour lesquelles on a

(10) 0,= A,-i-B, 0.= Ao-hB,, ;=A3-f-B3,

A,, A2, A3 étant des fonctions de a et Bj, B2, B3 des fonctions de p.

L'équation à invariants égaux à laquelle satisfont 0,, 63, O3 est ici

et l'on a

x = A3B2— A2 63-1- /(AafMs — A3 ^A2)—r(B,JB3 — 63^82).

(12)
I

jK - A.Bj- A3B1 -+-y(A3 dA, - Al C/A3) -y*(B3 ^Bi- Bi cm^).

: = A2B1 — Al B2 -H /(Al r^A2— A2 ^Ai) — /(Bi d?,^~ Bj ^Bi ).

Voyons si l'on peut établir entre les fonctions A et les fonctions B
des relations telles que toutes les surfaces correspondantes soient

applicables les unes sur les autres. Comme il doit rester une fonction

arbitraire de a et une fonction arbitraire de j3, il est clair qu'il ne

faudra obtenir qu'une relation entre les fonctions A et une entre les

fonctions B.

On a ici

(i3)
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et l'équation fondamentale prend la forme

oA, -^ oB, 0A2— oBi 0A3 -^ 0B3
I

5i3

(i4) a;

b:. Bl I

Comme, par sa nature même, elle se décompose en relations liné-

aires entre les fonctions de a et entre les fonctions de P; comme,
d'autre part, A' et B' s'annulent en même temps que les oA, et les oB„
on peut admettre que A' dépend linéairement de oA,, oAj, 0A3

;
que B'

dépend linéairement de oB,, oB,, 0B3; et, par suite, l'équation précé-

dente se décomposera dans les deux suivantes :

(i5)

(16)

I
oAi 0A2 &A3

j

I

a; a, a; l-A'§(A,-+-B,)Bi=o,

i
b; b; b;

j

oBi oBj 0B3
I

A', a; A'3 !--b'|^(a,--b,)a; = o.

B'i Bj B'j
,

Si, dans la première, on donne à a une valeur quelconque, mais fixe,

elle prend la forme

(B,-f-m,)B', -^(B,— mj)Bj-T-(B3-T- W3)B3 = o,

//ij, /?î,, /7Î3 désignant des constantes. En intégrant, on aura donc

(Bj-i- mi)--i-(B2-i- nii)--^ {B3-T- ni3)-= const.

Mais, comme il est permis, dans les expressions des 0,, de réunir les

constantes ni, aux fonctions A,, on pourra supposer que ces constantes

soient nulles et ramener l'équation précédente à la forme

(17) Bi—Bl-^Bl=2/i,

h désignant une constante. Alors l'équation (i5) prendra la forme

oAi oA* 0A3 I

A', a; A'3 !-A'gA,B;.= o,

B\ b; b,
I

et, comme il ne peut exister aucune autre relation entre les fonc-

tions B,, on devra annuler le coefficient de chaque dérivée B^, ce qui

D. — IV. 33
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donnera

I
A 3 0A2— A 2 0A3 — A'A] = o,

(18) < A'i 0A3— A3 oAi— A'A2 = o

. ( A'2 SAi — A'i 8A2— A' A3 — o.

On déduira de là, en multipliant les trois équations respectivement

par A',, A',, A'3,

Al A'j -i- A2 A2 + A3 A3 = o,

et, par suite,

(19) Aj-t- A|-+- A^ = 2/îi,

Aj désignant une nouvelle constante.

L'équation (9) étant vérifiée en vertu des relations (17) et (19), il

faut revenir maintenant à l'équation (7). On a ici

xi = AB, — BAi— Aa f/A, — Al dk) + /^(B d?n - Bi rfB),

jK,= AB.— BA,- r(A^A2— A2^A)^- /^(B t^B. - B2 ^B),

^1 = AB3— BA3— A A ^As— A3 ^A ) + f(BdB^— B3 dB ).

Un calcul facile donne, en tenant compte des relations (18) et des

relations analogues relatives aux fonctions B,,

ox — ^1= (Aî-f- B2)(oA3— 0B3)

- (A34- B3)(ôA2— 0B2) -+- (A + B)(A,- Bi).

On déduit de là

= COi(o^ — ^1) = (A-i-B)(2Ai— 2/1).

Il suffira donc de prendre h^=hi et l'on retrouvera ainsi, dans

ce qu'elles ont d'essentiel, les propositions énoncées aux n^** 769

«et 770.

10. Pour les surfaces de la seconde classe, on a

I Oi = Aj -f- Bj — 2

<2o) ^ O2 = A'. H- b; - 2

I

63 - A'3 + B'3 — 2 ^ _
j^

a -
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Les formules qui donnent les coordonnées sont aussi plus com-
pliquées.

Par exemple, la valeur de x est

•^ =y<^-^î -^î— -^3 -^î^ ^^^ -
f^^'î

^3 - B3 B^) rf3 H- a; b;— a; b;

CA3— B-^rV', — B:>— .'A-,— B.,V'.\',— BV^— 1 ^ k j_,
X j

et l'on obtiendra les valeurs correspondantes de y et de z par des
permutations circulaires effectuées sur les indices i, 2, 3. La valeur
de Xj est de même

•^1

=fy-'^\
^'- -^'K) dt - /"( b; b'- b' b;) ^3 - a'b; - a; b'

^ ^
(A — BV a; — b;) — ( A,— B, V A'— B')

L'équation à résoudre (9) prend aussi une forme beaucoup moins
simple.

On parvient néanmoins à en trouver une solution en adoptant
Thypothése

(21) oA, = aa;— a'a„ oB,= bb; — bb,,

qui conduit aux valeurs suivantes pour les fonctions arbitraires

! *^'-'^B^' ^'-- -7F-' ^'=F'

A et B désignant des fonctions arbitraires, différentes, bien entendu,
de celles qui figurent dans les expressions précédentes de oA/, oB,.

La solution correspondant à ces valeurs des fonctions A,, Byt n'est

pas distincte de celle que nous avons donnée aux n»^ 1078-1080 d'après
M. Weingarten. Elle convient aux surfaces applicables sur le para-
boloïde dont une génératrice est tangente au cercle de l'infini.

11. D'une manière plus générale, on peut se demander de trouver
quelles seraient les valeurs des fonctions 6, qui correspondraient aux
solutions nouvelles considérées par MM. Weingarten, Baroni et

Goursat, solutions que nous avons fait connaître au Liv. VllI,

Ch. XIIL On verra facilement, en ayant égard aux formules du n°916,
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que si p est la solution générale de l'équation (Sy) du n° 1074

il faut prendre

_ (n-a3)^ /dp dC' _àp àG\

G, C, G" étant les cosinus directeurs donnés par les formules (52)

(n°1074).

FIN DE LA QUATRIÈME ET DERNIÈRE PARTIE.
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TABLE ANALYTIQUE DES MATIÈRES

PAR ORDRE ALPHABÉTIQUE (')-

Action dans un mouvement, 544. Théo-

rème de Thomson et Tait, 544.

Principe de la moindre action dans

le plan, 545. Sur une surface, 550.

Action relative à un mouvement dans

l'espace, 556, 557. Principe de la

moindre action, 558. Variation de

l'action, 550. Généralisation des pro-

priétés des raj'ons lumineux, 560, 561.

AxALLAGMATiQUES (Surfaccs), 172,847,

849, 850.

Analogies entre la Géométrie du plan

et celle des surfaces à courbure cor.-

stante, 793-794.

Angle de contingence géodésique,

642.

Angles relatifs à une forme quadra-

tique, 572, 574. Orthogonalité relative

à une forme quadratique, 572.

AnTICALSTIQLES par RÉFRACTION, IcurS

lignes de courbure, 479. Leur équa-

tion tangentielle, 480.

Axes optiques, leur déflnition, 45?.

Leurs propriétés, 453 et suiv.

Bjôrlinq. Travaux sur les surfaces

minima, 182.

Brachistochrones, 550.

Caractéristiques des équations aux
DÉRIVÉES partielles uon linéaires

du second ordre, 709 et suiv.. Théo-

rie de l'équation

A(r< 5=) -f-Br

-h2Cs B7-T- D = 0,

709 et suiv. Voir aussi Note X.

Caractéristiques d'une équation liné-

aire aux dérivées partielles du second

ordre, 106. Propriétés géométriques,

107. Cas où elles sont les lignes de

courbure, 108.

Caténoïde ou Alysséïde, 66.

Centre de courbure géodésique, 490,

634, 637.

Cercles géodésiques, 648 et suiv.

Courbes dont la courbure géodé-

sique est une fonction donnée des

coordonnées du point de la courbe,

649-650. Problème du calcul des va-

riations dont elles donnent la solu-

(
'

) Les chiffres donnés se rapportent aux articles et non aux pages des différents Volumes.
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lion, 651, 652. Cercles géodésiques

(les surfaces applicables sur les sur-

faces de révolution, 653. De la pscu-

(losphère, 787-789. Longueur d'une

circonférence géodésique, 790.

Ceucles géodésiques des surfaces a

courbure constante, 779, 780.

Cercles géodésiques et systèmes iso-

thermes, 654. Problème non résolu

relatif aux surfaces qui admettent au

moins trois familles isothermes com-

posées de cercles géodésiques, 655.

Complément au théorème de Meusnier,

511.

Complexes de droites, 4'i8.

Congruences de cercles, 4'i6, 471, 472,

477. Voir aussi Systèmes cycliques.

Congruences de courbes, 311. Condi-

tion pour que les courbes d'une con-

gruence soient normales à une famille

de surfaces, 438, 439. Interprétation

géométrique de celte condition, 440.

Congruences de courbes algébriques.

Le nombre maximum de surfaces iso-

lées normales à toutes les courbes de

la congruence dépend uniquement de

la nature de chaque courbe, 446. Par

exemple des cercles formant une

congruence ne peuvent être normaux

à plus de deux surfaces sans l'être à

une infinité de surfaces, 446.

Congruences de droites ou recti-

LiGNES, 318-320. Systèmes conjugués

rattachés aux congruences rcctilignes,

322, 323. Surfaces particulières pour

lesquelles les coordonnées de chaque

point sont de la i'orme

A(p — a)'" (p, — «)"

324.

Congruences rectilignes pour les-

quelles les lignes asymptoliques se

correspondent sur les deux nappes

de la surface focale, 483, 886-889.

Relation entre les courbures totales

des deux nappes, 889.

Congruences rectilignes dont les dé-

veloppables doivent découper un ré-

seau conjugué sur une surface du

second degré, 455.

Congruences rectilignes isotropes,

260,863. Surface moyenne d'une con-

gruence isotrope, 865.

Congruences rectilignes dont les dé-

veloppables découpent sur une sur-

face donnée un réseau conjugué

donné, 420, 421. Congruences dont

les développablcs se correspondent et

interceptent sur une même surface

un même système conjugué, 922-

923. Congruences engendrées par des

droites parallèles et dont les déve-

loppablcs se correspondent, 923, 941-

944.

Congruences rectilignes. Condition

pour que les droites d'une congruence

soient les normales d'une surface,

441. Application aux tangentes com-

munes à deux surfaces homofocales

du second degré, 442. Cas où la sur-

face focale d'une congruence de nor-

males se réduit à une courbe et à

une surface ou à deux courbes, 443-

444.

Congruences spéciales de courbes

pour lesquelles chaque courbe est

rencontrée seulement par deux cour-

bes infiniment voisines, 470, 471.

Coordonnées curvilignes sur une sur-

face 62-65.

Coordonnées de la droite, 139.

Coordonnées homogènes d'une sphère»

156. Coordonnées de la sphère qui

enveloppe une surface sur les deux

nappes de laquelle les lignes de cour-

bure se correspondent, 477, 483.

Coordonnées pentasphériques, 150 et

suiv. Le système de cinq sphères or-

thogonales, 151. Surfaces isother-

miques rapportées à des coordonnées

pentasphériques, 437.

Coordonnées polaires sur une surface

056, 657.

Coordonnées symétriques sur une sur-

face quelconque, 501. Sur la sphère,

23-26, 916. Transformation homogra-

phique de ces coordonnées, 27.

Coordonnées tangentielles spéciales.

Variables de O. Bonnet, 163. Étude

de la surface, 164-165. Transforma-

tion de coordonnées ou déplacement,

166, 167.
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Correspondance avec orthogoxalité

DES ELEMENTS, 854. Problème des élé-

ments rectangulaires, 854, 855. Cor-

respondance d'une surface et d'un

plan avec orthogonalité des éléments

linéaires, 909 et suiv.

Correspondance entre deux surfaces

par plans tangents par.vllèles, 426,

43"2. Translation d"une surface, 427.

Application à l'Optique des milieux

homogènes, 428. Propriétés géomé-

triques relatives à un cas spécial, 890,

893, 894.

Correspondance êtadlie entre deux

SURFACES par la condition que les

plans tangents aux points correspon-

dants aient leur intersection dans un

plan fixe (P), 425.

Couples de surfaces applicables, 854,

898.

Courbe aux tangentes égales ou trac-

trice, 66.

Courbes de M. Bertrand dont les nor-

males principales sont aussi nor-

males principales d'une autre courbe,

8 et suiv., 38, 739.

Courbes gauches. Théorie cinéma-

tique. 4 et suiv. Détermination d'une

courbe gauche quand on connaît une

relation entre la courbure et la tor-

sion de l'arc, 35. Courbes à torsion

constante, 36 et Note IV.

Courbes minima ou de longueur nulle,

219, 220.

Courbes parallèles sur une surface.

531.

Courbure géodêsique, 634 et suiv

Définitions diverses, 635, 636, 637,

648. Son expression au moyen des pa-

ramètres différentiels, 676.

Courbure normale. Théorèmes de

M. Bertrand, 505. Moment de deux

normales infiniment voisines, 506.

Courbure totale. Courbure moyenne,

497. Théorème de Gauss, 498. Expres-

sion de la courbure totale au moyen
du second paramètre différentiel,

682.

Cyclides générales. Ce sont des sur-

faces isothermiques, 437. Cyclide de

Dupin. C'est la seule surtace dont les

normales rencontrent deux courbes,

444. Voir Lignes de courbure.

Déformation de l'hyperboloîde de ré-

volution. Théorème de Laguerre,

739.

Déformation des surfaces. Réduction

nouvelle du problème due à M. Wein-

garten, 1082 et suiv.

Déformation des surfaces gauches,

727 et suiv. Surfaces gauches admet-

tant un élément linéaire donné, 728,

729. Déformer une surface gauche de

telle manière que l'une de ses courbes

devienne plane, 732, ou rectiligne,

733, ou asymptotique, 735, ou ligne

de courbure, 736. Déformation des

surfaces gauches étudiée par la mé-
thode cinématique, 734-735.

Déformation infiniment petite. Pre-

mière solution, 8.52, 856-858, 866.

Théorème de Bibaucour, 861-862,

891. Deuxième solution, 867-869,871,

Les douze surfaces qui se présentent

dans l'étude de la déformation infi-

niment petite, 883-897. Les trois ré-

seaux I, II. III sur ces douze sur-

faces, 894-897. Déformation infini-

ment petite des surfaces homogra-

phiques ou corrélatives, 900, 901. Ap-

plication de la théorie générale de la

déformation infiniment petite à la

solution du problème de la déforma-

tion finie. Note XI.

Déformation infiniment petite du pa-

raboloïde, 859, d'une surface du se-

cond degré, 860, dune sphère, 861-

863 et 915-917, d'une surface à cour-

bure constante, 879-881 et 918, d'une

surface minima, 913.

Déplacement a ex paramètre, for-

mules d'Euler exprimant les neuf

cosinus en fonction de trois angles, 1.
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DÉPLACEMENTS A DEUX PARAMÈTRES, iO

etsuiv. Relations difTércnticlles entre

les rotations, 40. Cas où les six rota-

tions dépendent d'une seule variable,

44-46. Cas où le système n'a pas de

point fixe. Relations différentielles

entre les rotations et les translations,

55. Théorème de MM. Schoneniann
et Mannheim, 57.

DÉPLACEMENTS A DEUX PARAMÈTRES pOUr

lesquels les mouvements élémen-

taires sont toujours des rotations.

Théorème de Ribaucour, 58. Pro-

positions relatives à ces déplace-

ments, 59-61. Foi'r aussi au mot Rou-
lement.

DÉPLACEMENT PARTICULIER analogue au

mouvement étudié par Poiiisot d'un

corps solide libre, 3'2.

DÉPLACEMENTS FINIS. Lcur représenta-

tion analytique et géométrique. Leur

composition. Note V.

DÉTERMINATION dcs surfaccs admettant

l'élément linéaire

cls'^ = C?M" -\- ( au^+ 2 6w -(- c ) fZf

%

où a, b, c sont des constantes, 726.

DÉVELOPPÉES d'une courbe gauche, 12.

DÉVELOPPÉE d'une SURFACE, 752. Lignes

asymptotiques, 753. Tableau de for-

mules se rapportant aux deux nappes,

754. Relations entre les deux nappes,

propriétés cinématiques, paraboloïde

des huit droites, 755-756.

DÉVELOPPÉE MOYENNE d'une surfacc, 912,

1075.

Directrice et module d'une déforma-

tion infiniment petite, 852.

Distance géodésique sur une surface,

526, 536, 537. Son expression appro-

chée, 658, 659. Applications, 662,

663.

Droite invariarle dont trois points

décrivent des plans rectangulaires.

Surface normale à toutes les positions

de la droite. Ses lignes de courbure,

159.

Droites normales a une surface, 447.

Condition pour que des droites par-

tant des différents points d'une sur-

face soient normales à une autre

surface, 448, 449. Développables for-

mées avec les normales, 637.

Dynamique des mouvements dans le

plan. Analogies avec la théorie des

géodésiques, 538 et suiv. Trajectoires

qui correspondent à la même valeur

de la constante des forces vives, 538-

540.

E

Elément linéaire analogue à celui des

surfaces réglées, 697 et Note IX.

Élément linéaire des surfaces gauches.

Surfaces imaginaires, 727.

Élément linéaire harmonique ou de

Liouville, 583. Lignes géodésiques,

583-584.

Ellipses et hyperboles géodésiques,

526-529, 587-588. Théorèmes de

Chasles et de Graves, 589. Sur une

sphère, 745-746.

Ellipsoïde rapporté à ses lignes de

courbure, 504. Voir Géodésiques,

Surfaces homofocales.

Enveloppe d'une famille de sphères

dépendant de deux paramètres, 472.

Lignes principales, 472. Proposition

de Ribaucour relative à la corde de

contact, 473. Proposition relaJ-ive à

la polaire de cette corde, 474. Enve-

loppes pour lesquelles les lignes de

courbure se correspondent sur les

deux nappes, 451, 453, 475, et sui-

vants.

Enveloppes de sphères coupant une

sphère fixe sous un angle constant,

172.

Équation rt — s^+ a' = o, 716.

Équation adjointe de Lagrange (pour

une équation linéaire à une seule

variable indépendante), 368. Pro-

priétés diverses, 369-374.

Équation adjointe d'une équation aux

dérivées partielles, 357. Son inté-
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gratioa se ramène à celle de la pro-
j

posée, 367.

Équatiox aux dérivées partielles de ;

Liouville «= e% 726, 1078 et Note III.
|

Équation aux dérivées partielles dé- 1

finissant les surfaces qui admettent

un élément linéaire donné, 703-708.

Équation aux dérivées partielles du

second ordre intégrée par Bonnet,

746.

Équation .\uxiliaire. Sa définition, son

emploi. Note XI.

Équation différentielle particulière

y^-k-y'^ = X, qui se rencontre dans

diverses théories, 621, 732 et Note VI.

Équations aux dérivées partielles.

Détermination des équations du se-

cond ordre admettant une intégrale

dépendant seulement de deux fonc-

tions arbitraires des variables indé-

pendantes, et des dérivées en nombre
limité, de ces fonctions arbitraires,

Note III de M. Cosserat (IV, p. 405

et suiv.). Extension des méthodes de

Monge et d'Ampère. Note X.

Équations aux dérivées partielles

harmoniques, 406. Application du
théorème de M. Moutard au cas où

l'on emploie une relation particu-

lière harmonique. L'équation dérivée

est aussi harmonique, 407. Transfor-

mation qui permet de dériver d'une

équation harmonique une infinité

d'autres équations harmoniques, 410-

412.

Équ.vtion de RiccATi, 16. Sa réduction

à un système linéaire de deux équa-

tions, 18.

Équations de Riccati qui se présentent

dans l'étude du déplacement à deux
variables, 47-54.

Équation d'Euler et de Poisson

E(?,?'),

344-356. Formule de Poisson donnant
l'intégrale générale de cette équation,

354. Sa démonstration rigoureuse,
|

361, 362. Généralisation de toutes ces

propriétés pour un sj'stème d'équa-

tions simultanées, 1046.

Équation différentielle d'Euler. Ad-

dition des intégrales elliptiques, 585.

Équation différentielle linéaire

d'ordre impair équivalente a son

adjointe, 373. Intégrale du second

degré, 374. Relations entre les inté-

grales, 375.

Équations différentielles. .Méthodes

d'approximations successives. Note I

de M. Emile Picard (IV, p. 353 et

suiv.).

Équations différentielles ultrael-

liptiques, 464.

Équjvtions linéaires du second ordre

A INVARIANTS ÉGAUX, 387 et suiv. Leur

forme réduite, 329, 387. Application

de la méthode de Laplace, 387, 388.

Étude des cas les plus simples, 389.

Équations linéaires a invariants

ÉGAUX. Théorèmes de M. Moutard,

390, 392, 393. Intégration des équa-

tions à invariants égaux par l'appli-

cation de ce théorème, 394-396. Dé-

monstration d'un point admis par

M. Moutard, 396.

Équation linéaire du second ordre

comprenant, comme cas particulier,

l'équation de Lamé, note du n" 271.

Équations linéaires du second ordre,

théorèmes de Sturm, 628, 629.

Équations linéaires réductibles a la

forme harmonique, 413. Equation

particulière

I d^ z _ ;jL ( u. — I ) _ II' ( :j.'— 1 )

z oxdy " {^x-^y,' {x — yY
v(v — i) _ -/(y' —

.

^{,1-xyy {i-xyY'

Ses réductions diverses à la forme

harmonique, 415. Forme élégante

qu'on peut lui donner, 416. Foir aussi

Note II.

Équations linéaires

^=[r(0+A]r

Si l'on sait intégrer une telle équa-

tion pour toutes les valeurs de h, on

en déduira une suite illimitée d'équa-
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lions pareilles également intégrables,

408, 409.

Équations linéaires simultanées aux

dérivées partielles du second ordre,

1039 et suiv. Extension de la méthode

àe Laplace, 1042-1044. Systèmes par-

ticuliers, 1045-1046.

Équations ponctuelle et tangentielle

relatives à un même système con-

jugué. L'intégration de l'une se ra-

mène à celle de l'autre, 403-405.

Étude cinématique d'une surface à

l'aide du trièdre(T), 484 et suiv.. Tan-

gentes aux courbes tracées sur la sur-

face, élément linéaire, 485. Directions

conjuguées, 486. Lignes asympto-
tiques, 487. Lignes de courbure, 488.

Propriété cinématique des lignes de

courbure, 489. Courbure normale,

courbure géodésique, 490. Éléments

du troisième ordre, 492, 493. Sphère

osculatrice, 493.

Expressions {m, n). Leur définition,

397. Leurs propriétés, 398, 399. Déter-

mination de toutes les expressions

{m, n) qui satisfont à une équation

aux dérivées partielles du second

ordre, 400. Généralisation de la théo-

rie des expressions {m,n), 1045.

Familles de Lamé. Définition, 971. Con-

dition nécessaire et suffisante pour

qu'une famille de surfaces soit une

famille de Lamé, 971-972. Surfaces in-

finiment voisines d'une surface donnée

qui peuvent faire partie avec elle

d'une mèinc famille de Lamé. Note XI.

Fonctions d'une variable complexe sur

une surface, 680, 681.

Forme harmonique de l'élément li-

néaire

ds^= ['-pC'O — ^(^)] {du'-^dv-'),

413. Formes harmoniques de l'élé-

ment de la sphère, 414. Des surfaces

du second degré 121, 50'i, 1080.

Formes quadratiques de différen-

tielles, 572 et suiv. Transformation

remarquable due à M. Beltranii, 575.

Lignes géodésiques d'une forme qua-

dratique, 576, 577.

Formules de Gauss (employées dans

les Disquisitiones), 698-699. Formules

qui s'en déduisent et tiennent lieu de

celles de M. Codazzi, 700. Lignes de

courbure, 701. Relations entre les

coordonnées rectangulaires x, y, z,

les cosinus directeurs de la normale

c, c', c" et les déterminants D, D', D",

702.

Formule de Laguerre relative aux

courbes admettant même tangente

en un point d'une surface, 510.

Formules d'Euler et d'Olinde Rodri-

GUES relatives à un déplacement ou à

une transformation de coordonnées,

27, 963. Voir aussi Note V.

Formules de M. Codazzi, 495 et suiv.

Premier sjstème de formules, 495.

Angle de deux courbes, 496. Lignes

asymptotiques, lignes de courbure,

4£6. Coordonnées rectangulaires, 499.

Système de coordonnées formé par

les lignes de courbure, 500. Expres-

sions géométriques des six rotations.

507, 508.

Formules de M. Lelieuvre, 870, 873,

874. Généralisation de ces formules,

881, 882.

Formules de M. Serret (J.-A.) rela-

tives aux courbes gauches, 4.
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G

GÉXÉnALISATIOX DU THÉORÈME DES PRO-

JECTIONS, 648.

GÉ0DÉSIQUE8. Équalion différenlielle.

514, 515. Propriété fondamentale, 516,

5-21.

GÉODÉSIQUES DES SURFACES DU SECOND

DEGRÉ, 442, 462, 586.

GÉODÉSIQUES de la surface pseudosphé-

rique, 786. Dislance géodésique sur la

pseudosphére, 786. Des surfaces à

courbure constante en général, 684,

685.

GÉODÉSIQUES DES SURFACES DE RÉVOLU-

TION, 580, 581. Équation de Clairaut.

580.

GÉODÉSIQUES (Détermination des), 578

et suiv., 590, 591. Intégrales algé-

briques et entières, 592. Intégrales

linéaires, théorème de M. Massieu,

592. Cas OÙ il y a, à la fois, une inté-

grale du premier et une intégrale du

second degré, 596.

GÉODÉSIQUES se coupant sous un angle

constant, 530.

! GÉODÉSIQUES dans la Géométrie Cay-

1 leyenne, 839 et Note IX.

\
GÉODÉSIQUE (Segment de) comparé aux

j

segments infiniment voisins, 624-6".:6,

i théorème de Jacobi, 627.

I

GÉODÉSIQUES A INTÉGRALES QUADRATI-

j

QUES. IS'ote II de M. G. Kœnigs (IV,

p 368 et suiv.).

Geodésiques, théorèmes de M. Bonnet
relatifs au plus court chemin, 630, 631.

GÉOMÉTRIE Cayleyenne. Angles et dis-

tances, 836. Élément linéaire de l'es-

pace, 837. Angle de deux directions,

838. Lignes geodésiques, 839. Lignes

! de courbure, 840,841. Généralisation

des surfaces minima, 842-845. Mode
de transformation qui rattache la

Géométrie de Cayley à la Géométrie

euclidienne, 846 et suiv. Elément

linéaire des surfaces réglées dans la

Géométrie Cayleyenne, Note I\.

Géométrie de la sphère et Géométrie de

j
la droite. Rapprochements, 157, 168.

I Voir aussi Transformations.

H

Hélice. Propriété caractéristique. Le

rapport de la courbure à la torsion

est constant. 6.

HÉLicoÏDES APPLICABLES sur une surface

de révolution, 75, 76.

HÉLICOÏDE GAUCHE A PLAN DIRECTEUR, 68.

Indicatrice sphérique d'une courbe

gauche, 5.

Infiniment petits relatifs aux courbes

et aux lignes geodésiques, 663-665.

Infiniment petits se rapportant a une

COURBE GAUCHE, Note IV, 2 à 5.

Intégrales d'une forme déterminée du

PROBLÈME DES GÉODÉSIQUES. Intégrales

ne contenant que p tlq, 619-620. In-

tégrales relatives à l'élément linéaire

ds'^\{du'^{u-~\\Ydv'],

621.

Intégrale générale d'une équation

AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. Remarques

sur la définition qu'on peut adopter,

367.

Intégrales homogènes et de degré

SUPÉRIEUR du problème des Geodé-

siques, 610 et suiv. Intégrales décom-

posées en facteurs, 611, 612. Inté-

grales linéaires et fractionnaires, 613,

614. Intégrales à deux facteurs, 615,

616, 617, 618.

IXTÉGR.\LES HOMOGÈNES QUADRATIQUES

du problème des geodésiques, 593,
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594. Formes correspondantes de l'élé-

ment linéaire, forme de Liouville,

593; de M. Lie, 59 i. Théorème géné-

ral, 595.

Invariants d'une équation linéaire aux

dérivées partielles^ 327, 330. Formes
réduites de cette équation, 328, 329.

Relations entre les invariants d'une

équation linéaire et de son adjointe,

365, 366.

Invariants ou paramètres différen-

tiels. Leurs applications, 672-678.

Opérations sur ces paramètres, 679.

Leur calcul pour les fonctions les plus

simples, 679. Expression de la cour-

bure totale de la surface au moyen
du second paramètre différentiel, 682.

Inversion dans le système de coordon-

nées tangentielles de M. O. Bonnet,

174.

Inversion composée, 903, 904, 907, 962.

Legendre. Intégration de l'équation

aux dérivées partielles des surfaces

minima, 178.

Lignes asymptotiques, 109, 110, 114.

Lignes asymptotiques de surfaces par-

ticulières, 111. Des surfaces télraé-

drales, 112, 113.

Lignes asymptotiques. Propriétés rela-

tives à la déformation, 703, 720-722.

Déformation lorsqu'on prend comme
variables les paramètres des deux

familles de lignes asymptotiques, 722-

726. Surfaces applicables de telle ma-

nière que les lignes asymptotiques de

l'une des deux familles ou des deux

familles soient des courbes corres-

pondantes, 723-724.

Lignes asymptotiques des surfaces

gauches. Théorème de M. Paul Sei--

ret, 735.

Lignes asymptotiques d'une classe de

surfaces comprenant comme cas

particulier la surface des ondes. Re-

lations entre les rayons de courbure

principaux et les normales, Note

VIII.

Lignes de longueur nulle. Ce sont des

géodésiques, 517.

Lignes de courbure. Leur équation

différentielle, 138, 139. Formules

d'Olinde Rodrigues, 141, 142. Leur

équation différentielle en coordonnées

ponctuelles, 143, 144; en coordonnées

tangentielles, 158etsuiv. L'inversion

ne change pas les lignes de courbure,

146. Théorème de Uupin relatif aux

lignes de courbure des surfaces fai-

sant partie d'un système triple or-

thogonal, 147.

Lignes de courbure. Réciproque du

théorème de Dupin relatif aux lignes

de courbure dans les systèmes ortho-

gonaux, 441.

Lignes DE COURBURE des anticausliques

par réfraction, 479; des surfaces mi-

nima, 197; des surfaces gauches, 736;

delà surface x"'y"zi'= G, 140; des

cyclides, 145, 154.

Lignes de courbure se correspondant

sur les deux nappes de la développée.

Théorème de Ribaucour, 757.

Lignes de courbure de la surface

DES ondes. Leur détermination quand
la surface diffère peu d'un cylindre

ou d'une sphère, Note VIII.

Ligne géodésique (Variation d'un seg-

ment de), 525, 526, 536. Voir aussi

Géodésiques.

Ligne de striction d'une surface gauche,

737, 738. Propriétés nouvelles, 1085-

1086.

Longueur réduite d'un segment de géo-

désique, 633.
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M

MÉRIDIENS ET PARALLÈLES de Mindiiig,

203.

Méthode de Laplace pour la transfor-

mation des équations linéaires aux

dérivées partielles du second ordre,

330.

Méthode de Riemanx. Emploi de l'équa-

tion adjointe, 358, 359.

Meusxier. Mémoire sur la courbure

des surfaces, 176.

Moxge. Intégration de Téquation aux

dérivées partielles des surfaces mi-

nima, 177.

Mouvements dans l'espace. Familles

de trajectoires pour lesquelles il y a

un potentiel des vitesses, 553-555.

Propriété de minimum relative à une

intégrale triple, 552.

Mouvements plans. La solution de

chaque problème de Mécanique dans

le plan permet de déterminer une

infinité de systèmes orthogonaux dont

fera partie une courbe plane quel-

conque, 549.

Mouvements plans. Trajectoires pour

lesquelles la constante des forces vives

n'a pas la même valeur, 551. Pro-

priétés de minimum relatives à des

intégrales doubles et triples, 551,

Ombilics. Forme des lignes de cour-

bure dans le voisinage d'un ombilic.

Ombilics de la surface des ondes.

Note VII.

Ombilics catoptriqces, 454.

Ondes lumineuses, 428. Surface des

ondes. Note VIII.

Ordre et classe des surfaces minima

ALGÉBRIQUES, 233 et suiv.

Ovales de Descartes, 126.

Paramètre de distribution d'une sur-

face gauche, 731.

Paramètre différentiel A9 du premier

ordre, 531, 672. Paramètres différen-

tiels A(s, •^), e(=, v), 673. Angle de

deux courbes au moyen de ces para-

mètres, 672. L'élément linéaire de la

surface exprimé sous forme invariante

au moyen des paramètres différentiels,

677.

Paramètre différentiel du second

ORDRE, 67 i. Application du théorème

de Green, 674.

Perspectives des lignes asymptotiques.

Elles forment un réseau plan à inva-

riants ponctuels égaux, 875, 876.

Plus court chemin sur une surface,

622, 623, 631-632.

PoDAiRE d'une surface, scs ligucs de

courbure, 454.

Points focaux des congruences, 312 et

suiv.

Points multiples et lignes multiples

des surfaces minima. 244.

POLHODIE, 504, 510.

Principe d'Hamiltox dans les mouve-

ments plans, 546; dans les mouve-

ments sur une surface, 550.

Problème de Caucht, 717.

Problème de M. Dini relatif à la re-

présentation géodésique, 601-603,

608.

Problèmes du calcul des variations

qui conduisent à une même équation

différentielle du second ordre, 604-

606. Application aux problèmes de

MM. Beltrami et Dini, 607, 608.

Problème général de la Dynamique,

562 et suiv. Équations de Lagrange

et A'Hamilton, 562. Définition d'une
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famille de solutions, 5G3, 5G't. Familles

orthogonales pour lesquelles il y a un

potentiel des vitesses, 565, 566. Ex-

pression de la force vive due à M.

Lipschitz, 567, 568. Action, 568. Le

principe de la moindre action dans

toute sa généralité, 568, 569, 570.

Problkme de plateau. Méthode de

iM. Weierstrass, 281 et suiv.

ANALYTIQUE DI'S MATIERES.

Problèmes relatifs la déformation

d'une surface, 718 et suiv. Défor-

mer une surface de telle manière

qu'une de ses courbes prenne une

forme donnée, etc., 718-719, 721.

Projection stéréograpiiique de la

sphère, 798-799.

PSEUDOSI'IIÈRE, 66, 78.

R

Rang des expressions de la forme

AX + A,X'-t-...-^A;X('),

où X désigne une fonction arbitraire

de^, 335, 3 41, 342.

Rayon de courbure d'une ligne asym-

ptotique, 513.

Recherche des lignes géodésiques,

531, 532, 533. Théorèmes de Jacobi,

532, 533, 537.

RÉFLEXION ET RÉFRACTION dcs rayons

lumineux, 451-453. Axes optiques,

452, 453. Ombilics catoptriques, 454.

Construction de l'anticaustique, 450.

Développables formées par les rayons

lumineux et conservées par la ré-

fraction, 451-453.

Relations entre les six éléments

d'un triangle géodésique, 666 et

suiv. Cas des surfaces à courbure

constante, 666. Les surfaces applica-

bles sur les surfaces de révolution

sont les seules pour lesquelles il y ait

une relation entre les six éléments,

666-671.

Relations entre deux surfaces sur

lesquelles les développables d'une

même congruence interceptent des

réseaux conjugués, 422-424.

Représentation conforme de deux sur-

faces l'une sur l'autre, 119. Repré-

sentations sur le plan des surfaces

du second degré, 121, 122.

Représentation conforme des aires

planes, 128 et suiv. Représentation

sur la partie supérieure du plan d'une

aix'e limitée par des droites, 132; par

des arcs de cercle, 133-135; par trois

arcs de cercle, 136.

Représentations conformes sur le plan

des surfaces à courbure constante,

797-800.

Représentations conformes des sur-

faces MiNiMA, 202 et suiv. Problème

de M. Mathet relatif aux représen-

tations conformes, 214.

Représentation géodésique de deux
surfaces l'une sur l'autre, 567,

600. Problème de M. Beltrami, 598,

607.

Représentation géodésique sur un

plan, 598, 599, 607.

Représentation sphérique. Première

solution du problème qui consiste à

déterminer une surface connaissantsa

représentation sphérique. Application

au système formé d'ellipses et d'hy-

perboles sphériqueshomofocales, 162.

Théorème de Ribaucour, 950.

Représentation sphérique. Solution

complète du problème, 974 et suiv.

Emploi des variables a, [3, ç, 974. Rap-

prochement avec le problème des élé-

ments rectangulaires, 975. Transfor-

mation de M. Lie, 975-976, 978-981.

Développements analytiques, 082 et

suiv.

Représentation sphérique. Rapports

avec la théorie du roulement et de la

déformation, 946-947, 954-956.

Représentation sphérique des lignes

asymptotiques, 874, 875.

Représentation sphérique d'une ligne

DE courbure plane, 509.

Représentation sphérique d'une sur-
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face miaima, 202. Théorème de Bour
relatif aux surfaces niinima admet-
tant une représentation sphérique

donnée, 205, 208.

RÉSEAUX CONJUGUÉS formés de géodé-

siques, surfaces de M. Voss, 918, 919.

Surfaces et congruences de M. Gui-

chard, 920, 921.

RÉSEAUX CONJUGUÉS pour lesquels les

invariants sont égaux. Propriétés

géométriques, 877-878.

Résolution des équations linéaires

LES UNES PAR LES AUTRES, 397 et

suiv.

Résolution d'une équation différen-

tielle linéaire avec second membie,
371.

Roulement de deux surfaces lune

5iy

sur Tautre, 925 et suiv. Elude ana-

lytique, 925-931. Tout mouvement
particulier se réduit au roulement de

deux surfaces réglées applicables

l'une sur l'autre, 932. Cas où ces

surfaces réglées deviennent dévelop-

pables, 933, 934. Système conjugué

commun, 934. Théorèmes de M. Kœ-
nigs relatifs à ce système conjugué,

935. Réseaux formés des courbes pour
lesquelles les courbures normales

sont égales sur les deux surfaces,

960. Formules relatives au roulemenl,

%3-965, 967-968.

Rotation définie par une substitution

linéaire. Théorème de .M. F. Klein,

Solutions satisfaisant x certaines

coNDiTiONsd'une équation linéaire aux

dérivées partielles du second ordre,

364.

Suite de Laplace, 330-333. Équations

pour lesquelles la suite se termine

dans les deux sens, 337-340. Exten-

sion de la méthode, 1042-1044.

Suite de Laplace. Cas où elle se ter-

mine dans un sens. Deuxième solu-

tion. 378-379. Propriétés relatives à

cette suite, 380, 381. Cas où elle se

termine dans les deux sens, 382. Dif-

férentes formes que prend alors l'in-

tégrale générale, 385, 386.

Surfaces a courbure constante. Théo-

rème de Bonnet rattachant les sur-

faces dont la courbure moyenne est

constante à celles dont la courbure

totale est constante, 771.

Surfaces a courbure constante néga-

tive, 772. Propriétés géométriques,

773. Transformation de M. Lie, 774.

Surfaces a courbure constante néga-

tive particulières, 813. Surfaces

d'Enneper à lignes de courbure sphé-

riques, 814-821.

Surfaces a courbure moyenne con-

stante. Leurs lignes de courbure sont

isothermes. 433, 775-776.

Surfaces a courbure totale constante

considérées comme développées d'une

surface W, 778-782.

Subface adjointe de Bonnet, 210. Ses

propriétés, 211, 213-215. Formules de

M. Schwarz relatives à la surface

adjointe, 212.

Surfaces a génératrices circulaires,

88, Note L\.

Surfaces a lignes de courbure planes,

983, 995-998. Théorème et mode de gé-

nération, 998-1000. Lignes de cour-

bure circulaires, algébriques, 1001 ;

toutes égales, 1002. Traduction ana-

lytique de la construction géomé-
trique, 1003-1005. Enveloppes de

sphères, 1006. Surfaces à lignes de

courbure planes dans les deux sys-

tèmes, 102-105.

Surfaces a lignes de courbure sphéri-

QUES, 1019 et suiv. Recherche directe.

Théorème de M. Blutel, 1022-1024.

Comment on peut les dériver des sur-

faces à lignes de courbure planes,

1025-1027. Relations géométriques

entre les lignes de courbure sphé-
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riqucs, 1028-1030. Surfaces dont les

lignes de courbure sont planes ou

spliériqucs dans les deux systèmes,

483, 1032-1038.

SuRFACKS APPLICABLES. Ilcconnaître si

deu\ surfaces sont applicables, 683 et

suiv.

Surfaces applicables, les deux points

correspondants étant à une distance

invariable, 864.

Surfaces arPLicABLEs sur la surface de

révolution dont la méridienne est la

traclrice, 782.

Surfaces applicables. Nouvelle mé-

thodede M. Weingarten,\Oij(jet suiv.

Étude du cas où l'élément linéaii'e a

la forme

ds- = du' + 2[u-i-''Y {v )] dv",

1074-1079.

Surfaces applicables sur des parabo-

loïdes particuliers, 1079.

Surfaces applicables sur les dévelop-

pées des sui'faces minima, 751. Sur le

paraboloïde de révolution, 751. Dé-

termination directe, 767-770. Con-

struction géométrique, 770 et Notes

IV, XI.

Surface de Liouville, pour laquelle la

développée se compose de deux sur-

faces homofocales du second degré,

460-463.

Surfaces de Joachimstiial admettant

des lignes de courbure planes dont

les plans passent par une droite, 94.

Surfaces de même représentation

sphérique que les surfaces minima,

914.

Surface de quatrième classe admet-

tant pour ligne double le cercle de

l'infini et dont on détermine les lignes

de courbure, 480.

Surfaces de révolution, 73. Théorème

de Bour, 74. Applicables les unes sur

les autres, 76. Sur la sphère, 77. A
courbure constante négative, 66. Pour

lesquelles les géodésiques sont tou-

jours fermées, 582.

Surface des centres de courbure.

Propriétés générales, 752 et suiv.

Surface des ondes de Fresnel. Lignes

de courbure et lignes asymptotiques.

Note VIII.

Surfaces de translation, 81-84, 218.

Surfaces développables, 69. Elles sont

applicables sur le plan, 70, 71. Réci-

proque démontrée par O. Bonnet, 11.

Surfaces dont les lignes de courbure

sont des cercles géodésiques, 638.

Surfaces dont les normales rencon-

trent une courbe, 443.

Suiîfaces dont les plans principaux sont

conjugués par rapport à une surface

du second degré, 456, 457, 458, 467,

468.

Surfaces du second degré. Représen-

tations conformes sur le plan, 121,

122. Lignes de courbure, 1080. Voir

au mot Géodésiques.

Surfaces engendrées par des cercles.

Propriété nouvelle de ces surfaces.

Note IX.

Surfaces engendrées par une courbe

invariable, 79.

Surface focale d'une congruence, 314,

315.

Surfaces gauches applicables l'une sur

l'autre, de telle manière que les géné-

ratrices correspondantes soient paral-

lèles, 730.

Surfaces gauches applicables sur des

SURFACES gauches saus que les géné-

ratrices rectilignes coïncident, 694-

696, 724.

Surfaces hélicoïdes qui sont des sur-

faces minima, 200.

Surfaces homofocales du second de-

gré, 459. Polygones inscrits et cir-

conscrits à deux surfaces du second

degré, 465, 466. Rayons lumineux se

réfléchissant sur diverses surfaces

homofocales, 465.

Surfaces isothermiques ou à lignes de

courbure isothermes, 429 et suiv. Sur-

faces isothermiques dérivées d'une

surface isothermique donnée, 434.

J']quation aux dérivées partielles des

surfaces isothermiques, 435, 436.

Emploi des coordonnées pentasphé-

riques, 437.
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Surfaces isothermiques à lignes de

D29

courbure planes. Développement com-

plet de la solution, 1008 et suiv.

Surfaces (M), telles que deux familles

de lignes conjuguées admettent pour

tangentes des droites qui soient en

même temps tangentes à une surface

du second degré. Leur détermination

se l'amène à l'intégration de l'équation

aux dérivées partielles, qui se ren-

contre dans la théorie des surfaces à

courbure constante, 830-834, 835, 844,

845, 851.

Surfaces mixima, formules de Monge
et leur interprétation par M. Lie, '218.

Courbes minima, 219, 220.

Surfaces mixima. Formules de M. Sch-

warz faisant connaître la surface mi-

nima passant par une courbe et ad-

mettant, en chaque point de cette

courbe, un plan tangent donné, 245-

248.

Surfaces mixima. Propriété de minimum
relative à une intégrale triple, 552.

Surfaces mixima algébriques inscrites

dans une développable algébrique,

252-254. Solution géométrique du
même problème, 255. Théorème de

M. Henneberg relatif aux cylindres

circonscrits à une surface minima
algébrique, 253.

Surfaces mixima algébriques inscrites

dans un cylindre, 253; dans un côoe,

257.

Surfaces mixima a ligxes de courbure

PLAXES. Surface de Bonnet, 206. Sur-

face à'Enneper, 207.

Surfaces mixima applicables sur une

surface minima donnée, 210.

Surfaces mixima applicables sur des

surfaces de révolution, 217.

Surfaces mixima assujetties à des con-

ditions aux limites. Problème de

Gergonne, 302. Surface passant par

deux polygones situés dans des plans

parallèles, 303; par trois droites si-

tuées d'une manière quelconque dans

l'espace, 308, 309.

Surfaces mixima doubles, 224-230.

Surface mixima de M. Henneberg,

226, 232, 237.

D. — IV.

Surfaces mixima ex coordoxxées ponc-

tuelles, 184 et suiv. Formation de
lequatioa aux dérivées partielles,

185. Son intégration, 186. Formules
de Monge et de Legendre, 187. For-
mules de Weierstrass et à'Enneper,
188.

Surfaces mixima ex coordoxxées tax-
GEXTiELLES, 193 et suiv. Intégration

de l'équation aux dérivées partielles

des surfaces minima, 194. Équation
en termes finis donnée par M. Weier-
strass, 195. Modification de l'équation

tangenlielle, quand on déplace la

surface, 198, 199.

Surface mixima engendrée par une
droite. Théorème de Catalan, 11,

249.

Surfaces mixima (Famille de) corres-

pondante à une même équation dif-

férentielle du second ordre, 283. Li-

gnes asymptotiques hélicoïdales, 295.
Surfaces minima correspondantes à
la série hypergéométrique. 296.

Surfaces mixim.^. Génération deJiibait-

cour qui les rattache aux congruences
isotropes, 260.

Surfaces mixima. Historique, 175 ei

suiv.

Surfaces mixima passant par une droite

249; admettant une ligne de courbure
ou une ligne géodésique plane, 251.

Surfaces mixijlv. Problème de Pla-
teau. Détermination de la surface
minima continue passant par un con-
tour fermé, 261 et suiv. Indications
historiques, 261-265. Surface minima
limitée par deux droites, 267; par
deux droites qui se coupent et par
un plan, 268; par trois droites, dont
l'une rencontre les deux autres, 269:
par les cotés d'un quadrilatère gauche,
270-272; par une chaîne composée de
droites et de plans, 273 et suiv.

Surfaces mixima réelles, 191, 222 et

suiv.; algébriques, 190, 221,233 et suiv.

Surfaces moulures, 85-87. Surfaces-
moulures applicables les unes sur les

autres, 87.

Surface moyexxe d'une congruence,
863. Congruences dont les dévelop-

34
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pables interceptent sur la surface

moyenne, un réseau conjugué, 892,

912. Congruences dont la surface

moyenne est un plan, 910, 911.

Surface n'ayaxt qu'un coté, 231, 232.

Surface polaire d'une courbe gauche,

12.

Surfaces pour lesquelles les lignes de

courbure de l'une des familles sont

dans des plans parallèles, 715.

Surface pseudosmiérique. Sa représen-

tation sur le plan, 782-784. Transfor-

mations qui conservent l'élément li-

néaire, 784-785, 791-793. Images des

géodésiques de la surface, 786.

Surface qui se déforme en entraînant

des droites ou des sphères, 758. Théo-

rèmes de M. Beltranii, 758, 759. Sur-

face qui se déforme en entraînant des

courbes situées dans ses plans tan-

gents, 760. Cas particulier où ces

courbes sont des cercles, 761.

Surfaces réglées, 67-72. Surfaces ré-

glées applicables sur des surfaces de

révolution, 691-093. Surfaces réglées

pour lesquelles les rayons de cour-

bure principaux sont fonctions l'un

de l'autre, 740.

Surfaces spirales de MM. Lie et Mau-
rice Lévy, 89-90, 621. Surfaces spi-

rales qui sont des surfaces minima,

201.

Surfaces sur lesquelles les dévelop-

PABLES d'une CONGttUENCE RECTILIGNE

INTERCEPTENT UN RÉSEAU CONJUGUÉ,

418.

Surfaces W. Ce sont celles pour les-

quelles les rayons de courbure prin-

cipaux sont fonctions l'un de l'autre,

742. Premier théorème de M. Wein-

garten, 742. Second théorème du

même auteur, 747-749. Démonstration

intuitive, 750. Cas particuliers, 751.

Surfaces W. Théorème û'Halphen re-

liant les deux nappes de la déve-

loppée, 763. Autre propriété des sur-

faces W établie récemment par

M. Weingarten, 764. Troisième pro-

priété caractéristique due à Ribau-

cour, 765. Correspondance entre des

lignes de ces surfaces et des lignes

tracées sur leurs développées, 766.

Systèmes conjugués. Théorème fon-

damental, 84, '98, 99. Système con-

jugué déterminé sur toute surface :

théorème de M. G. Kœnigs, 91; pro-

priétés relatives à une transforma-

tion homographique ou corrélative,

95-97. Les deux systèmes conjugués

qui correspondent à une enveloppe

de sphères sur la surface décrite

par les centres de ces sphères, 475.

Systèmes conjugués formés par deux

familles de courbes planes, 100-101.

Systèmes cycliques de Uibaucour. 477,

478,481,482. Systèmes cycliques rat-

tachés à la déformation des surfaces,

761-762; qui se rencontrent dans

l'étude des surfaces à courbure con-

stante, 806-807. Propriétés géomé-
triques, 936-940, 945, 948, 951-953,

961-962, 969-970.

Systèmes de coordonnées curvilignes

A lignes conjuguées, 10i7-1052.

Systèmes de coordonnées formés avec

une famille de géodésiques, 518, 519,

520. Lignes géodésiques normales à

une courbe, 522; passant par un point,

519, 520, 523.

Systèmes d'équations du premier

ORDRE

'^P_ _
-f^2

il
ùx ùx

dp _ ^

,

ôq

ày ày

Ils conduisent à une équation à inva-

riants égaux, 391.

Systèmes d'équations linéaires du

premier ordre possédant une inté-

gi-ale du second degré, 13, 40-43.

Système isotherme formé d'ellipses

ET d'hyperboles GÉODÉSIQUES. Théo-

rème de M. Dini, 587.

Systèmes orthogonaux admettant une

famille de lignes de courbure planes,

702, 971-973.

Systèmes orthogonaux et isothermes,

tracés sur une surface quelconque,

115-127. Systèmes isothermes plans,

124. Systèmes particuliers, 125-127.

Système plan isotherme comprenant

une famille de cercles, 127.

Systèmes orthogonaux formés avec une
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famille de trajectoires dans un mou-
vement plan, 541-543, 548.

Systèmes triples orthogoxacx. Pro-

priétés générales, 147-149. Systèmes

orthogonaux en coordonnées penta-

sphériques, 154.

Systèmes triples orthogonaux admet-

tant même représentation sphérique

qu'un système donné, 1053. Théorème
de Combescure, 1054. Application,

1056. Systèmes en nombre illimité

dérivés d'un système donné, 1057-

1058.

Sl'STÈMES TRIPLES ORTHOGONAUX ET ISO-

THERMES. Démonstration de M. Bon-
net, 513.

Systèmes triples orthogonaux pour
lesquels toutes les lignes de courbure

sont planes, 1056, 1059; pour lesquels

une seule famille de lignes de cour-

bure est composée de courbes planes,

1060; ou sphériques, 1061-1065.

Systèmes triples orthogonaux se rat-

tachant AUX fonctions hyperellip-

TIQUES, 469.

Tableaux de formules relatifs aux di-

vers systèmes de coordonnées curvi-

lignes, 504 ; à la développée d'une

surface et à ses deux nappes, 7S4.

Tableaux relatifs à la déformation in-

finiment petite et aux douze surfaces,

897, 905.

Tangentes conjuguées. Généralisation

du théorème de Dupin, 851.

Théorème de Gauss relatifaux triangles

géodésiques infiniment petits, 660,661.

Théorème de Green sur une surface,

639. Équation où figurent la cour-

bure totale de la surface et la cour-

bure géodésique, 640-646.

Théorème de Joachimsthal relatif aux

lignes de courbure communes à deux

surfaces, 509.

Théorème de M. Tissot relatif à la

correspondance entre deux surfaces,

600.

Torsion d'une ligne asymptotique, 512

et Note IV.

Torsion. Courbes à torsion constante,

36, 39. Signe de la torsion. Note IV.

Recherches récentes sur les courbes

à torsion constante, même Note.

Torsion géodésique, 507, 509.

Tracé géographique de deux surfaces

l'une sur l'autre, 119-1'22. Théorème
relatif au tracé pour lequel les méri-

diens et les parallèles d'une surface

de révolution sont représentés par

des arcs de cercle, 127.

Tracés géographiques d'une surface

minima, 204, 209.

Tracés géographiques d'une surface

qui se présentent dans la théorie des

mouvements plans. On peut toujours

faire correspondre aux trajectoires

pour lesquelles la constante des forces

vives a une valeur déterminée les

lignes géodésiques dune certaine

surface, 547, 548.

Trajectoires orthogonales d'une fa-

mille de cercles dans le plan, 93.

Trajectoires orthogonales d'une fa-

mille de géodésiques, 523.

Trajectoires orthogonales d'une fa-

mille de surfaces, 438.

Transformations de contact conser-

vant les lignes de courbure. Transfor-

mation par directions réciproques de
Laguerre, 170. Transformation de O.
Bonnet, 171. Enveloppe des sphères
coupant une sphère fixe sous un
angle constant, 172.

Transformation apsidale. Notes VII et

VIII.

TRANsroR>L\TiONS DE CONTACT. Généra-

lités sur certaines transformations,

976-977.

Tr-vnsformation de m. Lie qui fait cor-

respondre une sphère à une droite,

157, 168, 978 et suiv.

Transform.\tion des équations li-

néaires AUX DÉRn-ÉES PARTIELLES.

Recherche de la fonction la plus gé-
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nérale satisfaisant à une équation du

second ordre et définie par la qua-

drature / {P dx + Q dy), où P et Q

dépendent linéairement de l'intégrale

générale d'une équation donnée du

second ordre et de ses dérivées, 402.

Application au cas où P et Q con-

tiennent seulement les dérivées du

premier ordre, 402.

TrxANSFORMATIOXS DES SURFACES A COUR-

BURE CONSTANTE, 802 et suiv. Méthode

de M. Bianchi, 803, 804. Propositions

antérieures de Ribaucour, 804. Tra-

duction analytique, 805-808. Trans-

formation de M. Bàcklund, 809-811.

Développement sur les applications

répétées de la transformation de

M. Bianchi, 822-829.

Transformations générales des équa-

tions aux dérivées partielles consi-

dérées par M. Bàcklund, 811. Appli-

cation au cas particulier où deux

surfaces doivent se correspondre de

telle manière que la figure formée

par les deux points correspondants et

les deux plans tangents en ces points

soit invariable de forme, 812.

Triangles géodésiques. Théorème de

Gauss, 641. Extension de ce théo-

rème, 647.

Vitesse. Son expression dans les déplacements à un paramètre variable, 3.
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Abkl, 464, 468, 469, II,,.

Adam (P.), 1018.

Ampère, 180, 367, VIII,, X,, X^, X,

AXDOYER, 55o.

Appell (P.), 349, 354, 36i, 367, io46,

10-5.

B.îCKLrND (A.-V.), 811, 812, 827, 828,

Baroxi (E.), 1075, 1081,

Beltrami, 180, i83, 2oq.

572, 575, 576, 577, 597

607, 637, 672, 674, 676,

682, 728, 730, 732, 733,

758, 759, 795, 799, 800,

Bertrand (J.), 6, 8, 11

343, 373, 377, 441, 499,

637,641, 643, 690, 739.

BiAXCHi (L.), 778, 781,

8o5, 809, 811, 822, 825-

889, 972, I.-

BlOCHE, 739.

Bjorlixg, 182, 229, 245.

Bli;tel, 1021, 1024.

Bois-Reymond (du), 358.

XI...

5ii, 53i, 571,

600, 6o3, 604,

^TTî 679, 680,

735, 740, 760,

801, 855.

, 38, 4o> '42}

5o5, 592, 627,

782, 800, 8o3-

828, 855, 880,

BoLYAi, 795.

Boxxet (O.), 8, 65, 72, i63, 171, 181,

202, 206, 208, 210, 2i5, 216, 245, 25l,

262, 266, 3o5, 433, 490, 492, 499, 5o5,

607, 509, 5io-5i3, 610, 6i3, 619, 624,

627,630, 63i, 633, 638, 640, 642, 643,

647» 648, 655, 682, 690, 697, 698, 708,

723, 724, 728. 735, 737, 746, 771, 775,

776, 972, ioo8^ 1009, 1086, IVj.

Borda, 175.

Bouquet, i4o, \1I„ \1I„.

Bour, 74, 87, 90, 2o5, 208, 433, 434?

592, 593, 610, 619, 698, 704, 708, 728,

735, X,, X^.

Brioschi, 97, 102, MII.j.

Briot et Bocqcet, VII„, MI,.

Brisse (Ch.), 499-

CaRONNKT, 864, I0O2.

Catalan, 180, 181, 249, aSi, 655.

Caucht, 3o, 4i, i3o, 245, 248, 25i, 367,

45o, 629, 709, 717, 718, 853, I., X„ X,.

(') Les chiffres arabes donnent les numéros des articles. Los Tomes I. II. III et IV finis-

sent respectivement aux articles 3io, 377, 85i et 10S9.

Les chiffres romains se rapportent aux Notes. Par exemple, la notation IL indiqae l'ar-

ticle 8 de la Xote IL
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Cayley, i34, i4o, 437) ^62, 836, 889,

840, 84i, 842, 846, VII,, VII,.

Chasles, 126, 178, 249, 4^9, 460, 465,

589, 1^0, 909? VIII,.

ClIRISTOFFEL, l32, 429, 434) 633, 660,

666, 667.

Clairaut, 58o, 583, 607.

CoDAzzi, 484. 499) 5oo, 5oi, 507, 5o8,

698, 700-702, 741, 749, 927, 980, 1009,

1014.

COMBESCURE, 4°, 4^7) 499) 972, io54,

vin,e-

COSSERAT (E.), 855, 889, 892, III, IV,.

Delassus, r.

Demartres, 88, IX^.

Demoulin, 889.

Descartes, 126, 45o, i52, i56, 45o, 56i.

DOBRINER, 819, 821.

DiNi, 180, 587, 594, 597, 600-604, 608,

609, 740, 773, 874.

DlRIGIILET, 128, 295, 55l.

DuPiN ( Ch.), 83, io3, i47, 44i) 444) 45o,

45i, 4^4) 455, 48I) 7^9, 841, 85i, 1047.

E

Enneper, 188, 2o5, 207, 234, 236, 25i,

5i2, 720, 8i4, 819, 873, looi, 1008,

1018, IV,.

Euclide, 794, 795.

Euler (L.), I, 22, 27, 44) ïi2, ii3, 119,

175, 176, 344, 346, 36i, 392, 4i4) 4'5,

4i6,5o5,585, 6o5, 968, II,„ V„ VIII,,

VIII,, VIII,, VIII„, VIII,3.

Fabry, IV,.

t'ouciiÉ, IV,.

Frenet, IV„ IV,.

Fresnel, VII„ VIII,.

G

Gauss, 3o, 62, 63, 119, i36, 142, 2i3,

271, 807, 4o8, 463, 497, 498-499» 5o3,

5i4, 522-525, 535, 55o, 575, 577, 617,

641-643, 647, 648, 660-666, 672, 682,

687, 698, 700-708, 704, 798, 795, 842,

878, 1009.

Geiser, 57, 289, 244.

Gergonn'e, 265, 3o2, 45o.

GOURNERIE (de LA), II2, 5lO.

GOURSAT, 186, 861, 1066, 1072, 1075 ,1081,

XI„.

Girard (Albert), 641.

Graves, 589.

Green, 689, 640, 644, 648, 674.

GuiciiARD, 855, 880, 888, 910, 919, 920.

Halphen, 284, 868, 58i, 768.

Hamilton, 448, 587, 544, 546, 558, 562,

566, 570, 590.

Hattendorf, 262.

Henneberg, 226, 282, 287, 288, 25i, 258,

254.

Hermite, 21, 271, 4^4) 68g, 1008, loii,

1016, IV„ IV3, IV,.

Hesse (O.), 368, 878, 377.

HoiJEL (J.), 795.

IIUYGENS, 428.
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JaCOBI, 121, 373, 377, 4l3, 459, 462. ! JOACHIMSTHAL, 9Î, ÔOQ, 8l4, S20, lOOO,

464, 533, 537, 539, 544, 056, 557, 559,

562, 564, 565, 568, 575, 583, 590, 591,

6o5, 632, 627, X..
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Jordan (C), 632.

KiRCHHOFF, 55.

Klein (F.), 3i, 262, 277, 680, 783, 791,

836, v„ viir.

KtENiGS (G.), 91, 92, 95, iio, 317, 592,

875-878, 892, 935, 1006, II, IV , IV,.
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Kroxecker, 562.

KuMMER, i36, 408, VIII^.

Lacroix, 178, 179, 187.

LaGRAXGE, 119, 127, 175-178, 180, 212,

261, 264, 3 10, 357, 366, 368, 370, 371,

541, 502, 557, 566, 571, 572, 585, 597,

VII,,, X^.

Laglerre, 170, 23i, 425, 480, 493, 499»

5io, 5ii, 620, 739, 758, 970, looi.
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Lamé, 112, 122, 149, 271, 4i4, 4i5, 5i3,
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io54, VIII,,, XI..

Laxcret, 509.

Laplace, 177, 178, 182, 194, 325, 33o,

332, 333, 334, 337, 340, 343, 344, 35i,

354, 365-367, 378, 379, 380-384, 387,

388, 093, 396, 397, 398, 4oo-4o3, 4o5,
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319, 6i5, 617, 660, 1070.

Lelielvre (M.), 735, 870,879, 881, 916,
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LÉVY (M.), 89, 90, 201, 610, 619, IV,.
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186, 208, 217-221, 22], 233, 235, 238,
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Mecsxier, 176, 180, 490, 5ii.

MiNDiNG, 2o3, 653, 666, 690, 728.
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W.ÏLSCH, 889.

Weber, 3o3.
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LIVRE VIIL

DÉFORMATION INFINIMENT PETITE ET REPRÉSENTATION SPHÉRIQUE.

CHAPITRE I.

Vage<

Déformation infiniment petite. Première solution i

Enoncé précis du problème à résoudre. — Comment on pourrait entre-

prendre son étude par la méthode des séries. — Le problème de la

déformation infiniment petite consiste dans la détermination des pre-

miers termes de ces séries. — Ce que l'on appelle la directrice et le

module de la déformation infiniment petite. — Couples de surfaces

applicables l'une sur l'autre. — Rapports de la question proposée avec

le problème dit des éléments rectangulaires. — Indication des tra-

vaux publiés sur ces questions. — Première solution du problème :

on est ramené à l'intégration d'une équation linéaire du second ordre

— Interprétation géométrique. — Application au paraboloïde. — Rai

sonnement a priori montrant que la solution du problème peut être

obtenue pour toute surface du second degré. — Développement de la

solution pour le cas de la sphère. — Démonstration géométrique : la

surface (S,) qui correspond à une sphère par orthogonalité des élé-

ments est la sur/ace moyenne du ne congruence isotrope. — Equa-

tions qui déterminent cette surface moyenne. — Retour au cas géné-

ral; les caractéristiques de l'équation linéaire dont dépend la solution

sont les lignes asjmptotiques de la surface proposée.

CHAPITRE II.

Déformation infiniment petite. Deuxième solution : les formules de M. Le-

lieuvre

Introduction directe des lignes asymptotiques. — Réduction du problème

à l'intégration d'une équation aux dérivées partielles à invariants

égaux ; ce qui montre qu'on pourra obtenir une suite illimitée de

surfaces dont on connaîtra les lignes asymptotiques et pour lesquelles

on saura résoudre le problème de la déformation infiniment petite. —
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PaRes

Formules de M. Lelieuvre. — Leur démonstration dii'ecte. — Comment
on peut en déduire, par une méthode rapide, la solution du problème

de la déformation infiniment petite. — Applications de ces formules.

— Propriété de la représentation sphérique des lignes asymptotiques

qui montre que cette représentation sphérique ne saurait être choisie

arbitrairement. — Théorème de M. Kœnigs : les perspectives des lignes

asymptotiques sur un plan quelconque déterminent un réseau plan

(nécessairement conjugué comme tous les réseaux plans) à invariants

ponctuels égaux. — Interprétation géométrique de l'égalité des inva-

riants pour l'équation linéaire ponctuelle ou tangenlielle relative à

un réseau conjugué tracé sur une surface quelconque. — Élément li-

néaire d'une surface rapportée à ses lignes asymptotiques. — Démon-

stration nouvelle du théorème d'Enneper relatif à la torsion des lignes

asymptotiques. — Application aux surfaces à courbure constante. —
Quand on sait résoudre le problème de la déformation infiniment

petite pour une telle surface, on sait le faire aussi pour toutes celles

qui en dérivent par la transformation de M. Blanchi. — Formules ana-

logues à celles de M. Lelieuvre quand les variables ont été choisies

d'une manière quelconque. — La solution générale du problème de la

déformation infiniment petite écrite avec des variables quelconques.

CFL\PITRE III.

Les douze surfaces. Développements géométriques se rattachant aux pré-

cédentes solutions 48

Étant données deux surfaces (S) et (S,) qui se correspondent avec or-

thogonalilé des éléments linéaires, au réseau des lignes asymptotiques

de chacune de ces surfaces correspond, sur l'autre, un réseau con-

jugué à invariants ponctuels égaux. — On déduit du premier couple

deux nouvelles surfaces (il) et (A) qui se correspondent, elles aussi,

avec orthogonalité des éléments linéaires. — Définition de (S) : c'est

l'enveloppe des plans menés par tous les points de (S )
perpendicu-

lairement aux directrices de la déformation. — On sait résoudre le

problème de la déformation infiniment petite pour (2) lorsqu'on sait

résoudre ce problème pour (S). — Les lignes asymptotiques se cor-

respondent sur (S) et sur (S). — Réciproque : théorème de M. Gui-

chard. — Relation géométrique entre les deux nappes de la surface

focale d'une congruence rectiligne, dans le cas où les lignes asympto-

tiques se correspondent sur ces deux nappes. — Propriétés qui rat-

tachent la surface (A) à la surface (S,) : les plans tangents aux points

correspondants sont parallèles et le système conjugué commun a ses

invariants ponctuels égaux, sur les deux surfaces.— Réciproque : théo-

rèmes de MM. Kœnigs et Cosserat. — Les trois réseaux I, II, III formés

par les lignes asymptotiques de (S), de (S,) et de (A) sont harmo-
niques deux à deux. — Introduction de huit nouvelles surfaces qui,

jointes aux quatre premières, forment un ensemble de douze sur-

faces que l'on peut grouper deux à deux de telle manière qu'elles se

correspondent avec orthogonalité des éléments linéaires, ou bien par
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plans tangents parallèles, ou bien par polaires réciproques relative-

ment à une sphère concentrique à l'origine, ou enfin comme focales

d'une même congruence rectiiigne sur lesquelles les lignes asympto-

tiques se correspondent. — Sur chacune de ces douze surfaces, les trois

réseaux I. II, III déjà signalés sont, l'un formé des lignes asympto-

tiques, l'autre conjugué à invariants ponctuels égaux, le dernier enfin

conjugué à invariants tangentiels égaux. — Quand deux surfaces se

correspondent avec orthogonalité des éléments linéaires, le système

conjugué commun a ses invariants tangentiels égaux. — Lorsque,

sur une surface, un réseau conjugué a ses invariants ponctuels (ou

tangentiels) égaux, le réseau conjugué qui lui est harmonique a ses

invariants tangentiels (ou ponctuels) égaux.

34 f

Pages.

CH.\PITRE IV.

Transformations diverses. Inversion composée

Les six couples de surfaces qui se correspondent avec orthogonalité des

éléments linéaires. — Théorème et construction de Ribaucour. —
Quand on sait résoudre le problème de la déformation infiniment

petite pour une surface donnée, on sait résoudre ce même problème

pour toutes les surfaces homographiques et corrélatives. — Démons-

tration de ce théorème général pour les homographies qui conservent

le plan de l'infini; pour la transformation par polaires réciproques

relative au paraboloïde défini par l'équation z = =— — Ces deux

cas particuliers entraînent le théorème général. — Définition de Vin-

version composée : sa propriété fondamentale. — Quand on sait ré-

soudre le problème de la déformation pour une surface (S), on sait

aussi le résoudre pour toutes celles qui en dérivent par l'inversion

composée. — L'inversion composée rattachée aux notions relatives

aux formes quadratiques dont les coefficients sont constants.

CHAPITRE V.

Applications diverses

Étude du cas particulier où la surface (S,), qui correspond à (S) avec

orthogonalité des éléments linéaires, se réduit à un plan. — Ce que

deviennent alors les douze surfaces. — Application à la question sui-

vante : déterminer toutes les congruences reclilignes pour lesquelles la

surface moyenne est un plan. — On détermine, parmi ces congruences

rectilignes, celles qui sont formées des normales à une surface.— Etude

du problème plus étendu : déterminer toutes les surfaces pour lesquelles

les développables formées parles normales découpent, sur la développée

moyenne, un réseau conjugué. — La solution de ce problème se ramène

à la détermination de la déformation infiniment petite des surfaces

minima. — Cette détermination se ramène d'ailleurs à l'intégration

d'une équation linéaire harmonique. — C'est de la même équation aux

dérivées partielles que dépend la détermination des surfaces ayant
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rages,

même représentation spliérique de leurs lignes de courbure que la sur-

face minima adjointe à la proposée. — Comment on retrouve les sur-

faces minima dans l'étude de la déformation infiniment petite de la

sphère. — Développement des calculs. — Déformation infiniment

petite d'une surface à courbure constante négative. — L'une des douze

surfaces devient alors une de ces surfaces, considérées en premier lieu

par M. Voss, et sur lesquelles il y a un réseau conjugué exclusivement

composé de lignes géodésiques. — Étude des développantes de ces

surfaces. — Elles constituent l'une des nappes d'une congruence rec-

tiligne pour laquelle les développables correspondent aux lignes de

courbure sur les deux nappes de la surface focale. — Démonstration

géométrique des théorèmes de M. Guichard, relatifs à ces surfaces. —
Le Chapitre se termine par la démonstration d'un lemme dont il a

été fait usage dans la démonstration précédente, et qui est susceptible

de nombreuses applications à la théorie des congruences rcctilignes.

CHAPITRE VL

Roulement de deux surfaces m
Rappel des formules données au Livre VII, Chapitre III. — Relations

entre les quantités D, D', D" de Gauss et les rotations p, q, r, />,, 7,,

;•,. — Roulement d'une surface (©) sur une surface applicable (©, ).

— Formules données au Livre I; formules complémentaires. —
Comment on peut rattacher à la considération du roulement une

nouvelle méthode de rcchei'che des surfaces applicables sur une sur-

face donnée. — Tout mouvement particulier conlenu dans le déplace-

ment général se ramène au roulement d'une surface réglée sur une

surface de même nature et applicable sur la première. — Premier cas

où ces surfaces réglées sont développables. — Extension de la notion

de réciprocité relative aux tangentes conjuguées. — Second mouvement

particulier dans lequel les surfaces réglées sont développables. — Sys-

tème conjugué commun à (B) et à (0,) considéré par Ribaucour. —
Théorèmes de M. Kœnigs relatifs à ce système conjugué commun.
— La théorie des systèmes cycliques et le théorème fondamental du

n° 701 rattachés à la considération du déplacement étudié dans ce

Chapitre. — Propriété relative aux congruences engendrées par des

droites parallèles et pour lesquelles les développables se correspon-

dent. — Propriétés diverses des difl'érenls systèmes cycliques que l'on

peut rattacher au même déplacement. — Comment la connaissance

d'un couple de surfaces applicables peut conduire à une infinité de

couples de surfaces admettant la même représentation sphérique.

CHAPITRE VII.

Les systèmes cycliques et les surfaces applicables iS^

Rappel des formules établies au Livre IV, Chap. XV, et relatives au sys-

tème orthogonal formé par les lignes de courbure. — Relation entre

les deux équations, ponctuelle et tangentielle, relatives au système
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conjugué formé par ces lignes. — Détermination des surfaces admet-

tant la même représentation sphérique qu'une surface donnée C^).

— Rappel de la première solution. — Théorème de Ribaucour qui

montre que les surfaces cherchées admettent pour normales les cordes

de contact d'une famille de sphères aj'ant leur centre sur la surface (S).

— Détermination des systèmes cycliques engendrés par des cercles

normaux à (S). — Propriétés géométriques relatives aux systèmes

cycliques. — Propositions qui rattachent la théorie de la représenta-

lion sphérique à celle de la déformation des surfaces. — Détermina-

tion des systèmes cycliques déduite d'un couple de surfaces applica-

bles. — Ce que deviennent les réseaux I, II, III du Chapitre III pour

un couple de surfaces applicables (8), (6,). — Définition nouvelle

de la méthode de transformation introduite au n" 903 sous le nom
d'inversion composée. — Les formules qui permettent de définir le

roulement de (0) sur (0,). — Détermination de tous les systèmes

triples orthogonaux pour lesquels une des familles est composée de

surfaces à lignes de courbure planes dans un système.

CHAPITRE VIII.

Représentation sphérique. Solution complète du problème 169

Emploi des coordonnées tangenlielles a, ^, Ç. — Réduction du pro-

blème de la représentation sphérique à l'intégration d'une équation

aux dérivées partielles du second ordre dont les invariants sont

égaux. — Les caractéristiques de cette équation sont les lignes de

courbure de la surface. — Rapprochement entre les deux surfaces

qui conduisent à la même équation du second ordre, l'une pour le

problème de la déformation infiniment petite, l'autre pour le pro-

blème de la représentation sphérique. — On retrouve la transfor-

mation de contact de M. Lie. — Notions générales sur une classe

étendue de transformations de contact. — Application à celle de

M. Lie. — Recherche des surfaces pour lesquelles on sait résoudre

le problème de la représentation sphérique. — On démontre que,

lorsqu'on sait résoudre ce problème pour une surface (S), on peut le

résoudre, à l'aide d'une simple quadrature, pour toutes les surfaces

inverses des surfaces (S') admettant même représentation sphérique

que (S). — Ce procédé, appliqué aux surfaces qui correspondent à

l'équation — = o, fournit toutes les surfaces réelles pour lesquelles
ox ôy

on peut obtenir la solution complète du problème. — Démonstration

analytique de ce résultat. — Compléments donnés aux développements

du Livre IV, Chap. VIL

CHAPITRE IX.

Surfaces à lignes de courbure planes 198

Première application des méthodes précédentes. — Rappel des formules

propres à déterminer les surfaces admettant une représentation sphé-

rique donnée. — Recherche des surfaces à lignes de courbure planes
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dans un système. — Elles correspondent toutes à des équations à in-

variants égaux pour lesquelles la solution est de premier ou de se-

cond rang. — Méthode de recherche directe : théorème général qui

permet de les déterminer très simplement au moyen de trois dévelop-

pables dont l'une (A) est isotrope et les deux autres (D), (D,) ap-

plicables l'une sur l'autre avec correspondance des génératrices rec-

tilignes. — On déduit de cette proposition que, si une ligne de

courbure plane est un cercle, toutes les autres sont des cercles, que

si une d'elles est algébrique, toutes les autres le sont aussi, etc. —
Mise en œuvre de la génération précédente. — Calculs et construc-

tions géométriques propres à déterminer la surface réelle la plus gé-

nérale à lignes de coui^bure planes, sans aucun signe de quadrature.

CHAPITRE X.

Surfaces isothermiques à lignes de courbure planes 217

Rappel des différentes classes de surfaces à lignes de courbure planes dé-

terminées ou étudiées dans le cours de cet Ouvrage. — Indication

de cas particuliers dans lesquels ces surfaces sont isolhermiqucs. —
Recherche systématique des surfaces qui satisfont à cette double con-

dition d'avoir leurs lignes de courbure planes, au moins dans un sys-

tème, et d'être isothermiques. — Mise en équation du problème. —
Intégration des équations linéaires auxquelles satisfont les rotations.

— Tout se ramène à la détermination d'une fonction ]i satisfaisant à

deux équations aux dérivées partielles. — Application de la théorie

des foncticms doublement périodiques de seconde espèce et des mé-

thodes de M. Hermite à cette intégration. — La solution dépend des

fonctions elliptiques et comporte une fonction arbitraire. — Explica-

tion de ce dernier résultat et construction géométrique de la surface.

— Cas particulier oii le module de la fonction elliptique devient nul.

CHAPITRE XI.

Surfaces à lignes de courbure sphériques aSc)

Les surfaces à lignes de coui'bure sphériques dans un système corres-

pondent à des équations aux dérivées partielles à invariants égaux

qui sont du premier, du second ou du ti'oisième rang. — Méthode

directe de recherche. — Étant donnée une surface à lignes de cour-

bure sphériques (S), il existe une infinité de surfaces (SJ de même

définition, dépendant d'une fonction arbitraire et admettant la même
représentation sphérique. — Théorème de M. Blutel. — Construc-

tion géométrique des surfaces (SJ. — Comment on peut, sans aucune

intégration, déduire toutes les surfaces à lignes de courbure sphériques

des surfaces à lignes de courbure planes. — Propriétés diverses : en

appliquant des inversions convenablement choisies à chaque ligne

de courbure sphérique de la surface, on peut les placer toutes sur

une même développable isotrope. — Définition de la rotation autour

d'un cercle; proposition qui rapproche les surfaces à lignes de cour-
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bure sphériques des surfaces à lignes de courbure planes. — Des sur-

faces dont toutes les lignes de courbure sont planes ou sphériques.

— Leur détermination se ramène à la solution de l'équation fonction-

nelle

V(A,-i-B,)'=o.

— Résultat : toutes les surfaces cherchées dérivent simplement, soit

du cône, soit de la surface dont les normales sont tangentes à un
cône.

CHAPITRE XII.

Généralisations diverses 25-

Systénies d'équations linéaires aux dérivées partielles du second ordre

à n variables indépendantes dans lesquels chaque équation ne con-
tient qu'une dérivée seconde prise par rapport à deux variables diffé-

rentes. — Forme type de ces systèmes, condition pour qu'ils admet-
tent rt-i-i intégrales linéairement indépendantes. — Extension à ces

systèmes de la méthode de Laplace. — Comment on les intègre lorsque

la suite de Laplace se termine dans un sens. — Indication de certains

systèmes généraux dont l'intégrale peut être obtenue. — Cas particu-

liers. — Applications géométriques. — Systèmes de coordonnées cur-

vilignes à lignes conjuguées. — Ces systèmes sont les seuls qui puis-

sent correspondre à d'autres systèmes, les plans tangents aux surfaces

coordonnées étant parallèles pour les points correspondants. — In-

terprétation géométrique des substitutions de Laplace généralisées.

— Cas particulier des systèmes triples orthogonaux. — Théorème de
M. Combescure. — Démonstration directe de ce théorème. — Applica-
tion. — Détermination d'une classe de systèmes triples pour lesquels

toutes les lignes de courbure sont planes. — En combinant l'inver-

sion avec le théorème de .M. Combescure, on peut faire dériver d'un

système triple orthogonal une suite illimitée de systèmes analogues.
— Détermination des systèmes orthogonaux à lignes de courbure
planes dans un seul système. — Détermination des systèmes ortho-

gonaux à lignes de courbure sphériques dans un seul système.

CHAPITRE XIII.

Nouvelles classes de sur/aces applicables 3u8
Ce Chapitre est consacré à l'exposition des résultais nouveaux que l'on

doit à M. Weingarlen dans la recherche des surfaces applicables

sur une surface donnée. — La méthode de M. Weingarten exige que
l'on connaisse déjà au moins une surface réelle ou imaginaire admet-
tant l'élément linéaire donné. — Elle fait dépendre la détermination

de toutes les surfaces (6) admettant cet élément linéaire de celle

d'autres surfaces ( — ), satisfaisant à une certaine équation aux dérivées

partielles, qui établit une relation entre les rayons de courbure prin-
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cipaux, les distances d'un point fixe au plan tangent et au point de

contact. — Cas particulier où les caractéristiques de cette équation

aux dérivées partielles sont les lignes de longueur nulle de la repré-

sentation sphérique de (S). — L'élément linéaire est alors défini par

la formule simple

et l'équation à intégrer prend la forme simple

Indication des différentes formes de '^' {v) pour lesquelles l'inté-

gration est possible. — Démonstration de différents résultats dus à

MM. Weingarten, Baroni, Goursat. — Les cas les plus intéressants font

connaître toutes les surfaces applicables sur le paraboloïde du second

degré dont une génératrice rectiligne est tangente au cercle de l'infini.

— Réduction de l'élément linéaire de ces surfaces à la forme de Liou-

ville qui permet l'intégration des lignes géodésiques.

CHAPITRE XIV.

Dernières recherches '38

Nouveau développement donné par M. Weingarten aux recherches pré-

cédentes. — Problème proposé. — Étant donné un élément linéaire,

pour résoudre le problème de la déformation, on mène par chaque

point de la surface cherchée (0) une tangente faisant un angle dé-

terminé, mais d'ailleurs variable, avec les courbes coordonnées; puis

on prend comme variables indépendantes deux paramètres quelconques

propres à définir la direction de cette droite dans l'espace. — For-

mation des équations aux dérivées partielles auxquelles satisfont les

coordonnées curvilignes u &\. v considérées comme fonctions de ces

paramètres.— A ce propos, l'on rappelle et l'on complète quelques

propriétés de la ligne de striction des surfaces réglées. — Etant

donnée une congruence rectiligne, assembler les droites en surfaces

réglées dont les lignes de striction soient sur une des nappes focales

delà congruence. — Les propriétés géométriques établies permettent

de simplifier les équations qui déterminent m et v^ et de les réduire

à une seule équation aux dérivées partielles du second ordre. — Ren-

voi au Mémoire de M. Weingarten couronné par l'Académie des

Sciences.
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