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Vorwort.

In dem vorliegenden zweiten und abschlieBenden Bande werden
die krummen Linien und Flachen bebandelt. Ich benutze das Vor-
wort, um einige Gesichtspunkte zu bezeichnen, welche mich bei der
Bearbeitung dieses Stoffes leiteten, und um auf einige Einzelnheiten
hinzaweisen.

Die Untersuchungen wurden moglichst geometrisch gefiihrt. Der
Begriff der Ordnung einer Linie und einer Fliche und die Bestim-
mung der Anzahl ibrer Schnittpunkte und der Ordnung ihrer Schnitt-
kurve aus den Ordnungszahlen der gegebenen Gebilde sind analyti-
scher Natur. Deswegen wurde die Benutzung derartiger analytischer
Sitze moglichst beschrinkt und nur bei Gebilden hoherer Ordnung
zugelassen. Insbesondere wurden die Flichen zweiten Grades rein
geometrisch behandelt und dabei als Kegelschnittsflichen betrach.tet,
d. i. als solche Flichen, welche von jeder reell schneidenden Ebene
in einem reellen, und, wie dann durch das Polarsystem nachgewdesen
wird, von jeder imagindr schneidenden in einem imaginiiren Kegel-
schnitte getroffen werden. Dal solche Flichen von jeder Geraden
in zwei Punkten geschnitten werden oder von der zweiten Ordnung
sind, leuchtet ein; daf} sie aber die einzigen solche Fliachen sind,
kommt als Satz der Analysis hier nicht in Betracht. '

Zur Darstellung der Gebilde erschien, wenn es sich um die Auf-
I6sung von Aufgaben iiber dieselben handelte, meist das Grund-
und Aufriflverfahren als das zweckmiBigere und wurde daher in
diesen Fillen angewendet. Doch zeigte sich bei geradlinigen Flichen
héufig das im ersten Bande angegebene Verfahren der swei parallelen
Spurebenen, welches nur einer Projektion bedarf, als das zweck-
maBigere. — Wenn aber die Darstellung wesentlich zur Veranschau-
lichung dient, findet man die azonometrische und schiefe Projektion
und die Perspektive vorteilhaft, und es wurden deshalb auch diese
Darstellungsweisen mit ihren wichtigsten Anwendungen behandelt.
Ebenso ist die zur Veranschaulichung dienende Bestimmung des
Schattens und der Beleuchtung zugeftigt, und insbesondere sind die
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Linien gleicher Beleuchtungsstirke oder die Lichtgleichen fiir alle
Arten der betrachteten Flichen, und zwar in geometrischer Weise,
untersucht und konstruirt.

Ein wesentliches Gewicht wurde auf die leichte und genaue Ver-
geichnung der Kurven gelegt. Diese Anforderung wird nicht sowohl
durch die Konstruktion einer groBen Anzahl allgemeiner Punkte
erfiillt, als vielmehr durch die Bestimmung der. ausgezeichneten
Punkte, wie der Scheitel, der Wendepunkte, der Spitzen, und
durch die Ermittelung der Tangenten und der Kriimmungskreise
in denselben.

Zur Tangentenbestimmung diente das im ersten Bande, Nr. 204,
von mir angegebene Verfahren der dhnlichen Figur, wie ich es pas-
send zu bezeichnen glaube. Nach demselben konnen aus jeder Kon-
struktion einer Kurve Tangentenkonstruktionen abgeleitet werden,
die zu finden keine Schwierigkeit bietet, bei denen aber die Kunst
in der Herstellung moglichst groBer Einfachheit besteht. Formel-
entwickelungen sind dabei nicht notwendig, aber manchmal zur Ver-
einfachung der Konstruktion niitzlich. Andererseits wurde in vielen
Fillen der Krimmungskreis der vorkommenden Kurven bestimmt,
und zwar vorzugsweise fiir den Scheitel, in welchem er wegen seiner
vierpunktigen Bertthrung besonderen Vorteil bietet, jedoch auch
manchmal fiir den allgemeinen Punkt. Es geschah dies geometrisch
durch Ermittelung des Verhiltnisses des Kontingenzwinkels und des
Kurvenelementes oder des Verhaltnisses der unendlich kleinen Koor-
dinaten des benachbarten Punktes. Nur in einem Falle, bei der
Bestimmung der KEvolute der Sinuslinie, wurde die analytische For-
mel des Kriimmungshalbmessers benutzt, weil in diesem Falle die
geometrische Bestimmung nicht zu einer Vereinfachung gefithrt hatte.
Jene Formel aber wurde geometrisch hergeleitet.

Im Einzelnen bemerke ich, da3 der im ersten Bande gegebene
Begriff des Unendlichkleinen als Grenznull auch bei den Flichen
durchgefiihrt wurde. — In Bezug auf die abwickelbaren Flichen weise
ich darauf hin, daB ich eime nicht geradlinige abwickelbare Fliche
angegeben habe. Es wird zwar in der Analysis bewiesen, dafl die
abwickelbaren Flichen geradlinig sind; dieser Beweis beruht aber
auf der Voraussetzung, daB die Fliche in jedem ihrer Punkte eine
Berithrungsebene besitze. Macht man aber diese Voraussetzung
nicht, so verliert der Satz seine Giltigkeit. Die hier gegebene nicht
geradlinige Fliche wird durch die Kurve der WeierstraB3schen Cosinus-

funktion erzeugt; und es hat weder diese Kurve in einem allge-

gemeinen Punkte eine Tangente, noch die erzeugte Fliche eine Be-
rithrungsebene. Ich habe die Gleichung der Fliche, welche zwei
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unendliche Reihen enthiit, aufgestellt; und obgleich die Fliche
selbst micht modellirbar ist, so ist sie doch vorstellbar und wird
durch das Modell des Ausgangsvielflachs veranschaulicht, dessen
Abbildung ich zugefiigt habe. '

Bei den Flichen zweiten Grades spielt die im ersten Bande ge-
gebene Imagindrprojektion eine groBe Rolle. Durch sie erst wird
der Satz allgemein wahr, daB zwei Kegelschnitte einer Fliche zwei-
ten Grades perspektive Kurven bilden. Es wurde eine Anzahl von
Konstruktionsaufgaben gelost, bei denen imaginére Kegelschnitte
vermittelst ihrer ideellen Darstellung ebenso leicht wie reelle be-
handelt werden. Die Imagindrprojektion einer Fliche zweiten Gra-
des F aus einem Punkte P, d. i. auch die der F in Bezug auf den
Punkt P konjugirte Fliche, ermoglicht die Fortsetzung von Kurven,
wie der Berithrungskurve mit einem Kegel, iiber den Punkt hinaus,
in welchem sie in einer Projektion abzubrechen scheinen. Und solche
konjugirte Flichen kann man auch noch zu anderen Flichen bilden,
nimlich zu allen denjenigen, welche aus Kegelschnitten entstehen
konnen, deren Ebenen durch einen und denselben Punkt P gehen.
Man wird eine solche Erweiterung bei der Umdrehungsfliche der
Sinuslinie ausgefithré finden.

Bei der Bestimmung der Schnittlinie zweier Flichen sweiten Grades
tritt im allgemeinen der MiBstand ein, daB fiir jede benutzte Hilfsebene
die Verzeichnung eines Kegelschnittes notwendig erscheint. Dieser
MiBstand wurde durch Ersetzen solcher wechselnden Kegelschnitte
durch einen einzigen festen beseitigt. Was die Gestalt jener Schnitt-
linie betrifft, so wurden ihre drei Hauptformen aus den dreierlei
Formen des gemeinschaftlichen Polartetraeders der beiden Flichen
abgeleitet. Die Abwickelbare der Schnittlinie besitzt bekanntlich
eine Doppelkurve, welche aus vier ebenen Kurvenidisten von der
vierten Ordnung besteht. Es wurde nun gezeigt, daB die Gestalt
eines solchen Astes allein von den in derselben Ebene liegenden
Elementen der sich schneidenden Flichen abhingt; und aus diesen
wurde die Kurve konstruirt und untersucht.

Von anderen Flichen, welche behandelt wurden, mége noch
die bisher wenig beachtete fopographische oder Terrainfliche erwihnt
werden, welche durch ihre Riicken- oder Rinnelinien (oder Wasser-
scheiden und Thalwege), durch ihre Linien des kleinsten und des
groBten Gefilles, und durch ihre Eigenschaften, die man nach ihrer
Begriindung und Verursachung als geometrische und meteorologische
unterscheiden kann, groBes Interesse bietet.

Auch die Raumkurve vierter Ordnung sweiter Art, die als teil-
weiser Schnitt einer Regelfliche zweiten mit einer Regelfliche dritten
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Grades entsteht, und die ich noch nirgends dargestellt fand, erfubr
eine besondere Untersuchung.

Die Kriimmung der Flichen wurde eingehend behandelt, dabei
auch die Eulersche Kurve in ihren drei Formen, die Kriimmung
des ebenen Schnittes einer Fliche in seiner Abhingigkeit von der
Kriilmmung der Fliche, namentlich die Evoluten eines ebenen Schnit-
tes des Kreisringes und seiner Projektionen. Sodann wurden wesent-
lich die Kriimmungslinien der Flichen zweiten Grades untersucht,
insbesondere ihre Projektionen auf die drei, oder in verallgemeiner-
tem Sinne, auf die vier Hauptebenen dieser Flichen, als die Kurven
einer Kegelschnittschaar, zu deren Verzeichnung die vorbereitenden
Untersuchungen im ersten Bande die Grundlage bilden. Dabei spie-
len die sechzehn Nabelpunkte der Fliche, von denen hdchstens
vier reell sind, eine wesentliche Rolle, und die imaginiiren erwiesen
sich fiir die Konstruktionen ebenso niitzlich, wie die reellen.

Im Ubrigen sei zur Gewinnung einer Ubersicht iiber den be-
handelten Stoff auf das Inhaltsverzeichnis verwiesen, das ich, um
auch einen Einblick in die Art der Behandlung zu gew#hren, ein-
gehend gehalten habe.

Die Figuren sind wieder von den Zeichnungen des Verfassers
photozinkographisch iibertragen, auBer den beiden vorletzten iiber die
Perspektive des menschlichen Blickes, welche aus der Verdffent-
lichung Wollastons entnommen wurden.

Ich hatte im ersten Bande die Absicht ausgesprochen, meine
Untersuchungen iiber die Helligkeit der Korper im zweiten Bande zu
verdffentlichen. Ich beschiftigte mich auch seitdem ein halbes Juhr
lang mit der Weiterfilhrung dieser Arbeit, bemerkte aber dann, daB
sie zu ausgedehnt fiir die Aufnahme in den zweiten Band werden
und dessen Veroffentlichung zu sehr verzégern wiirde, und entschlo
mich daher, sie fiir eine besondere Veroffentlichung vorzubehalten.
Uber ibren Inhalt bemerke ich, daB im ersten Teile der Arbeit auf
Grundlage von Versuchen an einer gegossenen Gipsplatte die Hellig-
keit angegeben wird, welche eine solche Oberfliche bei jeder Rich-
tung des einfallenden und des ausfallenden Lichtstrahles besitzt, und
daB auf dieser Grundlage die Linien gleicher Helligkeit oder die Helle-
gleichen einer Kugel konstruirt wurden, welche durch unmittelbare
Sonnenbeleuchtung und diejenigen, welche durch den Reflex eines
gleichbeschaffenen Bodens von Gips entstehen. Im zweiten Teile
werden ebenfalls auf Grund von Beobachtungen die Konstanten
einer Formel bestimmt, welche die Helligkeit des klaren Himmels
an jeder seiner Stellen und ftir jede Stellung der Sonne angibt. Auf
dieser Grundlage habe ich sodann die Hellegleichen des klaren
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Himmels konstruirt. Dieselben ziehen sich um ihre hellste und
dunkelste Stelle herum, von denen die erste, auBer bei der unter-
gehenden Sonne, unmittelbar neben der Sonne, die zweite, leicht
hundertmal dunklere, dieser gegeniiber, aber nicht in gleicher Hohe
steht. Mittelst dieser Hellegleichen habe ich auf eine nicht schwie-
rige, aber der Natur der Sache nach viele Zeit kostende Weise die
Stirke der Beleuchtung bestimmt, welche ein Flichenelement durch
den klaren Himmel erfihrt, und diese Bestimmungen miissen fiir
verschiedene Stellungen des Elementes fortgesetzt und die Ergeb-
nisse in eine zu leichtem Gebrauch geeignete Tabelle gebracht wer-
den. Der dritte Teil bezieht sich auf die Nachahmung der Helligkeit
durch Tuschlagen; er fihrte mich zum Messen -der Empfindungs-
stirke durch eine Empfindungseinheit." Die letztere ist dasselbe,
wie die von Herrn Fechner in seinen Elementen der Psychophysik
aufgestellte Reizschwelle, so daB ich in der Streitfrage tber die
MeBbarbeit oder NichtmeBbarkeit der Empfindungsstirke zur Be-
jahung gefiihrt werde und in einer solchen Messung die Losung der
vorliegenden praktischen Aufgabe finde. Bei dieser Ausdehnung
der Untersuchungen, die ich zum Teil noch durch neue zu ersetzen
beabsichtige, wird man es wohl gerechtfertigt finden, daB ich von
meiner urspriinglichen Absicht abging, dieselben dem vorliegenden
Buche einzuverleiben.

Ich iibergebe nun diese Arbeit, die mir langjihriges Mithen,
aber auch hohen GenuB bereitet hat, der Offentlichkeit mit dem
Wounsche, daB sie einigen Nutzen stiften moge.

Karlsruhe, 12. Mai 1887.
Chr. Wiener.
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Hyperboloid, und die imaginiire Fliche. 94. Das elliptische Paraboloid.
96. Das hyperbolische Paraboloid. :
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II. Konjugirte Flichen zweiten Grades un.d die Imaginar-
projektion im Raume. . . . ..

96. Zwei in Bezug auf einen Punkt und eine Ebene konjuglrte Fliichen
zweiten Grades. 97. Dieselben sind Imaginiirprojektionen von einander;
die Charakteristik ist +. 98. Von zwei konjugirten reellen Fliichen ist die
eine geradlinig, die andere nicht geradlinig. 99. Die zu einer reellen
Fliche zweiten Grades konjugirte imaginire Fliche zweiten Grades. 100.
Die Polarebene eines Punktes zu einer Fliche zweiten Grades und zu ihrer
in Bezug auf einen Punkt P und eine Ebene P konjugirte Flache sind
durch P und P harmonisch getrenut. Pol und Polarebene in Bezug auf
die konjugirte Fliche. 101. Die Polarebene eines Punktes @ einer Fliche
zweiten Grades F' in Bezug auf eine der F' konjugirte Fliche H ist die
Beriihrungsebene der F' in dem Gegenpunkte Q' des @ auf F. 102. Eine
zu einer reellen Flache zweiten Grades konjugirte imaginiire Fliche wird
von jeder Ebene in einem imaginiren Kegelschnitte getroffen und ist des-
wegen vom zweiten Grade. Ideelle Darstellung einer imaginiiren Schnitt-
kurve. 103. Von zweien in Bezug auf einen Punkt und eine Ebene kou-
jugirten Flichen zweiten Grades ist jede zu sich selbst reciprok in Bezug
auf die andere. 104. Von einem imaginiren Kegelschnitte, dessen ideelle
Darstellung in Bezug auf einen Punkt gegeben ist, die ideelle Darstellung
in Bezug auf einen beliebigen Punkt seiner Ebene zu konstruiren. 105. Die
ideelle Darstellung eines imaginiren Kegelschnittes in Bezug auf einen
Punkt ist eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel, je nachdem dieser Punkt
innerhalb, auf oder auflerhalb der Mittelpunktellipse des ¢ liegt. 106. Das
Mittelpunktellipsoid einer imaginiiren Fliche zweiten Grades. Die ideelle
Darstellung der letzteren in Bezug auf einen Punkt ist ein Ellipsoid, ellipti-
sches Paraboloid oder zweischaliges Hyperboloid, je nachdem dieser Punkt
innerhalb, auf oder aullerhalb des Mittelpunktellipsoides liegt. 107. Kon-
jugirte Flichen zweiten Grades in Bezug auf zwei gegenseitige Polaren.
108. Von zweien in Bezug auf zwei Gerade zu einander konjugirten Flachen
zweiten Grades ist jede mit sich selbst reciprok in Bezug auf die andere
Fliche. 109. Die vier Falle zweier in Bezug auf zwei Gerade zu einander
konjugirten Flichen zweiten Grades. 110. Vier zu je zwei in Bezug auf
zwei Gerade oder in Bezug auf einen Punkt und eine Ebene konjugirte
Flachen zweiten Grades (zwei Fiille). 111. Zu einer (mdglicher Weise ima-
gindiren) Flichen zweiten Grades, welche als konjugirt zu einer anderen
in Bezug auf einen Punkt gegeben ist, die in Bezug auf eine gegebene
Gerade konjugirte Fliche darzustellen.

TI. Die Beriithrungsebenen, ebenen Schnitte und Berth-
rungskegel der Flichen zweiten Grades, insbesondere der
Nichtregelfldchen. .

112. An ein durch seine drei Halbaxen gegebenes Ellipsbid in einem
durch eine Projektion gegebenen Punkte desselben die Beriihrungsebene zu
legen. Aufl3sung mit und ohne Verzeichnung von Ellipsen. 113. Die
Schnittkurve einer Fliche zweiten Grades mit einer Ebene zu bestimmen
fir ein zweischaliges Hyperboloid. Aufldsung mit und ohne Benutzung
von Kegelscbnitten. 114. Die Abbildung ] des ebenen Schnittes einer Fliche
gweiten Grades zu verzeichnen, wenn von der Fliche der Umri3 k¥ und
von ! drei Punkte C, D, E gegeben sind; oder einen Kegelschnitt ! zu
verzeichnen, welcher einen gegebenen Kegelechnitt £ in zwei Punkten be-
ribrt und durch drei gegebene Punkte C, D, E geht. Auflésung mittelst
Benutzung eines Kegelschnittes. 115. Begriff eines einzelnen imaginiren
Punktes auof einer Geraden oder auf einem Kegelschnitte in Bezug auf zwei
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gegebene konjugirte Punkte. 116. Die Axen eines Kegelschnittes zu bestim-
men, in Bezug auf welchen P und p als Pol und Polare, die Involution auf
p und P, und von welchem noch ein reeller oder imaginirer Punkt gegeben
sind. 117. Aufldsung der Aufgabe 114 und Bestimmung der Axen von ! ohne
Benutzung von Kegelschnitten, 1) wenn k eine Ellipse, C, D, E innere
oder 2) &ulere Punkte von k sind; 118. 3) wenn %k eine Hyperbel und
C, D, E ionere oder Bullere Punkte von & sind; 119. 4) wenn ¥ ein reeller
Kegelschnitt, C ein reeller, D, E imaginire Punkte sind; 120. 5) wenn %
reell, C, D, E teils innere, teils #uflere Punkte des % sind. 121. Hilfs-
satz. Sind in einer Ebene die Pole von zwei Geraden m und p in Bezug
auf zwei (reelle oder imagintire) Kegelschnitte £ und h bezw. M, P und
P, M und ist die Involution konjugirter Punkte in Bezug auf % und % auf
der m eine gemeinsame, 80 ist sie auch auf der p eine gemeinsame. 122. In
der Aufg. 114 sei 6) % imaginir. 123. Einen Kegelschnitt I zu bestimmen,
welcher einen gegebenen Kegelschnitt % in zwei Punkten berdhrt und
auBerdem 1) drei gegebene Gerade beriihrt, 2) zwei Gerade berihrt und
durch einen gegebenen Punkt geht, 3) eine Gerade beriihrt und durch zwei
geg. Punkte gebt. 124. Alle Flichen zweiten Grades, aufler dem hyperboli-
schen Paraboloide, werden von zwei Schaaren paralleler Ebenen in Kreisen
geschnitten. 126. An ein Ellipsoid aus einem auflerhalb gegebenen Punkte
einen beriibrenden Kegel zu legen, oder seinen Eigen- und Schlagschatten
zu ‘bestimmen. 126. Hilfssatz diber Parabeltangenten. Aufg. An ein ellipti-
tisches Paraboloid ans einem auflerhalb desselben gegebenen Punkte einen
beriihrenden Kegel zu legen, oder seinen Eigen- und Schlagschatten zu
bestimmen. 127. Alle ebenen Schnitte oder Beriihrungskurven umschrie-
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bener Kegel eines elliptischen oder hyperbolischen Paraboloides projiciren -

sich anf irgend eine Ebene mittelst Projicirender, die zur Axe der Flache
parallel sind, in #hnliche und #hnlich gelegene Kegelschnitte, 128. Den
Umrif einer Fliche zweiten Grades F' zu bestimmen, von welcher die Par-
allelprojektionen dreier konjugirten Durchmesser gegeben sind. Aufl. 1)
mittelst umschriebener Cylinder a) wenn F ein Ellipsoid, 129. b) ein Hy-
perboloid ist. 180. Aufl. 2) mittelst zweier konjugirten Durchmesser des
Umrisses, a) wenn F ein Ellipsoid, 131. b) ein Hyperboloid ist. 132.
Ubungsaufg. 138. Die Schnittpunkte einer Geraden mit einer durch drei
konjugirte Durchmesser gegebenen Fliche zweiten Grades zam bestimmen.
134. Die Beriihrungsebenen durch eine Gerade an eine ebenso gegebene
Fliche zweiten Grades zu legen. 186. Zu einer Fliche zweiten Grades die
Polarebene eines Punktes und den Pol einer Ebene zu bestimmen.

IV. Die windschiefen Flachen zweiten Grades.

a) Allgemeines. . . .

136. Begriff der Regel- oder geradlinigen Flichen. Windschiefe Fli-
chen mit drei Leitgeraden; sie sind vom zweiten Grade und werden auch
durch zwei projektive Ebenenbiischel erzeugt; 1387. ebenso durch zwei
projektive Punktreihen. 138. Die beiden Schaaren von Erzeugenden. 139.
Die Berithrungsebene. Das Biischel der durch eine Erzeugende gelegten
Ebenen iet mit der Reihe jhrer Berdhrungspunkte projektiv. 140. Diese
Regelfiichen bilden das hyperbolische Paraboloid, wenn die drei Leitgera-
den mit derselben Ebene parallel sind, sonst das einschalige Hyperboloid;
Grenzfall des Kegels. 141. Bestimmung dieser Flachen durch gerade und
kegelschnittférmige Leitlinien, sowie durch projektive Punktreihen auf Ge-
raden und Kegelschnitten. 142. Diese Bestimmungsstiicke kdnnen will-
Xkiirlich angenommen werden.
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b) Das einachalige Hyperboloid. . . . . . . . 145

148. Das einschalige Hyperboloid darzustellen, von welchem zwei par-
allele und gleiche Ellipsen und eine Erzeugende gegeben sind. 144. Fir
ein durch drei Erzeugende derselben Schaar gegebenes einschaliges Hyper-
boloid eine Reihe von Aufgaben zu 18sen: Zu bLestimmen ein Parallelepi-
pedum von Erzeugenden, den Umrifl, den Mittelpunkt, den Asymptoten-
kegel, die Berithrungsebene durch einen Punkt, die Schnittlinie mit einer
Ebene, den Berihrungskegel aus einem Punkte, den Pol einer Ebene, die
Polarebene eines Punktes, die Schnittpunkte mit einer Geraden. Eine
Gerade Zu legen, welche vier gegebene Gerade schneidet. 145. Satze tiber
das ein- und das zweischalige Hyperboloid und ihre Asymptotenkegel.
146. Das einschalige Hyperboloid ist bestimmt durch 1) zwei sich schnei-
dende Gerade und drei Punkte, 2) ein windschiefes Viereck und einen Punkt,
8) zwei sich schneidende Gerade und vier Punkte, 4) eine Gerade und sechs
Punkte. 147. Besondere Arten des einschaligen Hyperboloides: 1) das
orthogonale Hyperboloid und der orthogonale Kegel; sie besitzen zwei
Schaaren von Kreisen, deren Ebenen auf den Axen der erzeugenden Ebenen-
blischel senkrecht stehen, Erzeugung durch zwei kongruente Ebenenbiischel.
2) Hy&frbolond entstehend aus zwei besonderen projektiven Punktreihen.
148. Ubungsaufgaben. 149. Centralpunkt, asymptotische Ebene. 150. Die
Striktionslinie des einschaligen Hyperboloides. Die Krtimmungskreise ihrer
Projektionen auf die Hauptebenen in den Scheiteln der Fliche.

c) Das hyperbolische Paraboloid. .

161. Seine Richtebene. Ahnliche Punktreihen. 1562. Die Flﬁ.che aus
zwei mit einer Hauptebene parallelen Parabeln und einer Erzeugenden dar-
zustellen. Die Striktionslinie. 153. Die Fliche aus einem windschiefen
Vierecke darzustellen.

IV. Abschnitt.
Die Umdrehungsflichen.

I. Der Schnitt einer Umdrehungsfliche mit einer Ebene.

154, Symmetrieaxe der Schnittkurve; aof dieser Axe ist ein Punkt der
Kurve im allgemeinen ein gewshnlicher, im besonderen ein Doppelpunkt
oder eine Spitze. 165. Schnitt eines Ringes mit einer Ebene; elliptische,
hyperbolische, parabolische Punkte des Ringes. 156. Als Schnittebene wird
die Beriihrungsebene der Fliche in einem hyperbolischen Punkte gewilhlt.
Allgemeine und ausgezeichnete Punkte der Schnittkurve. 157. Die Tan-
gente der Kurve in einem gewdhnlichen und in einem Doppelpunkte. Par-
allelverschiebung der Schnittebene. 168, Beriihrt die Schnittebene den
Ring in zwei Punkten, eo zerfillt die Schnittkurve in zwei Kreise. 159.
Die Schnittebene sei mit der Umdrehungsaxe parallel. Fall, in welchem
die Schnittkurve die Cassinische Linie wird. 160. Ihre Krimmungskreise
fir die wichtigsten Punkte. 161. Die drei Gestalten der Cassinischen Linie,
darunter die Bernouillische Lemniskate. 162. Ubuogsaufgaben.

II. Der einer Umdrehungsfliche umschriebene Kegel und
Cylinder. (Schattengrenze.) .

163. Verfahren, einer Fliiche einen Kegel oder Cylinder zu umschrel—
ben. An eine abwickelbare Fliiche gehen aus,.einem auflerhalb gegebenen
Punkte nur eine endliche Anzahl von Berilhrungsebenen. Kigen- und
Schlagschatten, wahrer und scheinbarer Umril. 164. An eine Umdrehungs-
fiiche ans einem auBlerhalb gegebenen Punkte den berihrenden Kegel zu
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legen, oder den Eigen- und Schlagschatten zu bestimmen. 165. Umdrehungs-
fliche der Cosinuslinie; deren Tangenten. 166. Verfahren der umschriebe-
nen Hilfskegel. 167. Verfahren der umschriebenen Hilfscylinder. 168. Ver-
fahren der umschriebenen Hilfskugeln. Die iiber den Umrifl hinaus liegen-
den Beriihrungspunkte. 169. Imaginirprojektion oder komjugirte Fliche
der gegebenen Umdrehungsfliche in Bezug auf einen gegebenen Meridian.
Die konjugirte Kurve zur Beriihrungskurve des umschriebenen Kegels.
170. Schlagschattengrenze, ihre Spitzen und Asymptoten. Schlagschatten
auf die Fliche selbst. Grenzpunkte. 171. Die Kriimmungshalbmesser der
Schattengrenzen in ibren Scheiteln. Die konjugirte Kurve hat in ihrem
Scheitel den gleichen und entgegengesetzt gerichteten Kriimmungshalb-
messer, wie die ursprilngliche Kurve. Der Schlagschatten der Eigenschatten-
grenge auf die Ebene des Parallelkreises von deren Scheitel bat diesen
Parallelkreis zum Krimmungskreise. 172. An einer Umdrehungsfiiche bei
Parallelbeleuchtung die Eigen- und Schlagschattengrenze zu bestimmen.
Beispiel des Ringes, dessen Axe | P, steht. Das Kegel-, das Cylinder-
und das Kugelverfahren. "~ Die Schlagschatten s, und s, auf P, und P,.
178. Bestimmung des Eigen- und des Schlagschattens auf eine zur Axe
senkrechte Ebene nach Dunesme, wenn der halbe Meridian ein Kegelschnitt
ist, dessen Axe parallel zur Umdrebungsaxe steht. 174. Der Grundri3 der
Eigenschattengrenze ist eine veraligemeinerte Konchoide. Die Subnormale
derselben ist gleich der Summe der Subnormalen der Grundkurven. 176.
Der Schlagschatten auf P, ist die &quidistante oder parallele Kurve eines
Kegelschnittes. Schlagschatten auf den Ring. Grenzpunkte. 176. Die
Eigen- und Schlagschattengrenze des Ringes bei Centralbeleuchtung. Die
Projektion s, der Eigenschattengrenze s auf die Lichtmeridianebene, sowie
ihr Grundri} s’ und Aufril s”. 177. Die Tangente an s, in einem allge-
meinen und 178. in besonderen Punkten. 179. Die Tangenten bei Parallel-
beleuchtung. 180. Die Tangenten an s’ und 8’’. 181, Die Grenzpunkte
der Eigenschattengrenze, bestimmt dorch eine Fehlerkurve. 182. Die
Sohlagschattengrenzen s, auf P, und auf der Fliche. 188. Die Kréim-
mungskreise der Schattengrenzen in ihren Scheiteln. 184. Verzeichnung
der Schattengrenzen des Ringes bei Parallelbeleuchtung mit Benutzung der
Krimmungskreise in den Scheiteln. Bestimmung des Kriimmungshalb-
messers von 8’ aus dem von 8, und der Tangente von g; Bestimmung
desselben aus einer anschlieflenden Fliche zweiten Grades. 185. Die kon-
jugirten Kurven der Eigenschattengrenzcn. 186. Bbungsaufgaben.

III. Die durch eine gegebene Gerade an eine Umdrehnngs-
fliche gelegte Beriihrungsebene, .

187. Bestimmung der durch eine gegebene Gerade gehenden Betﬁhrungs-
ebene einer Fliche mittelst eines oder zweier umschriebenen Kegel. Fiir
eine abwickelbare Fliche gibt es im allgemeinen keine Aufldsung. 188.
Durch eine gegebene Gerade an eine Kugel eine Berilhrungsebene zu legen
1) mittelst zweier umschriebenen Kegel, 2) mittelst eines umschriebenen
Kegels, 3) mittelst eines umschriebenen Cylinders. 189. Durch eine ge-
gebene Gerade an einen Ring eine Beriihrungsebene zu legen. Benutzung
des durch Drebung der Geraden um die Axe des Ringes entstehenden Um-
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drehungshyperboloides. 190. Licgt die gegebene Gerade im Unendlichen,*

80 legt man zwei umschriebene Cylinder. Bei einer Umdrehungsfliche liegen
die Beriihrungspunkte in der Meridianebene, welche auf der die Gerade
bestimmenden Ebene senkrecht steht.
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V. Abschnitt.

Die Beleuchtung krummer Flichen im allgemeinen, und die des
Cylinders, des Kegels und der Umdrehungsfliche im besonderen.

1. Allgemeines. . . . .

191. Bei der gebrituchlichen Annahme der Lichtstrahlen, bei welcher
jede Projektion desselben 45° mit der Projektionsaxe bildet, gewihrt die
Bestimmung der Helligkeit nach dem Lambertschen Gesetze eine gute An-
nitherung an die Wahrheit. 192. Lichtgleichen oder Isophoten. Zehnstufige
Stiarkereihe. Die beiderseits der Grenzlichtgleiche liegenden Lichtgleichen
(+) kommen zur Geltung, je nachdem die Kérpermasse auf der einen oder
der andern Seite der Fliche liegt. 1938. Bestimmung der Punkte der Licht-
gleichen; 1) Verfahren der Berdhrungsebenen, Tangentialkegel; 2) Ver-
fahren der Normalen, Normalkegel.

II. Die Beleuchtung der Kugel, des Cylinders und des Kegels.

194. Die Lichtgleichen der Kugel. Biischel der Normalkegel. Schlag-
schatten. 196. Die Lichtgleichen einer abwickelbaren Fliche, eines Cylin-
ders im allgemeinen, eines auf P, senkrechten Kreiscylinders. 196. Stirke-
mafstab, Normalbiischel, Tangentialbiischel. 197. Die Lichtgleichen eines
aof P, senkrechten und 198. eines schiefen elliptischen Cylinders. 199.
Ubungsaunfgaben. 200. Die Lichtgleichen eines Kegels. Bischel der Tan-
gentialkegel. 201. Die Lichtgleichen eines schiefen elliptischen Kegels.
202. Die Lichtgleichen eines auf der Grundrillebene gerade aufgestellten
Umdrehungskegels, mittelst dee StiirkemaQlstabes des Kegelkreises bestimmt.
Die positiven oder negativen Lichtgleichen liegen auf dem einen Flachen-
aste aullen, auf dem anderen innen. 203. Schlagschatten im Inneren des
oberen Kegelastes und auf P, und P,. 204. Zweites Verfahren zur Be-
stimmung der Lichtgleichen. 206. Die Lichtgleichen eines geneigten Um-
drehungskegels, in dessen Inneres Licht eindringt. Schlagschatten ins
Innere und aof P, und P,.

III. Die Beleuchtung der Umdrehungsfliche. .

206. Die Lichtgleichen einer Umdrehungsfiiche, und zwar eines Ringes,
dessen Axe | P, steht. Das Verfabren der Parallelkreise. Das Verfabren
der Meridiane. 207. Berithrung von Lichtgleichen durch Meridiane. 208.
Verfahren zur Bestimmung des Kriimmungshalbmessers einer Kurve. 209.
Die Grundrifilichtgleichen des Ringes sind verallgemeinerte Konchoiden.
Ableitung des Kriimmungshalbmessers der Konchoide aus denen ihrer
Grundkurven, Beispiel fir zwei Kreise als Grundkurven. 210. Besondere
Punkte der verallgemeinerten Konchoide. 1) Beriihrt der Leitstrahl eine
der Grundkurven, so berihrt er auch die Konchoide, und es verhalten sich
die Krimmungshalbmesser beider Kurven in den Beriihrungspunkten um-
gekehrt wie die Leitstrahlen. 2) Es fallen die Normalen der Kurven in
den Leitstrahl. 38) Geht eine Grundkurve durch den Ursprungspunkt, so
zerfillt die Konchoide. Doppelpunkt derselben. 211. Anwendung auf die
Grundrifllichtgleichen des Ringes. Tangenten, Krimmungshalbmesser in
den Scheiteln, Tangenten aus dem Ursprung an die Kurve. Krimmungs-
halbmesser der Grenzlichtgleiche in ihren Scheiteln auf der zweiten Sym-
metrieaxe. 212, Die zerfallende Lichtgleiche. Typuslichtgleiche. 218, Eine
andere Art der Bestimmung der Tangente und des Krimmungshalbmessers
im Doppelpunkte der Typuslichtgleiche, 214. Die Projektionen der Licht-
gleichen des Ringes auf die Lichtmeridianebene. Ihre Tangente im Meri-
dianpunkte. Der Kriimmungskreis der GrundriBBlichtgleiche im Scheitel.

XV
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216. Die Lichtgleichen der Umdrehungsflichen zweiten Grades. Das Um-
drehungsparaboloid; die Projektion der Lichtgleichen auf die Leitebene
(Direktrixebene) bilden auch deren Schnitt mit dem Normalkegelbiischel,
dessen Spitze im Brennpunkte liegt. Die Scheitel der Kurven. 216. Die
GrundriBlichtgleichen sind perspektiv mit dem Bischel koncentrischer
Kreise in dem Normalkegelbiischel. Die Scheitel der Nebenaxen liegen
auf einer Parabel. Aufril der Lichtgleichen. 217. Aus dem Grundri} der
Axe einer Umdrehungsfliche, dem Grundril der Grenzlichtgleiche und der
Richtung des Lichtstrahles soll man den Grundrifl der andern Lichtgleichen
und den Aufri} der Flache und der Lichtgleichen bestimmen. 218. Ver-
zeichnung der Lichtgleichen. 219. Verzeichnung des Hauptmeridians durch
ein allgemeines Verfahren, 220. Konstruktion des Hauptmeridians fiir den
Fall, daBl die halbe Grundrifigrenzlichtgleiche ein Kreis ist. Kriimmungs-
halbmesser des Hauptmeridians in seinen Scheiteln.

VI. Abschnitt.

Der Durchschnitt krummer Flichen mit krummen Fléchen
und krummen Linien.

I. Allgemeines. . . . .

221. Allgemeines Verfahren zur Bestimmung der Schnittlinie zweier
krummen Flichen mittelst Hilfsebenen. Zweckm#fBige Annahme derselben.
Besonderer Fall von krummen Hilfsflichen. 222. Die Tangente und die
Normalebene der Schnittlinie. 223. Die Schnittpunkte einer krummen
Flache mit einer krummen Linie.

II. Der Durchschnitt von Cylindern und Kegeln unter
einander.

a) Die allgemeineren Anfgabén.

224. Durch die Kegelspitzen gelegte Hilfsebenen. Bestimmung der
Schoittlinie zweier Cylinder mittelst gleichnamiger Spuren. Ausgezeichnete
Punkte. Durchdringen, Ausschneiden. 226. Die Fangente. Spitze der Kurve
in einer Projektion. 226. Die scheinbaren Doppelpunkte der Kurve, Bestim-
mung der durch sie gehenden Geraden in jeder Projektion. 227. Bestim-
mung der Pankte auf der Geraden im Aufrifl und 228. im Grundril. Es
gibt zwei reelle oder konjugirt imaginéire scheinbare Doppelpunkte. Eigent-
liche Doppelpunkte und isolirte Punkte. 229. Ubungsaufgaben. 230.
Schnittlinie eines Cylinders und eines Kegels, deren Leitlinien in verschie-
denen Ebenen liegen. Beide Flichen sollen eine gemeinschaftliche Berih-
rungsebene, ihre Schnittkurve also einen wirklichen Doppelpunkt besitzen.
281. Die Tangente. 282. Die Tangenten im Doppelpunkte. 238. Die schein-
baren Doppelpunkte. 284. Schnittlinie zweier Kegel; beide seien vom
zweiten Grade und sollen zwei gemeinschaftliche Berihrungsebenen be-
sitzen. Die Schnittkurve zerfillt in zwei Kegelschnitte. 285. Die Schnitt-
kurve zweier Flichen zweiten Grades ist von der vierten Ordnung; Fall,
in welchem sie in zwei Linien zweiten Grades zerfillt. 286. Die Schuitt-
linie sweier Kegel zweiten Grades mit gemeinschaftlicher Hanptebene zu
konstruiren und ihre Projektion auf diese Ebene zu verzeichnen. 2387. Diese
Projektion ist ein Kegelschnitt. 238. Die unendlich fernen Punkte der
Schnittlinie. 289. Die unterbrochene Projektion der Schnittlinie auf jenen
Kegelschnitt wird ergiinzt durch die Imaginiirprojektion der Schuittlinie.
240. Unterscheidung der Schnittlinie (vierter Ordnung) zweier Kegel zwei-
ten Grades nach dem Reell- oder ImaginfArsein ihrer vier unendlich fernen
Punkte. 241. Ubungsaufgaben, Herstellung von Fadenmodellen.
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b) Die Raumkurve dritter Ordnung. . . . . . .

242. Sie ist die Schnittlinie zweier Kegel zweiten Grades, welche eine
Erzeugende gemein haben. 243. Sie wird aus jedem ihrer Punkte durch
einen Kegel zweiten Grades projicirt; geometrischer Beweis. Analytischer
Beweis des allgemeineren Satzes, dal eine Raumkurve nter Ordnung aus einem
mfachen Punkte der Kurve durch einen Kegel von den (n—m)t® Ordnung
projicirt wird. 244. Eine Raumkurve dritter Ordnung ist durch sechs be-
liebige Punkte, welche ihr angehbren sollen, bestimmt. Konstruktjon der-
selben; Tangente, Asymptoten. 245. Einteilung nach ibren unendlich fer-
nen Punkten: 1) die kubische Hyperbel, 2) die kubisch-hyperbolische
Parabel, 3) die kub. Parabel, 4) die kub, Ellipse. 246. Ubungsaufgaben.

II. Der Durchechnitt einer Umdrehungsfliche mit einem
Kegel oder einem Cylinder,

a) Der Kegel und die koncentrische Kugek . . . . .

247. Durchschnitt einer Umdrehungsfliche mit einem Kegel, dessen
Spitze auf der Axe der ersteren Fliche liegt. Beispiel einer Kugel mit
einem koncentrischen Kegel. 248. Tangente, hochste und tiefste Punkte.
249. Die zwei Doppelpunkte des Aufrisses. 250. Abwickelung des Kegels,
Tangente, Krimmungskreise der Verwandelten der Leitlinie des Kegels.

b) Die sphitrischen Kegelschnitte. .
251, Ein solcher ist der Ort eines Punktes einer Kugel, fiir welchen
die Summe oder Differenz seiner Abstinde nach grd3ten Kreisen von zwei
Punkten der Kugel unveriinderlich ist. Brennpunkte, Axen. 252. Er ist
zugleich Ellipse und Hyperbel. 263. Er wird aus dem Kugelmittelpunkte
durch einen Kegel zweiten Grades projicirt. Umkehrung. 254. Die Tan-
gente halbirt den Winkel der Leitstrahlen. 255. Durch jeden Punkt der
Kugel gehen zwei spharische Kegelschnitte mit denselben vier Brennpunkten.
266. Die Schaar der konfokalen sphlirischen Kegelschnitte. 2567. Zwei
gerade Fokallinien eines Kegels zweiten Grades. Jede auf einer Fokal-
linie senkrechte Ebene schneidet den Kegel in einem Kegelschnitte, dessen
einer Brennpunkt in der Fokallinie liegt.

¢) Die stereographische Projektion.

258. Begriff. 1) Bei derselben bilden zwei Linien aunf der Kugel deu-

selben Winkel wie ibhre Projektionen. 2) Die Projektion eines Kreises k

der Kugel ist wieder ein Kreis, dessen Mittelpunkt die Projektion der
Spitze des der Kugel nach %k umschriebenen Kegels ist.

d) Die allgemeine Aufgabe.

269. Die Schnittlinie einer Umdrehungsfliche mit einem behebxgen
Kegel. 260. Ausgezeichnete Punkte. 261. Ubungsaufgabe.

IV. Der Durchschnitt zweier Umdrehungsflachen unter
einander.

262. Schnitt von koaxialen Flichen. Schnitt zweier Umdrehungs-
flichen, deren Axen sich treffen. 263. Sind beide Flichen zweiten Grades,
so ist die Projektion der Schnittkurve auf die Ebene beider Axen ein
Kegelschnitt, und zwar bei Ellipsoiden eine Parabel, wenn die Axen par-
allel sind, andernfalls eine Hyperbel oder Ellipse, je nachdem beide Flichen
gleichartig oder ungleichartig sind (verldngert, abgeplattet). 264. Die
Doppelpunkte der ersten Projektion der Schnittkurve. 265. Die Schnitt-
punkte zweier Ellipsen zu bestimmen, deren Axenlinien paarweise in ein-

Wiener, Lehrbuch der d llenden G trie. II, b
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ander liegen, 1) analytisch, 2) geometrisch, 8) geometrisch in allgemeiner
Form als Schnittpunkte zweier koncentrischen Ellipsen. 266. Die Tangente
der Schnittkurve der beiden Umdrehungsflichen mittelst der Normalebenen.
Krimmungshalbmesser in den Scheiteln. 267. Ubungsaufgaben. 268. Dic
Schnittlinie zweier Umdrehungsellipsoide zu konstruiren, deren Umdrehungs-
axen sich micht schneiden; mittelst Hilfsebenen, deren Schnitte mit beiden
Flichen sich als Kreise projiciren. 269. Tangente der Schnittkurve, Dop-
pelpunkte der Projektion der Schnittlinie. 270. Ubungsaufgabe fiir be-
liebige Umdrehungsflichen.

V. Der Durchschnitt zweier Flichen zweiten Grades
unter einander.

271. Aufldsung mittelst eines festen Kegelschnittes und wechsclnden
Kreisen oder Geraden. 272. Schnittlinie eines Ellipsoides mit einem ellipti-
schen Paraboloide. 273. Die Tangente. Die scheinbaren Doppelpunkte.
274. Ubungsaufgaben. 275. Die als Schnittlinie zweier Flichen zweiten
Grades gebildete Raumkurve vierter Ordnung kann zerfallen 1) in zwei
Kegelschnitte, 2) in eine Gerade und eine Raumkurve dritter Ordnung, 3) in
zwei Gerade und einen Kegelschnitt, 4) in vier Gerade. 276. Haben zwei
Regelflichen zweiten Grades eine Gerade gemein, so ist der Rest der
Schnittkurve eine Raumkurve dritter Ordnung. 1) Dieselbe wird durch drei
projektive Ebenenbiischel erzeugt; 2) sie wird von den Erzeugenden der
einen Schaar der Regelfliche zweiten Grades, auf welcher sie liegt, in
einem, von denen der andern in zwei Punkten geschnitten; 8) sie wird aus
jedem ibrer Punkte durch einen Kegel zweiten Grades projicirt; 4) die
Sekanten und die durch die Kurve gehenden Regelflichen zweiten Grades;
5) zwei Kurven dritter Ordnung auf derselben Regelfliche zweiten Grades
schneiden sich in vier oder in- finf Punkten; 6) imagindre Schnittpunkte
zweier solchen Kurven. 277. Durch die Schnittlinie zweier Flachen zwei-
ten Grades kdnnen vier Kegel zweiten Grades gelegt werden. Besonderer
Fall fir koaxiale Flichen. 278. Die Spitze eines doppelt projicirenden
Kegels der Schnittkurve hat eine gemeinschaftliche Polarebene zu beiden
Flichen und umgekehrt. Zwei Flichen zweiten Grades besitzen im allge-
meinen ein gemeinschaftliches Polartetraeder; seine Ecken sind die Mittel-
punkte jener vier Kegel; seine Flichen entbalten Aste der Doppelkurve
der Abwickelbaren der Schnittkurve. 279. Hilfssatz: Ein geschlossener
Linienzug ist paar oder unpaar, je nachdem er von einer und dann von
jeder Ebene in einer geraden oder ungeraden Anzahl von Punkten geschnit-
ten wird. 280. Die Fille in Bezug auf das gemeinschaftliche Polartetraeder
zweier Flichen zweiten Grades und jener vier Kegel. A. Die vier Ecken
sind reell. 1) Die vier Kegel sind reell; die Schaittkurve besteht aus zwei
paaren Asten; 2) zwei Kegel sind reell; die Schnittkurve ist imaginir.
281. B. Zwei Ecken sind reell, zwei Kegel reell, zwei imagindr; die
Schnittkurve besteht aus einem paaren Aste. 282. C. 4) Die vier Ecken
und die vier Kegel sind imaginir; die Flichen zweiten Grades sind Regel-
flichen; die Schnittkurve besteht aus zwei geschlossenen unpaaren Asten.
283. Die Tangenten und Schmiegungsebenen der Schnittkurve in ihren
Schnittpunkten mit den Flichen des gemeinschaftlichen Polartetraeders.
284, Darstellung der Schnittlinie zweier Flichen zweiten Grades, wenn
sie aus zwei paaren Asten besteht; Tangente, Krimmungshalbmesser im
Scheitel; 285. wenn sie aus einem Aste besteht; die scheinbaren Doppelpunkte;
286. wenn sie aus zwei unpaaren Asten besteht. 287. Asymptoten. 288.
Die Doppelkurve der Abwickelbaren der Schnittlinie zweier Flichen zwei-
ten Grades besteht aus vier ebenen Asten. Konstruktion eines Astes aus
dem Kegelschnitte (Grundkurve), welcher dem einen der vier Kegel angehort,
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und aus zwei Geraden, welche einem der drei anderen Kegel angehdren.
1. Fall. Beide Gerade schneiden den Kegelschnitt reell. Die Doppelkurve
bertihrt die Grundkarve reell in vier Punkten. Jede der drei Ecken des
Polartetraeders ist Doppel- und Wendepunkt der Doppelkurve. Der Ast
ist von der vierten, die ganze Doppelkurve von der sechszehnten Ordnung.
289. Die Tangente der Doppelkurve, die Asymptoten. 290. Die Kriim-
mungshalbmesser der Doppel- und der Grundkurve in einem Punkte gegen-
seitiger Berilbrung verhalten sich wie — 1:3. 291. 2. Fall. Beide Gerade
schneiden die Grundkurve imaginir (wobei die Schnittkurve der Kegel
reell oder imaginiir sein kann). 292. 3. Fall. Die eine Gerade schneidet
die Grundkurve reell, die andere imaginir. Vier Asymptoten, ihre Kon-
struktion durch Fehlerkurven.

VI. Die Imaginirprojektion der Schnittlinie zweier Flichen
zweiten Grades. . . . . . . . .

293. Die Schnittlinie ¥ zweier Flichen zweiten Grades hat zu ibrer
Imaginfirprojektion aus einem Eckpunkte des gemeinschaftlichen Polar-
tetraeders beider Flachen die Schnittlinie ! der Imaginirprojektionen bei-
der Flachen. % und I werden durch denselben Kegel bezw. reell und ima-
gindir projicirt; sie haben in jedem ihrer Beriihrungspunkte gleiche Kriim-
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mungshalbmesser. 294. Die.imaginiire Schnittlinie k¥ zweier Flichen zweiten’

Grades durch einen reellen Kegel zweiten Grades (doppelt) zu projiciren
und die (reelle) Imagin#rprojektion 7 von k zu bilden. 295. Von der reel-
len Schnittlinie I zweier Flichen zweiten Grades die Imaginiirprojektion m
aus einem Punkte zu bilden, ans welchem ! nur durch einen Teil des
Kegels reell projicirt wird. 296, Ubungsanfgaben.

VII. Bestimmung einer Fliiche zweiten Grades durch neun
Punkte. Biischel und Schaaren von Flichen zweiten Grades.

297. Hilfssiitze tber die Projektivitiit zwischen involutorischen und ein-
fachen Gebilden (ein-zweideutig verwandte Gebilde). 1) Begriff. Eine in-
volutorische Punktreibe eines Kegelschnittes heilt projektiv mit dem
Strahlenbiischel, von welchem jeder Strahl durch zwei zugeordnete Punkte
geht. 2) Die Involution der Elementenpaare ist projektiv mit dem Gebilde
der einfachen Elemente, deren jedes von einem festen Elemente durch die
zwei Elemente eines Paares harmonisch getrennt ist. 8) Die projektive
Beziehung eines involutorischen zu einem einfachen Gebilde ist durch fiinf
Paare einfacher entsprechender Elemente bestimmt. 4) Zwei solche, d. i.
anch ein-zweideutige, Gebilde auf demselben Triger besitzen drei Doppel-
elemente. 5) Alle einfachen und alle involutorischen Punktreihen, welche
ein Kegelschnittbiischel auf Geraden einschneidet, sind unter einander pro-
jektiv. 6) Alle Kegelschnitte, welche durch die zwei Punkte je eines
Paares einer geraden involutorischen Punktreibe und durch drei feste Punkte
gelegt werden, gehen auch durch einen vierten festen Pankt und bilden
ein Kegelschnittbiischel. 7) Alle Kegelschnitte, . welche durch die vier
Punkte je zweier entsprechendeh Paare von zwei perspektiven Punktinvo-
lutionen von Geraden und durch einen festen Punkt gehen, bilden ein
Kegelschnittbiischel. 8) Das Biischel der Kegelschnitte, welche durch die
sechs Punkte dreier entsprechenden Paare von drei perspektiven Punkt-
involutionen von Geraden gehen. 298. 1) Durch acht Punkte des Raumes
geht eine einzige Raumkurve vierter Ordoung, und durch diese kdnmen
unendlich viele Flichen zweiten Grades gelegt werden. 2) Durch neun
beliebige Punkte des Raumes geht eine einzige Fliche zweiten Grades.
Jene Kurve und diese Fliiche zu konstruiren. 299. Das Biischel der Fli-
chen zweiten Grades, welches durch dieselbe Raumkurve vierter Ordnung
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geht. Die vier Kegel zweiten Grades, welche darin enthalten gind. Eine
Gerade schneidet das Biischel in einer Involution von Punktepaaren oder
in einer damit projektiven einfachen Punktreihe. Durch einen gegebenen
Pankt die Fliche des Flichenbiischels zu legen. Die polaren Eigenschaften
des Biischels. 300. Die Flache vierter Klasse, welche die gemeinschaft-
lichen Beriihrungsebenen zweier Flichen zweiten Grades einhiillt. Die
Schaar von Flichen zweiten Grades.

VII. Abschnitt.
Die Beleuchtung der Flichen gweiten Grades. . . . 832

301. Die Lichtgleichen einer Fliche zweiten Grades werden aus deren
Mittelpunkte durch Lichtgleichenkegel vom zweiten Grade projicirt und
sind daher Kurven von der vierten Ordnung. Das Biischel der Lichtgleichen-
kegel ist kollinear mit dem Bischel der Normalkegel. 302. Die Nullebene,
die Axe des Biischels der Lichtgleichenkegel und die drei Axenlinien der Fliche
zweiten Grades bestimmen das Biischel der Lichtgleichenkegel. Dieses
Biischel fiir die verschiedenen Flichen zweiten Grades. 803. Die Licht-
gleichen des elliptischen Paraboloides; ihr Grundrifl ist ein Kegelschnitt-
biischel. Seine Bestimmung aus dem des Umdrehungsparaboloides. 304.
Die Lichtgleichen des Ellipsoides. Bestimmung des Biischels der Licht-
gleichenkegel. 805. Sein Schnitt mit der Fliche. 806. Die Tangente einer
Lichtgleiche. Die Grenzlichtgleiche. 307. Verfahren mit Vermeidung der
Verzeichnung des Kegelschnittbiischels.

VIII. Abschnitt.
Die Rolllinien und die Schraubenlinie.

I. Die Rolllinien. . . . . . . . . . 343
308. Begriff. Feste und willzende Kurve. Tangente, Normale. Pol,
Polbahn, Polkurve. 309. Bestimmung des Kriimmungsmittelpunktes der
Rolllinie aus denen der festen und der willzenden Kurve. 310. Projektive
Punktreihen des beschreibenden Punktes und des Krimmungsmittelpunktes
der Rolllinie. Satze. Wendekreis. 311. Kriimmungsmittelpunkt einer Hiill-
bahnkurve., 3812. Gestalt der Rolllinie, Ursprungspunkt, Gang. 313. Cy-
klische Kurve oder Radlinie. Die zwbolf Fille. 814. Die gemeine Cykloide.
Konstruktion. 316. Krimmungsmittelpunkt. Die Evolute der Cykloide ist
eine mit ihr kongruente Cykloide. Bogenlingen. 316. Die Kreisevolvente.
317. Die Epicykloide. 818. Doppelte Entstehungsweise. 319. Ihre Evolute ist
ebenfalls eine Epicykloide. 320. Rektifikation der Kurve. 821. Die Hypo-
cykloide; sie kabn eine Gerade werden. 822. Die geschweifte Cykloide.
Krimmungsmittelpunkt. 328. Die besonderen Punkte der Kurve. Die
Scheitel, die Wendepunkte. 324. Die Punkte der grifiten Kriimmung.
826. Die Evolute. 326. Die verschlungene Cykloide. lhre Evolute. Ihre
Doppelpunkte. 827. Die geschweifte Kreisevolvente. Kriimmungsmittel-
punkt. 328. Ihre Scheitel, Wendepunkte, Punkte der grdfiten Krimmung.
829. Die Schnittpunkte der Evolute mit dem festen Kreise. Andere Ent-
stehungsweise der geschweiften und der verschlungenen Evolvente. 830. Die
verschlungene Kreisevolvente. 881. Die Archimedische Spirale. 882. Ihre
Tangente und Evolute. Thre Doppelpunkte. 833. Die Sinus- oder Cosinus-
linie. Ihre Evolute. Geometrische Herleitung der analytischen Formel fiir
den Kriimmungshalbmesser einer Kurve.

) IL. Die Schraubenlinie. . . . . . . . . 366
884. Die Schraubenlinie ist die geod#tische Linie des Cylinders. Neigung
der Schraubenlinie, ihre Tangente und Subtangente. Die Spuren der Tan-
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genten in einer Normalebene bilden die Evolvente des Normalschnittes des
Cylinders. 8856. Die Schraubenlinie auf geschlossenem Cylinder, Schran-
bengang, GanghShe. Die Schraubenlinie auf dem Umdrehungscylinder ist
in sich selbst verschiebbar. Schraubenbewegung. 836. Die Schraubenlinie
eines Umdrehungscylinders mit einer auf P, senkrechten Axe darzustellen.
337. Ibre zweite Projektion ist eine Sinuslinie. 838. An eine gegebene
Schraubenlinie parallel einer gegebenen Ebene eine Tangente zu legen.
339. Kriimmungshalbmesser der Schraubenlinie, 840. Der Ort der Krtim-
mungsmittelpunkte einer Schraubenlinie ist wieder eine Schraubenlinie.
341. Die schiefe Projektion oder der Parallelschatten einer Schraubenlinie
anf eine Normalebene der Schraubenaxe ist eine gemeine, geschweifte oder
verschlungene Cykloide. 342. Die Krimmungshalbmesser dieser Kurven,
sowie ihrer affinen Kurven, in ihren Scheiteln.

IX. Abschnitt.

Die abwickelbaren Flichen (sweiter Teil), die gemeinschaft-
lichen Bertihrungsebenen mehrerer Flichen, die topographi-
sche, die Umh#@llungsfliche; Beleuchtung solcher Flichen.

1. Die abwickelbare Schraubenflache. .

343. Begriff als Abwickelbare einer Schraubenlinie. 344. Schrauben-
bewegung; allgemeine Schraubenfliche, Schraubenkdrper. Ein Punkt einer
beweglichen Schraubentangente beschreibt bei deren Hingleiten auf der Schrau-
benlinie ebenfalls eine Schraubenlinie, bei deren Hinrollen eine Kreisevolvente.
Doppellinien der Flache. Beriihrungsebene. 345. Die Schnittlinie der ab-
wickelbaren Schraubenfliche mit einer Ebene. Tangente, Spitzen der Kurve,
Asymptoten. Hyperbolische, parabolische Kurven#iste, spiralfdrmige Karve.
Doppelpunkte. 846. Abwickelung der Schraubenfliche. Die Schrauben-
linien werden zu koncentrischen Kreisen, die Kreisevolventen zu Kreis-
evolventen. 847. Die Verwandelte der Schnittkurve, ihre Wendepunkte.
848. An eine abwickelbare Schraubenfliche durch einen auflerbalb gegebe-
nen Punkt eine Berilhrungsebene zn legen. 349. Ubungsaunfgaben. 3850.
Die Lichtgleichen der abwickelbaren Schraubenfliche.

II. Die gemeinschaftlichen Beriihrungsebenen mehrerer
Flichen und die abwickelbare Umhiillungsfliche zweier. .

861. Die gemeinschaftlichen Beriihrungsebenen zweier nicht abwickel-
baren Flichen; sie werden von einer abwickelbaren Fliche eingehiillt,
welcbe beiden Flichen umschrieben ist. Mehrere Aste derselben. Iat eine
von beiden gegebenen Flichen abwickelbar, so ist die Anzabl der gemein-
schaftlichen Beriihrungsebenen im allgemeinen endlich. 352. Die gemein-
schaftliche Berithrungsebene an drei nicht abwickelbare Flachen. 358. Die
gemeinschaftlichen Beriihrungsebenen einer abwickelbaren und einer nicht
abwickelbaren Fliche, 854. z. B. eines Umdrehungskegels und einer Kugel.
856. Ubungsaufgaben. 856. Die gemeinschaftlichen Beriihrungsebenen
dreier Kugeln,

. I, Die Fliche des Schattens und des Halbschattens.

867. Volles Licht, voller Schatten, Halbschatten. 358. Die abwickel-
baren Fliichen, deren Leitfiichen oder Leitlinien vom zweiten Grade sind,
sind von der vierten Klasse. Sie besitzen vier Kegelschnitte als Doppel-
kurven. Ubungsaufgabe.

1V. Die Fliche von gleichfdrmiger Neigung.
869. Begriff. Ibre Berilhrungsebenen sind gleich geneigt gegen die
Horizontalebene. Die Fliche ist abwickelbar mit einem Umdrehungskegel
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als Richtkegel. Die Erzeugenden als Normalen der Horizontalspur der
Fliche. Der UmriB der Fliche ist die Evolute der Horizontalspur. Die
Fliiche ist eine allgemeine abwickelbare Schraubenfliche; sie ist gegeben
durch eine Leitlinie oder Leitfliche und die Gr3fle der Neigung. 360. Ist
die Leitlinie oder Leitfliche vom zweiten Grade, so ist die Fliiche, von
gleichformiger Neigung von der vierten Klasse. Sie besitzt vier Doppel-
kegelschnitte. Ubungsaufgaben.

V. Die topographische Fliche.

861. Sie wird durch kotirte Projektionen dargestellt. Die Nxveauﬂachen
Gleiche Schichthshen, wenn die Niveauflichen als koncentrische Kugeln
oder Ebenen angesehen werden. Schichtflichen. Horizontallinien. Verti-
kaler Schnitt der Fliche. Beriihrungsebene. Das Gefille. ~862. Die Fall-
linien. Verlauf der Horizontal- und der Falllinien. Hochster und tiefster
Punkt, Sattelpunkt. Bodenkante. Die Horizontal- und die Falllinie bilden
im GrundriB} eine Schaar senkrechter Trajektorien. 363. Rinnelinie (Thal-
weg) und Riickenlinie (Wasserscheide), Begriff. Sie werden durch Um-
kehrung des Sinnes des Zunehmens der Hohenzahlen in einander verwan-
delt. Sie beginnen in einem Flachpunkte einer Horizontallinie. Teilung
eines abwirts gehenden Bergriickens und Ursprung eines Thales.. 364. Die
Linie des gréf3ten oder kleinsten Gefiilles der Fliche entlang einer Hori-
zontallinie ist die Linie der Wendepunkte der Falllinien. Die Linie des
kleinsten Gefiilles verliuft nahe bei der Riicken- oder Rinnelinie auf ihrer
erhabenen Seite, in besonderen Fillen in denselben, die des grofiten in
Mitten der Abhiinge. 866. Linien der grdfiten und kleinsten Horizontal-
krimmung. 866. Bedingtheit der Gestalt der topographischen Fliche durch
geologische und meteorologische Vorgiinge. Bei Stetigkeit.der Vorginge
entstehen stetige Flichen. Aus der Stetigkeit folgen geometrxsch die Eigen-
schaften: die Falllinien haben im aligemeinen Wendepunkte in den hdch-
sten und tiefsten Punkten. In demselben schneiden sich eine Linie des grof-
ten und eine des kleinsten Gefiilles senkrecht, und es gehen im allgemeinen
von einem hdchsten Punkte zwei Rﬁckenlinien in entgegengesetzten Rich-
tungen aus, aber keine Rinnelinien, und umgekehrt von einem tiofsten Punkte.
Ausnahme bei Kugelforin. In einem Sattelpunkte schneiden sich senkrecht
eine Ricken- und eine Rinnelinie unter Halbirung der Winkel der Hori-
zontallinien. 867. Meteorologischer Natur ist die Eigenschaft des Ab- und
Anschwemmens. Trennung der abwiirts gehenden Riickenlinien und Ver-
einigung der Rinnelinien im Hochland, umgekehrt im Tiefland. 868. Grund-
anfgaben idber die topogra.phische Fliache: 1) die Scbnittlinie mit einer
Kbene; 2) Schnittpunkt mit einer Geraden; 8) auf die Fliche durch einen
Punkt eine Linie von gegebenem Gefiille zu legen; 4) zwischen zwei Punkte
eine Linie von gleichfdrmigem Gefille zu legen. 869. Uber einen geneig-
ten Boden einen Damm fiir eine steigende Eisenbahn mit gleichférmiger
Boschung der Seitenfliichen zu legen.

V1. Die Umhiillungsflichen.

370. Entstehung der Umhillungsfliche einer sich bewegenden Fl&che
Charakteristik. Riickkehrkante. 371. Umhillte Kegel, Cylinder und Kugeln.
872. Rohrenfliche; ihre Charakteristik ist ein unveriinderlicher Kreis. Die
senkrechte Projektion des Umrisses ist eine Parallelkurve zur Projektion
der Leitlinie. 373. Die R8hrenfliche, deren Leitlinie eine Kreisevolvente
ist. Die Doppelkurve. 374. Ubungsaufgabe. 876. Die Schraubenrdhren-
fidche, ihre Leitlinie ist eine Schranbenlinie. Umrisse. Spitzen des schein-
baren Umrisses. 376. Die Krimmungshalbmesser in den Scheiteln der
ersten Projektion des zweiten Umrisses. Verschiedene Gestalten der
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Rohrenfliche, 877. Ubungsaufgabe. 878. Die Lichtgleichen der Rohren-
fisiche. Ubungsaufgaben.

[ )
X. Abschnitt.
Die windschiefen Fléchen,

1. Allgemeines. . . .

379. Ibre Entstehungsweise aus Leitlinien, Leitflichen u. s. w. 380.
Berdhrung zweier windschiefen Flichen entlang einer Erzeugenden. 381.
Das Berithrungsbyperboloid, das Normalenparaboloid. 882. Fiir eine Er-
zeugende ist das Biischel der durch sie gelegten Ebenen und die Reihe
ihrer Beribrungspunkte projektiv. Die Berithrungsebene fiir einen gegebe-
nen Punkt zu konstruiren. 383. Die asymptotische Ebene und Fliche. 384.
Centralpunkt und Parameter einer Erzeugenden. Striktionslinie. 385. Ebener
Schnitt und umschriebener Kegel einer windschiefen Fliche. Die wind-
schiefe Fliiche von der nte® Ordnung ist auch von der ntem Klasse; sie heil3t
vom nte® Grade. 886. Vielfache Linien. Kante, Kuspidalpunkt. 387. Ana-
lytische Siitze iiber die Ordnung und Klasse von Linien und Flachen, die
Anzahl ihrer bestimmenden und ihrer gemeinschaftlichen Punkte, die Ord-
nung der Schnittlinien von Fliichen, das Zerfallen der Linien und Flichen
in solche von niederer Ordnung. 888. Der Grad einer windschiefen Fliiche
hingt von der Ordnung ihrer drei Leitlinien und von der Anzahl ihrer
gemeinschaftlichen Punkte ab. Vielfachheit der Leitlinien.

II. Das Konoid, seine Schattengrenzen und Lichtgleichen.

889, Begriff. Richtebene. Kante. Kuspidalpunkt. 390. Das gerade
Kreiskonoid. 391. Seine Beriihrungsebene. 392. Die Lichtgleichen einer
windschiefen Fliche. 393. Die Lichtgleichen des Kreiskonoides. Das Ver-
fahren. 894. Die Eigenschattengrenze. 396. Die Helligkeit in den Punk-
ten der unendlich fernen und der endlich fernen Leitgeraden. 396. Be-
stimmung der Lichtgleichenpunkte auf den Erzengenden mittelst eines
wechselnden Tangentialbiischels anf Grundlage eines gemeinschaftlichen
Stiarkemaflstabes. 897. Die Gestalten der Lichtgleichen. Die Typuslicht-
gleichen sind Kanten. 398. Die Schlagschatten der Fliche auf P,, P, und
ins Innere der Fliche, ihre Tangenten. 399. Das schiefe Kreiskonoid,
seine Kantcn und Kuspidalpunkte. 400. Seine Striktionslinie. 401. Seine
ebenen Schnitte, deren Tangenten. Eine Schaar von Ellipsen liegt in den
Ebenen eines Bischels, dessen Axe durch die Schnittpunkte der Leitgeraden
mit der Ebene des Leitkreises geht. 402. Ubungsaufgaben.

III. Die Wolbflache des Eingangs in einen runden Turm.

403. Begriff. Ibr Schnitt mit einem Ringe. 404. Die Tangente der
Schnittlinie. 405. Eine Projektion der Schnittlinie ist eine Archimedische
Spirale. .

VI. Die gerade Normalenfliiche einer Fliiche zweiten Grades.

406. Die Normalenfliche wird durch die Normalen einer Leitfliche
entlang einer Leitlinie gebildet. 407. Die gerade Normalenfliche einer
Fliche zweiten Grades. 408. Sie hat einen Kegelschnitt X und zwei mit
den Axen des k parallele Gerade, welche die senkrecht zur Ebene des k
durch dessen Mittelpunkt gelegte Gerade schneiden, zu Leitlinien. Sie ist
vom vierten Grade. Vier Kanten und Kuspidalpunkte. % als Ellipse, Para-
bel, Hyperbel. 409. Die mit der Ebene von k parallelen Ebenen schneiden
die Fliche in Kegelschnitten. Der Richtkegel ist vom zweiten Grade.
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Der Normalkegelschnitt. 410. Umkebrung: Eine Fliche mit den in Nr. 408
bezeichneten Leitlinien ist eine Normalenfliche. Konstruktion ihres Nor-
malkegelschiittes. 411. Die Begihrungsebenen der Fliche. 412. Die
Asymptoten- und die Centralebene fiir eine Erzeugende. Die Striktions-
linie ist die Beriihrungslinie des aus der Spitze des Leitkegels der Fliche
umschriebenen Kegels. =413, Der erste Umrif3 der Flache hat die Evolute
eines Kegelachnittes zur ersten und eine Neilsche Parabel zur zweiten Pro-
jektion. 414. Der scheinbare Umrif der Fliiche bei ihrer Parallelprojektion
ist ein Kegelschnitt, wenn die Projicirenden senkrecht auf der Flichenaxe
stehen. 415. Untersuchung der besonderen Gestult dieses Umriflkegel-
schnittes.

V. Die Regelfliche dritten Grades und die Raumkurve
vierter Ordnung zweiter Art.

a) Die Regelfliche dritten Grades. .

416. Die Leitlinien sind zwei Gerade d, ¢ und ein Kegelschmtt k,
wobei d den % schneidet. Durch jeden Punkt von d und ¢ gehen bezw
zwei und eine Erzeugende, in jeder durch d und e gehenden Ebene liegen
bezw. eine und zwei Erzeugende. 417. Erzengung der Fliche durch zwei
ein-zweideutige Ebenenbiischel. 418. Erzeugung durch die Verbindungs-
linien entsprechender Punkte 1) zweier projektiven Punktreihen auf einem
Kegelschnitte ¥ und einer im allgemeinen den %k nicht schneidenden Ge-
raden e; 2) einer involutorischen Punktreibe auf einem Kegelschnitte & und
einer damit projektiven einfachen Punktreihe auf einer den % schneidenden
Geraden d. 419. Andere Entstehungsweisen mittelst Kurven dritter Ord-
nung. 420. Die Cayleysche Fliche mittelst zweier projektiven micht per-
spektiven Punktreihen auf einem Kegelschnitte £ und auf einer den k
schneidenden Geraden e. Kuspidalpunkt. Fall des einschaligen Hyper-
boloides. 421. Jede Regelfliche dritten Grades entsteht auf die vorher be-
trachtete Weise. 422. Darstellung der Regelfliche dritten Grades mittelst
zweier parallelen Spurebenen, von denen die Ebene des Leitkegelschnittes
die eine ist. Die zweite Spur ist eine Linie dritter Ordnung. Der Umrif3.
428. Zwei ein-zweideutige Strahlenbiischel erzeugen eine ebene Linie dritter
Ordnung. Bei perspektiver Lage der Biischel zerfillt diese Linie in eine
Gerade und einen Kegelschnitt. 424. Konstruktion der Linie dritter Ord-
nung aus zwei ein-zweideutigen Strahlenbiischeln. 426. Bestimmung ihrer
Tangente in einem allgemeinen Punkte. 1) Verfahren aus der Betrachtung
der Linie als ebener Schnitt einer Fliche dritten Grades. 2) Verfahren
der ihnlichen Figur. 426. Die Asymptoten.

b) Die Raumkurve vierter Ordnung zweiter Art. . .

427. Jede Raumkurve vierter Ordnung %* kann als teilweiser Schnitt
einer Fliche zweiter Ordnung F'* mit einer Fliche dritter Ordoung F® er-
halten werden. Sie ist von der ersten Art %%, wenn der Restschnitt
auch ein ebener Schnitt einer Fliche zweiter Ordnung sein kann, von der
zweiten Art k4, wenn der Restschnitt aus zwei nicht in einer Ebene liegen-
den Geraden oder aus der Doppelgeraden der ¥'® besteht. Durch eire k,*
kann man unendlich viele F'* legen, durch eine k,* nur jeme eine. 428.
Unterschiede der %,* und %,*. Eine k,* wird durch jede Erzeugende der
einen Schaar der durch sie gehenden Regelfliche ¥? in einem, durch jede
der anderen Schaar in drei Punkten getroffen; eine %,* hat weder einen
Doppel - noch einen Riickkehrpunkt u. s. w. 429. Darstellang der Raum-
kurve k,* als Schnitt zweier Regelfischen F'® und F'?, wenn ihre vier un-
endlich fernen Punkte zusammenfallen. Die ¥® und die Tangente und
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Asymptote ihrer Spur. 480. Der R:chtkegel der ¥'%, seine Spur and deren
Tangente. 431. Der Richtkegel der ¥*; seine Spur, ein Kegelschnitt, muf}
die Spur der F3, eine Kurve dritter Ordnung, vierpunktig berihren.” An-
niherungsaufldsung fir einen allgemeinen Berithrungspunkt. Strenge Auf-
16sung fiir Scheitel der beiden Kurven. 432. Die Schoittkarve k,* der F*
und F?. 433. Ihre Tangente in einem allgemeinen und in den besonderen
Punkten.

VI. Das Cylindroid. . . . .

434. Begriff, Es ist vom vierten Grade. Seine Darstellung. 435. Ebene
Schnitte des Cylindroids und des Grundcylinders in kongruenten oder in
fiichengleichenr Kurven. Tangente der Schnittkurve. 436. Die Striktions-
linie und ihre Tangente. Kanten, Kuspidalpunkte. 437. Ubungsaufgabe.

VII. Die Wolbfliche des schrigen Durchgangs. . . .

438. Begriff. Darstellung der zwei Fille. Sie ist von der vierten Ord-
nang. 439. Kaoten, Kuspidalpunkte. Der Richtkegel ist vom zweiten Grade.
440. Beriihrungsebene. 441. Der scheinbare erste Umrif} ist eine Hyperbel.
Nitzliche und parasitische Stiicke derselben. 442. Die zweite Projektion
des ersten Umrisses ist ein Kegelschnitt, der wahre erste Umril} eine Kurve
vierter Ordnung. 443. Die Schnittlinien mit Ebenen, die parallel za den
Ebenen der Leitkreise liegen, sind verallgemeinerte Konchoiden. Ihre
Normale. lhre verschiedenen Gestalten. 444. Ihre Kriimmungshalbmesser
in den Scheiteln. 445. Eine Ebene, welche zwei Erzeugende der Fliche
enthiilt, schneidet diese auBerdem in einem Kegelschnitte; geometrischer
Nachweis. Ubungsaufgabe.

VIII. Die windschiefe Schraubenfléiche.

a) Die Schraubenfliche und die Regelschraubenfliche im allgemeinen.

446. Die Schraubenfliche im allgemeinen. Meridiankurve, Normal-
kurve. Geschlossen, offen. Kehlschraubenlinie. 447. Die Regelschrauben-
fiiche; ibre Arten. 448, Allgemeine Regelschraubenfliche, Richtkegel,
asymptotische Ebene und Fliche. Die Striktionslinie ist die Kehlschrauben-
linie. 449. Der Normalschnitt ist die gemeine, oder die verschlungene,
oder die geschweifte Kreisevolvente. Krimmungsmittelpunkte. Die Kurve
entsteht auch nach Art der gemeinen Kreisevolvente, wenn man den Bogen
mit einem unveriinderlichen Faktor multiplicirt. 460. Die Meridiankurve.
Unterscheidung der Fille, in welchen sie sich ihren Asymptoten von innen
oder von auflen anschmiegt. 451. Die Kriimmungshalbmesser der Normal-
and der Meridiankurve in ihren Scheiteln.

b) Die geschlossene schiefe Schraubenfliche. .

462. Darstellung des einen Astes eines Ganges. Der Normalschnitt ist
eine Archimedische Spirale; ihr Parameter. Die Fuflpunkte der aus dem
Mittelpunkte des Grundkreises einer Kreisevolvente auf deren Tangenten
gefillten Senkrechten bilden eine Archimedische Spirale. 4538. Die Beriih-
rungsebene der Fliche. 454. Der Umri} 4 der Projektion auf eine zur
Axe parallele Ebene (P,) und dessen Projektion %’ auf eine gur Axe senk-
rechte Ebene (P,). Verschiedene Konstruktionen von u’; ihre Tangente
ihr Kriimmungskreis im Scheitel. Der zweite scheinbare Umri »”; sein
Krimmungshalbmesser im Scheitel. Ubungsaufgabe.

c) Die Schattengrenze der geschlossenen schiefen Schraubenfiiche.

456. Die Eigen- und Schlagschattengrenze einer beliebigen Schranben-
fiiche bei Parallelbeleuchtung. Satz von Burmester. Der Ausgangspunkt.
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456. Ist der Normalschnitt symmetrisch in Bezug auf eine Meridianebene,
so ist die erste Projektion 8" der Eigenschattengrenze s symmetrisch zu
der auf der Lichtmeridianebene senkrechten Meridianebene. Halbirungs-
kreis von Sehnen der 8. 4567. Die Normale der s’. 458. Konstruktion
der Eigenschattengrenze s. Konstruktion von s’. 459. s’ ist von der vier-
ten Ordnung. Tangenten der s’ in ihrem Doppelpunkte; ihre Asymptoten;
ibre Tangente in einem allgemeinen Punkte; ihre Krdmmungshalbmesser
im Scheitel und im Doppelpunkte. 460. Drei verschiedene Gestalten der 8'.
2. Fall (Strophoide). 461. 3. Fall. 462. Eigenschattengrenze s8” im Auf-
ri}; seine Asymptoten. Scblagschatten auf P, und auf die Fliche selbst.

d) Die Lichtgleichen der Schraubenfliche, insbesondere der
geschlossenen schiefen. . . . . . . . .
463. Die Licbtgleichen einer beliebigen Schraubenfliiche. Konstruktion
der GrundriBlichtgleichen durch Drehung eines Hilfskegels mit seinen Licht-
gleichen. 464. Die Lichtgleichen auf der geschlossenen schiefen Schrau-
benfliche, Grundriilichtgleichen. 465. Ihre Tangenten im Axenpunkte;
ihre Asymptoten sind Tangenten des Parameterkreises; sie sind, wie bei
allen Regelflichen, die Lichtgleichen der asymptotischen Fliche. 466. Die
Maximalkurve ist der Umril3 fir eine Projektionsrichtung, die auf dem
Lichtstrablenmeridiane senkrecht steht. Die Verzeichnang der Grundrifi-
lichtgleichen. 467. Die Aufrillichtgleichen. Punkte der Axe, Asymptoten.
Schlagschatten auf die Fliche.

e) Die geschlossene gerade Schraubenfliche, ihre Schattengrenzen

und Lichtgleichen. . . . . . . . . .

468. Der Grundri} der Eigenschattengrenze dieser Fliche (der Wendel-

fische) ist ein durch den Axenpunkt gehender Kreis, sie selbst eine Schrau-

benlinie. Ihr Schlagschatten ist die gemeine Cykloide. 469. Die Grund-

rifllichtgleichen. Die Maximalkurve ist eine Erzeugende. Ihre Verzeich-

nung; ihre Tangenten in den Punkten der Axe. 470. Ihre Kriimmungs-

kreise in den Scheiteln bestimmt durch dasVerfahren der ihnlichen Figur.

Ubungsaunfgabe. 471. Die AufriBllichtgleichen; ihre Tangenten in den Axen-
punkten. Die positiven und negativen Kurven. 472. Ubungsaufgabe.

f) Die Schraube, ihre Schatbengrenzen und Lichtgleichen.

473. Begriff, Kern, Gewinde, Schraubenmutter. 474. Die Schraube mit
scharfem Gewinde, ihre Darstellung, ihre Schattengrenzen und Lichtgleichen.
475. Das Gleiche fir die Schraube mit flachem Gewinde. Ubungsaufgabe.

XI. Abschnitt.
Die Krilmmung der Fl&éhen.

I. Die Krimmung der Normal- und der schiefen Schnitte.

476. Die Kriimmung aller Kurven einer stetigen Fliche in einem Punkte
P ist durch die Kriimmung dreier dieser Kurven bestimmt, von denen
keine zwei eine gemeinschaftliche Tangente in P besitzen. 477. Fiir einen
‘Punkt einer stetigen Fliche gibt es eine dreifach unendliche Schaar von
Schmiegungsflichen zweiten Grades. 478. Die Indikatrix. 479. Satz von
Euler iber die Krimmung der Normalschnitte in einem Punkte. Die Linien
groéfiter und kleinster Krimmung stehen auf einander senkrecht. 480.
Erorterung der Eulerschen Formel. Die Haupttangenten. 481. Konstruk-
tion von Mannheim fiir die Krimmungshalbmesser der Normalschnitte.
482. Andere Konstruktion fiir dieselben. 483. Ersetzen der dabei vorkom-
menden Kegelschnitte durch Kreise. Das Biischel der Normalebenen ist
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involutorisch und projektiv mit der Reihe der zugehdrigen Krimmungs-
mittelpunkte. 484. Darstellung der Kriimmungshalbmesser der Normal-
schnitte durch die Enlersche Kurve; deren Tangenten,insb. Asymptoten (zwei
neue Parabelkonstruktionen). 485. Die Krimmungshalbmesser der Euler-
schen Kurven in ihren Scheiteln. 486. Bestimmung der Krimmung der
schiefen Schnitte einer Fliiche durch den Satz von Meusnier. 487. Die Fliche
der Krimmungskreise der Normalschnitte einer Fliche in einem Punkte
ist #hnlich mit der Fliche der Krimmungsmittelpunkte aller Kurven der
Fliche in diesem Punkte, und von doppelter Gréfle. 488. Die Normalen
einer Fliche in ihren Punkten, welche einem Punkte P derselben benach-
bart sind, schneiden zwei Gerade, die Deviationsaxen, welche die Nor-
male der Fliche in P senkrecht treffen; sie schneiden auch diese Normale
selbst, wenn ihre Fuflpunkte in den Hauptschnitten liegen. 489. Die
Kriimmungslinien und asymptotischen Linien. 490. Die Krimmungslinien
der Umdrehungs- und der abwickelbaren Flichen. Einer windschiefen
Fliche schmiegt sich entlang einer Erzeugenden ein Hyperboloid an, das
durch die zweiten Haupttangenten gebildet wird.

II. Die Tangenten der Schnittkurve zweier sich berihren-
den Flichen in deren Beriihrungspunkte, einem Doppel-
punkte der Kaurve. .

491. Ebener Schnitt einer Fliche in einem hyperbohschen Punkte
492. Schnitt zweier sich berithrenden Flichen. Bestimmung der Tangenten
im Doppelpunkte mittelst der Indikatrixen beider Flichen. 493. Anwen-
dung auf den Schnitt eines Ringes mit einem geraden Konoide.

1II. Die Evolute einer ebenen Schnittkurve einer Fliiche
und ihrer Projektionen. .

494. Verfahren zu ihrer Konstruktion. 495. Die Evolute der ebenen
Schnittkurve eines Ringes und des Grund- und Aufrisses derselben. 496.
Die Evolute der wahren Gestalt der Schnittkurve. Bestimmung durch die
sich anschmiegenden Flichen zweiten Grades. 497. Die Punkte in der
Mittelebene der Fliche. 498. Die Punkte in der Symmetrielinie der Kurve.
499. Die Punkte auf den #uflersten Parallelkreisen. 500. Die Wendepunkte
der Kurve. 501. Die Spitzen der Evolute. 502. Die Evoluten der beiden
Projektionen der Kurve,

IV. Die konjugirten Tangenten einer Fliche und die
Tangenten ihrer Eigenschattengrenze. . . .

503. Satz von Dupm Ist einer Fliiche eine abwickelbare Flﬁche um-
schrieben, 8o sind in einem Punkte der Beriihrungskurve deren Tangente
und die Erzeugende der abwickelbaren Fliche konjugirte Tangenten der
gegebenen Flache. 504. Anwendung auf die Eigen- und Schlagschatten-
grenze einer Umdrehungsfliche (Ring) bei Centralbeleuchtung. Verfahren.
505. Die sich anschmiegende Fliiche zweiten Grades. Tangente im Grundrill
und im Aufri. Punkte des Hauptmeridians und des Kehlkreises. 506. Be-
stimmung der Grenzpunkte der Eigenschattengrenze mittelst einer Fehler-
kurve. 607. Die Kriimmuogskreise in den Scheiteln der Eigenschatten-
grenze, ihrer ersten Projektion und der Schlagschattengrenze. 508. Fall
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512. Ihre Tangenten, insbesondere Asymptoten. 518. Fall der Parallel-
beleuchtung. 514. Fall der Wendelfiiche.

V. Die Krimmungslinien der Flachen zweiten Grades.

a) Die Kriimmungslinien als Schnittlinien konfokaler Flachen. .

515. Satz von Bertrand: An den Endpunkten zweier von einem Punkte
ausgehenden, auf einander senkrechten gleichen Linienelemente auf einer
Fliche bilden die Flichennormalen gleiche (Ablenkungs-)Winkel mit den
durch diese Elemente gehenden Normalebenen im Ausgangspunkte. b516.
Hilfssats. Schneiden sich die Flichen dreier Flichenschaaren rechtwinklig,
8o sind die Schnittlinien Kriimmungslinien der Flichen. 517. Zwei auf
einander senkrechte in Bezug auf alle Kurven einer Schaar konfokaler
Kegelschnitte konjugirte Gerade werden durch zwei konjugirte Brennpuunkte
harmonisch getrennt. 518. Die Brennpunkte der Hauptschnitte einer Fliche
zweiten Grades. Der Fokalkegelschnitt jeder der vier Hauptebenen (dar-
unter der unendlich fernen) hat die Bremnpunkte des Hauptschnittes in
dieser Ebene zu seinen Brennpunkten und je zwei Brennpunkte der anderen
Hauptschnitte zu Scheiteln. 519. Konfokale Flichen zweiten Grades. Vier
Schaaren: Reelle Ellipsoide, einschalige, zweischalige Hyperboloide, ima-
gindre Flichen. 620. In Bezug auf alle konfokalen Flichen zweiten Grades
ist einer Ebene eine und dieselbe auf ihr senkrechte Gerade konjugirt.
521. Konfokale Flichen zweiten Grades von verschiedener Art schneiden
sich durchweg rechtwinklig, 522. also in Kriimmungslinien; diese sind
daher von der vierten Ordnung, und ihre Projektionen auf eine Haupt-
ebene aus deren Pole sind Kegelschnitte. 628. Die Projektionen der
Krimmungslinien auf die drei Hauptebenen. Das Ellipsoid. 524. Die
Kriimmungslinie gehend durch einen bestimmten Punkt eines Hanptschnit-
tes. 525. Bestimmung der Axen der Projektionen der Kriimmungslinien.
526. Die Kriimmungslinien des einschaligen Hyperboloides. 527. Die Axen
ihrer Projektionen,

b) Die Projektionen der Krummungslxmen auf die Hauptebenen
als Kurven einer Kegelschnittschaar.

528. Bei einer Schaar konfokaler Flichen zweiten Grades ist Jede Ta.n-
gente eines Fokalkegelschnittes Axe eines rechtwinklig involutorischen
Ebenenbiischels konjugirter Ebenen. 529. Siitze iber die aus einem Punkte
eines Fokalkegelschnittes umschriebenen Kegel, #ber die Schnitte der
Normalebeunen eines Fokalkegelschnittes, iber Nabelpunkte. 580. Die Pro-
jektionen zweier konjugirten Tangenten einer Fl#che zweiten Grades in
einem Nabelpunkte auf eine Hauptebene aus deren Pole sind anch konjugirt
in Bezug auf die gleichartigen Projektionen der Krimmungslinien der
Fliche. 531. Die Projektionen der Kriimmungslinien einer Fliche zweiten
Grades F auf eine Hauptebene auns deren Pole bilden eine Kegelschnitt-
schaar; die Seiten ihres umschriebenen Vierseits sind die Projektionen von
Beriihrungsebenen der ¥ in Nabelpunkten derselben, und die Eckpunkte
des Vierseits sind die Projektionen je zweier anderen Nabelpunkte der F'.
532. Die Darstellung dieser Kegelschnittschaaren msttelst der Hilfskegel-
schnitte 1) bei dem Ellipsoide. 533. Bestimmung der Hilfskegelschnitte in
der Hauptebene mit den reellen Nabelpunkten, 534. in den beiden anderen
Hauptebenen. 536. Die Projektionen der Krimmungslinien. 536. 2) Bei
dem einschaligen Hyperboloide. Die reellen und ideellen Projektionen je
zweier imaginiiren Nabelpunkte in die vier Hauptebenen. 537. Die Hilfs-
kegelschnitte in den vier Hauptebenen. 588. Verzeichnung der reellen
Projektionen der Kriimmungslinien. 539. Die Projektionen der Kriimmangs-
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Seite
linien auf eine Hauptebene, insbesondere auf die der reellen Nabelpunkte,
nach dem Verfahren der Netze, zugleich fiir das Ellipsoid und fiir zwei
zweischalige Hyperboloide. 540, Erweiterte Bedeutung dieser Netze.
Ubungsaufgabe.

XII. Abschnitt.

Axonometrische und schiefe Projektion, Perspektive und
Reliefperspektive krummer Flichen.

I. Axonometrie.. . . . . b98

541, Ein aufrechter Kreiscylinder und seine Schatten be1 Pamllel-
beleuchtung. 542—544. Ein aof die Grundrillebene aufgelegter und ein
anf diesen aufgelehnter gerader Kreiscylinder und ihre Schatten bei Parallel-
beleuchtung. Satz: Die Excentricitéit der (elliptischen) senkrechten Pro-
jektion eines Kreises ist gleich der Projektion einer Strecke, welche gleich
dem Kreishalbmesser ist und senkrecht auf der Ebene des Kreises steht.
545, Die Kugel und ihre Schatten bei Parallelbeleuchtung.

II. Schiefe Projektion. . . . . 600

546. Ein aufrechter Kreiscylinder und seine Schatten ben Parallel-
beleuchtung. 647, 548. Die Kugel und ihre Schatten bei Parallelbeleuch-
tang. Den UmriB der axonometrischen oder schiefen Projektion einer
Fliche zweiten Grades aus den Abbildungen dreier konjugirten Halbdurch-
messer derselben zu bestimmen.

III. Perspektive. . . . . . 603

549. Die Perspektive eines Kreises mittelst des nmschnebenen regel-
miifligen Achtecks desselben zu bestimmen; 1) der Kreis liegt in einer zur
Bildfliche senkrechten Ebene; 550. 2) in einer beliebigen Ebene. 551.
Die Axen der Perspektive eines Kreises zu bestimmen, 1) wenn von der
Perspektive ein Durchmesser mit seinen Endtangenten und ein Punkt ge-
geben sind; 552. 2) wenn die Lage des Kreises gegeben ist. 553, 564. Die
Perspektive eines auf die GrundriBebene aufgestellten geraden Kreis-
cylinders mit seinen Schatten bei Parallelbeleuchtung. 556. Die Axen
eines durch finf Punkte oder fiinf Tangenten gegebenen Kegelschnittes zu
ermitteln. 556, 557. Die Perspektive eines auf die Grundriflebene aufge-
legten geraden Kreiscylinders und seiner Schatten bei Parallelbeleuchtung.
558. Die Perspektive eines Kreuzgewslbes in gerader Stellung gegen die
Bildfliche und der darin auftretenden Schatten bei Parallelbelenchtung.
6569. Die Tangenten der Kurven. 560. Der Schatten auf die Pfeiler. 561. Die
Schatten auf die Wolbungsflichen und auf den Boden. 562. Die Deckplatte
und ihre Schatten. 563. Bestimmung der Axen der bei der Perspektive
des Kreuzgewdlbes vorkommenden Ellipsen. 564. Perspektive eines schief
gegen die Bildfliche stehenden Briickengewdlbes, sowie der Schatten, der
Reflexbeleuchtung und des Spiegelbildes. 565. Die Spiegelung. 566. Der
Schatten in die Wolbungefliche und auf die Wasserfliche. 567. Die Reflex-
belenchtung. 568. Die Nichtsichtbarkeit des Schattens auf vollkommenen
Spiegeln und ihre Sichtbarkeit auf unvollkommenen. 569. Perspektive
einer Kugel und ihres Schattens bei Parallelbeleuchtung. 570. Der Umrif
der Perspektive einer Kugel ist eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel. Seine
Darstellung durch einen Kreis. 671. Eigen- und Schlagschatten auf die
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Die krummen Flichen im allgemeinen; der Cylinder, der Kegel,
die Umdrehungsfliche und ihre Beriihrungsebenen; die abwwkel-
bare Fliche im allgemeinen.

I. Die krummen Flichen im allgemeinen, ihre Beriihrungsebenen
und Normalen.

1. Eine Fliiche ist die Gesamtheit der Lagen einer sich bewegenden
Linie, deren Gestalt dabei unverinderlich oder verinderlich sein kanm.
Die Fliche heiBt gesefzmdfdig, wenn die sich bewegende Linie, ihre
Bewegung und ihre Gestaltsinderung gesetzmiBig sind; sie heiBt
stetig, wenn dieselben stetig sind. Man findet, daB3 in diesen Fillen
auch jedes aus der Fliche nach einem bestimmten und stetigen
Gesetze abgeleitete Raumgebilde, z. B. ihr Schnitt mit einer anderen
gesetzmiBigen, stetigen Fliche gesetzmiBig und im allgemeinen
stetig ist. Die in einzelnen Fillen auftretenden Unstetigkeiten, wie
das Abbrechen von Linien, verschwinden, wenn man verallgemei-
nerte Anschauungen einfithrt, z. B. auch die reellen Geraden beachtet,
welche zwei konjugirte imaginére Punkte verbinden. Wir werden
Beispiele hiervon kenuen lernen.

Bei der Entstehung der Flichen heifit die sich bewegende Linie
die Erzeugende; ist das Bewegungsgesetz durch Punkte oder Linien
gegeben, durch welche die Erzeugende stets gehen, oder durch
Flachen, welche sie stets beriihren soll, so heiBen diese bezw. Leit-
punkte, Leitlinien, Leitflichen.

Eine Fliche kann auch als Einhiillende aller Lagen einer sich
bewegenden anderen Fliche, z. B, einer Ebene oder einer Kugel
angesehen werden, und wir werden auch diese Entstehungsweise
niher kennen lernen.

2. Eine Fliche wird dargestellt durch die gemiB der Begriffs-
angabe ausgefithrte Darstellung einer Anzahl von Erzeugenden, ge-
wohnlich durch die beiden Projektionen derselben. Dadurch ist man
auch instand gesetzt, 2u einer gegebenen Projektion eines Punkies der
Fliche die andere Proge]ctwn 2u ﬁnden man legt durch dle gegebene

Wiener, Lebrbuch der darst II.
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Projektion des Punktes die gleichnamige Projektion einer Erzeun-
genden, bestimmt ein- oder mehrdeutig deren andere Projektion und
auf ihr die andere Projektion des Punktes.

Die Verzeichnung der Spuren einer Fliche, d. h. ihrer Schnitte
mit den Projektionsebenen, die Verzeichnung der Umrisse, sowie die
Unterscheidung der sichtbaren und verdeckien Teile der Erzeugenden
tragen wesentlich zur Veranschaulichung der Fliche bei.

3. Die Flichen gruppirt man nach ihren Erzeugenden in
Familien. Da man aber jede Fliche durch verschiedene Erzeugende
entstehen lassen kann, so gehort eine Fliche in verschiedene Fa-
milien, und diese schlieBen sich gegenseitig nicht aus.

Lernen wir zunéchst die hdufigst vorkommenden Familien
kennen:

Eine cylindrische Fliche oder ein Cylinder entsteht durch eine Ge-
rade, die Erzeugende e, welche parallel mit einer gegebenen Richtlinic auf
einer gegebenen Kurve, der Leitlinie, hingleitet. In Figur 1 ist ABCD

die Leitlinie ¥, A4,, BB, ... sind Erzeugende

Fig. 1. e. Der Cylinder kann auch durch eine krumme

Linie als Erzeugende entstehen, welche bei un-

kot veranderlicher Gestalt und paralleler Lage (der
C,g | Koort” Sehnen und Tangenten) gegen ihre Anfangs-
. B ! lage sich so bewegt, daB3 ein Punkt derselben

: eine Gerade, die Leitlinie, beschreibt. Dann sind
ABCD, A, B,C, D, Lagen der Erzeugenden,

r A A, ist die Leitlinie. Die entstehende Fliche

2
el ! k4 ist wirklich ein Cylinder; denn jeder Punkt B
B der Erzeugenden beschreibt eine der Leitlinie
parallele Gerade BB,, weil 4, B, # AB, da-

her A B B, A, ein Parallelogramm ist.

4. Eine Kegelfliche, konische Fliche oder ein Kegel entsteht durch
eme Gerade, die Erzeugende e, welche stets durch einen festen Punkt S,
die Spitee oder den Mittelpunkt der Fliche, geht und auf einer gege-
benen Kurve ABCD . . . =k, der Leitlinte, hingleitet. Die Spitze teilt
alle Erzeugenden AS4,, . . ., die unbegrenzt sind, und dadurch den
Kegel selbst, in zwei Teile; dieselben heiBen die Aste des Kegels.

Der Kegel kann auch durch eine krumme Linie ABCD als
Erzeugende entstehen, welche sich so bewegt, daB ein Punkt 4
derselben eine Gerade AS, die Leitlinie, beschreibt, daB alle Lagen
der Erzeugenden dhnlich und parallel mit der Anfangslage sind,

und daB endlich jedes MaB3 der Erzeugenden in unverinderlichem
Verhiiltnisse zum Abstande SA des Punktes A von einem festen
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Punkte S der Leitlinie steht. Es muB also, wenn A4, B, C,D, eine

zweite Lage der Erzeugenden ist, gelten
4,8, _ ACG S4,

«e v =

AB T~ AC T
Die so entstehende Fliche ist wirk-
lich ein Kegel, da jeder Punkt B
der Erzeugenden eine durch S ge-
hende Gerade beschreibt, welche
nach der ersten Entstehung die Er-
zeugende ist. Denn wegen 4 B|| 4, B,
und wegen der obigen Verhiltnisse
liegen die Dreiecke ABS und 4, B, S
in einer Ebene und sind #hnlich;
daher sind die Winkel bei S gleich
und S B, B ist eine Gerade. Gelangt
A nach S, so werden die MaBe
der Erzeugenden Null, sie selbst
wird zu einem Punkte. Geht A auf die andere Seite von S nach
A,, so dndert SA seinen Sinn; daher mull auch AB seinen Sinn
indern und B; liegt auf der Geraden BS auf der anderen Seite
von ASA4,.

Man kann offenbar den Cylinder als
die besondere Art des Kegels betrachten, bei
welcher die Spitze ins Unendliche ge-
riickt ist.

Ist die Leitlinie eines Kegels eine Ge-
rade, so wird derselbe zu einer Ebene, so
daB man die Ebene als einen Kegel und
auch als einen Cylinder ansehen kann.

b. Eine Umdrehungsfliiche entsteht durch
Umdrehung einer Linie als Erzeugenden um
eine Gerade als Umdrehungsaze. Jeder Punkt
B der Erzeugenden A BCD beschreibt da-
bei einen Kreis, den sog. Parallelkress,
desserr Ebene senkrecht auf der Axe a
steht und dessen Mittelpunkt A, auf der
Axe liegt.

Jede durch die Axe gelegte Ebene
hei3t Meridianebene, ihr Schnitt mit der
Fliche Meridianlinie oder Meridian; solche sind A, B,CD, und
A, B,CD,. Alle Meridiane sind unter einander kongruent, weil bei der

Drehung der Ebene des einen um die Axe in die Ebene des andern
1*

.
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die in seiner Ebene liegenden Halbmesser der Parallelkreise mit
denen des andern zur Deckung gelangen. Die Axe teilt jeden Meri-
dian in zwei symmetrische Hilften. Je nachdem man diesen halben
oder den ganzen Meridian als Erzeugende nimmt, ist zur Erzeugung
der Fliche eine ganze oder eine halbe Umdrehung notwendig.

Jede Linie auf der Umdrehungsfliche, welche alle Parallel-
kreise schneidet, kann als Erzeugende dienen; so ABCD. Von
einer Lage der Erzeugenden zu einer andern beschreiben alle Punkte
Bogen, welche zu gleichen Centriwinkeln gehdren, weil der Winkel-
abstand der Meridianebenen zweier verschiedenen Punkte der Er-
zeugenden wegen deren starrer Verbindung mit der Axe unveriin-
derlich ist. — Zwei Lagen einer Erzeugenden konnen sich daher
nicht schneiden, auBer in einem Punkte der Axe, wie in C, oder
wenn die Erzeugende einen Parallelkreis mehrmals trifft und ihn
ebenso oft beschreibt.

Man kann auch einen Kreis, den Parallelkreis, als Erseugende
der Fliche annehmen; sein Mittelpunkt beschreibt die Axe, seine
Ebene bleibt auf ihr senkrecht, er selbst schneidet stets eine ge-
gebene Leitlinie. Wegen der Ubereinstimmung dieser Erzeugenden
gehoren die Umdrehungsflichen zu einer Familie. Jede Meridian-
ebene teilt jeden Parallelkreis und daher die Fliche in zwei sym-
metrische Hailften.

Ist die Erzeugende eine mit der Axe parallele oder eine sie
im Endlichen schneidende Gerade, so entsteht der Umdrehungs- oder
gerade Kreiscylinder, bezw. der Umdrehungs- oder gerade Kreiskegel.
Dreht sich ein Kreis um einen seiner Durchmesser, -so beschreibt
er die Kugel.

6. Die Tangente ¢ einer auf einer krummen Fliche liegenden
Kurve % in deren Punkte P heilt

Fig. 4. auch eine Tangente der Fliche in P.

: Z Jede Ebene, welche man durch die Ge-
K\ P z rade t legt, die eine Kurve k einer

F stetigen Fliiche in deren Punkte P be-
%‘ vidhrt, schneidet die Fliche in einer
g x Kurve 1, welche ebenfalls von & in P

beriihrt wird. Denn dreht man diese
Ebene um P aus ihrer Lage heraus, so daB sie noch durch den
Punkt @ der % geht, und schneidet sie dann die Fliche in der
(durch P und @ gehenden) Kurve /,, deren Tangente in P die ¢
gei, und dreht man dann die Ebene wieder in ihre erste Lage zu-
riick, wobei @ und /, in P und ! einriicken, so sind bei unendlich
kleinem P@Q der Winkel der ¢ mit der Sehne P¢Q der %, ferner




I, 6 —7. Die krummen Flachen; ibre Berilhrungsebenen und Normalen. 5

der Sehne P@ der !, mit der ¢, und endlich wegen der Stetigkeit
der Fliche, der Winkel der Tangente £, der I, mit der Tangente der
! in P unendlich klein, also ist auch der Winkel zwischen ¢ und
der Tangente der ! in P unendlich klein, d. h. beide fallen zu-
sammen (I, 192).

7. Legt man auf einer Fliche durch einen Punkt P verschiedene
Kurven, so liegen die Tangenten derselben in dem gemeinsamen Punkie
P im allgemeinen in ein und derselben Ebene, die damn die Beriih-
rungs- oder Tamgentialebene der Fliche in P heifit.

Seien %, I, m drei solche Kurven, ¢, », v bezw. ihre Tangenten Fig.5.
in P, von denen keine zwei znsammenfallen. Nun ersetze man eine
der Kurven, etwa %, durch die Schnitt-
linien der Fliche mit einer durch ihre Fig. 5.
Tangente ¢ gelegten Ebene, so wird
diese nach der vor. Nr. ebenfalls von
¢t in P bertihrt, und man kann die neue
Linie k als eine Lage einer Erzeugen-
genden der Fliche ansehen, indem man
als Erzeugende die Schnittlinien einer
sich stetig bewegenden Ebene mit der
Fliche annimmt. Eine benachbarte Er-
zeugende %, gehe durch die benachbarten Punkte L und M der !
bezw. m, so da PL, PM und dann auch LM stets unendlich klein
von der ersten Ordnung oder 0! sind, weil das Dreieck PLM
endliche Winkel besitzt. Dagegen sind die Abstinde (L %), (Mv)
des L von % und des M von v im allgemeinen = 0% (I, 236 (7)),
wenn nicht von einer noch hdheren Ordnung, und daher ist die
Neigung der Sehne L M gegen die Ebene uv = [(Lu) — (Mv)]: LM,
und im allgemeinen = 0%:0'= 0!, wenn nicht von noch héherer
Ordoung. Ist ferner ¢, die Tangente der %, in L, so ist auch der
Winkel der LM mit ¢, im allgemeinen = 0%, und ebenso derjenige
von ¢ mit ¢, so lange ¢ die Grenze von ? bildet. Dann ist auch
die Neigung der ¢ gegen die Ebene uv = 0, wenn nicht von einer
* noch héheren Ordnung, oder es liegt ¢ in der Ebene uv, w. z. b. w.

Es bildet aber ¢ nicht immer die Grenze von #,, niamlich dann
nicht, wenn in P unendlich viele Tangenten an % moglich sind,
wenn also P ein Doppelpunkt, oder eine Spitze oder ein isolirter
Punkt von & ist (I, 194). Die %, geht in diesem Falle, z. B. bei
der Spitze eines Kegels, in % tiber, wie sich eine Hyperbel (%,)
bei Anniherung in ihre Asymptoten (%) hereinschmiegt, oder wie
eine geschlossene Kurve (k,) zu einem Punkte (¥ = P) zusammen-
schrumpft. Alle durch P gehenden Gerade, welche in der Schmie-
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gungsebene der % in P liegen, sind dann Tangenten der k¥ und der

«Fliche. In diesem Falle hat ¢, wegen der Stetigkeit der Fliche
eine jener unendlich vielen Tangenten zur Grenze, die aber im all-
gemeinen nicht jene gegebene ¢, insbesondere nicht die ausgezeich-
nete oder eine der beiden ausgezeichneten ist. Daher ist im Falle
des Doppelpunktes oder der Spitze im allgemeinen ¢ nicht die Grenze
von LM, liegt also mit » und v nicht in einer Ebene. — Dieser
Fall kommt bei der schon erwihnten Kegelspitze oder bei Punkten
derselben Art vor, wie solche z. B. bei Umdrehungsflichen in dem
Punkte des nicht rechtwinkligen Schnittes der Axe mit der sich
drehenden Erzeugenden entstehen, und sodann in den Punkten eines
Selbstschnittes oder einer Doppelkurve einer Fliche. Die durch P
gehenden Ebenen schneiden dann die Fliche in Kurven mit Doppel-
punkten, oder im ersteren Falle auch in einem isolirten Punkte. Alle
durch P gehende Gerade sind dann Tangenten der Fliche; alle aus-
gezeichnete Tangenten jener Doppelkurven bilden im ersten Fall einen
Kegel, im zweiten zwei Ebenen, welche ausgezeichnete beriihrende
Flichen sind.

In einem gewihnlichen Punkte P der Fliche bestimmt man daher
thre Beriihrungsebene durch die nicht zusammenfallenden Tangenten
zweier durch P gehenden Kurven der Fliche in P.

Die Berithrungsebene in P hat mit der Fliche ein F'lichen-
element gemein, welches die Elemente aller durch P gehenden Kur-
ven der Fliche bei P enthilt. Man kann daher die Fliche als ein
Vielflach mit unendlich vielen Seiten betrachten, nimlich als Grenz-
gestalt eines der Fliche ein- oder umschriebenen Vielflachs, von dessen
Fliachen die GroBen stets abnehmen, und sich der Grenze Null nihern.

- 8. Die senkrecht sur Berihrungsebene einer Fliche durch deren
Beriibrungspunkt gelegte Gerade heifdt eine Normale der Fliche, jener
Beriihrungspunkt thr FufPpunkt P. Sie wird bestimmt als Normale
zur Berithrungsebene oder als Schnittlinie der Normalebenen zweier
durch P gelegten Kurven der Fliche in P.

9. Der erwibnte Umrif3 einer Fliche wird fiir irgend eine
Stelle des Auges, entsprechend wie bei Vielflachen, durch die aus
dem Auge an die Fliche gezogenen Tangenten bestimmt, die man
als Tangenten an die Schnittkurven der Fliche mit den durch das
Auge gelegten Ebenen erhilt. Sie bilden einen aus dem Auge an
die Fliche gelegten berithrenden Kegel, die Beriihrungspunkte bil-
den den wahren Umrif3 und der Schuitt des Kegels mit der Pro-
jektionsebene den scheinbaren Umrifs. Bei Parallelprojektion geht
der Kegel in einen Cylinder itber. Ein Punkt der Fliche gehort
dem UmriB an, wenn die Berithrungsebene in ihm durch das Auge
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geht, also bei senkrechter Projektion senkrecht auf der Projektions-
ebene steht. _

10. Eine Beriihrungsebene des Cylinders oder des Kegels bersihrt
denselben in jedem Punkle der durch den Beriihrungspunkt gehenden
Erzeugenden, d. i. entlang derselben. Legt man durch den Beriih-
rungspunkt P die Erzeugende ¢ oder PP, und eine Kurve %, so be- Fig.¢.
stimmen die Tangenten dieser
Linien in P, d. i. ¢ selbst und ’ Fig. 6.

PT die Berithrungsebene. Legt
man nun durch einen andern
Punkt P, der ¢ eine Kurve &,
auf der Fliche, so soll jene
Berithrungsebene auch deren
Tangente P, 7| enthalten. Und
wirklich, fithrt man durch e
und den Punkt @ der % eine
Ebene, so enthilt diese auch
die durch @ gehende Erzeu-
gende QQ,, welche die %, in @, treffe, und ebenso die Sehnen P@Q
und P,Q, von k¥ und k. LiBt man nun ¢ nach P riicken, so
werden zugleich die Bogen PQ und P, @, unendlich klein, daher
auch die Winkel 7PQ und T, P, @,. Da also die Tangente P, 7,
einen unendlich kleinen Winkel mit der Sehne P, @, und daher
anch mit der schneidenden Ebene PP, @, @, diese aber einen un-
endlich kleinen mit der Berithrungsebene T'PP, bildet, so ist auch
derjenige von P, 7, mit dieser Berithrungsebene unendlich klein, oder
die Tangente P, T, fallt in diese Berilhrungsebene, w. z. b. w.

Daraus folgt auch, daB die Spwr ecines Cylinders oder eines
Kegels von der Spur der Berithrungsebene in der Spur der Beriih-
rungserzeugenden berithrt wird.

11. Die Berithrungsebene einer Umdrehungsfliche in einem rig. 7.
Punkte P derselben ist bestimmt durch die Tangenten PT und PS
bezw. des durch P gehenden Parallelkreises und .
Meridianes. Da die Tangente PT des Parallel- Fig. 7.
kreises senkrecht auf dessen Halbmesser PM und .
auf der Umdrehungsaxe a, also auf der Ebene Pa
steht, so steht auch die Beriihrungsebene einer Um-
drehungsfliiche senkrecht auf der Meridiancbene des
Beriihrungspunkies.

Die Parallelkreistangenten in allen Punkten eines
Meridians bilden einen auf dessen Ebene senk-
rechten, die Umdrehungsfliche entlang des Meri-
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dians berithrenden Cylinder. Denn die Umdrehungsfliche und der
Cylinder haben in P die Beriihrungsebene T'PS gemein.

Die Meridiantangenten in allen Punkten eines Parallelkreises
PP, schneiden die Axe a in demselben Punkte S, weil sie bei der
Drehung eines Meridians um a in einander iibergehen; sie bilden
einen Umdrehungskegel mit der Axe a, der die Fliche entlang des
Parallelkreises bertihrt. .

Eine Flichennormale PN schneidet die Axe; denn sie liegt in
der Meridianebene des Berithrungspunktes, da diese auf PT senk-
recht steht. Die Flichennormalen in allen Punkten eines Parallel-
kreises PP, ... gehen durch denselben Punkt N der Axe @ und bil-
den einen Umdrehungskegel mit a als Axe. '

Eine durch einen Parallelkreis aus der Spitze N des zugehori-
gen Normalenkegels als Mittelpunkt gelegte Kugel beriibrt die Fliche
entlang jenes Kreises.

Eine Umdrehungsfliche ist eine einhiillende Fliche von den be-
trachteten Cylindern, Kegeln und Kugeln, weil sie jede Lage der-
selben, und zwar entlang eines Meridians bezw. eines Parallel-
kreises, beriihrt.

ILI.. Der Cylinder und Kegel, und ihre Beriihrungsebenen.

12, Aufyg. Einen durth seine in P, liegende Leitlinie k, und
seine Richtlinie r gegebenen Cylinder darsustellen. ’

Fig. 8, Aufl. k, ist zugleich die erste Spur des Cylinders; die zweite
k; findet man durch die zweiten Spuren P, der durch Punkte P,
der k, parallel zu r gezogenen Erzeugenden.

Die Umrisse der ersten Projektion sind die parallel zu r’ an k,
gezogenen Tangenten, die wahren Umrisse die durch sie dargestellten
Erzeugenden, wie 4, 4,, entlang deren die Beriihrungsebenen erste
projicirende Ebenen sind (10). In den zweiten Spuren dieser wahren
Umrisse sind daher die Tangenten der %, senkrecht auf der Pro-
jektionsaxe x. Die zweiten Umrisse erhélt man durch die auf z
senkrechten Tangenten der k;; die Erzeugenden der Berthrungs-
punkte sind die zweiten wahren Umrisse, wie B, B,, ihre zweiten
Projektionen die zweiten scheinbaren Umrisse, welche die %, be-
rithren.

Hichste und tiefste Punkte der ky, wie C;”, in denen die Tan-
genten || # sind, erhélt man durch Erzeugende aus Punkten von %,
in denen die Tangenten von %, ebenfalls | z sind, so aus C;,. Denn
die Bertihrungsebenen nach solchen Erzeugenden miissen parallel
zu z sein. %, und %, sind Parallelprojektionen von einander, daher,
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vor und nach dem Umlegen der Projektionsebenen in einander, per-
spektiv-affin mit 2 als Axe und P, P,” als Strahl. Ist k, ein Kreis,
[ ]

Fig. 8.

so ist % eine Ellipse, von welcher konjugirte Durchmesser aus
solchen des Kreises erhalten werden, wie z. B. diejenigen mit den
Endpunkten B; und C;, und deren Axen M;D,, M;E, nach den-
jenigen Punkten D, E von z laufen, durch welche der Kreis geht,
der aus einem Punkte der z als Mittelpunkt durch die Mittelpunkte
M, und M, der %k, bezw. k, gezogen wird (I, 377, 1)).

Man bemerkt, daB bei dem Kreiscylinder in jeder Projektion dxe
eine Hilfte der Spur und der Erzeugenden des Cylinders verdeckt ist.-

18. Aufy. An einen gegebenen Cylinder in einem durch die eine
Projektion gegebenen Punkte desselben die Beriihrungsebene zu legen.

Aufl. Sei der Cylinder derjenige der vorigen Nr., P’ die ge- ¥ig.s.
gebene erste Projektion des Berithrungspunktes, so legt man durch
P’ die erste Projektion der Erzeugenden, welche die %, in P, und
P* trifft, zeichne die zweiten Projektionen der durch diese Punkte
gehenden Erzeugenden, deren zweite Spuren P, und P;* seien, und
bestimme auf ihnen die zweiten Projektionen P” und P*” des Be-
rihrungspunktes, Die Bertthrungsebenen in jedem dieser Punkte
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haben zu ersten Spuren bezw. die Tangenten ¢ und #* an & in

P/ und P*, so dals die zweiten Spuren ¢, und £* durch Punkte

auf z und durch P,”, bez. P,*"” bestimmt sind. Ist der Punkt auf z

nicht erreichbar, wie bei ¢, so mufs man noch einen zweiten Punkt

von f,, etwa vermittelst einer durch P gezogenen Parallelen zu ¢,
bestimmen. .

Die Schnittlinie s der beiden Berithrungsebenen ergibt sich [ r.

14. Aufy. Einen durch die beiden Projektionen seiner Leitlinie |

und seiner Richilinie r gegebenen Cylinder dareustellen und an thn

durch einen amferhald gegebenen Punkt P eine Beriihrungsebene au

legen.

Fig. 9. Aufl. Durch eine Anzahl von Erzeugenden bestimme man die

beiden Spuren %, und k, des Cylinders; seine scheinbaren Umrisse

. sind die parallel zu ¢’

Fig. o. an !’ und parallel zu »”

an !” gezogenen Tan-

genten. Da I” eine

Spitze hat, so geht

durch diese ein schein-

barer UmriB. Die Be-

i rilhrungspunkte  der

i Tangenten werden nach

| I, 198 f. gefunden, und

4
e
.

———— e e

s,

dadurch die Spuren der
wahren Umrisse be-
stimmt. — Die durch
P gehende Berithrungs-
ebene, weil sie eine Er-
zeugende enthilt, nach
welcher sie berithrt, ent-
hilt auch die durch P parallel zu » gezogene Gerade, deren Spuren
P, und P, sind. Die aus P,” an k, und die aus P,” an k, gezogenen
- Tangenten ¢,, ,*, ¢** bezw. &, £,* ¢,** sind die Spuren der Beriih-
rungsebenen und miissen sich paarweise auf z treffen. Die Be-
rithrungspunkte der %, und die der %, miissen paarweise auf einer
Bertihrungserzeugenden liegen.

Ist P eine Lichtquelle, so sind die Beriihrungserzeugenden die
Eigenschattengrenzen und die ersten und zweiten Spuren der Be-
riibrungsebenen die Schlagschattengrenzen auf P, und P,.

16. Aufy. An einen Cylinder, dessen Richtlinic r und dessen ebene
Leitlinie | gegeben sind, letetere durch die Spuren e,, e, threr Ebene B
und durch ihre erste Projektion U', sollen parallel su einer gegebenen

,1‘”"
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Geraden g die Beriihrungsebenen gelegt, und es sollen seine Umrisse
gezeichnet werden.

Aufi. Die Berithrungsebene muB mit g und r, also mit der Fig. 10.
Ebene F parallel sein, welche durch die sich schneidenden g und 7 (oder
durch Parallele zu ihnen) bestimmt wird, deren erste Spur f, ist,

Fig. 10.

und deren zweite mit f; parallel linft. B und eine zu F parallele
Ebene schneiden sich in der Geraden A (b, A”), und mit dieser
parallel hat man nur Tangenten an ! vermittelst der ersten Pro-
jektion zu ziehen, so bestimmen diese durch ihre auf ¢, und ¢
liegenden Spuren, wie T} und T, die mit f; und f; parallelen Spuren
der Bertthrungsebenen, wie ¢, und .

Die Umrisse in der ersten Projektion erhilt man als Tangenten
an I’ parallel zu ', diejenigen in der zweiten Projektion nach der eben
gelosten Aufgabe, indem man an den Cylinder beriihrende Ebenen
parallel zur zweiten projicirenden Ebene von r legt. Eine solche
Ebene schneidet die B nach der Geraden ¢ und die parallel zu ¢’
an !’ gezogenen Tangenten bestimmen durch ihre Berithrungspunkte,

'/ 1y Els*'m
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wie (K', K”), die Erzeugenden, deren zweite Projektionen, wie k",
den zweiten Umri3 bilden. Die zweite Projektion I der ! kann
leicht als affine Figur zu I’ gezeichnet werden, wobei die Affinitiits-
strahlen senkrecht zu z laufen und E H die Affinititsaxe bildet,
wenn H der Schnittpunkt von %’ und A” (I, 140). Ist I’ eine

. Ellipse, so ist auch !” eine solche, und wird dann leicht durch zwei

Fig. 11.

konjugirte Durchmesser, oder durch die Axen, die man aus ihnen
bestimmt, gezeichnet. '

16. Aufg. Finen durch seine in P, liegende Leitlinie k, und seine
Spitze S gegebenen Kegel darzustellen.

Aufl. Die Leitlinie k, ist zugleich die erste Spur des Kegels,
die zweite k, findet man mittelst Erzeugender P,SP,. Die ersten
scheinbaren Umrisse sind die
aus S° an %k, gezogenen Tan-
genten wie S'A4,’; die zuge-
horigen wahren Umrisse liefern
Punkte von %,, wie 4,”, in
denen die Tangenten | =z
stehen. Die zweiten scheinbaren
Umrisse werden vermittelst der
an %k, senkrecht zu z gezoge-
nen Tangenten erhalten; sie
sind die zweiten Projektio-
nen der Erzeugenden, wie
B,” 8" B,", welche von den
Berithrungspunkten, wie B,,
jener Tangenten ausgehen, und
bertihren die %;. Die hichsten
und tiefsten Punkte C; und D, °
der k; erhilt man durch die
zu z parallelen Tangenten an
k,, und durch die Erzeugen-
den aus deren Berfihrungs-
punkten C; und D,. — Man
bemerkt, daB die Erzeugenden in jeder Projektion in der Spitze
ihre Sichtbarkeit wechseln, ausgenommen die Umrisse.

k, und k, sind perspektiv-kollineare Figuren mit S als Mittel-
punkt und mit z als Axe; die durch S’ parallel zu z gezogene
Gerade ' ist die Gegenaxe der P,. Nach Umlegung der P; im P,,
liegt fir %k, und %, der Kollineationsmittelpunkt S auf S'S”,
derart, daB S’S”" = S,8” = dem ersten Abstande des S (I, 306).
S ist niitzlich zur Bestimmung mancher sonst unsicheren Punkte

Fig. 11.
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‘der k,. — Wenn %, ein Kegelschnitt, so ist auch %, ein solcher;
in der Figur sind beide Ellipsen. C, D, ist ein Durchmesser der
kq,- M, ihr Mittelpunkt, der als Projektion von dem leicht zu be-
stimmenden Punkte M, der C, D, zu betrachten ist. Aus der durch
M, parallel zu z gefilhrten Sehne der %, ergibt sich der zu C,D,
konjugirte, mit z parallele Durchmesser der k;. Die Pole dieser
Sehnen von %, und k; liegen bezw. auf der »" der P, und auf der
unendlich fernen " der P,. — Kiirzer erhilt man auch so den zu
C;" D" konjugirten Durchmesser der k,. Man schneidet die 7' mit
C/D, in R,, zieht aus R, die beiden Tangenten an R,, so schnei-
den diese auf z eine Liinge EF gleich dem gesuchten konjugirten
Durchmesser ab. Denn es projicirt sich aus S auf P, der Punkt R,
in den unendlich fernen Punkt R, von C;” Dy", daher die Tangenten
aus R, an %, in die Tangenten aus R, an k,;, und diese gehen bezw.
durch E, F und durch die Endpunkte des gesuchten Durchmessers.

17, Aufg. An einen gegebenen Kegel in einem durch die eine
Projektion gegebenen Punkte desselben die Berihrungsebene zu legen.

Aufl. Sei der Kegel derjenige der vorigen Nr., P’ die gegebene Fig. 11.
erste Projektion des Beriihrungspunktes, so bestimme man, wie in
Nr. 13 fiir den Cylinder, mittelst der durch P gehenden Erzeugenden
und deren Spuren P,, P* auf k, und P,, P* auf k;, die zuge-
horigen zweiten Projektionen P“, P*”. Die Beriihrungsebenen in
beiden Punkten haben dann zu ersten Spuren die Tangenten ¢, ¢*
ank, in P,, P,*, deren Schnittpunkte mit x und P,, P* die zweiten
Spuren {;, &* bestimmen, welche %, berithren miissen. Ist ein
Schnittpunkt auf z unzuginglich, wie der auf ¢, so liefert eine
parallel zu ¢, durch S (oder P, oder einem andern Punkt der SP)
gezogene Gerade einen zweiten Punkt der ¢;,. Die Schnittlinie s
beider Ebenen mufl durch S gehen.

18. Aufg. Von einem geraden Kreiskegel sind die beiden Pro- wig.1s.
Jektionen der Hohenlinie SM und der Halbmesser r des Grundkreises
gegeben; man soll ihn darstellen, aus einem auflerhalb desselben gege-
benen Punkte L die beiden Bertihrungsebenen an thn legen und seinen
Schatten fir L als Lichiquelle bestimmen.

Aufi. Man nehme eine zur ersten projicirenden Ebene der SM
parallele Projektionsebene P, an, lege dieselbe in die durch M
gehende horizontale Ebene um, bestimme S M"™” (M'M"” | 8'M’
A || 8" M’ durch M, h” ||z durch M"”, S'S” L k', Abstand S"'h’
.== Abstand S”A"), so ist die dritte Projektion des halben Grund-
kreises die auf S""M"’ senkrechte M B"” = r, Daraus ergibt sich
vom Grundkreis die erste Projektion als Ellipse mit A'M'C’' L M'S’
und = 2r als groBe und B'M'D’ in §'M’ als kleine Axe, und
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die zweite Projektion als Ellipse mit den konjugirten Durchmessern

"A”"C” (]| ) und B”D” (Abst. B”h” = Abst. B”’k"). Die Umrisse

des Kegels sind die Tangenten aus S° und S” an jene Ellipsen

und man konnte sie wie fiir den Cylinder in Nr. 15 bestimmen.

Einfacher und genauer

geschieht es durch die

o T ~ den Kegel entlang sei-

nes Grundkreises be-

rithrende Kugel, deren

Mittelpunkt N auf der

Axe SMmittelst B N™

1 8" B gefunden

wird, und dessen Halb-

messer = N B” ist.

Zieht man den ersten

und zweiten schein-

baren Umriss dieser

Kugel aus N’, N” mit

N" B" als Halbmesser,

go sind die Umrisse un-

seres die Kugel beriih-

renden Kegels die aus

8" und S” bezw. an

4 ___.-----2%w jene Kreise gezogenen

-7 2 -~ Tangenten und ihre

/ el Berithrungspunkte mit

/ . - dem Kreise sind auch

P die mit den Ellipsen.

Ny — Am genauesten und

! kiirzesten erhdlt man

aber den Aufril des

Kegels in der Weise wie den GrundriB, indem man die Grundellipse

aus ihren Axen verzeichnet (groe Axe | M”S” und = 27, kleine

Axe in M"8” durch eine Umlegung der zweiten projicirenden Ebene
der MS).

Die durch L zu legenden Beriihrungsebenen des Kegels ent-
halten, weil die Berithrungserzeugenden durch die Spitze gehen, die
Gerade LS; diese schneidet in @ (@, @°, @”) die Ebene des Grund-
kreises, und dessen Tangenten aus @ sind in den Berithrungsebenen
enthalten. Dieselben zieht man am kiirzesten als Tangenten aus
Q' und Q" ‘an die elliptischen Projektionen, bestimmt deren Be-
rithrungspunkte E, F' (etwa mittelst konjugirter Sehnen), wodurch

Fig. 12.
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sich die Berilhrungszeugenden SE, SF als Eigenschatiengrenzen er-
geben. Auch konnte man die Umlegung des Grundkreises mit ¢
in eine zu P, parallele Ebene benutzen.

Der Schlagschatten des Grundkreises aus L auf P, ist in unserem
Falle eine Ellipse, die man mittelst der ersten und zweiten Pro-
jektion bestimmt. Der Schatten B, D, des Durchmessers BD ist
wieder ein Durchmesser der Schattenellipse, weil die Endtangenten
zu AC und unter einander parallel sind. Der Mittelpunkt H, von
B, D, ist der Schatten vom Punkte H’, der auf B’D’ durch den
Strahl L' H, erhalten wird; daher ergibt sich in der Schlagschatten-
ellipse der zu B, D, konjugirte Durchmesser, welcher durch H, parallel
zu A'C’ gezogen wird, als Schatten der durch H parallel zu 4°C’
gezogenen Sehne der Grundellipse A’ B’C’ durch Strahlen aus L'.

Die Schatten der Beriihrungsgeraden SE, SF werden durch
die Schatten E,, F, der Berithrungspunkte, und durch die Schatten
der Spitze S, auf P, und S; auf Py bestimmt. Ist, wie in der Figur,
S, nicht zuginglich, so schneidet man die Beriihrungsebenen durch
eine | P, durch S gelegte Ebene in SG, SK, und zieht mit ibnen
die Schlagschatten in P, parallel. Der Schlagschatten geht durch
einen Bruch auf z von P, in P, iiber.

19. Aufg. Einen Kegel, der durch seine Spitee S und a) die
beiden Projektionen seiner umebenen Leitlinie 1, oder b) durch die eine
Projektion seiner cbenen Leitlinie und die Spuren wvon deren Ebene
gegeben ist, darzustellen, und an thn eine z2n einer gegebenen Geraden g
parallele Beriihrungsebene zu legen.

Adufl. Die Darstellung geschieht entsprechend der des Cylin-
ders in Nr. 14 und 15; die Berithrungsebene enthdlt die durch S
parallel zu g gehende Gerade

20. Ubungsaufgaben.

1) Die beiden Spuren eines Umdrehungscylinders, dessen Axe
und Axenabstand der Erzeugenden gegeben sind, und seine Eigen-
und Schlagschattengrenzen auf P, und P; bei gegebener Richtung
der parallelen Lichtstrahlen zu bestimmen.

2) Die zweite Spur eines Kegels zu bestimmen, dessen erste
Spur eine Hyperbel mit einer auf 2 senkrechten Hauptaxe ist, und
dessen Spitze senkrecht iiber dem Hyperbelmittelpunkte liegt und
eine Hohe gleich der ideellen Halbaxe der Hyperbel besitzt.

3) An einen gegebenen a) Cylinder oder b) Kegel eine Be-
rithrungsebene von gegebener erster Neigung zu legen.

4) An einen gegebenen Kegel durch einen auBerhalb desselben
gegebenen Punkt parallel zu einer gegebenen Ebene eine beriihrende
Gerade zu legen.
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ITI. Der Kegel sweiten Grades.

21. Projicirt man einen Kegelschnitt, sowie einen Punkt und
eine Grerade seiner Ebene, die zu ihm gegenseitig Pol und Polare sind,
aus einem Punkte S bezw. durch einen Kegel (zweiten Grades), durch
eine Gerade und durch eine Ebene, so nennt man diese Gerade p
und Ebene P, welche durch die Spitze S des Kegels gehen, gegen-
seitig Polare und Polarebene eu dem Kegel, und es iibertragen sich
die projektiven, insbesondere die harmonischen Eigenschaften 1,
340ff) auf die projicirenden Gebilde. Daher ist in jeder Ebene, die
durch eine aus S gezogene Gerade p gelegt wird, die p von P durch
den Kegel, d. i auch die p von einer Geraden der P durch zwei Er-
zeugende des Kegels, harmonisch getrennt; und reciprok ist in einem
Ebenenbiischel, dessen Axe ein aus S in einer Ebene P gegebener
Strahl bildet, die P von ihrer Polaren p durch den Kegel, d. i. auch
die P von der durch p gehende Ebenen durch zwei Berithrungsebenen
des Kegels, harmonisch getrennt (I, 341, 3)). Insbesondere wird auf
jeder zu der p parallelen Geraden die Strecke zwischen jhren Schnitt-
punkten mit dem Kegel durch die P halbirt; und reciprok hat in
jeder mit der P parallelen Ebene der durch Schnitt mit dem Kegel
entstehende Kegelschnitt den Schnittpunkt mit der p zum Mittel-
punkte.

Man nennt nun jeden Strahl aus S, weil er die Mittelpunkte
paralleler Kegelschnitte der Fliche enthilt, einen Durchmesser, und
jede Ebene aus S, weil sie eine Schaar paralleler Sehnen der Fliche
halbirt, eine Durchmesserebene des Kegels.

Zwei Durchmesser nennt man konjugirt, wenn jeder in der
Polarebene des andern liegt, und zwei Durchmesserebenen, wenn
jede durch die Polare der anderen geht (I, 344). Drei Durchmesser
bilden ein Polardreikant, wenn jeder jedem andern konjugirt ist;
dann ist auch jede seiner Seitenflichen jeder anderen konjugirt
{d, 345).

Einen Kegel n. Ordnung oder . Klasse nennt man einen sol-
chen, der von jeder Ebene bezw. in eine Kurve n. Ordnung oder
n. Klasse geschnitten wird, oder, was dasselbe, der von jeder durch
seine Spitze gelegten Ebene in # reellen oder imaginiren Geraden
geschnitten, bezw. an den durch jede aus seiner Spitze gezogene
Gerade # reelle oder imaginire Beriihrungsebenen gelegt werden
konnen. Ein Kegel zweiter Ordnung ist auch zweiter Klasse und
soll als sweiten Grades bezeichnet werden.

Aus Nr. I, 319 ibertrigt sich:
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Zwei beliebige projektive Ebe-
nenbiischel, deren Axen sich
schneiden, erzeugen einen Kegel
zweiter Ordnung, der alle Schnitt-

17

Zwei beliebige projektive Strah-
lenbiischel, deren Mittelpunkte
zusammenfallen, erzeugen einen
Kegel zweiter Klasse, der von

allen Verbindungsebenen entspre-
chender Strahlen beriihrt wird.

Nennt man in zwei Ebenenbiischeln, deren Axen sich schnei-
den, eine Ebene des einen Biischels derjenigen des andern ent-
sprechend, auf welcher sie senkrecht steht, so sind die Biischel
projektiv und erzeugen daher einen Kegel zweiten Grades. Der-
selbe heiBt orthogonaler Kegel. Wir wollen denselben erst spiter
zugleich mit dem orthogonalen Hyperboloide, von dem er als be-
sonderer Fall angesehen werden kann, niher betrachten.

22. Ein Durchmesser eines Kegels, der senkrecht auf seiner
Polarebene steht, heiBt eine Aze desselben. Es wird sogleich ge-
zeigt werden, dal3 es stets wenigstens eine solche gibt. Gibt es
aber eine, so gibt es noch zwei oder noch unendlich viele. Denn
in der auf der Ausgangsaxe senkrechten Polarebene bilden die kon-
jugirten Durchmesser eine Involution (I, 358), bei welcher entweder
ein Paar oder alle Paare zugeordneter Strahlen auf einander senk-
recht stehen (I, 348) und daher Axen sind, indem die Polarebene
einer jeden durch den konjugirten Durchmesser und die Ausgangs-
axe geht. Im ersten allgemeinen Falle bestehen daher dre: auf ein-
ander senkrechte Axen der Fliche; dieselben bilden ein Polardrei-
kant, und seine Ebenen heilen die Hauptebenen der Fliche. Im
zweiten Falle bilden die Ausgangsaxe und alle auf ihr senkrechten
Durchmesser die unendlich vielen Azen der Fliche. Fithren wir nun
den Beweis fir das Bestehen einer Axe, indem wir sie zu kon-
struiren suchen.

28. Aufg. Die drei Axen eines Kegels zweiten Grades 2u kon-
struiren, der durch einen Kegelschnitt ¢ als Leitlinie und durch seine
Spitze gegeben ist.

Aufl. Sei die Ebene P von ¢ die Projektionsebene, S die senk-
rechte Projektion der Spitze, deren Hohe SH = h gegeben sei.
Die drei Axen, wenn solche bestehen, schneiden die P in Punk-
ten P, @, R, und diese bilden ein Polardreieck in Bezug auf ¢ (21).
Ferner sind die Axen die Kanten eines rechtwinkligen Dreikants,
so daB die Projektion jeder Axe, wie SP, senkrecht auf der Spur
QR der gegentiberstehenden Seitenfliche steht, also S der Hohen-
schnittpunkt des Dreiecks PQR ist. Zeichnet man aus S als Mittel-
punkt mit dem Halbmesser % einen Kreis k;, und betrachtet diesen

als die ideelle Darstellung eines imaginiren Kreises k¥ in Bezug
Wiener, Lehrbuch der darstellenden G . 2

linien entsprechender Ebenen ent-
hilt.

)

Fig. 18,
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auf S und die unendlich ferne Gerade u der P als Mittelpunkt und
Axe der Kollineation (I, 408), so ist PQR auch ein Polardreieck
in Bezug auf k. Denn die QR und die Polare von P zu k; schnei-
den die SP rechtwinklig; und sind dabei die (nicht verzeichneten)

Fig. 13.
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Schnittpunkte bezw. P, und P;, so gilt wegen der Rechtwinkligkeit
des Dreikants SP, - SP = — k% und wegen der Polaritit SP, . SP
=h?, also SP, = — SP,. Daher liegen QR und die Polare von
P zu k; symmetrisch in Bezug auf S, und @R ist die Polare von
P zu k, weil die Polaren von P zu k; und zu % durch S und « har-
monisch getrennt sein mftssen (I, 406, 1)).

Demnach kann PQR als das gemeinschaftliche Polardreieck der
beiden Kegelschnitte ¢ und % bestimmt werden.

Zu dieser Bestimmung wurde in I, 398 fiir zwei reelle Kegelschnitte
k, k, das Verfahren angegeben, wonach man in P eine Gerade g wihlt
und zu ihren Punkten die Polaren bezw. zu k& und zu %, bestimmt;
dieselben bilden zwei zu der Punktreihe g und unter einander pro-
jektive Strahlenbiischel und bestimmen somit einen Kegelschnitt g,,
dessen Punkte zu demen der g zugleich in Bezug auf %, %k, und
alle Kurven des Biischels %% konjugirt sind; dabei bilden die
Punkte auf der Geraden g und ihre konjugirten Punkte auf dem
Kegelschnitte g, projektive Reihen.

Ermittelt man in gleicher Weise den zu einer zweiten Geraden h
in Bezug auf das Biischel k%, konjugirten Kegelschnitt, so ist einer
der vier Schnittpunkte beider Kegelschnitte zu dem Schnittpunkte von
g und % konjugirt, und daher stets reell, die drei iibrigen sind aber
die gesuchten Punkte P, @, R, weil jeder zu je einem Punkte der g
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und der ’ konjugirt, also der Pol ihrer Verbindungsgeraden zu k
und zu %, ist.

Ist nun einer oder sind beide gegebenen Kegelschnitte &, &,
imaginir, so gilt das Verfahren ebenfalls. Denn auch fiir einen
imagindren Kegelschnitt bilden die Polaren der Punkte einer Gera-
den g ein Strahlenbiischel (I, 406, 3)), welches mit der Punktreihe g
projektiv ist, weil es perspektiv liegt mit dem Strahlenbiischel der
Polaren der g zu dem reellen Kegelschnitte, der die ideelle Darstel-
lung des imaginiren bildet, da beide Bilschel durch die Axe und
den Mittelpunkt der Kollineation dieser letzteren Kegelschnitte har-
monisch getrennt sind (I, 406, 1)). Weil aber der erstbezeichnete
jener vier Schnittpunkte der beiden konjugirten Kegelschnitte stets
reell ist, so ist es auch wenigstens einer der Punkte P, @, R, etwa
P, und dann sind es auch, wie gezeigt wurde, die beiden anderen
@, R, wenn nicht alle Punkte einer Geraden QR dem P konjugirt
sind, wo dann P und QR nicht nur Pol und Polare, sondern auch
Mittelpunkt und Axe der Kollineation fiir k¥ und k, bilden.

24. Den oo® Geraden g der Ebene P entsprechen die oo® Kegel-
schnitte, welche durch die drei Punkte P, @, R gehen, und welche
man ein Biischel-Biischel oder ein Netz PQR von Kegelschnitten
nennt. Zwei Punkte bestimmen eine Gerade g, und ihre in Bezug
auf kk, konjugirten zwei Punkte nebst P, @, R den zu g konjugirten
Kegelschnitt g,. Es kommt nun darauf an, die beiden Kegelschnitte,
welche P, @, R durch ihre Schnittpunkte ergeben, moglichst giinstig
fir die Einfachheit der Ausfiihrung zu wihlen.

In I, 398 wurden bei zwei beliebigen Kegelschnitten %, %, als
jene konjugirten Kurven zwei Hyperbeln gewidhlt; es ist aber vor-
teilhafter und moglich, solche Kurven des Netzes PQR zu wihlen,
deren Schnittpunkte nicht durch Verzeichnung dieser Kurven selbst
gefunden werden, sondern vermittelst eines beliebigen, vielleicht schon
zu anderem Zwecke verzeichneten Kegelschnittes und eines Kreises.
Als diesen Kegelschnitt wihlt man die Leitlinie ¢ des Kegels, und als
jene konjugirten Kurven diejenigen beiden Kegelschnitte ¢,, k, des
Netzes PQR, deren eine ¢, mit ¢ #hnlich und &hnlich gelegen, und
deren andere ein Kreis ist, welche also bezw. durch die unendlich
fernen Punkte des ¢ und des Kreises k (sowie des %;) gehen und durch
sie (und durch P, @, R) bestimmt sind. Projicirt man damn ¢, in ¢
aus einem ihrer Ahnlichkeitspunkte, so projicirt sich bei derselben
Projektionsweise der Kreis k, wieder in einen Kreis %;, und dessen
Schnittpunkte mit ¢ projiciren sich wieder rfickwérts auf %, in die
Punkte P, @, R und in einen weiteren vierten Punkt*).

*) Die Bestimmung der‘ Schnittpunkte zweier Kegelschnitte durch irgend
2*
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Der zu einer Geraden g in Bezug auf die Grundkurven ¢, &
konjugirte Kegelschnitt g, kann auch als der Ort der Pole der
Geraden g zu allen Kegelschnitten des Biischels ¢k betrachtet wer-
den. Denn sei A, der Pol der g zu einem Kegelschnitte dieses
Biischels, so liegt der zu A4, in Bezug auf das Biischel c% kon-
jugirte Punkt auf g (I, 397); also ist 4, ein Punkt des zu g kon-
jugirten Kegelschnittes g,. Der zu der unendlich fernen Geraden
u konjugirte Kegelschnitt m enthiillt daher die Pole der « zu den
Kegelschnitten des Bischels ¢k, d. h. ihre Mittelpunkte, und heiBt
deswegen der Mittelpunkiskegelschnitt des Biischels. Sind a und b die
Axen von ¢, so sind diese auch mit zwei konjugirten (auf einander
senkrechten) Durchmessern des imaginiren Kreises % parallel, so
daB ihre unendlich fernen Punkte 4 und B bezw. zu B und 4,
also zu Punkten der % in Bezug auf das Biischel ¢k konjugirt
gind und daher dem Kegelschnitte m angehéren. m ist demnach
‘eine gleichseitige Hyperbel, deren Asymptoten mit ¢ und b parallel
laufen; auflerdem geht m durch die Mittelpunkte M und S der ¢
und k, und durch die noch unbekannten Punkte P, @, R, indem m
dem Netze PQR angehort.

26. Zu der weiteren Entwicklung brauchen wir folgenden
Hilfssatz: ,Ist in einem durch zwei Kegelschnitte ¢ und % bestimm-
ten Kegelschnittbﬁsc}iel ck die Kurve m der Mittelpunktskegel-
schnitt (konjugirt zu der unendlich fernen Geraden u, und ange-
horig dem Kegelschnittnetze des Polardreiecks PQR von ck), und
gind U und V zwei in Bezug auf m konjugirte Punkte einer Ge-
raden g, so bilden deren in Bezug auf das Biischel c¢% konjugirten
Punkte U,, V, die Endpunkte eines Durchmessers des zu g in Be-
‘zug auf ck konjugirten (und dem Netze PQR angehorigen) Kegel-
schnittes g,.“ Denn der involutorischen Punktreihe der U, V auf g

einen festen verzeichneten Kegelschnitt und einen Kreis gibt Kortum in seiner
gekronten Preisachrift ,,Uber geometrische Aufgaben dritten und vierten Gra-
des, 1869, — Zwei Aufldsungen der Aufgabe der Axenbestimmung eines
Kegels zweiten Grades liefert Chasles in seiner ,,Geschichte der Geometrie*,
deutsch von Sohncke, 8. 79. Dieselbe Aufgabe 18st Herr Pelz in ,die Axen-
bestimmung der Kegelflichen zweiten Grades** (Sitzangsber. d. Wiener Akad.
der Wiss. B. 69, Abtlg. 2, 1874, 8. 215) mittelst einer Hilfshyperbel und eines
Kreises. Die oben gegebene Aufl3sung ist ans dem Aufsatze des Herrn Solin
»Uber die Konstruktion der Axen einer Kegelfliche zweiten Grades* (Sitzungs-
ber. d. bdhmischen Ges. d. Wiss. 1885) entnommen. Eine andere Aufl3sung dieser
Aufgabe gibt Herr Pelz, anschliefend an Chasles und Kortum, ebenfalls mit
Hilfe des Leitkegelschnittes des Kegels und eines Kreises in ,,Bemerkung zur
Axenbestimmung der Kegelfiichen zweiten Grades* (Sitzungsber. d. Wiener
Akad. d. Wiss., B. 92, Abtlg. 2, 1885).
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entspricht die damit projektive, also ebenfalls involutorische Punkt-
reihe der U,, ¥V, auf g,; und da die Doppelpunkte der in Bezug
auf m konjugirten Punkte U, ¥V der g die Schnittpunkte von g¢
und m sind, so sind die Doppelpunkte der Reihe der U, ¥, auf
g, die Schnittpunkte des g, und der w, und der Mittelpunkt ihrer
Involution ist der Pol der u zu g, oder der Mittelpunkt des g,; d. h.
durch diesen Mittelpunkt geht jede Gerade U, V,, oder sie ist ein
Durchmesser des g,.

Benutzen wir diesen Satz zur Bestimmung der beiden von M
und S ausgehenden Durchmesser MD und SE der m, und dadurch
ihres Mittelpunktes U, als Schnittpunkt der Durchmesser, indem
wir m als g, und % als g annehmen. Der zu M konjugirte Punkt
in Bezug auf ¢ und & ist der Schnittpunkt der Polaren von M
bezw. zu ¢ und %, d. i. der » und des auf MS senkrechten Durch-
messers des k, also der unendlich ferne Punkt N auch des auf MS
senkrechten Durchmessers MN des ¢. Zu diesem auf » liegenden
Punkte N ist in Bezug auf m derjenige Punkt N’ der u konjugirt,
welcher von ihm durch die Asymptoten von m, also auch durch
die unendlich fernen Punkte 4 und B der ¢ und b harmonisch ge-
trennt ist, welcher also auf dem zu MN in Bezug auf @ und b
symmetrischen Durchmesser M N’ liegt. Der zu N’ in Bezug auf
das Biischel ¢k konjugirte Punkt ist aber der Schnittpunkt der
Polaren von N’ bezw. zu ¢ und zu k, d. i. der zu M N’ konjugirten
Durchmesser MD von ¢ und SD (L MN') von k. Also sind M, D
konjugirt in Bezug auf ck zu den zweien in Bezug auf m zu
einander konjugirten Punkten N, N'; daher ist M D ein Durch-
messer und sein Mittelpunkt U der Mittelpunkt von m. Daraus
ergibt sich ein zweiter Durchmesser SUE von m durch UE = SU.
Doch wollen wir von diesem Durchmesser auch die unmittelbare
Bestimmungsweise angeben, weil wir sie zur weiteren Erirterung,
wenn auch nicht zur weiteren Konstruktion notwendig haben. Zu
S ist in Bezug auf ¢ und % der unendlich ferne Punkt F des zu
MS konjugirten Durchmessers MF des ¢ konjugirt, weil durch F
die Polaren von S zu ¢ und zu k¥ (némlich w) gehen. Der zu F
in Bezug auf m konjugirte Punkt der « ist F', wenn MF" sym-
metrisch mit MF in Bezug auf a ist. Die Polaren von F’ zu ¢ und
k sind bezw. ME und SE, weon ME symmetrisch mit MS in
Bezug auf a (weil MS die Polare von F) und wenn SE | MF'.

Um nun die bezw. durch die unendlich fernen Punkte von ¢
und % gehenden Kurven ¢, (nicht verzeichnet) und %, des Netzes
PQR zu bestimmen, miissen wir zuerst die Geraden ¢, ks ermitteln,
deren konjugirte in Bezug auf ¢k sie sind. Die unendlich fernen
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Punkte uc des ¢, ob reell oder imagindr, sind die Doppelpunkte
der Involution der auf u in Bezug auf ¢ konjugirten Punkte; dieselbe
ist durch zwei Punktepaare, etwa A, B und S’, F' gegeben, wenn
S’ der unendlich ferne Punkt der M'S. Die zu ihnen in Bezug
auf ¢k konjugirten Punkte bilden eine Involution auf m; es sind
dies von 4, B bezw. B, A, von F der Punkt S, von S’ der Schnitt-
punkt der MF mit der aus S auf MS gezogenen Senkrechten
SN. Der Mittelpunkt dieser Involution ist der Schnittpunkt der
B A = u mit der SN, d. i. auch der unendlich ferne Punkt N der
auf M S Senkrechten MN. Die Axe der Involution ist dann der
zu MN in Bezug auf m konjugirte, also mit M N’ parallele Durch-
messer UN’ der m. Seine Schnittpunkte mit m sind den Punkten
uc konjugirt, daher ist UN’ selbst die Gerade ¢;. Da nun auf dieser
Geraden der Mittelpunkt U der m und der unendlich ferne Punkt N*
konjugirt in Bezug auf m sind, so bilden nach dem angegebenen Hilfs-
satze die zu ihnen in Bezug auf ck konjugirten Punkte die Endpunkte
eines Durchmessers des Kegelschnittes ¢,. Zu N’ haben wir aber D
als konjugirt gefunden, und zu U finden wir den konjugirten Punkt
U, als Schnitt seiner Polaren G U, zu cund JU, zu k. G U, ist | M N’
und wird daber durch einen weiteren Punkt G bestimmt. JU, ist
L US und ist bestimmt durch SJ - SU = — h*, UHJ = 90° oder,
wenn U auBlerhalb %;, als Linie JL U, durch den Berithrungspunkt L,
der aus U an %; gezogenen Tangente, und den Durchmesser L,SL
des k;. ¢, ist nun durch seinen Durchmesser D U, bestimmt.

In gleicher Weise erhalten wir E U, als Durchmesser des Kreises
k,. k, geht nimlich durch die unendlich fernen imaginéren Kreis-
punkte, welche auf % durch die Involution der auf einander senk-
rechten Durchmesser des %, oder durch das Punktepaar 4, B und
8, N (SMN = 90°) bestimmt sind. Zu A, B sind in Bezug auf
ck wieder bezw. B, A konjugirt; zu S’ ein (vorhin bezeichneter) Punkt
der MF, zu N der Punkt M, so daB der Mittelpunkt der Involu-
tion der Punkt (B4, MF) oder der unendlich ferne Punkt von MF,
ihre Axe die Polare UF” dieses Punktes zu m ist, so daB, entspre-
chend wie vorhin, UF'=F;. Den Punkten F’ und U sind aber in
Bezug auf ¢k die Punkte F und U, konjugirt, so daB EU, ein Durch-
messer und sein Mittelpunkt K, der Mittelpunkt des Kreises %, ist.

Um nun ¢, in den mit ihm #hnlichen und &hnlich gelegenen
Kegelschnitt ¢ zu projiciren, ziehe man den zu DU, parallelen
Durchmesser DU, des ¢, so bildet der Schnittpunkt O von DD,
und U, U, (und der von DU, U,D,) einen Ahnlichkeitspunkt; dabei
projicirt sich der Halbmesser U, K, des %, in den mit ibm paral-
lelen Halbmesser Uy K des %;, wodurch %, gezeichnet werden kann.
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Die aufler U, bestehenden drei Schnittpunkte P,, ¢,, R, von ¢ und
k; werden dann aus O in die entsprechenden Punkte P @, R des
Kreises k, projicirt, wodurch die Aufgabe gelost ist. Zur Probe
und Verbesserung unsicherer Punkte dient es, da S der Hohen-
schnittpunkt des Dreiecks PQR sein muB, und daBl P, @, R auf der
Hyperbel m liegen, welche durch M, S, D E geht und U4, UB
zu Asymptoten hat.

26. Ubungsaufgaben.

1) Die Axen eines Kegels mit pa.rabolxscher Leitlinie ¢ zu be-
stimmen.

2) Zu untersuchen, wie sich die Auflosung unserer Aufgabe
gestaltet, wenn der durch den Leitkegelschnitt ¢ (kein Kreis) und
seine Spitze bestimmte Kegel ein Umdrehungskegel ist (vergl. 23).

IV. Die Umdrehungsfliche und ihre Beriihrungsebene.

29. Eine Umdrchungsfliche wird am leichtesten dargestellt, wenn
man ihre Axe a senkrecht auf eine Projektionsebene, etwa auf P,,
stellt. Dann sind «wvon den Parallelkreisen die ersten Projektionen
koncentrische Kreise, die zweiten gerade Linien parallel zur Pro-
jektionsaxe z; von den Meridianen sind die ersten Projektionen
Gerade, welche durch die Projektion A’ der a gehen, die zweiten
affine Figuren, deren Affinititsaxe a” und deren Affinitétsstrahlen
parallel zu 2 sind. Den Umri3 der ersten Projektion bilden die
Aquator- und Kehlkreise, den der zweiten Projektion der zu- P,
parallele Meridian, welchen man den Hauptmeridian nennt.

Bei einer schiefen Stellung der Umdrehungsaxe a gegen P, und
P, sind die gleichnamigen Projektionen der Parallelkreise &hnliche
und #hnlich gelegene Ellipsen, deren kleine Axen in die gleichnamige
Projektion der a fallen, die der Meridiane affine Figuren, deren
Affinititsaxen die gleichnamige Projektion der a ist. Bei Aufgaben
tiber Umdrehungsflichen vermeidet man die schiefe Stellung ge-
wohnlich durch Drehung in die senkrechte Stellung, die man nach
der Aufldsung wieder in die erstere zuriickfiihrt.

28. Aufg. Ein Umdrchungsellipsoid entsteht durch Drehung einer
Ellipse 'um eine ihrer Azen. Man soll an ein solches, dessen Aze a
senkrecht auf P, steht, in einem durch eine Projektion P’ gegebenen
Punkte desselben, eine Bervihrungsebene legen.

Aufl. Die Projektionen der Axe a sind 4’, a” (L z), die des g 1.
Hauptmeridians die Gerade m’ (durch 4’ und | z) und die (zu ihm
selbst kongruente) Kurve m”, eine Ellipse, deren eine (groBe) Axe
in a” fillt. Diese Ellipse bildet zugleich den zweiten Umrif3, wih-



Fig. 15.
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rend der erste ein aus A’ mit der halben andern (kleinen) Axe
von m” als Halbmesser gezogener Kreis (ein Aquator) ist.

Um P” aus P’ zu bestimmen, lege man durch P’ einen Parallel-
kreis, welcher m’ in dem Punkte Q' trifft, dessen zweite Projektion
auf m” in Q" oder @*” liegt. Durch
diese Punkte gehen die mit z paral-
lelen zweiten Projektionen jenes Paral-
lelkreises, auf denen dann P” und
P*” aus P’ bestimmt werden. Einem
gegebenen Punkte der zweiten Pro-
jektion wiirden zwei Punkte dessel-
ben Parallelkreises in der ersten Pro-
jektion entsprechen.

Die Beriihrungsebene in P (P’,P”)
enthdlt die mit P, parallele Parallel-
kreistangente PR, deren zweite Spur
sich in R” ergibt, und die Meridian-
tangente. Man drehe den Meridian
aP um a in der Hauptmeridian m,
go dal P nach @ gelangt, ziehe die
Tangente an m in @, welche die a
in 4, die Py in R trifft und S zur
ersten Spur hat. Beim Zuriickdrehen gelangt S nach 7, und die
Meridiantangente nach A PT (kurz 4" I"= A,58”). Von der Beriih-
rungsebene geht dann die erste Spur ¢, || P'R’ durch 7", die zweite
durch R”. Entsprechend findet man die Beriihrungsebene ¢*, £* in
P, P*’. Die Schnittlinie v beider muBl | PR in der Ebene des
Aquators liegen, weil diese eine Symmetrieebene fiir die Flache und
fir beide Beriihrungspunkte ist.

Die Flichennormale PN ergibt sich aus ihrem Schnittpunkte
N mit a, der sich im Hauptmeridiane durch @” N” L @”" A" als
Spitze des Normalenkegels bestimmen la(t.

29. Das einschalige Umdrehungshyperboloid entsteht durch Um-
drehung einer Geraden um eine mit ihr nicht in derselben Ebene
liegende Axe; es sei die Axe a (A4, a”) senkrecht auf P, und BC
eine Lage jener geraden Erzeugenden. Der kiirzeste Abstand der-
selben von @ ist die mit P, parallele, auf B’ C’ senkrechte Strecke
A’ K, deren auf BC liegender FuBpunkt K den Kehlkreis be-
schreibt. Gleichweit von K entfernte Punkte der Erzeugenden, wie
B und C, beschreiben gleiche und gleichweit vom Kehlkreise ent-
fernte Parallelkreise, wodurch sich die Ebene des Kehlkreises als
Symmetrieebene ergibt. Ein solches Paar von Parallelkreisen, von

Fig. 14.
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denen derjenige von C die erste Spur der Fliche bilde, begrenze
deren Zeichnung, welche selbst mit der Erzeugenden sich nach bei-
den Seiten ins Unendliche er-
streckt. Um eine Anzahl von
Erseugenden zu zeichnen, teile
man die beiden Grenzkreise
von B, bezw. von C aus in
dieselbe Anzahl n (= 16) glei-
cher Teile und verbinde die
von B und C in demselben
Sinne um dieselbe Anzahl von
Teilen abstehenden Teilungs-
punkte durch Gerade. Damit
auf der gemeinschaftlichen
ersten Projektion beider Paral-
lelkreise beide Teilungen zu-
sammenfallen, wurden B und
C auf der Erzeugenden so ge-
wihlt, daB X C' A’ B’ eine
ganze (und zugleich eine ge-
rade) Anzahl der Teile 27“

bildet. Diezweiten Projektionen
der Erzeugenden erhilt man durch Ubertragen der Teilungspunkte
der Kreise in deren zweite Projektionen. — Der erste Umrifd ist
der Kehlkreis, der zweite der Hauptmeridian, welcher durch die
Schnittpunkte der Erzeugenden mit der Hauptmeridianebene kon-
struirt werden kann. Er ist die Einhiillende der zweiten Projek- .
tionen der Erzeugenden.

30, Zwei Lagen der geraden Erzeugenden g der Fliche kimnen
sich nicht schneiden, weil jede g mit jedem Parallelkreise nur einen
Punkt gemein hat (5). Alle g bilden eine Schaar oder ein System
von Erzeugenden.

Es gibt moch eine sweite Schaar von geraden Ergeugenden h,
welche die Fldche gans erfiillen, so dafd durch jeden Punkt der Fliche
eine g wnd eine h geht. Denn da die Kehlkreisebene K eine Sym-
metrieebene der Fliche ist, so gibt es zu jeder g eine in Bezug
auf K symmetrische Gerade h, welche ganz in der Fliche liegt.
Zwei solche symmetrische Erzeugende g und % schneiden sich in
einem Punkte des Kehlkreises, und haben gleiche, aber entgegen-
gesetzt gerichtete Neigungen gegen die Umdrehungsaxe a. Auch
die Symmetrie in Bezug auf eine Meridianebene liefert aus den g
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eine neue Schaar von Erzeugenden, welche ebenfalls gleiche Neigung,
wie die g, gegen die @ besitzen, weil dies von jeder einzelnen und
ihrer symmetrischen g gilt. Dieselben fallen mit den Erzeugenden
h zusammen, weil man durch einen Punkt der Fliche nur zwei
Gerade von gleicher Neigung gegen a legen kann, welche ganz in
der Fliche liegen, da man nur zwei solche legen kann, die einen
der Parallelkreise schneiden. Eine Gerade kb erzeugt die Fliche
ebenfalls durch Drehung um a. ‘

Jede Erseugende g der einen Schaar schneidet jede h der anderen,
und zwar in der Meridianebene, in Bezug auf welche beide Gerade
symmetrisch sind, d. i. in derjenigen, welche auf der Verbindungs-
geraden der Schnittpunkte G und H der Erzeugenden mit irgend
einem Parallelkreise senkrecht steht.

Jede erste wnd jede zweite Projektion einer Erseugenden g stellt
noch eine sweite Erzeugende h vor, nimlich diejenige, welche mit der
ersteren bezw. in Bezug auf die Kehlkreis- oder die Hauptmeridian-
ebene symmetrisch ist. In je einer dieser Ebenen, d. i. auch auf
einer UmriBlinie, schneiden sich beide Erzeugende g und A und
wechseln hier die Sichtbarkeit, so daB, wenn man sich die g schwarz,
die h rot denkt und beide darstellt, in der Figur alle schwarz punk-
tirten Erzeugenden statt dessen rot ausgezogen werden miissen. Die
Beriihrungspunkte der Erzeugenden mit den Umrissen liegen mit
anderen Schnittpunkten von je zweien dargestellten Erzeugenden
wegen deren gleichformiger Verteilung auf demselben Parallelkreise,
bezw. auf demselben Meridiane.

31. Durch eine Erzeugende g, der einen Schaar und durch jede
h der anderen Schaar kann je eine Ebene gelegt werden, weil g,
jede h schneidet; aber es schneidet auch jede durch g, gelegte Ebene
B die Fliche in einer h, ndmlich in derjenigen, welche zu g sym-
metrisch ist in Bezug auf die senkrecht zu E gelegte Meridianebene.
Alle durch eine Erzeugende g, und alle durch eine solche g, ge-
legten Ebenen bilden je ein Ebenenbfischel g, und g,, und beide
sind projektiv, wenn man zwei Ebenen derselben sich entsprechen
1iBt, welche durch dieselbe Erzeugende i gehen. Denn die Ebenen-
biischel schneiden die Ebene eines Parallelkreises in zwei Strahlen-

- biischeln, welche in den Schnittpunkten &,, G, von g,, g; mit dem
Kreise ihre Mittelpunkte haben, und deren entsprechende Strahlen
sich in dem Punkte H dieses Kreises treffen, durch welchen eine &
geht, welche also projektiv sind (I, 317). Da diese Ebenenbiischel
durch drei Paare entsprechender Elemente bestimmt sind, so kann
man sagen: Zwei projektive Ebenenbiischel g,, g, bilden durch die Schnitt-
geraden h je zweier entsprechenden Ebenen die eine Schaar der Erzeu-
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genden h eines einschaligen Umdrehungshyperboloids, wenn drei der
Schnittgeraden h einer solchen Fliche angehiren; dann sind die Axen
91, 9; Erzeugende der anderen Schaar derselben Fliche, weil sie alle
h schneiden.

Eine belichige Ebene schneidet die F'liche im allgemeinen in einem
Kegelschnitte, da sie jene Ebenenbiischel in projektiven Strahlen-
bitscheln trifft, deren entsprechende Strahlen sich in Punkten schnei-
den, welche die fragliche Schnittkurve bilden (I, 319). Enthilt die
Ebene eine g oder eine k, so zerfallt der Kegelschnitt in zwei Ge-
rade, eine g und eine A.

Jeder Meridian der Fldche ist eime Hyperbel, derem reelle Axe
ein Durchmesser des Kehlkreises st und deren Asymptoten parallel su
den mit der Meridiancbene parallelen Erzeugenden g und h laufen.
Denn der Kegelschnitt, in welchem die Meridianebene die Fliche
trifft, hat einen Durchmesser des Kehlkreises und die Umdrehungs-
axe zu Symmetrielinien und daher zu Axen, und jene Erzeugende
liefern seine unendlich fernen Punkte. .

Der Mittelpunkt des Kehlkreises ist auch der Mittelpunkt aller
Meridianbyperbeln und damit der F'liche.

32. Aufg. In einem durch seine eine Projektion gegebenen szkte
P cines einschaligen Umdrehungshyperboloides eine Beriihrungsebene an
dasselbe zu legen.

Aufl. Durch die gegebene Projektion lege man die gleichna-
migen Projektionen der durch P gehenden Erzeugenden beider
Scharen als Tangenten an den gleichnamigen UmriB3, also aus P’
an die erste Projektion des Kehlkreises, oder aus P” an die zweite
Projektion des Hauptmeridians. In der Figur sind aus dem gege- rig.1s.
benen P’ die Tangenten an den Kreis gezogen und mit den bei-
den begrenzenden Kreisen bezw. in B’, C' und D', E’ geschnitten.
Denkt man sich nun P oberhalb des Kehlkreises, so gehoren B
und E dem oberen, C und D dem unteren Grenzkreise an, woraus
die zweiten Projektionen B” C”, D" E” folgen, welche P” be-
stimmen. Liegt dagegen P unterhalb des Kehlkreises, so gehoren
B, E dem unteren, C, D dem oberen Grenzkreise an, und B*” C*”,
D*” E*” sind die zweiten Projektionen der Erzeugenden, welche P*”
bestimmen. Im ersteren Fall gehort BC der Schaar der (schwarzen)
Erzeugenden g an, DE dem der (roten) %, im zweiten Falle um-
gekehrt.

Die Bertihrungsebene ergibt sich hier als die Ebene der beiden
durch den Berithrungspunkt gehenden Erzeugenden und enthilt fiir
den in P’ projicirten Beriihrungspunkt die Sehnen CD und BE
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der beiden Grenzkreise. Durch deren Spuren ergeben sich die Be-
rithrungsebenen ¢, #, fir P; t* &,* fir P*. )

Die Asymptote eines Meridians als Parallele der beiden mit seiner
Ebene und untereinander parallelen Erzeugenden beider Schaaren ist
mit diesen parallel, und alle Meridianasymptoten bilden daher einen
Umdrehungskegel, welcher die Axe und den Mittelpunkt mit der
Fliche gemein hat, den sogenannten Asymptotenkegel. Seine erste Spur
ist der aus A’ durch die Mitte B, der Verbindungslinie der ersten
Spuren B’, B*  jener Erzeugenden gezogene Kreis, und seine Be-
rithrungsebene entlang seiner Erzeugenden von B, enthdlt jene
beiden parallelen Erzeugenden des Hyperboloids und beriihrt es daher
in dem gemeinschaftlichen unendlich fernen Punkte derselben.

33. Die Beriihrungsebene des einschaligen Umdrehungshyper-
boloids enthilt die beiden durch den Berithrungspunkt gehenden
Erzeugenden, nach welchen sie die Fliche schneidet. Diese Er-
zeugenden teilen die Fléche in vier Teile nach Art von Scheitel- und
Nebenwinkeln. Die Flichenstiicke der Scheitelwinkel, welche den
Parallelkreis des Beriihrungspunktes enthalten, liegen auf der dem
Flichenmittelpunkte zugewendeten Seite der Ebene, die Flichenstiicke
der anderen Scheitelwinkel, welche die durch den Berithrungspunkt
gehende Meridianhilfte enthalten, auf der abgewendeten Seite. Diese
Eigentiimlichkeit, welche erst spater mit der Kriitmmung der Flichen
naher untersucht werden wird, ftihrt zu folgender Unterscheidung.
Ein Punkt einer Fliche heillt hyperbolisch, wenn die Berithrungs-
ebene in demselben mit der Fliche eine Linie gemein hat, welche
in jenem Punkte einen Doppelpunkt mit zwei getrennten Tangenten
besitzt; er heil3t parabolisch, wenn in ihm der gemeinsamen Linie
eine einzige Tangente zukommt; elliptisch, wenn er ein isolirter ge-
meinsamer Punkt ist. Das einschalige Umdrehungshyperboloid be-
sitzt nur hyperbolische, der Cylinder und Kegel nur parabolische,
das Umdrehungsellipsoid und die Kugel nur elliptische Punkte.

Ein Punkt einer Umdrehungsfliche ist elliptisch, hyperbolisch,
oder parabolisch, je nachdem in ihm die Meridiankurve gegen die
Umdrehungsaxe hobl, erhaben, oder im Wechsel von der einen zur
andern Eigenschaft begriffen ist; der letztere Fall tritt im allge-
meinen ein, wenn die Tangente der Meridiankurve senkrecht auf
der Umdrehungsaxe steht, zugleich aber der Punkt nicht in der
Axe liegt, oder wenn der Punkt ein Wendepunkt ist.

V. Die abwickelbaren Flichen (erster Teil).

34. Man nennt gewohnlich eine krumme Fliche abwickelbar,
entwickelbar oder developpabel, wenn sie ohne Faltung oder Bruch in
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eine Ebene ausgebreitet werden kanm. Wie man aber eine krumme
Linie nicht unmittelbar rektificiren, d. h. ihre Teile in ihrem ur-
sprilnglichen Zusammenhange in einer geraden Linie aneinander-
reihen kann, weil nicht der kleinste Teil derselben gerade ist, so
kann man auch eine krumme Fliche nicht unmittelbar abwickeln,
d. h. ihre Teile in ihrem urspriinglichen Zusammenhange in einer
Ebene aneinander legen, weil nicht der kleinste Teil derselben eben
ist. Wie wir daher eine krumme Linie behufs ihrer Rektifikation
als die Grenzgestalt eines eingeschriebenen oder umschriebenen Viel-
ecks ansehen mufBiten (I, 225), so miissen wir auch die abwickel-
bare krumme Fliche, wenn wir Eigenschaften derselben aus dem
Begriffe der Abwickelbarkeit herleiten wollen, als die Grenzgestalt
eines ohne Faltung oder Bruch abwickelbaren Vielflachs ansehen,
und dieser Grenzgestalt uns annihern, indem wir jede Seitenfliche
gsich der Grenze Null anndhern lassen.

Da nun die gewdhnlichen Vielflache nicht abwickelbar sind, so
milssen wir zur Gewinnung der Abwickelbarkeit ihren Begriff (I, 146)
erweitern. Wir erreichen diesen Zweck, indem wir die Geschlossen-
heit nicht verlangen. Es kénnen aber die Seitenflichen, oder es kann
die Aneinanderreihung ungeschlossen sein. Als geschlossene Seiten-
flichen betrachten wir einfache Vielecke erster Art (I, 138), welche
also wenigstens drei Seiten besitzen; als ungeschlossene solche mit
nur zwei Seiten, welche also ein Paar Scheitelwinkel sind.

Ein Vielflach in erweitertem Sinne nennen wir die Gesamtheit von ge-
schlossenen oder ungeschlossenen ebenen Seitenflichen, welche derart an-
einandergefiigt sind, dafd jede Grensstrecke einer geschlossenen oder jede
Grenzgerade einer ungeschlossenen Seitenfliche zugleich dicjenige einer
sweiten Seitenfliche bildet. Eine solche gemeinschaftliche Seite wird
eine Kante des Vielflachs genannt. Ist eine Kante begrenzt oder
unbegrenzt, so miissen alle Kanten bezw. begrenzt oder unbegrenzt,
und alle Seitenflichen geschlossen oder ungeschlossen sein. Sind
sie unbegrenzt, so fallen auf einer Kante die Scheitel der Winkel
der anstoBenden Seitenflichen im allgemeinen nicht zusammen. Die
zwischen zwei solchen Scheiteln liegenden Stiicke der Kanten bilden
ein unebenes Vieleck, welches man die Riickkehrkante des Vielflachs
nennt. Das Vielflach selbst ist geschlossen oder ungeschlossen, je
nachdem man beim Weiterschreiten von Seitenfliche zu Seitenfliche
notwendig wieder zu einer frither durchschrittenen zuriickkehren
oder nicht zuriickkebren muB.

Wir nennen ein Vielflach abwickelbar, wenn jedes beliebige, durch
einc geschlossene Linie begrenste Stiick desselben, wenn es nur keinen
Teil der Riickkehrkante in seimem Imneren einschliefdt, ohne Faltung
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oder Bruch in eine Ebene ausgebreitet werden kann, wobei wir unter
Faltung die Verdoppelung benachbarter Teile verstehen. Wir wollen
nun untersuchen, ob und unter welchen Umstinden Vielflache mit
geschlossenen und solche mit ungeschlossenen Seitenflichen ab-
wickelbar sind.

356. FEin Vielflach mit geschlossenen Seitenflichen ist abwickelbar,
wenn dic Summe der Kantenwinkel an jeder Ecke gleich vier Rechten
ist; denn dann lassen sich die um diese Ecke liegenden Seitenflichen
ohne Faltung oder Bruch in eine Ebene ausbreiten, und ebenso
alle in den neuen Ecken dieser Flichen anstoBenden weiteren Seiten-
flichen usw. Die Ecken diirfen daher nicht konvex sein, weil bei
diesen die Summe der Kantenwinkel < 4 R ist. Wenn auch beim
Ubergange des Vielflachs mit konvexen Ecken zu einer stetigen
krummen Fliche durch unendliche Verkleinerung der Seitenflichen
das Klaffen an einer Ecke unendlich klein wird, d. h. verschwindet,
so wird es doch bei der Fortsetzung der Fliche in endlichem Ab-
stande von jener Ecke endlich. Es muf demnach bei einem ab-
wickelbaren Vielflach mit geschlossenen Seitenflichen jede Fcke niché

Fig-16. konvez und daher wenigstens vierflichig sein. In Fig. 16 ist ein solches

Fig. 1e.

mit vierflichigen Ecken veranschaulicht, welches man durch drei-
maliges Hin- und Herbiegen eines Blattes Papier in jedesmal gleich
breite Streifen herstellen kann, wenn die Biegungskanten der zwei-
ten und dritten Streifenschaar sich unter gleichen Winkeln gegen
die Kanten der ersten Schaar auf diesen schneiden. Das Vielflach
selbst ist nicht geschlossen. .
" Geometrisch kann dieses Vielflach durch Parallelbewegung einer
regelmiligen Zicksacklinie entlang einer anderen solchen entstehen.
Fig.17. Unter einer regelmaBigen Zickzacklinie oder einem regelmiBigen
Zickzacke soll ein unbegrenzter Vieleckszug verstanden werden,
dessen Ecken auf zwei parallelen Geraden,
den Leitgeraden, liegen, und dessen Seiten
in wechselndem Sinne gleiche Winkel (4 «
und — «) mit diesen Geraden bilden. Legt
man nun zwei regelmiBige, aber beliebig ver-
schiedene Zickzacke bezw. in die zz- und
2y Ebene eines rechtwinkligen Koordinaten-
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systems, O, zyz, derart daB von dem ersten die Mittellinie zwischen
den beiden Leitgeraden in die zAxe, und ein Eckpunkt in die 2Axe
und daB} von der anderen jene Mittellinie in die yAxe, und der
Mittelpunkt einer Seite in den Koordinatenursprung O fillt, und
liBt dann den ersteren Zickzack parallel zu seiner Anfangslage sich
so bewegen, da8 sein Ursprungspunkt den zweiten Zickzack (und
jeder seiner Endpunkte einen damit kongruenten und parallelen) be-
schreibt, so beschreibt die erste Zickzacklinie selbst ein Vielflach,
welches wir Zickeackfliche nemmen wollen, und welches abwickelbar
ist. Denn an jeder seiner Ecken stoBen vier Flichen zusammen,
deren Kantenwinkel y, 9, 9,, 7, eine Summe von vier Rechten haben.
Sind ndmlich « und B die Winkel, welche bezw. die Seiten des
ersten und zweiten Zickzacks mit der zu ihren Leitgeraden bezw.
parallelen und senkrechten zAxe einschlieBen, so bilden an jeder
Ecke des Vielflachs die Parallele zu der

+ zAxe, eine Seite des ersten und je Fig. 18.

eine der zwei hier zusammentreffenden
Seiten des zweiten Zickzacks zwei recht-
winklige Dreikante mit den Seiten e,
B, 7 und «, 180°— B, »,, in denen y
und 9, dem rechten Winkel gegeniiber-
liegen. Daher ist cos y = cos « cos f,
cos y, == cos ¢ cos (180 — f); also
cos y, == — cos y, p, == 180° — y, oder
2y 4+ 2y, = 360°.

Man kann nun die Zickzacklinie und
dadurch auch die Zickzackfliche ver-
mittelst einer Fourierschen Reihe durch
eine Gleichung ausdriicken. Die Gleichung der ersten, nach den
Bezeichnungen in Fig. 17 fir a und b, ist*)

en-1
. 8b & cos—- —= ‘
1] @n+1)°

T 1 3nmzx 1 brx )
- (cos sa T geos5 Fo cos o~ +--in mf.). 1)

Wir wollen die durch das erste, zweite, #* Glied der Reihe dar-
gestellte Kurve die erste, zweite, n* Teilkurve, die durch die Summe
der n ersten Glieder dargestellte Kurve die #* Summenkurve nennen.

*) Vergl. z. B. Riemanns Vorlesungen iiber partielle Differentialgleichun.
gen, herausgegeben von Hattendorff, 1869, S. 52.
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Fig.18. Die Teilkurven sind Cosinuslinien, und die Figur stellt die drei

ersten dar, ebenso die drei ersten Summenkurven, welche die An-
niherung an die Zickzacklinie veranschaulichen. Es ist in der Figur
OA =a, OB =b). Man kann leicht aus Nr. 48 oder aus der
spiteren Bestimmung der Evolute der Cosinuslinie erkennen, daf
die Kriimmungshalbmesser aller Teilkurven in ihren Scheiteln = r
=a®:2b = B, B, sind, und daB derjenige der n** Summenkurve in
ihrem Scheitel = r : n ist, also bei zunehmendem n die Null zur
Grenze hat.

Die Gleichung der zweiten Zickzacklinie mit den entsprechen-
den Bestindigen a’, b erhilt' man unter Beachtung, daB der Ur-
sprung um -} a’ verschoben ist,

+1

® o8 ——— n(y —a’)

8b’ 9
x'—‘}TZ' (2n+1)’ ' @)

[
Die Gleichung der Zickzackfliche, welche durch Parallelverschie-

bung der ersteren entlang der letzteren Kurve entsteht, schreibt
man zweckmiGig in der Form der zwei Gleichungen

2m 41 )
. 8b cos —g — n(x — ;)
T o 7 @m -+ 1)¢
0

8b n(z—2z,) 1 31:(4: x,) 51z(x —x,)
»“,(cos —-W—‘— + 5 ¢co v + 35 © +:--in mf)

2n+41 ’
I S Rl T
T e @n+1)? -
[}
8b° nly—a’) 0gdTW—a) 1 BEY—a) i
= (003 + 9 ¢ sa T8 g T mmf.),

welche Gleichungen man durch Einsetzen des Ausdruckes von z, in
die erste Gleichung in eine einzige vereinigen kénnte.

36. Nach Art dieses abwickelbaren Vielflachs mit geschlossenen
endlichen Seitenflichen kann man auch abwickelbare Flichen mit un-
endlich kleinen cbenen F'lichenelementen bilden. Ich habe die Weier-
strafische Cosinusfunktion*) hierzu verwendbar gefunden; dieselbe wird
durch die unendliche Reihe dargestellt

2= 2" brcosarzm =coszm+bcosarm-+ b2 cosa’zx - in inf, (4)
[1] .

)

*) Mitgeteilt von Herrn Paul Du Bois- Reymond im Journ. f. Math., B. 79,
1874, S. 29 ff.; weiter untersucht von dem Verf. dieses Buches in dems. Journ.
B. 90, 1880, S. 221 f.
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worin a eine ungerade ganze Zahl, grofer als Eins, b eine positive
Bestiindige, kleiner als Eins, und

a>1+ 1
ist. In der Figur, worin @ = 9 und b = 0,64 gewihlt wurden, sind Fig.19.
die zwei ersten Teilkurven dargestellt; dieselben sind Cosinuslinien
und werden mit zunehmendem # steiler, schon ]
wenn ab > 1 ist. Bei den Summenkurven, von Fig. 19.
denen die zweite verzeichnet ist, entspricht
einer auf- oder absteigenden Wellenhilfte einer  z
Teilkurve ein wenigstens in seiner Mitte eben-
falls stets auf- oder absteigendes Linienstiick; -7}
es ist dies durch Erfilllung jener Bedingung

ab>1+4 % 7 erreicht.

Die Teilkurve und dadurch auch die Sum-
menkurve nihert sich mit zunehmendem n der g
Gestalt des geradlinigen Zickzacks, erstere des
regelmiligen, letztere eines nicht regelmaBigen.
Es ist nimlich die trigonometrische Tangente
des Neigungswinkels der Tangente einer Teil-
kurve gegen die zAxe

ds:dz = —a*b*=msina*zx,
wird also, da ab> 1, bei wachsendem %, absolut
.genommen, beliebig groB, so lange jener Sinus
endlich ist, und wird nur endlich, wenn sin a* 2z sehr klein wird, also
a* z sehr wenig von einer ganzen Zahl abweicht. Sei a*z, die benach-

oI

barte ganze Zahl, so muB a* (z — ,) sehr klein, oder (z — z,): ;l;,

d. h. das Verhiltnis der Strecke x — z, zur halben Wellenlénge
1:a" sehr klein sein. Zugleich ndhert sich der Krlimmungshalb-
messer der Teilkurve im Scheitel der Null als Grenze (35), so daB
die Grenzgestalt der Teilkurve der geradlinige Zickzack ist, bei wel-
chem die ganze Biegung in den Punkten der Scheitel vor sich geht.
Die gleiche Eigenschaft tibertrigt sich auf die Summenkurve.
Legt man nun eine zweite solche Kurve in die 2yEbene von

der Gleichung .
= n ‘s 1
z 2‘: b'*cosa'*xm (y — ?), ®)

worin wieder a’d’'>1+4 % z,
und 1iBt die erstere Kurve parallel zu ibhrer Anfangslage sich so
bewegen, daB ihr Ursprungspunkt (Koordmatenanfang) die zweite

Wiener, Lehrbuch der darstellenden G trie. IL.




Fig. 20.
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Kurve beschreibt, so beschreibt die Kurve selbst eine abwickelbare
Fliche mit unendlich kleinen ebenen Elementen. Die Gleichung
derselben, in Form von zwei Gleichungen, ist dann

= S- b™ cos a™ =% (x — 2;,),
0

z, = 2 b’ cosax (y ——;—),
(]

welche Gleichungen man wieder durch Einsetzen des Ausdruckes
von z, in die erste Gleichung in eine einzige vereinigen konnte.
Die Fig. 20 veranschaulicht diejenige Fliche, welche durch die zwei

(©)

Fig. 20.

ersten Teilkurven entsteht; 4, B,C,, 4,, B,, C, ... sind Lagen der
erzeugenden ersten Kurve, By B B, B;, C,CC, C; sind die von deren
Scheiteln beschriebenen mit der zweiten Kurve kongruenten Linien.
Es ist bei den zweien zur Erzeugung einer Fliche verwendeten
Kurven nicht notwendig, daB m und n gleich sind.

Die Grenzgestalt der Fliche, welche durch zwei Teilkurvern bei
unendlichem m und #n entsteht, ist eine abwickelbare Zickzackfliche,
weil die Teilkurven zu Grenzgestalten regelmifBige Zickzacklinien
haben, deren Seiten gleiche unendlich kleine Winkel bezw. mit der
2- und zAxe bilden. Die Summenkurven der Gleichung (5) nihern
sich nicht einem regelméBigen Zickzacke; denn zwei aufeinander fol-
gende Seiten einer jeden bilden mit jenen Axen verschiedene unendlich
kleine Winkel (vergl. Fig. 19), weil sich die Ordinaten einer Teilkurve
auf die geneigten Seiten der vorhergehenden Summenkurve auf-
setzen. Bei der erzeugten Zickzackfliche (Gl. 6) ist daher die Summe
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der Kantenwinkel an einer Ecke um einen unendlich kleinen Winkel
von 360° verschieden, d. h. diese Summe hat 360° zur Grenze. Die
Abweichung addirt sich aber bei einem endlichen Stiicke der Fliiche
nicht zu einem endlichen Klaffen oder Uberdecken, weil die Abwei-
chungen an den beiden Endecken einer Kante der Fliche gleich
und von entgegengesetztem Vorzeichen sind. Die Fliche ist also
abwickelbar.

Es ist hiermit eine nicht geradlinige abwickelbare Fliche mit
unendlich kleinen (geschlossenen) Flichenelementen durch ihr Ent-
stehungsgesetz und ihre Gleichung gegeben, welche vorgestellt, aber
nicht durch Zeichnung oder ein Modell dargestellt werden kann.

37. Betrachten wir jetzt das wichtigere Vielflach mit wicht ge-
schlossenen Seitenflichen oder mit unbegrensten Kanten. Dasselbe ist
stets abwickelbar. Seien die unbegrenzten Geraden e, f, g, A . . . die Fig. 1.

Fig. 21.

aufeinander folgenden Kanten des Vielflachs, wobei sich ¢ und £ in
A, fund g in B, g und % in C... schneiden, und wobei die Seiten-
flichen durch die Paare der Scheitelwinkel ef, fg, gh . . . gebildet
werden, so kann das ganze Vielflach in eine Ebene abgewickelt
werden, etwa in die der ersten Seitenfliche e¢f, indem man alle fol-
genden um f dreht, bis fg in jene Ebene nach fg’ gelangt ist,
dann alle auf fg folgenden, bis gk in dieselbe Ebene nach g’h" ge-
langt ist, u.s, w. Das Vieleck A BC ... ist die Riickkehrkante des
Vielflachs und teilt dasselbe in zwei Aste. Das Vielflach ist ab-
wickelbar, weil es bei jener Ausbreitung in einer Ebene keinen
Bruch und keine Verdoppelung benachbarter Teile in einem Stiicke
des Vielflachs erfihrt, das die Riickkehrkante nicht in seinem Inneren
einschlieBt (34). Die beiderseits der Riickkehrkante liegenden Teile
deér Fliche verdoppeln sich dagegen. Zur Abwickelung ist ein Zer-
schneiden des Vielflachs notwendig, wenn das Vieleck ABC. ..
geschlossen ist.

38. Aus einem abwickelbaren Vielflache mit unbegrenzten
3*
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Kanten 1aBt sich durch bestindige Verkleinerung der Seitenflichen
als Grenzgestalt eine modellirbare abwickelbare krumme Fliche her-
leiten. Nimmt man als das Vieleck ABC ..., von welchem man
ausgehen kann, ein solches an, das in oder um eine unebene Kurve
beschrieben ist, und 1Bt seine Seiten bestindig gegen die Null als
Grenze abnehmen, so sind die Grenzlagen ihrer verlingerten Linien
die Tangenten der Kurve, so daf3 eine abwickelbare Fliche durch die
Gesamtheit der Tangenten einer uncbenen Kurve gebildet wird. Diese
Tangenten heilen die Erzeugenden und die Kurve heiBt die Riick-
kehrkante der Fliche. Sie teilt die Fliche in zwei Aste.

Ist die Riickkehrkante ¢ einer abwickelbaren Fliche gegeben, so
kann man ein Vielflach, aus welchem sie entsteht, und welches wir
ihr anschlieflendes Vielflach nennen wollen, offenbar dadurch erhal-
ten, daB man auf ¢ die Punkte 4, B,C,D ... in Abstinden, dic man
gleich machen kann, auftrigt, und die Sekanten ABP,, BCQ,...
zieht. Diese sind dann die Kanten des Vielflachs, und die Tan-
genten AP, PQ ... der ¢ sind deren Grenzlagen und zugleich
die Erzeugenden der Fliche. Hat man eine Kurve % der Fliche,
welche die genannten Erzeugenden bezw. in P, @ ... schneidet, und
fillt von P, Q... die Senkrechten PP,, @@, bezw. auf 4 B, BC...,
so entsteht auf dem Vielflach ein Vieleck P, Q, ..., welches der

Kurve PQ ... entsprechend oder ihr anschlieflendes Vieleck genannt

werden soll, und welches bei der Abnahme von AB, BC... diese
Kurve zur Grenzgestalt hat. Andererseits entstehen bei der Abwicke-
lung des Vielflachs aus den Vielecken AB ..., P, @, ... ebene Viel-
ecke A’B’ ..., P/Q, ..., welche die verwandelten der ersteren
sind. Zieht man in ihrer Ebene die Senkrechten P, P, Q,/Q’ ...
bezw. zu AP, B’Q,’ ... und macht sie bezw. gleich P, P, @, Q.. .,
so bilden die Punkte P’,Q" ... ein Vieleck, dessen Grenzgestalt eine
Kurve &’ ist, welche die Verwandelte von k heilt und auch mit der
Grenzgestalt des Vielecks P, @," ... zusammenfillt.

Ebenso wie man ein abwickelbares Vielflach mit unbegrenzten
Kanten als das einhiillende Vielflach der anfeinander folgenden Lagen
einer Ebene ansehen kann, welche sich um wechselnde Gerade der-
selben dreht, so kann man eine abwickelbare Fliche als dic einhiillende
Fliche einer beweglichen Ebene ansehen, und jede Erzeugende der
Fliche als diejenige Gerade in einer jeden Lage der beweglichen
Ebene, welche die Grenze ihrer Schnittgeraden sowohl mit einer vor-
hergehenden, als mit einer folgenden Lage der Ebene bildet, wenn
diese in die zwischenliegende fragliche Lage hineinriicken.

89. Zur Aufstellung einiger Sitze tiber abwickelbare Flichen
und ihre Abwickelung mfissen wir einige Beziehungen ermitteln, die
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zugleich zwischen Linien auf der abwickelbaren Fliche und dem
anschlieSenden Vielflach und zwischen den Verwandelten von beiden
gelten.

Indem wir AB = B(C == ..., und alle unendlich klein machen rig. 33.
und beachten, daf sie in Vergleich mit anderen solchen vorkommenden
GroBen von der ersten Ordnung .

(0") sind, sind auch die Winkel Fig. 22.

PAP, QBQ,...=0' und
die Unterschiede zweier solchen
aufeinander folgenden Winkel
== 0? (I, 235). Daher ist PP,
= 0! und @@, = 0'; und da
noch AP — B@Q =0, so ist
PP, —QQ, = 0. AuBerdem
ist der Winkel von PP, und @@, = 0!, da sie in den Ebenen
PAB, QBC liegen, deren Winkel 0!, und senkrecht auf den Linien
AP,, BQ, stehen, deren Winkel ebenfalls = 0' ist. Das Viereck
PP, Q,Q weicht daher nur unendlich wenig von einem Parallelo-
gramme ab, insbesondere ist ¥ (PQ, P,@,) = (PP, — QQ,): PQ

= 0?:0'=0', PQ — P,Q, = 0°. — Hieraus folgert man: '

1) Eine abwickelbare Fliche wird in jedem Punkte P einer Er-
zeugenden PA von ein und derselben Ebene beriihrt, namlich von der
Schmiegungsebene der Riickkehrkante @ in deren Beriihrungspunkie A
mit jener Ergeugenden. Denn die Tangente ¢ einer durch P gehen-
den Kurve der Fliche bildet mit der unendlich kleinen Sehne P@Q
der k einen Winkel = 0!, PQ mit P,Q, einen Winkel 0', daher
auch ¢ mit P, Q, einen Winkel 0'; oder es liegt ¢ in der Grenz-
lage der Ebene P, B¢, d. i. in der Schmiegungsebene der ¢ in A.

2) Die Riickkehrkante i ist eine Schneide der Fliche, d. h. eine
Kurve k der Fliche hat in einem Punkte B der ¢ im allgemeinen
eine Spitze. Denn die beiden in BC aneinander stoBenden Seiten-
flichen ABC und BCD des anschlieBenden Vielflachs bilden einen
Winkel 0! und liegen auf derselben Seite von BC, auller wenn B
ein Wendepunkt oder eine Spitze von ¢ ist (I, 259, Fille 3, 4, 5, 6).
Daher gilt dies auch von den Seiten eines auf diesem Vielflache
liegenden Vielecks, wenn nicht die BC selbst eine Seite des Viel-
ecks bildet, in welchem Falle der Winkel zweier aufeinander folgen-
den Seiten des Vielecks im allgemeinen = 180° — 0! ist, jedoch
auch 0! sein kann, Daher hat auch die entsprechende Kurve ¥ im
allgemeinen in einem Punkte B der i eine Spitze; doch ist dies
nicht notwendig, wenn die ¢+ in B ein Riickkehrelement besitzt,
oder wenn % die ¢ in B beriihrt.
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3) Die Riickkehrkante i ist bei jeder Projektion der abwickelbaren
Fliche ein Umrif3 derselben, weil jede Gerade, daher auch eine Pro-
jicirende, welche durch einen Punkt B der ¢ geht, die Fliche in B
berithrt. Denn B ist eine Spitze jeder Kurve der Fliche, worin sie
von einer durch jene Projicirende gelegten Ebene geschnitten wird.
Einzelne Punkte der ¢ mit Riickkehrelementen &ndern diese Eigen-
schaft der Linie ¢ nicht.

4) Ein Stick eimer Erseugenden oder einer Kurve dndert durch
die Abwickelung seine Linge micht. Denn AP, und das ganze recht-
winklige Dreieck AP, P, also auch A P bleiben ungeiindert; ebenso
indert P,Q, seine Linge nicht; und da PQ von P,Q, um 0? ver-
schieden ist, so ist auch ein endliches Stiick einer Kurve ¥ von dem
entsprechenden unverinderlichen Stticke des anschlieBenden Vielecks
nur um O, d. h. nicht verschieden.

5) Die Tangente ¢t einer Kurve k der Fliche und diejenige t' ihrer
Verwandelten k' in entsprechenden Punkten P und P’ bilden gleiche
Winkel mit der Erceugenden PA, bezw. P’ A’ des Beriihrungspunkies.
Denn der Winkel der ¢ mit P,Q,, sowie der Winkel der PA mit
P, A, sind vor und nach der Abwickelung O

6) Der Winkel zweier benachbarten Erzeugenden AP, BQ dndert
sich durch die Abwickelung nicht. Denn es ist 5T PAP, =0', < QB Q,
== 0!, ihre Differenz = 0% und die Ebenen dieser Winkel bilden
einen Winkel = 0'; daher ist 32 (P4, @ B) — <X P, BQ, = 0% Das-
selbe gilt nach der Abwickelung; und da <C P, B @, ungeiindert tiber-
tragen wird, éndert sich auch < (P4,QB), der = 0! ist, nur um
0%, d. h. er bleibt ungeéindert. — Demnach dndert sich der Kontin-
genzwinkel und die Krimmung der Riickkehrkante ¢ in jedem ihrer
Punkte durch die Abwickelung nicht.

7) Bei dem Kegel wird die Riickkehrkante zu einem Punkte,
der Spitze; in der Abwickelung gehen daher alle Erzeugende durch
diesen Punkt. Bei dem Cylinder fillt derselbe ins Unendliche.

Fie. 25 40. Bestimmen wir die An-
g = a demng, welche die Kriimmung
@ 1; einer beliebigen Kurve auf einer

abwickelbaren Fliche durch die
Abwickelung erleidet,

Seien P, Q, R drei benach-
barte Punkte der % oder ihrerVer-
wandelten %" und sei im Raume
PQ=QR=0'seienP,, Q,,R,
ihre entsprechenden Punkte auf
Kanten des anschlieBenden Viel-
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ecks, so soll gezeigt werden, daB die Winkel PQR und P,Q,R,,
deren Unterschiede von 180° die Kontingenzwinkel und == 0! sind,
nur um O? verschieden sind. Es folgt dies noch nicht daraus, daB
k' die Grenzgestalt der Verwandelten des anschlieBenden Vielecks
ist, weil <C (PQ, P, Q,) und X (¢R, @, R)) = 0" sind.

In Nr. 39 ergab sich, dal PP, Q@,, RR,, sowie die Winkel
zweier solcher Strecken 0!, daB dagegen PP, — Q@,, ¢, — RR,,
PQ — P,Q,, QR — Q,R, alle 0 sind. Zieht man nun in Fig. a)
QQ: # PP, RR, % Q@,, wodurch auch P, @; 3# PQ, ¢, R, it QR
wird, zieht dann in Fig.b) 0Q, OR, 09Q,, OR, bezw. 3% mit P@ (und
P, Q,), QR (und @, R;), P,Q,, @, R, der Fig. a), wodurch auch @@, (b)
# Q0 (2), BB, (b) # R, R, (a) wird, so sind QOR— g, Q,0R,
= ¢, die Kontingenzwinkel von PQR, bezw. P,Q, R,. Zieht man
noch in (b) RR; # @Q@,, wodurch auch @, R, # QR, so ist im
Dreiecke 0QQ,, 0Q =04, Q@, = 0%, 0Q — 09, < QQ,, also = 0,
wenn nicht kleiner, ebenso in ORR;, OR — OR; = 0%, w. n. kl.
In den Dreiecken 0Q@,, ORR, sind 0Q = OR, QQ, # RR,, die
eingeschlossenen Winkel @ und R wegen <C QOR = 0! héchstens
um @ == 0* verschieden; daher ist 0Q, — OR; = @@, - 0" = 0°. Dem-
nach sind in dem Dreiecke O @, R, die Seiten 0@, und OR, (= 0@
<+ 0%) nur um ein 0 verschieden, und bezeichnet man den Winkel
QOR; mit ¢, s0 ist QR = 0Q-9, ¢ B;=0¢,-9'=(0Q+ 0*)¢’,
daher wegen QR = Q, R, auch 0Q.-¢ = (0Q + 0")¢’, ¢ — ¢’
= (0*-¢"): 0Q = 0% Da ferner der Winkel von @, @, und B, K; in
(8) — % B,RR, in (b)= 0%, RR, = 0%, so ist R, R,=0%, % R,0R,
== 03:0' = 0%, Daher ist auch ¥ Q,OR, = ¢, = @'} 0* =¢ + 03,
w. z. b. w.

Da diese Entwickelung fiir die Gestalt vor und fir die nach
der Abwickelung gilt, also in jedem Falle der Kontingenzwinkel einer
Kurve k¥ von dem entsprechenden des anschlieBenden Vielecks nur
um 0% verschieden ist, beide selbst aber 0! betragen, so erleidet der
Kontingenswinkel einer Kurve k der Fliche durch deren Abwickelung
dieselbe Verdnderung, wie sein entsprechender Winkel auf dem an-
schlieflenden Vielflache.

41. Ist nun PQRS ein Vieleck auf dem anschlieBenden Viel- Fig. 2.
flache mit unendlich kleinen Seiten, PQR’S’ seine Abwickelung in
die Ebene der ersten Fliche PQA4, daher RR' 1 PQA, QN die
Verlingerung von 'PQ, so sind NQR, NQR’ die Kontingenzwinkel
@, 9  vor und nach der Abwickelung. Zieht man RN | QN, so
ist auch R'N _L QN, und <C R°" NR= o0 ist der Winkel der Seiten-
fliche PQA mit der Ebene NQR zweier aufeinander folgenden
Seiten PQ, QR, welcher iibereinstimmt mit dem Winkel der Be-
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rilhrungsebene der Fliche und der Schmiegungsebene der Kurve in
@- Nun ist offenbar
9 _r

c=NE _9o __ 1
cos NE 7

wenn 7,7’ die Kriimmungshalbmesser der % bezw. &’ in @ sind.
Die Formel sagt: Das Verhdlinis des Kriimmungshalbmessers r
einer Kurve einer abwickelbaren Fliche in einem ihrer Punkte zum

Fig. 24.

Kriimmungshalbmesser v’ ithrer Verwandelten im entsprechenden Punkte
ist gleich dem Cosinus des Winkels o der Schmiegungsebene der Kurve
und der Beriihrungsebene der Fliche in jenem Punkte.

42, Soll der Kriimmungshalbmesser r’ einer Verwandelien k' un-
endlich grof3 werden, so mull, wenn nicht gerade schon fiir ¥ der
entsprechende r = oo ist, cos 6 = 0, ¢ = 90° werden, oder es muf
die Schmiegqungsebene der urspriinglichen Kurve k in dem enlsprechenden
Punkte senkrecht auf der DBerithrungsebene der abwickelbaren Fliiche
stehen. Dann tritt in %" im allgemeinen ein Wendepunkt ein, in-
dem im allgemeinen drei aufeinander folgende Punkte in eine Ge-
rade fallen. )

Sollen alle Punkte der %’ in eine Gerade fallen, so ist sie, und
auf der abwickelbaren Fliche die entsprechende %, die kiirzeste
Linie zwidchen irgend zweien ihrer Punkte, und hei3t kiirzeste oder
geodditische Linie. Bei eimer solchen steht die Schmiegungsebene in
jedem threr Punkte senkrecht auf der Beriihrungsebene der Fliche. Diese
Eigenschaft besitzt auch die kiirzeste oder geoditische Linie & einer
jeden Fliche; denn legt man entlang derselben die berithrenden
Ebenen der Fliiche, so werden dieselben von einer abwickelbaren
Fliche eingehiillt, welche jene Fliche entlang £ berithrt, und auf
welcher ebenfalls % eine geoditische Linie ist. Die Schmiegungs-
ebenen der % stehen dann auf den gemeinschaftlichen Beriithrungs-
ebenen beider Flichen senkrecht. Ein auf einer glatten Oberfliche
gespannter biegsamer Faden bildet eine geodiitische Linie, weil
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beim Gleichgewicht die Mittelkraft der Spannungen zweier aufein-
ander folgenden Elemente des Fadens senkrecht auf der Fliche stehen
muB, zugleich aber in der Schmiegungsebene der Fadenlinie liegt.

43. AuBer durch ihre Riickkehrkante oder durch Einhillung
einer beweglichen Ebene (38) kann eine abwickelbare Fliche auch
durch Leitlinien | und 1, bestimmt sein. Um durch einen Punkt 4
der ! eine Erzeugende zu ziehen, lege man aus A als Spitze durch
1, einen Kegel, ziehe die Tangente ¢ der I in 4, lege durch ¢ eine
berithrende Ebene an den Kegel, so ist seine Berithrungserzeugende
auch die Erzeugende ¢ der abwickelbaren Fléche, und jeme Beriih-
rungsebene des Kegels auch ihre Ber@hrungsebene, weil sie die
Tangente der 7 in 4 und der !, in deren Schnittpunkte A4, mit e
enthilt. Die abwickelbare Fliche, welche alle diese die ! und I,
zugleich berithrende Ebenen einhiillt, ist aber offenbar die verlangte,
deren Erzeugende die ! und J, schneiden.

Durch A gehen so viele Erzeugende, als Berithrungsebenen .
durch ¢ an jenen Kegel gelegt werden kionnen, als demnach die
Klasse einer ebenen Schnittkurve des Kegels, d. i. einer Projektion
der [,, angibt. Die Leitlinie / ist daher eine ebenso wvielfache Kurve
der Fliche.

Man kann auch eine oder beide Leitlinien durch Leitflichen er-
setzen, die von den Erzeugenden berithrt werden sollen; und die
abwickelbare Fliche kann man in allen diesen Fillen auch als die
Einhiillende einer Ebene ansehen, welche auf zwei Leitlinien, auf
einer Leitlinie und einer Leitfliche oder auf zwei Leitflichen be-
rithrend hinrollt. Die Erzeugenden sind stets die Verbindungsgeraden
der Berithrungspunkte 'derselben Ebene mit den beiden Leitlinien
bezw. Leitflichen.

Liegt eine Leitlinie im Unendlichen, so ‘wird sie durch einen
Kegel gegeben, welcher sie projicirt und der Richtkegel der abwickel-
baren Fliche heilt. Mit jeder Erzeugenden des Richtkegels ist eine
Erzeugende der abwickelbaren Fliche parallel, und in diesen ent-
sprechenden Erzeugenden sind auch die Berithrungsebenen beider
Flichen zu einander parallel.

44. Eine besondere Art von abwickelbaren Flichen bat fiir
die Kurven eine Bedeutung, nimlich ihre Evolutenfliche. Sie ist
die Finhiillende der Normalebenen der Kurve und besitzt die Eigen-
schaft, daB, wenn man auf ihr eine Ebene abrollen liB#, ein Punkt
derselben, nimlich der in ihr liegende Punkt der Kurve, in welchem
sie zu dieser normal steht, die Kurve beschreibt. Denn dreht sich
die Normalebene um die in ihr liegende Erzeugende der abwickel-
baren Fliche, so beschreibt jener Punkt ein auf der Ebene senk-
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rechtes Linienelement, also das Element der Kurve. Zieht man in
einer solchen Normalebene der Kurve durch ihren FuBpunkt alle
Normalen der Kurve, so werden diese Geraden beim Aufwickeln der
Ebene auf die abwickelbare Fliche zu geoddtischen Linien derselben,
deren Tangente stets der noch nicht aufgewickelte Rest der betreffen-
den Normale ist. Alle diese geoditischen Linien sind daher Ewoluten
der Kwrve, deren dieselbe demnach unendlich viele besitzt. Die
Evolutenfliche einer ebenen Kurve ist der Cylinder, welcher die in
der Ebene der Kurve liegende Evolute derselben zum senkrechten
Schnitte hat.

45. Da sich zwei nahe zusammenliegende Erzeugende einer
abwickelbaren Fiiche nicht schneiden, so ist es von Belang, den
Grenzwert des Verhiltnisses des Abstandes dieser Erzeugenden zu

dem Abstande ihrer Bertihrungspunkte auf

Fig. 25. der Riickkehrkante i zu bestimmen. Sei 4

ein Punkt der ¢, und bilden wir die Projek-
tion ¢" der ¢ auf ihre rektificirende Ebene in
A, 8o besitzt ¢’ im allgemeinen einen Wende-
punkt in A’ (I, 260); ziehen wir dann an &’
zwei untereinander parallele in den unendlich
nahe bei 4’ liegenden Punkten B’ und C’ be-
rilhrende Tangenten, so ist der kiirzeste Abstand der Tangenten
der ¢ in fpund C = 8’7", wenn A'S' L B'S’, A’T LC'T. Ist
noch A’B’ = s, ¢ der Winkel der Normalen der ¢’ in 4’
und B, und r der Kriimmungshalbmesser der ¢ in A’, so ist

A8 =1sp, g=sir, A'S'= s*:r (1,236, 5), und da im
Wendepunkt r = 0o = 1:0'. s0 ist filr s =0, 4’8" = 0°, daher
auch S’ 7" = 0° und ST = 0%, d. h. der hiirseste Abstand sweier be-

nachbarten Erseugenden einer abwickelbaren Fliche ist unendlich klein
von der dritten Ordnung.




II. Abschnitt.

Der Schnitt des Cylinders und Kegels mit einer Ebene und
einer Geraden und die Abwickelung der Fldche.

I, Allgemeines Verfahren.

46. Dic Schwittlinie einer krummen Fliche mit einer Ebene wird
erhalten, indem man eine Anzahl von Erzeugenden der Fliche mit
der Ebene schneidet (I, 256), und die Schnittpunkte als Punkte der
Schnittkurve in der Reihenfolge der sie enthaltenden Erzeugenden
durch einen stetigen Zug verbindet. Da eine Fliche durch ver-
schiedene Erzeugende entstehen kann, so wihlt man diejenigen,
deren Projektionen am leichtesten verzeichnet werden konnen, also
womdglich Gerade oder Kreise sind.

Eine vorteilhafte Lage einer schneidenden Ebene ist im allge-
meinen die auf einer P senkrechte, weil dann ihre Projektion eine
Gerade ist, und ihre Schnittpunkte mit den Erzeugenden sich un-
mittelbar ergeben. Man wendet daher bei einer Schnittebene von
allgemeiner Lage hidufig solche auf einer P senkrechte Ebenen als
Hilfsebenen an; man bestimmt die Schnittlinien einer solchen mit
der Fliche und mit der gegebenen Ebene, die Schnittpunkte beider
sind dann Punkte der gesuchten Kurve. Manchmal sind auch andere
Hilfsebenen vorteilhaft, deren Schnittlinien mit der Flache leicht zu
verzeichnende Projektionen besitzen.

Die Tangente an die Schnittkurve in einem gegebenen Punkte
derselben’ wird als die Schnittgerade der schneidenden Ebene mit
der Berithrungsebene der Fliche in jenem Punkte gefunden. Denn
in jeder von beiden Ebenen muf} die Tangente liegen (7).

Die Schnittpunkte einer Geraden mit einer Fliche findet man,
indem man durch die Gerade eine Ebene legt und ihre Schnittlinie
mit der Fliche bestimmt; die Schnittpunkte dieser Linie mit der
Geraden sind die gesuchten Punkte. Die Hilfsebene ist dann vor-
teilhaft, wenn ihre Schnittlinie mit der Fliche sich als eine mog-
lichst einfache Linie projicirt, am besten als Gerade oder Kreis.



Fig. 26a.

Fig. 26b.

11, 47— 48. Ebener Schnitt des Cylinders und Kegels.

II. Ebener Schnitt und Abwickelung des Cylinders.

47. Zwei ebene Schnittkurven eines Cylinders, ihre Parallel-
projektionen auf ein und dieselbe Ebene, und endlich die eine
Schnittkurve und die Umlegung der anderen in die Ebene der er-
steren sind perspektiv-affine Figuren, deren Affinititsaxe die Schnitt-
linie beider Ebenen oder deren Projektion bildet.

Aufy.

Von der Schnitthurve eines auf P, senkrechten Umdrehungs-

cylinders mit einer auf Py senkrechten Ebene B sollen die wahre Gestalt
und die bei der Abwickelung des Cylinders entstehende Verwandelte be-

stimmt werden.

Aufl. Die erste Spur und Projektion des Cylinders sei der
Kreis A'B'C' D', die zweite Spur und Projektion der Ebene E die

' Fig. 26a.

Gerade ¢;, so sind beide Linien
bezw. auch die erste und zweite
Projektion der Schnittkurve. Diese
ist eine Ellipse 4, B C, D, deren
groBe Axe 4,C, mit P, parallel
liuft, deren kleine BD auf Py
senkrecht steht.

Um die wahre Gestalt dieser
Ellipse zu erhalten, drehe man sie
um die zu P, parallele Axe BD
in eine zu P, parallele Ebene.
Ein Dbeliebiger Punkt P, der
Schnittkurve beschreibt bei der
Drehung einen Kreisbogen (P'P,””,
P,"P,7), Die erste Projektion
A" B'P"C,/”D’ der gedrehten
Figur zeigt die wahre Gestalt, die
mit dem Kreise 4" B'C’D’ per-
spektiv-affin ist. Die Tangente
P, T trifft die Drehaxe in 7' und
geht durch die Drehung im Grund-
riB in T'P/” iiber.

Die Brennpunkte F,”" und F,” der wahren Gestalt ergeben
sich aus den Berithrungspunkten der E mit den beiden Kugeln,
welche zugleich den Cylinder nach je einem Kreise und die E be-

rithren.

48. Bei der Abwickelung eines Cylinders werden alle Erzeugende
zu parallelen Geraden (39, 7)), jeder senkrechte Schnitt wird zu einer
auf den Erzeugenden senkrechten Geraden (39, 5)), daher die Ab-
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wickelung unseres durch zwei senkrechte Schnitte begrenzten Cylin-
ders zu einem Rechtecke, dessen Grundlinie gleich dem rektificirten
Grundkreise und dessen Hohe gleich der Linge der Erzeugenden ist.
Der durch den Mittelpunkt der Schnittkurve gelegte senkrechte
Schnitt des Cylinders ist der Kreis ABPCD, seine Verwandelte
die Gerade ABPCD A. Indem man den Cylinder nach der Erzeugen-
den von A aufgeschnitten denkt, erhdlt man die Erzeugenden der
Teilungspunkte durch Einteilung der Rektificirten 44 in vier
gleiche Teile, den Punkt P durch Ubertragen des Bogens BP mit-
telst kleiner Bogenstiicke.

Fig. 26b.

A,

Die Verwandelte der Schnittkurve erhilt man durch Uberiragen
der Stiicke der Erzeugenden zwischen dieser Kurve und dem Kreise
ABPCD, indem man z. B. PP, = P”"P,” macht. Um die Tangente
im Punkte P, zu verzeichnen, beachte man, daB sich ihr Winkel
mit der Erzeugenden PP, durch die Abwickelung nicht &ndert, und
da} derselbe in dem rechtwinkligen Dreiecke P, PT enthalten ist,
welches man vollendet, wenn man PT = P'T’ oder P,T = P, T"
tbertriagt.

Die Tangenten in 4, und C, stehen vor und nach der Abwicke-
lung senkrecht auf den Erzeugenden, die Wendepunkte der Verwan-
delten sind B und D, weil vor der Abwickelung in den ihnen ent-
sprechenden Punkten B und D die Schmiegungsebenen, d.i. die E,
senkrecht auf den Berithrungsebenen des Cylinders stehen (42). Die
Tangente BS wird durch <C ABS = X A" B” A,” = der ersten
Grundneigung & der E bestimmt. Der Kriimmungshalbmesser ' der
Verwandelten in A, (und C,) wird A, A, = A" A; erhalten, wenn
man B”A; 1 e, bis A, auf A" A" zieht. Denn ist a = M' 4’
der Halbmesser des Grundkreises des Cylinders, so sind die Axen
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der Schnittellipse a : cos & und @, und ihr Krimmungshalbmesser in
A, ist r=a’:(a: cos &) = a cos &; da ferner der Winkel der
Schmiegungsebene (E) mit der Bertihrungsebene des Cylinders in
A,, 6 =90° — & ist, so ergibt sich (41)

v =r:cos06=r:8ine&=acote=A"A,.

Fig. 27a.

Zur Verzeichnung der Verwandelten gentigen meistens die Wende-
punkte und Scheitel mit ihren Kriimmungskreisen.

Die Verwandelte der Schnitthurve ist eine Sinoide oder Sinuslinie,
deren unendlich vielen Wellen man durch das unbegrenzte Abrollen
des Cylinders auf einer Ebene erhilt. Nimmt man B als Ursprung
der rechtwinkligen Koordinaten, BC als zAxe, so daB fiir P,

BP =g, PP, =y,
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so ist Z=Bog. B'P’, also X BM'P = -‘;—,
P"P’ =y=DB"P’ . tge=asin %tgs.

Ist T der Schnittpunkt der Tangente in P, mit der zAxe, so ist die

Subtangente = PT = P'T" = a tg %
unabhingig von &, und ferner

tg PTP, =ﬁl% = cos %tgs.

49. Aufg. Die Schwitthurve eines beliebigen Cylinders mit einer
beliebigen Ebene su bestimmen und thre bei der Abwickelung des Cylin-
ders entsichende Verwandelle su konstruiren.

Aufl. Es sei die
in P, liegende Ellipse
A BCD mit dem Mittel-
punkte M die Leitlinie,
BR eine Erzeugende
des Cylinders, ¢, ¢
seien die Spuren der
Schnittebene B. Um die
Schnittpunkte der Er-
zeugenden mit der E 4
und zugleich die fiir die
Abwickelung notwendi-
gen wahren Lingen der
auf den Erzeugenden
abgeschnittenen Stiicke
zu erhalten, lege man
durch dieselben die er-
sten projicirenden Ebe- L
nen, schneide diese mit
E und lege sie dann samt den Erzeugenden und diesen Schnitt-
linien in P, um, wodurch sich die Schnittpunkte beider Linien
ergeben. Verfihrt man so mit der Erzeugenden BR, so gelangt
diese nach B'R"” (R'R"” L B’R’, R'R"" = Abstand des R" von z),
und die Schnittlinie der projicirenden Ebene mit E nach B, U”
(B, Schnitt von B'R’ mit ¢, Q" ein Punkt der ¢;, @' U’ [ || ¢] eine
mit e, Parallele in B, U ihr Schnitt mit jener projicirenden Ebene,
U dessen Umlegung, indem U'U” L B’U’ und = Q’Q”; dabei
sind die Abstinde des R” und Q" von z gleich angenommen). B’ R"™

Fig. 27b.

R
N\
X

\\4

Fig. 27a.
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und By U schneiden sich in B,”, woraus sich die Projektionen
B," und B,” des Schnittpunktes B, der Erzeugenden mit E ergeben.
— Fiir eine andere Erzeugende, z. B. die aus A, zieht man 44,
B’B/" und A4;A,"” | ByB,”. Man kann sich vorerst mit den vier
Punkten 4, B, C, D der Grundellipse begniigen, welche die End-
punkte zweier konjugirten Durchmesser sind, und von denen B und
D auf dem ersten Umrisse liegen. Die vier erhaltenen Punkte A4,
B,, C,, D, sind dann ebenfalls Endpunkte zweier konjugirter Durch-
~ messer der Schnittellipse, in der wahren Gestalt und in den Pro-
jektionen.

Die Kurve A,”B,”"C”D,” ist eine Ellipse als affine Figur
zur Grundellipse mit 4" A,"”" als Strahl und ¢ als Axe, oder als
Parallelprojektion von A, B,C,D, mit den Sehnen der beim Um-
legen jener Hilfsebenen beschriebenen Kreisbogen als parallelen
Projicirenden.

50. Zur Bestimmung der wahren Gestalt der Schnitthurve lege
man E um ¢ in P, um. Die Bahn eines Punktes B,” im GrundriB
ist eine auf ¢, senkrechte Gerade B,” B,’%, und da der Abstand des
B, vom Punkte B; der e¢, ungeiindert bleibt, mache man B,B,’"
== By B,”. Fiir einen andern Punkt 4, mache man 4; 4,77 | B, B,V
und = A4, 4,”. A,7VC,’V und B, D,?" sind konjugirte Durchmesser.

61, Zur Abwickelung einer Fliche ist es stets vorteilhaft eine
Kurve derselben zu besitzen, deren Verwandelte eine bekannte Ge-
stalt hat. Bei dem Cylinder ist dies eine zu den Erzeugenden senk-
rechte Schnittkurve, die zu einer Geraden wird. Wir brauchen von
ihr die wahre Gestalt und die Léngen der von ihr auf den Er-
zeugenden hervorgebrachten Abschnitte, nicht aber die Projektionen.
Die Spuren s,, s, einer senkrechten Schnittebene 8 sind senkrecht
auf den gleichnamigen Projektionen der Erzeugenden, und man
erhiilt ihren Schnittpunkt B, mit einer solchen, wenn man aus dem
Schnittpunkte B, der B'R’ mit s, die Senkrechte B,B,” auf B'R"’
fallt, deren FuBpunkt B;"” ist; die Senkrechte ist nimlich die Um-
legung des Schnittes der ersten projicirenden Ebene von BR mit 8.
Legt man dann 8 um s, in P, um, so gelangt B; nach B,’", wenn
B’B," (L s,) die verlingerte erste Projektion einer Erzeugenden
und B, B,/ = B,B;"". So erhilt man die wahre Gestalt des ellipti-
schen senkrechten Schmittes mit A,7VC,’V und B,V D,V als konjugir-
ten Durchmessern. Auch 4, B;” ... ist eine Ellipse.

62. Um die Abwickelung zu verzeichnen, trage man die Linge
der senkrechten Schnittkurve 4,7 B,V ... sammt ihren konstruir-
ten Punkten mittelst kleiner Bogenstiickchen auf einer Geraden nach

Fig. 27b. A, B, ... auf, ziehe durch alle bezeichneten Punkte die zu dieser
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Geraden senkrechten Erzeugenden, iibertrage auf sie im entsprechen-
den Sinne die wahren Lingen der Erzeugenden zwischen deren senk-
rechtem Schnitte und der Grundellipse bezw. dem schiefen Schnitte,
welche aus deren Umlegung zu entnehmen sind, also B; B =
By" B’, B, B, == B, B,"”, s0 erhilt man die Verwandelte 4B...
der Grundellipse und die 4, B, ... des schiefen Schnittes.

653. Um die Tangenten an alle erhaltenen Kurven in den Punk-
ten F, F, einer beliabigen Erzeugenden zu bestimmen, ziehe man
die Tangente an die Grundellipse in F’ als erste Spur der Beriih-
rungsebene des Cylinders nach der fraglichen Erzeugenden. Diese
treffe s, in V', ¢, in I", so sind V'F,’” und V'F,”, sowie T'F},
TF/, T'F,” und T”F,” die gesuchten Tangenten. Die Tangen-
ten an die Verwandelte in F' und F; bilden mit der Erzeugenden ein
Dreieck FF,T, dessen Seiten F'T = F'T’, F, T = F,’VT" bekannt
sind und zu seiner Verzeichnung in der Abwickelung und dadurch
zur Bestimmung der Tangenten dienen. Auch ist in einem bei Fj
rechtwinkligen Dreiecke Fy V= F,’'V’' und FV = F'V".

b4, Als bemerkenswerte Punkte der Kurven wollen wir zuerst
diejenigen aufsuchen, in denen die Tangente senkrecht auf der Er-
seugenden des Cylinders steht. Fiir die Grundellipse sind dies K und L.
Der Krimmungshalbmesser der Verwandelten in diesen Punkten ist
KK,= K'0", wenn K’'O’ als Krimmungshalbmesser der Grund-
ellipse unter Benutzung der beiden Axen nach I, 392, 3) ermittelt,
und 0™ auf der umgelegten Cylindererzeugenden durch 0’0" L K'0’
bestimmt wurde. Denn es ist r = K'0’, 6 =< 0'K'0", K'0"
=r:co806 =1  (41). Es ist dann auch LL, = KK,. — In dem
Schnitte des Cylinders mit E miissen jene auf den Erzeugenden
senkrechten Tangenten parallel sowohl zu E als zu 8 sein, also
parallel zu ihrer Schnittlinie, oder zu der Schnittlinie PS zweier
Ebenen, die durch einen Punkt P der P, parallel zu B bezw. zu 8
gelegt sind. S’ als Schnittpunkt ihrer ersten Sptren ist die erste,
P” die zweite Spur der Schnittlinie. Die Berithrungsebene des Cy-
linders in den fraglichen Punkten muB nun parallel zu PS und
aullerdem zu PE sein, wenn PE mit den Erzeugenden gleichliuft;
also ist jene Berithrungsebene parallel zu der Ebene PSE, und ihre
erste Spur parallel zu der ersten Spur S'E’ dieser Ebene. Die zu
S’E’ parallel an die Grundellipse gezogenen Tangenten berithren
diese in H',J’, wenn Durchmesser H'M’J" konjugirt zur Richtung
S’E’; es sind dann die Punkte H,, J;, der Verwandelten bestimmt.

Zur Ermittlung der Kriimmungshalbmesser der Verwandelten
H H, = J,J, = r’ bestimmt man zuerst den Krimmungshalb-

messer der Ellipse in H/V = H,V H)'Y = r, und dann den Winkel ¢
Wiener, Lehrbuch der darstellenden Geometrie. II. 4
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der Schmiegungsebene E mit der Berithrungsebene nach I, 105.
Parallel zu diesen Ebenen sind solche schon durch P gelegt, deren
Schnittlinie PS bildet. Die erste Spur einer Winkelebene sei die
zu P’S’ Senkrechte P’3, welche die ersten Spuren jener Ebenen in
1 bezw. 2 trifft; man mache P’'3 = P'P”, zieche 3S’, daran einen
beriihrenden Kreis aus P’, welcher die P’S’ in 4 schneidet; dann
ist 3142=0, und v =1r:cos 6 =46, wenn auf 14 die 45
=r=H"H, 6 auf 24, 30456 = 90°.

Ubungsaufgabe. Man suche die Punkte der Schnittkurve mit B,
in welchen ihre Tangente parallel ist mit einer beliebig gegebenen
Ebene, und diejenigen, in welchen sie einen beliebig gegebenen
Winkel mit der Erzeugenden bildet.

b5. Die Wendepunkte der Verwandelten entstehen aus den-
jenigen Punkten der Schnittkurve, in welchen die Beriihrungsebene
senkrecht auf der Schnittebene steht (42). Fiir die Grundellipse
trifft dies in den Punkten B und D zu. Fir die Schnittkurve mit B
lege man die zu E senkrechten Berithrungsebenen an den Cylinder.
Ihre Stellung wird durch die zu den Erzeugenden Parallele PE und
die zu E senkrechte PN bestimmt; die erste Spur der Ebene dieser
Geraden ist E'N’. Die mit ihr parallelen Beriihrungsebenen be-
rithren die Grundellipse in ' und G', wenn Durchmesser F' M’ G’
konjugirt zur Richtung E’N’. Daraus bestimmen sich die Punkte
F, und @,, welche Wendepunkte der Verwandelten sind. Die Tan-
genten in denselben werden nach dem allgemeinen Verfahren be-
stimmt und sind, wie stets bei Wendepunkten, besonders vorteil-
haft. Die Tangente in B wird durch das rechtwinklige Dreieck
BB, B, =~ B’ By” B, bestimmt.

III. Ebener Schnitt und Abwickelung des Kegels.

56. Zwei ebene Schnittkurven eines Kegels und ihre Projektio-
pnen auf dieselbe Ebene sind perspektiv-kollineare Figuren, deren Kol-
lineationsmittelpunkt und Axe die Spitze des Kegels und die Schnitt-
linie beider Ebenen bezw. deren Projektionen sind. Ebenso sind die
eine Figur und die Umlegung der anderen in ihre Ebene perspektiv-
affin, und haben die Schnittlinie beider Ebenen zur Axe und die
Umlegung der Spitze samt einer durch sie parallel zur umgelegten
Ebene gefithrten Ebene in die feste Ebene zum Kollineationsmittel-
punkte (I, 305).

b%7. Aufg. Die Schnitikurve eines mit seiner Axe senkvecht auf
P, stehenden Umdrehungskegels mit einer auf 8, senkrechten Ebene B,

N
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die wahre Gestalt der Schnitthurve und die Abwickelung des Kegels 2u

Aufl. Je nachdem die B mit keiner, mit einer oder mit zweien
Erzeugenden des Kegels parallel ist, entsteht eine Ellipse, Parabel
oder Hyperbel (I, 329). Die Fille der Ellipse und der Hyperbel
sollen betrachtet werden. '

Weil E | P;, ergeben sich die Schnittpunkte der Kegelerzeu- rig. ssa.
genden mit B unmittelbar in der zweiten Projektion. Die groBe Axe
der Ellipse liegt in dem auf B senkrechten Meridiane (I, 329), also
in dem Hauptmeridiane 4SC, die Scheitel sind 4, und C,. Die auf
P; senkrechte Meridianebene liefert auf den Erzeugenden SB und
SD die Schnittpunkte B, und D,, deren erste Projektionen sich
aber hier nicht unmittelbar aus der zweiten bestimmen lassen. Man
wendet daher den durch B,” gehenden Parallelkreis vom Halbmesser
B,” B, an, dessen erste Projektion die Punkte B,” und D, enthilt.
Die Parallelkreise liefern die dem B,” und D,” benachbarten Punkte
genauer, als die Erzeugenden. Die kleine Axe G,H, der Ellipse
hat den Mittelpunkt G,” von A4,”C,” zur zweiten Projektion, woraus
ihre erste Projektion folgt.

Der Grundkreis & und die erste Projektion s’ des Schnittes
sind perspektiv-kollinear mit S’ als Mittelpunkt und ¢, als Axe der
Kollineation. Demnach haben sie das involutorische Biischel zu-
geordneter Strahlen aus S’ gemein; dasselbe ist aber, wie sich aus
dem Kreise ergibt, rechtwinklig; daker ist S’ ein Brennpunkt der
ersten Projektion s’ der Schwittellipse (1, 388). Der Kriimmungshalb-
messer von s’ im Scheitel 4," der Hauptaxe ist gleich der Ordinate
S’B,’ in ihrem Brennpunkte (I, 250), gleich dem Parallelkreishalb-
messer B,"B; von B,. Daher gilt: Die Projektion einer ebenen
Schnittkurve eines Umdrehungskegels auf eine en dessen Umdrehungsaxe
senkrechte Ebene hat im Scheitel ihrer Hauptaxe einen Kriimmungs-
kreis gleich dem Parallelkreise des Kegels, dessen Mittelpunkt in der
Schnittebene liegt.

Die zu S’ gehérige Leitlinic d’ der s’ ist die Polare des 8 zu s’
und entspricht der Polaren des S’ zu k', d. i. der unendlich fernen
Geraden der P,. Dieser entspricht in E thre Projektion d aus S
auf B, und von letzterer ist d” der GrundriB.

b8. Die wahre Gestalt s’ der Schnittkurve erhdlt man durch
Umlegung der B in P,. Dieselbe ist perspektiv-affin mit s" und
perspektiv-kollinear mit %’; e, ist jedesmal die Kollineationsaxe.
Der Kollineationsmittelpunkt ist im zweiten Falle die Umlegung S"
der Spitze mit der durch sie parallel zu B gelegten Ebene in P,.

Die Brennpunkte F,”" und Fy” der s”’ ergeben sich aus den Be-
4.



Fig. 28b.
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rilbrungspunkten der B mit den beiden dem Kegel eingeschriebenen,
die B berithrenden Ebenen, und die Leitlinien d, und d, aus den
Schnittlinien der B mit den Ebenen der Berithrungskreise jener
Kugeln mit dem Kegel (I, 333).

Fig. 28a.

69. Die Abwickelung des Kegels ist ein Kreisausschnitt SAC A4,
dessen Halbmesser S A4 gleich der Seite (S A") des Kegels und
dessen Bogen ACA gleich dem Umfange des Grundkreises k, der
durch kleine Linienstlickchen iibertragen wird. Der Centriwinkel
o« = ASA des Ausschnitts ist durch

o =54 3600

bestimmt. Bei der wiederholten Abwickelung kehrt eine Erzeugende
in eine ihrer fritheren Lagen zuriick, wenn « und 360, oder S'A4’
und SA unter einander kommensurabel sind, sonst nicht.

Von der Verwandelten des Schnittes s erhalt man einen beliebigen
Punkt wie B,, wenn man bei dem Ubertragen von % den Schnitt-
punkt B der Erzeugenden SB; mit & bezeichnet, die SB zieht und
auf sie die wahre Linge SB, tbertrigt, welche man = S” B; auf
der UmriBerzeugenden zwischen S” und dem Parallelkreise von B,
abgreift.
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Demerkenswerte Punlite sind die Scheitelpunkte A, und C,, deren
Erzeugende SA, und SC, Symmetrielinien der s bilden, und die
Wendepunkte. Letztere entstehen aus den Punkten derjenigen Er-
zeugenden, fiir welche die Berithrungsebenen senkrecht auf der
Schmiegungsebene E stehen, welche also die auf E Senkrechte SE
enthalten. Aus ihrer ersten Spur E’ ziehe man die beiden Tan-
genten an den Grundkreis, welche in J und K beriihren, bestimme

Fig. 28 b.

r

auf den Erzeugenden SJ und SK die Punkte J; und K,, so werden
aus ihnen die Wendepunkte der Verwandelten.

Fallt E’ innerhalb des Grundkreises, so gibt es keine reellen
Wendepunkte, fillt E’ auf den Grundkreis in A4°, so fallen beide
Wendepunkte in 4’ in einander. Mit dem Linienelemente in 4, fallt
dann ein benachbartes auf jeder Seite in eine Gerade, die Tangente
hat drei Elemente mit der Kurve gemein oder beriihrt vierpunktig,
und der Punkt ist ein Flachpunkt (I, 246).

60. Die Tangente an die Schnittkurve in einem Punkte J), als
Schnitt der B mit der Bertihrungsebene des Kegels in J;, hat ihre
erste Spur 7" im Schnittpunkte von e, mit der Tangente des Grund-
kreises in J. Durch 7" geht dann auch die Tangente der wahren
Gestalt in J;”. Die Tangente der Verwandelten in J, erhilt man
durch Ubertragung des Winkels der Tangente mit der Berithrungs-
erzeugenden, oder durch Ubertragung des denselben enthaltenden
bei J rechtwinkligen Dreiecks J,J T, dessen Seiten gleich J,J,
J' T, IT'd,” sind.

61. Der Kriimmungshalbmesser r’ der Verwandelten wird nach
Nr.41 =r:cos 6 bestimmt. Am leichtesten zu bestimmen und am
niitzlichsten sind die »* in den Scheiteln 4, und C,. Fiir die Ellipse
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sind die Kriimmungshalbmesser r = 4, 4, als b*: a zu ermitteln.

Die (spitzen) Winkel ¢ der Schmiegungs- mit der Beriihrungsebene

sind aber in 4, und C, bezw. C,"4,"A"” und 4,”C,"S”. Trigt"

man daher auf 4,”C,” die 4," A4, = C,"C; = r auf, zieht 4,4,

und C,C; senkrecht zu 4,”C,” und schneidet sie bezw. mit 4,” 4",

C,"8” in A,, Cy4, so sind die 7’ bezw, = 4, 4; = 44, C,"C;

= (,C,.

\
1}
\
]
[}
+
1
'
]

Fig. 9a. 62. Der hyperbolische Schnitf. Die beiden Kegeliste werden
von E getroffen und sind daher beide dargestellt; sie seien begrenzt
durch zwei Parallelkreise von etwas verschiedener Grofle, namlich
durch AB in P, und durch 4,B;. Die E schneidet die Ebenen
dieser Kreise in ¢, und ¢;, so daB durch jede dieser Geraden auf
einem der Grenzkreise zwei Punkte der Hyperbel bestimmt werden.
Die Scheitel sind 4, und B,."

Die Asymptoten werden als Tangenten in den unendlich fernen
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Punkten bestimmt. Diese Punkte liegen auf den Erzeugenden SC
und SD, welche in einer durch S parallel zu E gehenden Ebene
erhalten werden; die Berithrungsebene des Kegels in einem jener
Punkte, z. B. in dem auf SC, schneidet die Grenzebenen des Kegels
in den Kreistangenten in C und G;, welche die Spuren ¢, und ¢ in
Punkten (deren einer G ist) treffen, deren Verbindungslinie die mit
CC; parallele Schuittlinie der Berithrungsebene mit E, oder die eine
Asymptote bildet. Die andere liuft mit DD, parallel.

Fig. 29 b,

Mit diesen Punkten und denjenigen J, und K,, welche Wende-
punkte der Verwandelten werden, kann man sich begniigen. Letatere
erhilt man durch die zu E Senkrechte SE,, welche die obere Grenz-
ebene in E; schneidet; die Tangenten aus E; an den oberen Kreis
liefern Berithrungspunkte, deren Erzeugende die Wendepunkte der
Verwandelten enthalten. Die Tangente K, 7' in einem derselben ist
bestimmt. In der Figur fillt zufillig S'K,’ mit S'D’ in dieselbe
Linie. '

S’ ist wieder ein Brennpunkt der ersten Projektion der Hyperbel
und d' die sugehirige Leitlinie.

Die Umlegung der B in P, liefert wieder die wahre Gestalt mit
den Brennpunkten F,, F; und den Leitlinien d,, d;.

Die Abwickelung ist so ausgefithrt, dal diejenige des unteren Fig. son.
Flachenastes SBAB von der des oberen SB;A; B, teilweise zuge-
deckt wird. Die Stiicke AS und SA; einer Erzeugenden bleiben in
einer Geraden ASA;. Weil der Kegel nach BSB; aufgeschnitten
ist, wird die Verwandelte des unteren Hyperbelastes in zwei Teile
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getrennt; die des oberen bleibt unzertrennt. Die Punkte und Tan-
genten werden, wie vorhin bei der Ellipse, iibertragen, wobei die
Asymptoten besonderer Beachtung bediirfen. Man tbertrigt die mit
ihnen parallelen Erzeugenden, so CSC;, zieht die Kreistangenten
in allen vier Endpunkten derselben, gibt allen die gleiche Linge
CG = C'G’ und verbindet die Endpunkte durch Parallele zu den
Erzeugenden, so zu CC,, so sind dies die Asymptoten. Die Kriim-
mungshalbmesser fir die Scheitel findet' man wie vorhin als 4, 4,
= A,"A, uwd B,B,= B/" B,.

63. Aufg. Die Schnitthurve eines schzefen Kreiskegels mit einer
Ebene, deren wahre Gestalt und die Abwickelung des Kegels zu ver-
seichnen.

Indem wir zweckmiaBig zwei parallele Spur- und Projektions-
ebenen anwenden (I, 112), geben wir den Kegel durch seinen in

¥ig.30a. P, liegenden Spurkeis %', durch die Projektion S’ der Spitze und

Fig. 80a.

deren Hohe a tiber P, und die Schnittebene E durch ihre Spur e
in P, und die damit parallele Projektion ¢, ihrer Spur (e,) in einer
parallel zu P, durch S gelegten zweiten Spurebene P,.
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Aufl. Man erhilt einen allgemeinen Punkt P, der Schnittkurve s
und deren Tangente ¢ in demselben, indem man durch die nach
einem Kreispunkte P laufende Erzeugende PS eine Hilfsebene, am
besten die Beriihrungsebene des Kegels legt, deren erste Spur ¢,
den Kreis in P’ berithrt, und deren zweite in der Projektion als
t, durch S’ parallel zu ¢, lduft. Der Schnitt dieser Ebene mit E
ist die Tangente ¢'= T, T, der Kurve s’, wenn T, = e,¢,, T; = e,,;
und der Schnitt der ¢ mit P'S’ ist der gesuchte Punkt P,

Einen Duwrchmesser der s erhilt man, wenn man eine Hilfs-
ebene h h; durch S legt, deren h, ein auf ¢, senkvechter Durch-
messer A"M’C’ von k' ist. Dadurch ergeben sich die Schnittpunkte
A/, C/ der Erzeugenden A’S’,C'S’ mit der Geraden (e, hy, 6h,).
Die Tangenten in 4,’,C,’ sind parallel zu e,; der zu 4, C, konjugirte
Durchmesser gsht || ¢, durch die Mitte O," von 4,'C,” und wird als
B,'D,’ erhalten, wenn man O," aus S’ auf A'C’ nach O’ projicirt,

Fig. 80b,

die Kreissehne B’0’D’ | ¢, zieht, und B'D’ aus S’ nach B,’D,
Pprojicirt.

64. Um die wahre Gestalt der Schnittkurve zu erhalten, legt
man E um ¢ in P, um. Die durch S _L ¢, gefiihrte Ebene hat &,
(L ¢) zur ersten Spur und schneidet die ¢, und ¢, bezw. in E, und
E,; legt man sie um A, in P, um, so gelangt (F,) nach E;” auf ¢,
wobei E; E;” gleich der Hohe a des Kegels. Bei der Umlegung



Fig. 30b.
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von E in P, gelangen (E;) nach E,” auf hy (E, E;” = E, E;"), (¢;)
nach ¢ (| e durch E,”), (¢) nach ¢t = T, T1y", (Iy" auf ¢,
T, T,” 1 ¢) und (P,) nach P, auf ¢"" (PP, Ll e). Auf solche
Weise bestimmt man die konjugirten Durchmesser 4, C,"”, B,"" D,”
der umgelegten Ellipse s’’, und kann Unsicherheiten der Schnitt-
punkte stets durch sichernde Verbindungslinien (wie durch 4,”” D,””
vermittelst ihrer Schnittpunkte mit ¢, und ¢,”’) beseitigen. — Die
Umlegung s der Schnittkurve ist mit dem Grundkreise k& per-
spektiv-kollinear mit ¢, als Axe und S als Mittelpunkt, wenn auf
hy die 8'S”"'= E, E;” gemacht wird (I, 305).

65. Zur Verzeichnung der Abwickelung wollen wir, neben einem
spiter zu benutzenden Verfahren, hier das nichstliegende, schon von
Frézier (s. I, 20) angegebene, anwenden, das, einfach und, mit Vor-
sicht gebraucht, ebenfalls genau ist. Man teilt den Grundkreis k’,
ausgehend von dem Durchmesser S° 12" M’ 0 in eine gerade Anzahl
(hier 24) gleicher Teile, deren Bogen- und Sehnenlinge nur un-
merkbar verschieden sind, und bestimmt die wahre Liinge der von
den Teilungspunkien ausgehenden (paarweise gleichen) Erzeugen-
den; eine solche ist z. B. fiir den Teilungspunkt 2 gleich 8”2,
wenn §’S” L hy und = a, und 8’2" auf hy = 8'2’; SO sei die
groBte. Mit allen diesen wahren Lingen als Halbmessern ziehe
man fiir die Abwickelung Kreise aus einem Punkte S, wihle auf
dem groBiten den Punkt O und trage von ihm aus zwischen den auf-
einander folgenden Kreisen die Teillinge 1:24 des Kreises weiter.
Die Verbindungslinie der Zirkelstiche ist die Verwandelte des Grund-
kreises. Bildet ein Element mit der Erzeugenden einen kleinen
Winkel, so tritt Unsicherheit ein, z. B, bei Punkt 8; man beseitigt
dieselbe, indem man beachtet, daB in der Abwickelung der senk-
rechte Abstand des 8 von S 7 die Hypotenuse eines rechtwinkligen
Dreiecks. ist, dessen Katheten (Fig. 30a) die Abstinde des 8’ von -
S"7" und des 8" von 8" 7" sind.

Die Verwamdelte der Schnittkurve erhilt man durch die Punkte
der s’ auf den Erzeugenden der Kreisteilungspunkte, wie des 2,
auf §'2°. Man bestimmt, allein mittelst des Handzirkels, 2, auf
8" 2" 8o, daB sein Abstand von 8’ S”==8"2/, und iibertrigt dann
in die Abwickelung 82, = 8" 2,"". — Die Tangenten PT,, P, T} in
zwei entsprechenden Punkten P und P, von % und s in der Ab-
wickelung erhiilt man durch Ubertragen des Dreiecks (PP, T,), in-
dem man die Linien PT, P, T, in der Abwickelung bezw. gleich
P T,, " T, macht.

66. Bemerkenswerte Punkte der Verwandelten k und s. Die
Punkte der %, in denen die Tangenten senkrecht auf den Erseugenden
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stehen, sind 0 und 12. Die Kriimmu;zgshalbmesser der k£ in den-
selben sind = M’ 0’ : cos ¢ (41), also bezw. = 0”0, und 12 12,,
wenn auf hy, die S" M= S" M’ aufgetragen, M 0,12; | hy ge-
zogen und mit S” 0" und 8" 12" bezw. in 0y und 12; geschnitten
wird. 0”0, und 12”12, tbertrigt man dann in Fig. 30b nach
00, und 12 12,. — Die Wendepunkte der k, wie W, entstehen aus
den Beriihrungspunkten der Kegelumrisse mit %', wie W', indem
hier die Berithrungsebenen des Kegels senkrecht auf der Schmie-
gungsebene P, von k stehen. Die Tangente in W berithrt einen
aus S mit dem Halbmesser a gezogenen Kreis, weil das bestim-
mende Dreieck W'S’(S) rechtwinklig wird. — Die Wendepunlkie
U, V, der s in der Abwickelung entsprechen denjenigen Punkten
(U), (V) der s, in welchen die Berithrungsebenen des Kegels
1 E stehen. ' Man erhilt sie, indem man aus (S) die (SN) L B
fallt und ihre Spur N in P, sucht (S”" N L E, E,”, N auf h,),
von N zwei Tangenten an &’ legt, deren Berithrungspunkte U’,V”
sind, woraus U, V," auf s’ bestimmt werden kénnen. Doch sind die
letzteren Punkte entbehrlich; man bestimmt in der Abwickelung U,
als Schnitt der US mit s, und die Tangente UX an %, indem man
in der Projektion die NU' mit e¢; in X' schneidet, und in der Ab-
wickelung das Dreieck SUX verzeichnet, worin UX = U'X’, SX
gleich dem wahren Abstande der Kegelspitze (S) von X' (= S" X,
wenn X, auf by und S'X, = S’X’). Dann ist auch U, X die Tan-
gente der s in ihrem Wendepunkte U, (und U, X Fig. b) = U, X’
in Fig. a)).

67. Aufy. Auf einem Kegel sweiten Grades die Kreisschnitte 2u
bestimmen. .

Aufl. Legt man durch die Spitze S des Kegels senkrecht zur
Ebene eines Kreisschnittes durch dessen
Mittelpunkt eine KEbene, so ist diese eine
Symmetrieebene des Kreises und des Ke-
gels. Die Ebene eines Kreisschnittes steht
daher senkrecht auf einer Symmetrie- oder
Axenebene des Kegels, und diese miissen
zur Auflésung der Aufgabe gegeben sein
oder bestimmt werden (23). Es sei SM die
innere Axe, M A = a die groe und MB=1%
die kleine Halbaxe eines darauf senkrech-
ten (elliptischen) Schnittes des Kegels. In
der Figur bilde die Ebene der Ellipse
BAB, die Grundrif}-, diejenige des Haupt-
schnittes BSB, die AufriBebene (P, und
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Py), in welche auch der Hauptschnitt A4S A, um SM nach 4'S4/
umgelegt sei. Auf der zu SM senkrechten Hauptebene kann eine
Kreisschnittebene nicht senkrecht stehen, weil solche Ebenen hyper-
bolische Schnitte liefern. Vielmehr erhilt man Kreisschnittebenen
senkrecht auf der Hauptebene BSB, und die Kreise sind die Schnitte
des Kegels mit Kugeln, deren Mittelpunkte auf SM liegen, und welche
die Erzeugende SA4 und dann auch die S4, und den Kegel berithren,
Die groften Kreise einer solchen Kugel in den beiden Hauptebenen
fallen nach deren Zusammenlegung in der Zeichnung zusammen. Der
Kreis beriihrt SA” und S4," bezw. in C” und C," und schneidet die
SB und SB, bezw. in D, E und D,, E,. Die Projektion von C und
C, liegt aber im Schnittpunkte C, der Sehnen D E, und D, E, weil die
Polare C'C," von S zu dem Kreise durch C, gehen muB. Die Ebene,
welche die vier Punkte D, E,, C, C, enthilt, schneidet aber die Kugel
in einem Kreise, und den Kegel in einem Kegelschnitte, welcher mit
dem Kreise zusammenfillt, weil er mit ihm jene vier Punkte und”
die Tangenten in C und C, gemein hat, da Kegel und Kugel in C
und C, gemeinschaftliche Beriihrungsebenen besitzen. — So sind
durch einen die SA’ und SA,” berithrenden Kreis die Stellungen
DE, und D, E der Kreisebenen des Kegels bestimmt.

Kreisschnittebenen, die senkrecht auf der Hauptebene ASA,
stinden, kann es aber nicht geben, weil durch zwei solche in Bezug
auf die Ebene BSB, symmetrische Kreise wieder eine Kugel gehen
miiBte, welche die Erzeugenden SB und SB, beriihrte und diejeni-
gen SA, SA, schnitte, was offenbar unmoglich.

Man bemerkt, daB3 alle Kreisschnittebenen zur Axe des Kegels
gleich geneigt sind, und dal in der zu den Kreisschnittebenen senk-
rechten Hauptebene zwei Kegelerzeugende und die Geraden irgend
zweier untereinander nicht parallelen Kreisschnittebenen ein Kreis-
viereck bilden, weil die Summe je zweier Gegenwinkel sich zu zwei
oder zu vier Rechten ergiinzen. Man nennt zwei solche Kreisschnitt-
ebenen im Kegel antiparallel.

68. Ubungsaufgaben.

1) Von einem Umdrehungskegel sind die Projektion S° und die
Hohe der Spitze iiber P, sowie die ersten Spuren dreier Erzeugen-
den gegeben, man soll die erste Spur eines Kreisschnittes des Kegels
finden. Es geschieht durch Abtragen dreier gleichen Lingen auf
den Erzeugenden voh der Spitze aus. Auf dieser Aufldsung beruht
das Verfahren des Hyginus (de limitibus) zur Bestimmung des Meri-
dians aus drei Sonnenstrahlen*).

*) S. die Auslegung der betreffenden Schriftstelle durch den Verf.dn der
Zeitschr. fiir Vermessungswesen (Stuttg. 1876), B. 4, S. 299 u. 366.
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2) Von einem Umdrehungscylinder oder Kegel sind drei Erzeu-
gende je durch ihre beiden Projektionen gegeben; man soll seine
Schnittlinie mit der Halbirungsebene H, (I, 66) verzeichnen und die
Axen ihrer Projektionen und ihrer wahren Gestalt bestimmen.

3) Einen Kegel, der durch seinen Schnitt mit der Halbirungs-
ebene H, und die beiden Projektionen seiner Spitze gegeben ist,
mit einer gegebenen Ebene zu schneiden.

4) Einen Kegelschnitt k& zu verzeichnen, von welchem drei
Punkte und ein Brennpunkt F' gegeben sind. Man betrachtet %
als die Projektion eines ebenen Schnittes eines Umdrehungskegels,
dessen Spitze sich in F' projicirt, oder als die perspektiv-kollineare
Figur eines Kreises, welcher F' zum Mittelpunkte hat.

69. Aufg. Durch swei gegebene Punkte P und Q eines Um-
drehungskegels die geodiitische Linte ou legen und ihre ausgezeichneten
Punkte und Tangenten 2w bestimmen.

Wir wollen zundchst annehmen, daB die beiden Punkte auf
demselben Aste des Kegels liegen, und daB von den verschiedenen
geodatischen Linien diejenige genommen werden soll, deren Bogen
zwischen P und @ der kleinste ist.

Aufl. Die Axe des Kegels stehe L P,; aus den gegebenen Pro-
jektionen P’ und @’ bestimme man P” und Q" auf demselben
(unteren) Flichenaste. Eine geoditische Linie wird bei der Ab-

Fig. 32a.

wickelung zu einer geraden. Daher bilde man die Abwickelung des Fig. s2b.

Kegels, in welcher P und @ so oftmal vorkommen, als Abwicke-
lungen des gahzen Kegelmantels aneinander gereiht sind, also un-
endlich oft oder eine endliche Anzahl mal, je nachdem der Winkel
der Abwickelung des einfachen Kegelmantels mit 360° kommensurabel
ist oder nicht. Jede Verbindungsgerade eines P mit jedem @ wird
beim Wiederaufwickeln auf den Kegel zu einer geoditischen Linie,
die, je nachdem der eine oder der andere jener Fille eintritt, un-
endlich oft oder eine endliche Anzahl mal durch das Unendliche
hindurch von dem einen zum andern Kegelaste iibergeht. Die kir-
zeste dieser Strecken PQ verbindet zwei Punkte P und @, zwischen
welchen weniger als ein halber Kegel, oder hdochstens ein solcher
liegt, und diese Gerade erzeugt die verlangte Kurve. Die Aufwickelung
wird auf dem umgekehrten Wege, wie in Nr. 59 die Abwickelung,
vorgenommen. S ist die Spitze, 4, B,C, D, ein Parallelkreis % des
Kegels.

Bestimmen wir die ausgeseichneten Punkte der Kurve.

1) Der niichste Punkt E bei der Spitze liegt in der Abwickelung
auf der zu PQ senkrechten Erzeugenden SE,.
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2) Die Doppelpunkte F liegen in dem durch E gehenden Meri-
diane; denn dessen Ebene ist die Symmetrieebene der Kurve, weil
in der Abwickelung SE die Symmetrielinie der PQ ist. Man fiber-
trage daher in die Abwickelung Bogen E, F, — Halbkreis E,  F,’.

Fig. 82a.

3) Die unendlich fernen
Punkte liegen auf den zu PQ
parallelen Erzeugenden S @,
und SH, der Abwickelung.

Die Tangente in einem
Punkte, z. B. die beiden im
Doppelpunkte F, erhilt man
durch Ubertragen des recht-
winkligen Dreiecks FF, T
und des damit kongruenten
FF,U. Entsprechend findet
man die Asymploten parallel
mit den Erzeugenden SG,
bezw. SH, und gehend durch
die Punkte J bezw. K der
Kreistangente in G, und H,,
wenn die Lingen G, J' =
H' K'= G,J aus der Ab-
wickelung tibertragen werden.

Den Kriimmungshalbmes-
ser im Scheitel E' des Grund-
risses findet man im Aufri®
= E, E,, wenn man den
Parallelkreis von E” mit dem
Kegelumri in E, schnei-
det, E, E; senkrecht zn die-
sem Unril bis zu E; auf
der Kegelaxe zieht, und E; E,
als Halbmesser des Parallel-
kreises von E; nimmt. Denn
dreht man den Symmetrie-
meridian SE in den Haupt-
meridian, so ist E, E; die

zweite Projektion der auf S E, senkrechten Schmiegungsebene der
geoditischen Linie (42); sie schneidet den Kegel in einem Kegel-
schnitte, dessen Krilmmungshalbmesser in £ mit dem gesuchten
iibereinstimmt und in der angegebenen Weise gefunden wird (57).

Durchschreitet man in der Abwickelung den unendlich fernen

-
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Punkt der Geraden P@, so geht man entsprechend bei dem Kegel
durch das Unendliche von dem einen zum andern Aste iber. Die
auf den beiden Kegeliasten befindlichen Kurvendste sind als Auf-
wickelungen derselben Geraden mit einander kongruent. Ligen die
beiden gegebenen Punkte P und Q auf den verschiedenen Kegeliisten,
so miBte man in der Abwickelung beider Aste durch die verwan-
delten Punkte P und @ die Gerade legen.

70. Die Wendepunkte der Projektionen der Kurve su bestimmen.
Verfolgt man den Lauf der Kurve, so bemerkt man, daB weder der

Fig. 82b.

Punkt, noch die Tangente, noch die Schmiegungsebene ein Rick-
kehrelement besitzt. Doch bedarf die Asymptote noch einer Er-
érterung, die bei der Untersuchung der Riickkehrelemente (I, 257)
nicht angestellt wurde. Es scheint ndmlich nach dem Aufrif3, als ob
bei unserer Kurve, ebenso wie bei der Hyperbel, die Tangente den
Sinn ihrer Drehung in der Schmiegungsebene in der Asymptote wech-
sele, und als ob zugleich der Punkt, ohne den Sinn seines Fortschrei-
tens zu éndern, in dem unendlich fernen Punkte die Seite der Tan-
gente, auf welcher er sich befindet, vertausche. Nach jedem dieser
Anzeichen miite der unendlich ferne Punkt als Wendepunkt ange-
sehen werden. Da aber der Durchgang eines Punktes durch einen
unendlich fernen, uneigentlichen Punkt nicht unmittelbar mié dem-
jenigen durch einen endlich fernen, eigentlichen Punkt verglichen
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werden kann, so stellen wir, wie frilher bei dem Begriffe des be-
stimmt UnendlichgroBen (I, 72—74), eine Beziehung zu dem End-
lichen her, und zwar in stetiger Weise eine projektive Beziehung,
indem wir unsere Kurve als die Projektion einer zweiten Kurve be-
trachten, derart, da3 dem unendlich fernen Punkte in der ersten
ein endlich ferner Punkt in der zweiten entspricht. Indem wir die
Schmiegungsebene unserer unebenen Kurve in ihrem unendlich
fernen Punkte durch die Ebene einer ebenen Kurve ersetzen, wollen
wir unsere Vorstellung auf eine Hyperbel richten, und diese als
die Projektion eines Kreises ansehen. Ziehen wir aus dem Projek-
tionsmittelpunkte einseitig den projicirenden Strahl und lassen ihn
auf dem Kreise hingleiten, bis er mit der Ebene der Hyperbel
parallel wird, also ihren unendlich fernen Punkt projicirt, und
setzen dann die Bewegung des einseitigen Strahles auf dem Kreise
hin in stetiger Weise fort, also ohne seinen Sinn umzukehren, so
trifft derselbe die Projektionsebene erst, nachdem er einen unendlich
fernen Punkt des Raumes durchschritten hat; er gelangt demnach
von der anderen Seite her, als zu Anfang, auf die Projektionsebene,
so dafd die Kurve besm Durchschreiten durch das Unendliche die Seite
threr Schmiegungsebene wechselt, auf welcher sie liegt. Betrachten wir
auch die Kurve stets im Sinne des projicirenden Strahles, so @ndert
gich der Drehungssinn der Tangente beim Durchgang durch die
Asymptote nicht; und denkt dabei der Beschauer seine Figur mit
dem Kopfe voran in der Richtung der Kurve hinschwimmen, so
dndert sich auch die Seite der Tangente, auf welcher die Kurve
liegt, beim Durchgang durch den unendlich fernen Punkt nicht —
Indem wir so die Eigentiimlichkeit der Riickkehrelemente 2w einer pro-
jektiven Eigenschaft gemacht haben, bleibt das Kennzeichen des Riick-
kehrelementes der Tangente, daB3 sich in ihr deren Drehungssinn
umkehrt, auch fiir die im unendlich fernen Punkte berithrende
Asymptote erhalten, wobei nur zu beachten, daB die Kurve beim
Durchgang durch den unendlich fernen Punkt die Seite der Ebene
wechselt. Insbesondere sind der unendlich ferne Punkt der Hyperbel
und derjenige der geoditischen Linie des Umdrehungskegels keine Wende-
punkte, sondern gewihnliche Punkte.

Wenn nun die geoditische Linie des Umdrehungskegels kein
Rickkehrelement besitzt, so ist im allgemeinen auch die Projektion
eines Elementes' kein Rickkehrelement (I, 258); und so sind auch die
Asymptoten der zweiten Projektion keine Riickkehrtangenten. Im
besonderen aber tritt in der Projektion eine Rilckkehrtangente und ein
Wendépunkt auf, wenn die Schmiegungsebene senkrecht auf der Pro-
jektionsebene steht (I, 260). Die auf der Berithrungsebene des
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Kegels stets senkrechte Schmiegungsebene der Kurve steht auf der
zur Kegelaxe senkrechten P, nur dann senkrecht, -wenn die Tan-
gente der Kurve mit der Erzeugenden des Beriihrungspunktes den
Winkel Null bildet, also die Asymptote ist; diese dist daher eine
Wendetangente und thr wnendlich ferner Punkt ein Wendepunkt der
ersten Projektion der Kurve, wie dies die Figur zeigt.

Um einen Wendepunkt der zweiten Projektion der Kurve zu finden,
beachte man, daB jede Schmiegungsehene der Kurve eine Beriihrungs-
ebene der abwickelbaren Fliche ihrer Tangenten ist. Man bestimme
daher die erste Spur ! dieser Fliche durch die Spuren U’ von Tan-
genten derselben. Die auf der Projektionsaxe z senkrechte Tangente
der [ ist die erste Spur der gesuchten Schmiegungsebene. Bestimmt
man durch eine Fehlerkurve ihren Berithrungspunkt L', legt aus
L’ eine Tangente an den Grundkreis £ in dem durch die abwickel-
bare Fliache vorgeschriebenen Sinne, deren Bertthrungspunkt W,
sei, so liefert die Erzeugende S W, den Punkt W der Kurve, in
welchem die Tangente durch L’ geht. Die zugehorige zweite Pro-
jektion L” W ist eine Wendetangente der zweiten Projektion der
Kurve. In gleicher Weise ist unweit P” ein zweiter Wendepunkt
bestimmt.

1. Aufyg. Die Schnittpunkte einer Geraden g mit einem Kegel
2u bestimmen.

Aufi. Man legt durch g und die Spitze S des Kegels (der bei
dem Cylinder im Unendlichen liegt) eine Hilfsebene, schneidet diese
mit der Ebene einer ebenen Kurve k¥ des Kegels in der Geraden &,
so sind die Verbindungslinien von S mit den Schnittpunkten von &
und % die Schnitterzeugenden der Hilfsebene mit dem Kegel; die-
selben schneiden die ¢ in den gesuchten Punkten.

Wiener, Lehrbuch der darstellenden G trie. 1I. 5




III. Abschnitt.

Die Flichen zweiten Grades.

I Allgemeine Eigenschaften und Einteilung der Flichen
gweiten Grades.

92. Begriff. Eine Fliche aweiter Ordnung nennt man eine solche
Fliche, welche von jeder Geraden, die wicht gans in der Fliche liegt,
i 2wei (recllen oder imagindren) Punkien geschnitten wird.

Legt man durch die Gerade g beliebig viele Ebenen, so schneidet
jede derselben die Fliche zweiter Ordnung F in einer Kurve, und
die beiden Schnittpunkte der g mit der ¥ sind offenbar zugleich
die alleinigen Schunittpunkte der g mit jeder von diesen Kurven.
Daraus folgt auch, da die Schnittlinie einer jeden Ebene mit einer
Flache zweiter Ordnung von jeder Geraden ihrer Ebene, die nicht
selbst ein Bestandteil der Schnittlinie ist, in zwei Punkten getroffen
wird, daB sie also selbst von der zweiten Ordnung ist. Eine solche
Kurve ist nach der Analysis ein Kegelschnitt (I, 338, Anm.). Rein
geometrisch konnen wir sagen: Kine Fliche.oweiter Ordnung ist eine
solche Fliche, welche von jeder Ebene in einem (reellen oder imagi-
ndren) Kegelschnitte getroffen wird. Man kénnte sie in geometrischer
Anschauung eine Kegelschnitisfliche nennen.

Hieraus folgt sogleich, daB3 wenn drei Punkte einer Fliche sweiter
Ordnung auf eimer Geraden liegen, diese Gerade gamz in der Fliiche
liegt, weil diese Gerade ein Bestandteil des Kegelschnittes sein muB,
in welchem eine durch die drei Punkte gelegte Ebene die Fliche
schneidet. ‘

Indem wir imaginéire ebene Schnitte und imaginire Flichen
erst spater untersuchen wollen, gehen wir zuniichst von dem Be-
griffe aus: FKine reclle Fliche sweiter Ordnung ist eine Fliche, auf
welcher jede reclle ebene Kurve ein Kegelschnitt ist.

Die Kugel ist offenbar und das einschalige Hyperboloid nach
Nr. 31 eine solche Fliche.

73. Es sollen jetzt einige allen reellen Flichen zweiter Ordnung
gemeinsame Eigenschaften aus ihrem Begriffe abgeleitet werden.
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Zieht man aus einem nicht 'der Fliche zweiter Ordnung F ange- mig. ss.
horigen Punkte P eine die F in zwei reellen Punkten F, F’ schnei-
dende Gerade g und legt durch g eine Ebene E, welche die F in
dem Kegelschnitte s treffe, bestimmt die Polare Q R von P zu s,
welche die g in @ schneide, so ist @ von P durch F und F’ har-
monisch getrennt (I, 341). Jede durch g gelegte Ebene liefert daher

. Fig. 38. o
X

eine durch denselben Punkt @ der g gehende Gerade, und alle
solche Punkte @ und Gerade QR, welche durch beliebige, aus P
gezogene und die Fliche F reell schneidende Gerade und Ebenen
geliefert werden, liegen in ein und derselben Ebene P. Denn seien
h,, hy zwei solche durch @ gehende Gerade @R, sei Q, ein anderer
solcher vierter harmonischer Punkt, und legt man durch PQ, eine
Ebene, welche die A, h; in solchen Punkten @,, @; und die F in
einem Kegelschnitte s, trifft, so muB} @, @, @; die (gerade) Polare
von P zu s, sein, also @, in déer Ebene k, Ay liegen. Diese Ebene
P heiBt die Polarebene von P in Beeug auf die Fliche ¥ oder eu

Beachtet man nun, daB3 wenn eine Gerade QR den Kegelschnitt s
in den Punkten 4 und B schneidet, diese die Berithrungspunkte der
aus P an s gezogenen Tangenten bilden; daf} sich ferner die in F
und F’ an s gelegten Tangenten in einem Punkte R der QR, also
in der Ebene P treffen, wobei @ und R durch 4 und B har-
monisch getrennt sind, so folgt, daf die Polarebene P des Punktes P
24 der Fliche ¥ enthilt:

5*
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Fig. 3. 1) Die Punkte @ auf den aus P gezogenen die F in F und F~
schneidenden Geraden g, welche von P durch F und F' harmonisch
getrennt sind; )

2) die Polaren QR von P zu den Kegelschnitten s, in welchen
die ¥ von Ebenen, die durch P gehen, geschnitten wird;

3) die Bervihrungspunkte A, B ... der aus P an F gelegten Tan-
genten undy Berithrungsebenen; da diese Punkte auf dem Kegel-
schnitte p liegen, welchen P mit ¥ gemein hat,’so berithrt der aus
P der Fliche umschriebene Kegel nach einem Kegelschnitte, ist also
vom sweiten Grade;

4) die Schmittpunkte R zweier Tangenfen an einem auf F gele-
genen Kegelschnitte, deren Berithrungspunkte ¥, ¥’ mit P auf einer
Geraden liegen; alle Punkte R, weil sie von @ (P, g) durch Punkte
des Kegelschnittes p (P, F) harmonisch getrennt sind, bilden die
Polare g’ von @ zu p, also eine Gerade;

5) die Schnittgerade g’ je sweier Beriihrungsebenen an F, deren
Berithrungspunkte ' und F’ mit P auf einer Geraden liegen.

Jeder dieser Sitze gibt ein Mittel, die Polarebene P von P zu
F zu bestimmen. Ist P cin Punkt der Fliche ¥, so st seine Polar-
ebene die Beriihrungsebene der ¥ in P.

Zus. Aus diesen Sitzen folgt, daB eine F'liche sweiter Ordnung
F mat sich selbst perspektiv-kollinear ist in Bezug auf einen Punkt P
und dessen Polarebene P zu F als Mittelpunkt und Ebene der Kolli-
neation, wobei zwei entsprechende Elemente durch P und P har-
monisch getrennt sind. (Vergl. I, 346.)

74. So wie die Ordnung ciner Fliche durch die Anzahl ihrer
Schnittpunkte mit einer Geraden angegeben wird, so ihre Klasse
durch die Anzahl der Beriihrungsebenen, welche an sie durch eine
Gerade gelegt werden konnen. Fine Fliche zweiter Ordnung ist auch
eweiter Klasse, weil durch eine Gerade zwei Beriihrungsebenen an
sie gelegt werden konnen, nimlich ebenso viele wie an einen Kegel
(zweiten Grades), der aus einem Punkte der Geraden der Fliche
umschrieben wird. Die Fliche soll daher vom zweiten Grade ge-
nannt werden. .

756. Wenn P die Polarebene des Punktes P zu der Fliche F
ist, so heiBt umgekehrt der Punki P der Pol der Ebenc P. Von
einer Ebene P kinnen nicht mehrere Punkte Pole sein. Denn hitte P
deren zwei, P und P’, und legte. man durch PP’ eine die F in
einem Kegelschnitte s und die P in der Geraden QR schneidende
Ebene, so miiBte QR die Polare zu s zugleich von P und von P’
sein, was unmdglich (I, 340).

Jede Fbene P hat einen Pol P, und man findet denselben durch
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Umkehrung der in der vorigen Nummer gegebenen Verfahren. So Fig. 3.
ergibt sich aus 5): Man schneide irgend eine Beriihrungsebene der

F, deren Berthrungspunkt F' nicht in P liegt, mit P in g¢’, lege
durch g’ die stets mdgliche zweite Beriihrungsebene an F, welche

in F” berithre, so ist P der Punkt der Geraden F' F’, welcher durch

F und F’ von P harmonisch getrennt ist.

76. Die Polarebene Q eines jeden Punktes Q einer Ebene P zu
einer Fliche ¥ geht durch den Pol P der P. Denn legt man durch
die Gerade PQ eine die' F in einem Kegelschnitte s schneidende
Ebene, so geht die Polare von P zu s, da sie in P liegt, durch Q;
daher geht auch die Polare von @ zu s, sowie die Polarebene von
Q zu F, weil sie diese Polare enthdlt, durch P. Und reciprok:
Der Pol Q einer jeden durch eimen Punkt P gehenden Ebene Q liegt
in der Polarebene P von P; denn weil P in Q liegt, geht P durch Q.

Zwei solche Punkte P und @, wovon jeder in der Polarebene
des anderen liegt, heiBen Fkonjugirt in Bezug auf F; sie sind auch
konjugirt in Bezug auf jeden Kegelschnitt s der ¥, dessen Ebene durch
sie geht. Sie bilden ein Paar der Involution konjugirter Punkte auf
der Geraden PQ, und die Doppelpunkte derselben sind die Schnitt-
punkte der Geraden mit F. — Ebenso heilen swei Ebenen in Bezug
auf ¥ konjugirt, wenn jede durch den Pol der anderen geht; ein
Punkt und eine Gerade, wenn die Gerade in der Polarebene des
Punktes liegt; eine Ebene und eine Gerade, wenn die Gerade durch
den Pol der Ebene geht.

97, Zwei Gerade g und g’ heiflen in Bezug auf cine Fliche
sweiten Grades F Polaren von einander oder gegenseitige Polaren zu F,
wenn die Polarebenen aller Punkte der g durch g’ gehen, und die
Pole aller durch g gehenden Ebenen auf g’ liegen, und umgekehrt.
Alle diese Bedingungen sind zugleich erfiillt; denn legt man durch
g zwei Ebenen A und B, deren Pole bezw. 4 und B sind, und
bestimmt g’ als 4 B, so geht die Polarebene jedes Punktes der g, weil
derselbe in A und B liegt, durch 4 und B, also durch g’, und der
Pol jeder durch g gelegten Ebene liegt in der Polarebene jedes
Punktes der g, also in g’. Das Umgekehrte gilt, weil g die Ver-
bindungslinie der Pole zweier durch g' gehenden Ebenen ist.

Von zwei Polaren g, g° gilt:

1) Jeder Punkt der g ist 2u jedem Punkte der g’ in DBesug auf
F konjugirt.

2) Beschreibt ein Punkt P eine Gerade g, so beschreibt die Polar-
ebene P des P ein mit dieser Punktreihe projektives und imvolutorisches
Ebenenbiischel g’y weil P durch g’ und durch den zu P konjugirten
Punkt der g geht, diese Punkte aber zugeordnete Punkte einer In-
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Fig. 83. volution sind. Die Doppelpunkte dieser Involution sind zugleich die
Schnittpunkte der g mit der ¥ und die Beriihrungspunkte der aus
g’ an F gelegten Berithrungsebenen, weil in jedem Doppelpunkte
ein Punkt in seine Polarebene fallt. Die Spitzen S der Kegel, welche
einer F nach der Schnittkurve s je einer durch g gelegten Ebene 8
umschrieben sind, bilden als Pole der 8 auf g’ eine mit dem Biischel
der 8 und mit der Reihe ihrer Schnittpunkte R mit g’ projektive
Punktreihe, und beide Reihen liegen in Involution.

3) Beriihrt g dic F in P, so beriihrt auch g’ die F in P; denn
g’ ist der Schnitt der Polarebene des Punktes P der g, d. i. der
Beriihrungsebene der F in P, mit der Polarebene irgend eines an-
deren Punktes der g, welche Ebene ebenfalls durch P geht (73, 3));
g und g’ heiBen dann konjugirte Tangenten der F. Die koncentrischen
Strahlenbiischel P der g und ¢° in der Berithrungsebene bilden eine
Involution. Die (reellen oder imaginiren) Doppelstrahlen dieser
Involution liegen ganz in der Fliche, weil jeder Punkt eines jeden
derselben in seiner Polarebene liegt.

4) Der Pol der g su einem Kegelschnittc der F, dessen Ebene
durch g geht, liegt auf g’, so zu s in R, weil dieser Punkt (R) als
ein Punkt auf ¢ zu jedem Punkte der g in Bezug auf F, daher
auch in Bezug auf s konjugirt ist.

78. Ein Tetraeder PQRS heilt in Bezug auf eine Fliche
zweiten Grades ein Polartetraeder, wenn jeder Eckpunkt desselben
der Pol der gegeniiberliegenden Fliche ist. Man erhilt ein solches,
wenn man einen Punkt P willkiirlich annimmt, in seiner Polar-
ebene P einen Punkt @ wiahlt, die Polarebene von @ (welche durch
P geht) mit P schneidet, auf der Schnittlinie einen Punkt R an-
nimmt, und dessen Polarebene (die durch P und @ geht) mit jener
Schnittlinie (in S) schneidet. Die Polarebene von S geht dann
durch P, @ und R, und die Bedingung ist daher erftillt. In einem
Polartetraeder ist jeder Eckpunkt jedem anderen, jede Flidche jeder
anderen konjugirt, und jede Kante ist die Polare ihrer Gegenkante;
es gibt drei Paare von Gegenkanten und gegenseitigen Polaren.

Ein Dreieck des Tetraeders bildet ein Polardreieck in Bezug
auf den Kegelschnitt, in welchem die Ebene des Dreiecks die ¥
schneidet, so QRS zu p.

79. Aus den entwickelten Eigenschaften ergibt sich folgende
Entstehungsweise einer Fliche F, wenn man beachtet, daB die Schnitt-
kurve jeder durch g gelegten Ebene mit F die g in denselben
Punkten F, F” trifft, auch wenn diese imaginér sind (76). Es gilt:
Eine reelle Fliche zweiten Grades F, welch® den Kegelschnitt p
enthilt, P zum Pole der Ebene P desselben hat und von einer
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durch P gehenden Geraden g in zwei reellen oder imaginéren
Punkten geschnitten wird, die bezw. durch die reellen oder ideellen,
durch P und P harmonisch getrennten Punkte F,F’ dargestellt
werden, wird durch einen Kegelschnitt s erzeugt, dessen Ebene den
Kegelschnitt p in zwei reellen Punkten 4 und B schneidet, welcher
durch 4 und B geht, von PA, PB berithrt wird, und den einen,
und dann auch den anderen jener beiden durch F, F” bestimmten
reellen oder imagindren Punkte enthilt.

‘80. Um nachzuweisen, daB auf die in der vorigen Nr. ange-
gebene Art eine Fliche zweiten Grades auch dann entsteht, wenn
p, P, F willkiirlich angenommen werden, bediirfen wir eines Satzes
iiber rdumliche Kollineation. Wir haben in I, 554 zwei raumliche
Systeme X, X', welche in perspektive Lage gebracht werden, kolli-
near genannt. In beiden Systemen entspricht jeder Punktreihe,
jedem Strahlen- und Ebenenbiischel des einen ein damit projektives
gleichartiges Gebilde des anderen, uund jedem ebenen Systeme des
einen ein damit kollineares des anderen. Man sagt nun unter Er-
weiterung des Begriffes: Zwes raumliche Systeme =, X’ heiflen kollinear,
wenn funf beliebigen Punkten A, B, C, D, E des einen, von denen je-
doch keine vie in einer Ebene liegen, bezw. fiinf eben solche Punkte
A, B',C, D', E des andern entsprechen, und wenn den drei Ebenen-
biischeln des einen, deren Axen Verbindungslinien je zweier der fiinf
Punkte sind, aber nicht alle durch denselben Punkt gehen, drei damit
projektive Ebenenbiischel des anderen entsprechen, deren Axzen die ent-
sprechenden Linien sind.

Es gilt dann der Satz: In swei kollinearen riumlichen Systemen
entspricht jedem cbenen Systeme des einen ein damit kollineares des
anderen. Denn durch die angegebene Bedingung ist zu jedem
Punkte X des einen Systems der entsprechende X' des anderen be-
stimmt. Wihlt man nimlich etwa AB, BC, CA als jene Axen,
8o liefern die drei Paare projektiver Ebenenbiischel die Gleichungen

AB(CDEX)=A'B'(CD'E'X’),

BC(ADEX)=B'C' (A'D'E'X"),

CABDEX)=CA (B'D'E'X),
wodurch drei durch X’ gehende Ebenen, und damit X' bestimmt
ist. Dann entspricht auch jeder geraden Punkireihe g des eimen Sy-
stems eine damit projektive gerade Punktreihe g’ des anderen. Denn
die Punktreihe g wird durch drei mit ihr und daher auch unter
einander projektive Ebenenbiischel 4B, BC, CA projicirt; diesen
entsprechen drei mit ihnen und daher unter einander projektive
Ebenenbiischel 4'B’, B'C’, C’'A’. Drei entsprechende Ebenen be-
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stimmen einen Punkt F, drei andere einen zweiten Punkt G', und
ihre Verbindungslinie ' G” ist die g’. Denn die drei Ebenenbiischel
von X’ schneiden auf F'G’ drei unter einander projektive Punkt- .
" reihen ein, welche alle entsprechenden Punkte gemein haben, weil
es fiir drei solche gilt, ndmlich fir ', G’ und den Punkt der Ebene
A’B’C’. Dann entspricht auch jeder Ebene von X eine solche
von X', jedem Strahlen- und Ebenenbiischel von X ein damit pro-
jektives ebensolches Gebilde von X', da beide Gebilde projektive
Punktreihen projiciren, einem ebenen Systeme von X ein damit
kollineares von X’, da man vier Punkte des einen stets mit den
vier entsprechenden des anderen in perspektive Lage bringen kann,
worauf wegen der Projektivitit entsprechender Strahlenbiischel jeder
Punkt des einen ebenen Systems sich in den entsprechenden des
anderen projicirt (I, 310, 309).

Zwei kollineare rdumliche Systeme X, X' kann man im allge-
meinen nicht unter einander, wohl aber auf unendlich viele Arten jedes
mit ein und demselben dritten Systeme in perspektive Lage bringen.

Denn sind Z, 2’ durch je funf Punkte ABCDE, A'B'C'D’'E’
gegeben, welche sich paarweise entsprechen, und ist @ der Schnitt-
punkt der Geraden DE mit der Ebene ABC, und'Q’ von D'E
mit 4' B’C’, so kann man X und =’ so legen, daB sich die ebenen
Systeme ABCQ, A'B’C’'Q’ in perspektiver Lage befinden, wobei
O der Mittelpunkt und s die Axe der Kollineation sei. Bei der
Drehung von X’ um s bleiben 4ABCQ und A'B’C’'Q’ in perspek-
tiver Lage, aber es gibt dabei im allgemeinen keine Lage, in wel-
cher auch D und D, oder E und E’ perspektiv liegen, oder in
welcher 0D’ durch D oder OFE’ durch E geht. Denn bei der
Drehung beschreiben O und D’ zwei parallele Kreise (I, 304), in
welchen diejenigen Halbmesser parallel sind, welche nach den der-
selben Lage von 2’ zugehorigen Punkten O und D’ laufen; daher
beschreibt eine durch solche Punkte bestimmte Gerade O’ einen
schiefen Kreiskegel, auf welchem der willkiirliche Punkt D im all-
gemeinen nicht liegt; das gleiche gilt fiir E.

Zieht man aber in einer dieser Lagen von X’ in der Ebene
OQDE, welche auch Q' enthilt, eine Gerade Q'D”E”, so daB
ODD”, OEE" Gerade sind, so ist mit Z”"= A'B'C’'D"E" das
2 = ABCDE aus dem Kollineationsmittelpunkte O, und das
3'= A'B’'C'D’'E’ aus dem Schnittpunkte von D'D” und E'E",
welche Linien sich treffen, da sie in der Ebene ¢’ D’ D" liegen, in
Perspektive. Also ist Z” eines jener dritten Systeme. '

81. Wir kénnen nun den Satz von Nr. 79 verallgemeinern und
sagen:
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Sats. Jede Fliche ist vom sweiten Grade, welche durch einen
Keyelschnitt p und swei nicht in dessen Ebene liegende reelle Punkie P
und F' bestimmt ist und durch einen verdnderlichen Kegelschnitt erseugt
wird, dessen Ebene sich um PF dreht, der durch die Schmittpunkte
A, B sciner Ebene mit p geht, von den Geraden PA, PB beriihrt
wird, und den emen und dann auch den anderen der beiden reellen
oder imaginiren Punkte der Geraden PF enthilt, welche, wenn reell,
als F und als der von F durch P und P harmonisch getrennte Punkt
F’ gegeben sind, wenn imagindr, durch ihre ideelle Darstellung F, F’
in Besug auf P und P.

Den Beweis fihren wir dadurch, daB wir zeigen, dal3 eine so
entstebende Fliche F entweder mit der Kugel K oder mit dem ein-
schaligen Umdrehungshyperboloide H kollinear ist. Dann némlich
mul} jeder ebene Schnitt von F‘kollinear sein mit einem ebenen
Schnitte von K oder H (80), also mit einem Kegelschnitte (31);
sie mu also selbst ein Kegelschnitt sein. Nun entstehen aber die
Flichen X und H als solche zweiten Grades in der in unserem Satze
angegebenen Weise (79); bei der K ist p ein Kreis, F ein reeller
oder ideeller Punkt, je nachdem PF' die Ebene P in einem inneren
oder &uBeren Punkte des p trifft; bei dem H kann man p als einen
Parallelkreis wihlen, P ist dann die auf der Umdrehungsaxe liegende
Spitze des Kegels, welcher das H nach p berithrt, und F ist augen-
scheinlich ein reeller oder ideeller Punkt, je nachdem PF die P in
einem i#ulleren oder inneren Punkte des p trifft. Jede der Flichen
F,K, H ist bestimmt durch drei Elemente p, P, F'; und ihre gegen-
seitige Kollinearitit ist nachgewiesen, wenn die drei Elemente der
F kollinear auf diejenigen von K oder H bezogen werden kdnnen,
und dies thun wir dadurch, daB wir fiinf Punkte angeben, durch
welche jedesmal p, P, F bestimmt sind, da )
durch je finf Punkte die Kollineation be- Fig. 34.
stimmt ist (80).

Der Kegelschnitt p samt dem Schnitt-
punkte seiner Ebene P mit PF kann durch
diesen Schnittpunkt und noch drei Punkte
bestimmt werden, némlich noch durch die ge-
meinsamen Punkte der Polaren dieses Schnitt-
punktes zu p mit p und einen weiteren will-
kiirlichen Punkt A des p. Ist nidmlich jener
Schnittpunkt ein &uBerer Punkt R des p, so
sind die gemeinsamen Punkte C, D der Polaren von R zu p mit p
reell, and p ist durch R, 4, C, D bestimmt, da RC, RD Tan-
genten an p sind. Ist jener Schnittpunkt ein innerer Punkt @ von p,

Fig. 84.
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so schneide man die Polaren RS von Q zu p mit Q4 in R, be-
stimme die (durch @ gehende) Polare @S von R, so daB QRS ein
Polardreieck zu p ist, und gebe von den imaginiren Schnittpunkten
der RS mit p die ideelle Darstellung in Bezug auf R, @S an,
d. h. die in Bezug auf p konjugirten durch B und @S harmonisch
getrennten Punkte E, G. Man findet sie, indem man die @R, @S
mit p bezw. in 4, B und C, D schneidet; dann ist E= A D, BC;
G = AC, BD. Durch die vier Punkte @, 4, E, G ist p bestimmt;
denn B ist der von A durch @ und EG harmonisch getrennte
Punkt; ferner ist C = AG, BE; D = AE, BG, und endlich sind
RC, RD, SA, SB Tangenten an p.

Indem man nun die fiinf bestimmenden Punkte einer Fliche F,
nimlich P, F, 4, C, D oder P, F, A, E, G, einzeln fiinfen gleich-
bedeutenden einer K oder H als entsprechend zuordnet, entsprechen
sich auch die p und die ganzen Flichen als kollinear. Es ist dies
aber nur dann méglich, wenn bei beiden Flichen die Punkte F
ibereinstimmend reell oder ideell, und wenn die Punkte PF, P
ibereinstimmend innere oder #uflere des p sind. Daher gilt:

Eine durch die drei Elemente: einen Kegelschnitt p, den Pol P
seiner Ebene P, und einen Punkt F der Fliche bestimmte Fliche swei-
ten Grades ist kollinear mit der Kugel, wenn F reell, und (PF, P) ein
innerer Punkt des p, oder wenn F idecll und (PF, P) ein duflerer
Punkt des p ist; dagegen ist sie kollinear mit dem einschaligen Um-
drehungshyperboloide, wenn F reell und (PF, P) ein duflerer Punkt
des p, oder wenn F ideell und (PF, P) ein innerer Punkt des p ist.

82. Indem die Flichen zweiten Grades entweder mit der Kugel
oder mit dem einschaligen Umdrehungshyperboloide, von welchem
der Umdrehungskegel eine Abart ist, kollinear sind, auf ersterem
aber keine Gerade liegen, auf letzterem dagegen durch jeden Punkt
zwei gehen, die beim Kegel zusammenfallen, und da sich diese
Eigenschaften und andere auf die kollinearen Flichen ibertragen,
so gilt:

1) Es gibt swei Arten von Flichen sweiten Grades, wichigerad-
linige oder Nichtregelflichen, und geradlinige oder Regelfliichen. Die
ersteren enthalten keine Geraden; bei letzteren gehen durch jeden
Punkt der Fliche zwei Gerade, die ganz in der Fliche liegen und
bei dem Kegel in eine einzige zusammenfallen.

2) Eine Nichiregelfliiche zweiten Grades wird von einer Ebene
in einer reellen oder tn einer imaginiren Kurve geschnitten und hat
mit einer Beriihrungsebene nur den Bertthrungspunkt gemein. Eine
Regelfliche wird von jeder Ebene in einer reellen Kurve geschnitten
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und hat mit einer Berithrungsebene zwei durch den Berfthrungspunkt
gehende Gerade gemein,

3) An eine Nichiregelfliche geht aus einem Punkte P ein be-
rithrender reeller oder imaginirer Kegel, wobei P bezw. ein duflerer
oder ein innerer Punkt der F'liche heiBen soll. An eine Regelfliche
geht aus jedem Punkte ein reeller beriihrender Kegel, so daB jeder
Punkit ein dvflerer Punkt der Fliche ist.

4) Bei einer Nichiregelfliche F zweiten Grades schneidet von swei
Polaren g, g° die eine die ¥, die andere schneidet sie micht. Die Be-
rithrungsebenen in den Schnittpunkten der ersten schneiden sich in
der zweiten. Bei eimmer Regelfliche schneiden entweder beide Gerade
g und g’ die F, oder beide schneiden sie nicht. Denn schneidet die g
die F in zwei Punkten 4 und B, so enthdlt die Berithrungsebene
in jedem Schnittpunkte zwei Erzeugende a, a, bezw.b, b,, von jeder
Schaar eine; daher schneiden sich a und b,, sowie @, und b in
Punkten der F (30), und die Verbindungslinie dieser Schnittpunkte
ist die g’, welche daher ebenfalls die F schneidet.

88. Satz wund Aufgabe. Sind alle recllen Schnitthurven einer
Fliche ¥ mit Ebenen Kegelschnitte, so sind es auch die imagindiren.
Es soll von einem solchen imagindren Kegelschnitte ¢ eine ideelle Dar-
stellung m gegeben werden. (Vergl. I, 408.)

Bew. und Aufi. Die imagindre Schnittkurve einer Ebene Q mit
der Fliche F ist der (imagindre) Kegelschnitt ¢, wenn alle Gerade
der Q die F in denselben (imaginiren) Punkten treffen, wie den ¢,
d. h. wenn auf jeder Geraden der Q die Involution konjugirter Punkte
in Bezug auf F dieselbe ist, wie in Bezug auf <. Da nun in der
Ebene Q die Gesamtheit der zu einem Punkte H in Bezug auf P
und in Bezug auf ¢ konjugirten Punkte je eine Gerade bilden, nim-
lich das eine Mal die Schnittgerade der Q mit der Polarebene von
H zu F, das andere Mal die Polare von H zu ¢, so ist die oben
bezeichnete Bedingung dafiir, daB ¢ der Schnitt QF sei, dann erfillt,
wenn jedem Punkte H dieselbe Gerade 5 in Bezug auf ¥ und in
Bezug aunf ¢ konjugirt ist, oder wenn F und ¢ in Q dasselbe Polar-
system der Paare H, h besitzen. Beschreibt nun in Q der Punkt
H eine Gerade PR, so beschreibt seine Polarebene zu F ein Ebenen-
biischel, und der zu H konjugirte Strahl 5 ein Strahlenbiischel, den
Schnitt des Ebenenbiischels mit Q, und H und 4 bestimmen auf
PR zwei zugeordnete Punkte einer Involution. Ebenso beschreibt
der zu H in Bezug auf i konjugirte Strahl & (seine Polare) ein
Bischel, welches mit den H auf PR eine Involution bildet. Dieses
System der Reihe PR von Punkten H und des Biischels der Strahlen
h ist durch zwei Paare H, h bestimmt, weil durch sie die Involution
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auf PR und der Mittelpunkt des Biischels der & bestimmt ist. Wir
wollen nun dieses System fiir die durch einen beliebigen Punkt P
der Q gehenden Strahlen PR untersuchen.

Bestimmen wir nach Nr. 73 den Pol @ der Ebene Q zu F, so
ist dieser als Pol einer nicht schneidenden Ebene ein innerer Punkt
von F, so daB jede durch @ gelegte Gerade und Ebene die F reell

. schneidet. Legt man dann

Fig. 85. die durch @ gehende Po-

larebene P von P, schnei-
det diese mit Q in der
Geraden ¢’ und mit P
in dem Kegelschnitte
p = ABCD, so ist PQ
=g die Polare von g’
zu F (17) und Q der Pol
von g zu p (77,4). Sei
PR ein beliebiger in Q
durch P gezogenerStrahl,
so schneidet die Ebene
PQR die F in dem reel-
len Kegelschnitte s, und
die PQ trifft die F und
den s in den reellen Punk-
ten F, F’'. DerPol S der
Ebene PQR (des s), weil
sie durch g geht, liegt auf ¢, und PQRS ist ein Polartetraeder in
Bezug auf F, so da3 die Polarebenen aller Punkte H der PR zu F,
daher auch die zu diesen Punkten H gehorigen Strahlen A durch
S gehen. Konjugirte Punkte H auf PR in Bezug auf s (und F)
erhilt man mittelst Strahlen, die man aus irgend einem Punkte
des 8 durch A und B legt, da AB in Bezug auf s zu PR kon-
jugirt ist (I, 347). So bestimmen F’'A4 und F'B auf PR die kon-
jugirten Punkte 4, und B,; ein anderes Paar ist P und R, wobei
noch zu beachten, daB PR A4, B, harmonisch sind als Projektion
von QRAB (aus F'). FB und FA hiitten ebenfalls bezw. 4, und
B, geliefert. Zwei Paare H, h in Bezug auf F sind also P, SR
und 4,, SB, (ein drittes B,, S4,). Projicirt man andererseits den
Kegelschnitt A BCD =p aus F’' (oder F) auf Q in den Kegel-
schnitt 4, B,C, D, = m, so ist m die ideelle Darstellung eines ima-
gindren Kegelschnittes ¢ in Bezug auf P und RS, welcher auf dem
beliebigen, also auf jedem aus P gezogenen Strahle PR’ dasselbe
System H, h besitzt, wie F. Denn P und RS sind Pol und Polare
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zu m, weil @ und RS solche zu p sind, und sie deren Projektion
bilden; dann sind sie aber auch Pol und Polare zu &, weil sie den
Mittelpunkt und die Axe der Imaginirprojektion von m und ¢ bilden
(1, 401). Ebenso sind 4, und die Tangente SB, der m im Gegen-
punkte B, (auf A4, P) Pol und Polare zu i (I, 408); SB, ist aber
wirklich Tangente an m, weil SB Tangente an p ist, da S der Pol
von RQAB. — Die Kurven QF und ¢ sind daher dieselben, und
m ist eine ideelle Darstellung von ¢ in Bezug auf P und g'. Da-
her gilt der

Sate. Schneidet eine Ebene Q eime reelle Fliche zweiten Grades F
in einem imagindren Kegelschnitte i, so ist die ideelle Darstellung m
des + in Bezug auf irgend einen Punkt P der Q und dessen Polare
g’ 2zu i die Projektion des Kegelschnittes p der ¥ aus F’ auf die Ebene
Q, wenn p die (stets reelle) Schnittkurve von ¥ mit der Polarebene P
von P ou F, g’ die Schnitlgerade von Q und P, und F' einer der
(stets reellen) Schnittpunkte F, F' der ¥ mit der Polaren g der g’
su F 15t

Wir konnen nun auch sagen: FEine reelle Fliche zweiten Grades
ist eine solche, die von jeder Ebene in einem Kegelschnitte getroffen
wird, der reell oder imagindr sem kamn.

84. Indem wir bei einem imaginiiren Kegelschnitte, wie bei
einem reellen, den Pol der unendlich fernen Geraden seinen Mittel-
punkt nennen, kénnen wir den Safs aussprechen:

Die ideelle Darstellung m eines imaginiren Kegelschnittes tn Berug
auf seinen Mittelpunkt U und die umendlich ferne Gerade u ist eine
Ellipse, welche U ebenfalls zum Mittelpunkte hat. Denn U und u sind
Pol und Polare auch zu m (I, 401), und m besitzt keinen reellen
Punkt auf w, weil ¢ keinen solchen besitzt. Diese Ellipse m soll
die Mittelpunktsellipse des i heiBen. Wird m ein Kreis, so soll &
ein imaginirer Kreis heiBen*).

*) Der imaginire Kreis wird von Chasles in seiner Géométrie supérieure
(1. Aufl. 1862, S. 546 ff.) als der Kreis von der Gleichung x* 4 y* = — ¢* be-
zeichnet, Chasles bestimmt die Mittelpunktsabstinde a, b von Pol und Polare
durch die Gleichung ab — — 7*. Uber konjugirte Kegelschnitte, insbesondere
ihre mannigfachen Gestalten, hat Herr Prof. Retali eine eingehende Unter-
sachung verdffentlicht in den Denkschriften der Akademie der Wissenschaften
zu Bologna (Ser. 4, B. 5, gelesen am 24. Jan. 1884) unter dem Titel: Sopra
una serie particolare di coniche d'indice due. Er ging dabei von dem Begriffe
aus, dafl jeder der Kegelschnitte zm sich selbst reciprok in Bezug auf den
anderen sei, welcher Begriff auch den beiden ersten gedruckten Verdffentlichun-
gen dber diese Kurven zu Grunde gelegt war, denen von Steiner und von
Ruffini. (Die Theorie der Kegelschnitte, gestiitzt auf projektivische Eigenschaften.
Auf Grund von Universititsvortrigen und mit Benutzung hinterlassener Manu-
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Sats. Der imaginire Schnitt einer Ebene mit einer Kugel ist ein
imagindrer Kreis.

Denn sucht man nach der vor. Nr. seine ideelle Darstellung m
in Bezug auf den Schnittpunkt P der schneidenden Ebene Q mit
dem zu Q senkrechten Kugeldurchmesser FF', so sind die Polar-
ebene P des P und daher auch p parallel zu Q, und die Projektion
von p aus F” (oder F') auf Q ist ein Kreis m vom Mittelpunkte P.

85. Indem wir den Begriff der Imaginirprojektion von Kegel-
schnitten (I, 403) auf den Raum ausdehnen, und dabei zugleich
eine Erweiterung fiir die Ebene gewinnen, sagen wir:

Begriff. Zwei Kegelschnmitte k, k, in derselben oder tn verschiede-
nen Ebenen, su welchen beew. G, g und @,, g, Pol und Polare sind,
befinden sich in der perspektiven Lage der Imagindrprojektion zu ein-
ander, wenn aus einem Projektionsmittelpunkte O sich G auf G,, g
auf g,, und der zu dem einen Kegelschnitie k in Beeug auf G, g kon-
Jugirte Kegelschnitt | sich auf k, projiciren. Wir werden beweisen, daf?
dann auch der 2u k, in Besug auf G,, g, konjugirte Kegelschmti L
sich auf k projicirt.

Sate. Haben swer Kegelschnitte auf einer gemeinschaftlichen Ge-
raden g hrer getrennten oder susammenfallenden Ebenen die Involution
konjugirter Punkte gemein, so projiciren sie sich aus swei Punkten auf
einander, welche auf der Verbindumgslinie g° der Pole G, G, von g
2u je einem der Kegelschnitte liegen und durch diese harmonisch ge-
trennt sind.

scripte Jacob Sleiners bearbeitet von Dr. H. Schréter, 1876, — und Ruffini, di
alcuni teoremi riferibili alla polaritd reciproca delle coniche, nella Mem. dell’
Accad. d. Sc. di Bologna, Ser. IiI, T.VI, letta 16. Gen. 1876.) Dabei sei be-
merkt, dall dem Ursprunge nach Steiners Arbeit vorausgeht, da derselbe schon
1863 gestorben ist. Herr Retali bat dann dber die Beziehung der konjugirten
Kegelschnitte als gegenseitige Imagin&rprojektionen eine Verdffentlichung ge-
" macht in einer Nota sulle coniche conjugate (Mem. d. Acc. d. Sc. di Bologna,
Ser. 4, T. 6, letta 21. Dic. 1884). Es geschah dies zwar nach dem Erscheinen
des 1. Bandes dieses Werkes, aber die Note war schon vorher der Akademie
ibersendet- worden (siehe Schluflbemerkung derselben), so dall Herr Retali
unabhiingig von dem Verfasser diesen Gedanken fafite. — Ich erlaube mir noch
. zuzufiigen, dal meine ersten Aufzeichnungen dber Imaginirprojektionen von
Kegelschnitten und von Fldchen zweiten Grades aus dem Jahre 1865 herrihren,
daB ich aber die damalige zwar umfassendere, aber nicht so einfache Dar-
stellung nicht reif fiir die Verdffentlichung hielt, den Grundgedanken jedoch
in meinem Aufsatze idber scheinbare Unstetigkeit geometrischer Construktionen,
welche durch imaginiire Elemente derselben verursacht wird (Schlomilchs Zeit-
schrift fir Math. u. Phys., 1867, B. 2, S. 388), benutzte. Erst bei Gelegenheit
der Bearbeitung (1881) des Abschnittes diber die Krimmungslinien der Flichen
zweiten Grades kam ich auf die im ersten Bande gegebene Form,
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Dabei ist die Projektion eine gewihnliche oder reelle,

1a) wenn beide Kegelschnitte k und k, reell sind, und wenn ein
Punkt der g sugleich fiir k und k, snnerer oder duflerer Punkt tst; oder

1b) wenn beide Kegelschnitte 1+ und ¢, smagindr sind.

Dagegen ist die Projeltion eine imagindre,

2a) wenn beide Kegelschnitte k und k, reell sind, und wenn ein
Punkt des g innerer fir k wnd duflerer fir k, ist; oder

2a) wenn der eine Kegelschnitt k reell und der andere i imagi-

Bew. 1a) Fiir diesen Fall wurde schon I, 386 der Beweis
mittelbar durch Reciprocitit geliefert; da er aber die Grundlage fiir
die folgenden Fille bildet, mag noch zur gréBeren Einsicht der un-
mittelbare Beweis gegeben werden. Nach 1, 351, Zus., ist ein Kegel-
schnitt ¥ bestimmt durch die Involution der in Bezug auf % kon- Fig. se.
jugirten Punkte einer Geraden g, den Pol .
G der g zu k, und einen Punkt A des k. Fig. s6.
Die GA schneidet. den % noch in einem
zweiten Punkte B, die g in D, und es sind
A und B harmonisch getrennt durch G und
D. Weil GD den %k schneidet, muB von
den zugeordneten Punkten G, D der eine
ein innerer, der andere ein dullerer des k
sein. Nun hat aber D nach der Voraus-
setzung gegen & und %, die iibereinstimmende
Lage, und ebenso G und G,, weil auf g in Be-
zug auf k¥ und %, dieselbe Involution herrscht.
Daher schneidet auch DG, den %,, etwa
in 4, und B,, und %, ist durch die Involution
g, durch G, und 4, (oder B,) bestimmt. Da in % und %, die g sich
selbst, die Punkte G und 4 den Punkten G, und 4, oder denen G,
und B, entsprechen, so sind auf GG, die Schnittpunkte O, 0’, bezw.
mit AA,, AB, die Projektionsmittelpunkte von % und %,. Es pro-
jiciren sich dann irgend zwei entsprechende Punkte C, C, von k, %,
auf einander, d.i. solche, welche man aus zugeordneten Punkten
E, E' der Involution auf g gewinnt, nimlich C = E'4, EB,;
C,=E'A, EB,. O und O’ sind aber durch G und G, harmonisch
getrennt, weil 00'GG, die Projektion aus 4 von den vier harmo-
nischen Punkten 4, B, D@, ist. — Dieser Beweis ist unabhingig
davon, ob % und k, in verschiedenen oder in derselben Ebene liegen,
und davon, ob die Doppelpunkte der Involution auf g (durch welche
Punkte % und %, gehen) reell oder imagindr sind.
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. Liegt g unendlich fern, so heien die Kegelschnitte d@hnlich
und dhnlich gelegen (I, 387).

1b) Bildet man von den imaginiren Kegelschnitten i, ¢, die
ideellen Darstellungen m, m, in Bezug auf g, G bezw. g, G,, so
haben m mit ¢, m, mit ¢;, und nach der Voraussetzung ¢ mit 3,,
daher auch m mit m, auf g eine Involution konjugirter Punkte ge-
mein; und da auflerdem jeder Punkt von g #uBerer Punkt von m
und von m, ist (I, 405), so projiciren sich nach 1a) die m und m,,
und daher auch die durch sie vollstindig bestimmten 7 und i;, d. h.
die Polarsysteme derselben, reell auf einander.

2a) Die reellen Kegelschnitte %, %, miissen sich auf g in reel-
len Punkten schneiden, damit ein Punkt der g innerer Punkt des
einen und #HuBerer des anderen sein kann. Bildet man zu jedem
von beiden den in Bezug auf g konjugirten (reellen) Kegelschnitt !
bezw. 1, so ist jener Punkt von g zugleich fir % und [, innerer
oder @uflerer, und zugleich fiir %, und 7 #uBerer oder innerer Punkt
(, 402). Und da auBerdem alle vier Kegelschnitte auf g dieselbe
Involution besitzen, so projiciren sich sowohl % und I, als %, und !
auf einander, und zwar aus denselben Punkten O und O’, weil,
wenn sich zwei Kegelschnitte auf einander projiciren, sich auch zu-
gleich die zu ihnen in Bezug auf entsprechende Gerade (g, g) kon-
jugirte auf einander projiciren. Wenn aber k und [,, sowie %, und /
reelle Projektionen von einander sind, so sind, zufolge des Begriffes,
k und I, sowie k, und /, imagindre.

Ist g unendlich fern, so mégen die Kegelschnitte konjugirt dhn-
lich und dhnlich gelegen genannt werden.

2b) Fir den reellen Kegelschnitt ¥ und den imaginiren ¢ ist
g eine imaginir schneidende Gerade. Der in Bezug auf g zu % kon-
jugirte imaginire Kegelschnitt " und der zu ¢ konjugirte reelle &’
schneiden daher die g ebenfalls imaginir. Da aullerdem alle vier
Kegelschnitte auf g dieselbe Involution besitzen, so sind % und %/,
sowie ¢" und ¢ reelle, daher k¥ und 7, sowie ¢’ und %', imaginire
Projektionen von einander.

86. Sats. Zwei Kegelschnitte einer Fliche zweiten Grades, mag
emer derselben oder migen beide reell oder imagindy sein, werden durch
reelle oder imagindre Projektion auf eimander projicirt aus jedem von
ewei Punkten, welche auf der Polaren der Schnwittlinie der Ebenen
der Kegelschnitte liegen wnd durch diese Ebenen harmonisch von ein-
ander getrennt sind.

Denn (85) sie besitzen auf der Schnittlinie ihrer Ebenen eine
gemeinschaftliche Involution konjugirter Punkte (76).
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Es treten alle vier Fille der vorigen Nr. ein. Bei einer Nicht-
regelfliche findet reelle Projektion statt fir zwei reelle (85, 1a);
82, 3)), sowie fiir zwei imagindre Schnitte (1b); imaginire Pro-
jektion fiir einen reellen und einen imaginiren Schnitt (2b). Bei
einer Kegelfliche kann fiir die stets reellen Schnitte reelle (1a) und
imagindre (2a) Projektion stattfinden (82, 3)); erstere gilt z. B. bei
dem einschaligen Umdrehungshyperboloide fiir zwei Parallelkreise,
letztere fir einen Parallelkreis und einen Meridian.

87. Sate. Zwei Kegelschnitte k,, ky, welche sich in zwei (reellen
oder smaginiiren) Punkten A, B schneiden, und ein Punkt F auflerhalb
derselben bestimmen eindeutsg eine Fliche sweiten Grades F, welche
durch k,, ky und F' geht.

Denn seien Q,, @, die Pole von AB bezw. zu %, k;, so
schneide man die Ebene @, Q,F = L mit %, in den (reellen oder -
imagindren) Punkten C,, D,, und mit %, in C;, D,. Dann lege man
durch F, C,, D,, C;, Dy den Kegelschnitt I, bestimme auf 4B den
durch 4 und B von L harmonisch getrennten Punkt L, so ist der-
selbe der Pol von C,D, zu k, und von C;D, zu k,. Die Fliche
zweiten Grades F, welche nun durch den Leitkegelschnitt 7, den
Pol L seiner Ebene und durch 4 (sowie B) bestimmt ist, ist die
gesuchte; denn sie enthilt k,, weil sie von ihm C;, D,, 4, B und
die Tangenten LC,, LD, enthilt; ebenso %; und F.

88. Der Pol der unendlich fernen Ebene zu einer Fliche zwei-
ten Grades F heiBt deren Mittelpunkt und halbirt alle Sehnen der
Flache, welche durch ihn gehen (73, 1)); diese Sehnen werden
Durchmesser genannt. Die Polarebene eines unendlich fernen Punk-
tes hei3t Durchmesserebene oder Diametralebene; sie geht durch den
Mittelpunkt (76), halbirt alle nach dem unendlich fernen Punkte
laufenden (parallelen) Sehnen und enthélt die Berithrungskurve des
mit ihnen parallel der F umschriebenen Cylinders. — Die durch
eine unendlich ferne Gerade g’, also unter einander parallel gelegten
Ebenen schneiden die ¥ in dhnlichen oder komjugirt dhmlichen und
dhnlich gelegenen Kegelschnitten (85, 1a) und 2a)); sind die Kurven
Ellipsen, so sind sie stets @hnlich, sind sie Hyperbeln, so sind sie
dhnlich oder konjugirt #hnlich, je nachdem diese Kurven in den
Winkelrdumen der (parallelen) Asymptoten liegen, welche parallele
Durchmesser enthalten oder nicht enthalten.

Die Mittelpunkte dieser parallelen Kegelschnitte liegen auf einem
Durchmesser g, der Polaren der g’. Die Berithrungspunkte der aus
g’ an F gelegten Berithrungsebenen liegen auf g. Die durch g’ ge-
legte Durchmessercbene ist dem Durchmesser g konjugirt (76) und
halbirt die zu g parallelen Sehnen der Fliche.

Wiener, Lehrbuch der darstellenden G trie. II. '
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Ist der Mittelpunkt einer Fliche zweiten Grades ein Eckpunkt
eines Polartetraeders zu derselben, daher die unendlich ferne Ebene
dessen Gegenfliche, so sind die drei Durchmesser der Fliche, welche
Kanten des Polartetraeders bilden, konjugirte Durchmesser, die Ebenen
je zweier derselben sind konjugirte Durchmessercbenen, und es ist von
diesen zugleich eine jede dem nicht in ihr liegenden Durchmesser
konjugirt (76). Jede Durchmesserebene halbirt die mit ihrem kon-
jugirten Durchmesser parallelen Sehnen, und jeder Durchmesser
enthilt die Mittelpunkte der @hnlichen oder konjugirt dhnlichen und
dhnlich gelegenen Kegelschnitte der ¥, deren Ebenen mit seiner
konjugirten Durchmesserebene parallel sind.

Ein Durchmesser ist reell oder imagindr, je nachdem er die
Fliche in reellen oder imagindren Punkten trifft. Im letzteren Falle
- bestimmen wir ihn durch die ideellen Doppelpunkte der auf ihm in
Bezug auf F stattfindenden gleichlaufenden Involution und seine
wdeclle Ldinge als den Abstand dieser Punkte. Sind in einer Durch-
messerebene (oder fiberhaupt in einer schneidenden Ebene) zwei kon-
jugirte Durchmesser imaginédr, so ist der Kegelschnitt dieser Ebene
imagindr. Sind drei konjugirte Durchmesser der Fliche imagindr,
so sind es auch die Kegelschnitte in den Ebenen je zweier und in
jeder durch einen der Durchmesser gelegten Ebene. Die Fliche
enthilt daher im ganzen Raume keinen reellen Punkt und ist selbst
imagindr, ein Fall, den wir spiter betrachten wollen.

Durch drei konjugirte Durchmesser ist eine Fliche sweiten Grades
bestimmt und entsteht nach Nr.79 z.B. derart, daB3 man den Kegelschnitt
in der Ebene des ersten und zweiten Durchmessers als Leitlinie p
annimmt, so daB der unendlich ferne Punkt des dritten Durch-
messers P ist, und dal man die unendlich ferne Gerade der Ebene
des dritten und zweiten Durchmessers als g = PFF’ (wobei F, F’
reell oder imagindr sein kdonnen) wihlt; es werden dann die er-
zeugenden Kegelschnitte dhnlich oder konjugirt &hnlich und &hn-
lich gelegen.

89. Sats und Aufg. Jede Fliche zweiten Grades F hat im all-
gemeinen drei auf einander senkrechie konmjugirte Durchmesser, welche
whre Azen heiflen. Im besonderen Falle kann sie deren auch unendlich
viele besilzen, nimlich einen ausgeseichneten Dwrchmesser und jeden auf
thm senkrechten, oder auch jeden Durchmesser. Es sollen die Axen
konstruirt werden.

Der Beweis und die Auflosung werden auf diejenigen zu dem
entsprechenden Satze und der Aufgabe tiber den Kegel zweiten Gra-
des (23 ff) zuriickgefihrt. Es geschieht dies mittelst des Saizes,
daf3 drei aus einem Pumkie P gesogene, in Besug auf eine Fliche
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sweiten Grades F konjugirte Strahlen auch in Besug auf den Kegel K
konjugirt sind, welchen man aus P der ¥ umschreiben kann. Ist der
Kegel und also auch seine Berithrungskurve p in der Polarebene P
des P reell, so gilt der Satz, weil durch irgend einen Punkt in P
und seine Polare zu p bezw. ein Strahl und eine Ebene aus P gehen,
welche in Bezug auf F und auf K konjugirt sind. Dann sind auch
zwei durch P gehende Strahlen in Bezug auf die eine Flache kon-
jugirt, wenn sie es in Bezug auf die andere sind. W&hlt man nun
den Mittelpunkt M als Punkt P, so daB die unendlich ferne Ebene
M die Polarebene P wird, so ist X reell, wenn die unendlich ferne
Kurve der F reell ist, was bei den Regelflichen stets stattfindet.
Dann sind die Axen des K auch die Axen der F.

Den Fall, daB K tmagindr sei, erledigen wir durch Betrach-
tungen, welche auch fiir reelle Kegel gelten. Dabei geben wir dem
P sogleich die fir uns wesentliche Lage in dem Mittelpunkte M;
aus den Ergebnissen folgt dann durch riumliche Kollineation auch
unser Satz fiir jeden Punkt P.

Sei F durch drei reelle oder ideelle konjugirte Halbdurchmesser
a, b, ¢ gegeben, so ist durch diese in jeder Ebene je zweier eine
Involution konjugirter Durchmesser bestimmt, vermittelst welcher
zu jedem Durchmesser g die konjugirte Durchmesserebene G leicht
ermittelt wird. Zu dem Ende schneidet man die Ebene ga mit
derjenigen bc in a,, sucht in bc den zu @, konjugirten Durchmesser
ay; derselbe ist in Bezug auf F zu der Ebene ga konjugirt, liegt
also in @. Bestimmt man ebenso b, ¢;, 80 ist G = ayb,c;. Da
zwei der Strahlen ay, b;, ¢ zur Bestimmung von G hinreichen; so
ergibt sich, daB das System der konjugirten Durchmesser und
Durchmesserebenen von F durch zwei von den Involutionen be, ca,
ab bestimmt ist. Nun kann man aber einen Kegel zweiten Grades
angeben, welchem dieselben Involutionen konjugirter Durchmesser
angehoren. Legt man ndmlich durch den Endpunkt des einen Halb-
durchmessers, etwa des ¢, parallele und gleiche Strecken ¢’ und 3’
bezw. mit @ und b und betrachtet a” und b" als reellen oder ideel-
len Halbdurchmesser eines Kegelschnittes 4, je nachdem bezw. ¢
und a, oder ¢ und b ungleichartig (der eine reell und der andere
ideell), oder gleichartig (beide reell oder beide ideell) sind, so be-
sitzt der Kegel K == Mk in den Ebenen Maa’, Mbd’ die gegebenen
Strahleninvolutionen. Denn bei ungleichartigen ¢ und a ist die
Strahleninvolution ca ungleichlaufend, besitzt reelle Doppelstrahlen,
" und diese sind reelle Erzeugende des Kegels, und ihre Schnittpunkte
mit der Linie a’ sind die Endpunkte zweier Strecken a’, und sind
reelle Scheitel von k. Bei gleichartigen ¢, a sind die Doppelstrahlen

6‘
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und die Scheitel ideell. Durch beide Strahleninvolutionen ca, ¢b
ist aber zu jedem Durchmesser g die konjugirte Durchmesserebene
(Polarebene) auf dieselbe Weise wie bei F bestimmt. Also sind
die Axen von K auch solche von F.

Nun kann aber % reell oder imaginér sein; von diesem Um-
stande ist jedoch die Bestimmung der Kegelaxen ganz unabhiéngig,
da sie nur durch Pol und Polare ausgefiihrt wird. (Wire so in der
Fig. 13 der %k, welcher dort mit ¢ bezeichnet ist, die ideelle Dar-
stellung eines imagindren Kegelschnittes, so miiBte nur die G U,,
als Polare von U, durch ihre in Bezug auf den dortigen Punkt M
symmetrische Gerade ersetzt werden.)

Da nun F dieselben Axen wie K besitzt, so sind dies nach
Nr. 22 im allgemeinen drei, im besonderen auch eine ausgezeichnete
und die unendlich vielen darauf senkrechten; es gilt dies fiir Um-
drehungsflichen, welche die erstere Axe zur Umdrehungsaxe haben.
Dadurch, daB3 der Kegel K auch imaginir sein kann, tritt noch eine
neue Moglichkeit ein, die bei reellem K nicht vorhanden ist. a,b,¢
bilden némlich das gemeinschaftliche Polardreikant zu X und zu
einem imaginiren Hilfskegel Mk, bei welchem jedes Polardreikant
rechtwinklig ist (23). Fillt nun X mit Mk zusammen, so ist jeder
Durchmesser der F eine Axe und F eine Kugel.

Da K dasselbe Polarsystem M (Durchmesser und Durchmesser-
ebene) wie F besitzt, so besitzt es auch dasselbe in der unendlich -
fernen Ebene M, oder der (reelle oder imaginiire) Kegel K projicirt
die (reelle oder imaginiire) unendlich ferne Kurve der F. So pro-
jicirt im letzten Falle der imaginire Kegel (M%) den (imaginiren)
unendlich fernen Kugelkreis. Die ideelle Darstellung des Kegels,
welche die M in einer ideellen Darstellung des unendlich fernen
Kugelkreises schneidet, ist ein Umdrehungskegel, dessen Mittelpunkt
M, dessen Axe irgend ein Durchmesser der Kugel ist, und dessen
Erzeugende 45° mit der Axe bilden.

Liegt der Mittelpunkt M der ¥ im Unendlichen, so daBl jede
nach ihm laufende Gerade ein Durchmesser ist, so hat eing Axe a
ebenfalls die Richtung nach M. Eine darauf senkrechte Ebene ist
dann mit den beiden anderen Axen parallel; schneidet man sie mit
der Fliche F in einem Kegelschnitte, bestimmt dessen Mittelpunkt
M, so ist M'M die Axe a, die Ebenen ab, ac gehen durch die
Axen jenes Kegelschnittes, und b und ¢ liegen dann im Unendlichen.

Die Ebenen je zweier Axen heien die Axen- oder Hauplcbenen,
ihre Schnitte mit ¥ die Hauplschnitte, die Endpunkte der Axen in F
die Scheitel der F. .

90. Zur Erceugung und Einteilung der Flichen eweiten Grades
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gehen wir von drei gegebemen komjugirten Durchmessern 2a, 2b, 2¢
aus (88, Ende), nehmen den Kegelschnitt ab (oder ac) als Leitlinie p,
den Kegelschnitt bc als eine Lage der Erzeugenden s an, die sich
so bewegt, dall sie parallel, @hnlich oder konjugirt #hnlich und
ahnlich gelegen zu ihrer Anfangslage bc¢ bleibt, daB ihr Mittelpunkt
den Durchmesser @ und ein Punkt derselben den Kegelschnitt ab
(ein anderer den ac) beschreibt. — Wir wollen im folgenden als die
drei konjugirten Durchmesser die Azen annehmen; die Erorterungen
gelten aber auch fiir andere konjugirte Durchmesser, abgesehen von
den der rechtwinkeligen Lage zukommenden Eigentiimlichkeiten.

Je nach der Lage des Mittelpunktes M im Endlichen oder im
Unendlichen und nach der reellen oder imaginiiren Beschaffenheit
der Axen ergeben sich fiinf Arten der reellen Flichen zweiten Grades,
wozu noch die ¢magindre Fliche als sechste Art hinzukommt.

A. Der Mittelpunkt liegt im Endlichen:
1) die drei Axen sind reell: das Ellipsoid;
2) zwei Axen sind reell, eine ist imaginir: das einschalige

Hyperboloid;

3) eine Axe ist reell, zwei sind imaginir: das zweischalige
Hyperboloid ;

4) die drei Axen sind imagindr: die imagindre Fliche zweiten
Grades.

B. Der Mittelpunkt liegt im Unendlichen:

5) die drei Axen sind reell, oder, was keinen Unterschied in
der Fliche hervorbringt, eine Axe ist reell und zwei sind
imaginar: das elliptische Paraboloid;

6) zwei Axen sind reell, eine ist imaginir: das hyperbolische
Paraboloid.

Wenn der Mittelpunkt im Unendlichen, Fig. 37.

also in seiner Polarebene liegt, ist er ein
reeller Punkt der Fliche; also kdnnen dann
nicht die Flache und somit auch nicht die
drei Axen imaginir sein.

91. 1) Das Ellipsoid besitzt drei reelle
Axen und hat drei Ellipsen zu Hauptschnit-
ten. Fur die verschiedenen Lagen der Er-
zeugenden ist das Verhiltnis

b _MB_ M'B _M'B"

c MC ™ MC T M
unverdnderlich. — Ist b==¢, so wird die
Erzeugende ein Kreis und die Fliche ein Umdrehungsellipsoid. Das-
selbe heilt verlingert, wenn a > b, abgeplatiet oder ein Sphiroid,
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wenn a <b. Fir a=b=c entsteht die Kugel, fir c=0 die
doppelte Ebene ab (entsprechend fir b oder a =0). Fir b=
¢ =0 die Gerade a, fir a =b = ¢ = 0 der Punkt, fir ¢ = oo der
Cylinder, fiir b = ¢ = oo swei parallele Ebenen, fira =b =c = o
die doppelte unendlich ferne Ebene.

Fig. 38. 92. 2) Das einschalige Hyperboloid (einmantelige, einfache H.)
besitzt zwei reelle Axen 25 und 2¢, und eine imaginire, deren
ideelle Darstellung 2a ist. Die Hauptschnitte ab und ac sind daher

Hyperbeln, derjenige bc¢ und die
damit parallelen Erzeugenden El-
lipsen. Von den letzteren ist be die
kleinste und hei3t Kehlellipse; von
ihr an wichst die Erzeugende nach
beiden Seiten bis ins Unendliche.
Weil die Fléche die unendlich ferne
Ebene in einem reellen Kegelschnitte
trifft, so ist der aus dem Mittel-
punkte M ihr umschriebene, sie
nach dieser Kurve beriihrende Kegel
MFEE” reell; er heit der Asymp-
totenkegel, weil er die Asymptoten
aller derjenigen Hyperbeln der Fliche
» enthiélt, deren Ebenen durch M
gehen, z. B. der durch a gelegten.
— Fiir b = ¢ entsteht das einscha-
lige Umdyehungshyperboloid, fiir ¢ =0
die doppelte Ebene ab, fir b = c =0 die Gerade a, fir a=b =
¢ =0 (bei ungeéindertem Verhiltnisse) der Asymptotenkegel der ur-
spriinglichen Fliche, fiir a = oo der elliptische Cylinder, fir ¢ = oo
der hyperbolische Cylinder, fiir a = b = ¢ == oo die doppelt unendlich
ferne Ebene, fir a ="b = 0 zwei sich in ¢ schneidende Ebenen.
Man kann auch die Hyperbel ab (oder ac) als Erzeugende und
die Ellipse bc oder die Hyperbel ac (bezw. ab) als Leitlinie an-
sehen. Die hyperbolischen Erzeugenden ab haben parallele Asymp-
toten; wihrend ihr Mittelpunkt auf der endlichen Strecke CC, liegt,
ist ihre reelle Axe mit b, ihre imaginire mit a parallel; wihrend
er auf der unendlichen Strecke C-C, liegt, ist ihre reelle Axe mit
a und ihre imaginire mit b parallel. Eine der ersteren und eine
der letzteren Art sind konjugirt &hnlich. Das Verhiltnis
a_ MA_ M4,
6 MB  MB,
der reellen und ideellen Axe ist unverinderlich.

Fig. 3.
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93. 3) Das sweischalige Hyperboloid (zweimantelige, zweifache Fig. 2.
H.) besitzt eine reelle Axe 2a und zwei imaginire, deren ideelle
Darstellungen 25, 2¢ sind. Die Hauptschnitte ad und ac sind daher
Hyperbeln, derjenige bc eine
imaginire Ellipse und die damit
parallelen Erzeugenden filr die
endliche Strecke 4 4, sind imagi-
nire, fir die unendliche 4.4,
reelle Ellipsen. Der aus M der
Fliche umschriebene, sie im
Unendlichen bertihrende Kegel
ME'Ek"” heiBt wieder der Asymp-
totenkegel. — Fiir b = ¢ entsteht
das zweischalige Umdyrehungshyper-
boloid, fir ¢ = 0 die doppelte
Ebene ab, fir b=c = 0 die
Gerade a, fir a="5b==c =0 (bei
ungeandertem Verhdltnisse) der
Asymptotenkegel, fiir ¢ == co der
hyperbolische Cylinder, fir b =-c
= oo zwei parallele Ebenen, fir a =b =0 zwei sich in_c schuei-
dende Ebenen. — Man kann auch die Hyperbel ab als Erzeugende
und die imaginire Ellipse bc oder die Hyperbel ac als Leitlinie
ansehen.

4) Die imagmare Fliche soll erst spiter untersucht werden.

94. 5) Das elliptische Paraboloid besitzt einen unendlich fernen ig. 4.
Mittelpunkt M, eine reelle Axe M A, deren Scheitel 4 im End-
lichen liegt, uhd zwei unendlich ferne
Axen 2b und 2¢, welche beide als reell Fig. 40.
oder beide als imaginir anzusehen sind.
Die Hauptschnitte ab und bc sind daher
Parabeln, welche sich von A aus in dem-
selben Sinne ins Unendliche erstrecken
miissen, weil eine mit bc parallele Ebene
die Fliche in einer mit der reellen oder
imaginiren Ellipse b¢ éhnlichen oder kon-
jugirt dhnlichen Ellipse schneidet, so dal3
sie jene beiden Parabeln entweder in vier
reellen oder in vier imaginiren Punkten,
den Scheiteln der Ellipse, schneidet. — Fiir b = ¢ entsteht das Um-
drehungsparaboloid, fir M'C’ = 0 die doppellc Ebene ab, fir M’ B’
= M'C’' = 0 die Gerade a, fir M’'C’ = oo der parabolische Cylinder

Fig. 39.
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fir M'B’= M'C’' = oo die auf a senkrechte durch A gehende
Ebene, verbunden mit der unendlich fernen Ebene.

Alle durch a gelegten Ebenen schneiden die Fliche in Para-
beln, welche a zur Axe haben und sich in iibereinstimmendem Sinne
von A aus erstrecken; und eine durch & und eine mit ihr parallel
gelegte Ebene schneiden die Fliche in kongruenten Parabeln. Denn
der Punkt, aus welchem sich beide Parabeln auf einander projiciren
(86), ist unendlich ferne, da er in der Polare der Schnittlinie ihrer
Ebenen liegt, diese Linie aber und folglich auch ihre Polare eine
unendlich ferne Tangente der Fliche ist (77, 3)). Daher kann man
auch die Parabel ac als Erzeugende ansehen, welche parallel und
kongruent mit ihrer Anfangsgestalt sich so bewegt, daB ihr Scheitel
die Parabel ab beschreibt; B;C, ist eine Lage derselben.

95. 6) Das hyperbolische Paraboloid besitzt einen unendlich
fernen Mittelpunkt M, eine reelle Axe M A, deren Scheitel 4 im
Endlichen liegt, wihrend von den beiden anderen im Unendlichen

liegenden Axen 2b und 2¢

Fig. 41. die eine reell, die andere
,/’?.’ - ~-’.c ,'3:’“’5‘ imagingr ist. Der unendlich
5_--__ _1‘.,’._4-__ <~}  ferne Hauptschniti bc ist da-

L el

her eine Hyperbel, wihrend
diejenigen ab und ac Parabeln
sind, welche sich von 4 aus
in entgegengesetztem Sinne
ins Unendliche erstrecken,
indem die eine derselben von
einer zu bc parallelen und
dhnlichen erzeugenden Hy-
perbel in deren reellen, die
andere in deren imagindren
Scheiteln getroffen wird. So besitzt die erzeugende Hyperbel
M’'B’ B, auf der Parabel ab ihre reellen Scheitel B’, B,’, und auf
der Parabel ac ihre imaginiren Scheitel, von welchen C’, C,’ die
ideellen Darstellungen sind. Entfernt sich ihr Mittelpunkt M’ von

.

. A, so wachsen ihre Axen bis zu jeder beliebigen GroBe; bei der

Anndherung gegen 4 werden sie in A Null, die Hyperbel wird zu
zwei Geraden s und A’, und bei Uberschreitung von A liegen ihre
reellen Scheitel C”, C,” auf der Parabel ac, ihre imaginiren (ideell
dargestellt durch B”, B,”) auf der ab. Da die erzeugenden Hyber-
beln unter einander #hnlich oder konjugirt #hnlich sind, so gilt:
MB :M'C = M’B”: M"C”. Die ideellen Punkte B” B,” bilden
eine mit der Parabel ab kongruente und in Bezug auf 4 symme-
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trische Kurve, als konjugirt zu ab in Bezug auf den unendlich
fernen Punkt von B'B," und B”B,” (I, 402). Ebenso bilden die
Punkte C’, C, eine zur Parabel ac kongruente und in Bezug auf 4
symmetrische Kurve.

Auch dieses Paraboloid wird von der unendlich fernen Ebene,
welche die unendlich fernen Tangenten der Parabeln ab und ac ent-
hélt, in dem unendlich fernen Punkte von a beriihrt, welcher ihr
Pol und der Mittelpunkt M der Fliche ist.

Diese Fliche kann von einer Ebene E nie in einer Ellipse (oder
einem Kreise) geschnitten werden, da die unendlich ferne Gerade
der E die unendlich ferne Hyperbel der Fliche stets in zwei ge-
trennten oder zusammenfallenden reellen Punkten trifft. Denn diese
unendlich ferne Gerade und die Hyperbel projiciren sich aus A4
bezw. durch eine zu E parallele Ebene und durch zwei Ebenen ah
und ah’ (weil a die Projicirende der unendlich fernen Punkte der
Parabeln ab und ac ist), und die erstere Ebene schneidet die beiden
letzteren in zwei reellen durch 4 gehenden Geraden, welche. die
unendlich fernen Punkte der Schnittkurve projiciren. Man mufB3
daher die unendlich ferne Hyperbel der Fliche als aus zwei Geraden
gebildet ansehen, denjenigen der Ebenen ah und ah’, welche Ge-
rade sich in dem unendlich fernen Punkte der a und der F schnei-
den. Fir b = ¢ werden die beiden Hauptschnitte ad und ac kon-
gruent; zu einer Umdrehungsfliche kann die Fliche nicht werden,
da keine Kreise auf ihr moglich sind; fir M'C’ = O entsteht die
doppelte Ebene ab, fir M'B' = M'C’' = 0 die beiden Ebenen ah
und ah’, fir M'C’ = oo der parabolische Cylinder, fir M' B’ =
M'C’ = oo die auf a senkrechte durch 4 gehende Ebene, verbunden
mit der unendlich fernen Ebene.

Eine durch a gelegte und eine damit parallele Ebene schnei-
den, ebenso wie beim elliptischen Paraboloide, die Fliche in kon-
gruenten Parabeln. Daher kann man wieder die Parabel ab (pder
ac) als Erzeugende ansehen, nur daB3 sie sich mit der Leitparabel
ac (oder ab), im Unterschiede gegen die vorige Fliche, in entgegen-
gesetztem Sinne erstreckt.

II. Konjugirte Fliichen zweiten Grades und die Imaginir-
projektion im Raume.

96. In I, 400 ff. nannten wir die ideellen Schnittpunkie emer
Geraden g mit einem Kegelschnitt k in Bezug auf einen Punkt P
der g und dessen Polare p zu k diejenigen beiden Punkte der g,
welche in Bezug auf % zu einander konjugirt und durch P und p
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harmonisch getrennt sind. Die auf allen aus P gezogenen Strahlen
aufgetragenen ideellen Schnittpunkte mit % bilden den zu % in Bezug
auf P konjugirten Kegelschnitt !, und die reciproke Beziehung von
k und I ergibt (I, 401), daB die reellen Schnittpunkte g, & die ideel-
len Darstellungen der Schnittpunkte g, I, d. i. auch die ideellen Dar-
stellungen der imaginir gewordenen ideellen Schnittpunkte g,% sind.
Dieser Begriff iibertrigt sich auf die Schnittpunkte einer Geraden g
mit einer Fliche zweiten Grades F, indem dieselben auch die Schnitt-
punkte der g mit jedem Kegelschnitte der F sind, dessen Ebene
durch g geht. In weiterer Anwendung des Begriffes der konjugirten
Kegelschnitte und der Imaginérprojektion konnen wir sagen:

Begriff und Satz. Zu einer Fliche zweiten Grades F nenmen wir
diejenige Fliche H in Beeug auf einen Punkt P und dessen Polar-
cbene P 2u F konjugirt, welche der geometrische Ort der ideellen Schnitt-
punkte der F mit den aus P gezogenen Strahlen in Besug auf P
und P ist.

Die P schneidet die ¥ und die H in demselben reellen oder ima-
gindiren Kegelschmitte p. Ist p reell, so ist die konjugirte Fliche H
eine reelle Fliche zweiten Grades, welche P und P zu Pol und Polar-
ebene besitet, und die F entlang p beriihrt. Die konjugirte Fliche der
H in Bezug auf P ist wieder F. P und P heifien der Mittelpunkt
und die Ebene der Konjunktion. '

Jede durch P gelegte Ebene E schneidet die F und H in zwei
Kegelschnitten, die in Bezug auf ihren gemeinschaftlichen Pol und
Polare P und PE zu einander konjugirt sind. Daher ist auf jeder
Geraden PE die Involution konjugirter Punkte in Bezug auf diese
beiden Kegelschnitte dieselbe (I, 406). Die reellen oder imaginiren
Doppelpunkte jeder solchen Involution sind aber die gemeinsamen
Punkte jener Kurven (in E) mit P, alle zusammen bilden die Schnitt-
linie von P zugleich mit F und H. Daher schneidet P die F und
die H in derselben reellen oder imaginiren Kurve p, welche fiir F
(83), daher auch fiir H ein Kegelschnitt ist. Fir den Fall, daB p
reell, lege man durch P eine Gerade g, welche durch einen snneren
Punkt des p geht und die ¥ in den Punkten schneidet, welche reell
oder ideell durch F, F’ dargestellt sind; dann schneidet jede durch
g gelegte Ebene B die F in einem reellen Kegelschnitte, welcher
durch die reellen Schnittpunkte der B mit dem p und durch F, F’ geht.
Andererseits schneidet sie die H in dem zu diesem Kegelschnitte in
Bezug auf P konjugirten Kegelschnitte, welcher durch dieselben
Punkte E p, dagegen durch die Punkte der Geraden g geht, welche
bezw. ideell oder reell durch F, F’ dargestellt sind. Die Fliche H,
welche durch diese Kurve erzeugt wird, ist vom zweiten Grade (81)
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und bertihrt die F entlang p, da jene beiderlei erzeugenden Kurven
zwei Punkte der p und in denselben die nach P laufenden Tan-
genten gemein haben. Indem aber die beiden Kurven gegenseitig
konjugirt sind, ist auch ¥ zu H konjugirt.

Zugleich ergibt sich: Die Schnitilinien sweier in Becug auf P
und P konjugirten Flichen sweiten Grades mit einer durch P gelegten
Ebene B sind Kegelschnitte, die in Besug auf P und PE zu einander
konjugirt singd.

97. Zwei n Berug auf den Punkt P und die Ebene P konju-
girte Flichen zweiten Grades F und H sind gegenseitig Imagindrpyro-
jektionen mit P und P als Mittelpunkt und Ebene der Kollineation
(I, 554) und mit der Charakieristik 8 = + YV — 1 = + 4, weil dies
fir jeden aus P gezogenen Strahl gilt (I, 403). Jede reelle Pro-
jektion von H mit P und P als Mittelpunkt und Ebene der Kolli-
neation mit der reellen Charakteristik a ist ebenfalls eine Imaginér-
projektion von F in Bezug auf P und P mit der Charakteristik
0 = 4 a: (I, 403).

98. Von swei konjugirten reellen Flichen sweiten Grades ist stets
die eine geradlinig, die andere wicht geradlinig. Denn ein aus dem
Konjunktionsmittelpunkte P nach einem inneren Punkte des p ge-
zogener Strahl schneidet die eine der Fliachen in imaginéren, die
andere in reellen Punkten, daher ist die erstere Fliche geradlinig,
die zweite nicht geradlinig (81). '

99. Die 2u einer Fliche sweiten Grades ¥ in Beeug auf einen
Punkt P konjugirte Fliche ist imagindr, wenn F nicht geradlinig und
P e innerer Punkt derselben ist; in jedem anderen Falle ist sie reell.
Denn nur im ersteren Falle schneidet jeder Strahl aus P die F in
reellen (82, 3)), daher die H in imaginiren Punkten (96).

Jede durch P gehende Ebene B schneidet die imagindre Fliche H
in demjenigen tmagindren Kegelschmitle, welcher zu dem reellen Kegel-
schnitte EF in Besug auf P und BP konjugirt ist. Derselbe ist be-
stimmt durch die der F und der H gemeinsamen (imaginiren) Punkte
auf BP, durch den Pol P zu dieser Linie, und durch den einen
der beiden konjugirt imaginéiren Punkte der H auf irgend einem
Strahle g aus P, von welchen Punkten sie dann auch den anderen
enthilt. LaBt man die E sich um g drehen, so erzeugen jene imagi-
ndren Punkte auf BP den imagindren Kegelschnitt p = PF, und der
imaginare Kegelschnitt der Ebene E erzeugt die imagidre Fliche,
welche demnach auf dieselbe Art, wie eine reclle Fliche sweiten Grades
entsteht (96). Es soll alsbald nachgewiesen "werden, da3 auch jede
nicht durch P gehende Ebene die Fliche H in einem imagindren
Kegelschnitte trifft, daB also auch die H vom zweiten Grade ist.
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100. Sate. Ist H die (reelle oder imagindre) su einer reellen
Fliche sweiten Grades ¥ in Beeug auf eimen Punkt P und eine Ebene
P konjugirte Fliche, ist p der Kegelschnitt, den P mit ¥ und H ge-
mein hat, und zicht man aus eimem belichigen Punkte Q Strahlen, so
st der Ort des auf jedem dieser Strahlen eu Q in Besug auf H kon-
Jugirten Punlktes eine Ebene, die Polarebene Q von Q zu H, und sie
enthdlt die Polare von Q zu der Schnittkurve jeder durch PQ gelegten
Ebene mit H. Die Q schneidet die Polarcbene Q" von Q su F
einer Geraden der P, der Polare des Punktes (PQ, P) zu p, und wird
von shr durch P und P harmonisch getrennt. Liegt Q in P, so gehen
beide Polarebenen Q und Q' durch P und fallen zusammen. Denn jene
zu @ konjugirten Punkte auf Strahlen, die in einer darch PQ gehen-
den Ebene E liegen, bilden die gerade Polare von @ zu dem Kegel-
schnitte EH. Diese Polare und diejenige von @ zum Kegelschnitte
EF treffen sich aber in einem Punkte der BP und sind durch P
und EP harmonisch getrennt (I, 406, 1), auch fiir einen reellen
Kegelschnitt ¢ giltig). Da aber diese Polaren zu EF in allen Ebenen
E die Polarebene Q" von @ zu F bilden, so gehen alle jene Polaren
zu BEH durch die gerade Schnittlinie der P mit der Q’, welche
Schnittlinie die Polare des Punktes (P @, P) zu p ist, und bilden
diejenige Ebene Q, welche von Q  durch P und P harmonisch ge-
trennt wird.

Durch diesen Satz ibertragen sich alle Polareigenschaften einer
reellen Fliche zweiten Grades F auf eine zu derselben in Bezug
auf P und P Fkonjugirte Fliche H, wenn dieselbe auch imagindr
ist. Insbesondere: .

1) Zu einer zu F konjugirten Fliche H hat eine Ebene Q nur
einen Pol @, von welchem Q die Polarebene ist; denn hitte sie
deren zwei, so miilten diese Punkte auch zu der reellen Fliche F
ein und dieselbe Polarebene haben, némlich die von @ durch P und
P harmonisch getrennte, was unmboglich (75).

2) Die Polarebene R eines Punktes R der Ebene @ zu H geht
durch den Pol @ der Q; denn R und @ sind konjugirte Punkte in
Bezug auf den Kegelschnitt der H in der Ebene PQR.

3) Die Pole @ und @’ einer Ebene Q bezw. zu H und F lie-
gen auf einer Geraden mit P und sind durch P und P harmonisch
getrennt. Denn @ und @’ konnen bezw. als die Schnittpunkte der
Polarebenen dreier Punkte von Q bestimmt werden; die drei zu F
gehorigen schneiden sich in ', daher miissen die drei za H gehd-
rigen durch den Punkt Q der Geraden PQ’ gehen, welcher von @’
durch P und P harmonisch getrennt ist. — Geht Q durch P, so
fallen Q und @’ in P zusammen.
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4) Die Polaren ¢’ und g, einer Geraden g bezw. zu H und F
liegen in einer Ebene mit P, schneiden sich auf P und sind durch
P und P barmonisch getrennt. Liegt g in P oder geht durch P,
so fallen g’ und g, zusammen und gehen bezw. durch P oder lie-
gen in P.

5) Die Biischel g° und g, der Polarebenen der Punkte einer
Geraden g bezw. zu H und F sind projektiv mit dieser Punktreihe
und zu einander perspektiv mit P und P als Mittelpunkt und Ebene
der Kollineation.

101. Ist F eine reelle Fliche sweiten Grades und H thre in
Besug auf P und P konjugirte Fliche, und schmeidet em durch P ge-
gogener Strahl die F in den reellen Punkten Q und Q’, so ist die Polar-
ebene von Q cu H die Beriihrungsebene der ¥ in Q'. Denn die Polar-
ebene Q zu F ist die Berithrungsebene der F in @. Die Beriihrungs-
ebenen der F in Q und in Q' schneiden sich aber in einer Geraden
der P (73, 5)) und sind durch P und P harmonisch getrennt, weil
Q und Q' es sind; folglich ist die Berihrungsebene der ¥ in @’
die Polarebene von @ zu H (100).

102. Satz und Aufg. Eine zu einer reellen Fliche sweiten Grades
F in Besug auf einen Punkt P und eine Ebene P konjugirte imagi-
nare Fliche wird von jeder Ebene B in einem imagindren Kegelschnitte
getroffen und ist deswegen ebenfalls eime Fliche vom sweiten Grade.
Es soll von einer solchen imagindren Schnitthurve eine ideelle Darstel-
lung bestimmt werden.

Bew. und Aufi. ¥ mul} eine nicht geradlinige Fliche und P
ein innerer Punkt derselben sein (99). Von der Schnittlinie PE = ¢
geht die gemeinschaftliche Polare g, zu F und zu H durch P (100, 4));
eine durch g, beliebig gelegte Ebene Q treffe die F, H, P, B, g bezw.
in dem reellen Kegelschnitte f, dem imaginéren Kegelschnitte s, den
Geraden p, e und dem Punkte G, wobei P und G bezw. die Pole von
p und g, zu f und zu A sind (100, 2)). Die imaginire Schnittkurve
BH =i wollen wir durch eine ideelle Kurve in Bezug auf G, (=eg,),
g darstellen, indem wir auf jedem in E durch G, gezogenen Strahle,
so auf dem Strahle EQ = ¢ die in Bezug auf H und dann auch
auf A konjugirten (100) und durch G, und g harmonisch getrennten
Punkte J, J; bestimmen und nachweisen, da3 dieselben einen Kegel-
schnitt bilden, wodurch ¢ als der zu ihm in Bezug auf G,, g kon-
jugirte imaginire Kegelschnitt nachgewiesen ist. Sei E, der Pol
von B zu F, welcher auf g, liegen muB, da E durch g geht, der also
auch der Pol von e zu f ist, so ist F der Pol von E zu H, wenn
E, und E durch P und P (oder p) harmonisch getrennt sind. Man
erhilt nun auf e auler G, G, noch ein Paar in Bezug auf H und A

Fig. 42.
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konjugirte Punkte B, B,, wenn man von B die Polare E,C zu [
zieht und sie mit p in C schneidet; dann ist EC die Polare von B
zu h und bestimmt B, auf e. Wihlt man, wie in der Figur, B als
einen Schnittpunkt von e mit £, so sind die Polaren von B zu f und %
die Tangenten an f bezw. in B und die zweite aus C gezogene (I, 408),
so daB man die Punkte E, und E entbehren kann. Um nun in der
Involution G, G,; B, B, die ideellen Doppelpunkte in Bezug auf
G, G, d. h. die durch G, G, harmonisch getrennten zugeordneten
Punkte zu finden, projicire man G, G,; B, B, aus einem der Schnitt-
punkte 4, 4, von g, mit f, etwa aus A, auf fin die Punkte 4, 4,;
B, D,, bestimme den Mittelpunkt K dieser Involution als Schnitt-
punkt von 4 4, mit BD, (im Inneren von f), ziehe die G K, schneide
sie mit f in L und L,, so liefern AL und AL, auf ¢ die gesuchten

Fig. 42.

Punkte J und J;; denn sie bilden ein Paar der Involution, weil L L,
durch K geht, und sie sind durch G, G, harmonisch getrennt, weil
L, L, durch G, K harmonisch getrennt sind. — Lia3t man nun die Ebene
Q sich um g, drehen, so geht f in eine andere Kurve f’ der F iiber,
und es projiciren sich aus einem Punkte der g auf einander die
Kegelschnitte f und f* (85), ebenso G und ein ihm entsprechender
Punkt G’ der g, B und B’, C und C', B, und B,, D, und D,
daher auch BD, und B’ D/, so daB diese Linien sich in dem Punkte
K der Kollineationsaxe schneiden miissen. Daher bilden die Ge-
raden GK,G’ K die Ebene g K, die Punkte L, L,; L', L,” den (reellen)
Kegelschnitt, in welchem die Ebene g K die F trifft, und die Punkte
J,dy; J',J| die Projektion dieses Kegelschnittes aus 4 auf E, also
wieder einen Kegelschnitt, w. z. b. w.

103. Indem wir den Begriff der Reciprocitit (I, 285, 353 f.) auf




11T, 108. Konjugirte Flichen 2. Gr. u. Imagio#irprojektion im Raume. 95

den Raum anwenden, und dabei eine Fliche zweiten Grades ¥ als
Direktriz der Reciprocitit annehmen, erhalten wir als reciproke Ge-
bilde zu einem Punkte seine Polarebene zu F; zu einer Ebene ihren
Pol; zu einer Geraden ihre Polare; zu einer geraden Punktreihe g
das damit projektive Ebenenbiischel mit der Polaren g° von g als
Axe; zu einer Fliche von Punkten von der n*" Ordnung (welche
von einer Geraden in » Punkten geschnitten wird) eine Fliche von
Ebenen von der n** Klasse (von deren Ebenen 7 durch eine Gerade
gehen), niamlich die einhiillende Fliche der Polarebenen jener Punkte;
zu einer Kurve von Tangenten (abwickelbaren Fliche) eine Kurve,
welche von den Polaren jener Tangenten berithrt wird (abwickel-
bare Flache); zu einer Kurve von Punkten von der %'" Ordnung
(welche von einer Ebene in # Punkten geschnitten wird) eine Kurve
von Ebenen von der n*" Klasse (von deren Ebenen n durch einen
Punkt gehen); die Ebenen sind die Polarebenen der Punkte der ersten
und die Schmiegungsebenen der zweiten Kurve; den Tangenten der
ersten Kurve und ihrer abwickelbaren Fliche entsprechen die Schnitt-
linien je zweier benachbarten Schmiegungsebenen, d. i. die Tangen-
ten der zweiten Kurve und ihre abwickelbare Fliche.

Eine Fliche H nennt man reciprok zu sich selbst, wenn von jedem
ihrer Punkte die Polarebene zur Direktrix F Berithrungsebene der
H ist. Um diesen Begriff auch auf den Fall einer imagindren
Fliche zweiten Grades anwendbar zu machen, geben wir ihm eine
allgemeinere Form.

Begriff. Eine Fliche sweiten Grades H st reciprok zu sich selbst
in Bezug auf die Direktrizfliche ¥, wenn von einem Punkte R und
seiner Polarebene R zu H beew. die reciproke Ebene R’ und der reci-
proke Punkt R’ (Polarebene und Pol von R und R zu F) wieder
gegenseitig Polarebene und Pol eu H sind. Es gilt dann der

Satz: Sind F und H zwei tn Bezug auf den Punkt P und die
Ebene P konjugirte Flichen sweiten Grades, von denen eine imagindr
sein mag oder wicht, so ist jede derselben die reciproke Fliche von
sich selbst in Beazug auf die andere F'ldche.

Denn sind der Punkt @ und die Ebene @ Pol und Pola.rebene
zu F, sind Q' und Q" durch P und P harmonisch getrennt bezw.
von Q und Q, wobei die Verbindungslinie Q@Q’ darch P geht und
die Schnittlinie .QQ " in P liegt, so sind auch @’ und Q" Pol und
Polarebene zu F, weil F mit sich selbst perspektiv-kollinear ist in
Bezug auf P und P, wobei die entsprechenden Elemente durch P
und P harmonisch getrennt sind (73, Zus.). Da nun @ und Q' und
ebenso Q' und Q Pol und Polarebene zu H sind (100), so ist jede



Fig. 48.
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der beiden Flichen (H) reciprok mit sich selbst in Bezug auf die
andere Fliche (F).

104. Satz u. Aufy. Ist ein imaginirer Kegelschnitt © als komju-
girte Kurve gu einem reellen Kegelschnitte m in Besug auf einen (inne-
ren) Punkt R desselben gegeben, so ist die ideelle Darstellung des i in
Bezug auf einen beliebigen Punkt S seiner Ebene ebenfalls ein Kegel-
schnitt; derselbe soll bestimmt werden®).

Bew. . Aufl. Wire .S ein Punkt Q der Polaren » von R zu
m und zu ¢, so wire die ideelle Darstellung von ¢ in Bezug auf @

der Kegelschnitt 7, wel-
Fig. 43. cher zu m in Bezug auf
RQ = p (und dessen Pol
P zu m) konjugirt ist
(I, 407). Liegt aber S
nicht auf 7, so ziche man
die Gerade SR, schneide
sie mit v in P, dann ist
der in Bezug auf P und
p zu m konjugirte Kegel-
schnitt ! die ideelle Dar-
stellung des ¢ in Bezug
auf RS = g und dessen
Pol Q. Nun liegt aber S
auf der Polaren ¢ von @ zu ! und zu ¢ (und zu m); daher ist der
zu | in Bezug auf @S = ¢ und deren Pol T (auf ¢) konjugirte Kegel-
schnitt A die verlangte ideelle Darstellung des ¢ in Bezug auf S und
seine Polare @7 = s zu 4.

106. Sate u. Aufy. Die ideclle Darstellung eines imaginiren
Kegelschnittes © in Besug auf einen Punkt ist eine Ellipse, Parabel
oder Hyperbel, je nachdem dieser Punkt innerhalb, auf oder aufderhalb
der Mittelpunktsellipse m von 1 liegt (84)**). Sind P und Q zwei in
Besug auf @ konjugirte Punkte eines Durchmessers von i (und m), so

*) In B. I, Nr. 408 wurde eine Konstruktion dieser Kurve angegeben und
dabei stillschweigend vorausgesetzt, dal sie ein Kegelschnitt sei. Es soll eine
andere Konstruktion gegeben werden, welche den Beweis einschlieBt.

**) Herr Prof. Retali hatte die Freundlichkeit, mir in einem Schreiben
vom 18. Mirz 1885 diesen Satz mitzuteilen, und ich erkemne ihm gerne die
Prioritdt in Bezug auf denselben zu. Ich stie spiter auf den Satz bei Ge-
legenheit der Auflssung der -obigen Aufgabe, welche denselben einschliefit.
Herr Retali teilte mir noch andere interessante SHtze mit, insbesondere solche
tlber die Punkte in der Ebene eines Kegelschnittes, in Berug auf welche der
konjugirte Kegelschnitt ein Kreis ist.
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sind die ideellen Darstellungen h und k von ¢ in Besug auf P besw. Q
su emnander kowpugirt in Besug auf P Q. — Es sollen diese Kegel-
schnitte konstrusrt werden.

Bew. u. Aufl. Sei U der Mittelpunkt von ¢ und m und sei auf Fig. 4

der Durchmesserlinie UQ oder r der Punkt @ ein &uBerer von m,
P’ sein konjugirter in Bezug auf m, so ist sein konjugirter P in
Bezug auf ¢+ von P’ harmonisch getrennt durch U und dessen Po-
lare « zu ¢ und m; und da % unendlich fern, so ist UP = P'U.
P’ und P sind dann innere Punkte von m. Die Polaren p'=— P'R
und p = PR von Q bezw. zu m und ¢ laufen nach dem unendlich

Fig. 44.

fernen Pole R der » zu m und ¢ Um nun die zu ¢ in Bezug auf
P und Q konjugirten Kegelschnitte bezw. A und k zu bestimmen,
verzeichne man (oder denke sich auch nur verzeichnet) den zu m
in Bezug auf den Schnittpunkt ¥ der » mit % und dessen Polare
UR zu m konjugirten Kegelschnitt I, der entweder nach I, 401
oder als diejenige Hyperbel verzeichnet wird, welche die in UR und
UP liegenden Durchmesser des m bezw. zu einem reellen und zu
dessen konjugirtem ideellen Durchmesser hat (I, 379). Nach der
Konstruktion der vor. Nr. sind dapn die ideellen Darstellungen % und
k von ¢ in Bezug auf P bezw. Q auch die konjugirten Kegelschnitte
zn | in Bezug auf @ bezw. P; und da PQR ein Polardreieck zu I,
80 sind k und ¥ zu einander konjugirt in Bezug auf R und r (I, 407).
h und % berithren aber die ! bezw. in den Punkten 4, 4, und B, B,,
welche auf den Strahlen RP, R Q liegen, und die Tangenten in diesen
Punkten gehen bezw. nach @ und P. Hat man ! nicht verzeichnet,
80 bestimmt man 4, 4, und B, B, als Doppelpunkte je einer In-
volution, oder einfacher nach I, 371, indem man die Abscissen der
Hyperbel aus ihren (hier schiefen) Ordinaten ermittelt. Weil 4, 4,
und B, B, zwei konjugirte Punktepaare der konjugirten Kegelschnitte
h,k smd 80 bestimmen die Linien AB, AB, (und 4, B,, A, B) auf

Wlenu, Lehrbuch der darstellenden G trie. IL.
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r die Beriihrungspunkte C, C; beider Kegelschnitte, in welchen die
Tangenten nach R laufen (I, 401). Da nun die nach dem 'Pole R
von CC, gerichtete reelle Sehne APA, des k die.endliche Strecke
CC, trifft, ist die ideelle Darstellung % des ¢ in Bezug auf den
wnneren Punkt P eine Ellipse, die & in Bezug auf den duferen Q,
weil zu der A in Bezug auf den unendlich fernen Punkt R konjugirt,
eine Hyperbel. Zur Verzeichnung von % bestimmt man den zu CC,
konjugirten Durchmesser vermittelst Affinitit zu einem Kreise vom
Durchmesser CC,; und jener Durchmesser gehért als ideeller auch
der Hyperbel k an. — Ist @ ein Punkt der m, so ist p° deren Tan-
gente in demselben, p die im diametral gegeniiberliegenden Punkte;
dann wird A4, = BB,, BA | r, C riickt ins Unendliche und die
h oder k wird zu einer Parabel.

106. Aus Nr. 84 und den beiden vorhergehenden Nummern
ergibt sich:

1) Der Pol U der unendlich fernen Ebene U zu einer imagi-
niren Fliche H ist ihr Mittelpunkt; die ideelle Darstellung der H in
Bezug auf U ist ein Ellipsoid, welches U zum Mittelpunkte hat,
dasselbe soll das Mittelpunkisellipsoid der H hei3en.

2) Die ideelle Darstellung einer imagindren Fliche zweiten Grades
H in Bezug auf irgend einen Punkt P ist ein Ellipsoid, ein ellip-
tisches Paraboloid oder ein sweischaliges Hyperboloid, je nachdem P
inmerhalb, auf oder auflerhald des Mittelpmnktsellipsoides der H legt.

109. Begriff. Wir wollen dicjenige Fliche H konjugirt zu einer
Fliche sweiten Grades F in Bezug auf eine Gerade g nennen, welche
den Ort des Kegelschnitles bildet, der in jeder durch g gelegten Ebene
2u deren Schnitthurve mit F konjugirt in Bezug auf g ist.

Satz. Sind die Geraden g und g’ gegenseitige Polaren zu einer
Fliche sweiten Grades F, so sind die in Besug ouf g und die in
Beaug auf g ou F konjugirten Flichen cin und dieselbe; diese Fliche
H ist vom sweiten Grade, sic beriibrt die ¥ in deren Schnittpunkten
mit g und mit g', g und g’ sind auch gegenscitige Polaren zu H, und
es ist auch ¥ 2u H in Bezug auf g und g’ konjugirt™).

Bew. Jede Gerade i, welche die g und die ¢’, bezw. in den
Punkten G und G, schneidet, trifft beide konjugirte Flichen in den-
selben beiden Punkten, nimlich in denen, welche in Bezug auf ¥ zuein-

*) Diesen Begriff und Satz teilte mir Herr Prof. Retali in einem Schreiben
vom 26. Nov. 1884 freundlichst mit. Er war mir neu, schien mir aber dem
Inhalte meines Buches ferne zu liegen. Bei der letzten Uberarbeitung des
zweiten Bandes jedoch filhrte mich die nithere Untersuchung der Imaginir-
projektion ebener Kurven der Flichen 2. Grades auf diesen Begriff und ich zog
ihn in der oben gegebenen Weise in das Buch herein.
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ander konjugirt und durch G und G’ harmonisch getrennt sind.
Denn die zu F in Bezug auf g und die in Bezug auf g’ konjugirte
Fliche enthalten bezw. in den Ebenen gi, g'¢ die Kegelschnitte A,
h’, welche zu den Schnittkurven dieser Ebenen mit F bezw. zu g,
G’ und ¢’, G konjugirt sind, indem G’ und G bezw. von g und ¢’ zu
den Schnittkurven die Pole bilden. Diese konjugirten Kurven &, &',
und daher auch H, schneiden aber die ¢ in den bezeichneten Punkten
(I, 400). Indem durch jeden Punkt des Raumes eine Gerade ¢ gelegt
werden kann, fallen beide Flachen mit allen ihren Punkten zusammen.

Da alle Kegelschnitte % dieselbe Involution konjugirter Punkte
auf g besitzen, wie F, deren reelle oder ideelle Doppelpunkte F, F’
heiBen mbgen, so projiciren sich je zwei derselben auf einander aus
jedem von zwei Punkten der Verbindungslinie der Pole von g za
ihnen (85), d. h. der ¢". LiBt man zwei h ineinander fallen, so findet
man, daB die Fliche H entlang einer Kurve A von einem Kegel
berithrt wird, dessen Spitze auf g liegt; ebenso entlang eines Kegel-
schnittes b’ (dessen Ebene durch g’ geht) durch einen Kegel mit
der Spitze auf g. Alle 4 erzeugen nun eine Fliche zweiten Grades H,
da sie alle durch dieselben beiden Doppelpunkte F, F" auf g, sowie
durch zwei Punkte eines Leitkegelschnittes A" gehen, und in letzteren
Punkten Tangenten besitzen, die nach demselben Punkte der g (der
dann der Pol der Ebene von 4’ ist) laufen (81). Ebenso alle '. — g
und ¢’ sind Polaren von einander auch zu H, weil der Pol von ¢
zu jeder Kurve h auf g’ liegt, und umgekehrt. Die durch g ge-
legten Berithrungsebenen an ¥ und H berithren beide Flichen in den
Doppelpunkten der zu diesen Flichen gemeinschaftlichen Involution
auf ¢°, und umgekehrt. Es ist die Fliche F in reciproker Weise
zu H in Bezug auf g und g’ konjugirt, weil in reciproker Weise
in jeder durch g oder durch g° gelegten Ebene die Kegelschnitte
f und h zueinander konjugirt sind.

108. Sate. Von sweien in Berug auf zwei Gerade g, 9° 2u-
einander konjugirten Flichen zweiten Grades ¥ und H ist jede mit
sich selbst reciprok in Beoug auf die andere.

Bew. Durch einen beliebigen Punkt @ des Raumes lege man
eine die g und g’ bezw. in G und G’ schneidende Gerade 4, durch
¢ und eine der Geraden g, g’, etwa g, die Ebene g¢, so schneidet
diese die F und H in den Kegelschnitten f und %, welche in Bezug
auf G’, g konjugirt sind. Sei auf ¢ zu @ der Punkt Q' in Bezug
auf A und daher auch auf H konjugirt, seien die Punkte Q,, @,
durch G’ und G harmonisch getrennt bezw. von @, @', so sind auch
Q., @, konjugirt in Bezug auf A und H, weil » mit sich selbst
perspektiv-kollinear in Bezug auf G’ und g ist (I, 346), und es sind

7*
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Q und @, sowie Q" und @, konjugirt in Bezug auf f (I, 406, 1))
und F. Sind nun noch auf g zu G der Punkt G, und auf g’ zu G’
der Punkt G, konjugirt in Bezug auf F und dann auch auf H, so mul
die Polarebene eines jeden Punktes der Geraden GG’ in Bezug auf
F und auf H die Gerade G, G," enthalten, weil diese die Schnitt-
linie der Polarebene G, ¢’ von G und G,'g von G’ ist. Daher sind
die Polarebenen von @ zu H und F bezw. G, G, @’ und G, G, @,’, und
die von @, zu H und F bezw. G, G,"Q, und G,G,’ Q. Da nun @,
G, G, Q" Pol und Polarebene zu H sind, G, G, @,’, @, bezw. deren
Polarebene und Pol zu ¥, diese aber auch Polarebene und Pol zu
H, so ist nach dem Begriffe von Nr. 103 die eine (H) der beiden
Flichen mit sich selbst reciprok in Bezug auf die andere (¥).

109. Die besonderen Fille der in Bezwug auf zwei gegenseitige
Polaren g, g' konjugirten Flichen F und H.

1) Ist F geradlinig und wird von g und dann auch von ¢’
in zwei reellen Punkten geschnitten (82, 4)), so gilt das letatere
‘auch von H, und H ist daber ebenfalls geradlinig. ¥ und H haben
in jenen vier Punkten die bezw. durch g’ und g gehenden Beriih-
rungsebenen, daher auch das unebene Viereck von Erzeugenden ge-
mein, welche jeden der beiden Schnittpunkte auf g mit jedem der
beiden auf g’ verbinden.

2) Ist ¥ geradlinig und wird nicht von g und daher auch nicht
von g° in reellen Punkten geschnitten, so sind g und g’ nicht reell
schneidende Gerade fir alle Kegelschnitte f, /’; und da diese reell
sind, so sind die A und A’ und damit die Fliche H imagindr.

3) Ist F nicht geradlinig, so wird sie von einer der Geraden
g, 9" reell, von der anderen imaginéir geschnitten, dann gilt dieses
auch von H, und H ist ebenfalls nicht geradlinig.

4) Ist F tmagindr, so wird sie von g und.von g’ nicht reell
geschnitten; daher auch nicht die H, und da alle Kegelschnitte f
imagindr sind, so sind alle 2 und A’ reell, und H geradlinig.

110. Sate. Sind in Beeug auf eine Fliche sweiten Grades F
die Geraden g und g’ gegenseitige Polaren, sind ferner die Punkte P
und Q der g’ in Becug auf F zu eimander kowjugirt, also P und gQ
=P, sowie Q und gP = Q Pol und Polarebene, sind endlich su F
konjugirt die Fliche ¥' in Bezug auf g und g', die H in Besug auf
P, gQ, die H in Besug auf Q, g P, so sind auch die Flichen der
drei anderen Paare su einander komjugirt, und swar die H, H' in
Beaug auf g,9’, die ¥',H’ in Beeug auf P, g@Q, die F',H in Bezug
auf Q,9P. Schneiden g und g’ die ¥ (und F’) reell, so sind alle
vier Flichen reell, in den anderen Fillen ist eine derselben imagindr.
Ist G irgend ein Punkt auf g, so schneidet die Ebene g'G die vier
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Flichen i vier paarweise zu cinander konjugirten Kegelschnitien miit
dem gemeinschaftlichen Polardreiecke G P Q.
Bew. Es seien f, ', h, b’ die Schnittkurven der Ebene g’ G bezw. Fig. 4.
mit den Flichen F,F’, H,H', von welchen Kurven sich stets eine,
hier die A, als imagindr ergeben
wird. Da g und g’ gegenseitige
Polaren zu F sind, soi sind sie
es auch zu ¥’ (107), und auch
zu H und H', weil ¢’ durch die
Konjunktionspunkte P und @
geht (100, 4)); ebenso sind P
und @ konjugirt in Bezug auf
jede der vier Flichen. Schneidet
g’ die F in den Punkten 4, 4,,
die reell oder in Bezug auf P, @
ideell sein konnen, so enthilt_
F’, weil zu F in Bezug auf
g’ konjugirt, die gleichartigen
Punkte A4, 4,, wie F; dagegen enthalten H und H’', weil zu F bezw.
in Bezug auf P und @ konjugirt, die ideellen oder reellen Punkte
A, A, also ungleichartige mit denen von F. Nun enthdlt F' als
konjugirt zu F in Bezug auf g in der Ebene P = g@Q die zum Kegel-
schnitte PF in Bezug auf g (und @) konjugirte Kurve, es enthilt H'
als konjugirt zu F in Bezug auf @ in P die zum Kegelschnitte PF
in Bezug auf @ (und g) konjugirte Kurve, also enthalten ¥’ und
H' in P denselben Kegelschnitt; aullerdem ist zu beiden Flichen P
der Pol von P, und endlich enthalten beide auf dem Strahle g’ aus
P die ungleichartigen Punkte 4, 4,. Diese dreierlei Elemente be-
stimmen aber bezw. die Flichen ¥’ und H' (81) und bezeichnen
sie als konjugirt in Bezug auf P und P = g Q (96). Vertauscht
man P mit @, so vertauscht sich auch H' mit H, und es ergeben
sich F* und H als in Bezug auf @ und Q = g P konjugirt. Endlich
sind H, H' konjugirt in Bezug auf g, ¢". Denn H, als konjugirt
zu F in Bezug auf P, P, enthilt in P die Kurve PF, und H', als kon-
jugirt zu F in Bezug auf @Q, enthilt in der durch @ gehenden
Ebene P die zur Kurve PF in Bezug auf g konjugirte Kurve; daher
besitzen H und H' in P Kegelschnitte, die in'Bezug auf g kenjugirt
sind; ferner ist zu beiden Flichen P der Pol von P, und endlich
besitzen beide auf g’ die iibereinstimmenden Punkte 4, 4,. Folg-
lich sind sie in Bezug auf g, ¢ konjugirt (107).
Eine durch ¢’ und einen Punkt G der g gelegte Ebene enthilt
die in Bezug auf jede der vier Flichen, daher auch in Bezug auf
A7 ERAT TN
e )05? " VRN
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jede der vier Schnittkurven konjugirten Punkte G, P, @, welche
demnach ein gemeinschaftliches Polardreieck der Kurven bilden. Da
je zwei der Flichen und daher auch der Kurven in Bezug auf P
und @ konjugirt sind, ndmlich bezw. f, & und £, A, so sind diese
vier Kurven zu zwei in Bezug auf einen der Punkte G, P, @ kon-
jugirt (I, 407) und eine der Kurven ist imaginér.

Es leuchtet ein:

Satz. Unter den vier paarweise su einander komjugirten Flichen
zweiten Grades F, ¥, H, H' ist stels eine reelle nicht geradlimge, etwa F,
da dies bei zweien in Bezug auf einen Punkt konjugirten stattfindet
(98,99). Dann ist auch ¥ reell und nicht geradlinig (109, 3)); dabe:
werde F und damn auch ¥’ von g imagindr, daher von g’ reell ge-
schnitten. Es sind nun swei Fille au unterscheiden:

1) P und Q liegen auf g', und P sei der inmere, Q der duflere
Punkt von F, so ist H imaginir (99), H' geradlinig (98), und beide
werden von g und g’ imagindr geschnitten.

2) P und Q liegen auf g, so sind B und H' geradlinig und wer-

den von g und g’ reell geschnitten.

111, Aufy. Zu einer Fliche sweiten Grades H, welche als kon-
jugirt in Besug auf einen Punkt P und dessen Polarebene P zu etner
reellen Fliche ¥ gegeben ist, die in Besug auf eime nicht durch P
gehende und nicht in P liegende Gerade g konjugirte Fliche H' dar-

sustellen.

Fig. 46. Es sei F eine Kugel vom Halbmesser », P ihr Mittelpunkt,
daher P die unendlich ferne Ebene und H eine imaginire Kugel mit

Fig. 46.

dem Mittelpunkte P, und
es sei g eine nicht durch P
gehende und nicht in P lie-
gende Gerade. Dann sind
die durch P und g, und die
durch P und | g geleg-
ten Ebenen Symmetrie-
ebenen zu F und g, und
daher auch zu H und H,
und es sollen ¥ und H'
durch ihrein diesen Ebenen
liegenden  Hauptschnitte
und zwar in schiefer Pro-

jektion auf die Ebene (P, L g) verzeichnet werden. Die Schnitt-
linie PG beider Ebenen ist die von P auf g gefillte Senkrechte,
deren FuBpunkt G sei.

Aufl. Die Ebenen Pg und (P, L g)

schneiden die F in groBten
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Kreisen f, f'. Von diesen erscheint f’ in seiner wahren Gestalt
mit dem Halbmesser PK = r in PG und dem darauf senkrechten
PL’=r; f erscheint als Ellipse mit dem einen Halbdurchmesser
PK, und mit dem dazu konjugirter, also zu g parallelen, der
ebenfalls in seiner wahren GroBe PL gezeichnet werden soll. Die
Polare ¢” von g zu F ist auch die Polare von G zu f’; und die
Polare g* von g zu H ist von g” harmonisch getrennt durch P und
P (100), also zu ¢g” symmetrisch in Bezug auf P; sie treffe die
PG in G'. Die Zeichenebene (P, L g) ist daher auch die Ebene
Pg’. Die Schnittlivien %,%" der Fliche H' mit den Ebenen Pg
und Pg’ sind daher die Kegelschnitte, welche bezw. zu den imaginéren
Kreisen, deren ideelle Darstellungen in Bezug auf P die f und f” sind,
in Bezug auf g, G’ und ¢’, G konjugirt sind (107); sie bilden daher,
wenn man sie um GG’ in eine und dieselbe Ebene umlegt, konjugirte
Kegelschnitte in Bezug auf GG’ und werden nach Nr. 105 konstruirt.
Man bestimme beide in der Ebene Pg’, ziehe daher GD | ¢’, schneide
GD und ¢’ mit der zum Kreise /' in Bezug auf den unendlich
fernen Punkt von PG konjugirten (gleichseitigen) Hyperbel bezw. in
D und D', D/, wobei GD = GL' und G'D’'= G’ D'= G'L’ bezw.
die Hypotenusen rechtwinkliger Dreiecke sind von den Katheten r
und PG, r und PG’ (105; 1, 371). Dann erhilt man die Scheitel
A und 4, von i und A’ auf PGG’ durch die Geraden DD, und
DD’. Ist G ein auBerer, so ist G’ ein innerer Punkt der Kugel F
und des Kreises f, und es ist & eine Ellipse, welche in ihrer um-
gelegten Gestalt durch D’ geht; hieraus wird mittelst Affinitdt zu
dem Kreise vom Durchmesser A A, ihre kleine Halbaxe MC, und
nach der Zuriickdrehung M B = MC bestimmt. %’ ist dann eine
Hyperbel, welche durch D geht und MC zur halben ideellen Axe
hat. — Die Fliche H” ist nun durch ihre beiden Hauptschnitte, die
Ellipse 2 und die Hyperbel 4’, oder durch ihre Halbaxen M4, M B,
MC (ideell) bestimmt.

III. Die Beriihrungsebenen, ebenen Schnitte und Beriihrungs-
kegel der Flichen sweiten Grades, insbesondere der
Nichtregelflichen.

112. Die folgenden Konstruktionen kdnnen auf die Nichtregel-
flichen und auf die Regelflichen angewendet werden; doch werden
wir als Beispiele nur Nichtregelflichen wihlen, weil die Regel-
flichen durch ihre geradlinigen Erzeugenden besondere Vorteile ge-
wihren. Wir werden diese daher spéteregetrennt behandeln.

Aufg. An ein durch seine drei Halbaxen MA, MB, MC gege- vig. 4.
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benes Ellipsoid F in einem durch die eine Projektion geyebenen Punkte
der Fliche eine Bertihrungscbene zu legen.

Aufl. 1. Man benutze die Ebene MAB als P, und die MAC als
P,, so sind der erste und zwdite Umri3 bezw. die Ellipsen 4 B und
AC, die man zweckmiBig und
ohne Verminderung der Ge-
nauigkeit fir die folgende
Konstruktion benutzen kanu,
wenn sie zum Behufe der Dar-
stellung der Fliche scharf
(mittelst der Scheitelkriim-
mungskreise und des Kurven-
lineals) verzeichnet sind. In
diesem Falle fithre man durch
den in seiner ersten Projektion
P’ gegebenen Punkt P und
durch die Axe MC eine Ebene,
welche den Hauptschnitt A B
in D und das Ellipsoid in
einer Ellipse DC schneidet.
Um deren Verzeichnung zu vermeiden, projicirt man dieselbe durch
Projicirende parallel zu D A in dem Hauptschnitt 4 C, und dabei
P’ nach Q" durch P'Q’ || D’ 4’. Aus Q' ergeben sich auf der Ellipse
A”C” die zwei Punkte @, Q*”, und aus diesen die beiden zu P’
gehdrigen zweiten Projektionen P”, P*”, wobei Q" P” | Q*” P*
| 47 M".

Die Tangente an die Ellipse CP in P erhélt man aus der Tan-
gente QS an die CQ in @; die erste Spur 7" der ersteren folgt
aus derjenigen S’ der letzteren durch S 7" | @' P’; worauf man die
erste Spur ¢, der Berlihrungsebene als 7" ¥’ parallel zur Tangente
an die Ellipse A'D’ in D’ zieht, da die Berithrungsebene die Tan-
gente der zu P, parallelen Ellipse @ P in P enthdlt, diese aber
mit derjenigen von 4D in D parallel ist. Die zweite Spur #; ist
dann V" U”, wenn Q”S"” die Axe M”"C” in U”, und ¢ die P, in
V trifft. Die Berithrungsebene in P* ist ¢ 4* wobei ¢,* symme-
trisch zu 4 in Bezug auf A” M".

Aufl. 2. ¢, ist die Polare von P’ zur Ellipse A’ B’, und # von
P’ zu A”C”. Denn ¢ ist die Polare von PP* zur Fliche P, als
Schnittlinie der Berithrungsebenen in P und P¥, folglich ist in der
durch ¢, gehenden Ebene P, der Schnittpunkt P’ mit PP* der Pol
von ¢, zur Schnittkurve 4 B mit ¥ (77, 4)). Fir den Punkt R’ (statt
P’) sind daher auf M’'R’ die Punkte R’ und W’ auf v, (statt ¢,)
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harmonisch getrennt durch die beiden Ellipsenpunkte, deren einer
E’. Daher E'F Kreis aus M', MR'F = 90°%, F W Tangente des
Kreises, W'J’ = v, konjugirt zu M’ R’ (wird erhalten durch kon-
jugirte Sehnen der A’ B’). Abstand R” von M" A" ist = Abstand
G von M'R’, wenn auf M'F die M'G = M"C” gemacht wird.
Dann zieht man v | H'R"” durch J”, wenn R'H' | M’ A’ (s. Fig.).

Aufl. 3. Sind die Ellipsen 4B, AC picht verzeichnet, so be- Fig. 4.
nutzt man ihre Affinitit (oder, wenn ein Hauptschnitt eine Hyperbel
ist, deren Kollineation) mit dem Kreise.

Den Schnittpunkt D von M’ P’ mit der Fig. 48.

Ellipse A" B’ = k erhilt man durch Affini-
tit der mit dem Kreise A’ B*¥ = k* mit-
telst des Strahles M’ D* aus D* (unter
Benutzung Paralleler zu M’ A’ aus B’ und
B*) und die Tangente D’X’ der Ellipse
vermittelst derjenigen D*X’ an den Kreis
k*. Man erhdlt P’ auf der Ellipse D" C”
durch Affinitit dieser Linie mit dem Kreise
D”C*, ebenso die Tangente U” P’ T"” an
dieselbe Ellipse, dann 7', ¢, = TV’ | D’X’, und &, = V" U".

113. Um die Schnittlinie einer Fliche zweiten Grades mit einer
Ebene zu konstruiren, kann man eine Schaar paralleler Hilfsebenen
* anwenden; dieselben lassen sich stets so legen und eine Projektions-
richtung 1aBt sich so wihlen, daB die Projektionen der Schnittlinien
entweder gerade Linien oder Kreise sind. Noch zweckm#Biger aber
ist es, die Eigenschaft der Schnittkurve, daB sie ein Kegelschnitt
ist, zu benutzen, fiinf Elemente derselben, die man moglichst giinstig
wiahlt, zu ermitteln, und die Kurve aus ihnen zu verzeichnen.

Aufg. Die Schniltlinie eines zweischaligen Hyperboloids mit einer
Ebene zu bestimmen.

Aufl. 1. Sei M der Mittelpunkt, seien M A die reelle, M B, Fig. 1.
MC die beiden ideellen Halbaxen, sei P, die Hauptebene MAB,
seien P, und P, parallel zu MBC in gleichen Abstinden von M,

80 konnen von dem (hyperbolischen) Hauptschnitte A B die Asymp-
toten (M” B,” | A” B") gezeichnet werden, deren eine die erste Spur
B, besitzt. Hieraus ergibt sich von der Hyperbel selbst eine erste
Spur B, durch M’ By = M'B,/* — M"” B"* (I, 371), und ebenso
von der Hyperbel M AC eine erste Spur C,’ der Asymptote und
Cy' der Kurve durch B, 'C,’ | By Cy || B'C’. Damit modgen die Hy-
perbel A”B,” und die in der ersten Projektion zusammenfallenden
ersten und dritten Spuren des Asymptotenkegels und der Flache
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als koncentrische #hnliche und #hnlich gelegeme Ellipsen B,’ Y,
B, C;’ gezeichnet werden. Von der Schuittebene E sind die unter-
einander parallelen erste und dritte Spur e, ¢; gegeben, woraus
sich ¢; ergibt. e, bestimmt auf By C, zwei Punkte D, F' der Schnitt-

linie, ebenso e; zwei, und

Fig. 49. ) e zwei solche auf der Hy-
LE _ perbel 4 B, und aus die-
st o gsen sechs Punkten konnte

die Schnittkurve verzeich-
net werden. Es mdgen
aber noch ihre Punkte J|
K auf der zu ¢, konju-
girten Durchmesserebene,
welche durch M A und
die Mitten N und P der
Sehnen ¢, und ¢; geht, und
die Ellipse B;C; in L
schneidet, bestimmt wer-
den. Sie ergeben sich, wie
in der vorigen Nr., ver-
mittelst Projektion auf die
Hauptebene A B durch
Projicirende | LBy aus
den Schnittpunkten S, U
der Hyperbel 4 B, mit der
Geraden QBR. Die Tan-
genten an die Schnitt-
kurve inJ, K sind | ¢,. Zur
Bestimmung der Asymp-
toten legt man eine zu B
parallele Ebene durch den
Mittelpunkt M (des Asymptotenkegels), deren erste und dritte Spur
| e, laufen und von M’ Abstinde besitzen = } Abstand e, e;. Sie
schneiden die gleichnamigen Spuren des Asymptotenkegels in vier
Punkten, darunter G, H, den Kegel selbst in zwei Erzeugenden
MG, MH; die Berithrungsebenen des Asymptotenkegels nach diesen
Erzeugenden beriihren in deren unendlich fernen Punkten zugleich
das Hyperboloid; sie enthalten die Tangenten der Ellipse in P, und
P, in jenen vier Punkten, diese treffen bezw. ¢, und ¢; in vier Punk-
ten, darunter X, Y, deren Verbindungslinien (| MG bezw. MH) die
Asymptoten 0X, OY sind, und sich in O auf NP treffen. Je nach-
dem die | E durch M gelegte Ebene mit dem Asymptotenkegel
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keine, eine oder zwei Erzeugende gemein bat, wird die Schnitt-
kurve eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel sein.

Der Pol E der Ebene E zu der Fliche liegt auf der Geraden
MO (88) und in der Berithrungsebene der Fliche in jedem Punkte
der Schnittkurve, z. B. in derjenigen eines Punktes des zweiten Um-
risses A” By" der Fliche.

Aufl. 2. Sollen die Ellipsen und die Hyperbel nicht verzeichnet rig. s0.
werden, so benutzt man wieder die Kollineation mit dem Kreise.
Gegeben M, A, B/, C/, ¢,, €. Die
e; treffe die durch M parallel P,
gelegte Ebene in D. Der Ellipse
B/ C/ =k entspricht der Kreis
B,/ C* =Lk*, der e, die ¢*; die
durch M parallel E gelegte Ebene
schneidet P, in f; (|l ¢,), welcher
£;* (" e,*) entspricht (Verschiebung
# D'M’). f,* trifft den Kreis k*
in zwei Punkten, deren einer F'*
ist, die Tangente an k* in F*
trifft ¢,* in G*, und den Punkten
F* und G* entsprechen F und
G, so dal GO | FM die eine
Asymptote ist; ebenso wird die
andere bestimmt; beide schneiden
sich im Mittelpunkte O der Schnitt-
kurve.

Zur Bestimmung eines Punk-
tes der Kurve im Endlichen muB
die bisher nicht benutzte Axe M A
benutzt werden. Man suche einen
der Schnittpunkte H der Hyperbel
AB =h mit der Spur ¢, indem
man h als perspektiv betrachtet
zu dem Scheitelkreise A”A4," = h*
vom Durchmesser 4” A" mit 4"
als Kollineationsmittelpunkt und
mit der Kreistangente s in 4,” als Kollineationsaxe. Dem einen un-
endlich fernen Punkte von % entspricht U* auf k* vermittelst 4” U*
| M”B,”; U*R* || s ist dann die Geegenaxe in der Ebene des Kreises.
Der ¢; entspricht ¢;*, und deren einem Schnittpunkte H* mit 2* der
gesuchte Punkt H”, woraus H’ folgt. Mittelst der Asymptoten
und eines Kurvenpunktes H, der aber der Genauigkeit halber un-
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weit des Scheitels liegen mufB (der zweite Schnittpunkt von ¢;* ist
genauer als H und wurde nur wegen geringerer Deutlichkeit ver-
mieden), bestimmt man nach I, 379 die Axe einer jeden Projektion
der Schnitthyperbel.

114. Aufy. Von einer Fliche zweiten Grades ¥ sind der Um-

'rif3 k (der wahre oder scheinbare) und die Projektionen C, D, E dreier

Fig. 51.

Punkte (C), (D), (E) der Fliche gegeben; man soll die Projektion | der
Schnitthurve (1) der durch diese drei Punkte gelegten Ebene mit der
Fliche bestimmen.

Da die Projektion der Schnittkurve den scheinbaren Umrif3 in
zwei (reellen oder imaginéiren) Punkten beriihrt, kann man die Auf-
gabe auch so ausdriicken:

Es sind ein Kegelschnitt k und drei Punkte C, D, E seiner Ebene
gegeben; man soll durch die Punkte einen Kegelschnitt 1 legen, welcher
den gegebenen Kegelschnitt k in swei Punl:ten beriihrt.

Die Art, wie man bei der ersten Form der Aufgabe die Pro-
jektion der Flache gebildet denkt, ob central oder irgendwie parallel,
und die noch freistehende Wahl eines MaBes der Flache sind gleich-
giltig. Denn denkt man sich unter k¥ den wahren Umrif3 der F
fir den Projektionsmittelpunkt O, wobei O der Pol der Ebene von
k zu F ist, so ist F durch ¥, O und einen Punkt (C) bestimmt
(79); fir einen anderen Projektionsmittelpunkt O, sei F, die Fliche,
(C), der Punkt, derart daBl (C) und (C), dieselbe Projektion C be-
sitzen, oder dal O(C) und O, (C), sich in C in der Ebene von %
schneiden; dann sind F und F, perspektiv mit der Ebene von &
als Kollineationsebene und mit dem Schnittpunkte von OO, und
(C)(0), als Kollineationsmittelpunkt. Dabei entsprechen sich die
Punkte (D), (D),; ferner (E), (E),, sowie die Ebenen (C)(D)(E)
und (C), (D), (E),, und ihre Schnittlinien (), (I,) bezw. mit F, F,, so
daB dieselben aus den entsprechenden Punkten O, O, dieselbe durch
C, D, E gehende Projektion ! auf die Ebene von k besitzen miissen.
Bedeutet & den scheinbaren Umrif3, so ist mit der soeben betrach-
teten Fliche F eine andere in den Kegel OF einbeschriebene per-
spektiv, so daB auch die Kegelschnitte der den Punkten C, D, E
entsprechenden Punkte perspektiv sind und dieselbe Projektion
besitzen. .

Die Unabhingigkeit von der Art der Projektion und von der
Ausdehnung der Fliche wird auch durch die Eindeutigkeit der fol-
genden Komstruktionen nachgewiesen.

Aufl. Es seien z. B. der gegebene Kegelschnitt & eine Ellipse und
die gegebenen Punkte C, D, E innere von k. Man betrachte & als
wahren UmriB einer senkrecht projicirten Fliche F, die, weil C, D, E
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innere Punkte sind, ein Ellipsoid F sein muBl. Jeder der Punkte
C, D, E stellt zwei Punkte der Fliche dar, so dal acht Kombina-
tionen dreier Punkte, némlich eines von jedem Paare, und auch acht
Ebenen durch die zweideutig bestimmten Punkte moglich sind.

Fig. 51.
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Diese Ebenen liegen paarweise symmetrisch zur Ebene P von k;
die beiden eines Paares besitzen eine gemeinsame Spur p in P,
und ihre Schnittlinien mit F eine gemeinsame Projektion ! auf P,
welche die % in deren (reellen oder imaginiiren) Schnittpunkten mit
p berdihrt. Zwei Kegelschnitte ¥ und [ liegen daher perspektiv mit
p als Axe und mit deren Pole P zu % als Mittelpunkt der Kolli-
oneation, so daB ! hierdurch und durch einen der Punkte C, D, E
bestimmt ist. Es gibt offenbar 8:2 = 4 Kurven I

Suchen wir die Spuren der durch zwei der Punkte (C), (D), (E)
gehenden Sehnen der Fliche F. Die Gerade CD trifft die Ellipse &
in den Punkten F, G, die projicirende Ebene von CD trifft die F
in einem Kegelschnitte, dessen eine Axe F'G bildet, und den wir als
Kreis annehmen diirfen, da hierdurch erst die noch unbestimmte auf
P senkrechte Axe der F bestimmt wird. Der Kreis (in der Umlegung)
wird von den Ordinaten von C und D bezw. im H, H, und J, J,, ge-
troffen, und die Linien HJ, H, J (sowie H,J,,HJ,) bestimmen auf CD
die beiden Punkte E,, E,, die beiden Spuren der vier Sehnen (C) (D)
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von F. Hitte man iiber F'G als Axe statt des Kreises irgend eine
Ellipse angenommen, so hitte man wegen ihrer Affinitit zum Kreise
dieselben Punkte E,, E, erhalten. Sucht man in gleicher Weise
auf DE die Punkte C,, C;, auf EC diejenigen D,, D,, so sind die
viererlei Spuren der acht méglichen Schnittebenen die Geraden
CD\E,=p, CD,E,=p,, DFEGC =p;, ECD,=p, deren
Pole zu k bezw. P,, P,, P,, P,, woraus man die vier Kurven [,
ly, Iy, 1, konstruiren kann als perspektiv zu % bezw. mit p,, P;
Dy, Py . .. als Axe und Mittelpunkt der Kollineation, und gehend
durch C, D, E; oder man bestimmt ihre Axen nach I, 378.

Die Punkte F,, E, sind die Doppelpunkte der Involution C, D;
F, @, da sie harmonisch getrennt sind durch C, D wegen des voll-
stindigen Vierecks HH,J,J, und durch F, G wegen des Kreises
F@. Es ist dadurch eine einfachere Konstruktion der Doppelpunkite
einer involutorischen Punktrethe gegeben, als in I, 302 und 327.

FaBt man die Aufgabe in der zweiten Form, so findet man
fir !, und % auf dem Strahle CD die Punkte E,, F,, durch deren
einen die Berithrungssehne und Xollineationsaxe beider Kurven gehen
muf3, als diejenigen beiden Punkte, welche in Bezug aufsl, und %
konjugirt, also durch die Schnittpunkte von CD mit jeder der
Kurven harmonisch getrennt sind. Denn jeder Punkt der Kolli-
neationsaxe hat zu /, und zu % dieselbe Polare, weil dieser Punkt
sich selbst, seine Polaren sich daher unter einander entsprechen,
daher einen Punkt auf der Kollineationsaxe gemein haben, auBer-
dem aber durch den Pol dieser Axe gehen, der zu beiden Kurven der-
selbe ist. Auf jeder Geraden, so auf CD, muB daher ihrem Punkte
der Kollineationsaxe derselbe Punkt in Bezug auf !, und % zugeord-
net sein, also muB diese Axe durch E, oder F, gehen.

115. Um die Benutzung der Kegelschnitte zu vermeiden, und
die Axen der gesuchten Kegelschnitte zu erhalten, wollen wir zu-
nichst eine Aufgabe 16sen, zu welcher wir den Begriff eines einsgel-
nen imagindren Punktes auf einer Geraden g oder auf einem Kegele
schnitte k und seiner idecllen Darstellung nétig haben. Aus dem
Begriffe der ideellen Schnittpunkte eines Kegelschnittes k¥ mit einer
denselben nicht reell schneidenden Geraden g (I, 400) ergibt sich, daB
wenn P, P, zwei zugeordnete Punkte einer (gleichlaufenden) Invo-
lution auf g sind, unter der ideellen Darstellung eines imagindren
Punktes auf g in Bezug auf P, P, einer der beiden einander zu-
geordneten und durch P, P, harmonisch getrennten Punkte der In-
volution zu verstehen ist; und, wenn P, p Pol und Polare zu %
sind, unter der ideellen Darstellang eines imaginéiren Punktes von %
auf einer durch P gehenden Geraden, einer der beiden in Bezug auf
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k einander zugeordneten und durch P, p harmonisch getrennten
. Punkte der g, welche also dem Kegelschnitte angehoren, der dem % in
Bezug auf P, p konjugirt ist. Die ideellen Punkte sind reell, wenn bezw.
die Involution gleichlaufend ist, oder die g den & nicht reell schnei-
det, sonst imaginiir (s. 96). Durch den gegebenen einen ist auch der
zugeordnete ideelle Punkt bestimmt, sowie beide imaginiéren, von
denen jeder einem der ideellen als entsprechend zugewiesen sei.
116. Aufg. Die Axen eines Kegelschnittes k zu bestimmen, wel-
cher eine gegebene Gerade p in swei gegebenen (reellen oder imaginiiren)
Punkten schneidet, durch einen weiteren gegebenen (reellen oder imagindg-
ren) Punkt D geht, wenn noch der Pol P von p zu k gegeben ist.
Sind der Puukt D und die Punkte auf p und dann die aus P
nach ihnen gehenden Tangenten des & reell, so kann man nach
I, 378 verfahren; die folgende Aufldsung ist aber anwendbar, mogen
diese Punkte reell oder imaginir sein.
Aufl. Man lege .
durch die gegebenen F_“gl_m'
Punkte der p einen T T
Kreis &’ und bestimme ’
zu ihm den Pol P’ von )
p. Sind die Punkte der <.
p reell, so ist die Art
der Ausfithrung selbst- \
verstindlich; sind sie \
aber imaginir, so seien R
sie durch zwei Paare SN :,‘{:\f/
zugeordneter Punkte E, S N
E,;; U, U, gegeben. U FEg—
sei der unendlich ferne o
Punkt, also U, der Mit- 5
telpunkt der Involution.
Ist U, nicht unmittelbar
gegeben, so bestimme
man ihn nach I, 302.
Es miissen dann der
Mittelpunkt C’ des Krei-
ses k', sowie der Pol P’
von p zu k' auf der
L p durch U, gezoge-
nen Geraden liegen; wir kénnen auf derselben P’ willkiirlich wihlen
und finden dann C’ durch F,C’ 1 EP’, weil hierdurch EP’ die Polare
von E, zu k', und E, E, konjugirte Punkte in Bezug auf %' werden.
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k’ geht durch den Schnittpunkt H von P’H (L U, P’) mit dem Kreise,
von welchem U,C’ ein Durchmesser. % ist nun die Projektion von
k” mit der Kollineationsaxe p, und zwar die reelle oder imaginire
Projektion, je nachdem D ein reeller oder ideeller Punkt von k
ist (85). Im letzteren Falle ist # imaginir und seine ideelle Dar-
stellung in Bezug auf P, p ist der durch D als reellen Punkt be-
stimmte Kegelschnitt, den wir daher als Auflésung fiir beide Fille
zu betrachten haben. Bei der Perspektivkollineation der reellen
Kurven % und %’ entspricht der Geraden PD die P’D’, wenn sich
beide Gerade auf p, in F, treffen; dem D entspricht einer der Schnitt-
punkte, etwa D', von P’F mit k’; der zugehdrige Kollineations-
mittelpunkt ist dann der Schnittpunkt O von PP’ und DD’. Der
Mittelpunkt M des & ist der Pol der unendlich fernen Geraden m
der Ebene von % und liegt daher auf der Polaren U, P von U. Der
m entspricht die Gegenaxe m’ in der Ebene von k', deren Schnitt-
punkt G mit U, P’ man durch OG | U,P erhdlt, und dem M
entspricht der auf U, P’ liegende Pol M’ von m’ zu k' (J der
Beriihrungspunkt einer Tangente aus G an %', J M | U, P).
M ergibt sich dann als Schnittpunkt von O M’ mit U, P. Die
Involution M konjugirter Durchmesser des k¥, und die Involution
M’ konjugirter Sehnen des &’ sind perspektiv mit p als Kollinea-
tionsaxe; zwei Paare zugeordneter Punkte sind U, U, und E, E,,
wenn C'E, | EM’. Diese Punktinvolution auf p wird durch eine
rechtwinklige Strahleninvolution aus dem Punkte N der U, P’ pro-
jicirt, wenn N auf dem Kreise vom Durchmesser EE, liegt. Be-
schreibt man nun einen Kreis durch N und M, dessen Mittelpunkt
sich auf p befindet, und schueidet ihn mit p in R, S, so sind MR,
MS die Axen von k; M'R, M’'S sind ibhre entsprechenden Kreis-
sehnen, aus deren Endpunkten A’, B’ durch Strahlen aus O die
Scheitel 4, B bestinmt werden. — Bei der Wahl von P’ auf U, P’
ist darauf zu achten, daB nicht C’ in P’ fillt, wodurch %’ ein Punkt
wiirde; vielmehr muB %" zu % eine angemessene GrioBe erhalten.

Liegt M auf p, so versagt das Verfahren; man gelangt aber
dann einfacher zum Ziele fiir die Ellipse durch Affinitit mit dem
Kreise (I, 373 und 377), und fiir die Hyperbel durch Bestimmung
der Asymptoten (I, 379 oder 371).

119. Aufy. Die Azen der Projektion 1 eines (recllen oder ima-
gindren) Kegelschnittes su bestimmen, der durch drei (reclle oder ima-
gindire) Punkte einer (reellen oder imagindren) Fliche zweiten Grades F
geht, wenn der (reelle oder imagindre) scheinbare Umrifd k der Fliche
und die Projektion C, D, E der drei Punkte gegeben sind.

Oder, was dasselbe:
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Die Azen eines Kegelschnittes 1 2u bestimmen, welcher durch drei
gegebene (reelle oder imagindre) Punkte C, D, E geht und einen ge-
gebenen (reellen oder imagindren) Kegelschnitt k in zswei Punkten
beriihrt.

Die Aufgabe ist auf die vorhergehende (116) zurtickgefiihrt, sobald
wir die (mehrdeutig bestimmte) Spur p der Ebene der drei Punkte,
d. i. auch die Beriihrungssehne der Kurven % und 7, sodann die auf
ihr durch % bestimmte Involution konjugirter Punkte, und den Pol
P der p zu k ermittelt haben. Die Verzeichnung eines Kegelschnittes
soll dabei vermieden werden. Wir unterscheiden folgende Félle:

1) k& ist eine Ellipse, C, D, E sind reelle innere Punkte vder-
selben. Die Aufgabe wird durch Kollineation mit einem ilber der
(groBen) Axe als Durchmesser beschriebenen Kreise und nach Nr. 114
gelost. Wir begniigen uns, in Bezug auf die Einzelheiten auf den
folgenden Fall zu verweisen. :

2) k ist eine Ellipse mit den Halbaxen MA, MB; C, D, E yg ss.
sind reelle duflere Punkte derselben. Wir bilden die kollineare Figur
mit der Kollineationsaxe M A, worin der Ellipse % der Kreis £’ vom

Halbmesser M A entspricht. Dem B entspricht B’, einer Parallelen
zu MA durch B eine solche durch B’, und vermittelst ihrer be-
stimmen wir zu dem Dreiecke CDE das entsprechende C'D'E'.
Die zu dem Umrisse ¥* und den #uBeren Punkten C', D', E’ ge-
horige Fliche F ist ein einschaliges Umdrehungshyperboloid, wel-

ches wir gleichseitig annehmen wollen. Legen wir die projicirende
Wiener, Lebrbuch der darstellenden G trie. IL. 8




Fig. 54.
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Ebene von C’'D’ in die Ebene P der Figur um, so kommen die
Ordinaten von C" und D’ in die zu C’' D’ senkrechten Linien C'F,
D’'G G,, deren Liingen aus den durch sie gehenden Meridianhy per-
beln ermittelt werden, z. B. fir C'F, indem man auf C'D’ die
CH= MA=a und HF = MC’ macht (I, 371, hier aus z* — ¢?
= a%). FG und FG, bestimmen dann auf C'D’ die Punkte E,, E,.
Ebenso bestimmt man auf D’E’ die Punkte C), G;, auf E'C’
die D,, D,.

Wenn C’'D’ den Kreis k£’ in rellen Punkten J, K schneidet, so
kann man die Doppelpunkte E,, E, der Involution C’, D’; J, K
auBer durch das soeben angegebene Verfahren auch durch das der
Nr. 114 finden, indem man iiber der groBeren Strecke C'D’ als
Durchmesser einen Kreis zeichnet und darin die Ordinaten JJ,
K K, K, zieht; J,K,, J, K, gehen bezw. durch E,, E,. Jener Kreis
C’' D’ steht in keiner Beziehung zum Hyperboloide F. Dieses Ver-
fahren ist bei der den &’ imagindr schneidenden Geraden C'E’ nur
auf einem Umwege (s. 119) anwendbar. Das vorher angegebene
Verfahren mit den Hyperbelordinaten kann also dazu dienen, auf
eimer Geraden C'E’ das Punktepaar D,, D, zu finden, welches zugleich
emmer ungleichlaufenden Involut<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>