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Vorwort. 

Wenn  in  einem  kurzen  Lehrbuch  ein  Überblick  gegeben  werden 

soll  über  eine  so  große  Disziplin,  wie  sie  die  Theorie  der  Differen- 
tialgleichungen bildet,  so  können  unmöglich  alle  Gebiete  derselben 

gleichmäßig  berücksichtigt  werden. 
In  dem  vorliegenden  Buch  tritt  nun  hauptsächlich  die  Geometrie 

in  den  Vordergrund;  an  geometrischen  Beispielen  sollen  alle  ent- 
wickelten Sätze  erläutert  werden,  auch  solche,  bei  denen  es  bisher 

vielleicht  in  einem  Lehrbuch  noch  nicht  in  dem  Maße  geschehen  ist 

(wie  z.  B.  bei  den  singulären  Lösungen  §  18  und  21  und  den 
singulären  Punkten  §  19  und  24). 

Die  Funktionentheorie  ist  fast  nur  in  den  Existenzbeweisen 

im  ersten  Kapitel  berücksichtigt  worden.  Es  konnte  auch  auf 
eine  Darstellung  dieser  Seite  des  Gebiets  um  so  eher  verzichtet 
werden,  da  dies  ja  von  anderer  Seite  bereits  geschehen  ist. 

Im  übrigen  wird  ausgiebig  Gebrauch  gemacht  von  den  geome- 

trischen Begriffen  „Linienelement",  „Flächenelement"  u.  s.  w.,  durch 
welche  Lie  die  von  Monge  zuerst  begonnene  geometrische  Veran- 

schaulichung der  Integrationstheorie  so  sehr  gefördert  hat.  (Seine 

Theorie  der  Transformationsgruppen,  welche  in  den  von  Lie  zu- 
sammen mit  Engel  und  Scheffees  veröffentlichten  Werken  außer  den 

geometrischen  Betrachtungen  dargestellt  ist,  ist  hier  nirgends  ange- 
wendet worden.) 

Die  geometrischen  Begriffe  erweisen  sich  besonders  fruchtbar 

bei  den  partiellen  Differentialgleichungen.  Sie  ermöglichen  es,  die 

Integrationstheorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung zunächst  an  einem  einfachen  Beispiel  zu  entwickeln  und  von 

da  aus  auf  alle  anderen  derartigen  Differentialgleichungen  zu  über- 
tragen. (Eine  noch  einfachere  Ableitung  der  Charakteristikentheorie, 

welche  G.  Kowalewski  kürzlich  gegeben  hat  [Berichte  der  K.  Sachs. 
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Ges.  d.  W.,  Math.-Phys.  Klasse  1900,  S.  91  ff.],  konnte  leider  nicht 
mehr  aufgenommen  werden.) 

Auch  die  Elemente  der  Theorie  der  partiellen  Differential- 

gleichungen zweiter  Ordnung  ließen  sich  mit  Hilfe  der  von  F.  Engel 

eingeführten  hojnogenen  Koordinaten  für  die  Krümmungselemente 

(Leipziger  Berichte,  1 893,  S.  468  ff.)  noch  mit  entwickeln.  Diese 

homogenen  Koordinaten  ermöglichten  es  nämlich,  ein  sehr  einfaches 

Beispiel  zum  Ausgangspunkt  zu  wählen  (§  41). 
Zum  Schluß  möchte  ich  an  dieser  Stelle  meinem  Freund  und 

Kollegen  G.  Kowalewski  meinen  Dank  dafür  aussprechen,  daß  er 

bei  vielen  einzelnen  Fragen  mir  seinen  Rat  erteilt  hat  (z.  B.  ver- 

danke ich  ihm  den  Anhang).  Ebenso  bin  ich  der  Verlagsbuchhand- 
lung für  die  sorgfältige  Herstellung  der  Figuren  und  die  elegante 

Ausstattung  zu  besonderem  Dank  verpflichtet. 

Leipzig,  im  Oktober  1900. 

H.  Liebmann. 
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Erstes  Kapitel. 

Definitionen  und  Existenzbeweise. 

§  1.    Die  impliciten  Funktionen  einer  Variabein. 

1.  Das  Problem  der  impliciten  Funktionen.  Es  wird  später  bei 

der  Theorie  des  Differentialgleicbungen  öfters  Gebrauch  gemacht 

Yon  impliciten  Funktionen,  d.  h.  von  Funktionen,  welche  dadurch 

zu  bestimmen  sind,  daß  man  eine  analytische  Funktion  von  mehreren 

Veränderlichen  gleich  Null  setzt.  Dabei  ist  die  Hauptfrage,  ob 
solche  impliciten  Funktionen  existieren.  In  dem  Fall  einer 

zu  bestimmenden  Funktion  von  einer  einzigen  Veränderlichen 

lautet  die  Frage  z.  B.  so: 

■  Gegeben  ist  eine  analytische  Funktion  von  zwei  Variabein 
F{x,y). 

Für  X  =  Xqj  y  =  y^    möge    diese  Funktion  verschwinden.     Kann    man 
dann  eine  analytische  Funktion 

y  =  /'W angeben^  welche  die  Gleichung 

F(x,f{x))  =  0 
erfüllt  und  sich  für  x  :=  x^  auf  y  =  y^  reduziert? 

Ahnliche  Fragestellungen  ergeben  sich,  wenn  man  aus  einer 
Gleichung 

y  als  Funktion  der  Variabein  x^.,.x^  bestimmen  soll,  oder  aus  dem 
System  von  Gleichungen 

F^[x^,...x^,ij^,...y^  =  0, 

die  Variabein  y^  -  -  -y^  als  Funktionen  der  Variabein  x^  .  .  .  x^. 
Liebmann  ,  DiflFerentialgleichungen. 
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2.  Die  Wurzeln  einer  analytischen  Gleichung.  Wir  gehen  von 
der  Bestimmung  einer  impliciten  Funktion  einer  einzigen  Variabein 
aus  und  wollen  annehmen,  daß  für  ̂   =  0,  y  =  0  die  Funktion 

F{x,y)  analytisch  ist  und  den  Wert  Null  annimmt. 

Wir  wollen  ferner  annehmen,  daß  für  :r  =  0,  j/  —  0  die  Größen 

sämtlich  verschwinden,  ebenso  wie  F(x,y)  selbst.  Dagegen  möge  für 

dieses  Wertsystem  der  Differentialquotient  — p-  nicht  verschwinden. 

Die  Funktion  F{x,y)  hat  dann  die  Form 

F{x,y)  =  A,  +  A^y  +  Ä^y^  .  .  .  +  ̂ „-ly"-^  +  A^y-  +  .  .  . , 

wo  die  Größen  Aq,  A^  .  . ,  A^-i  analytische  Funktionen  von  x  sind, 
welche  für  x  =  0  verschwinden.  Die  Koeffizienten  An,  An+i  .  .  .  sind 
ebenfalls  analytische  Funktionen,  und  es  verschwindet  die  Funktion 
A    sicher  nicht  für  x  =  0. n 

Nun  setzen  wir 

Wir  wollen  jetzt  die  Funktion  F{x,y)  und  ihr  Verhalten  in  einem 
gewissen  Gebiet  betrachten. 

Wir  setzen  zunächst  \x\-^Qq  und  \y\—r,  wobei  Qq  und  r 
weiterhin  noch  zu  bestimmen  sind. 

Qq  soll  so  bestimmt  werden,  daß  die  Bedingung  erfüllt  ist: 

\A„\^^m,     wenn     \x\:^g^. I      n  I  —       '  1       I  —  s  u 

Den  größten  Wert  unter  den  Maximis  der  Funktionen 

\Aj^\     (Ä  =  w  4-  1,  w  +  2,  w  +  3  .  .  .) 
im  Gebiete 

wollen  wir  dann  mit  M^  bezeichnen.     Den  größten  Wert  unter  den 
Maximis  der  Funktion 

■^0}  A^  .  .  .  -4„_i 

in  diesem  Gebiet  wollen  wir  ferner  mit  M^  bezeichnen. 
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Setzen  wir  also  \i/\  =  r,  so  ist 

und 

wo 

I  «+2      2     1 
< 

1  -  r 

+ 

Ä, 

Ä  = 

1 
r 

n-l 

^n     1 

+  l|
'" 

ist. 

Nun  wählen  wir  r  so  klein,  daß  die  Bedingung  erfüllt  ist: 

M, 

< 
m    1  —  r       ̂    2 

Endlich  ersetzen  wir  die  Grenze  ̂ q,  die  für  den  absoluten  Betrag 

von  X  festgesetzt  wurde,  durch  eine  andere  —  kleinere  —  Grenze  q. 
Diese  Grenze  wird  so  bestimmt,  daß 

m  2 

ist,  sobald  j  a:  |  <  (>.  Es  muß  sich  hierbei  eine  von  Null  verschiedene 
Zahl  Q  ergeben,  da  ja  für  x  —  0  die  Größe  M^  selbst  verschwindet, 
also  für  hinreichend  kleine  Werte  von  x  beliebig  klein  wird. 

Setzen  wir  nun  |y|  =  r  und  |  :r  |  ̂  o,  und  bilden  das  Integral 

welches  in  der  komplexen  Ebene  in  positiver  Richtung  auf  der  Peri- 
pherie des  Kreises  vom  Radius  r  zu  erstrecken  ist,  so  kommt 

^piog^„y+/<^log{^...+^+i  +  ̂ .  +  -.j; 
von  diesen  beiden  Integralen  verschwindet  das  zweite,  da  der  reelle  Teil 
der  Funktion,  deren  logarithmischer  Differentialquotient  betrachtet 
wird,  von  Null  verschieden  ist.  (Sie  besteht  aus  drei  Teilen,  von  denen 
der  eine  gleich  Eins  ist,  und  die  beiden  anderen  ihrem  absoluten 

Betrage  nach  kleiner  als  ̂ .)  Das  zweite  hat  den  Wert  2ni7i.^ 
Im  ganzen  also  kommt: 

2tnJ  dy  ^ 

Hieraus  folgt  aber  nach  dem  CAUCHY'schen  Satz,^  daß  die  Anzahl 
der  Nullstellen  der  Funktion  F[x^y)  gleich  n  ist. 

^  BuRKHARDT,  Einführung  in  die  Theorie  der  analytischen  Fhinktionen,  §  45. 

1* 
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Wir  haben  also  das  wichtige  Ergebnis: 

Verschwindet  für  a;  =  1,  z/  =  0   die   analytische  Funktion  F[x,y\ 

zugleich  mit  ihren  n  —  \  ersten  nach  y  genommenen  -partiellen  Bifferen- B^  F 

tialquotienteny  während  — —  nicht  verschwindet,  so  hat  die  Gleichung 

F[x,y)^0 

n  Wurzeln  für  hinreichend  kleine   Werte  von  x. 
Von  diesen  Wurzeln  können  natürlich  mehrere  zusammenfallen. 

8.  Die  algebraische  Gleichung  zur  Bestimmung  der  Wurzeln 

einer  analytischen  Gleichung.     Da  die  Gleichung 

P(x,y)  =  Q 

unter  den  gemachten  Voraussetzungen  n  Wurzeln  hat,  so  liegt  die 

Vermutung  nahe,  daß  diese  Wurzeln  zugleich  Wurzeln  einer  ana- 
lytischen Gleichung  wten  Grades  sind. 

In  der  That  kann  man  zunächst  zeigen,  daß  die  Summen  von 

den  ganzzahligen  Potenzen  der  Wurzeln,  also  z.  B.  die  Summe 

analytische  Funktionen  sind. 

Denn  es  ist  nach  dem  CAUCHY'schen  Satz  das  über  den  Rand 
des  Kreises  vom  Radius  r  erstreckte  Integral: 

unter  y^  diejenigen  Wurzeln  verstanden,  welche  die  Gleichung 

F(x,y)  =  0 hat. 

Andererseits  ist  das  Integral  eine  analytische  Funktion  von  x, 
also  folgt: 

Die  Summe  der  Potenzen  der  Wurzeln  Sj^  =  y^^  +  y^^  .  •  .  +  yn^ 
ist  eine  analytische  Funktion  von  x. 

Aus  den  Summen  der  Potenzen  der  Wurzeln  lassen  sich  aber 

aUe  anderen  symmetrischen  Funktionen  berechnen,  also  auch  die 

Koeffizienten  der  Gleichung 

9(^»y)  =  y"  +  «ly""^  +  ̂ 2^""^ . . .  +  a„  =  o. 

Diese  Koeffizienten  sind  also  analytische  Funktionen 
von  X. 
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Demnach  haben  wir  das  Ergebnis: 

Die   Wurzeln  der  Gleichung 

F{x,,J)  =  0 
sind  zugleich  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung  nten  Grades  in  y 

q){x,g)  =  0, 
deren  Koeffizienten  analytische  Funktionen  von  x  sind. 

4.  Die  Wurzeln  als  analytische  Funktionen  von  x.   Die  Gleichung 

kann  entweder  lauter  einfache  Wurzeln,  oder  —  für  jeden  Wert 

von  X  —  mehrfache  Wurzeln  haben.  Ist  letzteres  der  Fall,  so  er- 

setzen wir  sie  durch  eine  Gleichung  \p[x,y)  —  0,  welche  nur  einfache 
Wurzeln  hat. 

Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind  dann  analytische  Funktionen 

von  X,  welche  nur  an  solchen  Stellen  aufhören  analytisch  zu  sein, 
wo  mehrere  Wurzeln  der  Gleichung 

cp  (Xf  y)  =  0     resp.     ip  {x,  y)  =  0 
zusammenfallen. 

Also  haben  wir  schließlich  den  Satz: 

Ist  F{x,y)  eine  analytische  Funktion,  welche  für  :r  =  0,  y  =  0 
nebst  den  Differentialquotienten 

BF     d^F  ö^"~^^  F 1 

verschwindet,  während     von  Null  verschieden  ist,   so  giebt  es  ana- 

lytische  Funktionen 

welche  die  Gleichung 

F[x,y)  =  0 identisch  erfüllen. 

Zu  bemerken  ist,  daß  gerade  für  :c  =  0  die  Funktion  aufhören 

kann  analytisch  zu  sein.  Es  giebt  aber  dann  doch  analytische  Funk- 
tionen, welche  die  Gleichung  erfüllen  und  für  ar  =  0  den  Wert  y  —  0 

annehmen. 
8  F 

Ist  ̂  —  von  0  verschieden  für  x  =  y  =  0,  so  bekommt  man  das 

einfache  Ergebnis,  daß  die  Gleichung 

F{x,y)  =  0 
y  als  analytische,  für  ̂   =  0  verschwindende  Funktion  von 
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X  eindeutig  bestimmt  und  daß  diese  Funktion  auch  noch 

für  X  —  Q  analytisch  ist. 

5.  Eine  Erweiterung.  Die  Voraussetzung,  daß  nicht  alle  Diffe- 
rentialquotienten 

dF     d^F 

für  ̂   =  0,  ?/  =  0  verschwinden,  ist  bei  der  angewendeten  Beweis- 
methode notwendig.     Diese  Voraussetzung  ist   aber   in  vielen  ein- 

fachen Fällen  nicht  erfüllt,  wo  doch  eine  implicite  Funktion  existiert. 

Z.  B.  definiert  die  Gleichung 

xi/  =  0 

y  als  analytische  Funktion  von  x  (diese  Funktion  y  ist  nämlich  einfach 

y  =  0), 

obwohl  alle  Differentialquotienten  der  Funktion  xt/  genommen  nach 
?/  verschwinden  für  x  =  2/  =  0. 

In  einem  solchen  Falle  kann  man  durch  eine  geeignete  Trans- 
formation auf  den  früheren  Fall  zurückkommen. 

Man  ordnet  zunächst  nach  Gliedern  gleicher  Dimension 

{m  sei  die  niedrigste  Dimension). 

F^  hat  die  Form 
i  =  m 

i  —  0 

Setzt  man  jetzt 
X  =  x^-]-  ay^, 

y^Vi^ 

so  wird  aus  F^  die  Funktion 

1=0 

in  der  man  nun  a  so  bestimmen  kann,  daß  der  Koeffizient  von  y^"», 
nämlich 

nicht  verschwindet. 

Die  analytische  Funktion 

welche  entsteht,  wenn  man  an  Stelle  von  x  und  y  die  Variabein  x^ 

und  y^  einführt,  hat  dann  die  Eigenschaft,  daß  für  \  =  y^  =  0 
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ist,  dagegen B^  F 

von  Null  verschieden,  und  man  kann  also  y^  als  analytische  Funk- 
tion von  x^  bestimmen. 
In  dem  Beispiel  würde  man  so  verfahren,  um  die  Existenz  zu 

beweisen:  Man  setzt  etwa 
^  =  ̂ 1  +  yi , 

dann  kommt 

X'y  =  [x^-\-  7j^){x^  -  yj)  =  x^^  -  y^2  ̂   0, 
und  nun  ist 

d'F{x„y,)     ^  _2 

(also  von  Null  verschieden !).     Hieraus  folgt  dann  die  Existenz  einer 
Lösung  der  Gleichung. 

6.  Beispiele  von  impliciten  Funktionen. 
a)  Gegeben  sei  die  Gleichung 

F{x,7/)  —  siny(l  —  ar)  =  0. 

Die  gegebene  Funktion  verschwindet  für  a:  =  0,  y  =  0,  während  der 
Differentialquotient 

-^  =  (1  --x)QO^y[\  —  x) 
nicht  verschwindet. 

Es  giebt  also  eine  analytische  Funktion,  welche  die  Gleichung 
erfüllt.     Diese  Funktion  ist 

y  =  0. b)  Es  sei 

F{x,y)  =  sin(y  —  ̂ r)^  =  0. Hier  ist 

(|f)^^=2(,-.)cos(,-.)^  =  
0, 

(II]    =  2cos(y  -  x)2  -  4(y  -  x)»sin(y  -  xf  =  2. 

Die  analytische  Gleichung  zur  Bestimmung  von  y  wird: 

und  ist  zu  ersetzen  durch 
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Als  Resultat  kommt  also  schließlich 

c)  Es  sei 

F{x,  y)=\  —  ey*-"" , 
Diese  Funktion  verschwindet  für  x  =  0,  y  =  0.    Ebenso  verschwindet 
auch  der  erste  Differentialquotient 

während  der  zweite 
oy  ^ 

=  _  2e2/'-^  —  4y2ey*-c 

dy' 

nicht 
 
versch

windet
. 

Zur  Bestimmung  von  y  dient  die  Gleichung 

y^  -  ̂   =  0 , 
welche  die  Wurzeln 

^1  =  +  y^  und  ̂ 2  =  -  y^ 

hat.    yj  und  t/g   sind  zwar  für  x  —  0  nicht  mehr  analytisch,  aber 
doch  bis  zu  dieser  Stelle  hin. 

§  2.  Implicite  Funktionen  von  mehreren  Veränderlichen  und  Systeme 
von  solchen  Funktionen. 

1.  Bestimmung  einer  impliciten  Funktion  von  mehreren  Ver- 
änderlichen. Der  im  vorigen  Paragraphen  genau  durchgeführte  Be- 

weis der  Möglichkeit  der  Bestimmung  einer  impliciten  Funktion  einer 
einzigen  Veränderlichen  läßt  sich  leicht  verallgemeinern,,  und  man 
gelangt  zu  dem  folgenden  Satz: 

Es  sei  F[x^^  .  .  ,  x^,  y)  eine  analytische  Funktion  der  Argumente 
y  x^  .  .  .  x^  in  der  Umgebung  der  Stelle  y  =  .r^  =  OTg  .  .  •  =  :r^  =  0.  Es 
sei  außerdem 

(||)=^0     für    y  =  x,  =  0     {i=\...n). 

Dann  giebt  es  eine  analytische  Funktion 

welche  die  Gleichung 

F{f{x^,x^,  .  .  .  arj,  :rj,  .  .  .  a:„)  =  0 
erfüllt  und  für 

den   Wert  Null  annimmt. 
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Der  Beweis   dieses  Satzes  wird  durch  Reduktion   auf  den  Satz 

in.  §  1,  4  geführt.     Man  setze  nämlich 

Dann  kann  man  für  die  Gleichung 

F{y,t)  =  F[y,a^t,..cir,t) 

die  Existenz  der  impliciten  Funktion 

beweisen,  welche  für  ̂   =  0  den  Wert  y  =  0  annimmt. 
Ersetzt  man  hinterher  in  dieser  impliciten  Funktion  die  Größen 

ojj*i  t^^  .  .  .  a^K  tK 
durch 

80  erhält  man  die  analytische  Funktion 

y  =  cp{x^,  .  .  .  Xn), 

welche  die  Auflösung  der  gegebenen  Gleichung 

F{y,x^,  .  ,  .Xn)  =  Q ist.  — 

Verschwindet  dagegen  für 

a^i  =  .  .  .  a;„  =  y  =  0 

nicht  nur  der  erste  Differentialquotient 
dF 

sondern  auch  eine  Reihe  höherer  Diö'erentialquotienten,  etwa  alle 
bis  zum  (n  —  l)ten,  so  kann  man  zwar  auch  (§  1,4)  die  Existenz  von 
analytischen  Lösungen  (impliciten  Funktionen) 

7/j    =  Cp'^  [X^  }   '   '  -  ̂ n) 

yn   ^n  \p^\  j   •  •  •  "^n) 

nachweisen,     doch    brauchen     diese    Funktionen     nicht    mehr    für 

x^  .  .  .  =  a:„  =  0  analytisch  zu  sein. 
2.  Beispiele. 
a)  Die  Gleichung 

F{x^^  X^,  y)  =    1    —  ey-sinxi-sino!
,  _  Q 

hat  die  Lösung 
y  =  sin  x^  +  sin  x^ , 

welche  y  als  analytische  Funktion  von  x^  und  x^  definiert. 
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Es  ist  in  der  That  auch 

sinxi  —  sinsB2 

«5  =  0 

=  1, 

also  von  Null  verschieden. 

b)  Die  Gleichung 

sin  (y  —  (sin  x^  +  sin  x^^  =  0 hat  die  Lösung 
y  =  sin  x^  +  sin  x^ , 

welche  auch  für  x^—x^  —  0  analytisch  ist,  obwohl  für  x^=x^^y  —  ̂  
nicht  nur  die  Funktion  F[x,y)  selbst  verschwindet,  sondern  auch  der 
Differentialquotient 

— -  =  2  (y  —  sin  x^  —  sin  x^  cos  [y  —  sin  x^  —  sin  x^'^. 

c)  Die  Gleichung 

^(^1 ,  ̂2'  y)  ==   1   -  cos  (z/2  -  {x^  +  ̂ 2))  =  0 

hat  die  folgenden  beiden  für  x^  =  x.^  =  0  verschwindenden  Lösungen 

und ^i  =  +  y^r^  +^2 

yi  =  ~  y^i  +  ̂2  • Hier  ist 

-^  =  2t/.sin(y2  -  (^r^  +  x^))  =  0  für  a^i  =  ̂ rg  =  y  =  0. 
3.  Systeme  von  impliciten  Funktionen,  die  durch  Systeme  von 

analytischen  Gleichungen  gegeben  sind.  Indem  man  den  Satz  über 
die  Bestimmung  einer  impHciten  Funktion  von  n  Variabein  mit  Hilfe 
einer  analytischen  Gleichung  verallgemeinert,  gelangt  man  zu  dem 
folgenden  Satz: 

Gesetzt,  es  verschwinden  die  in  der  Umgebung  der  Stelle  x^  =  .  .-x^ 
=^  y^  ,  .  .  y^  —  0  analytischen  Funktionen  ihrer  Argumente 

für  diese   Werte  der  Argumente,  während  an  derselben  Stelle  die  Funk- 
tionaldeterminante Ö2/1 dym 

dFr,, 
dF„ 
dym 

nicht  verschwindet,  so  werden  die  Größen  yi"-y^  durch  die  Gleichungen 
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als  analytische  Funktionen  der  Argumente  x^  .  ,  .  x^  definiert,  loelche  für 
X,  =  Xo  .  .  .  X   =0  sämtlich  verschwinden, La  n 

Man  kann  diesen  Satz  beweisen  durch  das  Schlußverfahren  von 

7»  —  1  auf  TW,  indem  man  das  gegebene  Problem  in  ein  Problem 
mit  weniger  Variabein  reduziert.  Diese  Eeduktion  wird  in  folgender 

Weise  ausgeführt: 

Die  Differentialquotienten 

IZi .  .  .  lÄ 
^Vi         öym 

können    an   der  Stelle  Null  nicht   sämtlich  verschwinden,    weil 
sonst  die  Funktionaldeterminante  verschwinden  würde.    Wir  können 

a   ET 

daher  annehmen,  daß  mindestens   einer  von  ihnen,   etwa  ̂ r—^t    an 

dym 

dieser  Stelle  von  Null  verschieden  ist.    Dann  kann  man  nach  §  2,  1 

aus  der  Gleichung 

die  implicite  Funktion 

ym  =  9^  K   •  •  •  ̂n'  Vi'"  Vm-l) 

bestimmen,  welche   an  der  Stelle  x^  ...  ̂   x^=.  y^  ...  —  y^^^  ver- 
schwindet. 

Läßt  man  nun  die  erste  der  gegebenen  Gleichungen  fort  und 
substituiert  den  Wert 

^m  =  9  K  •  •  •  -^„^  yi  •  •  •  y»«-i) 

in  die  m— 1  übrig  bleibenden,  so  hat  man  aus  diesen  Gleichungen 

dann  nur  noch  die  Variabein  y^.^.y^^i  als  Funktionen  von  Xy^x^..,x^ 
zu  bestimmen. 

Die  Funktionaldeterminante  dieser  Gleichungen  hat  den  Wert 

dyi        dym  dy^  dym- 
+ BF^      dcp 

dym  dym—i 

dFm       dF^  d_^_  ̂     dFrn 
dyi        dym  dy^  dym-i 

d  (f + dFm      d(p 

(-1) ,m  +  l 

dym   dym—i 

dcp        . 

dyi 

dF^ dym-i 

dF^      dF^ 
dyi 

dym-i    dy„ 

dFm 
dyx 

dFm    dF^ 

dym-i    dyr, 
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(-1)' 

,m  +  l 

dF, 

dym 

dF^ 
dF^ dF, 

Ö2/i 

öym-i 

dVm 

BF^ 
dF, 

dF, 

dVi 

dym-i 

dym 

dF„, BFr, dF^ 

^Vi  ^Vm-x      dym 

Die  Funktionaldeterminante  der  m  —  1  Gleichungen,  in  denen 
der  berechnete  Wert  von  t/^  substituiert  ist,  unterscheidet  sich  also 
von  der  Funktionaldeterminante  der  m  Gleichungen  nur  um  einen 
Faktor,  der  an  der  Stelle  Null  nicht  verschwindet.  Sie  verschwindet 

also  nicht  an  der  Stelle  Null,  und  man  kann  die  Größen  y^ . . .  y^-i 

der  Voraussetzung  nach  aus  den  m  —  1  Gleichungen  bestimmen,  und 
daher  auch  die  Größe 

als  Funktion  von  x,  .  .  .  x  . 1  n 

Durch  das  Schlußverfahren  von  m  —  1  auf  m  ist  also  hiermit 

der  ausgesprochene  Satz  bewiesen. 

§  3.    Reguläre  Transformationen  und  ihre  Umkehrungen. 

1.  Definition  der  regulären  Transformationen.  Unter  einer  regu- 

lären Transformation  wollen  wir  die  folgende  Operation  ver- 
stehen.    Gegeben  sind  die  analytischen  Funktionen 

^1   =  / 1  (^1     •  •  •  ̂*n  )  J 

^n-- 

=  U^ 
l     '••<)> 

deren  Funktionaldeterminante öA  ... 

ßfl 

ö< 
dXn 

_  Dif,  .. 

•fn) 

' 

dfn 

dx,' 

dfn 

dXn' 

D(x,'.. 
•Xn') 

in  der  Umgebung  eines  Wertsystems  von  Null  verschieden  ist.  Durch 

diese  Gleichungen  sollen  an  Stelle  der  Veränderlichen  x^  .  .  .  x  die  Ver- 
änderlichen x^  .  ,  .  x^  eingeführt  werden. 

Man  kann  sofort  die  folgende  Eigenschaft  der  regulären  Trans- 

formationen einsehen:  Die  Aufeinanderfolge  von  zwei  regulären  Trans- 
formationen  ist  wieder  eine  reguläre  Transformation. 

Sind  nämlich  die  beiden  regulären  Transformationen  gegeben: 
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und ^i  =  fi K'  "  -^n)     (2=1...  n) 

<==  9^fcK"  •  •  •  ̂n)       (Ä  =  1   .  .  .  W), 
SO  sind  die  Funktionen 

^i  =  fi  {^\  W  '  '  '  ̂«")  •  •  •  ̂«  (^i"  •  •  •  ̂«")) 
wieder  analytisch  und  die  Funktionaldeterminante 

D(Xi   .  .  .  Xn) 

D{X,"...Xr!') 

dxi     dx^"  dXn     öa:/''       öa?/     öic„" 

+ Ö/i        Ö<)Dn 

öcc„'     öa;/' 

dfn    d(pi 

dx^'    dxy 
■+"     -^        /   •    -.       //> 

dx/    dxi"        dxi     dxn" 

+ dfn       d(f)n 

dXn     '  dXn" 

ö/i 

SA dcp. 
d(f>n 

öa;/ 

' '  dx/ 

dx," 

'  dxy' 

dfn 
dfn 

•              • 

d(Pi d(pn 

dx,' 

dxr! 

dXr!' 
 '  ' 

dXn" 

verschwindet  nicht,  weil  sie  das  Produkt  von  zwei  nicht  verschwin- 
denden Determinanten  ist. 

Die  Funktionen 

^i  =  fi  {^1  K"  •  •  •  ̂ n)  "  '(fn  K"  •  .  .  <1) 
erfüllen  also  die  Bedingungen  einer  regulären  Transformation,  d.  h. 
es  gilt  der  ausgesprochene  Satz. 

2.  Die  inverse  Transformation.  Durch  die  Sätze  in  §  2  sind 

wir  in  den  Stand  gesetzt,  die  Formeln,  welche  eine  reguläre  Trans- 
formation definieren, 

a^j  =  ̂ j  [X-^    .  .  .  Xj^  j 

Xn —  /  n  v*^i     •  •  •  *^n  )  ? 

umgekehrt  nach  den  Variabein  x^ .  .  .  x^  aufzulösen;  denn  die  Glei- 
chungen 

£  \X^  f  X-^     ...  Xji  )  =  X^  f-^  [X^    .  .  .  Xji  j  =  U  , 

•^  [p^n  T  "^i     •  •  .  Xji  )  —  Xji         f-Yi  \^Y     .  .  •  "^n  )  ̂  

haben  die  Eigenschaft,  daß  die  Funktionaldeterminante 
DiF, 

D{x,\..x„') 
Z>  (a^i  .  .  .  x„) 

nicht  verschwindet. 
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Wir  können  also  die  Gleichungen  auflösen  und  erhalten 

^1  ~  / 1  (^1  •  •  •  ̂ J 

X  '  =  f  ix,  .  ,  .  x). 

Diese  Formeln  definieren,  wie  wir  sehen  werden,  eine  reguläre 

Transformation  der , Variabein  x^  .  .  .  x^  in  die  x^  .  .  .  x^,  welche  wir 
die  zur  gegebenen  Transformation  inverse  Transformation  nennen 
wollen. 

Wir  müssen  nun  die  Funktionaldeterminante  dieser  Transfor- 
mation berechnen,  was  leicht  gelingt  mit  Hilfe  des  bekannten 

Satzes,  daß  die  Funktionaldeterminante  von  zwei  aufeinander  folgen- 
den Transformationen  gleich  dem  Produkt  der  Funktionaldetermi- 

nanten der  einzelnen  Transformationen  ist. 

Die  zusammengesetzte  Transformation 

^l"=/i(^'/  •  •   •  0=fl  (/l'K   "-^n)'  "fn   i^'l   •  •  •  ̂J) 

läßt  sich  nämlich  einfacher  so  schreiben: 

X^   —  X^      •  •  •  ̂ n  ~  ̂ n 

und  hat  daher  die  Funktionaldeterminante  1. 
Demnach  ist 

Dix,\..x^)'  D{x,'\..x,r)         ' also  sehen  wir: 

Die  Funktionaldeterminante  der  zu  der  gegebenen  Transformation 

inversen  Transformation  ist  gleich  dem  reciproken  Werte  der  Funktional- 
determinante der  ersten  Transformation^  d.  h.  sie  ist  ebenfalls  von  Null 

verschieden. 

Die  inverse  Transformation  ist  also  in  der  That  ebenfalls  regulär. 

3.  Die  Dimension  eines  analytischen  Gebildes.  Sind  die- Variabein 
x^...x^  einer  Anzahl  von  analytischen  Bedingungsgleichungen  unter- 

worfen, etwa  von  der  Form 

x.^(p,{t^  ...y, 

welche  die  Eigenschaft  haben,  daß  nicht  alle  m-reihigen  Funktional- 
determinanten 

dti 

'    tn 

^^im 

dti  dt„ 
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verschwinden,   so  wollen   wir   sagen:    Die  Gleichungen    definieren    ein 

m-dimensionales  analytisches  Gebilde  im  Räume  [R^x^x^  .  .  .  x^, 
Z.  B.  definieren  die  Gleichungen 

x^  =  cos  t^  cos  ̂ 2  j 

x^  =  cos  t^  sin  t^ , 

Z. 

x^  =  sm  ̂ j 

ein  zweidimensionales  Gebilde,  weil  die  drei  Funktionaldeterminanten 

—  sm  t^  cos^2>  ~  c^s  ̂ j  sm  ̂ g 
sm^j  sm^2J 

sm^j  sm#2? 

cos  t^  cos  ̂ 2 

cos  ̂ j  cos  ̂ 2 

=  —  sm  t^  cos  ̂ j , 

cos  t 

cos  #, 

0 

0 

=  —  cos^^,  cos  t 

2' —  sm  t^  cos^2>  "~  ̂ ös  ̂ 1  s^^  ̂ 2 

=  —  cos^  t^  sin  tg 

alle  drei  von  Null  verschieden  sind. 

Ein  solches  m-dimensionales  Gebilde  kann  man  nun  noch  in 

anderer  Weise  darstellen.  Man  kann  nämlich,  wenn  etwa  die  Funk- 
tionaldeterminante 

M_.     IL. 
dfm 

Ö4 

dfm 

nicht  verschwindet,  aus  den  Gleichungen 

^1  =  A  (^1  -  •  Ü 

^m  ~  fmVl  '  '  '  ̂m) 

noch  die  Variabein  t.  als  Funktionen  der  Variabein  x,  . .  .  x^  be- 

stimmen  und  nun    die  übrig   bleibenden   Variabein  x,n+i  •  •  •  ̂ „    als 
Funktionen  der  Grössen  x^  .  .  .  x     darstellen.   —  In  unserem  Bei- 

spiel  könnten  wir  folgendermaßen  verfahren: 
Es  ist 

X-t  "J~     Xn         ■-~     COo       t-i     f 

^3  =  sin  ̂ ^  =  yi  —  aTj^  —  x^^ . 

4.  Änderung  eines  Tw-dimensionalen  Gebildes  bei  einer  regulären 
Transformation  des  R  .  Wir  können  nun  leicht  den  folgenden  Satz 
beweisen: 
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Bei  einer  regulären  Transformation  bleibt  die  Dimension  eines  ana- 
lytischen Gebildes  ungeändert. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  denken  wir  uns  das  m-dimen- 
sionale  analytische  Gebilde  in  folgender  Weise  dargestellt: 

^m+l  ==  1/^1(^1  ..  .  :rj, 

eine  Annahme,  die  wir  bei  geeigneter  Wahl   der  Bezeichnung  der 
Koordinaten  x^  .  .  .  x^  immer  machen  dürfen. 

Bevor  wir  nun  die  reguläre  Transformation 

^1  =  /l  (^'1'  •  •  •  O 

ausführen,  wollen  wir  an  Stelle  von  x  ̂ ^...x    die  Variabein 

X    =  X    —  \fj       (x,  . .  ,x  ) n  n  Tn—m  vi  m' 

substituieren.     Dies  geht,  weil  die  Funktionaldeterminante 

D  (Xi  . . .  x^  x^,-,  . . .  lö„) VI  m     m-jri.  n' 

D(Xi  .  .  .X^X^,-,  .  .  .X„) 

den  Wert  1  hat,  also  von  Null  verschieden  ist. 
Die  Transformationsformeln,    welche   entstehen,    wenn    man  in 

den  früheren  Formeln  die  ̂   _^,  . . . S    an  Stelle   der  x   ,^...x    ein- 171+ i  n  m+1  n 

führt,  wollen  wir  in  folgender  Weise  bezeichnen: 

•^1    ̂ ^  /  1  (*^l    •  •  •  -^n  ) 

x^=-fix',.  x'\ 

X    =  f  (x/  .  .  .  X  ') 
und  ihre  Umkehrung  so: 

X^    =  f^    [X^  .  .  .  Xjfi  ̂   1 , . . .  x^ 

^n    —  fni^l'"  ̂ m+lj  •  •  •  ̂ J  • 

Sie  stellen  wieder  eine  reguläre  Transformation  dar. 
Bei  der  Transformation  verwandelt  sich  dann  das  gegebene 

analytische  Gebilde  in  das  durch  die  folgenden  Gleichungen  dar- 
gestellte: 
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•^■i'=/i  K....^„,,  0...0) 

Dieses  Gebilde  ist  nun  wieder  rw-dimensional;  denn  wenn  alle 

M-reihigen  Funktionaldeterminanten  der  x^\..x^^,  gebildet  nach  den 
x\  ...  X  ,  verschwinden  würden,  so  würde  auch  die  Determinante 

D[X^  .  .  .  Xjj^,  ̂ m  +  l  '  '  •  ̂?j) 

verschwinden,  weil  sie  sich  als  eine  Summe  von  zweigliedrigen  Pro- 
dukten darstellen  läßt,  von  denen  ein  jedes  als  Faktor  eine  der  ge- 
nannten 7w-reihigen  Determinanten  enthält.  Diese  Determinante  kann 

aber  nicht  verschwinden,  weil  die  Transformation  regulär  ist. 

Hieraus  folgt  also  der  oben  ausgesprochene  Satz,  daß  die  Dimen- 
sion eines  Gebildes  ungeändert  bleibt. 
Selbstverständlich  gilt  der  Satz  nur  im  Regularitätsgebiet  einer 

Transformation;  er  gilt  nicht  mehr  notwendig  für  solche  Wert- 
systeme x\...x^^,  für  welche  die  Funktionaldeterminante 

D  jx,' . . .  g^nO 
D  {x^  ...  x„) 

verschwindet. 

§  4.    Differentialgleichungen  und  ihre  Lösungen. 

1.  Gewöhnliche  Differentialgleichungen  und  ihre  Lösungen.  Unter 

einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  wter  Ordnung  ver- 
steht man  eine  analytische  Gleichung  von  der  Form 

also  eine  vorgeschriebene  Relation  zwischen  der  unabhängigen  Varia- 
bein X,  einer  zu  bestimmenden  abhängigen  Variabein  ?/  und  ihren 

n  ersten  Differentialquotienten.  Der  Name  „gewöhnliche  Differential- 

gleichung" besagt,  daß  sie  nur  gewöhnliche  Differentialquotienten 
enthält. 

Wir  verlangen  ferner  von  der  Differentialgleichung,  daß  sie  den 
Differentialquotienten 

wirklich  enthält. 

Das  Integrationsproblem  besteht  nun  darin,  die  Lösungen 
anzugeben,  d.  h.  die  analytische  Funktion 

Liebmann,  Differentialgleichungen.  2 
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so  zu  bestimmen,  daß  sie  mit  ihrem  Differentialquotienten  zusammen 

die  Gleichung 

erfüllt. 

Von  diesen  Lösungen  giebt  es  nun  wieder  verschiedene  Arten: 

Entweder  kann  nämlich  f{x)  eine  ganz  bestimmte  Funktion  sein, 

oder  es  kann  die  Funktion  f{x)  noch  eine  Konstante  enthalten, 

welche  beliebig  ist.     Die  Funktion  y  ist  dann  von  der  Form 

und   es    stellt   dann  diese    Funktion   eine   Lösung  dar,    unabhängig 

davon,  welchen  Wert  man  der  Konstanten  c  erteilt.    Die  Konstante  c 
nennt  man  dann  eine  Integrationskonstante. 

Beispiel.     Die  Gleichung 

hat  unter  anderen  die  Lösung 

t/  =  x, 

aber  auch  die  Lösung 

1/  =  ex , 

c  kann  hier  beliebig  genommen  werden,  ist  also  eine  Integrations- 
konstante. 

Das  Endziel  des  Integrationsproblems  ist,  alle  möglichen  Losungen 

zu  bestimmen,  womöglich  in  der  Form 

y  =  f{x,c^,c^...), 

wobei  die  Größen  c^ ,  c^  ...  willkürliche  Integrationskonstanten  sind. 
Z.  B.  lautet  für  die  Gleichung 

die  allgemeinste  Lösung 

y  =  c^  x'^-^  +  Cg  x""-- . . .  +  c„_i  X  -{-  Cn. 

Die  Möglichkeit  der  Integration  werden  wir  in  §  7  und  8 

beweisen  und  in  den  späteren  Kapiteln  Mittel  zur  Integration 

angeben. 

2.  Systeme  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung. An  die  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  mit  einer  ab- 

hängigen Variabein  schließen  sich  als  Verallgemeinerung  die  Systeme 

von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  mit  meh- 
reren zu  bestimmenden  abhängigen  Verändei liehen,  d.  h.  Glei- 

chungen von  der  Form 
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Mi'-'yn>yi  '•'yn>^)  =  ̂> 

fnii/i"'ynyyi---yny^)='^' 

Auf  diese  Form  lassen  sich  auch  die  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen höherer  Ordnung  mit  einer  einzigen  abhängigen  Ver- 
änderlichen bringen  durch  eine  sehr  einfache  Substitution. 

Setzt  man  nämlich 

_  dy'  _  dy'  _  dy^""-^^ 
y\- dx'  y-^'  dx"'y''-^~  dx  ' 

so  verwandelt  sich  die  Differentialgleichung 

in  das  System 

i?(x,y,y,...y„_i,^|?-^j  =  0, 

^3-^  =  0. 

welches  zwar  mehr  als  eine  abhängige  Veränderliche  enthält,  aber 

nur  lauter  erste  Differentialquotienten. 

Bei  solchen  Systemen  ergiebt  sich  das  folgende  Integrations- 
problem :  die  abhängigen  Veränderlichen  y^,.,y^  als  Funktionen  von  x 

(und  von  Integrationskonstanten)  so  zu  bestimmen,  daß  die  Funktionen 

zusammen  mit  ihren  ersten  Bifferentialquotienten  das  vorgeschriebene 

System  von  Differentialgleichungen  erfüllen. 

3.  Aufgelöste  Systeme  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen 

erster  Ordnung  und  homogene  lineare  partielle  Differentialgleichungen. 

Von  besonders  einfacher  Form  sind  die  nach  den  Differentialquo- 
tienten aufgelösten  Systeme  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen, 

d.  h.  die  Systeme  von  der  Gestalt: 

^  = /*i(yi---y..-^) (1)    

^  =  /;.(yi---y«>^)- 

9* 
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Diese  Systeme  lassen  sich  auch  ersetzen  durch  partielle  Diffe- 
rentialgleichungen von  besonders  einfacher  Form. 

Es  giebt  nämlich,  wie  wir  in  §  9,  2  sehen  werden,  ein  System 
von  Lösungen 

yi  =  (pi  {^^,  ̂1 . .  •  O 

welche  man  nach  den  Konstanten  c.  auflösen  kann.  Diese  Auf- 

lösungen seien: 

Eine  solche  Funktion  ifj  muß  dann  die  Bedingung  erfüllen 

dip   6  ip  dyi         i^V  ̂ Vn    1    ̂J}P 

dx~~  dyi  dx'"       dyn  dx        dx 

=  If /i(yi---2/„.^)---  + ||^/;(yi---y».^-)+ ff  =  0, 
d.  h.  eine  Gleichung,  welche  in  den  nach  ?/i  • . .  y,^  und  x  genommenen 
Differentialquotienten  der  Funktion  ip  linear  und  homogen  ist  und 
daher  eine  homogene  lineare  partielle  Differentialgleichung 

genannt  wird.  (Man  nennt  die  Funktion  ip  eine  Lösung  der  Diffe- 
rentialgleichung.) 

Wir  wollen  eine  solche  Gleichung  einfach  mit 

bezeichnen.  '^^^^  =  " 
Kennt  man  andererseits  von  einer  solchen  partiellen  Differen- 

tialgleichung n  Lösungen 

welche  sich  nach  den  Variabein  y  auflösen  lassen,  so  müssen  die 
durch  Auflösung  gefundenen  Funktionen  wieder  das  gegebene  System 
von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  erfüllen.  Aus  den  n  Paaren 
von  Gleichungen 

i  —  1 ...  71 
dy,  /i              '     dy„  /"      "^ 

dx 
i 

dyji   dyi               dipi   dyn     . 

ö^i    dx               dyn    dx 

8v„  ̂   Q 

dx 
folgt  nämlich 

dipi  (j,         dyi\              dipi  (r. 

dy,  V'i         dx  )        "^   dy„  y^ 

-  -^^1  .=  0 

dx  j 

und  da  die  Determinante 

1 ...  w, 
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I 
^  (2/1   •  .  .  Vn) 

cht  verschwindet  (§  2,  3),  so  muß 

/L  =  %  (i  =  i...«) 
sein.     Hieraus  folgt  also: 

Die  beiden  Probleme:  Lösung  der  Differentialgleichung  « 

|~/;(yi---y„.*)---+^/;.(yi---y„.^)  +  ̂  =  o 

und  Bestimmung  der  Lösungen  des  Systems  von  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  (1)  stehen  in  reciprokem  Zusammenhang. 

Aus  der  Form  der  hier  zuerst  genannten  linearen  homogenen 

partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  folgt  ferner: 

Ist  i/Zj  eine  Lösung  und  ip^  ebenfalls ,  so  ist  auch  /  {ip^ ,  ip^)  eine 
Lösung;  denn  es  ist 

4.  Partielle  Differentialgleichungen  und  Systeme  von  solchen 

Gleichungen.  Die  in  Nr.  3  erwähnte  Form  ist  nur  eine  ganz  spe- 
zielle Form  einer  partiellen  Differentialgleichung.  Die  allgemeinste 

Form  würde  folgende  sein: 

und  es  ergieht  sich  dann  das  Problem:  Vorgeschrieben  ist  eine 

Gleichung  zwischen  den  unabhängigen  Veränderlichen  x^ . .. x^,  der 

abhängigen  Veränderlichen  1//  und  ihren  partiellen  Differential- 
quotienten bis  zur  mten  Ordnung  mitgerechnet  (d.  h.  die  Glei- 

chung soll  mindestens  einen  Differentialquotienten  von  mter  Ordnung, 

aber  keinen  von  höherer  Ordnung  enthalten).  Es  soll  eine  Funktion 

bestimmt  werden,  welche  diese  partielle  Differentialgleichung 
mter  Ordnung  erfüllt. 

Analog,  wie  wir  Systeme  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen 

kennen  gelernt  haben,  kann  man  natürlich  auch  Systeme  von  par- 
tiellen Differentialgleichungen  aufstellen,  welche  mehrere  unabhängige 

Veränderliche  und  mehrere  abhängige  Veränderliche  mit  ihren  Diffe- 
rentialquotienten enthalten.  Ordnung  eines  solchen  Systems  nennt 

man  dann  die  Ordnung  des  höchsten  in  den  Gleichungen  des  Systems 

vorkommenden  Differentialquotienten  irgend  einer  zu  bestimmenden 
Variabein. 
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§  5.    Die  Integration  von  vollständigen  Differentialen. 

1.   Das  vollständige  Differential   einer  Funktion.      Gegeben  sei 

eine  analytische  Funktion 

der  n  unabhängigen  Variabein  x^... x^.  Wir  wollen  die  ersten  par- 
tiellen Differentialquotienten  der  Funktion  f  in  folgender  Weise  be- 

zeichnen: 

Bf 

8  Xi df 
=  X,  (x,  . . .  X  ) 

1  V    1  w/ 

-         =  X  (x,  .  .  .X  ). 

Die  Funktionen  X.  genügen  dann  den  folgenden  Differentialgleichungen 

dX,  ̂   dX,^ 
d  Xk         d  Xi 

Wir  wollen  ferner  den  Ausdruck 

X.  dx,  . . .  -^  X  dx 11  '         n  n 

nennen  „das  vollständige  Differential  der  Funktion  f{x^...xj'. 
Dieser  Name  hat  die  folgende  Bedeutung:  Werden  die  Grössen 

x^  '.'X^,  die  als  Argumente  der  Funktion  f  angenommen  sind,  selbst 
wieder  als  Funktionen  einer  einzigen  Veränderlichen  t  betrachtet,  so 

dient  der  hingeschriebene  Ausdruck  direkt  zur  Darstellung  der  voll- 
ständigen Differentialquotienten  der  Funktion  f  nach  der  Variabein 

t\  denn  es  ist 

df  dxi         ̂   dxi  -jr  dy„ 

~dr  "^  ̂i~dr  ̂   ̂^i^T""^  ̂ n-JT' 

2.  Integration   eines  vollständigen  Differentiales   durch   aufein- 
anderfolgende Quadraturen.     Ist  der  Ausdruck 

X,  dx,  . ..  4-  X  dx 11  '         n         71 

das  vollständige  Differential  der  Funktion  f(x^...xj,  so  erfüllen  die 
Funktionen  X  die  Bedingungen 

d  Xj  _  d^Xk_ 

dxk  dXi 

Man  kann  sich  nun  aber  auch  die  Frage  stellen:    Wann  ist  der 
Ausdruck 

X,  d  X,  . . .  4-  X  d  X 11  '         71  n 

das  vollständige  Differential  einer  Funktion  ?  Wie  bestimmt  man  ferner, 
wenn  dies  der  Fall  ist,  die  Funktion? 
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Wir  können  sofort  ein  System  von  Bedingungsgleichungen  an- 
geben, welches  die  Funktionen  X  erfüllen  müssen. 

Da  eine  analytische  Funktion  die  Bedingungen 

dxidxk        dxkdxi 

erfüllt,  so  müssen  die   Grössen  X  jedenfalls  die  folgenden  Bedin- 
gungen erfüllen 

dxk  d  Xi 

Wir  wollen  zeigen,  daß  diese  notwendigen  Bedingungen  auch 
hinreichend  sind,  indem  wir  durch  aufeinander  folgende  Quadraturen 
direkt  eine  Funktion  konstruieren,  welche  die  Gleichungen 

öf 

d  Xi 

erfüllt. 
=  X.{x^...x^     (2  =  l,2...w) 

Die  Funktion  ist  die  folgende: 

f{^\  .  .  .  ̂J  =  Wj  +  «2  •  •  •  +  ". wo 

ist.  (Vorausgesetzt  ist,  daß  die  Funktionen  X^  in  der  Umgebung 

der  Stelle  x^  =  a^  und  im  ganzen  Integrationsgebiet  regulär  sind.) 
Hier  erfüllen  die  Funktionen  u^  gewisse  Differentialgleichungen, 

die  wir  ableiten  wollen. 
Zunächst  ist 

dX,         dX,\ 

o  x^  0X2)       ̂  

Durch  den  Schluß  von  m  —  1  auf  m  gewinnen  wir  hieraus  die 
allgemeine  Beziehung: 

^  =  0     (i  =  l,2...m-l). j 

Nehmen  wir  nämlich  an,  daß  der  Satz  bewiesen  ist  für  die 

Funktionen  w^ ,  u^... u^_^ ,  so  können  wir  den  Differentialquotienten 
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dXrn 

dXj 

TW  — 1 

d  Xj  d  Xm     ̂ < 

'^^fcK^m 

vereinfachen.  Wir  brauchen  nämlich  in  der  Summe,  die  unter  dem 

Integralzeichen  steht,  nur  diejenigen  Funktionen  w,.  zu  berücksich- 
tigen, für  welche  k  kleiner  ist  als  j  +  1.  Die  DifFerentialquotienten, 

welche  außerdem  noch  in  der  Summe  auftreten,  verschwinden  alle. 
Auf  diese  Weise  erhalten  wir 

dx. 

dXm    _ 

d  Xj         d  X 
'j  d  x,n  ̂  

u^  1  d  x_ 

dX„ 

d  X-  d  X-  d  Xn 

d^u 
\ 

dxjdxm  I       ™' 
oder,  da 

i-i 

iii 

^j-  ̂ %\d^j, 

also 

ist 

ö^u.  BX. 

Ö  Xj  d  Xm  d  Xyn  d  X. 

•'  1 

d  X, dX  ö  X d  X, 

dx„  « 

dx^  =  0. 

Aus  dieser  Eigenschaft  der  Funktionen  u  folgt  aber  mit  Leichtig- 

keit die  Berechnung  der  Differentialquotienten  von  der  Funktion  f. 
Es  ist  nämlich  dann df 

O  Xm 
TO  — 1 

^^^    dXm     ~~  ̂ ^    bXm     ~  ̂ ^  dXm  6  X„ 1 

m—1 
-^-y    d  Uj  ^^    d  Uj 

1  1 
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Die  konstruierte  Funktion  f  ist  also  eine  in  der  Umgebung  der 

Stelle  x^  =■  a.  reguläre  analytische  Funktion,  welche  die  vorgeschriebenen 
Differentialquotienten  hat. 

3.  Eindeutige  Bestimmung  der  Funktion  f.  Wegen  des  unsym- 
metrischen Verfahrens,  das  zur  Konstruktion  der  Funktion  f  benutzt 

wurde,  könnte  es  zweifelhaft  erscheinen,  ob  die  konstruierte  Funktion 

eindeutig  bestimmt  ist,  und  ob  nicht  etwa  ein  anderes  Verfahren, 

bei  dem  die  Variabein  x^  in  anderer  Reihenfolge  auftreten,  auf 
eine  ganz  andere  Funktion  geführt  hätte. 

Diesem  Einwand  ist  leicht  zu  erwidern:  Da  nämlich  an  der 

Stelle  X.  —  a.  die  verschiedenen  Funktionen  den  Wert  0  annehmen, 

und  da  an  dieser  Stelle  infolge  des  angegebenen  Verfahrens  nicht 

nur  die  ersten,  sondern  alle  folgenden  Differentialquotienten  einen 

ganz  bestimmten  Wert  haben,  so  ist  die  Funktion  im  ganzen  Regu- 
laritätsgebiet  vollkommen  eindeutig  bestimmt. 

4.  Beispiele.     1.  Der  Ausdruck 

Xdx  +  Ydy  =  I  ̂     =  —  y\  dx  +  f    ,        ̂       —  x\  dy 

ist  ein  vollständiges  Differential,  denn  es  ist 

und  ebenso 

d X           —  xy  ^ 

^y         (1  4-  a;2  -f  ij-f 

ö  F  _  —  xy  ^ 

^  ̂  (1  +  a;-   +  ic2)^ 

Die  beiden  Funktionen  sind  für  x  =  0,  g  =  0  regulär,  und  man 
kann  daher  nach  dem  angegebenen  Verfahren  eine  Funktion  kon- 

struieren, welche  für  x  =  0,  g  =  0  den  Wert  Null  annimmt.  Wir 
erhalten 

X 

0 

^2   = 

0 

,    ̂ — =  -X -  ̂     y — :^  +  ̂. 4-    y   ) dy, 
]/l  +  rc«  +  y'  yi  +x^  i-y^  V 1  +  2/ 

d.  h.  ^^  =  yi  +  ̂2  _  1 

und  f=  Mj  +  Mg  =  ]/l  -^x'^  ■\-'p  -  xg  -\. 
Hätte    man    das    Verfahren    in    umgekehrter   Reihenfolge    aus- 

geführt, so  wäre  gekommen 
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y 

V,  =  ff— — ^,   ;  -x]d,j  =  ̂ YT^+J'  -^y-  1/TT^, 
J  Vyi  -{-x^  -v  y-         ) 0 

CK 

//  /Tr»  
/>*  iT"  \ 

j  .    fj    I       oy       I           \  et  ̂ 

l]/l  +  a;«  +  ̂   "^         yi  +  a;2  4-^  l/lT^/ 
0    

=  yv^x^  - 1 

und  f  =  v^  -\-  v^  =  ̂ l  -{-  x^  -\-  y"^  —  xy  —  \  . 

Das  Resultat  ist  also  wieder  dasselbe,  entsprechend  dem  all- 
gemeinen Satz, 

2.  Der  Ausdruck 

y  dx  —  X  dy 

ist  kein  vollständiges  Differential,  denn  es  ist 

^  ==  +  1      und     ̂ .^ — -  =  —  1 . oy  o  X 

Hier  würde  man  erhalten 

■Jydx  =  xy, 

^1  = 
0 

y 

u^  =  f{—  X  —  x)  dy  =  —  2  xy, 
0 

also  u^  +  ̂ 2  ~  —  ̂ '^ ' 

Dagegen  liefert  das  andere  Verfahren  folgendes  Resultat: 

y 

v^  =J-  xdy  ̂   —  xy, 
0 

0 

also  ijj  +  ̂ 2  =  ̂ y> 

d.  h.  einen  Wert,  der  von  dem  vorigen  ganz  verschieden  ist. 

§  6.    Der  Calcul  des  limites. 

1.  Die  Aufgabe  des  Calcul  des  limites.  Die  Methode  des  Calcul 
des  limites,  welche  später  beim  Beweis  der  Existenz  von  Lösungen 

von  Differentialgleichungen  gebraucht  wird,    beruht    auf  folgendem 
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Gedankengang:  Man  kann  die  Konvergenz  einer  Eeihenentwickelung 
beweisen,  indem  man  zeigt,  daß  ihre  Koeffizienten  dem  absoluten 

Betrage  nach  kleiner  sind  als  die  Koeffizienten  einer  anderen  Reihen- 
entwickelung, welche  konvergiert. 

Diese  Methode  ist  in  der  Theorie  der  Differentialgleichungen 
deswegen  von  besonderer  Bedeutung,  weil  es  gelingt,  die  Lösung 
einer  gegebenen  Differentialgleichung  in  eine  Reihe  zu  entwickeln, 
deren  Koeffizienten  kleiner  sind,  als  die  für  die  Reihenentwickelung 
einer  bestimmten  unmittelbar  angebbaren  Lösung  einer  gewissen 

einfacheren  Differentialgleichung,  welche  sich  aus  der  gegebenen  ab- 
leiten läßt. 

2.  Der  Fundamentalsatz.  Der  Satz,  welcher  die  Grundlage  des 
Calcul  des  limites  bildet,  lautet  so: 

Wenn  die  in  der  Umgebung  von  ;r  =  0  reguläre  analytische  Funktion 

y  =  /*W für  I  a:  I  <  a  den   Wert  M  nicht  übersteigt,  so  besteht  die  Relation 

(ffjx) 

x=0         ̂ ^    x=0 

wo  die  Funktion  F  die  Bedeutung  hat 

F=     ̂  
1-^ 

a 

Der  Beweis  wird  geführt  mit  Hilfe  der  Formel: 

fOc){())=.J^fI^dx,^ 
a 

in  der  das  Integral  über  die  Peripherie  eines  Kreises  vom  Radius  a 
zu  erstrecken  ist,  der  in  der  Ebene  der  komplexen  x  um  den  Null- 

punkt als  Mittelpunkt  konstruiert  ist. 
Dieses  Integral  ist  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als 

Mk! 

Andererseits  ist 
M.k/ 

i^W(0)  = 
a 

und  hieraus  folgt  der  aufgestellte  Satz. 
3.  Verallgemeinerung  auf  Funktionen  von  mehreren  Veränderlichen. 

Der  Satz  läßt  sich  leicht  verallgemeinern  zu  dem  folgenden  Satz: 

^  BüBKHARDT,  Analytische  Funktionen,  §  46. 
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Es  sei  f  [x,  y^  '  '  '  y J   ̂?w^    analytische   Funktion    der    Argumente 

xy^...y^,  welche  die  Bedingung 

\f{^,yr---yJ\^M 
erfüllt,  so  lange 

\x\  <i  a     und     \y^\  <  b. 
Dann  ist 

1_   M    i_  M...    i_2/. 

dx^dy^^'...dy^ra 

wobei  unter  F  die  Funktion 

a  j  \^        b  j        \^        b 
zu  verstehen  ist. 

Der  Beweis  wird  ganz  ähnlich  wie  in  2  geführt,  nämlich  mit 

Hilfe  einer  Formel,  welche  den  Differentialqnotienten  einer  Funktion 

von  mehreren  Veränderlichen  durch  ein  bestimmtes  Integral  aus- 
drückt.    Die  Formel  lautet: 

'df+''^---^''m(x,y,...yJ 
dx^dyj''...dy^ 

'l'^'--hrf    r    dX  f    dtj,  r  dy,n        r,  s 

nir^^   J    x^^''Jy,'^-''"'JyJ^n-^'^^'^
'"''^'^^ 

fC  •    fC-t  •   •  •  •  A/7}},  •     /       CiL  OD 

(2 
und  es  sind   die  Integrale  zu  erstrecken  über  die  Peripherien  der 
Kreise  mit  den  Radien  \x\  =  a  und  I  ?/.  1  =  5. 

Aus  der  Formel  folgt,    daß    der  absolute  Betrag  des  auf  der 

linken  Seite  stehenden  Diöerentialquotienten  kleiner  ist  als 

ft/ .    /tj  .    ...  rt/„i .  -nj- 

Andererseits  ist 

ex^öy,^^...dyK      J,.,^...,^^.o  aH^^-^K. 

Aus  diesen  beiden  Beziehungen  folgt  aber  der  oben  ausgesprochene  Satz. 

4.  Anwendung  einer  anderen  Vergleichsfunktion.  Bei  dem 
Existenzbeweis  der  Lösungen  von  partiellen  Differentialgleichungen 

werden  wir  von  einer  anderen,  einfacheren  Vergleichsfunktion  Ge- 
brauch machen. 
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Wenn  die  Funktion 

fiir 

\x.\  <  a die  Bedingung 

\f\<M erfüllt,  so  wollen  wir  als  Vergleichungsfunktion 

M 

0  = 
Xi    -h  X2    ..•-{-   Xn 

nehmen.     Es  ist  dann 

n    /  aJi  =  Xz .  . .  =  0 

während  für  die  frühere  Funktion 

M 

f 

i^  = 

der  betreffende  Differentialquotient  den  kleineren  Wert 

M.k^/...kJ 

hat. 

Hieraus  folgt,  daß  die  Funktion  0  die  Ungleichheiten,  welche 

zwischen  den  Differentialquotienten  von  i^und  denen  von  f  bestehen, 
a  fortiori  erfüllt. 

5.  Folgerung  für  Reihenvergleichungen.  Hieraus  ergeben  sich 

nun  wichtige  Folgerungen  für  die  Vergleichung  von  zwei  Reihen, 
welche  beide  nach  demselben  Gesetz  fortschreitende  Koeffizienten 

haben,  die  selbst  ganze  Funktionen  der  Differentialquotienten  von  f, 
resp.  von  der  Vergleichungsfunktion  sind,  und  positive  ganze  Zahlen 
als  Faktoren  dieser  Differentialquotienten  haben: 

Konstruiert  man  aus  der  Vergleichsfunktion  einen  solchen  Koef- 
fizienten, so  erhält  man  eine  positive  Zahl,  welche  größer  ist  als  der 

absolute  Betrag  des  Koeffizienten,  der  mit  Hilfe  der  Funktion  f 
selbst  konstruiert  wird. 

Hieraus  folgt:  Konvergiert  die  erste  —  mit  Hilfe  der  Fergleichungs- 

funktion  konstruierte  —  Reihe^  so  konvergiert  auch  die  zweite,  mit  Hilfe 
der  Funktion  f  selbst  konstruierte  Reihe. 
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§  7.    Die  Existenz  der  Lösungen  von  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  und  von  Systemen  solcher  Gleichungen. 

1.  Gewöhnliche  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  in  auf- 
gelöster Form.  Gegeben  sei  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung 

erster  Ordnung 

wo  f[x, y)  eine  in  der  Umgehung  der  Stelle  x  —  x^,  y  =  y^  analy- 
tische Funktion  ihrer  beiden  Argumente  ist,  die  für  |  a:  —  ar^  |  <  a, 

I  y  —  y^  I  =  6  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  M  ist. 
Wir  können  übrigens  ̂ o  —  ̂   ̂ ^^  ̂ o  ~  ̂   setzen,  indem  wir  eine 

geeignete  Substitution  vornehmen. 
Unter  diesen  Voraussetzungen  giebt  es,  wie  wir  beweisen  wollen 

eine  analytische  Funktion 
y  =.(p{x), 

welche  die  Differentialgleichung  erfüllt  und  für  ;r  =  0  den  Wert 
y  =  0  annimmt. 

Wir  werden  beim  Beweise  dieses  Satzes  die  Methoden  des  Calcul 
des  limites  anwenden. 

2.  Die  Hilfsgleichung  und  ihre  Integration.  Wir  ersetzen  näm- 
lich die  zu  integrierende  Gleichung  durch   die  folgende   Gleichung; 

dtj  M  -.-,. 

dx  =  7   ^1   ^  -H^,ri)' 
(■  -  t)  (■  -  i] 

b  I  dx 

Diese  Gleichung  kann  man  sofort  integrieren. 
Es  folgt  nämlich  aus  der  Gleichung: 

V  \drj  M 

d.  h. 

oder 
'?-Ä=-^«log(l-l-) 

Die  Lösung  dieser  Hilfsgleichung  ist  eine  analytische  Funktion 
von  X,  welche  regulär  ist  in  dem  Gebiet 

wo 
h 

n  =  a\\  —  e 
ist. 
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3.  Reihenentwickelung  für  die  Lösung  und  Konvergenzgebiet 
derselben.  Wenn  wir  direkt  eine  Reihenentwickelung  für  die  Lösung 

der  gegebenen  Differentialgleichung  aufstellen  wollen,  so  können  wir 
dies  leisten,  indem  wir  die  aufeinander  folgenden  Differentialquotienten 

an  der  Stelle  Null  berechnen  und  dieselben  in  die  MACLAUßiN'sche 
Entwickelung  einsetzen. 

Diese  Differentialquotienten  werden  berechnet  mit  Hilfe  der 
Rekursionsformeln 

yo'  =  AO,o), 

y  =  0  X  =  0 

u.  s.  f. 

Genau  so  hätte  man  die  Reihentwickelung  der  Lösung  von 

herstellen  können  mit  denselben  Rekursionsformeln  und  wäre   dann 

zu  der  oben  direkt  berechneten  Lösung  rj  gelangt. 
Da  nun  aber 

dx'dy^ v=ü  y=0 

ist  (§  6,  3),  so  folgt  (§  6,  5),  daß  die  Grössen  i/q,  y^'  u.  s.  f.  dem  ab- 
soluten Betrage  nach  jedenfalls  nicht  größer  sind  als  die  entsprechen- 

den Differentialquotienten  von  ri. 

Die  gefundene  Reihenentwickelung  konvergiert  also  jedenfalls 
mindestens  in  demselben  Gebiete,  wie  die  Reihenentwickelung  für  t/, 

sie  stellt  aber  außerdem  eine  Lösung  der  Differentialgleichung  dar, 

da  für  X  =  0,  y  =  0  die  beiden  Funktionen 

^     und    f[x,y) 

mit  allen  ihren  Differentialquotienten  übereinstimmen. 
Hiermit  ist  also  der  folgende  Satz  bewiesen; 

H  enn  die  rechte  Seite  der  Differentialgleichung 

eine  für  x  ̂ ^^  x^  und  y  =  y^  reguläre  analytische  Funktion  ist  und  rC' 
gulär  bleibt,  so  lange 

\x  —  Xq\  <i  a     und     | y  —  ̂ o  I  ̂  ̂  > 

wenn  außerdem  in  diesem   Gebiete  die  Funktion  f  ihrem  absoluten  Be- 
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trage  nach  kleiner  als  M  ist,  dann  gieht  es  eine  und  nur  eine  für 

X  =  Xq  analytische  Funktion 

welche  die  Differentialgleichung  erfüllt  und  für  x  =  x^  den  JFert  y  =:  y^ 
annimmt.  Der  Badius  des  Konvergenzkreises  für  die  Entwickelung 

dieser  Funktion  ist  jedenfalls  nicht  kleiner  als  die  Große 

Q  =  a\\  — 

2Ma 

4.  Existenzbeweis  für  die  Systeme  von  gewöhnlichen  Differen- 
tialgleichungen erster  Ordnung.  Für  Systeme  von  gewöhnlichen 

Differentialgleichungen  erhält  man  den  folgenden  Satz: 

Es  seien  in  den  m  Differentialgleichungen: 

Vi      =fl    {^'^!/i-"!/m)> 

die  f  reguläre  analytische  Funktionen  ihrer  Argumente,  so  lange 

\x  —  a\  <,  a  und  1 2/^  ~  ̂ i  |  ̂  ß  ̂^t-  ̂ -^  ̂ ^^  außerdem  M  der  größte 
Wert,  den  der  absolute  Betrag  irgend  einer  dieser  Funktionen  im  Begu- 

laritätsgebiet  erreicht.  Dann  gieht  es  ein  bestimmtes  System  von  ana- 
lytischen Funktionen 

yi  =  ̂i  +  fPi(^  -^)^ 
welche  die  Differentialgleichungen  erfüllen,  und  deren  Konvergenz  kreise 
Badien  haben,  welche  jedenfalls  nicht  kleiner  sind  als 

Der  Beweis  wird  ganz  analog  geführt  wie  der  frühere.  Wir 

nehmen  an,  es  sei  a  =  b.  . . .  b  =0,  und  dann  ersetzen  wir  die  Diffe- 
rentialgleichungen  durch  das  folgende  einfachere  System: drji 

dx 

M 

1  - 

1  - 

Vi 

1  - 

=  ̂(^V/i-.-0- 

Nach  §  6,  3  ist  dann 

x=2/.  =  0 dx^  d%^'---d?]^ryi 

'x=f]^=0 

Daher  konvergieren  die  Reihenentwickelungen,  die  wir  für  die  y.  durch 

Berechnung  der  Differentialquotienten  und  Aufstellung  der  Maclau- 

Rm'schen  Reihe  erhalten,  jedenfalls  in  demselben  Gebiete,  wie  die 
für  die  Funktionen  r].  (§  6,  5). 
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Die  Gleichungen  für  die  t].  lassen  sich  aber  leicht  integrieren, 

denn  die  t].  sind  alle  unter  einander  identisch,  da  für  x  =  0,  fi^  —  O 
alle  ihre  Differentialquotienten  übereinstimmen. 

Wir  haben  also  einfach  die  Gleichung 

zu  integrieren  und  erhalten 

Diese  Reihe  konvergiert  jedenfalls  für 

x\  <i  a\\  —  e 
Damit  ist  aber  der  oben  ausgesprochene  Satz  bewiesen. 

5.  Beispiele. 
1.  Es  sei  gegeben  die  Differentialgleichung . 

y  —  xy  =  0- Die  Funktion 

f{x,y)  =  xy 

ist  regulär  für  o,-  =  0,  y  =  0.     Es  muß  daher  eine  analytische  Lösung 
geben,  die  für  :i-  =  0  den  Wert  y  =  0  annimmt. 

Wir   kommen   in    der  That   zur  Berechnung  einer  Reihenent- 
wickelung 

y  =  a^x  +  a^x^  +  a^x^  '\-  ..., 
welche  die  Differentialgleichung  erfüllt,  die  Rekursionsformeln 

[n  +  1)  ß„+i  —  a„_i  =  0 . 
Hieraus  folgt 

«2  =  «^ . . .  =  «2^  =  0, 

ferner,  da  a^  =  0  ist, 

ßj  =  ög  . . .  =  «2„+i  =  0 . 

Also  bekommen  wir  als  gesuchte  Lösung  einfach 

Die  erhaltene  Funktion  ist  in  der  That  regulär,   entsprechend  den 
allgemeinen  Sätzen. 

2.  Die  Differentialgleichung 

,/_  y(l  -x)- 
 X 

y  -        ^2 

Die  Funktion  f[x,y)  =  ̂ÜJIl-?)^!^  ist  für  :r  =  0,  y  =  0  nicht  regulär. X 

Liebmann,  Differentialgleichungen.  3 
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Wir  wollen  nun  sehen,  was  für  eine  Reihenentwickelung  man 
erhält,  wenn  man  die  Koeffizienten  berechnet  und  verlangt,  daß  die 
Funktion  für  x  =  0  verschwindet. 

Wir  setzen  also 

y  =  a^x  -^  a^x^  -\r  ... 
und  erhalten  die  Formeln: 

«1  =  1, 

«n-l  (W  —  1)  —  «„   +  ö„-l  =  0       (W  >   1)  , 

aus  denen  folgt: 
a    =72.  «„_i , 

d.  h.  es  ergiebt  sich 

3/  =  :r  +  2!a:2  +  3!x3  +  ...  +7i!:r"  +  ...   . 

Diese  Eeihenentwickelung  hat  gar  keine  Bedeutung,  weil  sie  diver- 
giert. Wir  durften  aber  auch  gar  keine  konvergierende  Entwickelung 

erwarten,  da  die  Voraussetzung,  daß  f[x,y)  regulär  ist,  nicht  er- 
füllt ist. 
3.  Die  Funktion 

ist  für  X  =  0,  y  =  0  nicht  regulär.  Wenn  man  nun  die  Differential- 
gleichung 

zu  integiieren  sucht  durch  eine  Potenzreihe 

y  =  a^x  -^  a^x^  -\-  ...  , 
so  bekommt  man  die  Rekursionsformeln 

ßj  —  ßj  =  0 , 

2  «2  —  «2  =  0 , 

na    —  a    =0, 

Man  erhält  also  die  Lösung 

y  =  ax. 

Diese  Lösung  ist  regulär,  obwohl  die  Funktion  f{xjy)  =  —  im  Punkte Qu 

X  —  y  =  0  nicht  regulär  ist.  Dagegen  ist  die  erhaltene  Lösung  nicht 
vollkommen  bestimmt;  die  Konstante  a  kann  ganz  beliebig  gewählt 
werden. 
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i; §  8.    Weitere  Ergänzungen  und  Folgerungen  aus  den  Existenz- beweisen. 

1.  Differentialgleichungen   erster    Ordnung    in  impliciter  Form. 

Die  Sätze  über  implicite  Funktionen  gestatten  es,  das  Existenztheorem 
auf  den  Fall  zu  erweitern,  wo  die  Gleichung  nicht  in  aufgelöster 

Form  gegeben  ist,  sondern  der  Differentialquotient  implicite  bestimmt 

ist,  etwa  durch  die  Gleichung 

Ist  (p  [x,y,y)  eine  analytische  Funktion,  welche  für  x  =  x^,  y—y^^ 
y  —  yo  verschwindet,  und  ist  außerdem  für  diese  Werte  der  Argu- 

mente der  Differential quotient  nach  y  von  Null  verschieden,  so  kann 

man  nach  y'  auflösen  (§  2,  1)  und  erhält 

y'  =  yö  +  f{''-'^o'>y-yo)^ 
wo  die  Funktion  f{x  —  x^,  y  —  y^  analytisch  ist.  Auf  diese  Diffe- 

rentialgleichung kann  man  dann  das  frühere  Existenztheorem  an- 
wenden. 

Wir  haben  also  den  Satz: 

Ist  cp  {xyy')  eine  in  der  Umgebung  der  Stelle  x  =^  a,  y  =  ß,  y  =-  y, 
an  der  die  Funktion  verschicindet,  eine  reguläre  analytische  Funktion  der 

Argumente  x^y^y',  während  -^,  von  Null  verschieden  ist,  so  giebt  es  eine 
ganz  bestimmte  analytische  Funktion 

y  =  ß  +  f{^-^)j 
welche  die  Bifferentialgleichnng  erfüllt  und  für  welche 

'dy\ 

ist. dx]y=ß  * 

Verschwindet   aber    der   erste   Differentialquotient   ̂ ,   an   der 

betreffenden  Stelle,  so  kann  man  (§  2,  1)  wenigstens  in  der  Nähe  der 

Stelle  ccßy  Wertsysteme  a^ß^y^  nachweisen,  in  deren  Umgebung 
man  die  analytische  Gleichung  ff  {xyy)  =  0  auflösen  kann,  und  in 
deren  Umgebung  sich  also  der  Existenzbeweis  durchführen  läßt. 

2.  Systeme  von  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  in  im- 
pliciter Form.  Ganz  analog  läßt  sich  das  Existenztheorem  für 

Systeme  von  aufgelösten  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  auf 

den  Fall  erweitern,  wo  die  Differentialquotienten  der  zu  bestimmen- 

den Funktionen  implicite  gegeben  sind.    Der  betreffende  Satz  lautet: 

3* 
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Sind  die  Funktionen 

9m{^>I/l"'ym'I/l"'I/J 

in  der  Umgebung  eines  bestimmten  Wertsystems  x  =  a,  7/.=  ß.^  y!  =  y. 

regulär  und  verschwinden  sie  für  diese  Argumente,  während  die  Funk- 
tionaldeterminante 

d(pm  dg)m 
dy'  dy„/ 

nicht  verschwindet,  so  giebt  es  ein  bestimmtes  System  von  analytischen 
Funktionen 

yi  =  ßi  +  fi{^-f^)> 

welche  die  Differentialgleichungen  q).  =  0,  i  =  1  ..  .m  erfüllen  und  sich 

für  X  =■  a  auf  die   Werte 

reduzieren.  Die  Differentialquotienten  dieser  Funktionen  nehmen  für 

X  —  a  die   Werte  y!  =  y^  an. 
Der  Beweis  dieses  Satzes  ergiebt  sich  einfach  daraus,  daß  unter 

den  gemachten  Voraussetzungen  die  Gleichungen  cpi  =  ̂   sich  nach 
den  Differentialquotienten  auflösen  lassen  (§  2,  3)  und  daher  das  in 
§  7,  4  bewiesene  Existenztheorem  sich  anwenden  läßt. 

3.  Die  Frage  nach  dem  analytischen  Verhalten  der  Lösungen. 

Die  bisherigen  Existenzbeweise  lehrten  folgendes:  Unter  gewissen 

Voraussetzungen  gab  es  eine  für  die  betreffenden  Anfangswerte  ana- 
lytische Funktion,  welche  eine  Lösung  darstellte.  Es  ergiebt  sich 

nun  aber  die  Frage:  Giebt  es  nicht  vielleicht  außer  diesen  Lösungen 
noch  andere,  welche  in  dem  betreffenden  Punkt  aufhören  regulär 

zu  sein,  obwohl  die  Funktion,  welche  den  Differentialquotienten  dar- 

stellt, regulär  ist?  Daß  diese  Frage  wichtig  ist,  lehrt  uns  das  fol- 
gende Beispiel. 

Beispiel:  Die  Differentialgleichung 
3    y 

y  == 

hat  die  Lösung 

y         2    X a. 

y  =  CX^. Für  X  —  0  ist  y  analytisch  dann,  wenn  c  =  0  ist,  denn  y  =  0  ist  ja 
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eine  analytische  Funktion.  Außer  dieser  analytischen  Lösung  giebt 
.es  aber  noch  andere,  z.  B. 

3 

y  =  x^ , 
welche  auch  für  x  —  0  den  Wert  y  =  0  annehmen,  aber  für  x  =  0 
nicht  mehr  analytisch  sind. 

In  diesem  Beispiel  ist  die  Funktion 

für  X  —  y  ==  0  nicht  mehr  analytisch. 
Man  könnte  aber  fragen:  Kann  ein  solcher  Fall,  nämlich  daß 

außer  der  analytischen  Lösung  noch  andere  existieren,  die  zwar  bis  in 

beliebige  Nähe  von  dem  betrachteten  Punkt  analytisch  sind,  aber  im 

Funkte  selbst  aufhören,  analytisch  zu  sein,  nicht  auch  dann  eintreten, 

wenn  f{x,y)  in  dem  betrachteten  Punkte  analytisch  ist?  Der  Beweis 
in  §  7,  3  schließt  jedenfalls  diese  Möglichkeit  nicht  aus,  denn  er 

beruht  auf  der  Annahme,  daß  die  Lösung  in  dem  betreffenden  Punkte 

analytisch  ist. 

4.  Erledigung  des  Problems  durch  eine  Transformation.  Man 

kann  aber  die  Frage  leicht  entscheiden,  indem  man  die  Differential- 
gleichung transformiert. 

Es  sei  also  gegeben  die  Differentialgleichung 

wo  die  Funktion  f[x,y)  analytisch  ist  für  x  —  x^,  y^y^.  Die 

Lösung,  welche  für  x  —  x^  analytisch  ist  und  den  Wert  y  —  y^  an- 
nimmt, und  deren  Existenz  in  §  7,  3  bewiesen  ist,  wollen  wir  be- 

zeichnen mit  1//  [x,  x^ ,  y^. 
Jetzt  machen  wir  die  Substitution 

u  =  tfj{xQ,x,y). 

Durch  diese  Substitution  verwandelt  sich  die  gegebene  Differential- 
gleichung in 

du    ^ 

denn  die  Gleichung u=^jp{xQ,x,y) 

ist  die  Auflösung  der  Gleichung 
y  =  ip(x,x^,y^) 

nach  u.  Hieraus  folgt  aber,  daß  u  konstant  ist,  sobald  man  darin 

für  y  eine  Lösung  der  Differentialgleichung  einsetzt,  d.  h.  aber,  daß 
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die  transformierte  Differentialgleichung  die  Form  ̂ —  =  0  hat.    Diese 

Differentialgleichung  hat  nur  die  Lösung  u  =  constans,  welche  über- 

all regulär  ist,  und  daraus  folgt  dann  durch  die  inverse  Trans- 
formation 

daß  es  außer  der  für   x  =  x^,  y  ==  y^    regulären   analytischen   Losung 
keine  andere  giebt,  die  bis  zum  Punkte  x  =  x^»  y  =  y^  hin  regulär  ist. 

Beispiel:  Die  Differentialgleichung 
dy    

dx 
hat  die  Lösung 

y  =  yo  +  — 2 — 
Hier  haben  wir  dann  die  Transformation  anzuwenden 

2 

Dadurch  verwandelt  sich  die  Differentialgleichung  in 
du         dy  r\ 

dx         dx  ' 
von  der  es  nur  Lösungen  von  der  Form 

M  =  c 

giebt.     Von  der  ursprünglichen  Differentialgleichung  giebt  es  außer 

y  =  yo  +  — 2~^ 
also  weiter  keine  Lösung,  die  bis  zum  Punkt  x  =  x^,  y—y^   ana- 

lytisch ist  und  in  diesem  Punkt  den  Wert  y^  annimmt. 

5.  Erledigung"  des  Problems  für  Systeme  von  Differentialglei- 
chungen. Ist  ein  System  von  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 

gegeben : 

dx     ~~  i'>n  ̂̂ '  Vi'  "  ̂m)  ' 

WO  die  Funktionen  f  sich  regulär  verhalten  in  der  Umgebung  eines 
Wertsystems 

so  kann  man  fragen:    Gi-iebt  es   außer  den  für  x  =  cc  analytischen 
Lösungen 
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welche  f ür  :r  =  «  die  Werte  y.  =  ß^  annehmen,  vielleicht  noch  andere 
Lösungen,  die  bis  in  beliebige  Nähe  des  Punktes  sich  regulär  ver- 

halten, aber  in  dem  Punkte  selbst  aufhören  regulär  zu  sein? 
Die  Antwort  auf  diese  Frage  findet  man,  indem  man  das  System 

von  Differentialgleichungen  transformiert  mit  Hilfe  der  Formeln 

Wf  =  'V^f  (cf,  ̂j  yi  •  •  -yj  j     2  =  1 . . .  m , 

welche  die  Auflösungen  der  Gleichungen  nach  den  Größen  ß^  sind. 
Hierdurch  erhält  man  dann  die  Differentialgleichungen 

4^  =  0,     2=1,2. ..m, 
dx  '  '  ' 

von  denen  es  außer 
u.  =  c. 

keine  anderen  Lösungen  giebt.  Indem  man  nun  wieder  die  inverse 
Transformation 

y.  =  i//.(:i-,cf,Mi...Mj 

anwendet,  gelangt  man  zu  dem  Ergebnis,  daß  es  außer  den  für 

X  =  a,  y^-  =  ßi  selbst  analytischen  Lösungen  weiter  keine  giebt j  die  bis 
in  beliebige  Nähe  dieses   Wertsystems  regulär  bleiben. 

§  9.  Integrationskonstanten  und  Anfangsbedingungen. 

L  Die  Hauptlösungen.  Unter  den  Hauptlösungen  eines 
Systems  von  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  versteht  man 
die  Funktionen 

y.  =  i/^.(a:,a,/9i.../9J,     e=  \...m, 

welche  die  Differentialgleichungen  erfüllen  und  sich  für 

X  =  fij     auf    y .  =  /^. 
reduzieren. 

Die  Größen  ß^  nennen  wir  die  kanonischen  Integrations- 
konstanten. 

Über  Hauptlösungen  und  kanonische  Integrationskonstanten  gilt 
dann  der  folgende  Satz: 

Die  Funktionaldeterminante 

D  (y/i  {x,a,^...  tpm  {x,  a,  ß)) 

ist  von  Null  verschieden. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  ergiebt  sich  einfach  daraus,  daß  das 
Produkt  der  Funktionaldeterminanten  der  beiden  zu  einander  in- 
versen  Transformationen 
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und 

den  Wert  Eins  hat.  Es  kann  nun  infolge  davon  keine  der  beiden 
Funktionaldeterminanten  verschwinden,  da  beide  endliche  Größen 
sind.  Insbesondere  kann  die  erste  Funktionaldeterminante,  nämlich 
die  Größe 

D {yji  (x,a,ß)...  tpm  jx,  a,  ß)) 

D{ß,...ßm) 

nicht  verschwinden,  w.  z.  b.  w. 
2.  Andere  Systeme  von  Integrationskonstanten.  An  Stelle  der 

Hauptlösungen  mit  den  kanonischen  Integrationskonstanten  kann  man 

andere  Integrationskonstanten  einführen  durch  eine  reguläre  Trans- 
formation 

Auf  diese  Weise  erhalten  wir  eine  andere  Form  der  Lösungen 

wobei  die  Funktionaldeterminante 

Djyi-^'ym)  ̂   D(y,...ym)      D{ß,..,ßm) 

Die   ...Cm)  D(ß,    ...ßm)'    Die,   ...Cm) 
wieder  von  Null  verschieden  ist. 

Wir  wollen  nun  jedes  System  von  Lösungen 

ein  allgemeines  Lösungssystem  nennen,  wenn  die  Funktional- 
determinante 

D{c^  ...  c^) 

von  Null  verschieden  ist. 

3.  Die  Anfangsbedingungen.  Der  Name  allgemeines  Lösungs- 
system hat  folgende  Bedeutung: 

Aus  dem  Existenzbeweis  folgt,  daß  durch  ein  Anfangswertsystem 
x^a,      yi  =  ßi 

ein  ganzes  Lösungssystem  eindeutig  festgelegt  ist. 
Ein  allgemeines  Lösungssystem  reicht  nun  aus,  um  dasjenige 

bestimmte  (partikuläre)  Lösungssystem  anzugeben,  weiches  für 
X  =  cc  den  Wert  i/.  —  ß.  annimmt. 

Man  braucht  zu  dem  Zweck  nur  die  Konstanten  c.  so  zu  be- 
stimmen, daß  die  Gleichungen 
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erfüllt  sind.  Diese  Bestimmung  ist  möglich,  da  ja  der  Voraussetzung 

nach  die  Funktionaldeterminante  der  Funktionen  Xi  genommen  nach 

den  Größen  c^  von  Null  verschieden  ist. 

Da  nun  x  —  a  und  y^  —  ß.  im  Eegularitätsgebiet  ganz  beliebig 
genommen  werden  und  das  betrachtete  Lösungssystem  zu  der  Be- 

stimmung aller  partikulären  Lösungssysteme  ausreicht,  so 

nennt  man  es  eben  ein  allgemeines  Lösungssystem. 

4.  Geometrische  Deutung.  Man  kann  die  einzelne  partikuläre 

Lösung  deuten  als  eine  Kurve  des  (m  -f  l)-dimensionalen  Eaumes  mit 
den  rechtwinkligen  Koordinaten  ^ij^/i-'-y^,  welche  den  Punkt 

^  =  ̂ >      ̂ i  =  ßi 

enthält.  Die  allgemeine  Lösung  oder  das  allgemeine  Lösungssystem, 

in  welchem  die  Größen  ß,  resp.  die  Größen  c  unbestimmt  gelassen 

werden,  bedeutet  dann  die  Gesamtheit  aller  Integralkurven,  welche 

ein  bestimmtes  Raumgebiet  treffen  oder  von  Punkten  dieses  Raum- 
gebietes ausgehen. 

Die  Bestimmung  der  Integrationskonstanten  Cj . . .  c^,  so  daß  die 

Funktionen  für  x  =  cc  den  Wert  y.  =  ß.  annehmen,  bedeutet  dann 
folgendes:  Man  bestimmt  die  Integralkurve  so,  daß  sie  einen  Punkt 

X  =  cc,  2/.  =  ß.  [i  =z  1,2...  m)  enthält. 
Als  Beispiel,  an  dem  die  verschiedenen  Begriffe  sich  klar 

machen  lassen,  wählen  wir  das  System 
dy  ̂   y_ 
dx         X 

dx       X 
dx  X 

Das  (allgemeine)  Hauptlösungssystem  lautet  hier: 

Vo  _  „     yu_ 

y  =  y,  +  [x-x,),f=^x.f. 
Xn  %i 

z  —  Zq  -\-  [x  —  Xq)  '  ̂   —  X  •  —  , 
..,  _  _  Xq  Xq 

wahrend  z.  B. 

y  =  «^> z  ̂ =  b  X 

ein  anderes  allgemeines  Lösungssystem  darstellt. 

Aus  'diesem  allgemeinen  Lösungssystem  erhält  man  leicht  die durch  den  Punkt 

y  =  yo> z  =  z^ 

gehende  Integralkurve.     
Es  ergiebt  sich  dabei 
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37/1 

also 
b  =  ̂ , 

Xn 

7/  =   ̂   .X 

Xn 

Xn 

was  mit  der  ersten  Form  der  allgemeinen  Lösung  identisch  ist,  wo 
die  kanonischen  Integrationskonstanten  auftreten. 

5.  Die  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung.  Die  Differen- 
tialgleichungen höherer  Ordnung  (in  zwei  Variabein)  haben  wir  früher 

(§  4,  2)  umgeformt  in  ein  System  von  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  mit  einer  größeren  Anzahl  von  Variabein.  Deutet  man  sie 

statt  dessen  in  der  Ebene,-  so  erhält  man  folgende  Auffassung  der 
Hauptlösungen: 

Die  HauptVösung 

stellt  eine  Integralkurve  dar j  welche  den  Punkt  x  =^  x^,  y  =i  y^  ent- 
hält und  welche  in  diesem  Punkte  m  —  \  vorgeschriebene  Bifferential- 

quotienten  hat. 
Die  Hauptlösung  der  Gleichung 

yi^)  =  0 lautet  z.  B. 

Die  Hauptlösung  hat  die  Eigenschaft,  daß  die  Funktionaldeter- 
minante 

Z)(v/,V/^..  y/^"'"^^) 

nicht  verschwindet  (genau  so,  wie  die  Funktionaldeterminante 

eines  Systems  von  Null  verschieden  ist). 
Aus  der  Hauptlösung  erhalten  wir  eine  allgemeine  Lösung, 

wenn  wir  die  Transformation 

yo  ==-^iK---0^   ? 

I/o^"'-'^-=Xjc,...cJ 
ausführen,  in  welcher  die  Funktionaldeterminante 
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nicht  verschwindet.     Dann  ist  auch  die  Funktionaldeterminante 

Fbn  Null  verschieden. 

Entsprechend  nennen  wir  überhaupt 

eine  allgemeine  Lösung  der  Differentialgleichung  wter  Ordnung 

wenn  die  Größen  c  innerhalb   eines  gewissen  Gebietes  beliebig  ge- 
wählt werden  können,  und  wenn  die  Funktionaldeterminante 

\       dx         rfa;"-* 

von  Null  verschieden  ist. 

Man  kann  dann  die  Konstanten  c.  so  bestimmen,  daß  die  Kurve 

y  —  ip {x,  c^ ... c J  einen  bestimmten  Punkt  enthält  und  noch  außer- 
dem die  m  —  \  ersten  Differentialquotienten  der  Funktion  \p  in 

diesem  Punkt  vorgeschriebenen  Werte  haben;  denn  man  kann  ja 
die  Gleichungen 

'dy,\ 'x=Xo 

y^  ~   \dx)^=: 

m-1  _   (d^f^ 

nach  den  Größen  c.  auflösen. 

Beispiel:  Die  Differentialgleichung 

hat  die  Hauptlösung 

y  =  yo  +  (^-^o)yo' oder  die  allgemeine  Lösung 

Hier  kann  man  c^  und  c^   sofort  durch  die  Forderung  bestimmen, 
daß  für  X  —  x^  die  Bedingungen y'==yd^ 

y  =yo 
eriüllt  sem  sollen. 
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Man  kommt  dabei  auf  die  Gleichungen 

d.  h. 

6.  Implicite  Gleichungen  für  die  allgemeinen  Lösungen.  Die 
allgemeinen  Lösungen  können  schließlich  auch  implicite  gegeben  seio 
durch  ein  System  von  Gleichungen 

(1)    

welche  sich  einerseits  nach  den  Größen  c.  und  andererseits  nach 

den  Variabein  y  auflösen  lassen.  Sind  diese  Auflösungen  wirklich 
möglich,  so  stellen  die  Funktionen 

ein  System  von  allgemeinen  Lösungen  dar,  denn  man  kann  ja  diese 
Gleichungen  (2)  oder  vielmehr  die  ihnen  äquivalenten  Gleichungen 
(1)  nach  den  Konstanten  c^,  auflösen.  Ein  solches  System  von  Glei- 

chungen wollen  wir  ein  System  von  allgemeinen  Integral- 
gleichungen nennen. 

Beispiel:  Die  allgemeinen  Lösungen  des  Systems 

dy  y  dz  x 
dx         X  dx  X 

kann  man  auch  in  der  Form  darstellen: 

?/  +  Cj  z  =  0  , 
X  -\-  c^z  =  0 . 

Hieraus  ergiebt  sich  sofort  die  frühere  (aufgelöste)  Form 

   
X 

~  Ca  ' 

§  10.    Der  Existenzbeweis  für  Systeme  von  linearen  partiellen 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 

1.  Fragestellung.  Diejenige  spezielle  Form  eines  Systems  von 
linearen  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  auf  welche 
sich  alle  partiellen  Differentialgleichungen,  die  wir  später  behandeln 
werden,  zurückführen  lassen,  ist  die  folgende: 
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ik 

dx      -^^i^     dXu ik 

i  =  1  ...m, 

k  =  1  . . .  w. 

Die  Funktionen  G  sind  hier  analytische  Funktionen  der  Variahein  u^ 
und  enthalten  außer  diesen  Variahein  keine  weiteren  Argumente, 

also  sie  sind  frei  von  den  Variahein  x,  x^  ...  Xn- 

Ferner  sind  die  Größen  x.  x^  .  .  .  x^  unahhängige  Veränderliche, 

die  Größen  u^  .  .  .  u^  dagegen  ahhängige  Veränderliche. 

Die  Gleichungen  sind  ferner  homogen  und  linear  in  den  m*(w+l) 
ersten  Differentialquotienten  der  zu  hestimmenden  Funktionen. 

Endlich  sind  sie  noch  aufgelöst  nach  den  Differentialquotienten 

der  verschiedenen  Funktionen,  genommen  nach  einer  der  Variabein  [x). 

Diese  Variabein  u^  sind  nun  so  zu  bestimmen,  daß  gewisse  An- 
fangsbedingungen erfüllt  sind. 

Es  soll  nämlich  der  folgende  Satz  bewiesen  werden: 

Gegebev  sei  das  System  von  Differentialgleichungen 

ik i   =   1  ...  TW 

dt^_^pmdu^       Ä-
1...W, 

dx    -^^*    dxu ik 

WO  die  Funktionen  G^u  analytische  Funktionen  der  Argumente  u^  •  •  •  ̂ ^ 

sindj  welche  sich  für  u^  =  b^  regulär  verhalten. 
Gegeben  seien  außerdem  m  analytische  Funktionen   der   Variabein 

x^..  .x^j  etwa  die  Funktionen 

welche  in  der   Umgebung  von  x.  =  a.  regulär  sind  und  sich  für  x.  =  a. 
auf  cp^  =  b^  reduzieren. 

Unter  diesen   Voraussetzungen  kann  man   die  Funktionen  u^  so  be~ 

stimmen^  daß  sie  die  Differentialgleichungen  erfüllen  und  sich  für  x  =  a  auf 

^  .  ^k==ni^i-"^J reduzieren. 

2.  Einführung    eines    vereinfachten   Systems.     Der   Beweis    des 
Satzes  ist  ähnhch  wie  bei  dem  früher  behandelten  Problem  der  Inte- 
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gration  von  Systemen  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  zu  führen  (§  7). 

Aus  den  geforderten  Anfangsbedingungen  und  aus  den  Diffe- 
rentialgleichungen selbst  kann  man  durch  Differentiation  die  Werte 

der  höheren  Difierentialquotienten 

d'^Ui         d^Ui  d^Ui 

berechnen,  während  ja  die  Funktions werte  selbst  und  die  ersten  Diffe- 
rentialquotienten gegeben  sind. 

Diese  Differentialquotienten  geben  dann  die  Koeffizienten  für 

TAYLOR'sche  Reihenentwickelungen  der  Funktionen  u^.  Konvergieren 
diese  Eeihenentwickelungen,  so  stellen  sie  Lösungen  dar,  denn  die  Be- 
dingungen 

ik 

sind  im  ganzen  Konvergenzgebiet  der  Entwickelungen  der  Funk- 
tionen iij  erfüllt,  da  die  Funktionen 

d  u- -^     und      ip-,- ox  •' 
für  or  =  a ,  x.  =  ai  nicht  nur  selbst  identisch  wird ,  sondern  zufolge 
der  Berechnung  auch  in  allen  ihren  Differentialquotienten  überein- 
stimmen. 

Es  braucht  also  nur  noch  die  Konvergenz  der  aufgestellten 
Eeihenentwickelungen  bewiesen  zu  werden. 

Das  geschieht,  indem  man  ein  vereinfachtes  System  integriert, 
welches  folgende  Eigenschaft  hat:  Die  Koeffizienten  der  für  die 

Lösungen  vi  des  vereinfachten  Systems  sich  ergebenden  Reihenent- 
wickelungen sind  größer  als  die  absoluten  Beträge  der  Koeffizienten 

der  Reihenentwickelungen  für  die  Ui. 

Bevor  diese  Vereinfachung  geschieht,  wollen  wir  noch  die  An- 
nahme machen,  daß 

«1    =  «2  •  •  •   =  «n  =  *1  •  •  •   =  ̂ m  =   0 

ist,  eine  Annahme,  welche  erlaubt  ist. 
Nun  wählen  wir  das  in  folgender  Weise  konstruierte  Hilfssystem : 

Erstens:  Die  Funktionen  G'iu  ersetzen  wir  durch 

_   Ui  .  .  .    +  Ur, 
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b  bedeutet  eine  Größe,  welche  kleiner  ist  als  der  kleinste  der  abso- 

luten Beträge  |  Uj  \ ,  für  welche  die  Funktionen  G  noch  alle  konver- 
gieren; M  soll  größer  sein  als  die  verschiedenen  Maximalwerte  der 

absoluten  Beträge  der  Funktionen  Gik  in  dem  gemeinsamen  Konver- 
genzgebiet. 

Zweitens  ersetzen  wir  alle  Funktionen  (p  durch  die  Funktion 

0  =  n(   l' 

wo  c  und  N  für  die  Funktionen  cp  der  Argumente  x\  .  .  .  x^  die- 

selben Bedeutungen  haben,  wie  h  und  M  für  die  Funktionen  6^'^  der Argumente  u^  .  .  .  u^. 
Die  Funktion  F  ist  dann  für 

jedenfalls  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  die  Funktionen  G, 
und  dieselbe  Ungleichheit  gilt  für  die  Differentialquotienten  an  der 
Stelle  Uj  =  0  (§  6,  4). 

Ferner  sind  die  Differentialquotienten  der  Funktion  0  an  der 

Stelle  Xi  =  0  größer  als  die  der  Funktionen  cp  (§  6,  4). 
Hieraus  folgt  dann,  daß  die  berechneten  Lösungen  des  Systems 

mindestens  in  demselben  Gebiet  konvergieren,  wie  die  des  verein- 
fachten Systems  (§  6,  5). 

3.  Integration  des  vereinfachten  Systems  und  Reduktion  auf  eine 
einzige  Gleichung.  Wir  müssen  nun  das  Vergleichssystem  integrieren, 
d.  h.  das  System 

rä —  =   ;    X,  -^ —     ;  =  1  . . .  m  , 
1    —      r   ifc 

0 

wobei  den  Funktionen  vj  die  Anfangswerte 

vorgeschrieben  sind. 
Dieses  System  läßt  sich  aber  sofort  vereinfachen: 

Erstens   erkennt  man,  daß  die   Funktionen  Vj  alle  unter  ein- 
ander identisch  werden,   da  sie  iür  x  =  x,  .  .  ,  =  x   =0  nicht  nur '  In 

selbst  übereinstimmen,  sondern  auch  alle  ihre  Differentialquotienten 
identisch  sind. 
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Es  bleibt  also  nur  die  Gleicbung  übrig 

dv          Mm      Idv  dv\ 
dx  mv  \dx^  dxnj 

~  ~b~ 

Zweitens  erkennt  man,  daß  diese  Funktion  v  außer  von  x  nur 
von  der  Summe 

X^  -\-  X^  ..,-]-  x^  ̂ =  z 

abhängt,  denn  durch  die  Einführung  von  z  nimmt  die  Differential- 
gleichung die  Form 

dv  Mmn       6  v 

d  X  mv     ö  Ä. 
___ 

an  und  die  Anfangsbedingung  wird 

K=o  =  iV/-J-__l). 

Diese  Gleichung  kann  man  aber  leicht  integrieren. 
Man  kann  sie  nach  §  4,  3  ersetzen  durch  das  System 

dv 

d  X 

=  0, 

dx 
dx 

=  — 

Mmn 

^        mv b 

Die  allgemeine  Lösung  dieses  Systems  hat  die  Form 

Mmnx-}-  [l  _-^jz  =  /'(4  - 
mit  der  Anfangsbedingung 

(i  -  X  (^^*=ö)  ̂ ""  A^)x=o, 

/•W  =  (i-f'^)-(i-^)- 
Als  Lösung  erhalten  wir  also  schließlich  eine  der  beiden  Wurzeln 
der  Gleichung 

Mmnx+(^1-  ̂ v^  [z  -  c^l  -  -^^^^  =  0  , 

und  zwar  ist  diejenige  Wurzel  zu  nehmen,  welche  für  x  ̂   z  =  0 

verschwindet  (die  andere  hat  den  Wert  v  =  —  für  a:  =  z  =  0). ^  m 
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Diese  Wurzel  v  ist  eine  für  x  —  z  —  {)  analytische  Funktion  der 
Variabein  x,  z,  welche  die  vereinfachte  Gleichung  erfüllt  und  den 

vereinfachten  Anfangswert  hat. 

Damit  ist  die  im  Beweis  noch  bestehende  Lücke  ausgefüllt  und 

also  der  in  §  10,  1  ausgesprochene  allgemeine  Satz  bewiesen. 

4.  Lineare  nicht  homogene  Systeme  von  partiellen  Differential- 
gleichungen. Der  allgemeine  Fall,  wo  die  Gleichungen  zwar  auch 

linear  sind,  aber  nicht  homogen,  wo  ferner  die  Funktionen  Gfik  außer 

den  zu  bestimmenden  Funktionen  u  noch  die  unabhängigen  Variabein 
X,  X,  .  .  .  X    enthalten,  läßt  sich  auf  den  früheren  Fall  zurückführen. 

Man  braucht  zu  dem  Zwecke  nur  in  den  gegebenen  Gleichungen 

-ß^  =^(?;-&K...M,,,  .r,:rj...:rj-^  +  llj  [u^ . .  ,u^,  x,x^  . .  .xj 
ik 

an  Stelle  von  x,  x^. .,x^  die  Variabein 
z.  z,  .  .  .  z '      1  n 

einzuführen  und  zu  dem  gegebenen  System  die  Gleichungen 
dz  d  Xi 

d  X         d  x^ 

ö  %       d  %2             ö  ̂„    ^ 
d  X  d  X  dxn 

hinzuzufügen.    Ferner  ergänzt  man  die  (für  x  =  a)  vorgeschriebenen 
Anfangsbedingungen,  indem  man  zu  den  Gleichungen 

u^  =cp^  [x^  •••^J> 

noch  hinzunimmt 
u    =  w    (x,  .  .  .  X  ) m  rm  \    1  ml 

Z  —  <2  ,       Zj   —  Xy^       Zg   —  3^2  ,       .  .  .  .   ,        Z^^  —  X^^, 

Auf  die  neuen  m  +  w  +  1  Differentialgleichungen  mit  m-{-n-\-\ 
Anfangsbedingungen  kann  man  den  früheren  Satz  anwenden. 

Das  ergänzte  Gleichungssystem  ist  mit  dem  gegebenen  identisch, 

denn  es  werden  einfach  die  Größen  z  (die  Lösungen)  identisch  mit 

den  Variabein  x^  x^  ...  x^^  infolge  der  vorgeschriebenen  Anfangs- 
bedingungen und  der  vorgeschriebenen  Differentialgleichungen. 

Liebmann  ,  Differentialgleichungen. 



Zweites  Kapitel. 

Gewöhnliclie  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  in  zwei  Veränderlichen. 

§  11.    Der  EuLER'sche  Multiplikator. 

1.  Definition  des   Multiplikators.     Wir  wollen  die  Differential- 
gleichung in  der  Form  annehmen 

y  -  F{x,y)  =  0, 

welche  wir  noch  etwas  verallgemeinern,  indem  wir  statt  dessen 
schreiben : 

^[^yy)y  -  Y{x,y)  =  0. 

X  und  Y  sind  dann  zwei  Funktionen,  welche  analytisch  sind,  und 
außerdem  darf  die  Funktion  X  in  dem  betrachteten  Gebiet  nicht 
verschwinden. 

Nach  §  4,  3  ist  die  Differentialgleichung  integriert,  sobald  man 
eine  Funktion  f\x^y)  kennt,  welche  die  partielle  Differentialgleichung 

erfüllt.     (Man  braucht  dann  nur  die  Gleichung 

f(x,y)  ==  c noch  aufzulösen,  um  eine  Lösung  der  Differentialgleichung  zu  erhalten.) 
Zwischen  einer  derartigen  Funktion  f{x,y)  und  den  Koeffizienten 

X{x,y)  und  T{x,y)  bestehen  also  die  folgenden  Beziehungen: 

-^  =  -  e{^',y)^(^,y)i 

y^=  +  v{^',y)^{^,y)' 
Gelingt  es  nun,  eine  Funktion  (>  zu  finden,  welche  die  Eigen- 

schaft hat,  daß 

-  Q  (^V  y)  ̂'(^.  y)     und     Q  {x,  y)  X{x,  y) 
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partielle  Differentialquotienten  einer  Funktion,  genommen  nach  x 

und  ?/,  sind,  so  ist  damit  das  Problem  der  Integration  auf  Qua- 

draturen zurückgeführt.  Man  hat  ja  dann,  um  die  Funktion  /*  zu 
bestimmen,  nur  noch  aus  dem  vollständigen  Differential 

Q  {^,  y)  ̂{^,  y)dy  —  Q  (^.  y)  ̂{oc,  y)dx 

die  Funktion  f(x,y\  zu  bestimmen,  wozu  Quadraturen  ausreichen 

(§  5,  2). 
Wegen  der  Eigenschaft,  die  Differentialgleichung 

^{^^y)y'  -  Y{x,y)  =  0 

durch  Multiplikation  in  einen  vollständigen  Differentialquotienten 

zu  verwandeln,  nennt  man  die  von  Euler  eingeführte  Funktion 

Q[x,y)  einen  EuLER'schen  Multiplikator  der  gegebenen  Diffe- 
rentialgleichung. 

Es  hat  sich  also  ergeben,  daß  die  Integration  der  Differentialgleichung 

auf  Quadraturen  zurückgeführt  ist,  sobald  man  einen  Eulei^ sehen  Mul- 
tiplikator kennt. 

2.  Die  Differentialgleichung  zur  Bestimmung  des  Multiplikators. 

Aus  der  Definition  des  Multiplikators  ergiebt  sich,  daß  derselbe  eine 
bestimmte   partielle  Differentialgleichung  erfüllen  muß,   nämlich  die 
Gleichung 

d(Qix,y)  Y(x,y))       d  (q  (x,y)  Xjx.y))  ̂   ̂  
d  y  dx 

oder 

o  y  dx  oy  dx 

Das  ist  also  eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
zur  Bestimmung  des  Multiplikators.  Die  Reduktion  des  Problems 

der  Integration  der  gewöhnlichen  Differentialgleichung  auf  die  Be- 

stimmung des  Multiplikators  scheint  also  zunächst  ein  schwierigeres 

Problem  (die  Integration  einer  partiellen  Differentialgleichung)  an 
die  Stelle  eines  einfacheren  Problems  (Integration  einer  gewöhn- 

lichen Differentialgleichung)  zu  setzen. 

Doch  ist  die  partielle  Differentialgleichung  in  vielen  Fällen 

leicht  zu  integrieren,  und  es  genügt  ja,  eine  einzige  Lösung  der- 
selben zu  kennen,  um  einen  Multiplikator  zu  haben. 

Aus  der  Form,  welche  die  partielle  Differentialgleichung  hat, 
folgt  noch  der  wichtige  Satz: 

Der  Quotient  von  zwei  Midtiplihntoren  ist  eine  Losung  der  Diffe- 
rentialgleichung. 
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Wenn  nämlich 

d  y  d  X  d  y         d  X 
und 

y  ̂  log  g2    ,    X  ̂  ̂Qg  g2    I    _?Z  j_  ̂   =  0 ö«/  d  X  d  y         d  X 

ist,  so  ist 

ö  log  -^  ö  log  -^ 

02/  005 
oder  es  ist 

und  also  auch  (§  4,  3) 

eine  Lösung. 

3.  Die  homogene  Differentialgleichung.  Wir  wollen  gleich  eine 

Differentialgleichung  behandeln,  bei  der  man  den  Multiplikator 
leicht  bestimmen  kann;  das  ist  die  homogene  Differentialgleichung. 

Homogen  nennt  man  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  von 
der  Form 

in  der  also  y'  als  eine  homogene  Funktion  nuUter  Ordnung  von  y 
und  X  bestimmt  wird. 

Zur  Bestimmung  eines  Multiplikators  hat  man  die  Gleichung 
d 

dy 

von  der 

eine  Lösung  ist.     Um  dies  zu  erkennen,  setzen  wir 

y 
^-  —  u 

X 

und  haben  dann 

dy^^       '        dy  \y-xF{u)j  {y-xF{u)f 

—  _  -^^N  -  uF'  (u) ~  {y-xF{u)f~ und 

d    ,  .  8  1  Fiu)  -  uF'{u) 
dx  ̂ ^'        öx   y  —  xF{ü)         {y  —  xF{u)y 
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Es  ist  also  in  der  That 

Beispiel:  Es  sei 

X 

dann  ist 

_        1        _   1 
^  X 

Durch  Multiplikation  mit  diesem  Multiplikator  verwandelt  sich 
die  Differentialgleichung  in 

+ -^  =  4r-r^(logy  +  log:r)  =  0. 2y     '     2x  2    dx 

Die  Lösung  lautet  also 
1/  '  X  ==  constans. 

4.  Die  verkürzte  lineare  Differentialgleichung.  Unter  einer 

verkürzten  linearen  Differentialgleichung  verstehen  wir  eine  Glei- 
chung von  der  Form 

d.  h.  eine  Gleichung,  welche  linear  und  homogen  ist  in  der  Unbe- 
kannten 7/  und  ihrem  ersten  Differentialquotienten. 

Hier  lautet  die  Gleichung  zur  Bestimmung  des  Multiplikators: 

^(p)-^(p-.'/-/W)  =  o oder 

|f--|f-y-A-)-('-A-)  =  o. Setzt  man 
1 

so  ist  diese  Gleichung  erfüllt. 
In  der  That  ist 

y 
Es  ist  also 

und  daher  ist 

eine  Lösung. y  ̂   ce  ̂  



54     Zweites  Kapitel:  Gewöhnliche  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  etc. 

5.   Die  unverkürzte  lineare  Differentialgleichung 

Zur  Bestimmung  eines  Multiplikators  dient  die  Gleichung 

-^(«(q.W+y/»))--|^-(p)  =  0 oder 

-ff-  •  (<p  w + y  m)  + '.'  m  -  li  =  0 ' wovon 

ff{x)dx 
eine  Lösung  ist. 

Hieraus  ergiebt  sich  dann 

e 

oder 

—  If^x)  dx  f         (*      /    \      rf{x)dx     ,        \ y  =.  e   -' '    '      \  —  \q)[x)e'^'  +  <-'   • 

Beispiel:  Es  sei  gegeben  die  Differentialgleichung 

y'  +  ̂  +  l  =  0 
dann  ist  also 

/•w  =  |'  <?«  =  ! 
und  demnach 

^             X    ̂                          '            X 

In  der  That  ist  auch 

und 

,   .    2/    ,     1              ̂     1     ̂         ̂     I    "^ 

=  0. 

6.    Die    RicCATi'sche    Differentialgleichung.      Die    RiccATi'sche 
Differentialgleichung  hat  die  Form: 

y'  =  A  +  ̂ly  +  ̂2Z/^ 

wo  A^^  A^  und  ̂ 2  Funktionen  von  x  sind. 
Man  kann  leicht  einen  Multiplikator  derselben  angeben,  wenn 

man  zwei  partikuläre  Lösungen  y^  und  y^  kennt. 
Die  Gleichung  für  den  Multiplikator  lautet  hier: 

K  +  Ay  +  'hf)'-^Y  +  ̂f^  +  A  +  s^.^'  =  0. 
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Setzt  man  nun  in  diesen  Ausdruck  ein 

so  erhält  man 

oder,  wenn  man  berücksichtigt,  daß  y^  undj/g  partikuläre  Lösungen  sind, 

_  2  Mo  +  Ay  +  A,_  y^  -  A  -  Avi  -  A  yi^  _  A  iy-z  -  yi)  +  A  iy-i"-  -  yi^)] 
\  y  -yi  2/2-2/1  I 

=  -2{Ä^  (y  +  7/0  -A,{i/,+  yj)}  +  2  ̂ 2  (y  -  1/^)  =  0. 

Hieraus  folgt,  daß  (>  ein  Multiplikator  ist.  Außerdem  aber  folgt 

nach  dem  Satz  über  die  Quotienten  zweier  Multiplikatoren  (§  11,  2) 
noch  das  Ergebnis: 

Sind  7/^,  y^  und  y^  drei  partikuläre  Lösmigeii,  so  erfüllt  die  all- 
gemeine Lösung  die   Gleichung 

/  \jy:fi^:^2^J3/       y^  _  y^     y^  _  2/3 

Denn  der  Quotient  von  q  und  (>',  wo  q'  aus  q  dadurch  erhalten 
wird,  daß  man  y^  an  Stelle  von  y^  setzt,  lautet: 

'y  -  2/,\-2 .  (y  -  2/3' 

,2/2  -  2/1/        V2/2  -  ̂ 3 
und  es  ist  also 

{fiy^y^^y^^y^))''^ 
und  daher  auch 

fiy^yiiy^^y^) 

selbst  eine  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung 

y 
|{  +  |-(K  +  Ay  +  Ay^)  =  o. 

§  12.    Geometrische  Deutung  des  EuiER'schen  Multiplikators. 

1.  Berechnung  des  Normalrechtecks.  Für  den  EuLER'schen 
Multiplikator  giebt  es  eine  von  Lie  herrührende  einfache  geome- 

trische Deutung,  die  mitunter  von  vornherein  einen  Multiplikator  zu 
bestimmen  gestattet. 

Zu  dieser  geometrischen  Deutung  gelangen  wir  durch  folgende 
Betrachtung : 
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Wir  wollen,  wenn 

die  gegebene  Differentialgleichung  ist,  und 

f{x,y)  =  c die  Integralkurvenscliar  bedeutet,  den  Grenzwert  suchen,  welchem 

sich  der  Quotient  des  Zuwachses  von  c  und  eines  gewissen  Recht- 
ecks nähert,  wenn  man  den  Zuwachs  von  c  zur  Grenze  Null  über- 

gehen läßt.    (Vgl.  Fig.  1.) 

Dieses  Rechteck  soll  zur  einen  Seite  den   Abschnitt  der  Nor- 
male zwischen  den  beiden  Integralkurven 

f[^^y)  =  ̂ und 
-f(^¥J='  f{x,y)^c  +  e 

f(x,g)'^     \  haben,  die  andere  Seite  soll  die  Länge =  C  +  6 

Fig.V  /=1/X^+1^ haben. 

Die  Länge  des  Normalenabschnittes  a  ist  gegeben  durch 

WO 

{i]  -y)  =  l 

dx 

df 
dy 

und 

ist. 

Es  ist  dann  bis  auf  Größen  höherer  Ordnung  in  « 

also 

1  = 

-,+'^^"
 

\dxj        \dy 

und  daher  —  ebenfalls  bis  auf  Größen  höherer  Ordnung  in  e 

m 

\mm& 
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Für  den  Quotienten 

Im 
6 

bekommen  wir  also 

/ 
8x  )       \dy  I 

2.  Deutung  des  EULER'schen  Multiplikators.  Auf  der  anderen 
Seite  können  wir  nun  leicht  zeigen,  daß  der  Multiplikator  den  rezi- 

proken Wert  hat,  oder  genauer  ausgedrückt,  daß  es  einen  Euler'- 
schen  Multiplikator  giebt,  der  diesen  Wert  hat. 

Wenn  nämlich  M[x,y)  ein  EuLER'scher  Multiplikator  ist,  so  ist 

^[^>y){^[^yy)dy  -  Y[x,y)dx)  =  df[x,y); also 

und  daher 
^=.-M'Y    und     ̂   =  M'X, ax  oy 

dxj       [dy 

yx^  +  Y^ Hieraus  folgt  also  der  Satz: 

Der  Miler'sche  Multiplikator  ist  gleich  dem  Beziproken  des  Grenz- 
wertes^ welchen  der  Quotient 

B 
e 

annimmt  für  s  =  0.  Hierbei  ist  unter  B  das  Bechteck  verstanden, 
dessen  eine  Seite  der  Abschnitt  einer  Normale  zwischen  zvwi  benach- 

barten Integralkurven 

f[x,y)  =  c 
und 

f{x,y)  =  c  +  6 

ist,   während  die  andere   Seite   den   Wert  l  =  "(/Z^  +  Y^  hat. 
Den  Wert  dieses  Rechtecks  kann  man  nun  in  vielen  Fällen 

berechnen;  ferner  auch  den  Grenzwert  und  damit  also  den  Mul- 
tiplikator. 

3.  Parallelkurven.  Wenn  z.  B.  eine  gewöhnliche  Differential- 

gleichung erster  Ordnung  gegeben  ist,  die  Parallelkurven  definiert, 
d.  h.  Kurven,  welche  alle  eine  bestimmte  Geradenschar  senkrecht 

schneiden,  so  ist  der  Abstand  zwischen  den  entsprechenden  Punkten 
von  zwei  benachbarten  Kurven  der  Schar  überall  derselbe;  der  In- 

halt des  erwähnten  Rechtecks  ist  also  einfach 
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und  es  ist  demnach 

M 

ein  Multiplikator. 

Beispiel:     Die  Gleichung 

hat  den  Multiplikator 

und  definiert  konzentrische  Kreise 

^'^  4-  z/2  =  constans, 

welche  in  der  That  Parallelkurven  sind. 

4.    Isogonale    Trajektorien   einer  Geradenschar.      Die    Parallel- 
kurven hahen   die  Eigenschaft,   alle  Geraden   einer  Schar  (nämlich 

die  gemeinsamen  Normalen)  unter  demselben  Win- 

kel t-^j  zu  schneiden.    Auch  in  dem  allgemeineren 

Falle,  wo  an  Stelle  des  Winkels  -^  der  Winkel  & 

tritt,  kann  man  nun  mit  Hilfe   geometrischer  Be- 
trachtungen   den    Multiplikator    leicht    berechnen. 

Fig.  2.  (Fig.  2.) 
Bezeichnet  man  nämlich  das  Stück,    welches 

/         77  von  einer  Geraden  q.  durch  zwei  benachbarte  iso- 

^i/^i*,ryu  gonale  Trajektorien  herausgeschnitten  wird,  mit«. 
A.   //  />  und  betrachtet  man  nun  eine  Reihe  von  Geraden 

Fig.  3.  ^us   der  Schar  ̂ q,  g^  .  .  .  g^^,    von   denen  je   zwei 
benachbarte     den    sehr    kleinen    Winkel    rp    ein- 

schließen, so  ist  bis  auf  Größen  höherer  Ordnung 

«i+i  =  «i  (1  +  cotg  d-.cp)  =  e^{\-\-  cotg  i9- .  (ff.    (Vgl.  Fig.  3.) 

Geht  man  jetzt  zur  Grenze  über,  indem  cp  =  —  und  n  =  00  gesetzt 

wird,  so  kommt  bis  auf  Größen  höherer  Ordnung  in  e^: 

Der  Abstand  zwischen  zwei  Nachbarkurven  ist  dann 

€  •  sin  r9  =  £0  sin  /^  ev^^^tg^^ 
Der  Inhalt  des  zu  berechnenden  Rechtecks  ist  demnach 

«0  y^M^  F  •  sin  i9-  •  gv^cotg^  ̂  
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und  wir  bekommen  also  den  Multiplikator 
-V^cotgt? 

sin  ̂ 1/^2  +  y^ 

Beispiel:  Die  logaritlimischen  Spiralen.  Wir  wollen  diejenigen 

Kurven  bestimmen,  welche  die  vom  Koordinatenanfang  ausgehenden 
Geraden  alle  unter  demselben  Winkel 

{h  =  arccotg  a 
treffen : 

Die  Kotangente  des  Winkels  zwischen  Kurvenrichtung  und 
Kadiusvector  ist 

— ^^  =  cotg  &. 

xy  -  y  ^ 
Also  lautet  die  Differentialgleichung 

y'  {y  —  ax)-\-  [x  -\r  ay)  =  0. 

Nach  dem  allgemeinen  Satz  muß  also 
y 

—  a  .  arctg  — 

yi  +  a^e   ^   
a  ]/(2/  —  a  rc)*  +  (03  +  a  yf oder  auch 

y 
—  a.  arctg  — 

X e 

Yx^  +  «/* ein  Multiplikator  sein. 
Es  ist  nun  in  der  That  auch 

-  < 
% .  arctg  — X e 

•{y(y- 
ax 

)  +  (^  + «y)}  = Vt v'  +  y^) 
Die Lösung lautet  also 

f. 

_ ■  a  .  arctg J_ 
v'^  -hy^e X 

i^e 

y 
—  a .  arctg 

']■ 

=  C, 

oder,  wenn  man  durch  die  Gleichungen 
X  ==  Q  '  cos  (p  , 

y  =  ()  •  sin  (f 

Polarkoordinaten  einführt, 

Diese  Gleichung  stellt  die   logarithmischen  Sjiiralen  dar,   welche  die 

vom  Anfangspunkt  ausgehenden  Strahlen  unter  dem  Winkel 
&  —  arccotg  a 

schneiden. 
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§  13.    Die  Linienelementvereine. 

1.  Das  Linienelement  und  seine  Koordinaten.  Um  neue  Methoden 

zur  Integration  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung zu  bekommen,  welche  in  vielen  Fällen  sich  anwenden  lassen, 

wo  die  in  den  vorigen  Paragraphen  besprochene  Methode  (Bestim- 

mung eines  Multiplikators)  versagt,  müssen  wir  die  Begriffe  TAnien- 
dement  und  Linienelementverein  entwickeln. 

Unter  einem  Linienelement  vemtehen  loir  den  Inbegriff  von  einem 
Punkt  (dem  Träger)  und  einer  bestimmten  Richtung. 

Diese  Richtung  stellt  man  sich  vor  in  der  Form  einer  geraden 

Linie,  welche  von  dem  Punkt  ausgeht.  Von  dieser  geraden  Linie 

kommt  bei  der  Vorstellung  der  Richtung  nur  dasjenige  Stück  in 

Betracht,  das  dem  Träger  benachbart  ist,  und  welches  beliebig  klein 

vorgestellt  werden  darf.  Deswegen  bezeichnet  man  eben  ein  solches 
Gebilde  als  Linienelement. 

Ein  Linienelement  der  Ebene  ist  durch  drei  Koordinaten  be- 

stimmt.    Man   muß   erstens   den  Träger  fest- 

\  legen  —  etwa  durch  die  rechtwinkligen  Koor- 
dinaten X,  y  — ,  und  sodann   noch  die  Rich- 

tung.    Hierzu  benützen  wir  die  Koordinate 

^'^      wobei    unter    w    der  Winkel    verstanden    ist, 

^'    '  den   die    Richtung    des    Linienelementes    mit 
der  ar-Axe   des  Koordinatensystems  einschließt.    (Fig.  4.) 

2.  Scharen  von  Linienelementen.  Unter  einer  Schar  von  Linien- 

elementen verstehen  wir  die  Gesamtheit  aller  Linienelemente y  welche 

durch  ein  System  analytischer  Gleichungen  gegeben  sind. 
Eine  solche  Schar  von  Linienelementen  ist  also  gegeben  durch 

Gleichungen  von  der  Form 

^  =  y  (^1  •  •  •  0  » 
z  =  z{t^...tj^. 

Die  Zahl  k  kann  dabei  —  unter  der  Voraussetzung,  daß  von 

den  Variabein  t  keine  überzählig  ist  (§  3,  3)  —  nicht  größer  als 
drei  sein.  Ist  sie  gleich  drei,  so  werden  sämtliche  Linienelemente 

eines  gewissen  Bereiches  durch  die  Gleichungen  dargestellt.  Je 

nachdem  nun  ä  =  1,  2,  3  ist,  nennen  wir  die  Schar  eingliedrig,  zwei- 
gliedrig oder  dreigliedrig. 
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Wir  wollen  Beispiele  von  solchen  Scharen  anführen: 

Si)*x  =  0,  y  =  0  stellt  die  Gesamtheit  aller  Linieneiemente  dar, 
deren  Träger  der  Koordinatenanfang  ist.    (Vgl.  Fig.  5.) 

^x=o 

y=o 

y.o 

Fig.  5. Fig.  6. 

b)  X  =  cos  (f,y  —  sin  ̂ p,  p  =  ig  (p  stellt  diejenige  Schar  von 
Linienelementen  dar,  deren  Träger  die  Punkte  des  Einheitskreises 

sind,  während  ihre  Eichtungen  mit  den  vom  Koordinatenanfang  aus- 
gehenden, den  betreffenden  Punkt  enthaltenden  Strahlen  überein- 

stimmen.    (Vgl.  Fig.  6.) 

c)  :r  =  cos(p,  7/  =  sin  ff ,  p  =  —  cotg  (f  stellt  ebenfalls  Linien- 

elemente dar,  deren  Träger  den  Einheitskreis  (a:^  +  z/^  =  1)  bilden. 
Die  Eichtungen  dieser  Linienelemente  sind  aber  hier  nicht  durch  die 

Eadien,  sondern  durch  die  Tangenten  des  Kreises  gegeben.   (Fig.  7.) 

x=o 

Ez^ 

y-o 

Fig.  7. Fig.  8. 

Es  ist  in  der  That  die  Eichtung  der  Tangente  im  Punkte 
X  =  cos  cp , 

y  =  sin  ̂  

des  Einheitskreises  gegeben  durch: 

d  y  cos  y  , —~  =   1 — -  =  —  cotg  w  . 
dx  sin  gj  ^  ̂ 

d)  /?  =  0  stellt  alle  Linienelemente  dar,  welche  der  :r-Achse 

parallel  sind.  (Fig.  8.)  a  —  c  sind  eingliedrige  Scharen,  d  giebt 
eine  zweigliedrige  Schar. 

3.  Linienelementvereine.  Von  den  angeführten  vier  Beispielen 
von  Linienelementscharen  haben  das  erste  und  das  dritte  eine  cha- 

rakteristische Eigenschaft,  welche  den  anderen  Beispielen  nicht  zu- 
kommen. 
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Analytisch  drückt  sich  diese  Eigenschaft  so  aus:    Es  ist  die 
Gleichung 

dy  dx        f. 

-Tt-P-di=^^ erfüllt. 

Bei   dem   ersten  Beispiel,  wo  x  und  y  konstant  sind,  ist  dies 
eo  ipso  klar;  bei  dem  dritten  erkennt  man,  wenn 

X  —  cos  t, 

y  =  sin  ̂ , 

p  =  —  Goigt 

gesetzt  wird  (wenn  man   also  an  Stelle  von  q)  die  Variable  t  ein- 
führt), daß 

dy  dx  ^.-^  L    j\       f\ 

-TT —  p  —TT  —  cos  t  •\-  sin  ̂   •  ( —  cotg  t)  —  \) 
ist. 

Dagegen  erkennt  man  leicht,  daß  weder  bei  dem  zweiten,  noch 
bei  dem  vierten  Beispiel  diese  Eelation  erfüllt  ist. 

Bei  dem  zweiten  haben  wir 

dy  dx  ^  ,   X    ̂       •    ̂          1 
-TT   P  —TT  =  cos  ̂   +  tg  ̂  •  sm  ̂   =   i, dt        ̂    dt  ^  cos  t 

und  bei  dem  vierten,  wo  wir  etwa  x  und  y  als  Parameter  einführen 
wollen,  bestehen  die  beiden  Gleichungen 

d  X  d  y        , 

dx        ̂   dx  ' 
d  X  d  V 

^   P-^  —  —  P- 
a  y  o  y  ' 

Beide  Ausdrücke  sind  von  Null  verschieden. 

Wir  wollen  nun  jede  Schar  von  Linienelementen 
X  ■=  X  [t^f  t^f  t^) , 

bei  der  die  Gleichungen 
P  =  P{tvh^h)^ 

bestehen,  einen   Verein  nennen. 

4.  Die  verschiedenen  Arten  von  Linienelementvereinen.  Wir 

wollen  jetzt  die  verschiedenen  Arten  von  Linienelementen  bestimmen. 
a)  Dreidimensionale  Vereine.  Der  Versuch,  dreidimensionale 

Linien elemente  zu  bestimmen,  scheitert;  denn  die  drei  Gleichungen 
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d  y  d  X         ri 

d  y  d  X         ri. 
dy 

-  V dt, 

d  X 0 

können  nur  dann  gleichzeitig  bestehen,  wenn  die  Determinanten öy 

0  X 
dt^ dti 
dy 

dx 
ÖL      du 

dy 

dx 

dt^ dt. dy 

dx 

d  t<t  d  ta 

und 
d  y  dx 
dts  dfs 

d  y  d  X 

~dt^  öX 

verschwinden.     Dann  verschwindet  aber  auch  die  Determinante 

d  X       d  y       dp 
dti 

dt^ 

dt^ 

dx 
dt. 

dy 

dt. 

dp 

dt. 

dx 

dy 
dp 

dt^      dt^      dt^ 

und  die  Schar  kann  also  nicht  dreigliedrig  sein  (§  3,  3). 

b)  Zweidimensionale  Vereine.  Auch  zweidinaensionale  Ver- 
eine giebt  es  nicht;  denn  es  müßten  bei  einem  solchen  Verein  die 

Gleichungen  bestehen 

dy 

dti dy 

dti 

-  P 

-  P 

d  X 

~d^ 

dx 

d.  h.  es  wäre 

d  y      dx 

dty 
dy 

dt, 

dx 
dt^       ö  4 

0, 

=  0, 

=  0, 

und  demnach  wären  x  und  y  nicht  unabhängige  Funktionen,  x  und  y 
lassen  sich  also  als  Funktionen  eines  Parameters  ausdrücken,  und 
da  p  mit  bestimmt  ist,  haben  wir  einen  eindimensionalen,  keinen 
zweidimensionalen   Verein. 

c)  Eindimensionale  Vereine.  Wir  können  leicht  die  ein- 
dimensionalen Vereine  von  Linienelementen  bestimmen,  wobei  zwei 

Fälle  zu  unterscheiden  sind: 
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Erstens    können    die    Linien elemente    alle    denselben    Träger 

haben;  es  ist  dann 
X  =  constans  —  .r,^ ,  y  =  y^^ 

während  /?  beliebig  ist. 

Zweitens  können  die  Träger  eine  Kurve  bilden 

y  =  f{^)' 
Für  p  bekommen  wir  dann  den  Wert 

/'  =  rw-(=^|) 
In  diesem  Fall  sind  also  die  Richtungen  der  Linienelemente  iden- 

tisch mit  den  Richtungen  der  Tangenten.  Wir  wollen  ein  solches 

Linienelement  als  „Linienelement  der  Kurve  y  =  /'(^')"  bezeichnen. 
Als  Endergebnis  haben  wir  also  gefunden: 

Us  giebt  in.  der  Ebene  nur  eindimensionale  Linienelementvereine. 

Die  Elemente  eines  solches  Vereines  haben  entweder  denselben  Träger, 

oder,  wenn  die  Träger  eine  Kurve  bilden,  sind  die  Linienelemente  gegeben 

durch  die  den  Trägern  zugehörigen  Bichtungen  der  Tangente. 

5.  Erweiterung  der  Begriffe  „Kurve"  und  „Berührung".  Wir 
haben  soeben  gesehen,  daß  eine  Kurve,  aufgefaßt  als  Gebilde  von 

Linienelementen  (Punkten  und  Tangenten),  sich  dem  allgemeinen 

Begriff  „Linienelementverein"  unterordnet.  Zu  den  Linienelement- 
vereinen  gehören  nun  nicht  nur  die  Kurven,  sondern,  wie  wir  ge- 

sehen haben,  auch  die  Punkte.  Wir  wollen  daher  von  jetzt  an  den 

Begriff  „Kurve"  ersetzen  durch  den  allgemeinen  Begriff  „Liuien- 
elementverein". 

Wir  stellen  uns  nun  die  Aufgabe,  eine  Deutung  für  den  Begriff 

des  Berührens  zweier  Kurven  zu  geben,  welche  sich  auf  alle  Linien- 
elementvereine überträgt. 

Zwei  Kurven  berühren  sich  in  einem  Punkte,  wenn  sie  nicht 

nur  den  Punkt  gemeinsam  haben,  sondern  in  diesem  auch  die  Tan- 
gente, m.  a.  W.,  wenn  sie  ein  gemeinsames  Linienelement  haben. 

Analog  definieren  wir: 

Zwei  Linienelementvereine  berühren  sich,  wenn  sie  ein  gemeinsames 
Linienelement  haben. 

Beispiele:  Der  Kreis  x^  -{-  y^  —  y  =  0  (d.  h.  der  Elementverein 

x^  +y^  -  y  =  0, 

2{x  +  p7j)-^p  =  0), 

und  die  Gerade  g  =  0  (d.  h.  der  Elementverein 
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y  =p==0), 

haben  das  gemeinsame  Linienelement 

x=-y  =p  =  0, 

sie  berühren  sich  also  in  diesem  Linienelement.    (Fig.  9.) 

—0  —^ 

Fig.  9.  Fig.  10. 

Ferner :  Die  Gerade  .r  =  0  und  der  Punkt  x  —  y  =  0  haben 
das  gemeinsame  Linienelement 

sie  berühren  sich  also  in  diesem  Linienelement.    (Fig.  10.) 

§  14.    Erweiterung  des  Integrationsproblems  der  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen. 

1.  Bestimmung  der  aus  einer  zweigliedrigen  Schar  hei-aus- 
gegriffenen  Linienelementvereine.  Eine  zweigliedrige  Schar  von 
Linienelementen  ist  gegeben  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

(1)  f{x,y,p)  =  (). 

Stellen  wir  uns  nun  die  Aufgabe,  diejenigen  Linienelementvereine 
zu  bestimmen,  deren  Elemente  der  zweigliedrigen  Schar  angehören, 

so  müssen  wir  x,  y,  p  so  als  Funktionen  eines  Parameters  t  be- 
stimmen, daß  außer  der  Gleichung  (1)  noch  die  Gleichung 

(2)  41-^^  =  0 
erfüllt  ist. 

Diese  Aufgabe  umfaßt  nun,  wie  wir  zeigen  wollen,  das  Inte- 
grationsproblem der  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  erster  Ord- 

nung als  einen  speziellen  Fall 
Wird  nämlich  nur  verlangt,  diejenigen  unter  den  genannten 

Linienelementvereinen  zu  bestimmen,  welche  Kurven  sind  (§  13,  4,  c), 
so  hat  man  die  beiden  Gleichungen 

dy 

dx 

=  p 

Liebmann  ,  Differentialgleichungen. 
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zu  erfüllen,  d.  h.  man  hat  die  Differentialgleichung 

zu  integrieren. 
Indem  wir  nun  die  genannten  Elementvereine  kurzweg  als 

„Integralgebilde"  und  zwar,  je  nachdem  der  Träger  ein  Punkt  ist, 
oder  aber  die  Träger  eine  Kurve  bilden,  als  „Integralpunkt"  oder 

„Integralkurve"  bezeichnen,  erhalten  wir  folgenden  Satz: 
Die  Bestimmung  der  Lösungen  einer  Differentialgleichung 

ist  geleistet,  sobald  man  alle  Integralgebilde  der  Gleichung 

kennt. 

Unter  den  Integralgebilden  dieser  Gleichung  hat  man  dann  nur 

die  Integralkurven  herauszunehmen. 

Wir  wollen  nun  von  jetzt  an  das  Problem  der  Integration  immer 

allgemein  auffassen,  d.  h.  alle  Integralgebilde  (nicht  nur  die  Inte- 
gralkurven) suchen. 

2.  Beispiel.     Die  Gleichung 

X  —  py  =  0 

hat  folgende  Integralgebilde: 

Erstens  als  Integralkurven  die  durch  den  Koordinatenanfang 

gehenden  geraden  Linien 

y  =  CX. 
Zweitens  einen  Integralpunkt  x  =  y  =  0. 
Während  also  die  Integration  im  gewöhnlichen  Sinne,  d.  h.  die 

Bestimmung  der  Lösungen  nur  auf  die  Geraden 

y  =  ex führt,  tritt  bei  der  erweiterten  Auffassung  noch  das  Integralgebikle 

y  z=  X  —  0 hinzu. 

3.  Bemerkung  über  die  verallgemeinerten  Differentialgleichungen. 

Die  verallgemeinerte  Auffassung  des  Integrationsproblems  bringt  es 

mit  sich,  daß  man  auch  noch  solche  Gleichungen  als  Differential- 

gleichungen bezeichnet,  welche  die  Größe  p  (oder  y')  überhaupt  nicht 
enthalten.  Denn  auch  solche  Gleichungen  stellen  eine  zweigliedrige 

Schar  von  Linienelementen  dar,  welche  sich  zu  Vereinen  zusammen- 
fassen lassen. 

Z.  B.  stellt  die  Gleichung 
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kiiiter  Vereine  von  Elementen  dar,  deren  Träger  je  ein  Punkt  auf 

der  X'KxQ  ist,  während  die  Richtungen  willkürh'ch  sind. 
4.  Das  Umhüllungsgebilde.  Wenn  eine  Schar  von  Kurven  ge- 

geben ist,  und  alle  diese  Kurven  berühren  dieselbe  Kurve,  so  nennt 

man  diese  letztere  die  „Enveloppe"  der  Kurvenschar. 
Z.  B.  haben  die  Parabeln  (Fig.  1 1) 

ij  =  [x  -  af 

die  Enveloppe 
Fig.  11. 

y  =  0. 
Die  charakteristische  Eigenschaft  der  Enveloppe  ist,  daß  ihre 

Tangenten  mit  den  Tangenten  der  einhüllenden  Kurven  im  gemeinsamen 
Punkt  übereinstimmen. 

Die  Enveloppe  ist  also  ein  Linienelementuerein ,  dessen  einzelne 

Elemente  den  verschiedenen  Linienelementv  er  einen  der  Schar  angehören. 
Auch  dieser  Begriff  läßt  sich  leicht  verallgemeinern.  Ist  eine 

eingliedrige  Schar  von  Linienelementvereinen  gegeben,  und  giebt  es 
einen  Verein,  welcher  mit  jedem  Verein  der  Schar  ein  Element 

gemeinsam  hat,  so  nennen  wir  diesen  Verein  das   Umhüllungsgebilde. 

Z.  B.  haben  die  Punkte  g  =  0,  x  —  t  das  Umhüllungsgebilde 

g=p  =  0. 
Ferner  haben  die  Geraden  g  =  ex  das  Umhüllungsgebilde  (Fig.  12) 

^  =  ?/  =  0. 

Über  Umhüllungsgebilde  gilt  der  allge- 
meine Satz: 

Haben  die  Integralgebilde  einer  Differen- 

tialgleichung erster  Ordnung  ein  UmhüUungs- 
gebilde,  so  ist  dieses  Umhüllung sgebilde  ebenfalls 

ein  Iniegr algebilde  der  Differentialgleichung. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  ergiebt  sich  ein-  Pi^  12. 
fach  aus  den  Definitionen:  Der  Definition  nach 

gehören  die  Elemente  des  Umhüllungsgebildes  der  Schar  an;  sie 
bilden  andererseits  einen  Verein.  Aus  diesen  beiden  Umständen  zu- 

sammen folgt  aber,  daß  dieser  Verein  ein  Integral gebilde  der  ge- 
gebenen Gleichung  ist. 

§  15.    Die  Berührungstransformationen. 

1.  Definition  der  Berührungstransformationen.  Unter  einer 
ßerührungstransformation  wollen  wir  eine  Transformation  der 
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Linienelemente  der  Ebene  verstehen,  welche  jeden  Elementverein 
wieder  in  einen  Elementverein  überführt. 

Aus  dieser  Forderung  ergiebt  sich  leicht  ein  analytisches  Kri- 
terium für  die  Berührungstransformationen. 

Sollen  nämlich  die  Gleichungen 

Pi  =Pi(^,y»P) 

eine  Berührungstransformation  definieren,    d.  h.  soll  jeder  Linien- 
elementverein  wieder  in    einen    Linienelementverein    übergehen,    so 

muß  eine  Gleichung  von  der  Form  bestehen 

dpi  dx,  f  \  ( dy 

Denn  es  soll  ja,  sobald  die  Gleichung  besteht 

dy  dx        f. 

77-^^  =  0 

dx\ 

~dJ) 

auch  die  Gleichung  bestehen dvi 

Tf-P^ 

dt dxi 

'di 

=  0. 

Beispiel  einer  Berührungstransformation:  Die  Gleichungen 

^1  =  -P^ 

y^=^xp-y, 

p^=.  -X 
definieren  eine  Berührungstransformation,  denn  es  ist 

dy^. 

dt 
dx. 

-P^lli--- 

dy^  dp_ 
dt  "^      dt 

dx  dp 

dt 
dt dy  dx 

Die  Gleichungen  stellen  auch  wirklich  eine  Transformation  dar,   da 
die  Funktionaldeterminante 

0       0-1 

p      —  1      X       =  -|-  1 
-  1     0        0 

von  Null  verschieden  ist. 

Aus  der  Definition  der  Berührungstransformationen  und  der 

Umhüllungsgebilde  folgt  noch  der  Satz: 

£ei  einer  Berührungstransformation  geht  das  Umhüllung sgebilde 

eines  Linienelementvereins  in  das  Umhüllung  sgebilde  des  transformierten 
Elementüereins  über. 
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2.  Die  erweiterten  Punkttransformationen.  Unsere  Kenntnis 

der  verschiedenen  Arten  von  Elementvereinen  reicht  aus,  um  alle 

möglichen  Klassen  von  Berührungstransformationen  zu  bestimmen. 

Eine  erste  Klasse  von  Berührungstransformationen  erhalten  wir 
durch  folgende  Betrachtung:  Da  jeder  Elementverein  wieder  in  einen 
Elementverein  übergehen  soll,  wird  es  eine  bestimmte  Klasse  von 

Berührungstransformationen  geben,  bei  denen  die  Punkte,  d.  h.  die- 
jenigen Vereine,  welche  aus  allen  Elementen  mit  gemeinsamem 

Träger  bestehen,  wieder  in  Punkte  übergehen. 

Die  Formeln,  welche  eine  solche  Transformation  definieren, 
müssen  von  folgender  Gestalt  sein: 

Pi=Pi{^>y^p)' 

Man  kann  nun  leicht,  wenn  x^  und  y^  gegeben  sind,  p^  aus  der 
Forderung 

dy.  dx.  ,  \  ( dy  d. 

bestimmen. 

dx 7 

Denn  es  folgt  aus  dieser  Forderung,  daß 
-  Q'P 

dx        ̂ ^  d X und 

sein  muß,  also dy        ̂ '^  dy 

Pi  =
 

d  X 

+  P 
9 

dy 

dxi +  P 
d  x^ 

dx     '   ̂    dy 

Wir  können  auch  zeigen,  daß  die  Gleichungen  wirklich  eine 
Transformation  definieren,  wenn  die  beiden  ersten  Gleichungen  für 

sich  genommen  eine  Punkttransformation  definieren;  denn  die  Funk- 
tionaldeterminante 

hat  den  Wert 

ö  a^i      ö  iCi      ö  cCi 

d  x 

dy 
dp 

Ö2/i 
dVi 

Syi 

d  X 

dy 
dp 

dp^ 
dp. dp. 

dx       d  y       dp 

D  {x,  y,  p) 
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1  ö  Pi      ( ̂  ̂\    ̂   Vi         ö  ̂1    ö  2/1 

d  Xi  d  X]^\       dp      \  d  X     8  y  d  y     d  x 
dx  d  y 

ist  also  von  Null  verschieden. 

Wir  wollen  die  Hinzufügung  der  Gleichung 

     d  X  d  y 
"^         dy.  dx, 

öy  öy 

die  Erweiterung  der  Punkttransformation  nennen^  und  die  erhaltene 

Berührungstransformation  als  erweiterte  Punkttransforination 
bezeichnen. 

Beispiel  einer  erweiterten  Punktransformation.  Ein 

Beispiel  einer  erweiterten  Punkttransformation  ist 

Xj  =  X  cos  ff  —  1/  sin  (p  , 

y^  =  y  cos  (f  +  X  sin  (f  y 

p  cos  ö)  4-  sin  (p 
p  =  ̂    ^   -^t^ , ^  *        cos  <p  —  p  sm  cp 

3.  Die  Punktkurventransformationen.  Zu  einer  viel  allgemei- 
neren Klasse  von  Berührungstransformationen  gelangt  man  durch 

die  folgende  Betrachtung:  Wir  wollen  den  Punkten  der  Ebene  nicht 
wieder  Punkte  zuordnen,  sondern  andere  Elementvereine,  also  Kurven. 

Den  Linienelementen,  welche  einen  gemeinsamen  Träger  habe-n,  ent- 
sprechen dann  also  alle  Linienelemente  einer  gewissen  Bildkurve, 

welche  jenem  Träger  entspricht.  Für  diese  Zuordnung  ist  eine 
Gleichung 

notwendig,  welche  die  einem  bestimmten  Punkt 

X  =■  a. ,     J/  =  ̂  
zugeordnete  Kurve 

Q{a,b,x^,2/^)  =  0 

angiebt.  Wir  wollen  dieselbe  die  charakteristische  Gleichung 

der  Berührungstransformation  nennen. 

Von  der  charakteristischen  Gleichung  aus  gelangt  man  zu  den 

Formeln  für  die  Berührungstransformation  durch  folgende  Betrach- 
tung: Es  muß  die  Gleichung  bestehen 

dt        ̂ 1   dt   ~  ̂  [dt        ̂   dt)' 
Andererseits  besteht  aber  die  Gleichung 
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I dt + d  S2,    dx 

dxi     dt     '     dyi     dt     '     dx     dt 

Aus  beiden  Gleichungen  zusammen  folgt: 

+ 

dy 

dy 

dt 

=  0. 

oder 

gi2 

bx^ 

-Vi 

dSi 

dxi +  Pi 

+  P 

d  X 

Öi2 

=  0, 

=  0. 

d  X     '  ̂     d  y 

D.  h.  also:   IVenn  die  Gleichung 

t/2(?  charakteristische   Gleichung   einer   Beruhrungstransformation  ist,    so 

ist  die  Berührungstransformation  selbst  gegeben  durch  die  Gleichungen 

dS2    , 

dy 

dx,   '^P^  
dy. 

=  0, 

=  0. 

4.  Die  Bedingung  der  Auflösbarkeit  und  ihre  geometrische  Be- 
deutung. Damit  man  nun  aus  diesen  drei  Gleichungen  wirklich  die 

drei  Größen  x^,  y^,  p^  bestimmen  kann,  ist  es  notwendig,  daß  man 

aus  den  ersten  beiden  die  Größen  x^  und  y^  bestimmen  kann  (durch 

die  dritte  Gleichung  ist  dann  p^^  gegeben). 
Es  darf  also  die  Funktionaldeterminante 

oder 

dn 
dx, 

dxdx. 

+  P d^Si 

dSi 
dy 

dydx, 

dSi   I  d'S2 dx,    \dxdy, 

dSl   (  d^S2 

dSi 

öyi 

d^Sl dx  dy, 
d£l  _ 
dy 

dSi 

+  P 
d'^Sl 

dydy, 

Ö2i2     dSl 

dy  dy,    d  x 
d^n     dSi 

dy,    \dxdx,    dy         dydx,    dx 
nicht  verschwinden. 

Diese  Bedingung  ist  nun  stets  erfüllt,  wenn  die  Gleichung  Q  =  0 

wirklich  eine  zweigliedrige  Kurvenschar  darstellt,  d.  h.  wenn  die 

Mannigfaltigkeit  der  Kurven 

ß  {^,  Vi  ̂ v  Vi)  =  ö 

in  der  oTj^^ -Ebene  eine  zweifache  ist. 
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Das  Kriterium  dafür,  daß  eine  Kurvenschar  zweigliedrig  ist,  ist 

folgendes:  Man  muß,  wenn  in  einem  Punkt  eine  Tangentialrichtung 

vorgeschrieben  ist,  stets  eine  Kurve  angeben  können,  welche  den 
Punkt  enthält  und  in  ihm  die  vorgeschriebene  Tangente  hat,  m.  a.  W.: 

Es  muß  diese  Kurve  durch  die  Angabe  eines  Linienelementes,  welches 
sie  enthalten  soll,  bestimmt  sein. 

x\nalytisch  drückt  sich  die  Forderung  so  aus:  Es  müssen  die 
Gleichungen 

Q[x,y,x^,7j^)  =  0, 

sich  nach  x  und  y  auflösen  lassen,   d.  h.  es   darf  die  Funktional- 
determinante 

d  X 

dS2 

dydxi    dyi dydyi    dx^  ̂ 

d^Si     dS2 d^n   dsi 

dy    \dxdxi    dy^        dy^dx   dx^ 

von  Null  verschieden  sein. 

Diese  Funktionaldeterminante  unterscheidet  sich  aber  von  der 

vorigen  nur  um  den  Faktor 

dS2 

dy 

welcher  von  Null  verschieden  ist. 

Hieraus  folgt  also:   Wenn  die  Gleichung 

n  {x,  y,  x^,  y^)  =  0 

eine   ziceigliedrige  Km'venschar  der  x^  y^-Ehene  definiert,   so  stellen  die 
Formeln 

ox  oy  ' 

eine  Berührungstransformation  dar. 

5.  Die  LEGENDRE'sche  Transformation.  Als  Beispiel  einer  Punkt- 
kurventransformation wollen  wir  die  folgende  nehmen,  deren  charak- 

teristische Gleichung  lautet: 
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Zur  Bestimmung    der    Transformation    brauchen  wir  noch    die 

Leiden  Gleichungen 

+  P  -^z~  =  ̂ 'i  +  /?  =  0 
und 

dx 

dy 

=  x+p^  =  0. dxi  Ö2/i 

Löst  man  nun  auf,  so  kommt 

x^=  -p, 

I/i  ==^P  -!/y 

p^  =  -  X, 
Diese  Formeln   definieren  in   der  That  auch  eine  Berührungstrans- 

formation (§  15, 1).  Man  nennt  sie  die  LEGENDRE'sche  Transformation. 
Jedem  Punkt  entspricht  dabei  eine  gerade  Linie,  nämlich  dem 

Punkt X  ̂   a , 

entspricht  die  Linie 

a  ̂ 1  +  *  +  2/i  =  0 , 

Vi  =  -  a. 

Diese  Linie  ist  die  Polare^   des  Punktes  «^  in  Bezug  auf  die 
Parabel  (Fig.  13) 

:i-,2+2y,  =0.   — 
Den  Punkten  der  Parabel 

x^ 
entsprechen  die  Geraden 

^^\  -  ̂  +  .yi  =  0. 

welche    die    Tangenten    der 
Parabel  sind. 

JC  =  0 

Fig.  13. 

Einer  bestimmten  Kurve,  welche  ja  aufgefaßt  werden  kann  als 
Umhüllungsgebilde  ihrer  Punkte  (d.  h.  derjenigen  Elementvereine, 
welche  aus  allen  Linienelementen  mit  demselben  Träger  bestehen, 
und  deren  Träger  die  Punkte  der  Kurven  sind),  entspricht  die  von 
den  Polaren  ihrer  Punkte  umhüllte  Kurve  (§  15,  1). 

^  F.  Schür,  Analytische  Geometrie,  p.  103. 
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Insbesondere  entspricht  daher  die  Parabel 

p  =  —  X sich  selbst.     Dies  kann  man  auch  aus  den  Formeln  ablesen. 

Es    entspricht    nämlich    einem    bestimmten    Linienelement   der 
Parabel  das  Element 

X^   =    —  p  =  Xj 

y 
-  :c2_j_ 

X''
 

X'-
 

y 
y^=xp  - 
p^=  -  x=p. 

Also  ein  Linienelement  der  Parabel  entspricht  sich  selbst. 

6.  Die  Fußpunkttransformation.  Als  zweites  Beispiel  wollen  wir 
die  durch  die  Gleichung 

^  {^^y^  ̂ vyi  =  ̂ 1^  +  ̂ 1^  -  ̂ ^1  -  yyi  =  o 

definierte  Berührungstransformation  wählen. 
Hier  wird  dem  Punkt  xy  ein  Kreis  zugeordnet,  der  durch  den 

Koordinatenanfang  und  durch  den  Punkt  xy  geht  und  den  Yom 
Koordinatenanfang  nach  dem  Punkt  xy  gezogenen  Strahl  zum  Durch- 

messer hat. 

Um  nun  die  expliciten  Formeln  zu  erhalten,  müssen  wir  die 
drei  Gleichungen 

-x^-py^=^, 

2x^-x+p^[2y^-y)=.0 
auflösen  und  erhalten 

p{y  -  xp) 

^1  = 

yi  = 

Pi  = 

1  +Jt>2 

> 

y  -  xp 

1+p^  ' 

x  +  2py  — 

xp^ 

7j  -  2px  -  yp* 

Der  Name  „Fußpunkttransformation" 
drückt  die  folgende  Eigenschaft  der  Trans- 

formation aus:  P]inem  Linienelement  xyp 
wird  dasjenige  Linienelement  des  dem 

Punkt  xy  entsprechenden  Kreises  zugeordnet,  dessen  Träger  der 

Fußpunkt  des  vom  Koordinatenanfang  auf  die  Gerade  des  Linien- 
elementes gefällten  Lotes  ist  (vgl.  Fig.  14). 

Fig.  14. 
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Für  diesen  Fußpimkt  bekommt  man  in  derThat  die  Koordinaten : 

^    ̂   _P   (xp  -  y)  ̂   -  pjy  -  xp) 
^       ]/l  +p^    l/l  +  p^  l  +p^ 

=    ~  ̂    .  (^p  -  y)  ̂   y  -^p . 

7.  Die  Dilatation.  Als  letztes  Beispiel  sei  die  durch  die  cha- 
rakteristische Gleichung 

ß  =  (Tj-:r)2  +  (y, -#-1 

delinirte  Berührungstransformation  erwähnt. 
Jedem  Punkt  (.r,  y)  wird  ein  Kreis  von  Radius  1  zugeordnet,  der 

diesen  Punkt  zum  Mittelpunkt  hat.  Der  Punkt  x,  y  erweitert  sich 
also  gewissermaßen  zu  einem  Kreis. 

Löst  man  die  Gleichungen 

(x^  -x)  -piy^  -y)  =  0, 

K  -  ̂ )  +  Pi  (yi  -  y)  =  0 auf,  so  kommt 
P 

x^  =  X  — 

yi  =y  + 

l/l  +  p' 1 

Vi+P' PI=P' 
Jedes  Linienelement  wird  also  parallel  mit  sich  und  senkrecht  gegen 
seine  Richtung  um  die  Strecke  1  verschoben. 

§  16.    Der  Klammerausdruck. 

1.    Der  Klammerausdruck  und  die  Klammerrelation.    Wenn  die 

Gleichungen  der  Berührungstransformation  in  aufgelöster  Form  vor- 
liegen: 

x^  =  X{x,y,p), 

(1)  y^  =  r{x,y,p), 
p^=P{x,7/,p), 

so  sind   die   Funktionen   X,  7,  P  nicht  ganz  beliebig.     Sie  müssen 
vielmehr  gewisse  Relationen  erfüllen,  welche  wir  jetzt  ableiten  wollen. 

Die  Gleichungen 
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müssen,  wie   auch   die   Konstanten  .t^    und  y^    gewählt   sind,    einen 
Elementverein  definieren,  da  ja 

•^i  =  «1 , 

yi  =  ̂1 
einen  Elementverein  definiert  und  jedem  Elementverein  ein  Element- 

verein entspricht. 
Hieraus  folgt,  daß  die  beiden  Gleichungen 

d  x-^     dy  d  Xi     dp       ̂  

dxi 

dx 
dx dt ^Vi 

dx 

d  Xi 

dp 

dp 

dt 

Ö2/i 

dp 

die  Gleichung 

d  y     dt 
dy^    dp_       ̂ ^^  ̂ ^^^  ̂   Q 

d  X     dt  d  y      dt  dp      dt 

dy  dx        ̂  

zur  Folge  haben  müssen,  d.  h.  es  muß  die  Determinante 

d  Xi  d  Xi  d  Xi 
d  X  d  y  dp 

ö «/,     dy^     dyi 
dp    \  d  X              d  y  j 

dp 

(dx,             dx, 

\dx     '  ̂  dy d  X      d  y      dp 

-P    +1      0 
verschwinden. 

Man  nennt  den  Ausdruck 

^   '^~  dp[dx  "^  ̂  dy)        dp  [dx'^  ̂   dy 
den  Klammerausdruck  der  beiden  Funktionen.  Wir  wollen  von 

zwei  Funktionen,  deren  Klammerausdruck  verschwindet,  sagen:  Sie 
liegen  in  Involution  oder  sie  sind  Berührungsparameter.  Führt 
man  diese  Bezeichnung  ein,  so  läßt  sich  das  erhaltene  Resultat  so 
aussprechen : 

Damit  die  Gleichungen  (1)  eine  Berühruiigstransformation  definieren, 
müssen  X  und  Y  in  Involution  liegen. 

Für  die  Größe  p^  bekommt  man  dann  noch  aus  den  Gleichungen 

-d^-^p-dvj-p^y-dv^p-djj-^' 

den  Wert 

d  yi  dx,        ̂  

dp        '^^   dp 

dp         ̂   \dx  dy 
d  X,  n  l  ̂ ^1  Ö  ̂1 

d  X  d  y 

dx,        ̂  

dp        ̂   V 
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welcher  von  ce  und  ß  unabhängig  ist,  weil  die  Determinante 

dp    \dp         ̂     öyj         dp   \dx         ̂   dy 
verschwindet. 

Man  kann  dafür  einfach  schreiben 

^Vi  ^Vx  ̂       ̂Vx 
dp  1                     dx             d  y 

P\  =  -^         oder     p,  =  -^   —^^- ' 
'^i          o  X,  ^^         dx.            dx, 
dp  dx  d  y 

wofern  nur  in  der  ersten  Formel  nicht  -~  und  -^^  beide  identisch dp  dp 

verschwinden,  oder  in  der  zweiten  Formel  die  Größen 

d  y,     ,        d  y,  -,       d  Xi    ,        dx. 
dx  d  y  dx  dy 

2.  Die  Klammerrelation  bei  den  einzelnen  Arten  von  Berührungs- 
transformationen. Wir  wollen  jetzt  nachweisen,  daß  bei  den  ver- 

schiedenen Berührungstransformationen,  welche  wir  aufgestellt  haben, 
wirklich  die  Klammerrelation  besteht. 

Bei  den  Punkttransformationen  besteht  sie  jedenfalls ;  denn  es 

sind  X  und  Y  frei  von  /?,  also  verschwindet  [X,  Z]  identisch.  Es 
ist  auch 

^i=4i— Ü    (-ch§15,2). d  X  d  y 

Auch  für  diejenigen  Berührungstransformationen,  welche  durch  eine 
charakteristische  Gleichung  definiert  sind,  ist  der  Satzleicht  zu  beweisen. 

Wir  brauchen  zu  diesem  Zweck  nur  die  Gleichungen 

dx  d  y  ^ 

und  die  aus  der  ersten  durch  Differentiation  hervorgehenden   Glei- 
chungen 

dSl  dSl   dx,        dSl    dy,  _  Q 

dx  dx,     dx         dy,    dx   ~      * 
dSi        dSl   dx,        d S2    dy,     r. 

dy         dx,    dy         dy,    dy   ~~      ■ 
dS2    dx,        dSl    dy,     r. 

dx,    dp         dy,    dp 
zu  betrachten. 
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Setzt  man  an  Stelle  von  -tt-  -  den  Wert  —  p  -rr—  ein,  so  bekommt 

man  drei  lineare  Gleichungen,  deren  Determinante 

-P 

1 

0 

dx 

dxi 
dy 

dxi dp dx 

dy 

dp 
=  -[x,r] 

verschwindet.     Der  Klammerausdruck  verschwindet  also. 

Ferner  ist,  wie  man  leicht  nachrechnet. 

dil 

dxi 

dp 

+ ^'    4-  p       ' 
dx 

dy 

dxi 

dp 

+  ß[ 
dxi dxi 

dx  dy 

und  andererseits 

Pi 

djl 

dxi 

~dJi 

Also  ist  auch  die  zweite  Forderung  erfüllt. 

8.  Zusammenhang  mit  den  gewöhnlichen  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung.  Die  Involutionsbeziehung  hat  noch  eine  andere 

Bedeutung,  welche  wir  erwähnen  wollen.  Wenn  die  beiden  Funk- 
tionen X{x,y,p)  und  Y[x,y,p)  iu  Involution  liegen,  so  stellen,  wie 

wir  gesehen  haben,  die  Gleichungen 

Y[x,yyP)  =  b 

einen  Elementverein  dar,  wie  auch  die  Konstanten  a  und  b  gewählt 
sein  mögen.    Indem  man  nun  diese  Konstanten  variieren  läßt,  erhält 
man  eine  zweigliedrige  Schar  von  Elementvereiuen. 

Andererseits  stellt  die  Gleichung 

X[x,y,p)  =  a, 

wenn  man  a  beliebig  variieren  läßt,  selbst  eine  zweigliedrige  Schar 
von  Elementvereinen  dar,  und  entsprechend  die  Gleichung 

Y(x,y,p)=-b. 

Diese  beiden  zweigliedrigen  Scharen  sind  untereinander  iden- 
tisch, denn  sie  sind  identisch  mit  der  durch  die  beiden  Gleichungen 
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zusammen  definierten  Schar. 

Es  müssen  also  die  beiden  Scharen  von  Differentialgleichungen 

X{^yy^y')=  « und 

dieselben  Integralkurven  haben,  d.  h.  die  beiden  Differentialgleichungen 

zweiter  Ordnung 

dx        ̂     dy        ̂     dl/ 
und 

ÖF,      ,ör,     „BY       ̂  
dx        ̂     dy       ̂      dy 

müssen  dieselben  Integralkurven  haben. 

Dieses  durch  Überlegung  gefundene  Resultat  können  wir  auch 

durch  Rechnung  bestätigen. 

Aus  der  Involutionsbeziehung  folgt  direkt,  daß  die  beiden  Glei- 
chungen 

dx       r  d^  ,    "M_n 
dx^y    dy'^y    dy'"     ' 
dY    ̂       ,dY    ̂       „dY       ̂  
dx        *^     dy        ̂      dy 

miteinander  verträglich  sind,  d.  h.  daß  sie  beide  denselben  Wert 

von  y"  bestimmen.  Sie  definieren  also  beide  dieselbe  zweigliedrige 
Kurvenschar. 

Man  nennt  nun  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

X{^,yyy)  =  ö; 

welche  differenziiert  eine  bestimmte  Gleichung  zweiter  Ordnung  er- 

giebt,  intermediäres  Integral  dieser  Gleichung  zweiter  Ordnung. 
Mit  Benutzung  dieser  Bezeichnung  drückt  sich  das  gewonnene 

Resultat  so  aus: 

Ji^enn  die  beiden  Funktionen  X[x,y,p)  und  Y[x,y,p)  in  Involution 
liegen,  sind  sie  intermediäre  Integrale  derselben  Differentialgleichung 
ziüeiter  Ordnung. 

Beispiel:  Es  liegen  in  Involution  die  beiden  Funktionen 

X——p     und     Y=xp—y 

und  man  erhält  durch  Differentiation  von 

Z=  -y'  =  a 
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die  Gleichung 

-  y"  =  0 . 

Ebenso  bekommt  man  durch  Differentiation  von  xy'  —  y  =  h 

xy"  =  0 . 
Die  beiden  Funktionen  sind  also  intermediäre  Integrale  von 

y"  =  0. 

4.  Konstruktion  einer  Berührungstransformation  aus  Berührungs- 

parametern.  Sind  zwei  intermediäre  Integrale  (X  und  J  )  einer  Diffe- 
rentialgleichung zweiter  Ordnung  gegeben,  so  kann  man  leicht  eine 

Berührungstransformation  konstruieren  von  der  Form 
x^  =  X{x,yyp), 

y^=^Y{x,y,p), 

Aus  der  Involutionsbeziehung  folgt  ja,  daß  die  beiden  Gleichungen 

einen  Elementverein  definieren,  wie   auch  die  Konstanten  a  und  l 

gewählt  sein  mögen. 

Die  Größe  p^  hat  dann  den  Wert 

dJ  JdY  dY\ 

_      dp  ̂   \dx  oy  j 
^1  ~     ex  ^(dX  JX\  ' 

dp  ̂   \d  X  o  y ) 

der,  wie  wir  schon  wissen,  von  a  und  ß  unabhängig  ist. 

Wegen  dieser  Eigenschaft,  daß  man  mit  Hilfe  von  zwei  inter- 

mediären Integralen  X{x,y,p)  und  Y{x,y,p)  einer  gewöhnlichen  Diti'e- 
rentialgleichung  zweiter  Ordnung  eine  Berührungstransformation  kon- 

struieren  kann,  nennt  man  die  Funktionen  X  und  I' Berührungs- 
parameter. 

§  17.    Anwendung  auf  Differentialgleichungen. 

1.  Transformation  von  Differentialgleichungen.  Wir  sind  nur 

im  Stande,  die  gewonnenen  Resultate  über  Berührungstransformationei 

für  die  Integrationstheorie  der  gewöhnlichen  Differentialgleichunger 

erster  Ordnung  zu  verwenden.  Dabei  soll  das  Integrationsprobleni 

in  dem  verallgemeinerten  Sinne  verstanden  werden;  es  sollen  alsc 

alle   möglichen  Elementvereine   bestimmt   werden,    deren  Elemente 
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einer  zweigliedrigen,  durch  eine  Gleichung  zwischen  x,  y  und  j)  ge- 
gebenen Schar  angehören. 

Wendet  man  eine  Berülirungstransformation  an,  so  geht  die 

gegebene  zweigliedrige  Schar  von  Elementen  wieder  in  eine  zwei- 
gliedrige Schar  von  Elementen  über  (§  3, 3).  Jeder  Elementverein 

geht  überdies  wieder  in  einen  Elementverein  über. 
Hieraus  folgt  aber  der  Satz; 

Wendet  man  auf  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  eine 
Berührungstransformation  an,  so  gehen  die  Integralgebilde  der  gegebenen 

Jäeichung  in  die  Integralgebilde  der  transformierten   Gleichung  über. 

^»  2.  Transformation  in  eine  integrable  Form.  Hieraus  ergiebt 
sich  ein  Mittel,  viele  Gleichungen  sofort  zu  integrieren.  Es  kann 

ja  der  Fall  sein,  daß  man  eine  Berührungstransformation  kennt  und 

angeben  kann,  welche  die  gegebene .  Differentialgleichung  in  eine 

andere  überführt,  deren  Integralgebilde  bekannt  sind.  Diese  be- 
kannten Integralgebilde  braucht  man  dann  nur  zu  transformieren 

mit  Hilfe  der  zur  gegebenen  Berührungstransformation  inversen 

Berührungstransformation,  um  die  Integralgebilde  der  gegebenen 
Gleichung  zu  erhalten. 

Eine  solche  einfache  integrable  Form  ist  z.  B.  die  Form 

a;  =  0 
oder  auch 

y  =  cp{x). 

Hier  sind  die  Integralgebilde  einfach  die  Punkte  der  Kurve 

g=:(p{x). 

3.  Die  CLAiRAUT'sche  Gleichung.  Wir  wollen  diese  Betrachtungen 
anwenden  auf  die  ÜLAiRAUT'sche  Gleichung 

y'  -cpixy'  -y)  =  0, oder 

p  —  cp{xp  —  y)  =  0 . 

Hier  wenden  wir  nun  die  LEGENDEE'sche  Transformation  an 

p^^  -X. Durch  dieselbe  geht  die  gegebene  Gleichung  über  in 

Von  dieser  Differentialgleichung  kennen  wir  aber  die  Integralgebilde , 
PjS  sind  die  Punkte  der  durcli  die   Gleichung  dargestellten  Kurve. 

Liebmann,  Diü'erentialgleichungen.  6 
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Zu  diesen  Integralgebilden  kommt  noch  als  Umhüllungsgebilde  die 
Kurve  selbst  hinzu. 

Indem  man  jetzt  die  inverse  Transformation  ausführt,  gelangl 
man  zu  den  Vereinen 

1 

X  =  —  p.  =  --7—. ' 
^^       <P  (Vi) 

p  =    -X^   =  ff(l/^). 

Diese  Kurven  sind  gerade  Linien 

7/  =  —  a  -}-  X  (p{ä)  j 

welche   als  ümhüllungsgebilde   die  Kurve  einschließen,   deren  Glei 

chung  man  durch  Elimination  von  a  aus 

y  =  —  a  -\-  xcf  [a) 
und 

1  —  X  (p'  [d)  =  0 
erhält.     Dieser  Umhüllungskurve,  d.  h.  dem  Elementverein 

1  —  X  cp'  (a)  =  0  f 

y  -\-  a  —  X  (p(^a)  =  0 , 

p  —  (p{a)  =  0 
entspricht  die  Kurve 

1  +p^(f)'{a)  =  0, 
^1  /^i  —  .Vi  +  «  +  ;?i  ̂   («)  =  0, 

-  -^'l  -  (f  («)  =  ö 

oder  ?/j  —  a  =  0 ,  ' 

d.  h.  9M  =  V'{^)==  --^'i 

oder  (p  (yj  +  .Tj  =  0 . 

Dies  stimmt  mit  den  früheren   Betrachtungen  (§  15,  1):    Den 
Umhüllungsgebilde 

entspricht  das  Umhüllungsgebilde   der  den  Punkten  entsprechende! 
Geraden. 

Um  einen  speziellen  B'all  zu  betrachten,  wollen  wir 

(p  {xp  -  ?/)  = 

xp  -  y 

]/l  -  [xp  -  yf 

setzen.     Dann  sind  die  Integralkurven  gegeben  durch 

y  -{-  a  —  X  '  —  =  0. 
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Es  sind  dies  gerade  Linien,  welche  die  Eigenschaft  haben,  daß  das 

von  ihnen  durch  die  Koordinatenaxen  abgeschnittene  Stück 

/•^o'  +  .%'  =  l/(yi  -  «')'  +  a^ 
die  Länge  1  hat. 

Das  Umhüllungsgebilde  dieser  Geraden  ist  gegeben   durch  die 

Gleichungen 

y  z=  —  a  -\-  a{l  —  a^)  =  —  a^ 

oder  durch  die  eine  Gleichung 

Die  spezielle  CLAiRAUT'sche 
Gleichung 

P  - 

(xp  -  y) 

M^ 

=  0 

{xy  -  yf 

definiert  also  gerade  Linien,  aus 
denen  die  Koordinatenaxen  ein 

Stück   von    der    Länge    1    aus- Fig.  15. 

schneiden,  und  welche  die  durch  die  Gleichung 

2.  2. 

X^   -f  ?/^    =   1 

gegebene  (sternförmige)  Kurve  umhüllen. 

4.  Gleichungen  zwischen  Berührungsparametern.  Die  CLAiRAUT'- 
sche Gleichung  ist  nur  ein  Beispiel  einer  viel  allgemeineren  Klasse 

von  Gleichungen,  welche  sich  leicht  integrieren  lassen. 
Es  sind  dies  die  Gleichungen  von  der  Form 

wo  zwischen  X  und   Y  die  Beziehung  besteht 

rx,r]  =  o. 
In  diesem  Falle  kann  man  nämlich  (nach  §  16,  4)  eine  Berüh- 

rungstransformation 

x^  =  X{x,7/,p)y 

Pi  =  P(^^y^P) 
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konstruieren,  welche  die  Gleichung 

'überführt  in  die  unmittelbar  iritegrable  Gleichung X  =  cf  [y). 

Jede  Gleichung  zwischen  Berührungsparametern  kann  man  also 
unmittelbar  integrieren. 

Diese  Integration  geschieht  dadurch,  daß  man  aus  den  beiden 
Gleichungen 

welche  immer  einen  Elementverein  darstellen,  die  Größe  p  eliminiert. 
Beispiel:  Da  die  Funktionen 

^(^>  ;/»?)  =  ̂   -  77^ yi+p 

Vx+p'' 

Berührungsparameter  sind,  so  kann  man  die  Gleichung 

p  .        l 

i/i  +  i>2    ''    ]/r+ ^« 
integrieren,  indem  man  aus 

die  Größe  c  eliminiert. 

Diese  Elimination  führt  auf  die  Gleichung 

[x  -  cf  +  [y  -cf=l. 

Demnach  ist  die  Lösung  der  gegebenen  Differentialgleichung 

y  =^  c  —  yi  —  [x  —  cY . 

(Die  negative  Wurzel  ist  zu  nehmen,  weil  für  y  =  0  die  beiden  Be- 

dingungen x  =  c,  y  =  c—  1   erfüllt  sein  sollen.) 
Man  kann  dies  leicht  verifizieren:  Es  wird 

y 

also '1  -  {X-  ey    yi  +  2/'*    '  yi  +  «/" 

X   —^ —  =  c 

yi  +  y" 
und  ebenso 

yi  +  y' 
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Also  haben  wir  hier  wirklich  durch  das  angegebene  Eliminations- 
verfahren (ohne  daß  wir  eine  Integration  auszuführen  brauchten!) 

die  Lösung  gefunden. 

5.  Die  verallgemeinerte  CLAiRAUT'sche  Gleichung.  Bei  den  Glei- 
chungen zwischen  Berührungsparametern  ergab  sich  die  Integration 

durch  Transformation  in  die  einfache  Form 
x  =  (p(y). 

Eine  andere  Möglichkeit  der  Integration  bietet  sich,  wenn  es  gelingt, 

eine  Berührungstransformation  anzugeben,  durch  welche  die  gegebene 

Differentialgleichung  in  eine  einfachere  übergeht,  z.  B.  in  eine  lineare. 

Hierhin  gehört  die  verallgemeinerte  CLAiRAUT'sche  Gleichung 

^-yf[p)-  ^(P)  =  ̂j 

welche  durch  die  LEGENDßs'sche  Transformation  übergeht  in 

-Pi-  ̂  Pi  -  yi)t\-  ̂ i)  -  ̂   (-  -^'i)  =  0 oder 

^       Vi  f{-  ̂ i)   yC-a^i) 
^1    {\  +  x,f{-x,))    {i  +  xj{-x,)y 

also  in  eine  lineare  Differentialgleichung. 

Beispiel:  Gegeben  sei  die  Gleichung 

:r  -  ̂   -  «2  =  0 . 

P        ̂  Durch  Anwendung  der  LEGENDRE'schen  Transformation  erhält  man 
hieraus 

p   =  -^  —  x\^  =  0. ^1  x^  1 

Von  dieser  Gleichung  ist  die  Lösung 

Wendet  man  nun  auf  die  Formeln 

y^  =  c^x^    +  :Cj   , 

wieder  die  LEGENDßE'sche  Transformation  an,  so  kommt 

xp  —  y  =  cp^  —  p^ , 

—  X  =^  —  2  cp  -\-  3p^, 

Durch  Auflösung  erhält  man 

X  =  2  cp   —  Sjo^, 

y  ==       cp^  —  2p^, 
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Man  kann  leiclit"  nachweisen,  daß  diese  Gleichungen  die  Lösung  der 
gegebenen  Differentialgleichung  darstellen. 

In  der  That  folgt  aus  ihnen 

dy    dy     dx    2  c  jo  —  6  jy'-*  _ 
dx~~  dp  '  dp~    2o  —  6p     ~  "'> 

ferner  aber  ist 

X   p^  =  Icp  —  6p^   ^-^   —L-L  —  p^  =  0. 

6.   Die  Fußpunktkurven  von  Kreisen.    Wir  wollen  auf  die  Diffe- 
rentialgleichung 

y  {y{^^  +  y^)  +  ̂ y)  +  ̂ (^^  +  y^)  -  y^  =  o 
die  Transformation 

Px  (Vi  -  ̂ 1  P\) 
X  =  — 

p  = 

\+p^    ' Vi  -  ̂ i  Pi 

anwenden,    welche  zur  Fußpunkttransformation  (§  15,  6)  invers  ist. 
Durch  Ausführung  der  Transformation  erhält  man; 

{^'i+^Piyi  -^,ri^){yi  -^\Pi  -Pi)-{yi-^^\Pi  -yiPi^){Pi{yi  -^iPi)  +  ̂ ) 

=  (yi  -^iPi){^  +Pi^)(^)  +yiPi-  !)• 

Die  der  gegebenen  Gleichung  entsprechende  erhält  man,  indem 
man  einen  dieser  drei  Faktoren  gleich  Null  setzt.  Man  darf  weder 

den  ersten  noch  den  zweiten  Faktor  nehmen,  denn  die  Gleichung 

yi  -^'iPi  =  0 führt  auf 

und  die  Gleichung 

auf 

Die  Gleichung 

^•i  +  yi  /^i  -  1  =  0 
kann  man  sofort  integrieren  und  erhält  die  Gleichung: 

X  =  1/  =  0 

1  +Pi^  =  0 

X  =  y  =  OD. 

Diese   Gleichung  stellt  konzentrische  Kreise  dar  mit  dem  gemein- 
samen Mittelpunkt 

^1  =  1  j       yi  =  0- 
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Wenn  man  nun  wieder  die  inverse  Transformation  —  also  die 

Fußpunkttransformation  —  ausführt,  erhält  man  die  Integralkurven 
der  gegehenen  Gleichung. 

Die  gegebene  Gleichung  stellt  also  die  Fußpunktkurven  der  Kreise 

mit  dem  Mittelpunkt  x  —  1  ?/  =  ü  dar. 

Wir  können  auch  die  Gleichung  der  Integralkurven  der  ge- 

gebenen Gleichung  erhalten,  indem  wir  in  den  Transformations- 
gleichungen einsetzen 

Es  kommt  dann 

Vi 
= 

yc 

-(^1  - 

-l)^ 

Vi 

= 
1    —  iCj 

■ 

y7 

-  (iCi  - 

1)-^
 

X  = (1 

-  «1 

)(l    -iC, 

-c) 

          '( , 

7 

y  =  -l/c-(l-a-,2) 

Diese  Gleichungen  gehen  also  eine  Darstellung  der  genannten  Kurven- 
schar. Erteilt  man  der  Konstanten  c  einen  bestimmten  Wert,  wäh- 

rend man  x^  variieren  läßt,  so  erhält  man  eine  bestimmte  Kurve 
aus  dieser  Schar. 

§  18.    Die  singulären  Lösungen. 

1.  Über  die  Möglichkeit  singulärer  Lösungen.  In  dem  Existenz- 
beweis für  die  Lösungen  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen 

haben  wir  auch  den  Fall  der  impliciten  Dilferentialgleichung/"(.z-,  ?/,?/)= 0 
besprochen.  Dabei  war  zum  Beweis  der  Existenz  der  Lösung  not- 

wendig, daß  der  Ditferentialquotient 

an  der  betrachteten  Stelle  von  Null  verschieden  ist  (§  8,  1). 

Es  giebt  nun  aber  Lösungen  von  impliciten  Differentialgleichun- 
gen, für  die  dieser  Differentialquotient  verschwindet.  Betrachten 

wir  z.  B.  die  Differentialgleichung 

so  lautet  die  allgemeine  Lösung 

?/  —  (x  —  «)2  =.  0. 
Fs  ist  nämlich 

y  =  2  (:r  -  a) 
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und 

4y  -  y2  =  4{x-  af  -4:{x-  af  =  0. 

Für  diese  Lösung  ist  außerdem 

^=  _2y  =  -A{x-a), 

also  von  Null  verschieden  (wenn  nicht  gerade  x  =  a  ist). 

Außer  dieser  allgemeinen  Lösung  aber  existiert  noch  die  Lösung 

y  =  Q. Für  diese  Lösung  ist 

|4  =  -  2y  =  0. 

Wir  haben  also  eine  Lösung,  deren  Existenz  mit  Hilfe  des  früheren 
Existenztheorems  nicht  nachgewiesen  werden  kann.  Solche  Lösungen 
wollen  wir  singulare  Lösungen  nennen. 

Die  Frage  nach  den  singulären  Ijösungen  ist  nicht  nur  der 

Vollständigkeit  wegen  wichtig,  sie  muß  nicht  allein  deswegen  auf- 
geworfen werden,  weil  das  Integrationsproblem  es  erfordert,  alle 

Lösungen  zu  finden;  sie  ist  vielmehr  auch  deswegen  wichtig,  weil 

bei  einigen  Differentialgleichungen  nur  die  singulare  Lösung  die 
einzige  interessante  ist. 

Stellen  wir  uns  z.  B.  die  Aufgabe,  diejenige  Kurve  zu  bestimmen, 

welche  die"  Eigenschaft  hat,  daß  die  Koordinatenaxen  aus  jeder 
Tangente  ein  Stück  ausschneiden,  dessen  Länge  gleich  ist  der  Längen- 

einheit, so  kommen  wir  auf  die  CLAiRAUT'sche  (Jleichung 

^2     (^1        _       ̂ ^p       _     yY^        _       ̂ ^p       _     y)2      =        1    . 

Die  allgemeine  Lösung  lautet  (vgl.  §  17,  3) 

und  definiert  jene  Geraden.  Die  eigentlich  interessante  Lösung  ist 
aber  das  Umhüllungsgebilde  der  Geraden,  nämlich  die  Curve 

x^  -{-y^  =\. 

Für  diese  Lösung  verschwindet  aber  der  Ausdruck: 

^^^^  =  2{p(l  -  {xp-yf)  -p^x{xp--y)^x[xp-y)] 

=  2  [i^P  -y){-2xp^  +  py  --x]-i-py 
Denn  setzt  man  hierin  die  Werte 

:r=(l-^2)  +  f         y  =  ̂ f^        p  =  -  t{\  -  t^)~ '' 
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i  in,  80  kommt 

1^  =  0. 

dp 

Bei  dieser  Differentialgleichimg  ist  also  gerade  die  eigentlich 

gesuchte  Lösung  singulär. 

2.  Rationale  irreducible  Differentialgleichungen.  Bei  der  Frage 

nach  den  singulären  Lösungen  wollen  wir  uns  auf  solche  Gleichungen 

beschränken,  bei  denen  die  Funktion  f[x,y,y')  eine  ganze  rationale 
Funktion  ihrer  Argumente  ist.  Überdies  soll  diese  Funktion  irredu- 
cibel  sein;  d.  h.  die  Funktion  soll  nicht  für  alle  Werte  von  x,  y 
und  y   sich  in  Faktoren  zerlegen  lassen. 

^K     Ausgeschlossen  ist  daher  z.  B.  eine  Gleichung  von  der  Form 

Denn  diese  Gleichung  läßt  sich  schreiben 

\y'  -  (^  -  y)|  •  {?/  +  (*•  -  y)}  =  0 
und  das  Integrationsproblem  kommt  darauf  hinaus,  entweder  die 
Gleichung 

y  -  G^-  -  y)  =  0 
oder  die  Gleichung 

y  +  (^*  -  y)  =  ̂ zu  integrieren. 

Die  Gleichung 

y'-(^--,#  =  o 
dagegen  gehört  mit  zu  den  betrachteten  Gleichungen,  denn  sie  läßt 

sich  nicht,  wenn  x,  y  und  y  beliebige  Werte  haben,  in  ganze  Funk- 
tionen zerlegen. 

3.  Bestimmung  der  singulären  Lösungen.  Aus  der  Definition 

der  singulären  Lösung  ergiebt  sich  die  folgende  Regel  zur  Be- 
stimmung derselben: 

Man  berechne  aus 

f{x,y,y')  =  0 
und 

//  und  y    als  Funktionen  von  x.     Erfüllen  die  erhaltenen  Lösungen 

y  =  9pW> 

auch  noch  die  Bedinguny 

so  ist  y  —  (p  {x)  eine  singulare  Losung. 
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Der  Beweis  dieses  Satzes  ist  sehr  einfach:     Weil  nämlich 

f{x,  (f  [x\  (f'  [x))  =  f'(x,  (f  {x),  rp  [x))  =  ü 
ist,  so  ist  die  erhaltene  Funktion  eine  Lösung,  und  weil 

d  cpi  (x) 

ist,  so  ist  diese  Lösung  singulär. 
Die  Bedingung 

(p'{x)=  (p^{x) 

läßt  sich  häufig  durch  eine  andere  Bedingung  ersetzen. 
Es  ist  nämlich 

f{x,  (p,  (f^)  =  ü und  daher  auch 

ox         ̂     dcf)         ̂ ^    d  cf^ 

und  außerdem  ~-  =  0.     Hieraus  folgt 

0  X         '     acp 
Ist  also 

Tx-^f'^-d^-^^ 
SO  ist  qj^  —  ff  1  wir  haben  eine  singulare  Lösung,  wenn  nicht  etwa 

b  X         b  (p 

ist.     Dann  nämlich  würde  die  Gleichung 

^f    4-rr      ̂ f  0 

die  Funktion  q  gar  keiner  Bedingung  unterwerfen. 
Hieraus  folgt  also  das  Resultat: 

Bestimmen  die  beiden   Gleichungen 

by' 

y  und  y    als  Funkt
ionen

  

von  x 

y  =  ̂ (x),  7j  =  (f^^{x), 

so  stellt  y  z=  rp  [x]   sicher  dann   eine  singulare  Lösung  dar^   wenn  noch 

b  x         '^^'by 

verschwindet  und  die  beiden  JJifferentiabjuotienten  nicht  auch  gleichzeitig 
verschwinden. 
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Man  sieht  übrigens  hieraus  noch,  daß  eine  Differentialgleichung 

der  genannten  Form  im  allgemeinen  keine  singulare  Lösung  hat, 
da  die  drei  Gleichungen 

'^+y'l^  =  o. d  X  d  y 

I 
dy' 

im  allg
emei

nen 
 

kein
e  

gem
ein

sam
en 

 

Lös
ung

en 
 

von 
 
der 

 
For

m 

■  y  =  9i  (-^O 
*  haben  werden. 

4.   Beispiele  von  singulären  Lösungen. 

1)  4y-y==  =  0. 

ier  ist  für  y  =  0  und  y'  =  0  auch  ̂ —  ,  =  —  2  ?/'  =  0 . 
Ferner  ist 

o  X        '^    o  y  ^ 

ohne   daß   -^  und  -^    beide   verschwinden,     y  =  0    ist    also    eine 
0  X  0  y  '^ 

singulare  Lösung. 

2)  i/'-i-x-,/  =  0. 
Aus 

1/,  =  8y'2  =  0 

und 

folgt 

y  =  0,     :i--y==o. 

Dagegen  ist  die  Gleichung 

l^  +  y'f-o 
da;  o  y 

nicht  erfüllt,  also  ist 

y  =  x keine  singulare  Lösung.    Man  hätte  dies  auch  direkt  daraus  ersehen 

können,  daß  die  beiden  Gleichungen 

y  =  o 
und 

y  =  X 
sich  widerspreche

n. 
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3)  y3_27y  =  0. 
Das  angegebene  Verfahren  führt  auf  die  Gleichungen 

8y'2  =  0 
und  wir  erhalten  die  singulare  Lösung 

Das  zweite  Kriterium 
'^+y|(  =  o d  X  d  y 

würde  hier  die  Entscheidung  nicht  geben  können,  da  für  x  =■■  0  so- 

wohl ^r^  wie  ̂ r-^  verschwindet. 0  X  oy 

4)     y'3  _  (y  _  xf  =  0. 
Hier  liefern  die  Gleichungen 

y3  _  (^  _  j:f  =  0 
und 

3y^(= 

8y  1 

das  Resultat 

7/  =^X 
,   y  =  o, 

was keine  singulare 3  Lösung  darstellt,  da  die Gleichungen 

1/  =  X und      y'  =  0 sich widersprechen. 
Übrigens  ist 

ö/-    ,     .  df 
ox        ̂     d  y 

=  0     für     1/  = 

=  X  . 

Man  kann  also  hier  das  zweite  Kriterium  ebenfalls  nicht  anwenden. 

5.    Die   singulären  Lösungen    als  Enveloppen.     Die    singulären 

Lösungen  haben  eine  einfache  geometrische  Bedeutung. 

Wir  wollen  die  Enveloppe  der  Schar  der  Integralkurven 

y  =  (p(x,a) 

der  gegebenen  Differentialgleichung 

/•(x,y,y)  =  0 
bestimmen,  welche  eine  singulare  Lösung  hat,  für  die  -^  und  -^ °  o         7  o  X  0  y 
nicht  beide  verschwinden. 

Man  erhält  bekanntlich  die  Enveloppe  durch  Elimination  von  a 

aus  den  beiden  Gleichungen 

y  -  9P  (:r,  fl)  =  0  , 

o  a 



§  18.    Die  singuläreri  Lösungen. 
93 

Andererseits  ist,  wenn  man  1/  —  (f{x,a)j  y d  X 

setzt, 

lind  daher  auch 

df     dy     ,     df      dy' + 
dy     da         dy'       da 

=  0. 

Wenn  also  ̂ ^-v  =  0  ist,  so  ist  auch      ̂  

=  0. 

^  ,  -  .  ...,     ^             (Der  Faktor  4^ 
oy  da  ^  d  y 

verschwindet  nicht,    wie  wir  annehmen  wollen;    denn  der  Fall,  daß 

-^  =  0,   läßt  sich  durch   geeignete  Wahl    des  Koordinatensystems 

vermeiden.)     Hieraus  folgt  also,  daß  unter  den  gemachten  Voraus- 
setzungen die  Enveloppe  mit    der  singulären  Lösung  identisch  ist, 

d  f 

Iil  sie  eine  Lösung  ist,  für  welche  die  Gleichung  -^-^  =  0  erfüllt  ist. 
6.   Beispiele: 

1)     y_y'2_0. Die  Integralkurven  sind  die  durch  die  Gleichung 

7j  =  {x-  af 

dargestellten  Parabeln.     Diese    Parabeln    berühren    alle    die  .i'-Axe, 
denn  es  ist  für  y  =  0  (or  =  a) 

4^  =  2(^-a)  =  0, 
dx  ^  '  ' 

und 

4^=-2(x-a)  =  0. 
da  ^  ' 

Wir  haben  auch  schon  bewiesen,  daß  die  y-Axe  wirklich  die  singu- 
lare Lösung  darstellt  (s.  Fig.  11). 

2)  /3  _  M^  _  0. 
Hier  lautet  die  allgemeine 
Lösung 

?y  =  (^x  —  ay  . 

Die  Integralkurven  sind 
also  semikubische  Para- 

beln, welche  die  y-Axe 
berühren;  denn  für  ?/  =  0 
ist  X  =  a  und Fig.  16. 

y'  =  ̂ {x-ar=0. 

Die  7/-Axe  ist  also  Enveloppe  der  Integralkurven.    Wir  haben  auch 
früher  festgestellt,  daß  sie  die  singulare  Lösung  ist  (vgl.  Fig.  16). 
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3)    iß-4.xijy'  +  S7/=:0. 
Die  allgemeine  Lösung  lautet 

y  =  a[x-af, 
und  die  Gleichungen 

ij  =  a[x  -  af, 

-^  =  (x-  af  -2aix  -  a)  =  0 

geben  die  beiden  Enveloppen 

y  =  0 
und 

y  = 

27 

Ebenso  wird  man  durch  Elimination  von  y   aus 

y3  —  Aixyy'  4-  8y^  =  0 und 

3y2_4^y^0 

entweder  auf  y  =  y  —  0  oder  auf 

und 

0  =  ?/3  -  4.xyy  +  8y2  ==  _  2y'^  +  83^ d.  h. 

oder 
{y'f  =  4y 

(yf  =  16./, 64(xyf  4 

27 

geführt.    Bei  dieser  Differentialgleichung  ist  es  interessant,  daß  man 
die  eine  singulare  Lösung 

?y  =  0 
auch  dadurch  erhalten  kann,  daß  man  der  Integrationskonstanten  a 
den  Wert  Null  erteilt. 

7.    Die  Wendepunkte   der  Integralkurven.     Sind   die   drei  Glei- 
chungen 

/•(.r,y,;/)  =  0, 

dx  d  y 
1^  =  0 
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gleichzeitig  längs  einer  Integralkurve  erfüllt,  so  ist  (wenn  nicht  -^ 

und  "^  -  auch  noch   verschwinden)   diese  Kurve  sicher  eine  Enve- 

loppe  und  singulare  Lösung. 
Wir  wollen  jetzt  die  Frage  aufwerfen  nach  der  Bedeutung  der 

Kurve,  längs  deren  die  beiden  Gleichungen 

und 

d  X  d  y 

erfüllt  sind. 

Wegen  der  Gleichung 

+  ̂ ^^+3/^7  =  ̂ d  X  d  y        ̂      dy' 
j^  dann 

Sind  also  die  beiden  Gleichungen 

und 

d  X  d  y 

erfüllt,  während  -^J-r    von    Null    verschieden    ist,    so    verschwindet '  dy 

auch  y" ,  d.  h.  die  Integralkurve  hat  einen  Wendepunkt  (im  all- 
gemeinen). Der  Zusatz  „im  allgemeinen"  ist  deshalb  notwendig, 

weil  möglicherweise  auch  y'"  verschwinden  könnte  und  der  Punkt 
dann  kein  Wendepunkt  mehr  zu  sein  braucht. 

8.   Die  Spitzen  der  Integralkurven.     Die  Gleichungen by 

definieren  auch  eine  Kurve,  welche  der  Ort  derjenigen  Punkte  ist, 
in  denen  die  Integralkurven  gewisse  Singularitäten  haben.  Um  zu 

sehen,  welche  Singularitäten  dies  sind,  wenden  wir  die  LEGENDßE'sche 
Transformation  an. 

Durch  dieselbe  geht 

f[^iy>p)  =  0 über  in 

fi  i^vyvPi)  ̂   fi-Pv^i  Vi  -  y^y  -  ̂ -i)  =  0 . 
Wenn  nun 

4^  =  0 
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ist,  so  ist 

ö a^     ö p  dy^     dp  dpi     dp  dxi        ̂   dy^ 

Die  beiden  Gleichungen 

und 

^  +  )^i  ̂      =  0 

geben  aber  den  Ort  der  Wendepunkte  der  Integralkurven  von 

an.     Um  also  die  Bedeutung  der  beiden  Gleichungen 

dy' 

zu  erkennen,  brauchen  wir  nur  zu  untersuchen,  wie  sich  die  Wende- 

punkte einer  Kurve  bei  der  LEGENDEE'schen  Transformation  abbilden. 
Untersuchen  wir  zu  diesem  Zweck  die  Kurve 

y  =  -  -^^  +  •  •  • , 

wo  die  nicht  hingeschriebenen  Glieder  von  mindestens  vierter  Ord- 
nung sind. 

Wir  haben  dann  noch 

p  =  -Sx^  ■}-...  . 

Durch  die  LEGENDKE'sche  Transformation  erhält  man 

^iPi  -y\  =  +Pi^+  •  •  •» 

-p^=^x, 
d.  h. 

•^1  =  +  ̂Vi^  +  .  •  ., 

Für  ;?!  =  0  ist  also 

^=0     und     4^1  =  0, ^Vx  dp^ 

d.  h.  die  transformierte  Kurve  hat  eine  Spitze,  deren  Tangente  die 

ar-Axe  ist.  Dem  Wendepunkt  entspricht  also  eine  Spitze,  und  hier- 
aus folgt  der  Satz,  daß  (im  allgemeinen)  die  beiden  Gleicluingen 
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dy' 

=  0 

den  Ort  der  Spitzen  der  Integralkurven  definieren. 

9.   Beispiel.     Gegeben  sei  die  Gleichung 

Die  Integralkurven  haben  die  Gleichung 

y  =  c  -\-  ̂ [x  ]/ 1  —  ̂ 2  _|_  aresin  x) . 

Sie  haben  Spitzen  auf  den  beiden 
Geraden  x  =  +  \  und  Wende- 

punkte auf  der  Geraden  x  =  0 
(s.  Fig.  17). 

In    der    That    ist    auch    für 

X  =  +  1  und  y'  =  0 

df dy 
r=2/=0. 

>y-o 

Fig.  17. 

Entsprechend  hat  man  für  x  =  0  und  ?/'  =  ±  1 

und 

^f  +y4^  =  2x  =  o. d X     *   ̂    dy 

Beide  Resultate  sind  in  Einklang  mit  den  abgeleiteten  Sätzen. 

§  19.    Die  singulären  Punl(te. 

1.  Definition  der  singulären  Stellen.  Wir  haben  schon  in  §  18 
das  Verhalten  der  Lösungen  an  solchen  Stellen  untersucht,  wo  der 
Existenzbeweis  seine  Gültigkeit  verliert.  Es  waren  das  bei  den 
impliciten  Differentialgleichungen  diejenigen  Wertsj^steme  x,  y,  für 
welche  die  Gleichungen df 

dy 

7-  =  0, 

dx        ̂     dy 

gleichzeitig  erfüllt  waren. 
Wir  woUen  jetzt  andere  Singularitäten  untersuchen,  welche  sich 

Liebmann,  DiflPerentialgleichungen.  7 
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dadurch  ergeben,  daß  die  beiden  analytischen  Funktionen  X(x,y) 
und  Y{x,y\  welche  als  Koeffizienten  in  der  Differentialgleichung 

^[^^y)y'  -  Y{x,y)  =  0 
auftreten,  gleichzeitig  verschwinden.    Das  Koordinatensystem  wollen 
wir  verschieben,   so  daß   die  singulare  Stelle  mit  dem  Koordinaten- 

anfang zusammenfällt. 
Die  Differentialgleichung  hat  dann  also  die  Form 

d^  _   a^x  +  b-^y  +  ... 
dx         a^  X  -i-  bi  y  +  . . .  ' 

Um  das  Verhalten  der  Integralkurven  in  der  Nähe  des  Koordinaten- 

anfangs zu  untersuchen,  begnügen  wir  uns  mit  der  Untersuchung 
eines  einfachen  Falles,  nämlich  der  Gleichung: 

dy  _   a^x  -^  b.2  y 
dx         a-i^x  +  b^y 

2.  Normierung  der  Differentialgleichung.  Um  die  Differential- 
gleichung 

,  ̂     n^x  -\-b.iy a^x  -\-  b^y 

ZU  untersuchen,  wenden  wir  eine  lineare  homogene  Transformation  an: 

^1  =  ̂ 2^  +  Äy> 

mit  Hilfe  deren  wir  die  Differentialgleichung  auf  die  einfache  Form 

dXi  Xi  X  rci 
bringen  wollen. 

Die  Bestimmungen  der  Koeffizienten  a^,  ß^,  a^^  ß^  gelingt  am 
einfachsten,  indem  man  für  die  gegebene  gewöhnliche  Differential- 

gleichung die  äquivalente  homogene,  lineare,  partielle  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  einsetzt  (§  4,  3),  also  die  Gleichung 

^^  K  ̂-  +  b,y)  +  4^K^-  ̂ -K^y)  =  0. d    X       ̂       ̂   1.//'  Q    y 

Soll  nun   diese  Gleichung  durch  die  lineare  homogene  Substitution 
die  Form 

1  ax^        ̂ ^^  öyy 

bekommen,  so  müssen  die  beiden  Gleichungen 

-^[«1  («1  x^h^y)-\-ß^  («3  X  -f  h^y)-\  + 

+  "ä^  [^  («1  -^  +  *iy)  +  Ä  («2  ̂  +  ̂2^)]  =  0 
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und 

Aar, 
1  dx^ 

untereinander  
identisch  

sein. 
D.  h.  also,  es  müssen  die  Relationen  bestehen: 

a^  (öjor  +  h^y)  +  ß^{a^x  +  b^y)  =  l{a^x  ■{■  ß^y), 

a^ia^x  +  b^y)  +  ß^{o^x  ■\-  b^y)  =  ̂ {a^x  +  ß^ij). 
Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  folgt  noch 

a,b,+ß,(b^-l)  =  0, 
und  aus  den  letzten  beiden 

«2 («1  -  (x)-\-  ß^a^  =  i), 

^2  ̂1  +  ft  (^2  -  ̂ )  =  0  • 
Damit  man  also   wirklich   eine  Transformation  erhält,  müssen 

demnach  l  und  ̂ i  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung 
-l 

a. 

«2 

=  0 

sem. 

Sind  nun  die  beiden  Wurzeln  von  einander  verschieden, 

so  kann  man  die  Größen  a^,  a^,  ß^,  ß^  so  bestimmen,  daß  die 
Determinante 

von  Null   verschieden    ist,    und   hat   also   dann  die    Gleichung   auf 
die  Form 

d  Xi         l  Xi 

reduziert.     Sind  die  beiden  Wurzeln  reell,  so  werden  y^  und  x^  auch 

reelle  lineare  Funktionen  von  x  und  y.     Sind  sie  dagegen  konjugiert 

imaginär,  so  werden  auch  y^  und  x^  konjugiert  imaginär. 
Fallen  die  Wurzeln  zusammen,  so  gelingt  die  soeben  aus- 

geführte Reduktion  nicht.  Man  kann  dann  aber  folgendes  Verfahren 
anwenden: 

Zunächst  bestimmt  man  «^  und  ß^  so,  daß  die  Gleichung 

«1  («1^'  +  b^y)  +  ß^  (a^x  +  b^y)  =  X{ci^x  +  ß^y) 

erfüllt  ist.    Man  kann  hierauf  a^  und  ß^  immer  noch  so  bestimmen, 
daß  die  Gleichung 17* 
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erfüllt  ist.     Es  muß  dann  nämlich  sein: 

^%h  +  Ä(^^2  -  ̂0  =  if^Ä. 

Hier  kann  man  nun  noch  /i  so  bestimmen,  daß  die  Determinante 

i  <^i  Ä  I 

'    «2  /*2    ' nicht  verschwindet. 
Also  erhält  man: 

dyx 

IX  Xi  +  ly^ 

dx^ 

Ix^ 

Hieraus  erhält  man,  wenn  man 

^1 

=  Ix^ 

setzt,  die  Normalform 

=  if^y2 

dy^ 

_     ̂2    +   Vi 
d  X2  x.^ 

Die  Reduktion  läßt  sich  nur  dann  nicht  durchführen,  wenn 

S  ~  ̂1  ~  ̂2  ~  ̂ ]  ~  ̂ ist. 

Dann  hat  die  Gleichung  von  vornherein  die  Form 
dy   ̂   y_  ̂ 

d  X  X 

8.  Der  Fall  zweier  verschiedener  reeller  Wurzeln.  Wir  be- 

handeln nun  die  verschiedenen  Fälle  der  Reihe  nach,  und  zwar  zu- 
nächst die  Normalform 

dy        ̂   y 

dx  X 

wo  a  eine  positive  Zahl  und  größer  als  1  ist  (ist  a  positiv  und 
kleiner  als  1,  so  braucht  man,  um  auf  unseren  Fall  zurückzukommen, 
nur  X  und  y  zu  vertauschen). 

Die  Integralkurven  sind  dann  gegeben  durch  die  Gleichung 

Sie  gehen  alle  durch  den  Koordinatenanfang  und  berühren  in  ihm 
die  ar-Axe. 

Außer  diesen  Kurven  hat  man  also  noch  die  ̂ -Axe  selbst  (wenn 

man  c  =  0  setzt)  und  die  y-Axe  (wenn  man  —  =  0   setzt)   als  Inte- 

gralkurven  (s.  Fig.  18).     Man  nennt  diese  Punkte  Knotenpunkte. 
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Ist  das  Verhältnis  der  Wurzeln  negativ,  so  bekommt  man  die 

Integralkurven 

Das  sind  Kurven,  welche  die  beiden  Axen  zu  Asymptoten  haben 

(für  a  —  —  l  bekommt  man  z.  B.  gleichseitige  Hyperbeln).  Die 
Axen  selbst  sind  auch  in  diesem  Fall  Integralkurven,  und  zwar  die 

>y--o 2f=0 

x,=o 

Fig.  18. Fig.  19. 

einzigen,  welche  durch  den  Koordinatenanfang  gehen.  —  Man  nennt 
diese  Singularität  einen  Sattelpunkt,  weil  die  Horizontallinien  auf 
einer  Karte  in  der  Nähe  eines  Gebirgssattels  dieses  Verhalten  zeigen 

(s.  Fig.  19). 

4.    Zwei  verschiedene  imaginäre  Wurzeln.     Hat  die  Gleichung 
die  Form 

wo  sowohl  x^  und  y^  wie  jtt  und  X  konjugiert  imaginär  sind,  so 
setzt  man 

X  =^  a  -\-  ih ,       ̂ i=|4-2^> 

^  =  a  —  ib,       y^=^  —  iri, 

wo  jetzt  a  und  b  reelle  Konstanten  sind  und  |  und  t]  reelle  lineare 

Funktionen  von  x  und  y.  Durch  diese  Substitution  erhält  die  Glei- 
chung die  Form 

d^        (a  —  ib)(^  —  i  rj) 

1  +  * .dr}         {a  ■\-  ih){^  +  i  rj) 
d^ 

woraus  man  durch  Umformung  leicht  erhält; drj dl 
a  T]  +  b  ̂  

a  ̂   —  bt] 

Auf  der  rechten  Seite  kann  man  noch  mit  b  Zähler  und  Nenner 
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dividieren  (da  b  von  Null  verschieden  ist)  und  bekommt,  indem  man 

für  —  einfach  a  setzt,  die  Normalform b 

dy     X  -\-  ay dx        ax  —  y 

Die  Integralkurven  haben  die  Gleichung a arctg 

.       -^x^j^y^  ̂   ce  "  =  0, 
oder,  wenn  man  Polarkoordinaten  einführt,  indem  man 

X  =  Q  cos  (f  j 

y  —  Q  sin  rp 
setzt,  so  erhält  man 

XJ-O 

x=o 

lf=o 

Fig.  20. Fig.  21, 

d.  h.  die  Gleichung  von  logarithmischen  Spiralen,  welche  sich  dem 

Koordinatenanfang  nähern.  Eine  solche  Singularität  bezeichnen  wir 

als  Strudelpunkt  (s.  Fig.  20). 

Fig.  22. Fig.  23. 

Ist  0  =  0,  so  werden  aus  den  Spiralen  Kreise,  wir  haben  einen 
Wirbelpunkt  (s.  Fig.  21). 

5.  Zusammenfallende  Wurzeln.  Bei  zusammenfallenden  Wurzeln 
haben  wir  entweder  die  Normalform 

djy 

dx 

X  +  y 
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und  bekommen  die  Integralkurven 

y  =  ̂ (c  +  log:r), 

welche  im  Koordinatenanfang  die  y-Axe  berühren  (s.  Fig.  22),  oder 
die  Gleichung dy  ̂   y^^ 

äx         X 

In  diesem  Falle  sind  die  Kurven  gerade  Linien  durch  den  Koordi- 
natenanfang (Fig.  23). 



Drittes  Kapitel. 

Differentialgleichungen  höherer  Ordnung 

und  Systeme  von  gewöhnlichen  Difterential- 
gleichungen. 

§  20.    Erweiterte  Berührungstransformationen  und  gewöhnliche 

DifTerentialgieichungen  zweiter  Ordnung. 

1.  Die  Krümmungselementvereine.  In  §  14  hatten  wir  das 

Integrationsproblem  der  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  erster 

Ordnung  in  folgender  Weise  formuliert:  Es  sollen  alle  Linienelement- 
vereine  gefunden  werden,  deren  Elemente  der  durch  eine  Gleichung 

definierten  Schar  angehören.  Diese  verallgemeinerte  Auffassung  des 

Integrationsproblems  erwies  sich  als  vorteilhaft  bei  der  Anwen- 
dung von  Berührungstransformationen.  Ähnlich  wollen  wir  jetzt  den 

Begriff  „Krümmungselement"  einführen. 
Unter  einem  Krümmungselement  einer  eheneyi  Kurve  in  einem  Funkte 

verstehen  wir  den  Inbegriff  der  vier  Größen  x,  y,  y',  y". Mit  Hilfe  dieser  vier  Größen  ist  nämlich  der  Punkt  der  Kurve, 

die  Tangente  in  diesem  Punkte  und  der  Krümmungsradius 

_  (1  +  y"f 

" "      y" 

bestimmt;  darauf  deutet  die  Bezeichnung  Krümmungselement. 

Wir  wollen  y'  mit/>,  y"  mit  q  bezeichnen  und  müssen  dann  die 
Krümmungselemente  einer  Kurve   darstellen  durch  die  Gleichungen: 

y  =  /"W  j 

dy 

dp 
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Hier  erfüllen  nun  x,  y,  p  und  g  die  Gleichungen 

dy  dx    r. 

dx       ̂   dx  * 
dp  dx    ,> 

dx       ̂   dx  ' 
Wir  wollen  jetzt  die  folgende  allgemeine  Definition  aufstellen: 

Die  Gleichungen 
X     =      X   [t-^       .      .      .      tjj    y 

p=p{^  ...  t^), 

stellen  einen  Krümmungselementverein  dar,  wenn  die   Relationen 

dti        ̂    dti 

dti         ̂    dti 
erfüllt  sind. 

2.  Die  verschiedenen  Arten  von  Vereinen.  Wir  können  jetzt, 

ähnlich  wie  dies  früher  (§  13,  4)  bei  den  Linienelementen  geschehen 
ist,  auch  die  verschiedenen  Klassen  von  Vereinen  aufstellen,  welche 

man  aus  Krümmungselementen  bilden  kann. 

Bezeichnen  wir  das  Linienelement  xi/p  als  den  Träger  des 

Krümmungselementes  xgpg,  so  gilt  zunächst  folgender  Satz:  Die 

Linienelemente,  welche  die  Träger  der  Krümmung selemente  des  Vereines 

sind,  müssen  selbst  einen  Verein  von  Linienelementen  bilden  (wegen  der 
Gleichungen 

-p-^  =  ̂\ 
dti        ̂   dti 

loenn  nicht  etwa  alle  Elemente  denselben  Träger  haben. 
In  diesem  letzteren  Falle  ist  also 

q  kann  beliebig  gewählt  werden;  alle  Krümmungselemente,  welche  das- 
selbe Linienelement  als  Träger  haben,  bilden  also  einen   Verein. 

Nimmt  man  nun  zweitens  an,   daß  die  Träger  die  Linienele- 
mente einer  Kurve  sind,  so  hat  man 

y  =  /'  {^) » 
p  =  f'[x) und  daher 
dp       ,.,, ,  N 
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Eine  zweite  Art  von  Pereinen  bildet  also  die  Gesamtheit  der 

Krümmungselemente  einer  beliebigen  Kurve. 
Nimmt  man  endlich  an,  daß  alle  Linienelemente  selbst  wieder 

denselben  Punkt  als  Träger  haben,  so  muß  man  zu  anderen  Koor- 

dinaten greifen;  man  muß  an  Stelle  von  q  einführen 

r 

q  =   

s 

Ein  Verein  von  Krümmungselementen  ist  dann  gegeben  durch 
die  Gleichungen 

y  =yW. 

r  =  r{t), 

s  =  s{t), 

wo  die  Relationen  bestehen: 

dy  dx       ̂  

dx  dp       ̂  

dt  dt 

Soll  x  =  Xq,  ?/  =  I/o  ̂ ^^  P  beliebig  sein,  so  ergiebt  sich 
5  =   0. 

Die  drei  Gleichungen 

y  =  3/0 ' 
s  =  0 

stellen  dann  einen  Elementverein  der  dritten  Art  dar  (wir  wollen 
ihn  einen  nichtregulären  Krümmungselementverein  nennen  oder 

auch  Punktkreis);  er  ist  gleichsam  ein  Kreis  mit  dem  Radius  Null. 

Demnach  haben  wir  drei  Klassen  von  Krümmungselement  ver- 

einen: Diejenigen,  deren  Elemente  ein  Linienelement  als  gemein- 
samen Träger  haben;  die  Elemente  einer  Kurve;  endlich  Punktkreise. 

3.  Oskulation  von  zwei  Krümmungselementvereinen.  Die  Er- 
weiterung des  Begriffes  Krümmungselement  durch  Mitberücksich- 

tigung der  ausgearteten  Elemente  und  der  aus  ihnen  gebildeten 
Vereine  bringt  es  mit  sich,  daß  wir  auch  den  Begriff  „Oskulation 

zweier  Kurven  in  einem  Punkte"  erweitern  (vgl.  §  13,  5). 
Zwei  Krümmung s elementvereine  oskulieren  sich,  wenn  sie  ein  gemein- 

sames Krümmungselement  haben. 
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Beispiele:     1.  Die  Kurve  (Fig.  24) 

und  die  Gerade 

y  =  0 
oskulieren  sich  in  dem  Element 

2.  Die  Kurve  (Fig.  25) 

,y-a^' 
Fig.  24. 

x' 

,y-x'
 

n 
-^  ̂  

Fig.  25. 

Fig.  26. 

nd  das  Linienelement 

X  =  2/  =  p  =  0 

oskulieren  sich  in  dem  Krümmungselement 

3.'  Die  Kurve  (Fig.  26) I 

und  der  Punktkreis 

X  =  1/  =  s  =  0 

oskulieren  sich  in  dem  Element 

x  =  i/=p  =  s  =  0. 

4.  Das  Integrationsproblem  gewöhnlicher  Differentialgleichungen 

zweiter  Ordnung.  Die  früher  gegebene  Fassung  des  Integrations- 
problems ergiebt  für  gewöhnliche  Differentialgleichungen  zweiter 

Ordnung  die  Aufgabe,  alle  Integralkurven  (welche  nach  §  9,  5  eine 

zweigliedrige  Schar  bilden)  zu  bestimmen.  Nachdem  wir  jetzt  den 

Begriff  „Krümmungselementverein"  eingeführt  haben,  werden  wir  das 
Problem  etwas  allgemeiner  fassen: 

Gegeben  ist  eine  Gleichung 

Man  soll  alle  Integralgebilde ,  d.  h.  alle  aus  Krümmungselementen  der 

durch  die  Gleichung  bestimmten  dreigliedrigen  Schar  gebildeten  Vereine 
angeben. 

Auch  wollen  wir,  um  noch  allgemeiner  zu  verfahren,  an  Stelle 

von  q  den  Quotienten  —  einführen,  so  daß  wir  Gleichungen  be- 

kommen, die  in  r  und  s  homogen  sind. 
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Die  Einführung  der  Größen  r  und  s  ist  deshalb  notwendig, 
damit  auch  die  ausgearteten  Integralgebilde  (die  Punktkreise)  nicht 
außer  Betracht  gelassen  werden. 

Zum  Beispiel  stellt  die  Gleichung 

-y-o 
die  Kreise  der  Schar 

Fig.  27. 

[x  —  ö)2  +  ?/2  =  c^, 

d.  h.  alle  Kreise,  welche  ihren  Mittelpunkt  auf  der  o'-Axe  haben, 
dar  (Fig.  27).  Damit  die  Differentialgleichung  auch  die  Punktkreise, 

deren  Mittelpunkte  auf  der  a;-Axe  liegen,  mit  darstellt,  muß  man 
r  und  s  einführen.   Dadurch  erhält  die  Differentialgleichung  die  Form 

(1  +/?')^+yr  =  0. 

Hier  kann  man  aus  der  Gleichung  unmittelbar  ablesen,  daß  die 

durch  die  Gleichungen 

y  =  .9  =  0 

definierten  Punktkreise  mit  zu  den  Integralgebilden  gehören. 

5.  Erweiterung  von  Berührungstransformationen.  Wie  wir  (in 

§  15,  2)  durch  Erweiterung  von  Punkttransformationen  zu  Be- 

rührungstransformationen gelangten,  so  gelangen  wir  zu  Trans- 
formationen, bei  denen  jeder  Krümmungselementverein  wieder  in 

einen  Verein  übergeht,  wenn  wir  die  Berührungstransformation  in 

geeigneter  Weise  erweitern. 

Gegeben  sei  also  eine  Berührungstransformation  durch  die  Glei- 
chungen 

y^:=Y[x,y,p), 

Können  wir  durch  Hinzufügen  einer  geeigneten  Gleichung 

erreichen,  daß  jeder  Krümmungselementverein  wieder  in  einen  Verein 

übergeht? 

Damit  dies  der  Fall  ist,  muß  die  Gleichung 

BP      r^dX  (dy  dx\    .        (dp        ̂ dx 

jj -Qjj -  9,[-ej -  Pjj)  +  ih[jt  -  ̂ Tt 
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erfüllt  werden,  d.  h.  es  muß  sein: 

dP      ̂ dX 

dy       ̂   dy  ~  ̂^' 
dP_  __QdX  _ 

dp       ̂   dp  ~  ̂^' Hieraus  ergiebt  sich 

Q 

dP  dP  dP 
d X  d  y  dp 

Tx        Fx         öX 
+  P^T7  +  Q d  X  d  y  dp 

Um  nun  zu  zeigen,  daß  die  durch  Hinzunahme  der  Gleichung 

I- 
dP  dP  dP 

     d  X  d  y  dp 

^1  ~  "öZ         ~¥x         ~¥x 
d  X  dy  dp 

ergänzte  Berührungstransformation  immer  noch  regulär  ist,  müssen 
wir  nachweisen,  daß  die  Determinante 

^iq,p,y,x) 
von  Null  verschieden  ist. 

Das  folgt  nun  sofort  daraus,  daß  diese  Funktionaldeterminante 
den  Wert  hat 

dq  '    Dip,y,x) 
und  die  beiden  Faktoren  dieses  Ausdrucks  von  Null  verschieden  sind: 

Erstens  nämlich  ist,  weil  ja  die  gegebenen  Gleichungen  der 
Voraussetzung  nach   eine    Berührungstransformation   

definieren,    die 
Funktionaldeterminante 

^  iPi,  Vi  a?i) 
D  ip,  y,  x) 

von  Null  verschieden,  und  zweitens  ist 

dP     IdX         dX         dX\  _  löX  JöP         d^         dP\ 

dg,  ̂   dp  '  \dx  '^  P  dy  '^  ̂  dp]       d p  \dx  '^  ̂  d  y  '^  ̂  dp]  _ 
dq  (dx       dx       dxy  ~ dx  dy  dp) 

'dX         dX  _      dXV 
dx  dy  dp) 

also  von  Null  verschieden. 

^  [P,  X]  kann  nicht  verschwinden,  da  wegen  des  Verschwindens  von[F,  X\ 



;3         "^  i"     :3 0  X             o  y 

dp 

dX           dX 

^ —  +-P  -^ — 0  X             0  y 
dX 

110     Drittes  Kapitel:    Differentialgleichungen  höherer  Ordnung  etc. 

Demnach  haben  wir  also  das  Ergebnis: 

Erweitert  man  eine  (reguläre)  Berührung str ans formation 

^1  =  ̂{^^  y,  p)  j 

Vy  =  ̂[^^y>p)y 

Pi  =  P{^^y,p), 
indem  man  die  Gleichung 

BP    .       dP    .       BF 

hinzufügt,  so  erhält  man  eine  Transformation,  welche  jeden  Verein  von 
Krümmungselementen  wieder  in  einen    Verein  überführt. 

Ferner  folgt: 

Krümmungselementvereine ,  welche  sich  oskulieren,  gehen  wieder  in 
Vereine  über,  welche  sich  oskulieren. 

6.   Beispiele. 

a)  Erweiterung  der  Legendee' sehen  Transformation.  Das  Ver- 

fahren der  Erweiterung  führt  bei  der  LEGENDRE'schen  Transformation: 
x^=  -p, 

Vx^^^P-yy 

p^  =  -X, auf  die  weitere  Formel 

_   -  1  _  1^ 

^1  ~    -  q   ~    q' 

Wenn  man  endlich  an  Stelle  von  q  die  Größen  r  und  s  einführt,  so 
bekommt  man  die  folgenden  Transformationsformeln 

y 

x^ 

=^ 

-p 

yi 

= 

xp  - 

Pi 

= 

—  X 

^1 

== 

CCS  , 

^1 

= 

ar , 

in  denen  a  eine  beliebige  Größe  ist. 

(§  16,  1)  und  von  \X^X\  sich  sonst  ergeben  würde,  daß   die  Funktionaldeter- 
minante 

D  ip,  y,  x) 

den  Wert  Null  hätte,  was  den  Voraussetzungen  widerspricht. 
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b)    Die  Dilatation. 
Durch  Erweiterung  der  Formeln 

yi=y  + 

V 

1 

erhält  man  noch 

oder 

1/1  +p^ 

9i  =———   ::¥ 

l-q{l+p'')     ^ 

r^  =  ar, 

s^  ==  a  (^s  —  r  {l  -{-  p^)~ ^"j  . 

^B     c)   Die  zur  Fußpunkttransformation  inverse  Transformation. 

|H     Löst  man  die  Gleichungen  der  Fußpunkttransformation  (§  15,  6) 
jRif  nach  X,  1/  und  p,  so  kommt 

X  = 

y 

Vi  -  Pi  ̂ 1 

Vi  -  Pi  ̂ i 
X. 

Durch  Erweiterung  kommt  noch  hinzu 

i^iPi  -  VxY 

^      Vi'  {qi  iyi'  +  ̂ 1^)  +  2{y,-  p,  X,)  (i  +  p,')) oder 

^  =  y,'  \r,  iy,'  +  ̂ 1^)  +  2  [y,  -  p,  X,)  s,  (1  4-  P,')}  • 

6.   Anwendung  auf  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung.    Da 

bei  erweiterten  Berührungstransformationen  eine  Differentialgleichung 

zweiter  Ordnung  wieder  in  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

übergeht,  da  ferner  jeder  Krümmungselementverein  sich  wieder  in  einen 

Verein  verwandelt,  so  verwandeln  sich  die  Integralgebilde  einer  ge- 
gebenen Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  in  die  Integralgebilde 

der  transformierten  Gleichung.  Man  kann  also,  wenn  man  von  einer 

Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  die  Integralgebilde  kennt,  und 

nun  gleichzeitig  sowohl  auf  die  Gleichung  wie  auf  die  Integral- 
gebilde die  Berührungstransformation  anwendet,  eine  neue  Gleichung 

und  zugleich  auch  ihre  Integralgebilde  konstruieren. 
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Beispiel  1:    Wendet  man  auf  die  Gleichung 5  =  0, 

welche  die  Punktkreise  darstellt,  die  LEGENDEE'sche  Transformation 
an,  so  erhält  man  als  neue  Gleichung 

r  =  0 ,     oder    y"  =  0  . 
Aus  den  Integralgebilden 

y  =  b 
erhält  man 

y^  =  ap  -b, 
^'^'  y^+x^a-\-b^Q 
als  die  geraden  Linien  der  Ebene. 

Die  Integralgebilde  von  y"  =  0  sind  also  die  Geraden  (was  man 
leicht  auch  direkt  verifizieren  kann).  — 

Beispiel  2:    Wendet  man  auf  ̂   =  0  die  Dilatation  an,  so  be- 
kommt man  die  Gleichung 

oder 
Vi   =   zi: 

Vx 3 
1. 

(1+2//^)^ Andererseits  führt  diese  Transformation  die  Punktkreise  über  in  die 
Curven 

d.  h.  in  die  Kreise  mit  dem  Radius  1. 

Man  kann  leicht  auch  direkt  bestätigen,  daß  diese  Kurven  die 
Integralgebilde  der  transformierten  Gleichung  sind. 

Beispiel  3:    Wendet  man  auf  die  Gleichung 
5  =  0 

die  Fußpunkttransformation  an,  so  verwandeln  sich  die  Punktkreise 
in  die  durch  die  Gleichung 

?x  (yi'  +  *,')  +  2  (yi  -  i»!  ̂ .)  (1  +  P,^)  =  y."  (yi^  +  ̂ 1^) 

+  2(y, -yi'xi)(l+a,/2)  =  0 definierten  Kurven. 

Diese  Kurven  müssen  aber,  wie  die  charakteristische  Gleichung 

(§  15,  6) 
x^^  +  y,^  -  X x^  -yy^  =  0 

lehrt,  die  durch  den  Koordinatenanfang  gehenden  Kreise  darstellen. 
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Das  kann  man  leicht  bestätigen.     Eliminiert  man  nämlich  aus 

die  Größen  x  und  y,  so  erhält  man  die  Differentialgleichung  wieder. 

§  21.  Singulare  Lösungen  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung. 

1.  Definition  der  singulären  Lösung.  Ahnlich  wie  bei  den 

Differentialgleichungen  erster  Ordnung  finden  sich  auch  bei  denen 

zweiter  Ordnung  zuweilen  Lösungen,  deren  Existenz  nicht  aus  den 

allgemeinen  Existenzsätzen  sich  folgern  läßt. 

Wenn  nämlich  die  Differentialgleichung  in  der  Form 

F{x,y,y',y")==Q 

gegeben  ist,  so  versagt  unser  Beweis  für  Lösungen,  welche  gleich- 
zeitig auch  die  Gleichung 

erfüllen. 

Wir  wollen  jetzt  die  singulare  Lösung  einer  Differentialgleichung 

zweiter  Ordnung,  welche  in  y"  ganz  und  rational  ist  und  sich  nicht 
in  verschiedene  Faktoren  zerlegt,  folgendermaßen  definieren: 

Wenn  die  durch  Elimination  von  y"  aus 

F{^,  y,  y',  y")  =  o und 
dF 

=  0 

dy" 

erhal
tene 

 
Diffe

renti
algle

ichun
g  

erste
r  

Ordn
ung 

(f  {^y  y>  y)  ==  0 

lauter  Integralkurven  hat,  welche  die  gegebene  Differentialgleichung 

F(x,y,y',f)  =  0 
erfüllen,  so  ist  die  Gleichung 

(p  (^j  y>  y)  =  ö 

eine  singulare  Losung  der  gegebenen   Gleichung. 
Liebmann,  Differentialgleichungen.  8 
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2.   Bestimmung  der  singulären  Lösung.     Die  Gleichungen 

F  (^'.  y^  y'i  y")  =  ̂ und 

dy" 

ergeben  nicht  notwendig  eine  singulare  Lösung  durch  Elimination 

von  y".  Damit  die  durch  dieses  Verfahren  gewonnene  Gleichung 
auch  wirklich  nur  Lösungen  hat,  welche  die  gegebene  Differential- 

gleichung erfüllen,  ist  vielmehr  außerdem  noch  notwendig,  daß  auch 
die  Gleichung 

dF     ■      ,  dF     ̂       ,,  dF         r. 

d  X         "^     d  y         "^      d  y' 

noch  erfüllt  ist  (vgh  §  18,  3). 

Um  also  zu  untersuchen^   ob   es   eine  singulare  Lösung  giebt,   hat 
man  aus  den  drei  Gleichungen 

F  ip^y  y,  y?  y")  =  0 , 
dF 

dy' 

=  0, 

BF     .      ,   dF     .      ,,   dF         .. 

dx         ̂      d  y         "^     d  y' 

y"   zu   eliminieren.     Bekommt    man   durch   Elimination    eine    einzige 
Gleichung 

9p  (^j  y^  y')  =  0  j 

so  wird  die  singulare  Lösung  durch  diese  Gleichung  dargestellt. 

3.   Beispiele. 
a)   Gegeben  sei  die  Differentialgleichung 

F{x,y,y',f)  =  (y")2(:.2  +y2_l)  _  2y"(l  +rß)  {^y-y)  +  (1  ̂y'^  =  0. 

Hierzu  hat  man  noch  zu  fügen  die  beiden  Gleichungen 

-|^  =  2(y'(x»  +  y^  -  1)  -  (1  ̂ y'Wy  -y))  =  o 
und 

d  V        ,        f    O  -t        ,        ,f     O  if  ci     II').  I        1  '\  c%     II  f\      \        '2\  " 

d X         "^     d  y         "^      dy' 

-2yy"(2y"[xy'-y)-i(\+yy) 

=  ̂ y"y'\y"(y  -  ̂ y)  +  (i  +  y'Y]  =  o. 

Eliminiert  man  aus  den  ersten  beiden  Gleichungen  y",  so   kommt 

rp{x,y,y')  =  (x^+y^-\){l  +  y^)  -  (xy'  -yf  =  0. 
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Setzt  man  andererseits  den  aus  der  dritten  Gleichung  sich  ergeben- 
len  Wert 

'^  iy-xy') 
II  die  zweite  ein,  so  folgt 

V (^> y^y)  =  (1  +  y") (^'  +  y'  -  i)  -  i^-y  - y)'  =  o . 

Hieraus  folgt,  daß  cp  =  0  eine  singulare  Lösung  darstellt. 
Wir  können  die  gegebenen  Gleichungen 

leicht  integrieren  und  die  Resultate  geometrisch 
deuten  (vgl.  Fig.  28). 

Die  Integralkurven  der  Gleichung  zweiter 
Ordnung  haben  die  Gleichung 

{y  —  sin  cp)  -\-  [x  —  cos  cpY  =  c 

und  sind  demnach  Kreise  mit  beliebigen  Radien,  Fig.  28. 
deren  Mittelpunkte  auf  dem  Einheitskreis  liegen. 

Die  Integralkurven  der  singulären  Lösungen  haben  die  Gleichung 

X  =  cos  <jp  -f-  (<jp  ■+  c)  sin  (p  , 
7/  =  sin  (p  —  {<p  -\-  c)  cos  (p , 

sind  also  die  Evolventen  des  Einheitskreises. 

Diese  Evolventen  bilden  eine  eingliedrige  Schar  von  Kurven, 
imd  jede  Evolvente  wird  oskuliert  von  Kreisen,  welche  der  durch 
die  Gleichung  zweiter  Ordnung  definierten  Schar  angehören. 

Das  Beispiel  illustriert  die  Möglichkeit  der  Entstehung  einer 
singulären  Lösung.  Bei  jeder  Zusammenfassung  der  zweigliedrigen 

Schar  von  Integralkurven  in  oo^  eingliedrige  Scharen  erhält  man 
als  ümhüUungsgebilde  der  einzelnen  Scharen  oo^  Enveloppen.  Giebt 
es  eine  Zusammenfassung,  bei  der  die  Enveloppen  von  den  gegebenen 
Kurven  oskuliert  werden,  so  stellen  diese  Enveloppen  die  singulare 
Lösung  dar. 

b)   Gegeben  sei  die  Gleichung 

^{^.y^y\y")  =  y"  {^^  +  y^)  +  2  (y  -  y'  x)  (i  +  y")  =  0 . 
Die  drei  Gleichungen 

^(^.  y,  y\  y")  =  y"  [^^  +  3/^)  -f  2  (y  -  y  x){i+  y'^)  =  0 , 

^  =  (^^+y^)  =  0, 

=  2  \y"  [x  +  yy)  -  X  y"  (1  +  y"")  +  2  (y  -  xy')y'y"\  =  0 
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ergeben  kein  gemeinsames  Eliminationsresultat  von  der  Form 

Die  erste  Gleichung  definiert  Kreise,  welche  den  Koordinaten anfang 
enthalten  (§  20,  6).  Die  Kreise  lassen  sich  also  nicht  auf  die  Weise 
in  Scharen  anordnen,  daß  jede  Schar  eine  oskulierende  Kurve  berührt. 

Bemerkung:  Oskulierende  Krümmungselementvereine  (§  20,  3) 
giebt  es  auch  hier.  Das  sind  die  Linienelemente,  deren  Träger  der 
Koordinatenanfang  ist.  Dies  zeigt  auch  die  Rechnung:  Für  a:  =  0, 

y  —  0  sind  alle  drei  Gleichungen  erfüllt. 
4.   Schnabelspitzen.     Geben  die  drei  Gleichungen 

F  [x,  y,  y,  y")  =  0 , 

dy" 

=  0, 

dF     ,      ,    BF     ,      r,   dF         ̂  

dx         ̂      d  y         ̂      d  y' 

zusammen  eine  einzige  Gleichung 

^  [^^  y^yl^^y 
so  stellt  dieselbe  die  singulare  Lösung  dar. 

Wir  wollen  nun  noch  untersuchen,  was  es  bedeutet,  wenn  nur 
die  erste  und  die  zweite  oder  die  erste  und  die  dritte  Gleichung 

gleichzeitig  erfüllt  sind  (vgl.  §  18,  7  und  8). 
In  dem  ersten  Fall  erkennt  man  aus  der  Gleichung 

BF     ̂       ,   dF     ̂       ,,   dF     .      „,   ÖF         r. 

dx      '   ̂     dy      '   ̂      dy'     '   ̂      d y"         ̂ ' 

welche  erfüllt  sein  muß,  ohne  daß  der  Ausdruck 
dF     .      ,  dF     .     r,  dF 

+  y-^^  +  y dx         ̂      dy         ̂      dy 

verschwindet:     Es    muß   y"    unendlich    groß    werden,     -j^  =  0    ist 
aber  (wie  in  der  Differentialrechnung  gezeigt  wird)  eine  notwendige 
Bedingung  für  Schnabelspitzen  (d.  h.  für  solche  Spitzen,  bei 
denen  die  beiden  Kurvenäste  auf  einer  Seite  der  Spitzentangente 
liegen). 

Beispiel:   Es  sei 

P{=^,y,y',y")  =ii'-  (y"  -  i)'  -  W  -  i)*  =  o 
die  gegebene  Gleichung.     Nimmt  man  nun  hinzu: 

-|i;=-2(y" -!)-(/' -1)^  =  0,, 
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so  kommt 

?/'  =  0     oder    y  =  constans, 
während  die  Gleichung 

dF       .  rdF.  rrdF  n  r. 
-^—  +  y  "ä — v  y  -^—r  =  y  =  ̂ 
dx^dy^dy       ^ 

nicht  mit  den  beiden  ersten  Gleichungen  verträglich  ist. 

Die  Integralkurven  der  gegebenen  Glei-  ,        , 
chung  sind  gegeben  durch 

(i/  -  «)  =  --g-^  +  Tö"^*''  ~  ̂^ 

und  haben  in  der  That  Schnabelspitzen,  deren  Tangenten  zur  .r-Axe 
parallel  sind  (vgl.  Fig.  29). 

Die  durch  die  Gleichungen 

und 

ox        ̂     o  y  oy 

definierten  Kurven  haben  die  Eigenschaft,  daß  sie  die  Integralkurven 

der  gegebenen  Gleichung  in  denjenigen  Punkten  berüliren,  wo  y"  =  0 
ist,  d.  h.  wo  zwischen  der  Integralkurve  und  einer  Parabel,  deren 

Axe  zur  .r-Axe  parallel  ist,  eine  Oskulation  dritter  Ordnung  statt- 
findet. 

§  22.    Die  linearen  Differentialgleichungen. 

1.  Definition  und  Haupteigenschaft.  Unter  einer  linearen 

Differentialgleichung  wter  Ordnung  verstehen  wir  eine  gewöhn- 
Hche  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  zwei  Veränder- 

lichen, welche  in  der  abhängigen  Variabein  und  ihren  Differential- 
quotienten  linear  ist,  also  eine  Differentialgleichung  von  der  Form 

/ix  d  y  d^"~^)«/ 
(1)  -T-|-  +  Pi  —ri^  . . .  +  p„y  +  Pn^i  =  0 , dx  dx 

wobei  die  Funktionen  /?.  von  x  allein  abhängen. 
Homogen  nennt  man  die  Differentialgleichung,  wenn  die  Funk- 
tion Pn+i[x)  gleich  Null  ist. 
Man  kann  nun  eine  nicht  homogene  Gleichung  leicht  auf  eine 

homogene  reduzieren. 
Setzt  man  nämlich 

X  dx 
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so  ist 

also 

(2)  4I..^,^^_  J^r=o. ^  dx      ̂ "^^  dx 

Diese  abgeleitete  Gleichung  (2)  ist  nun  eine  homogene  Gleichung 

von  (n  +  l)ter  Ordnung.  Bestimmt  man  die  Integrationskonstanten, 
welche  in  den  Lösungen  der  zweiten  Gleichung  auftreten,  so  daß 

wird,  so  bekommt  man  Lösungen  der  ersten  Gleichung.  Nachdem  die 

Möglichkeit  der  Reduktion  auf  eine  homogene  Gleichung  nachge- 
wiesen ist,  wollen  wir  von  jetzt  an  nur  homogene  Gleichungen 

behandeln. 

2.  Die  vollständige  Lösung  und  die  Singularitäten.  Aus  der 

Form  der  homogenen  linearen  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

ergiebt  sich  sofort  der  Satz: 

Kennt  man  n  partikuläre  Lösungen 

zwischen  denen  keine  lineare   Relation 

(1)  'h/;  w  •••+«»/■„«  =  0 

besteht,  so  hat  die  allgemeine  Losung  die  Form. 

Der  Satz  folgt  daraus,  daß  erstens  wegen  der  homogenen  Form 

jede  Summe 
c,y,  ...  +<^3^j 

die  Differentialgleichung  erfüllt,  sobald  y^  •  •  •  y^  Lösungen  sind ;   daß 
femer  die  Funktionaldeterminante  (§  9,  5) 

dC  ̂ y       ̂ ~^y  ̂      1^1'     -^2      •■•y, 
n 

dx        ■■■       iJ'-^     ,         ̂          y^^  y^  ___y^ i>(e,...e.) 

yi'"-'',yj<'-'>---y.'"-" 

nicht  verschwindet    [Würde  sie  verschwinden,  so  bestände,  entgegen- 
gesetzt der  Voraussetzung,  eine  Relation  von  der  Form  (1).] 

Aus  dem  Umstand,  daß   die  allgemeine  Lösung  sich  aus  der 

partikulären  linear  zusammensetzt,  folgt,  daß  alle  Lösungen  die- 
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selben  singulären  Stellen  haben:  Hört  die  Entwickelung  der  Funk- 
tionen 7/^  "-Vn  ̂ ^  einer  bestimmten  Stelle  auf  zu  konvergieren,  so 

hört  auch  die  von  jeder  anderen  Lösung  y  auf,  zu  konvergieren. 

3.   Beispiele  für  Singularitäten. 
a)  Die  Gleichung 

hat  die  allgemeine  Lösung 

y  =1  c  e      *  . 

X  =  0  ist  für  alle  Integralkurven   eine  singulare  Stelle  (eine  feste 

Singularität) j    wo    gleichzeitig    auch     (-   ^j,  der  Koeffizient  von  y, 
unendlich  wird. 

b)  Die  Grleichung 

hat  die  allgemeine  Lösung 

y  =  ex , 

Hier  sind  alle  Integralkurven  regulär  in  der  ganzen  Ebene. 

c)  Die  Grleichung 

y  +  f  =  0 
hat  die  allgemeine  Lösung 

1 
y 00  *■"  Cü(\ 

Die  Funktion  wird  unendlich  für  x  =  x^.  Jede  Integralkurve  hat 
also  eine  andere  ün Stetigkeitsstelle.  (Man  nennt  daher  die  Singu- 

larität beweglich,  im  Gegensatz  zu  den  festen  Singularitäten 
bei  linearen  homogenen  Differentialgleichungen.) 

4.  Die  LAPLACE'sche  Transformation.  Bei  denjenigen  linearen 
homogenen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  deren  Koeffi- 

zienten rationale  Funktionen  von  x  sind,  kann  man  oft  mit  Vorteil 
die  LAPLACE'sche  Transformation  anwenden. 

Zunächst  kann  man  die  Differentialgleichung  in  der  Form 
schreiben 

Po{^)~-~  +  PA^)-^-\'-'  +  P  (•^•)-y  =  o, 

wo  die  P.  ganze  Funktionen  /i'ten  Grades  von  x  sind. 
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Jetzt  wird  nun  an  Stelle  von  y  die  abhängige  Veränderliche  x 
eingeführt  durch  die  Formel 

ß 

Die  Bestimmung  der  Funktion  F  und  der  Grenzen  a  und  ß 

behalten  wir  uns  noch  vor  und  schreiben  zuerst  die  LAPLACE'sciie 
Transformierte  der  gegebenen  Differentialgleichung  hin. 

In  der  gegebenen  Differentialgleichung  treten  lauter  Glieder  von 
folgender  Form  auf. 

c     xP  -^^ . 

welche  übergehen  in 
ß 

Cp^xP  jz^r[z)e'^dz. a 

Das  bestimmte  Integral  kann  man  nun  zerlegen  nach  der  Formel: 
ß 

df     d^-^(p J  dx^  L  dz^ 
ß 

d^-^f{x) 
dPfix) 

+  -...  +  (_l).-i^(z)^^^      +(_1)P      cp{z)^'--^.dz. dx^        \a  j  dx^ 
a 

Nun  ist 

^.p^x_  ̂
 

dxP 

und  demna
ch: 

JV(.) 

'Z'^xP  e^^dz 

dx^        '  '    \        /        ̂ ^p_l  V         / 
ß 

+  i-iy     e^'^^ä.. 

Indem  man  nun  jedes  einzelne  Glied 

c     xP   ^ 
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in  dieser  Weise  transformiert,   erhält  die   Differentialgleichung  die 
Form 

+ 
=  0. 

Dabei  ist  die  eckige  Klammer  eine  Zusammenfassung  von  den 

verschiedenen  eckigen  Klammern,  welche  bei  den  einzelnen  Gliedern 

c    xP   —  auftreten;  die  Konstanten  c„    bedeuten  die  in  den  Poly- pm  im  '  pm  «^ 

nomen 

auftretenden  Koeffizienten. 

Soll  nun  die  Differentialgleichung  erfüllt  werden,  so  kann  man 

dies  erreichen,  indem  man  die  Summe,  welche  unter  dem  Integral- 

zeichen als  Faktor  von  e^^  auftritt,  gleich  Null  setzt.  Man  hat 
dann  nur  noch  a  und  ß  so  zu  bestimmen,  daß  auch  die  eckige 
Klammer  verschwindet. 

Durch  dieses  Verfahren  verwandelt  sich  die  gegebene  Differential- 
gleichung nter  Ordnung,  bei  welcher  n  der  höchste  Grad  ist,  in 

welchem  x  vorkommt,  in  eine  Differentialgleichung  nter  Ordnung  für  V, 
bei  der  dann  n  der  höchste   Grad  ist,  in  dem  z  vorkommt. 

5.  Der  Fall  linearer  Koeffizienten.  Sind  im  speziellen  die 

Koeffizienten  linear  in  x,  so  bekommt  man  eine  lineare  Differential- 
gleichung erster  Ordnung,  welche  sich  nach  (§  11,  4)  integrieren  läßt. 

Wir  wollen  diesen  Fall  nun  genauer  durchführen.  Gegeben  sei 

also  die  Gleichung 

K  ̂ + *o)  4'-^ + («1  ̂ + *i)  -j^  •  •  • + f"«-^' + *J = ^  • 
d  X  d  X 

Hier  ist  zu  substituieren: 

y    =  lV[z)e''^  dz, 
a 

ß 

yW  =  Cz'^  F{z)e'''^dz, 
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xy    = 
r{z)  e' 

—       & dV     . 

xy 

(«)  = 

V[z)  ̂"  e' 

p 

—  /  e^^  — ^   -dz  . 
a        J  ,  dz 

Durch  diese  Substitution  erhält  man 

ß 

4-   /  e^^ a.^^^...-a^^+b^V[z).zn.,.+bJ\z)\dz=^0. dz 

«  dz 

Hier  hat  man  also  eine  Hilfsgleichung  von  der  Form 

-^P(z)+F§(z)  =  0, 

WO  P  und  Q  vom  wten  Grad  sind. 

Diese  Gleichung  kann  man  auch  so  schreiben: 

d\ogV  0(x)        .     .        A,  L ^(-)=A,  +  -^il-  + + 
dz  Pi^)  "^    '     z  —  a^  z  —  a^ 

indem  wir  die  rationale  Funktion  in  Partialbrüche  zerlegen.  Sind 

nun  erstens  in  P{z)  nur  lauter  lineare  Faktoren  enthalten  —  hat 

also  P{z)  =  0  keine  mehrfachen  Wurzeln  — ,  so  bekommt  man 

V{z)  =  e^o^  (2  _  c({)^i{z  —  a^Y^ . . .  {z  —  a^K . 

Nimmt  man  jetzt  noch  für  «  und /? irgend  zwei  verschiedene  Wurzeln 

a^  und  u^  der  Gleichung 

und  sind  die  1  alle  positiv,  so  verschwindet  auch  die  eckige  Klammer 

und  man  erhält  als  Lösung  der  gegebenen  Differentialgleichung 

y  =  l  V[z)e'^^  dx. 

Indem  man  für  a^  und  c/^  ein  anderes  Paar  von  Wurzeln  nimmt, 
erhält  man  eine  andere  partikuläre  Lösung. 

6.   Die  BESSEi'schen  Funktionen.   Als  Beispiel  dieser  Klasse  von 
Differentialgleichungen  wählen  wir  die  folgende: 

d^y     ,    et       dy    ,  ^ 
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Dann  erhält  man  für  V  die  Gleichung: 

d{Vx^)       dV    .   ̂       j^,  .         ̂    V —   1   \-  2  m  y(z)z  =  0 
dx  d%  ^  ' 

oder 

dlogF  _  2^(m-  X)  _   d  log  (1  +  ̂ T"^ 
d%  1  .+•  ̂ ^  d% 

d.  h.  es  wird 

V  verschwindet  für  z  =  +2.     Demnach  kommt,  wenn  wir  ß  =  +2, 
a  —  —  i  setzen,  schließlich 

+  i 

—  i 

Setzt  man  noch 

so  kommt 

+  1 

Z  =  IZ^, 

1/.  ==  i c  l  {l  —  2'^^)"^-^  (cosr^  X  +  isinz^  x)dz . 
- 1 

Demnach  hat  man  schließlich  die  folgenden  reellen  Lösungen 

+  1 
y^  =  \  [^  —  z^Y^-^  cos  zxdx 

- 1 

und 

+  1 !/2 

=  1(1  —  z^)'^-'^  sin  z  X  d X . 

- 1 

Man  erhält  diese  reellen  Lösungen  aus  der  soeben  hingeschriebenen 

imaginären  Lösung  ?/.,  indem  man  einmal 

und  dann 

bildet.     Die  allgemeine  Lösung  hat  dann  schließlich  die  Form 

y  =  ̂ 1^1 +  ̂2^2- 

7.  Die  linearen  Gleichungen  mit  konstanten  Koeffizienten.  Man 

kann  auch  mit  einer  kleinen  Abänderung  das  LAPLACE'sche  Ver- 
fahren anwenden  auf  die  linearen  Differentialgleichungen  mit  kon- 
stanten Koeffizienten.  _ 
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Die  LAPiiACE'sche  Transformierte  der  Gleichung 

lautet  eiofach 
ß 

0  =   r  Fe«*  {a^  2"  +  flj  z*-i ...  +  a^dz. 
a 

Hier  darf  man  nun  nicht  einfach  F  =  0  setzen,  denn  man  käme  auf 

die  triviale  Lösung 

y  =  o. 
Man  kann  aber  das  Integral  zum  Verschwinden  bringen,  indem 

man  es  in  der  komplexen  z-Ebene  über  einen  geschlossenen  Weg 

erstreckt,  längs  dessen   T  nicht  überall  verschwindet.^ 
Wir  wählen  nun  die  Funktion  V  in  folgender  Weise.  Ist  a 

eine  /»-fache  Wurzel  der  sog.  charakteristischen  Gleichung 

f(z)  =  flo  z»  +  Oj  z«-^ . . .  +  a„  =  0 , so  setzen  wir 

F{z)  =  — ^   +       ̂"-^   ,  +  7-^^—  +  G{z). 

Erstrecken  wir  jetzt  das  Integral 

ff{z)r{z)e''dz auf  der  Peripherie   eines  Kreises,   dessen  Mittelpunkt  der  Punkt  a 

ist,  so  ergiebt  sich  der  Wert  Null,  da  der  Integrand  innerhalb  des 
Kreises  sich  regulär  verhält. 

Das  Integral 

y  =  f  F(z)e'^dz 
   t- hat  dann  den  Wert 

wofür  wir  auch  schreiben  können: 

Wir  haben  also  schließlich  das  Resultat: 

Ist  z  =  ci   eine  p- fache   Wurzel  der   charakteristischen   Gleuihung 

«0  z«  -h  öl  2^-^ . .  -}-  a„  =  0 , so  ist 

y  =  Cq  e°*  4-  Cj  X  c«^ . . .  H- c^_i  xP-i  ««* 

*  BuRCKHABDT,  Analytische  Funktionen,  §  35,  p.  96  fT. 
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eine  Lösung  der  Differentialgleichung 

Die  Konstanten  c^. .  .Cp^i  sind  ganz  willkürlich. 

Hat  nun  die  charakteristische  Gleichung  z.  B.  lauter  verschiedene 

Wurzeln,  so  lautet  die  allgemeine  Lösung 

z/  =  Cj  e«i^  +  ̂ 2  e"«  ="...  +  c^  e^'n^. 

§  23.    Der  JACOBi'sche  Multiplikator. 

1.  Definition  des  Multiplikators.  Ahnlich  wie  bei  den  Diffe- 
rentialgleichungen erster  Ordnung  zwischen  zwei  Veränderlichen  der 

EuLER'sche  Multiplikator  (§  11),  dient  bei  einem  System  von  Diffe- 
rentialgleichungen erster  Ordnung  zwischen  drei  Veränderlichen: 

{\\  ^  ~  JJ^ili^         ̂   =   Z{x,y,z) 
^  '  dx        X{Xyy,%)^         dx        X{x^y,x) 

der  JACOBi'sche  Multiplikator  dazu,  die  Integration  zu  erleichtem. 

Der  JACOBi'sche  Multiplikator  wird  definiert  durch  die  folgende 
Differentialgleichung : 

d{MX)       d{MY)        djMZ)  ̂   ̂ 

dx      '^      dy      ̂      dx 
wofür  man  auch  schreiben  kann: 

^eiog^     yaiogjf     ̂ aiogj/  ,sxsys^^^^^ 
d  X  d  y  d  X  dx        dy        d  % 

Jede  Funktion  M{x,y,z),  welche  diese  partielle  Differentialgleichung 
erfüllt,  nennt  man  einen  Multiplikator  des  Systems  (1)  (oder  der  nach 
§  4,  3  äquivalenten  Gleichung: 

(2)  «.(/•)  =  x|^  +  r|^  +  ̂ |Z  =  o). 

2.  Der  Multiplikator  und  die  Lösungen.  Der  JACOBi'sche  Multi- 

plikator hat  ganz  ähnliche  Eigenschaften  wie  der  EuLEE'sche  (vgl. 
§  11,^1).^ 

Es  gilt  nämlich  erstens  der  folgende  Satz: 

Multipliziert  man  einen  Multiplikator  M  mit  einer  Losung  f  der 

partiellen  Differentialgleichung  (2),  so  ist  das  Produkt  wieder  ein  Multi- 
plikator. 
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Denn  es  ist  dann 

^  d\ogMf    .    ̂ rdlogMf    ,    y  dlogMf  ̂     dX       8Y  ̂     dZ 
037  o«/  o  X  o  X        dy        d% 

^  jf_öioglf_        j  dlogM         ̂     dlogM      ,    öX       ö^       ÖZ 

"  007  ö  2/  ö  ;t  dx        dy        dx 

/"yöic  d  y  d  x 

in  diesem  Ausdruck  verschwindet  die  erste  Zeile,  weil  M  ein  Multi- 

plikator ist,  die  zweite,  weil  f  eine  Lösung  von  (2)  ist,  also  ver- 
schwindet der  ganze  Ausdruck  und 

M^  =  Mf 

ist  wieder  ein  Multiplikator. 
Dieser  Satz  läßt  sich  auch  umkehren:  Der  Quotient  zweier 

Multiplikatoren  ist  notwendig  eine  Losung  der  Gleichung  (2), 

Sind  nämlich  M^  und  M^  zwei  Multiplikatoren,  so  ist 

-^  d\ogM^  Y  dlogM^         ̂    dlogM, 
d  X  d  y  d  X 

__  -^  ölogM^    _  y  dlogM^    _^  ̂    6  log  M^    _  ̂  
d  X  d  y  d  X 

Demnach  ist  log^rp  und  also  auch  -~-  selbst  eine  Lösung. 

3.  Der  letzte  Multiplikator.  Kennt  man  von  der  Gleichung  (2) 
eine  Lösung 

so  kann  man  mit  Hilfe  derselben  das  Problem  der  Integration  von  (2) 
vereinfachen. 

Führt  man  nämlich  etwa  an  Stelle  von  z  die  neue  Variable  / 

ein  und  deutet  diese  Substitution  durch  einen  horizontalen  Strich  an, 

so  geht  die  Difterentialgleichung  über  in 

d  X  dy 

Sie  ist  also  in  ein  Problem  mit  weniger  Variabein  übergeführt.  Da- 
bei besteht  der  folgende  Satz: 
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Ist  M  ein  Mnltiplikator  der  gegebenen  Gleichung,  so  ist  ein  Multi- 
plikator der  transformierten   Gleichung  definiert  durch 

d  % 

Um  diese  Behauptung  zu  beweisen,   muß   gezeigt  werden,   daß 

die  (rleichung 

j^iogi^     ygiogy  ,  öÄ  +  AI  =  0 bx  d  y  d  X  d  y 
erfüllt  ist. 

Es  gelingt  dies  mit  Hilfe  der  beiden  Gleichungen 

^du         T^rdu        rr  d  u       d  X     d  q)        d  Y     dcp         BZ     dcp        p. 
ox  oy  ox        0%     ox        dz     oy        o%      ox 

(hier  ist  u  =  -^  gesetzt)  und 

T^log^     ,      yÖl0g_M     ,      ̂ aiogilf     ,     aX    ,     bY    .     BZ         ̂  
^~ö^~+  ̂ "T7"+    ~ö^~"^  ö^"^  öi"^ä¥^    ' 

von   denen   die   erste    aus    W'[(f)  =  0    durch  Differentiation    nach  z 
folgt,  die  zweite  besagt,  daß  M  ein  Multiplikator  ist. 

Multipliziert  man   die   erste   Gleichung  mit  —  und   subtrahiert 
sie  von  der  zweiten,  so  kommt: 

j^BlogN        yBlogN       ̂ BlogN    ,    SX       BY       BZ_ 
d  X  B  y  B  X  Bx        B  y        B  x 

u  \B  X     Bx        Bx     By        Bx     Bx) 

Hierfür  kann  man  auch  schreiben: 

B  X  B  y  B  X         B  y 

y^BXogN      B  (p  ^BlogN     B  q)     .    ̂ B\ogN     B  cp 
o  Y          B  X  Bf          B  y                Bf         Bx 

BX     B_q_,BY_  B^,BZ_     Bjp^ 
By      Bx         Bf  By         Bf      Bx 

u  \B  X.      B  x         B  X      B  y         B  x      B  x  j 

In  diesem  Ausdruck   verschwindet    die    zweite    Zeile,    weil    (p    eine 
Lösung  ist,  die  weiteren  Ausdrücke  heben  sich  fort,  weil 

Bx         Bf'^'  Bx~By"^'         ~B^~~By"^ 
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ist.     Demnach  bleibt  noch  übrig 

j^M  +  r^M  +  4^  +  4^=  0. o  X  0  y  ox  dy 

iV  ist  also  in  der  That  ein  Multiplikator  der  übrig  bleibenden 
Gleichung,  was  zu  beweisen  war. 

Man  nennt  N  auch  den  letzten  Multiplikator,  und  den  Satz 

das  Prinzip  des  letzten  Multiplikators,  weil  für  die  übrig- 
bleibende (letzte)  Gleichung  sich  ein  Multiplikator  ergiebt. 

4.    Beispiel.     Gegeben  sei  die  Gleichung 

W[f)  =  (y  +  xz)^+yz^  ̂   z^  ̂   =  c . ^'  ̂       ̂ •^  '  äx       ̂       dy  d X 

Die  Gleichung  zur  Bestimmung  des  Multiplikators  lautet  hier: 

r(logJf)  +  z  +  z  -2z  =  0. 

Hieraus  folgt,  daß  M  =  \  ein  Multiplikator  ist. 
Ferner  ist 

(f  ̂ yz 
eine  Lösung,  denn  es  ist 

W[y  2;)  =  (y  -f  o:  z) .  0  H-  y  2:^  —  3/  z^  =  0. 
Führt  man  nun  die  Variable  /  ein  durch  die  Substitution 

z  —  -^ dann  erhält  man  die  Gleichung 

(y  + 

xv\     d  f  d  f       r\ 
ox  0  y 

Hiervon  muß  nun 

y 

ein  Multiplikator  sein;  demnach  muß  (§  11,  1) 

ein  vollständiges  Differential  sein. 
In  der  That  ist  auch  (vgl.  §  5,  2) 

\y}  ̂   _  JL_^  _J    y 
d  y  y^  d  X 

Es  ist  also  noch  das  vollständige  Differential 
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zu  integrieren.     Dabei  ergiebt  sich  (§  5,  2),  wenn  man  die  Anfangs- 
werte von  X  bez.  von  y  gleich  Null  setzt: 

y 

f{^,,)='f+  [-i-'f  +  ̂ ^)ä. 
1 

Yx 
y       ̂  

Demnach 
 
ist 

eine  Lösung,  was  man  auch  leicht  bestätigen  kann. 

Bestimmt  man  dann  aus  den  beiden  Gleichungen 

ZI/  =  c. 

zx  —  y  =.  c„ 

1  ' y  und  z  als  Funktionen  von  x,  so  erhält  man  die  Lösungen 

z  = 
des  Systems: 

2 ^  ]/1  + 

X  Cj  , 

^2 

2 +  l/f  + 

X  c^ 

dy 
X 

yz 

dx 
dz 

y  +  x-x,  ' dx  y  +  XX 

§  24.  Die  singulären  Punkte. 

1.  Definition  der  singulären  Punkte.  Wir  wollen  uns  jetzt,  ent- 
sprechend dem  in  §  19  behandelten  Problem,  die  Aufgabe  stellen, 

zu  untersuchen,  wie  die  Integralkurven  des  Systems 

/ . V  dz    _   a^x  +  b^y  +  c^z         dy^  _    a^x  -h  b^y  +  c^z 

^  dx   ~    a^x  +  b^y  +  CiZ  ̂       dx  a^x  +  b^y  +  CiZ 

in  der  Umgebung  des  singulären  Punktes 

X  =  y  =  z  =  0 

verlaufen.   Dieser  Punkt  ist  singulär,  weil  die  Werte  der  Differential- 
quotienten unbestimmt  werden. 

Ltebmakn,  Differentialgleichungen.  ^ 
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Dabei   dürten   wir    von   vornherein   die   Vuraussetzung   machen, 
daß  die  Determinante 

«j      b^      Cj 

«2     K     ̂3 
a.^  h^  Cg 

von    Null    verschieden    ist.      Würde    sie    nämlich    verschwinden,    so 
könnte  man  an  Stelle  von  z  die  neue  Variable 

z^  =  a  X  -{-  ß  y  -{-  y  z 

einführen,  welche  die  Eigenschaft  hat,  daß 

dx  («1  x  4-  ̂1  2/  4-  f'i  ̂ ) 

verschwindet,  denn  man  kann  dann  die  Gleichungen 

a^a  -{-  (i._^ß  -{■  a^y  =  0, 

c^a  +  c^ß  +  ̂ 3  y  =  0 

durch  Größen  befriedigen,  welche  nicht  verschwinden. 

Durch  Einführung  von  z^  würden  aber  die  Gleichungen  einfach 
die  Form 

d^i  _  0  ̂ y  _  ̂ h' ̂   +  K y  +  c^' %i 
dx  '         dx         a^^' X  +  b^' y  +  Ci  Xi 

erhalten,  sich  also,  da  z^  zufolge  der  ersten  Gleichung  konstant  ist, 
auf  ein  Problem  in  zwei  Veränderlichen  reduzieren,  das  bereits  in 

§19  behandelt  ist. 
2.  Die  Normalform.  Wir  stellen  uns  jetzt  die  Aufgabe,  durch 

eine  lineare  homogene  Transformation  neue  Veränderliche  einzu- 
führen, 

.T^  =  «j  .r  +  A  ;/  +  71  z, 

z^=a^x  +  ß,^y  -{-y^z, 

vermöge  deren  die  Gleichungen  die  Form 

dxi         Ag  %  dy-i         h,  yi 

dxi 

annehmen. 

A,  a;, 

dxi 

/j  a^j 
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Die   dem  System  (1)   äquivalente  partielle  Differentialgleichung 
muß  dann  die  Form  annehmen 

Demnach  muß  die  folgende  Identität  bestehen: 

d  f 

+  Ö7  '^2K  ̂   +  ̂y  +  ̂1  ̂)  +  ft  («2^  +  ̂2^  +  ̂'2  -)  +  r2K^'+  ̂ 3^ +  ̂3^)1' 

+    ̂ -  KK-^  +  ̂iV  +  ̂1^)  +  ÄK^'  +  ̂2.'/  +  V)  +r3(«3^+  ̂ 3^ +  ̂3^)1- 

Hieraus  ergeben  sich  drei  Systeme  von  je  drei  Gleichungen,  von 
denen  das  erste  lautet 

«1  («1  -  -^-i)  +  A  «2  +  J^i  «3  =  ö ' 

«1  ̂1  +.ft  ̂ 2  +  r^  (C3  -\)  =  {). 

Ganz  ähnliche  Gleichungen,  in  denen  nur  l.^  und  A3  an  Stelle  von  X^ 

steht,  bekommt  man  für  a^,  ß^,  y^  und  a^y  ß^,  y^.  Hieraus  folgt  zu- 
nächst, daß  alle  drei  Größen  X  die  Gleichung 

(3) «1  - 

i 

«2 

«3 

K 

K~i 

^3 

^1 

^2 

C3  -  X 

i>  (A)  =  0 

erfüllen  müssen.  Hat  diese  Gleichung  drei  verschiedene  Wurzeln, 

so  kann  man,  indem  man  für  A^,  X^  und  A3  diese  drei  Wurzeln  nimmt, 

die  «p  /9j.,  y  ̂  so  bestimmen,  daß  die  Determinante 

^1   ßi    n 

«2      ß2       72 

nicht  verschwindet.^ 

cc. ßs    rs 

^  Vgl.  Anhang  I. 
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Durch  diese  Substitution  erhält  man  also  die  Form 

dx   dy    dc>i 
Xx       ̂ y        vx 

Wir  wollen  die  Integralkurven  nun  geometrisch  untersuchen. 
3.  Reelle  (von  einander  verschiedene)  Wurzeln.  Zunächst  haben 

wir  also  drei  verschiedene  reelle  Wurzeln,  welche  sämtUch  positiv 
sein  mögen,  und  es  sei: 

l  <  pi  <v. 

Setzen  wir  ̂   =  ß,  ̂   =  y,    dann    sind    die  Integralkurven    gegeben 

durch  die  Gleichungen 

y  =  b  x^ , 
z  =  cxf. 

Alle  diese  Integralkurven  enthalten  den  Koordinatenanfang 
und  berühren  die  :c-Axe.  Jede  Kurve  verläuft  vom  Koordinaten- 

anfang an  immer  in  demselben  Oktanten,  ferner  befinden  sich  die 
ebenen  Kurven 

y  =  0 ,       z  —  cxy 
und 

2  =  0,      y^bijß 

unter  diesen  Integralkurven,  ebenso  die  ar-Axe. 
Zu  allen  diesen  Integralkurven  treten  dann  noch  die  folgenden, 

ebenfalls  durch  den  Koordinatenanfang  gehenden  hinzu: 

L 
z  =  cyy  , 

welche  in  der  y2:-Ebene  gelegen  sind  und  die  y-Axe  berühren  (vgl. 
Fig.  18).  Alle  diese  Kurven  berühren  sich  gegenseitig  und  stehen 
auf  den  zuerst  besprochenen  Kurven  senkrecht. 

Endlich  ist  die  ̂ -Axe  selbst  auch  eine  (isolierte)  Integralkurve. 
Charakteristisch  ist,  daß  alle  Kurven  den  Koordinatenanfang 

enthalten  und  dort  eine  von  drei  bestimmten  Geraden  berühren. 

Die  z-Axe  wird  nur  von  x  =  0,  y  =  0  selbst  berührt,  die  y-Axe  von 

allen  in  der  y  z-Ebene  gelegenen  Kurven,  die  :r-Axe  von  allen  übrigen 
Integralkurven.  — 

Haben  die  Wurzeln  verschiedene  Vorzeichen,  so  können  wir 

folgende  Größen  Verhältnisse  annehmen:  A  und  fi  sind  positiv  und  v 

negativ,  ferner  ist  fi  größer  als  L  (Dies  kann  man,  sobald  unter 

den  drei  Wurzeln  Ap  l^  ̂ ^^  ̂ 3  ̂iwei  dasselbe  Zeichen  haben,  durch 
Änderung  des  Koordinatensystems  sofort  erreichen.) 
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Die  Integralkurven   sind   dann  gegeben  durch   die  Gleichungen 

,j  =  bxß,      (/?=!). 

z  =  cx-y,      (r=-~ 

diejenigen  Integralkurven,  welche  in  der  :cy-Ebene  gelegen  sind, 
verlaufen  also  genau  wie  in  Fig.  18,  die,  welche  in  der  y  2: -Ebene 
liegen,  und  die,  welche  in  der  2:;r-Ebene  liegen,  geben  das  in  Fig.  19 
gezeichnete  Bild.  (Die  Axen  und  die  in  der  xy-Wa^ne,  gelegenen 
Kurven  sind  die  einzigen  Integralkurven,  welche  den  Koordinaten- 

anfang enthalten.) 

Alle  übrigen  Integralkurven  haben  die  z-Axe  zur  Asymptote 
und  nähern  sich  andererseits  der  a;y-Ebene,  ohne  sie  übrigens  je 
zu  berühren. 

4.  Konjugiert  imaginäre  Wurzeln.  Hat  die  charakteristische 
Gleichung  für  ̂   eine  reelle  und  zwei  konjugiert  imaginäre  Wurzeln, 
so  haben  wir  die  folgende  Form: 

dy    _  ia  +  ib)y         dz       % 
dx         {a  —  ih)x         dx         {a  —  ib)x 

Damit  diese  Gleichung  reell  wird,  führen  wir  ein 

x^  =  X  •\-iy, 

Vi  =  K^  -  ̂y)  =  y  +  ̂^ und  bekommen: dy 

dyi  dx        {a  +  ib)y  +  {a  —  ib)  ix       a  y^  -{■  b x^ 
dx^  .dy  {a  —  ib)x  +  i{a  +  ib)y  ax^  —  b  y^ 

1  +  *-j — dx 

Die  Integralkurven  haben  die  Gleichung 
a 

Q  =  Ce° (wo  x^  —  Qcoscp,  ?/j  =  (>  sin  ̂   gesetzt  ist). 
Berechnet  man  nun  noch  z,  so  erhält  man  aus  den  Differential- 

gleichungen 

z  =  c^'  e^  , 

Die  beiden  Gleichungen  zusammen  lehren,  daß  die  Integralkurven 
schraubenähnlich  gewunden  sind;  sie  sind  ferner  auf  Rotations- 

flächen gelegen,  welche  die  z-Axe  als  Rotationsaxe  haben. 
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Die  Gleichung  einer  solchen  Rotationsfläche  ist 

Q  =  c^z°-  (wo  c^  —  C'  c7"  ist). 

Die    Rotationsflächen    haben    entweder   im    Koordinatenanfang    eine 

Spitze  (wenn  0  <  —  <  1],  oder  sie  berühren  die  a;y-Ebene  (—  >  H 

oder  sie  sind  Kegel  [a  =  1),  oder  sie  enthalten  den  Koordinaten- 

anfang garnicht;  die  ary-Ebene  ist  dann  eine  asymptotische  Tangential- 
ebene (a  <  0).  Für  a  =  0  erhält  man  auf  Cylindern  gelegene  Kurven, 

welche  in  immer  engeren  Windungen  nach  der  ̂ y-Ebene  hin  ver- 
laufen. 

In  der  ary-Ebene  liegen  ebenfalls  Integralkurven,  welche  ent- 
weder {a  ̂   0)  logarithmische  Spiralen  oder  {a  =  0)  Kreise  sind. 

kz-axe A  z-cucc 

y-CLxe Tf-CLOÜO 

j:,-(ixe. 

Fig.  30. Fig.  31. I 
Diese  Integralkurven  (für  a  =  0  Fig.  30,  für  a=\  Fig.  3i; 

werden  durch  vorstehende  Figuren  veranschaulicht.  In  allen  dieser 

Fällen  gehört  die  z-Axe  mit  zu  den  Integralkurven. 

5.  Zwei  gleiche  Wurzeln.  Sind  unter  den  Wurzeln  der  Glei- 
chung dritten  Grades  (3)  zwei  gleiche,  so  kann  man  zunächst  dem 

System  (1)  durch  eine  Transformation  mit  nicht  verschwindende! 
Determinante  die  Form  geben 

dy         ay  dx         x  +  a^x  +  b^y 
     =:       ,  _      =s      , 
dx  X  dx  X 

die  sich  nun  weiter  reduzieren  läßt.     Ist  a^  von  Null   verschieden 
so  erhält  man,  indem  man  setzt: 

Z^=^  X  '\- 

^8  .         ̂  

«8  (1   -   «) 

die  folgende  Form: 

dy  ̂   ay dx         X 
dxi  Xi  +  X 
dx  X 
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Schreibt  man  für  z^  wieder  z,  so  bekommt  man  die  folgenden  Inte- 
gralkurven : 

y  =  cx^, 
z  =  x{c^  -f  log^). 

Die  Projektionen  dieser  Kurven  sind  also  auf  der  y;r- Ebene  durch 
Fig.  18  oder  19,  je  nachdem  a  positiv  oder  negativ  ist,  gegeben,  die 

auf  die  .rz-Ebene  durch  Fig.  22.  — 

Ist  dagegen  a^  =  0,  so  kann  man  durch  die  Substitution 

die  Normalform  erhalten 

dy         ay  dx^  %^ 
dx  X  dx  X 

Hier  sind  nun  alle  Integralkurven  in  Ebenen  gelegen,  welche  die 

i/'Axe  enthalten.  In  jeder  dieser  Ebenen  haben  wir  dann  Integral- 
kurven, welche  den  Fig.  18  bez.  19  entsprechen. 

6.  Drei  gleiche  Wurzeln.  Sind  alle  drei  Wurzeln  gleich,  so 
kann  man  zuerst  durch  eine  reguläre  Transformation  eine  der  beiden 
folgenden  Normalformen  erreichen: 

dy  _  y  +  X  dx    x  -{•  ax  +  by 
dx  X  dx  X 

oder 

dy       y  dx         x  +  a  x  -\-  b  y 
dx         x  dx  X 

Aus  der  ersten  erhält  man  weiter,  wenn  h  von  Null  verschieden  ist, 

dy     y  +  X  dx     X  -\-  y 
dx  X  dx  X 

oder,  wenn  b  gleich  Null  ist, 

dy    y  +  X  dx    x  +  x 
dx  X  dx  X 

woraus  durch  die  Substitution  y^=y  —  z  hervorgeht 

dy^         y^  dx      x  -^  x 
dx  X    '  dx  X 

Aus  der  zweiten  erhält  man  entweder 

<i  y      y  dx      x  -^  x 

dx         X  dx  X     ̂ oder 

dy  _  y  dx      X 
dx        X  '         dx        X 
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Demnach  haben  wir  endhch,  wenn  alle  drei  Wurzeln  gleich  sind, 
die  Normalformen 

/        ,         V  dy        y  +  X  d'Pi        y  ■\-  % 
(erstens)  — ^  =  ̂    ,       — —  =  ̂ ^  '  dx  X  dx  X 

mit  den  Integralkurven 

y  =  x[c  -\-  loga;),        z  =  x[c^-\-  clog^  +  |(log.if )  , 

welche  durch   den  Koordinatenanfang  gehen  und  die  ̂ •-Axe  in  ihm 
berühren,   die  in  diesem  Falle   die  einzige   ebene  Integralkurve  ist; 

(zweitens) 

mit  den  Integralkurven 

dy 

dx 

m 

y 

y 

—  > 

X 

=     ex  y 

dx 
dx 

% 

+  0L 

X 

Z   : 

=     ̂ K 

+  log^ 

x), 

» 

welche  in  Ebenen  gelegen  sind,  die  die  z-Kxq  enthalten  und  dort 

verlaufen,  wie  dies  Fig.  22  angiebt.  Auch  hier  ist  die  ̂ ^-Axe  die 
einzige  geradlinige  Integralkurve; 

(drittens)  ^^^,       ̂   =  ̂  dx         x  dx         X 

giebt  die  geraden  Linien  durch  den  Koordinatenanfang. 

§  25.    Die  vollständigen  Systeme. 

1.   Eingliedrige  Flächenscharen.    Aus  der  Gleichung  einer  ein 
gliedrigen  Flächenschar 

f{x,y,z)  =  c bekommt  man  durch  Differentiation  die  beiden  Gleichungen 

und 
d  X       d  X    dx 

^  _}_  ̂.^  =  0. 
d  y       dx    dy 

I 

Umgekehrt  bestimmen  die  beiden  in  —-,  ~  und  ̂   linearen,  homo- 
ax    dy  dx  ' 

genen,  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  die  Flächen- 
schar 

f{x,i/,z)  =  constans. 
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Wir  wollen  allgemeio  zwei  solche  Gleichungen 

dann  ein  vollständiges  System  nennen,  wenn  sie  zusammen  eine 
eingliedrige  Flächenschar  bestimmen. 

Zwei  Gleichungen  W^f  =  0  und  W^f=0  bilden  nicht  immer 
ein  vollständiges  System,  wie  das  folgende  Beispiel  lehrt: 

0  y  o  X 

US  der  ersten  Gleichung  würde  folgen 
dx  _  ̂  

T^  ~    ' aus  der  zweiten 
d  X 

dy 

und  diese  beiden  Gleichungen  widersprechen  sich. 

2.  Die  Bedingung  des  vollständigen  Systems.  Damit  zwei 

Gleichungen  (^j/"=0  und  W^f==0)  ein  vollständiges  System  bilden, 
ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  die  aus  ihnen  berechneten  Werte 

für  ̂   und  ̂   die  Forderung 
d'x            d^x 

dxdy  ~   dydx erfüllen. 

Berechnen  wir  zunächst  ̂ —  und  ̂ r— ,  so  kommt dxdy 

dx          Y^Z^  -  Y^Z^            dx        X^Z^-  X^  Z^ 

dx        X,Y,-Y,X,'        dy~  X,  Y,  -Y,X,' 

wofür  wir  zur  Abkürzung  setzen  wollen 

d  X              tt           d  X             ß 

dx              Y  '        dx             Y 

Hieraus  bekommt  man  nun  die  Forderung 

d'x             1       r/       da        da     ß\                /dy        dy 

dxdy         f'\[       dy'^  dx'  y)^  '^  ̂[dy       dx' 

-91 

_     d^x     _     1       r/       dß       dß    c.\               /dy        dy 

dydx          y^     \[       dx^  dx'  yj^  ̂   ̂\dx        dx' 

7)1 
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oder 

-(S-ig+^d-r-Mh^ei-l-;/^«- 
WenB  also  diese  Fordemng  oiföDt  ist,  in  d»*  die  Grofioi  a,  ß  und  7 
die  Bedentiii^ii  labai 

-  =  T  r  —  r  T 
*  1     a  !     2 ' 

dam  Idden  die  gcgebeiHai  GladftBiigeB   em   Triktäadiges  Sjslem. 
Die  gefnideiie  Bedingnog  kann  man  nodi  aaf  die  Form  bang»i 

3.  lalegTaliMHKethade.     Wenn  die  Gl^cknagen 

jrj/-=0    md     iT^/^O 

ein  KiOstlBdigeB  %alBaa  büdeai,  so  mlcfadirädel  sidi  dm-  Ansdmek 

mdx  -^  ßdff  -{-jdz 

mar  dan^  eiaea  Faktor  ¥«a  dem  wolirtindigea  Dilüiiraliil  iron  ̂ i 

Die  laii^nliQB  fifil  aick  aaf  da  ProhleBi  ia  zvei  Yoraadnüdi^^l 
ledaiiaca  darck  folgeade  Ubedegm^:  SiAmeidei  man  dio  lat^rai- 
Hirtra  mit  dem  Ebeaea  eiaer  Schar  (z.  R  den  Ebeaan  5  =  ex\  ao 
oiiilft  amoa  dia  Kanea,  ipsklie  dardi  die  61eidiai^ 

bestimmt  aeidea,  abo  daidt  eine  Glödiaag  enler  Qrdaaa^  in  zwei 
Yanabdn. 

Man  iKaackt  nan  nar  diese  61ei<:^aag  za  integneran,  am  alle 
latopFaDiaiwim  aa  baaüauMa;  dean  maa  eridit  die  lalepcali&dien, 
lade»  maa  alle  ̂ «m  einem  Paakt  der  Axe  jenes  Ebeaeabisdiels 

(der  r-Axe)  ■aiyhiadfa  Karten,  vele^  ia  den  YendäedeBai  Ebenen 

Ikfttia,  laHimmfiafifll,  d.  h.  indem  amn  in  der  Gkidbaag  da*  Knrmi 

Ab  föSfie  c  wieder  ersetzt  davck  ikrea  Wert  — 

4.  iMiiiil      Die 

Bf  z      &f       9f 

ex 
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bilden  ein  vollständiges  System,  denn  die  drei  Größen 

y  X  —  %x 

erfüllen  die  Bedingung 
'^         ̂  '       '  X  —  y 

^  [ßy  -dll^'^[Fl-Fx)-^^[d^-^yl-^' 
Wendet  man  auf  den  Ausdruck 

xdx-\-ydy-\-zdz  =  0 

^ie  Integrationsmethode  an,  so  kommt 

oder 

z^  4-^2(1  +  c)  =  constans(=  z^^), 
d.  h. 

^^  +  y^  +  •2'^  =  constans  =  z^K 
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Die  partiellen  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  mit  zwei  unabhängigen  Variabein. 

§  26.  Existenzbeweis  für  die  Lösungen  der  partiellen  Differential- 

gleichung F[x,y,z,p,q)  =  0. 

1.  Analytischer  Beweis  durch  Reduktion  auf  ein  lineares  System. 
Wir  können  den  im  ersten  Kapitel,  §  10,  erbrachten  Beweis  für  die 
Existenz  von  analytischen  Lösungen  von  Systemen  linearer  partieller 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  anwenden,  um  auch  dife 
Existenz  der  Lösungen  von  einer  Differentialgleichung 

(1)  F{x,y,z,p,q)  =  0 

ZU  beweisen,    {p  und  q  sind  hier  zur  Abkürzung  gesetzt,  und  haben 
die  Bedeutungen 

d  %  dx 
P  =  -^'       9 

dx         ̂          dy ) 

Nun  wollen  wir  die  Gleichung  nach  p  auflösen,   sodaß  sie 
Form  hat 

wo  f  ebenso  wie  vorhin  F  eine   analytische   Funktion   ihrer  Ar^ 
mente  ist  (§  2). 

Nun  wenden  wir  einen  Kunstgriff  an;  indem  wir  die  gegeben^ 

Differentialgleichung  (1'),  welche  nicht  linear  ist,  ersetzen  durch  ei^ 
System  von  linearen  partiellen  Differentialgleichungen.     Auf  diese 
System,  welches  freilich  an  Stelle  der  einen  abhängigen  Variabeln 
deren  drei  enthält,  nämlich  die  Größen  r,  p  und  q,  können  wir  dai 
den  früheren  Existenzbeweis  anwenden. 
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Das  System  lautet  nämlich  so 

d  % 
d  X 

=  P 

^     '  d  X  dx        ̂   d  z         d  y      d  q 

d  q        dp 
dx         dy 

und   der  Lösung  schreiben  wir   folgende  Anfangsbedingungen    vor: 

Es  sollen  für  x  =  x^  die  Gleichungen 

erfüllt  sein. 

Die  Existenz  der  Lösungen  dieses  Gleichungssystems  folgt  aus 

dem  allgemeinen  Satz  in  §  10. 
Diese  Lösungen  bezeichnen  wir  folgendermaßen: 

z  =  Z{x,y) ,       p  =  P[x,y) ,       q  =  Q(x,y) 

und  wollen  nun  beweisen,  daß  die  Gleichung 

erfüllt  ist,  überdies  aber  die  Anfangsbedingung 

Zunächst  ist  jedenfalls  wegen  der  ersten  Gleichung  (1") 

und  wegen  der  letzten  Gleichung  (1")  ist 

d  Q        dP         d'Z 
d  X  d  y         dx  dy 

Also  ist 

d  X  \  d  y 

d  Z 
d.  h.  es  ist  Q   -~~  eine  Funktion  von  y  allein.     Diese  Funktion 

^        dy  ^ 
reduziert   sich    überdies    wegen    der  zweiten  Anfangsbedingung   für 

^'  =  Xq  auf  Null.     Sie  verschwindet  demnach  identisch.     Es  ist  also 

lür  jeden  Wert  von  x  und  y. 
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Ganz  analog  kann  man   zeigen,  daß  wegen  der  zweiten  Glei- 

chung (1")  die  Funktion P-f[x,y,Z,q) 

von  X  unabhängig  ist,  daß  sie  daher  beständig  gleich  Null  ist,  weil 

sie  wegen  der  dritten  Anfangsbedingung  (2)  für  x  =  x^  verschwindet 
Die  Funktion  Z  erfüllt  also  die  Gleichung 

dZ 

-tV,y,Z,^)  =  Q. d  X 

Sie  genügt  der  Anfangsbedingung,  daß  für  x  =  x^ z  =  ip{y) 

ist. 

Hierdurch  ist  also  (unter  der  selbstverständlichen  Voraussetzung, 

daß  die  Funktion  f\x,y,Zyq)  regulär  ist)  der  geforderte  Existenz- 
beweis erbracht. 

2.  Geometrische  Deutung  des  Resultates.  Deutet  man  x,  y,  z  als 
rechtwinklige  Koordinaten,  so  hat  das  gefundene  Resultat  einen  sehr 

einfachen  geometrischen  Sinn. 

Verstehen  wir  nämlich  unter  „Integralüäche"  eine  Fläche,  die 
durch  eine  Gleichung z  =  Z{x,y) 

dargestellt  wird,  wo  Z  die  gegebene  Differentialgleichung  erfüllt,  so 

lehrt  der  analytische  Existenzbeweis  folgendes; 
Man  kann  durch  die  Kurve 

0? 

z  =  ip(y) I 
eine  Inteyralp,äche  legen;  umgekehrt  ist  auch  die  Integralfläche  voll- 

kommen bestimmt  durch  die  Forderung ,  daß  sie  diese  Kurve  ent- 
halten soll.   — 

Statt  der  Kurve 

welche  in  der  Ebene  x  =  x^^  gelegen  ist,  kann  man  natürlich  auch 

irgend  eine  andere  Kurve  nehmen,  welche  in  der  Ebene  x  =  x^  ge- 
legen ist;  nur  muß  immer  für  x  =  x^  die  Funktion 

regulär  sein. 

3.  Die  vollständige  Lösung.  Einen  Überblick  über  die  ganze 
Mannigfaltigkeit  der  möglichen  Lösungen  (oder  IntegralÜächen)  zu 

gewinnen,  wird  uns  erst  später  gelingen.  Vorläufig  wollen  wir  une 

damit  begnügen,  die  Existenz  der  vollständigen  Lösung  nachzu- 
weisen. 

i 
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Darunter  soll  eine  Lösung  von  der  Form 

z  =  fo{x,t/,a,b) 

verstanden  werden,  wobei  die  Konstanten  a  und  />  beide  wesent- 
lich sind  (vgl.  §  9,  2);  d.  h.  es  soll  die  Funktionaldeterminante 

nicht  verschwinden.  Außerdem  sollen  die  Konstanten  a  und  L  in 

einem  gewissen  Bereiche  variieren  können. 

Um  die  Existenz  einer  solchen  vollständigen  Lösung  nachzu- 
weisen, schicken  wir  folgendes  voraus: 

Es  sei  etwa 

V'(y)  =  «  +  <^.y  +  •••' 

wo  der  nicht  hingeschriebene  Teil  der  Reihenentwickelung  mit  einem 

Glied  von  mindestens  zweiter  Ordnung  beginnt. 
Dann  giebt  es  eine  Lösung  von  der  Form 

z  =  a  +  bij  -\-  ..., 

wo  die  nicht  hingeschriebene  weitere  Entwickelung  mit  Gliedern  be- 
ginnt, die  in  x  und  ?/  mindestens  von  der  zweiten  Ordnung  sind. 

Die  Größen  a  und  b  können  verschieden  angenommen  werden. 

Sie  können  in  einem  bestimmten  Bereich  variieren,  ohne  daß  die 
Reihenentwickelung  von  z  zu  konvergieren  aufhört. 

Außerdem  wollen  wir  annehmen,  daß  die  aufgelöste  Differential- 
gleichung die  Form  hat 

p  =  a^x  +  a^?/  -}-  a^z  +  a^q  -i-  ..., 

wobei  jedenfalls  die  Größe  «3  von  Null  verschieden  ist.  (Mit  anderen 
Worten:    Es  soll  die  Differentialgleichung 

J^{^,y,ZyP,q)  =  0 

die  Größen  z  und  p  wirklich  enthalten.) 
Wir  können  jetzt  die  Anfangsglieder  der  Reihenentwickelung 

von  z  leicht  berechnen. 
Es  sei  nämlich  etwa 

z  =  a-^by  +  .r(«i  +  ̂ ^  +  «12^)  +  "M 

so  dient  zur  Berechnung  der  ersten  Koeffizienten  die  zu  erfüllende 
Identität: 

«1  +«11^4-  «12^  =  t^i  ̂   +  c^^y  +  t^3  {a  +  ̂ y)  +  «4  {b  +  0^2  ̂ )y 
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welche   sich  in   drei  Gleichungen  zerlegt,  von   denen  wir  aber  nur 
die  erste  brauchen,  nämlich  die  Gleichung 

Da  a^  von  Null  verschieden  ist,   so   enthält  a^   sicher  die  Größe  a, 
und  es  wird 

d  (a,  b) 
x  =  y=0 

«3       fiJ^ 

0  1 «g. 

Für  X  =  0 ,  y  =  0  verschwindet  also  die  Funktionaldeterminante 
nicht,  und  hieraus  folgt,  daß  sie  jedenfalls  für  hinreichend  kleine 
Werte  von  x  und  y  nicht  verschwindet. 

Hierdurch  ist  die  Existenz  der  vollständigen  Lösung  erwiesen, 
zunächst  allerdings  unter  der  Voraussetzung,  daß  die  aufgelöste 
Gleichung 

in  z  linear  ist.  Ist  sie  nicht  von  vornherein  in  z  linear,  so  kann 
man  das  durch  eine  Transformation  von  der  Form 

z^=  z  +  c 

erreichen.  Enthält  sie  die  Größe  z  überhaupt  nicht,  so  muß  man 
andere  Transformationen  vornehmen. 

§  27.    Flächenelemente  und  Flächenelementvereine  im  Raum. 

1.  Definition  des  Flächenelementes.  Um  später  die  Theorie  der 

partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  in  einer  Form  be- 
handeln zu  können,  welche  eine  bequeme  Übersicht  über  die  Art 

und  die  Mannigfaltigkeit  der  Integralgebilde  gestattet,  müssen  wir 
uns  mit  dem  Begriff  des  Flächenelementes  vertraut  machen. 

Unter  einem  Flächenelement  des  Raumes  verstehen  wir  ein 

geometrisches  Gebilde,  welches  besteht  aus  einem  Punkt  (ar,  y,  z)  und 
einer  Ebene,  welche  diesen  Punkt  enthält.  Die  Gleichung  einer 
solchen  Ebene  hat  die  Form 

(l-^-)i»  +  ('/-y)y-(^-^)  =  o, 

wo  I,  7],  J  die  Koordinaten  irgend  eines  Punktes  sind,  der  sich  auf 
der  Fläche  befindet. 

Die  fünf  Größen  x,  ?/,  z,  p,  q  sind  zur  Bestimmung  eines  Flächen- 
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elementes  notwendig  und  ausreichend.  Es  giebt  also  oo^  Flächen- 
elemente  im  Raum  (zu  jedem  Punkt  x,y,z  gehören  noch  oo^  Flächen- 
elemente). 

Den  Punkt  x,  y,  z  wollen  wir  den  „Träger^^  des  Flächenele- 
mentes nennen;  später  werden  wir  ihn  auch  als  y^Träger  nullter 

Stufe^^  bezeichnen. 
Für  die  geometrische  Vorstellung  ist  es  bequem,  nicht  die  ganze 

Ebene  in  Betracht  zu  ziehen,  sondern  nur  die  Umgebung  des  Trä- 
gers; denn  nur  diese  ist  bei  der  Anwendung  des  Begriffes  Flächen- 

element zu  beachten.  Das  Flächenelement  ist  also  schüeßHch  als 

ein  schuppen  förmiges  Gebilde  aufzufassen. 
2.     Vereine    von  Flächenelementen   und   ihre  Dimension.     Wir 

sagen,  daß  eine  A-dimensionale  (§  3,  3)  Schar  von  Flächenelementen 
X  =  x(t^ 

(1)  
^  =  ̂ (^1 

9  =  9{^ 

..4), 

..4), 

..4), 

..4), ..4) 

einen  Verein  bildet,  wenn  die  Gleichungen 

erfüllt  sind. 

3.  Die  Maximalzahl  k  für  die  Dimension  eines  Elächenelement- 

vereines.  Zunächst  wollen  wir  zeigen,  daß  die  Dimension  eines  Ver- 
eines von  Flächenelementen  nicht  größer  als  zwei  sein  kann.  V^äre 

sie  nämlich  gleich  drei,  dann  müßte  einer  der  folgenden  Fälle  vor- 
liegen : 

a)  Xy  y,  z  sind  unabhängige  Funktionen  von  drei  Veränderlichen 

(^p  ̂21  ̂s)'     Wegen  (2)  müßten  dann  die  Relationen  erfüUt  sein: 
dt. 

dx 
P  et. 

dy 

^  dt. 

=  0, 

dx 
dt^ 

dx 

-P  
8t, 

d  y 
1  öl =  0, 

dx  . dt. 
dx 

P  et. 

d  y -1  sl 

=  0. 

Das  ist  aber  nicht  möglich,  weil  ja  der  Voraussetzung  nach  die  für 
das  Zusammenbestehen  dieser  drei  Gleichungen  notwendige  Vorbe- 

dingung, nämlich  das  Verschwinden  der  Funktionaldeterminante 
Liebmann,  Differentialgleichungeu.  10 
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dx dx 

dy 

dt. 
dt. 

dt. 

dx dx 

dy 

dt. 
dt. 

dt^ 

dx dx 

dy 

dt^         dt^ 
dt. 

nicht  erfüllt  ist 

b)  Sind  Xf  y,  z  unabhängige  Funktionen  von  zwei  Veränderlichen, 
so  sind  p  und  q  durch  die  beiden  Gleichungen 

dx 

dt, 

dx 

-P 

dx 

dt, 

dx 

dt,        '^   dt, 
mitbestimmt  als  Funktionen  von 
Funktionaldet^rminante 

dx 

-  9 

-1 

dy^ 

dt, 

dt. 

=  0, 

=  0 

dt, 

dx 

t^    und  /^,   wenn    nicht  etwa   die 

dy 

dt, 
dy 

dt,         dt, 

verschwindet     Verschwindet  diese  Determinante,  so  läßt  sich  durch 
Einführung  von  anderen  Koordinaten  erreichen,  daß  die  Determinante 

dx,        dy, 
dt, 
dx. 

dt, dyi 

I 

dt,       dt, 

nicht  verschwindet,  sobald  nur  nicht  etwa  alle  drei  Determinante». 

dx         d  y     ]         \     dx         dx  dy         dx 

und 

I dt, 

dx 

dt, dy 

dt, 

dx 

dt, 

dx 

dt, 

dt^ 

dt, 

dx I     dt,        dt,     I         I     dt,        dt,     j  (     dt._        dt, 

verschwinden.    Dann  würden  aber  x,  y  und  z  nicht  mehr  unabhängige 
E\inktionen  von  ̂   und  f^  sein. 

c)  Sind  X,  y,  z  Funktionen  einer  unabhängigen  Veränderhchen  L 
so  lehrt  die  Gleichung 

dx 
dt 

dx  dy        ri 

dt 
dt 

daß  der  Verein  zweidimensional  (höchstens)  sein  kann.     Denn  diese 
Gleichung  bestimmt  ja  q  als  Funktion  von  p  und  t 

d)  Sind  X,  y,  z  konstant,  haben  also  alle  Elemente  einen  ge- 
meinsamen Ibräger,  so  können  p  und  q  beliebig  variieren;  der  Verein 

ist  also  höchstens  zweidimensional. 
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Das  Resultat,  was  wir  durch  Untersuchung  der  einzelnen  Fälle 

gefunden  haben,  ist  also: 
JSs  giebt  keine  Flächenelementvereine  ^  deren  Dimension  großer  als 

zwei  ist. 
4.  Zweidimensionale  Flächenelementvereine.  Hier  unterscheiden 

wir  wieder  verschiedene  Fälle,  je  nach  der  Anzahl  der  unabhängigen 
Variabein,  durch  welche  z,  x  und  y  dargestellt  werden. 

a)  Wenn  x,  y  und  z  Funktionen  von  zwei  unabhängigen  Varia- 
bein sind,  so  kann  man  etwa  (und  das  läßt  sich  durch  Koordinaten- 

transformation immer  erreichen)  ^ 

annehmen.     Dann  ist  nach  (2)  weiter 

ox       ̂  

dy        ̂  p  und  q  sind  dann  also  einfach  die  partiellen  Differentialquotienten 
von  z. 

Nun  stellt  aber  weiterhin  bekanntlich 

(^^  z)-p{§-x)-  q{r)-g)  =  0, 

welches  die  Gleichung  der  zum  Flächenelement  x,  g,  z,  p,  q  gehörigen 
Ebene  ist  (§  27,  1),  zugleich  auch  Tangentialebene  an  die  Fläche 

^  =  f{^>  y) 

im  Punkte  x,  y,  z  dar. 
Die  Flächenelemente  des  Vereines  sind  also  durch  die  Punkte 

der  Fläche,  zusammen  mit  den  Tangentialebenen,  definiert,  und 
wir  wollen  daher  diese  Elemente  kurzweg  als  ,ydie  Elemente  der 

Fläche  z  =  f[x,gY  bezeichnen,  und  den  Elementverein  mit  dem 
Zeichen  F^. 

b)  Im  zweiten  Fall  werden  x,  y,  z  als  Funktionen  eines  Para- 
meters angenommen;  die  Träger  der  Elemente  bilden  also  eine  Kurve. 

Wir  wollen  etwa 

y  =  ff)[x),        z  =  ip  [x) 

setzen  und  haben  dann  als  weitere  Gleichung 
dx  dy     r^ 

dx        "  dx        " 

Diese  Gleichung  hat  eine  einfache  Bedeutung.  Sie  lehrt  nämlich, 
daß  die  Ebene  des  Flächenelementes  die  Tangente  der  von  den 
Trägern  gebildeten  Kurve  enthält. 

10* 
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Die  Gleichung  der  Tangente  ist  ja 

^  —  z  =  a dx 

^  dx 

und  andererseits  ist  die  Gleichung  der  Ebene  des  Flächenelementes 

( J  _  2:)  -  ;?  (I  -  :i-)  -  y  (77  -  y)  =  0  . 

Aus  der  Gleichung  (2)  folgt  dann  die  Eichtigkeit  unserer  Behauptung. 
Dieser  Verein  besteht  also  aus  allen  Elementen,  deren  Träger 

auf  der  —  übrigens  beliebig  zu  wählenden  —  Kurve 

■i/  =  (p{x),       z  =  ijj(x) 

liegen,  während  die  Ebenen  die  Kurve  berühren.  Einen  solchen 

Verein  wollen  wir  mit  C^  bezeichnen,  um  anzudeuten,  daß  die  Träger 
auf  einer  Kurve  liegen  und  daß  der  Verein  zweidimensional  ist. 

c)  Wenn  endlich  x,  ?/,  z  konstant,  so  können  p  und  q  beliebig 
variieren,  und  wir  erhalten  so  den  zweidimensionalen  Verein  aller 

Elemente,  die  einen  gemeinsamen  Träger  F  haben.  Einen  solchen 

Verein  wollen  wir  mit  P^  bezeichnen.  (Der  Punkt  ist  Träger  dieses 
zweidimensionalen  Vereins.) 

Also  haben  wir  das  folgende  Eesultat  gefunden: 

^s  giebt  im  Baume  drei  Arten  von  zweidimensionalen  Flächen- 
elementvereinen:  erstens  die  Elemente  einer  beliebigen  Fläche  (F^),  zweitens 

die  Elemente  einer  Kurve  (C^)  und  drittens  die  Elemente  eines  Punktes  (P2)- 
5.  Eindimensionale  Flächenelementvereine.  Von  eindimensio- 

nalen Flächenelementvereinen  unterscheiden  wir  folgende  Arten: 

a)   Die  Träger  bilden  eine  Kurve 

7jr=(p{x),       z  =  ip{x). 

Dann   sind  p  und  q  noch  so   als  Funktionen  von  x  zu  bestimmen, 
daß  die  Gleichung 

dx,  dy     r. 

dx        "       "  dx 

erfüllt  ist.  Die  Bedeutung  dieser  Gleichung  ist,  daß  die  Ebenen 

der  Elemente  die  Kurve  berühren.  Wir  wollen  einen  solchen  Ver- 

ein einen  „Elementstreifen"  nennen  und  ihn  mit  C^  bezeichnen.  (Die 
Kurve  wird  hier  der  Ort  der  Träger  eines  eindimensionalen  Flächen- 
elementvereins.) 
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b)  Alle  Elemente  haben  einen  gemeinsamen  Träger  und  be- 

rühren einen  Kegel.  Dieser  Fall  entsteht  dann,  wenn  x,  i/,  z  kon- 
stant sind  und  die  Gleichung  zwischen  p  und  q  nicht  linear  ist. 

Dann  stellt  ja  die  Gleichung 

zusammen  mit 

(S  -  ̂ )  -  ;KI  -  ̂ )  -  ̂   (^  -  y)  =  0 

eine  Schar  von  Ebenen  dar,  welche  einen  Kegel  berühren,  dessen 

Spitze  der  Punkt  x,  y,  z  ist.  Wir  nennen  diesen  Kegel  einen  Ele- 

mentar kecjfel  und  bezeichnen  den  Verein  mit  X^. 
c)  Artet  der  Kegel  im  speziellen  in  eine  gerade  Linie  aus,  ist 

also  die  Gleichung  linear  (etwa 

f{p,q)  =  ap  +  ßq  -y  =  0), 

so  bezeichnen  wir  den  Verein  mit  Z^,  weil  alle  Ebenen  eine  be- 
stimmte durch  den  Punkt  x,  y,  z  gehende  gerade  Linie  enthalten. 

Diese  gerade  Linie  wird  dargestellt  durch  die  Gleichungen 

^  -  X       v  -  y       'i  -  ̂  a  ß  Y 

Indem  wir  den  Begriff  „Linienelement"  von  der  Ebene  in  den  Raum 
übertragen,  also  als  Linienelement  den  Inbegriff  von  Punkt  und 

Richtung  bezeichnen,  können  wir  die  Beziehung  zwischen  den  ver- 

schiedenen Flächenelementen  des  Vereines  Z^  auch  so  ausdrücken: 

Alle  Flächenelemente  des  Vereins  Z^  haben  ein  gemeinsames  Zinienelement. 
Demnach  haben  wir  also  drei  Klassen  von  eindimensionalen  Fle- 

mentver einen:  Die  Vereine  C^  oder  Elementstreifen,  die  Vereine  K^  oder 
Elementarkegel,  und  endlich  die   Vereine  Z^   oder  Zinienelemente. 

(Die  beiden  letztgenannten  Klassen  können  wir  auch  gemeinsam 

als  „Vereine  P^"  bezeichnen.) 
6.  Beispiele  von  Flächenelementvereinen.  Wir  wollen  noch  für 

jede  Art  von  Vereinen  ein  einfaches  Beispiel  angeben,  um  uns  mit 
den  Begriffen  vertraut  zu  machen; 

Zweidimensionale  Elementvereine. 

a)  2:  =  0,;?  =  0,  y  =  0  (Fläche;  speziell  a:y-Ebene); 

b)  z  —  0,  y  =  0,  /?  =  0  [C^\  speziell  a:-Axe); 

c)  X  =  0 ,  y  =  0 ,  z  —  0  {P^\  und  zwar  Koordinatenanfangspunkt). 
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Eindimensionale  Elementvereine. 

a)  2:  =  0,   y  =  0,   jo  =  0,    q  =z  0  [C^-,    die  Trägerkurve   ist   die :r-Axe); 

b)  2:  =  0,  o:  =  0,  3/  =  0,  /?^  +  5'^  =  1  [K^\  die  Gleichung  des 
Elementarkegels  ist  x^  +  y^  —  2:^  =  0); 

c)  z  =  0,  a:  =  0,  z/  =  0,  />  =  0  (Zj ;  die  Gerade,  welche  in  allen 
Ebenen  liegt  oder  Axe  des  Ebenenbüschels  ist,  hat  die  Gleichung 
^=y  =  0). 

§  28.    Berührung  von  Flächenelementvereinen. 

1.  Fläche  und  Flächenelementverein.  Von  allen  den  Gebilden, 

die  wir  im  vorigen  Paragraphen  unter  dem  Namen  „Flächenelement- 

vereine"  kennen  gelernt  haben,  sind  in  der  gewöhnlichen  Geometrie 
nur  die  Vereine  F^  bekannt.  Es  ist  bekannt,  daß  eine  Fläche  auf- 

gefaßt werden  kann  entweder  als  Punktgebilde  oder  als  Umhüllungs- 
gebilde von  Tangentialebenen.  Berücksichtigt  man  diese  beiden 

Auffassungen  gleichzeitig,  so  gelangt  man  eben  dazu,  die  Fläche  als 
ein  aus  Flächenelementen  bestehendes  Gebilde  aufzufassen.  Der 

Name  „Flächen dement"  hat  ja  auch  gerade  daher  seinen  Ursprung, 
daß  man  die  Flächenelemente  als  diejenigen  Elementargebilde  be- 

trachtet, welche  eine  Fläche  zusammensetzen. 

Wie  nun  der  Begriff  „Fläche'^  sich  dem  allgemeinen  Begriffe 
„Verein  von  Flächenelementen"  unterordnet,  so  wollen  wir  jetzt  auch 
den  Begriff  der  Berührung  zweier  Flächen  verallgemeinern. 

2.  Berührung  zweier  zweidimensionaler  Elementvereine  in  einem 
riächenelement.  Wir  definieren  die  Berührung  folgendermaßen: 
Zwei  Flächenelementvereine  berühren  sich,  icenn  sie  ein  gemeinsames 
Flächenelement  haben. 

a)  Zum  Beispiel  berühren  sich  zwei  Flächen,  wenn  sie  einen 

Punkt  und  in  ihm  die  Tangentialebene  gemein  haben.  So  be- 

rührt die  Ebene  2:  =  0  die  Kugel  [z  —  l^  +  x^  +  y"^  —  1  =0,  weil das  Element 

x=y^=z=^p  =  q  =  0 

den  beiden  Elementvereinen 

2;  =  p  =  y  =  0 
und 

gleichzeitig  angehört. 
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b)  Ebenso  berühren  sich  eine  C^  und  eine  Fläche  in  einem 

gemeinsamen  Punkt,  wenn  die  Kurventangente  in  der  Tangential- 
ebene der  Fläche  liegt;  denn  beide  Vereine  haben  dann  ein  gemein- 
sames Element. 

So  haben  die  im  vorigen  Beispiel  genannte  Kugel  und  die  a:-Axe 
das  gemeinsame  Element 

c)  Zwei  sich  schneidende  C^  haben  ein  gemeinsames  Element 

in  ihrem  Schnittpunkt  (also  z.  B.  die  x-Axe  und  die  y-Axe  haben 
das  gemeinsame  Element  x  =  i/  =  z=p  =  q  =  0). 

d)  Ein  Punkt  {P^)  und  eine  Fläche  haben  ein  gemeinsames  Ele- 
ment, wenn  der  Punkt  auf  der  Fläche  liegt.  (Beispiel:  x  =  ̂   =  z  =  0 

sei  der  Punkt,  z  =  p  =  q  =  0  die  Fläche.  Das  gemeinsame  Element 
hat  die  Koordinaten  x  =  i/  =  z  =  p  =  q  =  0.) 

Mit  diesen  vier  verschiedenen  Fällen  sind  alle  Möglichkeiten 
der  Berührung  zweier  zweidimensionaler  Elementvereine  in  einem 
einzigen  Flächenelement  erschöpft. 

3.  Berührung  zweidimensionaler  Elementvereine  in  allen  Ele- 
menten eines  Vereins.  Zwei  zweidimensionale  Flächenelcmentvereine 

können  aber  auch  eine  ganze  (eingliedrige)  Schar  von  gemeinsamen 
Flächenelementen  besitzen,  die  natürlich  dann  ein  eindimensionaler 
Elementverein  sein  muß. 

a)  Zwei  Flächen  können  eine  gemeinsame  C^  besitzen;  z.  B. 

berühren  sich  der  Cylinder^i-^  +  2  z  =  0  und  die  xy-Ebene  längs  der 
Geraden  x  =  z  =  0.  Den  beiden  Vereinen,  welche  durch  die  Ele- 

mente dieser  beiden  Flächen  gebildet  werden,  gehören  also  gemein- 
sam an  die  Elemente  des  Vereins,  dessen  Gleichung  lautet: 

x  =  z=p=:q  =  0. 

b)  Zwei  C^,  welche  die  Eigenschaft  haben,  daß  ihre  Träger- 
kurven sich  in  einem  Punkt  berühren,  haben  ein  gemeinsames 

-i-j,  nämlich  alle  Flächenelemente,  deren  Träger  der  gemeinsame 
Punkt  der  Kurven  ist,  und  deren  Ebenen  die  gemeinsamen  Tangential- 

ebenen der  beiden  Kurven  in  diesem  Punkt  sind. 
Beispiel: 

ar2+2y  =  0,        z  =  0 und 

seien  die  beiden  Kurven;  dann  ist 

x  =  i/  =  z— p  =  0 
das  gemeinsame  Z^. 
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c)  Eine  Fläche  und  eine  C^,  deren  Punkte  auf  der  Fläche  liegen, 
haben  einen  gemeinsamen  Verein  C^. 

Beispiel: 

und 
a:  =  2;  =  0 

haben  gemeinsam  den  Streifen 

x  =  z=^p  =  q  =  0. 

d)  Ein  Pg  ̂ ^d  eine  C^  haben  ein  gemeinsames  Zj,  wenn  der 
Träger  von  F^  auf  der  Kurve  liegt. 

Beispiel: 
X  =  y  =  z  =  0 

und 

y  =  z  =  Q haben  das  gemeinsame  L^ 

Mit  diesen  vier  verschiedenen  Fällen  sind  alle  Arten  erschöpft,  wie 
zwei  zweidimensionale  Flächenelementvereine  einen  gemeinsamen 
eindimensionalen  Flächenelementverein  haben  können. 

4.  UmhüUungsgebilde.  Eine  Flächenschar,  welche  zweigliedrig 
ist,  kann  eine  Fläche  umhüllen.  Z.  B.  umhüllt  die  Gesamtheit  aller 

Tangentialebenen  einer  Kugel  eben  diese  Kugel.  Benützt  man  den 

Begriff  „Flächenelementverein",  so  hat  die  Umhüllungsbeziehung 
folgende  Bedeutung:  Die  eingehüllte  Fläche  ist  ein  zweidimensionaler 

Elementverein  (F^)^  welcher  mit  jedem  Elementverein  der  Schar  ein 
Element  gemein  hat. 

Wir  wollen  hierauf  den  allgemeinen  Begriff  „Umhüllung"  bei 
Flächenelementvereinen  entnehmen,  den  wir  durch  den  soeben  aus- 

gesprochenen Satz  definieren. 

Hiernach  kann  z.  B.  jede  Ebene  aufgefaßt  werden  als  Um- 
hüllungsgebilde  aller  Vereine  P^y  deren  Träger  sie  enthält.  Ferner 
umhüllen  alle  C^^  deren  Trägerkurven  in  einem  Punkte  sich  berühren, 
den  Verein  Xj,  welcher  aus  allen,  das  gemeinsame  Linienelement 
dieser  Kurven  enthaltenden  Flächenelementen  besteht  u.  s.  w. 

§  29.  Definition  und  Eigenschaften  der  Berührungstransformationen. 

1.  Definition  der  Berührungstransformationen.  Unter  einer  Be- 
rührungstransformation des  R^  (genauer  gesagt:  Unter  einer  Be- 

rührung str  ans  formation  der  Flächenelemente  des  dreimensionalen  Raumes) 
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verstehen    wir    eine     durch    analytische    Funktionen    gegebene     Trans- 

formation: 
^1  =  ̂(^j  Vi  z,  p,  q) , 

(1)  z^  =  Z[x,y,  z,p,  q)y 

Pi  =  P{^^y^z,p,  q), 

9i  =  Q  i^y  Vi  ̂J  V^  9)  ? 

bei  der  jeder  Elementverein  wieder  in  einen  Elementverein  übergeht. 
Wir  verlangen  also  von  den  Formeln  (1)  erstens,  daß  sie  eine 

wirkliche  Transformation  darstellen,  d.  h.  daß  die  Funktionaldeter- 
minante 

D{x,y,x,p,q) 
nicht  verschwindet. 

Zweitens  verlangen  wir,   daß  bei  dieser  Transformation  jeder 
Elementverein  wieder  in  einen  Elementverein  übergeht. 

Diese  zweite  Forderung  führt  auf  die  Gleichungen 

(2) 

d  %i 

dti 

dxi 
^>   St. 

-'Zi 

dti 

-'( 

dx dti 
dx -P   dti   -^ 

dy  ' 

dti  ^ 

Wenn  nämlich  die  Gleichungen 

X  = 

x(t^, 

y, 

y  = 

I/i^iy 

h)^ 
z  — 

^{iv 

Q, 

p^ 

P[tv 

h)> 

9  = 

qißv 

^2) 

einen Elementverein darstellen, also die  Eelationen 

dz 
dti 

d  X 

'P  
dti 

-q dy 

dti 

=  0, 

2=   1,2 

erfüllen,  so  sollen  die  Formeln 

^1   =  ̂{^'{fv^2)>    I/i^lQ^    Zißvh)^   P{tv^2\    Q{*vh)) 

u.  s.  w.  ebenfalls  einen  Verein  darstellen,    d.  h.  es  soll  dann  auch 

QZ  _  plX  _  o  IL  =  0 
dti  dti        ̂   dti 

sein.    Das  gleichzeitige  Verschwinden  der  beiden  Ausdrücke  fordert 
aber,  daß  sie  sich  nur  um  einen  Faktor  unterscheiden. 
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2.   Ein  notwendiges  Kriterium.    Nehmen  wir  beispielsweise  der 
Eeilie  nach  t 

(2') 

-pe  = 

9  = 
0  = 

so  kommen  wir  zu  den  Formeln: 

0  = 

dZ 

dx 

dZ 

dy 

dZ 

d  X 
dZ 

dp 

dq 

__pdJ^_^ÖY d  X 

dX 

dy 

Q 

^pii^Q -P 

-  p 

dx 

dX 

dp 

dX 

dq 

dx 

dY 

dy 

dY 
dx 

dY 

dp 

dY 

d  q 

Aus  diesen  Formeln  folgt  umgekehrt  wieder,  daß  die  Kelation  (1) 
für  jeden  Elementverein  besteht. 

Wir  können  also  die  allgemeinen  Formeln  (2)  durch  diese  speziellen 
Formeln  ersetzen.  — 

Die  Funktion  ()  muß  von  Null  verschieden  sein;  denn  es  würde 

sonst  jede  dreireihige  Determinante  der  Matrix 

dZ dX dY 
dx dx 

dx 
dZ 

dX dY 

dy 
dy 

dy 

dZ dX dY 
dx 

d  X 
d  X 

dZ dX dY 

dp 

dp 
dp 

dZ dX dY 

dq 
dq 

d  q 

verschwinden  müssen,  damit  die  Gleichungen  (2)  keinen  Widerspruch 
enthalten.   Das  Verschwinden  aller  dieser  dreireihigen  Determinanten 

würde   aber   zur  Folge  haben,   daß   entgegen  der  ersten  Forderung 
die  Determinante 

DiX,Y,Z,P,Q) 

verschwindet. 

Der  Ausdruck 

D(x,y,x,p,q) 

Q  =
 

dZ 
dx 

^p^-Q  ̂ ^ dx 
dx 

muß  also  von  Null  verschieden  sein. 
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Schließlich  wollen  wir  den  Gleichungen  (2)  noch  eine  andere 
Gestalt  geben,  indem  wir  die   Größe  (>   eliminieren   und  außerdem 
zur  Abkürzung 

dF  BF  _  dF 

dx  ̂   d%.   ~~    dx und 
öF  dJl  _  dF 

d  y  "dz          dy 

setzen.     Die  fünf  Gleichungen  (2')  lassen   sich  dann  ersetzen  durch 
die  vier  Gleichungen 

dZ        j.dX       ̂ dY       ri 

dx  dx         ̂   dx 

dZ        pdX        n^^   —  (\ 

,gv  dy  dy         ̂   dy 

op  dp        ̂   dp 

d  q  d  q         ̂   d  q 

Diese  vier  Gleichungen,  verbunden  mit  der  Bedingung 

dz      -pdx     ̂ ör,^ 

sind  also  jedenfalls  notwendig. 

3.  Umformung  der  Bedingungen.  Wir  wollen  zeigen,  daß  diese 
Bedingungen  auch  hinreichend  sind.  Das  ist  bewiesen,  wenn  wir 
gezeigt  haben,  daß  die  Funktionaldeterminante 

D{X.Y,Z,P,Q) 
D{x,y,%,p,q) 

nicht  verschwindet,  sobald  die  Bedingungen  (3)  erfüllt  sind. 
Dies  wollen  wir  jetzt  zeigen  mit  Hilfe  der  folgenden  Betrachtung: 
Gegeben  sei  ein  zweidimensionaler  Elementverein,  der  sich  wieder, 

wie  wir  schon  wissen,  in  einen  Elementverein  verwandelt. 
Es  sind  also  die  beiden  Gleichungen  erfüllt 

dz            d  X 

(4)                                  dt,      P  dt, d%            dx 

dt^       P  dt^ 

und  daher  auch  die  Gleichungen 
dZ       pdX 

u'\                                  dt,        ̂   dt, 
dZ        j,dX 
dt^            dt^ 

-«l{  =  o. 

-«lf  =  o. 
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Außerdem  ist 

dZ  _  pdX  _  ̂ dT 

wenn  man  darin  für  x,  ?/,  z,  p,  g  ihre  Werte  als  Funktionen  von  t^ 
und  ̂ 2  einsetzt,  eine  Funktion  von  t^  und  t^. 

Jetzt  wollen  wir  die  Gleichung 

dZ         jjdX        ̂ dJ  (dx  dx  6y\        ̂  

dti  dti         ̂   dt^        ̂   \dt^        ̂   dt^        ̂   dt^ 

nach  ̂ 2  differenzieren,  wobei  sich  ergiebt 

d^Z  dP   dX        dQ    dY        p     d'X  ^     d^  Y 
dt^dt^         d  t^    d  ti         d  t^    d  t^  d  t^d  t^         ̂   dt^d  t^^ 

d  Q  I  d  X  dx  ^  y\ 

X  d^ X  d^y  dp      dx         ̂  9  ,  ̂ y\  _  o 

Differenziert  man  dagegen  die  Gleichung 

dZ        j)dX       ̂ dY  (dx  dx  ^y\_(\ 

'dT,'~^'dt,~^~dt,~  ^[Tf,~P~dt~'~'^  dtj  ~" 
nach  ifj,  so  kommt 

d^Z      _  i:P   öX  _  ö^  Ö^T  _  p     d'X     _  g     d^Y dt^d  t^         d  t^    dt^         dt^dt^  d  t^d  ti  d  t^d  t^ 

d  Q  (  d  X  dx  d  y 

A dti  [dt^  ̂   ö  ̂2        ̂^  dtJ 
d^x                  d^x                  d^y            dp      dx         ̂ Q      ̂ y\  ̂ n 

Wenn  man   diese  beiden  Gleichungen  subtrahiert  und  überdies  die 

beiden  Gleichungen  (4')  berücksichtigt,  so  kommt 
dP     dX        dX     dP\-      (dQ   dY  dQ   dY + 

/g\  \d  ti      d  t^        dt^      d  t^j        \d  ti    d  t^        d  t^    d  t^ 

((dp     dx         dp     dx\         /dg     dy  _   dq    ̂ y\\ 

~"  ̂̂   \\dl^"dl^   ~  öX  ̂ '         ̂ ölT  'dli~~  ~dti   ̂ n  ' 
Hierin  wollen  wir  nun  der  Reihe  nach  setzen 

In  den  beiden  zuletzt  genannten  Fällen  ist  noch  zu  berücksichtigen, 
daß  wegen  der  Gleichungen  (4),  die  die  speziellen  Formen 

d  X 

dx 

dx 

dy 
-7^  =  0, 
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annehmen,    der   partielle   Differentialquotient    einer   Funktion    von 

X,  y,  z,  Pj  q  nach  x  nicht  einfach  gleich 
dF 

sondern  gleich 

.1.  h.  gleich 

d  X 

dF  dF 

d X         "  d%  ̂ 
dF 

d  X 

und  ebenso  der  partielle  Differentialquotient  nach  y  gleich 

dF 

dy 

zu  setzen  ist. 

Wenn  wir  dies  alles  berücksichtigen,  so  erhalten  wir  schließlich 

an  Stelle  der  allgemeinen  Gleichung  (5)  die  vier  folgenden  speziellen 
Gleichungen 

dX     dP dx dP dX y  •  et. 

dp 
dt^ 

d  y 

p-öf 
dP 

-    
dq 

dX dti 

dp 

-^dt. 
dP 

dx 

dX 
dt. 

.      n'^ 

dP 
dX 

dp  dt, 
dX  dP 
d  q  dt, 

(^)        dv        dP      dX        dX  dP    •    dx  dt, 

dX  dP 

dQ ^  dp 

dY 

dt. 

dY 

dp 
dQ 

dt. 

dQ 
+    dq 

dY 

dt. 

dY 

dq dQ 

dt. 

,     dQ 

■^   dx 

dY 

dt. 

dY 
dx 

dQ 

dt. 

dQ 

"^  dy 

dY 

dt. 

dY 

dy 
dQ 

dt. 

"dt,         dy      dt,         dy      dt. 
Wir   wollen  jetzt    zunächst   von    der   Determinante   Ä    dieser   vier 

Gleichungen,   welche    die    Größen   -^  u.  s.  w.    durch   die   Größen 

-~  u.  s.  w.  ausdrückt,   zeigen,  daß  sie  nicht  verschwindet.     Dabei 

benützen  wir  folgende  Beziehung: 

Die  Gleichungen  (6)  sind  die  ümkehrungen  der  Gleichungen 
dX dt. 

dX 

dx 
d  X 
dt. dX 

"^  dy 

dy 

dt. 

+ dX 

dp 

dp 

dt. 

+ 
dX 

dq 

dq 

dt,  ' 

dY dY 

dx 

dx dt, 

^  dy 

dy 

dt. 
+ 

dY 

dp 

dp 

dt. 

+ dY 

dq 

dq 

dt,  
' 

^^       dp dt. 
dP 

dx 
d  X 
dt. 

^dP  
, 

^  dy 

dy '  dt. 

+ dP 

dp 

d  p 

dt. 

+ dP 

dq 

dq 

'dt,' 

dQ 

dt. 

dQ 

dx 

d  X dt, 
,    dQ 

■^  dy 

dy 

dt. 

+ 

dQ dp 

dp 

dt. 

+ 

dQ dq 

dq 

dt. 

4.    Das hinreichende  Kriterium. Zwischen der  Determinante  J 

der  Substitution  (7) 
und der  Determinante  Ä  der  ersten  Substitution 

besteht  nun  eine  doppelte  Beziehung. 
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Erstens  ist 
AÄ  =  \ 

weil  die  Substitutionen  zu  einander  invers  sind. 

Zweitens  aber  erkennt  man  durch  direkten  Vergleich,  daß 

A'
 

ist. 
Hieraus  folgt  nun,  daß 

ist,  also  von  Null  verschieden,  da  der  Voraussetzung  nach  q  von  Null 
verschieden  ist. 

Die  Determinante 
D{X,Y,Z,P,Q) 
D(x,y,z,p,q) 

hat  nun  aber  (bis  auf  das  Vorzeichen)  den  Wert: 
dZ       dZ       dZ       dZ       dZ 

dx dx 

dy 

dp dq 

dX dX dX dX 
dX 

dx dx 

dy 

dp dq 

dY dY dY 
dY d  Y 

dx dx 

dy 
dp 

dq 

dP 
dP dP dP dP 

dx dx 

dy 

dp 

dq 

dQ 
dQ dQ 

dQ dQ 

dx dx 

dy 

dp 
dq 

Wenn  man  die  nur  hierin  erste  Kolonne  einmal  mit  p  multipliziert 
und  zur  zweiten  addiert,  sodann  mit  g  multipliziert  und  zur  dritten 
addiert,  so  ändert  sich  der  Wert  der  Determinante  nicht,  und  es 
tritt  jetzt  an  Stelle  von 

dZ dZ 
dx -^ —  u.  s.  vv. 

dy 

dZ 
dx 

dZ — —  u.  s.  w. 

dy 

überall 

Wenn  man  sodann  die  vierte  Zeile  mit  —  P,  die  fünfte  mit  —  Q  multi- 
pliziert und  zur  ersten  addiert,  so  verschwinden  alle  Glieder  der 

ersten  Horizontalreihe  mit  Ausnahme  des  ersten  (wegen  der  Glei- 
chungen (3),  und  das  erste  nimmt  den  Wert  an 

dZ 

d  X 
-pdX        ̂ dY 

=  o. 

Die  vierreihige  Unterdeterminante  dieses  Gliedes  ist  aber  gleich  A. 
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Also  kommt  schließlich 

D{X,Y,Z,P,Q) 
=  ̂   .  J  =  ±  o^. 

Hieraus  sieht  man,  daß  die  in  No,  2  aufgestellten  notwendigen  Be- 
dingungen auch  hinreichend  sind. 

Es  braucht  nicht  noch  besonders  gefordert  zu  werden,  daß  die 

Funktionaldeterminante  der  Gleichungen  nicht  verschwindet;  die  For- 
derung, daß  (j  nicht  verschwinden  soll,  genügt. 

5.  Die  Klammerrelationen.  Den  Gleichungen  (3)  in  No.  2  kann 

man  noch  eine  andere  Form  geben,  wenn  man  das  Symbol 

r/^  (7>-i  _  ̂ .  1^   .   ̂ .  ̂   _  ̂    ̂ y       dF ^  d  0 
L   *      -•        dp      dx         dq      dy         dx      dp        dy      dq 

einführt. 

Zufolge  der  Formeln  (6)  ist  dann  nämlich 

Setzt  man  nun  in  dieser  Formel  für  u  und  t^  irgend  zwei  der  Größen 

X,  Z,  Z,  Pj  Q,  so  gelangt  man  zu  den  folgenden  Beziehungen,  die  wir 
einfach  als  die  zwischen  den  Größen  bestehenden  Klammerrelationen 

bezeichnen  wollen: 

[X,  J]  =  0,  [P,  «]  =  0, 

[J,P]  =  -(>,  [7,  $]=-(<, 

[q,  z-\=Q-Q„ 

[z,^]=o,  [r,^]  =  o. 

6.  Beispiel.  Wir  wollen  zum  Schluß  ein  Beispiel  einer  Be- 

rührungstransformation bringen  und  zeigen,  daß  alle  die  oben  ent- 
wickelten Formeln  gelten. 

Es  sei 

yi  =  -  ̂ ^ 

Pi=  -  -^^ 

9i=  -^> 
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dann  ist 
dx^. dt^ 

dti 

d  Vi       d  X       ,       dp    ,    d  y       ,       d  q       dx 

dtj_    '    dti 

dp  da 
oti       ̂   oti 

dti        dti 

6  % d  X 

dy 

\dti       P  dti       ̂   dfi 
Also  ist  ̂   =  —  1. 

Die  Determinante  J  liat  den  Wert 

A  = 

0         0-10 

0         0         0-1 
-10         0         0 

0-100 

=  1 

d.  h.  also,  sie  hat  den  Wert  q^. 
Die  Determinante  J)  hat  den  Wert 

0      0 0 

-1 

0 

D{x,y,x,p,q) 

0     0 

P     9. -1  0 

0 

-1 

0 

0 

X 

0 

-1 

y 
0 

0  -1 
0 0 0 

Die  Klammerrelationen  ergeben 

[X,rj  =  [P,§]  =  o, 

[7,^]=  -1  •(<?-?)  =  0, 

[X,P]=  _1._  l=(_j,), 

[7,«]=  _l.-l=(-p), 

[P,  ̂ ]  =  1  •  X  =  -  P  =  p  •  P, 

Alle  diese  Resultate  stimmen  mit  den  in  Nummer  3  bis   5   dieses 

Paragraphen  entwickelten  allgemeinen  Formeln  überein. 

7.  Transformation  von  TJmhüUungsgebilden.  Aus  der  Definition 
und  den  geometrischen  Eigenschaften  einer  Berührungstransformation 

folgt  unmittelbar  der  Satz:  Bei  einer  Berührungstransformation  ver- 
wandelt sich  das  Umhüllung sgebilde  einer  Schar  von  Elementvereinev 

in  das    Umhüllungsgebilde  der  transformierten  Schar. 
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In  unserem  Beispiel  verwandelt  sich  z.  B.  der  Punkt  [P^) 

der  das  Umhüllungsgebilde  aller  durch  den  Koordinatenanfang  gehen- 
den Ebenen  ist,  in  die  Ebene 

^1  =  0.     (7'i  =  ̂ i)  =  0- 

Jene  Ebenen    aber,    die    durch    den  Koordinatenanfang   gehen,   bei 
denen  also 

ax  +  ß?/  -\-  y  z  =  0 , 

ßq  +  r^o, 

verwandeln  sich  in 

-  f^Pi  -ßqi  +  r  [pi  (y)  +  qi  [j]  -  ̂ ij  =  -  r  ̂i  =  o, 

d.  h.  in  die  Punkte   der  0:^3/^- Ebene,  deren  Umhüllungsgebilde  in 
der  That  auch  die  oTj^^-Ebene  ist  (§  28,  4). 

§  30.    Die  erweiterten  Punicttransformationen. 

1.  Die  Erweiterung  einer  Punkttransformation.  Nachdem  wir 
im  vorigen  Paragraphen  die  allgemeinen  Eigenschaften  der  Formeln 

kennen  gelernt  haben,  welche  eine  Berührungstransformation  defi- 
nieren, gehen  wir  nun  zu  der  einfachsten  Klasse  von  Berührungs- 

transformationen über.  Es  sind  das  diejenigen,  welche  jeden  Ver-. 
ein  Pg  wieder  in  einen  Verein  P^  überführen  (vgl.  §  15,  2). 

Aus  dieser  Eigenschaft  folgt,  daß  die  Ausdrücke  X,  Y,  Z  nur 
von  X,  y,  z  abhängen  dürfen.   Es  seien  also  die  Gleichungen  gegeben 

z^  =  Z{x,i/,z). 

Zur  Bestimmung  von  P  und  Q  dienen  dann  die  Formeln 

d  Z        -p  d  X.        ̂   d  Y     p. 
lü''^~d^''^~d^-^* 
dZ         T^dX        r^  dY        ̂  

dy  dy  dy  ' 
LiKBMANK,  Differeutialgleichungen.  11 
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welche  die  folgenden  Auflösungen  ergeben 
dZ       dY        dZ       dY 

P  = 

dx 

dy 

dy 

dx 
dX dY dX dY 
dx 

dy 

dy 

dx 

dZ dX dZ 

dX 

dy 

dx dx 

dy 

dX dY 
dX dY 

(2) 

q  = 

dx       dy  dy       dx 

Wir  wollen  die  Bildung  der  Ausdrücke  P  und  Q  die  Erweiterung  der 

durch  Formeln  (1)  definierten  Punkttransformation  nennen  und  die 

Formeln  (1)  und  (2)  zusammen  als  die  „erweiterte  Punkttrans- 

formatiou  (1)"  bezeichnen. 
Wir  müssen  nun  nach  §  29,  4  noch  untersuchen,  ob  die  Größe 

"         d  %  d  %  d  % 

von  Null  verschieden  ist;  denn  dann  erst  definieren  die  Formeln  (1) 

und  (2)  zusammen  wirklich  eine  Berührungstransformation. 
Es  ist 

dZldXdY     dXdY\      dXldZdY     dZdY\      dYldZdX     dXdZ\ 

d^\dx   dy      dy   dx}      d%\dx   dy      dy   dx)      d%\dy   dx      dy  dx) 
^  =  '-  JX  dY     dXdY 

dx   dy      dy   dx 

Entwickelt  man   nun  den  Zähler,    indem    man    für   die   Ausdrücke 

—  u.  s.  w.  ihre  wirklichen  Werte  einsetzt,  so  heben  sich  alle  Aus- dx 

drücke  fort,  welche  die  Faktoren  p  oder  q  haben,  und  es  bleibt 

gerade  die  Funktionaldeterminante 
D{X,Y,Z) 
D  {x,  y,  X) 

übrig.  Da  aber  der  Voraussetzung  nach  diese  Determinante  nicht 

verschwindet  (§  3,  1),  so  ist  auch  q  von  Null  verschieden  und  wir 
haben  den  Satz: 

Erweitert  man  eine  beliebige  Punkttransformation  (1),  indem  man 

die  Formeln  (2)  hinzunimmt,  so  erhält  man  eine  Berührungstransformation. 

2.    Beispiel.     Es  sei  eine  Punkttransformation  gegeben   durch 
die  Formeln: 

aTj  =  X  cos  cp  —  y  sin  (p , 

(1')  y^  —  y  coscp -\- x^ixicp  y 

z^  =  z  -\-  a . 
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Diese  Formeln  definieren   eine  Transformation,  da  die  Funktional- 
determinante einen  von  Null  verschiedenen  Wert  hat.     Wir  haben 

nämlich ; 

^c
os
  

gp  —  sin  ̂
  0 

D(X,Y,Z)  .  n 
— ̂ \  '    '  /  =     sin  CD      cos  Qp  0 

0  0  1 

=  1 

Durch  Erweiterung  gelangen  wir  zu  den  Formeln: 

P  =:  p  '  cos  qp  —  ö  •  sin  OD , 

Q=i  q  •  cos  (f  -\-  p  •  smcp , 

(T)  und  (2')  zusammen  definieren  nun  eine  Berührungstransformation, 
bei  der  jeder  Elementverein  bewegt  wird,  indem  er  um  den  Winkel  cp 

gedreht  wird,  wobei  die  2;-Axe  die  Axe  der  Eotation  ist.  Zugleich 
wird  er  um  die  Strecke  a  parallel  zur  2:- Axe  verschoben.  — 

§  31.    Die  Punkt-Flächentransformationen. 

1.  Die  charakteristische  Gleichung.  Bei  einer  Berührungstrans- 
formation geht  jeder  Elementverein  wieder  in  einen  Elementverein 

über  und  im  speziellen  daher  (nach  §  3,  4)  jeder  zweidimensionale 
Verein  wieder  in  einen  zweidimensionalen.  Bei  den  erweiterten 

Punkttransformationen  ging  nun  ein  Verein  P^  wieder  in  einen  Ver- 

ein Pg  über.  Da  es  aber  außer  den  P^  noch  andere  zweidimensio- 
nale Flächenelementvereine  giebt,  so  werden  wir  zu  anderen  Be- 

rührungstransformationen gelangen,  wenn  wir  einem  Vereine  Pg  z.  B. 
die  Elemente  einer  Fläche  zuordnen. 

Die  Träger  der  Elemente  dieses  Vereines,  welcher  einem  Punkt 

a:,y,  z  zugeordnet  wird,  sind  die  Punkte  einer  Fläche,  und  wir  wollen 
die  Gleichung 

(1)  Q{x,y,z,x^,ij^,z^)  =  0, 

welche    die    dem  Punkte  x,  ?/,  z   zugeordnete    Fläche    definiert,    die 
charakteristische  Gleichung  nennen. 

2.  Eine  notwendige  Eigenschaft  der  charakteristischen  Gleichung. 
Diese  charakteristische  Gleichung  muß  jedenfalls  eine  ganz  bestimmte 
Eigenschaft  haben,  wenn  es  gelingen  soll,  auf  Grund  derselben  eine 
Berührungstransformation  zu  definieren.  Die  Flächenelemente  der 
durch  die  Gleichung  (1)  definierten  Schar  müssen  den  ganzen  Raum 
ausfüllen,  d.  h.  man  muß,  wenn  ein  beliebiges  Element  s:^,  gi,  z^, Pi,  gi 

11* 
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gegeben  ist,   eine  Fläche  der  Schar  angeben  können,  welche  dieses 
Element  enthält. 

Könnte  man  nämlich  eine  solche  Fläche  nicht  angeben,  so  wäre 
die  erste  Vorbedingung  einer  Transformation,  daß  jedem  Element 

x^^y^,  z^^p^y  q^  auch  ein  Element  x,y,z,pyq  zugeordnet  wird,  nicht  erfüllt. 
(Hieraus  folgt,  daß  die  Funktion  Q  alle  sechs  Variabein  x,2/,z,x^,7/^,z^ 
enthalten  muß.) 

Analytisch  drückt  sich  diese  Forderung  so  aus:  Es  müssen 
sich  die  Gleichungen 

n{x,y,z,x^,y^,z^)  =  0, 

(2)  "ö^+^iT^-^' 

nach  x,y,z   auflösen  lassen,  d.  h.  es  darf  die  Funktionaldeterminante 

B=    ' 

i22 

Q  n  ü 
X  y  z 

scsCj       z^  xz^       x^'  yXj^       z^  yz^       ajj  '  zx^       Zj  zz^^       x^ 

«2/i       2i  xzj       y^'  yy^       z,  j/z,       y^f  zy^       z,  zz^       y^ 

nicht  verschwinden,  wenn  die  Gleichung 

n(x,y,z,x^,y^,z^)  =  0 
erfüllt  ist. 

Man  beachte,  daß  sich,  wenn  diese  Bedingung  erfüUt  ist,  auch 
die  Gleichungen 

n(x,y,z,x^,y^,z^)  =  0, 

(2')  ^^-  +  ̂ T^  =  ̂' 

0 y         ̂     ox  ' 

nach  ̂ j,  ?/j  und  z^  auflösen  lassen,  da  die  der  Determinante  I)  ent- 

sprechende Determinante    sich    von  D   nur  um  den  Faktor  (-ö~"  lA 
unterscheidet,  der  von  Null  verschieden  ist,  da  Q,  die  beiden  Größen 

z  und  z^  enthält. 
8.  Aufstellung  der  die  Transformation  definierenden  Formeln 

mit  Hilfe  der  charakteristischen  Gleichung.  Wir  können  jetzt  aus 

der  charakteristischen  Gleichung  die  Transformation^formeln  be- 
rechnen und  werden  gleichzeitig  auch  beweisen,  daß  die  in  2.  ent- 
wickelte notwendige  Forderung,  welche  die  Funktion  ^2  erfüllen 

muß,  auch  hinreichend  ist.  — 
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Da  jeder  Elementverein  wieder  in  einen   Elementverein  über- 
gehen soll,  so  müssen  die  Gleichungen  bestehen: 

^^        dt,        P^    du        ̂ ^    du         ̂ [dU       P  du       ̂ 'dtil"     '       ̂ -h^' 
Andererseits  aber  besteht  die  Gleichung: 

dj}     d  %y         dM     dx,  d  Sl     dy, 
d  Xi      d  ti  d  Xi      d  U  d  yi      d  U 

dJl  Jjc__    ,    1^  _1^    ,  dSl     d_y^  _  ̂   ;  _  1    9 

■^    d%      du    "^    dx      du    '^  dy    ~dU    ""     '       '  "  ■"' ^  • 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgen,  da  für  t^  und  t^  irgend  zwei 
unabhängige    Veränderliche    gewählt   werden    dürfen,    die    weiteren 
Gleichungen 

dfi  dSi  da  dSi  dSi 

d  S2  dxi  d  yi  '  d  %  d  x  dy 
c-i  Pi  ■  qi  Q  QP  gq 

Umgekehrt,  wenn  diese  Gleichungen  bestehen,  so  bestehen  auch  die 
Gleichung  (3).  Können  wir  also  aus  diesen  Gleichungen  (zusammen 

mit  Q  =  0)  die  Variabein  ̂ i,^i,Zi,Pi,gi  als  Funktionen  von  x,i/,z,p,q 
bestimmen  (und  umgekehrt),  so  definieren  sie  eine  Berührungstrans- 
formation. 

Eliminieren  wir  noch  (),  so  kommt: 

dx 

dSi 

da\        ̂ 1   d^i 
dS2    ,         dSi        ̂  

dy 

dxi 

dSi 
d% 
dS2 
d  % 

1  ^  '^'^  n 

+  9  ~rz^  =  0; 

und    aus    diesen    Gleichungen    zusammen    mit    Q  =  0    sind    dann 

^v  I/v  ̂ v  Pv  9i  zu  bestimmen. 
Das  ist  aber  möglich,   da  man  ja  der  Voraussetzung  nach  aus 

dfi   ̂        d^       ̂  

dy        ̂   d%  ' 

^P^u^i   bestimmen  kann    und    dann  aus  den  ersten  beiden   unter 
den  vier  Gleichungen  (1)  noch  pj  und  q^  erhält. 
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Genau  so  kann  man  zeigen,  daß  sich  mit  Hilfe  der  fünf  Glei-j 

chungen  auch  x,  y,  z,  p,  q  als  Funktionen  von  ^i,  i/^,  z^,  p^,  q^  be- 
stimmen lassen. 

Also  haben  wir  das  einfache  Resultat  erhalten: 

Die  charakteristische  Gleichung 

bestimmt  zusammen  mit  den  vier  Gleichungen 

a  y         ̂     0% 

eine  Berührungstransformation,  wenn  die  Determinante 

dS^  dS^  dSl 

dx  d y  '  d ̂  
1 

d  X  d  Xi    d  Xi        d  xd  %i     d  x^  d  %  d  x^    d  %y         d  xd  %^    d  x^ 

d  X  d  yi    d  %i         d  X  d  x-y    d  y^  d  x  d  yi    d  x^         d  xd  x^    d  y^ 

nicht  in  Folge  von 

Q(x,?j,z,x^,g^,Zj)  =  0 
verschwindet. 

4.  Die  LEGENDRE'sche  Transformation.    Wir  wollen  das  folgende 
Beispiel  behandeln:  Es  sei  gegeben  die  charakteristische  Gleichung 

n  =  z  +  z^-{-xx^-^gg^  =  0. 

Wir  haben  dann  nach  den  soeben  ausgeführten  Entwickelungen 

die  Gleichungen  hinzuzufügen: 

=  ̂ 1  +  /^  =  0 , 

=  X    +  ;)j  =  0  , 

dx 

■t 

P 
d  X 

dS2 

dy 

+ 9 
dS2 
dx 

dSi 
d  Xi 

+ 

Pl d  Xi 

dSl 

4- 

n dSl 
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Lösen  wir  die  fünf  Gleichungen  auf,  so  kommt: 

x^=  -p, 

I/i=  -9> 
z^=        xp  +  i/q  -  z, 

Pi  =  -  ̂'j 

9i  =  -y- 
Daß  diese  fünf  Gleichungen  eine  Berührungstransformation  definieren, 

wissen  wir  aber  schon.  (Nach  3.)  Sie  wird  die  Legendre' sc/ie  Trans- 
formation genannt. 

Wir  wollen  uns  nun  aber  auch  noch  darüber  Eechenschaft 

geben,  wie  dabei  die  verschiedenen  Arten  von  Elementvereinen  trans- 
formiert werden,  und  zwar  zunächst  die  zweidimensionalen. 

a)  Ein  Punkt  [P^),  dessen  Koordinaten  etwa  die  Werte  haben 
mögen : 

wird  transformiert  in  eine  Ebene: 

7             —    T      T 
-  //i  //o  -  ̂ 0 

Pl=    -  ̂ 0^ 9i  =  -yo 

Umgekehrt  wird  eine  Ebene 

z  =  ax  +  ßy  -\-  y, 

p  =  cc, 9  =  ß. 

sformiert  in  einen  Punkt  (P^) 

z^  =  -~y,    x^=-  -  a,    y^=  -  ß. 

b)  Eine  Gerade  mit  allen  ihren  Flächenelementen,  welche  gegeben 

ist  durch  die  Gleichungen 

y   =    «1  ̂   +    ̂1  7 
z  =  03  .r  +  ̂ 2 » 

a^  ̂   p  —  q  a^  =0 

geht  über  in  einen  durch  die  Gleichungen 

9i='^iPi-hy 

Z    =  -L.X   +-LA^h 

«2  +  ̂ 1  +  yi  «1  =  0 

gegebenen  Verein,  d.  h.  wieder  in  einen  Verein  C^,  der  von  allen 
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Elementen  gebildet  wird,  deren  Träger  auf  der  Geraden  liegen,  deren 

Gleichungen  lauten: 

y    —    > 

^~     a,     "^     Ol     ~  ̂2  • 

c)  Bisher  untersuchten  wir  spezielle  Arten  von  zweidimensionalen 
Elementvereinen.  Wir  wollen  nun  sehen,  in  was  für  ein  Gebilde 

sich  ein  Verein  C^  verwandelt,  dessen  Trägerkurve  nicht  eine  gerade 
Linie  ist. 

Der  Verein  C^  sei  gegeben  durch  die  Gleichungen 
y  =  (f{x), 
z  =  ijj(x), 

ip'{x)-p-g(p'{x)  =  0. 
Dann  lauten  die  Gleichungen  des  transformierten  Gebildes 

z^=  -xx^-2/^(p {x)  -  y.< {x) , 

Pi  =  -^', q^  =  —  (f{x),     ip'  {x)  +  x^  +  T/j  (f'  (x)  =  0  . 

Sie  stellen  also  eine  abwickelbare  Fläche  dar,  nämlich  die  von  den 
Ebenen 

umhüllte  Fläche.  (Man  hätte  dies  auch  direkt  daraus  ersehen  können, 

daß  ein  Pg  sich  in  eine  Ebene  verwandelt,  und  daher  ein  Umhüllungs- 
gebilde von  Pg?  nämlich  ein  Verein  C^,  in  ein  Umhüllungsgebilde 

von  Ebenen  [§  29,  6],  also  in  eine  abwickelbare  Fläche.) 

Umgekehrt  verwandelt  sich  eine  abwickelbare  Fläche,  gegeben 
durch  die  Gleichungen: 

z  =  tx  '^y(p{t)  +  xp{t), 

0  =  x-\-y(p'{t)-i-ip'(t), 

p  =  t,      q  =  (p{t), 

in  einen  Verein  C.^-. 

Pi  -  Qi  ¥i-  ̂ 'i)  +  V^'{-  ̂ \)  -=  0, 

deren  Träger  die  durch  die  ersten  beiden  Gleichungen  definierte 
Kurve  bilden. 

I 
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Alle  anderen  Flächen  werden  wieder  in  Flächen  verwandelt 

(und  zwar  nicht  in  abwickelbare  Flächen).  — 
d)  Von  eindimensionalen  Elementvereinen  wollen  wir  die  Ver- 
eine Zj  besonders  betrachten. 
Ein  Zj  ist  gegeben  durch 

^  —  '^o  »     1/  —  I/o  f     "^  —  ̂0  y 

q  =  ap  -j-  ß, 

das  transformierte  Gebilde  durch: 

Pl=    -^0^ 

'h  =  -yo^ 

Vi  =  ̂ ^1  -  ßy 

z^  =  -^'iK  +yo«)  +  /^yo  - 

~  -^0  ' 

es  stellt  also  eine  C^  dar,  und  zwar  einen  Streifen,  dessen  Trägerkurve 
eine  gerade  Linie  ist,  und  dessen  Elemente  alle  einander  parallel  sind. 

Umgekehrt  verwandelt  sich  ein  solcher  Streifen  in  einen  Ver- 
ein Zj. — 
e)  Endlich  wollen  wir  diejenigen  (ein-  oder  zweidimensionalen) 

Elementvereine  einer  besonderen  Betrachtung  unterziehen,  deron 
Träger  auf  dem  Paraboloid 

2 ;?  +  2:2  +  3^2  =  0 
gelegen  sind. 

Die  Punkte 

^-  =  '^0  >     I/=!/oy     ̂   =   -2~ 
gehen  über  in  die  Elementvereine: 

/'i  ~       -^0  >     5'i  ~       I/o  > 

h=   -  ̂ 0  ̂ 1  -  I/oI/l  +  ̂-y-^  > 

d.  h.  in  die  Tangentialebenen.  (Einem  Punkte  entspricht  die  in  diesem 
Punkte  an  das  Paraboloid  gelegte  Tangentialebene.) 

Die  Tangentialebenen  ihrerseits  gehen  in  die  Berührungs- 
punkte über. 

Weiter  folgt,  daß  eine  Kurve  {C^),  die  auf  dem  Paraboloid  ge- 
legen ist,  übergeht  in  eine  abwickelbare  Fläche,  welche  das  Para- 
boloid längs  der  Kurve  C^  berührt. 

Ein  Linienelement y  welches  auf  dem  Paraboloid  gelegen  ist  (d.  h. 
dessen  Punkt  dem  Paraboloid  angehört,   und  dessen  Richtung  der 
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Tangentialebene  des  Paraboloides  in  diesem  Punkte  angehört),   ist 
gegeben  durch: 

2 
^  =  ̂ 0?  y  =  yo>   2=  - --.--—  j 

Diese  Gleichungen  gehen  über  in: 

a{x^  -^o)  +  /^(.yi  -yo)  =  0, 

D.  h.  wir  bekommen  eine  Gerade  (vgl.  d),  die,  wie  die  letzte 

Gleichung  lehrt,  das  Paraboloid  im  Punkte  x^y^  berührt,  und  der 
Streifen,  welcher  dieser  Geraden  zugeordnet  wird,  besteht  aus  lauter 

Elementen,  die  der  Tangentialebene  angehören.    (Es  ist  ja  jOj  =  —  ̂ „. 

9i  =  -yo')  — 
Alle   diese  hier    erörterten   Eigenschaften  der  LEGENDBE'schen 

Transformation  werden  wir  später  verwerten. 

5.    Die    Dilatation.      Jedem   Punkte  wird  eine   Kugel  mit  dem 

Radius  1  zugeordnet.     Das  geschieht  durch  die  Gleichung: 

ß  [x, y,  z,  x^,  y^,  z^)  =  {x  -  x^f  -|-  (y  _  yj2  ̂   (z  _  z^f  -1=0. 

Zu  dieser  Gleichung  treten  noch  hinzu  die  Gleichungen: 

{x  -x^)  -{-p[z-  z^)  =  0, 

{y-Vi)  +  y(^-^i)  =  o> 
-  [x  -  x^)  -p^{z-z^)  =  0, 

-(y-yi)-?i(^-^i)  =  o- 

Löst  man  die  Gleichungen  auf,  so  kommt 

P 

x^  =  X  -\r 

yi  +p»  +  g» 
y^-y  +  yT^^^ 

1 

z^  =  z 

Pl  =P» 

71  =  y- 
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iHlese  Transformation  besteht  also  darin,  daß  jedes  Element  parallel 
mit  sich  selbst  fortbewegt  wird  (das  zeigen  die  beiden  letzten 
Gleichungen)  und  zwar  in  der  Richtung  seiner  Normale,  denn  es  ist 

■  jxi  -  x)p  +  {yi  -  y)q  -  {x^  -  x)  ^  ̂ 
YYT^Tq'  '  Vix,  -  xf  +  (y,  -yf  +  iz,-  zf 

Die  Länge  der  Strecke,  um  welche  verschoben  wird,  ist 

Jedes  H,ächenelement  wird  also  in  seiner  eigenen  Normair ichtiing 
die  Strecke  1  verschoben.  —  Hieraus  kann  man  alle  weiteren 

Eigenschaften  der  Transformation  ableiten,  die  eben  wegen  der  so- 

eben erkannten  Eigenschaft  den  Namen  „Dilatation"  erhalten  hat 
(vgl.  §  15,  7). 

§  32.    Die  Punktkurventransformation. 

1.  Definition  der  Punktkur ventrajisformation.  Neben  den  Pg  und 
den  Vereinen,  die  aus  der  Gesamtheit  der  Elemente  einer  Fläche 

gebildet  sind,  haben  wir  in  §  27,  3  b  noch  eine  dritte  Klasse  von  zwei- 
dimensionalen Flächenelementvereinen  kennen  gelernt,  die  Vereine 

C-,.  Entsprechend  giebt  es  nun  außer  den  erweiterten  Punkttrans- 
formationen und  den  Punktflächentransformationen  noch  eine  dritte 

Klasse  von  Berührungstransformationen,  wo  den  Vereinen  P^  ̂^^ 
Raumes  Vereine  C^  zugeordnet  werden.  Wir  wollen  diese  Trans- 

formationen deshalb  mit  dem  Namen  „Punktkurventransformatiouen" 
bezeichnen. 

Um  eine  solche  Transformation  zu  definieren,  sind  zunächst 

zwei  Gleichungen  notwendig,  welche  die  dem  Punkte  ̂ -j  y,  z  zugeordnete 
Trägerkurve  darstellen. 

Um  die  weiteren  Formeln  zu  berechnen,  benutzen  wir  die  Forderung, 
daß  jeder  Elementverein  wieder  in  einen  Elementverein  übergehen  soll: 

(C)\        d  x-i  dxi  dyi  f  dx  dx  d  y\        .       ̂    ̂  

Aus  (1)  folgt  überdies 

( 1 ')  ̂   "^^      dxi        d  Sil      ö^iöi^i      d  x^ 
dxi       dti  dyi       dti  dx^       dU 

9i2i      dx         d  Sil      dy 

dx       dti  dy       dti    '     dx       dtt 

,     d  Sil      dx    .     d  Sil      dy    ,    d  Sil      ö*        r\ 
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und 

dxi       dti  dyi       dii  ö%       dti 

,     d  S2^      d  X    ,     d  S2g,      d  y    ,     d  S2,^      dx        .. 
d X        dti  d  y        dii  d  x        dti 

Damit  nun  die  Gleichung  (2)  infolge  der  Gleichungen  (1),  oder  was 

dasselbe  ist,  infolge  der  Gleichungen  (1')  besteht,  müssen  die  folgen- 
den Relationen  erfüllt  sein:  Man  muß  zwei  Größen  Aj  und  X^  be- 

stimmen können,   welche   die  sechs  folgenden  Gleichungen  erfüllen: 

3    ̂-^i  J.2    ̂ ^^^       n   -  0 

^i  4^  +  ̂ 2  4^-^1  =  0, ^0  2^1  ̂     dyi         ̂ 1 

.     d  i2i     ,    ,     d  i2o  rv 

^1  -e  ̂  +  ̂̂   ̂-  -  ̂  • ''  =  »' 

A,  ̂  +  A,  1^^-  +  (>  =  0. 

[Aus  diesen  Gleichungen  folgt  umgekehrt  wieder  die  Gleichung  (2).] 

Wenn  wir  die  Gleichungen  (1")  nach  p,  q,  p^   und  q^^  auflösen, 80  kommt  endlich: 
dS2  dSl, 

(1") 

dxi  '   dx^ 

Pi  =  -  7-572777'^^ A,  — ^     T   A2      ̂  

^^"d^^^^    dx 

Kann  man  nun  aus  den  Gleichungen  (1)  und  (3)  zusammen  —  nach 

vorheriger  Elimination  von  l^  und  l^  —  die  Variabein  x^,y^jZ.^,p^,q^ 
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als  Funktionen  der  x,  7/,  z,  p,  g  bestimmen,  und  umgekehrt  die  Va- 
riabein X,  y^  Zj  p,  q  als  Funktionen  der  x^,  y^,  z^,  p^,  q^^  so  bestimmen 

die  Gleichungen  eine  Berührungstransformation.  — 
Wir  wollen  hier  nicht  die  allgemeinen  Bedingungen  erörtern, 

welche  diese  Forderung  den  beiden  Funktionen  Q^  und  ̂ ^  auf- 
erlegt, sondern  uns  begnügen,  zwei  Beispiele  anzugeben.  Dies  ge- 

nügt um  so  eher,  als  wir  später  nur  von  erweiterten  Punkttrans- 
formationen und  von  Punktfiächentransformationen  Gebrauch  machen 

werden. 

2.   Die  AMPiiRE'sche  Transformation.     Es  sei 

ßj  =  2:  +  Zj  +  a::r^  =  0, 

Dann  treten  hinzu  die  Gleichungen: 

Pi  = 

(3) 

Ai  +  A2  .  0 

—  _   ̂ -^  -  K 
^i  ~       Ai  +  A2  ."ö"' 

^  Aj  +  ;i2  •  0  ' 

_  _  Ai .  0  +  ̂2 
^    ~   ~   Ai  4-  ̂ 2  ."Ö  * 

Aus  den  Gleichungen  (1)  und  (3)  zusammen  folgt: 

x^=  -p, 

(4)  z^  ̂   xp  —  z, 

Pi  =  -  ̂', 

Diese   Gleichungen   bestimmen   in    der  That   eine  Berührungs- 
transformation, denn  es  ist: 

ö  Xi   d x^  d  yi        dx  öjo  d x  dp  6  y 

f      ̂ .  ( dx  d X  dy\ 

3.   Die  LiE'sche  Geradenkugeltransformation.     Es  sei 
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Hierzu  treten  die  Gleichungen: 

A|     "T"    ̂ 2 

^1  ""  ~   X^x^l^  ' 

Firf     %  Na,   %  Qu 

Aj  Qö   "■"    A2 

^ 9  =-ir 
Löst  man  auf,  so  kommt: 

_  1  iy  •\-v 1  2\q-x 
px  ■{-  qy\ 
q-x     ) 

(y±JL  ̂ z^X'  VX±qj\ \q-  X  q-  ̂     j 

(5) 
yx  +  qy 

q  —  x 

_    qx  —  \ .  l  +  qx 

q  •\-  X 
und  es  ist 

ÖA^i  öiCj  Ö2/1           qx     /  d X  d X  d  y 

Die  Transformation  ist  also  eine  Berührungstransformation.  — 
Diese  Transformation   hat   eine  interessante  Eigenschaft:     Die 

Gerade  {C^ 

y  =  a^x  -\r  b^, 

z  =  a^x  -\-h^ 

geht  über  in  einen  Elementverein,  dessen  Trägergebilde  definiert  ist 
durch 

^1   +  ̂Vl   +  «2  ̂'  +  ̂2   +  -^  ̂1   =  ö^ 

X  [x^  —  iy^)  4-  a^  a:  +  ̂ j  —  -Tj  =  0, 

also  in  eine  Kugel. 

Eliminiert  man  nämlich  hieraus  x,  so  kommt: 

^1^  +  Vi^  +  ̂1^  +  ̂1  K  +  ̂2)  +  ̂>i  K  -  h)  +  -i  («2  -  h) 

+  öj  ̂2  —  ̂1  «2  ~  ̂  • 

Die  Transformation  verwandelt  also   die  Geraden   des  Raumes 

X,  y,  z  in  die  Kugeln  des  Raumes  x^,  ?/j,  z^. 
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§  33.     Das  Problem  der  Integration  einer  partiellen  Differential- 

leichung  erster  Ordnung  und  die  Normalform  einer  Gleichung. 
ri 

1.   Die  erweiterte  Fassung  des  Integrationsproblems.    Die  Auf- 
gabe, eine  gegebene  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

4'^'^'l^'lf)=° 
zu  integrieren,  wurde  früher  (§  4,  4)  so  gefaßt:    Es  sollen  alle  mög- 

lichen Funktionen 

bestimmt  werden,  welche  die  Differentialgleichung  erfüllen. 

Mit  Benutzung  des  Begriffes  „Flächenelementverein"  und  der 
in  §  27  gegebenen  Auseinandersetzungen  kann  man  dasselbe  Pro- 

blem auch  so  definieren: 

Es  sollen  alle  möglichen  Elementvereine  F^  bestimmt  werden, 
deren  Elemente  in  der  durch  die  Gleichung 

(1)  F{x,y,z,p,q)  =  0 

dargestellten  Schar  enthalten  sind. 
Dieses  frühere  Problem  ist  also  einbegriffen  in  dem  folgenden, 

erweiterten  Integrationsproblem : 
Man  soll  alle  zweidimensionalen  Elementvereine  bestimmen y  deren 

Elemente  in  der  durch  die  Gleichung 

dargestellten  Schar  enthalten  sind. 
Diese  Elementvereine  wollen  wir  „Integralgebilde  (/g)  (ißr  gegebenen 

Gleichung^'  nennen. 
Neben  den  zweidimensionalen  giebt  es  auch  eindimensionale 

Integralgebilde  (/J;  z.  B.  jeder  Streifen,  welcher  einer  Integralfläche 
angehört,  ist  ein  solches  Gebilde  /j. 

Bei  dieser  neuen,  allgemeineren  Fassung  des  Integrationspro- 
blems beschränken  wir  uns  also  nicht  auf  den  Fall,  wo  die  Träger 

eine  Fläche  bilden,  sie  können  auch  eine  Kurve  bilden  (das  Integral- 
gebilde ist  dann  ein  Verein  C^),  oder  es  kann  das  Gebilde  einen 

einzigen  Trägerpunkt  haben  (dann  ist  es  ein  P^). 
Diese  erweiterte  Fassung  des  Problems  hat  einen  großen  Vor- 
zug, denn  nun  gilt  der  Satz: 
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Führen  wir  eine  Berührungstransformation  aus,  durch  die  eine 

gegebene  Differentialgleichung  in  eine  neue  übergeht,  so  verwandelt  sich 

dabei  jedes  Integralgebilde  wieder  in  ein  Integralgebilde  (der  neuen 
Gleichung). 

Dieser  Satz  ist  evident,  denn  erstens  wird  jeder  Flächenele- 

mentverein  wieder  in  einen  Verein  (derselben  Dimension,  §  3,  4)  über- 
geführt, und  zweitens  verwandelt  sich  jedes  der  durch  die  erste 

Gleichung  gegebenen  Schar  angehörige  Flächenelement  in  ein  Flächen- 

element, das  der  durch  die  transformierte  Gleichung  gegebenen 

Schar  angehört.  — 
Als  Differentialgleichung  im  erweiterten  Sinn  bezeichnen  wir  nun 

jede  Gleichung  zwischen  den  fünf  Koordinaten  des  Flächenelements; 

denn  jede  solche  Gleichung  stellt  eine  viergliedrige  Schar  von 

Flächenelementen  dar,  und  jede  solche  Gleichung  giebt  Anlaß,  sich 

die  Aufgabe  zu  stellen,  alle  Elementvereine  zu  bestimmen,  welche 

dieser  viergliedrigen  Schar  angehören. 

Aus  der  Definition  des  Integrationsproblems  folgt  unmittelbar: 

Hat  eine  eingliedrige  Schar  von  Integralgebilden  (J^)  eine  Enveloppe^ 
so  ist  diese  Enveloppe  ebenfalls  ein  Integralgebilde. 

2.    Transformation    einer    Gleichung    in    die  Normalform.     Der 

Umstand,  daß  bei  Berührungstransformationen,  kurz  gesagt,  das 

Integrationsproblem  invariant  bleibt,  legt  den  folgenden  Gedanken 

nahe:  Ist  es  vielleicht  möglich,  zu  beweisen,  daß  jede  Differential- 
gleichung sich  auf  eine  Normalform  bringen  läßt,  welche  sich  leicht 

integrieren  läßt,  und  kann  man  die  durch  Integration  dieser  JSormal- 
form  gewonnenen  Resultate  dann  umgekehrt  auf  die  allgemeine  Form 
übertragen  ? 

Wir  wollen  zeigen,  daß  eine  solche  Transformation  möglich  ist  unter 

Voraussetzung  der  früher  (§  26,  3)  bewiesenen  Existenz  der  vollständigen 
Lösung. 

Existiert  nämlich  eine  vollständige  Lösung 

z  =  w{x,y,a,b), 

so  definiert  die  Gleichung 

zusammen  mit 

d  (ü         f. 
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P d  6) 
d  X 

d  cü 

dy 

=  0, 

0 

eine  Berührungstransformation,    weil    die  Determinante  D  (§  31,  2) 
den  Wert  hat: 

dydy^ 

(ü 

b) 

d  xdxi 

dxd  y^ 

d  y  d  x^ 

dydy^ 

ir  der  Voraussetzung  nach  (§  26,  3)  von  Null  verschieden  ist. 

Man  kann  also  eine  Berührungstransformation  angeben,  welche 
die    Gesamtheit    der    unter    der   vollständigen    Lösung    enthaltenen 

Integralflächen  überführt   in   (zweidimensionale)  Integralgebilde   der 
Gleichung 

^1  =  0. Wenn  nämlich 
z  =  co{x,y,x^,y^) 

ist,  d.  h.  wenn  die  Fläche  eine  (zur  vollständigen  Lösung  gehörige) 

Integralfläche  ist,  so  ist  auch 

^1  =  0, 

d.  h.  die  Träger  des  transformierten  Gebildes  liegen  in  der  ̂ ?/-Ebene. 
Wir   behaupten    aber   weiter:     Durch    die    angegebene    Trans- 

formation  verwandelt    sich    jedes    Integralgebilde    der    gegebenen 
Gleichung 

(1)  F{x,i/,z,p,q)  =  0 

in  ein  Integralgebilde  der  Gleichung 

z^  =  0. 
Es  folgt  dies  daraus,  daß  nach  Nr.  1  jedes  Integralgebilde  als  Um- 

hüllungsgebilde einer  zweigliedrigen  Schar  (z.  B.  der  durch  die  voll- 
ständige Lösung  dargestellten  Schar)  aufgefaßt  werden  kann. 

Bei  der  genannten  Transformation  geht  also  jedes  Integralgebilde 

wieder  in  ein  'Integralgebilde  über. 
Wir  bemerken  endlich  noch,  daß,  wenn  man  die  expliciten 

Gleichungen  der  Transformation  aufstellt,  für  z^  sich  der  folgende 
Wert  ergeben  muß 

z^  =  (f  {x,  y,  z,p,  q)'F{x,  y,  z,p,  q) , 
LiKBMANN,  Dififerentialgleichungen.  12 
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weil  jedes  Integralgebilde    der   transformierten    Gleichung   die   Be- 
dingung 

und  jedes  Integralgebilde  der  gegebenen  Gleichung  die  Bedingung 

F[x,y,z,p,q)  =  0 erfüllt. 

§  84.  Integration  der  Normalgleichung  z^  =  0. 

1.  Zweidimensionale  Integralgebilde  (J^).  Da  wir  früher  alle  Arten 
von  Flächenelementvereinen  aufgezählt  haben,  können  wir  jetzt  die 

Gleichung  z^  =  0  leicht  integrieren.  Wir  gelangen  zu  folgenden 
Arten  von  zweidimensionalen  Integralgebilden: 

erstens:  Die  Ebene  z^  =  0  selbst  [z^  =  0,  jo^  =  0,  ̂'j  =  0), 

zweitens:  Alle  Punkte  (P^)  der  a?j  «/i -Ebene, 

femer  alle  C^,  deren  Trägerkurven  in  der  ̂ r^y^ -Ebene  gelegen  sind 

Man  beachte,  daß  das  Umhüllungsgebilde  von  oo^  zweidimen- 
sionalen Integralgebilden  immer  wieder  ein  Integralgebilde  ist,  denn 

wenn  wir  oo^  Kurven  nehmen,  die  eine  einhüllende  Kurve  haben, 
so  ist  ja  der  Cg -Verein,  dessen  Trägerkurve  diese  Einhüllende  ist, 
selbst  das  Umhüllungsgebilde  der  erzeugenden  Elementvereine  C^ 

(§  28,  4). 
Ebenso:  Wenn  man  oo^  Punkte  nimmt,  so  bilden  sie  in  ihrer 

Gesamtheit  eine  Kurve,  und  der  Verein  C^,  der  zu  dieser  Kurve 
gehört,  ist  das  Umhüllungsgebilde  der  Vereine  Pj,  deren  Träger  die 
einzelnen  Punkte  der  Kurve  sind. 

Eine  Ausnahmestellung  nimmt  nur  die  Ebene  z^  =  0  selbst  ein, 
insofern  als  sie  das  Umhüllungsgebilde  einer  zweigliedrigen  Schar 
von  Integralgebilden  ist,  und  umgekehrt  eine  zweigliedrige  Schar  von 
Integralgebilden  gerade  die  Ebene  als  Umhüllungsgebilde  besitzt. 

Z.  B.:  Alle  Punkte  [P^  der  Ebene  haben  als  gemeinsames 
Umhüllungsgebilde  die  Ebene  Zj  =  0. 

Ebenso:  Alle  Geraden  der  Ebene  (aufgefaßt  als  C^  haben  die 
Ebene  als  gemeinsames  Umhüllungsgebilde. 

Dagegen  befinden   sich  unter  den  Elementen,  welche  das  Um- 
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iiüllungsgebilde  einer  eingliedrigen  Schar  von  Punkten  oder  Kurven 
enthält,  nur  eine  eingliedrige  Schar,  deren  Elemente  die  Gleichungen 

2:^  =  0 ,     pi  =  0 ,     ̂ 1  =  0 
erfüllen. 

(Z.  ß.  haben  alle  Punkte  der  y-Axe  als  Umhüllungsgebilde 
den  durch  die  Gleichungen 

x^  =  0,     z^  =0,     q^=0 

dargestellten  Verein,  von  dem  aber  nur  die  Elemente,  welche  über- 
dies noch  die  Gleichung 

erfüllen,  zu  den  Elementen  der  x^  yj- Ebene  gehören.)  — 
Wir  wollen  wegen  dieser  Ausnahmestellung  die  x^  yj -Ebene  die 

singulare  Losung  nennen,  ihre  Elemente  singulare  Elemente. 

2.  Eindimensionale  Integralgebilde  (/j).  Auch  die  Bestimmung 
der  eindimensionalen  Integralgebilde  hat  keine  Schwierigkeit.  Wir 
haben  folgende  verschiedenen  Klassen: 

a)  alle  Elementstreifen,  deren  Trägerkurven  in  der  x^  «/i -Ebene 
gelegen  sind; 

b)  alle  Elementarkegel,  deren  Trägerpunkte  in  der  ̂ Tj^^ -Ebene 
liegen ; 

c)  alle  Linienelemente  (i/j),  deren  Trägerpunkte  in  der  x^y^- 
Ebene  liegen. 

Eine  besondere  Ausnahmestellung  unter  den  L^  nehmen  die- 
jenigen Vereine  ein,  deren  Axen  in  der  x^  ?/j -Ebene  gelegen  sind.  Wir 

wollen  dieselben  deshalb  gesondert  untersuchen. 
3.  Die  charakteristischen  L^.  Die  Vereine  L^,  deren  Axen  iii 

der  x^  y^ -Ebene  gelegen  sind,  sind  definiert  durch  Gleichungssysteme 
von  folgender  Form; 

a?j  =  a, 

Wir  können  eine  Reihe  Eigenschaften  derselben  angeben,  durch 
welche  sie  sich  von  allen  anderen  eindimensionalen  Integralgebilden 
unterscheiden. 

Erstens  gilt  der  Satz:  Haben  zwei  Integralgebilde  J^  (so  wollen 
wir  die  zweidimensionalen  Integralgebilde  bezeichnen)  ein  gemein- 

sames Flächenelement,  ivelches  nicht  der  singul'dren  Lösung  angehört, 
so  haben  sie  alle  Elemente  eines  Vereins  L^  gemeinsam,  zu  dem  jenes 
Flächenelement  gehört, 

12* 
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Z.  B.  haben  ein  Integral-Pg  und  ein  Integral- C2  alle  Elemente 
des  Vereins  L^  gemeinsam,  dessen  Axe  die  im  Träger  von  P^  an 

die  Kurve  C^  gezogene  Tangente  ist.  (Der  Punkt  Pg  muß  dabei 
natürlich  auf  der  Kurve  C^  liegen.) 

Beispiel; 

und 

x^  =  0,     2-^=0,     5^1  =  0 

haben  gemeinsam  den  folgenden  L^ : 

^1=1/1=  h  =  9i=  ̂ ' 

Ferner  wollen  wir  die  Trägerkurven  zweier  Integral- Cg  betrachten. 
Damit  diese  Kurven  ein  gemeinsames,  der  singulären  Lösung  nicht 

angehöriges  Flächenelement  haben,  müssen  sie  sich  notwendigerweise 

berühren  in  dem  gemeinsamen  Punkte.  (Würden  sie  sich  nämlich 

nur  schneiden,  so  würde  das  gemeinsame  Flächenelement  in  dem 

Schnittpunkte  der  Ebene  z^  =  0  angehören,  also  singulär  sein.) 
Wenn  sie  sich  aber  berühren,  so  haben  sie  alle  Elemente  des  Ver- 

eins Xj  gemeinsam,  dessen  Träger  der  Punkt  ist,  in  dem  sich  die 
Kurven  berühren  und  dessen  Axe  die  gemeinsame  Tangente  ist. 

4.  Die  Integralgebilde  /g  ̂^^  Umhüllungsgebilde  der  charakte- 
ristischen Zy  Die  charakteristischen  Z^  haben  aber  noch  eine 

weitere  Eigenschaft,  welche  sie  auszeichnet. 

Nehmen  wir  eine  beliebige  Kurve  der  x^  y^ -Ebene  und  ordnen  wir 
jedem  Punkte  derselben  ein  nicht  singuläres  Flächenelement  zu, 
welches  zu  der  gegebenen  Schar  gehört  und  welches  andererseits 

die  Kurve  berührt,  so  entsteht  ein  Integral-Cj.  Jedes  dieser  Elemente 
aber  gehört  einem  ganz  bestimmten  Vereine  L^  an,  und  alle  diese 

Vereine  Z^  zusammen  erzeugen  einen  Integral- Og. 
Der  Integral-Cg  also  kann  mit  Hilfe  der  L^  dargestellt  werden, 

wenn  man  von  der  Trägerkurve  ausgeht:  ßJan  nehme  eine  beliebige 

Kurve  (deren  Punkte  natürlich  Träger  von  Elementen  der  gegebenen 

Schar  sein  müssen),  ordne  sodann  jedem  Punkte  irgend  ein  der  Schar  an- 
gehöriges  Element  zu,  das  nicht  der  singulären  Lösung  angehört  Jedes 
dieser  Elemente  bestimmt  einen  charakteristischen  Verein  L^,  und  die 

Gesamtheit  dieser   Vereine  L^  ist  ein  J^. 

Auch  diese  Eigenschaft  kommt  nur  den  charakteristischen  L^ 

zu.  Alle  anderen  J^  (eindimensionalen  Integralgebilde),  welche  nicht 

aus  lauter  singulären  Flächenelementen  bestehen,  haben  als  Um- 

hüllungsgebilde entweder  eine  endliche  Anzahl  bez.  eine  nicht  kon- 
tinuierliche Schar  von  Flächenelementen,    oder  aber  eine  endliche 
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Anzahl   von    Integralgebilden,    deren    Dimension    nicht    größer   als 
eins  ist. 

Z.  B.  umhüllen  die  Integralkegel: 

^1=0'     .yi  =  ö,         ;?i^  +  ̂ i^=l 

die  beiden  Integral- Cj : 

Tj  =  0 ,    yj  =  0 ,         ̂ j  =  -f  1  ̂     i»i  =  0 
und 

^i  =  0 »    3^1  =  0  >         9'i  =  -  1  >     i»i  =  0  • 

§  35.  Integrationstheorie  der  partiellen  Differentialgleichungen 

erster  Ordnung. 

1.     Reduktion  auf   die   Bestimmung    der    charakteristischen  J^ 

'ill  man  eine  beliebige  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

integrieren,  so  lassen  sich  die  durch  Betrachtung  der  Normal- 
gleichung 

gewonnenen  Resultate  und  Methoden  übertragen;  denn  alle  im 

vorigen  Paragraphen  abgeleiteten  Sätze  betreffen  solche  Eigenschaften, 
welche  bei  Berührungstransformationen  ungeändert  bleiben. 

Z.  B.  muß  der  folgende  Satz  gelten:  Unter  allen  eindimensionalen 

Integralgebilden  muß  es  entsprechend  der  dreigliedrigen  Schär  von 

charakteristischen  L^  eine  ebenfalls  dreigliedrige  Schar  von  charakte- 
ristischen e/j  geben. 

Biese  /j   haben  folgende  Eigenschaften: 

Erstens:  Jedes  Flächenelement  der  Schar  gehört  einem  charakte- 

ristischen e/j  an  (so  wie  jedes  Element  der  Schar  z^  —  0  einem  cha- 
rakteristischen L^  angehörte). 

Zweitens:  Haben  zwei  J^  ein  Flächenelement  gemein,  so  haben  sie 

alle  Elemente  eines  charakteristischen  J^  gemein  (wenn  dieses  Element 
nicht  gerade  ein  singuläres  ist). 

Drittens:  Man  erhält  ein  J^,  wenn  man  den  Punkten  einer  Kurve 

Flächenelemente  zuordnet,  welche  in  ihrer  Gesamtheit  einen  J^  bestimmen: 
jedes  der  Flächenelemente  dieses  J^  gehört  nämlich  einem  charakteristi- 

schen /j  an  und  die  Gesamtheit  dieser  charakteristischen  J^  definieren 
ein  J^. 
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Kennen  wir  also  die  charakteristischen  «Tj ,  so  können  wir  das 
zweidimensionale  Integralgebilde  bestimmen,  welches  eine  gegebene 
Kurve  enthält. 

Durch  diese  Betrachtung  wird  also  das  Tntegrationsproblem  auf  die 
Bestimmung  der  charakteristischen  J^  reduziert. 

Wir  wollen  noch  bemerken,  daß  diese  charakteristischen  J^ 
immer  C^  oder  Elementstreifen  sind,  wenn  die  gegebene  Gleichung 
eine  Differentialgleichung  im  eigentlichen  Sinne  ist,  d.  h.  mindestens 

eine  der  beiden  Größen  p,q  wirklich  enthält. 

Denn  die  Gesamtheit  der  charakteristischen  J^  enthält  ja  alle 

Flächenelemente  der  gegebenen  Schar,  und  es  erzeugen  oo^  charak- 
teristische /j,  welche  sämtlich  je  ein  Element  eines  /j  enthalten, 

einen  zweidimensionalen  Elementverein,  d.  h.  im  allgemeinen  eine 

Fläche.  Eine  solche  Eigenschaft  kommt  aber,  wenn  .r,y,  z  in  einem 
gewissen  Bereich  beliebig  variieren  können,  nur  solchen  Vereinen  zu, 

die  (7j,  d.  h.  Elementstreifen  sind. 

Es  können  die  charakteristischen  /j  nicht  Elementarkegel  sein, 

denn  oo^  Elementarkegel,  deren  Träger  eine  Kurve  bilden,  können 
nur  ein  Gebilde  mit  eindimensionalem  Träger  umhüllen. 

Nur  in  dem  Falle,  wo  die  Gleichung  von  p  und  q  frei  ist,  re- 

duzieren sich  die  charakteristischen  J^  auf  Vereine  L^  — 
Dem  entsprechend  wollen  wir  bei  einer  partiellen  Differential- 

gleichung erster  Ordnung  die  charakteristischen  J^  als  charakte- 
ristische Elementstreifen  oder  einfach  als  charakteristische  Streifen 

bezeichnen. 

2.  Das  System  von  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  charakte- 
ristischen Streifen.  Wir  haben  früher  bei  der  Reduktion  auf  die 

Normalform  die  Kenntnis  einer  vollständigen  Lösung  vorausgesetzt. 

—  Um  nun  jetzt  die  Differentialgleichungen  für  die  charakteristi- 
schen Streifen  aufzustellen,  bedürfen  wir  dieser  Kenntnis  garnicht.  Der 

Umstand,  daß  (§  33,  2)  eine  Gleichung  dieser  Transformation  die 
Gestalt 

^1  =  9{^iyyZ,Pyq)F[x,y,z,p,q)[^  Z{x,y,z,p,q)) 
hat,  genügt  bereits. 

Es  sei  nämlich 
h  =  Z{x,y,z,p,q), 

(1)  yi^Y[x,y,z,p,q), 

Pi  =  P[^yy^z>p,q)^ 

eine  Transformation,  welche  die  Reduktion  auf  die  Normalform  leistet. 
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Dann   erfüllen  die   Gleichungen,   welche   die  charakteristischen 

Streifen  darstellen, X  =  x(t), 

P=P{i)> 

9  =  9W, 
die  Gleichungen  (§  29,  7) 

dxi    _  dX      dx        dX      dy        dX      dp         dX 
dt          dx       dt         dy       dt          dp       dt          dq 

dq  _Q 

dt   
~^' 

dy^    _dY      dx        dY      dy         dY      dp         dY 

i2\               dt    ̂    dx       dt          dy       dt          dp       dt          dq 

dq.  ^ 

dt         
^' 

dx,    _   dZ      dx         dZ      dy         dZ      dp         dZ 

dt    ~   dx       dt     ̂     dy       dt    .'     dp       dt     '     dq' 

dq  ̂ Q 

dt         
^' 

^    dqi         ̂ ,    dp,         i-pdQ        ̂ dP\dx     ,    (pdQ        ̂  

^1    dt         '^1    dt    -  r    dx         ̂   dx]   dt     ̂    \      dy        ̂  

dP\  dy 

dy  )   dt 
f-ndQ         Q^P\dp         (pdQ         ̂ dP\dq   _ 

"^  \      dp         ̂   dp)    dt     ̂    [      dq         ̂   dq)   dt   ~ 

=  0. 

Denn  die  Gleichungen 

dx,    _   dy,          dx,              dq,              dp,         ̂  
dt          dt           dt        ̂ ^    dt         ̂ ^    dt 

stellen  ja  die  charakteristischen  Z^  dar 

{z^  =  0,  ̂1  =  0,  ?/j  =  b,     ap^  •}.  ßq^  =0); 

es    müssen    also    die    weiteren    (rechtsstehenden)    Gleichungen    die 
charakteristischen  Streifen  der  Gleichung 

darstellen. 

Diese  Gleichungen  sind  nun  erfüllt,  wenn  man 

(3) 

dx         dF         dy         dF 

d t          dp  '       dt          d  q 

dz 
dt 

dF    ,        dF ==P    dp    -^^    dq 

dp                dF         dq dF 
dt               dx          dt 

dy 

setzt,  oder,  was  dasselbe  ist. 
dx         1 
dt          q) 

(Es  ist 

dZ '  -^ —  u.  s.  w. 

dp 

dZ  _   dicpF)  _ 

dp            dp           ̂  
dF    ,     j.     dq)              dF 

dv                dp        ̂   dp 

weil  i^  =  0  ist.) 
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Setzt  man  nämlich  diese  Werte  ein,  so  verwandeln  sich  die 

Gleichungen  (2)  in 

^^  =  IZ,Z],     ̂ {p^^f-g^^)=PlZ,Q-]-QlZ,I-']. 

Alle  diese  Ausdrücke  verschwinden  aber,  weil  die  Gleichungen  (1) 
eine  Berührungstransformation  darstellen. 

In  der  That,  nach  (§  29,  5)  ist 

nz. «]  -  e[p,^  =  p(-  (>•«)-«(-  (^  •  p)  =  0, 

während  die  Bedingung 

von  jeder  Funktion  erfüllt  wird. 

Hieraus  folgt,  daß  die  Gleichungen  (3)  wirklich  die  charakte- 
ristischen Streifen  bestimmen. 

Im  ganzen  sind  wir  also  zu  dem  folgenden  einfachen  Ergebnis 

gelangt : 
Um  eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

F{x,y,z,p,*q)  =  Q 

zu  integrieren,  d.  h.  um  die  eine  gegebene  Kurve  enthaltende  Integral- 
flache  zu  bestimmen,  genügt  die  Kenntnis  der  charakteristischen  Streifen. 
Dieselben  sind  bestimmt  durch  das  folgende  System,  von  gewöhnlichen 

Differentialgleichungen  erster  Ordnung: 

dt   ~    dp  '      dt   ~    dq  '      dt    '^  ̂  ~dj  "^  ̂  Tq  ' 

dp^___^J^       dg  _         BF 
dt  dx  ̂      dt  dy  ̂ 

zusammen  mit  der  Gleichung  F(x,yyZjp,q)  —  0. 

3.  Die  linearen  partiellen  Differentialgleichungen.  Die  Charak- 
teristikentheorie kann  man  speziell  anwenden  auf  die  Differential- 

gleichungen 

p  X[x,y, z)  +  q  Y{x,i/, z)  -  Z{x,y, z)  =  0 

und  bekommt  dann  für  die  Trägerkurven  der  charakteristischen 
Streifen  die  einfachen  Gleichungen 
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dy  ̂    Y{x,y,x) 
dx        X{x,  y,  %) 

dx       p  X{x,y,x)  +  q  Y(x.  y,  x)         Z{x,  y,  x) 
dx  ^{^j  y,  ̂ )  ^ (^j  2/)  ̂ ) 

Schreibt  man  die  Lösung  z  in  der  impliciten  Form 

so  verwandelt  sich  die  Differentialgleichung  in 

dx  o  y  o  X 

und   wir  sehen,    daß    die  Integration   dieser  partiellen  Differential- 
gleichung äquivalent  ist  mit  der  Integration  des  Sj^stems 

dy  ̂    Y{x,  y,  x) dx         X{x,y,x) 

dx     Z(x,y,x) 
dx        ̂   (aj,  y,  x) 

Dieses  Ergebnis  stimmt  genau  mit  den  Entwickelungen  von  §  4,  3 
überein. 

2    I        2 

§  36.    Die  Gleichung  z  —px  —  qy  —  ̂   ̂^    =  0. 

1.    Die   charakteristischen   Streifen.     Wir  wollen  jetzt  als  Bei- 
spiel die  Gleichung 

z-px-qy-  ^    ̂   ^     =0 
behandeln. 

Die  Differentialgleichungen  zur  Bestimmung  der  charakteristi- 
schen Streifen  lauten; 

dx 
dt 

= ~  X  — 

■p> 

dy 

dt 
= -y- 

■?. 

dx 
dt 

= 
—  p  X 

-p'- 

-1 

dp 

dt 
= -(p. 

-p)  = 

0, 

dq 

dt 
= -(?- 

-1)  = 0. 

2  ,     V^-\-q^ 
qx  -  q^  =  2:+        o 

Diese  Gleichungen  lassen  sich  leicht  integrieren,  und  man  erhält 



186     Viertes  Kapitel:    Die  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 

p  =  constans  =  p^ , 

q  =  constans  =  q^^ , 

Po  (•^'  -  ̂ o)  +  %{y  -  Vo)  -  (^  -  ̂ o)  =  0  ̂ 
^  -^  Po   ̂   a^o  +  jOq  ̂ 

y  +  io       ̂ 0  +  ̂0 ' 
Die  Konstanten  x^,  y^,  z^,  p^,  q^  können  dabei  nicht  beliebig  gewählt 
werden,  vielmehr  muß 

^o-Po^,-goyo-  ^"'2^°'  =0 sein,  und  außerdem  muß  für 

z  = 
  pa^  -  qy  _ 

=  -|((^+?or  +  (y  +  ̂ o)')--o 

sein,  und  ̂ ^  x  •\-  p^  =  c{y  -\-  q^)  ist,  unter  c  eine  beliebige  Konstante 
verstanden,  so  muß  für 

x^  +  y^ 

einzeln 

^'  =  -  /^o  j    y^-% sein. 

Demnach  bekommen  wir  schließlich  folgendes  Ergebnis: 

Die  charakteristischen  Streifen  der  gegebenen  Gleichung  lassen  sich 
darstellen  durch  die  Gleichungen: 

{x  -  a)^c(y  -b), 

^a{x-a)^  bly  -b)-[z^  -^^)  =  0, 

q  =.  —  b , 

Diese   Gleichungen  lassen    eine    einfache   geometrische  Deutung  zu.h 
Sie  lehren,  daß  die  Trägerkurven  Tangenten  an  das  Paraboloid 

^  2 

sind. 

In  der  That  hat   die  Tangentialebene   dieses  Paraboloides  in 
Punkte 

die  Gleichung 

-  a{x  -  a)  -^  b(y  -  b)  -  [z  -  ̂ -| — j  =  0. 
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Nimmt  man  hierzu  noch  die  Gleichung 

[x  -  a)  =  c{y  -b)y 

so  erhält  man  die  Tangenten  des  Paraboloides. 
Die  hinzutretenden  Gleichungen 

p  =  —  a ,     q  =  —  b 

lehren  dann,  daß  die  Flächenelemente  der  Streifen  der  Tangential- 
ebene angehören,  in  welcher  die  betreffende  Tangente  liegt, 

2.  Eine  vollständige  Lösung.  Eine  vollständige  Lösung  der 
gegebenen  Differentialgleichung  bilden  z.  B.  die  Tangentialebenen. 

Denn  setzen  wir 

z  =^  cüix^y^a^b)  =  —  a{x  —  a)  —  b{y  —  b)  -\- 

so  verschwindet  die  Funktionaldeterminante  nicht: 

d^  CO  d^  0) 

6  xd  a d  X  d  b 

b) 

dy  db dy  d  a 

Außerdem  erfüllt 

z  =  —  a{x  —  a)  —  b[y 

1     0 

0    1 

=  1. 

*)  + 
a^+  6« 

die  Differentialgleichung.    Das  folgt  schon  direkt  aus  1.;  man  kann 
es  aber  auch  verifizieren.     Es  ist: 

d  % 

d  X 

d  X 

dx 
d 

=  a 
d  z 

X   iT       •     ?/   

dy      ̂        2 

dy 

1    (fd 

=  b, 

d  X 
+ 

m) 
=  -a{x-a)-b[y-b)  +  ̂ ^  -{-ax-^by  +  |(«^  +  ̂')  =  0 . 

3.    Bestimmung    der    durch    eine    gegebene  Kurve    hindurchzu- 
legenden Integralfläche.     Soll  durch  die  Kurve 

Vi  =  ̂ {^i)> 

die  Integralfläche  gelegt  werden,   so  hat  man  aus  den  Gleichungen 
x^-a  =  c((p  {x^)  -  b) , 

-  a{x,  -a)-b  (cp{x,)  -  Ä)  -  {yj{x,)  -  ̂ 1±^)  =  0, 

ip'(x^)  +  a  ̂ b(p'(x^)=^0 

a,  b  und  c  als  Funktionen  von  x^  zu  bestimmen.    Wenn  man  dann 
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diese   Werte  in  die  Gleichungen  für  die  charakteristischen  Streifen 
einsetzt,  so  erhält  man  die  gesuchte  Integralfiäche. 

Nehmen  wir  z.  B. 

^1  =  0,    yi  =  0 , 

so  sind  die  folgenden  Gleichungen  aufzulösen: 

Xj  —  a  =  —  cb , 

0  =  0. 

Hieraus  folgt  a  —  b  =  0,  und  das  betreffende  Integralgebilde  erfüllt 
die  Gleichungen 

p  =  q  =  0, 

WO  c  eine  beliebige  Variable  ist,   die  noch   eliminiert  werden  muß. 
Also  kommt  schließlich 

z  =  0. 

In  der  That  ist  die  a:y-Ebene  eine  Integralfläche  —  sie  gehört  so- 
gar zu  der  vollständigen  Lösung  — ,  und  außerdem  enthält  sie  die 

.T-Axe. 

4.  Anwendung  der  LEGENDRE'schen  Transformation.  Wir  wollen 
zeigen,  wie  man  durch  Anwendung  der  Legendee' sehen  Trans- 

formation direkt  und  ohne  die  in  1.  ausgeführte  Integration  eines 

Systems  von  Differentialgleichungen  zu  allen  diesen  Resultaten  ge- 
langen kann. 

Setzt  man  nämlich 

^i  =  -Pi7     I/i^-^y      z^=xp  -^yq-z, 

p^  =  -X,     q^^  -y, 

SO  verwandelt  sich  die  Gleichung 

ß(^,y,  ZyP,  q)  =  z-px  -qy  -  ̂ —  =  0 
m 

•^1  {"^vVv  h^Pv  9i)  =  ̂ 1  +  "^   t^'    =  0 . 

Diese  Gleichung  kann  man  also  (genau  wie  die  früher  behandelte 

Gleichung  z^  =  0)  unmittelbar  integrieren.  Jeder  Flächenelement- 
vereiU;  dessen  Trägerpunkte  auf  dem  Paraboloid 
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gelegen  sind,  ist  ein  Integralgebilde. 

Demnach  giebt  es  folgende  zweidimensionalen  Integralgebilde; 
Die  Vereine  P^,  deren  Träger  auf  dem  Paraboloid  gelegen  sind;  sie 
werden  dargestellt  durch  die  Gleichungen 

^i  =  a,     yi  ==  ̂  >     ̂ 1  = 2 

ferner  alle  C^,  deren  Trägerkurven  auf  dem  Paraboloid  gelegen  sind. 
Als  singulare  Lösung  kommt  das  Paraboloid  selbst  hinzu,  das  dar- 

gestellt ist  durch 
2    _I_    47    2 

^1  =  - 

^1    +  Vi 

Pl   =    -^1^       ̂ 1    =    -^! 

Eindimensionale  Integralgebilde  sind  die  Vereine  6^,  deren 
Trägerkurven  auf  dem  Paraboloid  liegen,  ferner  alle  jener  Vereine 

/\\  oder  Zj,  deren  Trägerpunkte  auf  dem  Paraboloid  sind. 

Die  charakteristischen  Z^^  sind  gegeben  durch  die  Gleichungen: 

x^  =  a,     yi  =  ö ,     ̂ 1  =   , 

Die  Axen  dieser  Vereine  sind  Tangenten  des  Paraboloides. 

Wendet  man  nun  die  inverse  Transformation  an,  so  bekommt 
man  wieder  die  Differentialgleichung 

z  -px  —  qi/  -^-^==  0. 

Diese  inverse  Transformation  ist  übrigens  wieder  die  LEGENDßE'sche 
Transformation : 

2^  =  -  ̂ 1  +  7^1  ̂ 1  +  ̂1  yi  ? 

y  =  -  5'i  * 

p=  -x^, 

9=  -I/i' 

Bei  dieser  LEGENDEE'schen  Transformation  nun  verwandeln  sich 
die  soeben  bestimmten  Integralgebilde  der  Gleichung 

i2,  =  0 
(nach  §  31,  4e)  in  folgende  Gebilde: 
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Die  Punkte  der  Fläche  gehen  in  Tangentialebenen  über,  die 
Kurven  der  Fläche  verwandeln  sich  in  abwickelbare  Flächen,  welche 
das  Paraboloid  berühren. 

Die  X, ,  deren  Axen  Tangenten  des  Paraboloides  sind  und  deren 
Trägerpunkte  auf  dem  Paraboloid  gelegen  sind,  verwandeln  sich  in 
Elementstreifen.  Die  Trägerkurve  eines  solchen  Elementstreifens  ist 
eine  Tangente,  und  die  Elemente  gehören  der  durch  die  Tangente 

gelegten  Tangentialebene  an.  — 
Wir  sind  also  hier  durch  Transformation  (ohne  Integration)  auf 

dieselben  Ergebnisse  gekommen,  wie  vorher  durch  Integration. 



Fünftes  Kapitel. 

Partielle  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung. 

§  87.    Der  KowALEWSKi'sche  Existenzbeweis. 

1.  Reduktion  der  Gleichung  auf  die  Normalform.  Wir  wollen  zu- 
erst die  Existenz  der  Lösungen  von  partiellen  Differentialgleichungen 

zweiter  Ordnung  mit  einer  abhängigen  und  zwei  unabhängigen  Ver- 
änderhchen  nachweisen. 

Diese  Gleichungen  haben  die  Form 

(1)  F{x,i/,z,p,q,r,s,t)  =  0, 
wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist 

dz  dz  d^ z     8'^ z       d^ z    
dx       ̂ '      d  y        "^      6  x^  '      dxdy  '       d  y^ 

Der  Gleichung  (1)  kann  man,    wenn  r  darin   enthalten   ist,    immer 
durch  Auflösen  die  folgende  Gestalt  verleihen 

(1')  r  =  f{x,ij,z,p,q,s,t). 
Wenn  die  Größe  r  in  (1)  nicht  mit  enthalten  ist,  dagegen  die  Größe  t, 
so  kann  man  folgende  Substitution  machen: 

   dz    d X       dz     dz    

P  ~~J^~Wy,~^^'     ^  ~d^~d^  ~P^' 

dx^       ö  2/i*        ̂ '        ~dxdy~dyidxi'~''^' 

   d^  z      d^z    

dy'^       d  x^^  ̂ ' 

Die  Gleichung  (1)  erhält  durch  diese  Substitution  die  Form 

und  man  kann  nach  r^  auflösen,  so  daß  wieder  eine  Gleichung  von 

der  Form  (1')  entsteht.  — 
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Wenn  endlich  F  weder  r  noch  t  enthält,  so  mache  man  die 
folgende  Substitution 

y  =  yi  • Dann  wird 

  d X     d %    d X     dz         d  X    

^  ̂    d^x   ̂ ^  ̂ ^  _^  ̂   g    _,. 
dxdy        d  y        dy^       dx^         ̂          ̂   ̂ 

und  die  Gleichung  (1)  bekommt  durch  diese  Substitution  die  Form: 

Löst  man  nach  r^  auf,  so  bekommt  man  wieder  eine  Gleichung  von 

der  Form  (1'). 
Wollen  wir  also  die  Existenz  von  Lösungen  beweisen,  so  können 

wir  dabei  immer  annehmen,  daß  die  Differentialgleichung  in  der 
Form  {V)  vorliegt. 

2.  Ausführung  des  Existenzbeweises  durch  Zurückführung  der 

Normalform  auf  ein  System  von  Gleichungen.  Um  den  Kowalewski'- 
schen  Existenzbeweis  zu  führen,  betrachten  wir  das  folgende  System 
von  linearen  Gleichungen: 

d  X        dp  ö  q    dp       d  s      d  r         dt      8  s 

dx       "''      dx  '  dx       dy       dx       dy         dx        dy 

dx"   dx  '^^^  dx   '^  ̂'  dp    '^  ̂  dq    '^   dy   '   ds    "^  dy  '   dt 

Aus  diesen  sechs  Gleichungen  können  wir  die  sechs  Größen:  z,  p, 

q,r,s,t  als  Funktionen  von  x  und  y  bestimmen,  und  dabei  können 
wir  überdies  für  x  =  x^  die  Größen  beliebig  gewählter  Funktionen 
von  y  gleichsetzen. 

Wir  wollen  nun  für  x  =  x^  folgende  Anfangsbedingungen  vor- 
schreiben : 

Das    System    von    Lösungen,     welches    diesen    Anfangsbedingungen 
genügt,  wollen  wir  in  folgender  Weise  bezeichnen: 

z=-Z{x,7j),     p  =  F(x,y),     q  =  Q,{x,7/), 

r=R{x,2/),     s==  S{x,7j),     t  =  T{x,y) . 

Zwischen  diesen  Funktionen  bestehen  nun  noch  verschiedene  Diffe- 
rentialgleichungen, die  wir  benützen  wollen. 
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Es  ist 

und 

I 
also 

Ferner  ist 

das  heißt 

oder 

Außerdem  aber  ist 

P  =  ̂  ̂ 
d  X 

7?        ̂
^ 

XL  =   -^    J 
Ö  X 

^=   dx^' 

dQ  ̂    BP  ̂ 
d  X  dy 

dQ         d'^'Z 

d  X 

=  0, 

(«-4f)-»- 

d  X         d  X  d  y 

d    1^         dZ 

«-4f  =  0(=9'(3/)-c^'(y)) für  X  =  x^y. 
d  Z 

Die  Funktion   Q  — ^ — ?  welche  nur  von  y  abhängt,  verschwindet 

also  für  x  =  Xq^  d.  h.  es  ist  allgemein 

^        dy 

In  ähnlicher  Weise  erkennt  man,  daß 

d  X  d  y 

ist;  denn  es  ist 

_d_(c_  g'^\  _  a^     ̂ ^  —  0 
öa;\         dxdyj        6x        dy  ' 

also  S  —  -^ — — -  eine  Funktion  von  y,  welche  für  x  =  x^,  und  daher 
o X  0 y  '^  ^^ 

für  jeden  Wert  von  x  und  y  verschwindet. 
Endlich  ist  auch  entsprechend 

weil 

^(m_d-^Z\        BT        es 
dx\  B  y^  j        B  X         B  y 

für  jeden  Wert  von  x  und  y  verschwindet. 
Die  Funktion  H  endlich  erfüllt  die  Bedingung: 

Liebmann,  DiflFerentialgleichungen.  13 
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dB 

df 

df 

dZ 

Qf 

dP 

^f , 
dQ 

d  X dx d  % dx 

dp 

d  X 

dq 

dx 

— 

df 

ds' 

öS 

d  X 

d 

d  X 

[R- 

f[^^y^ 

Z,P, 

Q,S, 

1') 

=  0. 

Da  überdies  für  x  -- 

=  ̂0 

n  =  f[^,y,z,p,q,s,T) 

ist,  so  ist  beständig  (für  jeden  Wert  von  x  und  ?/  im  Geltungs- 
bereich der  Lösung)  diese  Gleichung  erfüllt.  Demnach  haben  wir 

schließlich  folgende  Relation: 

d-Z        ̂ 1         rz  dZ    dZ     d'Z      d^Z 
dx^        '  \     ̂'    ̂ dx     dy     dxdy     d  y^ 

Die  Funktion  Z  ist    also   eine   Lösung    der  gegebenen  Differential- 

gleichung, welche  eine  gewisse  Anfangsbedingung  erfüllt:  Für  x  =  x^ 
d  Z 

nimmt  Z  einen  vorgeschriebenen  Wert  cp  [y)  und  -^ —  einen  vorge- 

0  X schriebenen  Wert  ip[y)  an. 

3.  Geometrische  Deutung  des  Resultates.  Deutet  man  die  Diffe- 
rentialgleichung geometrisch,  so  läßt  sich  das  gefundene  Resultat 

bequem  veranschaulichen: 

Die  Integralfläche  ist  im  allgemeinen  bestimmt,  sobald  man  einen 
Elementsir  elf  en  derselben  kennt  (dessen  Trägerkurve  in  der  Ebene 

X  =  x^  angenommen  ist). 

Die  Anfangsbedingungen  haben  ja  die  folgende  Form: 

x  =  x^,     ZQ  =  rp[y), 

Die  beiden  ersten  Gleichungen  definieren  eine  Kurve,  und  die  beiden  ̂  
letzten  zeigen,  daß  längs  dieser  Kurve 

dxQ  dxQ  dy      dq)  dq)      ̂  

dx        "^    dy         "^  dy         dy  dy 

ist;  d.  h.  daß  die  Gleichungen  einen  Verein  C^,  einen  Elementstreifenj 
definieren. 

Während  also  bei  desn  Gleichungen  erster  Ordnung  die  Angabe 

einer  Kurve^  welche  die  Integralfläche  enthalten  soll,  im  allgemeinen 

zur  Bestimmung  der  Integralfläche  ausreichte  (§  26,-  2),  ist  bei  den 
Gleichungen  zweiter  Ordnung  noch  die  Angabe  der  Tangentialebenen 

längs  der  Kurve,  d.  h.  die  Angabe  eines  ganzen  Elementstreifens  der 
Fläche  notwendig. 
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§  38.    Die  regulären  Krümmungselementvereine. 

1.  Das  Krümmungselement.  Bei  der  Behandlung  der  partiellen 

Differentialgleichungen  erster  Ordnung  hatten  wir  die  Begriffe 

..Flächenelement"  und  „Verein  von  Flächenelementen"  eingeführt  (§  27). 
Mit  Hilfe  dieses  letzteren  Begriffes,  der  viel  allgemeiner  ist,  als  der 

Begriff  „Fläche'^,  konnten  wir  sodann  die  Integrationstheorie  der 
partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  übersichtlich  darstellen, 
indem  wir  Berührungstransformationen  anwendeten. 

Ahnlich  wollen  wir  nun  auch  bei  den  partiellen  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung  vorgehen.  Wir  führen  zunächst  den 

Begriff  „Krümmungselement'*  ein. 

Unter  einem  Krümmungselement  verstehen  loir  den  Inbegriff"  der 
acht  Größen:  x,i/,  Zyp,q,r,Sft.  Dabei  sind  x,i/,z,p,q  als  Koordinaten 
eines  Flächenelementes  aufzufassen  und  r,s,t  als  Großen,  mit  Hilfe 

deren  man  die  Hauptkrümmungsradien  und  die  Hauptebenen  einer  das 

Flächenelement  x,y^z,p,q  enthaltenden  Fläche 

berechnet,  für  die  im  Punkte  x,y 

ö  /•  _       _^ Z.  _       iv  _        ay  _       b^f  _ 
dx       ̂ '       dy        ̂ '      dx^  '     dxdy        '      dy^ ist. 

Daß  die  acht  Größen  x^g,  z,p,  q,  r,  s,  t  zur  Bestimmung  der  Haupt- 
krümmungsradien ausreichen,  ist  aus  der  Flächentheorie  bekannt; 

denn  es  sind  ja  diese  Radien  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung 

^2      {rt-s^      _      ({l+p^t-2pqs  +  r{\-\-q^)\    ,    .   ̂   r. 

^       (1    +  jö2  +  ̂ 2)2  s    (^  (1    +  p8   +  g2)  I  j    t-    ̂  

und  die  Hauptebenen  sind  dadurch  bestimmt,  daß  sie  die  Normale 

enthalten  und  außerdem  diejenigen  Tangenten 

t,-  x        r]  -  y        ̂   -  X 
a  ß  Y 

der  Fläche,  für  welche  die  Gleichung 

«2  !^(1  -^P')-Pqr]  +  aß[t[\  +7^2)  -  r(l  +  q% 

+  ß^\pqt--s{\+q^  =  0 erfüllt  ist. 

2.    Krümmungselementvereine.      Die    sämtlichen    Krümmungs- 
elemente einer  Fläche  erfüllen  die  Gleichungen: 

13* 
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d%    dx 

d  X       "  ~~  d  y dp  d  q       d p        ̂        d  q 
o  X  ox       0  y  o  y 

die  man  auch  so  schreiben  kann: 

d%  B X  ^  y  _  c\ 

(\^  l^_r— -Ä^-O      z-1    2       k 

^^^  dt,        "^  dti       'du  -^'     e-l,^...Ä. 

d  ti  d  ti  dti  ' 

Man  hat  dann  nur  noch  die  Formeln 
k  =  2, 

t^  =  X  , 

k  =  // hinzuzufügen. 

Wie  wir  nun  früher  den  Begriff  „Fläche*'  erweitert  haben  und 

so  zu  dem  Begriffe  „Flächenelementverein"  gelangten  (§  27),  so  werden 

wir  jetzt  den  Begriff  „Krümmungseiementverein"  aufstellen. 
Wir  wollen   nämlich  so  definieren:   Ein  System  von  Gleichungen 

X  ̂   X  [t^  . . .  tjj , 

wo  nicht  alle  k-reihigen  Funktionaldeterminanten  verschwinden,  stellt 

einen  k-dimensionalen  Krümmungselementverein  dar,  wenn  die  acht  ge- 
gebenen Funktionen  die   Gleichungen  (1)  erfüllen. 

3.  Die  Dimension  von  Krümmungselementvereinen.  Man  erkennt 

sofort  die  Gültigkeit  des  folgenden  Satzes: 

Die  Dimension  eines  Krümmungselementvereines  kann  nicht  größer 
als  drei  sein. 

Denn  sobald  sie  größer  als  zwei  ist,  und  die  Koordinaten 

x,y,z,p.q  nicht  sämtlich  konstant  sind,  müßten  die  dreireihigen 

Funktionaldeterminanten  der  x,y,z,p,q  nach  den  t^  verschwinden, 

die  x,y,z,p,q  hängen  also  nur  von  zwei  Variabein  ab,  und  die  r,s,t 

wären  auch  zugleich  mit  bestimmt.  —  Hängen  die  x,y,z,p,q  nur 
von  einer  Variabein  ab,  so  kann  man  von  den  Größen  r,  s,  t  nur  noch 

eine  beliebig  annehmen,  die  Dimensionszahl  könnte  also  nicht  grösser 
als  2  sein. 
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Sind  aber  x^y^z^p^q  konstant,  so  können  r^s^t  beliebig  vari- 
ieren, d.  h. 

Ist  der   Verein  dreidimensional,  so  sind  x,  y,  z,  p,  q  konstant. 

Wir  wollen,  wie  wir  früher  (§  27,  1)  die  Größen  x,y,z  als  Koordi- 

naten des  Trägers  (nullter  Stufe)  des  Flächenelementes  x,y,z,p,q  be- 
zeichneten, jetzt  die  Größen  x,y,z  als  Koordinaten  des  Trägers 

nullter  Stufe,  x,  y,  z,  p,  q  als  Koordinaten  des  Trägers  erster  Stufe  des 

Krümmungselementes  x^y,  z,p,  q\  r,  s,  t  bezeichnen. 

Dann  können  wir  das  Resultat,  welches  wir  bei  den  Vereinen 

gefunden  haben,  deren  Dimension  gleich  der  Maximalzahl  3  ist,  so 

aussprechen : 

//  enn  ein  Krümmung s elementverein  dreidimensional  ist,  so  haben 

die  Elemente  des    Vereines  alle  denselben   Träger  erster  Stufe. 

Wir  können  nun  auch  alle  Krümmungselementvereine  bestimmen, 

welche  die  Eigenschaft  haben,  daß  ihre  Elemente  alle  denselben 
Träger  erster  Stufe  haben. 

Solche  Vereine  können  entweder  dreidimensional,  zweidimensional 

oder  eindimensional  sein,  da  ja  r,s,t  vollkommen  beliebig  sind,  und 
man  zwischen  diesen  Größen  beliebige  Relationen  festsetzen  kann. 

(Wir  wollen  solche  Vereine,  je  nach  den  Dimensionen,  mit  E^,  E^  und 
E^  bezeichnen.) 

Beispiele:  Fügt  man  zu  den  Gleichungen 

x=y  =  z=p  =  q  —  i) 

keine  weitere  Gleichung  hinzu,  so  hat  man  einen  dreidimensionalen 

Verein,  fügt  man  hinzu  ' 

so  ist  der  Verein  zweidimensional,  fügt  man  hinzu 

r  =  5  ==  0, 

so  ist  er  eindimensional. 

4.  Reguläre  Vereine   mit  zweidimensionalem   Träger.     Da  von 
den  Definitionsgleichungen  eines  Krümmungselementvereines  die  k 
ersten  die  folgende   Form  haben 

so  bilden  die  Träger  erster  Stufe  einen  Verein.  Hieraus  folgt  also, 
daß  wir  (abgesehen  von  den  in  3.  genannten  Vereinen  von  Ele- 

menten mit  gemeinsamem  Träger)  alle  anderen  bekommen,    indem 
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wir  die  verschiedenen  Arten  von  Flächenelementvereinen  zu  Grunde 
legen,  und  dann  die  Funktionen 

^  =  ̂ (^1,^2)^ 

nachträglich  so  bestimmen,  daß 
dp             d  X  d  V  r. 

—  r  -T-.   s  -ir^  =  0  , 
dti  dti  dti  '=12 

-i JL  _  o A^  _  / ly_  —  0 

dti  dti  dti    ~      ' ist. 

Gehen    wir   zunächst  von    dem   zweidimensionalen  Verein  aus, 
welchen  die  Elemente  erster  Stufe  einer  Fläche  bilden,  also  von  den 
Gleichungen 

/•/  N  Öf  Öf 

so  treten  hierzu  noch  die  Gleichungen 

dx^  dx  '      dxdy\        dy  dx  J  '      d  y^  [        dy  j 

Wir  wollen  die  Gesamtheit  dieser  Elemente  als  „Krümmungs- 

elemente einer  Fläche"  bezeichnen  oder  kurz  als  „Vereine  i'2,2"' 
Beispiel: 

z  =  p  =  q  =  0,     r  =  s  =  t  =  0. 

Die  beiden  anderen  Arten  von  zweidimensionalen  Flächenelement- 

vereinen können  nicht  Träger  von  Krümmungselementvereinen  sein, 
bei  denen  die  drei  Größen  r,s  und  t  endlich  sind  (vgl.  §  39). 

5.  Reguläre  Vereine  mit  eindimensionalem  Träger.  Ist  der 
Träger  erster  Stufe  eindimensional,  und  zwar  zunächst  ein  Element- 

streifen, so  wird  er  dargestellt  durch  die  Gleichungen 

z  =  z{x),      tj  =  y[x), 

Die  beiden  Gleichungen 

d  % 
dx 

V  - 

dy 

Ux 
= 

0. 

ngen 

dp 

dx 

r  — 

^dy 

dx 

0, 

dq 

dx 

s  — 

dx 
0 

bestimmen  dann  noch  zwei  von  den  Größen  r,  s,  t  als  Funktion  von 
X  und  der  dritten  Größe. 
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Hieraus  folgt:  Ist  das  Trägergebilde  erster  Stufe  ein  Element- 

streifen,  so  ist  der  Verein  entweder  zweidimensional  (C*!  2),  oder  eindimen- 
sional (^1,1). 

Beispiel:  Der  Verein 

7/  =  z  =  p  =  ̂   =  05     r  =  s  =  0 

ist  zweidimensional^  denn  x  und  t  variieren  beliebig.  Setzt  mau 

nachträglich  noch  ̂   =  0,  so  bekommt  man  einen  eindimensionalen 
Verein.  — 

Der  Fall,  daß  das  Trägergebilde  ein  Elementarkegel  (§  27,  4b) 
oder  ein  Linienelement  (§  27,  4  c)  ist,  wird  ebenfalls  in  §  39  behandelt. 

§  39.    Die  nichtreguiären  Krümmungselementvereine. 

1.  Einführung  des  Begriffes.  Wir  müssen  außer  den  sechs 
Arten  von  regulären  Elementvereinen  auch  solche  betrachten,  welche 

nicht  regulär  sind,  d.  h.  solche,  welche  die  Eigenschaft  haben,  daß 

mindestens  eine  der  Größen  7-,  ä,  t  nicht  endlich  ist. 
Das  folgende  Beispiel  zeigt  uns,  daß  diese  Erweiterung  not- 

wendig ist. 

Gegeben  sei  die  (abwickelbare)  Fläche 

2y  =  u^  -\-  2uv, 

^z  =  u^  +  ̂ u^v. 

Man  berechnet  hieraus  mit  Hilfe  der  Formeln 

du  = 

dv  = 

^   dy       ,    dx dx-^-  dy-^ dv  o  V 

d  X  dy      dy  d X 
du  d  V       du  d  V 

-  dy       ,    d  X 
—  dx-^^  +  dy-^ — au  du 

d  X  dy      d  y  dx 
du  d  V      du  du 

die  folgenden  Werte  für  die  Koordinaten  p,  q,  r,  s,  t  der  Krümmungs- 
elemente der  Fläche: 

d  X  9  d  X         c\ 

V  =  -^ —  =  —  ̂ ^^,      q  =  -^ —  =  2u, ^         d  X  dy 

d  x'^  V  d  X  d  y  v  d  y^  v 

Alle  diese  Größen  sind  endlich  in  allen  Punkten  der  Fläche, 
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ausgenommen  für  y  =  0.  Hier  sind  sie  nicht  mehr  regulär,  wie  wir 
sagen  wollen.  (Diese  Punkte  bilden  die  Eückkehrkante  der  durch 
die  Gleichungen  dargestellten  Fläche;  die  Fläche  besteht  aus 

allen  Tangenten  der  Kurve,  welche  durch  die  G-leichungen 
X  =  u 

2/=  ̂ » 

dargestellt  ist.) 

Man  kann  nun  aber  den  Begriff  „Krümmungselement"  auch  noch 
in  diesen  Punkten  aufrecht  erhalten,  und  man  kann  Koordinaten  ein- 

führen, welche  auch  für  die  Rückkehrkante  endliche  Werte  behalten. 
Wir  wollen  nämlich  die  folgenden  Substitutionen  machen: 

  ^   o_        .   T^ 

In  unserem  Beispiele  haben  wir  dann  zu  setzen 

Q  =  2u^,      (7  =  —  2u,      T  =  2, 

Diese  Koordinaten  versagen  nicht,  wenn  v  verschwindet. 

2.  Gleichungen  der  Krümmungselementvereine.  Da  diese  neuen 
Koordinaten  auch  dann  endliche  Werte  behalten,  wenn  r,s,t  nicht 
mehr  endlich  sind,  so  wollen  wir  sie  allgemein  einführen  und  müssen 
nun  noch  die  Definitionsgleichungen  der  Krümmungselementvereine 
entsprechend  umformen. 

An  Stelle  von 
dp  d X  d  y        ̂  

tritt 

an  Stelle  von 

tritt 

d  ti  d  ti  ö  fi 

d  ti  d  ti  d  ti 

dq      ,  dx      ,  ̂ y  (\ 
^    d  ti  o  fi  o  ti 

Außerdem    sind    aber    noch    zwei    weitere    Relationen    erfüllt: 
Erstens  ist 
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t 
dp  dp  ,  dx         T      (         dx  dy\ 

(1) 

zweitens  aber  ist 

dp  d  q     ,        d  y         (T   {  dx  dy\         g   {  dx  dx\ 

d  fi       ̂   d  ti         ̂   d  ti        (p   [        ̂   dti  dti\         cp  \  öti  d  ii) 

Demnach   werden   wir   nun    die   Krümmungselementvereine   so 
definieren : 

J)ie  Gleichungen 
X  =  X  [t^  . , .  tj.)  , 

p=p(t^...Q, 

0  =  (){t^...t^), 

T  =  T(t^...Q, 

ff  =  Cf[t^...t^, 

definieren  einen   Verein  von  Krümmungselementen j    wenn    die   folgenden 

Relationen  erfüllt  sind: 

dz  d X  d  y      r. 

TTT  ~  ̂  Tu  ~  ̂  Tu  ~    ' 
dp     ,         dx     ,         d  y        ̂  

/o\  öo,         d  X     ,         d  y         f.  '       1    n        7 

dp  da  d  X         ,. 

d  ti         ̂     d  ti         ̂    oti 

und  außerdem  die  Gleichung 

Man  bemerkt  sofort,    daß    das   Gleichungssystem  sich  auf  das 
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frühere  System  reduziert,  sobald  cp  nicht  verschwindet.  In  diesem 

Fall,  der  schon  in  §  38  erledigt  ist,  wollen  wir  die  Krümmungs- 

elemente und  ebenso  die  aus  ihnen  gebildeten  Vereine  regulär  nennen. 

Dagegen  sollen  unter  nicht  regulären  Elementen  solche  ver- 

standen  werden,  für  die  cp  verschwindet,  und  unter  nicht  regulären 
Krümmung  selementv  er  einen  solche,  deren  sämtliche  Elemente  nicht 

regulär  sind, 

3.  Nicht  reguläre  Krümmungselementvereine.  Die  regulären 
Krümmungselementvereine  haben  wir  schon  in  §  38  bestimmt.  Es 
bleiben  die  nicht  regulären  Vereine. 

Wir  erhalten  dieselben,  genau  wie  die  regulären,  indem  wir 

klassifizieren  nach  der  Art  des  Trägergebildes  erster  Stufe.  Zunächst 

wollen  wir  annehmen,  das  Trägergebilde  sei  eines  der  im  vorigen 
Paragraphen  behandelten. 

Erster  Fall:  Der  Träger  besteht  aus  einem  einzigen  Flächen- 

element. Die  Gleichungen  sind  dann  erfüllt,  wenn  man  (;  r  —  ö-^  =  0 
setzt,  und  wir  erhalten  daher  entweder  einen  zweidimensionalen  {K^ 

oder  einen  eindimensionalen  Verein  {ß^. 

Zweiter  Fall:  Das  Trägergebilde  ist  ein  Elementstreifen; 

dann  sind,  sobald  man  ^  =  0  setzt,  die  Verhältnisse  der  Größen 

(>,  T,  ö-,  1/;  bestimmt  (da  die  Determinante  der  vier  letzten  Gleichun- 
gen (2)  verschwindet).     Diese  Vereine  bezeichnen  wir  mit  6i  i. 
Wir  erhalten  also  einen  eindimensionalen  Verein. 

(Beispiel:   y  —  z  =p  =  ̂   ==  0,  r^  =  ö-  =  i//  =  0.) 
Dazu  kommen  nun  noch  folgende  Klassen: 

Dritter  Fall:  Das  Trägergebilde  ist  ein  P^.  (Wir  bezeichnen 

die  Vereine  mit  P2,  2-)  Dann  ist  ̂   =  ̂   =  ö-  =  r  =  0 ;  x,  y  und  z 
sind  konstant,  p  und  q  sind  beliebig.  (Dieser  Fall  entspricht  den 
Punktkreisen  §  20,  2.) 

Vierter  Fall:  Das  Trägergebilde  ist  ein  Verein  C^\  dann 

muß    cp    ebenfalls    verschwinden,    und    es    sind    q,  cf,  t,  \p   bestimmt 

(^2,2). 

(Beispiel:    y  =  z  =  0,/?  =  0,  ̂   =  o  =  \fj  =  0.) 

Fünfter  Fall:  Das  Trägergebilde  ist  ein  Elementarkegel, 

d.  h.  Xy  7/,  z  sind  konstant  und  q  ist  eine  Funktion  von  p.  Dann 
sind  noch  die  Gleichungen  zu  erfüllen. 

dq         f.  dq  f. 

dp  ^    dt 

Wir  erhalten  also  einen  zweidimensionalen  Verein  (Ä\^  2)-    Wird  über- 
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dies  noch  eine  Gleichung  zwischen  o,  g,  t  und  i^'  vorgeschrieben,  so 
wird  der  Verein  eindimensional  (^i.  i). 

Sechster  Fall:  Artet  der  Kegel  in  Linienelement  aus,  so  be- 

kommen wir  zwei  weitere  Klassen  {L\^  o  und  Z^^  J  von  nicht  regu- 
lären Vereinen. 

Zu  den  sechs  Arten  von  regulären  Vereinen  (eine  xA.rt  von  drei- 
dimensionalen, drei  von  zweidimensionalen,  zwei  von  eindimensionalen) 

treten  also  noch  neun  Klassen  von  nicht  regulären,  von  denen  fünf 
zweidimensional  und  vier  eindimensional  sind. 

4.  Der  Begriff  der  Oskulation.  Zwei  Flächen  oskulieren  sich 

in  einem  Punkt  —  oder,  wie  wir  sagen  wollen,  in  einem  Krümmungs- 

element — ,  wenn  sie  einen  Punkt  gemeinsam  haben,  wenn  sie  in 
diesem  Punkte  eine  gemeinsame  Tangentialebene  haben  (d.  h.  also 

ein  gemeinsames  Flächenelement)  —  und  wenn  außerdem  die  zweiten 
Differentialquotienten  r,  s,  t,  gebildet  für  die  beiden  Flächen  in  diesem 
Punkt,  übereinstimmen. 

Diese  Definition  haben  wir  nun  zu  verallgemeinern,  genau  so 

wie  früher  (§  28)  die  Definition  der  Berührung. 
Wir  definieren  in  folgender  Weise: 

Zwei  Krummungselementvereine  oskulieren  sichy  wenn  sie  ein  ge- 
meinsames Krümmungselement  haben. 

Z.  B.  oskulieren  die  beiden  Vereine 

und 

z=p  =  q  =  r  =  s  —  t  =  0  (i'o,  2) 

in  dem  gemeinsamen  Krümmungselement 

x^=y  =  z^=p=^q  =  r=^s  =  t=i). 

Entsprechend  haben  wir  die  Oskulation  längs  eines  eindimensio- 
nalen Vereins  zu  definieren. 

Wir  sagen :  Zwei  zweidimensionale  Vereine  oskulieren  sich  in  einem 
eindimensionalen  Verein,  wenn  alle  Elemente  dieses  letzteren  den  beiden 

zweidimensionalen    Vereinen  gleichzeitig  angehören. 
Zi.  B.  oskulieren  sich  die  beiden  regulären  Vereine: 

X  =.g  =^  z  r=p  =  g  =  r  =  0  (E^) 
und 

y  =  z  =  p  =  ̂   =  r  =  5  =  0  (61,  2) 
in  dem  Verein 

X  =^7j  =  z  =p  =  q  =  r  =  s  =  0  (E^), 

und  die  beiden  nicht  regulären  Vereine: 
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und 

^j  =  Z  =p  =  0,  (f  =  f)  =  G  =  0  [02,2) 
in  dem  Verein 

X  =  1/  =  Z=p  =  (f  =  O  =  (T  =  T  =  0  {Li^i). 

§  40.    Die  erweiterten  Berüiirungstransformationen. 

1.  Das  Problem  der  Erweiterung  der  Berührungstransformationen. 
Wie  wir  in  §  30  die  Punkttransformationen  durch  Hinzunahme  von 

einigen  Gleichungen  erweiterten  und  auf  diese  Weise  eine  spezielle 

Klasse  von  Berührungstransformationen  erhielten,  so  wollen  wir  jetzt 

versuchen,  die  Berührungstransformationen  in  der  Weise  zu  erweitern, 

daß  Oskulationstransformationen  entstehen. 
Hier  sind  die  Oskulationstransformationen  zu  definieren  als 

Transformationen  der  Krümmungselemente ,  welche  jeden  Krümmungs- 
elementverein wieder  in  einen  Krümmung s elementverein  überführen. 

Eine  Berührungstransformation  führt  jeden  Flächenelementverein 
wieder  in  einen  Flächenelementverein  über,  sie  verwandelt  also 

jedenfalls  das  Gebilde  der  Träger  erster  Stufe  wieder  in  ein  Gebilde, 

dessen  Elemente  in  ihrer  Gesamtheit  die  Träger  eines  Krümmungs- 
elementvereines sein  können. 

Damit  nun  thatsächlich  auch  jeder  Krümmungselementverein 

wieder  in  einen  Krümmungselementverein  übergeht,  muß  man  zu  den 
Gleichungen 

x^  =  X{x,y,z,p,q), 

Vi  =Y{xy7j,z,p,q), 

(1)  z^=  Z{x,y,z,p,q), 

noch  drei  weitere  Gleichungen  hinzufügen: 

^1  =  R{^iyyZ,p,q,r,s,t), 

[V)  5j  =  S{x,g,z,p,q,r,s,t), 

h  =  '^'{^^y^ZyP>9^'^^s^^)y 

und  man  muß  von  den  Funktionen  R,  S,  T  verlangen,  daß  die  folgen- 
den Relationen  erfüllt  sind: 
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du  du  ä  ti  ~''^\dU       ̂   d  ti        ̂   du 

(2) 

dti 
dQ        ndX       rrdY       a    (d^         ̂ ^^         ̂ dy\ 

"  ̂  du  "  ̂d7;  =  PAdü~Pdü~  ^du) 

Diese  Forderungen  besagen  ja  eben,  daß  ein  Krümmungselement- 

verein des  Raumes  Xji/,z,p,g,r,s,t  übergeht  in  einen  Krümmungs- 
elementverein des  Eaumes  x^ji/^jZ^,p^,q^,r^,s^fty 

Man  kann  nun  die  Gleichungen  (2)  ganz  analog  wie  in  §  20,  5 

ersetzen  durch  vier  andere,  einfachere  Gleichungen,  welche  den  Glei- 
chungen (2)  vollkommen  äquivalent  sind  und  mit  ihnen  in  umkehrbar 

eindeutigem  Zusammenhange  stehen. 

Es  sind  dies  die  folgenden  Gleichungen 

dP        j^dX        ndY_^ 

(2') 

dx  dx  dx 

dP        j^dX        ̂ clY 
dy  dy  dy 

±^  _  ̂ i^  _  T^  =  0 
dx  dx  dx  ' 

dQ_n  dX  _  md  Y  _  ̂  
dy  dy  dy 

In  diesen  Gleichungen  ist  folgende  Abkürzung  gebraucht: 

dF  BF  ,       dF  ,       dF  ,      dF 

dx  d X  '    d  X  dp          d  q 
dF  d  F  ,      d  F  ,      d  F  ,      dF 

dy  d  y  ̂    d  x  dp          d  q 

2.  Die  erweiterten  Gleichungen.  Um  die  erweiterte  Trans- 

formation zu  erhalten,  muß  man  nun  die  vier  Gleichungen  (2')  nach 
i?,  ̂,  I' auf  lösen.     Dabei  ergeben  sich  die  Werte: 

7?  = 

aus  den  beiden   ersten  Gleichungen.     Aus  den  beiden  letzten  Glei- 
chungen erhält  man 

dp dY dP dY 
dP dX dP    dX 

d  X 

dy 

dy 

dx 

S  = 

dy 

äx 

dx     dy 

dX dY dY 

dX    ' 

dX äY dY    dX 

dx 

dy 

dx 

dy 

dx 

^y 

dx     dy 
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äQ 

^          äx 

äY        äQ    äY                       äQ   äx       äQ   äx 
äy         äy     äx           .  rn         äy    äx        äx    äy '^-  äx 

äx 

äY        äY    äX                         äX    äY      äY  äX 

äy         äx     äy                          äx     äy        äx    äy 

Wir  bekommen  also  für  R  und  T  je  einen  Wert,  für  S  dagegen 
zwei  Werte,  und  es  muß  noch  gezeigt  werden,  daß  die  beiden  Werte 
identisch  sind,  d.  h.  daß  die  Gleichung  besteht: 

äQ  ̂    äY^  _  Jg  ̂   äY^  _   äP_  ̂   äX^  __  äP_     äX 
äx       äy  äy       äx  äy       äx  äx       äy 

Dies  wollen  wir  jetzt  nachweisen  mit  Hülfe  der  Identität: 

(PF  d-^F     .  d^F      .         d^'F      .  d'^F 

äxäy         dxdy         "  dydz        "  öxdz        ̂   "      d  x^ 

.    g'^      ,         S"'F  \dF  d^F  d'F  ö^  8^  F] 
'^  '''  dydq'^      dxdq   '^  ̂'  ]  Öx    '^  dydq   '^  dxdp   '^  ̂  J^  "^       öfl 

_     ä^F äy  äx 
Differenziert  man  nämlich  den  Ausdruck: 

dx  dx  ^   dx   ̂          ' 

nach  y^  d.  h.  bildet  man 

und  subtrahiert  davon 

dU 

äy 

äV 

äx 
WO 

j,^äz_pdx_är 
dy  dy         ̂   dy  ̂         ' 

ist,  so  kommt 

J2Z           ä'^Z          äP      äx        äP      äx 
äxäy         äy  äx         äy       äx          äx       äy 

äQ      äY         äQ 

äy       äx          äx 

äY 

äy 

p/  ä^X           ä^X\        q(  d^Y 
\  äx  äy         äy  äx  )        ̂   [äxäy 

äy  äx  1           ' oder,  zufolge  der  abgeleiteten  Formel: 

äF     äX       äx     äP        (äQ     äY 
äy       äx         äy      äx         \  äx      äy 

äQ     äY\_^ 

äy      äx  j 

Damit  ist  die  zu  erweisende  Identität  der  beiden  erhaltenen  Werte 

von  S  und  also  auch  die  Existenz  der  erweiterten  Berührung str ans- 
formationen  erwiesen. 
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3.  Beispiele.     Wir  wollen  gleich  mit  zwei    früher    aufgestellten 
Berührungstransformationen  die  Erweiterungen  vornehmen, 

a)  Die  Legend RE'sche  Transformation. 
Diese  Transformation  ist  gegeben  durch  die  Formeln: 

Vi  =  -9> 

nx  =  -y- 
Die  zur  Erweiterung  dienenden  Formeln  sind: 

J»i  äx.  äy.  ^    .  .  „ 

dx  ^   dx  ^  dx  '      1       '      1  f 

dp^  dxi  dyi 
r,  -^  -  —  .V, =  r^s  -{-  s^t  =  0, 

dy  ^   dy        ̂    dy 

dx  ^    dx  ^    dx  i'i  ' 

doi  dx.         ̂     dy,  ^ 

und  ergeben  die  folgenden  Auflösungen: 

''i       rt  -  s^ 

—  s 

s,   = 
1        rt-  s^' 

b)   Die  Dilatation. 

Wir  gehen  aus  von  den  Formeln 

"^l  —  '^  "1   Y  ' 

W5"
 

Z^=Z   -, nY 

Vi  =P, 

9i=9, in  denen 

gesetzt  ist. 

Zur  Erweiterung  dienen  die  Gleichungen: 
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r  wf  —  r^[ni  +  r  (1  +  g^  —  p  q  s] -^s^{s{\  -{-  p^)  ̂  pqr]  ̂   0 , 

sni  —  r^{s{l  -\-  q^)  —  p  q  t\  —  s^{nl:  +  t  (l  +  p^)  —  p  q  s\  =  0 , 

s  wf  —  5j  {r/f  +  r  (1  -i-  q^  —  pqs]  —  t^{s{l  -\-  p^)  —  p  q  r]  =  0  , 

tni-s^{s(l  -^q^)-pqt]-s^{nl  +  t{l  -\- p^)  -  p  q  s]  =  0 , 

welche  die  folgenden  Gleichungen  ergeben: 
3 

R  =  -^[r{m  +  ̂ (1  +  P^)  -Pqs]  -  s{s{\  +  jo2)  -pqr]\ 

=  w|  [rnl  +  (rt-  s^)  (1  +  p^)]  :  ̂\ 

^=^[5{wf  +  r(l  +q^)-pqs]-r{sil  +  q^)  -  p  q  t] 

=  n^lsni  -\-  pq(rt  —  s^)]  :  N, 

^  =  4[^H  +  ̂ (1  +  9')-P9^\  -  ̂ {^{t  +  q')-pqt}-\ 
=  wf  [tn^-\-{rt-  s')  (1  +  ̂ 2)]  :  N, 

und  wo  iV  die  folgende  Bedeutung  hat: 

N^  [rt-  s^)  —  n\{r{\  +  q^)  +  ̂ (1  + /?2)  _  2p^s)  +  w^. 

4.    Transformation    der    nicht   regulären    Elementvereine.     Von 

den  erweiterten  Berührungstransformationen  haben  wir  gezeigt,  daß 
sie  einen  Verein  von  Krümmungselementen  immer  wieder  in  einen 

Verein  voq  Krümmungselementen  überführen.  Wir  haben  aber  beim 

Nachweis  dieser  Eigenschaft  von  den  Koordinaten  r,  s,  t  Grebrauch 

gemacht,  welche  nur  für  reguläre  Krümmungselemente  einen  Sinn 
haben.  Es  ist  also  eigentlich  nur  folgendes  bewiesen  worden: 

Gehen  bei  einer  erweiterten  Berührungstransformation  die  Elemente  eines 

Krümmungselementvereines,  der  regulär  ist,  wieder  in  regxdäre  Elemente 
über,  so  bilden  diese  Elemente  wieder  einen  regulären   Verein. 

Die  Ausnahmestellung  der  nicht  regulären  Elemente  läßt  sich 

aber  sofort  beseitigen,  indem  man  r,  s,  t  ersetzt  durch  die  allgemeinen 
Koordinaten 

ih  ̂ y  ̂ J  %  '^^ 

Entsprechend  hat  man  natürlich  auch  die  Größen  r,  s,  t  zu  ersetzen 
durch 

(^1,  ö-j,  Ti,  (p^,yJi. 

Da  die  Verhältnisse  der  (>,  a,  r,  (p,  \p  durch  die  r,  s,  t  eindeutig 

bestimmt  sind,  und  ebenso  die  Verhältnisse  der  q^,  f?^,  r^,  cp^,  'ip^ 

durch  die  r^,  s^,  t^,  so  werden  auch  die  Verhältnisse  der  fünf  Ko- 
ordinaten 
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9v  ̂ v  '^v  ̂ v  '^i 
eindeutig  bestimmt  durch  die  Verhältnisse  der  Größen: 

Weiter  aber  sind  die  Bedingungen  eines  Elementvereines,  aus- 
gedrückt in  den  Koordinaten  (>,  a,  r,  (p,  ip,  und  ausgedrückt  in  den 

Koordinaten  r,  s,  t  einander  äquivalent.  Dasselbe  gilt  natürlich  auch 

in  Bezug  auf  die  o^,  ö-j  ,  r^,  ̂ ^,  i/Zj   und  r.^,  s^^  ty 
Hieraus  folgt  also  schließlich,  daß  die  Gleichungen 

"^i-wk^^^Ttr+^^Tj;-^^ 

^1  dt,  +  ̂1  dt,  +  ̂1  dt,  -^' 

""i  dt,        ""^  dt,        ̂ ^  dt,        ̂  ' 

gelten,    sobald    die    entsprechenden   Gleichungen   in    den  x,7j,z,p,q, 

o,  G,  T,  (jp,  ijj  bestehen. 
Dadurch  haben  wir  den  Satz  gewonnen: 

Führt  man  in  die  Formeln  einer  erweiterten  Berührungstrans- 
formation die  Größen  q,  g,  t,  (p,  ip  an  Stelle  von  r,  s,  t  und  g^G^r^fp^  ifJ^ 

an  Stelle  von  r^  s^  t^  ein,  so  entstehen  allgemeinere  Gleichungen,  ver- 
möge deren  nun  ausnahmslos  jeder  Krümmungselementverein  wieder 

in  einen  Krümmungselementverein  übergeht. 
Es  gilt  dann  auch  ausnahmslos  der  Satz: 
Oskulieren  sich  zwei  Vereine  in  einem  Element  oder  in  einem 

ganzen  Verein  von  Elementen,  so  oskulieren  sich  die  transformierten 

Vereine  wieder  in  einem  Element  oder  in  einem  ganzen  Verein  von 
Elementen. 

5.  Anwendung  auf  die  erweiterte  LEGENDRE'sche  Transformation. 
Bei  der  LEGENDEE'schen  Transformation  verwandeln  sich  die  Glei- 
chungen 

  t   

—  s 

•^1  = 

rt  - 
r 

^1  -  rt-  s^ 

durch  Einführung  der  allgemeinen  Koordinaten  in 
Liebmann,   Diflferentialgleichungeu.  14 
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Ol 

— 

ar , 

(7j 

= 

—  U(T , 

Tj 

— 

u  o , 

9^1 = 

aipy 

^'i 

= 

äff, 

in  denen  die  Größe  u   einen    unbestimmten  Proportionalitätsfaktor 
bedeutet. 

Die  Richtigkeit  dieser  Formeln  erkennt  man  sofort.     Es  folgt 
aus  ihnen 

T 

^1  T.CjD  —  t  —   t  t 

1  ^1  xp  xp  I QT  —  (T^'\        s^  —  rt        rt  —  s^ 

und  ebenso (jD  V  cp^ 

^1  = 

und  endlich  auch 

9  <f> 
1  ^1  y/  xfj  s^  —  r  t         r  t  —  8^ 

s^  =  — 1  (jpi  r  t  —  s^ 

Aus  der  Darstellung  der  erweiterten  LEGENDRE'schen  Trans- 
formation durch  allgemeine  Koordinaten  können  wir  jetzt  sehr  leicht 

die  Eigenschaften  der  Transformation  studieren,  also  die  Frage 
beantworten : 

Wie  verwandeln  sich  bei  der  erweiterten  Legendre' sehen  Trans- 
formation die  verschiedenen  Arten  von  Krümmungselementvereinen? 

Diese  Frage  können  wir  auch  deswegen  leicht  beantworten, 

weil  wir  bereits  früher  (§  31,  4)  die  LEGENDBE'sche  Transformation 
untersucht  haben  und  nun  von  den  damals  gefundenen  Ergebnissen 
Gebrauch  machen  können. 

Wir  wissen  ja  nun  schon,  wie  sich  das  Trägergebilde  erster 
Stufe  transformiert,  und  brauchen  nun  nur  noch  festzustellen,  wie 

sich  die  Krümmungselemente  transformieren,  welche  sich  auf  die 

Flächenelemente  als  Träger  stützen. 

Dabei  finden  wir  folgende  Ergebnisse: 

Die  Vereine  E^,  E^  und  E^  verwandeln  sich  wieder  in  Vereine 

derselben  Art,  denn  einem  Flächenelement  entspricht  wieder  ein 

Flächenelement,  und  einem  jtt-dimensionalen  Krümmungselementverein 

wieder  ein  jtt-dimensionaler  Krümmungselementverein. 

Ein  Verein  P2, 2  verwandelt  sich  in  eine  Ebene.    In  der  That,  aus 



wird 

(1.  h. 
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y  =  b, z  —  c , 

2^1  -f  «Xj  +  bi/^  =  c, 

p^=:  —  a, 

9i  =  -^^ 
(^1  =  "^1  =  ̂ 1  =  '^1  =  0, 

0  =  r j  =  5j  =  ̂ j ,      7'j  ̂^  —  Äj  ̂  =  0  . 

Ein  Verein  ̂ 2^  2  verwandelt  sich  in  eine  abwickelbare  Fläche : 
In  der  That  wird  aus 

folgendes  System  von  Gleichungen: 

z^:=  -x^x  -  y^  t\  (x)  -  f^  {x) , 

p^  =  -  X, 

/2'W  +  ̂ i+yi/;'W  =  o, 

fi  =  -  ih  fi  W  •  "öi ' 
welches  (vgl.  §  31,  4  c)  eine  abwickelbare  Fläche  darstellt. 

Von  den  übrigen  Arten  von  Vereinen  wollen  wir  noch  die  Zj  2 
hervorheben. 

Aus  dem  Verein 

X  ̂ =  a ,     y  :=h  ̂      z  =  c , 

g  =  ap  -^  ß, 

^  =  0, 

14* 
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wird 

d.  h.  also 

Zj  =  —  x^[a  -{-  b  a)  -^  ß  b  —  c , 

d.  h.  ein  Krümmungselementstreifen  Ci^  2  >  dessen  Trägergebilde  ein 
ebener  Flächenelementstreifen  ist;  das  Trägergebilde  nullter  Stufe 

ist  eine  gerade  Linie. 
Es  ist  nun  leicht,  auch  zu  untersuchen,  wie  die  anderen  Klassen 

von  Elementvereinen  sich  transformieren.  Doch  wollen  wir  darauf 

nicht  weiter  eingehen. 

6.  Die  allgemeinen  Oskulationstransformationen.  Man  könnte 

die  Frage  aufwerfen:  Giebt  es  außer  den  erweiterten  Berührungs- 
transformationen nicht  noch  allgemeinere  Oskulationstransforma- 

tionen, bei  denen  nicht  jedes  Flächenelement  wieder  in  ein  Flächen- 

element übergeht?  —  Diese  Frage  liegt  deswegen  nahe,  weil  wir 
früher  außer  den  erweiterten  Punkttransformationen  noch  zwei 

andere  Klassen  von  Berührungstransformationen  kennen  gelernt 

hatten  (§31  u.  32),  bei  denen  die  Punkte  nicht  wieder  in  Punkte 
übergingen. 

Die  Antwort  ist  verneinend,  denn  bei  einer  solchen  Oskula- 

tionstransformation  müßte  ein  Verein  JE^  wieder  in  einen  drei- 

dimensionalen Krümmungselementverein  übergehen,  dessen  Träger- 

gebilde sich  nun  aber  nicht  wieder  auf  ein  einziges  Flächen- 
element reduzieren  dürfte,  weil  sonst  die  Transformation  notwendig 

eine  erweiterte  Berührungstransformation  sein  würde.  Nun  sind 

aber  die  ̂ 3  die  einzigen  dreidimensionalen  Krümmungselementvereine, 
welche  es  giebt,  also  ist  eine  solche  Transformation  nicht  möglich. 
D.  h.  also: 

Außer  den  erweiterten  Berührungstrayisformationen  giebt  es  keine 
allgemeinere  Klasse  von   Oskulationstransformationen. 

§  41.   Integration  der  Gleichung  (^  =  0  und  verwandter  Gleichungen. 

1.  Das  verallgemeinerte  Integrationsproblem.  Unter  dem  Inte- 

grationsproblem einer  partiellen  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung wollen  wir  folgende  Aufgabe  verstehen: 

Gegeben  ist  eine   Gleichung 

(1)  F[x,  y,  z,  p,  q,  ü,  (T,  T,(p,ip)  =  0, 
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welche  in  den  Variabein  q,  g ,  r,  ̂ ,  ip  homogen  ist.  Man  soll  nun 
alle  Krümmungselementvereine  bestimmen^  deren  Elemente  der  durch  die 

Gleichung  (1)  definierten  Schar  angehören,  vor  allem  diejenigen  zwei- 
dimensionalen, welche  ein  zweidimensionales  Trägergebilde  erster  Stufe 

besitzen. 

(Diese  letzteren  wollen  wir  als  eigentliche  Integralgebilde 

bezeichnen,  weil  sie  die  einzigen  sind,  die  durch  Berührungstrans- 

formationen in  i^22  übergeführt  werden  können.) 
Unter  dieses  Problem  ordnet  sich  die  Frage  nach  der  Bestim- 

mung der  Integralflächen  einer  Gleichung 

F[x>y,  z,p,  q,r,s,t)  =  Oy  =  F(x,  g,  z,  p,  q,  —  ̂  (p  (p 

als  eine  ganz  spezielle  Frage  unter,  denn  die  Flächen  sind  ja  nur 

eine  Art  von  zweidimensionalen  Krümmungselementvereinen  mit 

zweidimensionalem  Trägergebilde  erster  Stufe. 

Ferner  aber  braucht  eine  Differentialgleichung  im  erweiterten 

Sinn  die  Größen  r,  s,  t  nicht  zu  enthalten,  sie  darf  sogar  auch  von 

p  und  q  frei  sein.  Das  verallgemeinerte  Integrationsproblem  behält 

auch  dann  noch  seine  Bedeutung  (vgl.  §  33,  1  am  Schluß). 

2.  Die  Gleichung  (p  =  0.  Die  Integration  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung zweiter  Ordnung  (f  =  0  gestaltet  sich  nun  fast 

ebenso  einfach,  wie  früher  die  Integration  der  partiellen  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  z  =  0: 

Die  geforderte  Integration  ist  identisch  mit  der  Aufzählung  aller 

Arten  von  nicht  regulären  Krümmungselementvereinen. 
Die  Integration  dieser  Gleichung  ist  also  bereits  in  §  39 

geleistet. 

Wir  wollen  nur  noch  auf  einige  Beziehungen  aufmerksam 
machen,  welche  zwischen  den  Integralgebilden  bestehen,  und  welche 
bei  Berührungstransformationen  erhalten  bleiben. 

Die  Trägergebilde  erster  Stufe  der  eigentlichen  Integralgebilde  sind 
Umhüllungsgebilde  von  den    Vereinen  P^. 

In  der  That  sind  die  F2ß  und  die  62^  die  einzigen  eigentlichen 
Integralgebilde  (nach  §  39,  3);  jeder  Verein  C^  entsteht  aber  als  Um- 

hüllungsgebilde von  CD^  Vereinen  P^. 
Man  überzeugt  sich  leicht,  daß  die  P^^i  die  einzigen  eigent- 

lichen Integralgebilde  sind,  denen  diese  Eigenschaft  zukommt;  denn 
cd  Curven  haben  eine  Fläche  als  Umhüllungsgebilde,  und  eine 
Fläche  kann  überhaupt  nicht  Integralgebilde  der  Gleichung  9  =  0 
sein.      Wir   wollen   sie   die    Fundamentallösungen  nennen,    weil 
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alle  anderen  als  ümhüllungsgebilde  derselben  leicht  gefunden  werden 
können. 

Ferner  haben  die  Zi^2  resp.  die  Zj  eine  charakteristische  Eigen- 
schaft, welche  keinem  anderen  Integralgebilde  zukommt:  1.  Die 

Li2  sind  die  einzigen  zweidimensionalen  Integralgebilde  mit  eindimei}- 
sionalem   Träger  erster  Stufe. 

Ferner:  2.  Haben  oo^  L^  ein  zweidimensionales  Ümhüllungs- 
gebilde, so  ist  dasselbe  notwendig  ein  eigentliches  Integralgebilde  (näm- 

lich   ein   Verein  C^). 

3.  Die  Vereine  P^  dagegen  sind  Umhüllungsgebilde  von  oo^  Ver- 
einen  Z/j . 

4.  Bedeutet   T-^    ein   eindimensionales  Flächenelementgebilde,   so   ist 

jedes    eigentliche  Integralgebilde    {J^)    dadurch    bestimmt,    daß    es    alle 

Flächenelemente    eines    T^    enthalten    soll,    ausgenommen    wenn    T^    ein 
Verein  L^   ist. 

Wenn  nämlich  T^  ein  Elementarkegel  ist,  so  ist  das  betreffende 

«Tg  der  Verein  P^,  dessen  Träger  die  Spitze  des  Elementarkegels  ist. 

wenn  dagegen  T^  ein  Verein  C^  ist,  so  ist  J^  der  Verein  62,2  resp. 
Cg,  dessen  Träger  die  Trägerkurve  von  C^  ist.  Ist  dagegen  ein  L^ 

gegeben,  so  ist  jede  Curve,  welche  dieses  L^  enthält,  Träger  eines 

Integralgebildes  (62,2)-  — 
Wir  wollen  wegen  diesen  vier  charakteristischen  Eigenschaften 

die  L^  als  Charakteristiken  bezeichnen  (vgl.  §  34,  4). 
3.    Übertragung  auf  verwandte  Gleichungen. 

a)  Die  Gleichung  r  ̂  —  ̂ ^  =  0 . 

Wendet  man  auf  die  Gleichung  </>  =  0  die  LEGENDEE'sche 
Transformation  an,  so  erhält  man 

r  ̂  -  52  =  0  . 

Wir  können  daher,  weil  wir  einerseits  die  LEGENDEE'sche  Trans- 
formation untersucht  haben  (§40,5),  andererseits  eine  vollkommene 

Übersicht  der  Integralgebilde  von  9p  =  0  gewonnen  haben,  auch 
diese  Gleichung  nunmehr  integrieren. 

Zunächst  ergiebt  sich: 

Die  FundamentalVösungen  werden  durch  die  Ebenen  dargestellt. 
Daraus  folgt  weiter: 

Alle  übrigen  eigentlichen  Losungen  sind  Umhüllungsgebilde  von 
Ebenen,  d.  h.  abwickelbare  Flächen. 

Femer  sind  hier  die  Charakteristiken  ebene  geradlinige 

Elementstreifen  (denn  bei  der  LEGENDRE'schen  Transformation 
gehen  die  L^  in  solche  Streifen  über). 
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Man  erkennt  leicht,  daß  alle  Eigenschaften  der  Charakteristiken 
sich  übertragen  haben:  Durch  eine  Charakteristik,  nämlich  einen 

ebenen  geradlinigen  Elementstreifen,  ist  in  der  That  eine  abwickel- 
bare Fläche  nicht  bestimmt;  ferner:  die  Ebenen  sind  Umhüllungs- 

gebilde von  00^  Charakteristiken. 
b)  Die  Gleichung 

N=  [rt—  s^)  -  n^[r[\  +  f)  +  t{\  -^  p^)  -  2pqs]  +  7^2  =  0 . 

Wendet  man  auf  die  Gleichung  ̂   =  0  die  Dilatation  an,  so  erhält 
man  die  hingeschriebene  Gleichung  N  =  0  (nach  §  40,  3  b). 

Hieraus  folgt  sofort:  Die  Fundamentallösungen  der  Gleichung 

iV  =  0  sind  die  Kugeln  mit  dem  Radius  1,  die  übrigen  Lösungen 
sind  Kanalflächen  von  der  Öffnung  1  (Umhüllungsflächen  einer  Schar 

von  Kugeln  mit  dem  Radius  1),  die  Charakteristiken  sind  reifen- 
ähnliche Gebilde.  Die  Trägerkurve  eines  solchen  Reifens  ist  ein 

Kreis  vom  Radius  1,  die  Flächenelemente  stehen  senkrecht  zur 
Ebene  des  Kreises. 

Wir  wollen  ein  Beispiel  einer  Integralfläche  nennen :  Die  Glei- 
chung 

^2  H-  ar2  =  1 

definiert  einen  Cylinder  vom  Radius  1,  also  eine  Kanalfläche. 
In  der  That  folgt  aus 

weiter =       yi-.r2 

X 

V  =  -77^-=?'       y  =  ö,     w  = 

1 

r  —  —  -j^   -3  ,       5  =  0,        ̂   =  0 

y\-x^  \    (i/r^)^j     (1  -  x-'Y 
4.  Die  allgemeinen  parobolischen  Differentialgleichungen.  Nach- 
dem wir  zwei  Beispiele  kennen  gelernt  haben  von  Differential- 

gleichungen, welche  sich  durch  Berührungstransformation  auf  die  Form 

^  =  0 bringen  lassen,  ergiebt  sich  von  selbst  die  Fragestellung: 
Welches  ist  die  allgemeinste  Form   einer   Differentialgleichung,   die 

sich  durch  Berührungstransformation  auf  die  Form  (p  =  0  bringen  läßt? 
Diese  Differentialgleichungen  wollen  wir  „parabolische  Differen- 

tialgleichungen" nennen,  und  nun  die  gestellte  Frage  beantworten, 
ohne  indessen  auf  den  Beweis  einzugehen. 
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Die  allgemeinste  Form  einer  parabolischen  Differentialgleichung 
ist  nun: 

N^p  ■{■  H^j  -{■  2 Kg  +  Lt  —  M(f  =  0, 

=  cp  {N{r  t-s'')  +  Hr-\-2Ks-^.Lt-{-M}, 

wo  H,  K,  L,  M  und  N  Funktionen  von  x,  y,  z,  p  und  q  sind. 
Hier  müssen  nun  noch  bestimmte  Relationen  bestehen. 

Es  muß  nämlich  die  Gleichung 

MN+  K^-HL  =  0 

erfüllt  sein;  ferner  müssen  die  Gleichungen  erfüllt  sein: 

WO    die    angewendeten   Bezeichnungen    die    folgenden   Bedeutungen 
haben : 

jf7__ö_F,^  dF  L        dF   K 
^  ~  dx  '^  dz^       dp  N  '^  dq    N 

F_^4_iZ      ,   öF  K       BF   H  , 
^~  dy'^  d%^  '^  dp  N         dq     N  ' 

Man  kann  leicht  nachrechnen,  daß  bei  der  parabolischen  Glei- 
chung 

rt-  s^  =  0 

diese  Bedingungen  erfüllt  sind. 

Dasselbe  gilt  für  die  Gleichung 

rt-  s^-ni{r{l  +  q^) -{■  t{l  +  p^)  -2pqs}  +  n^  =  0. 
Hier  ist 

N  =  1, 

H  =  -nHl.+  q^), 
K  =  pqn\y 

ff,  =  pn{l+3q'), 

K,^nq{l+3p^), 

K,=  -np{l-\-Sq^), 

Z^^=-nq{l+Sp^). 

Die  Bedingungen  der  parabolischen  Differentialgleichungen  sind  also 
in  der  That  erfüllt. 
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Für  alle  parabolischen  Difterentialgleichungen  gilt  die  Be- 
merkung, daß  die  Lösungen  Urahüllungsgebilde  von  gewissen 

Fundamentallösungen,  die  eine  dreigliedrige  Schar  bilden,  sind, 
daß  es  ferner  eine  fünfgliedrige  Schar  von  Charakteristiken  giebt, 

mit  den  in  Nr.  2  genannten  Eigenschaften;  denn  alle  (2)  ent- 
wickelten Sätze  beziehen  sich  auf  Eigenschaften,  die  bei  Berührungs- 

transformationen erhalten  bleiben. 

§  42.    Randwertaufgaben. 

1.  Integralflächen,  die  eine  geschlossene  Kurve  enthalten.  Die 
partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  hatten  folgende 
Eigenschaft:  Eine  Lösung  war  im  allgemeinen  vollständig  bestimmt 
durch  die  Forderung,  daß  sie  eine  bestimmte  Kurve  enthalten  sollte. 
Bei  den  partiellen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  war  dies 
nicht  mehr  der  Fall.  Es  genügte  nämlich  zur  Bestimmung  einer 
Integralfläche  nicht  die  Forderung,  daß  die  Fläche  eine  bestimmte 
Kurve  enthält,  vielmehr  muß  in  jedem  einzelnen  Punkte  der  Kurve 
auch  noch  die  Tangentialebene  vorgeschrieben  sein. 

Ist  im  speziellen  eine  geschlossene  Kurve  gegeben,  so  wird  es 
noch  eine  unbegrenzte  Menge  von  Integralflächen  geben,  welche 

diese  Kurve  enthalten  und  einer  bestimmten  partiellen  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  genügen.  Die  Kurve  schneidet  auf  jeder 

dieser  Flächen  ein  Stück  heraus,  dessen  Begrenzung  sie  bildet. 
Diese  Flächen  werden  nun  nicht  alle  die  Eigenschaft  haben,  daß 
das  von  der  geschlossenen  Kurve  begrenzte  Stück  von  Singularitäten 
frei  ist. 

Beispiel:  Es  soll  durch  einen  Kreis,  der  im  Räume  gegeben 

ist,  eine  Integralfläche  der  Gleichung  rt—s^  =  0  gelegt  werden. 
Dann  ist  eine  Lösung  unmittelbar  gegeben:  die  Ebene,  welche  den 
Kreis  enthält.  Lösungen  der  Aufgabe  sind  ferner  alle  Kegel  und 
alle  Cylinder,  welche  den  Kreis  enthalten.  Von  allen  diesen 
Lösungen  hat  aber  nur  die  Ebene,  in  welcher  der  Kreis  liegt, 

die  Eigenschaft,  daß  der  gegebene  Kreis  auf  ihr  ein  einfach  zu- 
sammenhängendes, endliches,  singularitätenfreies  Flächenstück  be- 

grenzt. — 
2.  Die  Eandwertaufgabe.  Die  Randwertaufgabe  besteht  nun 

darin,  unter  allen  Integralflächen  einer  gegebenen  partiellen  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung,  welche  eine  gegebene  geschlossene  Kurve 

enthalten,    diejenigen   zu  bestimmen^    auf  denen  die  gegebene  Kurve  ei  i 
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singularitätenfreies  endliches  Gebiet  begrenzt.  —  In  unserem  Beispiel 
würde  also   die  Ebene   des  Kreises  die  einzige  Lösung  sein. 

3.  Serandete  Gebiete  auf  abwickelbaren  Flächen.  Bevor  wir 

die  Randwertaufgabe  für  die  Gleichung 

rt-  s^  =  0 

behandeln,  wollen  wir  nur  an  folgenden  Umstand  erinnern:  Eine 

abwickelbare  Fläche  wird  umhüllt  von  den  Ebenen  einer  eingliedrigen 

Schar.  Daher  hat  eine  geschlossene  Kurve  (C),  welche  auf  der 

Fläche  liegt  und  ein  endliches  Stück  derselben  begrenzt,  die  Eigen- 
schaft, daß  es  zu  jedem  auf  C  gelegenen  Punkte  Ä  mindestens 

einen  entsprechenden  auf  C  gelegenen  Punkt  A  giebt,  der  in  der- 
selben Tangentialebene  liegt.  Wir  wollen  diesen  Punkt  einen  dem 

Punkt  C  zugeordneten  Punkt  nennen. 

Diese  Bemerkung  genügt,  um  nun  die  Randwertaufgabe  zu  be- 
handeln, d.  h.  um  durch  eine  geschlossene  analytische  Kurve  eine 

abwickelbare  Fläche  zu  legen,  auf  der  die  Kurve  ein  endliches, 

singularitätenfreies  Stück  begrenzt  (wenn  es  eine  solche  Fläche  über- 
haupt giebt). 

4.  Lösung  der  Randwertaufgabe  bei  abwickelbaren  Flächen.  Wenn 

die  Randkurve  [C]  gegeben  ist,  so  bestimme  man  zu  jedem  Punkt  A^ 
derselben  die  zugeordneten  Punkte,  d.  h.  man  bestimme  diejenigen 

Punkte  A^',  A^^'^K  .  .,  welche  die  Eigenschaft  haben,  daß  es  eine  Ebene 
giebt,  welche  die  Kurve  (C)  in  A^^  und  A^^^^  berührt.  Es  giebt  deren 
immer  eine  endliche  Anzahl. 

Nun  lege  man  durch  A^  und  A^'  eine  Ebene  und  lässt  den 
Punkt  A^  auf  der  Kurve  wandern,  indem  man  immer  die  ent- 

sprechende zweimal  berührende  Ebene  konstruiert.  Nach  einer  end- 
lichen Anzahl  von  Umläufen  muß  der  zugeordnete  Punkt  wieder 

mit  dem  Punkt  A^'  zusammenfallen.  Verfährt  man  entsprechend. 

indem  man  nun  J/',  A^'",  A^^^^  an  Stelle  von  A^'  setzt,  so  erhält 
man  eine  endliche  Anzahl  von  abwickelbaren  Flächen,  unter  denen 

sich  auch  die  gesuchten  Lösungen  befinden  müssen. 
Welche  von  den  auf  diese  Art  gefundenen  Flächen  wirklich 

Lösungen  sind,  läßt  sich  nachträglich  leicht  entscheiden. 
5.  Seispiel: 
Es  sollen  die  abwickelbaren  Flächen  bestimmt  werden,  welche 

die  Kurve 
X  =  cos  (f>  , 

y  =  sin  (fj , 

Z  —  \  COS^  (^ 



§42.    Bandwertaufgaben.  219 
♦ 

enthalten,  und  auf  denen   diese  Curve   ein  endliches  singularitäten- 
freies Stück  begrenzt. 

Nach  dem  angegebenen  Verfahren  müssen  wir  zunächst  alle 

Ebenenbüschel  bestimmen,  deren  Axen  Tangenten  der  gegebenen 

Kurve  sind.  Soll  eine  Ebene  einem  solchen  Büschel  angehören,  so 
muß  ihre  Grleichung  die  Form  haben: 

a  {x  —  cos  cf)  -{-  b  {y  —  ̂ m  cp)  -\-  c  {z  —  \  cos^  (jp)  =  0  , 
weil  sie  den  Punkt 

X  =  cos  q) , 

ij  =  sin^, 

z  =  \  cos^  q) 
enthält. 

Überdies  soll  sie  das  Linienelement  der  Randkurve  enthalten, 

dessen  Träger  der  Punkt X  =  cos  cp  , 

2/  =  sincp, 

z  =  1-  cos^  (f 

ist.     Die  Richtung  dieses  Linien element es  ist  gegeben  durch 

cos  (/,  x) :  cos  (/,  2/) :  cos  (Z,  z)  =  —  sinffi  cos  (p :  —  cos  cp -sin  cp  . 
Demnach  muß 

—  a  sin  cp'  -\-  b  cos  (p  —  c  cos  cp-^ixicp  —  0 
sein. 

Setzt  man 
a  =  a  cos  (p  y 

b  =  ß  sincp  , 

c  =  ß  —  a , 

so  ist  die  hinzukommende  Bedingung  erfüllt. 

Demnach  wird  das  Büschel  der  Tangentialebenen  dargestellt 
durch  die  Gleichung 

ci  cos  (p{x  —  cos  cp)  •\-  ß  sin  (p  [y  —  sin  (p)  ■\-  [ß  —  cc)  [z  —  \  cos^  ̂ ,)  =  0  , 
Hierin  sind  a  und  ß  beliebige  Konstanten. 

Jetzt  soll  zu  dem  Punkt  Ä[(p)  ein  zugeordneter  Punkt  Ä' {cp') 
bestimmt  werden,  so  daß  die  Ebene  das  Linienelement  der  Kurve 

enthält,  dessen  Träger  der  Punkt  cp'  ist. 

Also  muß  (p'  die  beiden  Gleichungen  erfüllen: 

(ß  —  a) 
«COS  (p  (cos  Cp' — COS  cp)  -j-ßsmcp  (sin  cp'  —  sincp)  +  ̂        (cos^y'—  cos^oo) = 0. 

—  a-coscp-sincp'  ■}-  /^sin^cos^'  —  (ß  —  a)Q>o^cp'''smcp'  =  0. 
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Berechnet  man  hieraus  (p',  so  bekommt  man  den  zugeordneten  Punkt. 
Zugleich  erhält  man,  indem  man  a  und  ß  bestimmt  (und  damit 

auch  c)  —  die  Ebene,  welche  die  Kurve  in  den  zugeordneten  Linien- 
elementen berührt. 

Wir  erhalten  auf  diese  Weise  die  Lösungen 

(1)  c(  =  0  ,       g)'  =  7t  —  cp  . 

(2)  ,      ß  =  0,       <p-=-<p. 
Zur  ersten  Lösung  gehört  die  Ebene: 

sin  (p  [y  —  ̂ m  q))  -\-  z  —  \  cos^  ̂   =  0  . 

Das  ümhüUungsgebilde  aller  Ebenen,  welche  man  durch  Variieren 
von  (f  erhält,  wird  dargestellt  durch  die  hingeschriebene  Gleichung 

in  Verbindung  mit  der  durch  Differentiation  nach  (p  daraus  hervor- 
gegangenen: 

i/cos(p  —  2sin^'C0s^  +  cos  ̂ - sin  ̂   =  0 
oder 

7/  =  sincp . 

Die  beiden  Gleichungen  zusammen  lassen  sich  ersetzen  durch 
die  einzige: 

oder 

Diese  Gleichung  stellt  einen  parabolischen  Cylinder  dar,  welcher 

in  der  That  die  gegebene  Kurve  enthält  und  eine  Lösung  der  Auf- 
gabe darstellt,  weil  die  Kurve  auf  ihn  ein  reguläres  einfach  zusam- 

menhängendes Flächenstück  begrenzt. 

(2)  ß=0,       (p'  =  -cp 
liefert  die  Ebene 

cos  (p  (x  —  cos  (p)  —  iz   ^  j  =  0. 

Läßt  man  cp  variieren  und  bildet  die  Gleichung  der  eingehüllten 
Fläche,  so  hat  man  noch  hinzuzunehmen  die  Gleichung: 

—  sin  ̂ 'X  +  2  cos  g)sm(p  —  sinqp«  cos  ̂   =  0  . 

Man  erhält  hier  aus 
X  —  cos  (p  , 

COS^  OD 

oder 

2  r  -  .r2  =  0 . 
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Auch  dieser  Cylinder  ist  eine  Fläche,  welche  die  verlangten  Eigen- 
schaften hat. 

Die  vorgelegte  Randwertaufgabe  hat  also  zwei  Lösungen,  näm- 
lich die  soeben  bestimmten  Cylinderflächen,  und  ausser  ihnen  kann 

keine  andere  abwickelbare  Fläche,  welche  die  Randkurve  enthält, 
den  gestellten  Bedingungen  genügen. 

Z.  B.  enthält  der  Cylinder,  dessen  Gleichung  lautet 

wohl  die  Kurve,  aber  sie  begrenzt  auf  ihm  nicht  ein  endliches 
Flächenstück. 

6.  Verallgemeinerung  auf  andere  parabolische  Differentialglei- 
chungen. Das  Verfahren  lässt  sich  ohne  weiteres  auch  bei  anderen 

parabolischen  Differentialgleichungen  anwenden,  von  denen  man  die 

Fundamentallösungen  kennt.  Zu  einem  Punkt  A^  findet  man  die 
zugeordneten  Punkte,  indem  man  diejenigen  Fundamentallösungen 
bestimmt,  welche  die  gegebene  Randkurve  außer  in  A^  mindestens 
noch  einmal  berührt. 

Indem  man  nun  von  diesen  Fundamentallösungen  die  ümhül- 
lungsgebilde  konstruiert,  erhält  man  eine  endliche  Anzahl  von 
Flächen,  unter  denen  sich  die  gesuchte  Lösung  auch  befinden  muß. 



Anhang. 

(Zu  §  24,  2.,  S.  131.) 

Wir  wollen  hier  den  Nachweis  führen,  daß  unter  den  gemachten 
Voraussetzungen  sich  die  neun  Größen 

«o  ßi^  Vi    (^'=1,2,3) 
wirklich  derart  bestimmen  lassen,  daß  ihre  Determinante  nicht  ver- 
schwindet. 

Zunächst  ist 

(1)  ^.h+ßih  +  yih  =  \ßi^  (^  =  1,2, 3) 

Wäre  nun  die  Determinante 

«1   ßi   n 
ß^2   Ä   r% 

«3     ß^      Yz 

gleich  Null,  so  gäbe  es  drei  nicht  sämtlich  verschwindende  Größen 
A,  B,  C  derart,  daß 

Ä  a^  -\-  B  ci^  -\-  Ca^  =  0  , 

(2)  Äß^  +  Bß,  +  Cß,  =  0, 

Ar^  +  Br^  +  Cr^  =  o. 
Wegen  der  Gleichungen  (2)  kann  man  aus  den  Gleichungen  (1) 

die  weiteren  Gleichungen  ableiten: 

l^Äcc^  +  ̂2  ̂  (^2  +  ̂3  ̂  ß^s  =  0 

(3) 

i,Ar,  +  >^2^/2  +h^n-^' 
Man  kann  also  in  den  Gleichungen  (2)  die  Größen  A,  B,  C  einfach 
ersetzen  durch 

Aj  A, 
KBy 

l,C, Es  folgt  daher  auch  aus  (3) 
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(4)  X^^Äß^+l,'Bß,  +  l,^Cß^^O, 

Betrachtet  man  nun  die  neun  Gleichungen  (2),  (3)  und   (4)  zu- 
sammen,  so  folgt,  da  die  Determinante 

{l,  -  A,)  [X,  -  X,)  {X,  -  X,)      ■ 

1     1 1 

X,     X, K 

K^  K^ 
V 

Yon  Null  verschieden  ist, 

AcCj^  =  Aß^  ==  Ay^  =  0 , 

Ba,  =  Bß,  =  Br,=^(}, 

Ccc,  =  Cß,^Crs  =  0. 

Da  nun  die  A,  B,  C nicht  sämtlich  verschwinden  müssen,  so  müßten 

mindestens  entweder  die  drei  Größen  a^,  ß^,  y^  oder  die  drei  Größen 

ci^,  /^g,  /a  od^^  diö  d^'öi  Größen  a^,  ß^,  y^  verschwinden.  Dies  ist 
aber  nicht  der  Fall,  da  die  drei  Determinanten ö. 

k. 

a 2 
-  A.. 

«3 

^3 

-  L 
i  =  1,  2,  3 

n  "2         ""3 

der  Voraussetzung  nach  verschwinden. 
Sobald  also  —  was  sich  immer  erreichen  läßt 

Größen 

von  den  neun 

a. ß„     Yi     (*=  1,2,3) 
nicht  drei  in  irgend  einer  Zeile  stehende  sämtlich  verschwinden,    ist  die 
Determinante 

von  Null  verschieden. 

a. 

cc„ 
a^ 

72 
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(Dg.  ist  zur  Abkürzung  für 

AMPERE'sche  Transformation  173. 
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Anfangsbedingungen  für  Lösungen 

von  Dg.  40. 

Berührung  von  Linienelementvereinen 
65,  von  Fläch enelementvereinen  150. 

Berührungsparameter,  Definition  76, 
angewendet  zur  Konstruktion  von 
Berührungstransformationen  80,  an- 

gewendet auf  Dg.  erster  Ordnung  83. 
Berührungstransformationen  der  Ebene, 

Definition  67,  Beispiele  68,  73—75, 
Charakteristische  Gleichung  zur  Be- 

stimmung einer  B.-T.  70,  Konstruk- 
tion von  B.-T.  80,  Anwendung  auf 

Dg.  80,  Erweiterung  von  B.-T.  108. 
Berührungstransformationen  des  Eau- 

mes,  Definition  152,  drei  verschiedene 
Klassen  161,  163,  171,  Beispiele  159, 
162,  166—171,  173-174,  Eigenschaf- 

ten derselben  153—159,  Anwendung 
auf  Dg.  175—178,  Erweiterung  von 
B.-T.  des  Raumes  204,  Beispiele  205 bis  208. 

BEssEL'sche  Funktionen  122. 

Calcul  des  limites  für  eine  Funktion 

einer  Variabein  26,  für  eine  Funk- 
tion von  mehreren  Veränderlichen 

27,  Anwendung  auf  Existenzbeweise 
30  ff.,  45  ff. 

Charakteristische  Gleichung  bei  Be- 
rührungstransformationen der  Ebene 

70,  bei  Berührungstransformationen 
des  Raumes  163,  bei  gewöhnlichen 
linearen  Differentialgleichungen  124. 

Charakteristische  Streifen  bei  partiellen 
Dg.  erster  Ordnung  182,  185,  bei  par- 

tiellen Dg.  zweiter  Ordnung  214. 

DiflPerentialgleichung  gesetzt.) 

I*  CLAiRAUT'sche    Dg.    81,     Beispiel    82, I       Verallgemeinerung  85,  Beispiel  85. 
i 

Differentiale,  vollständige  22,  Integi-a- 
tion  derselben  22,  Beispiele  25  ff. 

Differentialgleichungen ,  Definitionen : 
gewöhnliche  Dg.  17,  Systeme  von 
gewöhnlichen  Dg.  18,  implicite  ge- 

!  wohnliche  Dg.  35,  partielle  Dg.  21. 
—  Existenzbeweise:  für  gewöhnliche 
Dg.  30  (Beispiele  33),  für  Systeme 
gewöhnlicher  Dg.  32,  für  implicite 
gewöhnliche  Dg.  35,  für  Systeme 
impliciter  gewöhnlicher  Dg.  35, 
(KowALEwsKi'scher)  für  Systeme 
linearer  partieller  Dg.  44  ff.,  für  par- 

tielle Dg.  erster  Ordnung  in  drei 
'  Veränderlichen  140  ff.,  für  partielle 
Dg.  zweiter  Ordnung  in  drei  Ver- 

änderlichen 191  ff.  —  Integrations- 
methoden: für  gewöhnliche  Dg. 

erster  Ordnung  50  ff.,  80  ff.,  für  ge- 
wöhnliche Dg.  zweiter  Ordnung  112, 

für  lineare  Dg.  119.  für  Systeme  von 

gewöhnlicher  Dg.  125,  für  partielle  ' 
Dg.  erster  Ordnung  181,  für  par- 

tielle    Dg.     zweiter     Ordnung     212. 
Differentialgleichungen,  spezielle  Klas- 

sen: homogene  52,  irreducible  89, 
lineare  mit  linearen  Koeffizienten 
121,  mit  konstanten  Koeffizienten  123. 

Dilatation  in  der  Ebene  75,  erweitert 
111,  Anwendungauf  Dg.  112,  im  Raum 
170,  erweitert  207,  angewendet  215. 

Dimension  eines  analytischen  Gebildes 
14  Verhalten  bei  Transformationen  15. 

Eindeutigkeit  der  analytischen  Lösung 
einer  Dg.  37,  39. 

Elementarkegel  als  Vereine  von  Flächen- 
elementen 149,  als  Integralgebilde 

181 ,    als   Träger    erster    Stufe    von 



Sachregister. 225 

ausgearteten  Krümmungselementver- 
eineii  202. 

Elemenstreifen  siehe  Flächenelement- 
vereine. 

Enveloppen,  berührende,  als  singulare 
Lösungen  bei  gewöhnlicher  Dg.  erster 
Ordnung  92  (Beispiel  93),  oskulierende, 

als  singulare  Lösungen  bei  gewöhn- 
licher Dg.  zweiter  Ordnung  114 

(Beispiel   115). 

EüLER'scher  Multiplikator  einer  Dg. 
erster  Ordnung  50,  Bestimmung  51, 
Anwendung  auf  homogene  Dg.  52, 

auf  lineare  Dg.  53,  —  Geometrische 
Deutung  desselben  57,  Anwendung  58. 

Flächenelemente  143,  Vereine  von  — n 
145,  Dimension  dieser  Vereine  145, 
zweidimensionale  Flächenelementver- 

eine  147,  eindimensionale  Flächen- 
elementvereine  (Elementstreifen)  148, 
Beispiele  149,  Flächenelementvereine 
als  Integralgebilde  178  ff. 

Flächenscharen,  eingliedrige  136. 
Fundamentallösungen  bei  parabolischen 

Dg.  214. 
Funktionaldeterminante  bei  analy- 

tischen Grleichungen  12,  bei  Trans- 
formationen 13,  bei  Berührungstrans- 
formationen im  Raum  158,  162,  164. 

Fußpunktkurven  86. 

Fußpunkttransformation  74,  angewen- 
det 86,  erweitert  111,  angewendet  112. 

Gewöhnliche    Differentialgleichungen 
siehe  Dg. 

Hauptlösungen  bei  gewöhnlicher  Dg. 
erster  Ordnung  39  (Beispiel  41),  bei 
Dg.  höherer  Ordnung  42,  (Beispiel  43). 

Hauptebenen  195. 
Hauptkrümmungsradien  195. 

JACOBi'scher  Multiplikator  125,  sein 
Zusammenhang  mit  den  Lösungen 
126. 

Implicite  Funktionen:  Definition  1, 
Existenzbeweis  5,  Beispiele  7,  von 
mehreren  Variabein  8 — 9,  Systeme 
von  impliciten  Funktionen  10. 

Integralflächen  einer  partiellen  Dg. 
erster  Ordnung  durch  eine  Kurve 
bestimmt  142,  einer  partiellen  Dg. 
zweiter  Ordnung,  durch  einen  Streifen 
bestimmt  194. 

Integralgebilde  (im  erweiterten  Sinn) 
bei    gewöhnlicher    Dg.    erster    Ord- 

nung 66,  bei  gewöhnlicher  Dg.  zweiter 
Ordnung  107,  bei  partieller  Dg.  erster 

Ordnung  175,  zweidimensionale  Inte- 
gralgebilde 178,  eindimensionale  In- 

tegralgebilde 179,  charakteristische 
Integralgebilde  179,  182,  beipartiellen 
Dg.  zweiter  Ordnung  213. 

Integrationskonstanten  18 ,  kanoni- 
sche L  39. 

Integralkurven  bestimmt  durch  einen 
Punkt  41. 

Integrationsproblem  bei  gewöhnlichen 
Dg.:  Definition  17,  Erweiterung  65, 

107,  bei  partiellen  Dg.  21,  Erweite- 
rung 175,   213. 

Integrationstheorie  siehe  Dg. 
Intermediäre  Integrale  79, 
Involutionsbeziehung  76. 
Isogonale  Trajectorien  58. 

Kanalflächen  215. 

Klammerausdruck  siehe  Klammerrela- 
tionen. 

Klammerrelationen  bei  Berührungs- 
transformationen der  Ebene  75 — 77, 

bei  Berührungstransformationen  des 
Raumes  159  (Beispiel  160). 

KowALEwsKi,  (S.),  siehe  Existensbeweis. 
Krümmungselemente  der  Kurven  in  der 

Ebene  104,  Vereine  derselben  105, 

nichtreguläre  Vereine  106,  als  Inte- 
gralgebilde 107,  Krümmungselemente 

von  Flächen  im  Raum  195,  die  ver- 
schiedenen Arten  von  regulären 

Vereinen  von  Krümmungselementen 

196 — 199,  die  nicht  regulären  Krüm- 
mungselementvereine 199,  202,  Glei- 

chungen für  die  Vereine  200. 
Kurven  als  Linienelementvereine  64. 

LAPLACE'sche  Transformation  119. 
LEGENDRE'sche  Transformation  in  der 
Ebene  72 ,  Anwendung  auf  die 

CLAiRAUT'sche  Gleichung  81,  erweitert 
110,  angewendet  112,  im  Raum  166, 
angewendet      auf      die      Gleichung 

X  —  px  -  qy  —  ̂ --——-=0:188,  er- 

weitert  209,  angewendet  auf  die 

Gleichung  rt  -  s'^  =  0:  214. 
LiE'sche  Transforaiation  173. 
Linienelemente  in  der  Ebene  60, 

Scharen  von  —  61,  Vereine  62,  Be- 
rührung von  Linienelementvereinen 

64,  als  Integralgebilde  65,  —  im  Raum 
als  Träger  von  Flächenelementver- 
einen  149,  als  charakteristische  J^ 
der  Gleichung  ̂   =  0:  179,  als  Träger 
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erster     Stufe      von      nichtregulären 
Krümmungselementvereinen  203,  als 
Charakteristiken  der  Gleichung  qo  =  0 
213. 

Logarithmische  Spiralen  59,   101. 
Lösung  einer  Dg.  17,  vollständige  Lsg. 

einer  partiellen  Dg.   erster  Ordnung 
142. 

Lösungssysteme  von  Dg.  40  (allgemeines, 
partikuläres,  Hauptlösungsystem). 

Multiplikator,  letzter  126  (Beispiel  128), 
siehe  auch  Euler  und  Jacobi. 

Normalform  der  partiellen  Dg.  erster 
Ordnung  175,  178,  der  parabolischen 

■Dg.  zweiter  Ordnung  {cp  =  0)  212. 
Normalrechteck  55. 

Oskulation  von  Krümmungselement- 
vereinen in  der  Ebene  106,  von 

Flächen  und  Krümmungselement- 
vereinen im  Raum  203. 

Oskulationstransformationen  (=  erwei- 
terte Berührungstransformationen, 

der  Ebene  108  ff.,  des  Eaumes  204  ff.) 
212. 

Parabolische  Differentialgleichungen 
215  ff. 

Paiallelkurven  57. 

Punkttransformationen,  erweiterte,  in 
der  Ebene  69,  im  Raum  161. 

Punktkreise  als  nichtreguläre  Krüm- 
mungselementvereine 106,  108. 

Punktkurventransformationen  d.  Ebene 
70,  des  Raumes  171  ff. 

Randwertaufgaben  bei  partiellen  Dg. 
zweiter  Ordnung  217  ff.  (Beispiel  219). 

Reifen  215. 

Reihenvergleichung  29. 

RiccATi'sche  Differentialgleichung  55. 

Rückkehrkanten  abwickelbarer  Flächen 

als  Orte  von  nicht  regulären  Krüm- 
mungselementvereinen 199. 

Schnabelspitzen  116. 

Singulare  Lösungen  von  gewöhnlichen 
Dg.  erster  Ordnung  87,  Bestimmung 
derselben  89,  Beispiele  91,  93,  geo- 

metrische Deutung  92,  von  Dg. 
zweiter  Ordnung  113  ff. 

Singulare  Punkte  s.   singulare  Stellen. 
Singulare  Stellen,  analytische  Behand- 

lung 33  (Beispiel),  bei  linearen  Dg. 
119,  geometrische  Untersuchung  der 
singulären  Stellen  in  der  Ebene  97  ff., 
im  Raum   129  ff. 

Spitzen  von  Integralkurven  95  (Bei- 
spiel 97). 

Strudelpunkte  102. 

Träger  (nullter  Stufe)  von  Flächen- 
elementen 145,  (erster  Stufe)  von 

Krümmungseiemeuten  im  Raum  197. 
Trägergebilde  von  Vereinen  198. 
Transformationen,  reguläre  13,  siehe 

auch  Punkttransformation  und  Be- 

rührungstransformation, —  inverse  13. 

ÜmhüUungsgebilde  von  Linienelement- 
vereinen  67,  ihr  Verhalten  bei  Be- 

rührungstransformationen 68 ,  von 
Flächenelementvereineu  im  Raum 

152,  von  charakteristischen  Streifen 
180. 

Vergleichsfunktion  beim  Calcul  des 
limites  28. 

Vollständige  Systeme  137,  Integrations- 
methode der    vollständ.  Systeme  138. 

Wendepunkte  von   Integralkurven    94 

(Beispiel  97). 
Wirbelpunkte  102. 

Berichtigungen. 

S.  44,  Zeile  6  von  unten  und  S.  140,  Zeile  3  von  oben  (beidesmal  in  den 

Überschriften)  vor  „Existenzbeweis"  einzufügen:  KowALEwsKi'scher. 
S.  68,  Zeile  3  von  unten,  lies:  Umhüllungsgebilde  statt:  ÜmhüUungsgebilde. 

ö  X  d  X 
S.  110,  Zeile  8  von  oben  lies:   4-  a  vr  —   statt:     =  a  ̂ — • 

dp  dp 
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