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gebet Kenner der tednifd) - medhanifchen Ritevatur weif, daf
Goriolid Leiftungen in diefem Jweige der Mathematif, gleid
denen von Poncelet und Navier, zu den vorziglidiften
der newern 3Jeit gehoren.

Der 3wed bder deutfhen Heraudgabe von Corviolis
,Traité de la Mécanique des Corps solides et du Calcnl
de VEffet des Machines, Séconde Edition, Paris 1845.%
welde {don durd) den Eflaffifden Werth des MWerfed {elbft
binveidyend gevechtfevtigt wiirde, ift zunddyft der: su Pon-
celet’s »Rehrbud) der AUntvendung dev Mechanit auf Ma-
fhinen« al8 Cinleitung und Crgdnzung zu dienen,
indbem bdie erfte Abtheilung bded gegenwdrtigen MWerfes die jum
Stubdium dev Mafdyinen erforderlidien allgemeinen Lehren der
Medyanit fefler Korper enthdlt, welde Poncelet voraus:
fegt, und in der aweiten Abtheilung deffelben Mandyes weiter
audgeftihrt wird, ald bei Poncelet. —



Rad die deutfhe Ausgabe felbft anlangt, fo wird fie
boffentlidy den Gindrud eined deutfden Originales madyen,
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CGrite AbBtYHeilung.

Grftes RKapitel.

Gefdhwindigleit, Kraft, Gewidt, Maffe und VBewegung
cined mateviellen Punttes.

Abfolute und velative Wewegung.

§ 1 %enn ein Korper feine Bage im RNaume verdnbdert,
fo fagen wir, daf er in Bewegung fei, und nennen diefe Be=
wegung eine abfolute, wenn wir die fucceffiven Lagen ded Kors
perd auf fefte Punbte begiehens aber wenn f{id) zwei Korper im
Raume bewegen, und man betradytet die Bewegung ded einen in
Weziehung auf den andbern, fo wird diefelbe cine vrelative Bes
wegung genannt, wovon man einen volftdndigern und deutlidern
Wegriff gibt, wenn man fagt: daf die relative Bewegung dieje=
nige ift, weldye einer diefer. beiben Kdrper fur einen Beobadrter
angunehmen {dyeint, welder fih mit dbem andern Kdrper fortbe:
wegt, .aber feine Lage als feft betradyter. Won bdiefer Art find
alle Bewegungen, welde wir auf der Oberfldche der Erde beob=
adyten, und weldye wir fitr abjolute Bewegungen balten, weil wir
fie auf Punlte bejieben, die wir al8 feft %etrad)ten. Diefer Ums=
ftand bat, wie wir in der Folge fehen werden, auf die An=
wendungen der Medhanil weiter feinen Ginfluf; allein diefe
MBewegungen find in der That nur ‘veldative, weil fih bie
%)un!tc, worauf wir fie besiehen, mit der Crde im Raume fort:

ewegen. ] :
m bdie Unterfuchungen uber die Bewegung su vereinfas
den, wollen wir zunadft nur matervielle Puntte, b. b.
Korper betracdhten, bderen fdmmtlide Dimenfionen gegen bie von
ibnen durdlaufenen Rdume ald8 unendlid Elein angefehen
werben fnnen. - - - : : S

1
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Gefdhwinbdigleit.

§. 2. Sur Beurtheilung der Wewegung eined materiellen
Puntted im RNaume muf man nothwendig zwei Elemente fennen,
ndmlidy: 1) feine fucceffioen Lagen, ober bdie durdlaufenen
Rdume, und 2) die Seiten, welde diefer materielle Puntt ge=
braud)t, um von einer diefer Ragen in die andere uiberjugeben,
ober biefe Riume zu befdreiben.

Wir wollen junddyft annehmen, baf fi) ter materielle Puntt
nady einer geraden Linie fortbervegt und feine fucceffiven Lagen
auf einen in diefer geradben Linie angenommenen feften Puntt,
3 3. auf die anfinglide fage, welde man den Anfangs:
puntt der Bewegung nennt, besiechen. E8 beseihne e die €nt-
fernung bes materiellen Puntted von diefem Anfangdpuntte nad
Werlauf einer gewiffen Anjahl von Beiteinbeiten, welde wir mit
t bejcichnen wollen, wo diefe Cntfernung 3. B. ald pofitiv bes
tradhtet wird , wenn i) der materielle %untt sut Redhten ded
Anfangdpunfted und ald negativ, wenn er fih jur Linfen
befielben befinbet, und endlidy im Anfangdpuntte ber Bewegung
felbft =0 ift; b. b. wenn t =0 ift, fo ift aud) e=0.

Wenn dad BVerbdltnif % wdbrend ber gangen Bewegung

einenfonftanten Werth bebdlt, d.b. wenn der Raum e der Seit ¢
fletd proportional iff; fo fagt man, die Bewegung ift glei =
fdrmig, und diefe ift die einfacdhfte von allen miglihen Be-
wegungen. Die gleichformigen Bewegungen unterfdeiden fich

dburd) die Grdfe ded Berbaltnifjes % von einander, und wenn

biefes Wertdltnif bei einer gleihfdrmigen Bewegung grdfer ift,
al8 bei einer anbdern, obder wenn der nach Werlauf derfelben Jeit
t bei ber erflen Bewegung durdlaufene Raum grdfer ift, als bei
ber aweiten; fo nennt man die erfte fdhneller, al8 bie yweite,

wesbhaldb man aud) das %erb&ltni{ﬁ -:-bie @efd)minbigfeit ber

gleidformigen Bewegrng nennt. ) :

Wenn ¢t in t+ At und e in e +Le ubergeht, fo daf Lt die
sum Durdylaufen ded Raumed Le erforderlidhe Beit ift; fo bat
man nad) bem Begriffe der gleihfdrmigen Bewegung:

e eAe e 8__AQs
T = ¥ 0. Tolglid S=77.

Das BVerbditnif %—:- fann alfo eben fo wobl, wie -E-alé Maf der

Gefdywindbigleit betradhtet werben, und zwar, wie flein die
Beit At aud) fein mag. Wenn alfo dt ein unendlid) Eleis
nesd Beitelement, d. b. weldyed Hleiner ift, al8 jede angebbare Beit,
und de ben wabrend bdiefed eitelemented von dem matevielen




Puntte durchlaufenen MWeg beseichnet; fo Lann die Gefdwindigleit
wieder durd) bas Berbdltnif 5~ ausgedriidt werden.
§. 3. Die §82v¢gung tann fo befchaffen fein, daf dad Wer=

e e 6
haltnif < ober T, ober 7 nidt tonftant bleibt; aldbann
ift fie feine gleidhformige mebr, und wird deshalb eine veran:
berlidhe Bewegung genannt.

@3 beyeidhne de wieder den unendlich leinen BWeg, weldyen
ber materielle Punft nady Berlauf der Seit ¢ wabhrend ded unends
lih Eleinen Beitelemented dt durdhlauft; fo fann die Bewegung
wabrend bdiefer unendlidy Fleinen Seit ald gleidhfdrmig betrad=

e, .o de ,
tet werben, und das Berhaltnif 3 ift wieber der Ausdvud bder
de
Gefdymwindigleit. Diefe Gefchwindigleit 7=, mit welder fich der
materielle Punft bewegen wilrde , wenn er wibhrend einer endli-
den Beit die gleihfdrmige Bewegung beibehielte, weldye er nur
vwabhrend einer unenbdlich Fleinen Beit beibehdlt, wird die G er
fdhwindigleit der verandberlidhen Vewegung genannt,
und ift nicht Fonftant, wie bei der gleidformigen Bewegung,
fonbern nimmt jeben Augenblid einen anbern Werth an.

Das bisher Gefagte lat fid) audy leicht geometrifch darftellen.
Denn wir wollen annehmen, daf fich bder materielle Punft auf
ber vertifalen geraben Linie AE (Fig. 1) von A gegen E bewegt,
wabrend biefe gerade Linie in derfelben Cbene, welde die der Fi=
gur ift, yarallel su fid) felbft fo fortriidft, daf die Cntfernungen
AA’, AAY, etc. ber Beit proportional find, und al8 Maf der:
felben dienen Ponnen; fo ift leiht einjufeben, daf der materielle
Punft, wenn er fih auf der geradben Linie AE gleichfdrmig
bewegt, wabrend bdiefe gerabe Linie in ber Gbene EAT gleid:
formig fortrudt, in diefer Gbene eine gevabde Linie Am'm’
befchreibt. Denn wenn A‘m’ und A”m’ ywei beliebige Raume
darftellen, welde den durd) AA’ und AA” dargefteliten TWerthen
von ¢ entfprechens fo hat man nach den éBegri%fen ber gleidyfors
migen Bewegung:

Alml Allmll
AN T AN

b. b. bie drei Punbte A, m’/, m’ liegen in gerader Linie.

Wenn fid) aber der materielle Punbt auf bder geraden Linie
AE nidt gleidyfdrmig bewegt, wibhrend AE gleichformig forts
ritft; fo fann derfelbe auf der Cbene AET nur eine Frumme
finie AM‘M” befchreiben, bderen Ubfciffen die Werthe von ¢ und
beren Orbinaten die zugehdrigen Werthe von e find. Das Wer= -

| 4 3 d * I3 » .
baltnip 78‘ drudt alsvann befanntlih bie Neigung bded Kurs
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venelementes , deffen Projeftion dt ift, gegen die Abfciffenare AT
aud, und obgleic). diefe Neigung von einem Puntte der Kurve zum
andbern vevanberlidy ift; fo fann fie dbod) in der ganzen Ausds
bebnung bded betradyteten Kurvenelemented ald fonftant angefeben
werbden, weil man bdiefed Glement alé geradlinig betradyten fann.

- d
Gbenfo fann dad Werbdltnif d—: bed unendlidy tleinen Raumes de

3u der ?u feinem Befdreiben erforderlichen unendlid) Fleinen Seit
dt, obgleid) e8 fih jeden Augenblid dndert, wdlbrend der Jeit dt
al3 fonftant, und folglid) ald der Ausdrud bder Gefdwindbigleit
wabrend dicfer Seit betradhtet werden.

§. 4. Wenn fidh der materielle Punft uerft uber dem
Punfte A, oder uberhaupt auf der Seite diefed Punbted befindet,
wo die pofitiven Cntfernungen e genommen werden, und fidh
bann dem Anfangspunfte A ndbert; fo entfpredien pofitiven
Rerthen von dt negative Werthe von de, weil e abnimmt,

- d
und d—: ift aldbann negativ. Die Gefthwindbigleit ded materiels

len b’l)unfteﬁ muf alfo in diefem Falle ald negativ betradtet

werben.

. Wenn fidh der bewegliche Puntt puerft unter dem Anfangss
punfte A, obter utberbaupt auf der Seite deffelben befindet, vo die

negativen Cntfernungen e genommen werben, und fidh dann

diefem Anfangdpuntte A ndbert; fo bat de fiir pofitive Werthe

von dt bad entgegengefeste Seidhen von e, d. b. de ift pofitiv,

d
und folglidh audy bag Berbdltnif -;‘-:-. Die Gefdwindigleit bdesd

materiellen Puntred muf alfo in diefem Falle ald pofitiv bes
trachtet werben.

Wenn der beweglidhe Puntt wieder auf der Seite der negas
tiven e liegt und fid vom Infangspug!te A entfernt, fo bat
de baffelbe geid)m ald e, b. b. de-ift fur yojitive LWerthe von

d
dt negativ, und folglich bad Berbdltnif 7: negativ. Die Ges

fd)mbinbigfeit muf alfo in diefem Falle ald negativ betradytet
werden.

Kury, die Gefchwindigleit muf jededmal ald8 pofitiv bes
trachtet werden, wenn fid)y der matevielle Punft in dem Sinne der
pofitiven e bewegt, und ald negativ, wenn er fih in ente
gegengefentem Sinue bewegt.

Jrdgheit und Kraft.

§ 5. Die Crfabrung lebrt, daf ein Korper, weldher fih mit
einer gewiffen Gefdywindigleit nady einer gewiffen RNidytung bes
wegt, diefe Nichtung und diefe Gefchwindigleit defto langer bekalt,
ober wenigftend ju bebalten ftrebt, jemebr die dufiern PHinderniffe,
wie -der Widerfland der uft, die Reibung, etc. befeitigt werden,
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und man muf daber annehmen, daf bder materielle Puntt feine
urfpringlide Gefhwindigleit und RNidytung fortwabrend beibebhals
ten wuirde, wenn feine Bewegung durd) feine fremdartige Urfache
gednbdert witrde.

Die Crfahrung lebrt aud), dbaf, wenn ein Korper oder mates
vieller Puntt aus dem Juftande der Rube in den der Bewegung
tibergebt, diefed immer vermdge einer fremden Urfache gefdhiebt.
Dicfe Cigenfdaft der Materie, daf fie ibren Suftand der Bewes
g;mg, ober der Rube nidht von felbft andern fann, wird die

vragbeit ober bad Bebarrungsvermdgen bderfelben ges
nannt, und jede l.lrfad)e, welche den Juftand der Bewegung, oder
ber Rube eines Korpers verdndert, oder zu verdndern ftrebt, nennt
man ecine Kraft.

Bei einer Kraft ift dreierlei zu unterfheidens 1) der
Punft, auf welden fie wirft, ibr Angriffspuntts 2) ibre Ridys
tung, 0. b die Ridtung und der Sinn der %eraben Linie, nadh
weldper fidh ber Korper ober materielle Punbt bewegen wiirde,
wenn er der ?Isittung biefer Kraft folgte, und 3) die Inten fis
tdt over Starte diefer Kraft, welde fidy, wie wir fogleid) fes
gm r&eﬁrben, wie alle ubrigen Grofen, durd) Sabhlen ausdrii:

en 1aft.

Die erfte Idee der Kraft erbalten wir durd) die %nﬂrmgung
ober den Drud, welden wir ausditben miiffen, um einen Korpee
egen die MWirfung der Sdywere in Rube ju erbalten, ober dens
elben nady einer gewiffen RNichtung fort ju jiehen ober zu fdyieben,
fo baf feine Gefchwindigfeit allmablidy sunimmr. Wenn man in
beiben Fallen zwifchen den Korper und die Hand, welche denfel=
ben in Rube erbalt, oder fortbewegt, eine Federmage (Dynas
mometer) bringt, fo erfabrt bdie Feber eine gewiffe Biegung,
weldye von der Starfe der wirfenden Kraft abbingt, und wenn
wei Krafte unter denfelben Umiftanbden fucceffive diefer Feder dies
?c[be Biegung geben; fo muffen fie offenbar al8 vo([fommen
-gleid angefeben werden. Denbt man fidh alddbann, daf bdiefe
geibm gleidyen Krafte gleichzeitig undin dbemfelben Sinne
auf die Feder wirben, und durd) ibre vereinte Wirbung diefer Fes
ber einen neuen Grad von Biegung ertbeilen; fo mufp jede Kraft,
weldye unter denfelben Umflanden fiir fich alllein diefelbe Bie=
gung bder Feber bewirfen fann, al8 der Summe der beiden erften
Krdfte ober dem Dopypelten jeder derfelben gleih betrachtet
werden. Man fieht leicht ein, da man auf diefelbe Weife dars
thun fann, bdaB eine Kraft vas Dreifache, Wierfadye, etc. einer
andbern Kraft ift, und wenn man die Kraft jur Cinbeit nimmt,
weldye ciner gegebenen Feder eine befiimmte Biegung ertheilen
fann; fo fann man bdie Krafte, wie alle ubrigen &rc’)ﬁm ) mefe
fen, und folglich dburd) Jablen ausdruden.



ﬁtfc!)!'euutgung.

§. 6. Wir wollen nun die Nelationen ju beftimmen fuchen,
weldhe wifchen den Kraften und den butcg fie bervorgebradyten
YBewegungen ftatt finden, und sunadyft den Fall betradyten, wo
biefe Krafte beftandig nad)y der RNidhtung ber Gefchwindigleit des
materiellen Puntted wirfen, alfo .die Bewegung deffelben eine
geradlinige ift. Die Crfabhrung bat gelebrt, dbaf bdie Wirfung
einer Kraft auf einen Korper von der Gefdywindigleit unabhdngig
ift, weldye diefer Korper {hon bhat, fo daf diefe Kraft, wenn fie
cinem rubenden Korper wdabrend einer beftimmten Beit eine ge=
wiffe Gefchwindigleit evtbeilen Fann, demfelben bereitd in Bewe:
gugg ?efinb[id)en Korper genau diefelbe Gefchwindigleitd junabhme
ertheilt. :

Hieraus folgt: bdaf die Wirfung einer fonftanten Kraft auf
einen fich bereitd mit einer gewiffen Gefchrindigteit bewegenden
Kodrper darin befteht, diefe Gefdywindigleit in gleidyen Jeiten um

leide Grofen zu vermebren. Wenn alfo u bdie anfinglidhe Ge=
dhwindigleit bes Korpers bezeidynet, und diefe Gefdhwindigleit
nimmt wabrend bes eittheildend At um Aw ju; fo nimmt fie
wabrend eined jweiten Jeittheildyens At wieber um diefelbe Grofe

Au 3u, und dbas Werbaltnif %5 bleibt fonftant, fo lange die Kraft

tonftant bleibt. Diefes Verbdltnif %, welched wir mit ¢ be-

eidnen yoollen, wird die Befdhleunigung -genannt, und dafz

%e[be brudt in der Fbat die Gefchwindigleitdzunabme Au aus,
mgn;t bie entfprechende Seitdauer At jur Einbeit genommen
wird. -

Wenn F die Kraft begeichnet, weldhe die Befdyleunigung ¢
hervorbringt, und F ift fonftant; fo ift ¢ offenbar auch fonftant,
und wenn fih F wabrend der Dauer der Bewegung anbdert, fo
lehrt die- Beobadytung, daf fid) bdas LBerbaltnip @ auf gleiche
Weife anvdert, d. . die Werthe von ¢ bleiben denen von F pro=
portional. Wenn alfo die Befdhleunigung ¢ fonftant ift, fo
with fie audy durd) eine Lonflante Kraft hervorgebradht.

Der freie Fall eined fdmweren Korpers im leeren Raume
bietet ein Beifpiel von einer Bewegung dar, worin bdie Befdhleu=
nigung fonftant ift. Diefe Befhleunigung, veldhye man mit g 3u
bezeichnen pf[eegt, betrdgt auf der Sternwarte ju Parid fiir jebe
Setunbe In,8088, woraus folgt, daf die Kraft, welde ben Fall
der Korper bewirt, d. h. die Sdhwerfraft, cine onftante
Kreaft ift, oder daf bad8 Gewidyt eined Kdrpers whbhrend der
gangen Dauer feines Falled bdaffelbe bleibt. ‘

MWenn p Vad Gewidyt eined Korpers und F die Kraft beyeidhs
net, welde demfelben in der Sebunbde ecine Befchleunigung ¢ er=
theilen fann; fo bat man wegen der Proportionalitat ywifden den
Werthen von F und ¢ bdie Relation:
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Die Grfabrung lehrt ferner, dbaf, wenn eine Kraft F fuccefs
five auf ywei Korper von verfdiedenen Gewidyten g) und p’ wirlt,
bie Befjdyleunigungen @ und ¢’, welche fie denfelben ervtheilt, im
um g;tebrtcu erbdltniffe diefer Gewichte fteben, fo baf
man bat:

F . F
=2 folglich P=9-

‘Pl=’;'o¢r

ober wenn man fiix ¢ feinen Werth -P!F fetst

F
Die Relation ¢="'—, weldhe filr denfelben Kdrper und fite

verfchiedene Werthe ber J%raft F ftatt findet, bebdlt alfo audh ibhre
Gniltigleit, wenn manvon einem Kdrper zu einem andern 1ibergeht,
und mithin werben die Gefese der geradlinigen Bewegung, welde
von einer Kraft hervorgebradt wird, die wabhrend der Dauer dies
fer Bewegung Fonftant bleibt, durd) die eine Gleidung:

Auw __ gF
¢ ober—&_ .

audgedriidt.

§. 7. Sn dem Worhergehenben Haben wir voraudgefest, daf
bie Kraft nad) bem Sinne ber Gefdywindigleit felbft wirbt; aber
wenn fie in entgegengefestem Sinne wirlte, fo witrde fie
nidt eine Sunabhme, fondern eine Abnabhme der Gefdywindigleit

bervorbringen, und die Grofie Au, folglidy aud %‘% ober ¢ mufte

alddbann bda8 entgegengefeste Seihen der anfinglihen Ges
fhwindigleit u Haben. enn man F und u al8 pofitiv bes
tradytet, wenn der Sinn ibrer Ridytung der ift, in weldem bdie
pofitiven Cntfernungen e junehmen, und al8 negativ, wenn
fie einen entgegengefetten Sinn baben; fo baben die Grds
gen F und ¢ immer daffelbe Beidhen, und die Relation:

LAu  gF

oAt p

findet fowobl in Besiehung auf die Jeidyen, ald in Bejictung
auf die Sablenwerthe flatt.



M affe
§. 8. Die von der Schwere berritbrende Befdyleunigung
ift nidt in allen Punbten der Crdoberfliche diefelbe, und 3 B.
unter dem Aequator etwad geringer, a'8 zu Parid; aber wenn

fid die Grofe g dndert, fo andert fid) bdad Gewicht der Korper
audh) in Demfelben Verhdltniffe. fo daf fiir denfelben Kor=

per bas Werbdltnif - feines Gewidhtes zu bder Befdleunigung g

g
eine fonftante Grdfe ift, in weldem Puntte der Crdoberfidche fich
biefer Korper aud) befinben’ mag. Diefes %erb&ltniﬁs-,m[d)es
fid) von bem einen Kdrper 3u dem anbern dnbert, aber fir den=
felben Korper Ponjtant ift, wird die Maffe diefed - Korpers ges
nannt. Da man mit diefem lesten Ausdbrude gewdbnlich Ddie

Quantitat der Materie begeichnet, woraud ein Kdrper be=
ftebt, fo baben wir nod) ndber ju geigen, worauf fich diefe lette
Bedeutung des BVerhdltnifjes & grindet.

=7 Benn man wei vdllig ibentifthe Kdrper u einem einzigen
vereinigt, fo daf diefer cguverl&fﬁg ‘die doppelte Quantitdt Mate=

rie enthalt; fo ergibt fih, baf aud) dad Gewidt doppelt fo grof
geworben, aber bie Befdhleunigung g ungedndert geblieben ift,

md folglich bat fich der Werth ved Berbdltnifies Lnit der Quans
titdt ber Materie jugleih verdoppelt, und im Xifgemeinen finbet
man bei Korpern von derfelben Subftany, daf fidy die Quantitit
ber Materie und dbad Beshaltnif s-proportiona[ dnbern, fo baf

lestered ald8 Maf der erflern dienen Fann. Bei verfdyiedenen Sub=
flanzen fann man . jwar nidt unbedingt bebaupten, daf einem
boppelten Werthe von ;;-eine boppelte Quantitdt der Materie
entfpridyt; allein bie Analogie fithrt ju diefer Annahme, wodburd
fid) tibrigend allein erflaren [36t, wie dad Gewidht dboppelt fo grof

werden fann, obne daf fihy die Befdhleunigung geandert hat. Die
Quantitat der Matervie, oder die Maffe cined Kdrpers

tann folglidy durd) das %ett;&ltniﬁ’;’-, weldes man gewdhnlich
burd) m bejeichnet, auégebtﬁdt werden. Man fann aud) fagen:
baf bie Maffe eined Korpers dad Gewidht ift, weldres er baben

wirde, wenu man denfelben -in eine Cntfernung von bder Grde
bringen Eonnte, wo die Befdyleunigung g der Ldngeneinbeit, v. b.

= 1 Meter ift; denn .alébamt _reducirte fidy bad Werbhaltnif z
auf p. " ) g
. §.9. Sn Frantreid), und bei wiffenfdhaftlihen Unterfudyuns

“gen febr oft audy in Deutfdland, nimmt man a3 Kilogramm.
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ober bad Gewidit von 1 Liter deftillivtem Waffee bei der Tempes

rvatur von 491, auf der parifer Stermwarte beflimmt, jur Cine

?xeitfbes Gewidhted, odber allgemein, zur Einbeit derw
raft .

Die Befdhleunigung @ ift eine Lange, ndmlid) diejenige,
veldhe der materiele Punft in der Sefunde durdhlaufen wiirde,
wenn er i) wabreud bdiefer Seit mit ber Ponftanten Gefdymwindigs
feit bewegte, um welde feine Gefhwindigleit unter der Wirfung
der Kraft F wabrend bderfelben Jeit jugenommen bat. Die Eine
beit von ¢ ift folglidy dbad Meter, wie die von g oder I=,8088,

Die Gleidhung p=y9g ; ift folglid bomogen und bdricft bdie
Gleichheit yweier Bngen aus, weil das éBerl;&ltniﬁ; eine abftrafte

Sabl ift.
Diefe Gleidhung aft fidy auf eine andere Form bringen,
wenn man den Begriff der Maffe in diefelbe einfithrt; denn fest

man ;L: m, fo vermanbdelt fie fid) in folgende:
== gobcr F =mg.

Relation awifden einer Krafc von verdnbderlider Stirfe und der Bewegung,
welde fle bervorbringt.

. § 10. Die Kraft F tann aud), ftatt fonflant ju fein, ibhre
Sntenfitdt ober Stdrfe jeden Augenblid dndern, und dabei
ftetd bie Ponftante Ridtung der Gefchwindigleit bdes bewegten
Puntted beibebalten. Wenn man {id) die Seit in fehr Fleine Jn-
tervalle At getheilt vorftellt, {o fann man annehmen, bdaf die
Kraft F wibrend ver Dauer eines foldyes Beittheiled At nabe ju
fonflant bleibt, und alddann bat man wabrend diefer Seit:

wie Hein dad Beitintervall At audh fein mag. Da die Beobady=
tung gezeigt bat, dbaf diefe Gleidhung wirklid) fitr fehr Pleine Seit-
intervalle ftattfindet, fo nimmt man an, daf fie aud filr unends
lidh tleine Beittheilhen ftatt findet, und bdaf man folglich in
aller Strenge bat: S ‘

dw . A
wo - bie Grenge von —5: beseicynet, wenn fidh At obne Enbe
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dem MWerthe Null ndhert. Diefe Formel wird tibrigens durdy die
baraud abgeleiteten Folgerungen, welde mit der Beobadytung
ubereinftimmen, al8 ridytig befthtigt, und man fieht leiht ein,
baf fie fowobl fur die Jeiden, wie fiir die abfoluten Werthe
ftattfindet. A

LBermittelft diefer Gleihung fann man alle Aufgaben ber
bie geradlinige Bewegung bder Kdrper oder materiellen Puntte
Idfen, oobei wir und jedbod) bier nicht aufhaiten, fondern blod die
beiben Hauptaufgaben naber erdrtern wollen, um wenigftensd
3u jeigen, auf welde Mafeinbeit jede Grdfe. besogen werben
mug.

Pauptaufgaben dber die geradlinige Bewegung der Kdrper. .

§. 11. Crfte Aufgabe: Wenn die Kraft F geges
ben ift, dbie dadbuvrd) bervorgebradhte Bewegung 3u
beftimmen.

Aufl. Wir wollen zunddft annehmen, daf die Kraft F
tonftant und fowohl, als dad Gewidht g) bed Kodrperd in Kilo=
grammen gegeben ift; fo ift nad §. 6 die Befdleunigung der

Gefdywindigteit in der Steunde fonftant und = ¢ E—, veldyes,

wie g, Meter ausdrudt. MWenn ¢ die Anzabl der feit dem Augen-
blide, wo die Gefchwindigleit des Kdrperd = o war, verflofies
nen Sefunben und u feine Gefchwindigleit am Cnbde bdiefer Seit
bezeichnet; fo wird die Befdhleunigung der Gefdywindigleit u—u,

N , , . F
fiir vie Beit ¢ folglid audgedriidt durd) g py t, und man bat:

u=u-+g ;t 1

Wenn e den Raum begeichnet, den der Kdrper feit dem Augen-
blide, von weldem an bdie Beit t gezablt wird, und wo die Ge=
fhwindigleit = ug ift, befdhrieben bat; fo hat man nach §. 3:

u_dc
 d’

woraud folgt, wenn man integrict:

I
e=u.t+g:-:-§. (@3]

Die durdy diefe Gleihung ausdgedriicfte Bewegung wird eine
leihformig verdnberlidye genannt, wovon der vertifale
%au fdywerer Kdrper im leeren Raume dad bemerfendwertbefte
cifpiel darbietet. Wenn die Kraft F, wie wir bidher vorausdges
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fest baben, in bem inne der anfinglidhen Gefdwindigleit wy
witft; fo nimmr der Raum e fornwabrend mit der Seit ¢ 3u,
und bleibt immer pofitiv; aber wenn die Kraft F in dbem entge=
gengefesten Sinne von bdem bder anfangliden Gefdywindigleit wuy
wirft, fo mug man in der Gleidyung (8 bas Beihen ded Glie=
bed, worin bdie Kraft F vorfommt in dbad entgegengefeite verwans=
veln. Jn diefem Falle bat der Naum e einen grdften pofitis
ven Werth, und wenn die Jeit ¢ nady Erreidhung bdeffelben nody
weiter junimmt; fo nimmt der Raum e wieder ab, wird Null,
bann negativ und nimmt in negativem Sinne fortwdhrend au.

MWenn der Kdrper, auf weldyen eine fonftante Kraft F wirkt,
von der Rube audgebt, fo hat man blos:

w = Fe,
—gp
und ¢
L]
e = Fea&
_9}’2

WBei bem vertitalen Falle fdwerer Kdrper im leeven Raume ift
F=p, und wenn man der Kilrze wegen ug = 0 fest; fo redbucis
ren tlt’d) die Gleidhungen (1) und (2) auf:

3
u=gt und e= %— '
und wenn man ¢ eliminirt, fo ethdlt man:
u? —
e =35’ ober u=1) 3ge.

Wenn der Kdrper mit einer Gefdwindigleit u in vertitaler Ridy=

tung von unten nad) oben bewegt wird, fo laft fih leicht gei=

gn, baf die grdfte Hobhe, welde er erveicht, durdy die Gleis
ung :

«t
¢ =%
gegeben wird. Diefe Relation ywifchen dem befdhriebenen Naume
e und der Gefhwindigleit v wird in der Mechanit febr baufig
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angewandt. Bei dbem Falle fdwever Kdeper pflegt man ben
Raum e gewddhnlih mit & yu begeidynen, der Ausdrud ;— wird

bie ber Gefchwindigleit u entfprecdyende Falbohe und der ‘qusbrud

V" 3gh die der Falltdbe h entfpredhende Gefhwindigleit genannt.
Wir wollen nun annebmen, daf die Kraft F veranderlid

fei, fo tann biefelbe al® eine Funbtion ber Seit ¢, oder ded RNaus

med e, ober endlidy der Gefhwindigleit u gegeben fein, und in

allen brei Fallen bat man nad) §. 10:

F

du
@ ober — 95 (3)

MWenn die Kraft F ald Funftion der Beit gegeben ift, fo
baf F=f(t) ift; fo verwanbdelt fid bdie Gleidung (3) in fole
gende : '

du = ’-’:-f (t) dt .
und gibt:

u=u+ L ﬁ'f(t)dt,

e=u.t+;'7‘/;' dt‘/(;'f(t)dt‘

Wenn die Kraft F al8 Funlftion ded Raumes e gegeben,
alfo F=f(e) ift, fo erbalt man, wenn man den erflen Theil der

Gleidyung (3) mit u und den jweiten mit Z‘f"‘"“‘*’““”"

folglidy :

vy =L f(e)de, | .

umd wenn wy die dem Raume ey entfprediende Gefchmwindigleit bes
geidmets fo hat man, wenn man integrivt:

w=ut 4 ?/‘:f(e)de.
Pieraus ergibt fich:

v=a=Vuit2 [ @,




folglich:

dt=" de ,
V % +2 [ ‘) de

und mithin:
de

% [ e do
- o [(©) de

e=f N

MWenn die Kraft F ald Funftion der Gefdhwindigleit
u gegeben, alfo F=/f(u) ift; fo verwandelt fid) die Gleidung (3)
in folgende: -

de _ ¢
e ; f (u)l
woraud folgt:
= 29
dt=. 9 fw)’

und wenn sy die =0 entfprechende anfingliche Gefchwindigleit
ift; fo erbdlt man, wenn man integrirt:

t =.’.’./"_;‘i
9J wof¥)’

QJBenn' man dicfe leste Integration verridyten und v = ¥ (t)
ober d—: = ¥ (t) erbalten fann, fo ergibt fich:

e = ‘/;'\p(t)dt.‘ )

§. 12. Bweite Uufgabe: Wenn die BVewegung des
Korpers gegeben ift, bie Kraft ju finden, welde
jeven Angenblid auf dbenfelben wirkft. _ :

Aufl. Da die Bewegung ded Korpers befannt ift, fo Lann
ber Raum e ald eine gqegebene Funftion der Jeit betradytet wers
den, fo daf man e=F(t) bat. DHieraud ergibt fid) durch Diffes
renzirung:

de ) du 7]
g=v=rOudZ=9=F" @1,
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: . F
und da die Befdleunigung ¢ durd) g > audgedriidt wird; fo
fommt :

g. :_=f~ ), folglid F=:—.f”(t)-

Da t'bier immer eine Anjabl von Setunbden und £(¢) eine 2ange
auddridt, weil £(t)=e ift; fo driuden die Ableitungen £’ (t) und
" @) aud) Lingen aus, und F dritdt eine Anzabl von Kilogram-
men aus, welde man erb&tt,l wenn man das &emid)t p bed Kor=

perd durc) das Berbdltnif f-'—,(‘-) gweier Rangen, d. h. durd) eine

abftralte 3abl multiplicirt.
Wenn fidy der Kdrper vertifal auf- odber niedermdrts beweqt,
fo ift fein Gewidt p {don eine Kraft, weldhe fucceffive auf i%n
wirft, und wenn man die Kraft F/ wiffen will, welde man jeden
Augendlif ju diefem Gewidyte binzufiigen, ober davon hinwegnehs
men muf, bamjt fidy ber Kdrper mit einer gegebenen Bewegung
auf= ober abwartd bewegt; fo bat man jur Beftimmung diefer
Kraft bie Gleidung:
p+F=Lre), foigiiy F'=p [f.'_;_‘)_ ]

Senadydem alfo /* (t) grdfer, oder Heiner ald g ift, ift die Kraft
F’ pofitiv, odber negativ, d. b. fie wirft in dem éinne von p, oder
in bem entgegengefesten Sinne.

Wenn 3. B. ein Korper auf einer Lorizontalen Ebene liegt,
weldie fidy mit einer gleihformigen Bewegung abwdrts bewegt
fo ift der Drud, welden diefe Cbene von unten nad) oben auf
den Kdrper, oder der Drud, welden biefer Kdrper von oben nad
unten auf die Gbene audibt, dem Gewidite ded Kdrperd gleidy,
wie wenn die Ehene, worauf der Korper rubht, unbeweglidy ware.
Denn ba fid) diefer Kdrper gle.id)fbrmige,‘ 9. . fo nieberwairtd be-
wegen foll, daf fich die bejdhriebenen Raume wie die Jeiten vers
balten; fo ift bie Gleidung feiner Bewegung von bder Form:

e=¢,+ At,

. b. in biefem Falle ift die Function £ () = ey 4 At. Man
hat alfo:

FO=A ud fot)=0’

und folglidy ift dber Drud, welden bdie Ehbene auf den Kdrper
audiibt, F/= — p und der, welhen der Kdrper auf die Ebene
audiibt, mithin = -+ p, d. . gleid) dem Gewidyte ded Kdrpers.
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Stummlinige Bewegung.

§. 13. DBisher baben wir vorausdgefest, daf bdie Kraft in
ber Ridtung der Gefdywindigleit des Korpers felbft wirft, in
weldem befondbern Falle die Wewegung geradlinig ift, und
wir wollen nun unterfudhen, wad ftatt findet, wenn bdie Kraft
jeden Xugcnblid nady einer anbern Ridhtung, ald bie der Ge=
fdywindigleit ded Korpers wirft, in welchem Falle die bervorges
bradyte Bewegung cine Frummlinige ift; aber suvor ift er
forberlich, daf wir einige neue Beyrifisbeflimmungen tiber die
Sefdywindigleiten und Krdfte feftfesen.

Bufammenfegung der Gefdywindigleiten.
,%;nu fid ein materieller Punft mit einer Gefdywindigleit
@ = -;: bewegt, deren Ridtung mit drei redytwinkligen Koordis

natenaren die Winfel «, B, 7 bilbet, und man projicirt jeden
Augenblid die Lage diefes Spun@;es auf bdiefe Arens; fo fann man
jede Projeftion ald einen Punbt betrachten, welder fich auf der
entfprechenden Are bewegt. Die Projeftion ded beweglichen Punt=
te8 auf die Are der = 3 B. befdreibt auf bdiefer Are wdibrend
bes Beitelemented dt einen unendlidy Fleinen Weg dx, welder
nichts anbers ift, ald8 bdie Projeftion ded von dem materiellen
Puntte im Raume wirklih befdhriebenen unendlich Pleinen Weges
de, und die Gefhwindigteit der betracyteten Projebtion wird nady

d
bem in §. 3 Gefagten offenbar audgedriit durd jf .

Die Gefdywindigleiten der Projeftionen bed beweglichen Punts
ted auf den drei Aren find folglidy:

dz dy dz
at’/ at’ dt’

und da man bat: A
dr=de.cos a, dy=de.cos 8, dz=de.cosy,

fo ift audy:

dz __ de cosa dy _ de os B dz __ de s
@t t = @08 B gy = 3 - Co8Yy

ober wenn man bie Gefdwindigleiten der Projeftionen mit u,
v, w bejeichnet:

#=wcosa, V=®C0oS8, wW=wCosy.
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Diefe Projeftionen der Gefdwindigleit @ = % auf die drei
Aren werden audy ihre Komponenten nad) diefen Arxen ée‘
nannt, und aud der Theorie ber Projeftionen folgt, daf die Ge=
fdwindigleit o die Diagonale ded aud ihren drei Komponenten
fonftruirten redytwintligen Pavallelepipedbums ift. Man hat

folglidy:
' o=) JdFifwt,

|->ber :

a=VE+E+G)

Wit wollen nun annehmen, daf, wibrend fidh der materiele
Puntt mit einer Gefdwindigleit @, deren Ridtung mit den drei
Koordinatenaren vefp. bie Winfel &, B, 7 bildet, forthewegt, diefe
Aren felbft bei unverdnberter Siid)tun%, alfo audy der Anfangs=
puntt fich mit einer Gefchindigleit U fortbewegen, deren Rid=
" tung mit diefen Aren vefp. die Wintel a, b, ¢ bildet; fo befteht

3 .‘% bie Gefammtbewegung de8 materiellen Punfted in bdem
Ginne der x offenbar aus feiner Bewegung in diefem Sinne in
Bejiehung auf dben beweglidhen Anfangspuntt und aus der Bes
wegung diefes Anfangspunttes felbft in demfelben- Sinne und in
Bejiehung auf vdie'feften Aren. Daflelbe gilt fur die Nidytung
ber y und bie der z, fo daf die Komponenten der wirblichen Ge=
fhroindigPeit des beweglichen Punfted im Raume nadh) den drei
Aren vefp. audgedrudt werben durdy:

Ucosa+wcosa, Ucosbtwcosg, Ucosc-}cosy.

Nun feien MA und MB (Fig. 2) die BWege, welche der materielle
Punft M in der Sefundbe befchreiben witrde, wenn derfelbe wabhs=
rend Diefer Beit die eine, ober die anbere der beiben Gefdnwindigs
feiten U und o beibebielte. Wir wollen AB’ gleidy und parallel
3u MB und dann MB‘ jichen, fo ift: : .

Ucosa+t @cos a
ber Ausdrud bder Projeftion der éebrod)'men finie’ MAB’ auf bdie
Are der x (§. 3) und nady der Theorie der Projefrionen audy der
Ausdrud der Projeftion von MB’ auf diefelbe Are. Cbenfo find:
Ucos b+ ocosf und Ucosc +wcosy

bie Ausdrude der Projeftionen von MB’ auf die Aren der y und
der z. Diefe gerade inie MB’ wurbe alfo der beweglidhe Puntt
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in der Sefunde durdylaufen, wenn er wibrend diefer Beit die
gleidy eitigm Gefdywindigleiten U und o hdtte; b. . wenn MA
und MB bdiefe gleichseitigen Gefdhwindigleiten ausdriiden, fo dridt
MB’ bie fich daraud ergebende wirflihe Gefdhwinbdigleit, ober bdie
Refultante der Gefdwindigleiten U und @, welde die Koms
ponenten derfelben genannt werden, aus.

Um bdiefe Refultante zu erbalten, muf man alfo die beiden
SKomponenten U und o wie die fie darfiellenden Linien MA und
AB’ aneinandber fegen, und bdie Endpunfte der dadurd) entftehens
ben gebrodhenen Linie durd) eine gerabe Linie verbinden. Diefe
Refultante Lann aud) ald die Diagonale bed aus den Komponens
ten U und @ ober MA und MB fonftruirten Parallelogrammes
betradhtet werben.

MWenn der beweglide Punlt drei gleihzeitige Gefdwindig=
Beiten Ddtte, fo liefe fih auf diefelbe MWeife zeigen, daf bie bars
aud refultivende (Sefd)minbigteit ethalten werben fann, wenn man
die einzelnen Gefchwindigleiten MA, MB, MC bei unverdnberten
RNidytungen fo aneinander legt, baf fie eine gebrochene Linie
MAB‘C’ bilben, und dbann die Endpuntte diefer gebrodyenen Linie
dburdy eine gerade Linie MC’ verbindet. Diefe Refultante MC/
fann aud) als die Diagonale ded Parallelepipedbums betrachtet
werben, bdeflen Kanten die drei Gefchwindigleitsbomponenten
MA, MB, MC find. Das von drei gleichzeitigen Gefchwindig=
Peiten Gefagte gilt audh von einer beliebigen Anzahl foldyer
Sefdywindigleiten und bdie Refultante wird immer durd) die ges
tabe Linie ausgedbrict, welche die Endpunfte der gebrodyenen Li:
aie verbinbet, die aud der Sufammenfetiung der die Componenten
barftellenden geraden Linien bervorgebt.

Sufammenfegung der Krdfte.

§. 14. Diefe Relation zwifchen den eingelnen gleidyyeitigen
Gefhwindbigleiten und der wirkliden Gefchwindigleit, oder ywi=
fdyen ben Gefdhwindigleitdfomponenten und ihrer Refultante fins
aet aud), wie wir fogleidh) zeigen werden, 3wifdhen den Kraften

aft.

Wenn man die Krafteinbeit durd) eine gewiffe Langeneinbeit
auddriift, fo fann jede Kraft durdy eine Lange dargeftellt werben,
weldje bie Zdngeneinbeit ebenfo vielmal enthdlt, al8 die Kraft
Krafteinheiten ober Kilogramme, und wenn man diefe Lange auf
bie RNidtung der Kraft von ihrem Angriffspuntte ausd trégt; fo
wird diefe Kraft durd) bdiefe Ldnge forwohl der Jntenfitat ober
Stdrle, als der Ridytung nach dargeftelit.

Wenn nun auf ben?e[ben materiellen Punft, weldhen wir jus
vdrderft al8 unbewegt ober rubend betradyten wollen, gleidhzeitig
mebrere Krdfte wirfen, {o fieht man leidht ein, daf {ich biefer
Puntt unter der gleichyeitigen Wirbung diefer Krifte doch
immer nur nacdh) einer eingigen RNidtung bewegen gann, wie
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‘soenn nur eine efngige Kraft nady diefer Nichtung auf ihn
avirfte, und folglidy Pann dad Syftem der gleidhzeitig wirkenden
~ Krdfte immer durdy eine eingige Kraft erfest werben, welthe man
die Refultante der gleicheitia wirfenden Krdfte nennt, waih-
vend diefe bie Komponenten der Refultante genannt werden.
Wir wollen nun die Relationen auffucdhen, weldhe forwodh!l in Bes
iebung auf die Intenfitdt oder Starfe, ald in Beziehung auf bie
fg)mng swifthen den Komyponenten und ibhrer NRefultante ftatt

en. -

§. 15. Buerft wollen wir den fehr einfachen Fall betradhten,
wo . 3wei gleidye Krdfte P und P/, welde der Grife und Rid-
tung nad)y durdy die Lingen mP, mP’ (Fig. 3) dargeftellt werben,
auf denfelben materiellen Punft m wirfen, indem ihre Nidhtungen
einen Winbel a mit einander bilden, weldyer ein Drittel von vier
vechten Winfeln betrigt. ' '

© Wenn man nun annimmt, baf auf denfelben materiellen
Puntt m noch eine dritte Kraft mP” wirt, welde der Intenfis
tit nach, jeber -ber beiden evften gleich ift, und deven Ridytung
mit den Ridhtungen bdiefer beiben erflen Krdfte ecinen Winlel a
bildet; fo ift wegen dber Symmerrie der Figur einleudytend, daf
fih der materielle Punft m nidyt bewegen tann, und dag folglic
Die beiben Krdfte P und P’ die Wirfung der Kraft P~ aufheben.
Aber die Wirfung der Kraft P witrde offenbar aud) durdy eine
Kraft P aufgehoben, welche ibr gleich und entgegengefest ift,
woraus folgt, dbaf bie beiben Krdfte P und P’ durd) Ddie eine
Keaft Plilil verfreten werben Fdnunen, welde mithin ihre Reful
tante ift. :

Da bdiefe Kraft P/ nady der Werlangerung von P~ gerichtet
ift, fo theilt ibre Ridytung den Winkel a in zwei gleiche Theile,
wovon jeber %s eined vedyten betragt, und da die geraden Linien
mP, mP’, mP” gleiy lang findbs fo find die Dreiede PmP,
P/mP/ gleidyfeitig, und bilben vereinigt eine Raute PmP'P/,
Die Refultante mP’ der beiden Krafte mP und mP’. fann folgs
lidy erbalten. werden, wenn man bdiefe leptern nad) ibren eigenen
Richtungen zu der gebrodyenen Linie mP'P“ jufammenfest und
die Endpuntte derfelben durd) eine gerade Linte mP’ verbindet.
Diefe Refultante fann aud) ald die Diagonale ded aus den Kom:
ponenten mP, mP’ fonftruirten Parallelogramms betrachtet verden.
_ Wir wollen nun zeigen, baf diefe Relation allgemeine Guls
tigleit ‘hat, 0. b.: dbaf die Refultante yweier beliebiges
nad) verfchiedenen Richtungen gleidhyyeitig auf dbens
felben materiellen Punft wirfender KLrdfte der
Grofe und Ridytung nad) dburd) dbie Diagonale desd
Parallelogramms ausdgedridt wird, welded aus
bendie KRomponenten darftellenden geradben Linien
fonfltruivt {ft

- Wenn bdiefer Sap fiir swei gleidhe Krifte P und P/, deren
Ridtungen einen beliebigen Wintel a mit einanber bilden, bewiee




fen ifts fo findet derfelbe aud) fir ywei beliebige anderé gleiche
Krifte Q und Q’, deren Nicdhtungen denfelben Wintel o mit eins
anber bilben, ftatt, . b. die Refultanten diefer beiden Syfteme
ggeidm Rréfte verbalten fid) wie diefe Krdfte. Die RNidytung der

efultante falt offenbar mit ber Halbirungslinie des MWinfels o
sufammen, welden bdie RNidtungen bder beiben Komponenten mit
einanber bilden, weil bdiefe einander gleih find und Fein. Grund
vorbanden ift , warum {idy die Refultante ehev der einen, als der
anbern Komponente ndbern folte. ’

Nebmen wir nun zunddft an, daf die Krifte P und Q ein
gemeinfdaftlihes Map F baben, welched in der erften p mal und
tn Der yweiten ¢ mal enthalten ift, und fegen fiir jede der Krdfte
P,P’ bed erften Syftemed p Krafte, wovon jedbe = F ift und
biefelbe RNidhtung bat ald8 P und P’y fo fegen fid) die Krafte F
paarweife in eine eingige 7 sufammen, weldye nad) der Halbirungs=
linie ded .Winfeld o gevidytet ift, und die Gefammtrefultante die=
fer eingelnen Refultanten, welde offenbar » o vielmal enthdlt, al§
p Ginbeiten bat, ift die RNefultante der Krdfte P, P. Gbenfo ers
gibt fidy, baf die Refultante der Krdfte Q, Q' die Partialreful=
tante r fo vielmal enthdlt, ald8 ¢ Cinbeiten bat, woraud folgt,
baf fid) die Refultanten der beiden Syfteme P, P/ und Q, Q' wie
p 3u g, und folglih wie P 3u Q verbalten, welder Sap fidh
audy leidht auf den Fall der Infommenfurabilitit der Krdfte P
und Q erweitern 46t »

Man fann nun leicht zeigen, daf, wenn diefer Sap firr zwei

leidye Krifte P und P/ (§ig. 4), deren Richtungen einen Win=
el a miteinander bilben, ftattfindet, derfelbe qudy fur swei gleiche
Krafte P, P gilt, veren Ridtungen einen halb fo grofien
Winkeél miteinander bilden. Was zunddft die Ridtung der Re=
fultante der Krdfte P und P’ anlangt, fo falt fie offenbar mit
ber Dalbirungslinie mQ ded Winkels PmP jufammen. Ferner .
wollen wir annehmen, daf nad) mP” jywei gleihe Krdfte,. jebe
= P¥, wirfen, fo wird ihre RNefultante durd) 2mP* ausgedrudt,
und bie RNefultante der beiden Krafte P, P/ wird durdy 2mA anss
gebrﬁdt; folglid) wird die RNefultante diefer vier Krdafte durdy
mP" + 2mA auss%ebrﬁdt. Wenn man aber aud dem Puntte
B, wo PP bie Richtung mQ trifft, ein Perpendifel BA’ auf
mP” filit, fo bat man mA 4+ mP"” = 2mA’, und folglid) wird
die eben erwdhnte Totalvefultante ausdgedriidft durd) 4mA’. Diefe
RNefultante Fann aber aud) erbalten werben, wenn man fucceffive
bie Refultante Q von P, P¥, dann die Refultante Q/ von P
P und endlich die RNefultante von Q und Q’ fucht. Nun bilben
aber bie Krdfte Q und Q’ benfelben Winkel miteinandber, wie P
und P“ ober wie P/ und P”, und wenn folglih mB’ die Halfte:
ver RNefultante von P, P“ und mB” ven vierten Theil der Res=:
fultanten von Q, Q’ darftelit; fo hat man nad) bem eben Bes,
wiefenen: - S
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woraud folgt, bad die Dreiefe B‘mP, BmB’, weldhe einen gleis
dhen Winlel bei m haben , ecinander dhnlid) find. Aber Die inie
mB*, welde den vierten Theil vder Totalrefultante auddrudt, muf
der Zinie mA’, welde diefelbe Grdfe ausddrudt, gleid fein , und
folglih muf bder Punft B’ mit dem Punfte B zufammenfallen,
fo dafi man al8dbann ftatt der DreiecFe B‘mP , B “mB’ bie redyt=
winfligen Dreiede BmP, A‘mP fat. Die Refultante der Krdfte
P, P/ muf folglid durd) dbas Doppelte von mB, d. b. durd) die
Diagonale des ausd mP und mP” conftruirten Paralelogrammes
bargeftellt werbden.

Gbenfo ergibt fidy, daf der in Nede ftehende Sap audy fiie

gwei gleiche Krdfte gilt, weldye einen der Winkel ;-/ g—; g

;nit einander bilben, wo ber legte beliebig flein gemadyt werden
ann.

Wir wollen nun beweifen, daf der in Nede ftehenbe Sab,
wenn derfelbe fiir die Winkel a, § und « 48 fatt findet, aud
fiir den Winfel o 428 gilt, und ju dem Iwede das Syftem bder
auf ben materiellen Punft m wirfenden vier gleihen Krdfte P,
P/, P, Py (§ig. 49) betradten. G3 fei P'mP/, = a, PmP’
=P mP,’ = B unb mQ, mQ, feien die DHalbirungslinien Dder
Wintel PmP’, PymP’, 5 fo ift QmQ; = a4 und PmP, = a+28.
Ferner wollen wir die Linie PP/, weldhe in B auf mB fenfredht
ift, fo wie bie Linie PP/ geben, auf lestere dbas Perpendifel
mP und qud den Punften P, B auf m P die Perpendifel PA,
BA‘ fallen; fo ift 2mP die Refultante der beiden gleichen Krdfte
P/, Py, welde den Winkel o« mit einanber bilden, und 2mB ift
bie Refultante der beiden gleidhen Krafte P, P/, odber P,, P
welde den Winkel B mit einander bilben. Wir wollen Ddiefe bei=
den leiten Refultanten refp. mit Q und Q; bezeidhnen, fo ift
4mA’ die Refultante aud Q und Q;, welde den Winkel a 48
miteinander bilden. Da aber diefe lehtere Refultante bdie Ge=
fammtrefultante fein muf, fo ift fie der RNefultante aus P/, P/,
und der aus P, Py jufammengenommen gleich, woraus folgt, dap
bie Refultante er Krafte P, P, , welde den Winfel a 428 mit
einandber bilben, gleidy 4mA’ —2mP/, b. h. =mA ift, weil bie
Summe mA +mP = 2mA’ ift.

Da biernach der in RNede ftehende Sap fiir die Winlel 0, %,
20 . . . . ., 3 4o B moe
§;mabr ift, fo ift er ed auch fiir die Wintel ot gt vt ae?

b.h. fiir jeben beliebigen MWinTel, weil ;—:ﬁ offenbar jeben beliebis
gen Wintel ausdriiden fann.
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Fiv Fonnen nun zeigen, dbaf der fraglihe Sas aud) fite et
beliebgge ungleidye Krafte P, P/ (%ig.g 5), welde einen raed;s
ten Wintel mit einanber bilben, flatt findet. 3u bdem Swede
wollen wir die beiden Diagonalen des aus den Krdften mP, mP’
Ponfiruirten Redytedesd zieben, und aus vder Mitte B auf mP, mP’
zefp. die Perpendifel BA, BA’ fillen, dburd) den Punft m eine
Parallele ju PP’ jiehen, und auf derfelben mB’ = mB" = mB
nehmen 3 fo fiebt man leidyt ein, dbaf mP bie Diagonale der uns
vollenbeten Raute mBPB” ift, und daf folglih bdie dburd)y mP quss
gedriidte Kraft al3 die Refultante der beiden durd) mB und mB¥
dargefteliten steid)en Krdafte betradytet werden fann. Gbenfo tann
die Kraft m ' o8 die Refultante aud mB und mB’ betradytet
werden. Die beiven Krifte mP, mP/ Eonnen folglich durdy vier
Rrifte erfest werben, namlid 1) durd) die beiden Krafte mBY,
mB’ weldye einander gleidy und entgegengefeet find, folglidy eins
ander agfbeben, und 2) burd) zwei Krafte, wovon jedbe durdy mB
ausgedruct wirdb, und mithin einer ecingigen Kraft gleidh find,
welde dburch mQ, d. h. durch die Diagonale des aud mP und
mP’ Ponftruirten Redyteded dargeftellt wird.

Gnblid) [Gft fich leicht zeigen, baf der in Rede ftehende Sag
audy fiir ywei ungleid) e Kredfte gilt, welche einen beliebigen
Wintel mit einander bilden. Denn ed feien mP, mP’ (Fig. 6)
bie geraben Rinien, welde biefe beiven Krdfte ausdriiden; man
fonftruive dbad Pavallelogramm mPQP’, jiebe BmB’ fenfredst auf
vie Diagonale mQ, fulle aus den Puntten P, P/ auf mQ bdie
Perpendifel PA, P‘A’ und- ziehe zu diefer Diagonale die Paral=
lelen PB, P/B’; fo fann man nad) dbem vorbin Mewiefenen mP
ald die Refultante aud mA und mB, und ebenfo mP’ al8 die RNe=
fultante aud mA’ und mB’ betrachten. Da aber die Krdfte mB
und mB’ einander gleich und entqegengefeit find, alfo einander
aufbeben; fo fonnen fie unberiicffichtigt bleiben, und e8 bleiben
nur nody bdie beiden Nrdfte mA, mA’ iibrig, deren Refultante
ibrer Summe ?!eid) ift, b. h. dburdy die Diagonale mQ bed aus
mP und mP’ Ponftruirten Parallelogrammes andgedriict wird, weil
mA‘=AQ ift. .

Benn alfo auf denfelben materiellen Punft zwei beliebige
Rrafte wirfen, welde der Grdfe und RNidtung nady durd ggra e
Linien audgedriidt werden; fo wirtd die RNefultante diefer Krdfte
immer der Grdfe und Ridhtung nach durd) die Diagonale des
aud bdiefen Rinien FPonftruirten Pavallelogramms dargeftellt. Mit
andern Worten: man erhdlt diefe Refulfante, wenn man die beis
ben geraben Zinien in ben Ridptungen bder durd) fie dargeftellten
RKrdfte aneinander legt, und die Endpunkfre der dadurch entftehen=
den gebrodhenen Linie dburdh eine dritte gerabe Linie verbindet.

enn man eine grdfere Anzabl auf denfelben materielen
Punft wirlender Krdfte in eine eingige jufammen zu fegen bdtte,
fo fdnnte man &uerft nad) ber vorbeg%ebenben Regel greei biefer
Krdfte zu einer Refultante, dann diefe Refultante mit einer dritten



ber gegebenen Krdfte, u. . f. sufammenfesen, wad offenbar bdars

auf binauslauft, die diefe Krdfte darftellenden geraben Linien nadh

ben entfprechenden Richtungen mit ihren Cndpunften aneinanber

i legen, und bann die Gndpuntte der auf diefe Weife erhaltenen

gebrochenen Linie durch eine gerade Linie ju verbinden, welche

tfatlsi?ann die gefudyte Refultante ber Grdfe und Ridhtung dar:
elit. ’

.~ - §. 16, Aus biefer Negel und der befannten Theorie der Pro=
jeltionen folgt, daf die Projeftion der Nefultante aud einer be=
liebigen Anzabl von Krdften auf eine beliebige Are der Summe
ber Projeftionen ihrer Komponenten auf diefelbe Are gleid) iff, ine
bem man bdie Projeftionen der Krdafte ald negativ betradtet,
welde nit der Richtung der Projebrion der Refultante, die man
alg die der pofitiven Projebtionen betracdhtet, einen ffumpfen
Wintel bilben.

. Yud ber Jufammenfebung der Krdfte ergibt fih aucy ald
befonbercr Fall, daf man fir jede Kraft drei anbere nach auf=
einandber fenfrechten Aren gerichtete Krdfte, welcdhe den Projebtios
ten bder urfpringlidyen Kraft auf diefe drei Aren gleich find, fubs
ftituiren fann, wad in der Mechanit fehr haufig gefchieht.

@ebhr oft bat man audh eine gegebene Kraft in drei anbdeve
3 serlegen, wovon die eine nad) einer gegebenen gerabden
Linfe wirtft. Diefe Serlegqung fann auf unendlich viele verfchie=
Dene Avten gefdeben, wenn die Winfel, welde die Komponenten
wmit einander bilden, willkirlich bleiben; aber e8 findet nur eine
eingige Serlegungdart flatt, wenn bdie -drei Komponenten aufeinan=
per fentredht fein miffen. Man verfteht daber in der Med)anit
unter der Serlegqung ober Komyponente einer Kraft Q nady einer
geraben Linie mP gewdhnlid) die Kraft, welde mit ywei anbdern
unter fid) und auf den erften fenfrechten Krdften jufammengefest,
bie Kraft Q jur Refultante gibt, und diefe Kvmyponente iff nichts
anderd, als die Projeftion der die Kraft Q darftellenden geraden
Rinie auf die gerade Linie mP.

“Oft jetlegt man eine gegebene Kraft aud) in ywei anbdere,
wovon die eine nady einer geraden Linie mP gerichtet und die an=
Dete Barauf fenfrecdht ift, und ed wird in biefem Falle angenom:
men, daf die gegebene Kraft und ibhre beiben Komponenten in
Derfelben Gbene liegen. Cnblidh haben wir bei der Ableitun
Der Sdne tiber die Sufammenfesung der Krdfte angenommen, daf.
fih der materielle Puntt, auf welden bdiefe Krafte wirben, in
Rube befindet; allein bie bewiefenen Sdse wiltden auch nodh ftatt
finben, wenn fid) diefer materielle Punft in Bewegung befande;
benn e8 ift eine Grfahrungdmwabrbheit, daf die Krdfte auf einen in
Bewegung befindlihen Korper eben fo wirfen, wie auf einen ru:
bendbent, und folglich find bie Gefege der Sufammenfepung und
Berlegung der Kréfte in beiden Fallen diefelben.




@leidungen fir dfe trummlinige Bewegung. . .

- § 17 Wenn” fid) ein materieller Punft bewegt, und feine
Gefdhwindigleit andert fidy der Grdfe, aber nidit der Ridytung
nachs fo Haben wir gefehen, daf bdiefe Werdnderung wegen dev
Fragbeit der Materie nidht obhne die Cinwirbung einer nacdy dev
Ridytung. ber Bewegung ded materiellen Punltes thatigen Kraft
ftatt " finden fann, und menn. die Gefdwinbighdt ibre Ridytu
andert, gleichviel ob fich ibre Grofe aud) dndert, oder nicht; ‘%
fann man ebenfo bebaupten, daf biefe Werdnberung von einer
Kraft herrithrt, welde nach einer von der RNichtung der anf&rrgﬂi
den Gefdywindigleit ded materiellen Punftes ver{diedenen RNidy=
tung wielt: - . oo o T

Um bie RNelation zu finden, welde ywifhen diefer Kraft und
ber von ibr bervorgebradhten nothwendig Frummlinigen Bewegung
ftatt findet, werben wir und wieder auf den Crfabrungsfay berus
fen: daf die Wirfung einer Kraft auf einen fidh mit einer ge=
wiffen GefhwinbdigPeit bewegenden Korper diefelbe ift, ald wenn
fih diefer Kdrper in Rube befindet, . h. fir einen Beobadyter,
weldyer fih mit der Gefdywindigleit des Korpers in dbem Augen:
blide, wo die Kraft auf denfelben virfen foll, in demfelben Sinne,
wie biefer Kdrper bewegt, wirbe lesterer in Folge der Wirfung
biefer Kraft fich fo zu bewegen fdeinen, ald wenn er von bder
Rube ausginge. _

Wir wollen nun annehmen, daf die redytwintligen Koordinas
tenatren diefelben RNidhtungen bebalten, aber dbaf fidy der Anfangss
punft derfelben mit einer Gefdywindigleit bewegt, weldhe der desd
Korpers in dem Augenblide, wo die Kraft auf ihn wirken foll,
teich und parallel ift, und «, B, 7 feien die Winfel, weldye die
gtid)tung der Kraft F mit-diefen Aren bilbet. Diefe Kraft Fann
wabrend ded unendlich Eleinen Seittheildhend dt ald fonftant be:
tvachtet werden, und dafjelbe gilt von ihren Komponenten: .

Fcosa, Fcosg, Fcosy. X

Die Komponenten der {dheinbaren ober relativen Gefdhmin:
bigPeit, weldye bem materiellen Punfte wahrend ded Jeitelemented
dt mitgetheilt wird, werben folglich -audgedriict durdh (§. 10):

‘Fc:ga dt’chos/?dt’chosydt.

Aber die @efcbminbigfeit, welde die Kraft. F dem materiellen
Punfte mittheilen wurde, wénn fih derfelbe in Rube befinbde,
coeriftirt nady dem ermdabnten Crfahrungsfase mit der bereitd er=
langten Gefchwindigleit ded materiellen Punkfted, fo daf fidy ihre
SKomyponenten ufammenabddiven (§. 13), und bda .bie julest auss
gebritften Kompenenten fich -auf bie unendlicd)- fleine §m dt be:




zi’e!)m~ fo find fie die Differengiale der andern Komponenten in
q,iel;uug auf dbie Beit t. Wenn folglih u, o, w die nad) den
Koordinatenaren gerichteten Komponenten der Gefdywindigleit des
materiellen Puntted in dem Augenblide, wo die Kraft F auf ibn
wirlen will, bejeidhnen; fo hat man:

@) du=g. "%y do=g. "0t do=g."Ya,
ober: |
du Fcosax dv Fcospg d—w Feosy

a=9 S A= T=93

MWenn man diefe Gleidhungen mit der in §. 10 vergleidt,
fo folgt, daf die Projeftion der Befdhleunigung ber Gefdhwindigs
eit nad) ber RNidhtung jeber Axe wdbrend der unendlich Pleinen
Beit dt al8 diejenige betradhitet werben fanun, welde bder mates
vielle Punlt. der fih nad) diefer Are bereitd mit der Komponente
feiner Gefdywindigleit im RNaume fortbewegt, annehmen wilrde,
me:x!n bie Komponente der Kraft F nad) bdiefer Axe nun auf ihn
wirlte.

Qn den Gleidungen (A) find alle Gefete ber Bewegung
eined materiellen Punbted entbalten, auf welden eine Kraft wirlt,
bie eine von bder RNidytung ber bereitd erlangten Gefdywindigleit
be8 mateviellen Punfted verfhiedene RNichtung bat, . b. alle Ge=
fese der Frummlinigen Bewegung eined materielen Punttes.

Bewegung {dwerer Kdrper im leeren Raume.

§. 18. Wir wollen diefe Gleihungen auf die Beftimmung
ber Bewegung fhwerer Kdrper im leeren Raume unter der allei=
nigen Wirbung der Schywere anwenden. Wenn wir dbie Are der
z vertifal annchmen, und die z von ‘unten nady oben zdblen, fo
verwandeln fidh die Gleihungen (A) wegen F = p in folgende:

du do dw
E=0' ‘-u-=0, =9

Pieraud ergibt fidy dburd) Integration, wenn 4y, vy, Wy die Kom:
ponenten der anfdnglidhen Gefchwindigleit bezeichnen: .

U=ty, V=0y, W=wy—gt,
ober:

do Y oy, = wp— gt
“=“.I “—’.I “'—'w. 9'
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Menn man die anfingliche Lage ved materiellen Punttes, welte
t=0 ober bem Augenblicfe entfpricht, von weldem ausd die 3eit
t gezablt wird, jum Anfangdpuntte der feften Koordinaten.z,y, z
nimmt, fo ergibt fidy dburd) eine neue Jntegration:

‘2
r=uUt, Y=y, = w.t—g; .

und wenn man ¢t wifden bdiefen drei Gleidhungen eliminirt; fo
erbdlt man: 4

Die erfle diefer lepten” Gleidhungen ift die einer Wertitals
@Gbene, worin bie Bewegung ftatt findet, umd wenn man bdiefe
ehene ju dber Gbene Ver 2z nimmt, ober vy =0 fest; fo ift bie
gweite Gleihung bie der Gurve, welde der materielle Puntt in
biefer Gbene befdhreibt, im AlUgemeinen die Trajeltorie deffel
ben genannt witd und in dbem gegenwdrtigen Falle offendbar eirf®
Parvabel ift, deren Are vertifal ftebht.

(]

2
Das Marimum von z it = %"; und entfpridt x —1"},

weldhed genau die Koordinaten ded Scheitels der Parvabel find,
und man fiebt, baf die grofite Hdbe, bid ju weldyer ber materielle
Puntt auffteigt, genau Ddiejenige ift, me?d)e er erreichen wurbde,
wenn er mit der anfinglichen Gefhwindigleit wy aufroartd ges
worfen wirbe. Die Trajeftorie gebt durch den Anfangspuntt der
Roordinaten und durdyfdyneidet die Are der x in einem weiten

Puntte, deffen Abfciffe = 2“"%, b. b. bad Dopyelte der Abfciffe
b¢_6b6d)eitelé ber Gurve ift, und die Wurfweite genannt
wird.

Wenn « der Winlel, welchen die anfangliche Gefhwindigleit

bes materiellen Puntted mit der Are der x bigbet, und V, Diefe
Gefdwindigleit felbft beseichnet; fo hat man:

4y =V,ycosa und wy=V,ysina,
woraus folgt, baf die Wurfweite ausdgedrdt wird durdy:

2V, 8in o cos o . Vo sin 2

ode

und die ?téﬁte Wurfroeite bei unverdnbderter anfinglider Ges
fwindigleit Vo entfpridit folglid 2a =900 ober a=45".
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Mudbrud der Tangential: und Rormalfomponenten ber bewegenden RKeaft.

. § 19. Wenn man die Kraft F, welde die Bewegung des
Rdrpers verdndert in einem beliebigen Augenblide der Vewegung
in awei andere zerlegt, wovon die eine nagb der RNichtung der Se=
fdywindigleit, d.:b. nady der Tangente an der Trajebtorie und die
andere nad) einer barauf fentrechten ober in der Rormalebene bdies
fer Kurve liegenden RNichtung wirkr; fo erbdlt man zwei Kompo=
nenten, welde zu ben Glementen -ber Bewegung bed Korpers,
0. b. su feinem Sewidhte und ju den Grofen, welhe die Grofe
und Ridtung feiner Gefdymwindigleit ausddruden, in fehr einfaden
Bejiehungen fteben. . ,

Um biefe Relationen zu erhalten, wollén wir die Gleidungen
(A) in § 17 mit 5 multipliciven, damit fie nidht mebhr Gleichhei-
ten jwifden fangen, welde @cfd)minbf%&mgunabmm meffen,
auddriiden, fondern Gleichheiten jwifdren Kraften, weldye in Kilo=
grammen audgedbridt find. Hierdurdy ergibt fich:

. du 4 oo
| 5—‘7‘=Fcosa., 5—-‘—:=Fcos§, ’;—-‘-I-’=‘Fcosr.

Wenn @ die Gefdyrvindigleit des8 materiellen Punltes und
ds ven in bem Beitelemente dt Defchriebenen unendlidy einen
Survenbogen begeichnet; fo hat man: . _

o=t

=

und au gleicher Seit: )
_de i,
¥=—0, V=0, ©=00,

. ds . .
weil g, '%, o bie Kofinud der Winlel find, welche die RNidy=

tung bed Glementes ds ober die der Gefhwindigleit ® mit den
Koordinatenaren -bildet. Subftituivt man bdiefe Werthe in bdie
obigen Gleidhungen und entwidelt die Ausdride von du, dv, dw
nacg den Regeln der Differengialvechnung, fo findet man: :

‘@,

pdvde , p =

P + p o=Fcosa, A
pdyde | p ds F

- — - = 08
saa Ty —a o= Fcosd




N T

a (%)
dz deo ds '
l——-}-% — o=Fcosy,

g ds di

. ds .
ober wenn man dt vermdge der Relation o= 7 oud ben yweiten
Gliebern der erfien Theile diefer lepten Gleichungen eliminivt:

10

dy
%Edt +§ w3=Fcos a,

@

pdydw- p ds 1

T +g & 0 =Fcos§,
: dz

p dido  p’ ds 7 —

Y 5 di + p - @ =Fcosy.

PWenn a, b, c die Winkel bezeichnen, weldye die @efd)miub"g!sit ®
ober das Kurvenelement ds ober enbdlich bie Tangente der Fra:
jeftorie mit den Koordinatenaren bildet, fo hat man: )

d‘—-cosa dy—cos b -df—cosc'
d‘— I' ‘.—' ) l “_"— .

Dentt man fih nun durd) den Anfangspuntt der Koordinaten
eine geradbe Linie, welde fich fo um. diefen Punlt drebet, daf fie
beftdndig su der Gefdhwindigleit de8 materiellen Punfted ober zu
der Tangente der von bdemfelben befdhriebenen Kurpe parallel ia;
fo find bie Koordinaten eined in der Gntfernung = auf diefer ge=
raben Linie vom Anfangspuntte liegenden Puntted vefp.:

rcosa, 7 cos b, rcosc,
und wenn man r =1 fest, fo find diefe Koordinaten offenbar:: -

. : - dr dy ds
cosa, cosb, cosc, ober & n @

Diefer geometrifche Punltt befdyreidt in der unendlidy Fleinen
Beit dt einen unendlich fleinen Bogen d¥, welder mit den bei-
ben fucceffiven Lagen der ju der Tangente parallelen geraden Linie
eine Gbene beftimmt, die ju der Gbene parallel ift, worin bie bei=
Den fucceffiven Fangenten ber von dem beweglihen Punbte be-
fhriebenen Kurve liegen, und welde die D8Eulationsd=- oder
Krimmungsebene genannt witd,. und atferbem fann ver
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Bogen d¥ ald auf den geraben Linien fentredht betradhtet werben,
weldye durd) den Anfangdpuntt pavallel zu den beiden aufeinander
folgenben Tangenten geogen find. .

Da bie Projefrionen ved Bogend dy auf die Koordinaten-
aren nidtd anders find, ald die unendlich ¥leinen Suwadhfe ber
Koordbinaten cos.a, cos.b, cos.c bed Punfted, welder diefen
Bogen befdhreidt; fo werden fie offenbar ausdgedriift duveh:

d.(cosa), d.(cosb), d.(cosc),

(&) 1.1 (2)

Beyeidnen alfo 4, m, n die Winkel, weldye diefer Bogen d¥, d. b.
bie in ber Kriimmungsebene liegende Normale der Gurve mit
ben Koordinatenaren bildet, und man betrachtet diefen Bogen ald
von ber erften Tangente gegen die jweite geridhtet *), fo hat man:

d. ('—E):cosl.d\]/, d. (%) =cosm.dy, d. ({) =cosn.dy.;

ober:

Subftituirt man diefe Werthe in die vorhergehenden Gleichungen,
und fest in ben erften Gliecdern vefp. cos.a, cos.b, cos.c fur

de dz
die Berhaltnifje o :‘-"!, %3 fo fommt:

p de potdy

ple? .cos a -+ e cosl—Fc:)sa,
d 2 d

%ﬁ.cosb+’%%cosm=l~‘cosﬂ,

pd 2 di

f%.cosc-}- ’%fcosn:Fcosr,

und wenn man iy ywei Krdfte:

do pow? dy
P=L 2 Q=
g dt Q g9

ben?t, fo nefhmen die legten Gleihungen folgende Form an:

*) WWenn ndmlidy MT, TM’ (Fig. 7 und 8) die beiden fucceffiven Tangenten,
Om, Om' bie burd) den Anfangspuntt gebenden Parallelen ju benfelben,
und mm’ der Wogen dy find: fo muf diefer Bogen immer von ber erflen
Zangente gegen bie jweite ober von der exften Paralele Om gegen bdie
pweite Om' b. h. von m gegen m’ gezdbhit werben.




—_ 29 -

Pcosa-}Q cos I=Fcosa,
Pcosb-+ Qcosm= Fcos§,
. Pcosc +Qcosn=Fcosy.

Aus diefen @Icidmn&en folgt offenbar; daf die Kraft F, wel-
de die Bewegung ded Korpers oder bed materiellen Punkted hers
vorbringt, al8 die Nefultante (§. 16) der beiven Krdfte P und Q
betradytet werben Pann, wovon bdie eine mit dben Koordinatenaren
die Wintel a, b, c bilvet, alfo nach der Tangente der Jrajeftorie
geridhtet ift und in dem Sinne der Gefdywindigleitszunabme do
wirft, wabrend die anbere Q bdie Winkel /, m, = mit den Koordis
natenaren bildet, und folglidh nady dem weiter oben Gefagten nach
ber in ber Krummungsebene auf der Fonfaven Seite der Kurve
ezogenen Normale der Jrajebtorie gervichtet ift. Diefe beiden
rafte werden refp. dbie Tangential=- und Normalfomypos
nenten der bewegenden Kraft genannt, und man fann fid) im=
mer vorflellen, baf die Bewegung des mateviellen Punkted durd
bie gleidzeitige Wirfung diefer betden Krdfte heroorgebracht wird.

Die in dem Ausdrude der Normalfomponente vorfommenbde

d:
Grdfe 7;5 wird die Krimmung genannt, und ed (3t fidy leicht
d 1
eigen, baf —E=~ ift, wenn p den Krummungshalbmef:
fer begeichnet *). Man Eann alfo fagen: baf bdie Normalfomypos
nente der bewegenden Kraft, wenn fi.e wabrend einer Sefunde bei
unverénbderter idtung und Intenfitat auf den materiellen Punkt
witPte, demfelben ‘cinen Gefchwindigleitdzumwadyd ertheilen wiirde,
weldyer dem Produfte aus dem Quadrate der Gefdywindigleit @

d
und aus der Krimmung -f ober ben Quotienten aud dbem Qua:

brate t;}er Gefdhwindigleit © und bdem Krimmungshalbmefjer
leich ift.

8 Da bas Gewidht p bded Kdrpers oder materiellen Puntted
in Rilogrammen ausgedridt ift, undb @, g, p Langen ausdriden,

weldye auf diefelbe Cinbeit, dad Meter, bezogen werden, fo drucdt

*) Denn e8 feien MM'=ds, mm’'=dy (Fig. 9), MC, M'C jwei fucceffive
Rormalen und Om, Om’ gwei dburd) den Anfangspuntt O zu den biefen
Rovmalen entfpredhenden Jangenten (?c;o cnen Pavallelen, welde auf
biefen Normalen fenfredt find, undb MC=M'C, fo baf dic beiden Bogen
ds, dy ald 3wei dhnlidie Kreisbogen betradytet werden Tonnen; fo hat

-man MM’ :mm’=MC:O0m. Da aber MC==p ber Krimmungshalbmefier
und Om=1 ift, fo bat man;

L ody 1
MN=pLﬁm$%=;.
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© p = offenbar ber SWerth ven Normalfomponente der bewegenden

Kraft in Kilogrammen aus.

MWad die Tangentialbraft anlangt, fo witbe fie, wenn fie
wabhrend einer Sefunde bei unverdnderter Intenfitdt und Nidytung
auf den mateviellen Punft wirfte, demfelben ecinen Gefdywindig:

. do . . . .
Peitdjuwachd = = ertheilen, b.-b. die Grofe ber GefdywindigPeit

genau um_ebenfoiel verdnbern, wie wenn bie Bewegung ges
radlinig ware (§. 10).

- §.20. Man tann die Ausbriide der Tangential= und Novs
malfomponenten P, Q bder bewegenden -Kraft aud)y nod) auf eine
andbere MWeife erbalten. Denn nady §. 17 bt eine Kraft auf
einen in Bewegung Dbefindlidhen Kdrper diefelbe Wirfung aus,
wie auf denfelben rubenden Korper, und wenn fih ein Kdrper
unter ber Wirfung mebrever Krdfte bewegts fo witft jeve derfels
ben unabb&ngiﬂg von ben fbrigen, und ertheilt dem Kdrper in
ibrer eigenen Ridytung diefelbe Gefchwindigleitdzunahme, ald wenn
fie allein wirfte. Hieraud und aus ber Regel fitr die Jufammens
fesung ber SKrafte (§. 14) ergibt {ih leicht, daf, wenn ywei
Krifte P und Q wabrend der fehr Fleinen Seit dt auf einen in
WBewegung befindlichen materiellen Puntt wirfens fo daf fie wahs
rend diefer Beit dt ald Ponftant betradhtet werden Ednnen, jede
biefer beiben Krdfte bem materielenPuntte in ihrer eigenen Ridy-
tung cine Gefhwindigleitdzunabme ertheilt, welche der Dauer dt
ihrer Wirfung und ihrer Intenyitdt proportional ift (§. 16), und
die wirflidge Berriidung ded materiellen Punfted am Cnbde ber
Beit dt wird durd) bdie dritte Seite eined Dreieded ausgedvrudt,
deffen beibe anbern Seiten die Berriidungen odber Bewegungen
ausbriten, weldye diefer materielle Puntt in der RNidhtung jeber
ber Krdfte P, Q erfahren haben wirde, wenn fie wabhrend ver=
felben SBeit eingeln auf denfelben gewirft hitten.

Da die Tangentialfraft P in dem Seitintervalle dt ihre Ridy-
tung nur unendlid) wenig dnbdert, fo wirft fie wie bei der gerad:
linigen Bewegung, und erzeugt demnady in ibhrer RNidytung einen
Sejchwindigleitdzumadd do, weldyer ber Relation gentgt:

p de
sa =P

Da die Normalfomponente Q wabhrend bder unendlich Feinen
Beit dt ibrer Ridtung und Intenfitdt nacdh ebenfalld ald fonftant
betradytet werben Fann, und dber materielle Punft in diefer Rid)-
tung Peine anfangliche @efcbminbi%eit hat, veil fie auf der Ira-
jettorie fenbrecht ifts fo wird die Bewegung de diefed Punttes in
ber Ridytung der Kraft Q dburd) die Relation: .
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, de
dc=g. %-5-

gegeben (§. 11). Da man aber filr den WBogen ds feine Sebne
nebmen fann, welde die mittlere Proportionale gvifd)m bem
Durdymefler 2p ded Krimmungsfreifes und dem Abfdhnitte ds
beffelben ift; fo bat man: )

dsi=2p.de,

und wenn man de ywifden Ddiefen beiben Gleidyungen eliminirt,
fo erbdit man: :
a
)

’

. o

ds?
—z= g
folglidy

(

dt w?

Q=221 2
g9 p 9

» .
weldyes betfe{be §Bertb “ift, wie der vorhergehende. .
Bumweilen gibt man dem Ausbrude der Normaltomponente
eine anbere Form, indem man den Bogen dy, oder den von wei
aufeinanber folgenden Tangenten gebilbeten Winfel darin beibe-
hdlt, und die Relationen:

Cdy 1 de

ds o’ dt
geben ju diefem Jwede fofort:

=P o
Q—gﬂm.

Wenn man fich wie im § 19 ourd) cinen feflen Puntt eine
erabe Linie gezogen denft, welde fid) um diefen Puntt fo bres
get, baf fie beftandig ju der Richtung der Gefchwindigleit @, b.
bh. ju der Tangente der von dem materiellen Punfte befdriebenen
RKurve parallel ift, und man nimmt auf diefer geraben Linie einen
Punft, welcher von bein feften Punfte um die Langeneinbeit ente
fernt ift; fo befdyreibt diefer Punft in ber Beit dit einend fleinen
Bogen dy und feine Sefchwindigleit wird folglich burd).% aug=
ebriift. Man Fann diefe Grofe die Rotationsdes oder Wine
elgefhwindigfeit der Tangente ober ber Gefdhwindigleit
nennen, und vermittelft diefer Grdfe Laft fidh dbie Normallraft-Q
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leidt ausbriiden, weil, wenn diefe Kraft bei unverdndeter RNidy-
tung und Jntenfitat mébrenb einer Sefunde auf ben materiellen
Puntt wirlte, fie demfelben eine Gefdwindigleitdzunabhme erthei:
len wiirbe, weldye dbem Produbre aus der Gefdwindigleit @ und
ber Wintelgefdymwindigleit derfelben gleidh wdire.

do
Wahrend bie aufeinandber fenfrechten Somponentm% —r und

3
£= refp die Tangial= und Normallraft genannt werden,

wird die Kraft F, welde ihre Refultante ift, und immer die NRe-
fultante ausd allen auf den beweglidhen materiellen Punft wirlfen-
den Krdfte fein muf, die Totaltraft genannt. o

Bewegung eines materiellen Puntted nady einex gegebenen Kurve.

§ 21. PWir wollen und bier bei den Anwendungen der yor=
bergebenden Formeln auf die Beftimmung der Bewegung einesd
Kdrpers oder materiellen Punttes, auf me[gm eine gegebene Kraft
wirft, nidt aufbalten, weil diefe Aufgabe in der technifhen Me-
danit, welde den fpeciellen Gegenfland ded vorliegenden Wertes
,bilbet, wenig Anwendung findbet, und wir wollen uns daber blod
mit der Aufgabe befdhaftigen: bdie !Bemeg,&n eines fid
nad) einer gegebenen Kurve bewegende ateriellen
Punbtes, und namentlidhvenDrud, welden derfelbe
gegen diefe Kurve audube, u beffimmen.

Su diefem Iwede muffen wir zunadft einen Crfabrungsdfag
in Grinnerung bringen, welder fich auf die gegenfeitige. Ginwir=
fung jweier einanber berithrender SKdrper besieht, und 9‘ggemis!mlid)
badurd) Pury audgedridt wird, dap man fagt: die Wirfung
fei der Gegenwirlung gleid und entgegengefent;
aber darin befteht, baf, wenn einer von zwei einanber beruhrenden
Kdrpern nad) einer gewiffen Nichtung auf den andern einen Drud
oder eine Kraft F ausibr, diefer 8gmeite Kdrper auf den erften
nad) einev gerade entgegengefesten Midhtung bdenfelben Drud ober
diefelbe Kraft audubt. :

Diefer Sap bilbet gewiffermafen die Grundlage der gangen
tednifyen Mechanif; denn derfelbe Pommt iberall da jur Anwen-
dung, wo man nidyt blod die Bewegung eines einjelnen Kdrpers,
fonbern die jweier ober mebrerer mit einander in Berlihrung fte-
hender Kdrper betradytet. Diefer Grundfas Lann nicht blod divelt
burd) das Erperiment ald ridhtig dbargethan werden, fondern ders
felbe vird audy indireft dbadurd) beftdtigt, baf die beobadyteten Gr=
fdheinungen mit den Gefesen bereinftimmen, welde aus den auf
biefem Grundfage berubenden Theorien abgeleitet yoerden.

Wir wollen nun feben, wie man mit Hilfe diefes Grundfa-
ged den Drud beftimmen fann, welden ein fidh [&ngs einer
Kurve betvegenber materieller Puntt auf diefe Kurve aududt. €8
bejeidne F die jeben Augenblid auf diefen materiellen Puntt
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wirfende Kraft, fo wiirbe, da fie im Agemeinen nidht nady der
Ridtung der Tangente der ju befdyreibenden Kurve wirft, wenn
fie allein auf ben matevielen Puntt wirlte, derfelbe aud) eine an=
bere Bahn oder Trajeltorie befdreiben. Alein der Drud, welden
bie gegebene Kurve auf den materiellen Punft ausdibt, fann ald
cine yweite Kraft betraditet werden, weldre mit der erften jufam=
mengefest, eine Refultante R gibt, durd) weldhe die Bewegun
ved8 materiellen Punttesd bervorgebracht wird. Diefe Kraft R mu
folglid) fo befdaffen fein, daf thre Normalfomponente durdy:

p «?

9 e

audgedriidt wird, wo o die Gefhwindigleit ded materiellen Punt-
tes auf ber gegebenen RKurve und p bden Krimmungsbalbmeffer
biefer Kurve begeidnet.

Betradten wir junddft den Fall, wo die gegebene Kurve
eben ift und bie Kraft F in der Cbene diefer Kurve wirlt; fo
ndbert fid die RNidhtung, nad) weldher der Widerftand der Kurve
auf den materiellen Puntt wirlt, der RNidtung der Normale die-
fer Kurve um fo mebr, je geringer die Reibung ift, und wir wol-
len daber bei biefen theoretifhen Betradhtungen annehmen, bdaf
diefe Reibung vdllig Null, ober daf die Wirfung der Kurve auf
den materiellen Puntt genau nad) der Novmale geridytet fei. Wir
wollen biefe Kraft mit N bejeichnen, fo liegt diefelbe, wie die.
Wirfung der Kurve auf den materiellen Punkt in der Cbene diefer
Kurve, und die Wirfung des materiellen Punfted auf die Kurve,
ober ber auf diefe Kurve audgeubte Drud ift der Kraft N gleidh
und entgegengefest. Die Normalfomponente der Totalfraft R
befteht aud der Kraft N und der Normallomponente der Kraft
F, fo baf l_:l die Differeny zwifden der Normalfomponente von

R=§ . = und der von F ift.

4

Wenn man flatt der auf den materielen Puntt wirfenden
Kraft N die gleide und entgegengefeste Kraft, oder ben auf bie
Kurve audgenbten Drud betrachtet, und die der Normalfompos

nente von R, ndmlich 2=, entgegengefesite Kraft die Centrifus

[
galtraft nennt; fo etgibt fid, vaf der Drud N die Summe
aus der Normalfomponente von F und bder Centrifugalfraft ift,
wo biefe Summe ibrigens eine wirflide Differeny werden
fann, wenn bie Normalfomponente der bewegenden Rra?t F mit
der Centrifugalfraft nacd) entgegengefestem Sinne wirft.

Wenn Dbdie gegebene Kurve von boppelter Kriimmung
ift und die Kraft ¥ bat eine beliebige RNichtung, fo fann der Wi=
derftand N feiner Natur nad) nur nacdh eciner in der Normalebene
liegenben Ridhtung wirfen. Wenn PFeine RNeibung ftatt findet, fo
witfen auf den beweglidhen Punft nuv die beiden Krifte N, F

3



— 3% —

und bie Refultante derfelben ift die weiter oben mit R begeichnete
Kraft. Die Normallomponente diefer leten Kraft wird wieder

03
vurd) = qusgedriidt, wo p den Krimmungsbalbmeffer der gege:

benen Kurve pegeidmet, und nach der Theorie der Sufammen:
fesung b’er Krafte mug die in der Normalebene liegende Kompo=

nente == yon R bie NRefultante aud der Kraft N und der in die-

fer @befu liegenden Komponente von F fein. Nimmt man nun,
wie vorbin, ftatt ber Komponente von R die nadh entgegengefen:
ter RNidtung wirfende gleidhe Kraft, d. h. die Centrifugalfraft,
und ftatt der Kraft N bie gleidhe und entgegengefeste Kraft oder
den auf die Kurve ausdgelibten Drud; fo ergibt fid), bah bdiefer
Drud die Nefultante aud der Normalfomponente von F und der
Gentrifugaltraft ift.

Wenn Reibung ftatt findet, fo hat der Drud N, wie man
foater feben wird, aud) eine Tangentiallomponente, weldye als:
bann ein beflimmter Theil der NRefultante aus den beiden anbdern
Komponenten ift, fo daf man, wenn man fie mit der Tangential-
Eomponente von F verbindet, wie vorhin, die Sangentialfomypo-
nente von R, und folglih dad Gefess der Bewegung des mate:
viellen Puntted auf der Kurve erhdlt. :

§. 22. WBei den Anwendungen auf Mafdyinen bhat man faft
nur bdie Bewegung eined materiellen Punfted im Kreife zu be-
tradyten, und wir wollen und daber einen Kdrper denfen, welcher
fidh um eine fefte Are drebet, womit derfelbe dburd) eine vollfom-
men ftarre Stange, oder durd) irgend einen andern ftarren Kdrper
verbunden ift, und die Kraft su beftimmen fuchen, weldhe wabrend
der Bewegung auf diefe Stange wirkt.

Um bie :‘Be%riﬁc beffer 3u firiven, wollen wir annehmen, daf
die Are, um welde fid) der Korper drebet, horizontal fei, und
folglidy Der befdyriebene Kreid in einer Wertifalebene liegt. E8
bezeichne p den Halbmefler diefed Kreifes, fo ift die Kraft, wel=
dyer die Stange wiberfleben muf, nidtd anderd, ald bder vorbhin
erwdbnte auf die Kurve auﬁget’nbte2 Drud, und folglidy dig Reful-

tante aud der Gentrifugalbraft ';—2 und aus der Novmalfomypo=

nente ved Gewidyted p ded Kdrpers. Wenn alfo a den fpiten
Winfel beyeidhnet, welden dad Clement ded befdyriebenen Kreifed
mit ber Wertifale bilbet; fo wird der Drud in bem untern Halb=
Preife durdy:

p ? . (c\w2 . )
- — s , —
pal +psinea, oder p ”—}-sma ’

und der in bem obern. DHalbFreife durd):
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” G)’ . ﬂl . )

= .— —psina, ober - —

B psina 4 . sina

audgedbriift. IBenn der Kdrper oder materielle Punkt den tief:
fien, ober hddyften Puntt ved Kreifesd erreidht, fo wird sina = 1
und die vorbergehenden Ausdriide vermandeln fidy alddbann

folgenbe:
p (3’§+ 1) unbp(‘;—’:—- 1),

und wenn der lesite Ausddrud negativ ift, fo wirft auf die
Stange ftatt einer Buglraft in dem Sinne der Centrifugal-
braft nady entgegengefestem Sinne eine Drudlraft, wodurd
biefelbe gegen die Are gedriidt wird. Diefe Drudfrifte werden,
wie a8 Gewidyt p des Korperd in Kilogrammen ausdgedriidt.

MWenn der Korper wibrend feined Herabfteigend von der mitt:
leen HObe big zu dem tiefften Punbte bed Kreifed, b. h. von bder
Pobe p, die Gefhwindigbeit o erlangt, und man will die Span:
nung ber Stange, welche denfelben mit der Drebungdare verbin-
det, in dem Xllgmblicge feiner tiefften Lage Laben; fo braudy

()

‘man nady §. 11 nur 34 = P 31 fegen, woburd) man diefe Span-

nung == 3p erbalt. Der von ber Centrifugalfraft bherriihrende
Iheil biefer Spannung ift =2p, und wenn man dazu dag Ge-
widht p ded Kdrpers abddirt; fo erbdlt man die Gejammtfpan:

" nung =3p.

Princip der Jransmiffion oder Fortpflangung dev Arbeit
bei der Vewegung eines mateviellen ,%)unftes.

§. 23. Wir wollen annehmen, daf auf einen materiellen
Punbt eine beliebige Anzahl von Krdften nad) verfdhicdenen Ridh-

" tungen wirfen. Wenn F die Refultante ausd bdiefen Krdften in

einem beliebigen Augenblife Der Bewegung, p ba8 Gewidht bed
materiellen Punbted, o die Gefhwindigfeit Ddeffelben 1md 3 den
Winkel bezeidhynet, weldren die Ridtung diefer Gefchwindigleit mit
der Ridytung der Nefultante F bilbet; fo hat man nad § 19 und
§. 20 jwifdhen bdiefer Gefthwindigleit und der Fangentialfompo=
nente der Kraft F die Nelation:

o=t 9
Fcosa_y et
weldye fowohl fiir die Seichen, wie fir die Sahlenwerthe ftatt fin-
bet, weil wenn 3 flumpf und folglid cosd negatiy ift, dbie Tan=
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gentialfomponente Fcosd ju gleicdher Beit eine Gefchwindigleitss
abnahme bewirlt, fo baf audh do negativ ift.

Betradyten wir nun die Krdfte, deren Refultante F ift, und
bilven baraus zwei Gruppen, wovon die erfte diejenigen enthalt,
beren Tangenttalfomponenten in dem Sinne bder Gefchwindigleit
© wirfen, wabrend bdie zweite Gruppe die Krdfte enthdlt, deren
Xangentialtomponenten nady entgegengefesitem Sinne wirken; fo
haben wir nach §. 16, wenn ZP dbie Summe der erften und sp/
?ie ber jweiten Gruppe von Komponenten bezeichnet, die Res
ation

ZP —ZP'=F cos3,

weldye fowobl fitr die Jeihen, wie fir die Sablenwerthe ftatt
?g’be_t. Bermdge diefer beiden lesiten Gleidungen bat man folgs
i immer:

P — 3P =2 9

g d

Wenn ds den unendlich Peinen Bogen beyeichnet, welchen der bes
trachtete matevielle Punft in dem unendlich Pleinen Seitelemente
dt befdhreibt, fo erbdlt man, wenn man beide Tbheile dev lesten
Bleihung mit ds multiplicirt: ’

ds

SPds — Pds=2.% as=L.% de,
g dt g dt

ds
ober wenn man bemerlt, baf - = o ift:

SPds — IPds = ";. odo.

Wenn man bdie beiden Theile diefer legten Gleidyung ywifdien den
Grengen integrivt, weldye - ywei beliebigen Lagen bded beweglichen
Puntted entipredhem, fo hat man, wenn &, s, und @y, @; refp.
die diefen Ragen entfpredyenden, von einem feften Punfte aus ge=
3abiten Bogen der Trajebtorie und Gefdywindigleit beeichnen s

z/"Pds—Ef" Pus=2 <_P o
8o 80 g. 2 9 ' , :

Um aber die Bedeutung diefer Gleichung und die darausd fliefen=
ben Folgerungen auf eine einfache und flare Weife ausbriden zu
tdnnen, ift es durdyaud nothwendig, vorber einige neue Benens
nungen und Definitionen anzugeben.
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§. 24 @8 bejeidne F cine beliebige RKraft, weldye auf einen
eingelnen materiellen Punft, oder auf einen ju einem Svfteme,
beflen memgung audy nod) von vielen andern Krdaften ald F bers
ribren fann, gebdrigen materiellen Punft witft MWenn die RNichs
tung biefer Kraft mit der Ridtung der Gefhwindigleit ded bes
tradyteten materiellen Punfted einen {pihen Winfel bilbet, und
biefe Kraft folglidy diefe Gefdhwindigleit su vergrdfern flrebt;
fo vwollen wir {ie eine Bewegungsfraft nennen; aber wenn
ihre Ridtung mit der der Gefdywindigleit ded materiellen Punts
ted einen ffumpfen Winlel bildet, und fie folglih diefe Ses
fdwinbigleit 31 vermindern firebt, fo wollen wir fie eine Wis
terflandsfraft nennen. Hiernad) entfpridit bie Summe ZP
ben Bewegungs = und die Summe ZP’ den Wiberftandstraften.

Das JIntegral SPds, wovon jeded Element Pds das Pro-
dult aus der Tangentialfomponente einer Kraft F und ausd dem
von ihrem Angriffdpuntte befdyriebenen unendlid) Pleinen Bogen
ds ift, wird die diefer Kraft F entfpredyende Quantitat Ar:
beit und bas Prodbuft Pds dad bderfelben Kraft entfprechende
Glement der Arbeit genannt. Wenn die Kraft F eine Bes
wegungslraft ift, fo wird audy bdie ibr entfpredyende Arbeit /Pds
Bewegungdarbeit, und wenn diefe Kraft eine Wibderftands-
feaft ift, fo wird audy die entfprechende Arbeit Widerflandss
arbeit genannt.

Dad Arbeitdelemertt Pds tann aud) aud einem andern Ges
fidtdpuntte betradytet werben; benn wenn 3 den Winlel bezeich=
net, welden die Ricdhtung ded Clemented ds mit der Ridtung
ber auf den materiellen g)un!t wirfenden Kraft F, deren Tans
gentialfomponente P ift, bildet; fo bat man:

P=Fcos3, folglih Pds=F cos qu

Nun ift aber dad Prodult cos3.ds offenbar nichts anders,
ald die Projeftion von ds auf die RNidtung der Kraft F, und
wenn man folglid biefe Projeftion mit df bejeichnet; fo bat
man:

Pds=Fdf, und folglidy SPds=f Fdf.

Die Arbeit [Pds wird alfo aud) durd) dad Integral [Fdf
audgedridt, weldyed aud einer Summe von Elementen Fdf bes
ftebt, wovon jebed dad Prodbubt ausd jebem Werthe der Kraft F
und der Projection df ved unendlid) Heinen Bogend ds auf bie
Ridtung diefer Kraft ift.

§. 25. Aud ber Definition ber Arbeit ober des Arbeitdeles
mented folgt unmittelbar, dbaf man bei der Weftlimmung bdiefer
Grdfien ftatt der Quantitdt Arbeit einer Kraft die Summe der
Quantititen Arbeit ibrer Komponenten nehmen fann, und ebenfo
tann man fir §ad einem unendlih fleinen Bogen ds entfpres -
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dhendbe Arbeitdelement die Summe der den Projeftionen diefed Bo=
gend auf verfchiedene Richtungen entfpredhenden Arbeitdelemente,
b. h. feine Komponenten nach den verfdyiedenen Richtungen nebh=
men. Denn nadh §. 16 ift die Projeftion der Refultante ausd
einem Syfteme von Kraften, welde nad) verfdhiedenen Ridytungen
auf denfelben mateviellen Puntt wirfen, auf eine beliebige gerade
Rinie immer bdie algebraifhe Summe bder Projeftionen der Kom=
ponenten auf diefelbe gerade Linie. Wenn man folglidh die RNidy=
tung des Bogens ds jur Projeftiondare nimmt und die Projeftio=
nen ber Komponenten von P auf diefe Are mit Py, Py, Py ete.
begeichnet; fo bat man:

P =P, 4P, P;+etc.,
folglich:
' SPds=fP,ds+ P,ds + fPyds+ ete.,

;og!?e Gleidhung die erfte der ermdbnten Trvandformationen aus:
rudt.

Desdgleidyen, wenn 3;, 3, 33, etc. die Winlel begeidhnen,
welde die Projeftionen odber Komponenten ds, , ds;, dsy, ete.
bed unendlich Eleinen Bogend ds mit der Ridytung der Kraft F
bilbens fo Hhat man, wenn man bdiefen Bogen und feine Kompo=
nenten auf die RNidtung der Kraft F projicirt, die Gleidung:

==c08 3.ds =cos 3,.ds, 4 cos 3,.ds, 4 cos 3;.ds; -} ete.,
folglich : '
JEdf=/F cos3,ds, + [F cos 3,ds, + /F cos 3;ds; -}-etc.,

weldie bie jweite ber "angefithrten Irandformationen ausdrirdt,
weil jeded Glied ded yweiten Theiled bdie Quantitat Arbeit aus-
briidt, welde man erbalten wirde, wenn der materielle Puntt,
auf welden die Kraft F wirlt, den in diefem Gliede al8 Faltor
vorfommenbden Pleinen ﬁ?en be{dyriebe.

BWenn alfo X, Y, Z die Komponenten der Kraft F nad
drei rechtwintligen Aren, und dx, dy, dz dbie Komponenten oder
Projettionen bed Bogens ds nad) venfelben RNidytungen bezeid)=
nen; fo hat man nad) dbem vorhin Gefagten die Relation:

Pds=Fdf= Xdz +Ydy+ Zdz;

dbenn in bdiefem Falle find bdie Grdfen F cos 3,, F cos 3,,
F cos 3; nidyts anders, al8 die Komponenten X, Y, Z der Kraft
F, und die Komponenten ds,, ds,, ds; des Bogens ds anb nidts
anbers, al8 dx, dy, dz. Bermdge der obigew Gleidung tann
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man folglidy in den Ausdrud bder Quantitdt Arbeit einer Kraft
bie Arbeitdquantitaten einfithren, welche von Komponenten berrith=
ten wurden, die auf fingirte Punbte wirken, welde fih, roie die
Projebtionen ded Punktes bewegen, mo;auf biege Kraft wirkt.

§. 26. Wir wollen die @r&ﬁe%‘:p-% bie lebendige

Kraft nennen, und wir werden fpater feben, wie bdiefe Benen=
nung bubrd) die Natur ber dadurd) bezeichneten Grdfe geredtfer=
tigt wird. .

Nach dbem Worhergebenden (afit fih nun leicht der in der
®leidhung : .

zl/:" Pds—3 "‘pfda=§°—°-'—-?-°i°3 €))

enthaltene Sas in Worten auddriifen, ndmlidy: daf fiir eine
beliebige Dauer der Bewegung die Differeny ywi:
fdhen der Bewegungs= und Wiberftanddarbeit der
auf einen materiellen Punft wirfenden Krafte der
Sunabhme der lebendigen Kraft diefed Puntted wabh:
rend derfelben 3eit gleidy ift.

LBermittelft diefer Gleihung fann man bdie lebendige Kraft

2
'-;f-bes beweglidien Punfted filr einen belichigen Augenblid be-

flimmen, wenn man bdiefelbe fitr einen andbern Augenblid fennt,
und die Quantitdten Arbeit fir den entfprecdhenden Jeitraum be=
vedmen fann, weshalb man diefe Gleidung audy die Gleichung
ber lebendigen Krafte genannt hat, welde wir die Glei=
dung dber Trandmiffion oder Uebertragung der At=
beit nennen wollen. Diefe Benennung wird volftandig gervedyt=
fertigt werdben, wenn wir bdie vorbergebende Gleidhung auf ein
Gyftem materieller Punbte ausdebnen; aber fie lGft fid aud
fdhon jedit genitgend vechtfertigen.

Denn wenn man bie Bewegung von ihrem Beginne bis ju
ibrem Cnbe, b. h. von dem Augenblife an, wo die Gefdhwindig-
Teit ©o=0 war, bi8 ju dem Augenblicfe, wo die leste Gefchrin=
bigbeit o; =0 wird, betradytet; fo hat man:

= f[" Pds—z’/‘ T Pids —0 ober g/ "Pds:z:l. “ipids, (2)
S S ) So

. b. bie Bewegungdarbeit ift in diefem Falle der Wiberftands:
arbeit gleidh. Nun fann man fid) aber vorftellen, daf die Krafte,
weldye die Wiberftandbsarbeit bhervorbringen, von bder Wirfung
matevieller Puntte herriihren, die mit dem betrachteten in Berith=
rung fteben, und auf weldhe Drudtrafte audgenbt werben, die
denen gleidy und entgegen%efest find, welche fie felbft ausiben,
und bderen otalarbeit = Z / P'ds ift, welde fiir diefe Punbte
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al8 BVewegungdarbeit betvachtet werden muf. Man fann glfo
fagen: bafi bie Arbeit = S Pds der auf den beweglihen Puntt
wabrend ber ganen Dauer der Bewegung wirfenden Bewegungs=
Prafte gany auf bie marteriellen Punfte ubertragen wird, welde
bie %xber%anbéfr&fte bervorgerufen Laben. Aus diefem Sefichts=
puntte betradhtet, fann bdie obige Gleidung (2) ober die Glei=
dung (1), woraus fie abgeleitet ift, bie Gleidyung der Ueber=
tragung oder Fortpflanzung der Arbeit genannt wers
ben ; aber biefe Benennung wird, wie fdhon bemertt, nod befon=
berd geredytfertigt werben, wenn wir gejeigt baben werben, wie
bie Gleidung (1) auf ein beliebiged Syftem materieller Puntte,
ober auf eine Mafchine audgedbebnt werden Fann.

Wenn man die Gleihung bder lebendigen Krdfte, ober ber
Uebertragung der Arbeit auf ein Seitintervall anwenbet, weldyes
wifdhen dem Augenblide, vwo der beweglidhe Puntt cine Gefchwin=
igfeit @g batte, und dem Augenblide, worin die leste Gefdwin-=
bigleit @, == 0 ift, liegt, und annimmt, daf wibrend diefed Jeit-
raumes nur Wiberftandstrafte P/ wirfens fo hat man:

= S Pds=p. %’;.

MWenn nun, wie wir eben bemerPt haben , die Arbeit S P’ds
ber Widerftanvslrafte von dufern materiellen Puntten bereiibrt,
weldye ibre Wirfungen auf bden beweglihen Puntt ausubens; fo
haben diefe Adufiern Punfte eine Quantitdt Bewegungsdarbeit ers

balten, welde genau durd) p. ;ﬁ gemeflen wird.

Diefe leyte Grdfe fann fol l"tld) ald ber Ausbrud ber Arbeit

betradhtet werden, welde ein Korper von dem Gewidite p und
der Gefdywindigleit oy hervorbringen fann, inbem er bis ju dem
Gridfdhen diefer Gefchwindigleit auf2 anbere materielle Puntte wirkt.

Man fdnnte daber die Grdfe p %;— die bidponible Quantis

tdt Arbeit ded Kdrpers nennen, und man fieht demnady, wa:
rum cinige Scriftfteller und ypralftijhe Mechaniler, welde un-
ter bem Yusdrude Kraft baﬂ'elge verftanden, was wir Avbeit

genannt baben, dad Produtt p ‘;—} lebenbige Kraft nennen.

Relative. Betoegung eined mateviellen Punktes.

§. 27. Statt dbie Bewegung eined materiellen Puntted aunf
fefte Aren im Raume ju beziehen, fann e8 zuweilen erforderlich
fein, biefelbe auf Aren zu beziehen, welde fed) mit irgend einer
Gefdwindigleit im Raume fortbewegen, aber dabei ibre gegen:=
feitige Lage beibebalten. Alsbann find die Gefhwindigleiten ded
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beweglidhen Puntred in Beziebung auf diefe Aren relative Ges

fdwinbigleiten, und wir wollen jest unterfndyen, welde RNelatios

aen 3ﬁwi dhen biefen relativen Gefdywindigleiten und ben Krdften
att finben.

@3 feien 2, y,, z; bie Koorbinaten des beweglidhen Puntted
in Bejiehung auf die drei feften redhytwintligen Aren, z, y, z bie
Koordinaten deffelben Puntted in Bejiebung auf die beweglihen
redytwintligen Aren, &, %, 3 die Koordinaten ded beweglidhen Ans
fangspuntted in Begiebung auf die feflen Aren, a,b,c; a’, b, ¢’
a’, b, ¢’ bie Kofinus der Winlel, mc(d)e/:ic beweglichen Aren

mit den feften Aren bilben, und endlid (az,),..... bie Wintel,
weldye die Aren der z und ber 2, ..... mit einanber bilben; fo
hat man:
e P -~
a =cos(zr;), b =cos(yx,), ¢ ==cos(zx)),

-~ -~ P

a’ =cos(zy,), & =cos (yy1), ¢c'=cos(zy),
PN P AN

@ =cos(xz,), b"=cos(yz;), ¢”=cos(zz,).

Diefe Kofinus, fo wie die Koordinaten &, n, ¢ ded beweglichen
Anfang8puntted find Funbtionen der Beit, und die befannten Foes
meln, welde die RNelationen jwifchen ywei redhtwintligen Koordis
natenfyftemen ausdriiden, geben:

z =§+ar +by +ecz,
n=ntdaz+by+cz,
zy =2+ a"z+ b"y+ ¢z

Differensirt man diefe Gleidungen in Beyiebung auf die Seit ¢,
fo erbdlt man:
dr, _ dé da b do dx dy ds
a=ateatygt 27+a§;+b aTe a’
dy, __dp da’ db’ de’ , dz dy 9
B e =ategtygtigtagty+e

T at!
d,‘ - d{ da" db" de'! " dr " ‘U ” ds
dl—dt+xdl+’lt+z-dt— a dc+b dt+cldc'

. , dv dy ds )
Wir wollen die Komponenten a’ d—,y, 7 der relativen Ges

fdywindigleit be8 materiellen Puntted in Beyiehung au}’ap biedberoeg-
lidhen Aren vefp. mit u, v, w und die Komponenten -df; %’; %.—"
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ber abfolnten Gefdwindigleit defielben in Beziehung auf die fe-
flen Aren mit #,, v, 0, beyeihpen. Ferner feien ., v,, w, die ana=
logen Komponenten fir eine fingirte Bewegung in Begiehung auf
bie feften Aren, weldye die Ded mateviellen Punfted fein witrde,
wenn derfelbe in dem betrachteten Augenblidfe ploslih auf eine
unveranderliche Weife mit den beweglichen Arxen verbunden wiirbe;
fo bat man die Relationen: : .

d¢ da db de
=gt g tygt iy

db’ de'

_dp , _da
‘De,—-'d—‘+-l‘;‘-+?lw+ T )

d¢ da db"’ dc’’
w=gt gty i,

und die Gleidhungen (B) verwandeln fid) alfo in folgende:
u = u+ avt+ bv+4 cw,
or= v, + a‘u+ b'v+ c'w, (O)
w, = w, +a"“u -+ b''v+c'w.
§.' 28. Wir wollen jundchft die Gigenfhaften diefer Ge=
fdhwindigfeiten etwas ndber unterjudien. Wenn man von bder

Gefdywindigleit bed beweglihen Anfangspunbtes abftvabivt, fo
_bat man:

da db de

e I A
da’ db’ d¢!

w=rg tyva g @
dall dbll dcll

w=ry tygtra-

Bwifden den Kofinuffen @, b, c; a, ¥, ¢’ a”, b, c” finden
befanntlid) die Relationen ftatt:

cl+c'l + ¢t= i, ca+c'a’ + ¢“a’=0,

br4- b3t br3=1, be + bc/+ b'c’ =0,
i (m)
al+ at4 a'2=1, ab-a'b’ + a"b" =0,

woraud fid dburd) Differenzirung ergibt:
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bdb+ brdb' 4 b’db” =0,
cde + ¢'dc’ 4+ ¢’de =0,
ada+a'da’ +a"da’ =0,

bde + bde’ + b de” = — (cdb + c'db’ + cdb"), §
C))

®

_ cda +c'da’ +¢'da” = — (adc + a'de’ + a"dc”),
adb + a'db’ + a’db" = — (bda -+ b'da’ 4 bda”).

Wir wollen der Kilvge wegen fegen:

cdb+ c'db’ 4 c”db” = pdt,
adc+ a'de’ + a"de’=qdt, ( (r)
bda -+ b'da’' + b"da’ = rdt, S

und U, fei bdie fingirte Gefdhwindigleit, beren Komponenten nady
ben feften Aren re?p Ue, Ve, W, ? nd. Wenn man die Komyo:
nenten derfelben Gefdwindigleit nad) ven beweglichen Aren haben
will, fo muf man bemerfen, baf man nad) det befannten .‘Ebeotte
der Projeftionen die Relation bat:

R .
U, cos (Ugr) = au. + a'v, + a’'w,.

Multiplicit man folglidy die erfte der Gleihungen () mit a, die
weite a’, die btttte o’ und addbirt die Produlte ufammen; fo
mmt

U, cos (Ua:)_a: -+ y 1 4+ z —‘-
a'db’ ‘a'de’
dt + y de + 2 N

ﬂ"da" ."dbll “lldcll
+ x de + y dt + z dt ’

ober wenn man die obigen Relationen berudfidtigt:

S
U,cos (Ur)=—1ry+ qz=qz—1ry.
Durd) eine dhnlihe Redynung findet man eben fo:

P
U.cos(Uy)=rx—pz,
N
- Ueeps(Uez)==py — gu.
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MWenn man diefe Werthe ndber unterfudht, fo findet man, dbaf die
RKidtung ver Gefdwindbigleit U, ju gleidher 3eit auf gwei RNidys
tungen %mtted)t ift, welhe mit den beweglihen Aren Winkel bil-
ben, beren Kofinusd durd):

x 2
PR TR TR
und : ' '

q r

audgedbriudt werben, was daraud folgt, dbaff die Summen ber Pro=
dbufte aus je ywei diefer Kofinus =0 findb, ndmlicy:

N ~~ N\
zcos (U,2) 4y cos (U,y) +2 cos (U,z)=0,

N P -~ .
pcos(Uex) 4 ¢ cos (U.y) + r cos (Uez)=0.

@8 fei O (Fig. 10) der bewegliche Anfangdpunft, M der bes
tradytete materielle Punbt und P ein geometrifcher Puntt, deffen
Koordinaten in Beziehung auf die beweglihen Axen p, ¢, r find;
fo baben bie geraben Linien OM und OP genau die vorbin er:
wdabhnte Ridhtung, und wenn wir ausd dem Punfte M dad Perpen-
bifel MC auf OP fillen; fo ift die sugleihd auf OM und OP
fentredite Gefdhwindigleit U, auch) auf bder gevaden Linie MC
fenfrecht, weldye in ber Gbene ber beiden lesten geradben Linien
liegt. Da aber bie Ridjtung von OP wabrend der unendlidy Flei=
nen Beit dt nabesu Ponftant ift, fo falt die Ridtung von U, mit
ber RNidhtung ¢ined Kreidbogend jufammen, welder in einer auf
OP fenfrechten Gbene aud bdem Punfte C ald Mittelpuntt und
mit dem Dalbmeffer CM befdhrieben ift, d. h. die fingirte Bewes
gung ded materiellen Puntted mit den beweglidhen Aren ift wabh-
vend der unendlidy Pleinen eit dt eine Rotationdbewegung um
bie Are OP, und wenn ¢ die Wintelgefdwindigleit diefer Bewes
gung beseidhnet; fo it U,=¢.MC. , i

Wenn man den Wintel MOP = 3 fest, und die Werthe der
Kofinud der Winkel, weldye die geraben Linien OM, OP mit ben
beweglihen Aren bildben, berudficytigt; fo bat man:

008 0= Vel P

_ Y py=gar F (ra—pa)* + (gs—ry)®

folglich:
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oder:
sin 3 =-Wq’~———-——-
M. Vo e
ober:
Ue
OMsin 3=MC= p==mm=,, und U, = ¥+ ¢+ ~.MC

und endlidh wegen U.= ¢ .MC fiir bdie Binkelgefdwindbigleit ¢
den Ausdbrud:

=V ptg+r

Die Grdfen p, ¢, r find nidht von den Koordinaten z, y, z, fon:
bern blog von den Winfeln abbingia, welde die beweglihen Axen
mit den feften Aren bilben, und von ben Werdnvderungen bdiefer
Winlel. Folglih ift die von dem beweglichen Anfangspuntte nad
bem Puntte, veffen Koordinaten in Bejiebung auf die beweglidyen
Aren, p, g, r {ind, geyogene gerade Linie fur alle Puntte, weldye
ber Bewegung der beweglichen Are folgen, eine Rotationdare, und
aud diefen Grunde bat man biefe gerade Linie eine augenbdlid:
lidhe NRotationsdare ded Syftemed genannt. Wenn A, u, »
bie Winlel bezeichnen, weldye die augendlidlidhe Rotationdare mit
ben beweglidhen Aren bildet, fo hat man:

P=®PCO8A, qg==@FCOSu, r=q@Ccosy.

Ausdrud der Kraft bei der velativen BVewegung.

a?' 29. Wir wollen nun’ die Relationen auffuden, welde
wifdhen den relativen Gefdywindigleiten und den Krdften fatt
nben. Durd) ein qembbnlid)eﬁ d wollen wir bdie Differenziale
beyeidhnen, welche fur bdie relative .‘Bmeg}}mg bes materiellen
Puntted in Begiebung auf die beweglidhen Aren genommen find,
d. b. wenn man nur die Jeit ¢t in x, y, z fidh dndern (46, und
dburdy de die Differensiale fiir bdie Fortbewegung ded mareriellen
Punfted mit dem beweglidhen Arenfyfteme, b. b. wenn man die
Beit tnur in &, n, dundb in @, b, ¢c; a’, b, ¢'; a¥, b”, c”
variiren [36t, und endlidh burd) d; die Differensiale fiir bie abs
folute Bewegung ded materiellen Puntted in Beziebung auf die
feften Axen, b.h. wenn man die Jeit ¢ jugleidh in z, y, z und in
E n,8;a b c;a b c'; a”, b, ¢ variiren 1aft.

Wenn man bdie erfte ber Gleihungen (B) differensirt, indbem
alle dbarin vorfommenden Grdfien ald vevdndberlidy betvradyter wers
den, fo erbdlt man: ,



&z, [d¥ d*a a2 d2c d’z dty oz
W= [za+’7;=+y.rp+‘:7=]+[“7e+”ﬁ+°ﬁ]
dy-db , dz do

dx da
2 - ataata al

Wendet man nun bdie eben erwdbhnten Bezeidnungen an, fo fann

d, .
ber erfle Theil diefer Gleihung durd 7? ausdgedbrudt werben, und

ba bie in ber erften Parentbefe fiehenden Glieder genau das Dif-
ferengial bes Durd) die erfte ber Gleichungen (h) gegebenen Wer=
thed von u, bilden, indem man x, y, z al8 Fonftant betrachtet;

fo fann man bie in biefer Parenthefe ftehende Grdfe durd d—;:-f

ausdriden, fo baf bie vorbergehende Gleichung folgende Form
annimmt:

dyuy _ dewe ( du do dw
a = a t\egtbg +ey

da " db deT] .
+2 [u -(-i-l+ ‘D—d-; +wa—‘],

und wenn man die beidben lebten der Gleichungen
(B) auf bdiefelbe Weife bebandelt; fo erhdlt man
ebenfo: _
.dw ’ (8)

dyv, _ deve , du , dv
T d¢+(a dc+b d¢+cld¢

' da' db’ de'
+2[“E+”—017+w-d—l]’
dw . dQOD¢ du do dw
ldc'= de +(aﬂ_¢ft +b”d_l+c” T
da'' db" de"
2 ——— — —
+-[u de +vd¢ +wd¢]'

Wenn IT das Gewidht des materviellen Punfted, F die feine
abfolute Bewegung bewirfende Kraft und a, 8, 7 die Wintel be:
eichnen, welde die RNidytung bdiefer Kraft mit den feften Aren
%ilbet; fo bat man nad) den Relationen im §. 17:

dy%,

de ’
e ®
d,1p,

de ’

Fcosa-—:—-p—.
Fcos =

Fecos y =

"_l:’ ®id o
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Ausd den Gleihungen (s) ergibt fidh, madydem man fie durd ;—I
multiplicirt bat:

T(e GG o
_—;Fcosa—gl_"‘%:.;?_:l "%'i- v%-{'w%),
%(al %+U%+c’%’ (w)
ot BB ),
(@ atvated

und wenn man benerft, dag die Projeftion einer Kraft auf eine
Are der Summe der Projeftionen der Komponenten derfelben auf
biefelbe Are gleid) ift; fo erfennt man leicht, daf die erften Theile
ber drei vorhergebenben Gleidungen bdie Projefrionen einer fingir:

ten Kraft, deren Komponenten nad) den beweglichen Aren refp.
II de II do TI dw

T @ g a g @ find, auf bdie brei feften Aren ausbricen.
Diefe fingirte Kraft ift diejenige, welde fir einen fidh mit den
beweglidhen Aren fortbewegten Beobadhter die relative Bewegung

bes materiellen Punkbtes in Beyiebung auf biefe bemweglichen Aren
hervorbringen Fdnnte.

Die in den zweiten Theil bderfelben Gleidhungen vorfommen-
R II dee YI deve II  dewe .

ben Glieder g a9 A g A findb bie Komponenten
ber Kraft nad) den feften Aren, weldhe die Fortbewegung des ma-
teviellen Punfted mit den beweglichen Aren bewirfen fonnte. Wir
wollen diefe Kraft durd) F,, die Winkel, welde ihre Nidhtung mit
ben bewegliden Axen bildet, durdy I, m., n. und die Winkel,
weldhe die Nidhtung der Kraft F mit denfelben bewegtidhen Aren
bildet, dburd) I, m, n bezeichnen.

BWenn man die erfte ver Gleihungen (u) mit @, die weite
a’, bie dritte a’ multiplicirt, die Prodbubte jufammenaddirt, dann
in Beyiehung auf b, b, b und ¢, ¢/, ¢ eben fo verfahrt, und
endlid)y bie neiter oben angegebenen Helationen 3wifdyen diefen
verfdyiedenen Kofinuffen und - ihren Differenzialen berudfidtigt;
fo erbdlt man nad) vervidhteten Revubtionen die Gleihungen :
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I de an
-’—.E=chu —F.co-l,——-;-(qw—ru),

do
?—-;;:Fcosm—F,cosm;—%I(m——pW), ®
I1 dw pAL
;s;;:Fcosu—F.cosn.——T(pv——qu),

worin die Projeftionen ber Krdfte auf die beweglihen Aren und
nidt mebr bie auf die feften Aren vorfommen. Diefe Gleidun=
en eigen, baf man die rvelative Bewegung eined materiellen
g)unmé in Beziebung auf bewegliche Axen ebenfo behandeln Fann,
wie eine abfolute Bewegung in Bejiechung auf fefie Aren, wenn
man annimmt, daf aufer der wirflihen Kraft F nod) 3wei fin:
irte Krafte auf den materiellen Puntt wirfen. Die erfte diefer
%ngittm Krdfte ift der Kraft F., welde bdie %ortbmegun bes
materiellen Puntfted mit den bemeg[id)eu Axen, d. b. dbie Bewe:
gung bdiefed Punfted bervorbringen Fonnte, weldye derfelbe anneb- -
men wilrbe, wenn er pldalidh auf eine unverdnderlide Weife mit
ben beweglidhen Aren verbunben wilrbe, gleih und gerade entges
gengefett.

Die Projeftionen der weiten fingirten Kraft auf die beweg=
lidhen Axen {ind:
11 11 11
- 27 (pw—rv), — g;—(m—zm» — ?,— (pv—qu),

und wenn man diefe Kraft mit F’ bejeidhnet; fo hat man:

F'= -2—:—1 V (qo—10)? + (rw— pw)? 4 (po—gqu)* .

Die RNidtung diefer Kraft ift auf den beiden RNichtungen fenk:
recht, voeldhe mit den beweglichen Aren Winlel bilden, deren Kofi=
nus folgende Werthe haben :

s e L g rve e L T e

— ’
TR T Trmas

und wenn man den ven diefen beiden Ridytungen gebildeten Wins
fel mit 3 beyeidnet; fo findet man leicht:
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sin 3 =ﬂv_v;_ﬁﬂ*_~%ﬂ’ﬂﬂ:ﬂ",
Ve Ve,

woraus fbtgt:

F= 2_? VY PFid=. ¥V wi4vitwt.sin 3.

Run ift aber ¥ pT* 7 die Winkelgefhwinbigleit ¢ ber Dres
bung um bie augenblidlidhe Are und J w*f-v34w2.8in & ift nidhts
anbers, al8 bie Projeftion der relativen Gefdywindigleit | w>oitw0".
auf eine auf diefer Are fenfredhte Cbene, weil 3’ den Wintel bes
seichnet, weldhen die Richtung biefer Gefdywindigleit mit bder der
augenblidliden Drebungsdare bildet. Bejeichnet man bdiefe velas
tive Gefdhwindigleit mit Q, fo fann man folglid) fegen:

Fr=2 ? .¢Qsin .

Diefe leste Gleidhung lebrt: daf die yweite fingivte Kraft,
welde man einfithren muf, um bdie relative Bewes
gtng wie eine abfolute behanbdeln zu fonnen, das
oppelte ber Sraft ift, welde die Befdleunigun
¢Qsind’ hervorbringen Ednnte, die bad Prodult au
der Winfelgefdwindbiglfeit ber Rotationdbewegung
um bdie augenbli€lide Are und ausd der Projeftion
ber rvelativen Gefchwindigfeit auf eine auf diefer

Are fentredite Cbene ift, und ibre Ridhtung ift auf

ber augenblidlidyen Rotationdare der beweglichen
Aren und auf ber Ridhtung der velativen Gefdywins
bigleit fenfredt. 4 )

Princip der Uebertragung ober Fortpflanzung der Arbelt bei ber relativen
. . Bewegung eines mateviellen Punttes.

§. 30. Unterfuchen wir nun, wie {id) bei ber relativen Be-
wegung eined freien mateviellen Puntfted dad Princip der lebendis
gen Krdfte ober der Uebertragung ber Arbeit geftaltet.

Wenn man die erfte der Gleidhungen (v) mit udt, die yweite
mit odt, bie dritte mit wdt multiplicivt und bie Produbte jufams:

menaddirt; .fo beben fih die Glieder mit 2—;-1— gegenfeitig auf, und
wenn man bemerft, baf man hat:

Q1 =ut+ o1+ w?, folglidy 2dQ=udu+vdo +wdw;
fo 18pt fidh die erbaltene Gleicbugg ouf folgende Form bringen:
A
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%ndazl(uco-l+veolm+ wcos ) dt
—F.(ucosl.+ v cosm,+ wcosn)dt;

ed ift aber:
A~ ~ A~
u=2x0cos(Q2), v=Qcos(Qy), w=Qcos(Qz),

und folglid bat mans

n AN AN -~
— QdQ =FQdt [cos (22) cos I 4 cos (2y) cos m+-cos (2z) cos n)
§ N AN ~

—F Qdt[cos (Qx) cos L | cos (Qy) cosm, 4 cos (2z) conn,] ,

ober vielmebr:
o P ol
r QdQ =F Qdt cos (QF ) — F,Qdt cos (QF ,).

Wenn man mit df, df, bdie Projeftionen ded wibrend bder Seit
dt befdyriebenen relativen Wegelemented auf die RNichtungen der
.fm[-&ftebF, F, begeichnet, fo verwanbdelt fich bie legte Gleidung in
olgenbe:

L Qdo=Fdf—F df.,

woraud folgt,” wenn man zwifden swei Beitmomenten integrirt,
gzr bmeld)e bie relative Gefchwindigleit die MWerthe 2o und
1 at '

n 30— 3= Fdf— fF.df.

Jn biefer Gleidung fommt bie zweite .gngirtt Keaft nidt
vor, wie auch zu erwarten war, weil diefe Kraft auf der Richs
tung der relativen Gefdywindigleit ober Der besd befdhriebenen Weg=
elemented fenfredht ift, und folglich Peine velative Arbeit hervor-
bringen fann. .

Wenn man annimmt, wic wir ¢8 im Vorhergehenden gethan
baben, baf bdie Krafte F und Fe bie Refultanten aus mebreven
andern Krdften find, diefe Krdfte auf die Riditung des Clemented
ds bes velativen Teged und nicdht diefed CElement felbft auf die
Stid)tun% jeber Kraft projicirt, wad in Beziehung auf bie Arbeit

leidhgultig ift, bann diejenigen diefer Projeftionen, welde in den
inn der rvelativen Gefchwindigleit Q& fallen, zu einer erften
Gruppe, und die nad) dem entgegengefegten Sinne gevichteten 3u
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einer yweiten Gruppe verbindet, und endlich mit P, P’ jwei belies
bige Projelrionen aud diefen beiden Grupyen, fo wie mit P, P,
swei analoge Projeftionen in Beziehung auf die Nefultante F be=
geichnet; fo Pann die vorbergehende Gleihung auf folgende Form
gebradyt werben:

nis—n “;':z [ Pde—Z [ Pds—Z [P ds+Z [Pids,

woraud folgt: baf die Gleihung der [ebendigen Krafte
oder ber Uebertragung der Arbeit aud nod bei der
telativen Bewegung flatt finbet, wofern man j3u der
Arbeit ber gegebenen Krdfte F nod) die hinzufigt,
welde die Krdfte bervorbringen wirden, die denen
gleid und entgegengefest find, welde auf ben mas
teviellen Punlt wivrfen mifiten, wenn fid derfelbe
fo bewegen folite, ald wenn er mit den beweglidhen
Izen auf eine unverdnbderliche BWeife feft verbunden
ware.

Princip der Nebertragung der Arbeit bei ber velativen Bewegung, wenn fid
bie beweglidyen Aren gleidhfdrmig um eine gegebene Arxe brehen.

. § 31. Um von diefem Principe eine Anwendung u madhen,
wollen wir annebmen, dbaf die Bewegung der beweglichen Aren
cine gleidhfdrmige Rotationsbewegung um eine gegebene Are feis
fo ift bie Kraft, welde dem materiellen Puntte diefelbe Rotationsds
bewegung ertheilen fann, al8 wenn er mit ben beweglichen Aren
auf cine unverdnderliche MWeife feft verbunden wdre, nidits an=
berd al8 bie Gentripetallraft und die der Kraft F, gleiche
ywngd’mtgegeugefeete Kraft ift genau die Centrifugallraft, welde

I
s o

audgebriidt wird, wo @ die Winfelgefdhwindigleit ‘b # bie Ents
fernung ded materiellen Puntted von der Rotationdare ift.

Da dr bas in dbem Sinne der Gentrifugalbraft befchriebene
relative Blegelement ift, fo veducirt fid das Glied — f F.df, auf

Tu¢h-dr'= ,Eg P2(re?—re?), wo 7, unb 7y die ben beiden

Augenbliden, ywifdhen weldyen die Gleichung ber lebendigen Krdfte
angewandt wird , entfprechenden Werthe der Entfernung r ded
materiellen Punfted von der Notationsdare begeidmen.

Wenn u, und uy die Gefdwindigleiten bezeidynen, weldre der
matevielle Puntt in den beiden crwibnten Augendliden annehmen

~



wiltde , wenn derfelbe mit den beweglidhen Aren feft verbunden
wére; fo bat man:

Piri=u? und pire?=1,?

fo daf fid dad vorbergehende Integral auf:

ITy, 3 TMu,?
2 T 29

reducirt, und die Gleihung der lebendigen Krdfte auf folgende
Sorm gebradyt werden Pann: :

Q9 00 , Wl
II " II—%-_..E_/‘Pds-—Zdes-}-HF n;g—-r
woraud folgt: daf man bei der relativen Bewegung
etned materiellen Puntlted in Bejiebung au? ein
Arenfypftem, weldes fidh mit einer gleichfdormigen
Rotationsgefdwindbigleit um eine fefte Are drebhet,
ur Beftimmung desd %umad)feé ber relativen leben:
gige‘n Kraft nur ju der, wie bei der abfoluten Bes
wegung, berecdhneten Quantitat Arbeit den Suwads
ber lebenbdigen Kraft hinguzufiigen braudt, welder
‘ber. Rotationdgefdymwindigleit entipridht, die bder
materielle Puntt in feinen beiden auferften Lagen
baben witrbe, wenn derfelbe in den beiben entfpres
thenden Augenbliden mit bem gangen vrotivenden
Syfteme fa& verbunden wdre. ,

Oleidgewicht oder gegenfeitige Aufhebung der auf einen
. materiellen Punft witfenden Krifte.

§. 32. Man fagt: daf die auf einen materiellen Punft wirs
fenben Krdfte einander gegenfeitig aufbeben, ober im Gleidhges
widyte find, wenn fie biefen materiellen Punft weder aus dem
Suftande der Rube in den der Bewegung verfeten, nody die bes
reits erlangte Gefdywindigleit deflelben, weldhe er unter der Wirs
fung anbderer Krafte annimmt, auf irgend eine Weife verdndern
thnnen. o lange die betrachteten Krdfte eine Uefultante haben,
ftrebt diefe offenbar dem materiellen Punkte, auf welchen fie wirlt,
eine gewiffe Bewegung zu ertheilen, ober die bereitd angenoms
mene Bewegung deflelben su verdndern. Soll alfo dbad Gleidyges
widt zwifden diefen Kraften ftatt finden, fo muf ibhre Refultante
= 0 fein, wozu erforbert wird, bdaf die Projeftionen der Nefuls
tante auf drei verfchiedene Ridytungen eingeln =0 firh, und da
bie Projeftion der Mefultante auf eine .Yre der algebraifchen
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Summe der Projeftionen ihrer Komponenten auf biefelbe Axe
gleich ift; fo ift sum Gleidgewidite eined auf denfelben materiels
Ten Punbt wirfenden Syffemes von Krdften erforderlid), daf die
algebraifdhe Summe der Projeftionen diefer Krafte auf drei vers
fchiedene Ridytungen fitr jede diefer Richtungen eingeln =0 iff,
welde %ebingun?nftbrigens audy binreichend ift, weil, wenn fie
erfullt wird, die Refultante felbft offenbar =0 ift.

Man fann biefe Wedbingung aucd) nody unter einer anbdern
$Form ausdriiden, weldhe in dem gegenwartigen Falle ywar weder
einfacher, nod) bequemer ift; aber bei bder unterfud)utg bes -
@[eidg)semid)tes ganzer Syfteme materieller Puntte, wie Kdrper
und Mafdinen, wefentlidhe BVorziige bat, und blod ald %otbergi-
tung 3u biefer Unterfudhung mag die folgende Bemerfung biex
Plag finden. :

Bedingung ded Gleidgerwidhted eined materiellen Punfted durd) bdad Princly
dér virtuellen Gefdwinbdigleiten.

WWenn mehrere Krafte auf denfelben materiellen Punft wirs
ten, fo ift nad) §. 25 dbad Glement der Arbeit ber Refultante dev
algebraifhen Summe der Arbeitdelemente der Komyponenten gleid),
von weldyer Befchaffenbeit ubrigens die .‘Bemegut;)g be8 materiels
Ten Punfted aud) fein mag. Wenn folglich bdie Hefultante gleidh
RNull ift, und die Bewegung ded materiellen Puntted, von welder
Befdhaffenbeit fie aud) fein mag, von andern Kriften alé die bes
trachtete herrithrt; fo Fann man fagen, dbaf die yum Gleidhgewidite
erforberlidie, aber aud) binveidyende Bedingung darin befteht: daf
bie algebraifdye Summe der Clemente der Arbeit
ber betradyteten Krafte fir drei unendlid Pleine
?e;rﬁdungen bed mateviellen Punftes gleidh Null

inbd.

Diefe unendlich Fleinen willkirlihen Werriidungen find bier
geometrifdhe Srofen, welhe durdyaus in Feiner Begiehung
u den Krdften fteben, deren Gleichgewicht dargethan werden foll 3

enn fie werden nur angewandt, um drei willtiurlidhe RNichtungen

einyufubren, auf welde die Krafte projicirt ywerden fdnnen, wors
auf dargethan werben mufi, daf die algebraifdhen Summen bies
fer Projeftionen genau gleich Null find.

Diefe unendlich Fleinen willkirlichen BVerriidungen oder Wege
werden virtuelle GefdwindbigEeiten genannt, obgleid fie
feine wirtlidhen Gefdhwindigleiten ?inb, und bdie biefen unendlidy
fleinen Werrudungen entfpredyenden Arbeitdelemente bhat man
virtuelle Momente genannt, wo dad Wort virtuell auds
r{?;c!m Qf:l!,. baf bicrb_nidé; t:wmﬁwi;!.licbmlzb fonbern von ?gotgea

en Bewegungen die Rede ift, fitr weldpe ed gennigt, ibre
Moglichleit vorftellen ju onnen. seni '
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Man tann alfo fagen: baf die auf einen materiels
fen Punft wirfenden Krafte im Gleidhgewidte find
wenn die algebraifden Summen ibrer Avbeitdeles
mente fir dbrei beliebige unendlid) Pieine Berriudun-
gen Null find, ober wenn die algebraifden Sums
men der vivtuellen Momente fur drei verfdiedene
vivtuelle memcgbungen gleid Null find.

ierin befteht das fogenannte Princip dver virtuellen
Gefdwindigleiten, welded wir hier blod anfibren, weil e8
fpdter bei jeder Art ded Gleichaemichted sufammengefesterer Sy=
'éme vorfommt, und es medm&ﬁig ift, suvor etnen einfadyen
all beffelben Pennen zu lernen, obgleid) e8 bier nur den Vortheil
ewdbrt, die Bedeutung der in feinem Ausddrude vorfommenden
enennungen fennen zu lebren, und in dem gegemwdrtigen Falle
ift diefes gtincip genau befeben, weiter nidhtd, ald eine anbere
Ausdbrudsweife der Wedingung ded Gleihgewidhted: daf bdie
Refultante der betradteten Krafte gleidh) Null fein
muf. Diefed Princip der virtuellen Gefhwindigleiten gibt bie
fitr ba8 Gleidhgewidt erforderliden und binveihenden Bedbingun=
gen ; denn wenn man in jedber Summe der Arbeitdelemente, weldye
leich Null ift, dad8 Wegelement ober bdie virtuelle Gefdhwindig=
eit ald gemeinfdaftlichen Fattor hinwegldfit, fo fommt man wie-
ber auf die brei Gleidungen, weldhe ausdriiden: daf die allge:
braifdhen Summen der Projeltionen der Krafte auf
brei verfdiedene NRidhtungen gleidh Rull find.

Arbeit der gegenfeitigen Cinwirlung tweier materieller
Puntte auf cinander.

l?' 33. BWenn man von der Betradhtung eined einjelnen mas
teviellen Punfted ju der eined Syftemes materieller Puntte, oder
gar einer beliebigen Mafdhine ibergehen will, um die Bewegung,
ober bad Gleidhgemwicht ju unterfudien; fo muf man nothwendig
a8 Princip dber Gleidhheit der Wirfung und Ge:
genwirfung jur Anwendung bringen, welded wir bereitd bei
ber unterfucbun? ber WBewegung eines materiellen Punfted ange:
fibrt haben, welder fid au? einer gegebenen Kurve bewegen muf
(§. 21), wo wir annabhmen, daf, wenn ywei Korper einen gegen=
feitigen Drud auf cinander ausdiiben, die von dem einen diefer
Kdrper auf den andern ausdgeibte Wirfung genau der gleih und
entgegengefest ift, weldhe diefer auf jenen audubt. Diefe Erfab-
rungdwabrbeit ift weiter nidts, ald eine Folge aus dbem Principe
der Gleidhbeit der Wirfung und Gegenwirfung jweier einander
Begﬁbrenber Moletule, welded Princip man folgendermafien aus:
dbruden fann: :
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Wenn jwei materielle Punlte m und m’' durd
Anziehung odber Abffofung auf einanderwirfen, und
bievonm’ aufm ausgeibte Wirfung ift eine nad
ber geraben Linie mw’ getid)tete Kraft R; fo ift bie
von m auf m’ ausdgeibte Wirfung eine Kraft R,
welde ebenfall8 nad ber geraden Linie mm’, aber
nad entgegengefesttem Sinne gevidytet ift.

Man fieht leidt ein, baf ein Gefes biefer Avt nicht bdivelt
dburd) bas Erperiment beftdtigt werben Pann; allein man wird ju
ber Annabme deffelben gefithrt, wenn man bemerft, daf ywifchen
ben bdaraud abgeleiteten theovetifdyen Folgerungen und bder Beobs
adhtung der taglid vor unfern Augen &attﬁnbenbeu medyanifchen
grtt;d;emungen ftetd eine vollfommene Uebereinftimmung ftatt

nbet.

§. 34. A18 erfte Folgerung aus diefem Principe wollen wir zeigens
baf, wenn r die veranderlide gegenfeitige Gntfers
nung sweier materiellerPunfte m und m’ bezeidhnet,
mc[gn nac) dber Ridytung ihre VWerbindbungslinie mm'
gleidhe und entgegengefeste MWirfungen = R aufs
einander ausdiiben, bie Summe der Quantitdten dev
Bewegungs= und Widerflandsarbeit, wie fie in der
SGleidung der lebendigen Krifte vorfommen mug,
fid) immer auf SRdr vreducirt, wo diefes Integral
pofitiv, ober negativ ift, b. h. dbie Gefammtarbeit
al8 Bewegurgsdz ober als Widberflanddarbeit bes
tradytet werdben muf, jenadybem der Sunw'achd dr bei
der Bewegung der beidben materiellen Puntlte in
dbem Sinne dber Wirlung von R, oder in entgegenges
festem Sinne erfolgt. .

Bu dem Bwede miffen wir aber vorher zeigen, daf bie
Summe der von den gegenfeitigen Cinwirfungen jweier materiels
Ter Puntte auf einander berriihrenben Quantititen Arbeit nicht ges
&ndert witd, wenn diefe Punfte aufer ibrer relativen Bewegung
nodh cine ¢m¢infd>aft[id)e§3¢megung baben, odber eine Bewegung,
weldhe auf8 der Ridytung ihrer BVerbindbungslinie mm’ {entredht ift,
g% b. eine Rotationsberwegung um einen Punft diefer geraden

nie.

Sn §. 25 haben wir aber gefeben, daf man bei der WBeredys
mmg der Arbeit filr das befchriebene Wegelement die Summe
feiner Komponenten fegen tann, fo dbaf folglidy, wenn ein mates
rieller Puntt_ gleidyzeitig mebrere Vewegungen bat, das abfolute
Atbeitdelement erbalten wird, wenn man die Summe der fitv die
eingelnen Bewegungen bevedhneten ArbeitSelemente bildet. In
bem gegenwdrtigen Falle mupte man folglich su dem blod in der
Borausfesung ber relativen Bewegung bder beiden materielen
Puntte beredyneten Arbeitdelemente nocdh) bdie Arbeirdelemente hine
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ufligen, welche den %ewegungu entfpredhen, bie diefe materiellen
%)un?te aufier ibrer velativen Bewegung nod) hHaben follen.
, 98enn ed fich aber sunddft um eine gemeinfchaftlidhe Bewe=
gung der beiden materiellen Punfte mm’ handelt, fo {ind die be:
fihriebenen TWegelemente einander gleich, parallel und nad) bems=
felben Sinne gerichtet, und da die Krafte R einander gleih und
nad)’ entgegengefestem Sinne gevidhtet find; fo find bie diefer
Bewegung  entfpredhenden Arbeitdelemente paarweife einanbder
Teich und von entgegengfebtem Beichen, und folglich ift ibre
umme, weldhe in die Gleidhung der [lebendigen Krafte einges
fiubrt werben muf, genau gleich Null.

MWenn zweitend bdie beiben materiellen Punfte m,m’ aufer
ibrer velativen Bewegung nod) eine andere Bewegung bhatten,
beren Gejchwindigleit auf bder geraben Linie mm’ fenfredht ift,
pber wenn fie eine Rotationdbewegung um einen Punkt diefer ge=
raden Linie hatten fo waren die Arbeitdelemente beftdndig gleich
Null, weil die Projeltion einer Kraft auf eine auf ihv fenbrechte
gerade Linie gleih Null ift: und mithin ift aud) die Summe der
diefer Bewegung entfpredhenden Quantitten Arbeit = 0.

Um nun bie den beiden gegenfeitigen Cinwirfungen R der
beiben materiellen Punfte m,m’ wibrend ihrer Bewegung entfpres
dende Quantitdt Arbeit su beftimmen, fonnen wir, obne biefe
®rofe zu dndern, den beiden materiellen Puntten jundcdhft eine
gemeinfchaftliche Bewegung beilegen, welde der Bewegung eines
berfelben, 3.B. m, gleich und entgegengefest ift; fo bleibt der Puntt
m inRube, und derPunft m’ fann ald ywei Bewegungen bhabend,
angefehen werden, ndmlid) eine Vewegung, vermdge weldyer er
fih auf der Werbindungsdlinie mm’ dem Punlte m ndbert, ober
bavon entfernt, und eine jweite Bewegung, vermdge weldher fich
biefe gerade Linie felbft um den feften Punbt m drebet.

Geben wir nun dem Punfte m’ noch ecine Supplementars
bewegung, welde ber genau gleid)y und .entgegengefest ift, mit
weldyer fidh die gerade Linie mm’ um bden Puntt m Odrebet; fo
witd, da bdiefe ®upptementatbcmc%ung auf bder geraben Linie mm’
fenPredht ift, bie Arbeit nicht geandert, und wenn die gerade Linie
mm’ unbeweglih geworden ift, fo bhat ber Punft m’ nur nod
eine geradlinige Bewegung nacy diefer geraden Linie. Dad Ars
beitdelement reducirt fich alfo auf Rdy, wo dad Seidhen deffelben
pofitiv ift, wenn der MWeg dr in dbem Sinne bder Kraft R be-
fprieben ift, welche bier bie Wirfung von m auf m’ bejeidynet,
unbd negativ, wenn biefer BWeg dr in entgegengefestem- Sinne
befdhrieben ift. Die Gefammtarbeit fitr ecine gewiffe Dauer bder
Bewegung witd alfo durd) dad fiir diefe Dauer genommene Ine
tegral /" Rdr ausgedbriidt.

€38 ift wobl ju bemerfen, daf, wenn die Entfernung 7, uns
eachtet Der partiellen Beranderungen, welde fie wibrend bder

ewegung bat erfabren tonnen, nad) einer gewiffen Seit wieber
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biefelbe geworden und bdie Kraft R blod eine Funftion von r ift,
bag fih auf diefe Seitbauer bejiehende JIntegral aus Elemen:
ten Dbeftebt, weldye paarweife einanbder gleidh und von entgegens
efestem Beidhen find, weil fid) die Kraft nad der Woraus:
?etaung nur mit der Cntfernung » dndert, und der Totalwerth
biefed Jntegrales ift folglih gleid) Null. E8 ift alfo nicht blos
die von bden Molefularwirfungen berrtibrende Quantitat Arbeit
immer gleid) Nul, wenn die Entfernung r Fonftant bleibt, fon=
dern audy, wenn f{ih biefe Cntfernung dnbert, aber denfelben
Werth wieder annimmt. '




Bweites KRaypitel.

%megung eined feften Korpers.

§. 35. man betrachtet gegenwdrtig bie feften Kdrper all=
gemein al8 Berbindbungen von Molefulen, welde ywar nidht mit
einanbder in :‘Berﬁbrung fteben, aber ge enfeitige gsirlungm auf
einanber auduben. Diefe Hypothefe fubrt in Bejiehung auf die
Bewegung und dad Gleichgewicht der Korper zu cinfachen Ges
fegen, und die aus diefen theoretifhen Gefeben abgeleiteten Folge:
rungen werden durd) die Beobadytung beftatige.

Princip der Uebertragung ober Mittheilung bder Arbeit bei der Vewegung
- eined feften Kdrpers.

Wir nehmen an, daf auf die Molefule eined Korperd vers
fdhiedbene duBere Krafte wirfen, wie 3. B. die Schwere, und bie
bei der gegenfeitigen Beriihrung der Kdrper ftatt findenden Ein-
wirtungen, welde lestern jedbod) unmittelbar nur auf die an der
Oberflice, oder in einer gevingen Tiefe unter derfelben an der
Beruhrungsftelle wirfen. Wibhrend der Bewegung ded Kdrpers
fann jeded Molebul veflelben ald ein gany freier materieller Punkt
betracdhtet werden, wenn man annimmt, bdaf aufier den eben er=
wibnten .ﬁr&gten audy die benachbarten Molefule darauf wirfen,
und biefe Krafte in Rechnung bringt. Diefe lesstern Wirfungen
wollen wir innere gegenfeiti%e Krdfte nennen, weil jicdh
diefelben nad) dem Principe der Gleichheit und Entgegengefentheit
ber Wirbung und Gegenwirfung, wie bereitd bemertt worden, im-
mer fo gruppiven laffen, daf fie paarweife einander gleid) und
entgegengefest find. Wenn man folglid) alle innern und Adufern
Kedfte in Betradt sieht, weldhe auf ein Moleful von dem Ge=
widte p wirlen, fo fann man darvauf die in § 23 aufgeftelite
Gleidhung bder lebendigen Krdfte:

2 3
p."’T‘,—p‘;—’;-=zfpds——sz'ds
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anwenben, und wenn man fir alle Molefule bed Kdrpers dbnlicpe
@!eid)ungbm aufftellt unb die entfprecdyenden Tbeile derfelben jus
fammenadbirt; fo erbalt man dbie Gleidhung:

2 32
zp.‘;’—;_zp.‘;-’;-=zfpas—>:pfds,

worin fih bad Seiden = im jweiten Theile nidt blod auf bie
Arbeit aller Tangentialfomponenten der auf jeded Moleful wirs
fenden Krdfte, fondern auch auf alle diefe Moleful felbft erftredt.
Sn bdiefem zweiten Theile ber Gleihung Fommen fowobl die von
ben aufern, al8 die von ben innern Krdften herrithrenden Quan=
titaten Arbeit vor. Wenn aber in der BVoraudfesung eines feften
Kdrpers die gegenfeitigen Entfernungen feiner Molefule 'unge&m
dert bleiben, fo {ind die von bden innern Krdften berrubrenbden
Duantitten Arbeit nad) §. 34 gleich) Null, und 8 bleiben folglidh
in dem jweiten Theile ber Gleidhung der lebendigen Rr&fte( nue
bie Quantititen Arbeit ibrig, weldhe von den dufern Kraften
Perriibren, wie die Gewidhte der Molefule und die von den Be-
rithrungen bed betrachteten Kdrper8 mit anbern Korpern berriths
renden Wirfungen. Spater werden wir die MoglichPeit und die
Mittel jur Beredynung der von diefen legten Kraften herrithren=
ben Quantititen Arbeit ndber nadyweifen, und fiir den Augenblict
mag die Aufftellung bed folgendben Principes geniigen, namlidy:
baﬁ8 bei der %cwegun% eined feften Korpers, defjen Molefule die=
felben gegenfeitigen Abftande von einander behalten, tad Princip
ber Uebertragung ober Mittheilung der Arbeit, wie fir einen ein=
selnen materiellen Puntt ftatt finbet, d. . die Sunabhme der
Summe der lebendigen Krdfte ywifden ywei beliebis

en Augenbliden der Bewegung ift gleid) der Dif-
?ercna pwifcden der Bewegungsd=- und Widerftands:
arbeit Der auf dben Kdrper wirfenden dufern Krdfte

Bleidungen der Bewegung eined freien feften Kdvpevs.

§. 36. Wenn man bdie mem&gtmg eined feften Korpers voll=
ftandbig beftimmen will, fo ift die Gleichung der lebendigen Krdfte,
worin bad vorbergebende Princip entbalten ift, im Allgemeinen
ur Aufldfung - diefer Aufgabe nicht binveichend. Denn denft man
d) drei rechtwinflige, mit bem Kdrper fejt verbundene Koordinas
tenaren, fo ift jur voliftdndigen Beftimmung bder Bewegung diefed
Korpers erforderlich, daf man jeden Augenblif die Richtung dies
fer beweglidhen Aren, fo wie die Lage ihred beweglihen Anfangss
puntted gegen drei fefte Koordinatenaren Fennt, wosu aber ufm'
dert wird, daf man die Werthe fechd verdnderlicher Grdfen, nams
lidy bie Koordinaten des beweglichen Anfang8puntred, ferner den
Wintel S, weldyen bdie beweglide Ebene der xy mit der . feften
Ebene der ay bildet, bann den Wintel & weldhen - ihr Durdyfchnitt
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wmit ber Are der x bilbet, und den Winfel 5 Pennt, welden ders
felbe Durdyfchnitt mit der Are der a, bilbet.

Man fann aud)y auf eine andere Weife zeigen, dafi, wenn bdie
Rage des beweglidhen Anfangspuntted beftimmt ift, bdie Ridhtung
ber beweglichen Aren nur von drei Veranverlichen abbdngt; denn
bie neun Kofinuffe der Winkel, welche die beweglichen Aren mit
ben feften Aren bilben, find durd) fechs Bedingungsgleichungen
miteinander verbunden (§. 28) und e8 bleiben folglih nur nody
brei diefer Kofinufle ju beftimmen.

Da die Lage des Korpers alfo von fedhs BVerdnderlidhen ab=
b&ngt; fo find jur volftandigen Kenntnif feiner Bewegung fechs
Gleidhungen erforderlid), welche die Werthe diefer fechd Beranders
lihen al8 Funbtionen ber Seit geben founen. IJn der folgenden
Unterfuchung wollen wir der Kurze wegen z, y, z fir 2y, ¥, 2z
fegen, indbem fih diefe Koordinaten auf ein feftes Arenfyftem
bejiehen. Um bie eben erwdbnten fech3 Gleichungen su erbalten,
wollen wir jundcdhft bemerfen, daf man, wenn bdie innern Krafte
mit in Redynung gebracdht werden, fo daf jeded Moleful ald vol-
lig frei betradytet werden Fann, wenn p dasd Gewidht irgend eines
biefer Molebule, x, y, z feine Koordinaten in Begiehung auf fefte
Aren, F irgend eine ber darauf wirfenden dufern, oder innern
Krafte o, B, 7 die Winlel, weldye die Nichtung diefer Kraft mit
ben feften Aren bilbet, und endlidh u, v, w die Komponenten der
Gefdywinbigleit diefes Molefuled nad) diefen Aren bezeichnen, nad
§. 17 fegen Eann:

p dw
i =Z2F cosa, .
p o _
(D) g . d‘._EF cosﬁ,—
p dw
ki =Z2F cos 7.

Diefe drei Gleihungen tdnnen durch eine einyige erfest wer:
ben, woraus fie fih eineln wieder ableiten laffen, wenn man den
Begriff ber virtuellen Moimente in Anwendung bringt. Man fieht
leidyt ein, daf dad Moleful in irgend einer RNidung eine febr
fleine Werriidung s erfabren fann, welche von bder gany unab:
bangig ift, bie e8 bei der in Rede ftehenden Bewegung witklich
eefdbrt. Man projicive alle Krdfte F, fo wie ihre Refultante auf
bie Ridtung von Is und multiplicive diefe Projebtionen durd) vasd
Glement 3s, b. h. man bilbe die virtuellen Momente ober die
Glemente der virtuellen Arbeit, weldhe der fehr Fleinen Verrudung
ds bes Molefules entfprechen. '

Beyeidhnet man nun mit O die Befdhleunigung:
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relche von der Kraft b;trﬁbrt, die bie ftatt findende Bewegung
allein bervorbringen volirde, und weldhe wir die Totalfraft genannt
haben, beren Komyponenten nad) den Aren folgende find:

pdv pdv p dv
gdi’ gdt’ g dt’

fo ift bie Refultantc dexr Krafte F nicdhtd anvers, ald diefe Totale

fraft, und wird durd) das Produft aus ver Maffe £ bes Motetus
Te8 und aus diefer Befdhleunigung O gemefien. Bezeichnet man
Y

folglich dburdy (P3s) den Winfel, welchen die Bejhleunigunng @
ober die Totalbraft F mit ber Nidhtung von 3s bildet, und duvcdh

N N .

(F3s) ben Winbel, welchen eine bdiefer Krafte F mit derfelben
Ridytung bildet; fo bat man nad dem Principe der virtuelles
Sefdhwindigleiten (§. 32):

p N N
7 & cos (D3s) . 3s = ZF cos (F3s) .3s.

weldyes bie verlangte Gleidhung ift. Laft man barin den ges
meinfdaftlihen Fabtor 3s hinweg, und 3Gt dann die willkirliche
Richtung von 3s fucceffive mit jeder der Aren yufammenfallens fo
erhalt man umgebehrt die drei Gleidyungen (Dg

Bildbet man nun fitr jedes Moleful ved Kdrpers eine dhnliche
Gleidyung, und addirt die entfprechenden Theile aller diejer Gleis
dhungen zufammen, fo erhdlt man:

s P S AN . N
®) ;—d’cos (®3s) . 3s = =F cos (F3s). 3s,

wo fich dad Jeidhen = im weiten ITheile diefer Gleidhung jept
nid)t blod auf alle auf dafjelbe Moleful wirtenden Krdifte F, fons
bern audy auf alle Molefule ded Kodrperd erfiredt. Aus diefer
Gleidhung wollen wir nun bdie ?ut vollftandigen Beftimmung der
Semegun&g bed Kdrpers erforderlichen fedy8 Gleichungen ableiten.
SBunadft wollen wir bemerfen, daf bdas Vorbergehende auf

ein beliebiges Syftem freier Molefule anwendbar ig, und dag aud
diefem Grunde bie virtuellen Berrudungen 3s vdllig willfirlidh
g&?liebeu find, und gany unabbdngig von einanbder s%ein fonnen.
er wenn wir die Unterfudyung auf den 5r?u eined feften Kor=
perd befdhranfen und jugleich annehmen wollen, daf die Werrle
dungen mit dem feften guﬁanbc- bed Kdrpers oder der Unverdns
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derlicheit ber gegenfeitigen Gntfernungen feiner Molefule vertrdg:
lid) find; fo ver{chwinben alle den innern Wirfungen ntfpredyen=
ben Elemente ber virtuellen Arbeit (§. 34) und e bleiben nur
die, weldre fidy auf die Aufern Krdfte beziehen, und folglidy ift
bad Princip der virtuellen Gefchwindigleiten anmwendbar, wenn
man nur diefe Krdfte betrachtet.

Ausd der au%emeinen Gleihung (E) fann man eine febr eins
facdhe fpecielle Gleidyung ableiten, wenn man eine virtuelle Ber=
ridung fo annimmt, baf alle Moletule parallel ju einer beliebis

en Are, 3 B. 3u der Are der x, um bdiefelbe unendlidy Fleine
rbfe vorriden; benn da alsbann bie Wefdyleunigung @ auf

bie Are ber x projicirt wird, fo ift ihre Projeltion = -d:‘ , ber
~

Rinkel (F3s) = a, und wenn man den gemeinfdaftliden Fals

tor 3s hinweglaft; fo tommt: ’

p du
2; . ‘"—EF cosa,

wo fid) dad Seidhen = im weiten Theile diefer Gleihung auf
alle auf baffelbe Moleful wirfende dufere Krdfte und aud auf
alle Molefule erftredt. :

Berfihrt man ebenfo in Besiehung auf bdie beiben andern
Aren, fo erhdlt man bie drei Gleidyungen:

-

. E:ZFcosa,
do

. E:zF cos§,

dw
-7 =ZF cos 7.

™M

¥

™ ™M
@ |8 Qe 'Ql't

Man witrbe fbrigend diefe Gleidyungen bdivelt erbalten baben,
wenn man fiir jeded MolePul eine Heibe Adbnlicher Gleichungen,
wie die Gleidungen (D) gebildet und die forrefpondirenden Theile
berfelben zufammenaddirt hatte. MWenn wir die WBetradtung vire
tueller Berriidungen eingemifcht haben, fo ift diefes !ebi(?(id) bes=
hald gefcheben, um auf einen jufammengefegteren Fall, wo fie
mit Bortheil angewandt werden fann, voryubereiten.

Wenn man fidy evinnert, daf bdie Kraft :— . D, beren Com=
ponenten nach den Aren vefp. folgende find: '

"p‘dup do p dw

- T T i
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enau diejenige ift, welde wir frither die Totalfraft genannt
ggbm; fo tann man bie vorbergebenden Gleihungen (F) in

orten ausdbriuden, wenn man fagt: daf bie Summen bder
Projebtionen der dufern Krdfté auf drei redtwint:
lige Aren ben Summen-der Projeftionen der Totals
trafte auf biefelben Aren gleid find.

Aus der Gleihung (E) fann man aud) eine febr einfacbe
Gleichung ableiten, wenn man eine virtuelle %etrﬁ(!un% wablt,
welde von einer unendlich Pleinen RNotation um eine beliebige
Are, ? 8. um die Are der a, berriihrt. Denn wenn Y den
unendlid) Fleinen Winlel bejeichnet, welden dad von einem belies
bigen Molefule des Syftemes auf vie Notationdare gefdllte Pers
%enbife( befhreibt, fo bat man fiir dad Glement der virtuelen

theit Der auf biefed Moleful wirfende Kraft F:

Py
F cos (F3s).73¢,
wnd die Gleidhung (E) verwanbdelt fidy in folgende:

» AN P
z . & cos (3s) .73y = ZF cos (F3s).73y.

Da der Faltor 3y allen Gliedern gemeinfdhaftlidy ift, weil bie
Bewegung die Drebung eines feften Kdrperd um eine Are ift;
fo e&)ﬁtt man, wenn man bdiefen gemeinfdhaftlidhen Faltor hine
weglaft:

PR S
I(6)) z% . @ cos (D3s) . r==F cos (F3s).7.

Fir die Rotationdbewegung um bie beiben andern Aren erbielte

man ywei Gleidhungen von dbnlicher Form, die aber wirblih von

cinander verfchieden find, fo baf man folglich die jur velftdndis
en Beflimmung der Bewegung des Kdryerd erforderlichen fechs
leihungen bat. »

Wenn eine Kraft in zwei anbere,’ aufeinander fenfrechte
Krdfte &erlegt wird, wovon bdie eine in einer durch bie Are ge-
legten Gbene liegt, und die andere auf diefer Ebene fenPrechr ift;

N

fo wird biefe legtere durdy F cos (F3s) audgedridt, weil ifre
Ridytung die von s ift. In der Mechanif nennt man aber dad
Prodbutt aud einer Kraft und aus ihrer Cntfernung von einer
Are bas Moment diefer Kraft in Beziehung auf diefe
Are, und da die Nichtuug von 3s, welde bdie der lesten Kom=
ponente ift, auf dem Hatbmefier r fenfredyt fteht; fo mifit diefer
PHalbmeffer ihre Entfernung von bder Notationdare, welde auf
bem DHaldmeffer v fenbredht ift, und folglich ift das Produts



—_ 6 -

F cos(F3s).r bas Moment der Kraft F in Besiehung auf die
Rotationdare. Die drei Gleihungen von ber Form ((% bruden
alfo aud: baf die Summen der Momente der dufern
Kréfte in Begiebung auf vrei redhtwintlige Aren
ben Summen der Momente der Totalbrdfte in Bes
giebung auf diefelben Aren gleid) find.

Sur BVollendung der Aufidfung unferer Aufgabe batten wir
nun blod nody die Grdfen u, v, w, etc. ald Funftionen der
feyd Werdnderlidhen, wovon die Bewegung bded Syftemes ab=
bdngt, ndmlid) ber Koordinaten ded beweglichen Anfangdpunttes
und ber brei Winkel 9, ¢, th’ welde die Ridytung der bewegli-
den Aren ;ge en die yeften Aren beftimmey, auszudriden, dann
bie fechs i%erengia(gleigbungen, welde man 3wifdhen der Seit
und ben Differenialen diefer fechs Berdnderlichen erbielte, ju in:
tegriven, und bdie mi}[tur!id;en Konftanten nady dem als befannt
grausget’eaten anfangliden Suftande bder Bewegung zu be-

mmen. : .
Da bdie in Nede ftehenden fed)s Berdnderlichen alfo als Funts
tionen ber Beit dburd) ebenfoviele verfhiedene Gleidyungen gege-
ben werbden, fo ift bie age ded Syftemes jeden Augenblit voll=
ftdndig beftimmt, woraus folgt, baf jede andere Gleidhung, weldye
man durdy eine neue Wab! virtueller Verriifungen aus der Gleis

ung (E) ableiten fonnte, nothmwendig auf eine der Gleichungen
. (F) und (G) suradfommen, oder fih aus ihrer Werbindung abe
leiten laffen mufte.

§. 97. Die aud den Gleidhungen (E) durd) die Betradytung
einer virtuellen RNotationdbewegung abgeleiteten Gleidhungen (G)
laff:n fih audy unter eincr andern Form bdarftellen. Denn wir
btgm gefeben, vaf man bei der Beredynung der Elemente der
Arbeit fur die Quantitdt Arbeit eciner RNefultante die Summe
der Quantitdten Arbeit ibrer Komponenten fegen fann. Wenn
alfo X, Y, Z bie Komponenten der Kraft F nad) den Aren unbd
3z, 3y, 3z bie von der betracdyteten virtuellen Berrudung berriths
renden unendlich Pleinen Sunabhmen der Koordinaten ded Angriifés
punfres der Kraft F begeichnen, fo {ind X3, Y3y, Z3z die Eles
mente der Arbeit der drei Komponenten, und man hat: _

F cos (F35) 3s = X3y 4+ Y3y - 23z,
und da aud einem dbnlidyen Grunde die Komponenten der Kraft
%0 folgenbe find:

“ s
13
@re
LS
@ J
st

fo bat mans
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2 — P gy P Mo P de

. . ® cos (03s).3s = g @ 3x+g T 8y+g 7 3z.
Wenn man sunadyft die von einer Rotationdbewegung um die Are
ber z berrithrenden virtuellen WerriFungen betvadhtet, 3¢ wieder
ben von dem auf der Are fenfrechten Radiusveltor » befdyriebenen
unenblich Pleinen Winlel bejeidhynet, und bie Vewegung von der

Are der pofitiven x gegen bie der pofitiven y ftatt findets fo
hat man:

2 y
82=0, dy=38 ~=ad}, dIr=—208 -=—yd},

voeil ';, 'i! bi.e Kofinus der Winlel find, welde der Nadiusveftor

r mit dben Aren der x, y bildet, ober die Sinus der Wintel,
welde berfelbe Rabiusveltor mit den Aren der y, x madt, und
3s =3y ift.

Piernad) verwanvelt fidh die Gleidung (E) in folgende:

? dv du

und fiir die virtuellen Rotationdbewegungen um bdie
H) " beiben andern Aren fande man ebenfo:

Byt __ &y _
2L(y 35— = 5) =ZGZ—:Y),

0

? du d

Unter diefer Form pflegt man gewdhnlich die drei Gleichungen
ber Bewegung anzugeben, weldhe die Gleidhbeit swifdyen den Sums
men Der Momente der beiden betrachteten Arten von Krdften,
namlidh der aufern und der Jotalbrafte ausvriiden, welche jedem
Punkte die Bewegung ertheilen Ednnen, die derfelbe wirklich an-
nimmt. Die Xu?gabe ift durch das8 Syftem ber Gleihungen (F)
und (H) vollftandig géeldft, wenn man die Grofen w, v, w, z, y,
z, etc. alé Junftionen der fechs Weranderlichen ausgedriadt hat,
wovon bie Lage ded Syftemes abhangt.

Princip fiber die Bewegung de8 Schwerpunftes cines
feften Korpers.

§. 38. Unter bem Schwerpuntte eined Syftemes mate=
vieller Puntte verfteht man einen ywifchen ifhnen liegenden Puntt

L)
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von folcher Befchaffenbeit, daf, wenn &, 7, ¢ die Koordinaten def=
felben und x, y, z die eined beliebigen materiellen Punttéd des
Gvoftemes begeichnen, man die Gleichungen bat:

Zpz L=y,

® E=% 1=30, 4=%"
woraus folgt, wenn man die Nenner fort{dafft, daf die Summe
ber Produfte, weldhe man erbdlt, wenn man das Gewidyt einesd
jeben mateviellen Punkted mit feiner CEntfernung von einer der
Koordinatenebenen multiplicivt, dem Prodbufte aud dem Totalge:
widyte des Syftemes und der Cntfetnung ves Schwerpuntted von

berfelben Gbene gleidy ift.
Wenn man die Komponenten der Gefchwindigleit ded Schyoer=

& dn d .
punftes, b. b. die Grdfen ;f, d—:', .;,g vefp. mit U, V, W bejeich=
net; fo man:

dz

& Py oAU du
U=a=—F =5 fulid - 2p=2p 5,

. 3 ., dV d
unb: V==F, flgliy I p=32p 3,

2 .y AW dw
W= —;7”, o[ghd)—;l-zp =Zp-

und wenn man bemerft, baf: .
Fcosa=X, Fecosf=Y, Fcosy=17
" ift, fo verwandeln fid) die Gleidhungen (F) in folgende:

Wop__ Neop Wep __
(D & ih=:2x, d.“:_.,—“' d‘zg_zz,

weldye nur noch die drei BVerdnderlidhen U, V, W, ober die Ko-
orbinaten &, n, ¢, wovon diefe abbdngen, enthalten und ausdrii=
den: baf fid) dber Schwerpunft eined feften Kdryers
gevadbe wie ein einzelner materieller Puntt bewegt,
beffen Gewidt dem Fotalgewidte des Syftemes
ober KOtpers gleich ift, und auf welden alle paval:
lel 3u fid fe(b% in diefen Puntt verlegten auf den
Korper wirfenden dufern Krdfte wirfen; benn bdiefe
Gleidyungen baben biefelbe Form, ald die Gleidyungen (D) fitr
bie Bewegung eined einzelnen materiellen Punttes.

©pdter werden wir fehen, baf diefer Sak nicht blod fiir die
Bewegung eined eingelnen, feften Kdrpers , fondera unter gewiffen
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Bebin?ungen der Freiheit der Bewegung im Allgemeinen audy fide
ein beliebiges Syftem fefter Kdrper gilt, und unter dber Benens
'!mng: %)rincip ber Bewegung des Shwerpunlted be-
annt ift.

Aus diefem Principe folgt: dbaf, wenn der Schwerpuntt eine
geradlinige und gleidyfdrmige Wewegung bat, die Aufern Krdfte
den Bedingungen des Gleidygewidytes gem’ugen miiffen, und daff
umgefebrt, wenn diefe Bedingungen erfullt werben, die Bewegung
bed Sdywerpuntted geradlinig und glcid)fbrm' ift. Denn im er=
ften Falle verfhwinden belanntlidy die erften Theile der Gleichuns=
gen (I), folglidh auch die yweiten Theile derfelben, und diefe Glei-
dungen driiden alddann aud, daf die pavallel ju fidy felbft in _
ben Scywerpunft verfegten dufern Krdfte eine Refultante =0
haben, ober daf diefe in ben Schwerpuntt verlegten Krdfte ein:
ander dad Gleidhgewicht Balten. Im 3weiten Falle werden be-
Tanntlid) die weiten Theile der erwabnten Gleidyungen =0, folg-
lid audy die erften Theile derfelben, und mithin hat der Sehwer-
punft cine geradlinige gleidformige Bewegung.

Aud ven Oleidyungen (k), weldhe die Koordinaten &, 7, §
ved. Shwerpuntted beftimmen, erhellet, daf biefer Punktt in dem
Kdrper eine fefte ober unverdndberlide Lage bat, und wenn man
filr einen gegebenen Augenblid die Bage und Gefdhwindigleit die-
fes Punttes fennt; fo geben die Gleihungen (I) dbiefe Lage und
Gefchwinbigleit fiir einen beliebigen Augenblid. Sur vollftandigen
Beftimmung der Bewegung bded feften Kodrpers hat man folglidy
blod nod) die Notationdbewegung deffeld n um feinen Schwerpuntt
1 beftimmen, und obgleid wir bier nidt in alle Gingelnbeiten der

uflofung diefer Aufgabe eingeben Fdnnen; fo wollen wir doch
wenigftens die Mdglichteit bie?er Aufldfung 3u zeigen fuchen.

3u dem Swede fann man junddft die fich auf einen feften
Anfangspuntt beyichenden Koordinaten x, y, z in andere Koordis
naten 2, y’, z’ vevwanbdeln, welde fih auf den jum Anfangs-
puntte eined Syftemes beweglidier ju den erften paralleler Aren
genomntenen @cbwer&untt begiehen, und au diefem Bebufe & 4-a,
n-+y, ¢4z, refp. fir z, y, 2, fo wie U4-o', Vo', W o
refp. fur u, v, w fegen, wo w’/, v/, w' bie Komponenten der Ge-
fhwindigleit in Beziehung auf die beweglidhen Aren nady diefen
Aren begeidynen.

Da ver Schwerpuntt der Anfangdpuntt der Koordinaten 2/,
y, 2 ift, fo bat man nad) den durdy die Gleihungen (k) geges
benen 2Werthen von &, %, &:

Spa’ =0, 3py'=0, Zpz'=0,
und mithin, wenn man in Begiehung auf die Jeit biffevenyit:

Spw’'=0, Zpv'=0, Zpw'=0,
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folglich :
dw' __ do' dw'

Wermittelft diefer Nelationen und bder Gleidyungen (I) reduciven
fih die Gleichungen (H) auf:

do' du' )
=L (x';':l —y' ) =2@Y—yX),

dw' dv’
) Zf(y’d—':- —72) =Z@L—zY),

Py _ %) _
Zg(z’d' 2 =2@X—22).

Da bdiefe Gleidungen feine BVerdnderlidhen enthalten, welde fich
auf dben Sdywerpuntt beziehen, fondern blod folde Berdnderliche,
die fih auf die dburd)y den Schwerpunft gehenden beweglichen Aren
bejiehens fo folgt davaud: baf die BWewegung des Kbdr=
pers um feinen Sdhwerpunft eben fo beffimmet wivd,
wie wenn diefer Schwerpuntt feft ware. :

Sn biefen lesten Gleidhungen mifte man nun alle BVerdnber=
lidye, Deren Anzabl dad Dreifache der Anzahl der Molebule ift,
durcd) drei unabbingige Grdfen ausdriiden, welde die Lage des
Kodrpers beftimmen, wie 3. B. die drei {don erwdbhnten Winkel
8, ¢ x. Da aber diefe Analyfe etwad Fomplicirt ift, fo wollen
wir hier nicht weiter davauf eingehen, zumal da e8 fitr uns in
ber Folge genﬁg}, gezeigt 3u baben, dbaf die Vewegung ded Kor-
pers davon abbangt, wermittelft der fedh8 Gleidhungen () und (J)
fedy8 Beranderliche ald Funftionen der Seit zu beffimmen.

Zum Sdyluffe wollen wir nod) bemerfen, daf die duvd) bie
Gleidyungen (J) ausgedridfte Rotationdbewegung ded Kdrpers um
feinen Schwerpuntt nidht gedndert wilide, wenn man in dasd Sy=
ftem ber Krafte nod) andere durcd) bdiefen Schwerpunbt gehenbde
Krafte einfiibree. Diefed folgt aus der Form der zweiten Theile
diefer Gleichungen, und daraus, daf die Koordinaten ded Sdwer=
punftes, auf welchen die neuen Krdfte nad) der Worausfesung
wirfen follen, in Bejiehung auf die Aren der x, y/, z Null find.
geraus folgt ferner, baf die velative Rotationsbewegung um den

chwerpuntt nicht geanbert witrbe, wenn man auf diefen Schwer-
punft Krdafte wirfen liefe, wobdurd) berfelbe im Buftande ver
Rube erbalten wurbe. '
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Gleidgetvidit und Aequivaleny der auf einen feften Korper
wirfenden Krdfte.

§. 39. Man fagt: dbaf die auf einen feften Kdrper wirfenden
Krafte im Gleidygewidyte find, wenn fie diefem ald rubend
vorausgefesten Korper wedber irgend eine Vewegung ertbeilen,
;téod), wenn er fid) bereitd bewegt, bdiefe Bewegung verdndern

nnen.

Wir wollen den allgemeinfien Fall betradyten, wo der Kdrper
bereitd eine gewifle Bewegung bhat, und annehmen, daf an dem:
felben ein neues Syftem von Krdaften angebracht werbe. €3 be-
seichne F, irgend cine diefer neuen Krafte und X,, Y,, Z, feien

‘bie Komponenten derfelben nad) den Arens fo miiffen diefe Krafte

in die yweiten Theile der Gleihungen (F) und (H) ober (J) ein-
gefubrt werden, weldhe alddann die Bewegung des Kdrpers unter

.der éZBirttm% ber urfpringlidhen Krafte und der neuen eingefithe-

ten Krifte F; auddruden. Soll nun bdiefe Bewegung mit der
urfpringlidyen identifd) fein, . b. follen die Krafte F, im Gleich=
ewidyte fein; fo ift erforberlich, aber aud) binveichend, baf die
ich auf biefe Krafte beziehenden Summen in den jweiten Theilen
ber angefiitbrten Gleidhungen von felbft verfhwinden, woburd) man
bie folgenben fechs Bebinyungsdgleihungen erhalt:

le’_—o, ZYIZOI EZ1=O,
Z(zY,—yX1)=0, E(yZI—zY1)=0, z(le_le)=0l

welcdhe fiir bad Gleidhgewidyt der Krafte F; nothendig, aber audy
hinrveidhend find. Die Indbiced fann man der Kirze wegen bin-
weglafien, und alddbann hat man fiir dbad Gleidhgewidyt eines be-
liebigen auf einen feften Korper wirfenden Syftemes von Krdften
F die fech8 Relationen: _

2X=0, 2Y=0, 2Z=0,
(@Y —9yX)=0, Z(@yZ—zY)=0, Z(X-—2Z)=0.

Die drei erfen driicfen aud: baf die Summen der Komypos
nenten nad drei beliebigen redtwinfligen Axen
Null find, wo die nad einem. beftimmten Sinne, 3 B. nad
dbem Der pofitiven Koordinaten, gevidyteten Komponenten ald po=
fitiv und die nad) dbem entgegengefesten Sinne gerichteten ald ne=
gativ betradytet werden.

Um bie drei leiten der vorhergehenden Gleichungen auf eine
einfache Weife ausdriden su Ednnen, bemerfe man junddift, daf
der Anfangdpuntt der Koordinaten x, y, z s%anz, beliebig ift, und
wenn man ferner mit F/ die Projeftion der Kraft F auf die Ehene
der xy, mit » die GEntfernung ded Anfangdpunftes von diefer
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Projeftion und mit « den Winbel beyeichnet, welthen biefe Pro-
jeftion mit der Arxe der x bildet; fo hat man:

X=Fcosa, Y=—F'sina, r=1r'sina, y=1r'cosa,
woraus fidy leicht ergibt:
T yX—aY=F

RNun ift aber F/o’ ba8 Moment der Kraft F in Beyiehung
auf die Are der z, und ift in der That gleih bem Prodbufte aus
der Gntferning ' der Are der z von dem Angriffdpuntte der
Kraft F und aud bder Komponente, welde auf der durd) diefe
Are und durch diefen Angriffépuntt gebenden Ebene normal ift.
Wir baben aber bereitd in §. 36 bemerft, daf diefed lehte Pro-
buft dad Moment der Kraft F in Beziebung auf die
Axe der z genannt wird, und ebenfo find die Grofen yZ —2Y,
zX —2Z, mit bem gebdrigen Seichen genommen, refp. die Mo-
mente der Kraft F in Beztebung auf die Are der x und der v,
Die drei in Rede ftehenden Gleidhungen driiden alfo aud: daf
fir dben Fall bed Gleidgewidtes die Summen der
Momente ber Krdfte in %e;iebun? auf drei belie:
bige redhtwinflige Aren gletd Null find, wo diefe
Momente alé pofitiv angefeben werden, wenn die
betradytete Kraft dben Kdrper um die Are, worauf
fid dbiefe Momente beyiehen, nadh) einem beftimmten
Sinne 3u dbreben ftrebt, und ald negativ, wenn fie
eine Drehung in dem entgegengefepten Sinne ju
bewirfen fudt.

§. 40. Man fagt: daf zwei, fucceffive auf denfelben Kodrper
wirfende Syfteme von Krdften dquivalent oder gleidhybedeus
tend find, wenn fie diefem Kdrper bdiefelbe Bewegung ertheilen,
ober ertbeilen Fonnen. Die Bedingungen aber, welde erforders
lih und zureichend find, bamit die Bewegung bdiefelbe fei, befte=
ben barin, baf bdie weiten Theile der Gleihungen (J) und (H),
welhe die Bewegung bded Ré)t(pers beftimmen, in beiben Fdllen
einander gleid) find. Wenn X, Y, Z bie Komponenten irgend
einer ber Krafte ded erften Syftemes und X/, Y/, Z/ die Kompo=
nenten irgend einer der Krdfte des zweiten Syftemes beyeichnen,
beren Angriffspuntt die Koordinaten 2/, y,’ 2’ bat; fo hat man
folglidy die NRelationen:

X =3X', £Y=3Y/, ZZ=3Z,

Z (@Y—yX) == (@' Y'—2'X), Z(yZ—2Y)=Z (y'Z'—2z'Y"),
Z (2X—2Z) =Z X'y'—2'Z").

Aud den drei erfien diefer Gleidungen folgt, dbaf die alges
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braifchen Summen bder Komponenten nacdh den Aren in beiden
Spyftemen gleidy find, und aus den drei legten Sleichungen erbel-
let, dbaf die Summe der Momente der Krafte beider Syfteme in
@egiebung auf drei redytwintlige Aren ebenfalld einanbder gleidy
n

Da bdie fechs Gleibungen fitr die Bewegung eines feften
Kdrperd durch die Vetradhtung der virtuellen Gefchwindigleiten
erbalten find, fo ift Plar, baf man durd) bdaflelbe Berfabhren aud
bie Gleidungen bes (Suid)?emid)teé ober der Aequivaleny der
Krifte diveft hatte erbalten Fonnen.

Wenn man 3. B. auf diefe Weife die Gleidhungen fitr dasd
Gleidygewidit ableiten will, fo geht man von der allgemeinen Glei=
gzmg (E) in §. 36 aus, welche fid) auf dbas Gleichgewicht eined

olefules bezieht, und ausdrudt, daf die Summe der Glemente
ber virtuellen Arbeit, ober der vivtuellen Momente der auf diefed
Molebul wirlenden Krafte gleih Null ift, bildet fiir alle Molefule
eine Reibe abnlidyer Gleidungen, deren entfpredyende Theile man
sufammenaddirt , befhranft die virtuellen Bewegungen auf bdie
mit dem feften Suftande bdes betradhteten Kodvpers vertraglichen,
wodurd) die den Molefularfraften entfprechenden Arbeitdelemente
von felbft verfdwinden, fo daf nur die den dufern Krdften ents
fprechenden 1brig bleiben, und endlid) nimmt man von den vir=
tuellen Bewegingen, weldhe der fefle Korper annebmen fann, die
brei ju Den Aren parallelen unendlid) fleinen fortfdyreitenden Be=
wegungen und bdie drei um- diefe Aren ftattfindenden Rotationsdbes
wegungen; fo gelangt man 3u den weiter oben gefundenen fechd
Gleidungen.

Wenn man durd) Daffelbe Verfabren die Gleidungen der
Aequivaleny erbalten wollte, fo mufite man vorber aus der Glei-
dung (E) eine allgemeine WBedingung der Aequivaleny wifchen
swei auf daffelbe Moleful wirfenden Syftemen von .Rré%ten ablei=
ten, und dann mit der {o trandformirten Gleidung eden fo ope-
riren, um bdie fechd Gleidunqen der Aequivaleny u erbalten, wie
“man mit der Gleidhung (E) operiren witrde, um die fech8 Glei-
dhungen ded Gleidhgewichted ju erbalten.

Refultante eines Syftemes paralleler Krdfte. — Mittelpunkt paraleler
Krdfte. — Sdwerpuntt.

§. 41. Gebr oft hat man ein auf einen feflen Korper wir-
fenbes Syftem paralleler Krdfte ju betrachten, und die Ridy-
tung fowobl, al8 bie Grofie einer ecingigen Kraft zu beftimmen,
welde mit diefem Syfteme von Krdften aequivalent oder gleich=
bedbeutend ift.

@8 fei P igenb eine der parallelen Krdfte und R die eine Kraft,
weldhe bem Sypfteme der Krifte P aequivalent ift, und deshalb
ibre Refultante genannt wird. Ferner feien «, 8,y die Windel,
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welde die gemeinfdaftlihe Ridtung bdiefer Krafte P mit brei
vedhtwinfligen Axen bildet, und a, b, ¢ feien die Winfel, weldye
bie Refultante R mit denfelben Aren bildet; fo geben bie drei er:
ften Gleidyungen bder Aequivaleny:

Rcosa=Z2Pcosa, Rcosb—=ZPcosf, Rcosc=ZPcos y.

Jm Algemeinen wirfen mebhrere der Krdfte P nady einem
gewiffen Sinne und die andere im entgegengefesten Sinne. Wir
wollen annehmen, daf fid) die Winkel «, B, ¥ auf die Krafte be-
siehen, weldhe die grofite Summe bilden, fo muf man fiir diefe
cos.a, cos B, cos.y und fur die anberen Krdfte dagegen — cos.a,
— cos.8, — cos.y nehmen; aber Da Der abfolute Werth biefer
Kofinufle fiir beibe Kategorien von Kraften derfelbe ift, fo fann
man cos., cos B, cos.y aug bem Summenyeichen = berausfesen,
und bdie der Krdfte P, weldye in dem Sinne der grdften Sum-
men wirken, al8 pofitiv, dagegen Ddie in dem entgegengefebten
Ginne wirfenden al8 negativ betradyten. Man bhat folglich:

Rcos a=cos aZP, R cos b= cos 8ZP, Rcosc—=cosyZP,

und wenn man jum Quabdrate erbebt, und bdie Refultate jufam-
menaddirt, fo tommt:

R? =(ZP)? folglid) R =ZP,

weil die dburd) die Grhebung sum Quabdrate eingefihrte negative
Aufldfung unzuldffig ift. Alsdann findet man:

cosa=cosa, cosb=cosf, cosc=cosy,

b. h. bie Refultante R bildbet mit dben Aren diefelben
Wintel, als die Krafte P, ift folglid) yu ihnen paral-
lel, ferner ibrer algebraifdhen Summe gleidy, und
wirlt nad) bem Sinne bever, dbeven abfolute Summe
am grdften ift.

@38 feien & n, ¢ bie Koordinaten eined beliebigen, auf der
Ridytung der Refultante genommenen Punftes, fo geben die drei
lefiten Bedingungen der Aequivaleny:

(ERcosb—nRcosa)=Z (2P cos—yPcosa),

(nRcosc —ZR cosb) =Z (yP cosy —zPcosf§),
(GRcos a —ER cos c)=Z (2P cos a — 2P cos 7).

-ober vielmebr:
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R (& cosb — 1 cos a) = cos BZP2 — cos «ZPy,
R (r_z cos ¢ — ¢ cos b) = cos yZPy — cos 2Pz,
R (¢ cosa—Ecosc) = cosaZPz — cos yZPz.

Bon biefen drei @(eid)uu%en find nur zwei von einanber un=
abbangig, und e8 1&gt fich 3 B. die dritte aud den beiden andern
ableiten, wenn man bdie erfte mit cos.c odber cos.y, bie zweite
mit cos.a odber cos.a multiplicirt, die Produbte jufammenadbdirt
und dann bdie rvefultirende Gleidhung durd) cos b oder cosS divi=
birt. Soll folglih die Kraft R, deven Jntenfitdt und Ridtung
vorhin beflimmt ift, bem Syfteme ver Krafte P vdllig dquivalent
feiny fo geniigt e8, daf fie dburd) einen Punft gebht, defjen Koor=
binaten jweien der brei lesten Gleichungen geniigen. ,

Diefen Gleidhungen wird aber geniigt, wenn man die Rela=
tionen bat:

RE=ZPx, Rn=ZPy, RZ{=7ZPz,

und zwar, welde gemeinfdaftlihe Ridhtung die Krdfte P und R
aucdy haben mogen. Der Puntt, deffen Koordinaten &, n, ¢ durd
biefe Gleichungen beftimmt werden, bhat folglih die merfwirbige
Gigenfdhaft, dap die Refultante der Krdfte P immer durch diefen
Puntt ‘gebt, wenn aud) diefe Krdfte bei denfelben Intenfitdten und
denfelben Angriffspunbten ihre RNicdytung beliebig anbern, indem
fie jedbodh parallel unter fid) bleiben, weshald man diefen Puntt
den Mittelpuntt der parallelen Krafte nennt.

Wenn die Krafte P die Gewidyte der Molefule des Korperd
find, fo wird der Mittelpunft der parallelen Krafte der Schwer=
puntt bed Korpers genannt. Diefer Puntt, deffen Koordinaten
burdy die Formeln:

__2Px __ 2Py __ 2Ps
= =g =

beftimmt werben, weil R =2P ift, hat die Cigenfchaft, daf bdie
Refultante der Gewidyte der Molefule ded Kdrperds immer durdy
benfelben gehen mug, wenn fich die Ridytung diefer Gewidytsbrafte
‘gﬁeégen den Korper, ober wasd daffelbe ift, wenn fidy die Lage ded
rperd gegen die vertifale Riditung, welde ugleich die der
Sdwere ift, anbert. Durd) diefe Formeln wird die Definition
bed Schwerpuntted geredbtfertigt, weldye wir bereits friher davon
egeben baben, al8 wir benfelben blos al8 einen geometrifchen Puntt
* betvadyteten, defjen Lage dburch die obigen Formeln beftimmt wurbde.
Die Summen ZPz, ZPy, ZPz, welde die 3dhler der Werthe
von &, n, 2 bilben, werdben die Summen der Momente der Se-
widyte der Molefule ded Kdrpers in Bejiehung auf die Chenen
ber yz, xz, xy genannt. .
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Wenn der beteacdytete Kdrper in allen feinen Theilen homo-=
gen ift, und folgliy die Gewidyte feiner Elemente ihrem Bolu-
men proportional find; fo fann man, wenn V dad gefammte Bo-=
fumen bed Korpers und do ein unendlidy Cfleines Clement Diefed
WBolumensd bejeihnet, fegen:

wo bdie Summen Zxdv, Zydv, Zzdv die Summen der Momente
ber Bolumenelemente in Bejiehung auf die Cbenen der yz, der
xz und der xy genannt werden.

Um die Summation verrichten ju fdnnen, muf man im Al=
gemeinen dxdydz fitr dv und bdad Seidyen der dreifachen Integra:
tion in Bejiehung auf die drei Weranderlihen x, y, z fur dasd
Summengeidyen = fegen. Aber wenn man annimmt, daff in jeder
ber vorbergebenden Formeln bie beiben erften Jntegrationen ver=
ridhtet find, und man begeichnet mit U., Uy, U. die Flachen der
Durdyfdnitte des Korpers mit Chenen, melcﬂe refp. auf ten Aren
der 2, ber y, der z fenfredht und um bdie Langen x, y, z vom
Anfangspuntte entfernt find; fo bat man:

X Usrdz f Y Uyydy / 2 Uszdz
g = _______30 v ’ n=_l—o v' 4 g= z v

4
wo bie Jntegrationdgrenzen zo und X, y, und Y, 25 und Z bdie
Koordinaten odber die Entfernungen der den Korper begrenzenden
Gbenen vom Anfangspuntte find. Man darf hierbei jedod) nidyt
vergefien, dafi die Koordinaten z, y, z in diefen Formeln mit dem
entfpredyenden Seidhen genommen werden muiffen, und wenn 3 B.
die Gbene der yz den Korper in zwei Theile theilty fo ift z fur
ben obern Tbeil diefer Gbene pofitiv und fiir den untern
Theil derfelben negativ. Hieraus folgt, daf, wenn die Gbene
ber yz Den Korper in ywei fymmetrifdhe Sheile theilt, die Ele=
mente Ugrdr paarweife einander gleich und von entgegengefesitem

Beidyen find, fo baf bas Jntegral /:U,xdx, unb folglich & fich

auf Rull veducirt; 0. h. in diefem Falle liegt der Schwerpuntt
in ber Gbene der yz. So oft alfo eine Ebene den .ﬁér}m in awei
fymmetrifhe Lheile theilt, liegt fein Schwerpuntt in diefer Ebene;
benn man Pdnnte alddann diefe Ebene zu einer der Koordinaten=
ebenen nebmen, und bie obigen Schlitffe wiederholen. MWenn man
brei verfdhiedene Ebenen fennt, wovon jede den Kdrper in jwei
fymmetrifde Theile theilt, fo mug der Sdhwerpuntt deffelben auf
jever derfelben, und folglidy in ibrem gemeinfdhaftlihen Durdy=
fdnittspuntte liegen. -~
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DIt bat man Kdrper ju betradhten, welde ywifhen poei febr

wenig von einander entfernten parallelen Chenen liegen, und fepr
biinne Platten oder Sdyeiben bilben, welde man bei der Beftim:=
mung ibres Schwerpunfted afd nur zwei Dimenfiomen baberd
betradytet. Nimmt man é‘ 8. bie ebene Flddhe eined folchen febe
biinnen Kdrpers8 ju ber Gbene.ber zy, fo hat man blosd :

f X U,z / YU, ydy
£ = __‘”';v__., n = _%,

wo V bie Grdfe diefer ebenen Flidye, U, U, die Rangen bder li=
nearen Durdfdnitte derfelben mit Cbenen, welde in den Cnt-
fernungen x, y vom Anfangspunfte auf den Aren der z, y fent:
vecht find, bezeichnen, und zo, X und yo, Y die Entfernungen der
Parallelen ju den Aren, welche die ebene Flache ded Kdrpers be=
grenzen, vom Anfangdpuntte find.

DBetvegung eined belicbigen Syftemes fefter Kbrper oder
ciner belicbigen Mafdyine.

§. 42. Jm Aligemeinen verftebt man unter dem Ausdrude
Mafdine ein Syftem einander berithrender fefter Kdrper, wel=
ded jur Uebertragung ober Fortpflangung bder Arbeit gewiffer
Krafte beftimmt iff. Bur Redytfertigung oder Crlauterung diefer
Definition ift e nothwendig, die Gleichung der lebendigen Krdfte,
welde dad Princip der Uebertragung ober Fortpflanzung der Ar=
beit enthdlt, auf ein Syftem einander gegenfeitig berihrender
Kdrper ju erfiveden. MWenn man ecinen der Kdrper betradytet,
woraud bie Mafdyine beftebt, fo hat man nad) §. 35:

2 2
Ipy— 2P 5 =EfPds— P,

wo der erfte Theil bdiefer Gleihung den Suwadd der Summe der
lebendigen Krdfte aller Moletule diefed Korpers ausbridt, wdh-
tend Die im jweiten Iheile derfelben vorfommenden Krdfte nur
dufiere find, wenn jedod) bei der Bewegung ded Kdrpers die ges
genfeitigen Gntfernungen feiner Molefule nidht gednbert werdew,
wie wir hier vorausfesen,

Wenn man fitr alle Kdrper, woraus die Mafdhine befteht,
dbnliche Gleihungen, wie die vorhergehende bilbet und bie ent-
foredyenden Theile aller biefer Gleihungen jufammenaddirts fo
britct ber erfte Theil der refultivenden Gleidyung den Suwadd
ber Summe bder [ebendbigen Krifte aller Molefule der Mafchine
aus, und der zweite Theil diefer Gleidyung ift die Summe dor-
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:%uafntit&tm Avbeit aller dufiern auf die Mafdhine wirfendenn
rafte.

Diefe Summe {4t fich reduciren, wenn man annimmt, daf
bas Syftem der Kdrper wirklich eine Mafdyine bildet, d. h. daf
Diefe Kdrper miteinander in Berlhrung bleiben, indem fie walh=
rend der Bewegung gegenfeitig auf einander einwirfen. Denn
bie gegenfeitige Cinwirfung jweier ecinander berithrender Korper
ritbrt von den Attraftionen, oder Repulfionen der Molefule desd
einen Kodrperd auf die ded andern ber, wenn fie cinanber fo nabe
find, vaf fie auf einander wirfen Ednnen.

Wir wollen zwei diefer Molefule m und m’ betradyten, welde
gmei verfchiedenen einander beriihrenden Korpern angebdren; ed
epeichne » ibre gegenfeitige Entfernung, R ibre gegenfeitige Gin=
witfung auf einanber, dr bdie Beranderung ibhrer gegenfeitigen
Gntfernung in der unendlid) Eleinen Jeit dt und ds bas IWegele=
ment, weldhed eind diefer Molefule, 3. B. m, wabrend bderfelben

Beit im Raume befdhreibt; fo ift das Arbeitselement von R in
S

Bejiehung auf die Bewegung von m im Raume = Rds.cos(Rds)
und bdad Arbeitelement in Beziehung auf bdie Verdnderung
ver gegenfeitigen Entfernung der beiben Molefule = Rdr. Am
Gnbde der gangen Beit, wabrend welcher die gegenfeitige Cinwir=
tung diefer Molefule ftatt findet, ift die Gefammtarbeit von R in
Beziehung auf die Bewegung von m im Raume = S Rds.

~
cos(Rds) unb die der Beranberung der gegenfeitigen Entfernung der
beiven Mofefule entfprechende Totalquantitdt Arbeit it = S Rdyr.
Aber wenn man beadytet, wad wabrend bdiefer Beit flatt findet,
fo fieht man, dbaff die gegenfeitige Cntfernung = fucceffive immer
meby abnimmt, bis fie ein gewiffes Minimum erreicht, woranf
-fie wieder unimmt, und die Kraft R bhat gewdbhnlidy nur in der

abe diefed Minimums, d. h. wenn dr febr Flein ift, einen merk:
lien Wertlh. Hieraus folgt, daf dad Integral S Rdr im Alge=

P

meinen gegen dad Jntegral /S Rds.cos (Rds) febr flein ift, und
wenn man bdiefe Bemertung auf alle gegenfeitig auf einander ein-
witfenbe Molebule erfirect; fo fieht man, daf die von den gegen:
feitigen Ginwirfungen der Moletule in der Nahe des Werithrungs-
punftes herritbrende Quantitdt Arbeit gewdhnlich gegen die At=
beit der dufern Krdfte, welde auf denfelben Kdrper vermdge fei-
.per WBertthrung mit andern Kdrpern, oder dabnlicher Wirbungen,
wie die Gewichte der Molebule wirfen, fehr Elein ift. Das Inte:
.gral f Rdr ift in aller Strenge = 0, wenn bdie Kraft R nur
eine Junftion der Cntfernung » ift; denn aldbann beftebt dies
Sntegral aus Glementen, welde paarweife einander gleih und
von entgegengefestem Seichen find. Obgleih man allen Grund
su der Annabme bat, bap fid) die Sache fo verbdlt, und bie
Krdfte R diefelben bleiben, wenn die Entfernungen wieber diefel-



ben werbens fo 'iff der Hergang bder Crfdheinung dod) nidht fo,
wie wenn bdiefed ftatt fdnde. Aber wir verden ?p&tet feben, baf
ber Grund biervon in der unridtigen Worvausfegung liegt, daf
bie gegenfeitigen Gntfernungen der Molebule deffelben Kdrpers in
ber Nabe der Werithrungsdpuntte ungedndert bleiben.

Wir werden auf die Beftimmung der durd) S Rdr audge:
dritften Quantitaten Arbeit fpdter wieder zuriicffommen, wenn
wir die @rfd)t'ttterun%en der MolePule bdeffelben Korperd in Be-
tradht gieben, und bei Der gegenwadrtigen Unterfucdhung, weldye
mebr theoretifd), al8 phyfifd iffg, wollen wir annehmen, bdaf die
Kraft F nur bdann einen merBlidhen Werth Hat, wenn nabezu
dr=0 ift, und folglidh die bden %fgenfeitigen Ginwirbungen bder
Molefule entfprechende Quantitdt Arbeit verfchroindet. Diefe Bor=
ausfesung nabert fich ubrigens der Wirflichfeit um fo mebr, fe
weniger die einanber berithrenden Korper in ber Ndbe ded Berith-
rungdpuntbtes erfdittert werben, oder ibre Form verandern, d. b.
je harter und je beffer polirt fie find, weil, wie die Grfabrun
lehrt, in diefem Falle die Folgerungen aus unferer Hypotbefe fi
der Wabrheit mebr ndbhern.

AN
Gs ift alfo bas Arbeitdelement Rds.cos (Rds) fir ein Mole=
Ful m, auf welded ein Moleful m’ ded beriihrenden Korpers die

P
Wirbung R ausibt, gleidy bem Arbeitdelemente Rds’.cos (Rds")
fiir das Molebul m’, auf welches dad Moleful m die gleihe und
entgegengefeste Wirfung R audiibt, bda die Summe Ddiefer beis
ben Arbeitdelemente gleich Null fein mup, ober die Entfernung » in
bem Augenblide, wo fie ibr Minimum erreidht, fich nicht merkblich
dndert. Hieraus folgt, daf die auficre Arbeit, welche jeber K-
per der Mafchine durdy feine Weruhrung mit einem andern er=
halt, ver gleich ift, welche er felbft diefem andern Kbdrper durch
die Beruhrung mittheilt; nur haben diefe beiden Quantitdten Ar=
beit entgegengefesre Seichen. DHievaus fieht man, baf man fiir die
WiderftandBarbeit, welde in einer Mafchine durch die Wirfung
duferer Korper erzeugt wird, bdie Bewegungdarbeit fuggituirm
tann, welche diefe Kdrper dburd) ihre Beritbrung mit ber Majdyine
erbalten. Man fann alfo die Gleichung der lebendigen Krafte
ober Der Uebertragung der Arbeit fitr cine aus feften Korpern be=
ftebende Mafdyine, worin die Widerftandsfrafte blod von der Wire
fung ber einanber berithrenben Kdrper berrithren und worin von
ven MolePularwirfungen, und folglidy aud)y von den Reibungen
t;)n .?;n WBerithrungspuntten abftrabivt wird, folgendbermafen aus-
ruden:

~ Jn jeder in Bewegung befindliden Mafdine ift
bie Differeny swifden bder Bewegungsdarbeit der
dufern Krdfte wabhrend einer gewiffen Seit und der
wabhrend derfelben Beit auf dufere Korper tbertras
genen Bewegungdarbeit Dem Juwadfe der lebendi:

-
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2:1& .%r&ftc ber Kdrper gleidy, worausd die Mafdine
eftebt.

Auf die Folgerungen, weldre fidy aud diefem Satie ergeben,
werben wir fpdter wieder jurudfommen, wenn wir gezeigt baben
werden, wie fid) derfelbe auf Kdrper anwenden I&ft, deren Mole-
fule erfdyittert werden Fdnnen.

§. 43. Wenn man von der Moletulavarbeit abftrabirt, welde
burd) die Berithrung bder verfhiedenen die Mafdhine bildenden
Kdrper entfteht, fo ift fhon die Gleichung der lebendigen RKrdfte
gur %eﬂimmun? der Bewegung bhinreidyend, weldye diefe Mafdyine
unter der Wirfung gegebener dufever Krdfte dnnimmt, wofern
jebod) diefe Wewegung nur von einer einzigen Art fein fann,
b. . wofern bdie gegenfeitige Lage bder verfdyiedenen Beftandtheile
der Mafdyine nur von der Beftimmung einer einzigen Berdnbder-
liden al8 Funltion Der Beit abbhdngt.

Bewegung des Penbdels.

Um ein Beifpiel zu geben, wollen wir annehmen, dafi die
Rotationdbewegung eined {chweren Kdrpers beftimmt werden folle,
welder fihd um eine fefte borijontale Are dreben muf, die in
cinem Gulinder oder einer Welle befteht, deren Enbden in wei
reisformigen Ragern ruben. €8 bezeichne S den MWinkel, welden
eine burd) die Drebungsdare gehende fefte Wertifalebene mit einer
burd) diefe Are und durcd) den Schwerpuntt bes Kdrpers gelegten
und mit diefem Kdrper beweglichen Gbene bildet, r die Cntfers
nung eined Moleluled des Korpers von der brcbungsan, P dad
Gewidyt diefed Molefuled und ¢ die Winlelgefdywindigeit, deren
anfanglidper Werth @, ift; fo ift die wirllihe Gefdwindigleit desd
betradyteten Molefuled = ¢r, und bdie Gleidung der lebendigen
SKrdfte verwandelt fih in folgende :

p Pl P Por? ,
20 e~ E;og =/Pds—/Pds,

beren zweiter Theil biefelbe WBedeutung bat, wie friuher. Der
Kaftor @3 ift allen Gliedbern bder erften Summe = und der Fat-
tor @o? allen Gliedern der jweiten Summe gemeinfdyaftlich, und

dl
wenn man fiir ¢ feinen Werth — fept s fo erbdlt man:

[(%?)2 —9’0’] Eg—z =/Pds — [P'ds,

wo fidy der zweite Theil diefer Gleidyung ald Funftion ded MWin-
fel8 S berechnen [aft, und wenn man folglidh Ddiefen zweiten

Theil mit £ (D) begeichnet; fo ergibt fidy aud der vorhergebenden

Gleidung :

RS ISV



woraus folgt:

3 — d3
o
= Pt e
Io 2

MWir wollen annehmen, daf auf den Kdrper feine anbdern Krdfte,
alg die Gewidyte feiner Moletule wirben, und daf die Drehungs-
are borizontal ift; fo_ haben wir, wenn p bdie Entfernung desd
Shwerpunttesd ded Korperd von bder Drebungdare und bas
Jotalgewicht bezeichnet :

SPds— [ Prds' = IIp (cos S — cos S,),

wo S den Werth des Winleld S im Anfange bder Bewegung
ober in bem Augenblide, wo die Gefdwindigleit Null ift, bejeich=
net. Algbann ift yu gleider Jeit Po=0, S=29,, und bdie obige
Gleidung verwanbdelt fidy in folgende:

P,.z

= 29 9 —d3
V-I—I—f; So V' cos T—cos I

Wenn man bdie feit bem WBeginnen bder Bewegung bis ju dem

Augenblice, wo der Schwerpunft ded Korperd in der durd) die

Q.tebungsare gebenben LBertifalebene liegt, verfloffene Seit haben

willy fo mu man S=0 feten, und al8dann erhalt man:

3
— \/2%‘ 79 +as
- ]/ﬁ’; 0 J cosI—cosd,’

. . o ‘,2—\92 [}
Wenn der Winkel S febr Fein ift, fo fann man — 3 fur cos &

— co8 Sy feten, und alddann hat man:

welched die Jeit ift, die der Schwerpuntt ded Kdrpers gebraudht,
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um in feine tieffte age ju fommen, d. b. die Dauer einer BVier:
telfdwingung, fo daf folglid die Dauer einer halben
Sdwingung gleid:

gllp
und die einer ganzen @d)mingun%, b. b. bie Beit, welde
feit bem Anfange der Vewegung bes Korperd bid ju dem Augen-
blide verflieft, wo. derfelbe wieder in feine urfpritngliche Lage ge=
tommen ift, gleidy:
Zpr?
gtlp

2
ift.

Trdgheitemoment,

Die Summe Zpr! wird dad Frdgheitémoment ded
Korpers in Begiehung auf die Are, welder die Entfernungen r
entfpredyen, genannt, und ift nichtd anders, als die Summe der
Produfte, welde man erbalt, wenn man dad Gewicht jedes Mole=
fuled De8 Korpers dburd) dbag Quadrat feiner Entfernung von der
Are multipliciet. Diefe Grdfe fommt bei der Veredynung der
Mafdyinen bhiufig vor; denn ausd den vorhergehenden Rechnungen
fiebt man, daf man bdie lebendige Kraft emes Korpers erbalt,
welder in einem gegebenen Augenblide die %in!e[gefd)minbigfeit

¢ bat, wenn man basd Jrdgheitdmoment mit% , b b mit der

ber Gefdywindigleit ¢ entfprechenden Fallhdhe multiplicict. Dasd
Iragheitdmoment fpielt folglich in Beziehung auf die Beflimmung
ber [ebendigen Kraft bei einer RNotationdbewegung diefclbe Rolle,
wie dbas Gewidit bes Kdrpers bei der progreffiven Bewegung.*)
Man erhalt die Groge Zpr? durd) die Methoden der JInte=
gralredynung, indbem man die verfdyiedenen Punfte Des Korpers
ewobnlid) auf ywei dburd) bie Drehungsare gelegten redytwintligen
benen beyieht, und 2+ y? fur 2 fett, wo &, y die Entfernun=
gen ecined beliebigen Puntted bed Kdrpers von diefen beiden Ebe=
nen beyeidhnen, fo daf man al8dann blod bie Summe Zpx?4-Zpy?
su bevechnen bat. Wenn aber U und V die Fladen der but%=
fdhnitte ded Korpers mit Cbenen, welde ju den beiden Koordina-
tenebenen parallel, und folglich auf den Aren devr 2 und bder y

*) Rur in diefem § verfteht der Werfaffer unter Irdgheitémoment bie
Grdfe Tpr?, fonft aber immer bdie Grife 2 -5-:3.

-,
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fenfrecdht find, begeichnens fo hat man fir einen Kdrper von einer
mathematifch bei%mmten Form::

Spat=a [ ™ : =~‘/‘y. idy,
pat=é [ Uzddz und Zpyt=dé % Vyidy

wo & bas Gewidyt der BVolumeneinbeit des Kdrperd und z,, z,,
Yo, ¥y, die feinen Grengen entfpredhenden Koordinaten find.

Wenn K bas Tragheitdmoment eined Korpers in Begiehung
auf eine durd) feinen Schwerpuntt gehende Are bezeichnet, fo 146t
fih leiht zeigen, daf Das Iragheitdmoment bdiefed Kdrpers in
Beyiehung auf eine weite zu der erften parallele und um die
finge p von ibr entfernte Are durdy: ‘

K 4 TIp?

audgedriidt wird, wo IT bas Totalgewidyt ded Kdrperd beyeidynet.
Denn wenn fih 2, y auf die durd) ven Schwerpuntt des Kdrpers
gebende Are beyiehen und a, b begeidnen die SKoordinaten
eined Punfted der neuen Are; fo find 2—a, y—>b die Ko=
orbinaten eined beliebigen Spunf’teé ves Korpers in Besiehung auf
diefe neue Are, und man bat folglid) fiir das Jrdgheitdmoment
K’ be8 Kbdrpers in Beziebung auf bdiefe leste Aye:

K'=36 /; . U@—a)rdsté y’:' V (y—b)dy.

Da die erfte Are durd ben Gdwerpuntt des Kdrperd gebt, fo
bat man vermdge der Cigenfdaft diefed Puntted (§. 38):

~ L4 . - % _
‘”./;., Uzdz=0 und m/yo Vydy=0,

unbbfolglid) verwanbelt fid)y die vorhergehende Gleichung in fols
genbe: .

— &y 1'.1 ~ U . -~ & 2-/”‘]
K “:/;'o Cx d.'t—'—(o v Vy’dy+ alo o de+b (? % de.
Nun ift aber:

R L o %
=24 Zo de_w‘/;o vy,

und:

Y A - % N
K=a 2 Uxdz +m/yo Vyldy;

g
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folglid) wird der Werth von K':
K=K+ (a4 b),

ober wenn man die Entfermumg 1 o257 ber gweiten Are von ber
erften mit p begeichnet:

K'=K+Hp2,

waé bewiefen werden follte. Hieraus folgt, daf unter allen Trdg-
beitémomenten Deflelben Kdrpers in Beyiebung auf parallele Aren
bad am Fleinften ift, welded fidh aunf die durd)y den Sdpwers
punft gebende Axe besiebt.

enn man den lepten MWerth bes Tragheitdmomented in den
Ausdbrud dber Dauer T einer halben Schwingung des Pendeld fub-
ftituict, fo erbdlt man:

-
— K ]T+P
T—"ng+§=*\/ i

unb werm der Kdrper nur febr geringe Dimenfionen hat, wie
folched bei einer an einem febr diinnen Faden, deflen Gewidt
unberudfidtigt bleiben fann, aufgebangenen Bleitugel ver Fall

ift; fo fann die Grofe '111"’; vernadylaffigt werben, und man bat

blos:
T=7¢\/j§,

wo bie Entfernung p aldbann bdie Q&nic bes einfaden Pen-
beld genannt wird; aber wenn ber Korper etwas merflide Di-

menfionen bat, t_’o feit man p4 ]%, ftatt p. Die Sdwingungen

finden alfo in derfelben 3eit ftatt, al8 wenn fidy dad Pendel auf
cine febr Fleine Kugel reducirte, weldye an einen Fadben aufgehan-
%m ift, beflen 8dnge ber vorbergebende Ausbrud beftimmt, indbem
, wie wir gefeben haben, bdas Frdgbeitdmoment in Beziehbung
auf eine durd den Scmerpuntt des Korpers gebende Are und p
bicd,ﬁntfemung ter Aufhdngungsare von diefent Sdywerpuntte be-
eidnet.
b Die Grdfe K 13t fid) filr ein redhtwintliges Parallelepipe:
bum, teffen Kanten a, b, ¢ find, und wenn die Are ju der Kante
¢ parallel ift, leidt beredynen. TRan findet:

_ Gebe s
E=T @)=1{757)
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und wenn bdie Are von der Seitenfliche, beren Kanten a, ¢ findy,
um bdie ange ¢ entfernt ift; fo bat man:

3
p=1+3.

Dasd Tragheitdmoment eined redytwintligen Parallelepipebumsd in
Beziebung auf eine Are, weldye in der Halbirungdebene ded Kdr-
pers liegt, und um bdie Range I von einer feiner (grunbﬂ&d)m ents
fernt ift, wird folglid) ausdgedbriidt durdy:

k=1(L5) +n(i+5)=mn ["—a-_:;ﬂz +bl +r]

Wenn a gegen b febhr flein ift, fo bat man nabezu:
b!
K'=1I (-3 +0l+ r),
und wenn I==0 wird; fo rebucirt fid) diefer Ausdrud auf:
KI= ;_ II. b2 A

0.h bad Trigheitdmoment einer fehr ditnnen Stange
in Beziehung auf eine auf ihrer Lange fenfredte
und burd einen ihrer Endopuntfte gebende Are ift
baffelbe, ald wenn der dritte Theil ded Gewidytes
Il dber GStange ald ein fdywerer Punlt an einen gee
widtdlofen ?a‘ben von der Linge b dber Stange auf:
gehangen wirbde.

Wenn man bdad Tragheitdmoment cined maffiven Cylinders
in Beziehuny auf feime Are berechnet, fo findet man leidht, daf
ed daffelbe ift, als wenn die Halfte ded8 Gewidhted ded Gylinderd
auf feiner Brummen Oberflidhe gleichformig vertheilt ware. Wenn
alfo TI bad8 Gewidt bed Cylinders und R feinen Halbmeffer be=
yeidhnet, fo ift fein Trdgheitdmoment in Beyichung auf feine Are
ber Figur ald Rotationdaxe:

1
- 3
9II.R ,

Um a8 Jrdgheitdmoment einer Kugel von dem Halbmeffer R
in Beiehung auf einen ihrer Durdymefler ju erbalten, bevech~
net man:

6 _/ Hrusds+6 [ vyay,
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folglid) wird der Werth von K':
K'=K+4 1 (a*+ b,

ober wenn man bdie Cntfernung 7 3F5% der gweiten Are von der
erflen mit p bezeichnet:

K =K+,

wad bewiefen werben follte. Hievaud folgt, daf unter allen Trdg-=
beitdmomenten deflelben Kdrpers in Beziehung auf parallele Aren
bas am Pleinften ift, weldes fih auf die durd) den Sdwers
punft gehende Are be?ie!)t.

MWenn man den lesten Werth des Tragheitdmomentes in den
Ausdrud der Dauer T einer halben Echwingung ded Pendels {ub=
ftituirt, fo erbdlt man:

K
— /L e h“+P
T== yHP+E—” Py !

und wenn der Rn')rper nur fehr geringe Dimenfionen bat, wie
foldyed bei einer an cinem febr diinnen Faden, deffen Gewidht
unberudfichtigt bleiben fann, aufgebangenen Bleifugel der Fall

ift; fo fann die Grdfe I_I—P vernadliffigt werben, und man bat

b(oé :
= £
T T V ,

wo bdie Entfernung p al8dann bdie %&n%e bed ecinfadhen Pen-
bels genannt wird; aber wenn der Korper etwad merflide Di-

wenfionen bat, t_'o fest man p+l—¥— ftatt p. Die Sdwingungen

finden alfo in derfelben Beit ftatt, al8 wenn fid) das Pendel auf
eine fehr Eleine Kugel reducirte, welche an einen Faden aufgehan-
%m ift, beflen Lange der vorbergehende Ausdrud beftimmt, indbem
, wie wir gefeben baben, bdad Trdgheitdmoment in Bejiehung
auf eine butr% ben Schwerpunft des Kdrpers gehende Are und p -
bied)@ntfernung der Aufhangungdare von diefent Schwerpuntte be:
geichnet.
Die Grofe K a6t fidh fiir ein red)tmin!li%:é Paralelepipe:
dum, deffen Kanten a, b, ¢ find, und wenn die Are ju der Kante
¢ yarallel ift, leidyt berehnen.  Man findet:

a®}- b’) ,

12

abe
K== @+b)=n
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unb wenn bic Are von vder Seitenflicdhe, deren Kanten a, ¢ findy,
um bie Rdnge I entfernt ift; fo hat man:

b
p=l+§-.

Dasd Jrdgheitdmoment eined rechtwintligen Parallelepipedbums in
Beziebung auf eine Are, welche in der Halbirungdebene des Kdr=
pers liegt, und um bie 2ange I von einer feiner (grunbﬂ&d)en ents
fernt ift, wird folglich ausdgedriicdt durdy:

k=n("L5)+n(1+3)=n ‘¥+I;l+l’].

BWenn a gegen b fehr ?(ein ift, fo bat man nabeyu:
bl
K'=TI (-é + b4 r),
und wenn I==0 wird; fo rebucirt fidy diefer Ausddrud auf:
=1 .
K.——- 3 H. b2,

b.bh. bad Trégheitdmoment einer fehr diinnen Stange
in Begiehung auf eine auf ihrer Lange fenfredite
und dburdy einen ihrer CGndpunfte gehende Are ift
paffelbe, ald8 wenn der dritte Theil ded Gewidtesd
Il ber GStange ald ein {hwerer Punlt an einen ges
wid)tdlofen Faden von der Rdnge b dber Stange aufs
gebangen witibde.

MWenn man bdas Tragheitdmoment ecined maffiven Cylinders
in Beziebuny auf feine Are berechnet, fo findet man leidt, daf
8 daffelbe ift, al8 wenn die Hélfte de8 Gewidhtes ded Cylinders
auf feiner frummen Oberflide gleihfdrmig vertheilt wire. Wenn
alfo IT bad Gewidyt bdes Cylinders und R feinen Halbmeffer be=
seidnet, fo ift fein Trdgheitdmoment in Begiehung auf feine Are
ber Figur ald Rotationdare:

1
5 ILR3

Um bad Jrdgheitdmoment einer Kugel von bdem Halbmeffer R
in Begiehung auf einen ihrer Durdymeffer yu erbalten, beredy-
net man:

. R . R
& f_"l" Uatdn+6 [ 1F vyay,
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U==R*—2% unb V== (R*—y?)

ift, und &, = vefp. bas Gewidht der BVolumeneinbeit und dad Ber-=
haltnif des Kreisumfanges sum Durdhymeffer bezeichnet. Da das

Rotalgewicht IT ber Kugel durc) & 5 =R ausgedridt wird, fo
findet man:

K'=Z TIR:,

b. b bad Frdgheitdmoment ift daffelbe, als wenn

man -~ bed Gewidited dber Kugel in dben Endpunit

eined auf dber Drebungsare fenfredten Halbmef:
ferd bradyte.

MWir werden {pdter wieder auf die Rotationsbewegung jurid-
fommen, inbem wir al8bann auch die Reibungen in Redynung brins
gen werben. )

Allgemeine Gleihungen der Vewegung eined Syftemes von feften Kdrpern,
ober einer beliebigen SMafdyine, wenn die RNeibungen unberlcfidhtigt bleiben.

§. 44. Wenn die Bewegung ciner Mafdyine auf mebreve
Arten ftatt finden fann, b.5. wenn man mebrere Berdnbderliche ald
Funttionen der Beit beftimmen muf, um jeden Augenblic die re=
lative fage aller Korper, woraud die Mafdhine befteht, angeben
u fonnen; fo ift bie Gleidung der Ilebendigen Krdfte jur Be:

immung diefer Berdnberlidhen nidyt mehr binreichend, und man
muf alddann virtuelle Gefdywindigleiten anwenden, d. h. die Cle=
mente der virtutllen Arbeit in Betradyt ziehen, wie bei der Be=
wegung eines eingelnen Korpers. Wir wollen daber die Gleidhung
(E) in §.36 fir eine beliebige virtuelle Bewegung wieder betrac)=
ten, fo fonnen wir, wie bereitd bemerPt worden, die virtuellen
Bewegungen sunachft auf diejenigen befhrdnfen, weldye mit der
Annabme vertrdglich find, daf der Kdrper wabrend der virtuellen
QBerrnifung vollfommen feft bleibt, und folglich feine Form nicht
dnbert, fo baf in bem gweiten Theile diefer Gleichung die den
Molebularwirfungen deflelben Korpers entfprechenden Glieder ver:
fdywinden (§. 34?.

Ferner wollen wir die virtuellen Bewegungen nody mebr pav=
tifularifiven, indbem wir fie fo annehmen, daf die Kdryer in voll-
fommener Beriibrung mit einander bleiben, wie folded bei Ma-
fhinen nothwendig ift. Wenn man alddann annimmt, daf jede
gegenfeitige Ginwirlung R jwifchen zwei Molefulen zweier ver=
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fdhiebener Sdrper nur dann einen merfliden MWerth bat, wenn
bie gegenfeitige Cntfernung r biefer Molefule ihrem Minimum
febr nabe, und folglid dr =0 ift, ober vernadylaffigt werden fann;
fo ift aud) bad Prodbuft Rdr und mithin bad JIntegral SRy
Rull oder fann unberudfidtigt bleiben. Die von den Molefular-
wirfungen bei der Beritbrung berrubrenden Quantitdten der vir-
tuellen Arbeit verfdywinden folglidh aud dem zweiten Theile der
in RNede ftehenden Gleichung, und e3 bleiben nur die von den du:
fern Kraften Herrithrenden virtuellen Arbeitdelemente.

Diefer yoeite Theil der Gleihung laft fidh im Algemeinen
alg Funftion der Seit berechnen, und der erfte Theil derfelben ent-
palt bie Differenziale der Gefdywindigleiten, fo wie die virtuellen
Gefdwindigeiten aller Molefule. Nimmt man nun an, daf jeder
ber Kdrper, worvaus die Mafdyine befteht, vollfommen feft ift, v.H.
feine Form nidyt anbert; fo ftehen diefe virtuellen Gefdywindiglei-
ten in folchen geometrifhen Werbaltniffen ju einanbder, daf man
fie fur alle Molefule der Mafchine durd) eine gewiffe Anzahl der=
felben, oder all%emeiner durd) die Differenziale einer gewiffen An-
abl vollig ‘una b&xg}iger Beranberlidyer in Beziehung auf die Seit
auddrifen fann. Nimmt man folglich fucceffive fo viele verfdyie
bene vivtuelle Bewegungen an, al8 erforberlid) find, um eben fo
viele Differenzialgleichungen zu erbalten, al8 man unabb&ngigc
Beranberliche hat; fo fann man nady einer vorldufigen Eliming:
tion den TWerth jeber diefer Weranderlidhen durd) Jntegration ald
Funbtion der Seit beflimmen, indem man bdie willkibhrlidien Kon-
ftanten nach der anf&ng[id)en Bewegung des Syftemed beftimmt.
Man erhalt alfo auf diefe Weife alle Gleihungen, welde erfor=
berlid und binreidyend find, um jeden Augenblid die Bewegung
ber verfhiedenen Theile der Mafdyine beflimmen ju tonnen. Da
aber bei tedmifdhen Anwendungen im Algemeinen Feine Mafdhyi=
nen vorfommen, bei denen mebrere Bewegungen mdglid) find; fo
mofl;ct: wir und aud) bier bei der Anfubrung von Beifpielen nicht
aufbalten.

Gleidgevicht und Aequivaleny der auf ein beliebiges Sy-
ftem von KO6rpern, ober auf ivgend eine Mafchine twirfen-
den Krdfte.

§. 45. Die Bedingungen ded Gleichgewidytes einesd Syfte-
med von Krdften, weldhe auf eine Mafdhine vwirfen, laffen fidh aus
den Differenzialgleihungen der Bewegung diefer Mafchine ableis
ten, und man braudyt zu dem Bwede nur die Summe der von
diefen Krdften abhingigen Glieder in den zweiten Theilen diefer
Gleidyungen gleih Null ju fesen. Denn wenn diefe Krdfte im
Gleidgewidyte fein follen, fo muffen fie die beveits exiftivenden Be=
wegungen auf feine Weife dndern Eonnen, b.b. die yweiten Theile



bicger Gleidungen miffen ungednbert bleiben, wenn man biefe
Krafte einflbrt ober hinwegldpt.

@8 entftehen swar dburd) die Wirbung der dufiern Krdfte, de=
ven Oleihgewicht man betradptet, in Folge der Beruhrung der
Kdrper neue innere MolePularwirfungen, fo daf e8 genau genom=
men nidt gleihguiltig ift, ob man diefe dufern Krdfte einfubrt,
ober hinwegldfts allein man darf nidht vergeffen, daf fich unfere
theoretifthen Betrachtungen, wie weiter oben, auf eine Boraus=
fegur}% ftusen, vermbdge weldyer die von den Molefularwirfungen
bervubrenden Glemente der vivtuellen Arbeit verfchwinden.

In diefer Vorausdfesung fann man alfo fagen, dag jum Gleich=
gewidhte der auf eine belicbige Mafdyine wirfenden &u%ern SKrafte
fir alle Bewegungen, welde diefe Mafdhine geftattet, erforderlich
g, baf Die Summen ber Elemente der virtuellen Axbeit Null find.
Diefe Bebingungen find offenbar nothwendig; aber fie find andy
binveihend, weil, fobald fie erflllt werden, die Diffevenialglei=
dungen der Bewegungen, und folglich audy diefe Bewegungen un=

eanbert bleiben, man mag biefe dufern Krdfte einfithren, ober
ginmeglaﬁen, woraud nach der Definition folgt, daf fie im Gleidy=
gewidyte jind. i

§. 46. 3Bwei fucceffive -auf diefelbe Mafdhine wirfende Syfteme

von Kraften beiffen dquivalent, wenn fie iventijhe Bewegun=
en bervorbringen, und folglid) findet diefe Aequivaleny ftatt, wenn
it alle Bewegungen, weldhe dbie Mafdyine geftattet, die Summen
ber Glemente der virtuellen Avbeit fiir bdiefe beiben Syfteme von
Rréften %(eid) finb. Denn wenn bdiefe Bedbingung erfallt wird,
fo find bie aweiten Theile der Diffevenzialgleidungen der Bewe=
gung fiir beibe Spfteme von Krdften Ddiefelben, und folglidh find
aud) die in Deiben Fallen Hevvorgebrachten Bewegungen identifch.

Princip dev Uebertragung der Wrbeit bei dev BVetwegung
eined feften Korpers, wenn auf die Cridyitterungen bdev
Molefule deffelben Miidfidht genommen wird.

5%} 47. Jn dem Borhergehenden haben wir angenommen, daf
bie Molefule deffelben Kdrpers wdbhrend der ganzen Bewegung
Diefelben gegenfeitigen Enifernungen von einander bebalten, und
wir haben gefehen, dbaf durch diefe Hypothefe die Beredhnung bder
ven ben gegenfeitigen Molefularmwirfungen Herrithrenden Duanti=
tdten Arbeit Gberflitffig gemadht wurde, und alle Gefdwindbigleiren
Per verfchiebenen Moletule durd) eine Bleine Anyabl uuabb&n%i;gct
WBerdnderlidyer, und meiftens durd) eine eingige unabhdngige Ber=
dnderlide, ausgedriit werden Fonnten.

Qn der WirklichEeit werben aber die Molefule auch dev fefte=
ften Kdeper erfdhittert, und folglidh mit relativen Gefdywinbiglei-
ten in Beyiehung auf einander bewegt. Diefe Gefdhwindigleiten
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git en fid) 3. B. bei allen Kdrpern, weldye unter der Wirlung der
ung ober ded Stofied tonen, und fie Fdnnen aud) mter vielen
anbern Umftanden flatt findben, wo fie weniger in die Augen fals
len. Je mebr Fort{dritte bie Phyfit madt, defto nothwendiger
wird bie Betradytung der Molefularbewegungen bei der Crilarung
einer Menge von CErideinungen. Man fann daber diefe Betvady:
tung ber Moletularbewegungen audy bei medbanifhen Unterfudyuns
gen nidt mebr umgeben, wenn die Grundprincipien nidt ibre
Strenge verlieven, und bie Amvendungen derjelben nidt unfider
emadit werben follen. Wir wollen daher in dem Folgenden bdiefe
olefularbewegungen in Betradyt ju ziehen judyen.

Die eingige Borausfepung, welde wir maden, um die im
Borhergehenden aufgefteliten Principien auf den Fall auszubed=
nen, wo bie Molefule erfdnittert werden, beftebt in der Annabme,
baf fih die gegenfeitigen Cntfernungen der TMolefule nur uMm
Grofien andern, welde gegen die Dimenfionen der Kdrper febr
Blein find, fo baf man fid) immer mit dem Korper fortbewegte
Koorbinatenebenen denfen fann, in Bejiebung auf welde fid die
Koorbinaten bder Molefule wabrend der Bewegung nur um febe
Fleine Grdfen anbern, ebgleidy die relativen Gefdywindigleiten
diefer Moletule gegen diefe Cbenen fehr betradhtlich fein Fonnen.

Aus diefer Hypothefe folgt, daf wabrend ber Bewegung alle
SIntegrale, weldhe die Summen der Produfte aus ben Gewidhten
ber Molebule und gewiffen Funftionen ibrer Koordinaten in Be=
jiebung auf die eben ervodbnren beme?lidnn Ebenen ausdruden,
ungeadytet der Crichittterungen der Molefule ald fonflant betradys
tet werden fonnen; denn die Veranderungen, weldye diefe Eridyits
terungen in ben Werthen diefer Integrale jur Folge baben, find
?e en diefe Werthe unendlich flein, und Fonnen folglidh vernach:

affigt werden.

Bu den beweglidhen Koorbinatenebenen, auf welde wir bie
fdwingenden Bewegungen der Molebule bejiehen werden, wollen
wir Gbenen nebhmen, weldye eine folche Bewegung baben, daf,
wenn man angimmt, baf die Molefule in cinem beliebigen Aus

nblide auffydren su {dwingen, und mit diefen Ebenen feft vers
unben bleiben, fo daf fie cinen fefien Korper bilden, weldber fich
mit diefen Gbenen sugleidh fortbewegt, ywifdyen den fingirten Ges
{dhwindigleiten in diefem Suftande der Feftigleit und denen, welde
witflid) in dem fhwingenden Suftande der Molefule ftatt finden,
die drei folgenven Relationen ftatt finden:
’ dmy dmt\ ‘_i:'_l__ o
=1 ("’ w Y dt)— ZH(z a @)’
dme my\ dz dy
dmz dx ds)

dmx
AN (z —&;--—-xw —znz-}-—‘—.‘t:’; ’
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. dm :
worin d:‘;-x, —Ey, %‘z bie fingirten Gefdwindigleiten fitr bas voll=
fommen fefte Syftem, II bad Gewidht einesd beliebigen Molebulesd
und z, y, z die Koordinaten in Bejiehung auf fefte Ehenen bes
};idmm. Die Bewegung, welde die beweglidhen CEbenen jeden

ugenblid annehmen mitffen, um diefen Gleidyungen ju geniigen,
wollen wir die mittlere Bewegung nennen.

Sunddft woilen wir bemerfen, daf die vorhergehenden Gleis
dungen aud) ftatt finden, wenn man den bewegliden Sdywer-
puntt des Spftemed jum Anfangdpuntte nimmt. Denn wenn &,
7, ¢ die verdnderlichen Koordinaten bdiefes Schwerpunfted und =,
¥, z die auf biefen beweglidhen Anfangdpuntt beyogenen Koordi-
naten beyeidmnen; fo braudyt man fur die vorbergehenden Koorbi=
naten nur z--8, y+n, 2 ¢ ju fegen, und zu bemerfen, daf
man, da dber Schwerpuntt der Anfangdpunft der neuen Koordina=
ten z, y, z ift, jedben Augenblic bat:

Zllx=0, Zly=0, Zl0z=0,

und folglid), wenn man in Beziehung auf die Jeit differenyivt:
dz dy _ ﬁ _
(B) I =0, Z0- =0, 20 = =0.

Da aber der Schwerpuntt aud) der Schwerpuntt des Syftemesd
bleibt, wdbrend e fidh wie ein fefter Kdrper bewegt; fo ftann
man aud) fefsen :

dmz _ dny dmz __
(©) = 22 =0, 21 3‘1_0, == =0

Berudfidhtigt man die Gleidhungen (B) und (C), fo bebalten die
Sleidyungen (A), weldye die mittlere Bewegung ausddriden, nad=
bem man bavin 45, y+n, 24+ refp. fir z, y, z gefest bat,
gany biefelbe Form, und man fann daber annehmen, daf fie fidh
auf Gbenen beyiehen, weldhe unverdnderlidye RNichtungen behalten,
und den Sdywerpunft ded Syftemed jum beweglidhen Anfangss
puntte haben.

Unterfudyen wir nun einige Cigenfhaften der mittleren Ro=
tationdbemegung, wie fie dburd) die Gleidyungen (A) in Beziehung
auf den ‘eweglihen Sdwerpunft als ?Infatgspuntt beftimmt
witd, indem wir unfere obige Hypothefe in Vejiehung auf die
Sdwingungen bder Molefule beibebalten, d. h. wieder annehmen,
bag fid) die gegenfeiti en Cntfernungen der Molefule nur febr
wenig anbern fonnen, fo dbaf man annehmen fann, daf diefe Mo=
Tefule jeben Augenblid febr wenig von den Lagen entfernt find,
weldhe fie in einem vollfommen feflen Kdrper haben witrden, wor-
in folglid)y Peine Schwingungen ftatt finden.
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@8 feien 2,, ¥,, z, bdie fingirten Koorbinaten bder Lagen,
welde die Molefule in cinem vollfommen feften Kdrper bhaben
wittden 5 fo ift leicht eingufeben, daf man firr jeben Augenblid
nabesu fepen fann:

(o 50—y %) = zn(s B2 —y, =2),

dt de dt

dnz dmy\ dmz, dmy,
(D) I (y I—- 4 —d-‘- = I Y1 -:“—-—Zl dt ) ’
dp’ﬂ dmz . . dm.ﬂl _ M .
P31/ (z 2T\ = zn (-, 0ty B

benn bie erften und jweiten Theile bdiefer Gleidhungen Ednnen
durd) Grdgen p, ¢, v, p1, q1, 11 ausgedriit werden, weldhe jeden
Augenbli® die Lage der augenblidlihen Rotationdare ded feften
Syftemed und die Wintelgefhwindigleit um bdiefe Are beflimmen,
wie im §. 28 gezeigt ift. TMan bat daber: :

dnmz
o =Y
dmy
o =TT
dmz
@ =Py

fo dag die ftﬁpem Sleidungen (D) in drei Gleihungen von fol=
genber Form ubergeben:

r(ZILe* + Zllvy) —pZilrz — qZllyz=
ry (ZI1a3) + Z1Lryy, ) —p, Z1kr, 2 — q 211y,

Da aber die Summen Zx 3, ZIlzy,, etc. nad) der Voraud:
fesung nabezu den Summen ZI2®, 2}11?;, etc. gleid) find; fo
werden die obigen Gleihungen (D) erfullt, wenn man bat:

P=pP,» q=q4 T=T1.

PDieraus folgt, daf die mittlere Bewegung, weldye nad) der
Definition durd) die in den erften Theilen der Gleichungen (A) vor=
fommenbden Grdfen p, g, r beftimmt wird, nabeyu die Bewegung
bes feften Korpers ift, deffen Molebule fid) wenig von den {hwin=
genden Molefulen entfernen, und deffen Rotation jeden Augenblid
durd) die Grdfen p, =p, ¢, =g, 1 =r beflimmt wird.

Auferbem fann man beweifen, daf diefe Bewegung ded feften
RKdrpers, deffen Molebule die Koordinaten %, y,, 2, haben, dies
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jenige ift; voeihe ev unter ver alleinigen Wirkung ber dufern auf
bas i:d)romgenbe Syftem wirfenden Krafte annehmen wiirbe. Denn
vermoge ber obigen Gleidungen (D) verwanveln fidhy bdie Glei-
d)m;gen (A), welde die mittlere Bewegung beftimmen, in fol-
genbe : .

d-y; d.b":'] . d_![ dx
210 Xy 2 Y T ) = ZII {(x —d-l_ 'E) ’
E s ( 7y ﬂ".ﬂ) = ( g __ ‘_'g'!)
() I {3 de L 2 Y@ £)’
dm:l"l dmZ. — dx dz
Zn (z1 - ) = ZII (= " %x)

Differenyirt man nun diefe Gleidungen in Begiehung auf die
Beit auf bdie vollftdndigfte Weife in beiden Theilen, damit bdie
Ableitungen einander gleid) werden, und bdemerft, vaf, da 1, ¥,
z, bemfelben feften Korper entfprechen, dnx, dafielbe ift, wie dz;,
weil z; nur fur denfelben feften Korper variiren Fannj fo erbalt
man:

d?y, d*xz, d¥y d*x
0 (o G —m ) =20 (2 G — v 5).
d’z P\ &z a2y
® o (gt —a ) =2 (v G — =5)
&, % &z e
p 2 22) = = _ _)
1 (z‘ Fra aa) zI (z @ T

Wir wollen nun bad Princip von d’Alembert und dasd
der virtuellen Gefdywindigleiten anwenbden, um gewiffe Gleidyun-
gen fiir die :‘Bem%ung in dbem fdywingenden Softeme ju erbalten,
und firr die virtuellen BWerriifungen die nebmen, welde fid aus
ber Annabme ergeben, daf das Syftem der Molebule einen feften
Kodrper bildet; fo haben wir filr die Rotationdbewegungen diefes
@yftemes um die drei durd) ben Schwerpuntt gehenden Koordis
natenaren die Gleidungen:

dy d%x

© {:zn (y Z—230)=202—),

d*z d%
- 211 (z E—I;(;):Z(zx—xZ),

wo die in den gmitm Fheilen vorfommenden Krdafte X, Y, Z
alitin von den aufern Wirfungen berrithren; denn die Momente
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von ber Foerm 2Y —yX find fiir die gegenfeitigen Ginwirfungen
sweier Moletule deffelben Syftemesd Null.

Aus ber Bergleihung bder vorbergehenden Gleidungen (F)
und (G) ergibt fidy:

d? d%r

a2 d?
(B) (I (2 —n o) =% gZ—zY),

d*r d?
I (z, = F:‘)=>:(zx—-xZ).

Da aber die Koordinaten 2, y, z der {dhwingenden Molefule
febr wenig von 2, , y,, z, verfdhieden find, fo fann man in den
sweiten Tbeilen diefer lesten Gleidhungen 2y, vy, 21 fiir 2, y, 2
fesen, wodburd) man erbalt:

o &
2 (= S —y T ) =2(@Y—yX),

d* dy
I (y, o —n ) —5(y2—5Y)

d2 a? )
I (z, g, —dg‘-) =% (uX—u,2).

Diefe Gleidungen beziehen fid) nun auf ein ecinyiges fefted
Syftem und beftimmen die Bewegung beffelben, wenn blod bdie
dufiern Keafte X, Y, Z, etc. barauf wirfen. Die mittlere Roe=
tationdbewegung, welche wir in dem Folgenden anmwenden werden,
ift alfo die eined feften Korpers obne dwingungen bder Mole-
tule, worauf diefelben dufern Krafte wirfen, wie auf das fdhwin=
genbe Syftem, und diefe fegte Bewegung ift folglidy bie, weldye
in der Praris angewandt wird, wenn man auf die Shwinguns
gen der Molefule feine Ridficht nimmt.

MWir wollen nun eine Cigenfhaft der mittlern Rotationsbes
wegung erdrtern, weldye eigentlidh nur eine unmittelbare Folge:
rung aud ibrer Definition ift; aber den BVortheil gewdbrt, daf
fie %(b unter einer Form bdarbietet, weldhe fiir den Gebraud von
RNusen ift, den wir bald von Koordinatenebenen maden werden,
weldye fidh mit diefer mittlern Rotationsbewegung um den Schwer=
puntt des Syftemes dreben.

Die Gleidyungen (A), weldye die mittlere Bomaatna beftime
men, ténnen auf folgende Form gebradyt werd



dy  dmy dx z\7 __
[« (F-50) -y (5 -5)] =0

dz  dmz dy = dmy\] _
(l) ZI1 [y d—"——' ‘;"— -_ 2 (;l—"— dt ]-—-O;
dv  dmzx dz  dmz
d dr d , e
Wenn man durdy ;',f ’ d—‘y‘, d—';bie rvelativen Gefdhwindig=

Teiten der Molefule in Bejiehung auf Koordinatenebenen beyeid)-
net, die mit einem bdie mittlere Bewegung habenden Kdrper fort:
taden; fo ift Plar, daf die den Schwingungen entfprechenden

d d dz .
wirbliden Gefdywindigbeiten, n&m!id) di: ’ 7':, Fz' die Refultan=

. g, dGmy  dm dms

ten aud den Gefdhrwindigleiten rl d_‘y e und aus den rela=
. g e dr dz
tiven Gefdymindigteiten d—‘z, %"’ ’ '-;‘— find. Man bat alfo:

do _ dmv | de . dz  dmz__dw

@= a T Pl g — =g

By __dmy by doy Iy

de — de ' de ’ e At i’

ds _ dur | drz d _dns _ drs

dt — det dt ' dt dt di

und die vorbergehenden Gleidhungen (I) tonnen alfo auf folgende
Form gebradyt werden:

dy _ du

zn(x @& Tl =0/
drz Y\ _

@ ZH(y — z-;‘—)_(),
dyx dz\

EH(Z —-dT—-x ;"‘—)—’O.

€8 feien a2/, y', 2’ bie Koordinaten der {chwingenden Molebule in
Beziebung auf Koordinatenebenen, welde die mittlere Bewegung
baben und immer durd) den beweglidhen Schwerpuntt ded Syfte:
mes geben, und @, b, c; a’, ¥, ¢’; a”, b, c” feien die Kofi-
. nud der Winkel, welde die beweglidyen Aren der 2/, y’, z' refy.
mit den feften Aren ber z, y, z bilven; fo bhat man nad) der
Theorie der Projeftionen:




z= ax’'+ by +cz,
y=a's’+ by +cz,
z=allxl+ bllyl+cllzl.
Differenyirt man diefe Gleichungen unter der Vorausfepung, daf
vie Molefule nur relative Gefchwindigleiten in Beziebung auf die
al8 feft betradyteten beweglichen Koorbinatenebenen haben, fo find
;:i’lt?{ll 2’ allein in den zweiten Theilen veranderlich, und man er:
dre= adx’'-} bdy'+ cdz’,
dy= a'dx'{-bdy’ + c'dz,
d,z=a"dx’ + b"dy’'+c'dz’.
Gubftituirt man biefe Werthe in die Gleichungen (J), fo befommt
man die Gleidungen:
(ab’ — ba’) ZII (a'dy’ — y'da’) + (bc’ — cb’) Z11 (y'dz' — 2'dy’)
+ (ca’ — ac") ZII(2'dx’ —2’'dz") =0,
(a'bt” —b'a’) 11 (2'dy’ — y'dx’) (b c'—c'b*) Z1 (y'd2'— 2’ dy’)
+(ca’ — a’c”) Z11 (2'dx’ +2'd2’') =0,
(@b — ba) ZT1(2'dy’ — y'da’) + (b"c— ¢"b) =1 (y'dz' —2'dy’)
+(c"a— a"c) SN (z'da’ — a'd’) =0,

welde geben:

(K) I (y'dz' — z'dy’) = 0,

21 (2'dy'— y'dz’) =0,
’ ZI (Zda’ — 2'd?’) = 0.

Wenn man Polarfoordinaten in den Koordinatenebenen, 3. 8. in
ber Ebene ber 2'y’ anwendet, und daher fefst:

x’=rcos8, y =rsinS,
fo findet man leidyt:
dy' a2 49
Aber 472dS ift dad Differenzial der Fladye, welde der vom

Anfang8punfte nady dem Punfte (2, Ky’, z') gebende Radius=
veftor befchreibt, und die Gleidungen (K) druden alfo folgenden
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Sat aus: BWenn man die fhwingenden Bewegungen
ber Molefule auffoordinatenebenen bezieht, weldye
mit bem Syfteme fortriden, und um den jum be-
weglidenAnfangdpuntte genommenen Shwerpuntt
bie von unsé fogenannte mittlere Notationdbewegung
haben; fo find die Summen ber Prodbufte ausd den
Maffen der Molefule und aus den Differenzialen -
ber Fldden, welche die Projeftionen der von dem
Sdhwerpuntte nad atlen Molefulen ded Syflemesd
gezogenenRNadienvebtoren auf den beweglidenKoors
binatebenen bei der relativen Bewegung befdyreis
ben,.beﬂ&nbig gletdy Null

Spdter werben wir und biefes Saned, b. h. ber Gleihungen
(K), worin derfelbe enthalten ift, jum Beweife anderer widtige:
rer Sdfe bedienen. :

§. 48.. Gbe wir das8 Princip der Mittheilung odber Uebertra-
gung der Arbeit fiir ein Syftem {dwingender Moletule aufftelen,
muffen wir einen Sap Uber die Beftimmung der lebendigen Kraft
in einem folden Syfteme beweifen. €8 feien 2/, ¥/, =/ wieder
vie Koordinaten eines beliebigen Molefuled in Bejiebung auf
Gbenen, weldye durd) den Schwerpunft ded Korpers geben, und
fih mit der mittlern Bewegung bewegen, ferner 2, y, z die Ko=
ordinaten deffelben Molefuled in Beziehung auf drei fefte Chenen
und &, n, ¢ bie Koordinaten ded Schwerpuntted in Beziehung auf
biefe feften Gbenen; fo bat man, wemnn a, b, c; a, ¥, c; a¥,
b, ¢ ibre frihere Bedeutung bebalten:

x = ax' + by’ + ¢ + §,
y =a'v + by 42 + 0,
2z =a'y + bllyl + c"z’ + ;

Ferner wollen wir mit dw die Diffevenyiale fitr die mittlere
Bewegung, d. b, wenn fid nur die Kofinué a, b, c; a’, ¥, ¢’;
a’, b, ¢ dndern, und mit d, die Differenziale bejeichnen, weun
fidy blog bie Koordinaten 27, y’, z' dndern, b. b. wenn fidh die
Molefule blod mit ihren relativen Gefchwindigleiten in Bejiehung
auf die beweglichen Cbenen bewegen: fo haben wir nad) dber Theo-
rie Der Projeftionen :

dr = dyx 4 dx + d§,
dy = dwy + diy + du,
dz = dmz + d,z + dé.

Um den ‘Kuébru&_‘bét. Summe der (ebenbigen Krdfte ju trands
formiren, muf man diefe Werthe in die Sleidung :




2,[( ) (d,) +(a)]‘_ ng’

fubftituiven. Aber dba dax -} d,x bdie %eranbcrung der Cntfer=
nung ded Molefuled von dem Gewidite p vor einer zu der Ehene
ber yz parallelen und durd) den Shwerpuntt des .ﬁgrpers gebens
den Ebene ausdriudt, fo ift bie Summe Zp (dnx-}- d¥) vermdge
ber Cigenfdaften beé Sdywerpunttes gleidy Null, die Glieder:

pldmz+t-drx)ds p(d..y+ dry)dn plduz 4 d)d
2z e 22 22 de !

welde in dem Ausbrude der lebendigen Kraft nady der ermabnten
@ubﬁtmtwn vorfommen muften, find folglidh aud) Null, un