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Vorwort zur deutschen AusgrabeO"

Unter den Lelirbüchern der Differential- und Integral-

rechnung, welclie im Laufe des letzten Decenniums veröffent-

licht worden sind, erscheint das Werk des Herrn Serret zu

einem ersten, grundlegenden Studium besonders geeignet; denn

es verbindet mit klarer Präcision eine grofse Vollständigkeit

in den Anwendungen dieser Theorie. Je vollkommener die

Einsicht in die Mannigfaltigkeit der reellen Funktionen, von

denen die komplexen doch nur eine besondere Art bilden,

geworden ist, um so mehr erhöhen sich die Anforderungen

an eine exakte Begründung der Analysis. Dieselbe wird in

dem vorliegenden Werke dadurch angestrebt und erreicht, dafs

alle Lehrsätze zwar nicht immer in der vollen Allgemeinheit

ihrer Gültigkeit dargelegt, jedoch stets mit genauer Angabe

der Voraussetzungen bewiesen werden. Dies nur ist zunächst

notwendig, ja für den Beginn des Studiums allein zweckmäfsig.

Denn dieses soll vor allem dazu führen, dafs der Anfänger

alsbald erkennt, wie vielseitig und vollkommen die Methode

ist, mit welcher wir die stetigen Formen und Bewegungen der

mefsbaren Gröfsen bis zu ihren Grenzen zu untersuchen ver-

mögen. Der erste Teil, die Differentialrechnung, enthält daher

eine umfassende Theorie der Kurven und Flächen, während

in der Integralrechnung eine Theorie der Differentialgleich-

ungen gegeben ist, wie sie in den deutschen Lehrbüchern,

abgesehen von dem Werke des Herrn Dienger, das schon

einer früheren Zeit angehört, eigentlich vollständig fehlt.

Freilich ist gerade auf diesem Gebiete, besonders bei den

linearen Gleichungen, die Art der Problemstellung in den letzten

Jahren eine wesentlich neue geworden-, doch bleiben die älteren

Methoden eines Euler und Lagrange als Grundlage des

Ganzen nach wie vor unentbehrlich, wenn auch das Bestreben,

alle Probleme in dieselbe Form zu zwingen, sich als wertlos

erwiesen hat. Für die Integration der partiellen Differential-

gleichungen erster Ordnung ist nur die Methode von Cauchy,
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für Gleicliuiigen zweiter Ordnung die von Monge und Ampere
angegeben, und ich habe dies auch in der vorliegenden Aus-

gabe nicht geändert, zumal da die Jacobischen Arbeiten jetzt

zugänglicher als früher geworden sind.

In der Erkenntnis, dafs es nicht thunlich ist, dem Stu-

dierenden, der sich neue Begriffe zu eigen machen soll, ein

Lehrbuch zu empfehlen, welches in einer fremden Sprache ge-

schrieben ist, selbst wenn er dieselbe einigermafsen beherrscht,

habe ich diese deutsche Bearbeitung unternommen, als ich im

vorigen Herbst meine Lehrthätigkeit für längere Zeit unter-

brechen mufste. Die Genehmigung dazu wurde mir in bereit-

willigster Weise von dem Herrn Verfasser sowohl, wie von

dem Verleger, Herrn Gauthier -Villars, erteilt, denen ich

meinen verbindlichsten Dank hierfür ausspreche. Meiner Arbeit

liegt die zweite Ausgabe des französischen Originales zu

Grunde, deren Bände in den Jahren 1879 und 1880 erschienen

sind. Es war nicht mein Bestreben, den Inhalt des Werkes

zu erweitern, das sich schon in vielen Kapiteln durch aus-

gedehntere eigene Untersuchungen des Herrn Serret aus-

zeichnet. Auch die allgemeinen Lehrsätze habe ich fast

sämtlich in dem Umfange belassen, welche der Verfasser ihnen

gegeben hat. Die Werke der Herren Dini, Pasch, du Bois-

Reymond, sowie mein eigenes vor einigen Jahren erschienenes

Buch können für Fragen dieser Art zur Ergänzung dienen;

auch darf ich wohl auf meine beiden, soeben in den Mathe-

matischen Annalen veröffentlichten Abhandlungen: „die all-

gemeinen Sätze über den Zusammenhang der Funktionen einer

reellen Variabelen mit ihren Ableitungen" für weitere Studien

verweisen. Gröfsere Änderungen oder ^Ausführungen, welche

mir trotzdem wünschenswert erschienen, und die zumal in der

Begründung der Integralrechnung an mehreren Stellen sich

finden, habe ich durch kleineren Druck kenntlich machen lassen.

Der Druck des zweiten Teiles soll unmittelbar nach

Vollendung des ersten beginnen, so dafs der Band im nächsten

Frühjahr erscheinen wird.

Juni 1884.
Axel Harnack.
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Einer Aufforderung des Herrn Verlegers folgend habe ich

die Besorgung der zweiten Auflage des Serret-Harnack'schen

Werkes übernommen. Bei meiner Arbeit leiteten mich folgende

allgemeine Erwägungen:
Die in dem Vorwort von Harnack geschilderten Vorzüge

des Serret'schen Werkes, welche es für Studierende besonders

ffeeimet machen, sollten nicht verwischt werden. Es konnte

aber das Werk nicht so bleiben, wie es war, wollte ich anders

nicht ganz darauf verzichten, die neueren Errungenschaften auf

dem Gebiete der Analysis zu berücksichtigen. Schon Harnack

hat durch in den Text eingestreute Bemerkungen diejenigen

Ergänzungen angebracht, welche er seiner Zeit für notwendig

erachtete. Hätte ich nun diesen Modus beibehalten wollen, so

hätte es sich für mich nur darum gehandelt, die Harnack'schen

Noten passend zu vervollständigen.. Ich sah aber bald ein, dafs

dadurch das Buch einen so inhomogenen Charakter erhalten

hätte, dafs es seinen ursprünglichen Vorzug grofser Lesbarkeit

vollständig verloren hätte. So entschlofs ich mich denn die

Harnack'schen Bemerkungen und diejenigen Änderungen und

Zusätze, die ich selbst für notwendig erachtete, in den Text zu

verweben. Ich mufste demnach einen Teil des Stoffes, der sich

in allen neueren Lehrbüchern der Analysis findet, auch in den

Serret hinübertragen. Nur mufste ich mir darüber klar werden:

wo sollte ich da die Grenze ziehen? Hierüber will ich jetzt

Rechenschaft ablegen.

Ich beginne mit den sachlichen Änderungen. Voll-

ständig umgearbeitet wurden das erste und elfte Kapitel.

Im ersten Kapitel wurde der Begriff der Zahl als etwas jedem

Geläufiges und Evidentes angenommen; nur die Einteilung der

Zahlen wurde gegeben, um die Analogie mit den Funktionen

hervortreten zu lassen; eine um so ausführlichere Darlegung

erfuhr der Begriff der Grenze. Das elfte Kapitel soll den

Studierenden auf die moderne Funktionentheorie ein wenig

vorbereiten, ohne jedoch gar zu sehr ins Einzelne zu gehen.

Gröfsere Änderungen findet man a) in dem Abschnitte
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über die Extremwerte von Funktionen mehrerer Veränderlicher

(Kapitel YI)^ wo einige Unrichtigkeiten beseitigt sind^ b) bei

den singulären Punkten einer ebenen Kurve-, es handelt sich

hauptsächlich um eine vereinfachende Darstellung^ die allzu

weitläufige Rechnungen, im Besonderen die trigonometrischen

Funktionen vermeidet; c) möchte ich noch auf einen Punkt

von prinzipieller Bedeutung hinweisen, er betrifft das Ver-

hältnis des ersten Bandes dieses Werkes zum zweiten, der

Integralrechnung. Ich bin der Meinung, dafs eine derartige

Trennung von Differential- und Integralrechnung keineswegs

notwendig und auch nicht in jeder Hinsicht wünschenswert

ist. Ist aber einmal ein Werk ganz nach dem Gesichtspunkte

einer solchen Trennung angelegt, wie es doch beim Serret der

Fall ist, und wie es auch dem überwiegenden Brauche ent-

spricht, so soll auch der Begriff des Integrales so vollständig

wie möglich aus dem die Differentialrechnung lehrenden Teile

verbannt werden-, wenigstens gilt dies, solange es sich um die

Definition des Integrales als Grenzwert einer Summe handelt.

Demgemäfs entfernte ich alle die Betrachtungen, die mehr

oder weniger versteckt ein Integral in dieser Weise einführten,

da sie sich im zweiten Bande viel schärfer und kürzer erledigen

lassen. Diese Bemerkung bezieht sich auf die Artikel: Nr. 192,

Flächeniahalt einer ebenen Kurve; 193, Bogenlänge einer ebenen

Kurve; 257, Bogenlänge einer Raumkurve. Im elften Kapitel

über Funktionen einer komplexen Veränderlichen benutzte

Serret — wenn auch versteckt — den Begriff des Integrales

einer komplexen Veränderlichen, erstreckt über einen Weg in

der komplexen Ebene. Auch dies ist bei meiner Umarbeitung

im ersten Bande fortgelassen mit der Absicht, jenen Begriff

in der Integralrechnung zu bringen.

Was nun im Übrigen die sachliche Bearbeitung

des ersten Bandes betrifft, so ging mein Bestreben dahin, den

Sätzen eine möglichst präcise Fassung zu geben und offenbare

Unrichtigkeiten nach Kräften auszumerzen. In dieser Hinsicht

hat mir das Werk von Genocchi Peano, das auch in den

Bemerkungen öfter citiert ist, sehr gute Dienste geleistet.

So ist nun ein Werk zustande gekommen, das einen Kom-

promisstandpunkt einnimmt zwischen denjenigen Büchern, die
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nur die allerersten Unterweisungen für Anfänger geben und

denjenigen^ welche nur den Gesichtspunkt einer wissenschaft-

lichen Entwicklung unbekümmert um paedagogische Absichten

im Auge haben. Zum Schlufs habe ich noch einige Bemer-
kungen zusammengestellt^ die dem Leser ermöglichen sollen

auf Grund der Lektüre des Serretschen Buches sich in einigen

Punkten weiter zu bilden, in welchen er eine genauere

Orientierung erstrebt. Dabei war es keineswegs meine Absicht,

immer direkt auf die Originalarbeiten zurückzugehen sondern

nur solche Quellen anzugeben, welche zur Orientierung über

den fraglichen Gegenstand mir .jedesmal am geeignetsten

erschienen.

Zum Schlüsse sind noch einige Änderungen von äüfser-

licher Natur zu verzeichnen. Die einzelnen Kapitel sind

konsequent in bestimmte Paragraphen geteilt und die Nummern
der einzelnen Artikel durchgängig mit Überschriften versehen

worden; dadurch erfuhr auch das Inhaltsverzeichnis eine

Vervollständigung. Am Ende des Werkes findet sich ein

alphabetisches Sachregister.

Ich kann nicht hoffen, dafs die jetzige xiusgabe des Serret-

Harnackschen Werkes allen Wünschen und Forderungen, die

man an sie zu stellen hat, gerecht wird, und wenn ich auch

vielfach mit Fachgenossen über die Anlage des Unternehmens

und über Einzelheiten Rücksprache genommen und ihnen viele

Ratschläge zu danken habe, so enthält eine derartige Aufgabe

gar Vieles, das ganz vom subjektiven Ermessen des Einzelnen

abhängt. Um so dankbarer werde ich Berichtigungen und

Ratschläge aufnehmen, die mir aus dem Leserkreise zugehen,

zumal, wenn sie sich für die beiden folgenden Bände benutzen

lassen würden. Es erscheint hiermit der erste Band, die beiden

anderen werden bald nachfolgen.

Der Verlagsbuchhandlung bin ich für die Bereitwilligkeit,

mit der sie allen meinen Wünschen entgegengekommen ist,

zu grofsem Danke verpflichtet.

Göttingen, im November 1896.

Gr. Bohlmann.
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Erstes Kapitel.

Einleitende Begriffe.

§ 1. Ton den Zahlen.

1. Die Grundgesetze. Dasjenige, was die Zahlen charak-

terisiert, das sind die Gesetze, welchen sie gehorchen. Diese

lassen sich auf einige wenige Grundformeln zurückführen,

deren Gültigkeit zunächst für die ganzen positiven Zahlen

festgestellt wird. Man kennt 4 elementare Rechnungsarten,

die 4 Species genannt: Addition, Subtraktion, Multiplikation,

Division. Für sie sind die oben erwähnten Grundformeln diese

:

I, Addition.

1) Associatives Gesetz:

2) Kommutatives Gesetz:

a -\- 1) = h -\- a

.

II. Mtdtiplikation.

1) Associatives Gesetz:

(a&)c = a(hc).

2) Kommutatives Gesetz:

ah = ha.

3) Distributives Gesetz:

(a + ^)^ = ac -\- hc.

2. Der Bereich der rationalen Zahlen. Die sogenannten

indirekten Operationen, Subtraktion und Division, lassen sich

im Bereiche der ganzen positiven Zahlen nicht mehr allgemein

ausführen. Man definiert deshalb neue Gröfsen, die negativen

ganzen Zahlen und die Quotienten von ganzen Zahlen oder

Brüche; jene um die Subtraktion, diese um die Division

Serret, Diff.- u. Integral-Kechnung. I. 2. Aufl. 1
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allgemein möglicli zu maclien. So entsteht der Bereich aller

rationalen Zahlen. Dabei zeigt sich, dafs für die rationalen

Zahlen die oben genannten Rechnungsgesetze erhalten bleiben

und eben aus diesem Umstände leitet man die Berechtigung

her sie ebenfalls Zahlen zu nennen. Freilich eine sehr wich-

tige Thatsache ist ihier anzumerken: Nicht möglich ist die

Division durch Null. Vielmehr beachte man immer die Regel:

Man dividiere nie durch eine Zahlj bevor man sich über-

zeugt hat, was geschieht, wenn diese Zahl null ist.

3. Der Bereich der reellen Zahlen. Eine Gleichung wie:

a;2 _ 2 ==

hat im Gebiete der rationalen Zahlen keine Lösung. Man
weifs aber, dafs:

y2 = 1,414 . .

.

sich mit beliebig grofser Annäherung durch rationale Zahlen

darstellen läfst. Dieser Umstand hat zur Folge, dafs bei

passender Interpretation auch für ]/2 die obigen Rechnungs-

gesetze erhalten bleiben. ]/2 ist also eine Zahl. Allgemein

kann man zeigen:

„Jede Gröfse, welche sich mit beliebig grofser Annäherung

durch rationale Zahlen darstellen läfst, befolgt die oben ge-

nannten Gesetze. Sie heifst deshalb eine Zahl."

Nehmen wir alle so entstehenden Zahlen zu den ratio-

nalen Zahlen hinzu, so entsteht der Bereich aller reellen Zahlen

überhaupt.

Jede nicht rationale Zahl heifst irrational. ]/2 ist irrational.

Auch die Zahl, welche die Länge eines Halbkreisbogens mit

dem Radius 1 mifst:

7t = 3,14159 ...

ist irrational. Man unterscheidet aber die irrationalen Zahlen

noch weiter. Eine Zahl x, welche — wie )/2 — einer alge-

braischen Gleichung:

a^x"" -f- a^x""-^ + ••• + «« =
mit rationalen Koeffizienten a^a^ . . . an genügt, heifst eine

algebraische Zahl. Jede nichtalgebraische Zahl heifst trans-

cendent. tc ist transcendent.
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Über den Bereich der reellen Zahlen hinausgegangen

wird im elften Kapitel dieses Bandes. Bis dahin soll — wenn

nicht das Gegenteil ausdrücklich bemerkt ist — unter Zahl

schlechthin immer eine reelle Zahl verstanden werden.

Bildet man die Reihe von Begriffen:

Beeilej algebraische, rationale, ganze
{

Zahl,
*• negative

so ist in ihr jeder folgende Begriff als Spezialfall im vorher-

gehenden enthalten.

4. Der absolute Betrag. Die reellen Zahlen sind — ab-

gesehen von der Null — positiv oder negativ. Unter dem

„absoluten Betrage" einer Zahl a versteht man a oder — a,

jenachdem a positiv oder negativ ist. Der absolute Betrag

von null ist selbst null. Den absoluten Betrag von a be-

zeichnet man nach Weierstrass durch |a|. Es ist also:

l7| = |-7[ = 7.

Es seien jetzt a, h, . , . n eine Reihe von Zahlen, und

a, ß, . . . V ihre absoluten Beträge. Dann ist:

a = -^a, b == ^_ ß , ...«== + v.

Rechts gilt in jeder Gleichung das obere oder untere Zeichen,

je nachdem die linke Seite positiv oder negativ ist.

Ist nun die Summe a + & -f-
• • • + n nicht negativ, so ist:

\a + b-\ [-n\ = a + b-] \.n = ± a ± ß ±" '±v.

Nimmt man in der letzten Summe alle Zeichen positiv, so

wird diese nicht verkleinert; es ist also:

\a + b+"-n <a + ß-\ [- v = \a\ + \b\-] h |«|.

Ist dagegen die Summe a -\- b -{-''• -\- n negativ, so ist

die Summe von — a, — &, — • • • — n positiv und daher

nach dem eben Bewiesenen:

\-a-b „|^|_a| + |_6| + ... + |_«|.
Da aber immer

|

— ic
|

=
|
a;

|

ist, so gilt auch in diesem

Falle die Beziehung:

\a + b + '-- + n\^\a\ + \b\ + -'-+\n\,
d. h.:

Der absolute Betrag einer Summe ist Meiner oder höchstens

gleich der Sumtne der absoluten Beträge. Der Fall der Gleich-

1*
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Jieit tritt nur ein, wenn alle von null verschiedenen Summanden

das gleiche Vormchen haben.

5. Geometriselie Repräsentation der Zahlen durch. Punkte

einer Geraden. Nehmen wir auf einer geraden Linie will-

kürlich einen festen Punkt und eine Längeneinheit an, so

können wir die Entfernung irgend eines Punktes P der Gera-

Fig. 1. den von mit Hülfe jener Längen-

_ rP einheit messen. Der so gefundenen
^

Zahl erteilen wir das positive oder

negative Zeichen, je nachdem P rechts oder links von liegt.

Den Punkten P der Geraden entsprechen somit bestimmte

Zahlen. Umgekehrt können wir einer Zahl einen bestimmten

Punkt der Geraden zuordnen, indem wir von aus eine

Länge OP abtragen, welche durch den absoluten Betrag jener

Zahl gemessen wird, und zwar wird man P rechts oder links

von annehmen, je nachdem das Vorzeichen der Zahl positiv

oder negativ ist. Praktisch hat freilich die Genauigkeit einer

solchen Messung ihre Grenzen. Wir wollen uns jedoch vor-

stellen, dafs wir die Genauigkeit der Messung so weit treiben

könnten wie wir wollten. Alsdann kann man das folgende

Axiom aussprechen:

Axiom, Die Gesamtheit aller reellen Zahlen x und die

Gesamtheit aller Funkte P einer Geraden lassen sich durch

unsere Messung eindeutig aufeinander beziehen; dergestalt, dafs

jeder reellen Zahl ein und nur ein PunU der Geraden entspricht

und jedem Funkte der Geraden eine und nur eine reelle Zahl.

§ 2. Ton den Funktionen.

6. Veränderliche. Funktionen. Die Gröfsen, welche den

mathematischen Untersuchungen zu Grunde liegen, sind von

zweierlei Art; die einen besitzen einen bestimmten festen Wert,

die anderen können unendlich viele verschiedene Werte an-

nehmen. Jene nennt man konstante, diese veränderliche oder

variahele Gröfsen. Die Gesamtheit der Werte, welche eine

Veränderliche annimmt, heifst ihr Variabilitätshereich.

Hat man bei einer Aufgabe mehrere Variabele zu be-

trachten, so kann man einigen von ihnen willkürliche Werte
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beilegen, und alsdann erhalten die anderen Variabelen be-

stimmte Werte. Erstere beifsen die unabhängigen Veränder-

lichen, die anderen die abhängigen VeränderlicJien oder die

Funktionen der unabhängigen.

So führt z. B. die Untersuchung des Kreises auf drei

Gröfsen: den Radius, die Peripherie und die Fläche. Erteilt

man einer dieser Gröfsen willkürliche verschiedene Werte, so

bekommen die anderen beiden bestimmte, entsprechende Werte;

sie sind also Funktionen der ersten, welche selbst hierbei die

unabhängige Variabele ist.

Bei einem geraden Kreiscylinder hat man vier Gröfsen

zu betrachten: den Radius, die Höhe, die Oberfläche und das

Volumen. Hier kann man zweien der Gröfsen willkürliche

Werte beilegen, die anderen beiden bekommen alsdann be-

stimmte Werte, sie sind also Funktionen von zwei unab-

hängigen Variabelen.

Allgemein definiert man:

y ist eine FunJdion der einen Veränderlichen x, wenn jedem

Werte der Veränderlichen x ein bestimmter Wert y zugeordnet ivird.

y ist eine FunJction der Veränderlichen x^y x^, . . ., wenn

jedem Wertsysteme der Veränderlichen itj, ^2; • • • ^^'^ bestimmter

Wert y zugeordnet ist.

7. Einteilung der Funktionen. Die Funktionen, welche

wir betrachten werden, werden meistens analytisch definiert

sein durch eine Formel, welche die Veränderlichen x enthält

und deren Werte die Funktionswerte y repräsentieren.

Man teilt die Funktionen in ähnlicher Weise ein, wie

wir es für die Zahlen bereits kennen gelernt haben.

Unterwirft man die Veränderlichen und Konstanten einer

endlichen Anzahl von Additionen, Subtraktionen und Multi-

plikationen, so entsteht ein Polynom oder eine ganze rationale

Funktion. Die Gleichung:

y = a^x'"" + a^x"'-^ H h a,n

definiert, wenn die a Konstanten sind, y allgemein als ganze

rationale Funktion von x. Sind die a ganze rationale Funk-

tionen einer zweiten Variabelen x^, so ist y eine ganze ratio-

nale Funktion von x und ^j, sind die Koeffizienten a ganze



Q Erstes Kapitel.

ationale Funktionen von x^^ und X2j so wird y eine ganzer

rationale Funktion von x, Xi, x^ u. s. vr.

Der Quotient zweier ganzen rationalen Funktionen:

l^x"" -\- 5irc"-'H V^

heifst eine gehrocliene rationale Funktion. Die ganzen und ge-

brochenen rationalen Funktionen zusammen bilden den Bereich

der rationalen Funktionen schlechthin.

Ist y Wurzel einer algebraischen Gleichung, deren Koef-

fizienten ganze, rationale Funktionen sind, so heifst y eine

algebraische Funktion. Die algebraischen Funktionen umfassen

also als spezielle Fälle die rationalen, y =
\

Yx \

ist demnach

eine algebraische Funktion ebenso wie y = —
j

yx
\

;
denn in

beiden Fällen genügt y der algebraischen Gleichung:

Eine nicht algebraische Funktion heifst eine transcendente.

sina: ist eine transcendente Funktion von x.

Eine Funktion y heifst explicite gegeben, wenn die sie

definierende Gleichung nach y aufgelöst ist; im entgegen-

gesetzten Falle ist y implicite gegeben.
|

]/x
\

ist durch

2/
=

I

j/o;
I

explicite, durch y^— x = implicite gegeben.

Der Variabilitätsbereich von x, für welchen die ganzen

rationalen Funktionen von x definiert sind, besteht aus allen

reellen Zahlen überhaupt; der für die gebrochenen rationalen

Funktionen umfafst ebenfalls ^alle reellen Zahlen Xj ausge-

nommen die etwaigen Nullstellen des Nenners; lYxl endlich

ist nur definiert für den Variabilitätsbereich aller positiven

reellen x.

Um zu bezeichnen, dafs y eine Funktion von x oder eine

solche von iCj, x.^, u. s. w. ist, schreibt man:

y==f\x) bezw. y = f{x^,x^), u. s. w.

Der Buchstabe f zur Bezeichnung einer Funktion ist zwar

die Regel, er kann aber auch durch jeden anderen ersetzt

werden.

Geometrisch repräsentiert man gewöhnlich Funktionen

einer Veränderlichen durch Kurvenmge, Funktionen zweier
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Veräuderliclien durch Flächen. Wir wollen nun einige spezielle

transcendente Funktionen betrachten.

8. Die Exponentialfunktion a^. Ist a eine positive Zahl,

so ordnet der Ausdruck a^ jeder Zahl x eine positive Zahl a^

zu. Von denjenigen Werten von a^, die nicht reell und

positiv sind, sehen wir hier ab. Die so entstehende Zu-

ordnung der Zahlen x und a^ macht a^ zu einer Funktion

von X. Um uns über den Verlauf von ihr zu unterrichten,

zeichnen wir die Kurve y = a^. Je nach dem Werte von a

sind da verschiedene Fälle zu unterscheiden:

a) a>l. ß) a=l. y) a<l.
a) Ist zunächst |a > 1 , so hat die Kurve ungefähr die

untenstehende Gestalt, die sich auf den Fall a = 2 bezieht.

Die Figur lehrt uns Folgendes:

Wenn x, von sehr grofsen negativen Werten aus wach-

send, bis geht, wächst die Funktion a^ von sehr kleinen

positiven Werten bis 1. Geht dann

X von bis zu sehr grofsen posi-

tiven Zahlen, so wächst a^ weiter

und zwar immer stärker von 1 bis

zu sehr grofsen positiven Zahlen. In

arithmetischer Progression stehen-

den Abscissen entsprechen in geo-

metrischerProgression stehende Or-

dinaten. a^ wächst also beständig

und nimmt daher jeden positiven

Wert, und jeden nur einmal an.

ß) Ist a = 1 , so ist a^ eben-

falls beständig gleich 1.

y) Ist endlich a < 1 , und geht x von sehr grofsen nega-

tiven Werten aus wachsend durch und weiter zu sehr grofsen

positiven Werten, so fällt umgekehrt a* von sehr grofsen posi-

tiven Werten beständig bis a^ = 1 und dann weiter bis zu

immer kleineren positiven Werten, a^ nimmt wieder jeden

positiven Wert und jeden nur einmal an.

9. Die goniometrisehen Funktionen. Die goniometrischen

Funktionen sind:
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Sinus, Cosinus, Tangens, Cotangens.

Wir bezeichnen sie durch:

sin , cos , tg , ctg

.

Die goniometrischen Funktionen sind im Unterschiede Ton

den bisher betrachteten nicht numerisch, sondern geometrisch

Fig. 3. definiert. In der Trigonometrie

aber wird schon gelehrt, wie man
zu jedem Winkel eines Kreises

den numerischen Wert der Funk-

tionen sin, cos, etc. mit beliebiger

Annäherung berechnen kann.

Die Zahl x^ durch welche

die Gröfse des Winkels gemessen

wird, ist hierbei als absolute Zahl

gedacht, sie giebt die Länge des

zum Winkel gehörigen Bogens,

gemessen auf einem Kreise mit dem Radius 1 (vergl. Fig. 3).

Die volle Umdrehung, der Winkel von 360^, erhält dabei den

Zahlenwert 27t und jeder Winkel, dessen Gradzahl a ist, den

numerischen Wert:
^ a cm

^""^^*360"" 180*

Man nennt dieses Winkelmafs das natürliclie.

Ein Winkel von a = 1^ wird im natürlichen Winkelmafs

durch die Zahl

* =
Y8Ö
= 0'0"45

Umgekehrt entspricht dem Winkel x = 1 im

180

gemessen.

Gradmafs:

TT
'

Zeichnet man unter Festhaltung des natürlichen Winkel-

mafses die Kurven

y = sinXy y == cosx
, 2/

== tg a;
, y == cigx,

so zeigen diese das aus der Goniometrie bereits bekannte Ver-

halten. Folgendes möge dabei hervorgehoben werden.

1) Alle vier Funktionen sind ijeriodische Funktionen von x,

d. h. sie bleiben ungeändert, wenn man das Argument x um
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eine gewisse Konstante, die Periode genannt, vermelirt. Die

Periode von sin und cos ist 27C, die von tg und ctg bereits tc.

3X

coso:

"^ <x£y ^^^®

2) Sinus und Cosinus nehmen alle Werte zwischen — 1

und + 1 an, Tangens und Cotangens alle reellen Werte über-

haupt.

3) Der Sinus nimmt in dem Intervalle —

Werte zwischen — 1 und + 1 und jeden nur einmal an; denn,

wenn x von — - bis + — geht, wächst sin;^; von — 1 bis

+ 1. Der Cosinus nimmt alle

Werte zwischen — 1 und

-|- 1 und jeden nur einmal

in dem Intervalle ^x-^Tt

an. Beschränken wir bei

Tangens und Cotangens das

X auf dieselben Intervalle

wie bezw. bei Sinns und

Cosinus, so nehmen tg und

ctg alle reellen Zahlenwerte

und jeden nur einmal an.

Ausnahmestellen sind ^= ^

für den Tangens, x= und

X = 7t für den Cotangens,

wo die fraorlichen Funk-

-liJi
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y
Fig.

J5

^

angehört. Alsdann entspricht jedem Werte x dieses Inter-

valles ein bestimmter Wert y. Die Gesamtheit dieser Werte y
möge dem Intervalle

Ä£y£B
angehören. Nimmt nun f(x) in dem Intervalle jeden Wert
zwischen Ä und B einmal und nur einmal an, so entspricht

auch umgekehrt jedem Werte y des Intervalles Ä bis B ein

und nur ein bestimmter Wert Xj für welchen y = f{x) wird.

Es ist dann auch x eine Funktion von y^ x = cp («/) und zwar

heilst (p(y) eine zu f(x) mverse

Fimldion. Die nebenstehende Figur

sucht die Definition zu erläutern.

Der Kurvenbogen giebt den Ver-

lauf der Funktion y == f{x\ wenn

X als Abscissenachse, y als Ordi-

natenachse gewählt ist. Die Pro-

jektion der Kurvenpunkte auf die

__x ^- Achse liefert alle Punkte des

Yariabilitätsbereiches a-^x -^h.

Die Lote oder Ordinaten in diesen Kurvenpunkten geben die

zugehörigen Funktionswerte y. Projiziert man den Kurvenzug

auf die 2/- Achse, so wird auf dieser gerade das Intervall von

A bis B abgeschnitten. Da umgekehrt jedem Werte y dieses

Intervalles ein und nur ein Wert x des Intervalles a bis &

entsprechen soll, so wird bei der Projektion des Kurvenbogens

auf die ?/-Achse der Abschnitt von A bis B lückenlos und

überall einfach überdeckt. Betrachtet man jetzt y als unab-

hängige Veränderliche und sucht denjenigen Wert x in dem
Intervalle von a bis 6, für welchen y = f(x) wird, so bildet

man die Funktion x = (p(y). Geometrisch wird diese erhalten,

indem in den einzelnen Punkten y des Intervalles A ^y ^B
Parallelen zur ic- Achse von der Länge] und Richtung gezogen

werden, die jedesmal durch x = (p{y) bestimmt sind. Dabei

entsteht genau der alte Kurvenzug wieder. Nur, dafs dieses Mal
die Abscissen- und Ordinatenachse ihre Rolle vertauscht haben.

Betrachten wir beispielsweise die Funktion y = x^ und

weisen x alle positiven Zahlen als Variabilitätsbereich an.

Dann nimmt y ebenfalls alle positiven Zahlenwerte an und
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jedem positiven Werte x entspricM ein und nur ein positiver

Wert y und jedem positiven Werte y ein und nur ein positiver

Wert X. Hier wird dann x=\yy\ die betreffende zu x^ inverse

Funktion. — Wy\ wäre die andere zu x'^ inverse Funktion.

11. Der Logarithmus. Betrachten w^ir die in 8. definierte

Funktion y = a^, so sahen wir, wenn x von — cx) bis -j- cx)

läuft, nimmt y alle positiven Werte und jeden nur einmal an.

Natürlich ist dabei a als positiv und von Null und 1 ver-

schieden vorausgesetzt. Es wird daher umgekehrt x eine

Funktion von y werden. Die so entstehende Funktion heifst

bekanntlich der Logarithmus von y.

X = "log?/.

Durchläuft y alle positiven Zahlen von an, so nimmt der

Logarithmus alle positiven und negativen Werte und jeden

nur einmal an. Für negative Werte von y ist "logt/ nicht

definiert.

12. Die cyclometrischen Funktionen, Die inversen Funk-

tionen der goniometrischen Funktionen heifsen die cyclo-

metrischen.

a. Ist z. B. 2/
=== tga;, so wird, wenn x von — y bis + --

läuft, y alle negativen und positiven Werte durchlaufen und

jeden Wert nur einmal annehmen. j,.^ ^

Jedem Werte y entspricht daher

ein und nur ein Wert x zwischen

^ und -\- —. X wird so eine

Funktion von «/, welche, wenn y

alle reellen Werte durchläuft, alle

Werte zwischen ^- und -\-

annimmt. Die so definierte Funk-

tion heifst der Arcus Tangens von

y und man schreibt:

X = arctg ?/,

weil X ein Bogen ist, dessen Tangens gleich y ist.

Die so entstehenden Werte x sind aber nicht die einzigen,

welche die Gleichung y= tgx erfüllen. Da vielmehr der Tangens
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die Periode 7t besitzt, so ist auch y= ig(x-\-li7i)j wo Tc irgend

eine ganze Zahl ist^ und daher erfüllt auch:

X = arctg?/ + ^^'^

die Gleichung y = i^x. Jede Funktion der Form arc i^y -{-lue

ist daher eine zum Tangens inverse Funktion. Die Gleichung

X = arctg?/ + JcTt liefert aber alle Werte x, welche y = i^x
genügen, wenn ^ alle ganzen Zahlen durchläuft.

b. Ist dagegen y == ctg x und durchläuft x alle Werte

von bis tc^ so durchläuft y alle reellen Werte und jeden

nur einmal. Umgekehrt wird daher:

X = arc ctg y

eine Funktion, welche alle Werte zwischen und tc und jeden

nur einmal annimmt, wenn y alle reellen Werte durchläuft

Alle Werte x, welche y == ctgo; erfüllen, liefert die Gleichung

X = arc ctg y + liit^

wenn ^ alle ganzzahligen Werte durchläuft.

c. Ist ferner y = ^mx und durchläuft x alle Werte von

— — bis + -— , so durchläuft y alle Werte von — 1 bis + 1

und setzt man umgekehrt:

X == arc sin?/,

so wird dies eine Funktion, welche nur für alle Werte y
zwischen — 1 und + 1 definiert ist. Durchläuft y dieses

Intervall, so nimmt x alle Werte zwischen — — und + —
und jeden nur einmal an.

Da aber smx == sin (;i;— x) ist, so ist neben x == arc sin?/

auch

X = 7t — arc sin y

eine Lösung der Gleichung y= sina;. Da endlich sin(ii; + 2'k7t)

= sinrr ist, so stecken alle Lösungen der Gleichung y = sinx

in den zwei Formeln:

X = arc sin y + 2h7t

X = — arc sin 2/ + (2 Je + l);r,

in welchen k irgend eine ganze Zahl bedeutet.

d. Ist endlich ^ = cos :3; und durchläuft x alle Werte von

bis 7t, so durchläuft y alle Werte von — 1 bis +1 und
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X = arc cos y

wird eine Funktion, -welche, Avenn y alle Werte zwischen — 1

und + 1 durchläuft, alle Werte zwischen und % und jeden

nur einmal annimmt. Eine neue Lösung der Gleichung 2/
= cosa;

ergiebt sich wegen cos^- = cos(2:i; — a;), nämlich:

X = 2% — arc cos?/

und alle Lösungen jener Gleichung stecken in den zwei Formeln:

X = arc cos y + 2Z:jr

rc = — arc cos y + 21i%,

in welchen Iz irgend eine ganze Zahl bedeutet.

Fig. 8.

§ 3. Der Begriff der Grenze.

13. Grenzwert bei wachsendem x. Wir wollen der A^er-

änderlichen x den Variabilitätsbereich aller reellen Zahlen von

h bis a anweisen, h eingeschlossen, a ausgeschlossen:

h ^x <Ca

und in diesem Bereiche jedem Werte x einen bestimmten

Wert y zuordnen, also y zu einer Funktion von x machen.

Der nebenstehende Kurven-

zug stelle diese Funktion vor.

Man wird versucht sein die Kurve

auch bis a fortzusetzen, und so

entstände eine Ordinate Ä . Diese

Ordinate nennt man den Grenz-

wert, dem y oder f(x) sich nähert,

wenn x sich wachsend demWerte
a nähert. Dieser Grenzwert hat

also mit dem Werte, der f(x)

selbst an der Stelle a vorge-

schrieben ist, d. h. mit f(a) gar

nichts zu thun. An der Stelle x = a ist ja die Funktion noch

gar nicht definiert. Vielmehr wird Ä nur von den Werten f(x)

abhängen, welche die Funktion vor der Stelle x = a annimmt.

Die beiden folgenden Figuren beziehen sich auf andere Möglich-

keiten, wie fix) sich mit gegen a wachsendem x dem Werte A
nähern kann.

a-h
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In Fig. 8 nähert sich f{x) wachsend, in Fig. 9 abnehmend,

in Fig. 10 oscillierend dem Grenzwerte A, Das eben geschil-

derte Fortsetzungsgefühl kommt daher, dafs in allen Fällen

vor X = a lauter Ordinaten liegen, die sämtlich nur noch sehr

wenig von A abweichen.

A-er

Fig. 9.

a-7t
-CO

Fig. 10.

Versteht man also unter ö eine kleine positive Zahl und

zieht zur rr-Achse im Abstände A — ö und A -\- 6 Parallelen

und bildet so einen kleinen Streifen von der Breite 20, so

werden von einer bestimmten Stelle an — in den Figuren für

alle X hinter a — h — die zugehörigen Kurvenpunkte in dem

Streifen eingeschlossen sein. Ja sogar, wenn man beliebig

klein die Zahl 6, also auch die Breite 26 des Streifens, vor-

giebt, so kann man immer eine Stelle vor a, x = a — h

finden, so dafs für alle auf a — h folgenden Werte von x bis

zur Stelle x = a hin die Endpunkte der zugehörigen Ordi-

naten y in den vorgegebenen Streifen hineinfallen, der vou

den Parallelen zur :r-Achse im Abstände A -\- 6 und A — 6

begrenzt wird. Diese Beobachtungen führen zur folgenden

Definition des Grenzwertes:

Definition. Wenn man sagt, die FtmMion f(x) erhält den

Grenzwert A, wenn x bis a ivächst, so bedeutet dies:

Wird eine (beliebig Meine) positive Zahl 6 willkürlich vor-

geschrieben, so kann man immer eine positive Zahl h finden^

so dafs:

\f{a — h') — A <6
wird für jedes positive h\ das Meiner als h ist.
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Einige Beispiele mögen das Gesagte erläutern.

'Beispiel I. Wächst x von einer negativen Zahl bis 0^

so erhält die Funktion y = x^ 2aii der Stelle x = den Grenz-

wert null.

Die Richtigkeit der Behauptung wird bereits durch den

Anblick der untenstehenden Figur plausibel gemacht. In

der That, sei 6 eine beliebig

kleine, vorgegebene positive

Zahl; etwa:

^ = 0,001;

alsdann wird nach der Behaup-

tung A= und a = 0; es ist

also zu zeigen, dafs eine po-

sitive Zahl Ji gefunden werden

kann, so dafs

\{-hy\< 0,001

wird für jedes h' <ih. Diese

Bedingung ist aber erfüllt, wenn h = 0,1 gesetzt wird.

Beispiel IL Die zahlentheoretische Funktion

in welcher nach Gaufs [oc] die gröfste ganze in x enthaltene

Zahl bedeutet, erhält, wenn ^ bis a = 3 wächst, den Grenz-

wert 2.

Das geometrische Bild

der Funktion wird durch die

nebenstehende Fig. 12 gelie-

fert. Die Kurve verläuft so,

dafs für alle x, die in den

Intervallen

0£a;<l,
l<x<2,
2^x<^, ...

liegen, die Funktion y einen

im ganzen Intervalle kon-

stanten Wert behält, nämlich bezw. 0,1,2, In dem
Endpunkte jedes Tntervalles springt sie plötzlich auf einen um
1 höheren Wert.

y == x^

+
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Gebe ich nun a beliebig klein ^ etwa gleich j^ vor, so

wird die Differenz

l[3_Ä']-2| = 0<^^
für jedes h\ welches den Bedingungen

2 ^ 3 — // < 3

genügt, also für jedes positive Ji, welches kleiner als 1 ist.

Beispiel III. Nähert sich x vom Negativen her der

Null, so strebt die Funktion y = sin- überhaupt gar keinem

Grenzwerte für x = zu.

2
Während nämlich x vom Negativen her bis — -- geht,

nimmt y ununterbrochen ab von bis — 1, in den immer
2 , . 2

kleiner werdenden Intervallen von x = bis x = — „_

,

TT OTT

von x= — ^r- bis x = , u. s. w. schwankt nun y be-

ständig zwischen — 1 und + 1 hin und her, so dafs, wie

klein man auch das Intervall von x = — h his x = nehmen

mag, immer noch y = sin— in ihm den Wert — 1 sowohl

als + 1 annehmen kann, so dafs die Oscillationen nicht gegen

null konvergieren. Giebt man also z. B. ö = ^ vor, so kann

man nie eine Zahl h finden, so dafs für alle x zwischen — h

und
. 1

sin —
X
< 6 bleibt.

14. Grenzwert bei abnehmendem x. Wir wollen jetzt x

den Variabilitätsbereich erteilen:

« < ^ ^ c,

also a ausschliefsen, c einschliefsen und nun wieder jedem
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Werte x des Bereiches einen bestimmten Wert y zuordnen,

so dafs y eine Funktion von x wird. Denkt man sich die

Kurvenzüge der Figuren 8. 9. 10. an der Ordinate ij = A ge-

spiegelt, so entstehen zu ihnen ganz symmetrische Kurvenzüge,

deren Ordinaten in der Richtung von rechts nach links dem

Werte A zustreben. Sie geben dann ein Bild dafür, wie eine

Funktion f{x) bei nach a abnehmendem x sich dem Grenz-

werte A nähern kann.

Versteht man wieder unter 6 eine beliebig klein vor-

gegebene positive Zahl und konstruiert wieder einen von den

Parallelen y = A — 6 und y == A -\- Q eingeschlossenen

Streifen, so wird für jeden Wert x, der gröfser als a, aber

kleiner als a + li ist, der Endpunkt der zugehörigen Ordi-

nate y = f(x) in den Streifen hineinfallen. Wir definieren also:

Definition. Wenn man sagt, die Funhtion f{x) erhält

den Grenzwert A^ wenn x bis a abnimmt, so bedeutet dies:

Wird eine (beliebig Meine) positive Zahl 6 willkürlich vor-

geschrieben, so kann man immer eine positive Zahl h finden, so dafs

\f{a + h:)-A\<6
wird für jedes positive Ji , das kleiner als h ist.

Nehmen wir unsere früheren Beispiele, so sehen wir:

Beispiel I. Nimmt x von einer positiven Zahl bis

ab, so erhält die Funktion y = x^ an der Stelle x = den

Grenzwert 0.

Die Richtigkeit der Behauptung lehrt wieder fast schon

der blofse Anblick auf die rechte Hälfte der Figur 11. Ist 6

wieder eine beliebig kleine, vorgegebene positive Zahl, etwa:

a = 0,001,

so wird zu zeigen sein, dafs für ein passendes h:

\h'^\< 0,001

wird für jedes positive h' , das kleiner als h ist. Auch hier

ist h = 0,1 das gesuchte h.

Beispiel IL Die Funktion y === [a?] erhält, wenn x bis

a = 3 abnimmt, den Grenzwert 3. In der That wird

j

[3 -f /i'] - 3
I

= < (?

für beliebig kleines positives ö, wenn nur die positive Zahl h'

kleiner als 1 ist.

Serret, Diff.- u. Integral-Kechnung. I. 2. Aufl. 2
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Beispiel IIL Die Funktion 2/ = sin— erhält iür x =
auch dann keinen bestimmten Grenzwert, wenn x vom Posi-

tiven her abnehmend sich der Null nähert; denn auch in

jedem noch so kleinen Intervalle rechts vom Nullpunkte er-

reicht sie die Werte + 1 und — 1.

15. Grenzwert überhaupt. In unseren drei Beispielen

hat also die Funktion y = f{x) an der gerade betrachteten

Stelle X = a nur in dem ersten Falle einen bestimmten Grenz-

wert, der denselben Wert hat, von welcher Seite aus man
auch sich x dem Werte a nähern läfst. Denn x^ wird für

a; = in beiden Fällen null. \x\ hat zwar bei beiden Rich-

tungen der Annäherung einen bestimmten Grenzwert für

X = 3, aber dieser ist 2, wenn x sich wachsend, er ist 3,

wenn x sich abnehmend der Stelle x = 3 nähert, sin— end-
X

lieh besitzt für x = weder bei der einen noch bei der

anderen Art der Amiäherung an ri; = dort einen bestimmten

Grenzwert. Nur von Funktionen, welche wie x^ an der be-

trachteten Stelle bei beiden Arten der Annäherung denselben

Grenzwert hat, sagen wir, sie besitzen schlechthin an der

Stelle X = a einen bestimmten Grenzwert und wir sagen daher:

Definition. „Wenn man sagt, die Funktion f(x) hat

den Grenzwert A an der Stelle x = a, so keifst dies f(x) hat

sowohl hei nach a wachsendem, als nach a abnehmendem x den

Grenzwert Ä.'^

Vergleicht man die für den Grenz \vert bei abnehmendem

und wachsendem x gegebenen Definitionen untereinander, so

erkennt man, dafs sie sich nur durch das Vorzeichen der dort

vorkommenden Gröfse h' unterscheiden; daher kann die letzte

Definition auch durch diese ersetzt werden:

Definition. Wenn man sagt, die Funktion f(x) hat den

Grenzwert Ä an der Stelle x = a, so heifst dies:

Wird eine (beliebig Meine) positive Zahl <s vorgeschrieben,

so kann man immer eine positive Zahl h finden, so dafs:

\f(a^V)-A\<6
wird für jedes von null verschiedene h' , dessen Betrag kleiner

als h ist



Einleitende Begriffe. 19

Betrachten wir wieder unser Beispiel x^ an der Stelle

und wählen 6 = 0,001, so wird

|r^l< 0,001

für jedes h', für welches
|

Ä'
|
< 0,1 ist.

Hat eine Funktion f{^x) an der Stelle x = a den Grenz-

wert J., so nennt man diesen auch den Limes von f{x) für

ic == a und schreibt:

Es ist also:

lim f {x) = A.
X = a

lim x^ == 0.

X =
16. Funktionen mehrerer Veränderlichen. Die vorher-

gehenden Definitionen lassen sich mutatis mutandis auch auf

Funktionen mehrerer Veränderlichen x^x^ . . . ausdehnen. Ist

die Zahl dieser Veränderlichen 2, so kann man zur geome-

trischen Interpretation greifen, indem man die 2 Veränder-

lichen x^y x^ durch Punkte einer Ebene und den zu jedem

Wertsysteme x^y x^ zugehörigen Funktionswert y durch ein

Lot von der Länge y auf der Ebene {x^ x^ im Punkte {x^ x^
repräsentiert. Setzt man allgemein

X^ = ö^i, Xt^ = ü^y • • •;

so sagt man, man fixiert eine bestimmte Stelle für das Wert-

system x^y x^y... Die Stelle oder das Wertsystem x^^ x^y...

ist null, wenn alle x einzeln null sind. Die Definition des

Grenzwerts lautet hier so:

Definition. Wenn man sagty die FimUion f{x^j ^2?---)

hat den Grenzwert A an der Stelle x^ = a^y x^ = a^y . , .y so

heifs dies:

Wird eine (beliebig Meine) positive Zahl 6 vorgeschrieben,

so Tcann man immer eine positive Zahl h finden, so dafs

\f(a, + V, «2 + V, ...) — A\<0
wird für jedes von null verschiedene Wertsystem h' , welches den

Bedingungen

:

\K\<h,\h,'\<h,...
genügt.
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§ 4. Die Begriife + oo und — oo.

17. Endlicher Grenzwert bei unendliclieni x. Zeichnet

man sich die Kurve y = y? so erhält man zwei Aste in der

in Figur 14 dargestellten Weise. Der den positiven Werten

X entsprechende Ast nähert sich mehr und mehr der Abscissen-

achse, je gröfser x wird, ohne sie jemals zu erreichen. Man
sagt daher, wenn x posi-

tiv unendlich grofs wird,

hat -^ zum Grenzwert null

und schreibt

lim \ = 0.

Nimmt x von einem ne-

gativen Werte aus immer

mehr ab, so nähert sich

der andere Ast ebenfalls

immer mehr der a;- Achse,

ohne sie je zu erreichen.

Man sagt entsprechend, -^ li^t den Grenzwert null, wenn x
sc

negativ unendlich grofs wird und schreibt:

1
lim = 0.

x = oo

Schliefst man den Grenzwert der Funktion y, also y ^= 0,

wieder in einen Streifen ein, indem man im Abstände + 6

und — Parallelen zur Abscissenachse zieht, so bleiben von

einem bestimmten x an (in der Figur von a;= + w, bezw. — n

an) die zugehörigen Kurvenpunkte beständig innerhalb dieses

Streifens und dies gilt, wie klein man auch die Zahl <? wäh-

len mag. Dementsprechend definiert man:

Definition. Wenn man sagt, die FunUion f{x) hat den

Grenzwert Aj wenn x bis \ _
+ oo wächst ,

' und:
oo abnimmt'



Einleitende Begriffe. 21

lim f{x) = Aj
X = CO

lim f(x) = Ä
X = — 00

schreibt j so heifst dies:

Wird eine (heliehig Meine) positive Zahl d vorgeschrielen,

so Icann man immer eine positive Zahl n finden ^ so dafs

\f{x)-A\<<5

wivd für jedes I ,. \ x, dessen Betrag n ülersteigt
\ negavive j

In dem Beispiele y = -
g sei a = 0,0001 vorgeschrieben

und zu zeigen, dafs lim -^ = ist. Dann ist ein n zu
X = <X) ^

finden, so dafs für jedes x^ n

i 1

X'
< 0,0001

wird. Das gesuchte n ist n == 100.

18. Unendlicher Grenzwert bei endlichem x. Betrachtet

man hingegen y = -^ in der Nähe von x = 0^ so wird, wenn

x sich (von irgend einer Seite her) der Null nähert, y immer

gröfser und gröfser. Man sagt daher — hat an der Stelle

X = den Grenzwert oo. Würde man die Kurve an der

X - Achse spiegeln, so entstände die Kurve y = — -^, die

Funktion y = ^ hätte für x = den Grenzwert — oo.
X-

1

x'
Schreibt man bei der Kurve y = ^ eine beliebig grofse

positive Zahl N vor, und zieht im Abstände N zur x Achse

eine Parallele, so schneidet diese die Kurve in zwei Punkten,

deren Abscissen die Länge h haben und jeder Abscisse, deren

Länge kleiner als h ist, entspricht eine Ordinate y^ die noch

gröfser als die vorgegebene Ordinate n ist. Demnach defi-

niert man:

Definition, Wenn man sagt, die Function f{x) hat an der

Stelle X = a den Grenzwert je», und schreibt:
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lim f{x)={lim f(x) = \ (X>^

X

SO keifst dies:

Wird eine (beliebig grofse) positive Zahl N vorgeschrieben,

so Tcann man immer eine positive Zahl h finden ^ so dafs:

[
+ f(a+h')>N

wird für jedes von Null verschiedene h\ dessen Betrag Meiner

als h ist.

19. Unendlicher Grenzwert toei unendlichem x. Die

Funktion y = x'^^ deren Kurvenbild in Figur 5 dargestellt ist,

hat für X == -\- (x> den Grenzwert + cx), für x = — oo den

Grenzwert — oo. Würde man die Kurve an der y- Achse

spiegeln, so entstände das Bild der Funktion — x^ und diese

weist für a; = + c» den Grenzwert — oo, für x = — oo den

Grenzwert + oo auf. Genau so wie in den vorhergehenden

Fällen führt diese Beobachtung zu der Definition:

Definition. Wenn man sagt, die Funktion f{x) hat für

(X '~~'
' I oo

den Grenzwert 4- oo (— oo) und schreibt:

lim f(x) = oo, (— oo),

JX= CO

[X =— 00

so heifst dies:

Wird eine (beliebig grofse) positive Zahl N vorgeschrieben^

so Tcann man immer eine positive Zahl n finden, so dafs:

+ f(x)>N,i-fix)>N)

mrd für jedes \ . x, dessen Betrag n übersteigt.
\ negatzve

Natürlich giebt es auch Funktionen, welche auch für

X = oo keinen bestimmten (endlichen oder unendlichen) Grenz-

wert haben; sinri; schwankt, wie grofs auch x werden mag,

zwischen den Grenzen + 1 und — 1, die es immer wieder

erreicht, hin und her; ein lim sin:r existiert also nicht.

iC = 00

Man erkennt aus dem Vorhergehenden, dafs die Symbole

+ oo und — oo manche Eigenschaften mit den Zahlen ge-
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mein haben. Da sie aber in anderen Punkten durchaus nicht

ihren Gesetzen gehorchen, werden wir sie nicht als Zahlen

bezeichnen dürfen. Wenn daher im Folgenden von Zahlen

die Rede ist, oder Buchstaben a . . . eingeführt werden, sollen

die Symbole + oo und — oo stets ausgeschlossen sein.

§ 5. Stetigkeit.

20. Stetigkeit von Punktionen Einer Veränderlichen.

Betrachten wir die bisher gezeichneten Kurven an denjenigen

Stellen, an welchen wir sie untersucht haben der Reihe nach

und beginnen mit [x], so macht diese Funktion an der Stelle

X = 3 (und ebenso für jeden anderen ganzzahligen Wert von x)

einen Sprung (vgl. Fig. 12), sie wird dort unstetig ^ sie hat an

der Stelle a; = 3 nicht denselben Grenzwert, je nachdem x

wachsend oder abnehmend in die Stelle x = 3 hineinrückt.

Noch weniger hat sin— (Fig. 13) an der Stelle x = einen

bestimmten Grenzwert, auch diese Funktion wird man nicht

als stetig in a; = bezeichnen wollen. Die Funktion 2/
=

2

besitzt für x = zwar einen bestimmten Grenzwert (Fig. 14),

aber dieser ist unendlich grofs und deshalb wird auch y = -^

an der Stelle x = nicht stetig genannt werden können.

Damit also eine Funktion f{x) allgemein an der Stelle x = a

stetig genannt werden darf, ist jedenfalls notwendig, dafs f{x)

an der Stelle x = a einen bestimmten, endlichen Grenzwert

besitzt:

lim fix) == A.
X = a

Diese Bedingung erfüllt z. B. die Funktion x^ für x =
(vgl. Fig. 11). An dieser Stelle besitzt x^ einen ganz be-

stimmten Grenzwert. Aber noch mehr, dieser Grenzwert ist

genau gleich dem Zahlenwerte, welchen x^ erhält, wenn man
einfach a; = in den Ausdruck der Funktion x^ einsetzt;

denn der Grenzwert ist ebenso wie der Funktionswert für

X = gleich null. In der That verläuft auch die Kurve

y = x^ im Punkte x = Oy wie der blofse Anblick lehrt, ganz

stetig. Wir werden deshalb als eine zweite Bedingung für die
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Stetigkeit die einführen, dafs der Grenzwert von f{x) für x= a

gleich f{a) selbst ist. Also:

^ =/(«).

Wie notwendig diese zweite Bedingung ist, lehrt ein sehr

einfaches Beispiel, welches an unsere Funktion x^ anknüpft.

Wir definieren eine Funktion y = (p{x\ indem wir festsetzen

(pipc) soll für jedes von null verschiedene x denselben Wert

wie x^ haben, nur für o; == setzen wir (p{x) = 7. So will-

kürlich diese Mafsregel ist, das so konstruierte (p{x) fällt unter

den Begriff: „FunJction von ic". Das Kurvenbild von y = (p{x)

wird genau das der Figur 11 sein, nur für x = springt die

Ordinate auf den Wert y = 1. Für diese Funktion (p{x) bleibt

also

lim (p{x) =
o; =

denn der Grenzwert von qp(ic) für x = hängt ja nur von den

Werten in der Nähe von rr = ab und diese stimmen sämt-

lich mit denen von x^ überein. Aber es ist:

«P (0) = 7

denn das haben wir ja festgesetzt. Es ist also hier zwar

lim fix) = A ein bestimmter Wert; dieser ist aber verschie-

X = a

den von f{a) und dem entspricht, dafs das geometrische Bild

der Kurve y = cp{x) an der Stelle eine Unstetigkeit aufweist.

Also erst die Bedingungen

lim fix) = Ä = fia)
X = a

charakterisieren mathematisch ausreichend die Forderung, dafs

fix) an der Stelle a stetig ist und wir definieren daher jetzt

ganz kurz:

Definition. Wenn wir sagen, die Funktion fix) ist stetig

an der Stelle x = a^ so Jieifst dies, sie hat für x = a einen be-

stimmten endlichen Grenzivert und dieser Grenzwert ist f{a).

Erinnert man sich der Bedeutung der Ausdrucksweise:

eine Funktion besitzt an einer bestimmten Stelle einen ge-

wissen endlichen Grenzwert, so kann man die Definition der

Stetigkeit auch so fassen:



Einleitende Begriffe. 25

Definition. Wenn wir sagen, die FimMicn f(x) ist stetig

an der Stelle x = a, so keifst dies:

Ist 6 eine (beliebig Mein) vorgegebene positive Zahl, so kann

man immer eine positive Zahl h finden ^ so dafs:

\f(a + h')-aa)\<0
wird für jedes K y dessen Betrag kleiner als h ist.

21. Stetigkeit von Punktionen mehrerer Veränderlichen.

Analog definiert man die Stetigkeit der Funktionen mehrerer

Veränderlichen so:

Definition. Wenn man sagt die Funktion f{x^, oc^, ...)

ist stetig an der Stelle x^ = a^, ^Tg = «2, . . ., so Jieifst dies, sie

hat an dieser Stelle einen bestiynmten endlichen Grenzwert und

dieser Grenzwert ist

f{a„ a^, ...)•

Hiermit deckt sich die:

Definition. Wenn man sagt, die Funktion f(x^, x^, . .
.)

ist stetig an der Stelle x^ = a^j x^^ a^^ . . ., so heifst dies:

Ist ö eine (beliebig klein) vorgegebene positive Zahl, so kann

man immer eine positive Zahl h finden, so dafs:

I
fiPv + Ky (^2 + h'y • • •) — /"K 0^2 • • •)

I

< <^

wird für jedes Weltsystem ih^ h^ ...), welches den Bedingungen:

I V I

< h,
I

h\
I

<h,...

genügt.

22. Ein allgemeiner Satz. Sind f, f^, - - . fn Funktionen

von x^, x^j ... Xra-, dic an der Stelle x-^== a^, x.2 = a^^ ... Xm

= am stetig sind und dort die Werte b^, b^, ... bn annehmen

und ist g {y^, y^, ... «/„) an Stelle yi = b^, y^==^b^, ... yn = bn

stetig, so ist auch g{fi, f^i ... fr) ^ine Funktion von a^^ ... Xm^

welche an der Stelle Xi = a^, x.^ '= a^, . . . Xm "== cLvx stetig ist.

Ist 6 eine vorgeschriebene positive Zahl, so läfst sich

eine positive Zahl k finden, so dafs:

\9{yu ..• yn) — g{b, ... bn)\<ö

wird für jedes Wertsjstem y, welches den Bedingungen ge-

nügt:

\yi — h\< 1^^
1

2/2
— b^\<k, ... \yn — bn\<k.

Denn g{y^ ... ?/„) ist ja an der Stelle yi = b^^, , . . y» = bn stetig.
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Aber jedes y = f{x^ . . . x^) ist an der Stelle x^ = a^, . . . x^
== am stetig und nimmt dort einen der Werte h an. Also

läfst sich eine positive Zahl h finden, so dafs für jedes fi

I
f{x^ . . . Xr,^ — f{a^ . ..am)\<l

wird, sobald:

\x^ — a^\<hj ... \xm — am\<li

ist. Folglich läfst sich zu jeder vorgeschriebenen positiven

Zahl (5 eine Zahl h finden, sodafs:

\g{fM---Ux))-g{f,{a)...fn{a))\<0
wird für jedes Wertsystem x, welches den Bedingungen

i
^1 — «1

I
< ^> ... \x,n am\<'h

genügt. Hiermit ist der Satz bewiesen.

23. Beispiele von stetigen Punktionen, a. Das Produkt

von X und einer Konstanten C, also Cx ist für jeden Wert x

eine stetige Funktion von x.

Zeichnet man sich die Kurve y = Cx, so ist diese eine

im Winkel arctg C gegen die positive Richtung der ic- Achse

geneigte gerade Linie, welche an keiner Stelle eine Unstetig-

keit aufweist. Der exakte Beweis für den Satz liegt in der

Thatsache, dafs lim Cx = Ca ist. Um aber dies zu er-

X = a

kennen, braucht man nur eine positive Zahl h zu finden, so

dafs C- (a + ^*') — Ca = CK absolut kleiner wird als irgend

eine vorgegebene positive Zahl ö, wenn nur \K
\

<.h ist. Die

gesuchte Zahl h ist:

b. Eine Konstante C ist für jeden Wert x eine stetige

Funktion von x.

Die Kurve y = C ist eine im Abstände C zur a;-Achse

gezogene parallele Gerade und läfst die Richtigkeit der Be-

hauptung bereits sehr wahrscheinlich erscheinen. Diese ist

aber auch sofort erwiesen-, denn für jede Zahl a ist

/•(a) = C
und für jedes Ji auch:

na + h') = C,
mithin ist immer:
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l/-(a + Ä')-r(«)i=0;
und dies ist gewifs kleiner als irgend eine positive Zahl ö.

c. Xi + 0)2 ist an jeder Stelle x^ = a^, x^^ a^ eine stetige

Fimhtion von x^ und x^-

Geometriscli wird der Verlauf der Funktion 2/ = ^i + ^2

durch eine Ebene dargestellt^ die durch den Koordinatenanfang

hindurchgeht und gegen die Achsen in leicht zu bestimmen-

der Weise geneigt ist. Die Anschauung läfst an keiner Stelle

der Ebene eine Unstetigkeit erkennen.

Ist in der That 6 eine (beliebig klein) vorgeschriebene

positive Zahl und setzt man ^ = Y' ®^ ^^^^ "^^^ jedes Wert-

system (iCi, x^, welches den Bedingungen
|
%— a^

|

</i,
|

iCg— a^lKh

genügt, auch:

I
(^1 + ^2) — («1 + «2)

I

<
I
^1 — «1

I
+

I
^2 — «2

I
< 2Ä= ^.

d. Sind fi(x^ ' ' ' Xn) und /2 (^1 • • • ^r^ 0^^ ^^^ Stelle

iCj = «j, ... Xm = am stetig j so gilt Gleiches von ihrer Summe:

/l V^l • • • '^"V "I 12 {ß^l • • • "^m)'

Setzt man

:

^1 = fli^l ' ' ' ^m)f h == /2 (% • • • ^m)

und

^(2/1; 2/2) = 2/1 +2/2;

SO sind laut Annahme /i und /'g an der Stelle x^ = a^, . . , Xm

= ttm stetig und nehmen dort die Werte h^ , h^ an.
2/1 + 2/2

ist aber nach dem vorigen Satze gewifs an der Stelle y^ = \j

2/2
= &2 stetig. Also greifen die Voraussetzungen von 22

Platz und es folgt, dafs auch

an der Stelle x^ = a^j ... Xm =^ am stetig ist.

e. Sind fiy f^y - * » fn «^ der Stelle x^ = a^, . . . Xm = a^

stetig, so gilt Gleiches von ihrer Summe: /i + /2 + • * • + /«•

Ist der Satz bereits für f^, f^ . . .fn — i bewiesen, so weifs

man, dafs /i + /2 + •" fn — i an der Stelle Xj^ = a^, . .. Xm==am
stetig ist. Gleiches gilt von fn, also nach d. auch von

fi+f2 + '- + fn-i + U Nun gilt der Satz für n = 2,

also gilt er auch für w == 3, u. s. w.
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f. Bas Produkt x^ x^ ist an jeder Stelle x^ = a-^j x^ = a.^

eine stetige Funktion von x^ und x^-

Die Richtigkeit der Behauptung läfst zunächst die geo-

metrische Anschauung vermuten. Die Gleichung ij =^ x^x^

stellt ein hyperbolisches Paraboloid vor und das Modell eines

solchen läfst keinerlei ünstetigkeiten erkennen.

Thatsächlich ist zunächst unmittelbar klar, dafs x^ x^ an

der Stelle x^ = 0, x^ = stetig ist. Denn setzt man /i=
[

]/ö |,

so wird \x^ x.2\<0 für jedes Wertepaar x^, x^y das den Be-

dingungen \x^\<h,
I

a^-g
1

< /i genügt, x^ x^ ist aber auch

an jeder anderen Stelle x^ = a^j x^ = «2 stetig. Denn

{x^ — «i) {x^ — «2) ist gewifs an dieser Stelle stetig. Nach a.

sind aber auch a^ x^ und a^ x^y nach b. auch — a^ a^ an der-

selben Stelle stetig. Also ist nach e. auch die Summe

x^ x^ = {x^ — «i) {x^ — «2) + «1 ^2 + «^2 ^1 — «1 «2

an derselben Stelle stetig, w. z. bw. w.

Mit Hülfe von No. 22 schliefst man analog wie bei d.:

g. Sind /i (iCi . . . Xn^ und f^ {x^ , . . Xn) an der Stelle

x^ = tti, . . ., Xm = am stetig y so gilt Gleiches von ihrem Pro-

dulde /i (x) •

^2 W-
Und durch den Schlufs von n auf n -\- 1 ergiebt sich

wie bei e.:

h. Sind /i, f2, " 'fn an der Stelle x^ = a^j ... Xm = a^

stetigy so gilt Gleiches von ihrem Produkte: /i ^ • • • /tj-

Da eine Konstante C ebenso wie x^, x^. . .Xm für alle

Stellen x^ = a^^ ... x^^ a^ stetig ist, so gilt Gleiches von

einem Produkte von beliebig vielen dieser Funktionen:

\j ' X^ X2 • • • Xja

Addiert man irgend eine endliche Anzahl solcher Terme, so

entsteht wieder eine stetige Funktion der x-, dafs heifst:

i. Eii2e ganze rationale Funktion ist üherall stetig.

Ferner gilt der Satz;

k. -^ ist stetig an jeder Stelle x = a, die von null ver-

schieden ist.

Setzt man x— a = K j so wird:
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J^ 1

X a

Setzt man nun

<
^''

i

a
I

a + 7/
!

^ \a\{\a\ — \h' \)
'

1 + i

a
I

(j'

wo a eine vorgeschriebene (beliebig kleine) Zahl ist, so wird

für jedes Ji , dessen Betrag kleiner als h ist:

' a'
I

a

+ \a
I

6
^'

i < r^i ö^

d. i.

"'^'1 <..\a\i\a\-\h' \)

Also wird dann für \Ji\<ih auch:

_l_ _l^
j

_
I

^l_ _ 1

X a
\ \

a -j- fi a
<a.

1. Ist f{Xj^ X2 . . . Xm) an der Stelle x^= a^, ... Xm = a^

stetig und von null verschieden, so gilt Gleiches von 7^7 r-

Der Satz ist eine unmittelbare Folge des vorigen und

von 22.

Ist daher f{x^ . . . Xr^ eine ganze rationale Funktion^ so

ist Y stetig an allen Stellen, an welchen f nicht null ist.

Ist g {x^ . . , Xm) eine zweite ganze rationale Funktion, so ist

diese überall stetig, also ist nach g. das Produkt g • ^
stetig an allen Stellen, an welchen f nicht verschwindet. Mit-

hin gilt der Satz:

m. Jede rationale Fnnhtion ist stetig an allen Stellen ^ an

welchen ihr Nenner nicht verschwindet

n. Wenn die FunUion f{x), während x alle Werte des

Intervalles a ^x ^h durchläuft, beständig wachsend alle Werte

von A his JB annimmt^ und immer einen bestimmten endlichen

Wert behält, so ist sie stetig an jeder Stelle innerhalb des Inter-

valles von a bis b.

Ist X = Xq irgend eine Stelle im Inneren des Intervalles

von a bis b, x^ ^ Xq eine zweite solche Stelle, so bilde man
die Differenz
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Dann ist r positiv. Ist nun 6 eine vorgeschriebene positive

Zahl, so kann erstens sein

Alsdann setze man x^ = Xq -^ \. Alsdann ist bereits

Q<^f{x, + K)-f{x,)<6
für jedes positive K , das kleiner als \ ist. Ist dagegen zivei-

tens T > (?, so wird nach Voraussetzung, während x alle Werte

zwischen Xq und x^ durchlief, f{x) — f(X(^) beständig wachsend

alle Zahlen von bis r passiert haben. Für eine bestimmte

Stelle X = Xq + hj^ zwischen Xq und x^ wird daher jene Diffe-

renz auch den Wert ö angenommen haben und für jedes po-

sitive h' , das kleiner als h^ ist, wird dann wieder:

0<nx, + K)-f{x,)<6,

Betrachtet man ebenso eine Stelle X2 < ^0? ^^ findet man

eine positive Zahl /^g; ^^ ^^^^

0<f{x,)-f{x,-li')<a

wird für jedes positive li, das kleiner als h^ ist. Nimmt man

daher h gleich der kleineren der beiden Zahlen \ und/^a? so wird

\f{x, + }i)-nx,)[<ö

für jedes K , dessen Betrag kleiner als h ist. f(x) ist also

stetig an der Stelle x = Xq.

Vertauscht man f(x) mit —f(x), so ergiebt sich sofort:

0. Wenn die FunUion fix), während x alle Werte von

a bis h durchläuft, beständig abnehmend alle Werte von A bis B
annimmt, und dabei immer einen bestimmten endlichen Wert be-

halt, so ist sie stetig an jeder Stelle innerhalb des Intervalles

von a bis b.

Aus den letzten beiden Sätzen ergiebt sich sofort:

p. Die FunUion a-^ ist stetig an jeder Stelle ic, wenn a eine

positive Zahl ist,

Ist 05= 1, so ist die Function konstant 1, wir kommen

auf eine Trivialität und den bereits bewiesenen Satz b.

Ist a> 1, so gilt für jedes noch so grofse Intervall, in

dem man x variieren läfst, der Satz n.; denn für a> 1 wächst

a* beständig; ist a<l, so nimmt a^ beständig ab, und es

gilt der Satz o.
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q. Die Funktion sina; ist stetig an jeder Stelle x.

In dem Intervalle von bis - wächst der Sinus, es gilt

Satz n., von bis % nimmt er ab, es gilt Satz o. ^mx ist

also gewifs an jeder Stelle zwischen und — und zwischen

~ und 7t stetig. Er ist aber auch an der Stelle x = „ stetig,

denn rnux nähert sich mit gegen — wachsendem x sowohl

als mit gegen y abnehmendem a? dem Grenzwerte 1 und gleich-

zeitig ist sin Y = 1. Analog erkennt man, dafs er auch in

und 7C stetig ist. Die Formeln

sin {2% ~ x) = sin ^, sin äj = sin (a; + 2 liTt)

lehren jetzt, dafs er auch für alle anderen aus dem Intervalle

^ ic ^ TT heraustretenden x stetig ist.

r. Die Funktion cos ;r ist stetig an jeder Stelle x.

Es ist cos X == sin (^ — ocj.

s. Die Funktionen tg x und ctg x sind stetig an jeder Stelle,

die von (2k -{- 1) — he^w. kit verschieden ist, k bedeutet eine

ganze Zahl.

Es ist:

,
sin ic ,mx = , ctg X =
COS X' ^ sm a;

Der Quotient zweier stetigen Funktionen ist stetig an

jeder Stelle, an der der Nenner nicht null ist (1.) cos^ wird

aber null iüx x= {2k -\-l) ^ und sin x im x = k%.

t. Die Funktion "loga; ist für jeden positiven Wert stetig,

Ist, um die Ideen zu fixieren a>l, so nimmt "loga;

beständig wachsend alle reellen Zahlenwerte an, wenn x von
ausgehend wachsend alle positiven Zahlen durchläuft. Es
findet also Satz n. Anwendung. Ist a < 1, so gilt Satz o.

u. Die cyclometrischen Funktionen sind stetig für alle Werte

Xy für die sie definiert sind.

Geht X von — 1 bis + 1; so durchläuft arcsin^ bestän-

dig wachsend alle Zahlen von
f^

bis + y, arccoso; be-
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ständig abnehmend alle Zahlen von % bis 0. Beide sind also

nach n. und o. stetig für alle Werte x zwischen — 1 und + 1.

Durchläuft x wachsend alle reellen Zahlen, so durchläuft

arctgic beständig wachsend alle Werte von ^ bis + y,

arc ctg X beständig abnehmend alle Werte von ic bis 0. Beide

sind also nach n. und o. stetig an jeder Stelle x.

§ 6. Das Reclinen mit Grenzwerten.

24. Rechnungsregeln für den Limes.

Ist g eine Funktion von 2/1, 2/2 • • • ^«? welche an der Stelle

y^ =1^^ ... !/„ = &„ stetig ist, so ist bekanntlich an der

Stelle 1)1
= \i ... yn = i^n'

lim ^ («/i, 2/2 • • • 2/«) = ^ (^? h, • • ^n)'

Sind nun die y noch Funktionen von x^ . . . Xm'.

welche an der Stelle Xi = a^, ... Xm = cim die Grenzwerte

&i, 62 • • • ^« haben, so ist für alle f an der Stelle a:

lim f(x^ . . . Xm) = h

und daher:

lim g{y,, ij^ -- - yn) == 9 (lim/;, • . . Hm/;)

oder auch:

lim^CA, f,...fn)=g(\imf,, ... lim/„)

Die Limites beziehen sich jetzt auf beiden Seiten darauf, dafs

(Xj^ . . . Xm) in die Stelle {a^ . . . am) hineinrücken sollen. Es

gilt also der Satz:

Wenn die FunUionen f^ {x^ . . . Xn) .../"„ (r^i .. . Xm) an der

Stelle x^ = a^...Xm= am hestimmte endliche Grenzwerte \... &«

besitzen und g^y^ ... y») cäs FunUion der y an der Stelle

y^ = hi . . ,yn = K stetig ist^ so ist an der Stelle x^ = a^^ . .
. Xm

^am^imglf^, f^.,.fn)=g(}imf,, ... lim/;).

Ist z. B. ^ = ^1 + 2/2; so folgt:

a) lim (/; + Q = lim f, + lim /g.

in Worten:

Wenn /; {x, . . . Xm) und f^ (x, . . . Xm) an der Stelle

x^ = aj^ . ,. Xm = am hestimmte endliche Grenzwerte besitzen,
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SO ist der Limes der Summe von /i und f^ gleich der Summe

der Limites von f^ und f^-

Unter derselben Voraussetzung ergiebt sich:

b) lim c ' f = c • lim /*, wo c eine Konstante bedeutet

c) lim (/i • ^2) = lii^ /i • liiii U ^^ Worten

:

Der Limes eines FroduMes ist gleich dem FroduMe der

Limites.

Und, wenn noch lim /'g H= ist:

d) lim-^ = v!^^ in Worten:
^

fi lim f.

Der Limes eines Quotienten ist gleich dem Quotienten der

Limites.

Überhaupt gilt nach 23 i.:

Wenn f^, f^--- fm (in der Stelle x^ = a^ , . . Xm =^ am he-

stimmte endliche Grenzwerte besitzen und g eine ganze rationale

Funktion bedeutet, so ist:

\img(f^...fn)=g(limf^, ... limfn).

25. Bestimmung des Grrenzwerts durch Einengung.

Von Wichtigkeit ist der folgende Satz, den wir der Be-

quemlichkeit halber nur für Funktionen Einer Veränderlichen

aussprechen, obwohl es evident ist, dafs er ebenso für beliebig

viele Veränderliche gilt.

Ist lim f(x) = A und lim g{x) = A und für alle Werte
X = a X =^ a

X in hinreichender Nähe rechts und linJcs von a f(x)^ cp(x) < g{x)^

so ist auch lim q){x) = A.
X = a

Nach Voraussetzung ist für irgend ein c.

\f(^a + li)- A\<6,\g{a + h')-A\<0
für alle h' ^ deren Betrag kleiner als eine gewisse Gröfse h ist.

Also wird:

— a<f{a+ U) ~ A<6 — 6<g(a + K) — A<6.
Nun folgt aber aus:

f(a + h')£ (p{a + ¥) <g(a + K)

f(a ^h') — A^(p{a + h')~A^g{a + h') — A
Also

Serret, Diff.- u. Integral-Rechnung. I. 2. Aufl. 3
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— <(p(a + K) — Ä<6] \(p{a -{'Ji) — Ä\<ö
d. i.

lim (p(x) = Ä.
X = a

26. Anwendung.

sin rr ^ ;r ^ tg a?

Es ist bekanntlich für ^x ^-^

Also ist auch:
^ ^ sin a:

und daher:

cos X < —— "C= sm a; = cos x

Da aber lim cosa; = 1 und lim ^^^ == 1 ist, so ist auch;

cp = ä; «

Hm .^ =1
0^ = ^^^^

und also auch
, . sin ic ^hm == 1

a; =
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Der erste Differentialquotient der Funktionen

einer unabhängigen Variabelen.

§ 1. Die abgeleitete Funktion.

27. Definition der Ableitung. Gegeben sei eine Funk-

tion f{x)y die für alle Zahlen x in einem bestimmten Inter-

valle definiert ist. Die nebenstehende Figur mag den Verlauf

der Funktion geometrisch versinnlichen.

Ist X (= OF) ein bestimmter Wert

der unabhängigen Veränderlichen, so

ist f{x) (= MF) der zugehörige Funk-

tionswert. Lassen wir jetzt x um eine

(positive oder negative) Zahl zunehmen,

etwa um h (== FF') , so wird f{x+ li)

(== M' F') der zu ^ + /i (= OF') gehörige Funktionswert sein.

Der Zunahme li {== MQ) der unabhängigen Veränderlichen x

entspricht also die Zunahme f(x -\- h) — f{x) (= M' Q) der

Funktionswerte. Der Quotient beider Zunahmen wird also:

eine bestimmte Funktion der beiden Veränderlichen x und h.

Sein geometrischer Ausdruck ( ti>-^) ist der Tangens des

Winkels, welchen die Sehne MM' mit der positiven Richtung

MQ der Abscissenachse bildet. Besitzt nun f (x^ h), als Funk-

tion von h betrachtet, an der Stelle ä = einen bestimmten

Grenzwert, so wird dieser eine Funktion von x allein:

\imf{x,}i) = f{x).
h=

3*
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Dieser Grenzwert heifst nacli Lagrange die Ableitung der

Funktion f{x) und wird ebenfalls nach Lagrange einfach mit

f\x) bezeichnet.

Geometrisch giebt er den Tangens des Winkels, welchen

die Tangente MR im Punkte M an die Kurve mit der posi-

tiven Richtung der ic- Achse bildet. Denn wenn h in die Null

hineinrückt, rückt Jf' nach M und die Sehne M'M dreht sich

um 3f, bis sie in die Lage MR kommt.

Man definiert:

Definition. Hat für einen 'bestimmten Wert von x der

Quotient
^ >

^^^^' ^^ '^^^^ ^^^^> ^^^ Grenzwert:

so heifst dieser die Ableitung der Funktion f(x) an der Stelle x.

Nach dem, was in Nr. 15 über den Begriff des Grenz-

wertes gesagt ist, ist es selbstverständlich, dafs sowohl, wenn

Ji von einem positiven Werte aus abnehmend nach hinein-

rückt, als auch, wenn h von einem negativen Werte aus zu-

nehmend nach hineinrückt, der Quotient
f{x-Yh)-ax) emen

bestimmten und jedes Mal denselben Grenzwert haben mufs.

Dies läuft darauf hinaus, dafs — unter h eine positive Zahl

verstanden — die beiden Aus-
^'^- ''

drücke:

f{x-\-h)-m ^^^ fix -h)- fix)

h —h
für nach null abnehmendes h den-

selben Grenzwert erhalten müssen.

Haben wir z. B. eine Kurve,

welche wie die in Fig. 16 im

Punkte 31 eine Ecke hat, so

-^ haben wir in diesemPunkte nicht

eine bestimmte Tangente, viel-

mehr wird hier eine Tangente zur Rechten MR^ zu unter-

scheiden sein, welche aus der Sehne MM^ entsteht, wenn M^

nach M hineinrückt und eine Tangente zur Linken MR.^^

welche aus der Sehne MM^ hervorgeht, wenn M^ nach M
hineinrückt.
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Im Folgenden jedocli werden, so lange nicht das Gegen-

teil ausdrücklich bemerkt ist, immer nur solche Funktionen

von X betrachtet werden, welche mindestens für ein Intervall

Xq^x ^X. die folgende Forderung erfüllen.

Forderung %. Die FunUion f{x) hesiM an jeder Stelle x

des Intervalles Xq^x ^X nicM nur seihst einen bestimmten

endlichen Werty sondern auch eine hestimmtCj endliche Ableitung.

Wir werden sehen, dafs für die bekannten Funktionen

wie x"^, sino;, u. s. w. die Forderung 51 immer erfüllt ist.

Ferner mag noch die folgende Bemerkung angeknüpft werden:

Bemerkung. In dem Intervalle, in welchem eine Funk-

tion f{x) die Forderung % erfüllty ist sie auch stetig.

Denn hat f (x) an der Stelle x = a einen bestimmten

endlichen Wert, so ist:

lim ^«+^ m
und mithin;

lim [f{a + h)-~f{a)\

lim^M-'^C^'-lim/.
Ti

lim
h=^0

r{a)

f{aJrh) -{f{a)

h M

f{a)'\imh = 0.

Also ist:

lim f(a + h)

h= m
und da f(a) auch endlich sein soll, so ist nach Nr. 20 f{x)

an der Stelle x = a auch stetig. Dies gilt für jeden Wert a

des Intervalles x^-^a -^X.
Fig. 17.

Hieraus ergiebt sich, dafs

man an einer JJnstetiglmtsstelle

gewifs nicht auf einen bestimm-

ten endlichen Wert der Funktion

und der Ableitung rechnen darf.

28. Der Mittelwertsatz. Be-

trachtet man in nebenstehender

Figur den Kurvenzug m^M und

zieht die Sehne Mq M, so werden

die Tangenten in den einzelnen Kurvenpunkten von der in m^

vorhandenen Richtung schliefslich in diejenige Richtung über-
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gehen, welche die Tangente in M hat. Inzwischen wird einmal

eine Lage der Tangente, etwa in m^, eintreten, welche der

Sehne mo Jf parallel ist. Ist x^ die Abscisse dieses Punktes %
und sind Xq und X die Abscissen der Punkte Mq und M, und

ist endlich y = f{x) die Gleichung der Kurve m^Mj so wird

die Richtung der Sehne m^M durch den Quotienten:

f{X) - fix,)

X— Xq

gegeben. Die Richtung der Tangente in m^ hingegen ist

durch /"(^i) bestimmt, den Wert der Ableitung von f{x) im

Punkte x^. Mithin wird:

Diese Beobachtung führt zu dem sogenannten

Mittelwertsatz. Erfüllt f{x) die Forderung % für jedes x

in dem Intervalle Xq-^x ^X, so ist:

/®j::^/fe)_/-'(^j und x,<x,<X.
JL Xq

Ein arithmetischer Beweis des Satzes ist der folgende:

Der Quotient
/•(X) - f{x,)

JL — Xq

hat, der Voraussetzung nach, einen endlichen Wert. Nennt

man diesen Wert Äy so hat man

(1) [f(X) - ÄX] - [fi^x,) - Äx,] = 0.

Bezeichnet man mit (p(x) eine Funktion, welche durch

die Gleichung

(2) g>{x) = lf{x)-Äx]-[f{x,)-Äx,]

definiert ist, so ist nicht nur tpix^) = 0, sondern infolge der

Gleichung (1) auch cp{X) = 0. Die Funktion verschwindet

also für diese beiden Werte von x. Wir nehmen X>Xq an

und lassen x von Xq bis X wachsen. Die Funktion q){x) ist

an der Anfangsstelle null. Nimmt man nun an, dafs sie nicht

konstant ist, so erhält sie im Intervalle entweder nur positive

Werte, oder nur negative, oder sie besitzt sowohl positive,

wie negative Werte. Wenn die Funktion positive Werte erhält,

so giebt es, da sie an den Endpunkten verschwindet, einen
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gröfsten Wert, der an einer oder an mehreren Stellen im Innern

des Intervalles erreicht wird. Solch eine Stelle sei x^ und der

zugehörige Wert der Funktion (p{Xj)] alsdann sind, wie klein

auch immer h gewählt wird,

kleiner oder gleich 9>(^i), jedenfalls nicht gröfser. Wenn
dagegen (p(x) im Intervalle von Xq bis X negativ wird, so

giebt es einen kleinsten Wert der Funktion, der an einer oder

mehreren Stellen im Innern des Intervalles erreicht wird, und

die Gröfsen

(p{Xi — Ji) und (p(x^ + h)

sind, wenn x^ solch eine Stelle bezeichnet, gröfser oder gleich

q)(xj)j jedenfalls nicht kleiner. In beiden Fällen haben die

Differenzen

(p(x^ — h) — 9?(^i) i^nd (p(Xj^ + ^) — 9(^1)

dasselbe Vorzeichen, und folglich sind die Quotienten

^ ^ — h h

von entgegengesetztem Vorzeichen.

Dabei ist zu bemerken, dafs auch die Annahme nicht

ausgeschlossen wird, dafs einer dieser Quotienten bei kleinen

Werten von h stets bleibt, was dann eintritt, wenn die

Funktion (p(x) den nämlichen Wert innerhalb eines Intervalles

von endlicher Länge behält. Ist insbesondere die Funktion

g){x) konstant gleich 0, für alle Werte von x zwischen Xq

und X, so sind beide Quotienten gleich 0.

Die Quotienten (3) konvergieren nach der nämlichen

Grenze, wenn h nach konvergiert, denn wir haben an-

genommen, dafs die Funktion f(x) für jedes x eine bestimmte

Ableitung besitzt, und folglich gilt dasselbe für die Funk-

tion (p(x). Andererseits sind diese Verhältnisse von entgegen-

gesetztem Zeichen-, folglich ist ihre Grenze gleich 0. Also

hat man

lim y(^i + ^)-y(^i) ^

oder nach Gleichung (2):
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lim \f^M=J^ ~A]^0:
h=

d.h.

h= '^

Demnacli ist

'-^^ =rw
oder

(4) f{X)-f{x,) = {X~x,)nxO,
wie die Behauptung besagt.

Setzt man X. = Xq-\- h, so kann die Gröfse x^j welche

zwischen x^^ und XQ-\-h liegt, durch ^Cq + G /i bezeichnet werden,

wobei eine Zahl zwischen und 1 bedeutet. Man kann

also schreiben

(5) fix, + h) - /-(a^,,) = hf\x, + 6/0-

29. Die Ableitung einer Konstanten ist null. Eine un-

mittelbare Folge des Mittelwertsatzes ist der folgende:

Satz, Ist die FunJction f(x) für alle Werte von x inner-

halb eines gegebenen Intervalles konstant, so ist die Ableitung f(x)

für dieselben Werte von x gleich 0. Und umgekehrt, wenn die

Ableitung f (x) , bei allen Werten von x, innerhalb eines gegebenen

Intervalles gleich ist, so hat die Funktion f(x) in diesem Inter-

valle einen konstanten Wert.

1. Ist f{x) konstant in einem Intervalle, und sind Xq und

Xq + h zwei Werte von x, die zu diesem Intervalle gehören,

so ist

fi^o + Ä) - fixo) - ,

/(^o+ft_)-fW _ 0,

und geht man zur Grenze für /i = über, so ist auch

2. Ist umgekehrt f'(x) gleich für alle Werte von x

innerhalb gegebener Grenzen, und sind Xq und x^ + h zwei be-

liebige Werte von x innerhalb dieser Grenzen, so hat man (28)

f(x, + h)-f(x,) = hr{x, + Qh).

Die rechte Seite dieser Gleichung ist der Annahme nach

null, und demnach ist
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d. h. f{x) hat einen konstanten Wert.

Folgerung. Wenn zwei FunJctionen f(x) und F{x) sich

nur um eine Konstante unterscheiden für alle Werte von x inner-

halb gegebener Grenzen, so sind bei den nämlichen Werten von x

auch die Ableitungen dieser Funktionen einander gleich.

Und umgekehrt: Wenn die Ableitungen f'(x) und F'{x)

zweier FunJctionen f{x) und F(x), einander gleich sind für alle

Werte von x innerhalb gegebener Grenzen, so unterscheiden sich

auch die Funktionen selbst bei diesen Werten von x nur um eine

Konstante.

Denn bezeichnet man die Differenz der Funktionen f{x)

und F\p^ mit ^{x)y so ist

<f{x) = fix) - F{x), cp{x + h) = f{x + 70 - F{x + h),

folglich

(p{x-{-h) — cp{x) ^ f{x + /t) - f{x) __ F{x + fe) — F {x)
^

h h h

Geht man zur Grenze für h = über^ so ist

q,'ix)^f'ix)-F'(x).

Ist g)(x) konstant, so ist (p\x) =0; also sind die Ableitungen

f\x) und F\x) einander gleich.

Umgekehrt: Sind f\x) und F'(x) gleich, so ist cp'{x)

null, und also ist q)(x) eine Konstante.

30. Das 'Wachsen und Abnehmen der Funktionswerte.

Ebenfalls aus dem Mittelwertsatze fliefst der folgende:

Satz. In dem Intervalle Xq-^x ^X erfülle die Funk-

tion f(x) die Forderung 31. f\x) sei im ganzen Intervalle

positiv (negativ). Dann nimmt f(x) zu (ab) mit wachsendem x.

Ist X irgend eine Stelle des Intervalles Xq <^ x <C X und

X -\-h'> X eine zweite Stelle desselben; dann ist nach Nr. 28:

f(x -\-h) — f(x) = h f\x + e/i) , < e < 1

und rr + 6/i gehört ebenfalls dem Intervalle an.

Ist f'(x) positiv in dem Intervall, so wird daher

fix + h)> fix)

für irgend zwei Stellen x^ x -{- h des Intervalles, für welche

X -\- h ^ X'^ das heifst h positiv ist. f(x) wächst also mit

wachsendem x.
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Ist fix) negativ, so ist — f'(^) positiv. Nach dem eben

Bev^iesenen wäclist daher — f{x) in dem Intervall und /'(a?)

nimmt ab mit wachsendem x.

31. Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes. Eine all-

gemeinere Form des Mittelwertsatzes ist die folgende:

Satz. Die Funktionen f{x) und F(x) mögen in dem Inter-

valle Xq^x -^ X die Bedingung 51 erfüllen und F\x) werde

in demselben Intervalle nie null, dann ist:

fiX)- gx,) _ _r(^ undx <x <XF{X^ - F{x,) F'{x,) ^^^ ^0 < ^1 < ^'

Wir wenden dieselbe Überlegung an, welche zum Be-

weise des Satzes I diente. Setzt man

f{X)- fix,) _ .

F{X) - Fix,) ^>
so ist:

(1) U(X)-f{x,)]-A[F{X)-F{x,)\ = Q.

Hieraus folgt, dafs die Funktion

(2) ^{x) = Ui?:) - AF{x)} - U{^,) - AF{x,)^,

welche für x = Xq verschwindet, auch für x = X gleich ist.

Ist also die Funktion g)(x) nicht durchaus gleich 0, so giebt

es mindestens eine Stelle x^^ im Innern des Intervalles, an

welcher sie ihren Maximal- oder Minimalwert annimmt. Für

diese Stelle sind

y(a?i + h) — (pix,) ^^^ cpjx^ —h) — fpjxy)

h —h
von entgegengesetzten Zeichen, also ist:

lim P(^. + h) - y(x.) _ Q
h '

d. h. nach Gleichung (2)

oder

lim M+^)-JM _ A lim ^J^-'-t^-Z^) = 0,
h h

f'{x,)-AF'{x,) = 0.

Der Wert x^ ist weder gleich x^ noch gleich X; der

Voraussetzung nach wird F' {x) weder noch unendlich für

Werte von x zwischen x^ und X; daher folgt
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und sonach ist

gx)- fix,) ^ fix,)

F(X)-F{x,) F'{x,)

Setzt man X^x^ + h, wobei h eine positive oder nega-

tive Gröfse sein kann, so ist x^ = Xq-\- Qhj und 6 ein Bruch

zwischen und 1; die Gleichung erhält die Form:

fjcc, 4- ^) - fM _ f'i^o + Q^)

Fix, + ^) — Fix,) F' [x, + e/^r

32. Die Ableitung als Differentialquotient. Ist f (x) die

Ableitung der Funktion y = f{x) an einer bestimmten Stelle

X und bezeichnet man mit dx eine willkürliche gewählte

Zahl, um welche die Zahl x vermehrt ^^^ ^5

wird, so kann man eine zweite Zahl

dy bestimmen, sodafs:

wird. Die beiden zusammengehörigen

Werte dx und dy nennt man Diffe-

rentiale und deshalb bezeichnet man nach LeihnitZy die Ab-

leitung fix) als den Quotienten der beiden Zahlen den Biffe-

rentidlquotienten der Funktion f{x)\

dy _ dfjx) _ ^,. V

^ — dx — / W
Für denselben Begriff hat man also zwei verschiedene Namen:

„Ableitung" und „Differentialquotient" und entsprechend zwei

verschiedene Zeichen:

rw -d T-
Betrachten wir Avieder die Figur 15. Wählt man in ihr

dx = PF' = MQ, so wird:

dy = df{x) = r{x)dx = MQig[_QMR= MQ • §| = BQ.

Wenn also die unabhängige Veränderliche x um die Zahl

dx vermehrt wird, so giebt df(x) nicht den Zuwachs der

Funktion f{x) an, sondern den Zuwachs, welchen die Ordi-

nate der Tangente im Punkte {x, y) erfährt, wenn x um dx

wächst. Ferner lehrt die Anschauung Folgendes:



44 . Zweites Kapitel.

Die Tangente giebt die Richtung an, welche die Kurve

im Punkte M einzuschlagen bestrebt ist. Die Neigung dieser

Tangente gegen die a;- Achse giebt ein Mafs für die Stärke,

mit welcher die Kurve im Punkte M za steigen oder

wachsen bestrebt ist. Würde die im Punkte (x, y) vorhan-

dene Stärke des Wachsens der Funktion f{pc) wirklich kon-

stant bleiben, so würde der Punkt M nicht die Kurve weiter

entlang laufen; denn auf dieser ändert sich ja von Punkt zu

Punkt die Richtung der Tangente, also auch die Stärke des

Wachsens der Funktion f(x)j sondern M würde auf der Tan-

gente weitergehen. Deshalb definiert man auch analog wie

in der Mechanik die Geschwindigkeit (die in der That Newton

zu seiner „Fluxionsrechnung" führte) hier den Differential-

quotienten so:

Würde die Funktion f(x) an der Stelle x in demselben

Mafse weiter wachsen, wie sie es an dieser Stelle thut, so

würde einer Zunahme der Veränderlichen x um dx eine Zu-

nahme der Funktion um df{x) entsprechen. Der Quotient

beider Zunahmen l ist dann seiner Definition nach unab-
dx

hängig von der willkürlich gewählten Zunahme dx und heifst

der Bifferentialquoüent oder die Ableitung der Funktion f{x)

an der Stelle x.

In Wirklichkeit erfährt die Funktion f{x) an der Stelle x,

wenn x um Aa; vermehrt wird, die Zunahme: f{x -(- A^) — f{x)

= f'{x, Aa;). Bezeichnet man diese durch Af(x)j so ist:

der Differenzenquotient der Funktion f(x). Er ist abhängig

sowohl von der betrachteten Stelle x als der Zunahme Ax,

Nach No. 27 bestimmt er die Neigung der Sehne MM'
gegen die iC-Achse. Ax ist hier dieselbe Zahl wie h in No. 27.

Aber nach No. 27 ist sein Grenzwert für Aic = der Diffe-

rentialquotient an der Stelle x. Wir haben also:

Der Bifferentialquoüent ist der Grenzwert des Differenzenquo-

tienten,
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Eine lineare Funktion f(x) wird geometrisch durch eine

Gerade repräsentiert. Bei dieser fällt in jedem Punkte die

Tangente mit der Geraden selbst zusammen, der Differential-

qiiotient fällt hier msammen mit dem Differenzenquotienten. In

der That wird hier:

f{x) = ax -^ h

f(x + Aic) = ax -\- t -\- a hx
Af(x) = f{x + Ax) — f{x) = a Ax

Dieser Differenzenquotient ist unabhängig von der Wahl
des Ax und daher auch für Ax ==

df{x) ,. Lf{x)

§ 2. Die Differentiation der expliciten algebraischen

Funktionen.

Die Rechnung, durch welche man die Ableitung oder

den Differentialquotienten einer Funktion bestimmt, heifst die

Differentiation. Die Regeln zur Differentiation von Funk-

tionen bilden die Grundlage der Differentialrechnung. Nach
Ableitung eines allgemeinen Hülfssatzes werden wir zunächst

die einfachen Fälle behandeln, bei denen die vorgelegte Funk-

tion algebraisch zusammengesetzt ist aus einer oder aus meh-

reren Funktionen, deren Ableitungen bekannte Werte haben.

Wir machen hier sofort die Annahme:

Die vorkommenden Funktionen hesitzen an der gerade hetrach-

teten Stelle endliche Werte tmd bestimmte endliche Ableitungen,

33. Die Funktion einer Funktion. Es sei y eine Funk-

tion von u etwa y == f{u) und u wieder eine Funktion von

Xy dann ist y wieder eine Funktion von x, indem y eine Funk-

tion einer Funktion von x ist.

Dies festgesetzt, beweisen wir den folgenden Satz, den

man als grundlegend zu betrachten hat.

Ist j- die Ableitung von u als Funktion von Xy und f(u)

die Ableitung von f(u) als Funktion von w, so ist die Ableitung

von f{xi) als Funktion von x:
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dx ' ^ ^
' dx du dx

Denn erteilt man der unabhängigen Variabelen x den Zuwachs

Aic, so erleidet u eine Änderung, die mit Aw, und dadurch

2/ eine Änderung, die mit A?/ bezeichnet werde. Es ist

A2/ = A^ + AiO-/^W oder ^ =
^;^^

^^.

Für Ari; = 0, wird

Aic \ Au AxJ

Nach Voraussetzung ist aber:

,. Au duhm -V— = ,

und, da mit Ax auch Au = u(x -{- Ax) — u(x) verschwin-

det, ist auch

X =
Also wird:

Aa. = ^^
Ai. = ^^

also;

,. A/^(i*) nrr \ du

dx ' ^ ^ ' dx du dx

34. Differentiation einer Summe. Wir betrachten die

Funktion

2/ = 4- w 4- 1^1 -1- ^2 db • • • it ^'w-i?

UjUi,u^y... Wm-1 sollen Funktionen der unabhängigen Variabelen

o; sein, deren Ableitungen als bekannt angenommen werden.

Der Variabelen x erteilen wir den Zuwachs Ax, und es seien

Ay, Au, At/j, . . . Aunt-i

die entsprechenden Änderungen der Variabelen

y, U, Wj, . . . W/n_l.

Es ist einleuchtend, dafs die Gleichung besteht:

A?/ = + A w + At^i + • • • Aw«_i

Also ist auch:

Ay
i

Au ,
Au, . 1 ^**»»-l== -r TTT. -r -7—r -f- • • • -f-

—
Ao; -^ Aa; -^ Aic — — Ax
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Geht man jetzt zu den Grenzen über, so wird:

dx — dx — dx ^ — dx

Daraus folgt:

Die Ableitung einer algebraischen Summe von FunMionen

ist gleich der Summe aus den Ableitungen dieser Funktionen:

35. Differentiation eines Produktes. 1. Ist

y == au

und a eine Konstante, u eine Funktion von Xj so wird, wenn
man die Zuwüchse von u und y mit Am und Ay bezeichnet,

während x um Ax sich ändert,

Ay = aAUj also ^^ = a --r—

•

Geht man zu den Grenzen über, so folgt

dy du
dx dx

Also:

Die Ableitung des Produhtes aus einer Funktion und einer

Konstanten ist gleich dem Produkte aus der Ableitung dieser

Funktion mit der Konstanten.

2. Betrachten wir das Produkt

y = U'V,

wobei u und v Funktionen von x sind. Bezeichnen dann

wiederum Ax, Ay, Aw, Av die Änderungen dieser Variabelen,

so ist

Ay = (t* + Au) (v + Av) — u v = vAu + uAv + Au Av,

also:

Ay Au , Av , AuAv .

A == "^ A + ^ A h A— A ^^•Ax Ax ' Ax ' Aa?A^

Sind nun -^ und ^ die Ableitungen von u und v, so

wird für Ax = 0:

dy du . dv
dx dx~^ dx

Die Ableitung eines Produktes zweier Funktionen ist gleich

der Summe aus den Produkten ^ welche man erhält, indem man
jede Funktion mit der Ableitung der anderen mtdtipliziert.
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Bezeichnet man die Ableitungen kurz durcli Accente, so

wird y' = ii' v + uv' oder auch, wenn man durch y = uv

dividiert

:

^ = ^ J-
-

'-

.

y u "^ V

Der Quotient der Ableitung einer Funktion und der

Funktion selbst heifst ihre logarithmische Ableitung. Die

Formel sagt also aus:

Die logarithmische Ableitung eines FrodiiJctes aus zwei Falc-

toren ist gleich der Summe der logarithmischen Ableitungen dieser

Faläoren.

Diese Eigenschaft, welche analog ist einer Eigenschaft

der Logarithmen, rechtfertigt den Namen logarithmische Ab-

leitung.

3. Wir betrachten endlich das Produkt aus einer belie-

bigen Anzahl von Funktionen der unabhängigen Yariabelen x^

es heifse

y = UiU2 . . . Um.

Nach der Regel für die logarithmische Differentiation

eines Produktes hat man

y
~~

u,
"^ u^u^ . . . u^

^ u,' ^ u^ {u, . . . uj
~~ ^ "^

w, "• u^ . . .u^

u.' uJ u
'

Die letzte dieser Grleichungen, nämlich

^^< , <_j , ^
besagt, dafs die logarithmische Ableitung eines ProduUes gleich

der Summe aus den logarithmischen Ableitungen seiner Fak-

toren ist

Um die Ableitung y' selbst zu erhalten, genügt es die

letzte Gleichung mit y zu multiplizieren; es wird

y == U^U^U^ . . . Um + U^U^ 11^ . . . »rn + • • • + ^^^2 • • • '^m-l u'm-

Der Beweifs ist aufserdem unter der Annahme geführt,

dafs keine dieser Funktionen u für die betrachteten Werte
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von X verschwindet. Es ist aber leicht zu sehen, dafs die

zuletzt gewonnene Gleichung von dieser letzteren Annahme
unabhängig ist, da man dieselbe auch direkt aus der Glei-

chung y = liv, y' = UV + UV gewinnen kann.

36. Differentiation eines Quotienten. Sind u und v zwei

Funktionen von x und betrachtet man den Quotienten

u

so hat man
. u^{-_Au u vAu — uAv
^ V -{- Av V v{v + Av)

für jeden Wert von Xj für welchen nicht gerade v = ist.

Also wird
Ay 1 Au u Av
Ax V -\- Av Ax

mithin

dx V dx v^ dx
oder

f vu —
y
=

—

7,

viv + A
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2. Ist m ein positiver Bruch, mit dem Nenner ij so ist

Setzt man = «/*', also = w"*', so ist 0' = miu^*~'^u.

Aus der Gleichung = y' folgt aber

/ = iyi-^y\

also ist:

iy^~^y' = niiu^^~^u oder y*~^y'= mu^*~^ii\

Dividiert man durch y% so folgt

V' u' 1 r 1 fp = m — oder . w == mw'"— n*

,

y u ^ '

also die frühere Formel.

3. Ist m eine ganze oder gebrochene negative Zahl, so

hat man nach der Formel (1) für alle Werte von x^ für

welche n nicht gleich ist,

Da das Produkt yu~^ konstant ist, so ist seine Ab-

leitung 0; die Differentiation der letzten Gleichung ergiebt

also

y'u~"^ — mu—''^'~^y\i'=^0,

oder

^ ' y u

Also ist die Formel

^^rnu^n-i^J^ oder (u^Y = mu^-'u
dx dx ^ '

allgemein gültig für jeden positiven oder negativen rationalen

Exponenten. (Dafs sie auch für irrationale Exponenten gilt,

wird in Nr. 47 gezeigt werden.)

Reduziert sich die Funktion tt auf die Variabele x, ist

also u = X und

so wird
dx''

(x'^y = mrr"*-^ oder ,~ =
^ ' ax

mx m— 1

Die Regel lautet:

Die Ableitung der m'^" Poten0 von x ist gleich dem m-fachen

der m— 1'*'* Poten0 von x.
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Für den Fall m = ^ ergiebt sicli

dy 1 —^.du -, , 1 u'-^ z= -u ^— oder y = -—^^
dx 2 dx 2]/w

§ 3, Anwendungen.

38. Pormelbeispiele. Eine explicite algebraische Funktion

wird erbalten, indem man mit der Variabelen x und mit Kon-

stanten algebraische Recbnungsoperationen in endlicher Anzahl

ausführt. Die Ableitung solch einer Funktion kann man daher

immer vermittelst der bisherigen Regeln berechnen. Wir wollen

hier einige Beispiele geben:

1. Ist

y = Äx"^ + Bx"" + CxP H Lx'-

wobei Ä^ Bj C ... bestimmte Konstante, und m, n^ p rationale,

ganze oder gebrochene Zahlen bedeuten, so erhält man un-

mittelbar durch Anwendung der Regeln für Summe, Produkt

und Potenzen:

y' = mAx"'-'^ + nBx""-^ -{- pCx^-^ + . . . rLx''-^,

2. Ist im Besonderen

y = a + byx + -^ + -,
yx X

wobei a, &, c, e Konstante sind, so kann man schreiben:

y = a -\- hx~^i + cx~^ + ex~^

und man hat

y==[l^^~^ — lcx~i — ex~^'\y

oder

^2yx 2 xYx x'l

3. Ist

y = x'^{a^ + x^) ya^— x^

und a eine Konstante, so ist

y = {a^x^ + x^)ya^—x\
folglich:

4*
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dia^'x^'-^-x')
, / 2 2 I

is^dya^' — x

'^ ^ -r
/
"T V ^ ^2 Va'—x' dx

oder

4. Ist

y == (aa;"^ + hy

und sind a, 6, w, w konstante Zahlen, so wird

also

:

y' == mnaic'^'-i («ic"' + ly-'^.

39. Geometrisclie Anwendungen. Die bisherigen Regeln

reichen zur Lösung mehrerer Aufgaben bereits aus; es wird

nützlich sein, hiervon einige Beispiele zu geben. Wir ent-

nehmen dieselben der Geometrie und müssen zunächst einige

in der Kurventheorie gebräuchliche Benennungen einführen,

Ist eine Kurve auf zwei geradlinige Koordinatenachsen bezogen,

und konstruiert man in einem Punkte die Tangente und die

Normale, so heifsen die Strecken auf diesen Geraden, welche

zwischen dem Kurvenpunkte und der Abscissenaxe liegen, die

Länge der Tangente und die Länge der Normale, während die

Projektionen dieser Strecken auf die Abscissenaxe die Namen
Suhtangente und Subnormale haben.

Aufgabe I. Es soll die Kurve bestimmt werden, für welche

im rechtwinUigen Koordinatensysteme die Subnormale gleich einer

-p. ^g gegebenen Konstanten p ist.

Sind X und y die rechtwinkligen

Koordinaten eines Punktes M der ge-

suchten Kurve, so ist y als Funktion

von X zu betrachten, und diese Funk-

tion ist zu bestimmen. Es werde die

Ordinate MP des Punktes M und die

Normale MN konstruiert, dann ist die Subnormale PN gleich

der Ordinate MP= y, multipliziert mit Tangente des Winkels
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FMK Dieser Winkel ist aber gleich dem Winkel MTx,
welchen die Tangente des Punktes M mit der Abscissenachse

bildet; also ist sein Tangens gleich -—- Die Bedingung der
CL CG

Aufgabe ist also ausgedrückt durch die Gleichung

dy

oder

2yy'=2p.

Das erste Glied derselben ist die Ableitung von y^ (nach

Nr. 37); das zweite Glied ist die Ableitung von 2p x. Wir
haben also zwei Funktionen von x, nämlich y^ und 2px,

welche gleiche Ableitungen haben. Diese Funktionen können

sich also nur (29) um eine Konstante unterscheiden, und

man hat:

y' = 2px + C,

wobei C eine willkürliche Konstante ist. Die Parabeln mit dem
Parameter p^ deren Axe mit der Geraden zusammenfällt, auf

welcher man die Subnormale konstruiert, sind also die einzigen

Kurven, welche der gestellten Aufgabe entsprechen.

Aufgabe IL Es soll die Kurve hestimmt werden, deren

Normale gleich einer gegebenen Konstante a ist

Man sieht aus der vorigen Figur, dafs das Quadrat der

Normalen gleich ist dem Quadrate der Subnormalen y-^,

vermehrt um das Quadrat der Ordinate; man hat also die

Bedingung:

Diese Gleichung wird befriedigt, wenn man y= ^a setzt;

denn hieraus folgt ~ = 0. Die beiden Geraden, welche pa-

rallel zur Abscissenaxe in der Entfernung a von dieser Axe

laufen, bilden also eine Lösung des Problemes. Abgesehen

von dieser Lösung, folgt aus der obigen Gleichung:

1 ^ yy'

wobei das Vorzeichen der Quadratwurzel sowohl positiv, wie

negativ sein kann. Die rechte Seite dieser Gleichung ist die
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Ableitung von —'^a^— y^j folglicli drückt diese Gleichung

aus, dafs die Funktionen

X und ya^ y

dieselbe Ableitung haben. Demnach können sich diese Funk-

tionen nur um eine Konstante a unterscheiden, und man hat

Fig. 19.

(x — af + 2/^ = a^.

Die Kreise mit dem Radius a, deren Mittelpunkte auf

der Abscissenaxe liegen, sind die Lösungen der Aufgabe.

Aufgabe III. Es ist ein Kegelschnitt OAB gegeben.

Man soll eine Kurve IM so bestimmen, dass jede Sehne AB des

Kegelschnittes, welche zugleich die Kurve IM berührt^ durch den

BerührungspunU M in zwei gleiche Teile geteilt wird.

Sei Y^ = 2pX+ qX' die

Gleichung des gegebenen Kegel-

schnittes, und

die Gleichung der Tangente im

Punkte M (x, y) der unbekannten

Kurve. Eliminiert man F zwischen

diesen beiden Gleichungen, so wird:

Kf- ^]
^^ + 441 - KU) - i-] ^ + (^-4^) = 0-

Die halbe Summe der beidenWurzeln X dieser Gleichung ist:

f)
^-2/^ä + ^(g]

(dyY_
VdxJ

Nach der Bedingung dieser Aufgabe soll diese halbe

Summe gleich der Abscisse x des Berührungspunktes M sein.

Man hat also

oder:

2yy'^2p + 2qx.

Die rechte Seite dieser Gleichung ist die Ableitung von

2px + 2^^; <ii® linke die Ableitung von y^. Diese beiden
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Funktionen untersclieiden sich also nur um eine Konstante,

d. h. es ist

2/2 = 2px + q_x^ + C

die allgemeine Gleichung der gesuchten Kurve. Diese Kurven

sind Kegelschnitte, welche zu dem gegebenen ähnlich imd

ähnlich liegend sind.

§ 4. Satz für die Differentiation von Funktionen, welche

aus mehreren Funktionen einer unabhängigen Yariabelen

zusammengesetzt sind.

40. Der Satz für zwei Terme. Die Resultate, welche

wir oben gefunden haben, sind in einem allgemeinen Satze

enthalten, der sich auf die Differentiation einer Funktion be-

zieht, die aus mehreren zusammengesetzt ist.

Wenn u und v zwei Funktionen der unabhängigen Yaria-

belen X sind, und

y = f{u, v)

eine Funktion von ii und v bedeutet, so sagt man, y ist eine

Funktion, welche aus den beiden Funktionen u und v zu-

sammengesetzt ist.

Bilden wir nun

^y == f{^ + ^^} ^ + ^^) — /"(w? ^)

= [/(if'+^UjV +Av)— f(UjV +Ai;)]+ [f(u,v+ Av)—f(ti,v]

also:

Ay f{u + Au,v -j- Av) — f{u, v -{- Av) Au
Ax Au Ax

I

f{Uf V + Ai?) — f(u, v) Av
' Av Ax

Der Grenzwert, welchen der Quotient

f(u -\- Au, V -\- Av) — f{u, V -\- Av)

Au

erhält, wenn man Au null werden läfst, während man Av un-

geändert läfst, wird als die Ableitung der Funktion in Bezug

auf die Variabele u zu bezeichnen sein. Diese Ableitung wird

eine Funktion von u sein und aufserdem von dem Werte v-\-Av

abhängen. Wir bezeichnen sie mit (p(UjV -\- Av), und nehmen

erstlich an, dafs die Funktion f{UjV -{- Av) als Funktion von u
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die Forderung % erfüllt für alle Werte u in dem Intervalle

Yon u his u -\- Au. Alsdann ist aber nach dem Satze der

Nr. 28

Ebenso wird die Grenze des Quotienten

f{u,v + A v) — fi^i^
Av

als Ableitung der Funktion f(u, v) nacb v zu bezeichnen sein-,

wir nennen sie ipiu^v). Aus der Gleichung

folgt nun durch Übergang zur Grenze für Aa; = 0:

dv r \ du , , ^ s^ dv

^^ V^V^;^; fi£c^^^ ' ^ dx

Bei unserem Beweisgange bedingt dieser Grenzübergang

folgende Voraussetzungen:

1. Die Funktionen u und v von x besitzen an der gerade

betrachteten Stelle x bestimmte, endliche Ableitungen, so dafs

wir setzen dürfen:

Au du T Av dv

Hieraus folgt dann, dafs u und v an der Stelle x stetig

sind und daher mit Aa? = auch gleichzeitig Au = 0,

Av = wird.

2. Die Gleichung (1) mufs für das ursprünglich gewählte

Ax und alle absolut kleineren Zahlen Ax gelten. Dies ist der

Fall, wenn die Funktion f{uy v) für alle Wertepaare u, v bis

u -{- Au, V + Av sls Funktion von u die Forderung 51 erfüllt.

3. Es mufs lim cp (u + d'Au, v + Av) = (p (u, v) sein.

Dies ist der Fall, wenn cp (u, v) an der Stelle w, v stetig ist

als Funktion der zwei Variabein u, v.

4. Es mufs lim fJhl+M^lß^ll einen bestimmten

endlichen Wert haben.

Wenn eine Funktion y von den beiden willkürlichen Varia-

belen u und v abhängt, so bezeichnet man mit den Symbolen
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duy und d^y die Differentiale dieser Funktion, welche man
erhält, indem man nur eine der Gröfsen u oder v variiert; die

Ableitungen cp(UfV) und tpiiijV) sind also bezüglicli gleich den

d y d y
beiden Quotienten -^ und -o— • Man l'äfst gewöhnlich die In-

dices in den beiden Zählern fort; jedoch darf man dabei nicht

aufser Acht lassen, dafs die Zähler dy in beiden Quotienten

etwas verschiedenes bedeuten, was übrigens durch die Nenner

ohne irgend welche Unbestimmtheit ausgedrückt ist. Die Ab-

leitung der Funktion y, als Funktion von x betrachtet, ist also

oder
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41. Der Satz für beliebig viele Terme. Das erhaltene

Resultat kann leicht verallgemeinert werden. Seien u,VjW,s...

Funktionen der unabhängigen Variabelen x, und

y = f{u, v,w,s.,.)

eine aus ihnen zusammengesetzte Funktion. Ersetzen wir die-

selben mit Ausnahme der ersten durch ihre Werte in a;, so hat

man y ausgedrückt in u und x. Man kann also die Formel

des vorigen Paragraphen anwenden und erhält

dy dy du j^ d'

y

dx du dx~^ dx '

wobei ^— die Ableitung von y bedeutet, gebildet indem u als

Konstante betrachtet wird. Man hat dann ebenso

d'y cy dv _. d"

y

dx dv dx~^ dx '

wobei -r-^ die Ableitung von y ist, wenn u und v als kon-
UiX

stant angesehen werden. Ferner ist

d"y dy dw
,

d'" y ^

dx dw dx ' dx ^

-— ist die Ableitung von y, wenn w, v und w als Konstante
dX

gelten. Es ist leicht zu sehen, dafs man, indem man die

erhaltenen Gleichungen verbindet, die Gleichung gewinnt:

dy dy du .dy dv . dy dw .dy^ds_ . ^

dx dudx'^dvdx'^ dw dx "^ ds dx~^

und man kann den Satz aussprechen:

Die Ableitung einer Funktion ^ welche aus mehreren Funk-

tionen zusammengesetzt ist, ist gleich der Summe aus der, welche

man erhält, indem man nach einander jede der zusammensetzenden

Funktionen als die einzige Variabele ansieht.

Der Satz gilt jedenfalls unter den folgenden Bedingungen:

Die u, V, w, . . . s sind Funktionen von x, welche in der

Umgehung der gerade fixierten Stelle x bestimmte endliche Ab-

leitungen besitzen und selbst bestimmte endliche Werte besitzen.

Sodann ist f(u, v, w . . , s), als Funktion der unabhängigen

Veränderlichen u, v, . . . s, in der Umgebung der entsprechenden

Stelle (u, V, ... s) nebst ^ * • ' ^ 5^6%-
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42. Anwendungen:

1. Ist y == Au + Bv + Cw . . . und sind A^B^C ... Kon-

stante, so werden die Ableitungen ^ , w- , -^ • • • bezüglich

gleich A, Bj . . .
; es ist also

y==Au+Bv'+ Cw' -\

2. Ist y = wt;t(;s .... so sind die Ableitungen k^, ~-, ---

bezüglich gleich

VWS . . .y uws . . ., uvs . . .,

man hat also:

y' = (vwS ...)u-{- (uws . . .) v' + (uvs . . .) w' -{- • • •,

wie schon in Nr. 35 gefunden wurde. Diese Formel führt,

wie in Nr. 37 gezeigt ist, zur Regel für die Differentiation

von Potenzen.

3. Ist u
1

y = — = uv—^,

so hat man (wenn v nicht gleich ist),

^ _ .,-1 ^y

also:

Q — V~^ , ö^ == — UV
du ' öv

y =v~^ic — uv~'^v oder y = ^
,

wie in Nr. 36 gefunden wurde.

43. Tolgerung aus dem vorigen Satze. Jede explicite

Funktion y der Variabelen x wird erhalten, indem man mit

dieser Variabelen bestimmte Rechnungsoperationen in be-

stimmter Reihenfolge ausführt. Die Zahl dieser Operationen

wird als begrenzt vorausgesetzt; ist sie gröfser als 1, so ist

die letzte Operation an einer oder an mehreren Funktionen

Uj Vj w . . , auszuführen, welche vorher gebildet sind.* So

erhält man:

y == f(u^ V, w .. .).

Der vorige Lehrsatz nun führt die Differentiation von y
auf die Differentiation der einfacheren Funktionen m, Vj w ...

und auf die durch das Symbol f dargestellten Funktionen von

u, von Vy von w . . . u. s. w. zurück. Werden die Funktionen

UjVyW... nicht durch eine einzige Operation aus x berechnet,

so kann man auf sie dasselbe anwenden, was von y gesagt

wurde, und so fort. Demnach reduziert sich die Differentiation
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von y immer auf die Bestimmung von Ableitungen elementarer

FunMionen, welche man nicht auf einfachere zurückführen kann.

Die elementaren Funktionen, mit denen wir uns hier zu be-

schäftigen haben, sind:

1. Die Funktionen, welche aus einer einzigen algebraischen

Operation hervorgehen: nämlich a + ic, ax^ x^.

2. Die Exponentialfunktion a^ und die Funktion Logarith-

mus: logic.

3. Die goniometrischen und die cyclometrischen Funk-

tionen.

In Bezug auf die algebraischen Funktionen ist hier dem

zu Beginn von § 2 bereits Gesagten nichts hinzuzufügen, und

wir werden nun die verschiedenen elementaren transscendenten

Funktionen betrachten.

§ 5. Differentiation der Logarithmen und der

Exponentialfunktion.

44. Die inversen Funktionen. Allgemein, wenn man die

Ableitung einer Funktion kennt, so kann man hieraus auch

die Ableitung der inversen Funktion berechnen. In der That,

nehmen wir an, dafs die beiden Variabelen x und y unter

einander durch eine Gleichung verbunden sind, welche sowohl

die Form
y == f(x) als auch die Form x = F(y)

annehmen kann, so folgt aus der ersten Gleichung

dx
"" ^'(^) ^^^^ ^^^ ^®^ zweiten: 1 = F'{y)-£, (33),

also ist .

l=r{y)nx) oder: F'(2/) = ^^j'

In der LeibnitzschQiß. Bezeichnungsweise schreibt sich dies:

dx ^ dy
dy ' dx

BesiUt also y als FunMion von x an der Stelle x eine

endliche und von null verschiedene Ableitung f\x)y so besitzt

auch X als Funktion von y an der entsprechenden Stelle y eine

endliche und von null verschiedene Ableitung F\y) und die

Ableitung der inversen Funktion ist der reciproJce Wert der

Ableitung der ursprünglichen Funktion.
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45. Bestimmung von lim ( 1 -J j für ganze positive m.

Die Bestimmung dieser Grenze ist unerläfslich für die Aufgaben,

die wir uns gestellt haben. Wir nehmen zunächst an, dafs

die Zahl m nach einem positiven unendlich grofsen Werte

konvergiert, indem sie nur die Werte der ganzen Zahlen durch-

läuft. Alsdann hat man nach der Binomialformel in Bezug

auf einen ganzzahligen positiven Exponenten:

/i J_ JL'i"'^ 1 _L ^ 1 w(m - 1) 1

\ "•" m/ "•
1 m "*" 1-2 m'

m{m — l)(m — 2) 1
, i / 1 V'*

' 1-2.3 * »^3 -T • • • -r \^~J

Ist nun n irgend eine ganze Zahl kleiner als m, und be-

zeichnet man mit jR„ die Summe aller Glieder, welche auf

das {n -f-
1)*® Glied folgen, so kann man schreiben:

(1)

\^^ m) — J- -r T "T ~TrY "+" 12.3

(i_l)(i_A)...(i_«-J)
"i 1 .23 ...»i

•" -t^ny

wobei der Wert von Rn gleich wird:

(i_JL)(i_l)...(i_'L-i)
\ m/ \ m/ \ m /

X

Rn=
^ ^

n l v).\ f 17,-1-

m
(i_iL)(i_?L±i) (i_M...(i_^»^y
\ m/

\

m / , \ ml \ ml
^ (vi -L--i\ (v> _i_ o\ n^+ 1 ' (n-\-l){n-\-^) ^ (n4-l)(^_^2) ... w

In der zwischen der Klammer enthaltenen Summe ist die

Zahl der Glieder gleich m — n, und diese Glieder sind kleiner

als die entsprechenden der unbegrenzten geometrischen Pro-

gression

-J^ + - ^ +_Jl^. ...
n -h 1

~
(n + 1)2 ^ (n 4- 1)3 ^

Die Summe dieser Reihe, d. h. die Grenze, welcher sich

die Summe beliebig nähert, je mehr Glieder man summiert,

ist -
;
folglich kann der Faktor zwischen den Klammern mit

~ bezeichnet werden, wenn 9 einen Bruch zwischen und 1
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bedeutet. Man hat also, wie grofs auch immer m gewählt

sein mag:

(i_l)(i_l)...(i_'L^)
^,_. -^ \ m/\ ml \ m / Q

(J) lin —
1 . 2 .T7^ ~ ' "^

'

Die Zahl n kann als unveränderlich angesehen werden;

lassen wir nun m beliebig wachsen und bezeichnen mit 9ft„

die Grenze von i?„, mit d^ die Grenze von 9, so erhalten wir:

(3) lim (l + 4)"= 1 + -; + ^, + -r..tVtTT^ + 9*«.

und nach Formel (2) ist

d' ist eine Gröfse, von der nur bekannt ist, dafs sie nicht

gröfser als 1 und nicht kleiner als ist.

Die Zahl n kann willkürlich gewählt werden, und wenn

man annimmt, dafs sie ins Unendliche wächst, so konvergiert

^n nach 0. Es folgt hieraus, dafs, je mehr Glieder der Summe

addiert werden, um so genauer eine bestimmte Grenze erreicht

wird. Denn durch Addition beliebig vieler Glieder erhält man

Werte, die immer mehr wachsen, und die doch kleiner sind

als der Wert

. _, i_ , J_ ,

1
, . .

1
I 1 1

.

^~r 1
"^"1.2"'" 1-2.3 ' l'2'3'-n~^l'2'3---nn

Diese bestimmte Grenze bezeichnet man mit dem Buchstaben e;

es ist also

wenn man 1.1
e -"^ "•

i i" 1 .2 "•1-2. 3'' 1-2.3.4"''

setzt. Bricht man die Reihe mit dem Gliede ab, welches n

im Nenner enthält, so ist der Fehler, d. h. die Abweichung

vom vollständigen Werte, gleich der Gröfse fR„, die man den

Rest der Reihe nennt. Dieser Rest ist kleiner als der n^^ Teil

des n+ l^"" Gliedes, mit dem man die Summation abgebrochen
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hat. Dies gestattet den numerischen Wert der Zahl e mit einer

beliebig grofsen Annäherung zu berechnen. Man findet:

e = 2,71828 18284 59045 . .

.

46. Bestimmung von lim (l -| ) für beliebiges m.
m= oo

^ ^^

Nehmen wir ferner an, m wird positiv unendlich, indem es

alle Zahlenwerte durchläuft, und bezeichnen wir mit fi die

ganze Zahl, welche dem Werte m jedesmal am nächsten liegt

und kleiner ist als m. Man hat alsdann:

(i + ^)"<(i + ^)-< (! + })'"'.

oder

Wenn nun m ins Unendliche wächst, so wird auch die

ganze Zahl ^ unendlich. Nun wird

Mithin ist die Gröfse (l + —]'" zwischen zwei Variabelen

eingeschlossen, welche beide die Grenze e haben; man hat
folglich (25)

\ ' m/

Nimmt man endlich an, dafs m negativ unendlich wird-
und setzt man m = -—

ft, so hat man:

also

Konvergiert m nach — cx), so konvergiert ^ — 1 nach
+ oo und man hat

also ist auch in diesem Falle
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M^ + iT--
47. Die Ableitung von logic. Die Basis der Logarithmen

sei hier irgend eine feste positive Zahl a; die Variabele x kann

alle positiven Werte annehmen. Erteilt man der Variabelen x

den Zuwachs AXf so wird

A log ä; = log;(;3; + Ax) — log a; = log (l + ~£j ,

also

Alog«_ '°g (^ + ^)

Setzt man -.^ = m oder Aa:; =— , so folgt:

1^^ = -^log(l + -) = '-log (l + 'IAre ic ^\ ^ m/ X ^\ ' w/
A
Ax X

Wenn nun Aä; null wird, so wird m unendlich, für jeden

(1 \"i

1 + —
j

hat die Grenze e, und also ist

dlogx 1 -,

(^a:; X °

Sind die Logarithmen in Bezug auf die Basis e gebildet,

so hat man das sogenannte Ne per 'sehe oder natürliche System.

Hier ist log e = 1 , also

d log X 1

dx X

Ersetzt man x durch eine Funktion u von x, so wird

nach Nr. 33

d log u d log u du 1 du
dx du dx u dx

Hierdurch rechtfertigt sich der Name „logarithmische Ab-

leitung", welcher in Nr. 35 eingeführt wurde. Diese ist in der

That die Ableitung des Logarithmus der betreffenden Funktion.

Eine Anwendung dieser Formel machen wir auf den Fall

der Potenx y = x^ mit beliebigem irrationalem Exponenten.

Bildet man für positive Werte von x,\ogy == ^i^loga?, so folgt

nachNr.83: — -f^^ --, also p-= ^x''-^ demnach gilt auch
y dx x^ dx

für irrationale Exponenten die frühere Regel.
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48. Die Ableitung von a^. Die Basis a ist als eine

positive Konstante zu denken. Es wird

Aa^ = a^+^^ — a^ = a^(a^^ — 1),

also:

—— = a*>— 1.

Ax Ax

Setzt man a ^ — 1 = — , oder a ^ = 1 -\ , so erhält

man, indem man auf beiden Seiten die Logarithmen nimmt:

1 \
log (l + ^)

Aa;loga = log(l + ^) oder Ax = 1^^—

;

folglich:

Aa^ _^ X log a X log a

i^+i)

mlog(l + -) log(l + J
Läfst man A;r nach konvergieren, so wird m unendlich;

wird gleich e und demnach

da^ ^ log a

d X log e

Die Basis der Logarithmen ist willkürlich. Wählt man
das natürliche System, so ist loge= 1 und demnach

-,— = a^ log a .ax °

Für den Fall a = e gehen die Formeln über in:

dx

Die Funktion ^ hat also die Eigenschaft, daß die Ableitung

mit der Funktion identisch ist.

Es ist kaum nötig hinzuzufügen, dafs diese Resultate auch

dann noch bestehen, wenn x nicht mehr die unabhängige

Yariabele ist.

49. Eine Verifikation. Wir haben die Bestimmung der

Ableitungen von logrz; und a^ direkt ausgeführt. Sobald aber

die Ableitung von einer dieser Funktionen bekannt ist, so

kann man, wie wir schon sagten, unmittelbar hieraus die Ab-
leitung der anderen berechnen. Denn setzen wir

Serret, Diff.- u. Integral-Rechnung. I. 2. Aufl. 5
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so haben wir, indem wir die Logarithmen mit der Basis a

von beiden Seiten nehmen:

Wenn man nun als bekannt voraussetzt, dafs die Ab-

leitung von log 2/ gleich ist —^—y so hat man

löge ^ ^
y

oder

dx log e

Da log a = 1 , so kann man auch schreiben

da" log«
,

dx löge

und nun kann man auch die Basis des Logarithmensystems

willkürlich wählen, da der Wert des Quotienten sich dabei

nicht ändert. Wählt man im Besonderen e zur Basis, so hat

man -^ == a^ log a, wie schon auf direktem Wege gefunden

wurde.

50. Anwendungen.

1. Es sei

2,= log|/-^|.

Die Basis des Logarithmus sei die Zahl e; solche Loga-

rithmen pflegt man mit dem Zeichen log nat oder kurz mit l

zu schreiben. Man kann setzen

2/
=
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x-\-Vx' + a

dy 1
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^ = a-la-l.
dx

Ist a kleiner als 1, so ist die Funktion y eine durchaus

abnehmende, während x von — c» bis + c» läuft, da die Ablei-

tung durchaus negativ ist. Andererseits hat sie füYX = — oo

den Wert + oo, für a; == 0, den Wert 1, für rr = + oo den Wert

— oo. Sie wird also für einen positiven Wert von x gleich 0.

Ist a gröfser als 1, so ist y eine abnehmende Funktion,

solange
a'^la — 1 <0,

solange also x kleiner ist als der Wert x^^j für welchen

a^i/a=l oder xja -^ IIa = 0^

d. h.
IIa

^i~~"~ la'

Für gröfsere Werte von x ist die Funktion eine wach-

sende. Die Funktion hat also ein Minimum, welches zum

Werte x^ gehört, und dieser Minimalwert ist gleich

1 , IIa

la*la

Ist dieses Minimum negativ, so wird die Funktion zwei-

mal 0, ist es positiv, so wird die Funktion nicht 0; es mufs

also, damit y gleich werden könne,

l.Ua^Q
d.h. 1 + Ua<0 sein.

la * la =^ —
Dies ergiebt:

lla^—1 oder la^e-^j a ^ e*.

Ist a = e% so ist x^ = e und die Funktion wird für diesen

einen Wert gleich 0.

§ 6. Differentiation der Kreisfunktionen.

51. Die goniometrischen Funktionen. Diese sind:

sinic, tangic,

COSiT, cotgic.

1. Wir betrachten zuerst die Funktionen sina; und cosa;.

Erteilt man der Variabelen x den Zuwachs Ao;, so hat man
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A sin a; ^ sin (x + Ax) — sin o; = 2 sin --- cos {x -\—^j

,

A cos o; = cos (x-\- Ax) — cos ic = — 2 sin -~ sin \x + -^) ?

oder:
Ax

i^ + ^h
A • Sin „A sin oj 2

COSAx Ax

. Ax
smA cosa? 2

Ao; Ax
~2~

si^(^ + ^)

Das Verhältnis sin -^ : -^^ konvergiert nach dem Werte 1,

wenn Ax null wird.

Geht man also zu den Grenzen über, so wird

d sixix d cosx_^_ = cosa;, ~^-^==-smx.

2. Da die Funktionen tang und cotg gleich den Quo-
tienten

sinx
T cosa?

und ——
COSiC

sind, so kann man ihre Ableitungen vermittelst der Regel
für die Differentiation eines Quotienten aus den Ableitungen

von sin und cos ableiten. Es wird:

d sinrc . d cos o;
cos X —=— — sin xdtgx

^^ dx dx cos2 X + sin^ x 1

dx cos^ic cos2« cos^ X
'

dcosx d sin x
j , sin X —, cos a? —

=

äctgx dx dx sm^o; + cos^o; 1

dx sin* X srn^ic
^^

sin* ic

Die erhaltenen Formeln zusammengestellt ergeben:

d sinx d cos x
dx ' dx

d tang X 1 d cotg^

dx cos^o;' d^

= — smic,

sin^ X

Diese vier Formeln bleiben auch bestehen, wenn x nicht
die unabhängige Variabele ist; und man kann bemerken, dafs
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die zwei in zweiter Kolonne stehenden Formeln erhalten

werden, indem man die zwei ersten mit der Variabelen — x

bildet. Denn es wird:

d sin /TT \ d cos x

dx
/ n \ d GO^x (n \

d tang /7t \ dcoi^x

dx \^ I dx sm'^ X
cos^(|--:r)

52. Anwendungen. Verbindet man die vorstehenden

Regeln mit der Regel für Differentiation der Logarithmen, so

erhält man unmittelbar die Ableitungen der Funktionen

log sin Xj log cos x, log tang x.

Es wird:

dl sin X 1 dsinx cos £C
,

dx sinoJ dx sinrc
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1. Ist

y = arc sin x oder sin y = x,

so hat man
dy ^ T dy 1

cos«/ ~- == 1 oder -j"^ =
,^ <^ic (?ic cos 2/

'

mit Ausnahme des Wertes «/, für welchen cos ?/ = ist, d. h.

der Werte ^ = + 1.

Es ist

dy
cos 2/ = f/l — ic'^, also — =

dx Vi — «2

Das Vorzeichen der Quadratwurzel bestimmt sich durch

das Zeichen von cos?/; nach Nr. 12 ist es immer positiv.

2. Ist

y = arc cos a? oder cos y == x^

so wird:
dy ^ dy 1 1— sm 2/ V^ = 1 , y^ = -•— = 7-==

^ dx ^ dx siny yi ^

Das Vorzeichen der Quadratwurzel ist immer positiv.

3. Ist

2/
= arctang^ oder tsin^y = Xy

so wird:
1 dy ^ dy « 1—2— • x^ == 1> T^ == cos^?/ = -~,—2-

cos^y dx ^ dx "^ 1 -{-
x^

Besondere Werte sind hier nur diejenigen, für welche

X = + oo.

4. Ist

?/ = arccotgir oder x = Qo^gy^

so wird
1 dy ^ dy .9 1

%\jr y dx ^ dx ^ 1 + ^^

So hat man zusammengefafst

:

d arc sin a? 1 d arc cos x 1

dx yi _ ^'2 dx yi _ ^2

d arc tang r» 1 <? arc cotg x 1

(?;r 1 + a?^ dx 1 -{- x^

Die Vorzeichen der Quadratwurzel sind, wie wir eben

zeigten, bestimmte. Es ist zu bemerken, dafs die Ableitungen

der cyklometrischen Funktionen algebraisch sind, ebenso wie

Ableitungen von loga;.

Die Summe der Funktionen arc tang x und arc cotg x ist
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gleich einer Konstante, daher sind auch ihre Ableitungen

gleich und von entgegengesetztem Vorzeichen. Gleiches gilt

von den Funktionen arcsino; und arccos^; die Quadratvrurzeln

in den vorigen Formeln sind immer mit dem positiven Zeichen

zu nehmen.

§ 7. Differentiation der impliciten Funktionen.

54. Die Funktion ist implicite durch 1 Gleicliung gegeben.

Wir betrachten zuerst den Fall, dafs eine Funktion y mit der

Variabelen x durch eine Gleichung

fix, 2,) =
verbunden ist, deren linke Seite eine gegebene Funktion von

X und y ist. Wir greifen ein bestimmtes Wertepaar (ic, y)

heraus, welches f zu null macht und nehmen an, dafs in seiner

Umgebung f und seine beiden Ableitungen:

M^'J/i und ^^^^' ^^

dy ex

stetig sind. Endlich nehmen wir an, dafs man von der gerade

fixierten Stelle {x, y) stetig zu unendlich vielen anderen ge-

langen kann, die ebenfalls die Gleichung f= erfüllen. Geo-

metrisch besagt die letzte Voraussetzung, dafs die Fläche

^ = f(x^ 2/) von der Ebene z = wirklich in einer Kurve

geschnitten wird. Man kann alsdann f(x^ y) als eine mit den

Variabelen x, y zusammengesetzte Funktion ansehen, und diese

Funktion ist der Annahme nach konstant gleich 0. Also ist

auch ihr Differentialquotient konstant gleich 0, und es besteht

die Gleichung (Nr. 40)

:= ^J
-I-

-^^-^.
dx~^ dy dx

Hieraus kann man, für alle Wertsysteme von x und y^

für welche nicht gerade ^^^ = ist, den gesuchten Differen-

tialquotienten bestimmen :

K
dy dx
dx df

dy
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Die ÄUeitung einer Funktion y, welche mit x durch die

Gleichung f(x, y) = verbunden ist, wird erhalten, indem man
den negativen Wert der Ableitung nach x durch die Ableitung

nach y dividiert.

55. Beispiele.

1. Ist

f{x, y) = a' y' + b' x' — a' ¥ = 0,

so ist

^ = 2¥x, l^==^2a^y,ex ' dy ^^

und folglich

dy h^ X
dx a^ y

Im vorliegenden Falle kann die gegebene Gleichung nach y

aufgelöst werden und man findet

y = --}/a'- x\

Die Quadratwurzel kann sowohl mit dem Plus-, wie mit

dem Minuszeichen berechnet werden. Substituiert man diesen

Wert von y in die obige Formel, so wird sie

dy hx
dx~~~ a^a' — x''

Dieses Resultat erhält man auch unmittelbar, wenn man
den obigen Wert von y differentiiert.

2. Hat man die Gleichung

fix, y) = {x' + fy - ^a\x' - f) == 0,

welche die Lemniskate von Bernoulli darstellt, wenn man x

und y als rechtwinklige Koordinaten betrachtet, so wird

g = 4« {X' + f) - Aa' X, g = Ay (x' + f) + Aa' y,

und folglich

dy X x^ -^ y^ — a^

dx y x^ -{- y'^ -j- a-

Nur für den Wert x = 0, y = 0, welcher die Gleichung

f(x, y) = befriedigt, ergiebt diese Formel keine Bestimmung

des Differentialquotienten.

56. Die Punktion ist implicite durch 2 Gleichungen gegeben.

Betrachtet man den Fall, dafs zwei Gleichungen gegeben sind:
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f{x, y, z) = 0, F{x, y, z) = 0,

zwischen der unabhängigen Variabelen x und den zwei Funk-

tionen yy z dieser Variabelen; da y und z Funktionen von x

sind, so sind f{x^ y^ z) und F{Xj y, z) zusammengesetzte Funk-

tionen, andererseits sind die Differentiale dieser Funktionen

null, da diese selbst sind; also hat man:

^dx + ^dy + ^dz = 0,dx ^ dy ^ * dz '

dF j X
dF , . dF ^ ^-^- dx 4- -^- dy + -^- dz = 0.

dx ^ dy ^ ' dz

Hieraus erhält man die Werte von ~~ und , nämlich:
dx dx

dy dx dz dz dx
d^ — d£dF _dlWF>

dz dy dy dz

^JdF _dfdF
dz dy dx dx dy

d^ ~~ WjF''^dfdF'
dz dy dy dz

Die Voraussetzungen, unter welchen dieser Satz bewiesen

ist, sind aus Nr. 41 zu entnehmen.

57. Beispiel. Aus den Gleichungen

x^ -\- y^ + z^ = r^, ax -\- ßy + yz = p,

wo r, a, ßj y, p Konstante bezeichnen, folgt:

xdx + ydy + zdz = 0, adx + ßdy + ydz = 0,

oder:
dx dy dz

yy — ^z az — yx ^x — ccy^

eine Formel, welche die Differentialquotienten j-, , " der

beiden Funktionen y und z bestimmt.

58, Der allgemeine Fall. In derselben Weise hat man

in dem allgemeinen Falle zu verfahren, wo man n Glei-

chungen hat:

/(«, y, z, u

.



Der erste Differentialquotient. 75

zwischen einer unabhängigen Variabelen x und n Funktionen

yj Zj u . . , dieser Variabelen. Die Funktionen f, F, cp ... sind

wie in den vorigen Fällen, zusammengesetzte Funktionen,

deren Werte durchaus sind, und deren Differentiale daher

ebenfalls verschwinden. Man hat also:

f
^ dx + 1^ dy + ^ d2 + 1^ du-\ = 0,dx ' dy ^ * dz ^ du ' '

Tx ^^ + Ty äy + ^dz + j^ ^^. + . . . = 0,

1-^ dx + l^~ dy + ^ dz + ^,^ du^ ^ • • = 0,ex ^ cy ^ oz ^ du ' '

Aus diesen n Gleichungen sind also Differentialquotienten

der n Funktionen y, z, u . . . zu berechnen.

§ 8. Die Elimination willkürlicher Konstanten.

59. Elimination 1®^ Konstanten aus 1®^ Gleicliung. Es

sei eine Gleichung gegeben

(1) a^:, y,C)^0
zwischen den Variabelen Xy y und einer willkürlichen Kon-

stante C. Die Differentiation dieser Gleichung liefert

(2) -^-^ 4- i/^ -^1- =
^ ^ dx ^^ dy dx '

und wenn man die Konstante C zwischen den Gleichungen

(1) und (2) eliminiert, so ergiebt sich eine Gleichung

zwischen der unabhängigen Variabelen x, der Funktion y und

ihrer Ableitung; —-
* dx

Diese Gleichung, welche ganz unabhängig ist von den

besonderen Werten, welche man der Konstanten G beilegen

mag, heifst eine Differentialgleichung. In Bezug auf dieselbe

heifst die Gleichung (1), welche eine willkürliche Konstante

enthält, die ursprüngliche oder primitive Gleichung.

Interpretiert man x und y als geradlinige Koordinaten, und

legt man der Konstanten C nach einander unendlich viele Werte
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bei, so stellt die Gleichung (1) ein Kurvensystem dar. Die

Gleichung (3) drückt dann eine Eigenschaft der Tangente aus,

die allen Kurven dieses Systems gemeinsam ist.

60. Beispiele.

1. Die Gleichung y^= 2i^x -\- C giebt durch Differentiation

dy

Hier ist die Konstante G bereits herausgefallen und diese

Gleichung ist daher die Differentialgleichung, welche aus

der gegebenen hervorgeht. Sie drückt (Nr. 39) aus, dafs die

Subnormale bei allen Kurven, welche durch die Gleichung

y^ = 2px -}- C dargestellt werden, konstant ist.

2. Die Gleichung

+ )2 — ¥

in welcher h eine fest gegebene Konstante ist, q alle mög-

lichen Werte annehmen kann, stellt ein System von konfolcalen

Kegelschnitten dar, wenn x und y rechtwinklige Koordinaten

bedeuten. Die Differentiation ergiebt:

X dx
I

„2 r

oder:
X dx y dy X dx -\- y dy
q' W — Q^ h'

Durch die Elimination von q^ erhält man indem man y

^^S' 20- für "^^ schreibt:
dx

und dies ist die gesuchte Differential-

gleichung. Legt man die Tangente

MB und die Normale MC an eine

Kurve des konfokalen Systemes, und

sind B und C die Punkte, in denen

diese Geraden die Axe Oy schneiden,

so sind die Gleichungen für MB und MC
Y-y = y'{X-x),
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wenn X und Y die laufenden Koordinaten bedeuten. Folg-

lich hat man

also

OB = y — xy', OG = y + x y,

OB' OC = — h\

Das Produkt hat einen negativen Wert, weil OB und

OC in entgegengesetztem Sinne auf der Ordinatenaxe liegen.

Hieraus folgt, dafs, wenn man dem Dreieck BMC einen Kreis

umschreibt, dieser Kreis die Abscissenaxe in zwei Punkten

F und F' schneidet, für welche die absoluten Werte

0F= or = h

sind. Also sind F und F' die Brennpunkte unserer Kurve.

Diese Eigenschaft wird durch die Differentialgleichung für

alle Kurven des Systemes ausgedrückt.

61. Der allgemeine Fall. Betrachtet man allgemein ein

System von n Gleichungen:

/i (^, 2/; ^; ^? • • • «; h, C, . . .) = 0,

f^{x,y,s, «, .'.
. a, &, c, ...) = 0,

(1)

, fn{x, y, 2,u, . .. a,h, c, .,.) =
zwischen einer unabhängigen Variabelen Xj n Funktionen

y^ Zj Uy . . . dieser Variabelen, und n willkürlichen Konstanten

üy hj c, . . .j so ergiebt die Differentiation dieser Gleichungen

die n folgenden Gleichungen:

dfi df, dy df^ dz . df^ du .

f^ 11 dOC ^ v rl /v ' /^/i/ /1 'V '

(2)

dx

dfi ,
dy

dy dxdx ~ '•'" ^^ '^'^ ^ "^

dz dx

dfi dz

du dx

df^ du

= 0.

dz dx ' du dx +

^fn , ^4 '^y
, ^fn ^^

, ^fn ''»

+ + + + 0.
dx ^ dy dx * dz dx ' du dx

Eliminiert man nun die n willkürlichen Konstanten

a^hj Cj . . . zwischen den 2n Gleichungen (1) und (2), so

erhält man im allgemeinen n Gleichungen:
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T^ / dy dz du \ ^
F, [x, y, z, «, • • •

^^, ^~, j;^
• • •) = 0,

T- / dy dz du \ ^

T7 / dy dz du \
0.

Dieselben bilden ein System von simultanen Differential-

gleichungen.
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Höliere Diflerentialguotienteii Yon Funktionen Einer

Veränderliclien. Partielle Differentialguotienten Yon

Funktionen mehrerer Veränderlicken.

§ 1. Höhere Diiferentialquotienten von Funktionen

Einer Yeränderliclien.

62. Definition der n*^° Ableitung. Ist f{x) eine Funk-

tion der Variabelen x und f'(x) ihre Ableitung, so bezeichnen

wir mit f'{x) die Ableitung von f{x)j mit f"{x) die Ab-^

leitung von f {x) u. s. f. Auf diese Weise bilden wir eine

Reihe von Funlitionen:

fix), fix), ('"{X),...^^^)--;

die nur dann ein Ende erreicht, wenn man einmal auf eine

Funktion stöfst, die keine bestimmte Ableitung mehr besitzt.

Bei den meisten Funktionen tritt dieser Fall nicht ein.

Die Funktion /"^"^(^); welche in der vorstehenden Folge

die n^ Stelle einnimmt, wird die Ableiümg n^^"^ Ordnung oder

einfacher die v}^ Ableitung von f(x) genannt.

63. Die n^^ Ableitung, aufgefafst als w*®^ Differential-

quotient. Es sei wiederum

(1) y-m
die gegebene Funktion der unabhängigen Variabelen x. Wir

bezeichnen mit cZ^^ das Differential dieser Funktion bei einem

willkürlichen endlichen Zuwachs A, der Variabelen X'^ so hat

man nach Nr. 32

(2) d^'^y=^r{x)\.

Dieses Differential, welches, so lange \ eine endliche

Gröfse bezeichnet, selbst im allgemeinen eine endliche Gröfse
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ist, ist zugleich eine Funktion von x. Sein Differential, ge-

bildet für einen willkürlichen Zuwachs h^ der Variabelen x,

ist das Differential zweiter Ordnung der Funktion y^ und wir

bezeichnen es mit d''^d''^y. Man hat dann:

d^'^d'^y = d^'-f{x)\ = \ ' d''-^f\x) = f\x)W,
Desgleichen wird das Differential dieses Differentiales

zweiter Ordnung bei einem willkürlichen Zuwachs /ig der

Variabelen X'.

d"^d'-d'^y = r\x)Wh,.

Fährt man so fort, so erhält man eine Folge von Werten:

d^'^y, d^'^d^'^y, d^^d^'^d^'^y, ...

in welcher jedes Glied das Differential des vorhergehenden

ist, in Bezug auf einen bestimmten Zuwachs, den man der

Variabelen x erteilt. Das n^^ Glied ist das Differential n^^"^ Ord-

nung der Funktion y, und man hat:

(3) d'-d'^-' . . . d'^d'^y = f^^'XxVHh • . . K-ihn.

Aus dieser Gleichung folgt, dafs sich das Differential

^ter Ordnung nicht ändert, wenn man die Reihenfolge der

Charakteristiken d vertauscht.

Gewöhnlich nimmt man alle Gröfsen Aj, /^2 ... /^w als unter

einander gleich an. Ist h = dx ihr gemeinsamer Wert, so

kann man die Differentiale der verschiedenen Ordnungen mit

den Zeichen
dy, d^y, . . . d^'y, . . .

bezeichnen und man hat

(4) d^y = f^'^\y)h^ = f^''\y)dx^,

oder

(5) f! = ^«(*)-

Diese Gleichung, durch welche dieselbe Gröfse nur ver-

schiedenartig definiert wird, besagt:

Die Ableitung n^^"" Ordnung einer FunUion ist gleich dem

Differentiale w*^^ Ordnung dieser Funktion, dividiert durch die

n*^ Fotenz des Differentiales der unabhängigen Variabelen.

Diese Bezeichnung wird am häufiLgsten angewandt für die

Ableitungen, und die Formel (3) läfst sich daher auch schreiben
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Es leuchtet ein, dafs man die Differentiale der verschie-

denen Ordnungen vermittelst successiver Anwendung der Regeln

erhält, die wir im vorigen Kapitel aufgestellt haben.

64. Anwendungen.

1. Ist

so hat man:

—
I
= m(m — l)(m — 2) ' " {m — n -j- l)x"'-''-

U/SC

2. Ist

y = lx,

so hat man:

dx x' dx^ x'
~' "^

' dx^~~^ ^^ ^

^\ = (- ly-^ . 1 . 2 . 3 . . . (iz - 1) ^-".
dl X

3. Ist

und a eine positive Konstante, so hat man:

dx ' dx ^ ^ dx"" •- -'

In dem Falle a = e ist y = e^ , und —- = e« = w.^ '

dx""
^

4. Ist

y = sin {x + «)

und a eine Konstante, so wird

^ = cos (a; + a) = sin(a? + a + y)

,

so dafs die Ableitung von sin (ic + a) erhalten wird, indem

man die Konstante y der Gröfse a hinzufügt. Hieraus schliefst

man, dafs für jedes n

Serret, Diff.- u. Integral-Rechnung. I. 2. Aufl. 6
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Setzt man a = und a = y, so erhält man:

d^ ainx • / .
n\ d" cos x / ,

n\
±J^^^ = sin (x + n-), -—-— = cos [x + w -

)
•

65. Differenzen höherer Ordnung. Für eine Funktion

y = f{x) der Variabelen x wird der Zuwachs

f{x + \) - f{x)

die Differenz erster Ordnung oder c^ie erste Differenz der Funktion

2/ bei dem willkürlichen Zuwachs \ der Gröfse x genannt und

mit A'^ii/ bezeichnet. Diese Differenz ist selbst eine Funktion

von X, und ihre Differenz bei dem Zuwachs \ der Variabelen x

ist die Differenz zweiter Ordnung oder die zweite Differenz der

Funktion y^ sie sei mit A^'^A^'^y bezeichnet. Fährt man so

fort, so entsteht die Aufeinanderfolge

^hy^ A^'^A^^y, A^'^A^'^A^^y^ . .

.

und jedes Glied ist die Differenz des vorhergehenden bei einem

bestimmten Wachstum der Variabelen x-^ das n^" Glied ist die

Differenz von der Ordnung n, oder die n^^ Differenz von y.

Aus der Gleichung für die erste Differenz

A^'^y = f(x + \) - f{x)

folgt:

A''.A^x2/ == fix + K + \) — f(^ + K)— fix + K) + fix).

Diese Differenz ändert sich nicht, wenn man die Gröfsen

\ und Ji^, also die Ordnung der beiden Charakteristiken A
vertauscht. Wenn man nun die Differenz von der Ordnung n

betrachtet, so kann man, wie hieraus folgt, ohne ihren Wert

zu ändern, die Ordnung zweier aufeinander folgender Charak-

teristiken vertauschen, und demnach die Charakteristiken

überhaupt in jede beliebige Ordnung bringen.

66. Eine neue Verallgemeinerung des Mittelwertssatzes.

Zwischen einer Differenz und der Ableitung gleicher Ordnung

besteht eine wichtige Beziehung, die wir nun erkennen wollen.

Ist f{x) eine Funktion, welche in dem Intervalle von x

bis x-]-\ den Bedingungen % genügt, so ist nach dem Mittel-

wertssatze (28):

(1) A^'^y^f(x + \)—f{x)=f{x + Q,h)\, 0<ei<l.
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Auch f{x) und alle höheren Ableitungen mögen den Be-

dingungen % in dem jedesmal gewählten Intervalle genügen.

Dann wird:

A'^A'^f(x) = A'^[f(x + h,) — fix)-] = A^n(x),

wenn man Il(x) = f{x + ^i)
— /"(^) setzt. Nach Gleichung (1)

ist aber , ^ ,, . ^ x,
A^-n(x) «= n\x + eMK

und aus der Definition der Funktion n{x) folgt:

zi'(^)=r(^ + M-r(^),
also ist:

A'^N^^fix) = [fix + %\ + \) - fix + %\)]\.

Wendet man wieder den Mittelwertssatz an, so ist

(2) A'^A'^fix) = fix + %h, + QMKhi
01 und 02 sind positive Zahlen kleiner als 1.

Für die dritte Differenz A^'^A^^A^^fix) erhält man:

[r(^ + ^3 + 02^2 + 01 ^l) — r(^ + 02^2 + 01^l)]^1^2,

und hieraus folgt wieder:

(3) A'^A^A'^fix) = fix + 03/^3 + %\ + QMW\.
Fährt man so fort, so ist leicht zu sehen, dafs man die

n^^ Differenz der Funktion y durch die folgende, von Ossi an

Bonnet gegebene Formel ausdrücken kann:

(4) A'«A^«-i... A'^A'Y(:z;)

== f(^\x + QnK + Qn-lK-l + ••• 02^2 + ^A)W " ' ^n'

01 02,---0« sind positive Zahlen kleiner als 1.

Den Quotienten

W • K
nennt man den n*®"^ Differenzenquotienten der Funktion fix).

Dieser ist also gleich:

f^-^ix + Qi\ + %h + ' + ^nhn)

und es gilt also die

Verallgemeinerung des Mittelwertssatzes, Genügt fix) nebst

seinen n — 1 ersten Ableitungen in dem Intervalle von x bis

a? + ^1 + ^2 + • * • ^« (?m Bedingungen 31, so ist:

6*
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<ei<i, .-. o<e„<i
/w> jedes x, das in dem Intervalle von x bis x -{- \ liegt

Setzt man im besonderen alle h einander gleich.:

\ = \ = "' = 'hn = h = Ax

und bezeichnet den entstehenden Differenzenquotienten mit: 1

so wird:

^!M = /•(n)(^ + ^eA:r) , < e < 1.

Ist daher /*(")(ir) an der Stelle x stetig, so wird für Aic = 0:

Der w*® Differentialquotient ist also der Grenzwert, welchen

der n^ Differenisenquotient für Aic == annimmt

§ 2. Partielle DiflPerentialquotienten einer Funktion

von mehreren unabhängigen Yariahelen.

67. Die partiellen Ableitungen «*®^ Ordnung bei einer

Funktion von 3 Variabelen. Wir betrachten eine Funktion co

von mehireren unabhängigen Variabelen x^ y, z, und wollen,

um die Begriffe zu fixieren, die Zahl dieser Variabelen gleich. 3

annehmen:

(1) ö=/X^, y, z).

Man kann die Ableitung von co nach jeder der drei Va-

riabelen bilden, indem man dabei jedesmal die beiden anderen

als konstant betrachtet. Diese Ableitungen heifsen die par-

tiellm Ableitungen erster Ordnung der gegebenen Funktion und

man bezeichnet sie mit

fx{x,y,z), fy{x,y,z), f;{x,y,0).

Die partiellen Ableitungen der partiellen Ableitungen

erster Ordnung sind die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung;

man bezeichnet sie mit

fxx{a)jyj^), fxy{oc,y,z), fxz{x,y,z)y fyxix,y,z) ...
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Die partiellen Ableitungen dieser sind die partiellen Ab-

leitungen dritter Ordnung u. s. w. Allgemein wird eine partielle

Ableitung n^^^ Ordnung durch die Charakteristik f mit zwei

Indices zu bezeichnen sein. Der obere Index ist die Zahl w,

welche die Ordnung der partiellen Ableitung angiebt, der

untere Index wird durch die Aufeinanderfolge von n Buch-

staben x^ y, z angegeben, welche von rechts nach links ge-

lesen die Differentiationen anzeigen, welche man nacheinander

zur Bildung der n^^"^ Ableitung angewandt hat.

68. Lehrsatz. Ber Wert einer partiellen Ableitung einer

Funktion von mehreren Variabeleti ist unabhängig von der Ord-

nung, in welcher man die Aufeinanderfolge der Differentiationen

vollzogen hat, wenn nur die Zahl der Differentiationen, welche

SU jeder Varidbelen gehören, die nämliche bleibt.

Wir betrachten zunächst den einfachsten Fall, den einer

Funktion zweier Yariabelen. Mit A^' und A* wollen wir die
X y

Differenzen einer Funktion der beiden Yariabelen x und y
bezeichnen, wenn man diesen Yariabelen den Zuwachs h und h

bezüglich erteilt. Man erhält alsdann:

^V{^y y) == f{^ + ^h y) — f(p^, y),
und

(1) A*Ay(a;, y) = f(x+ h,y + Jc) - f{x, y + fe) - /(»+ h, y)

Das zweite Glied ändert sich nicht, wenn man die Diffe-

renzen in umgekehrter Reihenfolge bildet; man schliefst hier-

aus, dafs

(2) A*Ay(a;,2,) = A*A*/(a;,2/)

ist. Stellt man nun diese beiden Differenzen nach der Me-

thode von Ossian Bonnet dar (Nr. 65), so wird

h]l^lf{x, y) = /^lUix + h,y) - f(x,y)-] = AJ 77(^,2/),

wenn man n{Xj y) = f{x -\- h,y) — f{x, y) setzt. Die An-

wendung des Mittelwertssatzes auf die Funktion n{x, y), in

welcher y variiert wird, ergiebt

Ain(x,y)--ny(x,y + e]c)]c,

und es ist nach der Definition von n(x, y):

n'yix, y -f 0Ä^).= fy(x + h,y + eJc) - f;{x, y + Bh).
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Wendet man nun dieselbe Formel auf die Funktion

fyipCj 2/ ~h Ö^) ^'^j indem man x um h wachsen läfst, so wird

fyipo + h,y + Qh)-fy{x, y+ Ql)= f:'y{x + ^'h, y+ Ql)h,

also ist

(3) A*A*/-(a;, y) = AJ AJ/-(a;, y) = n,{x + Q'h, y + e/c) • U,
oder

^4«^) = /•;;(. + 6'/.,, + 6^).

Läfst man in der ersten Formel zuerst h nach kon-

vergieren und sodann h, so geht die linke Seite in den

Wert fxyipOy y) über; und da auch die rechte Seite in den

Wert fxyioCy y) übergeht, sobald die Funktion f" eine stetige

Funktion der beiden Variabelen ist, so hat man die identische

Gleichung
fxy{x,y)=fxy(x,y).

Die zweite Gleichung aber erhält auf der linken Seite,

wenn man zuerst h nach konvergieren läfst, und alsdann Z;,

die Grenze fyx(pc, y)\ und da auch bei diesem Prozesse die

rechte Seite den Wert fx\j{Xy y) annimmt, so ergiebt sich die

gesuchte Gleichung

(4) fyx{x,y)=Q(x,y),

Die Bedingungen, unter welchen dieser Satz gilt, sind

aus dem Beweisgange zu entnehmen. Benutzen wir den in

Nr. 40 erklärten Ausdruck: „Umgebung einer Stelle", so

können wir sagen:

Ein spezieller Fall des Lehrsatzes dieser Nummer ist der

Satz, dafs:

(4) fyx{x,y)^fxy{x,y)

ist. Biese Gleichung gilt jedenfalls dann, wenn in der Umgehung

der gerade fixierten Stelle {x, y) /", fxy fi, fxy und fyx stetig sind.

69. Allgemeiner Beweis des Lelirsatzes. Die Gleichung (4)

hat unter analogen Voraussetzungen auch dann noch Geltung,

wenn die Funktion von einer beliebigen Anzahl unabhängiger

Variabelen abhängt. Betrachtet man eine partielle Ableitung
^ter Ordnung von einer Funktion mit m unabhängigen Varia-
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belen, so kann man, ohne dafs sich das schliefsliche Resultat

ändert, die Ordnung zweier aufeinander folgender Differentia-

tionen vertauschen, und also die aufeinanderfolgenden Differen-

tiationen in beliebiger Reihenfolge ausführen. Hinsichtlich der

Gültigkeitsbedingung können wir sagen:

Allgemein gilt der Lehrsatz der vorigen Nummer für eine

w*® Ableitung einer FunUion von m Variahelen jedenfalls dann,

wenn die Funhtion nebst ihren sämtlichen Ableitungen bis zur

yi — iten Qrdnung einschliefslich stetig ist in der Umgebung der

gerade fixierten Stelle und wenn in dieser Umgebung auch die

fraglichen Ableitungen n^^^ Ordnung stetig sind.

Die Zahl der verschiedenen partiellen Ableitungen zweiter

Ordnung bei einer Funktion von m Variabelen ist gleich \[ "T ,

und allgemein ist die Zahl der partiellen Ableitungen n^^"^ Ord-

nung gleich der Zahl von Gliedern in einem homogenen Poly-

nome vom Grade n gebildet mit m Variabelen, nämlich

m{m + l)(m + 2) • • • (m -|- w — 1)

iTYT 3 ... n

Der bewiesene Satz gestattet die Bezeichnungsweise bei

partiellen Ableitungen zu vereinfachen. Im Falle einer Funk-

tion von drei Variabelen wird eine Ableitung n*®'^ Ordnung,

wenn sie durch a- malige Differentiation nach x, /3- malige

Differentiation nach y und }/- malige Differentiation nach s be-

stimmt ist, mit
An) r \

zu bezeichnen sein; die Summe « + i^ + 7 ist gleich n.

70. Die partiellen Ableitungen, aufgefafst als partielle

Differentialquotienten. Das Produkt jeder partiellen Ableitung

erster Ordnung mit dem willkürlichen Zuwachs der entsprechen-

den Variabelen heifst ein partielles Differential erster Ordnung.

Indem wir uns wieder auf den Fall einer Funktion co von drei

Variabelen x, y, s beschränken, werden wir diese partiellen

Differentiale mit

X ' y ' z

bezeichnen, wobei \^ \, l^ die Zuwüchse dieser Variabelen

sind. Die partiellen Differentiale von diesen partiellen Diffe-

rentialen, gebildet mit neuen willkürlichen Werten der Zu-
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wüchse, welche man den Variabelen erteilt, sind die partiellen

Differentiale zweiter Ordnung u. s. w. Ein partielles Differential

n^^"" Ordnung, gebildet, indem man in bestimmter Reihenfolge

a-mal nach x^ /3-mal nach y, y-m2^\ nach z differentiiert,

wird bezeichnet dadurch, dafs man die Charakteristiken

»^<'>-2:% <',<%--8^ t,t>-K-'
in der Reihenfolge mit einander verbindet, in der die Operationen

ausgeführt worden sind. Dieses partielle Differential ist gleich

f^-yßA^^ y^ ^)W '
• • KKK • • • ^ßhh ---^^

es ändert sich nicht, wenn man die Reihenfolge der Charak-

teristiken d verändert.

Gewöhnlich nimmt man die Zuwüchse, welche zu derselben

Veränderlichen gehören, als unter einander gleich an. In

diesem Falle kann man das obige Differential mit a"o

bezeichnen und man hat die Gleichung

Aus dieser Formel folgt

An) ^ K^yfizr'^

oder einfacher

x^

Die Bedeutung des Zählers d'^a ist aus dem Nenner un-

zweideutig zu erkennen. Diese letzte Bezeichnungsweise für

partielle Ableitungen ist die üblichste. Die Formel (5) wird also

Die partiellen Differentialquotienten lassen sich natürlich

wieder als Grenzwerte partieller Differenzenquotienten definieren.

Wir nennen partielle Differenzen erster Ordnung der Funk-

tion o die Zuwüchse dieser Funktion bei einer bestimmten

Änderung der Variabelen um die Gröfsen Äj , \y Z, ... Diese

Differenzen wollen wir mit

X ' y ^ i

bezeichnen. Die partiellen Differenzen gebildet von den par-



Differentiale höherer Ordnungen. Partielle Differentiale. 89

tiellen Differenzen erster Ordnung sind von der zweiten Ord-

nung u. s. f. Eine partielle Differenz von der Ordnung n,

gebildet, indem man in bestimmter Reihenfolge a-mal die

Operation mit x, /3-mal mit y, y-moX mit z vollzieht, wird

bezeichnet dadurch, dafs man die Charakteristiken

A% A^ . . . A'« A% A'^ . . . A V, A'\ A\ . . . A 'y

in der Reihenfolge mit einander verbindet, in welcher die

Operationen ausgeführt worden sind. Nach den in den No. 65

und 68 gemachten Bemerkungen über die Vertauschbarkeit

der Reihenfolge zweier Charakteristiken bei einer Funktion mit

einer oder mit zwei Yariabelen kann man die Reihenfolge aller

Charakteristiken A beliebig vertauschen. Indem man eine

Reihe von Transformationen ausführt, welche den in Nr. 66

und 68 benutzten analog sind, kann man die Differenz n*"

Ordnung, wie leicht ersichtlich, durch die Formel ausdrücken:

^ly ^h ^V . . . A*^ A^*« . . . A^^fiJ
z z y y X X

(7) =f{x + Q,\ + -''%K,y + ^\\'{-"-^'ßhß,z + ^\\ +

Hierbei ist f dieselbe Funktion die oben mit f^J ß ^y

bezeichnet wurde.

Dividiert man diese Differenz durch die entsprechenden

Zunahmen der unabhängigen Veränderlichen

h^ . . . ha kl . . . kß l-^ . , . lyj

so entsteht der joartielle Bifferenzenquotient

:

A^Y . . A/^ A'/ . . . A^'^ A> . . . A^^ CO

ly . . . l-^kß . . . Tc^h^ . . . h^.

Setzt man im besonderen

\ = h^ = • ' ' ha = h = Ax
\ = k^ = ' ' ' kß ==^ h = Ay
ll = I2 = ' ' ' ly == l = A0

so entsteht ein Differenzenquotient, der passend durch

A"a)

Ax"" a/ Az^

zu bezeichnen ist. Läfst man Aic, A^/, Az null werden, so

wird, wenn f^a\ß ^y an der Stelle xy z stetig ist
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in)

"Dl . „ . Ä _v = / X« vß zY —
Aaj« Ay^ A0>'

""
' «^" J'''

^^ dx'^dy^ dz^

Der Differentialquotient ist also auch hier der Grenzwert^

welchen der entsprechende Differenzenqiwtimt für Ax = Ay=
A0 = annimmt.

% 3. Differentiation der Funktionen von Funktionen.

71. Berechn-ung von d'^ f(u, v, w . . ,). Es sei

y == f(}h v,w ,,)

eine Funktion, von den m Funktionen UjV,w... der einen

unabhängigen Variabelen x. Man hat zunächst (Nr. 41)

.^. d^ ^dy dh^ j.lydv .dy dw.
W dx du dx"^ dv dx"^ dw dx

'^

Da jedes Glied der rechten Seite ein Produkt von zwei

Faktoren ist, so erhält man durch eine neue Differentiation

d^ _ _d^ /a^\ du
,

d_ /dy\ ^ , _1 /1^\ ^i
dx^

~~
dx \du/ dx "^ dx \dvl dx "• dx \dwl dx '

.dyd^.dy^d^idy^ä^.
"^ Wudx''^ dv dx' '^ dwdx'

'^ *

Wendet man aber auf die Funktionen ^^, gl ^ äf " ' ^^^

Satz an, der in der Gleichung (1) enthalten ist, so hat man

dx \dü/
~~

du^ dx "• Ju~dv dx ~^ dudw dx ~^ '

A (^\ — ^'2/ ^ \^ly^A ?!l ^^ j
'dxKdvJ dudv dx"^ dv" dx~^ dvdw dx '^ '

A (h\ = ^'y du ,
d'y dv^

,
d^y_ dw^

,

dx \dw} du dw dx "^ cv dw dx "^ dw' dx '

Der Ausdruck für -^-^ wird also

d'^y __ (
d'y (duY

, 9 ^2/„ ^^^1.2 —^- —^
^^ ~"

UtiM««iK/
'^ dudvdxdx'^ dudwdxdx

d'y (dvV .^^^y__dv^dw_ \

(2) j
+ " ä72 \^/ "T" '^

a«; aw; c^ic c^r» /
^

I
/^2/ ^ I ^^ 4. l2/_^ I . . .)

"T" \äw daj*
"»

citJ dx^ "^ aw; t^oj'^
"^ J'

Dabei ist vorausgesetzt, dafs u.v.w-" nebst den vor-

kommenden Ableitungen an der gerade betrachteten Stelle x



Differentiale höherer Ordnungen. Partielle Differentiale. 91

bestimmte endliche Werte haben und dafs f als Funktion der

Variabelen u^v,--- in der Umgebung der entsprechenden

Stelle (w, Vj • • •) nebst den vorkommenden Ableitungen stetig

ist. Auf dieselbe Weise erhält man ~j ^^ etc.

72. Die u, Vy w, • • • sind lineare Funktionen von x.

Wenn alle Funktionen u, Vj w - • von der Form ax -{- h sind,

wobei a und h Konstante bedeuten, so hat man

'dF'
~~

' dx^ ^^> dx^
~^" '

und die Gleichung (2) reduziert sich auf

d^y d^ (^V I o ^'y dudv,^ d^y du dw
, ^

dx^ du^\dx} "^ dudvdxdx"^ du dw dx dx
~^

,
a^ (dvy

, 2 _i_'^ dvdw^ .

•"
dv^ \dxJ ' dv dw dx dx '

Dieser Wert von -j~ kann symbolisch durch die Formel
d X

dx""
~ \du dx " dv dx "^ dw dx'^ ' ") \dxl

dargestellt werden, die so zu verstehen ist, dafs man, nach-

dem die Quadrierung ausgeführt ist,

(W (dy\ (dy\
\dul ^ \duJ \dvr

bezüglich durch^ d^ d'y

du^^ du dv

ersetzt. Dieses Resultat läfst sich verallgemeinern, so dafs

man für jedes ganzzahlige, positive n schreiben kann

d'^y fdy du . d^ djv
,

dy^ dw^
. \'^ ^ (^Y

~g^ \ätt dx"^ dv dx"^ dw dx ~^ ' ' ') \dx) '

wobei man nach Ausführung der w*®° Potenz jedes Glied von

der Form
fdyY (dyy /dy\Y
\du/ \dv I \dw)

durch die entsprechende Ableitung

dx'^dy^ d7
zu ersetzen hat.

Denn da unsere symbolische Formel den wahren Wert

von -^ ergiebt, wenn n = 1 ist, so genügt es für ihren ße-
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weis zu zeigen, dafs sie, falls sie für einen Wert von n gilt,

jedenfalls auch für den nächstfolgenden n -{- 1 richtig bleibt.

Nehmen wir also die Gültigkeit der Formel für den Index n

an, und sei

^\du) [dvl \dw) ' " \dx) \dx) \dx)

ein Glied dieser Entwickelung. Der wahre Wert des ent-

sprechenden Gliedes von —~ ist alsdann
dx"'

ga+/*+y '
y /du\a /dv\ß /divy

du" dv^ dw^ -'-^^^^^ ^^^/ \^^/

C
\du

Um nun ,^r zu erhalten, mufs man —^ differentiie-
c?aj"+^

^

'
^ dx''

ren, und das angeschriebene Glied giebt

+
g«+/^+y+

du dv dw

"^y dw . \ /duy (äv\ß /dw\)

+ iT.dx'^ ) \dx) \dx) \dx)du'^dv^d'.

da "!'*, ^, ^ . . . konstant sind. Nach unserer Übereinkunft
dx^ dx^ dx

läfst sich aber dieser Ausdruck symbolisch in der Form

p(^Y (^yy {^yy /duy (dv\ß /dwy /dydu . dy dv
,
dy dw

\du] \dv) \dw/ "'\dx) \dx) \dx/
"

' \dudx'^ dv dx~^ dw dx

schreiben. Hieraus folgt, dafs die symbolische Darstellung

von TT = ( 7^^ • -T^ = (4^1 wird, womit die Behaup-
^^n+ i \dx/ dx \dxj ' ^

tung bewiesen ist.

73. Differentiation eines Produktes von zwei Faktoren.

Die allgemeine Formel für die Bildung höherer Ableitungen

eines Produktes von mehreren Funktionen ist wichtig.

Wir betrachten zunächst das Produkt iiv von zwei Funk-

tionen. Man hat hier

d{uv) __ d'^
\

^^

dx dx~^ dx

oder, kürzer geschrieben:

(1) (uv)' = liV -{ UV,

Ferner wird:
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(2) (uv)" = {uv)' + {uv)' = u"v -{- 2uv -\- uv"
-^

eine neue Differentiation ergiebt:

(3) (^ivy = u'v + Zu' V + Znv" + wo"

.

In den Formeln (1), (2), (3) vermindert sich die Ord-

nung der Ableitung von u um eine Einheit, und die Ordnung

der Ableitung von v wächst um eine Einheit, wenn man von

einem Gliede zum folgenden weiter geht. Dabei sind die

numerischen Koeffizienten dieselben wie bei der Entwickelung

der ersten, zweiten und dritten Potenz eines Binomes. Man
kann also begründetermafsen annehmen, dafs man allgemein

erhalten wird

(4)

(m «;)(») = t^(«) ^ 4- -'1 m(«-1)?;' + nin — 1) / gs

\ ^
' ^(n— 2)

\ ' ti ' ' ' Kl

Nachdem diese Formel für n = 1, 2, 3 verifiziert ist, wird

ihre Allgemeingültigkeit bewiesen, wenn man unter Annahme
derselben für die Ordnung n nachweist, dafs die Formel für

die Ordnung n -\- \ bestehen bleibt. Differentiiren wir also

die Formel (4) und schreiben auf eine Zeile die Glieder, welche

aus der Differentiation des zweiten Faktors in jedem Gliede

hervorgehen, auf eine zweite Zeile diejenigen, die aus der

Differentiation jedes ersten Faktors folgen, so wird

J. \ • £i

Zieht man die gleichartigen untereinander stehenden Glie-

der zusammen, so erhält man eine Formel, die aus der Glei-

chung (4) durch Vertauschung von n mit n + 1 hervorgeht;

folglich ist diese Gleichung allgemein gültig.

Die Gleichung läfst sich symbolisch folgendermafsen

schreiben:
(lit;)(") = {li -|- 'cf

d. h. man hat nach Ausführung des Binomes die Potenzen
t«^, v^ jedesmal durch w^*) und tß^ zu ersetzen, und wenn
Ä; = ist, durch u und v.
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74. DiflPerentiation eines Produktes von m Paktoren.

Für ein Produkt von m Faktoren u^ . . . Um, wobei jedes u

eine Funktion von x bedeutet, besteht ebenfalls die symbo-

lische Formel

d. h. nach Ausführung der n*«^ Potenz der Summe

{Uj^ + U.2 + " • «*'«)

vermittelst der Polynomialformel sind die Potenzen

V? ^h\ • • "^m-l*,

durch die Differentialquotienten ¥^' Ordnung

""l 1 ""2 ? TO— 1' m

ZU ersetzen, und wenn 1 = ist, durch die Funktionen

Dieser Satz ist für zwei Faktoren bereits bewiesen. Es

genügt daher nachzuweisen, dafs er, wenn er für m — 1 Fak-

toren besteht, auch für m gültig bleibt. Zu dem Zwecke

bezeichnen wir mit y das Produkt von m — 1 Faktoren w^,

Uc^. . .Um-i. Alsdann ist symbolisch:

(U, U,... Um-l UmT^ = (!/^<-)^'^^ = (?/ + '^^Y'

Ein beliebiges Glied dieser Entwickelung, wie

giebt für {u^ Wg • • • *0^"^ ^^^ entsprechende Glied

Der Annahme nach ist nun symbolisch

also ist der obige Term symbolisch gleich

und bildet man die Summe aller Glieder, so wird symbolisch

75. Die Differentialquotienten einer Punktion, welche

implicite durch 1 Gleichung definiert ist. Ist eine Funk-

tion y der Variabelen x durch eine Gleichung

f{x, y) =
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definiert, so ist f{x^ y) eine zusammengesetzte Funktion, die

einen konstanten Wert, nämlicli hat. Folglich sind auch

die Differentiale beliebiger Ordnungen gleich 0. Man erhält

demnach, wenn man diese verschiedenen Differentiale setzt,

und dabei beachtet, dafs dx eine Konstante ist:

^^{'&yd- + w^y)<py + ji^y-^-

Diese Formeln lassen nach einander die Differentiale dy,

d^y, d^y . . ., und hieraus die Ableitungen -~
., -r-f , . . . berechnen,

wenn die Gröfse -~- nicht gerade gleich wird, für zusammen-

gehörige. Werte von x, y, für welche f(x,y) = ist. Auch

ist hierbei vorausgesetzt, dafs die partiellen Ableitungen der

Funktion f{x, y) für die betrachteten Werte den Stetigkeits-

bedingungen genügen.

76. Die Differentialquotienten von m Funktionen,

welche implicite durch m Gleichungen definiert sind. Wir
betrachten nun den allgemeinsten Fall eines Systemes von m
Grleichungen :

(1)

fm{x,yi> 2/2 .. .2/m) = 0,

zwischen einer unabhängigen Yariabelen x und m Funktionen

Viy y2f ' • ' ym derselben. Es sind, weil
2/i • • • 2/m Funktionen

von x sind, fiff2j -- - fm zusammengesetzte Funktionen mit dem

konstanten Werte 0. Die Differentiale beliebiger Ordnung

dieser Funktionen sind demnach insgesamt 0. Durch ein-

malige Differentiation des Systemes (1) erhält man
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(2)
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K SL ^fm

Ji^^'r^äy.^^äy,^

äym = 0,

dym = 0,

dym = 0,

(3)

woraus sich, wie schon in Nr. 58 gezeigt wurde, die Diffe-

rentialquotienten erster Ordnung

dy\, ^2/2? • • dym

berechnen lassen. Die Differentiation des Systemes (2) ergiebt

das neue System:

welches die Differentialquotienten zweiter Ordnung

d '-y.

dx' ' dx' dx"

bestimmt. Durch Differentiation des Systemes (3) erhält

man Gleichungen für die Differentialquotienten dritter Ord-

nung u. s. w.

77. Die Elimination willkürlicher Konstanten. Wenn

die Gleichung

(1) /*(^; 2/; ö^; ^; c • • ^y

welche eine Funktion y mit ihrer unabhängigen Variabelen x

verbindet, eine endliche Anzahl willkürlicher Konstanten

a,h, c ' • ' enthält, so kann man diese willkürlichen Gröfsen

durch Anwendung der Differentiation eliminieren.

Differentiirt man nämlich die Gleichung (1) w-mal, so

erhält man n neue Gleichungen
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(^) I ^Y 7 2 , O ^V -, -, , ^Y -, 2 I ^Z" 72 A

Man kann nun immer n so grofs wählen — höchstens

ist n dann gleich der Anzahl Konstanten a^h^c,--- — , dafs

sich die a^h, c,-" aus den w + 1 Gleichungen (1) und (2) elimi-

nieren lassen und schliefslich nur eine Gleichung

^ ^
' \ ' ^ dx dx-"' dx"")

zwischen x, tj und den n ersten Ableitungen von y übrig bleibt.

Diese heifst eine Differentialgleichung n*" Ordnung.

Die Aufgabe, welche hier gestellt ist, bildet einen beson-

deren Fall derjenigen, die in Nr. 61 behandelt wurde, und

dort zur Kenntnis eines Systemes von simultanen Differen-

tialgleichungen führte.

Denn setzt man

/iN dy , dy' „ dy^"'~^^
(n— i)

^^ dx^y ' dx ^y ' d~x~~ ~ y ^

und verbindet mit der Gleichung (1) die n— 1 ersten Gleichungen

des Systems (2), indem man hier die Gröfsen y jV" ,
• - •

y^'^~^'>

einführt, so erhält man ein System von n Gleichungen zwischen

der Yariabelen x und den oi Funktionen y, y\ y'\ • • • y^"—^^ und

n willkürlichen Gröfsen. Andererseits ist einleuchtend, dafs

die n Gleichungen, die man erhält, indem man dieses System

differentiiert, ersetzt werden können durch die Gleichungen (4)

zusammen mit der letzten Gleichung des Systems (2), und

dafs die Elimination der willkürlichen Konstanten zwischen

den 2 n Gleichungen (1), (2) und (4) ein System von n simul-

tanen Differentialgleichungen erster Ordnung liefert, dafs sich

aus den n— 1 Gleichungen (4) und der Gleichung (3) zusammen-

setzt, die durch Einführung der Variabelen ?/', y", • . •
«/(«-i)

die Form

/(«,2/,2/',2/"---2/'»-«,^^) =
annimmt, also zu einer Differentialgleichung erster Ordnung
wird.

Serret, Diff.- u. lutegral-Kechnung. I. 2. Aufl. 7
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78. Die Änderung der unabhängigen Variabelen. Die

Gleichung einer Kurve kann in der Form gegeben sein, dafs

die Ordinate als Funktion der Abscisse dargestellt ist:

y = f{^)

oder allgemeiner können Abscisse und Ordinate als Funktionen

einer nämlichen Veränderlichen t gegeben sein:

In der Mechanik z. B. ist häufig die Zeit t die unab-

hängige Veränderliche und die Gleichungen (2) erlauben dann

anzugeben, an welcher Stelle der Ebene sich der Punkt, dessen

Bewegung durch die Gleichungen (2) beschrieben wird, zu

irgend einer bestimmten Zeit t befindet. Es ist nun häufig

von Wichtigkeit von den Gleichungen (2) auf die Form (1)

übergehen zu können und dann entsteht das folgende Problem:

Gegeben sind die Ableitungen von x und y als FunUionen

von t:

(o^ = ^; ^ = ^,---5 dt-y^ -d^-y^
Gesucht sind die Differentialquotienten:

dy ^ _

.

dx^ dx'^'

Nach dem Satze der Nr. 33 und 44 ergiebt sich unmittelbar

:

dy ^^ y
dx ic'

'

d'y V^V i^ x'y — x y

dx^ ~di ' x' a;''
'

rfSj, _ x'(x'y"' — x"'y') — 3x" {x'y" — x" y')

dx'
~ «''

(2')

(3')

(4')

(5')

u. s. w.

Man wird bemerken, dafs die Darstellung der Kurve in

der Gestalt (1) nur ein Spezialfall von (2) ist, der sich durch

die Substitution x = t aus (2) ergiebt. In der That geben

dann (3), (4), (5) für rr= ^, da dann x =l,x" = x'= • • • =
. , dy , d^y ,, d^y
^«^^ -ix-y^ dx^-y ^ dx^^y >

-"

Man kann aber auch statt y als Funktion von x zu be-

trachten, auch umgekehrt x als Funktion von y auffassen
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d. li. die Gleicliung (1) nach x auflösen wollen. Auch diese

Auffassung ist in den Gleichungen (2) als Spezialfall enthalten.

Man braucht nur y = t, x = (p(f) zu setzen, um zu erhalten

:

, 1 „ dy^ ,„ dy dy^ \dy^f

y ~"
7drx\ ' y ~~ Tdxv ^ y w^
\dy/ \dy) \dy)

Man wird in der Folge erkennen, dafs es oftmals in Hin-

sicht auf die Symmetrie und Eleganz der Formeln vorteilhaft

ist, die unabhängige Variabele t nicht zu spezialisieren.

Dieselben Vorteile wie die Hülfsveränderliche t gewährt

das Rechnen mit Differentialen statt mit Differentialquotienten.

Wir bezeichnen mit y\ y'\ y'"
- • - die Ableitungen von y,

gebildet unter der Annahme, dafs x die unabhängige Variabele

ist. Man hat dann:

(1) dy = y'dx, dy' = y"dXy dy" == y'^dx^ • •

und nach dem Satze der Nr. 33 gelten diese Formeln, wie

auch immer die unabhängige Variabele gewählt sein mag.

Die erste Gleichung ergiebt

ein bekanntes Resultat, demzufolge y' der Quotient von dy

und dx ist. Wendet man nun auf diese Gleichung die Regel

der Differentiation eines Quotienten an, so folgt, was auch

die unabhängige Variabele sein mag:

T , dxd^y — dyd^x
^y — d^' 5

aber nach der zweiten Gleichung der Formel (1) ist dy = y"dx^

und demnach hat man
,os „ dxd^y — dyd'^xw y — dx'^~

Dieselbe Regel, aufs neue angewandt, liefert:

T „ dx(dxd^y — dyd^x) — Sd^x{dxd^y — dyd^x)
^y d^' '

und, da nach der dritten Gleichung der Formel (1) dy" = y'''dx

ist, so wird

^ .N „f dx{dxd^y — dyd^x) — 3d^x{dxd^y — dyd^x)

7*
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Auf demselben Wege erhält man nacheinander ?/^^, y^

u. s. w., und man erkennt, dafs sich ^/^"^ vermittelst der Diffe-

rentiale von a; und 2/ ausdrücken läfst bis zu denjenigen der

^jten Ordnung.

Wenn man in den Formeln (2), (3), (4) • • • dx konstant

annimmt, so findet man wieder die bekannten Gleichungen

,
dy . ,r dry „, ^^d^y

y ~~
dx' y dx'' y dx^ '

79. Die Änderung aller Variabelen. Wir wollen nun die

folgende Aufgabe lösen:

Wenn x, y, z • • • Variahele sind, die von einander ab-

hängen , und unter ihnen x als unabhängige Veränderliche be-

trachtet wirdj so sollen in einem Äusdruclce V, welcher eine

Funhtion von
dy d^y dz d^z

^^y^Jx' 'dx^'"'^'Jx^ dx^'"

istj die Variabelen x,y, z • • durch andere Variabelen |, »y, J • •
•

ersetzt und unter diesen eine^ s. B. 5, als unabhängige Variabele

betrachtet werden. Wie ist der Wert von V als Funhtion von

i>,ri,t, und den Ableitungen -^j, -j^ - - • m bilden?

Um diese Frage zu lösen, hat man zuerst die Funktion V
vermittelst der Formeln des vorigen Paragraphen so aus-

zudrücken, dafs dabei die unabhängige Variabele willkürlich

bleibt. Alsdann ist V eine Funktion von x^y, z •• und ihren

Differentialen. Nachdem dieses geschehen, lassen sich aus den

Gleichungen, welche die Variabelen x^y, z • • • als Funktionen

der neuen Variabelen definieren, nämlich

a; = /-(|,7?,S...); y = F{l,ri,i---), z = <p(i, rj, t ' '),

durch Differentiation die Differentiale

dx, d^x, '
' • dy, d^y, •" dz, d^z • •

•

berechnen, und hierbei ist d^ als konstant anzunehmen. Alle

diese Werte sind in V zu substituieren, und damit ist die Auf-

gabe gelöst.

80. Eine Anwendung. Es seien x und y die rechtwinUigen

Koordinaten der Punkte einer gegebenen Kurve, wobei x als un-

abhängige Variabele betrachtet ist. Man soll bestimmen, wie sich

der Ausdruck
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transformiert, ivenn man an Stelle der rechtwinkligen Koordinaten

Polarkoordinaten q^ cd einführt, und o als unabhängige Varidbele

ansieht.

Nach Nr. 78 wird der Ausdruck V gleich

dxd^y — dyd^x

Die unabhängige Variabele bleibt dabei beliebig.

Nun hat man
X = Q cos 03, y = Q sin co,

also durch Di£ferentiation

dx = dg cos o — (> sin gj da,

dy = dg ^mco -{- Q coscudG).

Differentiiert man von neuem und setzt dca ^= konst, so

findet man

d^x = d^Q cos ö — 2 ^mcodQ dco — q cos o dco^^

d^y = d^Q sin 03 + 2 cos cüdQdco — q sin o dco^.

Hieraus entnimmt man:

dx^ + dy^ = dQ^ + Q^dco^j

dxd^y — dyd^x = — Qd^gdGi + 2dQ^dco + Q^dca^.

Also ist
3

— qd^dco -\-'idq'd(o -{- q^dco^''

oder ,
2\-|

p2 , 2-^_o-^

81. Eine neue Anwendung. Bei Fragen in betreff der

Änderung von Yariabelen kann es auch eintreten, dafs die

ursprünglichen Variabelen nicht unmittelbar als Funktionen

der neuen gegeben sind, sondern dafs sie mit diesen durch

gegebene Differentialgleichungen verknüpft sind. Dabei kann

es vorkommen, dafs die gegebenen Gleichungen zusammen mit
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denjenigen, die man durch Differentiation aus ihnen gewinnt,

hinreichen, um die ursprünglichen Variabelen zu eliminieren

und auf diese Weise den vorgelegten Ausdruck zu trans-

formieren. Auch hiervon wollen wir ein Beispiel geben und

denselben Ausdruck wie oben, nämlich

behandeln. Es soll die Form bestimmt werden, welche er

annimmt, wenn; man an Stelle von x und y zwei andere

Variabelen ^ und s einführt, welche mit diesen durch die

Gleichungen

(2) x'-\-f^ q\^

(3) dx^ + df = ds""

verbunden sind, wobei ds als konstantes Differential gelten

soll. Zunächst transformieren wir wiederum F in

^^^ ^ dxd'y — dyd'x

Die Differentiation von (2) und (3) ergiebt

(5) xdx + ydy =
(6) dxd^x + dyd'y = 0.

Durch Differentiation der Gleichung (5) erhält man

xd'x + yd'y + (dx' + dy') = dg^ + q d^Q,

oder nach Gleichung (3)

(7) xdH + yd^y = Qd'Q + dQ^ - ds\

Die Gleichungen (3), (5), (6), (7) lassen dx^ dy^ d^x, d^y

berechnen; und zwar wird aus den Gleichungen (6) und (7)

erhalten:

(ydx — xdy)d^x = — {gd^g + dg'^— ds^)dyy

{ydx — xdy)d^y = + {gd^Q + dg^ — ds^)dx,

also

dx<Py - dyd'x = %^^1^^
Nun ist
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also

(8) dxd^y - dyd^x = ^'"^'^y
^f'^^p

^'
-

'

Vermittelst der Formeln (3) und (8) wird

^ ~~
'^d^Q J^dQ' — dS^ '

oder

nl/l
^^'

^ ds^
"^

ds'



Viertes Kapitel.

Totale Differentiale und partielle Differential-

qnotienten.

In diesem Kapitel werden eine Reihe von formalen Be-

trachtungen angestellt unter der Annahme, dafs jede vorkom-

mende Funktion an der gerade betrachteten Stelle die folgende

Forderung erfüllt:

Forderung 35. Die Furiktion und alle Ahleitungen von ihr,

die vorkommen, sind in der Umgebung der betrachteten Stelle

stetig.

§ 1. Totale Differentiale.

82. Das totale Differential erster Ordnung. Totales

Differential einer Funktion von mehreren unabhängigen Va-

riabelen heifst die Summe aus den partiellen Differentialen

der Funktion in Bezug auf die verschiedenen Variabelen. Man
bezeichnet dieses Differential mit der Charakteristik d] dem-

nach hat man

, du T ,
du j ,

du ^ . ^w -7.

du = 1^- dx 4- ^^ dy -+- ^- dz 4- ' - • 7^ dt.
dx ^ dy ^ ^ dz ' et

Aus dieser Definition ergeben sich die Folgerungen:

1. Wenn eine Funktion u der unabhängigen Variabelen

X, y, Zj ... t für alle Werte der Variabelen , welche innerhalb

gegebener Grenzen liegen , konstant ist, so ist ihr totales Diffe-

rential du in diesem Wertgebiete null. Und umgekehrt: Wenn

das totale Differential der Funktion u innerhalb eines Wert-

gebietes der Variabelen konstant gleich ist, so ist auch die

Funktion u selbst eine Konstante,
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Denn erstlicli werden, wenn u konstant ist, die Ablei-

tungen T^y ö^, • • • "^ sämtlicli (Nr. 29), also ist auch das

Differential du = 0.

Wenn zweitens du = ist, so ist

du j i du j . du j, r.

:^ dx 4- T^ dif 4- • . - -^ dt = 0.
öx * cy '^ ^ dt

Da dx, dy, ...dt willkürliche Gröfsen sind, so kann man

hieraus schliefsen, dafs

du ^ du p. du ^
dx ^ dy ' et

Die erste Gleichung zeigt, dafs u unabhängig ist von x

(Nr. 29), die zweite, dafs u unabhängig von y ist, endlich die

letzte, dafs u unabhängig von t ist. Also ist u = lonst.

Ist u eine Funktion von nur zwei Yeränderlichen x und y^

so hat das Differential du eine einfache geometrische Be-

deutung.

Im neunten Kapitel (No. 253) wird gezeigt, wenn u ==

f{Xj y) die Gleichung einer Fläche ist, dafs dann

c, du ,^ s , du ^ s

die Tangentialebene im Punkte {x, y) an die Fläche ist-, dabei

bedeuten |, ?^, ^ die laufenden Koordinaten der Tangential-

ebene. Setzt man daher ^ = x -\- dx, ri = y -\- dy, so wird

die Zunahme, welche die Ordinate der Tangentialebene erfährt,

wenn x um dx, y um dy vermehrt wird. Die rechte Seite

ist aber gerade der Ausdruck, durch welchen du definiert

wurde. Wir sehen also:

Bas totale Differential einer Funktion u = f(Xyy) von

zwei Veränderlichen:

du = o - dx 4- ?— dy
dx cy ^

gieU uns an, um wieviel die Ordinate der Tangentialebene der

Fläche u == fix, y) im Funkte {x, y) wächst, wenn x um die ivill-

kürliche Zahl dx, y um die willkürliche Zahl dy vermehrt wird.
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2. Wenn zwei FunUionen v und iv für alle Werte der

unabhängigen Variahelen x, y, ... t innerhalb gegebener Grenzen

nur um eine Konstante differieren, so sind ihre Differentiale

gleich; und umgekehrt: Sind die Differentiale zweier FunUionen

V und w für alle Werte der Variahelen innerhalb gegebener

Grenzen einander gleich, so differieren diese Fmiktionen nur um

eine Konstante.

Dieser Satz ist in dem vorigen enthalten, wenn man die

Differenz v — w = u setzt.

83. Differentiation einer zusammengesetzten Punktion.

Lehrsatz. Bezeichnet u eine Funktion von mehreren Varia-

belen x, y, z, . . . t, welche selbst Funktionen gewisser unabhän-

giger Variabelen sind, so ist

, du T . du j . du -j . ^"^ jj.
du = ^ dx 4- —' dy 4- iTz dz -f- • ' -^ at,

dx ^ oy ^ dz ' et ^

also genau ebenso, wie wenn x, y, z, ... t die unabhängigen

Varidhden wären.

Denn sind \,'y\, %, . . . a ^\^ unabhängigen Variabelen, und

ersetzt man x,y,z, ...t durch ihre Werte als Funktionen der-

selben, so erhält man u ausgedrückt als Funktion der Varia-

belen %,r\,%, ... Gi. Der Definition nach ist nun

T du ^c. . du -j I
^'^ jf. \

^^ ^..du = ^^di + ^dri + ^^di + -'' ^^da,.

Nun ist aber ^-| di das partielle Differential von u in

Bezug auf |, und | ist als unabhängige Variabele in x,y,z,...t

enthalten. Nach der Regel (41) für die Differentiation einer

Funktion, welche aus mehreren Funktionen einer unabhängigen

Variabelen zusammengesetzt ist, hat man demnach

und ebenso:

du dudx . du dt

dl^d^H'^ 'dtTv

du du dx j_ du^dt

dn^dxdv "1
Jt dv'

du du dx ^^ du dt

dm dx dco ' dt dco

Also folgt
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''« = d-x Kh "^^ + gl,
^"^ + • • 3^ '''»)

Die in den Klammern enthaltenen Summen sind aber

nichts anderes als die Differentiale dXy dy^ ... dt] man hat

also:

7 du -j . du -, . du -, , du -,,

du = -7^ dx -\- ^ dy -{- 1^- ds -f-
'

' ' -TT- dt.
dx ^ dy ^ ^ dz • et

Folgerung. Die Kegeln für die Differentiation von Sum-

men, Produhtenj Quotienten und Potenzen von FunHionen einer

einzigen Variahelen sind auf Functionen mehrerer unabhängiger

Variahelen ühertraghar; man mufs dann nur statt mit Differen-

tialquotienten mit Differentialen rechnen.

84. Die totalen Differentiale höherer Ordnungen. Ist

dii dafs totale Differential der Funktion du, so bezeichnen

wir mit d^u das totale Differential von du, gebildet, indem

man den Variabelen Zuwüchse erteilt, welche denen gleich

sind, die in dem Ausdruck du vorkommen, mit d^u das to-

tale Differential von d^u und so fort, so dafs in der Auf-

einanderfolge :

(1) du, d^Uj d^u, . . . d^u

jedes Glied das totale Differential des vorhergehenden aus-

drückt. Die Funktionen (1) heifsen das totale Differential der

ersten, der zweiten, der dritten Ordnung u. s. w.

Aus dem totalen Differentiale erster Ordnung

(2) du == 1^ dx -\- 7^ dy -{- ' ' • ^r dt
^ ^ dx ^ cy ^ ' dt

folgt, dafs man das totale Differential der n*®" Ordnung sym-

bolisch durch die Formel

/o\ 7« (du j ,
du ^ ,

du -,,\^

(3) d-u={^-^dx + -g-dy + .--j^dt)

darstellen kann, wenn man, nachdem die Entwickelung der

rechten Seite ausgeführt ist, in jedem Gliede einen Faktor

von der Form
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/öny (ou\p je UV
\Wx) \dy) ' ' \dt)

durch die partielle Ableitung

dx" dyl^ ...dr
ersetzt.

Um diese Behauptung zu beweisen, genügt es, wörtlich

die Überlegungen zu wiederholen, die wir in Nr. 71 ausführten

bei der Differentiation einer Funktion, welche aus linearen

Funktionen einer Variabelen zusammengesetzt ist. Die beiden

Fragen sind, wie leicht zu sehen, die nämlichen, weil die

Differentiale der Variabelen in beiden Fällen konstant sind,

und auch die aufeinander folgenden Differentiationen dasselbe

Gesetz befolgen.

85. Mehrfache Differentiation einer zusammengesetzten

Punktion. Die Gleichung (2) des vorigen Paragraphen gilt

auch dann noch (Nr. 71), wenn x^ y, z, . . . t nicht mehr die

unabhängigen Variabelen bedeuten. Aber für die Formel (3)

gilt das, sobald w > 1 ist, nicht mehr, aufser wenn rr, «/,... ^

lineare Funktionen der unabhängigen Variabelen sind. Im
allgemeinen Falle sind dx, dy j . . . dt nicht mehr konstant,

und um d^u zu erhalten, mufs man die Formel (2) so diffe-

rentiieren, dafs dabei jedes Glied als ein Produkt von zwei

variabelen Faktoren behandelt wird. Da die Regel für Diffe-

rentiation von Produkten auf totale Differentiale anwendbar

ist, so erhält man

79 (du ^ t
du j ,

du j,\^ . /du -jo , du -.., . du j^A

wobei der erste Teil der rechten Seite, welcher von den Diffe-

rentialen höherer Ordnung unabhängig ist, symbolisch ge-

schrieben und demgemäfs zu deuten ist. Auf demselben Wege
sind die totalen Differentiale d^u, d^ii, ... zu bestimmen.

Meistens aber ist es zweckmäfsiger, die verschiedenen

partiellen Differentiale, aus denen das totale schliefslich zu-

sammenzusetzen ist, gesondert zu bestimmen, wodurch die

Aufgabe sich immer nur auf die Betrachtung von Funktionen

reduziert, die von einer einzigen Variabelen abhängen. Denn
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wenn ^, rj, . . . cj die unabhängigen Variabelen bezeichnen und

man will p««.

ar a/ . . .

berechnen, so wird man die Gleichung für u,

u = f{x^ y,Zy... t),

erst ß-mal nach | differentiiren , wodurch — erhalten wird;

alsdann wird dieser Ausdruck j3-mal nach r] differentiiert, was

^ erffiebt u. s. w.

86. Differentiation von impliciten Punktionen. Der all-

gemeinste Fall impliciter Funktionen ist der, bei welchem m
Gleichungen zwischen n unabhängigen Variabelen und m Funk-

tionen von ihnen gegeben sind. Werden die rechten Seiten

dieser Gleichungen auf gebracht, so sind die linken zu-

sammengesetzten Funktionen der n Variabelen, welche durch-

aus den Wert haben. Folglich sind die totalen Differentiale

dieser Funktionen insgesamt gleich 0. Man kann also durch

successive Differentiation aus den gegebenen Gleichungen neue

ableiten, aus denen sich die totalen Differentiale erster Ord-

nung berechnen lassen; ferner sind aus diesen die totalen

Differentiale zweiter Ordnung zu bestimmen, und so fort.

Anstatt aber direkt die totalen Differentiale zu bestimmen,

kann man auch getrennt zuerst die verschiedenen partiellen

Ableitungen berechnen, welche in den Ausdrücken für jene

auftreten, und die Berechnung der partiellen Ableitungen er-

folgt nach der Regel für implicite Funktionen einer unab-

hängigen Variabelen.

Betrachten wir z. B. eine Funktion ^ der Variabelen x, y,

welche mit diesen durch eine gegebene Gleichung

(1) f(x,y,z) =
verbunden ist. Sind p und q die partiellen Ableitungen erster

Ordnung t^ und ö— , so hat man
'=' ex oy

d^ == pdx -{- qdy,

ebenso hat man, wenn man mit r, s, t die partiellen Ablei-

tungen zweiter Ordnung bezeichnet ^t, o—^ , ^v.° ° dx^^ dx dy ' cy-
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d^z == rdx^ + 2s dx dy -{- t dy^.

Dabei ist zu bemerken, dafs für die totalen Differentiale

von p und q, nämlich. cZp und dci die Gleichungen bestehen:

dp = r dx -^ s dyy

dq = s dx -{- t dy.

Um nun p und q zu ermitteln, differentiiere man die

gegebene Gleichung, indem man zuerst x^ sodann y als die

einzige Yariabele ansieht; man erhält auf diese Weise nach

Nr. 54:

wenn J~ nicht gerade gleich ist. Hieraus folgt:

d£ df

/o\ ^^ ^y
(3) P = -ey' ?^-|f-

dz dz

Um 'TjSyt zu finden, genügt es die Gleichungen (2)

oder (3) zu differentiieren. Durch Differentiation der Glei-

chungen (2) zuerst nach x, sodann nach y^ ergeben sich die

Gleichungen

:

(4) dxdy ^ ^dxdz ^ ^ dydz ^-^"^dz' ^ ''dz

^2/'^ ^ ^2/^0 ^^ a^^ ^ dz

Die Differentiation der ersten Gleichung (2) nach y er-

giebt dasselbe Resultat wie die Differentiation der zweiten

Gleichung (2) nach rr, nämlich die mittlere der Gleichungen (4).

Die Differentiation der Gleichungen (4) liefert die par-

tiellen Ableitungen dritter Ordnung u. s. w.

87. Beispiel: Aus der Gleichung

x^ -\- %f -\- z^ = a^

folgt:

dz = pdx -\- qdy,

dp = r dx -{- s dy,

dq = sdx -{- t dy,



Die totalen Differentiale. 111

und man findet nacheinander

x + p0 = O, y + qs = 0^

sodann

l+p^ + r^ = 0, pq + S0==O, l-j-q^ + tz = 0.

Hiernach ist

X y x^ -\- z^ xy , 2/^+ -^^

P T' ^ z* z^ ' z^

'

z^

§ 2. Bildung partieller Diiferentialgleichungen durch

Elimination Willkürlicher Funktionen.

In der Theorie der Funktionen einer einzigen Variabelen

wurde gezeigt, wie man durch Differentiation und Elimination

willkürlicber Konstanten Differentialgleichungen oder Systeme

von simultanen Differentialgleichungen bilden kann. Eine ana-

loge Frage entsteht bei der Untersuchung von Funktionen

mehrerer Variabelen. Aber hier sind die willkürlichen Gröfsen,

welche man eliminieren kann, nicht blofs Konstante, sondern

auch Funktionen. Die Differentialgleichungen, welche man

auf diesem Wege erhält, werden partielle Differentialgleichungen

genannt. Im folgenden wollen wir uns auf die Elimination

einer einzigen willkürlichen Funktion beschränken. Die par-

tielle Differentialgleichung wird dann von der ersten Ordnung

werden.

88. Lineare Gleichung erster Ordnung in 3 Veränder-

lichen. Wir betrachten zunächst drei Variabele x, y^ s, von

denen die beiden ersten unabhängige sind. Während u und v

hestimmt gegebene Funktionen dieser Variabelen sein sollen,

bezeichne ^(«t, v) eine willkürliche Funktion von u und v.

Wir nehmen an, dafs die Variabele s mit x und y durch die

Gleichung

(1) 0(u,v) = O

verbunden ist und stellen nun die Aufgabe, zwischen x, y^ z

und den partiellen Ableitungen von z eine Gleichung zu

ermitteln, die ganz unabhängig ist von der besonderen Art

der Funktion ^.

Man kann, wenn man will, annehmen, dafs die Gleichung (1)

aufgelöst ist nach v^ so hat man
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und da die Funktion O willkürlich ist, so ist es auch die

Funktion cp. Übrigens hat man keinen Grund, diese letzte

Formel der ersten vorzuziehen.

Die Ableitungen der Funktionen u und v nach x sind,

nach der Regel der Nr. 40:

du j^ du ^^1 ^^

Fx'^^d^' dx'^^dl'

ebenso sind die Ableitungen nach y\

du _, du ^^1 ^y

d^'^^d^' d'y'^^Tz'

indem man, wie in Nr. 86

dz = pdx -\- qdy

setzt. Die Gleichung (1) werde nun nach x und y differen-

tiiert: dann hat man

m
d^tdu , dv,\ . d^ßv ,dv\ „

li Ig« + -P dz) + dv Kr^ + P dz) - ^'

^^ (du , du\ , d^/dv , dv\ ^

ru\dy + ^dzl + fv\dy + ^dz)
-^^d^

Aus diesen Gleichungen, homogen in Bezug auf ^ und

S— , lassen sich diese Gröfsen eliminieren und es folgt:
dv '

/ox /^^ ,

du\/dv.^dv\ /^^i ^^^U^^ I ^^^\_0

Führt man die Multiplikationen hier aus und setzt

p =
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(2)

(4) Pp+Qq^ r,

in welcher P Q V bestimmte ^ von der Wahl des unabhängige

'Funktionen von x y z sind.

89. Lineare Gleichung erster Ordnung in beliebig vielen

Veränderliehen. Das Res q1tat läfst sich auf eine beliebige

Zahl von unabhängigen Variabelen ausdehnen. Bezeichnen

S j X-^j X.^y • . . Xji

n -\- 1 Veränderliche, von denen die n letzten unabhängige

sind, und setzt man

dz = PidX^ + J)2^^2 + • • • PndXnj

so ergiebt, wenn
U^} U2f • * ' Un.

n bestimmt gegebene Funktionen der Variabelen 0^ x^, . . . Xn

sind, die Gleichung

(1) 0(Wi, U^, . . . Un) =
durch Differentiation und Elimination der willkürlichen Funk-

tion 0, eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung,

welche in Bezug auf die Ableitungen Pi, P2f - - - Pn linear ist.

Denn man erhält, indem man nacheinander in Bezug auf jede

der unabhängigen Variabelen differentiiert,

ä^\ä^ +^1 ^77+ ä^Vä^ +-^1 T7J + "
• ä^V^ +^i 17) ^^^

ä^ Vä^ +^2 -j7)+ d^\d^ +-^2 -fi) + "•^Vä^ +P2 -j^j = 0,

Bezeichnet man mit D die Determinante n^^^ Ordnung:

0.

D dX.y

+Ä

+ i^2

dz

cu^ du
+ P2dxc

2

ä7'
du^„

dx.-.
+ P2

dz

dz

CU. du^ du^ du^_

~di rx:+^^ dz

lerret, Diff.- u. Integral-Rechnung. I. 2. Aufl.
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so wird die Gleichung, welche man durch Elimination der

du.
Gröfsen

du^
-— aus dem Systeme (2) erhält:

D = 0.

Es sei A die Determinante

cu^
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und fährt man so fort, so erhält die Determinante A^"*^ den

Wert D und es ist

(4) D = A +i9,A, +p,d., + . • j)„A, =
die gesuchte partielle Differentialgleichung.

90. Lehrsatz über homogene Funktionen. Eine Funk-

tion mehrerer Variabelen heifst homogen oder eine Form, wenn
die Multiplikation aller Variabelen mit einem Faktor t be-

wirkt, dafs die Funktion sich bis auf einen Faktor P" repro-

duziert. Der Exponent m kann eine ganze oder gebrochene,

positive oder negative Zahl, auch gleich sein; er heifst der

Grad der Form. Demnach hat man, wenn f(xiy x^^ . . . rr„)

eine Form ist, für jeden Wert von t, d. h. identisch

Setzt man insbesondere t = — , so ist

fix., X,,'" Xn) = X^'^fi— ,

^'
,

• • • —--
, 1^ .

Es kann also jede homogene Funktion z von n Variabelen

in der Form dargestellt werden:

n \x^^ ' X^^
'

X.^ )

Vermittelst der partiellen Ableitungen kann man die

nämliche Eigenschaft homogener Funktionen ausdrücken, und

zu diesem Zwecke hat man nur nach der Methode des vorigen

Paragraphen die willkürliche Funktion F zu eliminieren. Setzt

man also

^ x^ x^ x^_^
Ua = - -y ^'i

=
> ^2 = , • • • tt„_i == -

^. ^« ^n ^n

so ist auf die Gleichung

u„ = Fiu^^n^y. . .tin-i)

die vorige Regel zu übertragen. Es wird durch partielle Diffe-

rentiation nach den n unabhäncjiojen Variabelen

du, dF
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eine bestimmt gegebene Funktion dieser fünf Gröfsen: x^y^

Wir betrachten das System der beiden Gleichungen:

(1) F=0, fl=0.

Wenn die willkürliche Funktion (p(a) fixiert ist und man
die Elimination von a zwischen den beiden Gleichungen (1) aus-

führen kann, so erhält man eine Gleichung zwischen den drei

Variabelen x^y^ z. Aber selbst wenn die Funktion (p ganz will-

kürlich bleibt, so kann man doch z als eine Funktion von x

und y betrachten, welche durch das System der Gleichungen (1)

bestimmt ist. Nun stellen wir uns die Aufgabe, die Funktion (p

vermittelst Differentiation aus den Gleichungen (1) zu elimi-

nieren. Dabei kann man so zu Werke gehen, wie wenn die

Elimination von a ausgeführt wäre, d. h. man hat in der

Gleichung V=0 a als eine Funktion der Variabelen a;, y, z

dV . .

zu betrachten, die durch die Gleichunoj — == bestimmt ist.

Bildet man dann noch das totale Differential der ersten

Gleichung, so wird

V, dx -\- -TT- äy -{• -T^ dz -T ^ «a == 0.
ex ^ cy ^ ^ cz ' da

Das letzte Glied dieser Summe verschwindet aber zufolge

der zweiten Gleichung (1), und wenn man dz durch seinen

Wert pdx -\- qdy ersetzt, so hat man die Koeffizienten der

beiden willkürlichen Differentiale dx und dy einzeln gleich

zu setzen. Es wird also

Jetzt kann man a und 9?(a) zwischen den beiden Glei-

chungen (2) und der ersten Gleichung (1) eliminieren. Auf

diese Weise erhält man eine Gleichung

(3) F{x,y,,,p,q) = Q,

welche die partiellen Ableitungen erster Ordnung enthält und im

übrigen von ganz allgemeiner Form ist. Es wird später gezeigt

werden, dafs, wenn x,y,z geradlinige Koordinaten bedeuten,

die Gleichung (3) solch eine Eigenschaft der Tangentialebene
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ausdrückt, welche allen Fläclien gemeinsam ist, die durch die

Gleichungen (1) dargestellt werden.

92. Beispiel. Ist

V=(x- af + [y- g>ia)f + «' - R\

und B eine Konstante^ so ist

Die Gleichungen (2) des vorigen Paragraphen sind also

X — a + p0 = 0, y — (p(cc) + g^ = 0.

Entnimmt man hieraus die Werte x — a= —2^3, 2/
~

9^

W

= — q^^ um sie in die gegebene Gleichung zu substituieren^

so folgt

oder

_ B

welches die partielle Differentialgleichung erster Ordnung ist,

um die es sich handelt.

93. Allgemeine Gleichung erster Ordnung in w + 1 Ver-

änderlichen. Gehen wir nun zum allgemeinen Fall über. Es

seien Xj^, x^, . . . Xn die unabhängigen Variabelen, die ab-

hängige, und es sei

dz — pj^dx^ + i>2^% + . . . pr^dXn

'

Andererseits seien «j, «g? • • • ««-i; '* — ^ veränderliche

Parameter und a = 9(^1, «2? • • • ««-O ^^^^^ willkürliche Funk-

tion derselben, endlich sei mit

eine bestimmt gegebene Funktion der w + 1 Variabelen und

der n — 1 Parameter, sowie der Funktion a bezeichnet.

Wir betrachten die n Gleichungen

(1) ^=0, - = o. t>o^ -.&. = «'

welche 3, «i, «21 • • • ««-1 ^^^ Funktionen von x^, x^, .
. . Xn be-

stimmen; und es handelt sich darum, eine partielle Differential-

gleichung zu bilden, welche unabhängig ist von der willkür-

lichen Funktion a.
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Der Weg; welcher einzuschlagen ist, bleibt derselbe wie

in Nr. 91. Das totale Differential von V mufs sein, und

man hat

Tz^' + ^^^^^ + • • • ä^/^'' + ä^^^^ + • • • a«„T/""-^ = ^-

^ F ö F
Dabei sind die partiellen Ableitungen ^— • • • ^ so zu

bilden, dafs dabei a als Funktion von a^..,an—i anzusehen

ist. Da die Koeffizienten von da^ . . . dan gleich sind zu-

folge der Gleichungen (1), so ist

Ersetzt man in dieser Gleichung dz durch

p^dx^ -{- p^dx^ H PndXn,

so müssen, da die Differentiale dx^ . . . dxn ganz willkürlich

bleiben, ihre Koeffizienten einzeln gleich sein, und man

erhält:

(2)

dV
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du

c u

du

c u

cu

d\
dx^ ' dx^dx^ ' dx^dx^

'

d^u

cx.^

als Funktionen der partiellen Ableitungen

du du du

u d^u

^1/' ^i^n,^' di^di.^'

ausgedrücM werden.

' ai:
2>

Die ursprünglidien Variabelen x^y x^, . . seien

Funktionen der neuen l^, Ig? • • • Sm gegeben, und umgekehrt

seien auch die letzteren als bekannte Funktionen von x^ . . . Xm

gegeben. Betrachtet man nun u als eine Funktion von

li, I2? • • • S« und diese als Funktionen von x^^ x^, . . . Xm, so

wird die Lösung der gestellten Aufgabe direkt nach der Regel

für die Differentiation zusammengesetzter Funktionen gewonnen.

Man hat

— dtn ,(1)

ferner:

(2)

du = y^dl^ + g-|- di^ + H,

dU

5-i dx, +^ dx, + •

^ m

dl dl
;f'dX^ 4" a™ d^2

i

aa

dx dx^ dx,
' dx.

^^-= t^^i+ a^"^^^' + dx,.
dx,

Da Ji . . . Im als Funktionen von x^ , . . x,a gegeben sind,

SO sind auch die Ableitungen -k-^ • • • -0-^ • • • bekannte Funk-
Xi X-^

tionen von x^^ . . . x^j man mufs dieselben aber ausdrücken in

li . . . Jw . Substituiert man nun diese Werte in die Gleichung (1),

so werden die Koeffizienten von dx^, dx^, . . . dXm die gesuchten

Ausdrücke für die partiellen Ableitungen

du du du
~dx^ ' dx^^ '

'
dx^^

als Funktionen der Variabelen l^ . . . |;„, und der Ableitungen
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du du du

Ebenso hat man bei den Ableitungen höherer Ordnung

vorzugehen. So findet man

du ^du du
du dx^

,
dx^

,
dx,

und nachdem man auf der rechten Seite für -5— den vorhin
CX^^

erhaltenen Wert, und für dl^ . . . d^m ihre Werte aus den

Gleichungen (2) substituiert hat, werden die gesuchten Werte

für die partiellen Ableitungen

c u du c u

dx^^ dx^dx^^ dxdx^^

gewonnen. Führt man die nämliche Substitution in der Formel

du du du
cu dx^ cx^ cx^

aus, so erhält man die Gleichungen für

d u c^u c^u

'W

dx^dx^^ dx^^ dx^^dxj

von denen die erste schon berechnet ist, u. s. w.

Dieselbe Methode ist für Ableitungen jedweder Ordnung

anwendbar.

95. Anwendungen. Die Punkte im Räume können sowohl

durch drei rechtwinklige Koordinaten Xj y, z, als auch durch

drei Polarkoordinaten r, 0, ^ dargestellt werden; diese sind

mit den ersteren durch die Gleichungen verbunden:

(1) ^ = rsin6cos^, 1/ = ** sin9 sin^, ;S = rcos6,

oder

(2) r=^yx^+f+z\ oose = -==l===, tang* = |-

Wenn nun eine Gröfse u zunächst als eine Funktion von

Xy y, z gegeben ist, so sollen die Ableitungen erster und

zweiter Ordnung von tf, nämlich die neun Gröfsen
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dx d^u . _
, ,

d^u cos 6 cos i!»= o—Q^ Sin 6 cos ip -f-
~

ae

dx

drdQ cQ'

d^u sini/>

d^dilJ T sin 9

+ :t-COS0 COSli' — du sin cos ip . du cos 6 sin i^

o^u= Q Q ,
sin 6 COS 1^ + „ ^ ..

,

r ' ^1/; rsin^G

^^tf cosOcosi/> ^^t* sini/;

du . ^ . ,— TT- Sin sm i/j — ^^

?' ^1/;* r sin 9

^i* cos 6 sin 1/; ^it cos i/;

^ i/> r sin 9 '

\dv' d^u . ^ . , ,
d^u cos 9 sin iz» , d^u coaift

^r ^r^ ' <7r(79 r ' t?^«?!/» rsin9

d u cos 9 sin ip du cos i/;

dQ

1©
a9

d^U • r\ '
I I

- '

o o^ sm e sm ?/; + ^ .

ördQ ^ ' <?9

dip r^ sin 9

a^it cos 9 sini/;

+ ^- COS sm ^
' dr

d u sin 9 sin i/;

^9 r

,

d^u cosi^
"• äFä^ r8in9

du cosi/>cos9

a 1/; r sin* 9

yf d'^u . ^ . , ,
d^u cos9sim/> , d^u cos i/>

o"" —= o o sm sm li' + öttöt r o^rä
—^~s

^1/; drd'tp ' ^9^1^ r ' dtp^ r sm9

, ^M . ^
, ,

^w cos9cosiZ> ^w sini^
4- 7^sm0 costZ; + — ö 7 —r—

-;'er ^ * cQ r ^i/; rsin9 '

^0 d^-u _ a^t* sin 9 , du sin 9
== V,--« cos ö 7^;

—

:t7: h qT»" T^ '

r ' 39 ?"*0r
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Ebenso erhält man die weiteren partiellen Ableitungen

zweiter Ordnung, wenn man die Gleichungen (6) oder (7) mit

(3) multipliziert und jedesmal addiert. Man findet so:

- = -— sm^ e cos^ ^ + 2 -^—^ ^ — 2 ä-ö——
d^ucos^Q cos^ip ^ d^u cosG sini/;cos'i/; ^. ^*it sin'^i^

^i*cos'Gco8''i/> + sin-i/>
,

^«^(sin^'i/;— 2sin^Gco8*'i/>)cosG
, fj ^w sin 1/; cos i/>

"T" ar r ' Fg r^ sin G
~ "^ ä^ "r^sin'G '

^^i* ^^w . 9^ . ,
, I rt ^^'i* sin'G cos G sin iZ» cos 1/; , c^u cos^i/)— sin^i/;

5—F- = ^9 sm'' e sm ib cos tA + 2 i^-^tt h o q ,

^^i^cos^G sini^ cosi/»
, d^u (cos^i/»— sin2i/>)cosG ^^t* sini/;cosi/>

+ ^G^ r'-*
' dedilf r^sinG ai/;'-^ r^sin^G

e^Msin^G sini/;cosi/; ^w (14-2 sin^G) cos G sin i/> cos i/> ^w cos^i^ — sin'i/>

dr r dQ r^sinG dip r^sin*'

d^u d^u . r. r. ,1 ^*^ (cos^G— sin2G)cosi/; d^u cos G sin
5—ö-= 0-9 sm G cos 9 cos tb+ ^—0-7: -^— ^ ^ ,

r-—
^ic^^ ^r^ ^ ' ^r^G r drdip rsinG

a^tt sinG cosG C0S1/J j^ ^^u sini/>~ äG^ r^
•" cQd^

"7^^

a w sin G COS G cos ip du (cos* G— sin' G) cos i/»

dr r dQ r^

d^u d^u . 9^ . 9 , , c^ d^u sinGcosGsin^i/; , r. ^^^ sini/jcosi/;
- 2= ^-ä sm^ e sm^ ^-{-2 0—0^ ^ + 2 ^-^,-7—
cy^ dr^ ^ ' droQ r ' örcil} r

j^ a^iACOs^G sin^-^ j^ c^ a*t* cosG sini/jcosi/) j_ a*w cos'i/>

"^ aG^ r^
•" äoä^ "^T^linT ^ a^* r^ sin^G

,
at*cos*G sin^i/» -f- cos*-!/; , a-j^ (cos^i/; — 2sin*Gsin2'i/;)cosG ^^du sin^ coBip

^^ dr r ^^oQ r'-^sinG di{} r'^sin^G *

d^u d^u . ^ ^ • ,
I

d^u (cos^G — sin'G) sin 1/; , d^u cos G cos 1/)

7,—ö-= ö-^ sm cos 6 smi/;+ ^ ^- ^—— + -"0 7 ^"nCydz cr^ ^ ' aröd r ' cra-V rsmG

a'it sinG cos G sini/j ^'i* cost/;

äG* r^ ^e^ -7^-

a w sin 6 cos döintf} du (cos' 6— sin' G) sin tfj

dr r de

d^u d^u 2a 9 ^^** sin G cos 6 , ^'i^ sin'G

dz^
— ä^ ^^^ ^ ~ ^ dV~dQ

~~7 * äG"«
"7^

, aw sin'G , j^^wsinGcosG
^ dr r ' gG r'

96. Der Ausdruck ^-^^ + ^-^ + ä"^- ^^^ ^^^^ <^ie bei
dx^ ' ^2/ ' dz^

der Änderung von Variabelen notwendigen Rechnungen oftmals

abkürzen, indem man sich gewisser, den Problemen angemessener
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Kunstgriffe bedient. Wir halten es für nützlich, von solchen

Vereinfachungen klaren Begriff zu geben, indem wir eine Auf-

gabe behandeln, die in verschiedenen mathematischen Theorien

vorkommt. Es soll der Ausdruck

,.js ^ d^u
,

d^u
,

d^u
^^^ ^ ~"dx^ '^ dy^ "^ ä^
transformiert werden, indem an Stelle der rechtwinkligen

Koordinaten Xj y, die Polarkoordinaten r, Q, il; eingeführt

werden. Man kann diese Aufgabe direkt dadurch lösen, dafs

man die Formeln des vorigen Paragraphen benutzt. Aber

wir wollen sie ausführen, ohne auf diese Formeln zurück-

zugehen.

Zu dem Zwecke führen wir an Stelle von x, y zunächst

zwei Variabele q und tl^ ein, derart dafs

X = Q cos tpy y = Q sin ^,
oder

Q = Voo^ + y\ tangi^ = |-.

Hieraus folgert man:

7 xdx -\- y dy ,
•, , • , 7

do = - _-. "^ = cos ^aa; + ^^^^dy,

^^_^dy-ydx^^^,^ _ _ Bi^^^ ^ co^^^^

dg dg dip dip
lese urieicnuugeu uesLimmeii

findet:

Diese Gleichungen bestimmen ^-, ^, ^— ,
^— und man^ ox' dy' ox^ dy

du du
,

du sinip

(2)

ö— = o" cos -tb — ^- ,

dx dg ^ dtp g ^

du du . , .du cos 1/;

7.— = ^— sin 1/; + 7:r-
dy dg ^ ^ cip g

Summiert man diese Gleichungen, nachdem man die zweite

mit y— 1 multipliziert hat, so folgt:

/o\ ^^
I i/ T Ott r ,

, t/ r . ,\(cu
, V— \du\

(3) Tx + ^- 1 dy = ^^""^ * + y-
1

si''

*)W + -^ S
W'

Bezeichnet man mit v den Wert jeder Seite dieser Gleichung,

so folgt, da diese Formel für jede Funktion tf und unabhängig

von dem Vorzeichen von )/— i Geltung hat, wenn man u durch v

ersetzt, und statt }/— 1 die Formel — "/- -1 schreibt:
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folgt

cv d^u . ../

—

^ d^u cv d'^u
i -i

/

—

^d^u
dx dx"^ '

^ dxdy^ cy dxdy '
^ dy'^

also
cv i/iZT ^^ ^^^

_i_
^^**

(9a;
^ dy dx^ ' ^t/*

Ferner ergiebt die Gleichung:

V = (cosiA + l/^=^sini/.)(g + ^^1^)^

_ = (cos T^ + y- 1 sin z/.) ^^^^ + -^ ^-,j

- (si^ ^ - V— i cos^)(|^ + ?^y-^
|-^)

,

folglich ist

und man hat

,p,N ^^w , ^*2* d'^u
,

1 ^'^t* , 1 duw äö"-^ + fy^
— ^^i "^ "^ äi/»2

"T 7 ä?"

'

also

,^>- o d^u . d^
, 1^ d^ _. Idu

^^^ ^~~
dz^ '^ Fq' "^ Q^ d^'' ' 7 a?

*

Um die Lösung zu vervollständigen, sind nun noch an

Stelle der Variabelen q und z die neuen Variabelen r und 6

vermittelst der Gleichungen

^ = ^cos0, ()
= rsin0

einzuführen. Da nun z und q von r und 6 ebenso abhängen,

wie X und y von q und ^, so folgt gemäfs der Gleichung (5)

d\u idhi__dy,l_ d[u 1 du
d^z'

"^ ä?^ ~ ar^ "•
r^ ae^ »" / a»-

'

und ebenso schliefst man aus der zweiten der Gleichungen (2)

du du . ^ ,
^Mcose

TT- = ö- sm 6 + K^ - - •

d^Q dr ' (?e r
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Man erhält demnacli, indem man die Ausdrücke in die

Gleichung (6) substituiert und q durch rsinG ersetzt:

^^
d^u

,

1 d^u _i 1 ^**
I

1 ^^**

Fr^ ' r^ ä^ "T" 7" ä7 ' r^ sin^ 6 ä^«

,
1 / . .du , cos Q du\

' r Sinex er ^ r cQ/

ar^
"^ y äT ' r' sin-' a^'^ + ^2" ^-92 i" ^2 gj^ q ^ '

Die ersten beiden Glieder dieses Ausdruckes stellen mit r

multipliziert die Ableitung —4^- dar; die beiden letzten Terme

sind mit r^sinG multipliziert die Ableitung

de
Man hat also

20 ^'(ru)
,

1 a^t* , 1 '^i'''' aej

ar^ ~ sm'Q dip'' ' sin0 ao

Es ist bei Anwendungen dieser Formel häufig zweckmäfsig

cosG == ft

als Variabele an Stelle von einzuführen. Dann hat man

= - — . -^ == — sm 9 7^- oder sm 9 ^- = — ( l — ft^) ^- •

ae dii ae a/x ae ^ ^ ^ aft

Demnach:

^-7: = — sni 9 ^ = sm 9
a6 ^/x a/Lt

und man erhält schliefslich den Ausdruck für S als Funktion

der unabhängigen Variabelen r^ ^^il^:

2„ d^ru) . 1 d^u ,^[^^-^'^d^]
ar* ' 1 — /x^ a^^ ' a^

97. Die Änderung aller Variabelen. Wenn man die ab-

hängige oder Hauptvariabele gleichzeitig mit den unabhängigen

verändern will, so ist das nämliche Verfahren einzuschlagen.

Nehmen wir an, dafs in einer Rechnung eine Variabele s als

Funktion von m unabhängigen Variabelen x^y x^^ ... x,n ein-

geht, und dafs man an ihre Stelle eine andere Variabele 5,

welche von m neuen unaljiängigen Variabelen 1^, I2? • • • ?m
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abhängt, einführen will; dann handelt es sich darum^ die par-

tiellen Ableitungen

als Funktionen der partiellen Ableitungen

auszudrücken.

Hierbei sind die m + 1 Variabelen des einen Systemes

gegeben als Funktion der m -\- 1 Variabelen des anderen.

Also 5, li, ^2? ••• ^m sind gegebene Funktionen von 0, x^, x^j

.. .Xmj und die totalen Differentiale sind also von der Form:

d^ = Ud0 + P^dx, H ^dXm,* 2 ' dx^ ^ ' dXj^
"*'

Die partiellen Ableitungen sind bekannte Funktionen

der Variabelen s^ x^ . . . Xm- Da aber z eine Funktion von

x^yX^. . .Xm ist, so hat man

7 ^"^ 7 I ^^ j I
^^ jdz = 1^- dx. -\- 7^— dx^ -4- . . . -^— ^a^m ,

^iC^ ^ ^ CX^ 2 1 ^^^ m>

und folglich ist:

«^= l^äiaajj+aajJ^^i+Va^aa;2+^V ^''^'' v^^^^m+^^m/^^^^^^

^, /ai, a. ai \ /ai^ a^ aiA /ai, a. ai \

^
*

' va-? ao;, ^ dxj ^ ^ \dz ox^ ' aa:„/ 2 ' \ a^ ^a?^,, ' aa; /

Setzt man jetzt diese Werte in die Gleichung

(2) ^5=«,|, + |^^^, + ...|£rf|„,

SO erhält man eine Gleichung, welche bei allen Werten von
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dx^ • • • dXm bestehen mufs, und welche sich daher in m Glei-

chungen zerlegt, nämlich:

"* \dz dx\~^ dxJ'd^J

\dz dx:^
"^

^^2/ ^^1 '^\dz dx^ ~^ dxj ai,

" \as cx^'^ dxJ bl/
(3){

dzdx^^dx^ \dz dx^-^dxJdk^^Kdz dx,^;^dxjdl^~\dz dx^'^ dxJ dl

'Hr.. dz
. ai \ a^

4_ (^1!__l1^)-^

Man kann ;.-? ;^— ?
••• ^; ~ ••• als Funktion der Varia-

6z ex cz ox

helen S, li • • • Im ausdrücken, und diese Gleichungen ergeben

alsdann die Werte der Funktionen 0— ? • • • — in der gesuchten
dx^ dx^ ö

Form.

Um zu den partiellen Ableitungen zweiter Ordnung über-

zugehen, genügt es die Gleichungen (3) zu differentiieren.

Betrachten wir z. B. die erste Gleichung in diesem Systeme;

wir differentiieren dieselbe total und ersetzen dy^ durch
ex.

oj^ , . d z , _. c z -j

^y,t «^1 i- do^d^^ ^.^'^"' dx^d x^^
^^'"•

Sodann ersetzen wir

durck ilire Werte:

m

Serret, Diff.- u. Integral-Eechnung. I, 2. Aufl. 9
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und führen endlicli für d^^ - • - d^m ihre Werte aus den Glei-

chungen (1) ein. Die Gleichung, die auf diese Weise gewonnen

wird, gilt für beliebige Werte der Differentiale dx^^ • • • dXm.

Sie zerfällt also in m Gleichungen, aus denen die m partiellen

Ableitungen

zu berechnen sind. Ebenso bestimmt man die anderen Ab-

leitungen zweiter Ordnung

Die Ableitungen höherer Ordnung werden dann auf demselben

Wege gewonnen.

Schliefslich ist es auch leicht einzusehen, dafs die im

vorstehenden entwickelte Methode auf den Fall einer be-

liebigen Anzahl von abhängigen Variabelen anwendbar ist;

wie grofs auch immer die Zahl der unabhängigen Variabelen

sein mag.

98. Legendres Transformation. Legendre hat bei ge-

wissen Fragen eine Transformation angewandt, die oftmals

von Vorteil ist und welche wir hier mitteilen wollen, indem

wir uns auf den Fall zweier unabhängiger Variabelen be-

schränken.

Es sei eine Funktion der unabhängigen Variabelen Xj y,

wir bezeichnen mit

(1) dz = pdx + qdy

das Differential von 5?, und mit

dp == rdx + ^dy

^ ^ dq = sdx -f- tdy

die Differentiale von p und q.

Setzt man

(3) u = px + qy — z,

so hat man
du = (pdx + qdy — dz) + xdp + ydq,

also zufolge der Gleichung (1)

(4) du = xdp + ydq.
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Löst man andererseits die Gleichungen (2) nach dx und

dy auf, so wird:

Die Transformation von Legendre besteht darin, dafs

Py qjU als Variabele an Stelle von Xj y, z eingeführt, und dafs

dabei 'p und g als unabhängige Variabele betrachtet werden.

Nun zeigt die Gleichung (4), dafs x und y die partiellen Ab-

leitungen von u nach ^ und g sind, so dafs also

/«x du du
(6) gp = ^' s^-y
ist; ferner zeigen die Gleichungen (5), dafs

^ ^ "irz^'^j

— 2 bezüglich die partiellen Ableitungen

dx dx dy dy

dp dq dp dq

sind. Man hat also

.rj\ c^u t^_ d^ _ s d^u r

^^ dp''~~ Vr—s^^ dYdq'^' rt — s^^ dg^ ~ rt — s^^

und hieraus schliefst man

^^^ dp^d^ Xdpdq) rt—s''

Die Gleichungen (7) und (8) liefern die Ableitungen r, 5, t als

Funktionen der Ableitungen von u nach ^? und q.

Will man x und p zu unabhängigen Variabelen nehmen,

so sind die totalen Differentiale von y und q gemäfs den

Gleichungen (2):

dy = —dp dXy
s s

dq = - - dp dx .

Die Gleichungen (1) und (4) lassen dann weiter die totalen

Differentiale dz und du bestimmen:

dz = pdx + qdy = (p — —)dx-{- —dp,
\ s / s

du = xdp + ydq = [x + ^~) dp — '-^^ ydx.
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Aus den Formeln folgt im Besonderen

dq rt — s^

dx s ^

wenn p und x die unabhängigen Variabelen sind. Ist also

die Differenz rt — s^ identisch, d. h. bei allen Werten von x

und y gleich 0, so hat man

ox

Daraus folgt, dafs dann q nicht von x abhängt, und dafs also

diese Gröfse nur eine Funktion von p ist. In diesem Falle

können die Gröfsen p und q nicht als unabhängige Variabele

s:ewählt werden: auch werden in der That die Transformations-

formein von Legendre alsdann illusorisch.
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Entwickelung der Funktionen in Potenzreihen.

§ 1. Einleitende Bemerkungen über unendliche Reihen.

99. Konvergenz und Divergenz. Unendliche Eeihe
nennt man eine unbegrenzte Folge von Zahlen, die nach irgend

welchem Gesetze auf einander folgen. Wir werden uns hier

nur mit solchen Reihen beschäftigen, in denen alle Glieder

reelle Zahlen sind.

Die Summe einer Reihe

Wq, Wj, U2, • • • Unp • ' •

oder auch kürzer die Eeihe selbst heifst 'konvergent, tvenn die

Summe
Sn = Wo + Wi + Wg H Un-1

der n ersten Glieder einer hestimmten endlichen Grenze S zu-

strebt, während die Zahl n unbegrenzt tvächst.

Sn ist eine Funktion der Variabelen n, die jedoch im
allgemeinen nur für ganzzahlige Werte von n definiert ist.

Der Variabilitätsbereich für n ist mit anderen Worten der

aller ganzen positiven Zahlen. Wenn man nun sagt, die Reihe
der u ist konvergent, so meint man der eben gegebenen
Erklärung zufolge damit weiter nichts als dafs, wenn n alle

ganzen Zahlen durchläuft, lim Sn einen bestimmten endlichen

Wert S hat. Eine Reihe, die nicht konvergiert, heifst diver-

gent. Für eine divergente Reihe ist also entweder kein lim Sn

vorhanden, oder, wenn lim S^ einen bestimmten Wert hat, so
n= CO

ist dieser unendlich grofs.

Die Grenze S heifst die Summe der Reihe; die Differenz



j^34 Fünftes Kapitel.

S — Sn heifst der Best der Reihe von der n^'"" Stelle ab.

Bezeiclinet man diesen Rest mit i?„, so ist

S = Sn -\- Pht.

Die geometrische Progression

a, aXy ax^j ax^y • • •

ist eine konvergente Reihe, wenn der Betrag von x kleiner

als 1 ist, denn es ist

5„ = a (1 + r. + r.^ + • • • ^"- = r^ - r^. ^" •

Ist nun
i

a;
1
< 1 , so ist lim ic'* = und daher

n= CO

S = lim Sa ==
YZToc

'

n=co

Dieselbe Reihe ist aber eine divergente, wenn der absolute

Wert von x gröfser als 1 ist; denn in diesem Falle wächst 5„

über jeden Betrag. Sie ist auch aus dem gleichen Grunde

divergent für a: = + 1, und in dem Falle x = — l besitzt

-,N„_i-| 1 wenn n ungerade

Sn = a[l — l + l — l-\ (—1)'* J ==
Q ^gj^j^ ,^ gerade

keine bestimmte Grenze-, die Reihe kann daher nicht als kon-

vergent betrachtet werden. Wir sehen also:

Die geometrische Beihe

a -\- ax -\- ax^ + • •
•

ist lonvergent, wenn |a;! < 1 ist und divergiert in jedem anderen

Falle.

100. Multiplikation einer unendlichen Reihe mit einer

Zahl. — Addition zweier unendlicher Reihen.

Die in Nr. 24 aufgestellten Regeln für das Rechnen mit

Grenzwerten führen sofort zu einigen Sätzen über das Rechnen

mit konvergenten Reihen. Wir erwähnen hier zwei Sätze:

1. Multipliziert man die Glieder einer konvergenten Beihe

sämtlich mit der nämlichen Zahl c, so entsteht wieder eine hon-

vergente Beihe. Die Summe von dieser ist gleich dem FroduUe

aus c und der Summe der ursprünglichen Beihe. Es ist also:

cuo + cu^ + cu^-i = ^ • ('^0 + Wi + «2 H )

In der That, ist:
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Ä = Wo + ^1 + * • • + «<«-l J

so liat lim Sn nach Voraussetzung einen bestimmten endlichen
n=(X)

Wert S. Nach der Kegel b. in Nr. 24 ist aber:

lim c ' Sn = c ' lim Sn .

Also folgt:

lim (cUq + CMi + f- ct(«_i) = clim (Wq + ^i H + «<«-i)

oder

ci^o + c«i -\ = c • (Wq + Wi H )
•

Der zweite Satz lautet:

//. Zwei Jconvergente Reihen ergebest, gliedweise addiert

,

wieder eine Jconvergente Beihe. Die Summe von dieser ist gleich

der Summe der Summen der leiden ursprünglichen Reihen. Es
ist also:

(wo + «^1 + ^2 H ) + {% + t^i + v^ + '•) = {u^ + Vq)

+ (^1 + ^i) + (^2 -\-v^) -]

In der That; es sei:

Sn = Uq + Wj H h Un-i , S'n = Vf^ + V^ + \- Vn-V

Danji haben
lim Sn = S, lim Sn=^S'
n= co n= co

nach Voraussetzung bestimmte endliche Werte. Nach der

Regel a, der Nr. 24 wird aber:

lim (Sn + S'n) == lim Sn + lim S'n .

Also folgt:

lim ((U^ + V,) + («1 + %) -I h (Un-l + Vn-l))

= lim K + % -I ^'«-i) + lim (i^o + ^1 H h ^«-0

oder:

K+ ^o) + («1 + ^"i) + • • • = K + wi + •••) + K + ^1 + •• •)

101. Eine für die Konvergenz notwendige Bedingung.

Ist die Reihe

Uq + ^(l + U2-\ Un-i -i

konvergent, so hat die Summe

Un + Un+ 1 + • • • W«4-p_i

die Grenze 0, hei jedem Werte von p, ivenn n unbegrenzt wächst.

Denn bezeichnet S die Grenze, nach welcher die Summe
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konvergiert, so ist:

\im(S — Sn)==0,
n= oo

Ebenso ist auch

n=cc

also folgt durch Subtraktion

n= co

Da aber

Sn-\-p Sn = Un-^- Un-^1 + * " ^ + tln-\-p-l

ist, so ist unser Satz erwiesen.

Hieraus erkennt man:

Erstens: Die einzelnen Glieder einer konvergenten Reihe

tverden scliliefslich Meiner als jede gegebene ZaJd; es ist lim Un= 0.

n= oo

Zweitens: Die Summe beliebig vieler Glieder-, gebildet vom

n'^" Gliede abj Iconvergiert nach 0, wenn n unbegrenzt zunimmt.

102. Die vorige Bedingung ist auch. hinreichend. Um-

gekehrt:

Wenn die Summe

Un + Un+ 1 + • • • Un-\-p-l

für jedweden Wert von p bei beliebig wachsendem Werte von n

die Grenze hat, so ist die Reihe

«0 + Wj + ^2 H Un-l + • •
•

Iconvergent.

Dieser Satz, der unmittelbar aus der Definition eines be-

stimmten Grenzwertes (Nr. 15) hervorgeht, soll hier nochmals

erörtert werden. Bezeichnen wir mit 6 eine positive beliebig

kleine Gröfse, so kann man, da die Differenz

Sn+p Sn = Un + Un+ 1 + • • • Un+p-1

für jedweden Wert von p mit beliebig wachsendem Werte von

n nach konvergiert, der Zahl n einen bestimmten hinreichend

grofsen Wert beilegen, derart, dafs diese Differenz zwischen

— 6 und + ö gelegen ist, wie grofs auch p sein mag. Man

hat also

Sn-e<Sn+p<Sn+^.
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Wird die ZaM n nicht geändert, wächst aber p über alle

Grenzen, so bleibt die Summe Sn+p immer zwischen den

zwei bestimmten Gröfsen Sn — ^ und 5« + <? eingeschlossen,

deren Unterschied 2(5 dabei von vornherein so klein als man

nur will gemacht werden kann. Mithin stellt Sn+pf wenn Pj

also auch n -\- p unbegrenzt wachsen, eine bestimmte Gröfse

dar, von deren Grenze wir auch sagen, dafs sie eine bestimmte

ist, weil sie sich von einer bestimmten angebbaren Gröfse

beliebig wenig unterscheidet.

Man kann diese Überlegung zu deutlicher Anschauung

bringen, wenn man ihr eine geometrische Form giebt. Es

sei ein bestimmter Punkt auf einer Axe Ox. Wir tragen

auf dieser Axe vom Punkte aus eine Strecke ON = Sn ab;

alsdann machen wirÄN=NA= ö. Mg. 21.

Wir nehmen sodann 0P=&-|.^, so A NF A' x
wird der PunktPzwischen A undÄ
fallen. Also wird die Summe Sn-\-p der n -}- p ersten Glieder

unserer Reihe durch eine Strecke dargestellt, deren Endpunkt P
immer zwischen zwei gegebene Punkte A und A' fällt. Sie

ist also endlich; aber noch mehr, sie ist auch bestimmt, denn

die Entfernung AÄ kann durch Vergröfserung von n kleiner

gemacht werden, als jede gegebene Länge.

Folgerung I. Eine Reihe Wq + ^1 + % + * * * ^^^ ^^^

vergent, sobald die absoluten Beträge ihrer Glieder eine kon-

vergente Reihe bilden.

Nach Voraussetzung konvergiert die Reihe der absoluten

Beträge der Uj also ist für jedes p:

lim
{ !

w„
I
+ I

Un+i
I
H hl «««+j»-i

I
}
= Ö.

w=co

Nach Nr. 4 ist aber:

0^\Ur,+ • h Un^p-1
I ^ I

M«
I

-| hl «*rt+p-l
I

und mithin ist nach Nr. 25 auch

lim \Un-{ h ^n+p-l
I

= 0.

n— 00

Mithin ist nach Nr. 102 auch die Reihe der u konvergent.

Wir werden später sehen, dafs es sehr wohl Reihen giebt,

die konvergieren, ohne dafs die Reihe der absoluten Beträge
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konvergiert. Die konvergenten Reihe zerfallen daher in zwei

Klassen:

Solche, bei denen die Reihe der absoluten Beträge kon-

vergiert; diese heifsen iinhedingt konvergent.

Solche, bei denen die Reihe der absoluten Beträge diver-

giert; diese heifsen bedingt konvergent,

Folgerung II. Wenn von einer bestimmten Stelle ab die

Glieder einer ReiJie abwechselnd positiv und negativ sind, und die

Beträge der Glieder abnehmen und nach konvergieren ^ so ist

die Reihe konvergent.

Die Konvergenz der Reihenglieder nach ist, wie gezeigt

wurde, ein notwendiges Erfordernis für die Konvergenz jeder

Reihe. Dasselbe reicht aber im allgemeinen für die Konvergenz

nicht aus, auch dann nicht, wenn dabei die Reihenglieder von

einer Stelle ab durchaus abnehmen, sodafs jedes dem Betrage

nach kleiner ist als das vorhergehende. In dem Falle, den

wir jetzt untersuchen, sind die ausgesprochenen Bedingungen

hinreichend.

Denn wenn von dem n**^° Gliede an die Reihenglieder

abwechselnd positiv und negativ sind, so hat man:

±(Un + Un+ l-{ Un+p-l)= \nn\ —
|
W«+ l

| + \lln+ 2\

+
I

Un^p— l
I

.

Die rechte Seite dieser Gleichung kann auf zweierlei Weise

folgendermafsen angeordnet werden:

( 1
««

I

—
I

W«+ l
I ) + ( I

W„+ 2
j

—
I

W„+ 3
I
) -1

oder:

I

W«
I

—
( I

Wn+ l 1

—
I

^ln-\-2
|
) — ( |

«^n+ 3
|

—
i

Wn+4
|

)

Die erste Summe ist, wie auch p gewählt sein mag,

positiv, also gröfser als 0; die zweite ist jedenfalls kleiner

als \un\' Also ist

I

Un + Un+1 H + tin+p-l
|
<

|

W«
|

und daher:

lim {Un + h tln+p-l) = 0,

103. Ein neues Konvergenzkriterium. Es giebt kein all-

gemeines Kriterium, nach welchem man bei jedweder gegebenen

Reihe entscheiden kann, ob sie konvergent oder divergent ist.
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Man mufs vielmehr in jedem einzelnen Falle die zu betrach-

tende Reihe mit anderen Reihen zu vergleichen suchen, deren

Konvergenz oder Divergenz feststeht, und in dieser Hinsicht

läfst sich ein Satz beweisen, aus welchem wir mehrere wich-

tige Folgerungen ziehen werden, und der sich auf unbedingt

konvergente Reihen bezieht.

Lehrsatz III. Wenn in der Reihe Uq + u^ + u^ + " -

von einer hestimmten Stelle an immer \Uk\<Vk ist^ und die

Jleihe Vq-\- v^-\- V.2+ " ' 'konvergiert, so ist die Reihe der u un-

bedingt konvergent.

Wenn dagegen die Reihe der v divergiert und von einer he-

stimmten Stelle an \uk\> Vk ist, so ist auch die Reihe der \u\

divergent.

Im ersten Falle konvergiert die Summe

Vn+ Vn + l-{ Vn-^p-1

nach 0, bei jedem Werte von _p, wenn n unbegrenzt wächst.

Also hat auch die Summe

\Un\ + lw«+ l| -\ \Un+p-l\,

welche aus kleineren Summanden besteht, ebenfalls die zur

Grenze, und mithin konvergiert die Reihe der absoluten Be-

träge der u. Die ursprüngliche Reihe der u konvergiert also

unbedingt.

Im zweiten Falle kann die Reihe
|

Wq
I
+ 1 ^i "I ^^^^^

konvergent sein, denn sonst müfste nach dem eben Bewiesenen

auch die Reihe der v konvergieren, was der Annahme zu-

widerläuft.

Folgerung L Die Reihe Wq -j- Wj -f Wg H ^^^ unbedingt

konvergentj wenn für alle Werte von n^ die gröfser sind als eine

bestimmte Zahl, der Quotient -^ kleiner bleibt als eine Zahl k,

n

die selbst eine positive Gröfse kleiner als 1 ist

Denn für hinreichend grofse Werte von n wird der Vor-

aussetzung nacho

Un+ 1 <k, 'n+ 2\ ^. ... ^«4-P

^n+p-1

also, wie durch Multiplikation hervorgeht,
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< JcP oder
| Un+p

| < |
«/„

_!

Jcp.

Hieraus folgt, dafs die Glieder der vorgelegten Reihe von
einer bestimmten Stelle ab, nämlicb

\Un\, \Un+ i\j ... \Un+p\j. . .

kleiner sind als die Glieder der Reihe

Diese letztere aber ist eine konvergente geometrische Pro-

gression; also ist auch die Reihe der \u\ konvergent, mithin

die der u unbedingt konvergent.

Folgerung IL Die Reihe w^ + w^ + tfg + • • •, ist un-

hedingt konvergent, iv&iin das Verhältnis -^^^ti i^i heliehig wach-
n

sendem Werte von n einer bestimmten Grenze a zustrebt, deren

Betrag Meiner ist als 1.

Denn wenn das Verhältnis —^^ eine Grenze a besitzt,

u^

so wird die Differenz 1

""^^ — a 1 schliefslich kleiner als iede
I n

gegebene Gröfse, für alle Werte von w, die gröfser sind, als

eine bestimmte Zahl. Man kann also eine positive Gröfse h

zwischen a und 1 bezeichnen, derart, dafs von einem be-

stimmten Werte von n ab das Verhältnis

"«4-1

«*«
i

<h

bleibt. Dies aber ist die Bedingung des vorigen Satzes, und

folglich ist die vorgelegte Reihe konvergent.

BemerJcung. Hat das Verhältnis
j

—^^ eine Grenze

gröfser als 1, so ist die Reihe der ii stets divergent, weil

ihre Glieder von einer bestimmten Stelle an beständig wachsen

und also nicht, wie nach Nr. 101 erforderlich, nach kon-

vergieren. Wenn aber lim ^^-^
\

= 1 wird, so kann die

Reihe konvergent sein; der letzte Satz sagt über diesen Fall

nichts aus.

Folgerung III. Die Reihe Wo + **i + ^2 4" ' * ' ^^^ '^^^~

hedingt konvergent, wenn für die Werte von w, welche gröfser
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sind als eine bestimmte Zahl, y\ Un\ <Jc bleibt , wobei Je eine po-

sitive Gröfse Meiner als 1 ist.

Denn hat man von einer bestimmten Stelle ab

\un\ <Ä;%

so sind von dieser Stelle an die \u\ kleiner als die entspre-

chenden Glieder der geometrischen Progression

h^, l^+\ h^+\ . . .

Folgerung IV. Die Beihe Kq + % + «2 + • * *? ^st im-

bedingt Iconvergentj wenn y\u„\ einer bestimmten Grenze mstrebtj

die Meiner ist als 1.

Denn man kann in diesem Falle eine Gröfse h zwischen

a und 1 bestimmen^ so dafs

.

y"W < ^

bleibt, für alle Werte von n, die gröfser als eine bestimmte

Zahl sind.

104. Die Eeihe -1^^ + -,l- + -jL_ + . .
. . Wir be-

trachten die Reihe

-A_ .J„,_L ....!_ r...

wobei Q eine gegebene Zahl bedeutet. Das Yerhältnis

^ri+ l ^ /_!L_\
w„ \ n 4- 1 /+

hat den Wert 1 zur Grenze, und also reicht der zweite Folge-

satz des vorigen Paragraphen für diesen Fall nicht aus. Auch
der vierte Satz giebt keinen Aufschlufs. Denn es ist

V'«, = „ r.-
^ log ^„;= _ (1 + p)

i5|Z!.

Der Quotient ——- konvergiert nach 0, wie man ver-

mittelst einer Regel, die später bewiesen werden wird, finden

kann, und folglich hat ]/un die Grenze 1. Eine geschickte

Anwendung des Lehrsatzes der No. 103 läfst uns dagegen be-

stimmen, in welchen Fällen die vorgelegte Reihe konvero-iert.

Setzt man:
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(1) \

lln == ".">
1

ll+ (^'

Wi =

^1+^ ~r gi+^ + gi+^ + ,^1+^=

|i+? "^

SO hat man, wie leicht zu sehen, die Beziehungen:

u,<2' -,^, oder <—

,

Un.<2-^j-^^, Oder < ^,,(2'^')!+ ^' ^
(2^y

folglich sind in der Reihe

die Glieder kleiner als die entsprechenden Glieder der Reihe

1 J_ _L_ . . . _J_.

Diese letztere aber ist konvergent, wenn q gröfser als ist.

Folglich konvergiert auch die vorgelegte Reihe bei jedem

positiven Werte von q.

Bildet man an Stelle der Formeln (1):

_ 1

1

^^1 — 2i+ ^^

1 , _i_ , _^1_ 4. 1_

1 _,
1 L_
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so hat mau:

1 , . 1 1

«2>2-^5Ttq;, oder > ^-
'^^iy,

%>4--,V^-, oder
>l---^y,

«"'>2"'-'-?i-.. oder >
'

^^my^i^y ^
2 (2?)'

also sind die Glieder der Reihe

^0 + «*i + ^2 H ^'^m -I

gröfser als die entsprechenden Glieder der Reihe

Diese aber ist divergent, wenn q gleich oder auch negativ

ist, also ist auch bei diesen Werten von q die vorgelegte

Reihe divergent.

X , X'
105. Die Reihe 1 + —r- + - -|- • • • und verv^andte

Reihen. Die BeiJien:

X , x"

' 1 ' 1-2 ' 1.2.3 ^ 1.2- -w »^

-* X • X X
I~ IT2 ' iT'J.TTl ~ 1 . 2 • 3 . 4 . 5T6 "T '

'

X •3'l.2-.-5 1-2-.-7"'1- 2

sind unbedingt konvergent für jeden Wert von x.

Denn das Verhältnis der Beträge zweier aufeinander fol-

gender Glieder hat in diesen Reihen den Wert

\x\ , aj2
-—--, oder —.——-Z.
n ' n{n-{- ly

und diese Gröfsen konvergieren bei jedem endlichen Werte

von X nach 0, wenn n unendlich wächst.

106. Die Reihe f — -'^- -\- "^ Die Reihe
L i O

/ys /V» 2 /y>3 /VI 4

'1 2" "^ "3 4' "T * *

*

konvergiert unbedingt für alle x des Intervalles — 1 <^x ^1.
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^E'ür X = 1 Txonvergiert sie bedingt; für jedes andere x ist sie

divergent.

Demi hier ist

i
1 + n

und die Grenze für n= oo ist — x. Dafs die Reihe konvergiert

oder divergiert, je nachdem der Betrag von x gröfser oder

kleiner als 1 wird, lehrt Nr. 103. Für x = -\- 1 konvergiert

die Reihe^ vreil ihre Glieder mit vrechselndem Zeichen abnehmen

und nach konvergieren (Nr. 102, Folgerung II), für x =
— 1 dagegen divergiert sie (Nr. 104).

107. Die Reihe 1 — 2 + 3
~ ^H • ^^^^ werden jetzt

an einem Beispiele zeigen, dafs bei bedingt konvergenten

Reihen die Summe sich bei anderer Anordnung der Summan^

den ändern kann.

In der That-, betrachten wir die Reihe

(Ij 1-2 + 8-4 + 5--"'

welche konvergiert (Nr. 102)-, sie ist aber bedingt konvergent

(Nr. 102); denn sie wird divergent, wenn man allen Gliedern

das positive Zeichen giebt (Nr. 104). Wir bilden eine zweite

Reihe mit denselben Gliedern, indem wir die negativen derart

verschieben, dafs einem jeden derselben zwei positive voran-

gehen und nachfolgen. Diese zweite Reihe wird also

Sie ist konvergent, hat aber nicht denselben Summenwert

wie die erste.

Vereinigt man nämlich drei aufeinander folgende Glieder

__A__ . __J L
4n — 1 ~ 4n — 3 2n'

so ist ihre Summe

3 2>i3 — 3 2n2 4- 6n'

also kleiner als - y? ^^il n gleich oder gröfser ist als 1.

Schreibt man also die obige Reihe in dieser Weise, so bleiben
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ihre Glieder stets kleiner als die entsprechenden Glieder der

Reihe
-L + -1_|.A . ...
12 -r 22 T^ 32 -r ?

und da diese nach Nr. 104 konvergent ist, so. ist auch die

Reihe (2) konvergent.

Brechen wir nun die Reihe (1) mit dem Gliede —
und die Reihe (2) mit dem Gliede — -^— ab und bezeichnen

wir mit Sn und S'n die Summen bis zu diesen Gliedern, so ist

^« — -^ 2'T"3 4'i r" 4^r:ri — j^y

<?' = 1 -L i— --J--_Li_l_L _1_ ^ ,

1 1

= yi 1 +_j M.
.^ \4»» — 3 • 4w— 1 2m/
m= l

Da man Sn auch unter der Form

"" ^ \Tm^^ 4m — 2 ' 4m — 1
~ 4m/

betrachten kann, so wird

S' —s -.y/ ^
I

^ L\_i V/—1— _JL\" " ^\4m — 2~4m 2m/ 2^\2m— 1 2m/m=l m=l
Läfst man nun w beliebig wachsen, so wird, wenn man

die Grenze von Sn mit S bezeichnet, auch

m=n
lim

m = l

Mithin ist

limS'n -S = ls, oder limS'n = ls, .

108. Die Reihe 1 ^^^ + -4
V'2 Vs

Es kann auch eintreten, dafs von zwei Reihen, welche
mit den nämlichen Gliedern und mit den nämlichen Vor-
zeichen gebildet sind, die eine konvergent, die andere diver-

gent ist. Die beiden Reihen:

(1) 1__L + -4__:L + JL_ . ....
^ ^ y2 ^ 1/3 1/4 ^ )/5 ^

'

Serret, Diff.. u. Integral-Eechnung. I. 2. Aufl. 10

^ \2m—l 2m/ *
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/o^ 1-4--^^ ^-l--^i 1-4=: ^4-...
^^ ^ yj y¥ ^ 1/5 ^ 1/7 1/4

^
"bieten hierfür ein Beispiel. Hier sind die absoluten Werte

der einzelnen Glieder die Quadratwurzeln aus den absoluten

Werten der entsprechenden Glieder in den Reihen (1) und (2)

des vorigen Paragraphen, und die Vorzeichen sind dabei die-

selben wie dort.

Die Reihe (1) ist konvergent nach Nr. 102, Folgerung IL

Die zweite Reihe aber ist divergent. Denn sind Sn und S'„

die Summen, welche man erhält, indem man die Reihen mit

dem Gliede r-=^ abbricht, so ist
y2n 11 ^

S'n S„ ==
,

. ^ + ,,
, „ +

l/2w + 1 1/2^ + 3 l/4w— 1

Das letzte Glied der n Summanden auf der rechten Seite ist

kleiner als die vorhergehenden; folglich ist

n

Der Faktor 1 /—^ hat die Grenze ^ und der Faktor

n

yü wird unendlich für n = oo. Folglich wächst die Diffe-

renz S'n — Sn Über jede Grenze, und dasselbe gilt daher auch

für S'n.

Bei einer bedingt konvergenten Reihe bilden die Glieder

mit positivem Zeichen, und ebenso die Glieder mit negativem

Zeichen für sich gesondert betrachtet divergente Reihen. Denn

bezeichnet man in einer solchen Reihe die positiven Glieder

in der gegebenen Aufeinanderfolge mit

^1, ^2; ^3- ••

die negativen durch

so mufs sowohl die Grenze von & == i^i + ^2 + ' * * ^^ ^^^

auch die Grenze von S'n = ^v, + w^ + w, -\ Wn unendlich

sein. Wären nämlich beide endlich, so würde auch die ur-

sprüngliche Reihe nach Gleichmachung der Zeichen konver-

gieren, denn es würde alsdann
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l«ll + l«2l + ---iM»l = S», + S'».

sein, wobei n^ und Wg die Anzahl der positiven und die der

negativen Glieder in der Reihe u^ bis Un bedeuten. Also wäre

lim{|wi| H \^n\} =limSn, + lim/S'„^.

Wäre aber der eine Grenzwert endlich, der andere unendlich,

so wäre r
' j- t l ^rr i ü

lim
{ % + ^*2 -) ^n] = lim /Sf„, — lim S'n,y

d. h. die ursprüngliche Reihe könnte auch nicht bedingt kon-

vergieren. Man kann leicht beweisen, dafs sich bei jeder be-

dingt konvergenten Reihe die Glieder so anordnen lassen,

dafs der Summenwert der neu gebildeten unendlichen Reihe
eine beliebig gewählte Gröfse ist.

109. Die Summe einer unbedingt konvergenten Eeihe.

Die Einzelheiten, auf welche wir zuletzt eingegangen sind,

waren notwendig, um die Bedeutung des folgenden Theoremes
richtig zu schätzen, welches sich auf unbedingt konvergente

Reihen bezieht.

Lehrsatz IV. Wenn eine unendliche Beihe unledingt Jcon-

vergiertj so Icann man die Beihenfolge der Glieder heliehig ändern,

ohne dafs die Konvergens oder der Summenwert der Bähe irgend

eine Änderung erleidet

Sind

(1) «^o: ^1? ^«2; • • • «^« • • •

die Glieder der unbedingt konvergenten Reihe, so ist die Be-
hauptung, dafs die Reihe

(2) Uaj Ußy Uy . . ,U^.. .,

in welcher die Indices a, ß, . . , g) nach irgend einem anderen

Gesetze, als dem der natürlichen Zahlenreihe, aufeinander-

folgen, konvergent ist und die nämliche Summe hat wie die

Reihe (1). Wählen wir in der Reihe (2) die Anzahl der Glieder

so grofs, dafs die n ersten Glieder der Reihe (1) darin ent-

halten sind, so ist

(3) if + Uß -f- ttj, + • •
. Wo, = Wq + ^(^ + . . . ti^_^ + B,

wenn man mit B die Summe aller der Glieder auf der linken

Seite versteht, deren Index gröfser ist als n — 1. Diese

Glieder seien mit w^, Uq, Ur , . . Us bezeichnet, so dafs

10*
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B == Up -}- Uq -\- Ur -'•-{- Us

ist. Der Betrag von R ist niclit gröfser als die Summe

Bezeichnet man nun mit JR„ die Summe:

I

W„
I
+

I

M„+ i
I
+

I

Un+ 2
I
H ,

SO hat diese einen endlichen Wert und ihr Limes für n = oo

ist null. Da nun sämtliche Indices p,q,..s gröfser sind, als

n — 1, so ist auch

\R\<Rn oder |E| = e.i?„,

wobei eine zwischen und 1 gelegene Zahl bedeutet. Wenn

also Sn die Summe der n ersten Glieder der Reihe (1) dar-

stellt, so wird die Gleichung (3):

Ua -{- Uß -^ Uy -{- ' ' • Uw = Sn + 6 -R«

.

Wächst n unbegrenzt, so wird Rn gleich 0, weil die

Reihe (2) der Voraussetzung nach konvergiert; lim 5„ ist aber

gleich S dem Summenwert der Reihe (1). Folglich konver-

giert auch die Summe

Ua + Uß + tiy + ' ' ' ^^("

nach dem Werte 5, wenn man die Anzahl der Glieder unbe-

grenzt vermehrt.

110. Multiplikation zweier Reihen. Sind

(1) Wo;%'^'2 • .-^«-1 ...,

(2) V(^, Vj^, V^ . . .Vn-l . ..

0wei unhedingt honvergmte Reihen, mit den Summenwerten S und

S' j so ist auch die Reihe

(3) Wqj W^y W^ .. .Wn-l . .

.

deren allgemeines Glied Wm den Wert hat:

konvergent y und ihre Summe ist gleich dem Produkte SS'j ge-

bildet aus den Summen der beiden ersten Reihen.

Wir bezeichnen mit 5„, S'ny Sn die folgenden Werte:

Sn = ^^'o + ^l -\- ^2 + ' ' ' '^n-lf

S'n = 1^0 + ^1 +^2 H ^«-1»

Sn = Wq + tV^ + W^ -\ Wn-U
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also

>S';' = u^Vq + (uq v^ + % Vq) + (uq v^ + % «^1 + ^2 «^o) -I

H (Uq Vn-1 + Wi Vn-2 H Un-1 Vq)
,

und neiunen zunächst an, dafs alle Glieder der Reihen (1)

und (2) positiv sind. Das Produkt Sn S'n wird alle Glieder

von S'n enthalten, aufserdem aber noch andere positive Terme.

Mithin ist

Sn Sn > S'n.

Bezeichnet man weiter mit m die gröfste ganze Zahl,

welche in — enthalten ist, also — , oder —^— ,
je nachdem n

gerade oder ungerade, so bilden, wie leicht einzusehen ist,

die Glieder des Produktes Sm Sm einen Teil der Glieder, aus

denen Sn besteht; demnach ist

Sm Sm <C Sn.

Läfst man jetzt n unendlich werden, so wird auch m un-

endlich. Die Gröfsen Sn und Sm konvergieren nach der Grenze

yS, die Gröfsen >S"„ und S'm nach der Grenze S\ Also ist Sn
zwischen zwei Gröfsen eingeschlossen, deren Grenze das Pro-

dukt SS' ist; mithin hat (Nr. 25) auch Ä' die Grenze SS'

und es ist:

lim S:^SS\
n == CO

Wir nehmen jetzt weiter an, dafs die Reihen (1) und (2)

positive sowohl wie negative Glieder enthalten, dafs sie aber

konvergent bleiben, auch wenn man jedes negative Glied durch

seinen absoluten Wert ersetzt.

Dann wird

Sn S'n Sn = Un-i Vn-l + («/«-! Vn-2 + «*«-2 Vn-l) + • •
•

+ • • • {Un-1 V^ + Un-2 V^ + " ' U^ Vn-2 + «i «^«-l)

und wir haben eben gesehen, dafs diese Gröfse nach kon-

vergiert, bei beliebig wachsendem Werte von w, in dem Falle,

wo die Gröfsen u und v sämtlich positiv sind. Unserer An-

nahme nach bleiben aber die Reihen (1) und (2) konvergent,

wenn man die Vorzeichen der negativen Glieder ändert; also

konvergiert die vorstehende Summe mit — nach 0, wenn man
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hier jedes Glied u oder v durch seinen absoluten Wert ersetzt.

Solch eine Änderung kann aber den Betrag der betrachteten

Summe nicht verkleinern, und folglich ist auch

lim {SnS\ — S';)=0.
n= CO

Also hat auch jetzt S'ü eine bestimmte Grenze, und es ist

lim Sn = SS'.
n = OD

Bemerkung, Der bewiesene Satz braucht nicht mehr zu

gelten, wenn die absoluten Werte der Reihen (1) und (2) keine

konvergenten Reihen bilden. Man überzeugt sich hiervon,

indem man als Reihen (1) und (2) die folgende wählt:

Die Reihe (3) wird hier:

^-Ä+[7f+a-[Ä+Ä]+[vi+Ä+i]+-
und diese Reihe ist divergent, weil ihre Glieder nicht nach

konvergieren-, denn ein allgemeines Glied mit positivem Zeichen

wird:

_^„ ^
I

^ = + ...

y» • )4 y« — 1 • « + 1 y« — 2 • « + 2

+ ^ + g ^^^1^^2-1.
|/2.2n— 2 yi-2n — 1 Yn-n '^

§ 2. Der Taylorsche Satz für Funktionen Einer Ter-

änderlichen.

111. Der Taylorsche Satz für einen Spezialfall. Es

seien f{x) und F(x) zwei Funktionen von x, welche für alle

Werte von x zwischen x^ und x^ + h die Forderung 51 er-

füllen; d. h. die nebst ihren ersten Ableitungen in dem ganzen

Intervall bestimmte endliche Werte haben. Wird die Ablei-

tung F\x) im Innern des Intervalles Xq bis Xq + h weder

null noch unendlich, so ist nach Nr. 31:

fix, + fe) - fM _ r(^o+_M.
F{x, -\-h)- F(x,) F' {Xo + \)
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Dabei bedeutet \ eine zwischen und h gelegene Gröfse.

Ist nun

f{x,) = und F{x,) == 0,

so reduziert sich diese Gleichung auf die Form

^ ^ F{x, + h) F' {X, + \)
'

Besitzen nun auch f'\x) und F" (x) in dem ganzen Intervalle

von Xq bis Xq-\- h bestimmte endliche Werte, so läfst sich

unser voriger Satz von Neuem anwenden, wenn wir annehmen,

dafs auch

-;>6 mH*d)HO "'' fW = und r{x^)^0
ist. Es wird also:

F'{x,+\) F"{x,-\-\)^

wobei 7^2 eine Gröfse zwischen und \ bezeichnet.

Wir nehmen nun allgemein an, dafs die Funktionen f{x)

und F{x) und ebenso alle ihre Ableitungen bis einschliefslich

derjenigen n^^^ Ordnung für alle Werte von x zwischen Xq

und Xq + h (einschliefslich dieser Grenzen) bestimmte endliche

Werte haben. -

ist dann
"

^

A*o) = o, rK) = o..., ,^(«-i)(^„) = o,

F{x,) = 0, F'{x„) = • .,
J-c-« {X,) = 0,

SO ergiebt sich auf Grund der Gleichung (1):

F{x, + h) F'{x, + \) F"{x, + 7^,)
* "

F^^'Kxo + K)
'

hj\,\, .. .l%n bezeichnen Gröfsen von einerlei Vorzeichen,

deren absolute Werte eine abnehmende Reihe bilden. Be-

deutet 6 eine Gröfse zwischen und + 1, so kann man

hn = e/i

schreiben, und es wird ^/U :;ii-iJJit-'i9iM 9ii> «li;h 4;^lf>t Botnon.

Setzen wir jetzt im Besonderen .^o .
> r

also ) > Uj ,( ;\ü -t- ,;^-r' ^
,

^^,

•
( ^\ f ,•! )q> (.^.-f ^y^
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ir(m)(^) = n (w — 1) • • • (w — m + 1) (a; — x^y-"^

und

F^^^{x) = 1 . 2 . 3 . . • n = n!

,

so sind alle Bedingungen, die für F(x) aufgestellt wurden^

erfüllt, und die Gleichung (2) ergiebt

(3) /•K + '') = S/'"'(^o + e/0-

Diese Gleichung ist es, die wir bilden wollten. Sie liefert

uns den Satz, der ein Spezialfall des Taylorschen Satzes ist:

Wenn die Funktion f(x) in dem Intervalle von Xq bis Xq -\- h

nebst ihren Ableitungen bis einschliefslich mr n*®^ Ordnung be-

stimmte endliche Werte hat, und ivenn an der Stelle x = Xq die

FunJction und ihre n— 1 ersten Ableitungen verschwinden, so ist:

f(^o + '0 = S/^'"K^o + 9;o,

wo eine Zahl zwischen und 1 bedeutet.

112. Der allgemeine Taylorsche Satz. Es sei F{x) eine

Funktion der Yariabelen x, welche nebst ihren n ersten Ab-

leitungen für alle Werte von x von x^ bis x^-^h bestimmte

endliche Werte hat. Bezeichnet man (p{x) das Polynom

n — 1*®' Ordnung:

^{x) = Fix,) +^ F\x,) + ^-j^ F'\x,)

SO ist die Ableitung w*" Ordnung dieses Polynomes:

/ \n—m— 1

und setzt man x='Xq in diesen beiden Gleichungen, so ist

q^ix,) = Fix,), ()p(-)(^o)
= F^'^K^,).

Hieraus folgt, dafs die Gleichung (3) des vorigen Paragraphen

auf die Funktion
fix)==F{x)-q>ix)

anwendbar ist; denn diese Funktion erfüllt alle Bedingungen

des vorigen Satzes. Es ist also, weil (p^^'^ix) = wird:

Fix, + h)-q>{x, + h) = ^ Fi^\x, + eh), (0 < < 1).
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Der Wert von cp(Xf^ + h) ist durch die Gleichung (1) bestimmt,

und es wird

(2) _,

Wir wollen Xq durch x ersetzen und schreiben:

(n-iy.
(3) F{x+h)==F(x)+p\x)+^r\x)+ .^-^,Fi^-^Kx)+E.,

Dabei ist:

(4) E„=^Fi-Kx+Qhy

Die Form dieses Restes heifst die Lagrange^sehe.

Die Gleichungen (3) und (4) sind offenbar nur Verall-

gemeinerungen unseres Mittelwertssatzes in Nr. 28. Dieser

entsteht, wenn wir n = 1 setzen. Indem wir die Voraus-

setzungen rekapitulieren, erhalten wir:

Verallgemeinerter Mittelwertssatz. Hat die FtmMion
F(x) in dem Intervalle von x lis x -{- h nebst ihren n ersten

Anleitungen bestimmte endliche Werte , so existiert immer ein

positiver echter Bruch 0, so dafs

Fix + Ä) = F(x) + F'{x)-^ + F"ix).^^ + ...+

ist

Bleiben nun die Voraussetzungen, die soeben ausge-

sprochen wurden, erhalten, wie grofs auch n werden mag
und ist aufserdem für alle x des Intervalles

lim Bn = 0,
n= OD

so ist:

(5) Fix + h) = Fix) + ^ . F'ix) + % F"ix) +
Diese Gleichung heilst die Ta^/^orsche. Sie führt zu dem
Satze:

Taylorscher Satz, Besitzt F(x) in dem ganzen Inter-

valle von X bis x -{- h nebst seinen sämtlichen Ableitungen be-
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stimmte endliche Werte und ist lim — f^''^(x -}- Qh) = Oy so

n= CO**"

läfst sich F(x + h) in eine konvergente nach gangen positiven

Potenzen von h fortschreitende Beihe entwickeln:

Fix + h) = Fix) + ^ F'ix) + % F"ix) +

113. Cauchysche Form des Restes. Dem Reste Bn kann

man noch eine andere Form geben, welche oft von Nutzen ist.

Um sie zu erhalten, ersetze man h in der Gleichung (3) durch

z — X. Der Rest Bn wird eine Funktion von x und ^, aber

wir bezeichnen ihn einfach mit /'(a?). Man hat alsdann

Fi,) = Fix) + '-^ F'ix) +^ F"ix)

^^^
+--''-^^^F^'-%x)+fix).

Bildet man nun die Ableitungen auf beiden Seiten in

Bezug auf x, indem man z als konstant ansieht, so erhält

man, wenn alle Reduktionen ausgeführt sind, die Gleichung

(7) n^) = -^^ ^'»'w-

Die Funktion fix), welche durch die Gleichung (6) de-

finiert ist, erfüllt nach unserer Voraussetzung die Forderung

51 für alle Werte x von o; bis x -\-h = z\ man hat also

nach Nr. 28, wenn man mit 6 eine Gröfse zwischen und 1

bezeichnet

:

fiß) - ^W = (^ - ^) n^ + e (^ - x)-\.

Gemäfs der Gleichung (6) verschwindet aber f(x) für x = z.

Also ist
'"''

"
-'" '" ""*' " "*

'

(8) fix) ==-(z-x)r[x + Q(z-x)],

Die Gleichung (7) ergiebt aber, wenn man x durch x+ Q (z—x)

ersetzt, die Relation:

nx + e (^ - x)] = - ^'~^\"~-i)7'^"
- F^'^[x+ei,-x)]

und folglich ist nach Gleichung (8):

(9) m = ^'~
'i~-i)?

^ ^'"'^^ + e (^ - x)l
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Führt man wiederum an Stelle von den Wert x -{- h

ein, so folgt:

(10) R. = ^'~^-~iy- ^'"'(^ + 9*)-
,^ ,.^ _ .,, ,^

Die Gröfse, welche hier mit 6 bezeichnet ist, ist nicht

dieselbe wie in der Gleichung (4)* aber wie diese liegt sie

zwischen und 1.

114. Die Differenz ausgedrückt durch Differentiale.

Setzt man

und
A2/ = F(x + h) - F(x),

so sind die Gröfsen

hF\x), h^F'\x), ¥F"\x)..,

genau die auf einander folgenden Differentiale:

dy, d''y, d^y . ,

.

der Funktion ?/, sobald dx = h gesetzt wird. Bezeichnet man

ferner mit

d'^'y

die Gröfse h'^ F^'^\x -{- Qh) , welche das n^ Differential von y

ist, nur gebildet für einen Wert der Variabelen zwischen x

und X -{- hj so erhält die Gleichung (3) der Nr. 112 die

Form:

^y — ay -f- 21 -\- Si ^ (n-l)! ^ n\

Nur eine andere Schreibweise des Taylorschen Satzes

ist dann diese:

^y = dy + ^-{--jf + "-

Wir werden später sehen, dafs diese Gleichung auch

dann richtig bleibt, wenn y eine Funktion von mehreren Ver-

änderlichen ist.

115. Diskussion der Gültigkeitsbedingungen des Taylor-

schen Satzes.

1. Die Gleichung (3) der Nr. 112 kann bis zu einem

bestimmten Werte von n richtig sein, für gröfsere Werte aber

ungiltig werden. Es sei z. B.
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wobei ^ eine positive gebrochene Zahl bedeutet. Ist m die

gröfste ganze in ^ enthaltene Zahl, so gilt die Gleichung (3)

für X = Xq nur, solange n nicht gröfser ist als m; denn die

m + 1*^ Ableitung von F(x) wird für x = Xq unendlich.

2. Um die Giltigkeit der Taylorschen Formel behaupten

zu können, genügt es nicht, dafs die rechte Seite eine kon-

vergente Reihe ist. Wenn man z. B.

1

setzt, so hat man für jeden Wert von n

weil die Funktion e (^— ^oP ebenso wie alle ihre Ableitungen

für X = Xq verschwindet, was in Nr. 131, 7 bewiesen werden

wird. Also konvergiert hier die rechte Seite der Gleichung (5)

1^

in 112 nach der Grenze 0, und nicht nach F(Xq -}- h) = e ^\

Für die Giltigkeit der allgemeinen Gleichung mufs eben der

Nachweis erbracht sein, dafs der Rest B» nach der Grenze

konvergiert.

3. Bricht man die Taylorsche Reihe bei irgend einem

Gliede

ab, welches nicht null ist, so kann man h so klein wählen,

dafs dieses Glied seinem absoluten Werte nach den Rest jR,,

übertrifft. Denn es ist: i?„_i = t(„ + Bn oder:

Dieser Quotient wird mit h null, weil F^''-'^\x) nach

Nr. 27 stetig ist. Er wird also kleiner als irgend eine ge-

gebene Gröfse, wenn man h einen hinreichend kleinen Wert

beilegt.

4. Wenn die n^ Ableitung der Funktion F(x) für alle n

und für alle x des Intervalles von x bis x + h absolut kleiner
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bleibt als eine feste Zahl, so gilt auch die Taylorsche Ent-

wickelung. Denn der Restausdruck kann in der Form

dargestellt werden. Wie grofs auch der gegebene Wert von

h sein mag, die Anzahl i derjenigen Quotienten

h h h

welche gröfser sind als eine gegebene Zahl «, ist eine be-

grenzte. Bezeichnen wir also mit P„ das Produkt dieser

i Quotienten, multipliziert mit der Gröfse jP^")(a? + 0/i), deren

Betrag, wie grofs auch n werden mag, zufolge unserer An-

nahme stets kleiner bleibt als eine feste Zahl, so ist leicht

zu ersehen, dafs der Betrag des Restes Rn kleiner ist als

der Betrag des Produktes Pncc'^~\ Man kann nun für a

eine beliebige Gröfse kleiner als 1 wählen; dann konvergiert

a"^—^ nach 0, während n unbegrenzt wächst, und P„ behält

einen endlichen Wert. Also hat i?„ die Grenze 0.

116. Die Mac-Laurinsche Reilie. Setzt man in der Glei-

chung (3) von 112 x==0 und schreibt man x an Stelle von hj

so folgt

(1) J-(^)= i^(0)+ l-ir'(O)+ 2^ J"'(0)+ (g-,F(«-)(0)+E„,

zugleich ergeben die Formeln (4) und (10) von Nr. 112 und 113:

(2) B„ = 5!j'(n,(e^)

und

bezeichnet in beiden Formeln eine Gröfse zwischen

und 1. Die Gleichung (1) ist unter der Bedingung erwiesen,

dafs F(x) und seine n ersten Ableitungen in dem Intervalle

von bis x bestimmte endliche Werte haben.

Genügen alle Ableitungen der Funktion F(x) dieser Be-

dingung, und hat der Rest i?„ bei unbegrenzt wachsenden

Werten von n die Grenze 0, so giebt die Gleichung (1) eine

Entwickelung der Funktion Fijjc) in eine konvergente, nach

ganzen positiven Potenzen von x geordnete Reihe, nämlich
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(4) F{x) = F(0) + ^ F'iO) + i; F"iO) + f->"'(0) + • • •

Dies ist die von Mac-Laurin gebildete Reihe; die Glei-

chungen (2) oder (3) lassen die Grenzen des FeMers bestimmen,

welchen man begeht, indem man die Reihe mit irgend einem

Gliede abbricht.

Bemerkung. Die Mac-Laurlnsche Reihe folgt unmittelbar

aus der Taylorschen] aber auch das Umgekehrte findet statt.

Man erhält die Taylorsche Reihe, wenn man die Mac-Laurinsche

Entwickelung auf die Funktion

fix) = F{x + h)

anwendet, und schliefslich in der Formel h mit x vertauscht.

Die Mac-Laurinsche Reihe gilt ebenso wie die Taylorsche

sicherlich dann, wenn F^'^Hx) für alle n und alle x des Inter-

valles von bis x absolut kleiner bleibt als eine feste Zahl.

§ 3. Anwendung des Taylorsehen Satzes auf die Reihen-

entwickelungen spezieller Funktionen.

117. Die Exponentialfunktion. Die Entwickelung einer

Funktion in eine Potenzreihe hat den Zweck, die Funktion

durch einen Ausdruck zu definieren, der zugleich eine einfache

Berechnung derselben für die verschiedenen Werte der unab-

hängigen Variabelen ermöglicht. Mit der Definition, welche

wir für e^, log:r, und ebenso sina;, cos^ u. s. w. aufgestellt

haben, ist noch keine zweckmäfsige Methode zur wirklichen

Berechnung gegeben.

Die aufeinander folgenden Ableitungen der Funktion e^ sind

(Nr. 48) mit der Funktion identisch, und bleiben also endlich,

welchen bestimmten Wert man auch der Variabelen x beilegen

mag. Hieraus geht hervor (116), dafs die Funktion e^ in eine

Potenzreihe, der Mac-Laurinschen Formel gemäfs, entwickelbar

sein mufs, welche für alle reellen Werte von x konvergiert.

Für ic = reduzieren sich die Werte der Funktion und ihrer

Ableitungen auf 1, und man hat

(1) e^=i+|+i;+i;+...^+...
Die Konvergenz dieser Reihe wurde schon in Nr. 105
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nachgewiesen; soeben liaben wir aber auch erkannt^ dafs ihre

Summe e^ ist.

Der Rest der Reihe vom n*®° Gliede ab ist

(2) Ä» = ~ e«-

Ist a irgend eine positive Zahl, und ersetzt man x durch

rrloga, wobei der Logarithmus die Basis e hat, so folgt aus

der Gleichung e^ioga,^^«. inojqtfiänoci .'xd aa( orüi Aomv

(3) a^ = 1 + ^^Qg^
I

^^ (^Qg <^)^
I

^^(^og<^)^ j

und

(4) J?„ = f!!M! «e..

118. Die Zahl e. Man kann leicht beweisen, dafs die

Zahl e nicht nur irrational ist, sondern dafs sie auch, wie

Liouville zuerst bemerkt hat, nicht Wurzel einer Gleichung

zweiten Grades mit ganzzahligen Koeffizienten sein kann.

Denn wäre e Wurzel einer solchen Gleichung, so hätte man
die Relation

. I ^ I

-^<"! -all-

worin a, /S, y positive ganze Zahlen sind. Nun ist aber nach

den Formeln (1) und (2):

e = i + T + ^] + ---(^ + „^ (0<e<l),

e
'- l^'i\^ (» — 1)! T^ m! K^^ri-^L).

Die Substitution dieser Werte ergiebt also:

«[l + i
1 1 eö

Multipliziert man diesen Ausdruck mit {n — 1)!, so folgt

und hier ist ^ eine ganze Zahl. Da man für n eine gerade

oder ungerade Zahl wählen kann, so kann man das Vorzeichen
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von + (— l)"" willkürlich fixieren. Wählt man das positive

Zeichen, so hat man

L_r = II.
n ^

Diese Gleichung kann nicht bestehen; denn die rechte Seite

ist eine ganze Zahl (allenfalls 0), die linke Seite aber ist, da

n beliebig grofs gewählt werden kann, ein echter positiver

Bruch. Also ist die Behauptung bewiesen.

119. Die Beilieii für Sinus und Cosinus. Die Ableitungen

^ter Ordnung der Funktionen cos x und sin x sind (51)

cos ^ic + w yJ , bezw. sin [x -{- n-^y

7t ist die Längenzahl der halben Peripherie eines Kreises mit

dem Radius 1. Die Ableitungen bleiben also endlich für jeden

beliebigen endlichen Wert von a;, und hieraus folgt (116), dafs

sich die Funktionen cos^ und sina; nach der Mac-Launn^Q\\Qii

Formel für jeden Wert von x entwickeln lassen.

Für o; = bilden die Werte der Funktion cos x und ihrer

Ableitungen eine periodische Reihe, deren Periode

1, 0, -1,
ist; ebenso bilden die Werte der Funktion sin rr und ihrer

Ableitungen eine periodische Reihe mit der Periode:

0, 1, 0, -1.

Also hat man bei allen reellen Werten von x:

2 4 „2 m

(1) cosx = l-,",+fj--- + (-l)»(^„,)-, + ---

3 5 2?n + l

(2) sm^=^-f, + ^V-- + (-l)"'(2Ü:+T)! + ---

Um den Rest der Reihe (1) zu erhalten, wenn man sie

mit dem Gliede vom Grade 2m abbricht, hat man in der

Lograngeschen Form für jR„ statt n den Wert 2m + 2 zu

setzen; dann wird
2m+ 2

(3) B2rn+ 2 = ^^^^2)1
^^' ^^ + (^ + 1)^]-

Ebenso wird, wenn die zweite Reihe mit dem Gliede vom

Grade 2m + 1 geschlossen wird:
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=
(2m + 3)!

^^' [^^ + (m+l)7tl

Ist die Zahl ic zwischen und -- enthalten, und giebt

man m nach einander die Werte 0, 1, 2, 3 • • •, so wird der

Wert von i?2m+2 oder i?2m+3 abwechselnd negativ und positiv.

Hieraus folgt, dafs man, wenn man die Reihe (1) oder (2)

mit dem ersten, mit dem zweiten Gliede u. s. w. abbricht,

eine Reihe von Werten erhält, welche abwechselnd gröfser

und kleiner sind, als die Werte cos x und sin x. So ist im

Besonderen
2 2 4

COS ic < 1, COS a; > 1 —
Ij^

, cos ä; < 1 — ^j- + -^y

,

sin ic < o;, sin a? > a; — ^7 ? sin rr < rr — §7 + 5T
*

120. Die Beihe für den Logarithmus. Bezeichnet man
mit Ix den natürlichen Logarithmus, so ist

dl{l + x) 1

und allgemein:
dx 1 -{- X

= (1 + x)-'

Äi^ = (-!)»-'(»- 1)!(1 + ^)-".
dx

Für X = reduzieren sich diese Werte bezüglich auf 1

und (— iy-^(n — 1)!; ^1 + sc) wird 0, es ist also

(1) Kl + ^) = f - Y + I + (- 1)"-^!^ + J?«;

und nach Lagrange:

(2)
^^„^(-ir-v

nil + exf
oder nach Cauchy:

(3)
i^^_(-ir-^a-er

ii + Qxy

Wenn also der Rest Bn für unbegrenzt wachsende Werte
von n die Grenze hat, so hat man nach der Mac-Laurin-

schen Formel
2 3 4X X , X X

(4) z(i + ^) = ^_-_ + |._-_ + ...

Serret, Diff.. u. Integral-Kechnung. I. 2. Aufl. 11
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Diese Reihe konvergiert nicht, wenn der Betrag von x

gröfser als 1 ist (106). Also kann die Gleichung (4) nicht

bestehen, aufser für Werte von x zwischen — 1 und + !•

Um nun zu entscheiden, ob der Rest die Grenze hat,

viT^ollen wir die beiden Fälle, dafs x positiv und dafs es negativ

ist, unterscheiden.

1. Ist a; > 0, so wenden wir die Form (2) des Restes

an, nämlich

B» = (-i)'-'-i(rfe.r

Ist nun ic < 1 , so konvergieren beide Faktoren — und

(-—^— ) mit beliebig wachsenden Werten von n nach 0; für

iT == 1 kann es zwar eintreten, dafs der zweite Faktor nicht

wird, aber er wird doch nie gröfser als 1. Also wird der

Rest Bn schliefslich und die Gleichung (4) ist gültig.

2. Wenn ic < ist, so benutzen wir die Form (3) des

Restes, und indem wir x ^= — z setzen, wird

^»~'
1 — e^Vi— 00/

Ist nun ^ < 1, so ist der Betrag des ersten Faktor immer

eine endliche Gröfse kleiner als ^ -; der zweite Faktor ist

kleiner als ^~^ und konvergiert also bei beliebig wachsenden

Werten von n nach 0. Also gilt die Formel (4) auch für die

Werte zwischen ic = und x = — \. Für den Wert a? =— 1

werden die beiden Seiten dieser Gleichung unendlich (104).

Die Gleichung:

Hi + ^) = T- l' + y----

gilt also für jedes x in dem Intervalle — 1 < ä?^ + 1.

Bemerkung. Ist x positiv, so hat der Rest das Zeichen

(__ l)"-i, und sein absoluter Wert ist kleiner als -a;". Dieser

Rest kann also auch in der Form

B„ = (_i)»-x.?|: (0<e<i)

dargestellt werden.

Ist X negativ und gleich — z, so ist, für ^ < 1, — i?„ gleich
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dem Produkt von zwei positiven Faktoren, welche bezüglicli

kleiner sind als

z

1 — z
und

Demnach kann man setzen: ^^^/"c <(i\^

Hn^-ji^, Oder i?„=(-l)»-i.^ji?l^ (0<e<l).

Für n = 2 hat man also, wenn man mit x eine Gröfse

zwischen und 1, und ebenso mit 9 und 6' Gröfsen zwischen

und 1 bezeichnet:

1(1 + x) = X ^?

1(1 — x) = — X —
2

{1 + x)

121. Numerische Berechnung der natürlichen Loga-

rithmen. Ist die Gröfse x zwischen und 1 enthalten, so

hat man die beiden Gleichungen:

/y» /y>2 /y»3 /y»4

(1). z(i+a;) = -^--|- + f-f + ••,

/V> /y»2 /y»3 /y»4

(2) ;(i_^) = _.|._|._|._^ ,

und zieht man die zweite von der ersten ab, so folgt:

(3)
2i±| = 2(^ + | + f+...).

Setzt man in der Gleichung (1) ^ == jrf so wird 1(1 -{- x)

== l{l + ~) = l(]Sl + h) — IN und

(4) Z(iV + ;.)-Zi^=^-^ + ^-...;

setzt man ferner in der Gleichung (3)

SO folgt:

(5) l^N+n)-lN=2[^^+-^^^+^^^y^i-...}

Die Gleichungen (4) und (5) werden angewandt, um den

natürlichen Logarithmus einer Zahl N -\- h zu bestimmen,

wenn der Logarithmus der Zahl N bekannt ist. Die in diesen

Gleichungen enthaltenen Reihen sind rasch konvergent, sobald
11*
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nur N einigermafsen gröfser ist als h. Im Besonderen wird

fürÄ = l:

(6) KN+ 1) -IN=^-^ + ^3 - • • •,

122. Modul der gewöhnlichen Logarithmen. Es ist

Nimmt man nun auf beiden Seiten die natürlichen Loga-

rithmen, so folgt

?a; == logvulga; • ?10,

und setzt man M= y-r^^ so ist

(8) log vulg a? == i^f- Z^.

Demnach erhält man die Logarithmen in Bezug auf die

Basis 10, indem man die natürlichen Logarithmen mit der

Konstante M multipliziert, welche der Modul der gewöhn-

lichen Logarithmen genannt wird.

Die Formeln des vorigen Paragraphen liefern die Berech-

nung von M'j zunächst ergiebt die Formel (7) für N= 1:

(9) 12 = 2 [- + ^^3 -f g-^, + Y7^, + ^-y, -] )
•

Die Formel (5) giebt sodann, indem man N = 8 und h = 2

setzt:

(10) m = 3Z2 + 2(1 + ^, + 5-9a + ••)'

und man hat folglich

Diese Reihen sind genügend rasch konvergente; aber man

kann auch unendlich viele andere bilden, in denen die Glieder

noch rascher abnehmen. Wenn man z. B. in der Gleichung (5)

N= 4096 = 2^% /i = 4, also iV+ h = 4100 setzt, und in der

Formel (7) N= AO = 2'
- 10, so folgt:

Ml -f2?10= 12?2 + 2[^ +^^ + ,-:^,, + .'.],
-2049 ' 3-20493 ' 5-2049^

.81
~ 3-81^Z41 = n0 + 2 ?2 + 2[i + ^3 + 5-ip + • • •]
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und eliminiert man 141 und 12 zwischen diesen Gleichungen

und der Gleichung (10), so wird:

(12) + ^ \81
"1" 3T8P + öTsT^ ~l j

- ^(2^2049 + 3 . 20493 + •••)

Berechnet man jedes Glied der Gleichung (11) oder (12)

auf 28 Dezimalstellen, um für die Werte von -^ und M 25 De-

zimalen zu erhalten, so findet man:

1
== 2,30258 50929 94045 68401 79914

(15)

(13)

(14) M = 0,43429 44819 03251 82765 11289 . .

.

123. Bereclinuiig der gewöhnlichen Logarithmen. Die

Formeln (4) und (5) dienen zur Berechnung der gewöhnlichen

Logarithmen, wenn man ihre rechten Seiten mit dem Modul M
multipliziert. Man hat also:

'

log(N+h)-logN= 2M[^J^^+^^,+ ...],

und setzt man h = 1:

log{N + 1) - \0gN^M[-^ - -^^, + 3^e ]'

log(iV+l)-logiV^=2M[^^ +3^^3+ -]-

Da der Modul M bekannt ist, so kann man mittelst dieser

Gleichungen die Berechnung ausführen.

124. Das Interpolieren in den Logarithmentafeln. Bei

der Benutzung der Logarithmentafeln nimmt man an, dafs

kleine Änderungen des Numerus proportional sind den ent-

sprechenden Änderungen des Logarithmus. Wir wollen zeigen,

dafs diese Annahme für diejenige Annäherung, welche man zu

erreichen wünscht, zulässig ist. Zu dem Zwecke nehmen wir

die Gleichung

1(1 + x) = x — ^,

(16)
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welche in Nr. 120 abgeleitet wurde, und in welcher x eine

gegebene, zwischen und 1 gelegene Zahl bedeutet, ebenso

eine positive Gröfse kleiner als 1. Multiplizieren wir die

rechte Seite mit dem Modul ikf, um zu den gewöhnlichen

Logarithmen überzugehen, und ersetzen wir x durch ^, so

wird

(17) log(iV+Ä)-logiV=Jlf(^-|^),

auch hat man, indem man h = 1 setzt und 6' an Stelle von

G schreibt:

(18) log(i^+l)-logiV=JIf(^-^).
Setzen wir

log(iV+/^) — logi\^= A, log(i\^+ 1) — logiV^=D,

ferner:

(19) A = Äi) + £, h^^ + n,

so ist £ der Fehler, welcher bei der Berechnung des Logarith-

mus von N -\- h begangen wird, wenn man bei Benutzung der

Logarithmentafel den Proportionalteiler

(20) A = yZ)

addiert. Desgleichen ist t] der Fehler, welchen man bei der

Bestimmung des Numerus zu einem gegebenen Logarithmus

begeht, wenn man die nämliche Proportion anwendet.

Ersetzt man nun in den Formeln (19) A und D durch

ihre Werte aus den Formeln (17) und (18), so wird:

_ M{^'h—QK') _ eh' — e'h
^

^
—

2N^ ' ^ ~ 2N—Q' '

hj 0, 0' sind aber enthalten zwischen und 1, und M ist

1

2
kleiner als _ *, also ist

< 4:N^
< '

Man sieht hieraus, dafs, wenn N gröfser ist als 10000,

der Betrag von e kleiner ist als der vierte Teil der achten

Dezimalstelle; ebenso übersteigt der relative Fehler -^ kaum die

Hälfte der achten Dezimalstelle. Also ist die Anwendung der

Proportion (20) zulässig, wenn man sich auf sieben Stellen
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beschränkt, sei es, dafs man den Logaritlimus zu einer ge-

gebenen Zahl, oder umgekelirt zu einem gegebenen Logarith-

mus die zugehörige Zahl berechnen will.

125. Die Binomialreihe. Der Ausdruck (a + 6)"^, in

welchem m eine beliebige reelle Zahl bedeuten soll, kann

mehrere Werte annehmen, ausgenommen, wenn m eine ganze,

positive oder negative Zahl ist. Ist aber a ~\- h positiv, so

ist immer einer dieser Werte reell und positiv. Dieser eine

Wert ist es, den wir betrachten. Setzt man — = x, so wird

der obige Ausdruck gleich dem Produkte von a"* mit (1 + xj^.

Mit dieser letzteren Funktion haben wir uns zu beschäftigen,

indem wir uns die Aufgabe stellen, sie in eine Reihe, fort-

schreitend nach ganzen positiven Potenzen von Xj zu ent-

wickeln.

Man hat

d«(]j_^ = m{m — l)(m — 2) - - • {m — n + 1)(1 -f xy-^,

und für x = reduziert sich die Ableitung auf den Wert:

m{m — l)(m — 2) -
' • {m — w + 1).

Folglich hat man:

(1) (1 + ^)'n ^ 1 + f ^ + ?^»!Lpü^^ + '»("'-iK"'-^)

und

i- (n-1)! ^ -t ^ny

oder

(3) J?» = "'"-^^'l^^^-^+^^ ^-a - e')«-Hi+9'a;)'"-"-

e bezeichnet ebenso wie 9' eine Gröfse zwischen und 1.

Wenn nun schliefslich Bn mit unbegrenzt wachsenden Werten

von n nach konvergiert, so wird:

(4) (1 + ^)-. = 1 + H^ + ^^^x' + »»(m-l)(m-2) ^3+ ..

.

und dies ist die Binomialformel für einen beliebigen Ex-

ponenten m. Es ist kaum nötig hinzuzufügen, dafs diese
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Reihe von selbst abbricht, wenn m eine positive ganze Zahl

ist; von diesem Falle sehen wir im folgenden ab.

Das Verhältnis des n + r«° Gliedes zum ^*®° ist:

X oder -(l_-^j^,
eine Gröfse, die für beliebig wachsende Werte von n nach
— X konvergiert. Hieraus folgt, dafs die Gleichung (4) nicht

besteht, aufser wenn x zwischen — 1 und + 1 enthalten ist,

denn anderen Falles wachsen die absoluten Werte der Reihen-

glieder von einer bestimmten Stelle ab beständig.

Wir nehmen zuerst an, dafs x zwischen und 1 liegt;

dann hat man, nach der Formel (2) des Restes:

-n ['mx {m—l)x (m— 2);r (m— n + l)£c'l 1

LI 2 3 n J
(1 _|. e^c)"-"*

Die Gröfse zwischen den eckigen Klammern konvergiert

bei beliebig wachsenden Werten von J^ nach 0. Denn wenn
n um die Einheit vergröfsert wird, erhält dieses Produkt den

Faktor — x\l— ~^n) j ^^^ ^^^^ ^^^ Grenze — x kon-

vergiert, wenn n ins Unendliche wächst. Hieraus folgt, dafs

in diesem Produkte die Anzahl derjenigen Faktoren, deren

Betrag gröfser ist als 1, eine begrenzte ist, während die An-
zahl der Faktoren, deren Betrag kleiner wird als 1, ja selbst

kleiner wird als irgend ein zwischen x und 1 enthaltener

Wert, gröfser wird als jede angegebene Zahl. Der andere

Faktor —- kann die Einheit zur Grenze haben, wenn
(1 + ex)^~"^ '

die Grenze von 9 null ist; aber er überschreitet keinesfalls

die Eins. Demnach konvergiert JR„ nach 0, wenn x positiv

und kleiner als 1 ist, und folglich besteht in diesem Falle

die Gleichung (4).

Nehmen wir nun an, dafs x zwischen und — 1 enthalten

ist; wir setzen hierbei x = — z und wenden die Form (3) für

den Rest an. Er ist

2^„= (_l)»[(!l^^..o?^^^4i)f]«,(l_e',).-.(l^^)

Wenn n ins Unendliche wächst, so konvergiert der

zwischen den eckigen Klammern enthaltene Faktor nach 0,
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(1
0' \ji i

konvergiert ebenfalls nach 0, aufser wenn die Grenze von 0'

null ist. Dann aber ist sein Wert endlicli und böcbstens

gleich m^. Hieraus folgt, dafs Rn nach konvergiert,

und dafs also die Gleichung (4) auch für die Werte von x

zwischen und — 1 besteht. Zusammenfassend können wir

sagen:

Die Gleichung

(4) (i+«)»'=i+(T)-+(:y+---

gilt für alle Xj deren Betrag Meiner als 1 ist

126. Weitere Untersuchung der Binomialreihe. Die

Gleichung (4) wird auch für die Grenzen — 1 und + 1 gelten,

wenn die Reihe auf der rechten Seite für diese Werte kon-

vergiert. In welchen Fällen dies stattfindet, ist leicht zu be-

stimmen. Ist a; == + 1? so ^^^^ ^^s Verhältnis des {n + 1)*®^

Gliedes der Reihe (4) zum n*^"" gleich

Ist also m -f- 1 < 0, so wachsen die Beträge der Reihen-

glieder beständig und die Reihe ist divergent. Wir müssen

also m + 1 positiv annehmen.

Ist Un der Betrag des n^^^ Gliedes der Reihe (4) unter der

Voraussetzung, dafs ic = + 1 ist, und bezeichnen wir mit v«

das n^ Glied der Reihe

1 1 1 1

so ist

Die Binomialformel ist anwendbar auf die Funktion

(l -) j
'"*

; und beschränkt man die Entwickelung auf

zwei Glieder, so hat man

!^±i = 1 _ ^+^
1

(^ + l)(^+2) / IV'""'.

Da nun m + 1 positiv ist, so ist
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-^^ > -^±i oder -^±i < -^

.

Ist für einen bestimmten Wert von n

— = Ä: oder «f„ = Ä;v„,

so wird

w„+i < Äv„4-i, w„_f.2 < Ä;«;n+2, «/„+3 < ^t;„4-3 . .

.

Nun ist aber die Reibe

(5) Tiv^, hvij liv^. ,

,

konvergent, wenn m > ist (Nr. 104) ; also konvergiert aucb

die Reibe

Wir seben also:

Bei positivem m gilt die Gleichung (4) auch für ic == + 1, und

man hat

(Q\ 2"^= 1 4- — + ^^^^ ~ ^^ + »^(^ — 1) (^^ — 2)
_j

,-\ r\ 1 m . m{m — 1) m{m — 1) (w — 2) ,

C < ; U == 1 — Y + ^j-^j 3^ i

Ist m negativ, so wird die linhe Seite der Gleichung (4)

unendlich für x = — 1 , und die Beihe auf der rechten Seite

hann also nicht honvergieren. Dagegen konvergiert die Beihe für

X = -{- 1, wenn m zwischen und — 1 gelegen ist, und folglich

gilt dann auch die Gleichung (6) für diese Werte von m.

In der Tbat, die Glieder der Reibe (6) sind abwecbselnd

positiv und negativ, und ibre Beträge nebmen durcbaus ab

und konvergieren nacb 0, denn sie sind von einer bestimmten

Stelle an kleiner als die entsprecbenden Glieder der Reibe (5).

§ 4. Entwickelung der Funktion f{x + h) nach Potenzen

von hj wenn die Taylorsche Reihe nicht gilt.

127. Allgemeine Regeln. Wird die Funktion f{x) oder

eine ibrer Ableitungen unstetig, wenn die Variabele x den

besonderen Wert Xq annimmt, so kann die Funktion f{X(^ + ^)

nicbt nacb der Taylorseben Gleicbung in eine Reibe ent-

wickelt werden, welcbe nacb ganzen positiven Potenzen von h

fortscbreitet. Läfst man aber negative oder gebrocbene Po-

tenzen von /i zu, so kann es vorkommen, dafs fix^ + h) in
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eine konvergente Reihe entwickelbar ist; in diesem Falle hat

man die aufeinander folgenden Reihenglieder folgendermafsen

zu berechnen.

Wenn die Funktion f{x) einen endlichen, von ver-

schiiedenen Wert A iüT x == Xq besitzt, und stetig ist für alle

Werte von x = x^ bis XQ-\-h, so hat man

(1) /(*» + /») = ^ + s

und e wird mit h null.

Ist aber die Funktion f{x) stetig von x^x^ bis XQ-\-h und

verschwindet sie für den Wert x= Xqj so wollen wir annehmen,

dafs man eine ganze oder gebrochene Zahl n ausfindig machen

kann, so dafs f^^ j^ ^

endlich und von null verschieden ist. Man nennt alsdann n

die Ordnung des Nullwerdens von f(x) an der Stelle Xq. In

diesem Falle kann man setzen:

(2) fix, + Ä) = h''iÄ + e),

wobei 6 wiederum mit h null wird.

Wird endlich die Funktion f(x) für x = x^ unendlich,

und kann man eine positive Zahl m bestimmen, welche die

Ordnung des Unendlichwerdens von f(xQ + h) im Vergleich

zu -r- ausdrückt, derart, dafs

lim h^f{xQ + ]i) = Ä

eine endliche von verschiedene bestimmte Zahl wird, so

hat man

(3) f{xo + h)^^(A + s).

Die Formel (2) schliefst die Formel (3) in sich, wenn

man für n den negativen Wert — m einsetzt; sie umfafst

auch die Formel (1), wenn man für n den Wert zuläfst.

So hat man also in den drei betrachteten Fällen, indem man

X statt Xq -\- h schreibt:

(4) f{x) = {x-Xo)''f^ix).

Hierbei ist n eine positive oder negative Zahl, die auch

sein kann, fi(x) eine Funktion, welche für x = Xq einen end-
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liehen, von verschiedenen Wert Ä annimmt. Ist n positiv,

so giebt es die Ordnung des Nullwerdens von f(x) an der

Stelle X = Xq an, ist es negativ, so giebt — n die Ordnung
des Unendlichwerdens von f(x) an der Stelle x = Xq an. Da
die Funktion

f,ix) - A
für X =^ Xq verschwindet, so erhält man, wenn man eine po-

sitive Zahl n^ — n ausfindig machen kann, welche die Ord-

nung des Yerschwindens von f^(x) — Ä angiebt, ebenso

/;(x)-A = (x — x,y^—f, (x)
;

f2{x) ist dann eine Funktion, welche für x = Xq einen end-

lichen von verschiedenen Wert A^ annimmt. Also wird

die Gleichung (4):

(5) f(x) -=A{x- XqY +(x — x^y^f, (x).

Die Funktion

f^ix) — A^

wird für x = x^ gleich 0, und kann man eine endliche po-

sitive Zahl ^2 — n^ ausfindig machen, welche die Ordnung des

Yerschwindens angiebt, so ist

n{x)-A,^{x-x,)-^-^^f^{x)',

f^(x) erhält für x = x^ einen endlichen von verschiedenen

Wert A^, Die Gleichung (5) wird also:

(6) f{x) ==A{x- XqY + A,{x- ^J«. + {x- x^Y^f, {x).

Fährt man so fort, so gewinnt man den folgenden Aus-

druck :

(7) f(x) = A(x-XQy + A,(x-XQy^ + A,(x~x,y^

und es ist

(8) Bi = (x- xj'f>+,{x) = (^ - xj'-' [n(x) - ^.•_i].

Diese Gleichung setzt aber voraus, dafs man die wachsen-

den Zahlen

so bestimmen kann, dafs für jeden Wert von Ti von 1 bis i

der Quotient
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nach einer bestimmten, von verschiedenen, endlichen Grenze

Ak konvergiert, wenn x gleich Xq wird.

Sind diese Bedingungen stets erfüllt, wie grofs auch i

wird, und konvergiert der Rest Bi bei beliebig wachsenden

Werten von i nach 0, so folgt aus der Gleichung (7) die

Entwickelung

:

(9) f{x) ==:Ä(x — x,y + Mx — x,y^ + Ä,(x - x,y^ + .
•

•

oder, wenn man x — Xq = h setzt:

(10) f(xo + h) ==Äh-+ Ä, h-^ +A,h^--i ,

wo die n eine wachsende Reihe bilden.

Dies ist die Entwickelung von f(xQ -{- h) in eine Reihe,

welche nach wachsenden positiven oder negativen Potenzen

von h geordnet ist.

128. Beispiel. Betrachten wir z. B. die Funktion

f(x) == j/sin X — sin Xq
,

deren Ableitung f(x) für x = Xq unendlich wird, die also die

Entwickelung nach der Taylorschen Reihe nicht zuläfst. Die

Funktion sinic — sin Xq ist entwickelbar nach der Taylorschen

Reihe, und es ist:

(1) f(^)=.y{x-x,)cosx„-^^^

Hieraus folgt, dafs die Funktion

2

- sin iCn •

Yx— Xq

für X == Xq die Grenze "j/cos Xq hat. Demnach hat man in den

Bezeichnungen des vorigen Paragraphen zunächst

Y X Xq

ferner:

{x — XqY' 2 f^(x'^ = l/cosiTo— ^^~~ sinxQ l/cos Xq

12

V' 'y^ sin aJo
—

h j/cos X,

i wird für c

Ordnung, und es ist

Dieser Ausdruck wird für x = Xq null von der ersten
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2' '
4|/cosa?/

— ^0
^sina;o + %7^ cosa^o —

.

|/cosa;o— ^^-^siniTo hl/cos ÜJo

Will man die Entwickelung auf zwei Glieder beschränken,

so erhält man
£ . z^

ysm X— sin x^= j/cos x^ (x—x,) ^ — y^;^:^ (x -x^)' +R,,
4 ycos Xq

und der Rest jRg hat den Wert;

L 4yco8a;oJ

Er verschwindet an der Stelle x = Xq von höherer Ordnung

als der — •

Schneller kommt man natürlich in diesem Beispiele zum
Ziel, wenn man in Gleichung (1)

X — Xq = z^

setzt, dann wird

f(x) == ^ycos 0^0 — sin rTo • -|j- H

nach ganzen positiven Potenzen von entwickelbar:

Die Koeffizienten berechnen sich nach dem Mac-Lmirinschen

Satze. Setzt man für wieder Yx — x^,^ so erkennt man,

dafs eine Entwickelung der Form existiert

]/sin X — sin Xq

= yx-x^{ai+ a^{x—x^)+ ar,(x—Xoy-\ h«2.-1(^— ^0)""')

§ 5. Anwendung des Taylorschen Satzes auf die

Bestimmung von Grenzwerten.

129. Grenzwert eines Bruches an einer Stelle, wo Zähler

und Nenner gleichzeitig verschwinden. Wenn eine Funktion

f(x)
sich in der gebrochenen Form -.^r c darstellt, so kann es ein-

treten, dafs Zähler und Nenner gleichzeitig verschwinden oder
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unendlicli werden für einen speziellen Wert x = Xq. Es

handelt sich dann darum, den eigentlichen Wert der Funktion

an dieser Stelle zu ermitteln, d. h. den Wert, nach welchem

der Quotient konvergiert, wenn die Variabele x sich dem
Werte Xq beliebig nähert. In vielen Fällen gelangt man dazu

vermittelst des folgenden Satzes:

Lehrsatz I. Wenn die Funktionen f(x) und F{x) in der

Umgebung von Xq die Forderung 51 erfüllen, und wenn beide

nach dem Werte null konvergieren
^ falls x der Grenze Xq be-

liebig sich nähert, so ist:

sobald der Limes auf der rechten Seite existiert.

Wir wählen den absoluten Betrag von h so klein, dafs

XQ-\-h in der Umgebung von Xq liegt; dann gilt nach Nr. 31:

fix, + hl _ f{x,+K)
F{x,-^h) F\x,-{-\y

wo h^ zwischen und h liegt und also mit h verschwindet.

Demnach ist: „, . .„ .

lim m= lim ^(^^

in allen Fällen, in denen die rechte Seite an der Stelle Xq

einen bestimmten Grenzwert besitzt. Vorausgesetzt, dafs f{x)

und F'{x) selbst an der Stelle x = Xq einen bestimmten Grenz-

wert besitzen, wird dies im Besonderen in folgenden Fällen

stattfinden

:

1. Wenn lim F'{x) von null verschieden ist. Der Limes
X = Xq

ist dann endlich.

2. Wenn lim F'(x^ zwar null ist, aber lim t^,, , einen
^ ' ' F (x)

bestimmten Wert hat, also mit einem bestimmten Vorzeichen

unendlich grofs wird und wenn gleichzeitig lim f{x) von
X= Xq

null verschieden ist. Der Limes ist dann entweder gleich

+ oo oder gleich — oc.

Sind hingegen lim f\x) und lim F\x) an der Stelle x= Xq

wieder beide null, so kann man die vorige Regel von neuem

anwenden, sobald auch f"{x) und F'\x) in der Umgebung
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der Stelle x == Xq bestimmte endliche Werte haben. Sind

lim fXx) und lim F"(x) wieder beide null und haben auch

f"\x) und F'"{x) in der Umgebung der Stelle x = x^^ be-

stimmte endliche Werte, so wenden wir unseren Satz zum

dritten Male an, u. s. w. Auf diese Weise gelangen wir zu

einem allgemeinen Theoreme, das wir so aussprechen wollen:

Lehrsatz IL Die Funktionen f(x) und F(x) nebst ihren

n ersten Ableitungen seien in der Umgebung der Stelle x = Xq

stetig; ferner mögen f(x) und F(x) nebst ihren n — 1 ersten

Ableitungen an der Stelle x= Xq gleich null sein, während F^\x^
von null verschieden ist; dann ist:

Wir haben, um unseren Satz einfach aussprechen zu

können, engere Voraussetzungen zu Grunde gelegt, als beim

Lehrsatz I, von dem er eine Verallgemeinerung bildet. Von
der Richtigkeit des Satzes II überzeugt man sich sehr schnell.

Unter den angegebenen Voraussetzungen ist es jedenfalls ge-

stattet den Lehrsatz I w-mal hinter einander anzuwenden.

Dies giebt zunächst:

lim -^= lim /^^W!M.
An der Stelle x = Xq sind aber /'(«)(ip) und F^''^{x) stetig,

und jP^^Y^) iiicht null, also ist auch:

\imf^^\x) _ f^-\x,)

limF(")(^) F^''\xy

Die eben bewiesenen Lehrsätze bleiben bestehen, wenn

a^o
== + cx) oder Xq == — oo ist. Um dies zu erkennen, genügt

es zu zeigen, dafs Lehrsatz I auch für Xq = oo erhalten bleibt.

Setzt man a; = — , so ist

Fix)

Wird nun x unendlich, so konvergiert 2 nach 0, und

man hat die Gleichung
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sobald für die Funktionen f'{—) und F'\—) die vorigen

Bedingungen erfüllt sind. Also ist auch hier

hm —y-T-r = lim —j—r lur 0^0,

oder

130. Grenzwert eines Bruches an einer Stelle, wo Zahler

und Nenner gleichzeitig unendlich werden.

Dieselbe Regel, welche den Grenzwert

r fix)
lim -!f~r

^ = ^,^(^)

bestimmen liefs, wenn Zähler und Nenner des Bruches an

der Stelle x = Xq verschwinden, bleibt erhalten, wenn Zähler

und Nenner des Bruches an der Stelle x= Xq unendlich werden.

Es gilt der Satz:

Lehrsatz IIL Ist lim f{x) == cx) und ebenso lim F^x) = oo;

SO ^—^ 00r\ Jü ^^-^^ JUq

genügen ferner für jede von Xq verschiedene Stelle x, die in der

Umgebung von Xq liegt, fix) und F{x) der Forderung 51, und

ist endlich in dieser Umgebung F'{x) niemals null, so gilt:

V fix) r fix)

sobald der Limes auf der rechten Seite existiert.

Der Satz gilt auch in dem Falle, wenn a?^ = ^^ «s^.

1. Wir wollen diesen Fall zuerst ins Auge fassen. Unter

„Umgebung von Xq= oo'^ ist dann die Gesamtheit aller Zahlen x

zu verstehen, die gröfser sind als eine gewisse Zahl n. Sind

x-^ und X zwei solche Zahlen und x^-x^, so erfüllen in dem
Intervalle von x bis x^ die Funktionen f(x) und Fix) die

Voraussetzungen des Satzes Nr. 31, mithin existiert eine Zahl x^

zwischen X-^ und x, so dafs:

Serret, Diff.- u, Integral-Keclinung. I. 2. Aufl. 12
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fix) - f{x,) fix,)

F{x)-F{x,) F'{x,)

wird. Diese Gleichung kann aucli so geschrieben werden:

,. fix) fix) _ f ix,)W Fjx)' FixT)-'F''ix.y
CCi<X,<x.

Fix)

a. Es sei nun zunächst

(2) lim ^g§^Ä
X== OO ^ ^

endlich. Dann kann man eine (beliebig kleine) positive Zahl ö"

vorschreiben und zu ihr eine Zahl Xj^ finden, so dafs nicht nur:

— A <^
F'ix,)

wird, sondern dafs diese Relation für jedes noch gröfsere x^

erhalten bleibt. Es wird dann, da x^ > Xj^ ist, auch:

sein. Die Gleichung (1) geht daher über in diese:

^-^<F{c^) r;zM < "^ + '^•

Fix)

Setzen wir jetzt x= oo, während x^ fest bleibt, so ergiebt sich:

^ fM
A-a<Mm H^.lim -^<Ä + a.

X = cß ^ ^ x = cc 1 :^ 7-V-
Fix)

Der zweite Limes ist 1, also folgt:

Ä-<3< lim M^<A + 0.

Da 6 aber beliebig klein ist, so heifst dies:

^^^ Fix) — ^

oder wegen Gleichung (2):

V fix) T fioo)

wie behauptet war.
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b. Ist nun andrerseits:

lim ^'(^)-"
F'(x)X= CO ^ ^

so kann man ^2 so grofs wählen, dafs

f'M

wird, wo N eine beliebig grofs vorgescbriebene Zahl ist.

Alsdann liefert die Gleichung (1)

F{x)

und durch Übergang zur Grenze für x = 001

m
F{x)1- ^.>^;x= 00

d. h.

lin, ^ = 00= lim ^^.

Es gilt also wieder der Lehrsatz III.

2. Ist die Stelle x^ im Endlichen gelegen, so setze man

X = Xq -{- —' Dann wird für = 00 wieder x = Xq und

daher nach dem eben Bewiesenen:

4«+f) .. -/"(^o+i).-^
^^^ '^ = ^^^ —7

TV = lii^ 7 TT—r-

= lim -^ ^= lim 4^.

Also gilt auch in diesem Falle der Lehrsatz IIL

3. Im Vorhergehenden ist nur die Stelle + 00 betrachtet

worden, natürlich kann für sie überall auch die Stelle — 00

gesetzt werden, ohne dafs die Gültigkeit des Lehrsatzes III

oder seines Beweises verloren ginge.

131. Beispiele. 1. In den beiden Quotienten

sin X T tang x

X X
12*
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werden Zähler und Nenner für x = gleichzeitig null. In

Anwendung der Regel von Nr. 129 erhält man

, . sin X ^ . cos X ^hm = hm ——- = 1

,

x=o ^ x=0 ^

li^
tang^ _ H^ __V = 1.

2. In dem Quotienten

e'^ — e~^ — 2x
X — sin o;

werden Zähler und Nenner, wie auch die ersten beiden Ab-

leitungen für X = ebenfalls null. Die Ableitungen dritter

Ordnung sind bezüglich

e^ + e~^ und cos x

und reduzieren sich für x == auf die Werte 2 und 1. Folg-

lich konvergiert der Quotient für diesen Wert von x nach 2.

3. In dem Quotienten

X — 1 — Ix

verschwinden Zähler und Nenner für x = 1] desgleichen die

Ableitungen erster Ordnung:

^^[1 + Ix] — 1 und 1 — •

L I J ^

Die Ableitungen zweiter Ordnung sind

afll + IxV + ic^-^ und \,
sie werden für x = 1 bezüglich gleich 2 und 1. Folglich

konvergiert der gegebene Quotient nach der Grenze 2, wenn

X gleich 1 wird.
X

4. In dem Quotienten — bedeute a eine positive Kon-
x^

staute gröfser als 1, und n eine ganze positive Zahl. Zähler

und Nenner werden unendlich für a;= (X)5 es ist nach Nr. 130:

hm — = hm r
•

Auch in dem Quotienten der rechten Seite werden Zähler

und Nenner gleichzeitig unendlich. Wendet man auf ihn die-

selbe Regel an, so erhält man, indem man bis zur n^®"" Ab-

leitung vorgeht:
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hm — = lim *-, == cx).

X ==^ CO ^ X = oo

Der Quotient a^ : rr" wird also für o; = oo ebenfalls unend-

lich, wie grofs auch n werden mag; d. h.:

Die ExponentialfunMion a^ wird für a> 1 und x = oo von

höherer Ordnung unendlich als jede Potenz.
i_

Ebenso ist, wenn 6? > 1, —- für x = gleich — oder
x^ ü

z^ 1
gleich — für 5; == oo, wenn man —= setzt. Es ist aber:

lim — = lim ——'—^ = 0.

5. Die Funktion wird für x == co von der Form ~

,

wenn a irgend eine positive Zahl bedeutet; es ist

lim —^= lim —^^^ = lim —- = 0, d. h.

:

X = cc ^ o; = 00 ^'^^ X == CO ^^

Der Logarithmus wird für ic = 00 von niederer Ordnung un-

endlich als jede Potenz.

Desgleichen ist jj^ für x = von der Form ^, wenn

a>0, \lc)

und _L

lim —^~ = lim _ _ = lim ^^ == 0, d. h.:

x = 0^ "
a; = — «« " x = 0—^^ "

Ix wird für x = unendlich von niederer Ordnung als jede

Potenz.

6. Die Ordnung des ünendlichwerdens der Funktion xH{x)

für X = ooj in welcher n eine bestimmte positive Zahl be-

deutet, läfst sich durch keine rationale oder irrationale Zahl

ausreichend bestimmen, und ist doch nicht gleich oder kleiner

als w, und nicht gröfser als irgend eine Zahl gröfser als n.

Denn dividiert man die Funktion durch x^, so ist

a;" Ix

x''

gleich 0, solange r > w ist, dagegen unendlich, wenn r gleich

oder kleiner als n ist.
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7. Die Funktion f{x) = e (^-«'o)^ wird für x = x^ null,

denn der Exponent wächst mit negativem Zeichen über jeden

Betrag. Man erhält für die Ableitung

2

und dieser Wert ist für x == x^ nach Beispiel 4 gleich 0.

Aus der weiteren Differentiation der Gleichung

f{x){x—x^f==2e (— ^o)^

folgt

fix) {X - x,y + 3f(^) (X - xj =^^r(^

,

und hieraus ebenso, dafs auch f"{x^ = wird; ebenso erkennt

man, dafs alle höheren Ableitungen für x = x^ verschwinden.

132. Bestimmung des Grenzwertes eines Quotienten durch

Reihenentwickelung. Die Sätze der Nr. 129 führen die Unter-

f(x)
suchung des Wertes, den der Quotient ^-^ für x = x^ an-

nimmt, auf die Bestimmung des Wertes zurück, welchen die

neue Funktion Jf,\ im gleichen Falle annimmt. Dabei kannF {x) ^

es indessen eintreten, dafs diese Reduktion keinen Gewinn

bringt, und dafs die zweite Funktion dieselben Schwierig-

keiten wie die erste bietet.

Die Lösung der Frage, um die es sich handelt, ergiebt

sich leicht, sobald die Funktionen f{xQ + ^) ^^^ -^(^o + ^) ^^

Reihen entwickelbar sind, welche nach steigenden, positiven

oder negativen, ganzen oder gebrochenen Potenzen von h ge-

ordnet sind. In diesem Falle genügt es, das erste Glied ÄJi''

der einen Funktion, und ebenso das erste Glied Bh/^ der

anderen zu bestimmen, denn alsdann erhält man

f(x, + Ä) = JfiÄ + s), F{x, + h) = /»-«(-B + n),

wobei B und ri mit h verschwinden, also:

f{x,-\-}l) ^.n-m^ + r
F(x,+h) B + v

Ist n = m, so hat man
,. fix) A
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während der Quotient nach oder unendlicli konvergiert,

je nachdem m > m, oder w < m ist.

133. Beispiele. Beispiel I. In dem Quotienten

^"(^) y'x^ — x,'

werden Zähler und Nenner 0, wenn x abnehmend nach dem

positiven Wert Xq konvergiert und die Wurzeln mit positivem

Zeichen berechnet werden; man erkennt leicht, dafs alle Ab-

leitungen für x= Xq unendlich werden. Setzt man x= Xq'^ hf

so wird Yx — Xq == Yh mit h null von der Ordnung —

;

dagegen wird ]/ä; — Y^o = Y^o \y'^~\ ^ ^^^ ^ ^^^^

von erster Ordnung, wie man aus der Entwickelung des

Binoms ersieht. Man hat also

f{x„ + h) = Vhil + ,).

Der Nenner F(x) ist gleich

Y^ — XqY^ + ^0 "= Y^ Y^^o + ^f

und man hat also:

Polglich ist

Beispiel II. Der Quotient

X — sin rc tang x
o 3

sei zu berechnen für x = 0. Multipliziert man Zähler und
Nenner mit Scosic, so folgt:

f(x) 3x cosa? — sinic — sin 2^
F{x) Bx^ cos X

Entwickelt man cos x, sin x und sin 2ic in ihre Potenz-

reihen, so erhält man

A^)==M^-2!+4! ••7-1^-3! +5! -J-I^^—ST + T!- •••) ''
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lim l af = lim .—= — lim x=^0.
x= x= x=

x^

Der Logarithmus von x^ konvergiert also nach 0, folg-

lich die Funktion x^ nach 1.

136. Bestimmung von lim (1 -| \ • Ist x eine be-

stimmte Gröfse und m eine variable, so kann man nach den

vorigen Regeln die Grenze bestimmen, nach welcher der Aus-

druck

(1 + :r
für m == c» konvergiert. Man erhält

m

Die Grenze dieses Quotienten, in vrelchem Zähler und

Nenner für m = oo verschwinden, berechnet sich aus der

Gleichung
X

lim Z ( 1 + — ) = liiii ———;— = lim
X

\ mj \ mv m
also ist

Die transscendente Funktion e^ ist also die Grenze eines

Ausdruckes, der eine algebraische, ja sogar eine ganze Funk-

tion ist, wenn man m unbegrenzt derart wachsen läfst, dafs

es nur ganzzahlige Werte annimmt. Man kann auch schreiben

(1) ^^ = (1 + 0"+^-

wobei s eine Gröfse bezeichnet, welche mit — verschwindet.

Hieraus folgt

X z= ni { y e^ — b — 1)

.

Es ist aber
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oder:

m ye— 8 = m ye + riy

wobei Yi für m = oo null wird; mithin ist

X = m {ye^— 1) -\- t],

und schreibt man x an Stelle von e^, und Ix an Stelle von x,

so folgt:

(2) lx = m (j/x — 1) + rjj

oder:

l X = lim m (yx — 1)

.

Sonach ist auch die transscendente Funktion Ix die

Grenze einer algebraischen Funktion von x.

% 6. Der Taylorsche Satz für Funktionen mehrerer

Yeränderliclien.

137. Ableitung des verallgemeinerten Taylorsclien Satzes.

Ist

u = F(Xj «/, ^ . .
.)

eine Funktion von m Yariabelen, so entsteht die Aufgabe^ die

Funktion
w + Aw = F{x + /^, ij -{-h, + Z . .

.)

in eine Reihe zu entwickeln, welche nach Potenzen der Gröfsen

h, hj l . , . fortschreitet. Die Gröfse u -{- Au ist der Wert,

den die Funktion

U=F(x + ht, y + U, z + lt...)

für t = 1 annimmt. Um die gestellte Aufgabe zu lösen,

wird es ausreichen, U nach der üfac-iawnwschen Formel in

eine Reihe, geordnet nach Potenzen von t, zu entwickeln und

schliefslich ^ = 1 zu setzen. Substituiert man

X + ht = l, y + U = n, z + It =^ i , .
.,

so hat man

oder

(Nr. 40 und 41), und ferner, da J, ??, J . . . lineare Funktionen
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der unabhängigen Veränderlichen t sind, symbolisch für jedes

n (Nr. 72):

Dabei setzen wir voraus, dafs alle partiellen Ableitungen ste-

tige Funktionen der Variabelen ^, rj, ^ . . . sind; dann sind sie

auch stetige Funktionen von t. Man hat

d^ = h dt, drj = hdt, dt, = ldt . . .,

also ^ (dJJ -,_ , cV -,^ , dV
dt'

ü /dU. , cU
T ,

dU j
\»

und auf Grund der Gleichung

dlJ__dV_ dl ^dU
dx dl' dx dl

kann man schreiben:

df- \ dx ^ dy ^ dz 1

Für ^ = erhält man U= u, und die Formel reduziert

sich auf:

r^ =(Ä|?? + 7c|!* + z|^ + ...r.
L^rJ^=o \ dx ^ dy ^ dz ^ )

Demnach ergiebt die Mac-Laminsche Formel für die Funk-

tion U:

rr , t (-, du . -j du . -jdu \ . t^/jdu , jdu
,
jdu \2

' (n— 1)!\ dx ^ dy ^ dz / '

Der Rest ist sleich dem Produkte von — mit einem°
n\

d^U
Werte, den annimmt, wenn man t durch Qt ersetzt, wo-

' df ' '

bei G eine zwischen und 1 gelegene Gröfse bezeichnet. Man
hat also

ü t^ /. du . T du . you \"

n!\ dx ^ dy * dz /x+het, y+ ket, 2+ lQt...

Die Indices x-\-hQt... sollen anzeigen, dafs man in den par-

tiellen Ableitungen der Funktion ^«, x^y^ Sj... durch x-{- hQt,
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y-}-JcQt... zu ersetzen hat. Setzt man nun schliefslicli ^ = 1

,

so hat man

(1)

( . j. . /t cu . j cu . jcu \ , 1 /t cu
, y du , tOU \2

,
1 /j du

, T du . jdu \n—i

(2) B.=^^hl^ + ]cp+ l^ + ..y
^ ^ n\\ ex ^ dy ^ dz ^ Z^+eA, y+oi, «+oz. .

.

So erhält man z. B. in dem Falle einer Funktion F{x^ y)

von zwei Variabelen:

(n—1)!^ dx""-"- '

'""' ^^'^
'^dx''-^ ' '" dy'~

und der Restausdruck wird:

dy'^'x+Qh, y-\-Qk.

Wenn nun der Rest jR„ nach konvergiert, während n

unbegrenzt wächst, so ergiebt die Gleichung (1) die Taylor-

sche Reihe für eine Funktion von mehreren Variabelen, nämlich:

/o\ A In du . ndu . ndu \ , 1 /j du . -j du . -.du \2

Sind Xy y, . . . unabhängige Variabele, so sind die Diffe-

rentiale der Funktion u
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war, und die bei der Bestimmung der totalen Differentiale

einer Funktion von mehreren Veränderlichen eingeführt wur-

den (Nr. 40), so erkennt man:

Die Gleichung (1) ist nur ein verallgemeinerter Mittelwerts-

satz. Sie besteht, wenn u und alle seine Ableitungen bis mr w*®^

Ordnung einschliefslich stetig sind für alle Werte x, y^ z . .

.

zwischen (x, y^ z . ..) und (x '^- h, y -{- Jc^ -{- l, . . .). Gilt dies

für alle n und ist lim Rn = 0, so gilt auch die Gleichung (3), die
n=cc

eine Verallgemeinerung des Taylorschen Satzes ist.

138. Der verallgemeinerte Mac-Laurinsche Satz. Um
schliefslich die Mac-Laurinsche Formel für eine Funktion von

mehreren Variabelen zu bilden, setzen wir in den Gleichungen

(1) und (2) für x,y,0 ... den Wert 0, und schreiben an Stelle

von hj ICj l ... die Gröfsen Xj y, z ... Drücken wir endlich

durch den Index aus, dafs die Gröfsen x^y^ z ,., in einer

Funktion den Wert erhalten sollen, und durch den Index

0a;, 9«/, e^ . .., dafs sie diese Werte annehmen, so erhalten

wir symbolisch:

(5)

« = «„ +[0. (g) + y (I)
+ z g)^. .

.]

+Ä[^(a+KS)o+^(a-i

und

139. Der Eulersche Satz über Formen. Dieser Satz

wurde schon in Nr. 90 bewiesen-, da er jedoch von grofser

Bedeutung ist, so wird es nicht überflüssig sein, hier noch
einen andern Beweis zu geben. Es sei

eine homogene Funktion vom Grade n der m Variabelen

x^jX^y ... Xm- Multipliziert man alle Variabelen mit dem Faktor

(1 + «)? so erhält dadurch die Funktion den Faktor (1 + «)";

man hat also

f{Xi + a:ri, ^2 + «^2; • • • Xm + CCXn,) = (1 + a)Y(^l; ^2; • . • ^m).
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Entwickelt man beide Seiten dieser Gleichung in eine nach

Potenzen von a geordnete Reihe, so ergiebt die linke Seite:

die rechte Seite:

Diese Reihe, welche auch eine unendliche sein kann, wenn

n nicht eine ganze positive Zahl ist, ist konvergent, wenn

a < 1 genommen wird. Die beiden nach Potenzen von a fort-

schreitenden Reihen müssen identisch sein; vergleicht man also

die Koeffizienten der verschiedenen Potenzen von a, so ist

+ "'^rn'^, + 2x,x,^^--') ^n{n-\) f{x,,x, . . . x„:)

Die erste dieser Gleichungen drückt die wesentliche Eigen-

schaft homogener Funktionen aus, welche wir ableiten wollten

;

sie umfafst alle folgenden Gleichungen, wie man leicht ein-

sehen kann; denn auch die partiellen Ableitungen sind homo-

gene Funktionen. Allgemein hat man symbolisch:

2

/ 11

und ist n eine ganze positive Zahl und Ic > m, so wird
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Theorie der Maxima und Minima.

§ 1. Funktionen einer einzigen Teränderlichen.

140. Definition der Extremwerte. Es sei f{x) eine

Funktion der Veränderlichen x^ und Xq irgend ein besonderer

Wert von x. Kann man eine positive Zahl 6 bestimmen^ so

dafs

f{x, + }i)<f{x,)

wird bei allen Werten von h zwischen — <? und + a^ so

sagt man, dafs die Funktion f{x) an der Stelle x = Xq ein

Maximum hat. In diesem Falle ist f{x^ gröfser als alle

Funktionswerte in der Umgebung von x^ und f{x^ ein Maxi-

mdlwert von fix).

Kann man dagegen eine positive Zahl 6 bestimmen, so

dafs

ist bei allen Werten von h zwischen — 6 und + ö, so hat

die Funktion f{x) an der Stelle x = x^ ein Minimum und

f{x^ ist ein Minimdlwert der Funktion.

Hat die Funktion f{x) an der Stelle x = Xq ein Maxi-

mum, so wächst sie, bevor x die Stelle Xq erreicht, und nimmt

ab, nachdem x die Stelle x^ überschritten hat. Das Umge-

kehrte gilt für das Minimum. Die Funktion f{x) wächst

aber oder nimmt ab, je nachdem die Ableitung fix) positiv

oder negativ ist. Hieraus folgt, dafs bei Funktionen mit be-

stimmter Ableitung eine Änderung vom Wachsen zur Ab-

nahme, oder von der Abnahme zum Wachsen dadurch ange-

zeigt ist, dafs f{x) sein Zeichen wechselt. Diese Änderung
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erfordert, wenn die Ableitung nicht unstetig ist, dafs sie null

wird. Also sind die Werte von x, welche zu einem Maxi-

mum oder Minimum der Funktion f{x) gehören, unter den-

jenigen enthalten, für welche die Ableitung f'(x) null wird,

oder auch unter denjenigen, für welche sie unstetig wird.

Auch sieht man ein, dafs eine Funktion mehrere Maxima

und mehrere Minima haben kann, welche dann abwechselnd

auf einander folgen, wenigstens solange f(x) endlich und

stetig bleibt.

141. Beispiele. 1. Betrachten wir zuerst die Funktion

fix) = X (a — x)\

man hat hier

f(x) = a — 2Xj

die Ableitung wird also null für x = -^y und sie geht von

einem positiven zu einem negativen Wert über, wenn x von

^ — (3 bis zu ^ + (? wächst. Mithin ändert sich die Funktion

zuerst wachsend und sodann abnehmend. Folglich geht sie

durch ein Maximum, wenn x == ^ wird ; und ihr Maximalwert

ist -p.
4

2. Betrachten wir zweitens die Funktion

m=(x-af-^h
hier ist

2 --

die Ableitung f {x) wird nur null für ic = c». Aber sie wird

unstetig, nämlich unendlich für ic = a; dabei verwandelt sich

das Vorzeichen vom negativen in das positive, wenn x wächst.

Zu dem Werte a gehört also ein Minimum der Funktion f(x)

und dieser Minimalwert ist h.

142. Kriterium für die Existenz eines Extremwertes.

Die vorstehenden Betrachtungen vervollständigt der Taylor-

sehe Satz. W^ir setzen voraus, dafs die Ableitungen, welche

wir betrachten werden, stetig sind in der Umgebung der

Stellen x, die den Maximis und Minimis entsprechen. Der
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Fall der Unstetigkeit der Ableitungen mufs bei jedem ein-

zelnen Probleme besonders untersucht werden.

Wir bezeichnen mit JRn, wie in dem vorigen Kapitel,

den Rest der Ta^/^orschen Reihe, welcher mit dem Gliede von

der Ordnung n korrespondiert, und wiederholen hier, dafs

man stets den Zuwachs h der Yariabelen x seinem Betrage

nach so klein voraussetzen kann, dafs der Betrag des Restes

kleiner wird als der des letzten Gliedes, falls dieses sich nicht

auf reduziert (Nr. 115-, 3).

Dies festgesetzt, hat man, wenn f{x) die gegebene Fiüik-

tion bezeichnet:

(1) /K + ^) - A^o) = M'W + «2-

Wenn also f{x^ nicht null ist, so ändert die Differenz

f{x^ + /O — /'(^o)

ihr Vorzeichen je nach dem Vorzeichen von 7i, und der Wert

f{x^ ist weder ein Maximum noch ein Minimum. Nehmen
wir also

an; alsdann hat man nach der Ta^/Zorschen Formel

(2) fix, + Ä) - fix,) = % rw + -«3,

und die linke Seite hat dasselbe Vorzeichen wie f"(x^ für

alle Werte von h zwischen — 6 und + <?? wenn 6 hinreichend

klein gewählt wird. Also ist f{x^ ein Maximal- oder ein

Minimalwert, je nachdem

rW<0, oder f"{x,)>0.

Ist aber f" (x^ = 0, so sagt die Formel (2) noch nichts

Bestimmtes aus. Nehmen wir allgemein an, dafs

rW = 0, fix,) = 0, . . . fc—>(^„) =
ist und dafs die n*® Ableitung für x = x^ nicht verschwindet:

alsdann ergiebt die TaylorsQh.Q Gleichung:

(3) fix, + h)- fix,) = ^ /(»)(^„) + iJ„ +,

.

Diese Formel lehrt, dafs, wenn n ungerade ist, die Diffe-

renz ({Xq + /i) — /"(^o) ib^ Zeichen mit h wechselt, und folg-

lich weder ein Maximum noch ein Minimum für x = x^^ besitzt.

Serret, Diff.- u. Integral-Eechnung. I. 2. Aufl. 13
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Wenn dagegen n gerade ist, so behält diese Differenz das

Vorzeichen von /"^"^(a^o)? ^^^^ wenn Ji vom negativen zum posi-

tiven Wert übergeht; und in diesem Falle ist also f^x^) ein

Maximum oder ein Minimum, je nachdem

/•(»)(^o)<0, oder f")(^o)>Ö

ist. Man kann also den folgenden Satz aussprechen:

Satz. Die FunUion f(x) erfülle in der Umgehung der

Stelle Xq die Forderung S3. Alsdann hat sie an der Stelle x= Xq

dann und nur dann einen Extremwert, wenn die erste für x = Xq

nicht verschwindende Ableitung von gerader Ordnung ist. f{x^

ist dann ein Maximum oder ein Minimum
,
jenachdem jene Ab-

leitung für X = Xq negativ oder positiv ist

§ 2. Anwendungen.

143. Die Punktion x"". Diese Funktion ist ausreichend

definiert nur für positive Werte von x. Rückt x vom Positiven

her in die Stelle x= Oy so nimmt x"" den Grenzwert 1 an, rückt

X in die Stelle + oo, so wird x"" ebenfalls + oo. Setzt man

y = x^f oder ly = xlx,

so folgt durch Differentiation:

y dx * ^

und indem man nochmals differentiiert:

y dx^ y^Xdxl x

Die gemeinsame Bedingung für ein Maximum oder Mini-

mum ist -T^ = 0, oder
(tx

Ix +1 = 0, oder x = —,

und für diesen Wert von x ist

y dx^

Da also |^ positiv ist, so entspricht dem Werte — ein

Minimum. Ein Maximum ist hier innerhalb der Grenzen x=0

und rr = + oo nicht vorhanden. Der Ausdruck für ^ zeigt,
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dafs diese Ableitung, indem sie für x = — null wird, von

einem negativen zu einem positiven Wert übergeht. Es wäre

daher nicht nötig gewesen, den Ausdruck für -~^ zu bilden,

um die Existenz eines Minimums zu erschliefsen.

144. Die Funktion x'^la — xf. Unter a verstehen wir

eine positive, unter m und n ganze positive Konstante.

Es ist

y = x^{a— xy und ^ = x"^-'^{a— ir)"-^[wa— {m-^-njxl.dx

Wächst Xy so wird die Ableitung -—- gleich für x
ma

und geht dabei von einem positiven zu einem negativen Wert

über. Die Funktion y wird also ein Maximum für

X = ma
X = na

oder — =mm-\-n^ *" m-j-n '

Die Ableitung^ wird auch für x = 0, wenn m > 1,° ax ' '

und für x = a, wenn w > 1. Aber sie ändert, indem sie null

wird, nur dann ihr Zeichen, wenn der Exponent m oder n
gerade ist. Alsdann geht sie von einem negativen zu einem

positiven Werte über. Die Funktion y besitzt also ein Mini-

mum für X = 0, wenn m gerade ist, und für x = a, wenn n

gerade ist.

145. Problem von Format. Zwei Bäume sind durch eine

Ebene F getrennt. Es soll der Weg bestimmt werden, den ein

beweglicher FunJct mrücMegen mufs, um in der Mrzesten Zeit

von einem bestimmten Punkte Ä des ersten Baumes in einen be-

stimmten Funkt B des zweiten m gelangen,

wenn sich der Funkt im ersten Baume
mit der konstanten Geschwindigkeit u, im

zweiten mit der konstanten Geschwindig-

keit V bewegt.

Der gesuchte Weg setzt sich aus

zwei Geraden zusammen, weil in jedem

der beiden Räume der von dem Punkte

zurückgelegte Weg proportional der ver-

brauchten Zeit ist; wenn also die Zeiten die kürzesten sein

sollen, so müssen auch die Wege die kürzesten sein. Femer
13*

Fig. 22.
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befindet sich der Weg in der Ebene ÄCDB, welche senk-

recht zur Ebene P durch die Punkte Ä und B gelegt ist und

diese Ebene längs der Geraden CD schneidet. Denn betrachten

wir die gebrochene Linie AGB, welche aufserhalb der Ebene

ACBB liegt, und fällen wir vom Punkte G, in welchem sie

die Ebene P schneidet, GL senkrecht auf CD, so werden die

Geraden AL und LB bezüglich kleiner als AG und GB\
folglich wird auch die Zeit, welche der Punkt auf dem Wege
ALB verbraucht, kleiner als die Zeit, welche für den Weg
AGB erforderlich ist.

Dies festgestellt, bezeichnen wir mit a und h die Senk-

rechten AC und BD, welche von den Punkten A und B auf

die Ebene P gefällt sind, mit c die Entfernung CD, und mit x

die Entfernung eines beliebigen Punktes H auf CD vom

Punkte C, Es ist

AH = y¥^'cC\ BE=y(^—xf + h\

Demnach wird die Zeit t, welche der bewegliche Punkt ver-

braucht, um von A nach B zu gelangen:

Dies ist die Funktion von x, deren Minimum gesucht wird.

Ein Maximum läfst die Aufgabe nicht zu. Die Vorzeichen der

Wurzel sind positiv, x kann alle Werte von — oo bis -f- oo an-

nehmen. In den beiden extremen Fällen ist t positiv unendlich

grofs. Setzt man die Ableitung der Funktion t gleich 0, so folgt:

^ ^ dx uVx' + a' vy{c-xy-\-b'
'

und beseitigt man die Wurzelzeichen, so wird

-^2^2^^ _ ^y _|_ ^2^2^2 _ (c — xfu^x' — (c — xyu'a^ = 0.

Die Unbekannte x hängt also von einer Gleichung 4*®'' Gra-

des ab. Indessen kann man, ohne diese Gleichung zu lösen,

welche auch durch Quadrierung der Wurzeln eingeführte, der

ursprünglichen Aufgabe fremde Lösungen mit sich führt, die

geometrische Eigenschaft feststellen, welche die gesuchte ge-

brochene Linie charakterisiert. Konstruieren wir KI senk-

recht zur Ebene P im Punkte H, und bezeichnen wir mit i

den Winkel AHK, mit r den Winkel IHB, so wird:
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DE c — x
sinr ==

sm ^ = CH X

AH yx'' + a^

und folglich ergiebt die Gleichung (2), welche die Bedingung

des Minimums ausdrückt,

/Q\ sin ^ u
^ ^ sin r V

Der Sinus des Einfallswinkels steht also zum Sinus des

BefraUionswinkels in dem Verhältnis der Geschwindigkeiten,

mit denen sich der Punkt im ersten und zweiten Räume be-

wegt. Dafs die gefundene Lösung wirklich ein Minimum liefert,

lehrt das Verhalten von j- . Es ist für jedes Xj d. h. für jede

Lage des Punktes H der Geraden CD:
dt X c — X

dx uyx^-\-a'^ v]/(c — 0;)^ + &2

. Bezeichnen wir mit i' und r' die Winkel AHK und
IHBy welche einer allgemeinen Lage des Punktes H ent-

sprechen, so wird demnach:

dt sinz" sin /
dx u V

Nach Gleichung (3) läfst sich dies in die Form setzen:

dt sinr' f sin *' sin^ 1

dx u \ sin»*' sinr i

Durchläuft nun der Punkt H die Gerade CD in der

Richtung von C nach D, so wächst der Winkel V beständig,

während r' beständig abnimmt, also wird bei dieser Bewegung

der Quotient ^r^, beständig wachsen, und folglich ist die

rechte Seite der letzten Gleichung negativ, wenn der Punkt H
links von der Minimalstelle liegt, und er ist positiv, wenn
der Punkt H rechts von der Minimalstelle liegt. Wächst

also X von bis x = CD, so wird %— vom Negativen zum

Positiven durch die Null hindurchgehen. Wir haben also ein

Minimum, wie proleptisch das Problem fordert.

146. Gröfster und kleinster Abstand eines Punktes von
einer Kurve. Es seien a und h die Koordinaten des gegebenen
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Punktes Mq in Bezug auf zwei recMwinklige Axen; x und y die

Koordinaten der Punkte M auf der gegebenen Kurve. Die Ordi-

nate y ist eine bestimmte gegebene Funktion von x, und das

Quadrat der Entfernung des Punktes M^ia, h) von einem Punkte

M{x, y) ist

(1) v = {x-af + {y-hy.

Es handelt sich darum, die Maximal- und Minimalwerte dieser

Funktion von x zu bestimmen.

Man hat

Die Bedingung^= des Maximum oder Minimum ist hier

(3) (x-«) + (2/-&)g = 0,

oder ,j_i ay_ ^
X — a dx

yj-zl ist der Richtungskoeffizient der Verbindungsgeraden
x— a ^

des gegebenen Punktes M^ mit dem gesuchten Kurvenpunkte M,

^-^ der Richtungskoeffizient der Tangente im Punkte M. Die
dx °

Gleichung drückt also aus, dafs die Verbindungsgerade eine

Normale der gegebenen Kurve sein mufs.

Ist ein Punkt M durch die Gleichung (3) bestimmt, so

gehört er zu einem Maximum oder einem Minimum der Ent-

fernung, je nachdem ^, positiv oder negativ wird. Wenn aber

^ null wird, so mufs man zu den höheren Ableitungen über-
dx^

gehen, um zu entscheiden, ob ein Maximum oder ein Minimum

oder keins von beiden stattfindet. Dieser letzte Fall tritt im

Besonderen dann ein, wenn ^ null wird und ^3 von ver-

schieden ist; von ünstetigkeiten sehen wir hier ab.

Ist nun^ an der fraglichen Stelle gerade null, so haben

wir nach (2) ein Minimum; ist aber ^^ + 0, so denken wir

uns die Gerade M^M konstruiert, und lassen nun den Punkt Mq
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alle möglichen Lagen auf ihr einnehmen-, dann wird es eine

Lage M' geben, für welche j-i null wird. Nennt man x'y'

die Koordinaten dieses Punktes M', so hat man

i + (ff)+(.-.')g = o,

und die zweite der Gleichungen (2) kann also in der Form
geschrieben werden:

-L^ = ri I

(<^yy~\ ^-y'
2 dx'' l

"'"
\dx/ Jy—y'

Hieraus folgt, dafs der Wert M^M ein Minimum oder

ein Maximum sein wird, je nachdem h — y' und y— y'

gleiche oder verschiedene Zeichen haben. Mit anderen Worten:

es findet ein Minimum statt, wenn der Punkt M^ zwischen M
und M' sich befindet, im anderen Falle ein Maximum. Der

Punkt M' ist, wie wir später (Nr. 198) sehen werden, nichts

anderes als der KrümmungsmiUelpunM^ welcher zum Punkte M
der gegebenen Kurve gehört.

147. Die Kurve der vorigen Nummer ist ein Kreis.

Nehmen wir an, dafs die gegebene Kurve ein Kreis ist mit

der Gleichung
cc^ + f ^ m-

indem man diese Gleichung differentiiert, wird

^ + y'£-o, i + m^+y^-o.
Die Gleichung (3) der vorigen Nummer wird also

b a
^'>

sie stellt die Gerade dar, welche den gegebenen Punkt mit

dem Mittelpunkt des Kreises verbindet, und diese schneidet

die Peripherie in zwei Punkten, von denen der eine zu einem

Minimum, der andere zu einem Maximum gehört. Der mit M'
bezeichnete Punkt ist nämlich hier der Mittelpunkt des Kreises

;

denn seine Koordinaten xy' genügen den Gleichungen

^,-J= Oundl+ (ff) +(,-,') ^:!==0, also -y'2, = 0,

also ist x'=Q und y'=0'^ und man erhält

2 dx^ y'^ y
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Daraus folgt, dafs y-g positiv oder negativ wird, je nachdem

h und y von gleichem oder verschiedenem Zeichen sind.

148. Die Kurve der Nummer 146 ist eine Raumkurve.

Ist die gegebene Kurve eine doppelt gekrümmte, oder liegt,

falls sie eben ist, der gegebene Punkt nicht in ihrer Ebene, so

hat man die drei rechtwinkligen Koordinaten im Räume anzu-

wenden. Das Quadrat der Entfernung des Punktes Mq («, &, c)

von einem Kurvenpunkte M(Xj i/, s) wird

V = (x- af + {y- Vf + {z- cf,

vmd y und z sind gegebene Funktionen von x; femer hat man

1 ^
'i dx̂ -=[i+(ii)+(rj]+(^-^)^^+(-€^
Die Punkte mit den Koordinaten x,yj ^, welche zu einem

Maximum oder Minimum gehören können, sind durch die

Gleichung ^ = Ö gegeben, oder

mit der man die beiden Gleichungen der gegebenen Kurve zu

verbinden hat. Betrachtet man a, &, c als variabele Koordinaten,

X, 2/, ^ als feste Gröfsen, so ist dieses die Gleichung einer

Ebene, welche, wie später gezeigt wird, normal zur gegebenen

Kurve ist, d. h. senkrecht steht zur Tangente des Kurven-

punktes M in diesem Punkte. Um nun das Maximum und

Minimum zu unterscheiden, bemerken wir vor allem, dafs ein

Minimum immer dann stattfinden wird, wenn {y — h) -^^

_|. (^^
— c)|4 verschwindet, d. h. wie wir später sehen werden,

wenn M^ auf der durch M gehenden Binormalen liegt (Nr. 264).

Ist aber jener Ausdruck nicht null, so bezeichnen wir mit x y' z

die Koordinaten des Punktes M!, welcher auf der GeradenMM
liegt und welcher den Ausdruck -^^ zu null macht, wenn in

ihm (a, 6, c) durch (x\ y\ z) ersetzt werden. Dieser ist durch

die Gleichungen:
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X — a n — b z— c

x— x y — y z— ^

bestimmt. Mit Hülfe der hieraus bereclineten Werte der

(x'
,
y'j s) kann man für den gegebenen Punkt (a, &, c) dem

-TT 3—^2 die Form oreben:

1 d'^v
f-j I l^yV

I

(dsVl a — x'

2 dx^ L "'" \dx/ ' \dxl Sx— x'

Folglich wird
d^v ^ f. j d^v . p.

je nachdem a — x' und x — x' von gleichem oder ungleichem

Zeichen sind; hieraus folgt, dafs ein Minimum stattfindet,

wenn die Punkte M^ und M auf derselben Seite der von den

Punkten M' in der Normalebene gebildeten Geraden liegen,

dagegen im andern Falle ein Maximum. Die von den Punkten M'
gebildete Gerade, welche auch als Schnitt zweier benachbarten

Normalebenen definiert werden kann, heifst die zum Kurven-

punkte M gehörige Krümmungsaxe (Nr. 263).

Liegt der Punkt M^ auf der Krümmungsaxe, ist also

und

1 dH fi I
(dyV

r
(dzy] . / .^d^y

,
. .d^z ^

so mufs man die dritte Ableitung bilden. Diese wird

4f; = 3f|§^ + 3 f^,^ + (2^
_ 6)f| + (, _ c)%

2 dx^ dx^ dx ' dx^dx ' ^^ ^ dx^ ' ^ ^ dx^

Nur wenn für die Koordinaten h und c auch dieser Ausdruck

wird, kann die Entfernung M^M ein Maximum oder ein Mini-

mum sein. Dieser besondere Punkt auf der Krümmungsaxe

ist der Mittelpunkt der oskulierenden Kugel des Punktes M
(Nr. 276). Für jeden andern Punkt auf der Axe findet weder

ein Minimum noch ein Maximum statt.

149. Nebenbedingungen in Gestalt von Ungleichlieiten.

Bisweilen handelt es sich um die Bestimmung des gröfsten

und des kleinsten Wertes, welchen eine Funktion f{oc) der

Variabelen x annimmt, während x nur zwischen gegebenen
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Grenzen a und h variiert. Solch ein Maximum oder Minimum
heifst ein relatives. Um die Frage zu lösen, hat man die

Änderungen der Funktion f{x) mit Zuhilfenahme ihrer Ab-

leitung zu untersuchen. Bleibt, während x von a bis h variiert,

die Ableitung endlich und stets von gleichem Vorzeichen, so

sind die relativen Maxima und Minima die extremen Werte

f{a) und f(h). Hat die Funktion mehrere Maxima und Minima

innerhalb der betrachteten Grenzen, so wird der gröfste unter

den Maximalwerten das Maximum Maximorum und der kleinste

unter den Minimalwerten das Minimum Minimorum genannt.

In diesem Falle genügt das Maximum Maximorum den früheren

Bedingungen, wenn es die extremen Werte f{a) und f(h) über-

trifft, desgleichen das Minimum Minimorum, wenn es kleiner

ist als diese extremen Werte.

Handelt es sich bei einer Aufgabe um die Bestimmung

eines Maximums oder Minimums, und trifft man dabei solch

eine Wahl der Variabelen, dafs die unabhängige innerhalb

bestimmter Grenzen bleibt, so kann es eintreten, dafs für die

Funktion, deren Maximum oder Minimum gesucht wird, nur

ein relatives Maximum oder ein relatives Minimum vor-

handen ist.

Nehmen wir z. B. die Aufgabe der Nr. 147, bei der es

sich um die kürzeste oder längste Entfernung eines Punktes

von einem Kreise handelt. Wenn vdr die Abscissenaxe durch

den gegebenen Punkt legen, so ist das Maximum oder Mini-

mum des Ausdruckes

F== {x — df + f
zu bestimmen. Gemäfs der Gleichung des Kreises ist aber

y^ = B^ — x^, und man hat also

F= {x — ay -f JR2 _ ^2^

oder

F== B^ + a'' — 2ax,

Es ist ersichtlich, dafs diese Funktion F, welche in x

linear ist, weder *ein Maximum noch ein Minimum hat, wenn

X unbeschränkt ist. Für unsere Aufgabe erfordert indessen

die Gleichung des Kreises y = YB^— x^, dafs die unabhängige

Veränderliche x zwischen — B und + B bleibt. Nehmen wir
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a positiv an, so wird das relative Minimum und das relative

Maximum von V
(a — Rf und {a + R)\

die extremen Werte x = — R und x == -}- R geben also die

Lösung der Aufgabe.

150. Die Funktion ist implicite durch eine Gleichung

gegeben. Ist eine Funktion y mit der Variabelen x durch

eine Gleichung

(1) Y(*,2/) =
verbunden, so folgt durch Differentiation

(2) '^- 4-^.^ =
^ '^ dx ^ d y dx

Die Bedingung des Maximums oder Minimums verlangt,

dafs 3^ null wird: man hat also:
dx '

.

K
(3) 1^ = 0.

dy

Bestimmt man die gemeinsamen Lösungen (^o?2/o)?(^i?2/i)'"

der Gleichungen (1) und (3), so sind die Werte von x, welche

zu Maximal- und Minimalwerten von y gehören, in der Reihe

Xq,x^... enthalten. Wir sehen hierbei von den Maximis und

Minimis ab, welche zu Werten von x gehören können, für die

~ nicht mehr stetig bleibt.
0, X

Es kann auch eintreten, dafs die beiden Gleichungen

r4^ ^ =0^=0
gemeinsame Lösungen besitzen, welche zugleich auch der

Gleichung (1) genügen. Für solche Werte von x, denen ein

Wert y entspricht, der zugleich die Gleichungen (1) und (4)

erfüllt, kann der Wert von ^ nicht mehr aus der Gleichung (2)
CL X

berechnet werden. Wir beschränken uns hier auf diese Be-

merkung, die späterhin gelegentlich der Untersuchung singulärer

Punkte einer Kurve (Nr. 181 ff.) weiter ausgeführt werden wird.

Um nun zu entscheiden, ob eine Lösung der Gleichungen

(1) und (3) wirklich zu einem Maximum oder Minimum gehört^
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mufs man zu den höheren Ableitungen von y übergehen. Die
Differentiation der Gleichung (2) ergiebt:

dx' "^ ^ dxdydx~^ dy^\dx) "^ dydx^~~ ^'

und da ;,| null ist, so hat man, wenn ^—|- und ^ endlich

bleiben und ^ 4= ist: ^_

da;2 df_

Ty
Das Vorzeichen dieses Ausdruckes, in welchem man das

gefundene Wertsystem (a^^, t/o), (a?i, y^ . . . zu substituieren hat,

entscheidet über das Maximum oder Minimum. Wird aber

^—
,^
gleich null, so hat man die Untersuchung nach der Theorie

der Nr. 142 weiter zu führen.

151. Beispiel. Bas Maximum der Funktion y zu bestimmen,

welche durch die Gleichung

f{Xj y) == y^ — 3axy + a;^ =
definiert ist, wo a eine positive Konstante bedeutet.

Es ist

und die Elimination von y zwischen den Gleichungen

giebt:

f{x,y) = und 1^ =

x' — 2a^x' = 0,
oder

x = und X = ay2.

Die entsprechenden Werte von y sind:

y = und y = «1/4.

Das erste System x = 0, y = macht auch ^ zu null

und gehört zu einem singulären Punkte-, das zweite System

(x = a j/2, y = a'j/4) liefert ein Maximum; denn es ist

^ _ _ 1^ _ Sl?±^ — ZI?
dic* ^Z" y^ — ax a

dy
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152. Die Funktion ist implicite durch mehrere Glei-

chungen gegeben. Wir wollen noch den allgemeinen Fall

betrachten, bei welchem m + 1 Variabele x, x^^ x^^ . . . Xm

durch m Gleichungen mit einander verbunden sind:

/l(^? ^1? ^2? • • • ^m) = 0?

(1)

. / m \p^ ; «^1 y «^2 ? • • • '^mj '-'
)

und nehmen an, dafs die Maximal- und Minimalwerte von

einer dieser Variabelen, z. B. x^, zu bestimmen sind. Eine unter

den Variabelen, z. B. x^ läfst sich zur unabhängigen wählen.

Dabei lassen wir die Werte von x^ für welche die Ableitung

Y^ etwa unstetig wird, bei Seite. Die Bedingung des Maxi-

mums und Minimums wird nun

^ = oder dx^ = 0.

Die Differentiation der Gleichungen (1) ergiebt:

(2)

7~-dx -{- 1^ dx. +ex ' cx^ ^
'

dx dx. dx^

dXm = 0,

dXm = Oj

dx

K dL
doc + ^dx^-\ ^dx,

dx. dx^
0.

Bezeichnet man mit Xj die Determinante;

A A
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dx ' dx ' dx

ersetzt, so ist das Resultat der Elimination der Differentiale

dx^ . . . dXm aus den Gleichungen (2)

(3) Xdx + X^dx^ = 0.

Man hat also für ein Maximum und Minimum

(4) f = 0.

Verbindet man diese Gleichung mit den m Gleichungen (1),

so erhält man ein System m -\- 1 simultanen Gleichungen,

deren gemeinsame Lösungen zu bestimmen sind.

Dabei kann es eintreten, dafs die Gleichungen (1) für ge-

wisse Werte der Variabelen zusammen mit den Gleichungen

Z = 0, x, = o

erfüllt sind; dieser Fall ist ebenso wie der, dafs Xj = ist

jedesmal besonders zu untersuchen.

Um nun die Scheidung zwischen den Maximis und Minimis

d^ x
zu treffen, hat man den Ausdruck für -^ zu bilden, und zu

0/ X

diesem Zwecke wird man die Gleichungen (3) differentiieren.

Man erhält aus , -^
dx^ X
'doc

~~~
X^'

^ dX ^dX,
d^x^ ^ dx dx
dx' X,''

Hier treten rechts die Ableitungen -^

,

^ auf. Ihre
ö dx ^ dx

Werte sind aus den Gleichungen (2) zu substituieren. Man
kann auch die Gleichungen (2) total nach x differentiieren

und durch Elimination der Differentiale ^^0^2, . • • «^^^w die

Gleichung für d^x^^ bilden. In welcher Weise man weiter zu

gehen hat, falls die Ableitungen höherer Ordnung zu betrachten

sind, ist leicht zu sehen.

153. Nebenbedingungen in Gestalt von Gleichungen.

Die vorstehende Untersuchung ist allgemein und umfafst auch

den Fall, in welchem die Maxima und Minima einer expliciten

Funktion
F{X^ X^, .. .X,n-l)
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von m Variabelen zu bestimmen sind, welche durch m — 1

Gleichungen

li\Xj ^x; * • • "^"i— 1/
^^^ ^ j

mit einander verbunden sind. Denn fügt man diesen Glei-

chungen noch die folgende hinzu:

U — F{X^ ^1 , . . . Xm-l) ===
,

SO hat man ein System von m Gleichungen, mit m + 1 Ver-

änderlichen, und es handelt sich um die Bestimmung der

Maxima und Minima von einer dieser Variabelen, nämlich w,

was die in der vorigen Nummer gelöste Aufgabe ist.

§ 3. Funktionen von mehreren Teränderlichen.

154. Definition der Extremwerte. Es sei f(Xf y, 0, . . .)

eine Funktion von mehreren unabhängigen Variabelen rr, «/, ^, . .

.

Man sagt, dafs diese Funktion ein Maximum hat an der Stelle

x== Xqj y = yo, ^ = ^0) " f
^^^^ ®^^® positive Zahl ö ge-

funden werden kann, so dafs die Differenz

f{x, + h, y^ + lc, 0^ + 1, ...)— f(Xo, 2/o; ^o, • • •)

negativ ist für alle h, h^ l, . . , zwischen — 6 und + ^•

f(.^07 Vof ^07 " ') is^ ^^^^ ^®^ gröfste Funktionswert unter allen

in der Umgebung der Stelle x = Xq^ y = yQ, == 0^, . . . Ist

dagegen f{xQyyQ,0^ unter allen Funktionswerten in der Um-

gebung der Stelle x = x^j y =^ y^y = 0^, . . . der kleinste,

so hat f dort ein Minimum.

Es sei X = Xq, y = Po^-" ei^® Stelle, an der f(x, y,0,.. .)

ein Maximum oder Minimum besitzt, und es erfülle f nebst

seinen ersten Ableitungen in der Umgebung jener Stelle die

Forderung 33. Wir erteilen jetzt y, 0y ... die besonderen Werte

y = yoj^ = ^oy- I^ie Funktion f{x, y^, ^o; • • •) ^^ängt als-

dann nur von der Variabelen x ab, und da sie ein Maximum

oder Minimum wird für x == Xq, so wird die Ableitung

dx

null für X ^ Xq, Also mufs bei unseren Annahmen die partielle

Ableitung' der gegebenen Funktion nach x^ nämlich
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df{x,y,z . . .)

dx

null sein oder unstetig werden iür x -= Xq, y =^ Vq, s = z^.

Dieselbe Überlegung bezieht sich auch auf die partiellen Ab-

leitungen :

df{x, y,z ...)
^

dfix,y,z . • •)
. . .^

dy dz

und folglich gehören die Werte von x^y,z ...j denen ein

Maximum oder ein Minimum der Funktion f entspricht, zu

denjenigen, für welche das totale Differential df dieser Funk-

tion null wird, oder eine ünstetigkeit erleidet.

155. Notwendiges und hinreichendes Kriterium für die

Existenz eines Extremwertes. Wie bei den Funktionen Einer

Veränderlichen, so bietet auch bei den Funktionen mehrerer

Veränderlichen der Tmjlorsehe Satz ein Mittel, die Unter-

suchung der Extremwerte von Funktionen noch mehr ins

Einzelne durchzuführen. Freilich ist dabei von vorne herein

zu bemerken, dafs die Resultate hier weit weniger befriedigend

ausfallen als bei den Funktionen Einer Veränderlichen.

Die Funktion f(Xj 2/? • • •) besitze an der Stelle x ^= x^^

y = y^^_, einen Extremwert; etwa ein Minimum, um die

Ideen zu fixieren. Sie erfülle ferner in der Umgebung jener

Stelle die Forderung 33. Alsdann ist für alle Werte 7i, Ä;, ?, . .

.

in der Umgebung der Stelle /i = 0, Ä; = 0, . . .

:

f{^0 + ^; 2/0 + ^. • • •) — /"(^o; 2/o; • • •) > 0-

Ist umgekehrt diese Differenz für alle /^, Ä:, ?, . . . in der

Umgebung der Stelle h = 0, 1 = 0,... positiv, so besitzt

f{x,y,..?) ein Minimum an der Stelle x ==- x^, y==yoj"'
Entwickelt man aber f(xQ + h,

2/o + ^; • • •) ^^^^ Potenzen

von /i. Je, , . .j so wird:

(1) f(^„+Ä, 2/„+7c, ...)-/-(a.o, %, ••)-i\g~'»+ g''+"i„., ...+«^-

Die Indices in der Klammer rechter Hand deuten an, dafs

man in |t, ^ , . . . ^v x, y, . . . die Werte x^, «/o; • • • ^in-
c X' cy

'

setzen soll. B.^ hatten wir in der symbolischen Form dargestellt:

7? _- W^^ /, 4- ^ 7^: -I- . . y^2 — 2T \dx ^^ ^ dy ^ Ja-o+ ^h^y^+ dlc,..:
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Hierin mufs nach erfolgter Quadrierung {dfy durch d'^f er-

setzt und dann in die so entstehenden Ableitungen 2*^^ Ord-

nung für x,yy . . .j Xq -{- %'hy 2/0 + ^^y • • • eingesetzt werden.

Nun verschwinden aber nach den Entwickelungen der

vorigen Nummer die partiellen Ableitungen erster Ordnung

sämtlich an der Stelle x = x^, y = y^, . . .-^ es ist dort:

Also wird die Gleichung (1) einfach:

f(^o + ^h 2/0 + ^; • • •) — f(poy 2/0; . . .) = ^2-

Besitzt daher /"an der Stelle x == Xq, y = y^, - - - ein Minimum,

so mufs i?2 positiv sein für alle Stellen h^Jc,!,... in der Um-
gebung der Stelle A = 0, Ic = 0, . . , Umgekehrt, hat B2 diese

Eigenschaft, so besitzt f an der fraglichen Stelle ein Minimum.

Besitzt hingegen B2 für alle Stellen /«, Jcj l^ . . . in der Um-
gebung der Stelle /i = 0, ^ = 0, . . . nur negative Werte, so

wird f an der Stelle x = Xq, V = Voj - • - ®i^ Maximum und

unigekehrt. Kann aber jRg i^ <ier Umgebung der Stelle h= Oy

1c == 0, . . . sowohl positive als negative Werte annehmen, so

existiert an der Stelle (xQ^y^,...) weder ein Maximum, nock

ein Minimum. Es gilt somit der

Sat0. Die Funhtion f{Xj y, . . .) erfülle in der Umgebung

der Stelle x = Xq, y = y^, . . , die Forderung 33. Damit die

Funktion f an jener Stelle einen Extremwert besitze ^ sind zwei

Bedingungen notwendig und hinreichend:

Einmal müssen an jener Stelle alle ersten Ableitungen ver-

schwinden:

dx ^ dy ' '
'

Zweitens mufs der Ausdruck:

welcher in der Entwickelung von f nach Potenzen der h^k, . .

,

auftritt, für alle h, k, , . . in der Umgebung der Stelle h = Oj

7c = 0, . . . sein Zeichen behalten.

Sind diese Bedingungen erfüllte so entspricht dem negativen

Vorzeichen von B^ ein Maximum, dem positiven ein Minimum,
Serret, Diff.- u. Integral-Eechnung. I. 2. Aufl. 14
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156. Notwendiges Kriterium für die Existenz eines

Extremwertes. Das im vorigen Paragraphen aufgestellte Krite-

rium ist praktisch häufig unbrauchbar. Denn ganz abgesehen

von den Schwierigkeiten, die es hat im einzelnen Falle zu

entscheiden, ob der Ausdruck R2 sein Zeichen behält, so stört

auch der Umstand, dafs die Gröfse d' ihrem Werte nach un-

bekannt ist und dafs man nur weifs, dafs sie zwischen

und 1 liegt.

Man wird daher um die Extremwerte einer Funktion,

die die Forderung 33 erfüllt, zu finden, sich meist mit der

Auflösung der Gleichungen begnügen müssen:

?/=o ?^=0 ...
dx ^ dy ' '

deren Zahl mit der der Unbekannten x, y, . . . übereinstimmt.

Die Entscheidung, ob einem Lösungssysteme x= Xq, 2/= 2/o? • • •

ein Extremwert entspricht und, wenn das der Fall ist, ob er

ein Maximum oder Minimum ist, kann dann häufig im ein-

zelnen Falle aus der Natur der Aufgabe gefolgert werden.

Immerhin möge ein neuer Weg hier zur Bestimmung von

Extremwerten eingeschlagen werden, welcher uns verhältnis-

mäfsig einfache notwendige Kriterien für das Maximum und

Minimum liefert.

Zu dem Zwecke setzen wir in f ein:

x = XQ + ht, 2/ = 2/o + ^^"-

Dadurch wird f eine Funktion von t:

f{x, 2/, . . .) = f{^o + ^i> Vo + ^^^ • • = m-
Besitzt nun f als Funktion von x, y^ . . . an der Stelle x= XQf

y = y(^y . . . ein Maximum (Minimum), so besitzt auch F als

Funktion von t an der Stelle t = ein Maximum (Minimum),

und zwar gilt dies, welches auch die Werte /^, Ä;, . . . sein

mögen, wenn sie nur in der Umgebung der Stelle h = 0,

^ = 0, . . . liegen. Besitzt nun F{t) an der Stelle t= einen

Extremwert, so ist, wenn wir wieder von den Fällen der Un-

stetigkeit absehen:

und für ein Maximum ist F'\0) nicht positiv, für ein Minimum

F"(0) nicht negativ.
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und wenn sodann der ÄusdrucJc:

(9\ 1!^ ^^ _ (^ILY
^^^ dx" dy'' \dxdyl

an jener Stelle positiv ist. Und zwar hat man ein Maximum
oder Minimum, je nachdem für x = Xq, y = yo'

^<0 oder |-^>0
ex' ex*

ist.

Hat hingegen der ÄusdrucJc (2) an der Stelle x = Xq,

2/
==

t/o ein negatives Zeichen, so existiert kein Extremwert, ist er

null, so hleiU die Existenz eines Maximums oder Minimums

unentschieden.

Um diesen Satz zu erweisen, nehmen wir zunächst an,

der Ausdruck (2) ist positiv.

An der Stelle (Xq, t/^) wird:

Da (2) positiv angenommen ist, so ist f^x an der Stelle

(Xqj
2/o)

nicht null. Da f^x stetig sein soll in der Umgebung

von (Xq,
2/o)>

so hat es für x =Xq-\- d-h, 2/ = 2/o + '^^ dasselbe

Vorzeichen wie an der Stelle (x^, y^)^ sobald nur
|

h
\

und
|
k

\

hinreichend klein gewählt sind. Wir können also setzen:

fi^o + ^h yo + ^) — fip^oy yo)

Da für X = Xq, y == y^ der Ausdruck (2) positiv ist, so gilt

Gleiches für x = Xq + %'h, 2/ = 2/o + ^^y sobald nur
|
h

\

und

I

k
I

hinreichend klein gewählt sind. Also ist [ ] für alle h, h

in der Umgebung von /^ = 0, Zc == positiv und die rechte

Seite hat immer ein festes Zeichen, nämlich das von fx^ an

der Stelle x = Xq, y = yo- Also existiert ein Extremwert.

Die rechte Seite ist aber negativ, wenn fxx an der Stelle

(^o>2/o) negativ ist, im entgegengesetzten Falle positiv. Also

haben wir im ersten Falle ein Maximum, im zweiten ein

Minimum, wie behauptet.

Der Beweis verliert seine Kraft, wenn fxxfjy — fx/ an

der Stelle (Xq, y^ verschwindet, denn dann kann man nicht
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schliefsen, dafs in der Umgebung jener Stelle der Ausdruck

fxx positiv ist.

Ist endlich fx'xfyy — fx]^ in der Stelle (i^o? 2/o)
iiegativ, so

erhält die Klammer [ ], je nachdem wie man über das Ver-

hältnis
~Y

vei'fügt, positive oder negative Werte, wie klein

auch
I

A
I,

\'k\ gewählt sein mögen. Folglich existiert in diesem

Falle kein Extremwert.

158. Bedingung dafür, dafs d^f beständig positiv bleibt.

In dem Falle eines Minimums oder Maximums mufs beständig

d^f>^0 oder d^f^O

für alle Werte von h^h^l, . . . in der Umgebung der Stelle

h = 0j ^ = 0, . . . sein. Wir wollen nun die Bedingungen

dafür untersuchen, dafs die eine oder die andere dieser Un-

gleichungen erfüllt ist, und betrachten nur den Fall

welche einem Minimum entspricht; der Fall d^f <, ist hierauf

zurückführbar, wenn man f in — /"verwandelt; den Fall d^f=
diskutieren wir hier nicht weiter.

Es ist

Setzt man

ii = ^i, j^ = ^v, i = ifi"

wobei E einen positiven beliebig grofsen Wert bezeichnet

so ist

(2) fciY=|!f,r+2^f^|,+ 2^|5...

Wenn nun die Gröfsen Ji^Jc,!^.,. zwischen — s und + «

variieren, so variieren |, ?;, ^, . . . zwischen—E und + J^; anderer-

seits ist E beliebig grofs. Also verlangt die Ungleichung

d^f> 0, dafs die rechte Seite der Gleichung (2) für alle Werte
der Variabelen |, i;, J, . . . zwischen — <x> und + '^ positiv

bleibt.
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Mithin erfordert die gestellte Aufgabe die Ermittelung

der Bedingungen, welche erfüllt sein müssen, damit eine

quadratische Form von m Variabelen |, ?^, g, . . . durchaus

positiv bleibt. Die rechte Seite der Gleichung (2) bezeichnen

wir mit V und setzen:
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Im Besonderen erhält man für den Fall, dafs f nur von

zwei Variabelen x und y abhängt, wieder die Bedingungen

der Nr. 157.

§ 4. Anwendungen.

159. Maximum der Punktion

f= x"y(^0^ . . . u^ia — X —~ y — z - - - — uY

,

a soll eine positive Konstante, und die Exponenten a, ß, y,. ., u

sollen positive ganze Zahlen bedeuten.

Es ist:

df dx
, ady , dz , ^ du dx -\- dy -\- dz • • • -\- du

f X ^ ^ y * * z ' u ^ a — X — y — s • • • — u ^

d'f (dfY_ /^V_ _;/^^V_ (äx-\-dy-\-dz-'--\- duy

f'~\f}'~~ ^\x) '" ^Vu) ^\a-x-y-z---^^'

Die Gleichung df == kann durch die Werte null der

Variabelen x, y, . . , u erfüllt werden, und es ist leicht zu

erkennen, in welchen Fällen diesen Werten ein Maximum oder

Minimum entspricht. Wir sehen davon hier ab. Dann ergiebt

die Bedingung df= 0:

cc ß y l fi

X y z u a — X— y— z > •— u^

und hieraus folgt:

X y z u a — x— y — z---'— u a

oc ß y X (i oc-^ß-^-y + '-'l-^-fi

und

Endlich findet man aus der Gleichung für d^fj weil

df=0 ist:

d^f^f\-a(^y A (^) - ^ il- +J^„+ -ll^l

,

' ' L \x/ \uJ ^ {a—x—y uyj^

und dieser Wert ist immer negativ. Gleiches gilt von B^= d'Y;

also ist der obige Wert von f ein Maximum.

160. Maxima und Minima der Entfernung zweier Punkte,

welche auf zwei gegebenen Kurven liegen.

Die rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes M auf der

ersten Kurve seien x^ y^ ^, die Koordinaten eines Punktes M'
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auf der zweiten Kurve seien x
y y\ /, so ist das Quadrat der

Entfernung MM.'-.

(1) y={x- xj + {y- yj + {z- z)\

Hier sind zwei Variabele unabhängig; als solche kann

man x und x wählen, y und z werden gegebene Funktionen

von X, y' und z' gegebene Funktionen von x . Es ist nun

(2)

ferner:

\^)\ 2 aoj a^c'
~"

\ "^ dx dx "i dx' dx) '

Die gemeinsamen Bedingungen für ein Maximum oder

Minimum sind also:

((^-«') + (2/-2/')|| + (^-/)g=0.

Die Ableitungen ^r-, /- . -^ . -,A sind ebenso wie die
° dx^ dx^ dx ' aa;

Werte von y, z^ y\ z durch die Gleichungen der beiden Kurven

gegeben, man erhält so ein System von zwei Gleichungen

zur Bestimmung von x und x . Wird für ein Wertepaar {x^ x)j

welches aus diesen Gleichungen bestimmt ist, der Ausdruck:

W ^cc^ ^x'' Xdxdx) ^ '

so existiert ein Maximum oder Minimum; das Erstere, wenn

^-Y > 0, das letztere, wenn ^-j < 0. Ist (5) dagegen negativ,
ex ex

so entspricht dem gefundenen Wertepaare {Xj x) weder ein

Maximum noch ein Minimum. Ist (5) null, so bleibt die

Frage unentschieden.

Die Gleichung (4) besagt, wie später gezeigt wird, dafs

die durch die Punkte x^ y, z und x\ y, z gelegte Gerade nor-
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mal zu den gegebenen Kurven ist. Dies folgt auch schon aus

dem in Nr. 146 Gesagten.

161. Die Kurven des vorigen Beispieles 160 sind zwei

Gerade. Sind die beiden Kurven zwei nicht parallele gerade

Linien mit den Gleichungen:

X = a2 -{- a, y = h2 -{- ß,

und
x = Ob z'-\- a\ y = V 2 -\- ß'j

so ist

dy b dz 1 dy' h' dz' 1

dx a ' dx a ' dx a ' dx a ^

und die zweiten Ableitungen ^-, j-^ , j^-^^ j-^ werden 0.

Hieraus folgert man unmittelbar, dafs die Bedingungen für

ein Minimum erfüllt sind. Die Gleichungen (4) von Nr. 160

sind hier:

a{x — x) + h(y — y) + {ß — /) = 0,

a\x - x) + h\y - y) + {z - /) = 0,

und man kann sie durch zwei der folgenden drei ersetzen:

{a -a){x- X) + {V -h){y-y')=^0,

(ha- Va) {x — x) — Q) — h) (0 — 0) = 0,

(jba — h'a) (y — y) + (ß!— a) (0 — z) = 0.

Aus den Gleichungen der Geraden aber folgt:

(&'— h) {x — x) — {a — a) (y - y') + (ha — ah') (z — /)

Erhebt man diese vier Gleichungen ins Quadrat und sum-

miert sie, so wird:

[(^-^')'+(2/-2/')'+(^-^')T[(«'-«)'+(&'-6)^+(«&'-«'6)T

= [(a'- d) iß'- ß)- (b'-h) («'- «)]l

Hieraus folgt der bekannte Ausdruck für den kürzesten

Abstand zweier Geraden, nämlich:

Dafs dieser Wert wirklich ein Minimum ist, ist einmal geo-

metrisch klar. Man findet aber auch durch Rechnung:
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\dxdxJ a'^a'^

>o-

dx'^ dx"^

162. Maxima und Minima der Entfernung eines Punktes

von einer Fläche.

Es seien a^h, c die rechtwinkligen Koordinaten des ge-

gebenen Punktes Mq und x, y, 2 die Koordinaten eines Punktes

der Fläche. Das Quadrat der Entfernung dieser beiden Punkte ist

F= {x - af + (2/
- hY + {z- cf.

z ist eine gegebene Funktion der beiden unabhängigen Varia-

belen x^ y, und wir wollen setzen:

dz = pdx + qdyj

dp = rdx -{- sdy,

dq = sdx -\- tdy.

Darnach erhält man:
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Aus diesen Gleichungen, verbunden mit der Gleichung

der Fläche, sind die Koordinaten x^ «/, z zu bestimmen. Man
wird später sehen, dafs dies genau die Gleichungen der

Flächennormale im Funkte x^ y, z sind, wenn man «, &, c als

variabele Koordinaten, ic, y, z als feste betrachtet.

Damit aber ein Punkt M (Xj y, ^), der auf diese Weise

bestimmt ist, wirklich zu einem Maximum oder Minimum

gehört, mufs

(5) A(2 - cf + B(s -c) + C^O
sein. Wir bestimmen eine Gröfse Z derart, dafs

(6) Ä(0 - Zf + B(0- Z) + C=0
wird. Die Wurzeln dieser quadratischen Gleichung sind immer

reell, denn es ist die Discriminante dieser Gleichung positiv,

nämlich

Sind z' und z' die Wurzeln Z der Gleichung (6), so wird

die linke Seite dieser Gleichung identisch gleich

Äi0-Z)i,"-Z),

und folglich wird, wenn man für Ä seinen Wert einsetzt,

unsere Bedingung (5):

(7) (rt — s^) (/— c) {z' - c) ^ 0.

Bezeichnen wir mit K' und K" diejenigen beiden Punkte

der Normalen MqM^ für welche die Koordinate z die Werte

z' und /' hat; die Bedingung (7) drückt dann aus, dafs, wenn

rt — s^>0

ist, für ein Maximum oder Minimum der Punkt Mq nicht

zwischen den Punkten K' und IC gelegen sein darf. Da-

gegen mufs, wenn
rf — s^<0

ist, für ein Maximum oder Minimum der Punkt Mq zwischen

K' und K" sich befinden. Fällt in einem dieser Fälle Jf^
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mit K' oder K" zusammen, so bleibt es zweifelhaft, ob ein

Maximum oder Minimum vorhanden ist.

Es ist noch die Unterscheidung des Maximums und des

Minimums zu machen. Ist die Bedingung (5) erfüllt und der

Fall der Gleichheit ausgeschlossen, so kann die Gröfse

nicht null werden, welche reelle Werte auch p und q haben

mögen, und hat folglich dasselbe Vorzeichen wie die Ableitungen

-^-K- und ^ s
•

Also hat auch noch die Summe dieser drei Gröfsen dasselbe

Zeichen, und der Ausdruck

(1 + ^')t¥- ^m ä^ + (1 + P^) äF
ist demnach negativ im Falle des Maximums, positiv im Falle

des Minimums. Man erkennt also, auf Grund der Gleichungen

(2) und (3), dafs

(8) :B(^_c) + 2C<0
ist für das Maximum und

(9) B{z — c)-\-2C>^

ist für das Minimum. Die Gleichung (6) aber, welche die

Wurzeln / und /' hat, giebt

^ ^ 1 \_
C z — z' z— z" ^

also ist die Gröfse "

>

c — z'
'

c — z"

\

negativ im Falle des Maximums, positiv im Falle des Minimums.

Nehmen wir zunächst rt — s^ > an; dann sind die beiden

Werte z ~ z und z — /' von s — Z, welche aus der Glei-

chung (6) gewonnen werden, von gleichem Zeichen. Folglich

sind die beiden Punkte K' und K'
Fig. 23.

u M Mo K' K" V ^^^ Geraden MqM auf der näm-
"

" ^

' '

liehen Seite des Punktes M ge-

legen. Die Differenzen c — / und c— z" sind auch von gleichem

Zeichen, wie vorhin gezeigt wurde, d. h. die Punkte K' und K''



Theorie der Maxima und Minima. 221

liegen auch auf der nämlichen Seite des Punktes Mq. Daraus

erkennt man^ dafs die Entfernung MqM ein Minimum oder

Maximum wird, je nachdem die Punkte Mq und M auf der

nämlichen Seite oder auf verschiedenen Seiten sowohl von K'
als auch von K" liegen; liegt Mq zwischen K' und K''f so

ist weder ein Maximum noch ein Minimum vorhanden.

Nehmen wir zweitens rt — s''* < an; gemäfs der Glei-

chung (6) sind die Differenzen ^— ^' und s — 2'' von ent-

gegengesetztem Zeichen, und der Punkt M liegt also auf der

GeradenM.M zwischen K' und K\
Fig. 24.

Die Bedinffunff (7) aber erfordert, ,,, _ , „u
7 T f, . u K Mo M K V

dals c — z und c— z immer von " *
'

' "

ungleichem Zeichen sind, d. h. dafs M^ ebenso wie M zwischen

K' und K" sich befindet. In diesem Falle ist die Entfernung

MqM stets ein Minimum; in jedem anderen Falle weder ein

Maximum noch ein Minimum.

Wir haben noch den Fall rt— s^= zu untersuchen. Die

Bedingung (5) reduziert sich hier, wenn wir wieder von dem

Fall der Gleichheit absehen, auf

B{z-c) + C>0,
und wenn sie erfüllt ist, so besteht auch die Ungleichung (9).

Daraus folgt, dafs dann nur ein Minimum vorhanden ist. Es

giebt hier nur einen (endlichen) Punkt K' der Geraden MqMj
dessen Koordinate z' der Gleichung

B{s-8') + (7=0
genügt. Führt man die Gröfse z' statt B ein, so wird die

obige Ungleichung

z — z

Damit also das Minimum wirklich stattfindet, mufs der

Punkt Mr. auf der nämlichen Seite

des Punktes K wie M liegen; in ,^ ^ j^^ ^/
jedem anderen Falle ist weder ein

' '

"
*

Maximum noch ein Minimum vorhanden.

Ist endlich für die Koordinaten des Punktes M
^ = 0, J5 = 0,

so wird die Bedingung (5)

V

L
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C>0
und ist immer erfüllt. Bei dieser Annahme aber hat man:

rt - s' - 0, (1 + q') r - 2pqs + (1 +p2) ^ = o,

Multipliziert man die zweite dieser Gleichungen mit r und

subtrahiert von ihr das (1 +1)^) fache der ersten, so kommt:

^' + s' + (rq - spf = 0,

folglich

r = 0, s = 0, f = 0.

Die Gleichungen (2) zeigen, dafs nun ein Minimum statt-

findet.

Die Punkte K' und K" haben in der Flächentheorie eine

wichtige Bedeutung, wie später gezeigt werden wird.

163. Ein Beispiel von Bertrand. Wir sagten, dafs die

Werte der Variabelen, welche dem Maximum oder Minimum

einer Funktion entsprechen, ihre partiellen Ableitungen an-

nullieren müssen, falls diese nicht unstetig werden. Wir

müssen noch hinzufügen, nach einer wichtigen von Herrn

Bertrand gemachten Bemerkung, dafs die partiellen Ablei-

tungen einer Funktion auch ganz unbestimmt werden können

für gewisse Werte der Yariabelen, und dafs gerade diese

Werte dem Maximum oder Minimum der Funktion augehören

können. Wir wollen dafür das Beispiel geben, welches auch

Herr Bertrand zum Beleg seiner Behauptung gewählt hat.

Aufgabe. Es soll in der Ebene eines gegebenen Dreiecks

der Funkt bestimmt werden, für welchen die Summe der Entfer-

nungen von den Eckpunkten des Dreiecks ein Minimum wird.

Die Seite AB des Dreieckes ABC wählen wir zur

a:-Axe, und die dazu Senkrechte Ay
^'^' ^^'

zur !/'Axe. Die Länge der Seite AB
V fj bezeichnen wir mit c, die Koordinaten

/^ des Punktes C mit Xq, y^y und endlich

die Koordinaten des gesuchten Punktes

M mit X, y. Die Funktion, deren Mini-

mum gesucht wird, ist also

1/^2 + 2/' + V{oo - cy + y^'+ ^{x - x,f +{y- yoY>

und es ist von vornherein evident, dafs jedenfalls ein Minimum
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existieren mufs. Setzt man die partiellen Ableitungen dieser

Summe gleich null, so hat man die zwei Gleichungen:

/-i\
^ JL ^— C

,
X — Xq

^^ ^W Vx^ + y' ^ Vix-cr + y'^ V{x-x,r-\-(:y-y,r

(2) -

^
[- - ^ + -^""^" =^^ Vx' + y' Vix-cy-i-y^^Vix-Xor-j-iy-y.y

welche zwei Kurven darstellen, deren Schnittpunkt den ge-

suchten Punkt M liefern. An Stelle dieser Kurven kann

man aber zwei andere einfachere setzen. Zu dem Zwecke be-

zeichnen wir mit a, ß^ y die Winkel, welche die Richtungen

AM, BM, CM mit der Richtung Äx der Abscissenaxe

bilden. Jeder dieser Winkel ist zu betrachten als erzeugt durch

eine Gerade, die zunächst parallel zu Äx in dem Punkte Ä
oder B oder C gelegt ist, und welche sich stets in dem
nämlichen Sinne nach der positiven Ordinatenaxe hin dreht.

Darnach hat man:

X . -»y

cos a = , ^ ,
. sm

«

Vx'
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Winkel ÄMB = 120^ Da dasselbe für jede Dreieckseite

gelten mufs, so schliefst man hieraus, dafs der Punkt illf der

Durchschnitt von drei Kreissegmenten ist, von denen jedes

über einer Dreieckseite, einen Winkel von 120^ fassend, be-

schrieben ist. Die Kreise, welche zu zweien dieser Segmente

gehören, können also an Stelle der durch die Gleichungen (1)

und (2) dargestellten Kurven treten.

Damit aber diese drei Kreise sich wirklich in einem

Punkte schneiden, ist notwendig und hinreichend, dafs alle

Winkel des Dreieckes kleiner als 120^ sind. Ist in dem Dreiecke

ein Winkel gröfser als 120^, so liefern die Gleichungen (1)

und (2), auf welche die Theorie führt, keine Bestimmung des

Minimums, wiewohl ein solches sicherlich vorhanden ist. Die

linken Seiten dieser Gleichungen sind aber nicht mehr be-

stimmt, wenn man x und y durch die Koordinaten einer Drei-

ecksecke ersetzt, folglich kann der gesuchte Punkt nur einer

dieser Eckpunkte sein. Dies wollen wir jetzt auch analy-

tisch beweisen, indem wir andere Koordinaten einführen.

164. Fortsetzung des Bertrandschen Beispieles. Wir
bezeichnen mit a immer den Winkel MAB, nennen ferner q

die Entfernung AM,h die Seite ^C und ^ den Winkel GAB.
Die Summe >S^ der Entfernungen AM^ BM, GM wird

S = Q + yc^+ Q''—2cQ cos« + y6' + (>' — 2hQ cos(^— «).

Nach der Binomialformel aber hat man, wenn q hinreichend

klein ist:

]/c2+ ()2-2c(>cos«= c[l— 2(|cos«-^)]^

_e[l-(^^cos«-Q-^(fcosa-Q'-...],

oder geordnet nach ^, wenn b eine Gröfse bezeichnet, die

mit Q verschwindet:

^c^ -{- Q^ — 2cQ COS a = c — () cos a + Q^-^c f"
^9^'

Ersetzt man in dieser Formel c und a durch h und A — ccj

ferner e durch ri, so folgt:

y52 ^ ^2 _ 2&P cos(^— «)= &-(> cos(^--«)-f()^'^^^^^+t?^^

Der Ausdruck für S wird also:
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S = (b -{- c) -}- Q [l — cos a — cos(^— «)]

Er reduziert sicli auf:

für ^ = 0. Ist Q hinreichend klein, so hat die Differenz S— Sq

dasselbe Zeichen wie

1 — COS« — cos(J[ — a) = 1 — 2 cos Y cos(- ^ — al-

lst nun Ä < 120^, so ist 2 cos y gröfser als 1, und der

Winkel cc kann so bestimmt werden, dafs

cos ^- J.— a
j
< ^, oder auch dafs cos (- ^— a

j
> -j-

2cos-^-
^ "^ 2cos —

2 2

wird. Die Differenz S — Sq ändert also ihr Zeichen. Daraus
folgt, dafs dann S^^b -\- c weder ein Maximal- noch ein Mini-

malwert von S ist. Wenn aber ^^120^ ist, so kann die Diffe-

renz S — Sq nicht negativ werden; ist a = 120^, so wird sie

zwar null für « = - J.; da aber der Koeffizient von q^ positiv

ist, so hat man stets

und folglich ist S^^ ein Minimum.

Hat also das Dreieck ABC einen Winkel, der gleich

oder gröfser ist als 120^, so ist der Scheitel des stumpfen
Winkels der gesuchte Punkt.

165. Die Funktion ist implicite gegeben. Im allge-

meinen Falle, wo man n Gleichungen zwischen m -{- n Va-
riabelen hat:

(1)
f^{x^, a?2 . . . Xra, 0, , 0^ - " ^^n) == 0,

V fn {x^yX<^ . . . Xm, 0if 02 ' ' ' ^n) = 0,

kann man m Variabele, z.B. x^, x.^ , . . Xm als unabhängige, die

anderen 0^^0^. . .0^ als Funktionen von ihnen betrachten. Es
ist die Aufgabe, die Maxima und Minima von einer dieser

S er r e t, Diff.- u. Integral-Rechnung. I. 2. Aufl. 15
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chunge

(2)
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so hat man n-\-l Gleichungen zwischen m + ^ + 1 Variabelen.

Nach der Untersuchung der Nr. 165 hat man diese Gleichung,

sowie die Gleichungen (1) zu differentiieren, und weil du für

den Fall des Maximums oder Minimums null wird, so hat man
dF

(2)

ferner

(3)

g^^
^^1 + ^^^

d^2 + dxm-\-n
Cf''^m-{-n ^;

^ dx^ + 7^ dx^

dx^

dx^

^^1 + ^ ^^2

+

+

^h
dx,'m-\-n

dx.

dXn

dx.
m-\-n

+ «

.+ n

0;

= 0,

^fn

dx^
-\-n

Ci^m-j-n '-'•

Darnach müssen wir aus den Gleichungen (2) und (3)

n der Differentiale dx^^ ... dXm^n eliminieren, und die Koeffi-

zienten der übrigbleibenden Differentiale gleich null setzen.

Um diese Elimination zu vollziehen, addieren wir nach Lagrange

die Gleichungen (3) zu der Gleichung (2), nachdem wir sie

zuerst mit den noch unbestimmten Faktoren

multipliziert haben. Diese Faktoren können nun aber so be-

stimmt werden, dafs die Koeffizienten von n Differentialen ver-

schwinden; und da alsdann in der nachbleibenden Gleichung

die Koeffizienten der noch übrigen Differentiale einzeln gleich

null gesetzt werden müssen, so erkennt man, dafs überhaupt

die Koeffizienten der Differentiale dx^y dx<^ . . . dXmJr-n in der

Summenformel null sein müssen. Man erhält also die m -{- n
Gleichungen:

(4)

+
dL

dF df^

dx.

dx^
0,

+ •••^„— = 0,
dx,^

dF df
l_ 2,

^ + ';

iL
dx.m-\-n

+
«/»

dx'm-\-n

15*

I
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Hieraus sind die n Unbekannten A^ . . . A „ zu eliminieren,

und man erhält m Gleichungen, die mit den gegebenen n zu-

sammen zur Bestimmung der m -\- n Unbekannten x^ ... Xm^n
dienen.

167. Lagranges Hegel zur Bestimmung der Extreme

mit Nebenbedingungen. Die Anwendung der Faktoren A

hat uns bisher nur dazu gedient, eine Elimination durch eine

andere zu ersetzen, was kein besonderes Interesse bietet-, doch

läfst uns die Betrachtung dieser Faktoren einen wichtigen

Satz aussprechen. Würden die Variabelen x^ ... x^^n alle

unabhängig sein, so würde die Bedingung des Maximums oder

Minimums der Funktion F die Gleichungen ergeben:

^Z_o ^ = 0... ^^- =

In unserem Falle handelt es sich aber um ein relatives

Maximum oder Minimum, indem die Variabelen x^,..Xm-{-n

durch die Gleichungen (1) verbunden sind. Die Gleichungen

(4) lehren nun:

Um die FunMion F{x^ . . . Xmy ocm+i .». Xn) unter den Neben-

Bedingungen

(1) /; = 0, /; = 0, . . . /; =
m einem Maximum oder Minimum zu machen ^ lüde man die

FunMion:
^ = F+A,/, + A, /; + ••. +A„/;

und differentiiere sie, indem man die A als konstant betrachtet.

Alsdann liefern die m -\- n Gleichungen:

^ = ^ = • • •

^^
==

zusammen mit den n Gleichungen (1) m -\- n Gleichungen zur

Bestimmung von x^jX^j ... Xm^fw

Wir fügen noch zum Schlufse hinzu, dals es in vielen

Fällen auch zweckmäfsiger ist, die Funktion F{x^yX2..»Xm-{-n)

von vornherein als eine explicite Funktion von m Variabelen

zu behandeln, was" gestattet ist, indem man sich die n übrigen

als Funktionen dieser m auf Grund der gegebenen n Glei-

chungen dargestellt denkt. So sind wir bei einigen der oben

behandelten Beispiele vorgegangen.
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Theorie der ebenen Kurven,

168. Gleichungen einer Kurve. Eine und dieselbe ebene

Kurve kann auf die verschiedensten Weisen analytisch durch

eine oder mehrere Gleichungen dargestellt sein. Die häu-

figsten Darstellungsformen sind:

a) hei rechtwinkligen Koordinaten (x^y). *

1. Die Kurvenordinate y ist als Funktion der Abscisse x

gegeben

:

y = f(x).

2. Abscisse und Ordinate x und y sind durch eine Glei-

chung verknüpft:

Diese Darstellungsform läfst sich geometrisch dadurch deuten,

dafs man die Fläche

z == F{x, y)
durch die Ebene

schneidet.

3. Abscisse x und Ordinate y sind als Funktion eines

Parameters t gegeben:

^ = 9(0; y = t{t).

Man vergleiche hierzu die Bemerkung in Nr. 78. Besonders

empfiehlt sich häufig der analytischen Eleganz halber die

Bogenlänge s einer Kurve als Parameter t zu wählen.

b) hei Folarkoordinaten (q, co):

4. Der Radiusvektor q ist als Funktion des Winkels (o

gegeben:

Von einer der Formen 1. bis 3. geht man zur Gleichung der

Kurve in Polarkoordinaten über durch die Transformation:
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Zieht man durch den Punkt {x, y) senkrecht zur Tan-

gente eine Gerade, so erhält man die Normale der Kurve im

Punkte (x, y). Ihre Gleichung ist:

Normale: rj — y = , • (| — x).

2. Ist F{x, y) = die Kurvengleichung, so wird (Nr. 75):

il^ dx + l^M ay = 0.

Also wird der Richtuugskoeffizient der Tangente:

dJF
dy dx
dx "" ~" TW '

dy

indem wir die Annahmen der Nr. 75 als erfüllt ansehen. Also

wird bei dieser Form der Kurvengleichung die Gleichung der

Tangente: ^ (^ - ^) + |^ (^ — ^) = 0,

Normale: ~,^ = ^^/ .

Setzen wir bereits die ersten Nummern des neunten Ka-

pitels als bekannt voraus, so können wir das letzte Resultat

auch geometrisch einsehen. Nach Nr. 253 ist die Tangential-

ebene an die Fläche z = F{xj y) im Punkte (Xy y, z)

:

Also ist die Tangentialebene im Punkte (ic, «/, 0):

Schneiden wir diese Ebene aber durch die Ebene unserer

Kurve F(Xy y) = 0, d. h. durch die Ebene:

e = o,

so ist die Schnittgerade die Tangente an die Kurve i^(Ä;, y) =
und also ihre Gleichung:

wie oben.

3. Sind endlich die Kurvengleichungen x= q)(t), y= 'ip(t\

so wird:
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dy ^'{t) dy dx
dx cp' {t) dt ' dt

sobald (p und ^ nebst ihren Ableitungen an der gerade fixierten

Stelle t bestimmte endliclie Werte haben. Also erhalten wir:

Tangente: ^-^^^-^,
dt dt

Normale: -^ . (^ — x) +
J^;

- {rj — y) = 0.

Zu den früheren Voraussetzungen ist noch hinzuzufügen:

Die Gleichungen in Nr. 2 verlieren ihre Bedeutung, wenn

FJ und Fy beide verschwinden, die in Nr. 3 verlieren ihren Sinn,

wenn ^r und 3? beide verschwinden.
dt dt

170. Subtangente und Subnormale. Wir hatten schon

Gelegenheit (Nr. 39) die Strecken zu definieren, welche man

die Länge der Tangente oder die Länge der Normalen nennt,

^. „^ und wir haben auch die Definitionen
Flg. 27.

der Silbtangente und der Subnormale

erwähnt. Sind die Axen rechtwink-

lig, ist ferner M der Berührungspunkt,

MP seine Ordinate, T und N die

Punkte, in denen die Taugente MT
und die Normale MN die Abscissen-

axe schneidet, so wollen wir kurz mit T und N die Längen

MT und MN auf der Tangente und auf der Normalen be-

zeichnen, mit T und N die Subtangente TP und die Sub-

normale PN. Alsdann ergeben die rechtwinkligen Dreiecke

PMT und PMN, in denen die Winkel MTP und PMN zur

trigonometrischen Tangente den Wert ^^ haben:

^ y dy' ^ y dx'

und dieselben Dreiecke ergeben auch:

T=yy^+ r\ N = Vy' + N'^

,

folglich:

dy ' dx

Es mufs bemerkt werden, dafs die Ausdrücke für T und
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N' positiv oder negativ sind, je nachdem die Richtungen TF
und PN mit der positiven Richtung der Abscissenaxe oder

mit der entgegengesetzten zusammenfallen.

171. Asjrmptoten. Wir definieren:

Definition. Eine Gerade keifst eine Asymptote eines

Kurvenzweiges j welcher sich ins Unendliche erstreckt, wenn die

Entfernung eines Kiirvenptmhtes M von der Geraden nach dem

Grenzwerte null Jconvergiert^ während der Funhty indem er stets

auf der Kurve bleibt, unbegrenzt hinausrücJct.

Es ist leicht zu sehen, dafs die Asymptote im allgemeinen

die Grenzlage wird, welcher sich die Tangente im Punkte M
immer mehr nähert, wenn M ins Unendliche rückt, nämlichi

stets dann, wenn solch eine C4renzlage überhaupt vorhanden ist.

Denn nehmen wir an, dafs die Kurve einen Zweig hat, der

sich ins Unendliche erstreckt , und dabei eine Asymptote besitzt,

welche nicht parallel zur y-Axe ist, vielmehr die Gleichung

(1) ^=^| + /^

hat. Die Entfernung des Punktes x, y der Kurve von dieser

Asymptote ist
y— gx — h

Vi + 9'

Nach unserer Annahme ist nun:

lim y— gx— h ^ ^x=cß yi_j_^2
^

also auch:
lim (y — gx — h) = 0.

X= cc

Dividiert man durch x, so folgt:

lim f— — gj — lim — == oder: lim (— — g) = 0;

das heifst:

(2) ^^--9-
Sodann folgt:

(3) lim (y — gx) = h.

Es gilt also der

Satz. Damit eine Kurve y= f(x) eine Asymptote besitzt, die

nicht der y-Axe parallel ist, ist notwendig und hinreichend, dafs
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der Quotient ~ für a; = oo einen bestimmten endlichen Grenz-

wert g hat, und dafs dann y — gx ebenfalls für x = oo einen

bestimmten endlicJien Grenzwert h hat. Ist beides der Fall, so ist

y = gx + h

die Gleichung der Asymptote.

Betrachten wir nun die Gleichung der Tangente an die

Kurve, nämlich

-- ist ein Quotient, dessen Zähler und Nenner im allgemeinen
cc

beide gleichzeitig unendlich werden. Sollte für a? = oo etwa

y = f{x) einen endlichen Grenzwert A haben, so drehe man

das Koordinatensystem um den Winkel a. Sind dann x^ und y^

die Koordinaten des Punktes M in Bezug auf das neue Koor-

dinatensystem, so wird:

rci = rr cos tt -\- y sina,

y^ = — X ^ma -\- y cos a,

und daher wird mit x auch x^ unendlich und

lim 2/1
= lim (— rr sin a + ?/ cos «) = 00

iCj =00

ebenfalls unendlich. Wir können also immer annehmen, dafs

für a; = c» auch y = 00 wird. Nach Nr. 130 ist aber dann

stets dy

lim - = lim ——

,

X 1
iC= 00 X= CO

sobald lim -^ = lim f {x) überhaupt einen bestimmten Grenz-
(tX

wert hat, folglich ist

lim :3^ = g-dx ^

Ferner hat man

lim (y — gx) = lim ~
^ X

X

Zähler und Nenner dieses Quotienten verschwinden für a; = c».

Indem man also die Regel der Nr. 130 anwendet, wird
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dx

lim (y — gx) = lim
\

= lim («/ — ^^) '

also ist

Wir sehen also:

Besitzen lim -^ und lim ly — x -^) bestimmte endliche

X= <X) X= CX)

Werte g und h, so ist die Asymptote

y = gx + h

die Grendagey welche die Tangente für r» = c» annimmt.

Wenn indessen die Tangente für a; = oo keine bestimmte

Grenzlage besitzt, so ist, selbst wenn es eine Asymptote giebt,

diese nicht mehr als Grenze der Tangente anzusehen.

Ein Beispiel für diesen letzteren Fall liefert die Gleichung

y = . Die a?-Axe ist hier eine Asymptote der Kurve;
XX

-j konvergiert nach 0, wenn x unendlich wird, aber y — x'
(XX (t X

ist unbestimmt für ir = oo

.

172. Art und Ordnung der Berührung von Kurve und
Tangente. Wir betrachten die Kurve y = f(x) in der Um-
gebung einer festen Stelle x und setzen voraus, dafs die Funk-

tion f(x) nebst den Ableitungen bis zur oi*^^ Ordnung in der

Umgebung der Stelle x bestimmte endliche Werte hat. Dann

gilt der verallgemeinerte Mittelwertssatz der Nr. 112:

(1) f(x+ h)^fix)+nx).^ + - + f^'-^\x)-^^, + B„.

Bn ist proportional h^ , nämlich:

Hn = ^/-(»'(^ + efe).

Wir betrachten nun die Fig. 28 auf der folg. Seite, welche

unsere Kurve y = f(x) in der Umgebung der Stelle (x^ y) dar-

stellen möge. Es ist wieder x = OB, y = BM und BB' = h

gesetzt. Die Abscisse des Punktes M' der Kurve sei:

Xi = X -{- h

und die Ordinate des Punktes M':
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2/1 = f{=o + h) = M'F'.

Die Gerade M' F' schneide die Tangente in M im Punkte m.

Wir nennen ri^ die Ordinate der Tangente, welche der Abs-

cisse I = 0^1 entspricht. Dann ist:

ri^ = mP'.

Es kommt uns nun hier an auf

die Differenz von Kurven- und Tan-

gentenordinate, also auf die Gröfse:

2/i
— i?i = mM.

Setzen vrir in die Gleichung der Tangente

^ = x^ = X -\- li j 'i] = ri^ ein, so erhalten wir als Wert von ri^i

(2) %=n^) + rw-/^.
Der Wert von i/i = fip + ^) '^^^^ ^-ber durch (1) ge-

geben, subtrahiert man also (2) von (1), so erhält man den

gesuchten Ausdruck:

mM' = y,-n^ = fix) ^ + • • + /•<"-» W- (S)! + ^'-

Die Differenz mM' ist also eine Funktion von h, welche

an der Stelle h = verschwindet. Dies ist auch geometrisch

evident. Unsere Formel lehrt uns aber noch mehr. Die nie-

drigste Potenz von h^ die rechter Hand auftritt, ist die zweite.

Ja, wenn f\x) null ist, kann sich diese Zahl noch erhöhen.

Es möge die erste an der Stelle x nicht verschwindende Ab-

leitung die ft + V^ sein, und es sei fi + 1 < n. Dann wird:

und ft ist eine ganze positive Zahl, nicht kleiner als 1. Aus

der letzten Gleichung folgern wir, dafs

eine endliche von null verschiedene Zahl ist. Folglich wird

(122) die Differenz y^ — ni = '^^' ^^^ ^ ^^^^ "^^^ ^®^ ^^^'

nung fi + 1 ^ 2

.

An Stelle der Strecke mM' kann man auch den Abstand
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M'Q des Kurvenpunktes von der Tangente einführen. Es ist,

vrenn der Winkel PTQ zwischen Tangente und Abscissenaxe

mit a bezeichnet wird:

tg cc = y\

Aber auch V_mM'Q ist gleich cc. Mithin wird:

MQ = M'm' cos a = ^'^'___
.

y^ + y"

Mithin wird auch

,. M'Q 1 ,. M'm
lim —:rT ==

,
lim ——

r

endlich und von null verschieden; d. h. auch M'Q wird von der

Ordnung ft + 1 ^ 2 null mit li. Wir haben also zunächst den

Satz. Ist die Funktion f(x) nebst ihren Ableitungen in

der Umgebung der Stelle x stetig, und zieht man an den Funkt

(Xj y) der Kurve y = f(x) die Tangente , so wird der Abstand

des Kurvenpunktes, dessen Abscisse o; + A ist, von der Tangente

mit h null von mindestens der zweiten Ordnung.

Man nennt nun die Zahl ft die Ordnung der Berührung

von Kurve und Tangente im Punkte (jc^y). Im allgemeinen

also, wenn f'(x)=^0 ist, ist die Ordnung der Berührung 1,

ist aber f"{x) = und f"{x) =j= 0, so ist sie 2, und sie ist

allgemein ^i, wenn:

r {x) = 0, rix) = . . . /C")(:r) =
;

/•C"+i)(:r) 4= 0.

Es besteht nun ein wichtiger Unterschied, je nachdem ^
eine gerade oder ungerade Zahl ist. Ist fi ungerade, wie in

dem gewöhnlichsten Fall ft = 1, so ist /Lt + 1 gerade. Setzen

wir daher in (3) w = ji- + 2, so wird:

(4) mW ^y^-n,^ }f+^ .

f'^--^ + R,+,.

Da nun (114) für hinreichend kleines h das Vorzeichen der

rechten Seite mit dem des ersten Summanden übereinstimmt,

so wechselt für ungerades ^ die Differenz
«/i
—

fli ihr Zeichen

nicht mit h. Der Punkt M' wird also auf derselben Seite

der Tangente bleiben, mag man nun F' rechts oder links

von F annehmen. Wir sehen:

Bei einer gewöhnlichen Berührung (d, h. bei einer solchen

erster Ordnung) bleibt die Kurve in der Umgebung des Be-
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rührungspunldes auf derselben Seite der Tangente. Das Gleiche

gilt für jede Berührung ungerader Ordnung.

Ist dagegen ft gerade, so wird
f* + 1 ungerade, und die

Differenz y^ — ly^ wechselt nach (4) ihr Zeichen mit h, folglich

wird der Punkt M' von der einen Seite der Tangente auf die

andere übergehen, wenn der Punkt P' von der linken zur

rechten Seite von P hinüberwandert:

Bei einer Berührung gerader Ordnung geht die Kurve von

der einen Seite der Tangente nach der anderen herüber.

Man nennt einen Punkt M dieser Art einen Inflexions-

punict oder Wendepunkt der Kurve. Man vergl. die Fig. 29.

p. 29 Dreht man die Tangente um M,
so sieht man, dafs die entstehende

^ ^^ri——:.^^ Sekante die Kurve in noch zwei

Punkten M' und M'' schneidet.

Damit ein Wendepunkt auftritt mufs mindestens ft = 2 sein.

Ein Wendepunkt tritt also auf, wenn:

Er tritt aber auch auf, wenn:

f"ix) = o, f"'{x) = o, rix)^o, r(x)^o.

Aber nicht, wenn etwa /"" = f" = aber f^^ =|= ist.

Wir erkennen:

Sieht man von den Fällen ^ in denen Ableitungen unstetig

werden y ab, so werden die WendepunUe der Kurve y = f{x)

gefunden, indem man die Wurzeln der Gleichung:

fix) =
aufsucht. Ist X eine solche Wurzel und die erste der folgenden

Ableitungen, die für diesen Wert von x nicht verschwindet, von

ungerader Ordnung, so haben wir einen WendepimJct an der

Stelle Xy ist jene Ableitung von gerader Ordnung, so befindet sich

an der Stelle x kein Wendepunkt.

173. Konkav und konvex. Man sagt, dafs eine Kurve

in einem ihrer Punkte M in Bezug auf eine gegebene Gerade

konkav ist, oder dafs sie ihre konkave Seite der Geraden zu-

wendet, wenn sie in der Umgebung von M ganz innerhalb

des spitzen Winkels gelegen ist, welchen die Tangente in M
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mit der gegebenen Geraden bildet. Dagegen ist sie Jconvex

im Punkte M, oder sie kehrt ihre Tionvexe Seite nach der

Geraden, wenn sie in der Umgebung dieses Punktes ganz

innerhalb des stumpfen Winkels zwischen der Tangente in M
und der Geraden sich befindet.

Die in Nr. 172 erhaltenen Resultate geben uns ein Mittel,

um zu entscheiden, ob eine Kurve in einem gegebenen Punkte

ihre konvexe oder konkave Seite der a:-Axe zuwendet. Nehmen
wir zunächst an, dafs die Axen rechtwinklig sind. Man ersieht

aus der Figur 28, dafs die Konkavität oder Konxexität vor-

liegt, je nachdem die Ordinate M'P'= y^ kleiner oder gröfser

ist als die Ordinate mP' = rj;^ der Tangente. Der Unterschied

zwischen beiden ist mM' = y^ — rj^. Nach Nr. 172, Glei-

chung (3) ist aber:

Im Falle, dafs die Kurve konkav ist gegen die a;-Axe, ist also

auch der Ausdruck

W ""

(^ + 1)!

negativ, im entgegengesetzten Falle positiv. Dabei ist jedoch

immer vorausgesetzt, dafs y positiv ist, und es ist leicht ein-

zusehen, dafs bei negativem y genau das Gegenteil stattfindet.

Bezeichnen wir aber die Richtung der abnehmenden y als

eine Richtung nach unten ^ so ist der Ausdruck (1) in jedem

Falle positiv, wenn die Kurve nach unten konvex ist; negativ,

wenn sie nach unten konkav ist. Ist also ^= 1, also f'\x) =(= 0,

so sehen wir, da h^ immer positiv ist:

Dem positiven Vorzeichen von f"{x) entspricht^ dafs die Kurve

y = f{x) m beiden Seiten von M nach unten honvex istj dem

negativen das Gegenteil.

Die konvexe Seite bleibt zu beiden Seiten von M die-

selbe, wenn f\x) zwar null, aber die Ordnung fx- der Berüh-

rung von Kurve und Tangente ungerade ist. Ist dagegen

f"(x) null und ^i gerade, so ändert der obige Ausdruck (1)

sein Zeichen mit h. Also geht in einem solchen Punkte die

Konkavität in Konvexität über und umgekehrt. Ein solcher

Punkt ist aber ein Wendepunkt, also erkennen wir:
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In einem WendepunUe geht die Konkavität in Konvexität über,

174. Beispiele.

1. Für die Kurve, deren Gleichung in Bezug auf recht-

winklige Koordinaten

y = sinx
ist, wird

dx ' dx- ^ y dx^

Die Kurve ist also beständig konkav nach der a;-Axe

gerichtet, und die Punkte, in denen sie diese Axe schneidet,

sind Wendepunkte. Man vergleiche Figur 4 pag. 9.

2. Für die Kurve, deren Gleichung in rechtwinkligen

Koordinaten

y ^= tang x
ist, wird

dy 1 d^y 2tangÄ; 1 d^y 2

dx C08*ic dx^ cos'^x' y dx^ cos^ic

Die Kurve kehrt also beständig ihre konvexe Seite der

Abscissenaxe zu, und ihre Schnittpunkte mit dieser Axe sind

Wendepunkte. Man vergleiche Figur 5 pag. 9.

3. Die Kurve, deren Gleichung in rechtwinkligen Ko-

ordinaten
x^ — X

y ~~ Vx^j^
ist, hat die Ableitungen

^-1 _ 3a;* + 6a;^ —

1

d^y __ 24 {x — x^)

dx ~~
(3a;2 + 1)^ ' dx^' ~ {Sx^ + 1)»

'

1 d^y 24

~ydx^~ ~ ~
(3a;* + 1)**

Die Kurve kehrt beständig ihre konkave Seite nach der

ir-Axe. Sie hat drei Wendepunkte, welche auf der ic-Axe ge-

legen sind, mit den Abscissenwerten x = — 1,0, + 1? ^i^

zugehörigen Werte von -j- sind — , — 1 ; v *

§ 2. Homogene Koordinaten.

175. Pormale Definition. Anstatt die geradlinigen Ko-

ordinaten eines Punktes der Ebene, wie früher, durch die

Buchstaben x. y zu bezeichnen, nennen wir sie jetzt —
^

, -J'
' Xo Xa
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Eine der drei Yariabelen bleibt nach Fixierung des Punktes

noch immer unbestimmt, z. ß. x^. Würden wir über dieses

z. B. so verfügen, dafs wir es gleich 1 setzten, so erhielten wir

unsere bisherige Bezeichnungsweise. a?i, a^g, x^ heifsen die homo-

genen Koordinaten eines Punktes der Ebene; denn es wird jede

Kurvengleichung durch diese Darstellung der Punktkoordi-

naten zu einer homogenen, was häufig von grofsem Werte ist.

Sind die Koordinaten mit -^ und -~ bezeichnet, so erhält die

Gleichung irgend einer Kurve die Gestalt

(1) f(x^,x.,,x;) = ^,

wobei nun f eine Form — d. h. homogene Funktion — der

drei Variabelen x-^^x^, x^ bezeichnet, die man, wenn die ursprüng-

liche Gleichung eine ganze rationale Funktion in x^ und x^ war,

durch Multiplikation mit einer Potenz von x^ auch in eine

ganze rationale Form von x^^x^^x^ verwandeln kann. Jedem

Punkte der Ebene entspricht ein und nur ein Wertsystem

{x^ : X2 : iCg), welches von (0:0:0) verschieden ist, und umgekehrt

jedem von (0:0:0) verschiedenen Wertsysteme (x^ : X2 : x^) ein

und nur ein Punkt der Ebene. Man sagt, dafs auch das Wert-

system (iPj : iPg : 0) einen bestimmten Punkt der Ebene, nämlich

einen unendlich fernen Punkt vorstellt. Geht man von einem

Punkte der Kurve zu einem andern Punkte, so kann man
willkürlich x^ als konstant, oder auch als veränderlich an-

nehmen; denn es sind immer nur die Verhältnisse — und -*
x^ x^

vermittelst der Gleichung für jeden Punkt bestimmt.

Wird die Gleichung (1) differentiiert, ohne dafs eine An-

nahme über iCg gemacht wird, so erhält man

Die Identitäten

x^ == xx^j X2 = y^sf

in welchen x^ von null verschieden angenommen ist, ergeben:

dx^ = x^dx + xdx^j dx^ = x^dy + ydx.;^^

und folglich wird die Gleichung (2):

^B [|f dx + IL ay\ + '^ r^, IL + jc, IL + ^, 1^1 = 0.

Serret, Diff.- u. Integral-Rechnung. I. 2. Aufl. 16
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Es ist aber, wenn n den Grad der homogenen Funktion

angiebt (84 und 139):

(^) ^1 ^, + ^2 '^^ + ^3 |£ = ^/"(^l , ^2; ^3) = 0-

Hieraus folgt:

(4) li^- + !i/y-^-

Setzen wir noch | = J^, 7^ = |-, so wird bei den üblichen

Bezeichnungen die Gleichung der Tangente:

oder gemäfs der Gleichung (4):

Ik _ ^i) K j_ (k _ ^A iL _ 0.
\|3 xJ bx^ V^3 xJ dx^

Setzen wir in dieser Gleichung x^ ^ h ^2 p)
= — ^3 ^~ nach

Gleichung (3), so wird die Gleichung der Tangente einfach:

176. Eine geometrische Deutung. Die vorstehende Ent-

wickelung ist einer geometrischen Interpretation im Räume

fähig, zu deren Verständnis jedoch die vorherige Lektüre der

Artikel 251-253 erforderlich ist.

Die Punkte des Raumes B seien durch gewöhnliche

Parallelkoordinaten {x^, x^j x^ bestimmt und der Koordi-

natenanfang (0, 0, 0) des Koordinatensystems. Parallel zur

a^iiTg- Ebene legen wir durch den Punkt x^=-l der i^g-Axe

eine Ebene E:
x^ = 1,

und in dieser bilden wir uns ein System von Parallelkoordi-

naten {x, y), dessen Anfangspunkt im Schnittpunkte der Ebene

und der iCg-Axe liegt und dessen x- und y-Axe bezw. der

i^i" und 0^2 -Axe des räumlichen Koordinatensystems parallel

sind. Für die Punkte im Endlichen der Ebene E ist also

x^ = Xj X2 == y, x^= 1. Es sei jetzt P irgend ein Punkt

der Ebene E. Wir verbinden ihn mit durch die Gerade g,

deren Gleichungen in Raumkoordinaten
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* = ic, ~ = yXq x^

sind. Diese Gleichungen sind aber gerade die Substitutions-

gleichungen, welche von den gewöhnlichen Parallelkoordinaten

{x,y) der Ebene E zu den homogenen Koordinaten {x^'.x^-.x^

der Ebene E führen.

Durch unsere Interpretation erscheinen also die homogenen

Koordinaten der Ebene E als die rechtwinhligen Koordinaten

des Baumes R.

Dabei wird jedem Punkte P der Ebene E eine und nur

eine durch gehende Gerade g des Raumes R zugeordnet —
nämlich die Verbindungslinie von und P — und umgekehrt

jeder durch gehenden Geraden g des Raumes R ein und

nur ein Punkt P der Ebene E^ nämlich der Schnittpunkt der

Geraden g mit der Ebene or^ = 1. Im Besonderen wird jedem

durch gehenden Strahle der ^jOTg-Ebene

f = C, «=3 =
ctg

ein bestimmter, unendlich ferner Punkt P der Ebene E ent-

sprechen, welcher durch den Quotienten - = C festgelegt ist.

Ist nun f(x, y) = die Gleichung einer Kurve C in der

Ebene E^ so verbinden wir ihre sämtlichen Punkte mit dem

Punkte durch die Geraden g-^ die Gesamtheit dieser Geraden

bildet einen Kegel K:

' \x„ xj 0,

welcher auch

/ {^X^ , X2 y Xq) = U

geschrieben werden kann, wenn- /"(.^i, iCg, %) eine Form be-

deutet, welche mit /*( -, -—) gleichzeitig verschwindet. Die
\ ^^3 X^/

Gleichung

^'dx,^ ^^dx,^ ^^dx,~^

giebt für Parallelkoordinaten iCjiCgiCg die Gleichung derjenigen

Ebene (vergl. Nr. 253), welche den Kegel K in der Geraden g

*^l «^2

X
= ^; .: = y

16'
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berührt. Diese Ebene schneidet die Ebene E in der Tangente,

welche im Punkte {Xj y) an die Kurve C geht, und daher giebt

die obige Gleichung die Gleichung der Tangente an die Kurve C,

v^enn man x^^ix^: x^ als homogene Koordinaten der Ebene E
interpretiert. Dasselbe Resultat wurde in Nr. 175 durch Rech-

nung gefunden.

177. Beispiel. Betrachten wir den Fall der Kurven

zweiten Grades. Hier ist

ferner:

1 df
2 dx^

= CLi2^i ~r ^22 "^2 ~r ^28%'

1 ^ -P

2dx'
"^ ^31^1 + ^23^2 + %3^3-

Die Gleichung der Tangente im Punkte Xi,x._>,x^ wird also:

^iKl^l + «12^2 + «31^3) + 52K2^\ + 0^22^2 + «23^3)

+ 13(0^31^1 + '^28 ^2 + ^3^3) = 0.

Will man zur gewöhnlichen Bezeichnung der Koordinaten

zurückkehreo, so kann man x^^ 1, ?3 = 1? rr, = a;, x^ = y^

li
= ^, ^^ = 11 setzen.

178. Zwei Lehrsätze. Das in 175 gewonnene Resultat

führt ohne weiteres zu dem folgenden Satze:

Lehrsatz L Konstruiert man an eine ebene algebraische

Kurve von der Ordnung n aus einem beliebigen Punkt der Ebene

die Tangenten, so liegen ihre Berührungspunkte auf einer zweiten

algebraischen Kurve von der Ordnung n — 1

.

Denn ist die gegebene Kurve durch die Gleichung (1) der

Nr. 175 bestimmt, so genügen die Berührungspunkte {x^, x^^x^)

aller Tangenten, welche man von einem bestimmten Punkte

(li I2 y konstruieren kann, der Gleichung (5), und es ist

ersichtlich, dafs diese Gleichung eine algebraische Kurve von

der Ordnung n — 1 darstellt.

Nimmt man an, dafs der gegebene Punkt nach einander

alle Lagen auf einer gegebenen Geraden annimmt, so gilt der
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vorstellende Satz für jede dieser Lagen, selbst wenn der ge-

gebene Punkt ins Unendliche rückt. Ist die Gleichung der

Geraden

SO werden die Grenzwerte der Koordinaten ^g = 0, j^ = -,

und die Gleichung (5) erhält die Form

of df
f.«2^ — «ip^- ==0-

Man hat also den anderen Satz:

Lehrsatz IL Konstruiert man an eine algebraische Kurve

alle Tangenten j welche einer gegebenen Bichtung parallel sind,

so sind ihre Berührungspunlcte auf einer Kurve von der Ord-

nung n — 1 gelegen.

Bemerkung, Die beiden soeben bewiesenen Lehrsätze

bleiben nicht ohne Weiteres auch für nicht homogene Ya-

riabele gültig. Der zweite Satz läfst sich, wenn er erhalten

bleibt, auch für rechtwinklige Koordinaten sehr einfach be-

weisen.
-w~r . • iC

179. Wendepunkte. Wir bezeichnen mit ~ = ic und

^ = y die rechtwinkligen Koordinaten, mit u eine Form von
Xg

^1? ^2? ^3 ^^^ betrachten die Kurve, welche durch die Gleichung

(1) M ==

definiert ist. Zur Abkürzung setzen wir:

ferner:
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Ist n der Grad der Form u, so sind u^ und t/g Formen

vom Grade n — 1, und man erhält:

du^ = x^iii^^dx + u^idy) + {n — \)u^-^,

du.^ = x^{u^^ dx + «22 dy) + {n — 1) «^2 ^ *

Differentiiert man also die Gleichung (2), indem man x

als unabhängige Variabele ansieht, und reduziert man das

Resultat vermittelst derselben Gleichung (2), so folgt:

dxi^ dx + du^ dy + u^ d^y = 0,

oder:

(3) x^\}i^^{dxf + 2ui^dxdy + u.^2{(^yy] + ti^d^y = 0.

Die Bedingung für die Wendepunkte ist jetzt

(4) cPy = o,

und die Gleichung (3) reduziert sich auf

(5) ?^i, (dxf + 2u^^dxdy -\- u^^i^vf = ^•

Dabei ist indessen zu bemerken, dafs die Gleichung (5)

nicht die Gleichung (4) zur Folge hat, wenn 1(2 = ist. Die

Bedingung U2 = sagt zunächst aus, dafs die Tangente in

diesen Kurvenpunkten der Ordinatenaxe parallel ist, und wir

können, sobald u^=^0 ist, ohne Beeinträchtigung der All-

gemeinheit annehmen, dafs für solche Punkte nicht auch die

Gleichung (5) erfüllt ist. Anders aber ist es, wenn u^ =
und gleichzeitig u^ == ist, wie wir später sehen werden.

Eliminieren wir zunächst zwischen den Gleichungen (2)

und (5) die Differentiale dx und dy^ so folgt:

(6) «11^2'^ 2 1^12% ^^2 + ^22%*^ = ^?

und diese Gleichung kann noch vereinfacht werden. Denn

wenn man zwischen den vier identischen Gleichungen

(7) 71U -=14^X1 + U.^X2 + U^X^

und
r (W — 1) U^ = tliiX^ + U^^X^ + Wi3^3,

(8)
I

(n — 1) ^2 == ^<2i^i + «'22^2 + ^23^3;

[
(n — 1) «(3 = n.;^,X, + ?<32^2 + ^33^3

x^ y X2 und x.^ eliminiert, so findet man:
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wobei

f
iT(w) =«*llK2%3— «23')+ ^12(^23^*81— %2^33)+ «^13(«*21%2— W22«^3l)

i =«11^*22^^33+ 2%2^23%1— %l%3^-~ ^12^%3" ^22^13^*

Was auch immer die Gestalt der Form u sein mag^ der

Fall n == 1 kann stets vermieden werden, indem man u mit

einer Potenz von x^ multipliziert. Also reduziert sich ver-

mittelst der Identität (9) und der Gleichung w == die Glei-

chung (6) auf

(1.1) H{u) = 0.

Die Kurve II(u) = schneidet auf der Kurve u == die

Wendepunkte aus. Die Funktion H{u) ist die Determinante

der neun partiellen Ableitungen zweiter Ordnung, nämlich:

It 1 Wl 9 Wl

H{u) =
"12 ""13

"^21 ^22 ^''23

'31 '^"32 ^^33

^esse hat sie die Determinante der Funktion u genannt;

nach ihm heifst sie jetzt allgemein die üTessesche Determinante.

Sie ist der gemeinsame Nenner in den Ausdrücken, welche

man erhält, wenn man die Gleichungen (8) nach x^, x^^ x^

auflöst. Daraus folgt, dafs die Gleichung (11) auch immer

erfüllt ist durch diejenigen Werte von — , -~ , für welche die

Gleichungen

(12) Mi = 0, tf2 = 0, ^3 =
gleichzeitig bestehen.

Dies ist der Fall, den wir noch zu besprechen haben.

Wenn es auf der Kurve w = Punkte giebt, für welche

^2 = und gleichzeitig u^ = ist, so ist für solch einen Punkt

vermöge der Gleichung

auch u^ = 0. Diese besonderen Punkte, für welche d^y im

allgemeinen nicht null zu sein braucht, werden ebenfalls von

der Kurve ll{%i) = ausgeschnitten.
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180. Ein Satz von Hesse. Nehmen wir an, dafs die ge-

gebene Kurve algebraisch und u eine ganze rationale Form
der Ordnung n ist; die Gleichung (6) wird vom Grade 3w— 4,

während die Gleichung (11) nur vom Grade 3(w— 2)= 3n — 6

ist. Wenn man die imaginären Lösungen, welche zwei Glei-

chungen besitzen können, als Darstellung für einen imaginären

Schnittpunkt der beiden durch diese Gleichungen gegebenem

Kurven betrachtet, so kann man folgenden, zuerst von Hesse

gegebenen Satz aussprechen:

Lehrsatz I. Die Wendepurikte einer algebraischen Kurve

von der Ordnung n werden durch eine zweite algebraische Kurve

von der Ordnung 3(n — 2) ausgeschnitten.

Wenn nun die Koeffizienten in der Gleichung der Kurve

u = ganz allgemein bleiben, derart, dafs zwischen ihnen

keinerlei Relationen existieren, so können auch die Glei-

chungen (12) des vorigen Paragraphen keine gemeinsame

Lösung besitzen. Folglich werden sämtliche Schnittpunkte

der Kurven (1) und (11) Wendepunkte der Kurve u. Anderer-

seits weifs man, dafs nach dem JBezout^ohQn Satze die Elimi-

nation einer der Yariabelen zwischen den Gleichungen (1)

und (11) auf eine Endgleichung führt, deren Ordnung gleich

dem Produkte aus den Ordnungen der beiden Gleichungen ist;

man hat also den

Lehrsatz IL Eine algebraische Kurve von der Ordnung n

mit allgemeinen Koeffizienten hat 3n(w — 2) Wendepunlde.

Im Besonderen erkennt man, dafs die Kurven zweiter Ord-

nung keine Wendepunkte haben, was bekannt ist, und dafs

eine Kurve dritten Grades im allgemeinen neun reelle oder

imaginäre Wendepunkte besitzt.

Die Identität (9), in welcher u^^u^ — 2u^2^iU2 -\- u^^'^i^

vom Grade 3n — 4 und H(ii) vom Grade 3m — 6 ist, lehrt,

dafs die Kurve u^^u^^— 2 1^,2^1%, + ^^22^1^ = ^ ^^^ u= nicht

nur die 3n — 6 Wendepunkte ausschneidet, sondern auch die-

jenigen 2n Punkte, in denen x,^^ == die Kurve schneidet.

Dies sind die n unendlich fernen Punkte der Kurve, ein jeder

doppelt gezählt.
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§ 3. Singulare Punkte.

181. Definition eines singulären Punktes. Betrachten

wir (Fig. 30) eine Kurve in einem Punkte M. Im Allgemeinen

wird durch den Punkt M nur ein be-
Fig. 30.

stimmter, stetiger Kurvenzug m Mm
hindurchgehen^ und auch die Tangenet

TT' wird ihre Richtung stetig ändern,

wenn ihr Berührungspunkt M den

Bogen m Mm durchläuft. Ein solches

Kurvenbild bietet keinerlei Besonder-

heiten und von diesem geometrischen Standpunkte aus defi-

nieren wir daher:

Definition. Wir sagen der KtirvenpunM M hat eine all-

gemeine Lage, wenn 1) durch ihn ein und nur ein bestimmter

Kurvensug m'Mm hindurchgeht, welcher in der Umgebung von M
stetig ist, und wenn 2) auch die Tangente im FunMe M und

seiner Umgebung ihre JRichtung stetig ändert

Einen Punkt M, der nicht eine allgemeine Lage hat,

nennen wir einen singulären Punkt. Wir definieren also weiter:

Wenn dagegen der Kurvenpunht M auch nur eine der beiden

eben gestellten Forderungen nicht erfüllt, so heifst er ein singidärer

Punht der Kurve.

Man kann immer annehmen, dafs die Tangente, wenn M
den Bogen m'Mm durchläuft, nicht einmal der Ordinatenaxe

parallel wird, sobald der Punkt M eine allgemeine Lage hat.

Ist daher die Gleichung der Kurve in der Form y = fipc)

gegeben und sind die Koordinatenaxen nicht unglücklich

gewählt, so ist ein Punkt, dessen Abscisse x = a ist, von

allgemeiner Lage dann und nur dann, wenn die Funktion f{x)

in der Umgebung der Stelle x =^ a nebst ihrer ersten Ab-

leitung stetig ist.

Beschreiben wir zur weiteren Veranschaulichung um den

Kurvenpunkt M als Mittelpunkt einen Kreis, der in die Um-
gebung des Punktes M hineinfällt, so ist M von allgemeiner

Lage, wenn 1) der Kreis die Kurve in zwei und nur zwei

Punkten m und ni schneidet, und wenn 2) der Winkel im'Mm,
den die Radien nach den beiden Schnittpunkten mit einander
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Fig. 31.

Fig. 32.

bilden, der Grenze % zustrebt, wenn der Radius des Kreises

null wird. Ist nur eine dieser zwei Bedingungen nicht erfüllt,

so ist M ein singulärer Punkt.

Wir wollen jetzt einige Arten von singulären Punkten

beschreiben, die auftreten können.

182. Aufzählung einiger singulärer Punkte. 1. Vielfache

Punhte. (Fig. 31). Man nennt einen Punkt einen vielfachen^

wenn mehrere Zweige der Kurve durch ihn

hindurchgehen, mögen sich diese unter ein-

ander berühren oder nicht. Der Kreis, welcher

aus einem vielfachen Punkte als Mittelpunkt

beschrieben ist, schneidet die Kurve in mehr

als zwei Punkten.

2. Bückkehrirnnkte oder Spitzen. (Fig. 32).

Rückkehrpunkte (oder Spitzen) heifsen die-

jenigen Punkte einer Kurve, in welchen zwei Zweige der

Kurven endigen und dabei eine gemeinsame Tangente haben.

Der Kreis, welcher

aus einem Rück-

kehrpunkt als Zen-

trum beschrieben

wird, schneidet die

Kurve nur in zwei

Punkten-, aber die Radien, welche zu diesen beiden Punkten

führen, bilden mit einander einen Winkel, der mit dem

Radius des Kreises null wird.

Man unterscheidet Rückkehrpunkte von zweierlei Art.

Der Rückkehrpunkt heifst von der ersten Art oder eine ge-

ivöhnliche Spitze, wenn die beiden Kurvenzweige auf ver-

schiedenen Seiten der gemeinsamen Tangente sich befinden,

dagegen von der zweiten Art oder eine ScJmdbelspitze , wenn

sie auf der nämlichen Seite der Tangente liegen.

3. Isolierte PunJcie. Isolierte Punkte heifsen diejenigen,

in deren Umgebung kein anderer Punkt der Kurve liegt. Der

aus einem isolierten Punkt als Zentrum beschriebene Kreis

schneidet bei hinlänglicher Kleinheit des Radius die Kurve in

keinem Punkte.
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4. Endpunkt. (Fig. 33). Ein Endpunkt Fig. 33.

ist ein Punkt, in welchem ein einziger

Zweig der Kurve plötzlich abbricht. Der

Kreis, welcher mit einem hinlänglich kleinen

Radius aus solch einem Endpunkte als

Zentrum beschrieben ist, schneidet die

Kurve nur in einem Punkt.

5. JEckpunU. (Fig. 34). In einem Eckpunkte endigen zwei

Zweige der Kurve, welche in diesem Punkte verschiedene Tangen-

ten haben. Der Kreis, beschrieben aus ^. ^^

solch einem Eckpunkte als Zentrum,

schneidet die Kurve in zwei Punkten;

aber die Radien, welche durch diese

Punkte gehen, bilden einen Winkel,

der sich von zwei rechten oder von

null um eine endliche Gröfse unter-

scheidet.

. Die vorstehende Aufzählung erschöpft keineswegs alle

möglichen Arten von Singularitäten. Die genannten Fälle

sind vielmehr solche, welche sich besonders häufig darbieten,

übrigens auch zum Teil gleichzeitig eintreten können. Wir
geben jetzt für jede der genannten fünf Arten von singulären

Punkten ein Beispiel.

183. Beispiel eines Doppelpunktes und eines isolierten.

Punktes.

Wir betrachten die Kurve:

y = (x — a)yx — h.

In dieser Gleichung haben wir auf der rechten Seite zwei

Vorzeichen zu unterscheiden; streng genommen wird demnach

unsere Kurve erst durch die zwei Gleichungen dargestellt:

y = {x — a)
\ Yx — h

\

und y = — (x — a)
|

]/ic— 6
|

,

deren jede einen Zweig unserer Kurve liefern. Die beiden

Zweige, die übrigens symmetrisch zur x-A's.e verlaufen,

machen zusammengenommen das aus, was wir schlechthin die

Kurve y = (x — d) Yx — h nennen. An der Stelle x = a

wird 2/
== für beide Kurvenzweige. Im Punkte {a, 0) ver-
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einigen sich also die beiden Kurvenzweige. Die Tangenten-

richtung bestimmt sich aus:

/ =^yx— h -\ •

»^ ' 2yx—-b

Im Besonderen wird für x = a:

dx ^

Ist daher 1) a > 6, so haben wir den zwei Vorzeichen von

ya — h entsprechend an der Stelle x == a zwar nur einen

Kurvenpunkt (a, 0), aber zwei verschiedene Tangenten.

Betrachten wir nun unsere Kurve auch in der Umgebung
des Punktes M= (a, 0). Damit y einen Wert hat, mufs x'^h
sein. Setzen wir x = h, so wird y = für beide Kurven-

zweige und ^^ gleich + c» für den oberen, gleich — c» für

den unteren Kurvenzug. Der obere Kurvenzweig geht also

von dem Punkte (h, 0) unter einem Winkel von 90^ nach

oben, der untere Kurvenzweig unter einem W^inkel von 90^

nach unten. Beide Kurvenäste gehen also im Punkte (6, 0)

samt ihren Tangenten stetig in einander über. Verfolgen wir

den oberen Kurvenzweig weiter, der dem negativen Vorzeichen

der Quadratwurzel entspricht, solange h<.x<ia ist, so wächst y
zunächst, während die Tangentenneigung immer mehr ab-

nimmt bis y sein Maximum an der Stelle x = ^^^-^— erreicht,

wo die Tangente horizontal wird. Wächst jetzt x weiter bis a,

so nimmt y wieder ab, y nimmt weiter ab und wird negativ,

bis in der Stelle x = a, die wir hier studieren, «/ == wird

und j^ einen negativen Wert hat. Wollen wir unseren Kurven-

zweig weiter verfolgen, so müssen wir der Quadratwurzel das

negative Zeichen belassen und x über a hinaus wachsen lassen.

Dann bleibt y beständig negativ, während seine absoluten

Werte immer mehr wachsen. Gleiches ffilt von V-- Derö dx
Kurvenzweig wird also nach Passieren des Punktes M der

untere und fällt beständig noch weiter. Genau das Spiegel-

bild von dem Kurvenzug, der dem negativen Zeichen der
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Wurzel entspricht, ist derjenige, welcher dem positiven Vor-

zeichen entspricht. Wir sehen also deutlich, wie die beiden

Zweige zusammengenommen die Kurve y = {x — d)yx— h

ausmachen, und wie diese im Punkte (a, 0) einen Doppel-

punkt hat.

Ist dagegen 2) a <h, so ist ]/a — h imaginär und also

auch Yx— &, solange x kleiner als h bleibt. Hier beginnt

die Kurve also erst für ic > & einen stetigen Kurvenzug zu

bilden. Dieser besteht wieder aus zwei Ästen, die symme-

trisch oberhalb und unterhalb der Abscissenaxe verlaufen

und sich nach rechts bis ins Unendliche erstrecken. Ganz

isoliert von diesem Kurvenzug ist der Punkt x = a, y = 0,

der ebenfalls der Kurve angehört.

Fassen wir das Gesagte zusammen, so sehen wir:

Die Kurve y = (x — d) ]/ic — h hat im Punkte x = a,

2/ = einen Doppelpunkt j wenn a>h ist, dagegen einen iso-

lierten Punkt, wenn a <ih ist.

184. Beispiel einer gewöhnlichen Spitze und einer

Schnabelspitze. Betrachten wir als weiteres Beispiel erstlich

die Kurve

y = yx^

an der Stelle x = 0. Dort wird auch y = 0. Die Kurve

geht also durch den Koordinatenanfang. Sie existiert aber

nur rechts von der y-Axe-^ denn nur für positive Werte x

hat Yx^ einen Wert. Sie besteht aus zwei Zweigen, die

wieder symmetrisch oberhalb und unterhalb der Abscissen-

axe verlaufen und sich im Koordinatenanfange vereinen. Die

Tangente bestimmt sich durch:

dx 2
^'^

Sie fällt also im Koordinatenanfang für beide Zweige mit

der Abscissenaxe zusammen; denn für x = wird J^ = 0,
' dx '

welches Vorzeichen man auch der Quadratwurzel erteilen mag.

Wir sehen mithin:

Die Kurve y == Yx^ hat im Koordinatenanfang eine ge-

wöhnliche Spitze.
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Würden wir übrigens x — a für x schreiben, so erhielten

wir die Kurve _
y=^y{x -d)\

welche im Punkte (a, 0) eine gewöhnliche Spitze hat. Auf

diesen Fall wären wir auch gekommen, wenn wir in dem

Beispiel der vorigen Nummer auch die Möglichkeit a ==h m
Betracht gezogen hätten.

Um nun auch ein Beispiel für die Schnabelspitze zu

haben, nehmen wir die Kurve

y = x' + 1/^^

und fassen wieder den Koordinatenanfang ins Auge, durch

den sie ja hindurchgeht. Sie besteht wieder aus zwei Zweigen,

die nur rechts von der ^/-Axe existieren und sich dort ins

Unendliche erstrecken. Im Koordinatenanfang vereinen sich

beide Zweige und gehen nach links nicht weiter. Die Tan-

gentenrichtung

dx ' 2 ^

ist im Koordinatenanfang wieder die nämliche für beide Zweige,

nämlich die der :r-Axe; bisher ist also alles wie im vorigen

Beispiel, und der Koordinatenanfang ist eine Spitze unserer

Kurve. Nur liegen jetzt die beiden Kurvenäste anders als vorher

zu ihrer gemeinsamen Tangente, der aj-Axe. Dem positiven

Zeichen der Wurzel entspricht zwar wie vorher ein oberer

Zweig, der von Anfang an beständig wachsend oberhalb der

a:-Axe verläuft. Aber der dem negativen Zeichen der Wurzel

entsprechende Zweig verläuft ebenfalls oberhalb der rr-Axe,

solange x<l ist; denn solange ist x^ > x^ und also auch

x^ — Yx^ positiv. Diesmal liegen also in der Nähe der Spitze

beide Kurvenzweige auf der nämlichen Seite der Tangente,

wir haben eine Schnabelspitze.

185. Beispiel eines Endpunktes. (Fig. 35). Die Kurve

1

bietet das Beispiel eines Endpunktes im Punkte x = 0. Läfst

man x von bis + oo wachsen, so nimmt die Ordinate y

von + oo bis + 1 ab, und man hat einen Zweig der Kurve
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0\

innerhalb des positiven Quadranten der ^^^ ^^•

Koordinatenaxen. Dieser Zweig hat

die y-Axe zur Asymptote, desgleichen

eine Parallele zur x-Axe mit der Or- ^_

dinate y = 1. Läfst man x von — oo

bis gehen, so geht y von + 1 bis 0,

und man erhält demnach einen zweiten

Zweig der Kurve, welcher im Koordinatenanfangspunkt plötz-

lich endet.

Auch ist zu bemerken, dafs die Funktion y unstetig ist

an der Stelle x = 0, Nähert sich x wachsend der Null, so

wird y == 0, nähert sich x abnehmend der Null, so wird

y = oo.

186. Beispiel eines Eckpunktes. (Fig. 36). Die Kurve

y

1 + e^

bietet ein Beispiel für einen Eckpunkt im

Koordinatenanfangspunkte. Um die Tan-

gente im Anfangspunkte zu erhalten, ge-

nügt es (Nr. 129), die Grenze des Verhält- /{

nisses

für X

l+e^
zu bestimmen. Wenn aber x nach konvergiert,

1

so konvergiert e^ nach oo oder nach 0, je nachdem x von

der positiven oder negativen Seite in die Null hineinrückt.

Man hat also im Anfangspunkte zwei Tangenten, deren Rich-

tungskoeffizienten bezüglich und 1 sind. Die Kurve setzt

sich demnach aus zwei Zweigen zusammen; der eine, OG^

liegt innerhalb des positiven Quadranten, und berührt im

Anfangspunkte die Abscissenaxe, der andere, OH, liegt im

Quadranten mit negativen Koordinaten und hat im Anfangs-

punkte die Winkelhalbierende T zur Tangente. Dieser Punkt

ist also ein Eckpunkt der Kurve.

Werfen wir einen Rückblick auf die in den Nummern
183 bis 186 behandelten Beispiele, so bemerken wir sofort

einen wichticken Unterschied zwischen den Kurven 183 und
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184 einerseits, sowie denen in 185 und 186 andrerseits.

Jene sind lauter algebraische Kurven, d. h. y ist eine alge-

braische Funktion von x, diese sind dagegen transscendente

Kurven, y ist eine transscendente Funktion von x. In der

That läfst sich das Beispiel 183 schreiben:

y'^ — {x — df (x—h) = 0,

und die Beispiele der Nummer 184 vraren:

y^ — x^ = und (y — x^y — x^ = 0.

Alle haben also die Gestalt:

F(x,y) = 0,

WO F eine ganze rationale Funktion bedeutet. Indem wir

jetzt die nur durch trausscendente Kurven darstellbaren Singu-

laritäten bei Seite lassen, führen uns unsere Beobachtungen

dazu, die Singularitäten einer Kurve zu studieren:

F(x, 2/) = 0,

bei der F eine ganze rationale Funktion ist. Wir können

sogar, ohne dadurch etwas neues zu erhalten, uns auf die

Annahme beschränken, dafs F in der Umgebung der gerade

betrachteten Stelle sich nach dem Taylorschen Satze ent-

wickeln läfst. Ehe wir aber auf die geometrische Natur der

Singularitäten eingehen, ist es erforderlich, dafs wir dem

arithmetischen Begriffe „implicite Funktion" etwas mehr Auf-

merksamkeit schenken als wir bisher gethan haben.

187. Existenz einer impliciten Punktion. Wir haben

bereits in den früheren Kapiteln von dem Begriffe einer

Funktion y von x, welche implicite durch eine Gleichung:

F(x, 2/) =
definiert wird, sehr häufig Gebrauch gemacht. War die Glei-

chung jP = durch das Wertepaar x = a, y ==h erfüllt, so

nahmen wir an, dafs dann auch eine Funktion y von x existiert,

welche für x = a den Wert h annimmt und der Gleichung

F(Xj y) genügt. Ist z. B.

X^ -y^ = 0,

SO erfüllt das Wertepaar a;= 1, y = l die Gleichung und

wir haben in y = x eine Funktion, welche immer der ge-
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gebenen Gleichung genügt und für x = 1 auch den Wert 1

annimmt. Die Funktion y = x ist die einzige, welche die

genannten Forderungen erfüllt.

Aber auch das Wertepaar a; = 0, y = erfüllt unsere

Gleichung und, wenn wir jetzt verlangen eine Funktion zu

finden, welche der gegebenen Gleichung genügt und für x=
den Wert a,nnimmt, so finden wir deren zwei:

y == -{- X und y = — x.

Es kann also unter Umständen durch unsere Forderungen die

implicite Funktion noch gar nicht festgelegt sein.

Nehmen wir endlich die Gleichung

x' + i-^O;

sie wird wieder durch x == 0, y = erfüllt, aber durch kein

anderes Wertepaar. Es existiert also hier gar keine Funktion

y von Xj welche der gegebenen Gleichung genügt. Wir sehen

also, dafs es nötig ist, zu prüfen, unter welchen Umständen

wir die Existenz einer impliciten Punktion behaupten und

diese selbst eindeutig festlegen können. Wir werden sehen,

dafs diese Frage mit dem Gegenstande, mit welchem wir uns

hier beschäftigen, den singulären Punkten, aufs Engste zu-

sammenhängt. Gleichzeitig gewinnen wir dadurch eine nach-

trägliche Rechtfertigung unserer früheren Sätze über implicite

Funktionen; denn unter den dort gemachten Voraussetzungen

läfst sich thatsächlich die Existenz der impliciten Funktionen

erweisen. Das Mittel, welches wir beim Beweise verwenden,

ist hauptsächlich das der Entwickelung der Funktionen in

Potenzreihen. Diese ist ja bereits im fünften Kapitel aus-

führlich behandelt worden, sie wird im elften Kapitel, in der

Theorie der Funktionen einer komplexen Veränderlichen, erst

befriedigend begründet werden können und noch in den folgen-

den Partien dieses Werkes, besonders in der Theorie der

Differentialgleichungen, eine hervorragende Rolle spielen. Wir

werden daher jetzt gezwungen sein, einige Sätze zu benutzen,

die erst in noch folgenden Kapiteln streng begründet werden

können. Besonders mögen hier folgende Bemerkungen Platz

finden.

Serret, Diff.- u. Integral-Rechnung, I. 2. Aufl. 17
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Haben wir eine Funktion f{x), welche sicli in der Um-
gebung der Stelle x = nach dem Mac-LaimmohQn Satze

entwickeln läfst:

f(x) = aQ==a^x + a^x- -\ ,

so wird diese in einer bestimmten Umgebung der Stelle a; = 0,

etwa für \x\<ir, konvergieren. Die Koeffizienten berechnen

sich, wie wir in Nr. 116 gelernt haben:

^o = Ao), «i=r(o), a,=r(o),...

Man wird nun gern glauben und im elften Kapitel (Nr. 368

und 369) bewiesen finden, dafs eine solche Reihe in der Um-
gebung von X = eine stetige Funktion von x ist, dafs

Gleiches von ihren sämtlichen Ableitungen f\x)j f"(x)j u. s. w.

gilt und dafs deren Werte erhalten werden, indem man die Potenz-

reihe gliedweise difPerentiiert. Es wird also:

f {x) = 1 . «1 + 202X + ^a^x^ + • • •,

f"{x) = 2 . Ia2 + 3 . 2c?3^ H ,

Analoges gilt von der Entwickelung einer Funktion mehrerer

Veränderlichen x, y^ . . . nach Potenzen von Xj y, . . . nach dem
verallgemeinerten Mac-Laurinscheii Satze der Nr. 138.

Dies vorausgeschickt gilt nun der folgende Satz, welcher

als die Grundlage unserer Untersuchungen über singulare

Punkte von Kurven anzusehen ist und die Existenz der im-

pliciten Funktion begründet:

Sat^. Die FunJction F{x, y) sei nach dem Mac-Laiirin-

schen Satze entwickelbar und verschwinde an der Stelle x = 0^

2/ = 0; Fy{x,y) aber sei an dieser Stelle nicht null. Alsdann

giebt es eine und nur eine FunJction y von x, welche für x =
den Wert null annimmt und in der Umgebung der Stelle x =
ebenfalls nach dem Mac-Laurinschen Satze entwicJcelbar ist.

Um unseren Satz zu erweisen, suchen wir nach einer

Rechenvorschrift, welche uns zu jedem Werte Xj der der Um-
gebung der Stelle x= angehört, den zugehörigen Funktions-

wert zu berechnen gestattet. Existiert die fragliche Reihe,

so hat sie die Gestalt:

(1) 2/ = S + ^i^ + 0^2^' -\ = /"W;
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und es ist

Die Reihe (1) selbst giebt uns die verlangte Recbenvorschrift,

sobald nur ihre Koeffizienten ö^ , «^ , «g , . . . bekannt sind.

Da für X === auch y = sein soll, finden wir zunächst:

«0 = 0.

Die übrigen Koeffizienten sind aus der Bedingung zu be-

stimmen, dafs F(Xj y) identisch null sein soll, wenn wir für

y seinen Wert aus (1) in F{Xj y) einsetzen. Dadurch wird

F{Xj y) eine Funktion von x allein, die wir nach dem Mac-
Laurinschen Satze nach Potenzen von x entwickeln. Dann
mufs (Nr. 371) der Koeffizient einer jeden Potenz von x null

sein, da der Ausdruck ja für jeden Wert von x null ist. Es
werde vermöge (1):

F(x, y) = \ + \x + \x' + • • •

Dann wird:

^0 = ^(0,0),
, _(dF{x,y)\

. _ 1 (d'F{x,y) \

2 2! V dx"^ Jo'

Bei den Differentiationen ist y als Funktion von x anzusehen.

Da zunächst F{x, y) für ic = 0, y == verschwindet,

so ist:

fco = F{0, 0) = 0.

Weiter finden wir:

(2)

Indem wir nun die linken Seiten, d. h. sämtliche b gleich

null setzen, erhalten wir eine unendliche Reihe von Gleichungen.

Rechts ist immer x = 0, y = zu setzen. Dadurch werden
die Koeffizienten in diesen Gleichungen die partiellen Ab-
leitungen der Funktion F an der Stelle x = 0, y = 0. Diese

17*
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sind aber sämtlich bekannt; denn jene partiellen Ableitungen

sind die Koeffizienten in der Mac-Laurinschen Entwickelung

der Funktion F{Xy y) nach Potenzen von x und y^ die als

bekannt vorausgesetzt ist. Die Unbekannten in den Glei-

chungen (2) sind aber die Werte der Differentialquotienten:

d. h. gerade die Gröfsen, welche wir kennen müssen, um die

Reihenentwickelung (1) hinschreiben zu können. Die erste

der Gleichungen (2) ist aber linear in f ifS) = [^J und der

Koeffizient Fy(p, 0) ist nach Voraussetzung nicht null. Also

finden wir aus ihr f\0). Setzen wir den gefundenen Wert

in die zweite der Gleichungen (2) für (-—) ein, so bleibt als

einzige Unbekannte (^-^) = /"(O). In dieser ist die Gleichung

wieder linear und der Koeffizient von f'\0) wieder die von

null verschiedene Zahl Fy(0, 0). Aus ihr kann man daher

/"'(O) berechnen. Ebenso findet man aus der dritten Glei-

chung (2) f''\0) u. s. w., und man ist so imstande die Koeffi-

zienten a der Gleichung (1) zu berechnen. Somit haben wir

eine und nur eine Reihe für y gewonnen:

y ^a^x + a^x^ -\ ,

welche der Gleichung F(x, y) = formal genügt und für

X = den Wert null annimmt. Aber dann und nur dann

definiert diese Reihe eine Funktion von Xj wenn sie für ge-

wisse Xj etwa für
|
a;

|

< r konvergiert. Dieser Konvergenz-

bezirk macht dann die Umgebung der Stelle ^ = aus. Dafs

aber die so erhaltene Reihe thatsächlich in einem endlichen

Bezirk um x = konvergiert, wird bei den Existenztheoremen

in der Theorie der Differentialgleichungen im dritten Bande

dieses Werkes gezeigt werden, und indem wir auf den dortigen

Beweis verweisen, haben wir unseren hier ausgesprochenen

Satz erwiesen.

188. Fall, dafs der Gleichung F(x^ y) = ^ zwei Funk-

tionen y genügen, die an der Stelle x = verschwinden.

Wir wollen jetzt, um für das Studium der singulären Punkte
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hinreichend vorbereitet zu sein, weiterhin den Fall ins Auge
fassen, dafs an der Stelle x = 0, y == F und seine beiden

ersten Ableitungen verschwinden, aber Fyl nicht. Eine be-

sondere Rolle spielt hier der Ausdruck:

jf"2 TT»" 77»"

den wir bereits in der Theorie der Maxima und Minima Nr. 157

kennen gelernt haben. Wir setzen voraus, dafs er positiv ist

und beweisen den Satz:

Satz. An der Stelle ic = 0, y = seien F(x, y), FJ, Fy

null, aber nicht Fyy und F^lß — F^xFyy. Letzterer Äusdrtich

sei dort vielmehr positiv. In der Umgehung der Stelle x = 0,

y == sei F nach dem Mac-Laurinschen Satze entwiclcelbar.

Dann gieht es zwei und nur zwei FunJctionen von x, welche in

der Umgebung der Stelle x = nach dem Mac-Laurinschen

Satze entwickelbar sind, für x = beide verschwinden und, an

Stelle von y in die Gleichung:

Fix, 2/)
=

eingesetzt, diese identisch für alle Werte x in der Umgebung der

Stelle X = befriedigen.

Zum Beweise verfahren wir genau wie in der vorigen

Nummer. Wir setzen für y die Entwickelung (1) an und

setzen sie in die Gleichung (2) ein, um die Koeffizienten a zu

bestimmen. Hierdurch entstehen die Ausdrücke &, die sämt-

lich gleich null zu setzen sind. Da F^ und Fy an der Stelle

(0, 0) verschwinden sollen, so ist die Gleichung 6^ == von

selbst erfüllt. Die folgende Gleichung wird:

und die übrigen Gleichungen gehen aus dieser durch Diffe-

rentiation hervor, wenn wir nur jedesmal nach geschehener

Differentiation x = 0, y = setzen. Die obige Gleichung

liefert aber:

^^^
^- ^ ""

Auf der rechten Seite ist Fyy nicht null an der Stelle (0, 0)

und F^[f — Fxx F'y dort positiv, also hat \-^) zwei bestimmte
\(JiX/ (\
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endliche Werte, die von einander verschieden sind. Wir er-

halten also swei Werte für:

«.-(a=r(o).
Durch wiederholte Differentiation (3) erhalten wir -r-^, . • • •

Dabei treten in den Nenner nur Potenzen von F^y und

YF:^/ — F^xFyyj zwei Gröfsen, die für x = 0, y = nicht

verschwinden. Also erhalten wir auch bestimmte Werte für:

r(o) = (0V r(o) = (g)„,...

und also auch für «g > «s j • • •

Im Allgemeinen werden, den zwei Vorzeichen der Wurzel

entsprechend, sich für ein a auch zwei verschiedene Werte

ergeben. Gewifs ist dies für a^. Wir bekommen, sagen wir:

«1 = a/, «2 = f^2, <73 = fl/
, . . .

«1 = a^
, «2 == ö^> , «3 = «3 , . . .

Setzen wir die so gefundenen Zahlen in (1) ein, so erhalten

wir zwei Entwickelungen

:

i y = a^' X -\- a^ x^ -\- • '

Diese liefern zwei verschiedene Funktionen; denn a/ ist nicht

gleich a/', beide werden aber für x = auch null und beide

genügen der Gleichung F= 0. Der in voriger Nummer
citierte Satz im 3*®" Teile dieses Werkes lehrt aber auch,

dafs die eben erhaltenen Entwickelungen in einer Umgebung

von X = konvergieren und daher thatsiichlich Funktionen

von X vorstellen.

189. Kriterium für den Punkt allgemeiner Lage. Wir

können jetzt das Studium der singulären Punkte einer Kurve

beginnen und gleich die Sätze der beiden vorigen Nummern
geometrisch deuten. Der Satz der Nummer 187 nimmt die

Gestalt an:

Satz. Die Funktion F(x,y) sei nach dem Mac-Laurinschen

Satge entwickelbar und verschwinde an der Stelle x = 0, y = 0.

Dagegen seien dort F^ und Fy nicht gleichzeitig null. Alsdann

ist die Gleichung
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die einer Kurve, welche durch den Koordinatenanfang hindurch-

geht und für welche der Koordinatenanfang ein Funkt allgemeiner

Lage ist.

Zunächst möge man beachten, dafs es keine Beschränkung

unserer Untersuchung ist, wenn wir statt eines Punktes ^= a,

2/ = &, gerade den Koordinatenanfang betrachten. Man kann

ja immer den Koordinatenanfang in den Punkt legen, welchen

man gerade untersuchen will. Ferner, wenn Fx und Fy nicht

beide im Koordinatenanfange null sind, so kann man die Be-

nennung der Axen so einrichten, dafs gerade Fy dort von

null verschieden ist. Hierdurch ist den Voraussetzungen der

Nr. 189 genügt, und es existiert daher eine und nur eine

Funktion
y^fix),

welche für x = verschwindet und welche, da sie durch die

Potenzreihe (1) der Nr. 187 dargestellt wird, nebst ihrer Ab-
leitung in der Umgebung von x = auch stetig ist. Also

ändern sich Kurvenordinate und Tangente stetig in der Um-
gebung des Koordinatenanfanges. Dieser ist also nach Nr. 181

ein Punkt allgemeiner Lage.

190. Kriterium für den Doppelpunkt und den isolierten

Punkt.

Auch der Satz der Nr. 188 läfst sich sofort geometrisch

aussprechen; er lautet dann:

Satz. An der Stelle x = 0, y ^ seien F^ FJ und Fy
null, aber nicht alle Ableitungen zweiter Ordnung; F^'y^—F^'xFyy

sei dort positiv. Endlich sei F in der Umgebung der Stelle rr= 0,

y==0 nach dem Mac-Laurinschen Satse entwiclcelbar. Ist nun

1) Fxxf— FxxFyy im Koordinatenanfange positiv, so ist F=0
die Gleichung einer Kurve, welche im Koordinatenanfange

einen Doppelpunkt hat, Ist dagegen 2) im Koordinatenanfange

Fxy^— FxxFy'y negativ, so ist dieser ein isolierter Funkt der

Kurve F= 0.

Ist zunächst F^y^— F^'xFyy positiv, so hat die Gleichung

F{x, y) = nach Nr. 188 Formel (4) zwei Lösungen:

y = < x-\-a{x^-\ ,
^^

y = aj_ x-\- a^ X- -i ,
' ^ "
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welche für x == verschwinden. Es gehen also zwei Kurven-

zweige durch den Koordinatenanfang, die sowohl links als

rechts von der y-Axe stetig sind. Die Tangenten an sie

werden m =«; und m =«;-
\dx/Q ^ \dx/() ^

von einander verschieden. Wir haben also einen Doppelpunkt.

Ist dagegen F'^J^ — F'^x Fyy negativ, so werden die

Rechnungen der Nummer 188 nicht geändert. Nur wird

yF'xy^ — F'xx Fyy imaginär. Also werden (vergl. Nr. 188) die

Werte von öf/ und a/' und im Allgemeinen auch die der fol-

genden Koeffizienten imaginär, also auch die beiden Entwick-

lungen für y und die Werte von ^^ an der Stelle x= 0. Die

Kurve existiert also nicht in der Umgebung von x = 0. Wir

haben einen isolierten Punkt.

Es ist noch hervorzuheben, dafs wir nur angenommen

haben, dafs an der Stelle ic == 0, «/ = nicht alle Ableitungen

zweiter Ordnung verschwinden, während die Nr. 188 fordert,

dafs an jener Stelle gerade Fyy nicht null ist. Dies ist aber

durch geeignete Wahl des Koordinatensystems zu erreichen.

Sollte Fyy im Koordinatenanfange verschwinden, so sehe man

zuerst nach, ob dort auch F'xx null ist. Ist dies nicht der

Fall, so vertausche man einfach die x- und y-Axe mit ein-

ander in der Benennung, dann ist Fyy nicht mehr null im

Koordinatenanfange. Sind aber F'xx ^ind F'yy dort beidfe null,

so ist dort F'Jy gewifs von null verschieden, und F hat nach

dem Mac-Laurinschen Satze die Entwickelung:

F(x,y)==2Axy+(A,QX^+ 3Ä,iX^y+ 3Ä,^xif+ÄQ^y^) + "',

und zwar ist A = i^i'y(0,0) von null verschieden.

Führt man also die neue Variable ein:

x = x, + y,

so wird die Kurvengleichung:

Die B berechnen sich in leicht anzugebender Weise aus den

Ay und die Kurve geht durch den neuen Koordinatenanfang
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Xi = 0, y ==0. Gleichzeitig ist dort ^ = ^ und y- = 0;

denn die ersten Potenzen von x^ und y treten auch in der

letzten Gleichung nicht auf, und endlich ist der Ausdruck:

geblieben. Dagegen ist jetzt Gyy=2Ä nicht mehr null, wie zu

erreichen sein sollte. Sind also nicht alle Ableitungen zweiter

Ordnung null, so kann man annehmen, dafs Fyy von null

verschieden ist.

191. Kriterium für die gewöhnliclie Spitze und die

Schnabelspitze.

Eine ganze Eeihe von Fallunterscheidungen sind in dem

Falle zu machen, dafs der Ausdruck

JP" 2 _ TP" JP" ^^

ist für X = Oy y = 0. Hiermit haben wir uns jetzt zu be-

schäftigen. Wir können wieder annehmen, dafs an der Stelle

(0,0) Fyy =j= ist. Unsere Kurvengleichung hat die Gestalt:

+ (-430 a;^ + ^Ai^^y + A^^y^ + Azy^) + • • •;

und nach dem Jfac-Zawnwschen Satze ist:

-^20=^^- (0,0), Ji,=iF;,(0,o), a,,==\f';,{o,q),...

und also Äq2, nicht null. Hingegen ist:

Die Glieder zweiter Ordnung können wir daher schreiben:

Die Tangentenrichtung wird durch die Gleichung (3) der

Nr. 188 gegeben. Setzt man dort x = 0,y = ein, so ver-

schwindet die Quadratwurzel, und wir bekommen im Punkte

(0,0) dieses Mal nur eine Tangente, deren Richtung durch:

gegeben wird. Also ist

ldy\ _
\dx/Q
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die Gleichung dieser Tangente im Punkte (0,0). Sehen wir

nun, wie sich die Kurve in der Umgebung vom Koordinaten-

anfange verhält. Ihre Gleichung wird:

Wir wollen an Stelle der y-kxQ eine neue einführen, indem

wir setzen:

(1) A^,x + A^,y = y^- y = j y ^ ^ x.

Dann wird unsere Kurvengleichung:

(2) F=By,'+(B^x'+iB,,x\+iB,,xy''+B,,y,') + .:=0.

Die JB setzen sich in leicht zu übersehender Weise aus den

A zusammen; wir heben nur hervor, dafs

ist. Dann ist

jetzt unsere Tangente.

Wir nehmen nun zunächst den Fall:

a. B^, + 0.

Um unsere früheren Resultate anwenden zu können, substi-

tuieren wir:

(3) x = EXi, ?/i
= ex.^^y.,.

Dabei soll £ die positive oder negative Einheit bedeuten;

die Verfügung über das Vorzeichen behalten wir uns vor.

Die Gleichung (2) wird jetzt, wenn wir gleich durch £"ir/

dividieren:

(B%^ + bB,,x,^) + 37J„ sx^'y, + ^ 0.

Bezeichnen wir die auf der linken Seite stehende Funk-

tion mit G{x2yy^, so erfüllt diese die Bedingungen des ersten

Teiles von Satz Nr. 190, sobald

ist; dagegen die des zweiten Teiles von Satz Nr. 190, wenn

-bB,,B<Q
ist. Haben daher ß) B und i?3(| gleiches Zeichen, so wird es,
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wenn wir s = — 1 wählen, in der Umgebung von a?2 = ^

zwei Entwicklungen geben:

y, = a, x^ + o^ x^" + •••,

und zwar wird:

(5) <=|y'5-«'"=-|i/5
Aus der ersten Gleichung (3) ersehen wir, dafs, da £ = — 1

ist, nur negativen Werten x^ Werte iTg, also nach (4) auch

Werte 2/2? ^"^^ ii^ch der zweiten Gleichung (3) auch Werte 2/1,

endlich nach Gleichung (1) Werte y entsprechen. Die Kurve

existiert also nur linhs von der y-Axe, Einem negativen

Werte x, der in der Nähe der Stelle x = liegt, entsprechen

nun nach (3) zwei Werte von x^:

x^ = y— X

entsprechend den beiden Vorzeichen der Quadratwurzel. Hat

man aber sich für eines der Vorzeichen entschieden, so ist

dadurch auch das der Wurzel in den Gleichungen (5), also

der Zweig von 2/2 bestimmt. Einem negativen Werte x in

der Nähe von x = entsprechen also zwei Werte y^ , also

nach (3) auch zwei Werte y^ und endlich nach (1) auch zwei

Werte y. Die Kurve besteht also links von der y-Axe aus

zwei Zweigen, die sich im Koordinatenanfange vereinen und

dort die gemeinsame Tangente 2/1 = haben; dann hört sie auf.

Im Koordinatenanfang hat also die Kurve eine Spitze.

Einem negativen Werte von x aber in der Nähe von x =
entsprechen — wie eben gezeigt— zwei Werte von 2/2, die durch

die Entwickelungen (4) gegeben sind. Für hinreichend kleine

I

X
I

haben diese Entwickelungen das Vorzeichen des ersten

Gliedes; folglich ist nach (5) das eine 2/2 positiv, das andere

negativ, und gleiches gilt nach (3) auch von «/j. Den zwei

Zweigen entsprechen also verschiedene Vorzeichen von y^

.

Da aber 2/1
= die gemeinsame Tangente ist, so folgt, dafs

die Kurvenzweige zu verschiedenen Seiten der gemeinsamen

Tangente liegen. Die Spitze ist also eine gewöhnliche Spitze.

Ein ganz ähnliches Schlufsverfahren gilt, wenn ß) B und

JB.^Q ungleiches Zeichen haben. Nur mufs man dann £ == + 1
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wählen. Die Kurve existiert daher nur für positive x, d. h.

rechts von der ^/-Axe. Im Übrigen ist alles dasselbe; die

Spitze ist wieder eine gewöhnliche Spitze.

Wir kommen jetzt zu dem zweiten Unterfall:

b. B,, = 0.

Setzen wir

(6) ^=2/2,2/1 = ^2/2

in Gleichung (2) ein und dividieren gleich durch den gemein-

samen Faktor x\ so erhalten wir:

eine Form, die ganz der in Nr. 190 entspricht. Ist daher

so haben wir i/g ^^^ zweiwertige Funktion von rr, also

werden nach (6) und (1) auch ^/^ und y zweiwertige Funk-

tionen von Xj und dies gilt sowol für positive als für nega-

tive X in der Umgebung von x = 0. Der Punkt (0,0) wird

also ein Doppelpunkt. Aber freilich immer existiert nur eine

Tangente, nämlich y^ = im Koordinatenanfang. Also be-

rühren sich die beiden im Doppelpunkte sich vereinenden Zweige

in einer gemeinsamen Tangente; wir haben einen Selbstberiih-

rimgspunkt.

Ist dagegen
QB,,^-4.BB,,<Q,

SO erkennen wir nach Nr. 190, dafs der Punkt (0,0) ein iso-

lierter Funkt ist.

Endlich könnte man den Fall

9B,,^ — 4.BB,^ =
ganz analog weiter behandeln. Ebenso die Fälle, in denen

im Punkte (0,0) auch alle Ableitungen zweiter Ordnung ver-

schwinden. Hierauf gehen wir jedoch nicht näher ein.

§ 4. Der Differentialquotient des Flächeninlialts und

der Bogenlänge.

192. Der Flächeninlialt. (Fig. 37.) Wir betrachten eine

ebene Kurve:



Theorie der ebenen Kurven. 269

die X- und y-krsA mögen mit einander den Winkel bilden und

f(p^ möge in dem Intervalle, das wir betrachten, stetig und

positiv sein. Ziehen wir zwei Ordinaten

J-C und Pik/, so schliefsen diese ein trapez-

förmiges Flächeustück ATMG ein, das

oben durch den Kurvenbogen M C, unten

durch den Abscissenabschnitt AP be-

grenzt ist. Haben wir die Längenein-

heit irgendwie festgesetzt, so ist damit

auch die Einheit des Flächeninhaltes gegeben, und wir können

den Flächeninhalt des Flächenstückes APMC auf irgend eine

Weise messen, etwa durch den Planimeter oder dadurch, dafs

wir das Stück aus dem Papier ausschneiden und wiegen.

Denken wir uns nun die Ordinate AC fest, indem wir etwa

OA = Xq wählen, lassen wir dagegen den Punkt P auf der

Abscissenaxe wandern und bestimmen die Lage des Punktes

P wie immer durch seinen Abstand x = OP vom Koordi-

natenanfange 0, so gehört zu jedem Werte von x eine be-

stimmte Zahl w, welche uns den Inhalt der zugehörigen

Fläche APMC mi[st: _^
u==APMC.

Auf diese Weise wird der Inhalt u des fraglichen Flächen-

stückes eine Funktion von a?, deren Existenz in der Integral-

rechnung noch genauer festgestellt werden wird. Wir fragen

nach dem Differentialquotienten -^
—

Lassen wir x um die Strecke Ax = PP' wachsen, so

erfährt der Flächeninhalt die Zunahme Au = PP'M'M.
Ziehen wir durch den Endpunkt M der Ordinate y = PM
und durch den Endpunkt M' der Ordinate y ~\- Ay = P'

M'

Parallele zur ^-Axe, so wird, wenn die Kurve von Mhi^ M'
immer steigt:

PFJM < PP'3r~M < PP'M'K
oder:

y ' Ax sin 6 < Au < («/ + A^) • Ax sin 9.

Also wird der Differenzenquotient ^ zwischen den Grenzen

enthalten sein:
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2/ sin e < -^ < (t/ + Ay) sin 9.

Lassen wir jetzt Ax null werden, so wird auch Ay gleich

null; denn y soll ja eine stetige Funktion von x sein; er-

geht aber über in den Differentialquotienten ^-; mithin erhalten

^vir: du . ^
^- = 2/sm0.

Diese Gleichung ist unter der Voraussetzung bewiesen,

dafs die Funktion y == f(x) in der Umgebung der Stelle immer

wächst, so dafs die Endordinaten PM und P'M' die kleinsten

und gröfsten unter den Ordinaten von P bis P' sind. Diese

Voraussetzung ist aber nebensächlich, denn die obige Beweis-

methode bleibt auch dann bestehen, wenn die kleinste und

gröfste Ordinate irgendwo in dem Intervalle von o; bis a? + ^x
liegen. In der That sind g und G die kleinsten und gröfsten

Werte, die y in dem Intervalle von x bis x -{- Ax annimmt,

so wird wieder:

gAxsmB<Au<,GAxsmQf also:

^ '^^^ < ll < [^ + (^ - ^)] ^^^Ö;

dabei ist: ^ ^ ^g<y<G.
Wird nun Ax null, so wird auch G — g gleich null, und wir

erhalten für A:z; = 0:

lim {G — g) = 0, lim G = \img = y.

Also wird wieder:

T Au du . _hm T— = :j- = V sm 0.Ax ax ^

Ist im Besonderen 6 = — , also das Koordinatensystem, wie

gewöhnlich, rechtwinklig, so wird:

2

!

du

Diese Gleichung drückt folgenden Satz aus:

Sat2. Die FunMion f(x) sei stetig und positiv in dem

Intervalle von Xq bis x; ferner sei u der Flächeninhalt desjenigen

Flächenstüclces der auf recldwinklige Koordinaten bezogenen Kurve:

y = /"W;
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Fig. 37.

das von den Ordinalen f{x^ und f(x) einerseits, von Kurven-

hogen und Abscissenaxe andrerseits begrenzt ist. Xq sei fest,

X variabel. Alsdann ist u eine FunJction von x, deren Ablei-

tung gleich der Ordinate f(x) ist:

du />/ \

193. Die Bogenlänge. (Fig. 37.) Wir legen von dem
Punkte C unserer Kurve bis zum Punkte M einen Faden an

unsere Kurve an. Spannen wir ilm

hierauf gerade und messen die Länge

der erhaltenen Strecke an einem Lineal,

so bekommen wir eine Zahl, welche die

Länge des Bogens CM mifst. Wir be-

zeichnen sie mit s. Halten wir — unter

Beibehaltung der vorigen Bezeichnung

— Xq^ also auch den Punkt C fest, während wir x und mit

ihm M variieren, so wird s eine Funktion von x:

s = CM,
die ebenfalls in der Integralrechnung genauer definiert werden

wird. Wir fragen wieder nach der Ableitung von s nach x.

Lassen wir x um ^x == FF' wachsen, so wächst s um
den Bogen MM'

u
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,. MM'
^'"^'MM' = ^

ist. Benutzen wir hier diesen Satz, so erhalten wir:

lim |^= lim Vl + W)'
Aa;=0^^ A^=

oder:

M-V^+W' '^s =yä^w
Der aus der Integralrechnung benutzte Satz wird dort

unter der Voraussetzung bewiesen werden, dafs y = f{x) und

-^ = f\x) in dem betrachteten Intervalle stetig sind und

f (x) sein Zeichen nicht ändert. Also können wir den Satz

aussprechen:

Sat0. Es seien f{x) und f(x) in dem Int&t'vaUe von Xq

bis X stetig und f (x) ändere in ihm nicht sein Zeichen; Xq sei

fest, X variabel. Alsdann ist die Länge s des Bogens der Kurve

y =f(x), der von den Ordinalen f^x^) und f{x) begrenzt wird,

eine Funktion von x, deren Ableitung durch die Formel

d-x==\V^+ \dx)
I

gegeben wird.

194. Die Richtung der Tangente. Die Einführung der

Bogenlänge s, die wir in der vorigen Nummer kennen ge-

lernt haben, gestaltet häufig die Formeln besonders elegant,

zumal wenn s als unabhängige Veränderliche benutzt wird.

Wir wollen zunächst in die Formeln für die Tangentenrich-

tung die Gröfse s einführen und zugleich die Gelegenheit be-

nutzen diese Richtung genauer zu definieren. Nennen wir

wie früher « den Winkel, den die Tangente mit der positiven

Richtung der x-Axe bildet, so ist bekanntlich:

(1) tg« = äx = 2'-

Diese Gleichung bestimmt aber a nur bis auf Vielfache von

7t] denn der Tangens hat die Periode it. Auch die Richtung

der Tangente ist wie die jeder Geraden zweideutig. Setzen

wir aber fest, dafs wir immer die Tangente in der Richtung
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der wachsenden Abscissen durchlaufen, so giebt es immer

nur einen Winkel a, der der Gleichung (1) genügt. Zweifel-

haft könnte man nur für y' = oo sein. Wir wählen dann

a = — , wenn y' = -{- oo, und a = _ , wenn y' == — oo

ist. Im Übrigen aber haben wir, wenn y' positiv ist, immer

den spitzen Winkel zu nehmen, der (1) genügt, und den

Winkel im vierten Quadranten, wenn y' negativ ist. Wir
setzen so mit anderen Worten einfach:

a = arc tg y

entsprechend der Definition in Nr. 12. Aus (1) folgt aber

nach bekannten trigonometrischen Formeln:

sm a = 777^',—/-, , cos a

und die Wurzel ist immer positiv zu nehmen. Da aber

ist, so können wir mit Einführung von s als unabhängiger

Variabelen schreiben:
dy dxsma = -Y-. cos a = ^

—

ds^ ds

Dabei sind dx und ds immer positiv und dy mit dem Vor-

zeichen von y' zu nehmen.

§ 5. Krümmung der Kurven.

Wir schicken diesem Paragraphen die Voraussetzung vor-

aus, dafs in dem betrachteten Intervalle der zweite Differen-

tialquotient y" nicht null wird.

195. Definition der Krümmung. Ist AM (Fig. 38) ein

begrenztes Bogenstück einer ebenen Kurve, so mifst man
seine absolute Krümmung durch den Winkel SJT^ welchen
die beiden Tangenten AS und MT, die zu den Endpunkten
des Bogens gehören, mit einander bilden. Dieser Winkel ist

dabei derjenige, welcher durch eine bewegliche Gerade erzeugt

wird, die durch einen festen Punkt geht, und deren aufein-

ander folgende Lagen den Tangenten parallel werden, die

durch die verschiedenen konsekutiven Punkte von AM gehen.

Serret, Diff.- u. Integral-Rechnung. I. 2. Aufl. 18
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Wird der Endpunkt Ä des Bogens ÄM=s festgehalten

und das andere Ende M variiert, so ist auch die Krümmung 6

variabel und wächst mit s, solange dieser Bogen keine Wen-
dungen macht. 6 wird eine Funktion

i'ig- 38. . yqh ^^ ^{q ij2i Allgemeinen auch eine

/^'^^ bestimmte Ableitung -^ besitzt und die

^ wir sogleich berechnen werden. Einem

bestimmten Werte von dx entspricht ein
Q^~u m T^

bestimmter Wert des Differentiale s d6\

7 ^^ 7
«(? = 3- • dx.

dx

Das Differential d(5 der Krümmung des Bogens AM heifst

der Kontingenzwinhel im Punkte M.

Mittlere oder durchschnittliche Krümmung des Bogens AM
nennt man das Verhältnis — der absoluten Krümmung zur

s °

Bogenlänge.

Endlich heifst Krümmungsmafs der Kurve in einem FunkteM,

oder auch schlechtweg Krümmung der Kurve in diesem PunMe

die Grenze, nach welcher die mittlere Krümmung eines Bogens

konvergiert, der null wird und seinen einen Endpunkt in M
hat. Ist also 6 die Krümmung des Bogens AM, so ist die

Grenze von -i— für As = die Gröfse, welche wir die Krüm-
As '

mung der Kurve im Punkte M zu nennen haben. Welches

daher auch die als unabhängig betrachtete Variabele sein

mag, die Grenze, um die es sich handelt, ist gleich ^;
die Krümmung einer Kurve in einem Punkte

ist also das Verhältnis des Kontingeoiswinhels

mm Bogendifferentiale.

In einem Kreise ist die Krümmung eines

Bogens gleich dem Centriwinkel , der zum

Bogen gehört, und die mittlere Krümmung
oder das Verhältnis des Centriwinkels zum

Bogen ist gleich dem reciproken Werte des

Radius. Sie ist also unabhängig von der Länge des Bogens

AM und behält daher, auch wenn AM null wird, denselben

Wert. Also ist die Krümmung in den verschiedenen Punkten
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eines Kreises konstant und gleich dem reciproken Werte des

Radius.

196. Der Krümmungsradius. Krümmungsradius in einem

Punkte der Kurve heilst der Radius des Kreises, dessen Krüm-

mung gleich ist derjenigen, welche die Kurve in dem betrach-

teten Punkte besitzt. Bezeichnet man also mit M die Länge

des Krümmungsradius, so ist

de ^ 2 -n ds
-j- = ^ oder it == ^-•
ds M da

Die Werte des Kontingenzwinkels und des Krümmungs-
radius lassen sich leicht als Funktionen der rechtwinkligen

Koordinaten ausdrücken. Sind a^ und a die Winkel, welche

die Richtungen AS und MT der Tangenten mit der positiven

Abscissenaxe bilden, so ist

6 = a — «Q und da = da.

Es ist aber

und hieraus folgt durch Differentiation:

da dxd^y — dyd^x
cos* a dx^ '

oder:W-j ^ j dxd'^y — dyd^x
'^'' = '^« = T^^^;

andererseits ist

ds = ydx^ + dy\
Man erhält also:

^ ^ dxd'y^dyd'x

In den Gleichungen (1) und (2) ist die unabhängige Va-
riabele nicht näher bestimmt; wenn man aber x dazu wählt,

so wird 3

(3) i^=-L-;i^Zi.
^ ^ d^

dx^

Wählt man dagegen s zur unabhängigen Veränderlichen,

so wird die Krümmung:

/^\ dc^ 1 dx d'^y dy d^x
^ ^ ds ~ H ~ ds ds^ ds '

ds^'

18*
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Die Quadratwurzel in den Formeln (1) bis (3) ist immer

positiv zu nehmen-, dadurch erhält B ein Vorzeichen und

zwar dasselbe wie die Krümmung. Die Formel (3) lehrt,

dafs es positiv ist, wenn -r\ > 0-, d. h. die Kurve konvex

nach unten ist, und negativ im entgegengesetzten Fall. Im

Wendepunkt ist R = oo.

197. Nur der Kreis besitzt konstante Krümmung.

Es ist leicht zu beweisen, dafs der Kreis die einzige Kurve

mit konstantem Krümmungsradius ist. Denn für solch eine

Kurve hat man
ds = adaj

wohei a eine Konstante ist. Folglich ergeben die Gleichungen

dx = ds Qosccj dy = ds sin a,

dx = ada cos «, dy = ada sin a,

oder

dx = d{a sin a), dy = — d(a cos a).

Bezeichnet man also mit x^ und y^ zwei Konstante, so

hat man nach dem zweiten Satze in Nr. 29:

X — Xq== a sin a, y — y^^ — (^ cos a,

oder
{x - ^o)' + {y — VoT = «''

welches die Gleichung eines Kreises mit dem Radius a ist.

198. Der Krümmungsmittelpunkt. Wird die Tangente

MT in einem Punkte M der Kurve konstruiert und der

Krümmungskreis derart bestimmt, dafs

er durch den Punkt M hindurchgeht,

dabei die Tangente MT berührt, und

zwar auf der nämlichen Seite wie die

Kurve, so liegt der Mittelpunkt C
dieses Kreises auf der Normalen des

Punktes Jf; er heifst der Krümmungs-

mittelpunM in Bezug auf diesen Punkt.

Lehrsatz, Der KrümmiingsmittelpunM einer Kurve in

einem gegebenen Punkt ist die Grenze des Schnittes der durch

diesen Funkt gelegten Normalen mit einer benachbarten Nor-

malen.
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Es seien x^ y die Koordinaten von M in Bezug auf ein

rechtwinkliges System. Die Gleichung der Normalen wird

(1) (|_^)4.(^_y)^|_0,

und wir bezeichnen sie kurz mit F= 0. Um die Gleichung

der Normalen in einem anderen Punkte M' {x + AiC, y + At/)

zu erhalten, mufs man in dieser Gleichung x, y, J^ durch

X + Aic, «/ + A«/, ^1 + A -^ ersetzen. Die so gebildete Glei-

chung stellen wir durch F + A F = dar. Der Schnittpunkt

dieser beiden Normalen ist dann gegeben durch

F = 0, F+AF-=0,
oder

oder endlich

0, AF=0,

Nehmen wir nun an, dafs der Punkt M' in den Punkt

M hineinrückt, so wird der Schnittpunkt der beiden Nor-

malen sich ändern und nach einer bestimmten Grenzlage C
konvergieren, deren Koordinaten durch die beiden Gleichungen

^ dx

bestimmt sind. Die erste von ihnen ist die Gleichung (1), die

andere ergiebt sich aus ihr durch Differentiation, indem man
i und ri als Konstanten ansieht. Man erhält auf diese Weise

(2) i^=-[i+(iin+(^-^)fi=o.
Aus den Gleichungen (1) und (2) folgt, wenn man die

Koordinaten des Punktes C mit x^, y^ bezeichnet:

b+^]t ^-^m
(3) x,-x

^^
, y,-y- ^^^ -

dx^ dx^

Verbindet man die Gleichungen (3), nachdem man sie

ins Quadrat erhoben hat, so erhält man
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[i +mT
(4) (X, - xy + (y, - yy = ^ g/

^

= E%

d. h. die Länge MC ist gleich dem Krümmungsradius B. Da
aber C auch auf der Normalen liegt, so haben wir, um seine

Identität mit dem Krümmungsmittelpunkte zu erkennen, nur

noch zu zeigen, dafs er auch auf der nämlichen Seite der

Kurve liegt, wie dieser. Es mufs also gezeigt werden, dafs

G auf derselben Seite der Tangente liegt wie die Kurve. Zu
dem Zwecke verlegen wir den Anfangspunkt des Koordinaten-

systems in den Punkt (ic, y), die Abscissenaxe in die Tangente

im Punkte {x,y). Dann wird:

^ = 0, y = 0, 2/'=0;
während

nicht null wird, da der betrachtete Punkt kein Wendepunkt
sein soll. Die Koordinaten des Punktes C {x^y^} werden

jetzt nach (3) einfach:

die Gleichung der Tangente wird:

und die Zunahme Ay der Kurvenordinate, die einem Zu-

wachse Ax der Abscisse entspricht, wird nach dem Taylor-

schen Satze:

^y = yo • V^ H

—

Für hinlänglich kleine \Ax\ ist also das Vorzeichen von

Ay das von y^'. Da dieses aber auch mit dem von y^ = —,7

2/0

übereinstimmt, so haben in der Umgebung des betrachteten

Punktes der Abstand y^ des Punktes C von der Tangente und

der Abstand Ay eines Kurvenpunktes von der Tangente das

nämliche Zeichen. Also ist C der Krümmungsmittelpunkt.

199. Richtung der Normale. Nachdem wir die Richtung

der Tangente durch eindeutige Festlegung des Winkels a in

Nr. 194 bestimmt haben, wollen wir Gleiches mit der Richtung
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der Normale thun. Als Richtung der Normale im Punkte M
definieren wir einfach die des Krümmungsradius MCj d.h. die-

jenige Richtung, welche ein beweglicher Punkt einschlagen

mufs, um auf der Normale vom Kurvenpunkte M zum Krüm-

mungsmittelpunkte C zu gelangen. Bezeichnen wir alsdann

mit ^ den Winkel, welchen die Richtung der Normale mit

der positiven Richtung der Abscissenaxe bildet, so ist

I — ß == + Y oder | — « == — |-

,

je nachdem die Kurve in M konvex oder konkav nach unten,

d. h. je nachdem dort y'' positiv oder negativ ist. Dagegen

bestehen die aus Nr. 198 Formel (3) folgenden Gleichungen

(1) Xj^ — X = — B sinaj y^ — y = R cos «

in allen Fällen, wenn man die in Nr. 194 gegebene Bestim-

mung von « und die in Nr. 196 über das Vorzeichen von R
gemachten Bemerkungen beachtet. Nach Nr. 196 ist übrigens

d6 = da und also auch:

(2) B =
dcc

Mithin lassen sich die Gleichungen (1) auch schreiben:

,^v ds . ds
(3) rrj — ^ = — ^sma, y, — y ^ j-^coscc.

200. Definition der Evolute und der Evolvente. Der

geometrische Ort der Krümmungsmittelpunkte zu den ver-

schiedenen Punkten einer ebenen Kurve bildet eine andere

Kurve, welche die Evolute der ersten heifst. Umgekehrt heifst

die Kurve, deren Evolute eine gegebene Kurve ist, deren

Evolvmite.

Die Gleichungen (3) der Nr. 198 bestimmen die Koordinaten

des Krümmungsmittelpunktes bei rechtwinkligem Koordinaten-

systeme, wenn x zur unabhängigen Variabelen gewählt ist;

dg
von letzterer Annahme werden sie befreit, wenn man —r~ an

rird dann:

idx' + dy')dij

Stelle von -rX schreibt. Es wird dann:
dx^

X, — X =
dxd'^y — dyd^x
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_ == _1_ (^^' 4- dy'')dx
y^ ~ y "T dxd'y — dyd^x'

Sind X und y gegebene Funktionen derselben unabhängigen
Variabelen, so bekommt man die Gleichung der Evolute, wenn
man diese unabhängige Variabele zwischen den beiden Glei-

chungen eliminiert.

201. Eigenschaften der Evolute und Evolvente. Um
die Eigenschaften der Evolute zu untersuchen, wenden wir

die in Nr. 200 erhaltenen Formeln (1) an, nämlich

,^ X x^ = X — Fl sin a,

2/i = 2/ + -ß cos«.

B und a bezeichnen Krümmungsradius und Winkel der

fixierten Tangentenrichtuug. Die Gröfsen, welche in diesen

Gleichungen vorkommen, sind Funktionen derselben unab-

hängigen Variabelen, und die Differentiation giebt:

dx^ == dx — B cos ada — dB sin «,

^2/i = dy — B sm ada + dB cos a.

Aber die Terme

dx — B cos a da j dy — B sin ada

sind null zufolge der Gleichungen

dx = ds cos a, dy = ds sin a, ds == Bda-^

man hat also einfach:

(2) dx^ = — dB sin a, dy^ = dB cos a,

imd gewinnt aus diesen Gleichungen:

(3) ^ = _cotg« oder ''^'i = 2'^ "J',
dXi ° dxj^ Xy—x

ferner

(4) dx,^ + J?// = dB\

Die Gleichung (3) besagt, dafs die Normalen der gegebenen

Kurve die Tangenten der Evolute sind, und die Gleichung (4),

dafs das Differential des Krümmungsradius der gegebenen Kurve

gleich dem Differentiale ds^ des Bogens s^ der Evolute ist, wenn
dieser Bogen von einem willkürlichen festen Anfangspunkt bis

zu dem betrachteten Krümmungsmittelpunkt gerechuet wird.

Rechnen wir den Bogen CqC=Si der Evolute von einem

Punkte Cq an, der Krümmungsmittelpunkt für den Punkt Mq



Theorie der ebenen Kurven. 281

der gegebenen Kurve ist, und bezeiclinen mit Bq den Krüm-

mungsradius im Punkte Mq, so giebt die Gleichung (4), wenn

wir nur das positive Vorzeichen der Quadratwurzel berück-

sichtigen:

cls^ = dR oder ds^ = d(R — Rq).

Da die Variabelen 6\ und R — Rq dasselbe Differential

haben und gleichzeitig verschwinden, so ist

5i
= jR — Rq.

Damit ist folgende Eigenschaft ausgedrückt:

Mn 'beliebiger Bogen auf der Evolute einer ebenen Kurve

ist gleich der Differenz zivischen den beiden Krümmungsradien,

die zu den Endpunkten dieses Bogens führen.

202. Mechanische Erzeugung der Evolvente. Auf Grund

der in der letzten Nummer bewiesenen Eigenschaft hat der

Ort der Krümmungsmittelpunkte den Namen Evolute erhalten.

Ist nämlich (Fig. 41) M^M^ ein Bogen der ^. ^^

gegebenen Kurve, und CqÜ-^^ der entsprechende

der Evolute, und befestigt man in O^ das eine

Ende eines Fadens von der Länge M^^C^ = R^,

so wird, wenn sich dieser Faden auf den Bogen

C^Cq aufgelegt hat und dabei von Cq ab in der

Richtung CqMq gespannt ist, das andere Ende

in den Punkt M^^ fallen, gemäfs der Gleichung

CqCi = R^ — Rq. Wickelt man den Faden

wieder ab, indem man ihn stets gespannt hält, so beschreibt

dieses Ende den Bogen MqM^. Denn ist C^CM eine Lage

des Fadens, so ist

CM= CqMq + CqG =Rq + s,=R.

Also ist C3I der Krümmungsradius, welcher zum Punkt C
führt, und der Punkt M liegt folglich auf dem Bogen MqM^.

Die Evolute einer algebraischen Kurve ist selbst eine

algebraische Kurve, und die bewiesenen Sätze lehren, dafs

jeder Bogen der Evolute durch eine algebraische Funktion der

Koordinaten ausgedrückt werden kann. Man sagt daher, dafs

die Evolute einer algebraischen Kurve algebraisch rektifi-

zierbar ist.
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203. Differeiitialgleieliung der Evolvente. Um von der

Evolute zur Evolvente zurückzukehren, mufs man die beiden

Gleichungen anwenden:

Vi—'y
. 1^ . X = 2/i_z-J^ ^ 1^1

.

Xy — X dx~^ ' x^ — X dXi

Hier sind Xj^ und y^ gegebene Funktionen einer un-

abhängigen Variabelen. Eliminiert man diese zvrischen den

beiden Gleichungen, so erhält man eine Gleichung zwischen

^} V} ;? ? welche die Differentialgleichung der gesuchten
dx

Evolvente ist. Man sieht, dafs diese Dijfferentialgleichung

überhaupt alle orthogonalen Trajektorien der gegebenen Kurven

umfafst, d. h. alle Kurven, welche die Tangenten von jenen zu

Normalen hahen. Hieraus folgt, dafs jede Kurve unendlich

viele Evolventen hat, worauf wir noch später zurückkommen

werden.

§ 6. Polarkoordinaten.

204. Das Differential der Fläche eines Sektors. Die

Punkte einer Kurve AM seien bestimmt durch den Radius-

Mg. 42. vektor OM= q, welcher von einem festen

Punkt ausgeht, und durch den Winkel o,

den die Richtung dieses Radius mit einer

festen Richtung OX bildet. Ist A ein fester

Punkt und M ein variabeler, so wird die

Fläche des Sektors OAMy die von der

Kurve und den beiden Radien 0^4, OiWein-
*^ geschlossen ist, eine Funktion, deren Diffe-

rential wir bestimmen wollen. Erteilt man o den Zuwachs

M03f = Acj^ so ändert sich der Radius um Ap, und die

Fläche AOM = u erhält das Inkrement

Au = M03r.

Ist Q -{- A^Q der gröfste Wert, welcher unter den Radien-

vektoren von Olf bis OM' überhaupt vorkommt, und () + Ag^

der kleinste, so wird der Kreissektor, welcher zu dem Winkel

Ao und dem Radius q -\- A^q gehört, gröfser sein, als die

Fläche AUf dagegen der Kreissektor mit demselben Winkel

und dem Radius q -{- A^Q kleiner. Es ist also
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1(, + A,p)^>^>|(0 + A„

Läfst man nun Aa nach null konvergieren, so kon-

vergieren auch, da q als stetige Funktion von co vorausgesetzt

ist, A^Q und A2Q nach null, und es wird

1 9 du TT 1 „ -,

^ o'* = , oder au = - Q'^dcj.
2 ^ dco 2 ^

Legen wir durch den Anfangspunkt oder Pol des Systems

die Gerade Oy senkrecht zu. Ox und bezeichnen wir mit x und y
die rechtwinkligen Koordinaten in Bezug auf diese Axen, so ist

tancj CS == —. Q cos to = ic.

Die erste Gleichung giebt durch Dijfferentiation:

doa xdy — ydx 197 7 7—- = —^—-^^— oder Q^aco = a;a?/ — •waa;.

Also kann das Differential des Sektors u auch durch die

Gleichung

an = Y (^% — ydx)

dargestellt werden.

205. Das Bogendifferential. Wird mit s der Bogen AM
bezeichnet, dessen Anfangspunkt A fest ist, während der Puukt

M variabel bleibt, so ist As das Inkrement MM\ welches

dem Zuwachs Ao entspricht. Wir fällen vom Punkte M die

Senkrechte JfP auf den Radius OM! und ziehen die Sehne MM'.
Aus dem rechtwinkligen Dreiecke MVM' folgt

MW^^MT^^M'V^ und O =O +O "

Es ist

MF = Q sinAcö, M'P = q + Aq — q cosAoj.

Die Grenzen der Verhältnisse, welche in die obige Gleichung

eingehen, werden nicht geändert, wenn man

MM\ MF, MF
bezüglich durch

As, ^Ara, Aq
ersetzt. Denn die Grenze des Verhältnisses von As zu seiner
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Sehne MM' ist die Einlaeit; ebenso die Grenze des Verhält-

nisses von MP : pAö = —z— . Endlich wird auch

sin^i Ao)
M'P A p ,

1 — cos A (ö ^ ^ 1 9 ^

Aco Äco ' ^ Act) Ära '
"^ ^ Aco '

also

hm—r— = / •

Aco aco

Demnach hat man

d.h.

Man kann diese Gleichung auch aus der bei rechtwink-

ligen Koordinaten gewonnenen ableiten; wir haben dies in

Nr. 80 gethan und brauchen hier nicht nochmals darauf zurück-

zukommen.

206. Bestimmung der Tangente. Im Polarkoordinaten-

systeme bestimmt man die Tangente vermittelst des Winkels ^,

den sie mit dem Radiusvektor bildet. Der Winkel ft im Punkte

M der Kurve ist die Grenze, nach welcher der Winkel PM'M
konvergiert, wenn sich der Punkt M' dem Punkte M un-

begrenzt nähert (Fig. 42. Nr. 204).

Das rechtwinklige Dreieck 31M'P giebt

M' V MV
cosPMM= ^4 , sin PM'M =^ •

Die Grenzen der rechten Seiten dieser Gleichungen ändern

sich nicht, wenn man wie in der vorigen Nummer
MM\ MP, M'P

ersetzt durch
As, pAo, Ap.

Man erhält demnach:

,. A^ . T pAw
cos^ = lim^;, sm^ = lim-^-,

dg üQ
COS|U< = —

sm fi

ds ydq^ -}- Q'^dca'

Qd(o gdca

ds yd^^ + p^dfo-^
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Hieraus folgt:

^ ^ dg Q

Hierbei bedeutet ^ den Winkel, den die nach der Richtung

wachsender Winkel co konstruierte Tangente mit der Richtung

des verlängerten Radiusvektor einschliefst. Ist ^' = ^ null,

so wird dieser Winkel bleich --, ist o' = 3- =00, so wird^ 2 ^ "^

d(o '

dieser Winkel null.

207. Ein besonderes Koordinatensystem. Man kann die

Punkte einer Kurve auch durch zwei Radienvektoren q^ und Q2

bestimmen, welche von zwei gegebenen Anfangspunkten aus-

gehen. Bezeichnet man mit ^^ und ^2 die Winkel, die diese

Radien mit der Tangente bilden, so ist

dg, dgc

also ,
cos [i.^ dg^

cos jLtj dg^

In diesem Koordinatensysteme ist z. B. die Gleichung

einer Ellipse oder Hyperbel

^2 dz ^1 ^^ Konst.

Daraus folgt ^^ = ip 1, und unsere Gleichung ergiebt

cos ft2 = "F cos
f*i

,

was eine bekannte Eigenschaft der Tangente an Kegelschnitten

ausdrückt. An Stelle der beiden Radienvektoren, die von zwei

festen Anfangspunkten ausgehen, kann man auch die Winkel

(Oj und (»2 als Koordinaten einführen, welche diese Radien mit

der durch die Anfangspunkte gehenden Geraden bilden. Man
hat nun die Gleichungen

g.dco.

^^^i^i = ^,\ sm^2 =
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Radiusvektor, so werden die Abschnitte auf dieser Geraden vom
Anfangspunkt bis zu den Schnittpunkten mit der Tangente

und der Normale die Polarsubtangente und -Suhnormale genannt.

Die Subtangente OT=T' und Subnormale ON==N' erhalten

die Längen
T' = Q tang ^ j N' = Q cotg ^

,

oder

^ dg Q ^ dco ^

Die Längen T und N der Tangente und

der Normalen sind:

Fig. 43.

Dabei sind sämtliche Faktoren mit positiven Zeichen zu nehmen.

209. Kontingenzwinkel und Krümmungsradius. Der Kon-

tingenzwinkel da ist, vrie wir sahen, gleich dem Differentiale

des Winkels, den die Tangente mit der ic-Axe bildet. Anderer-

seits ist dieser Winkel gleich o + ft; man erhält demnach

dö = d(ü -{- d^i.

Die Gleichung
tangft = -^

dco

liefert durch Differentiation, wenn man co als unabhängige

Variabele betrachtet:

(dQV _ d^ (^y — ^
1 dji _ ^'da>) ^ d(o'' d(ji _ \dJ ^ dw\

cos^^' den l^^y ^^ ^JL-l^tV
\d(ol

de _ ^
~^"

\datJ ' "^ dco^ ^ q''-{-2q' — qj^

d<o
-~

, ,

(dgy q' + q'~

Es ist also

r^l^)

Da nun ~ = ]/q^ -\- q"'^ ist, so folgt hieraus für den

Krümmungsradius

^^^ ^~ de ^ q' + 2q'^-qq"

Dabei ist das Vorzeichen der Quadratwurzel immer positiv

zu nehmen.
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Man kann diese Formel auch aus derjenigen ableiten,

welche bei rechtwinkligen Koordinaten erhalten wurde; dies

ist in Nr. 80 ausgeführt, als wir uns mit dem Probleme der

Transformation der Variabelen beschäftigten.

Führt man an Stelle von o ein, so erhält U die
q

Gestalt: .

(2) JJ= ^^"^ ^''' ^

(i)Ti +(:-)"

§ 7. Einhüllende Kuryen.

210. Definition der Einhüllenden. Es sei f(x, «/, «) eine

Funktion der 3 Variabelen x,y,a und

(1) f{x,y,a) =
für jeden Wert des veränderlichen Parameters a die Gleichung

einer Kurve. Die Gesamtheit der durch (1) dargestellten

Kurven heifst eine Kurvenschar. Wird, nachdem a einen be-

stimmten Wert erhalten hat, dem Parameter der neue Wert

a + Aa erteilt, so erhält man eine zweite Kurve mit der

Gleichung:

(2) f{x,y,a + /^a)^0.

Die Koordinaten derjenigen Punkte, welche (1) und (2)

gleichzeitig genügen, befriedigen auch die Gleichung:

(3)
f{x,y,a -^Aa) — f{x, y,cc) ^ ^

Besitzt nun f als Punktion von a eine bestimmte Ab-

leitung
^ ,

so geht für Aa = die letzte Gleichung über in:

(4)
mx,y,c.) _

Man sagt nun, die durch (1) dargestellte Kurvenschar

besitzt eine einhüllende Kurve ^ wenn die Elimination von cc

aus den Gleichungen (1) und (4) wieder die Gleichung einer

Kurve liefert:

(5) 9i^,y)-=o,

welche ihrerseits die Einhüllende der eingehüllten Kurvenschar (1)
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heifst. Zufolge der obigen Erörterungen ist demnach die Ein-

hüllende der geometrische Ort derjenigen Punkte, welche je

zwei benachbarte Kurven der Schar gemein haben.

211. Ein Beispiel. Es sei die Einhüllende aller Kreise

zu bestimmen, die einen festen Radius haben und deren Mittel-

punkte auf einer festen Geraden liegen. Wählen wir die feste

Gerade als .^-Axe, so ist die Gleichung der fraglichen Kreis-

schar:
{x — af + y' — a^ = 0,

und a ist der veränderliche Parameter. Die Differentiation

nach a giebt:
X — « == 0,

und die Elimination von a liefert:

y^ — a^== {y — a){y + a) =
als einhüllende Kurve. Die Einhüllende besteht also hier aus

den zwei Geraden, welche im Abstände des Radius a parallel

zur X'Axe gezogen werden können.

Es mag hierbei bemerkt werden, dafs hier wie bei allen

geometrischen Untersuchungen darauf zu achten ist, was die

Kurve ist, welche durch eine gegebene Gleichung dargestellt

wird, oder umgekehrt, welches die Gleichung oder die Glei-

chungen sind, welche eine gegebene Kurve darstellen.

Löst man nämlich die Gleichung der Kreisschar nach

X — a auf, so erhält man

X — a + y<^^ — y' = ^'

Fixiert man das Vorzeichen der Wurzel und wählt z. B.

das negative, so wird x — a —
|

Ya^— 2/^
I

^^^^ Funktion der

drei Veränderlichen x,y,a. Die Schar aller Kurven

X — a —
I

]/a^— 1/^1 =
besitzt aber keine Einhüllende, denn die Differentiation nach a

liefert die sinnlose Gleichung — 1=0, welche beweist, dafs

zwei benachbarte Kurven der durch die Gleichung

X — a ^— yd^— 2/^1=0

dargestellten Schar keinen Punkt gemein haben. In der That

stellt diese Gleichung auch gar nicht die Gleichung einer
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Kreisscliar dar, sondern eine Schar von Halbkreisen, deren

jeder zur Rechten der Geraden x == a liegt. In unserer Kreis-

schar schneiden sich aber, wie untenstehende Figur zeigt, die

Kreise immer der Art, dafs die rechte Hälfte des einen Kreises

die linke des benachbarten trifft. Die rechten Hälften dieser

Kreise haben also thatsächlich keine Einhüllende.

Fig. 44.

Will man also die Einhüllende unserer Kreisschar aus

der aufgelösten Form der Gleichungen bestimmen, so mufs

man sagen, dafs erst das System der zwei Gleichungen

a + 1

yöFYa' =2/2j = 0, X — a-f-
\

ya"—r

unsere Kreisschar definiert. Der Fall, dafs unsere Kurven-

schar erst durch mehrere Gleichungen analytisch definiert ist,

ist in der vorigen Nummer aber nicht behandelt, und man
mufs zur Bestimmung der Einhüllenden direkt verfahren, indem

man in jeder der Gleichungen « um Aa vermehrt und die

gemeinsamen Lösungen der entstandenen Gleichungen be-

stimmt. In unserem Beispiele giebt dies:

X = a + ^ Aa

+ \\/a^ Aa'

und

« + yA«

= -
l/«^

Aa'

Geht man jetzt zur Grenze Aa==0 über, so erhält man
Serret, Diff.- u. Integral-Kechnung. I. 2. Aufl. 19
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X = a^ y = a und x = a, y = — a

als den Sclmittpunkt des Kreises um a mit seinem benach-

barten und
2/ = + a

wie vorher als den geometrischen Ort aller dieser Schnittpunkte.

212. Eine Eigenschaft der Einhüllenden.

Lehrsatz, Die Einhüllende eines Kurvensystemes berührt

die Kurven in jedem nicht singulären Funkte, wo sie denselben

begegnet.

Ist

(1) fix, y, a) =
die Gleichung des Systemes in geradlinigen Koordinaten, so

ist die Einhüllende durch die beiden Gleichungen bestimmt

(2) f{x,y,a)^0, |^ = 0.

Um den Richtungskoeffizienten J der Tangente in einem

bestimmten Punkt einer Systemskurve zu erhalten, mufs man

die Gleichung (1) differentiieren; man bekommt

(3) ^fdx+¥dy = 0.
^ J dx oy ^

Will man nun den Richtungskoeffizienten der Tangente

in einem bestimmten Punkte der Einhüllenden finden, so kann

man noch die Gleichung (1) als deren Gleichung ansehen,

nur mufs man a nicht mehr als Konstante, sondern als eine

Funktion von x und y betrachten, welche durch die zweite

der Gleichungen (2) bestimmt ist. Unter dieser Annahme hat

man die Gleichung (1) zu differentiieren, und das ergiebt:

Die zweite Gleichung (2), welche für jeden Punkt der

Einhüllenden erfüllt ist, reduziert aber die Gleichung (4) auf

die Form (3). Also erhält man für die Einhüllende sowohl

wie für die Eingehüllte

K

öy
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BemerJcung. Ein Beispiel für die betrachtete Eigenscliaft

der Einhüllenden haben wir bereits behandelt. Die Evolute einer

Kurve ist nichts anderes als die Einhüllende des Normalen-

systemes^ und wir haben gesehen, dafs sie die Normalen tangiert.

Die Gleichung f(Xj y^ a) = kann, wenn die Koordinaten

Xj y eines Punktes M in sie eingesetzt werden, mehrere

Werte a liefern; unter diesen ist aber, wenn M zugleich ein

Punkt der Einhüllenden ist, jedenfalls einer vorhanden, der

auch der Gleichung J- = genügt. Die auf diese Weise

bestimmte Systemskurve wird von der Einhüllenden tangiert

während die anderen Systemskurven, die etwa noch durch den

Punkt M gehen können, die Einhüllende daselbst schneiden.

Ein Kurvensystem kann einhüllende Kurven nur dann be-

sitzen, wenn a vom höheren als dem ersten Grade in der

Gleichung vorkommt, d. h. geometrisch, wenn das Kurven-

system die Ebene zum mindesten zweifach überdeckt, so dafs

durch einen Punkt der Ebene im allgemeinen zwei Kurven

hindurchgehen.

Endlich ist wohl zu beachten, dafs unser Lehrsatz von

der Berührung der Einhüllenden und Eingehüllten ausdrück-

lich nur auf nicht singulare Punkte beschränkt ist. Es ist

daher sehr wohl der Fall denkbar, dafs z. B. sämtliche Punkte

der Einhüllenden singulare Punkte sind, für welche J^ ,
q—

,
3^° ' ox^ cy^ du

immer gleichzeitig null sind, und dann braucht die Einhüllende

die Eingehüllten keineswegs zu berühren.

213. Die Koordinaten x und y eines Kurvenpunktes sind

als Funktionen des Tangentenwinkels a gegeben. Betrachtet

man eine beliebige Kurve bezogen auf zwei rechtwinklige Axen

und ist a der Winkel, den die Richtung der Tangente mit der

Abscissenaxe bildet, so wird die Gleichung dieser Tangente

(1) ic sin a — y cos a = f{a) ,

und f(a) ist eine Funktion von a, die von der Art der Kurve

abhängt und abgesehen vom Vorzeichen den Abstand der

Tangente vom Koordinatenanfange angiebt. Da diese aber

die Einhüllende ihrer Tangenten ist, so bekommt man ihre

Gleichung, indem man a zwischen der Gleichung (1) und der

hieraus durch Differentiation folgenden Gleichung
19*
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(2) X cos a -\- y s'm a = f\a)

eliminiert. Mau kann a zur unabhängigen Variabelen machen,

und alsdann bestimmen die Gleichungen (1) und (2) die Ko-

ordinaten X und y als Funktionen von a. Man findet:

X = f'{cL) COS a -\- f{a) sin a,

^ ^
y = f'(cc) sin a — f{cc) cos a.

Die Difi'erentiation dieser Gleichungen giebt dann weiter:

dx = \_f"{cc) + /"(«)] cos a da,

^^^
dy = [f" (a) + aa)] sin a da,

und indem man diese Gleichungen quadriert und addiert:

(5) ds = if"ia) + f{a)]dc,,

was übrigens auch aus den Formeln in Nr. 194 hervorgeht.

Da da gleich dem Kontingenzwinkel ist, so erhült man für

den Krümmungsradius

(6) i2 = f^=rw + /(«).

Die vorstehenden Formeln lassen verschiedene Anwen-

dungen zu, von denen wir ein Beispiel geben wollen. Erteilt

man « einen bestimmten Wert, so stellt die Gleichung (2) eine

Senkrechte zur Tangente dar, und zwar in dem Punkte Xj y,

welcher durch die Gleichung (3) bestimmt ist, also im Kurven-

punkte. Die Gleichung (2) liefert mithin die Normalen der

Kurve. Bildet man nun die Ableitung der Gleichung (2) nach a,

nämlich

(7) — X sin a -\- y cos a == f"{cc)j

so gehört das System der Gleichungen (2) und (7) den Ein-

hüllenden des Normalensystemes an, also der Evolute der

gebenen Kurve. Berechnet man aus (2) und (7) die Werte von

X, y, und bezeichnet man sie durch x^ und t/j , so wird

x^ == f\c-) cos a — /"'(") ^^^ ^y

^ ^
2/i = /"W ®^^ ^ + /^"W ^^^ "?

und dies sind die Koordinaten des Krümmungsmittelpunktes.

Durch Differentiation folgt weiter:

dx, == - [/'(«) + /*"'(«)] sin a da,

^ ^
c?2/i = + [rW + r(«)]cos«c?«,

also, wenn s^ den Bogen der Evolute ausdrückt:
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(10) ds, = [/"(«) + r{ci)]da = dB,

Man findet so die Resultate der Nr. 201 wieder.

Fig. 45

§ 8. Oskulierende Kurven.

214. Definition einer Berührung fi*®'' Ordnung. Es sei

die Gleichung einer Kurve MM' (Fig. 45) in rechtwinkligen

Koordinaten; und in demselben Koordinatensysteme sei

die Gleichung einer zweiten Kurve

MM^. Wir sagen nun, dafs die beiden

Kurven sich im Punkte M in der ft*®"^

Ordnung berühren, wenn für die Ab-

scisse X dieses Punktes die Gleichungen

bestehen:

(1) 2/i==2/; 2//= 2/'; 2/1" = 2/";

wo i/(^) und 2/1^") die /li*®"^ Ableitungen bedeuten, und wenn

(2)
2/^/"+i)4=i//^+i)

ist.

Wir nehmen an, dafs in der Umgebung der Stelle x die

Funktionen y und y^ nach dem Taylorachen Satze entwickel-

bar sind. Vermehren wir daher x um Ax , so werden die

X -{- Ax entsprechenden Werte Y und Y^ der Ordinaten y

und y^ gegeben durch:

yi,)^

i^=2/+ 2/'^ + 2/ -^^

^ , , Aic , ,, (Aic)2
J^=2/+ 2/-T! +2/ -^

und daher wird

.+,oo.(^V,c.-^..^ + E,^,

+ 2/(^)
(Aa;f

2/x(''+^^-^^+^V+ ^^
(f*+l)!

(^ + 1)!

an der Stelle x^ d. h. für Aic= 0, null von der ft+ 1*^'' Ordnung.

Die letzte Gleichung liefert uns eine geometrische Defi-

nition für die Zahl \x>, welche die Ordnung der Berührung

angiebt. Machen wir in Fig. 45 OT = x, PP'= Aa?, so wird
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mP'= Y, , M'P'= Y und daher mM' =Y—Y^. Es wird

daher mM', wenn Aä; null wird, null von der Ordnung ft+ 1;

d. h. es wird mM
lim

PP'=0
^pp')"-Hl

endlich und von null verschieden.

Um nun noch die Strecken mM' und PP' durch solche

zu ersetzen, welche eine vom Koordinatensysteme unabhängige

Bedeutung haben, verschieben wir den Anfangspunkt der

Koordinaten in den Punkt M und machen die Tangente in My

also die Gerade ST zur x-Axe. Dann wird aus niM' die

Strecke M' M^' und aus PP' die Strecke MQ und diese beiden

Gröfsen haben eine von dem Koordinatensysteme unabhängige

Bedeutung. Fällt man von einem Punkt M\ der auf der

Kurve y = f{x) in der Umgebung von M liegt, das Lot MQ
auf die gemeinsame Tangente in 31, so schneiden die beiden

Kurven auf ihm das Stück M'M^' aus. Der Fufspunkt Q des

Lotes ist um MQ vom gemeinsamen Berührungspunkte M
entfernt, und nun heifst ^ die Ordnung der Berührung beider

Kurven, wenn M'M'
lim

^

endlich und von null verschieden ist.

Ist, um die vorigen Betrachtungen an einem Beispiele

auszuführen, ft > und die eine Kurve MM^ eine gerade Linie,

also die Tangente an die Kurve MM\ so wird — allgemein zu

reden — y" im Punkte M nicht null sein, und daher wird

für die Kurve die Reihe der Differentialquotienten

y, y'y y"y y"\ • • •.

für die Tangente dagegen

y, y, 0, 0, . .

.

Mithin ist ^ = 1. Die Tangente berührt die Kurve im All-

gemeinen in der ersten Ordnung. In speziellen Fällen kann

natürlich die Ordnung der Berührung sich sehr erhöhen; wir

kommen dadurch zurück auf die Betrachtungen der Nr. 172.

215. Berührung gerader und ungerader Ordnung. Wie

in Nr. 172 wollen wir jetzt allgemein unterscheiden, ob ft

ungerade oder gerade ist. Ist die Ordnung ft ungerade, so
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ändert Y — Y^ sein Zeichen nicht, wenn man das Vorzeichen

von Ax ändert, sobald AiC in der Umgebung von Aa? =
sich befindet; das Zeichen bleibt also das nämliche wie das

der Differenz ^,^ ,

,
_ . .

Dies besagt, dafs zu beiden Seiten des Berührungspunktes die

eine Kurve durchaus auf derselben Seite der andern verläuft.

Ist dagegen fi eine gerade Zahl, so ändert Y — Y^ mit

Ax auch sein Zeichen, und die Kurven durchsetzen sich gegen-

seitig im Berührungspunkte.

Wir bemerken schliefslich, dafs es im Falle einer Be-

rührung ii^^"" Ordnung nicht möglich ist, durch den Punkt M
eine dritte Kurve zu legen, die zwischen den beiden ersten

verläuft, es sei denn, dafs sie im Punkte M eine Berührung

von /[**" oder höherer Ordnung mit jenen besitzt. Denn ist

Tg die Ordinate der dritten Kurve, welche zur Abscisse

X -\- Ax gehört, so ist

r,-r, = (r-r) + (r-r,).

Ist nun Y^—Y von niederer als der ^ + l*^"" Ordnung null,

so wird auch Y^ — ^i von derselben Ordnung null, und folg-

lich haben

Y,— Y, und Y^ — Y
auch dasselbe Zeichen. Hieraus folgt im Besonderen der Satz,

dafs es nicht möglich ist, durch den KurvenpunktM eine Gerade

zu ziehen, welche in der Umgebung des Berührungspunktes M
zwischen der Kurve und ihrer Tangente verliefe. Denn die

Sekante durch M berührt — so dürfen wir sagen — die

Kurve in der nullten Ordnung, also in einer niedrigeren als

die Tangente.

216. Definition des Oskulierens. C bezeichne eine ge-

gebene Kurve y = f{x)'^ wir nehmen an, dafs in der Um-

gebung der gerade betrachteten Stelle x= Xq die Funktion f(x)

nach dem Taylorschen Satze entwickelbar ist:

(1) y =m = 2/0 + Vo (* - ^o) + f (*

-

^oY +
Dieser Kurve stellen wir eine Schar von Kurven C gegenüber:
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in deren Gleichung w + 1 willkürliche Konstanten vorkommen
und deren Ordinaten wir mit y^ bezeichnen. Wir wollen an-

nehmen, dafs die Gleichung dieser Kurvenschar nach y^ auf-

gelöst und die rechte Seite in der Umgebung von x — x^

nach dem Tai/^orschen Satze entwickelt sei, und als Koeffi-

zienten der ersten w + 1 Glieder mögen geradezu die w + 1

Konstanten

Cq
, C^j . . . Cji

auftreten. Dann sieht die Gleichung der Kurvenschar so aus:

(2) yi = c^ + cr ipo— x^) -f Cg . (x— x^Y H

-{-Cn-(x-X^y-\-An+l{x—X^^+^+-"

Die Gröfsen c^, c^ , . Cn sind willkürlich, aber die folgenden

Koeffizienten ^„-]-i, -4„_|_2, . .. Funktionen von ihnen oder feste,

von den c unabhängige Zahlen.

Ist nun die ganze Zahl ft kleiner als w, so kann man
über die Konstanten c^j c^ . . . Cn der Kurvenschar C so ver-

fügen, dafs die Kurven C und C eine Berührung ii^^ Ord-

nung im Punkte Xq haben. Dazu hat man einfach die ft + 1

Gleichungen zu erfüllen:

Die übrigen n — fi Konstanten bleiben dann willkürlich. Man
mufs nur Sorge tragen, dafs

wird. Ist aber n = fi, so ist die Kurve C durch die Glei-

chungen (3) vollkommen bestimmt und hat im Punkte M{Xqj 2/0)

mit C eine Berührung mindestens n^^ Ordnung. In diesem Falle

sagt man die Kurve C^ oshdiert die Kurve G im Punkte M.

Anders aber als im Falle [i <in sind hier zwei Fälle zu

unterscheiden. Durch die n + 1 Gleichungen

sind jetzt alle c bestimmt und mit ihnen daher auch bereits

alle folgenden Koeffizienten ^„+1, -4«4-2, ... in der Entwicke-

lung (2). Im Allgemeinen wird nun nicht gerade auch
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{n-\-l)l

werden, und die Berührung ist dann genau die ^^^. Aber es

kann zufälligerweise die letzte Gleichung an der speziellen

Stelle Xq doch erfüllt sein und sogar noch von den analogen

folgenden Gleichungen einige. Dann ist die Berührung von

noch höherer als fi*®'^ Ordnung. Die Kurven C und C können

sogar identisch werden, dann ist

ft = oo.

Jedenfalls giebt es unter den Kurven der Schar C jedes-

mal eine und nur eine, welche die Kurve in einem gegebenen

Punkte M von allgemeiner Lage oskuliert, und diese hat mit C
eine höhere Berührung als jede andere Kurve der Schar C\

Im Allgemeinen kann man auch aus einer Kurvenschar,

deren Gleichung die allgemeine Form

(4) F(x,y,; c^, Cj . . . c„) =
hat über die n + 1 Konstanten so verfügen, dafs die Berüh-

rung mit C mindestens von der w*^° Ordnung wird. Es können

die Konstanten jedoch so in F eingehen, dafs dies nicht mehr
möglich ist. Die Behauptung, dafs man aus der Schar C,
wenn ihre Gleichung in der Form (4) gegeben ist, eine Kurve

herausfinden kann, die C in mindestens n^^ Ordnung berührt,

bedarf daher in jedem Falle eines besonderen Nachweises, der

freilich dann überflüssig ist, wenn man sich nicht mit der

blofsen Abzahlung der Konstanten begnügt, sondern die ver-

langte C thatsächlich herstellt.

217. Oskulierende Gerade. Oskulierender Kegelschnitt.

Die Gleichung einer Geraden enthält nur zwei Konstanten;

sie läfst sich unmittelbar in die Form (2) der vorigen Nummer
setzen. Man kann daher zwischen einer gegebenen Kurve und
einer Geraden in einem allgemein gegebenen Kurvenpunkte nur

eine Berührung erster Ordnung herstellen. Die oskulierende

Gerade einer Kurve ist also in jedem Punkte nichts anderes

als die Tangente der Kurve. Dieses Resultat findet man auch

nach. der allgemeinen Regel. Denn ist
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die allgemeine Gleichung einer Geraden, so hat man

Also wird

yi — yo = yo-(^ — ^o)

die Gleichung der Tangente im Punkte (x^^ y^. Ihre laufen-

den Koordinaten sind x und xj^. Schreibt man für diese wie

gewöhnlich | und 7] und läfst die Indices fort, so entsteht

die alte Form der Tangentengleichung:

n — y = y' (S — ^),

bei der {x, y) der Berührungspunkt ist.

Die allgemeine Kegelschnittsgleichung enthält fünf will-

kürliche Konstanten. Bringt man sie in die Form (2), so

zeigt sich, dafs c^y q, c^y c.^, c^ ebenfalls willkürlich bleiben;

mithin hat der oskulierende Kegelschnitt einer gegebenen Kurve

eine Berührung vierter Ordnung mit dieser Kurve. In gewissen

besonderen Kurven kann die Berührung auch von höherer

Ordnung werden. So hat z. B. eine Kurve dritter Ordnung

im Allgemeinen 27 Punkte, in denen die oskulierenden Kegel-

schnitte je eine Berührung fünfter Ordnung mit der Kurve

besitzen. Wenn man Kegelschnitte betrachtet, welche noch

anderweitigen bestimmten Bedingungen genügen, so wird die

Zahl der willkürlichen Konstanten kleiner als 5, und die os-

kulierende Kurve hat im Allgemeinen nicht mehr eine Berüh-

rung vierter Ordnung: Dieser Fall tritt ein, wenn man z. B.

nur Parabeln betrachtet, welche von vier Konstanten abhängen,

oder Kreise, welche drei Konstante enthalten, und die wir

nun genauer untersuchen wollen.

218. Der oskulierende Kreis. Die allgemeine Gleichung

eines Kreises enthält drei Konstanten, nämlich die Koordi-

naten x^ , «/i
des Mittelpunktes und den Radius B. Man kann

daher im Allgemeinen nur eine Berührung zweiter Ordnung

in einem Punkte rr, y einer gegebenen Kurve mit einem Kreise

herstellen, und die Bedingungen dieser Oskulation sind:

(r\ y —y ^yy — ^y ^% = ^ll.
^^^ y^ — yy dx dx' dx^ dx^^

wenn y^ die Ordinate des Kreises bezeichnet. Die Gleichung

desselben ist
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{x-ay + {y,-Vf = m,
und differentiiert man sie zweimal^ so folgt:

Ersetzt man in diesen drei Gleichungen die Gröfsen y^ ,
-~-

,

-j—- durch ihre Werte gemäfs den Gleichungen (1), so erhält

man die drei folgenden:

r (x - af + {y- hy = B',

(2)

durch welche die Koordinaten a^ , fe^ des Mittelpunktes und

der Radius R des im Kurvenpunkte x, y oskulierenden Kreises

bestimmt werden.

Diese Gleichungen sind aber genau dieselben, wie die,

durch welche der Krümmungskreis bestimmt wird; nur dafs

hier die Koordinaten seines Mittelpunktes (a, h) heifsen statt

wie Nr. 198 {x^, y^. Wir sehen also:

Der oskulierende Kreis ist der Krümmungslireis.
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Anwendnngeii der Theorie ebener Kurven.

§ 1. Die Fläche und das Bogenelement der Kegelschnitte.

Wiewohl die Messung der von Kurven begrenzten Flächen

der Integralrechnung angehört, so wollen wir doch hier be-

Fig. 46. reits einige der einfachsten Fälle und ins-

y besondere die Kegelschnitte behandeln.

219. Die Parabelfläche. Es sei die Fläche

des Segmentes MOM' zu bestimmen, welche

P »^' zwischen dem Parabelbogen und seiner Sehne

-^, enthalten ist. Zur iC-Axe wählen wir den

^ Durchmesser Ox, der durch die Mitte P der

Sehne MM' geht, und zur y-Axe die Tangente Oy im End-

punkte dieses Durchmessers.

Sind Xj y die Koordinaten eines Punktes Jf, der als

variabel gedacht ist, so wird das Differential der Fläche

OMP=u (Nr. 192):

du = ydx.

Die Gleichung y'^ = 2px der Parabel ergiebt aber

y = V^P ' ^^7

also ist:

du = y2p • x^ dx.

i- 2 4
Da nun x'^ dx das Differential von ^ x ist, so hat die Fläche u

o

2 / 4
das nämliche Differential wie die Funktion ^ y2px und

unterscheidet sich daher von dieser Funktion nur um eine

Konstante. Andererseits werden aber beide Funktionen für
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X = ebenfalls null; mithin mufs diese Konstante gleich null

sein und man erhält:

ti = y2px ' X oder
2
^xy.

Diese Gleichung besagt^ dafs die Fläche OFM gleich. -^
o

der Fläche des Parallelogrammes OMPQ ist, welches mit

den Koordinaten des Punktes M gebildet ist. Desgleichen ist

2
die Fläche OM'P gleich - des Parallelogrammes OFM'Q\

2
mithin ist das Segment MOM' auch gleich -r- des Parallelo-

grammes MM'Q'Q.

220. Die Ellipsenfläche. Eine Ellipse sei bezogen auf

ihren Mittelpunkt und ihre Hauptaxen;

2a und 2h seien die Längen der Axen,

und es werde die Fläche u gesucht,

welche zwischen den beiden Axen OXy

Oyj dem Bogen BM und der Ordinate

MP liegt. Wird der Kreis konstruiert,

welcher die grofse Axe 2 a zum Durch-

messer hat, und mit ti' die Fläche be-

zeichnet, die zwischen den Axen Ox
und Oi/, dem Kreisbogen B' M' und der Ordinate M'F liegt,

so ist

du = ydXj du = y'dx.

Da aber y' und y die Ordinaten des Kreises und der

U ^

Ellipse sind, so ist X' ^^«^

du du.

Mithin haben die Gröfsen u und - u dasselbe Differential,

und weil sie gleichzeitig mit x verschwinden, so sind sie

gleich, d. h. es ist

h ,

u = -- II.
a

Die ganze Kreisfläche ist %a^, die ganze Ellipsenfläche

demnach Ttah,
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221. Die Hyperbelfläche. Wir betrachten eine Hyperbel,

die auf ihre beiden Asymptoten als Koordinatenaxen bezogen

ist; ihre Gleichung wird

xy = m^
j

u bezeichne die Fläche, die zwischen

der Kurve, der Ä;-Axe und den Ordi-

naten ACy PM liegt; von den letz-

teren ist die eine fest, die andere va-

riabel gedacht.

Ist nun der Winkel zwischen den Axen Ox und Oy^

so ist nach Nr. 192:

du = ydx sin 9.

Also wird für unsere Hyperbel:

du = m^ sin0—
X

— ist aber das Differential des natürlichen Logarithmus
X ^

von X] also ist

u = m^ sinQ Ix -{- Konst.

Die Fläche u mufs null werden, wenn x gleich der Ab-

scisse Xq des Punktes C ist, folglich ist

= m^ sinQlxQ + Konst. oder Konst. = — m^ ain QIxq,

Demnach wird

u = m^ sin 1—
Ist die Hyperbel gleichseitig, so ist = 90^. Wählen

wir also als feste Anfangsordinate die des Scheitels C der

Hyperbel, und setzen wir m gleich der Längeneinheit, so wird

u = lx.

Die durch die verschiedenen Ordinaten der gleichseitigen

Hyperbel hegrensten Flächen sind also gleich den Logarithmen

der entsprechenden Äbscissen. Auf Grund dieser Eigenschaft

heifsen die natürlichen Logarithmen auch die hyperbolischen.

222. Das Bogenelement der EUipse. Die Koordinaten

einer Ellipse, bezogen auf Mittelpunkt und Hauptaxen, lassen
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sich als Funktionen eines variabelen Winkels (p durch die

Gleichungen

X = a smcpy y = h cos tp

ausdrücken-, a und h sind die Längen der Halbaxen, (p die

excentrische Anomalie, gerechnet von der kleinen Axe. Kon-

struiert man nämlich den konzentrischen Kreis mit dem Durch-

messer 2a, so wird der zu einem Punkte 31 der Fläche zu-

gehörige Winkel cp gefunden, indem man die Ordinate PM
(Fig. 47 Nr. 220) bis zu ihrem Durchschnitte M' mit diesem

Kreise verlängert-, es ist alsdann L B'OM' = (p. Aus den

obigen Gleichungen folgt

dx = a cos q) d(p, dy = — h smcp dcp^

ds = Ya^ cos^gp + b^ sin^g) d(p.

Bezeichnet man mit k die Excentricität, d. h. das Ver-

hältnis ^~—— , so gewinnt dieser Ausdruck die Form:

(1) ds = aYl —F sin'^ g) d(p,

statt der man auch schreiben kann:

(2)

ds dcp p sin^ (p dtp

« yi — k" sin^ (p yi — Je' sin''* cp

Bisweilen ist es auch notwendig, ds als Funktion des

Winkels A zu bestimmen, den die Normale der Kurve mit der

x-Axe bildet. Nach den vorigen Formeln wird:

tang /l = — ^ = ^' cotg 9, tang (p = y cotg A,

also:

a' cos^cjp + ¥ sinV = ^r^os^r¥^TS^I

und
j a C08*g) , ah dX
a(p —. — y j^- üA— — ^2-cog-2X+T5r^i^'

Also folgt:

ds =
oder:

ds =

{a^coan-\- h^ amn)¥

&2 dX

(1 — Jc^ sinn)i
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dX ist nichts anderes als der Kontingenzwinkel , und also

ds

dX
stellt 3^ den Krümmungsradius dar.

Axe, mit 2&
j/l — )fc2

die Gleichung der Kurve

223. Das Bogenelement der Hyperbel.

Für das Differential des Hyperbelbogens

kann man einen ganz ähnlichen Ausdruck

wie bei der Ellipse aufstellen. Wählen wir

zur x-k.xe die Hauptaxe, welche die Kurve

nicht schneidet, zur «/-Axe die andere, und

bezeichnen wir mit 2 a die Länge der ersten

2 a die Länge der zweiten, so wird

2/
= ^V^ + o^ (,.= ^^),yi — A:'

Die Koordinaten ic, y lassen sich als Funktionen eines

Winkels g? ausdrücken, indem man

Vi k'tangq), y^y:^ cos q)

setzt. Sie genügen bei jedem Werte von 9 der Kurvenglei

chung. Hieraus folgt:

d(p ,7.. „ t/^; TJa
kaiatp

rfx= al/i-7c^-^T-, d2/ = al/l

und es wird

cos^qo |/l — ]c* sin^gj

d (p

d(p,

(1) ds = Ydx' + dp' = a yi-h^—
Durch den Endpunkt M des Bogens s, dessen Anfang wir

im Scheitel A der 2/-Axe annehmen, legen wir die Tangente

MP und fällen auf sie vom Mittelpunkte die Senkrechte OP.

Die Gleichung der Geraden OP wird

ril sin g) + 5 yi — h^ sin^g) = 0.

Bezeichnet t die Strecke MP der Tangente, welche die

Entfernung des Punktes M von der Geraden OP mifst, so ist

t = y^=f tangg? l/l — Ä^ sin^ g),

und differentiiert man diesen Ausdruck, so folgt:
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cos^ cpyi — Jc^ sin^g)

/ dcp siD.^ cp dcp \

? WT— k"" Bin^w Vi — fc2 sin'>/

>)^

Vi — fc2 \yi — fc^sin^ yi

Subtrahiert man nun die Gleicliung (2) von der Glei

chung (1); so wird

/ox . / .\ ^^ «fe' / sin^c^y _ dtp

^ ^ ^ ^ yiZTjc^ [yi _ Fsin> yi — fc^ sin^

Die Gröfse ^ ist eine algebraische Funktion der Koordi-

naten, und man sieht, dafs das Differential der Differenz s— t

eine ähnliche Form hat, wie das Differential des Ellipsen-

bogens.

224.. Rektifikation der Parabel. Es sei

die Gleichung einer Parabel, bezogen auf ihre Hauptaxe und

die Scheiteltangente, ferner a der Winkel
j,.^ ^

zwischen der Tangente und der a;-Axe, so ist

tanga = —^ = -^
^ dx y ^

oder

y=P cotg a,

Hieraus folgt:

•^ sin^ cc
'

cotg^ cc.

dx == — pcoigadcc

Bezeichnet man ferner mit s den Bogen der Kurve vom

Scheitel an, so wird

(1) ds = pdcc

sin^ a

Wir setzen das negative Zeichen vor diesen Ausdruck,

weil die Quadratwurzel, welche das Zeichen Plus oder Minus

hat, fortgefallen ist und s eine abnehmende Funktion ist,

wenn a wächst.

Bezeichnen wir mit t die Länge der Tangente zwischen

dem Berührungspunkte M, der zugleich Endpunkt des Bogens s

ist, und dem Schnittpunkt P mit der y-Axe, so ist

X , , ü cos a
oder ^ = ~- "^8—,

cos a 2 sm'*«'

Serret, Diff.- u. Integral-Kechniing. I. 2. Aufl. 20
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demnach

(2) dt = „ —. p -^1—

•

^ ^ 2 sin a ^ sin^ a

Subtrahiert man diese Gleichung von der Gleichung (1),

so folgt:

(3) ,(._0 = -f-^^-.

In Nr. 52 wurde gezeigt, dafs -^— das Differential von

n tang - a) ist, mithin ist

5 — t == —^l (tang «j + Konst.

Der Bogen s und die Strecke t verschwinden für a = -
,

folglich ist die Konstante null, und man hat

(4) s = <-f Z(tang|«).

225. Anwendung der Parabelrektifikation. Dies Re-

sultat giebt ohne weiteres die Lösung eines nicht uninteres-

santen Problemes. Die Linie PF, welche den Punkt P mit

dem Brennpunkte der Parabel verbindet, steht senkrecht zur

Tangente MT und ihre Länge ist

PF
2 sin a

Wählen wir nun den Punkt J auf der Verlängerung von MP
so, dafs MJ gleich dem Bogen s ist, so wird

Jp=s-^==-f 2(tang|«).

Wenn wir jetzt die Linie JS senkrecht zu JT kon-

struieren und die beiden Geraden JT und JS zu Koordinaten-

linien machen, so werden die Koordinaten x, y des Brenn-

punktes F

Aus der zweiten Gleichung folgt

2« 2a;

1 P i. 1= tang Y tt, e = cotg ^ «;

oder
2x _2x

+ e
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und auf Grund der ersten Gleichung wird also:

(5) e^ + e
'' =*/ oder y =. ^{e'^+ e -)•

Es ist nun leicht einzusehen, dafs dies die Gleichung der

Kurve wird, welche der Brennpunkt beschreibt, wenn die

Parabel, ohne zu gleiten, auf der festen Geraden JT rollt.

Diese Kurve ist die Kettenlinie.

§ 2. Krümmung der Kegelschnitte.

226. Bjpünimungsradius. Die allgemeine Gleichung der

Kegelschnitte kann immer auf die Form

(1) 2/' = ^P^ + 2^'

gebracht werden, wobei x und y rechtwinklige Koordinaten

sind. Es ist dies die Scheitelgleichung der Kurve. Durch

zwei aufeinander folgende Differentiationen erhält man:

(2) y'£=P + i=^,

(B) ^S+(ll)=^-

Multipliziert man die Gleichungen (1) und (3) und sub-

trahiert man alsdann die Gleichung (2), nachdem sie ins

Quadrat erhoben ist, so folgt

Der Ausdruck für den Krümmungsradius
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wenn N die Länge der Normalen bedeutet/ folglich ist

(4) Ä=-fr-
Ber Krümmungsradius der Kegelschnitte ist also dem Kubus

der Normalen proportional ^ letztere gerechnet vom Berührungs-

punkte bis mm Durchschnitt mit der Äxe.

Die Gleichung (2) giebt zum Quadrat erhoben:

y^ ijxf'^ ^' + ^P^^ + 2'^' = i^' + qy%

und folglich ist

(5) .
N'-=p' + {l + q)f-,

wodurch man also den Krümmungsradius als Funktion von

einer der beiden Koordinaten ausdrücken kann.

Ein anderer bemerkenswerter Ausdruck für R wird er-

halten, wenn man den Winkel y einführt, den die Normale

mit dem von einem Brennpunkt ausgehenden Radiusvektor

bildet. Bezeichnet man mit q diesen Radius und mit oj den

Winkel, den er mit der x-Axe bildet, so hat man bekanntlich

1 __
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227. Konstruktion des Erümmnngsradius. Die letzte

Formel führt zu einer einfaclien Konstruktion des Krüm-

mungsradius. Man ziehe die Normale in M bis zu ihrem

Durchschnittspunkt N mit der Brennpunktsaxe und verbinde

den Punkt Jf mit dem Brennpunkte F, alsdann errichte man
in N die zur Normale Senkrechte NG bis zu ihrem Durch-

schnitt G mit dem Radiusvektor MF und

konstruiere endlich im Punkte (x das Lot

GC auf dem Radius, bis es die Normale

in C schneidet, so wird der Punkt C der

Krümmungsmittelpunkt des Punktes M.

Denn es ist

COS y cos y

und jj^^^ MG _ N

folglich

(1)

cos y cos^y '

228. Evolute der Ellipse. Aus der Flächengleichung

-^' -4- ^' == 1

a^ "T"
b^'

folgt durch die Differentiation:

a^
"•"

&* dx ^'

a«
"^

h' \dxJ •"
h' dx^ '

oder:

ferner:

+m

dy
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für die Koordinaten des Krümmungsmittelpunktes werden

folglich:

y^) ^1 — «w 2/1 — 54
•

Nimmt man also c^ positiv an, d. h. a^ > &^, und setzt man

so folgt aus den Gleichungen (2) auf Grund der Gleichung (1)

welches die gesuchte Gleichung für die Ellipsenevolute ist.

Diese Evolute GHG'H' hat als Symmetrieaxen die Haupt-

axen der Kurve, und die Punkte G G\
in denen sie die Brennpunktsaxe

schneidet, liegen zwischen den Brenn-

punkten Fj F' der Ellipse, weil a^ <c.
Ferner erkennt man aus den Glei-

chungen (2), dafs jeder Quadrant der

Ellipse und der entsprechende Qua-

drant der Evolute in den zwei Neben-

winkeln gelegen sind, welche mit

der nämlichen Richtung der a;-Axe und den beiden entgegen-

gesetzten Richtungen der y-Axe gebildet werden. Auch kann

man bemerken, dafs die Evolute ganz innerhalb der Fläche

liegt, wenn h^<Ch oder

^^^<l, d.h. a<&}/2

ist. Sie trifft die Ellipse in den Scheitelpunkten der kleinen

Axe, wenn
a = 6]/2

ist; sie schneidet die Ellipse in vier Punkten, wenn

a>6|/2

ist. Die Krümmungsradien der Ellipse in den Endpunkten der

kleinen und der grofsen Axe sind bezüglich h -\- h^ und a — a^

Die Länge eines Quadranten der Evolute ist

folglich

oder -T- und
l a

a ab
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Differentiiert man die Gleichung (3) zweimal, so folgt,

indem man dx^ = Konst. setzt:

JL terV - (^A~^ -^ =

3a^^\aJ Bb,^\bJ \dxj "" b^XbJ dx^^ '

und hieraus:

Der Krümmungsradius R^ der Evolute wird also

a,^b^^

Der Wert -^ ist null in den Schnittpunkten G, G' mit
01 X-^

der grofsen Axe, und unendlich in den Schnittpunkten H, H'

der kleinen Axe. Hieraus erkennt man, dafs diese vier

Punkte Rückkehrpunkte erster Art sind. In jedem von ihnen

wird der Krümmungsradius B^ gleich null. Der Wert von

-~\ hat immer dasselbe Vorzeichen wie 2/1 • Die Evolute ist

demnach stets konvex nach der Abscissenaxe gerichtet.

229. Evolute der Hyperbel. Bei der Rechnung, die uns

zur Gleichung der Ellipsenevolute führte, braucht W nicht als

positiv angenommen zu werden; sie gilt daher auch für die

Hyperbel. Schreibt man — 6^ an Stelle von W, so erhält die

mit c^ bezeichnete Gröfse den Wert

c^ = «2 _^ l\

und die Gleichungen (1) und (2) des vorigen Paragraphen

werden

:

(1)
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SO giebt die Elimination von x und y\

(3)
^^-^^ ^"^^

(f)
- (!:) 1.
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27

Fig. 54.

Durch Differentiation folgt:

fp
Vi'-, Vi

—^ = —xyi^'

313

Diese Gleichungen beweisen, dafs die

Evolute der Parabel aus zwei unendlichen

Ästen GKj GL besteht, die sich im Punkte G der Hauptaxe

vereinigen. Dieser Punkt, dessen Abscisse gleich p ist, ist

ein Rückkehrpunkt erster Art. Die Evolute kehrt die konvexe

Seite der Parabelaxe zu.

§ 3. Die Cykloide.

231. Definition. Die Cykloide wird erzeugt durch einen

festen Punkt auf der Peripherie eines Kreises, wenn dieser

ohne zu gleiten, auf einer festen unbegrenzten Geraden rollt.

Zur rr-Axe wählen wir die Gerade Ax, auf welcher der ge-

gebene Kreis rollt, und zum Anfangspunkte einen unter den

Punkten A auf dieser Geraden, mit welchen der erzeugende

Punkt der Cykloide zusammenfallen kann. Da sich die Be-

wegung des rollenden Kreises unbegrenzt fortsetzt und dabei

immer wieder der erzeugende Punkt auf die Basislinie kommt,

so besteht die Cykloide aus unendlich vielen Teilen, die unter

einander kongruent sind und auf derselben Seite der Geraden

Ax, zur Rechten oder Linken des Punktes A liegen. Die

Gleichung der Kurve läfst sich leicht ableiten. Die y-Axe sei

senkrecht zur Abscissenaxe Ax
gewählt, es werde ein Punkt M
der Cykloide betrachtet; bei der

zugehörigen Lage des erzeugen-

den Kreises seiH der Berührungs-

punkt zwischen Kreis und Basis-

linie.

Es seien nun

AF==x, MP=y
die Koordinaten von M. Wir verbinden diesen Punkt mit dem
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Mittelpunkt des erzeugenden Kreises HMG und fällen die

Senkrechte MI und GH. Dann ist

x = AH-~FH=AH--MI,
y = OH—OI.

Bezeichnet man nun mit a den Radius des erzeugenden

Kreises, mit (p die jeweilige Gröfse des Wälzungswinkels, d. h.

den Winkel, welchen der Radius MO mit der Richtung OR
bildet, so ist

Jl[f7= a sinqp, Ol= a cos cp.

Nun ist die Länge AH gleich der Länge des Bogens

MH == a(p gemäfs der Definition der Cykloide. Mithin wird

(1) X = a(cp — sing)), y = a(l — cosq)),

und man erhält alle Punkte der Kurve, wenn man der Gröfse (p

alle Werte zwischen — oo und + oo beilegt. Die zweite der

Gleichungen (1) ergiebt:

(2) cos 9 = -, g) = arccos --,

daher

(3) sm9 = ^-L^^

und substituiert man diese Werte in die erste der Glei-

chungen (1), so folgt:

(4) ic = a arc cos
^~^ — ]/2 ay — y'^.

Die Wurzel mufs mit dem positiven oder negativen Zeichen

genommen werden, je nach dem Werte von qp.

Die Gleichung (4) ist die Kurvengleichung als Relation

zwischen x und y. Doch ist es nicht vorteilhaft, sie an

Stelle der Gleichungen (1) zu setzen, und wir behalten daher

die letzteren bei.

232. Tangente und Normale. Aus der Differentiation

der Gleichungen (1) folgt:

t?rr = a (1 — cos qp) d^>y

dy ^= a sing) dq).

Der Ausdruck für die Subnormale N' wird auf Grund

der Gleichungen (1) und (5)
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Hieraus folgt, dafs MH die Normale der Kurve ist,

und dafs folglicli die Gerade MG, welche den Punkt M
mit dem Gegenpunkte von H auf dem Kreise verbindet, die

Tangente ist.

Dies Ergebnis führt zu einem einfachen Verfahren, um
die Tangente in einem beliebigen Punkt M der Cykloide zu

konstruieren. Wir bemerken zunächst, dafs das Maximum

von y gleich 2a ist und jedesmal eintritt, sobald (p gleich %

oder einem ungeraden Vielfachen von it ist. Da aber alles,

was von einem Teile der Kurve ausgesagt wird, auch für alle

anderen gilt, so haben wir nur den Teil zu betrachten, der

seinen Anfiang im Punkte A hat. Dann gehört zu dem Maxi-

mum der Wert x = ita-^ das ist die Mitte der Basis der

Cykloide. Konstruiert man nun über der Maximalordinate CD
als Durchmesser den erzeugenden Kreis CmD, imd legt durch

den Punkt M die Gerade Mm parallel zu ÄXj verbindet man

ferner den Punkt m, in welchem die Gerade den Halbkreis

CmD schneidet, mit C, und zieht endlich durch den Punkt M
die Gerade MG parallel zu mC, so wird diese Gerade die

gesuchte Tangente.

Vermittelst der Gleichung (3) kann man dem Ausdruck

für die Subnormale N' die Form geben:

(7) N'=^y2ay-y',

und da die Normale N gleich ]/JV'^ + j/"* ist, so wird

N=y2ay,
oder

(8) A^=2asiny9.

Schreibt man in der Gleichung (7) an Stelle von N'

seinen Ausdruck y^j so erhält man die Differentialgleichung

der Cykloide, nämlich:

(«) jI-V'-^
Es ist mitunter auch von Vorteil, den Anfangspunkt der

Koordinaten in den Scheitel C der Cykloide zu verlegen und

die Geraden GC und CD als x- und «/-Axe zu wählen. Mau
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miifs alsdann in den Gleichungen x durch %a + Xy und y
durch 2 a — y ersetzen. Macht man z. B. diese Substitution

in der Gleichung (9), so wird

dx V 2a— y

Wir haben dabei das Zeichen auf der linken Seite nicht

geändert, weil das Vorzeichen auf der rechten Seite zweideutig

bleiben kann.

233. Quadratur der Cykloide. Bezeichnet man mit u .

die Fläche, welche zwischen der Kurve, ihrer Basis und der
|

Ordinate MF = y enthalten ist, so ist

du = ydx = a^{\ — cosg)yd(p = a^(l — 2 cos 9? + cos^ (p)d(p.

Setzt man

cos^ cp = _ (1 + cos 29)),

so wird

du = a^l— 2cos(p -\- cos2q)] d(p.

Die rechte Seite ist, wie leicht ersichtlich, das Differential

der Funktion

a^ (y gj — 2 sin 9? + - - sin 29)) •

Ferner verschwindet diese Funktion ebenso wie u für

9) = 0; folglich ist

(10) u = a^i-^cp — 2 sin 9) + — sin 2(pj •

Will man die ganze Fläche ü bestimmen, die von dem

einen Zweige der Kurve und der Basis begrenzt ist, so hat

man cp = 27C zu setzen und dies ergiebt

(11) U=37ta\

Die ganze Fläche eines Zweiges der Cykloide ist demnach

gleich dem Dreifachen der Fläche des erzeugenden Kreises.

234. Rektifikation der Cykloide. Die Gleichungen (5)

in Nr. 232 geben

dx^ + dy^ = 2a\l — co8 q))d(p'' = Aa^sin^Y^dg)^,

also

(12) ds = 2a sin-- (pdcp.
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Die rechte Seite ist das Differential von — 4acos — qo;

also ist

s = — 4 a cos cp + Konst.

Wählt man den Punkt Ä zum Anfang des Bogens s, so

wird dieser Bogen null für qp = 0; mithin ist

= — 4a + Konst.,

d. h. die Konstante ist gleich 4a, und man hat

(13) s = 4a(l — cos Y^j = Sasin^--^.

Die ganze Länge S eines Zweiges der Kurve ergiebt sich

für q) = 27C, und demnach ist

(14) S=Sa,
Diese Länge ist also gleich dem Vierfachen des Durch-

messers des erzeugenden Kreises.

235. Krümmungsradius. Der Winkel, den die Tangente

der Kurve mit der y-Axe bildet, ist gleich der Hälfte des

Winkels (p. Hieraus folgt, dafs der Kontingenzwinkel gleich

.2
dq) und der Krümmungsradius

R = 2~
dcp

ds 1
ist. Die Gleichung (12) ergiebt j^- = 2a sin ^9?; und dies ist

nach Gleichung (8) die Länge N der Normalen-, also ist

(15) R=2N,
d. h. der Krümmungsradius ist das Doppelte der Normalen.

236. Evolute. Aus diesem Resultate läfst sich ohne

Rechnung die Evolute der Cykloide bestimmen. Wir ver-

längern den Durchmesser GH des Kreises um die Länge

HL = GH unterhalb der Axe Äx (Figur in Nr. 231) und

konstruieren über HL als Durchmesser den Kreis 0', der im
Punkte N die verlängerte Normale MH schneidet, femer

ziehen wir an diesen Kreis die Tangente LE parallel zu ÄXj
welche die Maximalordinate CD in E schneidet. Aus der

Gleichheit der Winkel MHG, LHN folgt die der Bögen
M(t, LN und der supplementären MH, HN. Die Sehnen
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MH und HN sind ebenfalls gleich, und folglich ist N der

zum Punkte M gehörige Krümmungsmittelpunkt. Der Bogen

UN ist gleich der Länge AH und also sein Supplement LN
gleich HB oder LE.

Mithin kann die Evolute der Cykloide durch einen Punkt

N auf der Peripherie eines Kreises mit dem Radius a erzeugt

werden, wenn dieser ohne zu gleiten auf einer Geraden EL
rollt, die parallel zu Ax in der Entfernung 2a liegt, derart,

dafs die Lagen des Punktes N auf der Geraden EL den

nämlichen Abscissenwerten entsprechen, wie die Maximal-

ordinaten der ursprünglichen Cykloide. Die Evolute ist also

ebenfalls eine Cykloide, welche der ersten gleich ist.

Dasselbe erkennt man auch ohne Benutzung der Gleichung

für den Krümmungsradius. Denn während MG die Tangente

der ersten Cykloide im Punkte M ist, ist NH die Tangente

im Punkte N der zweiten. Diese ist also die Enveloppe

der Normalen zur ursprünglichen Kurve, und folglich ihre

Evolute.

Endlich ergiebt sich auch dieser Satz sehr leicht aus den

allgemeinen Gleichungen für die Koordinaten x^
, y^ des Krüm-

mungsmittelpunktes. Die Differentiation der Gleichungen (5)

in Nr. 232 liefert, indem dcp als konstant genommen wird:

(16) d^x = a sin g? d(p^y d^y = a cos 9? d(p^,

und mittelst der Gleichungen (5) und (16) werden die all-

gemeinen Gleichungen der Nr. 200

x^ = a{(p + mncp)
y 2/1

= — ^(^ — cos 9)).

Verschiebt man nun die Koordinatenaxen parallel zu sich

in den Punkt, dessen Koordinaten x^ita und y=— 2 a sind,

so mufs man 7ta-\-x^ und —2a + y^ an Stelle von x^ und y^

schreiben, und wenn man gleichzeitig cpi-{- ^ an Stelle von (p

einführt, so erhält man die Gleichungen:

0^1 = a (qPi
— sin 9?i) , yj^

= a(l — cos qpj),

welche in der That eine der ursprünglichen gleiche Cykloide

darstellen.

Diese Eigenschaft der Cykloide führt nun auch unmittel-

bar zu ihrer Rektifikation. Denn der Bogen EN der Evolute

ist gleich der Differenz
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EC—MN= 4a — 4a sin -- tp

zwischen den Krümmungsradien der Punkte C und M, Anderer-

seits ersieht man, dafs der Bogen s = AM. erhalten wird,

wenn man in diesem Ausdruck % — 9? statt tp setzt; also ist

s = 4« — 4a cos - 9) = 8a sin^ . qp.

Dieselbe Eigenschaft der Cykloide liefert noch ein Mittel,

die Quadratur dieser Kurve zu erhalten-, wir beschränken uns

indefs auf diese Angabe, welche der Leser selbst wird aus-

führen können.

§ 4. Die Epicykloiden.

237. Definition. Epicykloide nennt man die Kurve, welche

von einem bestimmten Punkt auf der Peripherie eines Kreises

erzeugt wird, wenn dieser ohne zu gleiten auf einem anderen

festen Kreise rollt. Die Cykloide gehört also zur Klasse der

Epicykloiden; bei ihr wird der Radius des festen Kreises

unendlich.

Die Epicykloide heifst eine innere oder äufsere^ je nach-

dem sie im Innern des festen Kreises oder aufserhalb von

ihm gelegen ist. Jede Epicykloide kann vermittelst zweier

verschiedener Kreise erzeugt werden, die auf demselben festen

Kreise rollen. Die Radien dieser beiden Kreise haben ent-

weder zu ihrer Summe oder zu ihrer Differenz den Radius

des festen Kreises, je nachdem es sich um eine innere oder

um eine äufsere Epicykloide handelt.

Nehmen wir nämlich an, dafs die innere oder äufsere

Epicykloide erzeugt sei durch einen Punkt M des Kreises A^

der auf dem festen Kreise rollt (Fig. 56 auf folgender Seite).

Es sei H einer der Punkte des festen Kreises, mit denen der er-

zeugende Punkt zusammenfallen kann, und P ein bestimmter

Berührungspunkt der beiden Kreise. Wir ziehen AM und

konstruieren über .den Linien AOj AM das Parallelogramm

OAMA'-^ wir beschreiben endlich einen Kreis um den Punkt

A' als Mittelpunkt mit dem Radius A' M. Dieser Kreis wird

den Kreis in einem Punkte F' berühren, der auf der Ver-

längerung der Linie OA' gelegen ist. Denn bezeichnet man
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mit r den Radius des Kreises 0, mit a und a die Radien

der Kreise A und A\ so ist

r = a -\- a

bei der inneren Epicykloide, und

Fig. 56.

r = a — a

bei der äufseren. Da nun die Winkel FAM, FA'M, POP'
gleich sind, so ist

arc PM __ arc P'

M

arc PP'
a a' r ^

also
arc P'M± arc PM arc PP'

a + a r '

und weil a ^a = r ist, so ist

arc P'M± arc PM= arc PP'.

Das obere Zeichen entspricht der inneren, das untere der

äufseren Epicykloide. In beiden Fällen aber hat man

arcPilf=arcPlf

nach der Definition für die Erzeugung der Kurve; folglich

ist auch
arc P'ilf= arc P'^,

und demnach kann die Epicykloide auch erzeugt werden durch
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einen Punkt M, sowohl des Kreises A, als auch des Kreises A\
die auf dem Kreise rollen.

Dabei ist noch folgendes zu bemerken: Wird eine äufsere

Epicykloide erzeugt, indem ein Kreis vom Radius a auf dem
Kreise r rollt, so dafs die beiden Kreise sich mit ihren konvexen

Seiten berühren, v7obei a^r sein kann, so ist a = r -\- a,

und der zweite erzeugende Kreis berührt mit seiner konkaven

Seite die konvexe des festen.

Wird eine innere Epicykloide erzeugt, indem ein Kreis

vom Radius a auf dem Kreise r rollt, so dafs die konvexe

Seite des beweglichen die konkave des festen berührt, so ist

a <Cr und a = r — a; und dieser zweite Kreis liegt ebenfalls

im Innern des festen.

Geht man dagegen von einem Kreise a > r aus, der mit

seiner konkaven Seite die konvexe des festen berührt, so hat

man die Formel für die äufsere Epicykloide anzuwenden, jedoch

mit Vertauschung der Vorzeichen auf der rechten Seite, es

wird a = a — r, also r = a — a.

238. Gleichung. Beziehen wir die Kurve auf zwei recht-

winklige Axen Ox, Oy, von denen die erste durch den

Punkt H geht, und bezeichnen wir mit q) den Wälzungs-

winkel MAF, der von dem Radius AM des erzeugenden

Punktes beschrieben ist, wenn sich dieser aus seiner anfäng-

lichen Lage HO bewegt hat, — der Winkel cp kann von
— oo bis -f- oo variieren, denn die Bewegung kann als eine

unbegrenzte betrachtet werden ~, so sind die Bögen P3I

und PH gleich a(p und der Winkel POH wird gleich ^•
OQ= x und 31Q = y sind die Koordinaten des Punktes M.

Fällt man AB senkrecht auf Ox und MC senkrecht auf ABj
so ist, nach der Figur:

x = OB-\- MC, y==AB~AC,
und die Dreiecke OAB, AMC ergeben:

^ = (^' i ^) cos ^^y + a cos (^ i 9;

;

7/ = (r + a) sin ^ + o, sin r-^ -|- qpj

.

Serret, Diff.- u. Intcgral-Eechming. I. 2. Aufl. 21
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Die oberen Zeichen gelten für die äufsere, die unteren

für die innere Epicykloide. Das Verhältnis ^ werde gleich n

gesetzt; dann hat man für die äufsere Epicykloide:

^- = -^^cos??g) — QOs{n+ l)tp,

y n -\-l . • / , -,— = sm n OD — sm in + 1 ) qp ,

und diese Formeln gelten auch für die innere, wenn man statt

üj n, (p die Werte ~ a, — n, — qp setzt.

Die Epicykloide ist eine algebraische Kurve, wenn die

positive oder negative Zahl n rational ist. Der Fall n = —
^^

liefert eine innere Cykloide, die eine Gerade ist. Die zweite

der Gleichungen (1) wird dann y = 0, und die Kurve reduziert

sich auf einen Durchmesser des festen Kreises. Für n =
4

werden die Gleichungen (1), wenn man a in — a^ cp in — (p

verwandelt

:

= 3 cos ^ -f cos 7 = 4 cos*^ ,

a 4 ' 4 4 '

V «-» • Q^ . 3 OD 1 • o W
- = 6 sm -^ — sni ; = 4 sm"^ ^ ,a 4 4 4 '

also, wenn man cp eliminiert, und r an Stelle von 4a setzt:

xi + y^^ = r*.

Im Falle w = 1 hat man

— = 2 cos (p — cos 2g)

,

= 2 sin g) — sin 2 9?,

oder

^-^ = cos 9 (1 — cos (p), l^
= sin 9 (1 — cos 9).

Führt man die Polarkoordinaten q und o ein und setzt

X — a = Q cos « , y --= q ^\YLGi
^

80 folgt aus diesen Gleichungen

tang g) = tang o oder cp == co,

und

p == 2r/ (1 — cos Co) oder ^ == 4a sin^ co.
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Allgemein: Jede Epicykloide wird aus unendlicli vielen,

unter sich gleichen Zweigen gebildet, und die Punkte, in

denen diese Zweige auf dem festen Kreise enden, sind Rück-

kehrpunkte. Die Anzahl dieser Zweige wird eine endliche

und die ganze Kurve ist in sich geschlossen, wenn das Ver-

hältnis n == - eine rationale Zahl ist.
r

239. Tangente und Normale. Die Differentiation der

Gleichungen (1) ergiebt:

^-^ = (n + 1) [sin (w -f- 1) g) — sin nqi] d(p

(2)

= 2(^^ + 1) sin ^ cos [ncp -\- y) dg)

,

" ^ = (n -(- 1) [cos nq) — cos {n -f- l)(p] d(p

= 2(?^ + 1) sin Y sin \n(p + ^ / dg)

,

also:

(3). ^| = ta„g(„., + |

Diese Gleichung beweist, dafs die Tangente im Punkte M
der Epicykloide die Gerade MT ist, welche den Punkt M mit

dem Punkte T, dem Gegenpunkte von P im Kreise Aj ver-

bindet. Denn der Winkel, den diese Gerade MT mit der

iC-Axe bildet, ist gleich der Summe der WinkeU.O:r und OTMy

die stets gleich ncp -\- ^ ist, wenn man von den Vielfachen

von it absieht. Hieraus folgt, dafs die Normale im Punkte M
der Epicykloide die Gerade MF ist, die den Punkt M mit

dem jeweiligen Berührungspunkt der Kreise und A ver-

bindet.

240. Rektifikation der Epicykloide. Addiert man die

Gleichungen (2), nachdem man sie ins Quadrat erhoben hat,

und zieht man die Quadratwurzel aus der erhaltenen Summe,

so folgt

:

(4) '^^=2(»+l)sm^d<p,

also

= — 4 (« + 1) cos ^ + Konst.

21*
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Nimmt man H zum Anfang des Bogens s, so wird s zu-

gleich mit (p null; die Konstante ist also 4(w + 1), und

man hat:

^ = 4 (« + 1) (l - cos
l)
= 8 (;. + 1) sin^ ^ •

Um die Länge S eines ganzen Zweiges der Kurve zu er-

halten, hat man cp = ^it zu setzen, und es wird

(5) S = ^{n+V)a.

241. Quadratur der Epicykloide. Die Gleichungen (1)

und (2) ergeben:

xdy-jiä^ _ («. + 1) (2n + 1)
^^^

oder

wenn w die Fläche bezeichnet, die von der Kurve, dem Radius-

vektor des Punktes M und der Abscissenaxe eingeschlossen

ist. Es ist aber d^)— cos 9) dtp das Differential von qp— sinqp,

und diese Funktion verschwindet ebenso wie u gleichzeitig

mit 9?. Demnach erhält man
. (n+l) (2?? + 1) , . s

Für die ganze Fläche üf welche von einem Zweige der Kurve

und seinen äufsersten beiden Radien eingeschlossen ist, wird

(p = 27t, also

n

Der Sektor des Kreises zwischen den nämlichen Radien ist

- • Die zwischen dem festen Kreise und dem Kurvenzweige
n ^

gelegene Fläche ist folglich U — , und nennt man üi diese

Fläche, so ist

U, = {2n + 3)a'7t.

Da wir für n auch negative Werte zulassen, so gelten

die Formeln auch für die innere Epicykloide ebenso wie für

die äufsere. Sie reduziert sich auf Ui=S7ta^ für n = 0,

und so findet man das für die Cykloide bereits erhaltene

Resultat wieder.
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242. Krümmungsradius. Die Gleichung (3) lehrt, dafs

der Kontingenzwinkel dö gleich ist

ds
Mithin erhält der Krümmungsradius B= . nach Gleichung (4)

den Wert

und weil 2a sin ^ =MP ist (Fig. in Nr. 237), so hat man

. i^ 2 H + 2 2r + 2a
^ V MP — 2 w~+l "~"

r + 2a
'

Legt man durch den Punkt T die Sehne TK parallel zur

Normalen MP und zieht die Gerade OK, welche diese Nor-

male in J schneidet, so ist im Dreieck OKT
pj _ qp
KT ~ OT^

also, weil KT = MP ist:

MP~ 0T~~ r + 2a'

Die oheren Zeichen gelten hier, wie in Gleichung (7), für

die äufsere Epicykloide, die unteren für die innere. Aus

dieser Gleichung und der Gleichung (7) folgt

B == MJ,

mithin ist J der zum Punkte Jf gehörige Krümmungsmittelpunkt.

243. Evolute. Die Differentiation der Gleichung (3) liefert:

dx'^ 2n -{- 1 dq)
^

'2 ' dx '+m
folglich werden die Gleichungen für die Koordinaten x^

, y^ des

Krümmungsmittelpunktes J
2 dy . 2 dx

^1 ~~ ^ ~"
2 n + 1 d^' Vi —y -r 2 n~+T (Iqp

'

oder nach den Gleichungen (1) und (2):

=
,-,

,- 7 COS ncp -\- cos (n -+- 1) (f \,

nVi K" ^'^ ^^^ "^ ^^^ ^^' + ^) 9^]
•

2n +
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Drehen wir die Koordinatenaxen um den Winkel nie, und

zwar in der Richtung von der positiven x-Axe zur positiven

y-Axe, und bezeichnen wir mit x^^ und y^^ die Koordinaten

des Krümmungsmittelpunktes in Bezug auf diese neuen Axen,

so wird

a;/= x^ cos njr + y^ sin nTt, ?/i'==
— ^i sin mt + !/; cosnjr.

Setzt man
a

so folgt:

= - ' - cos nq)^ — cos (>^ -[- 1) 9i ?

= —'
- siROKpi — sin(w + l)9i.

Diese Formeln unterscheiden sich von den Gleichungen (1)

durch die Vertauschung von a mit a. = r—r . ; die Evolute

der Epicyldoide ist also wiederum eine EpicyMoide, die der

ursprünglichen ähnlich ist. Sie wird erzeugt, indem der Kreis

vom Radius -

—

z^- auf dem Kreise vom Radius -—
.

- rollt:
2n -}- 1 2n -j- 1 '

dieser feste Kreis liegt zu dem ursprünglichen festen Kreise

konzentrisch, und die Spitzen der Evolute sind um den Winkel

nn gegen die Spitzen der ursprünglichen gedreht.

§ 5. Andere Kurven.

244. Kreisevolvente. Ersetzt man in den Gleichungen (1)

der Nummer 238, welche eineEpicykloide definiren, a durch seinen

Wert nr, und führt man an Stelle von g? den Winkel ifj = n(p

ein, den die Verbindungslinie der Mittelpunkte und Ä der

Kreise mit der x-Axe bildet, so erhalten die Gleichungen der

Epicykloide die Form:

sin

5_ ^ Qost (l + 2n sin^ ^J + i^ sini/; -^-,

n

sin

^ = sin^ (l + 2n sin'-^ ^^) —tf^ cos ifj
---- •
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Nehmen wir nun an^ dafs der Radius a des erzeugenden

Kreises unendlich wird, so wird auch n unendlich; das Ver-

hältnis sin --
: konvergiert nach 1, und 2n sin^ ~ nach null.

Demnach wird für diesen Grenzfall

X

r
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achtes Kapitel.
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keinerlei Schwierigkeit. Doch bietet sie zu wenig Interesse,

als dafs wir bei ihrer Entwickelung verweilen wollen.

247. Die logarithmisclie Spirale. Die logaritbmische

Spirale ist durch die Gleichung

(1) Q = ae"'"^

definiert, wobei a eine gegebene Strecke, m eine gegebene

Zahl bezeichnet. Diese Gleichung repräsentiert die nämliche

Kurve, wie grofs auch die gegebene Strecke a sein mag.

Denn dreht man die feste Axe, von der aus der Winkel co

gerechnet wird, um einen Winkel a, so mufs man, um die

Gleichung der Kurve in Bezug auf diese neue Axe zu erhalten,

cj durch CO -{- a ersetzen, und dies giebt, wenn man ae'""

mit a bezeichnet:

Demnach kann man auch a = 1 annehmen, wir wollen in-

dessen, um die Homogenität der Gleichungen zu bewahren,

die Gleichung (1) beibehalten.
^^

Die Gleichung (1) ergiebt für o == 0, ^—->^

Q = a = OAy und läfst man nun C3 von / ^iß^^^

bis cx) wachsen, so bekommt q entspre- 1 ^^~^^~^^~^x

chende, ebenfalls unbegrenzt wachsende "v

Werte. Legt man dagegen der Gröfse m
negative Werte von bis — c» bei, so nimmt q von a bis

ab. Demnach macht die Kurve vom Punkte Ä an unendlich

viele Windungen, sowohl in dem einen, wie in dem andern

Drehsinne um den Pol.

Die Differentiation der Gleichungen (1) ergiebt:

(2) -^=mae'"'", oder -^ = ino.
^ ^ da ' dco ^

Folglich erhalten der W^inkel ^ zwischen Tangente und

Radiusvektor, die Subtangente T' und die Subnormale N' die

Werte:

(3) tangfi=^, r=-^, N'^mg.

Die erste Gleichung besagt:

Bei der logarWimIschen Spirale ist der WinTcel sivischen

BadiusveJctor und Tangente Iconstant.
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Das Fläcliendifferential eines Sektors der Kurve ist

du = -- Q^dcj = -— odg.

2

gdg ist das Differential von ^5 folglich ist

u = f 4- Konst.

Soll die Fläche u zugleich mit ö null werden^ so wird

die Konstante ,— , und also

g' — a'
u = .4w

Das Bogendifferential ds der Kurve ist

(4) ds= }/(^^Hrp2^ö2=]/m2"+ i ^rZ«= a]/m^^ V(>,

mithin

s = p + Konst.
w ^ '

Mifst man den Bogen s vom Punkte Ä an, für welchen

Q = a ist, so wird

Der Kontingenzwinkel, der allgemein gleich d^i + do ist^

wird hier gleich dco. Der Krümmungsradius R ist also ^^,

und nach den Gleichungen (2) und (4) wird

(5) R = Vm^+l Q.

Dieser Ausdruck ist aber zugleich die LängeN= l/(>^+ N"^

der Normalen; mithin ist der Krümmungsmittelpunkt der End-

punkt K der Subnormalen. Hiernach ist es auch leicht, die

Gleichung für die Evolute der logarithmischen Spirale zu bilden.

Denn die Koordinaten q^ , co^ des Mittelpunktes K sind

und dies giebt nach Elimination von cj

(6) Qi
= mae ^

Die Evolute der logarithmischen Spirale ist also eine

gleiche logarithmische Spirale mit dem nämlichen Pol.
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248. Logarithmisclie Spiralen, die ihre eigene Evolute

sind. Wie wir schon oben sahen, läfst sich die Gleichung (6)

auf die Form (1) bringen, wenn man die feste Axe um den

Pol unter einem bestimmten Winkel a dreht. Da es frei

steht ein ganzes Vielfaches von 2% tai a tm addieren oder zu

subtrahieren, ohne dafs die neue Richtung dadurch geändert

wird, so kann man a + ^hic statt a schreiben, wobei "k eine

ganze noch unbestimmte Zahl, a einen Winkel zwischen

und 2 TT bedeutet. Wir ersetzen also in der Gleichung (6) oi^

durch 03 + a + ^^^ und schreiben q an Stelle von q^^ dann

wird die Gleichung der Evolute:

-f-m Im la-^2kn-

Q == mae



332 Achtes Kapitel.

249. Anwendungen der Theorie der EinMillenden. Wir
wollen zum Schlüsse dieses Kapitels zwei Beispiele für die in

Nr. 210 entwickelte Methode zur Bestimmung der Einhüllen-

den eines Kurvensystemes geben.

Aufgabe I. Die Variahelen x-^ und y^ seien mit einander

durch die Belation verbunden:

in welcher a und h Konstante sind. Es soll die Einhüllende der

Kurven bestimmt werden ^ tvelche durch die Gleichung

(2). 0"+ (.!)"= 1

definiert sind.

Da x^ und y^^ als Funktionen des nämlichen Parameters

betrachtet werden können, so hat man die Ableitung der

Gleichung (2) in Bezug auf diesen Parameter zu bilden; man
erhält so:

\xj x^
"*"

\jj 2/l

Da aber x^ und y^ durch die Gleichung (1) verbunden

sind, so besteht zwischen x^ und y^ die Relation:

und die Elimination von , zwischen diesen Gleichungen

erffiebt

:

o

(3) W (I)'"

Die Gleichung (3) ist die Gleichung, die aus der Diffe-

rentiation der Gleichung (2) in Bezug auf den variabelen

Parameter hervorgeht. Auf Grund der Gleichungen (1) und (2)

ist die Summe der Nenner und ebenso der Zähler in der

Gleichung (3) gleich 1. Folglich ist jedes Glied der Glei-

chung (3) gleich 1, und man hat

oder
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Die Elimination von x^ und y^ zwischen den Gleichungen (1)

und (4) läfst sich unmittelbar ausführen, und man erhält als

Gleichung der gesuchten Einhüllenden:

m n rnn

(^) (f)^+C^
Der Fall a= h, m = 2, w = 1 verdient besonders bemerkt

zu werden. Die Gleichungen

stellen ein System von Geraden dar, auf welchen die zwischen

den Axen enthaltene Strecke die konstante Länge a hat. Die

Einhüllende, deren Gleichung

wird, ist eine Epicykloide, wie in Nr. 238 gezeigt wurde.

250. Aufgabe II. Auf die Peripherie eines Kreises treffen

parallele Strahlen, ivelche von dort reflektiert werden, ivohei der

reflektierte Strahl mit der Normalen jedesmal denselben Winkel

bildet wie der auffallende. Es soll die Einhüllende der reflek-

tierten Strahlen bestimmt werden.

Die gesuchte Einhüllende wird die Katakaustika genannt.

Als Koordinatenaxen wählen wir zwei rechtwinklige Durch-

messer, von denen der eine, die x-Axe, den auffallenden

Strahlen parallel sei. Sind a cos 9? und a sin q) die Koordi-

naten eines Punktes der Peripherie, auf welchen ein Strahl

fällt, so bildet der reflektierte Strahl mit der x-Axe den

Winkel 2 9), und die Gleichung dieses Strahles wird

(1/ — a sin q)) == tang 2(p(x — a cos cp)
,

oder

y cos 2qD — X sin 2(p -\- a sing) = 0.

Mithin mufs (p eliminiert werden zwischen dieser Gleichung

und der folgenden:

y sin2q) -{- X cos 2(p — cos cp = 0,

die durch Differentiation nach cp entsteht. Löst man die beiden

Gleichungen nach x und y auf, so folgt:
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iu = (3 COS <p — cos ogj)
,

y = -^ (3 sin 9? — sin 3 cp).

Auf Grund der Gleichungen in Nr. 238 erkennt man, dafs

die durch diese Gleichungen dargestellte Katakaustika eine

äufsere Epicykloide ist, welche von einem Kreise mit dem

Radius — a erzeugt wird, der auf einem Kreise mit dem

Radius -^ a rollt, welcher zu dem ursprünglichen konzen-

trisch liegt.
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Theorie der EaumkurYen und Flächen.

251. Gleiclmngen einer Raumkurve und einer Fläelie.

Im siebenten Kapitel haben wir gesehen^ dafs eine ebene Kurve

analytisch durch die verschiedensten Gleichungen gegeben sein

kann. So kann auch eine und dieselbe Raumkurve oder Fläche

in der mannigfachsten Weise analytisch dargestellt werden.

Wir wollen hier diejenigen Darstellungsformen anführen, welche

im Folgenden hauptsächlich werden verwandt werden. Wir
wählen

a) ein rechtwinUiges Koordinatensystem {x, y, z).

I. Rmimkurven.

1. y und z sind als Funktionen von x gegeben:

y^fix), z^Fix).
2. Xj ?/, z sind als Funktionen eines Parameters t (z. B.

der Zeit oder der Bogenlänge) gegeben:

3. Zwischen x^y^z bestehen zwei Gleichungen:

f{^i Vi ^) = 0, F{x, y, z) == 0.

IL Flächen.

1. z ist als Funktion von x und y gegeben:

z = F{x,y),

2. Zwischen x, y, z besteht eine Gleichung:

h) PolarJcoordinaten.

Im räumlichen Polarkoordinatensysteme ist jeder Punkt 31

des Raumes durch einen Radiusvektor r, welcher stets im
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absoluten Sinne genommen wird, und durcli zwei Winkel 9

und ijj definiert (vergl. Fig. 60).

j..g ß^)
Beschreibt man eine Kugel um

I

denKoordinatenaufang 0, auf deren

x}_ Oberfläche der Punkt M(x, y, z)

^j^\ liegt und zieht den Radiusvektor

A \ OM^ so ist seine Länge gleich r:

^:.j.«\...-i- ^ ^^^-'-
' "M/l f Fällt man von M auf die xij-

---^ Ebene das Lot MF, so ist OF die

/ Projektion von OM auf die xy-

y Ebene und der Winkel zwischen

OM und der positiven Richtung der ^-Axe Oz. Endlich ist ^

der Winkel, den OF mit der a;-Axe bildet. Die a;?/-Ebene

heifst die Äquatorebene des Polarkoordinatensystemes, z der

Folj e die Foldistam und i/; die Länge des Punktes M; 6 läuft

von bis :Jt, t/; von bis 2%.

Projiziert man noch OF auf die a:-Axe, indem man auf

sie das Lot FQ fällt, so wird:

^=Oö==ÖP cos 1/;= OM sin 6 cos i/;,

7/ =P^ = OP sin 1/^ = Oi)^ sine sini^',

s =FM= OM cos i",

d. h. wir haben

X = r sinQ cos il^, y -= r sin d sin ijj , ^==rcos0.

Eine Fläche ist durch eine, eine Kurve durch zwei Glei-

chungen zwischen r^Q^ip gegeben.

Diesem Schema mögen einige Bemerkungen hinzugefügt

werden.

Ad L RaumJcurven.

Die Gleichungen 1 sind wieder Spezialfälle sowohl von 2.

als von 3. Unter 3. erscheint die Kurve als Schnitt irgend

zweier Flächen, unter 1. als Schnitt der Mäntel zweier Cylinder,

deren Basiskurven in der xy-Ehene und in der aJ^-Ebene liegen.

Ad II. Flächen.

1. ist wieder ein Spezialfall von 2.
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Wir betrachten auch die räumlichen Gebilde immer nur

in der Umgebung einer Stelle, in der die zur Darstellung

benutzten Funktionen nebst den vorkommenden Ableitungen

stetig sind. Diese Voraussetzung, welche in Kapitel TV als

Forderung SB eingeführt wurde, wird hier ein für alle Mal

bei allen Entwickelungen des achten und neunten Kapitels als

erfüllt angesehen, solange nicht ausdrücklich das Gegenteil

bemerkt ist. Aufserdem neu hinzukommende Voraussetzungen

werden jedes Mal besonders namhaft gemacht.

§ 1. Tangente und Normalebene einer Kurve. — Normale
und Tangentialebene einer Fläche.

An die Spitze dieses Paragraphen stellen wir die For-

derung :

Forderung ß. Es seien

die Gleichungen der tetrachteten Kurve. Die Forderung 35 ist

erfüllt; aufserdem sind in der gerade betrachteten Stelle t die drei

Funktionen fp',il)\ % nie gleichzeitig null.

252. Tangente und Normalebene einer Kurve.

1. Die Gleichungen der Raumkurve seien:

(1) ^ = 9>(0; 2/ = ^(0; ^-%{i),

und dem Parameterwerte t entspreche der Punkt M(Xj y^ z)

der Kurve, dem Parameterwerte ^ + A^ der Punkt M^(x-\- l^x,

?/ + A^/, ^+ A^') der Kurve. M^ liege in der Umgebung von M.
Seine Koordinaten ergeben sich aus (1), wenn man dort t durch

^ + A^ ersetzt. Die Gleichungen der Sekante MM^ sind:

I
— ^ ^ 'n — y ^ t^zl.
Aic l\y Az '

'At Ät Äi

dabei bedeuten |, t^, ^ die laufenden Koordinaten der Sekante.

Wird A^ null, so geschieht Gleiches mit Aa;, A^, A^ und M^
rückt nach M hinein-, die Sekante MM^ wird zur Tangente

in M. Gleichzeitig gehen die in den letzten Gleichungen

auftretenden DifPerenzenquotienten über in die entsprechenden

Differentialquotienten:

Serret, Diff.- u. Integral-Keclmung. I. 2. Aufl. 22
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dx / dy , dz ,

di
~" ^ ' ~di~y ^ dt

"" ^ '

Mithin werden die Gleichungen der Tangente:

(2) Tangmte: i=A ^
"-f^

^ ^-^J

Dabei sind x', y\ z' proportional den Kosinus der Winkel

{ccj ß^y), welche die Tangente mit den drei Axen bildet. Es

ist also:

cos u cos ß cos y

x' ~~ y' z'

cos^ a + cos^ ß + cos'^ y = 1

Da aber

ist, so folgt:

(3) cos a = ---ziz:^ , - , cos /3 = — ^
, cos 7^ = —===z=^==z

^ ^
|/a;'2+ 2/"+ ^' Vx"'-\-y'^-\-z'^' Vx'^-]-y^-\-.

Normalehene im Punkte M nennt man die Ebene, welche

auf der Tangente in M senkrecht steht. Da die Gleichungen

der Tangente durch (2) gegeben sind, so wird nach den Regeln

der analytischen Geometrie die Normalebene:

(4) Normalebme: x {l — x) -{ y\ri — y) + ^\t — ^) = 0.

2. Sind hingegen die Gleichungen der Raumkurve in der

Form gegeben:

(1') 2/ = /W; ^-F{^)^

so brauchen wir in den Formeln (2) nur t = XjX' = l7

y' = ^ 2' = -^- zu setzen, um als Gleichungen der Tan-
^ dx^ dx ^

gente zu erhalten:

(2') Tangente: ^ — 2/ = f|(S - ^), i - = ^^l{i
- x).

Aus (4) folgt durch dieselbe Substitution die Gleichung

der Normalebene:

(40 Normalehene: {i
— x) + || {n - V) + ^ (5- ^) = 0.

3. Sind endlich die Gleichungen der Raumkurve diese:

(H /'(^,2/,^) = 0, F(x,y,0) = O,

so erhalten wir nach Nr. 82 für dx^ dy, dz die Bedingungen:
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<« 1 ';:

fx dx + fy dy + fz dz =0
dx+F;dy+F:dz=0,

dx, dy, dz sind aber proportional -jr , -^ , ^, und diese

Gröfsen sind nach (2) wieder proportional | — x, rj
—

y, t, — ^;

also werden die Gleichungen der Tangente:

/;(! - X) + f;{ri - y) + f:ii - 0) ^
(2) Tangente:

, ^;(j_,) + ^^.(^_ ,) + j.;(j _ ,) ^ 0.

Jede der Gleichungen (2'') stellt eine durch M gehende

Ebene vor. Sie schneiden sich in einer bestimmten Geraden,

sobald nicht gleichzeitig

f f f
\^J jfT' W' j^'

ist für die Koordinaten des Punktes M, Bestehen hingegen

für die Koordinaten des Punktes M die zwei Gleichungen (6),

so liefert uns unser Gleichungssystem (1'') keine bestimmte

Tangente.

Wir nehmen an, dafs die Gleichungen (6) nicht erfüllt

sind für die Koordinaten des Punktes M. Dann liefern die

Gleichungen (5) die Verhältnisse der dx, dy, dz:

dx dy dz

f F' —f~F' T F^~-^^f~W'
~~ f F' — f F' '

I y z ' z y I z X ' x z ' x y ' y x

hierdurch sind auch die Verhältnisse von x':y''.z' gegeben,

und ihre Substitution in (4) giebt uns die Gleichung der

Normalebene:

(4") {fyF: - CF'y) {i-x) + iflFi - f^FlXr, -y) + {f'F;

welche auch in die Determinantenform gesetzt werden kann:

0.

Noch ist zu bemerken, dafs immer nur eine der beiden

Kurvengleichungen bei der Bildung je einer der Gleichungen (5)

vorkommt; folglich hängt auch die Ebene, welche durch solch

22*

1 —X,
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eine Gleichung bestimmt ist, immer nur von einer der Flächen

ab, auf welcher die Kurve liegt. Im Folgenden wird diese

Bemerkung weiter entwickelt werden.

253. Die Tangentenetoene und die Normale einer Fläche.

Eine Fläche, welche auf drei geradlinige Axen Ox, Oy, Oz

bezogen ist, habe allgemein die Gleichung

(1) f{^,y,^) = o,

in welcher x, y, z die Koordinaten irgend eines Flächen-

punktes M bedeuten.

Ziehen wir auf der Fläche eine beliebige Kurve, welche

durch den Punkt M geht, so kann diese Kurve als Schnitt

der gegebenen Fläche mit einer zweiten betrachtet werden,

und es sei

(2) F(x,y,z)^^

die Gleichung dieser zweiten Fläche. Die Tangente der Kurve

im Punkte M. wird nach Nr. 252 durch die beiden Gleichungen

dargestellt:

(3) (i-.)|/ + (,_,)|/ + a-.)g=o,

(4) «--)|f+('/-2/)|f + a-~')'if = o-

Die durch die Gleichung (3) definierte Ebene enthält dem-

nach alle Tangenten, welche sich an all den verschiedenen

Kurven in diesem Punkte konstruieren lassen, die auf der

Fläche verlaufen und durch diesen Punkt hindurchgehen. Sie

heifst die Tangentenebene der Fläche im Punkte M.

Wir setzen indessen voraus, dafs die Verhältnisse der

partiellen Ableitungen

cf df df

ex dy dz

im Punkte M nicht gleichzeitig verschwinden. Dies würde

in einem singulären Funläe der Fläche eintreten; z. B. in dem

Scheitel der Kegelflächen.

Normale der Fläche in einem bestimmten Punkte heifst

die im Berührungspunkte auf der Tangentenebene senkrecht

stehende Gerade. Jede durch die Normale gelegte Ebene
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heifst eine Normdlebene. Aus der Gleichung (3) folgen für

die Normale die Gleichungen:

W a/- — dl df_

dx dy dz

254. Die Gröfsen p und q. Betrachtet man x und y als

die unabhängigen Variabelen, und bezeichnet man das totale

Differential von z mit

(6) dz =pdx + qdy^

wobei die partiellen Ableitungen p = ^ , 9.
= j^ durch die

Gleichungen

ä^ + ^ä7-^' dy + ^d^-^
bestimmt sind, so wird die Gleichung der Tangentenebene

(7) l — 3 = p{l — oc) + q(ri — y),

und die Gleichungen der Normalen bei rechtwinkligen Koordi-

naten

(8) (g-x)+jpa-^) = 0, (^_2/) + 2(J-«) = 0.

255. Tangentialetoene an eine Fläche von einem Punkte

aufserhalb. Will man an die Fläche mit der Gleichung (1) von

einem gegebenen aufserhalb der Fläche gelegenen Punkte mit

den Koordinaten x^^y^y Zq eine Tangentenebene legen, so genügt

es zunächst, die Berührungspunkte zu bestimmen. Die Koordi-

naten dieses Punktes müssen die beiden Gleichungen erfüllen:

f{x, y, z) = 0,

^'^
(-0 --)£ + (!/„- y) g + (.„ - ^^ = 0.

Sie bestimmen auf der Fläche einer Kurve, die den Ort

der gesuchten Punkte bildet. Verbindet man den gegebenen

Punkt mit dem Berührungspunkte einer dieser Tangenten-

ebenen und der Fläche, so wird die Gleichung dieser Geraden:

^ ^ x — x^ y — yo z — ^o'

Die Elimination der Koordinaten x^ y, z zwischen diesen

Gleichungen und den beiden vorigen liefert die Gleichung



sie zusammentaiien.

Wenn der Punkt mit den Koordi

Geraden

sich bewegt und dabei ins Unendlicl

Stelle der zweiten Gleichung (9) die

(11) «ll + ^~' + g
Denn diese Gleichung drückt aus, dafs

Fläche in einem Punkte x, y, z der (

parallel ist. Verbindet man (11) mil

Ort der Berührungspunkte eines dei

schriebenen Cylinders, dessen Erzeug«

chungen

definierten Geraden parallel sind. Die

ders haben die Gleichungen

(12) J-a; = a(g-^), rj -
i

und seine Gleichung ergiebt sich, we;

x,y,0 zwischen den Gleichungen (1), (11) und (12) eliminiert.

256. Homogene Koordinaten. Bezeichnet man die gerad-

linigen Koordinaten eines Punktes durch die Verhältnisse

CCt 00.t Ou^

il'^ JC^ x^

so kann jede Gleichung

(1) f{pc,,x^,x^,x^ = 0,

deren linke Seite eine homogene Funktion oder — wie man

sagt — eine Form von x^, x^, x^^x^ ist, als Gleichung einer

Fläche betrachtet werden. In ähnlicher Weise wie in Nr. 175

erhält man die Gleichung der Tangentenebene in der Form
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VI4 xjdx,'^\^, xJdx.'^X^, xj~dx,'^\^, xjdx^ ^'

wenn -~
y -f^, ^ die variabelen Koordinaten bedeuten. Auf

64 04 64

Grund der Eigenschaft der Formen wird aber die Gleichung (1)

auch in der Gestalt

of , df . df_
, K — C\

darstellbar, und die Gleichung der Tangentenebene läfst sich

reduzieren; man erhält für sie

Desgleichen werden, wenn eine Kurve durch zwei homo-

gene Gleichungen

/ [x^j x^j x^j x^) ==0, J^ (ajj, rTg, x^, x^) ==

definiert ist, die Gleichungen für die Tangente

^1 dx[ + ^^^ ä^ + ^3 ^ + ^^ ä:;^
^ ^'

t ^^ _\ t ^^ \t ^^ \_t ^^ _ n

Ist die Gleichung (1) algebraisch und vom Grade m und

sind die vier partiellen Ableitungen von /' nicht alle null, so

wird die Gleichung (2) nur vom Grade m — 1 in Bezug auf

die Koordinaten des Berührungspunktes. Die Zahl m heifst

die Ordnung der Fläche. Betrachtet man alle Tangentenebenen

der Fläche, welche durch einen bestimmten Punkt 1^^, i,^, ^3^, ^^
des Raumes gehen, so wird der Ort ihrer Berührungspunkte

durch zwei Gleichungen definiert, von denen die eine vom w*®"",

die andere vom m — 1*^^ Grade ist. Diese Kurve ist demnach

im Allgemeinen von der Ordnung m{ni — 1). Betrachtet man
zwei verschiedene Punkte im Räume und konstruiert zu jedem

den berührenden Kegel, so schneiden sich die Kurven, längs

welcher diese Kegel die Fläche berühren, im Allgemeinen in

m{m— \'f reellen oder imaginären Punkten; denn diese Punkte

sind aus einer Gleichung m*®"^ Grades und zwei Gleichungen

m — l*®'' Grades zu bestimmen. Die zu diesen Punkten ge-

hörigen Tangentenebenen gehen durch die beiden Kegelspitzen



344 Neuntes Kapitel.

Fig. 61.

und enthalten demnacli die Verbindungsgerade. Mithin giebt

es bei einer Fläche m^^^ Ordnung im Allgemeinen m{ni — Xf
Tangentenebenen, die durch eine beliebige Gerade im Raum
hindurchgehen. Diese Zahl heifst die Klasse der Fläche.

Für m = 2 folgt:

Die Flächen zweiter Ordnung sind auch von der zweiten

Klasse und umgeJcehrt

§ 2. Die Bogenlänge einer Ranmkurve.

257. Definition der Bogenlänge. In derselben Weise wie

bei den ebenen Kurven (Nr. 189) haben wir auch hier bei den

räumlichen vorzugehen. Es sei CD der Bogen einer beliebigen

Kurve, die wir auf drei rechtwinklige

Axen Ox^ Oy, Oz beziehen.

Es seien

die Gleichungen unserer Kurve und,

wenn der Parameter t stetig wachsend

von Iq bis f^ geht, möge der Punkt

{x, 2/) ^) stetig von C nach D den

Bogen CD entlang wandern. In dem

seien (py '^, % nebst ihren 1*®" Ab-

leitungen (p\ ^\ % stetig und <p\ t^', % mögen von ^^ bis t^ ihr

Zeichen nicht ändern. Es sei nun Jf irgend ein Punkt des Bogens

CD, welcher dem Parameterwerte t entspricht, wo ^^ < ^ < ^^

ist. Spannen wir den Bogen CM entlang einen Faden, so

können wir ihn wieder geradlinig an einem Lineal ausspannen

und so die Länge des Bogens CM messen. Jedem Werte von t

zwischen t^ und ^^ wird so eine bestimmte Zahl entsprechen,

welche die Länge des Bogens CM mifst. Auf diese Weise

wird die Bogenlänge CM zu einer Funktion des Parameters t,

deren genaue Definition in der Integralrechnung gegeben wird,

und die wir, wie bei den ebenen Kurven, mit s bezeichnen:

s = CM.
ds

Wir stellen uns die Aufgabe den Differentialquotienten ^
zu ermitteln.

Intervalle von t^ bis t^
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Zu dem Zwecke vermehren wir t um A^ und markieren

den Punkt M\ welcher dem Parameterwerte ^ + A^ entspricht.

Seine Koordinaten seien {x + ^x^y + A?/, z + A^). Ziehen

wir nun die Sehne MM', so wird die Länge:

MM' = yÄ^+ÄF+Ä^ = A^y
(if) + (Ü) + (tl)'

wobei die Wurzel positiv zu nehmen ist. Daher wird:

MM'
WM'

und mithin:

A«=Ä'=A.>/(|-:)+(^^)+(^y

As _ MM'
y(^:y+©+&r-

In der Integralrechnung werden wir nun zeigen^ dafs, wenn

der Punkt M' nach M hineinrückt, das Verhältnis des Bogens

zur Sehne den Grenzwert 1 erhält: es wird also für A^ ==

der gesuchte Differentialquotient. Wir rekapitulieren:

Satz. Es seien

die Gleichungen einer Haunikurve und (p, t, % nebst ihren ersten

Ableitungen cp\ ^', % stetig in dem Intervalle von t^ bis t^. End-

lich sollen cpj ijj', X in dem Intervalle ihr Zeichen nicht ändern.

Entspricht nun dem Parameterwerte t^ der Funkt C der Kurve, dem

Parameterwerte t des Intervalles der Punlct M, so ist die Länge des

Bogens CM eine Funktion von t, deren Ableitung durch die

Gleichung

gegeben ivird. Die Quadratwurzel ist dabei positiv zu nehmen.

Multipliziert man (1) mit dt, so erhält man das Differential

der Bogenlänge:

(2) ds = ydx^ + dy' + dz'.

Ist X die unabhängige Yariabele und sind also
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y = fix), z = F{x)

die Kurvengleichungen, so wird

(3) i-:=y^+(^i)v (§-:)•

258. Polarkoordinaten. Sind die Gleichungen der Kurve

in Polarkoordinaten gegeben, so wird nach Nr. 251:

a? = r sin 6 cos i), y = r sin sin ^, ^ = r cos 0,

also

dx = dr sin 6 cos ^ + r cos 6 cos ^c^G — r sin 9 sin ^d^j

dy == dr sin 6 sin t/> + r cos 9 sin ^ (?6 + r sin 9 cos il^dil^j

dz = dr cos 9 — r sin 9f/9.

Erhebt man diese Gleichungen ins Quadrat und addiert

sie, so folgt nach Ausziehung der Quadratwurzel

ds = ydr' 4- r'^dQ'^ + r^ sin"^ Qd^^.

Dieser Ausdruck läfst sich auch leicht direkt bilden.

Denn in dem Polarsysteme werden die Punkte des Raumes

durch den Schnitt dreier Flächensysteme bestimmt, nämlich

erstens: der konzentrischen Kugeln, für welche r allgemein

den Radius bezeichnet-, zweitens der Rotationskegel mit der

Axe Oz, für welche 9 der erzeugende Winkel ist; drittens der

Ebenen, welche durch die Axe Oz gehen, und für welche ^

die Neigung zur festen Ebene zOx angiebt. Betrachten wir

nun einen krummlinigen Pyramidenstumpf, bei welchem zwei

gegenüberliegende Eckpunkte mit den Endpunkten des Bogens

As einer gegebenen Kurve zusammenfallen, und der durch

die Kugel mit den Radien r und r + Ar, durch die Kegel

mit den Winkeln 9 und 9 + A9, endlich durch die Ebenen

mit den Winkeln ^ und i/; + Ai^ bestimmt ist. Die Basis

dieses Pyramidenstumpfs ist auf der Kugel mit dem Radius r

ein Rechteck, das von vier Kreisbogen gebildet wird. Zwei

gegenüberliegende Seiten sind Bogen gröfster Kreise und haben

die Länge rA9, die beiden anderen Seiten haben die Länge

r sin9A^, und r sin (9 + A9) At/;, endlich projiziert sich der

Bogen As auf die Kugel längs einer Diagonale y dieses
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Rechteckes. Die drei Bogen rAQ, rsinOAi^, y haben zu ihren

Sehnen ein Verhältnis, das an der Grenze d. h. für A6 =
gleich eins wird. Ferner bilden die beiden ersten Sehnen einen

Winkel mit einander, der für A0 = gleich wird; folg-

lieh ist

f = (r' A02 + r^ sin^ A^^) £,

wo s für A^=0 gleich eins wird. Desgleichen haben As und y
zu ihren Sehnen ein Verhältnis, das für für A0 = gleich 1

wird, und der Winkel, den Ar mit der Sehne des Bogens y
bildet, wird für A0 = gleich einem rechten; also ist

As^ = (y^ + Ar^) s,.

Die beiden Gleichungen ergeben also

geht man zur Grenze über, so wird

oder

ds^ = dr^ + r^ sin^ d^j' + r^ dQ\

wie oben gefunden wurde.

259. Richtungswinkel der Tangente. Die Winkel a
, /3 , y,

welche die Tangente in dem einen oder andern Sinne ihrer

Richtung mit den positiven Koordinatenaxen eines rechtwink-

ligen Systemes bildet, sind nach Nr. 252 proportional den

Differentialen

dx, dy, dz\

bezeichnet nun s die Bogenlänge der Kurve von einem festen

Anfangspunkte bis zum Punkte M {x^y^ z), so ist die Summe
dx^ + diß + ds^ gleich ds\ und die Relation

cos u cos |3 cos y

dx dy
,
dz

giebt, da

cos^a + cos^|3 + cos^j' = 1

ist:«dx r, dy dz
cos a == ,-, cos p = -y , cos y = ^-'

ds' ^ ds^ * ds
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Die Vorzeichen sind überall ganz bestimmte; dem ent-

spricht, dafs durch diese Formeln ähnlich wie in Nr. 194

schon entschieden ist, welche von den beiden entgegengesetzt

gleichen Richtungen der berührenden Geraden als Riehtnng

der Tangente anzusehen ist, es ist das diejenige, für welche

die unabhängige Veränderliche wächst.

§ 3. Krümmung einer Raumkurve.

An die Spitze dieses Paragraphen stellen wir die For-

derung:

Forderung 5D. Die Forderung 33 ist erfüllt. Sind

^ = 9^(0; 2/ = ^(0; ^ = %(0

die Gleichungen der Baumliurve, so sind aufserdem die drei Äus-

drücJce:

y z' — y" z , z X — z" X y x y"— x'
y'

nie gleichzeitig null an der gerade betrachteten Stelle t

260. Definition der Krümmung. Der Bogen AM einer

Kurve werde von einem beweglichen Punkte in der Richtung

von A nach M durchlaufen; als Richtung der Tangente

in jedem Punkte fixieren wir die der Nr. 259. Aus dem

Centrum einer Kugel, deren Radius gleich der Längeneinheit

und deren Mittel-

punkt ein beliebi-

ger Punkt ist,

ziehen wir nun Ra-

dien parallel zu

den Richtungen der

Tangenten, die in

den verschiedenen

Punkten des Bogens AM konstruiert sind. Der Ort der End-

punkte dieser Radien ist eine sphärische Kurve, und die Länge

«ft = ö derselben, die dem Bogen AM= s der gegebenen

Kurve entspricht, heifst die absolute Krümmung des Bogens

AM.
Ist der Anfangspunkt A des Bogens AM fest, der End-

punkt Jltf beweglich, so sind s und 6 variabele Gröfsen. Das

Fig. 62.
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Differential da der Krümmung wird der Konüngenzwirikel der

Kurve im Punkte M genannt.

Ist AM eine ebene Kurve, so ist «ft der Bogen eines

gröfsten Kreises, durch welchen der Winkel zwischen den

Tangenten in den Endpunkten des Bogens AM gemessen wird.

Die obigen Definitionen decken sich also bei ebenen Kurven

mit den in Nr. 195 gegebenen.

Erteilt man nun dem Bogen s den Zuwachs As = MM\
so bekommt die Krümmung ö das Inkrement Aö ^ ^^\
Der Winkel i, den die Tangenten MT, M' T' mit einander

bilden, wird gleich ^o^i' oder gleich dem Bogen des gröfsten

Kreises ftfi-'; folglich ist

i Kreisbogen n,^' Kreisbogen /u-ju,' Sehne yni

A<y Kurvenbogen ftft' Sehne ^^i Kurvenbogen ftjLt'

Die Quotienten auf der rechten Seite werden aber beide

gleich 1, und folglich ist

lim .- = 1.
Äff

Dies besagt: Bas Verhältnis zwischen dem Winkel^ den die

Tangenten in den EndpunMen eines verschwindenden Bogens

bilden, tmd der Krümmung dieses Bogens hat den Grenzwert 1.

Wie bei den ebenen Kurven nennen wir mittleres Krüm-

mungsmafs eines Kiirvenbogens das Verhältnis der absoluten

Krümmung zur Bogenlänge. Demgemäfs wird das Krümmungs-

mafs oder schlechtweg die Krümmung der Kurve in einem

Punkte M der Grenzwert der mittleren Krümmung eines ver-

schwindenden Bogens, dessen einer Endpunkt M ist. Krüm-

mungsradius ist der Radius eines Kreises, dessen Krümmung
gieich der der Kurve im Punkte M ist.

Nach diesen Definitionen wird also die Krümmung der

Kurve AM im Punkte M:
,. Aa da
lim -r— == 3 ,As ds '

und der Krümmungsradius R = j- wie bei den ebenen Kurven.

Hierzu mag noch Folgendes bemerkt werden.

Das Vorzeichen von ds ist nach Nr. 257 stets positiv,

wenn die unabhängige Variabele wächst. Das von dö stimmt
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mit dem von Aö überein, sobald M' hinreichend nahe an M
liegt. Mithin ist es positiv oder negativ, je nachdem der

Winkel ^Ofi positiv oder negativ ist; d. h. je nachdem bei

der Bewegung von ^i nach ^' der Punkt o zur Linken oder

zur Rechten bleibt.

Die vorigen Betrachtungen setzen voraus, dafs auf dem

Wege von Ä nach M dö nie null wird. Der Ausdruck (3)

der nächsten Nummer zeigt, dafs dies durch die Forderung ^
ausgeschlossen ist.

261. Der Krümmungsradius. Die Kurve AM sei auf

drei rechtwinklige Axen bezogen und ihr Anfangspunkt

sei der Mittelpunkt der mit dem Radius 1 konstruierten

Kugel. Mit Xj 2/, ^ bezeichnen wir die Koordinaten des Punk-

tes M, mit a, /3, y die Winkel, welche die Richtung 31T der

Tangente mit den positiven Koordinatenaxen bildet.Die Koor-

dinaten des Punktes /li der sphärischen Kurve werden dann

cos«, cos/3, cos>^,

und folglich wird die Ableitung ^ des Bogens dieser Kurve

(1)
<j' = + }/(cos «y^ + (cos /3/2 + (cos y)'\

wo das Vorzeichen nach Nr. 260 zu bestimmen ist und die

Ableitungen nach t durch Accente bezeichnet sind.

Man kann noch einen andern Ausdruck für ö' bilden.

Differentiiert man die Gleichung

so wird

also

dx X
cos « = , = -T-,

t1 e Q '

f K, X X s
(cosa) = . -r^,

,, (x'Y 2xx's'(xs"Y
(cos a)^=[

^, ) yy - + [-.T-)
•

Ersetzt man hier x erst durch y, sodann durch 0^ so erhält

man die Ausdrücke für (cos/S)'^ und (cos^^)'^; und demnach

wird

Die Gleichung
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x''^ + 2/'^ + ^'^ = ^^

ergiebt aber durcb Differentiation

X x' + yy" + //' = s s\

und nach Substitution dieser Werte erbält man:

(2)
^'^^""' + ^"

' + -"'-

Multipliziert man Zähler und Nenner mit s ^ und ersetzt dann

s'^ und s s' durch ihre Werte als Funktionen der Koordi-

naten, so wird

0'=

wa



352 Neuntes Kapitel.

262. Die Hauptnormale einer Raumkurve. Wir be-

trachten eine Raumkurve AM und die zugehörige sphärische

Kurve cc^ (Fig. in Nr. 260). Durch den Punkt ^ dieser letz-

teren Kurve legen wir die Tangente jiv und durch den ent-

sprechenden Punkt M der gegebenen Kurve die Gerade MN
parallel zu ^v. Die Gerade MN heifst dann die Hauptnor-

male der Kurve ^ilf im Punkte M. Die Richtung der Haupt-

normalen ist die von ^ nach v.

Sind q), Tp, % die Winkel, welche die Richtung MN oder

^v mit den positiven Koordinatenaxen bildet, so wird, da

cos a, cos /3, cos y die Koordinaten des Punktes ft sind (Nr. 259):

(1)

oder

:

cosg?
d cos a d cos 8

(2) cos g? = E , , cos t^ = jR
ds

ds'

cos%

cos%

d cosy

da '

R

jdz

ds

ds

Wählt man den Bogen s als unabhängige Variabele, so

kann man schreiben:

d^'x 1 d^ij 1
^-.=^cos(p, -, = ^-cos.,

^^(3)

d^z 1

263. Krümmungsmittelpunkt und Krümmungsaxe. Wenn

man in einem Punkte M der Raumkurve AM die Tangente

Mg. 63. MT und die Hauptnormale MN zieht

und den Kreis in der Ebene NMT kon-

struiert, dessen Radius der Krümmungs-

radius ist und der die Tangente MT in

M derart berührt, dafs er mit den benach-

barten Kurvenpunkten auf der nämlichen

Seite der durch MT senkrecht zu NMT
gelegten Ebene liegt, so wird das Cen-

trum C dieses Kreises, welches auf der Hauptnormale MN
liegt, der Krümmungsmittelpunkt des Punktes M genannt. Die

Richtung MC ist die Richtung des Krümmungsradius. Er-

richtet man im Punkte C die Gerade GH senkrecht zu NMT,

so heifst diese die Krümmungsaxe; wird dagegen das Lot auf

der Ebene NMT im Kurvenpunkte M errichtet, so heifst

dies die Binormale.
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Lehrsatz. Es seien

die Gleichungen einer Baumkurve. Haben in der Umgehung

einer Stelle t die Funktionen q>, fpj X ^^^ *^^^ ersten drei Ab-

leitungen bestimmte endliche Werte j und ist an der betreffenden

Stelle jr nicht null, so gilt der Satz:

Die zu dem Kurvenpunhte gehörige Krümmungsaxe ist die

Grenzlage des Schnittes der Normalebene mit einer benachbarten

Normalebene.

Denn die Gleicliung der Normalebene wird:

(1) {l — x) cos a + (^ — 2/) cos )3 + (£; — z) cos y = 0.

Diese Gleichung bezeichnen wir kurz mit F == 0. Die

Normalebene in einem zweiten Kurvenpunkte wird erhalten,

wenn man in der Gleichung (1) die Gröfsen

Xj y,z, cosa^ cos/3, cosy
durch

X + Aa;, y + hy, z + A^, cos a + Acos a, cos ß -f- Acos /3,

cos 7 + A cosy

ersetzt, und die so gebildete Gleichung werde durch F+ A F=
dargestellt. Bezeichnet t die unabhängige Variabele, so wird

die Schnittgerade der beiden Normalebenen durch die Glei-

chungen

definiert. Mithin wird die Grenze, nach welcher diese Schnitt

-

gerade konvergiert, wenn der zweite Kurvenpunkt in den ersten

hineinrückt, die Gerade, welche durch die Gleichungen

F= -" =
^ ^' dt ^'

definiert ist. Die eine dieser Gleichungen ist die Gleichung (1),

die andere ergiebt sich, wenn man diese differentiiert, wobei

5, 1^, ^ wie Konstante anzusehen sind; dies ergiebt:

(S — rr) (cos «)' + {ri — y) (cos ß)' + {l — z) (cos y)'

— {x cos a -{- y cos ß + / cos y) == 0,

Serret, Diff.- u. Integral-Eechnung. I. 2. Aufl. 23
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oder wenn man die Formeln von Nr. 259 bis Nr. 262 beachtet:

(2) (I — x) cos (p + (rj — y) cos^ + (t— ^) cos x = R-

Diese Gleichung stellt eine Ebene dar, die senkrecht zur

Hauptnormale ist und deren Entfernung vom Punkte M gleich.

B oder MC ist. Zum Beweise des ausgesprochenen Lehr-

satzes mufs man also nur noch zeigen, dafs die zu M be-

nachbarten Kurvenpunkte zwischen der Ebene (2) und der zu

ihr parallelen im Punkte M sich befinden. Diese letztere

Ebene, welche übrigens reMifizierende Ebene genannt wird, ist

durch die Gleichung

(I — x) cos (p + {ri
— y) cos 7p -{- {t — z) cos

;|j
=

bestimmt. Ersetzt man i,%i> durch die Koordinaten ic 4-AiC,

2/ + A2/, z-\- h,z eines zu M benachbarten Kurvenpunktes, und

wählt man jetzt s zur unabhängigen Variabelen, so giebt der

Ausdruck

(3) (I — x) cos 9) + (1? — «/) cos 1^ + (J — z) cos %

= Aic cos (p -(- A?/ cos 1^ + A^ cos %

den Abstand des Punktes {x + Aij?, y + A«/, z -\- l^z) von

der rektifizierenden Ebene. Hat dieser Ausdruck dasselbe

Vorzeichen wie i?, so liegen nach (2) auch die Kurvenpunkte

in der Umgebung von M auf derselben Seite der rektifizieren-

den Ebene wie die Krümmungsaxe. Dies ist aber wirklich

der Fall. Denn nach dem Ta?/7orschen Satze wird:

A^' = o;' . A^ + "^2" (AO^ +^ (A t)\

wo x^" den Wert von x" für eine Zahl zwischen t und

^ + A^ bedeutet. Analoge Ausdrücke ergeben sich für A^/

/^z, und eine leichte Rechnung ergiebt, wenn man diese Werte

in den Ausdruck (3) einsetzt, als Abstand des Kurvenpunktes

(iC + Ao:, «z + A^/, z -\- l^z) von der rektifizierenden Ebene:

Für hinreichend kleine A^ hat dieser Ausdruck dasselbe Zeichen

wie 1. = (j', sobald dies nicht null ist, und also ist unser

Satz erwiesen.
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In den besonderen Punkten, für welche R = oo wird, liegt

der Krümmungsmittelpunkt und die Krümmungsaxe unendlicli

weit; sie sind durch die Forderung S) ausgeschlossen.

Für die Koordinaten x^
«/i ; ^i ^^s Krümmungsmittel-

punktes ergeben sich die Gleichungen:

(4) x^ — x= Rcoa(p, 2/1
— «/= -Rcos^, 0^

— = R cosXj

oder

jdx jdy ^dz
d -r- d~ d

i'-!^, y.~y^B^-^, ..-.= B^-|f

Die Formeln (4) lehren, dafs die Richtung der Haupt-

normalen mit der des Krümmungsradius übereinstimmt oder

ihr entgegengesetzt ist, je nachdem R positiv oder negativ ist.

264. Richtung der Binormale. Bezeichnen wir mit A, |tt, v

die Winkel, welche die eine oder die andere der beiden Rich-

tungen der Krümmungsaxe oder Binormale mit den positiven

Koordinatenaxen bildet, so bestehen, da diese Gerade senk-

recht zur Tangente und senkrecht zur Hauptnormale ist, und

da auch diese letzteren zu einander senkrecht stehen, zwischen

den Kosinus der neun Winkel

die bekannten Relationen, nämlich:

(1) cos"^ a + cos^ ß + cos''^ y= 1 ? cos"^ (p + cos'-^ il^ + cos^X=h
cos^ X 4" cos^ ft -f cos^ V = 1

;

(2) cos^ «+ cos^ g) + cos^ A= 1 , cos^ ß+ cos^ ^ + cos^
f*
== 1,

cos"^ y + cos''^ X -\- cos^ v == 1

;

icos
ß cos (p -{- cos ß cos i) -f- cos y cos ;^

=
,

cos a cos A + cos ß cos ^ -\- cos y cos v = Oj

cos (p cos X -|- cos ^ cos ft + cos X cos V = 0;

j' cos a cos ß -j- cos g^ cost^ + cos A cos |ti = 0,

(4) ]
cos « cos y + cos 9) cos x + cos A cos v == 0,

\ cos /3 cos y + cos i/> cos x + cos /it cos v =
;

23*
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cos A = + (cos ß cos X — cos y cos^),

cos fA = + (c<^s y cos (p — cos a cos x)

,

cos V = + (cos a cos ifj
— cos ß cos 9)

;

cos 9 = + (cos ^ cos y — cos V cos /3),

(5) s cos i/; = + (c<^s '^ ^^s ^ — cos A cos y),

cos % = + (cos l cos ^ — cos ft cos a)

;

cos a = + (cos 1^ cos v — cos x cos /li),

cos
i^
= + (cos 5j cos A — cos qp cos v)y

K cos 7 = 4: (cos cp cos ji — cos tl^ cos A);

(6) cos A (cos |3 cos x— cos y cos^)+ cos fi (cos y cos 9?— cos a cos
;^)

+ cosv(cosa cosi^— cos/Scosqp) = + 1-

In den zehn Gleichungen (5) und (6) müssen entweder nur

die oberen oder nur die unteren Zeichen gewählt werden.

Dieselben beziehen sich,auf die eine oder die andere Richtung

der Krümmungsaxe.

In den vorhergehenden Paragraphen sind die Ausdrücke

für die Kosinus der Winkel a, ß, y und (p, ipj x als Funktionen

des Parameters t gegeben. Die drei ersten Gleichungen (5)

lassen auch die Kosinus der Winkel A, ^, v in derselben Weise

ausdrücken. Die erste dieser Gleichungen läfst sich, ohne dafs

die unabhängige Variabele fixiert wird, schreiben:

cosA = ±^(.'(g-.'(|:)') = ±B^:^7/:^,

und durch Vertauschung der Buchstaben erhält man das

Gleichungssystem:

(7)

cos A = + E ^ ^-^ -^
^

_J^ 7¥ ,

, T-, X y"— y x'
cos V = + i? ^ >3^

265. Differenz zwischen Zurvenbogen und Sehne. Einen

sehr bemerkenswerten Ausdruck für die Differenz zwischen

einem Kurvenbogen und seiner Sehne erhält man, wenn man

die Krümmungsradien in den Endpunkten des Bogens einführt.
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Diese Reclinung möge hier Platz finden als eine interessante

Anwendung der gewonnenen Resultate.

Es sei s die Länge des Bogens, gerechnet von einem

willkürlichen Anfangspunkt, Xj y, z seien die rechtwinkligen

Koordinaten des Endpunktes; die Gröfse s werde als unab-

hängige Yariabele genommen, JR bezeichne den Krümmungs-

radius im Endpunkt. Dann ist

Durch Differentiation der Gleichung (1) folgt:

,^. dx d^x . dy d^y
,

ds d^z ^
^^^ d'sd^'^JsdJ^'^ds ds^

~~ ^'

Differentiiert man diese Gleichung von Neuem, so erhält man

unter Berücksichtigung von (2):

, .X dx d^x _, dy d^y
,

dz d^z 1

^'^^
ds 'ds^ ^ ds ~ds^

'^ ds ds^ ]B'
'

Die Differentiation von (2) ergiebt femer:

W cls^ ds^ ' ds^ ds^ "T" ds^ ds'' 2 ds '

und endlich die Gleichung (4) auf Grund von (5):

,^v dx d^x . dy d*y
,

dz^ d^z
?_ _^

^ >' ds~ds^'^ds~d¥'^dsd¥~' 2 ds '

Sind Arr, A«/, As die Inkremente von oc^ y, z^ wenn s um
As wächst, so hat man nach der Ta^/Zörschen Entwickelung

:

Aic dx
, 1 d^x . , 1 d^x A 2 I

1 <^*^ A s I

ÄS = ds + Y -ds^-^' + YdS^^'+^i Ji^^' + **

£4 bezeichnet eine Gröfse, die mit As von mindestens 4***' Ord-

nung null wird. Die in den folgenden Formeln auftretenden

Gröfsen £4 werden ebenfalls sämtlich mit As von mindestens
4ter Ordnung null, sie sind aber von Formel zu Formel ver-

schiedene Funktionen von As. Erhebt man diese Gleichung

ins Quadrat, so erhält man
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{AxV (dxy . dxd^x . . fl dxd^x
,

1 /^*^V1 Ac2
VKs) ==

\dsJ + äs "^^^ '^lYTs'ds^^T Vd^l J
^^

+ [

1 dx d*x
,

1 d^x d^_xl a -a \

12 ds 'ds^'^ Q"d^ "d^J ^ "^ ^^'

Hieraus gewinnt man die Werte von y^jj und y-^j ,
wenn

man y und an Stelle von x schreibt; addiert man als-

dann diese drei Gleichungen, so folgt auf Grund der früheren

Gleichungen

:

d'
" As« ~" "" ^ ~ 12 ' E^ 24 ds *

^^ "^ ^*-

Zieht man gemäfs der Binomialformel die Quadratwurzel

aus, so wird

ä.^

Äi ^ 2 ll2 2J« ^^24 rfs ^* T^V T^

oder

d^
W Äs ^'~24"jR^ Wds^^^^"^'

Diese letzte Gleichung kann noch auf eine andere Weise ge-

schrieben werden. B bezeichnet den Krümmungsradius im

Endpunkte des Bogens s, also im Anfangspunkte von As;

mit i?! werde der Krümmungsradius im Endpunkte des Bogens

As bezeichnet. Die Differenz der Gröfsen

B.' B' 1 B^
und

As ds

wird mit As null, und substituiert man die erste derselben

in die Gleichung (7) an Stelle der zweiten, so wird dadurch

nur die Gröfse £4 geändert. Es ist demnach

Äs'
^ ^ ~ W "^

i?,-7 48 "T" ^4.

Multipliziert man endlich beide Seiten mit As, so wird

(8) VAx^ + Af + A?= As-
1^ (^. +^ As^ + £5;

£5 wird mit As mindestens von der fünften Ordnung null.

Die Differenz zwischen einem Bogen As und seiner Sehne

ist also gleich
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rAw + w)^''48

bis auf eine Gröfse, die mit As^ multipliziert ist. Dabei be-

deuten jR und i^i die Krümmungsradien in den Endpunkten

von As.

Wir wenden die Gleichung (8) auf den Bogen eines Kreises

vom Radius 1 an. Ist As = 2a, so ist

YAx^ + Ay^ + As' = 2 sin a,

und die Formel (8) giebt:

sin a = a — -^ + %•

266. Ordnung der Berührung einer Kurve und Fläche,

Es sei

(1) = F(x, y)

die Gleichung einer Fläche. Für x = Xq, y = y^ möge = 0q

werden; dann ist M{xQy y^, Zq) ein Punkt der Fläche. In der

Umgebung der Stelle x = Xqj y == y^ möge F{x,y) nebst

seinen sämtlichen Ableitungen bis zur n + 1*®^ Ordnung ein-

schliefslich stetig sein.

Es seien zweitens

(2) y = f{x), B==F(x)

die Gleichungen einer Raumkurve; für x == x^ werde y = y^

und z = 0Q. Dann ist M auch ein Punkt der Raumkurve;

in der Umgebung der Stelle x = Xq sollen f und F nebst

ihren n -\- 1 ersten Ableitungen bestimmte endliche Werte

haben.

Wir betrachten nun den Cylinder

(3) y = f(x)

und fragen nach der Schnittkurve dieses Cylinders mit der

Fläche (1). Nennen wir z^ die ^-Koordinate dieser Schnitt-

kurve, so wird

nebst seinen n + 1 ersten Ableitungen, die nach der Regel

der Nr. 71 zu bilden sind, stetig in der Umgebung der Stelle

x = X(^. Für X = Xq selbst wird 2^^ =^0? ^^ ^i^ Fläche (1)

und die Raumkurve (2) den Punkt M(Xqj
^/oj ^o) geniein
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haben. Entwickeln wir daher G{x) nach dem Taylorschen

Satze, so wird:

(4) ^, = GK) + ^>-^(x-^o) + ...

Dabei bedeutet x^ eine Zahl zwischen Xq und rr, und es ist:

(^M = ^0 = F(x,,
2/o)

== ^W-
Wir bilden nun die Differenz — ^^ zwischen der <2- Ordinate

z = F{x) unserer Raumkurve (2) und die der ^sf^-Koordinate

der Schnittkurve von unserer Fläche (1) und des Cylinders (3).

Ihr absoluter Wert giebt den Abschnitt des Lotes z an, welcher

zwischen der Fläche (1) und der Raumkurve (2) enthalten ist.

Aus der zweiten Gleichung (2) folgt:

und es ist wieder X2 eine Zahl zwischen Xq und x. Sub-

trahieren wir (4) von (5), so erhalten wir den gesuchten Wert:

(6) ,_,^ = ZÄl^W(,„^^) + ...

"1
7^!

^^~" ^^ ^ (n + 1)

!

^ ^^
'

Ist nun Je eine ganze positive Zahl, kleiner als w, so kann

es vorkommen, dafs die Je ersten Potenzen von (x — Xq) in

der Entwickelung (6) fortfallen, aber nicht mehr die h + 1*^^,

so dafs

(7) r{x,)=^G\x,),..., F^'^\x,)= G^'Kx,y, Z(^+i) W+^^*+'K^o)

wird. Dann wird die Differenz — z^ für x = Xq null von

der Je + V^"" Ordnung, und man hat:

(8) Ä—
«1
=

Ik + iy. ^ "' ^

Wir sagen in diesem Falle, dafs die Flikhe (1) uml die

Raumkurve (2) sich im Punkte M in der k^" Ordnung berühren.
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Ist Ä: = 0, so schneidet die Kurve (2) die Fläche (1) im

Punkte M. Ist Ic = \, so wird die Tangentialebene an die

Fläche (2) im Punkte M;

(9) t — ^o = Fj(x^, 2/o)
• (S — ^o) + F;(x^, i/o) • (V - 2/o)-

Dagegen wird die Tangente an die Raumkurve im Punkte M:

(10) n-Vo- /"W • (S - ^o), ?- ^0 = F\x,) . a - ^o).

Da aber ^ == 1 ist, so wird:

(11) F\x,) = G'(x,)=^{Fj(ix,y)+F;(x,y)-y'}.=.^,y=.y^

= F;(x,, i/o) + F;(x^, i/o) f\x^).

Mithin wird die Gleichung (9) identisch erfüllt von allen

Werten |, ^, 5, welche (10) erfüllen. Im Falle der Berührung

erster Ordnung liegt also die Tangente der Baumhurve (2) in

der Tangentialebene der Fläche (1).

Wir wollen nun die allgemeine Definition der Berührung
^ter Ordnung uns geometrisch veranschaulichen.

Zu dem Zwecke betrachten wir die Figur 64 und legen

den Koordinatenanfang in den Punkt Jf,

dann ist:

^0 = 2/o
== ^0 = F{x,) = G{x^) = Ö. ^

Die Tangentialebene der Fläche (1)

machen wir zur iCi/-Ebene; dann wird:

Fxix^y I/o) = 0, F;(x,, i/o) == ,

und mithin nach (11) auch:

Es wird daher einmal nach (5)

(12) Fi^^^'^^ +...+^^+'^^^^
und sodann wird die Gleichung (8):

(13) 8~z^== c,+i . x^+^ H h CnX^ + q>{x) . ic«+i

;

dabei bedeuten Ca:+i . . . c„ Konstante, deren erste von null

verschieden ist und (p{x) eine Funktion von x, welche in der

Umgebung der Stelle x = bestimmte endliche Werte hat.

Die geometrische Bedeutung der Gleichung (12) ist jetzt

evident. Ist M'{x, y, s) in Fig. 64 ein Punkt der Raumkurve,

welcher in der Umgebung des Punktes M liegt, so ist % sein
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Abstand von der Tangentialebene in M. Ist m der Schnitt-

punkt des von M' auf die Tangentialebene gefällten Lotes

mit der Fläche (1), so ist z der Abstand des Punktes m von

der Tangentialebene. Also wird ^ — ^^ der Abstand der

Punkte rn und M' von einander und wir erhalten:

(14) M'm=^x^-^^C/^.+i+ Ck+2X^+^+'-+CnX''-^-'^+(p{x)x''-^]-

Andrerseits wird der Abstand M'K des Punktes M' von

der Flächennormale in M gleich ]/ic^ + 2/^; wo y = F{x) zu

setzen ist. Nach (12) wird daher

M'K^ = a;^ + / = a;2 + F{xf = x' + ^{x)-x\

wo ip{x) in der Umgebung von x == bestimmte endliche

Werte hat. Mithin wird

M'K^ x^ + y^

und mithin

= l+i^{x)^x\

hm — Av" = lim —-^— = 1.

x= ^'
x= ^

Also ist auch:
,. M'Khm
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die Fläche im Punkte m; der Abstand des Panlctes M' von der

Flächennormalen in M sei M K. Alsdann haben die Fläche (1)

und die Baumkurve (2) eine Berührung ¥^^ Ordnung in Mj wenn

die Länge M'm mit MK von der k + 1*^° Ordnung null wird.

267. Oskulierende Flächen. Betrachten wir statt einer

Fläche (1) eine Schar von solchen, deren Grleichung m + 1

willkürliche Konstante enthält:

(1') z = F{x, 2/; «1 , «2 ; • • • ötm+i)

und behalten unsere Raumkurve (2) bei, so können wir wieder

y :=zf{x) in (1') einsetzen und erhalten so wie in (3):

(3') z^ = F{x^ fix) ; ffi . . . am+i) = G(x] a^ . . . a^ + i).

Entwickeln wir, indem wir die Voraussetzungen der vorigen

Nummer beibehalten, z^^ wieder nach Potenzen von x — Xq?

so wird

(4') 0,=^C,+ C,-(x-^x,)+ -+ Cr.ix-x,y-\-cp^v)ix-x,Y-^'

wo

Ck == ^- G-^^KoCq'^ «1 • .
. «/«+i)

ist. Hingegen wird die Entwickelung (5) der vorigen Nummer:

(5) = Cq+ C,-(x— X,)-\ \-Cn(x— X^y+llj{x)-(x— X^y^',

wobei zur Abkürzung

gesetzt ist. Wir nehmen an, dafs ?i > m + 1 ist.

Die Entwickelung (5) giebt eine ^-Koordinate unserer

festgegebenen Raumkurve; ihre Koeffizienten c sind feste Zahlen.

Die Entwickelung (4') giebt die 0-Koordinaten der Punkte, in

welchen die ^-Koordinate unserer Raumkurve eine jede Fläche

der Schar schneidet-, ihre Koeffizienten Osind daher Funktionen

von den willkürlichen Gröfsen o^ . . . am^i'.

C\ =5'l(<^l • • • öm+ l)

Cm= gm(0,i . . . a,n-{-l).
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(6)

Wir wollen nun die a so bestimmen, dafs

j7o(«i • • • ««+i) = Q = Co

(7i («1 . . . «m+i) == C'i = Ci

Qmia^ . . .amJf-l) = Crn == Cm

wird. Dies sind m + 1 Gleichungen zur Bestimmung der

m + 1 Gröfsen a. Im Allgemeinen reichen diese zur Berech-

nung der Unbekannten a^...am^i aus. Setzen wir die ge-

fundenen Lösungen in den Ausdruck

Cm+ l = gm+ 1 («1 . . . am-\.l)

ein, so wird Gm-\-i nun seinerseits bestimmt, und es wird im
Allgemeinen nicht mehr

werden. Den gewählten Werten der a entspricht dann eine

bestimmte Fläche unserer Schar (!'), welche unsere gegebene

Raumkurve in m + 1*" Ordnung und daher in so hohem
Grade als möglich berührt. W^ir definieren nun:

Definition, Eine Fläche aus einer Flächenschar, welche

eine gegebene Raurnkurve in so hoher Ordnung als möglich be-

rührt, heisst eine osJciilierende Fläche der Schar.

Stimmen z. B. alle Koeffizienten der Entwickelungen (4')

und (5) überein, so liegt die Kurve ganz in der Fläche; die

Fläche berührt sie in unendlich hoher Ordnung. So ist die os-

kulierende Ebene einer ebenen Kurve die Ebene, in welcher die

Kurve liegt. Femer lehrt das Vorige:

Eine oslculierende Fläche aus einer Flächenschar , deren

Gleichung m -\- 1 willkürliche Parameter enthält^ berührt eine

gegebene Raumkurve in einem gegebenen Funkte im Allgemeinen

in der w?*®"" Ordnung. Es wird dies nämlich dann und nur

dann eintreten , wenn es nur solche Wertsysteme (a^ . . . am-^i)

giebtj welche zwar die m + 1 Gleichungen (6) erfüllen , aber

nicht mehr die Gleichung (7).

Wir behandeln im Folgenden als Anwendung die oskulierende

Ebene und oskulierende Kugel einer BaumkurvCj welche auch

Schmiegungsebene und Schmiegungskugel genannt werden.

268. Schmiegungsebene. Die Gesamtheit aller Ebenen

bildet eine Schar von Flächen, welche von m + 1 = 3 will-
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kürlichen Parametern abhängt. Man wird daher erwarten

können, dafs man für eine gegebene Raumkurve in einem ge-

gebenen Punkt eine in zweiter Ordnung berührende Ebene

als oskulierende Ebene erhält.

In der That seien

(2) y-f{x), ^'=F{x)

wieder die Gleichungen der gegebenen Raumkurve und

M(Xq, 2/0, ^0) ^^^ Punkt der Raumkurve, in welchem wir die

Schmiegungsebene konstruieren wollen. Dann ist:

(3) %-n^o), «o = -FW-

Die Gleichung einer Ebene, die durch den Punkt M geht, ist:

(1) ß — ^^^a-(x — XQ) + h'(y — y^).

Eine 5;- Koordinate unserer Raumkurve schneidet sie in einem

Punkte, dessen ^s?-Koordinate z^ sich berechnet aus

oder

(4) ^1 — ^0 = [« + ^ • /"W] (^ - ^0)

Den Bau der fortgelassenen und nur durch Punkte bezeich-

neten Glieder erkennt man aus der mit (4') bezeichneten

Gleichung der vorigen Nummer. Er geht uns hier nichts

an. Andrerseits wird die ;2;-Koordinate der Raumkurve nach

Gleichung (5) der vorigen Nummer:

<5) z- z^-=F'(x,)'(x-^x,)

+ Lr\x,y{x-x,y + \r"{x,)-{x-x,r + --^

Wir bestimmen nun a und h so, dafs

(6) a + h-f'{x,)=r{x„), h.f"{x,)^r\x,)

wird; dies geht immer ,^ wenn fipc^) nicht null ist. Da die

z- und ^/-Koordinate gleich berechtigt sind, kann man immer
annehmen, dafs f"{x^ nicht null ist, wenn nicht f"{x^ und

F" {x^ beide null sind. Ist dies nicht der Fall, so bestimmen

5 = ^^"»^ und „ = ZIKITM^^IMTW
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die Schmiegungsebene, und diese berührt in der zweiten Ord-

nung, wenn nicht^ F"M _ F"'{x,)

f"M f"'M

wird. Nach (1) wird ihre Gleichung:

rMi^ - ^o)
= [^'w r\^o) - F\x,) fix,)-] {x - X,)

Schreiben wir x, y, z für x^,y^,z^ und |, t?, g für x, y, z,

so sieht die Gleichung so aus:

<^^) dx' ^^ — ^^ \d¥d^ dx dxv ^^ ^^ ^ dx' ^"^ y^'

Sie liefert uns wirklich die Gleichung einer Ebene, wenn

nicht im Punkte M gerade y" und z" verschwinden.

Sind die Gleichungen der Raumkurve in der Form

x = q>{t), y = ^{t), ^ = x(0

o-eseben, so wird, wenn die Accente Ableitungen nach t be-

deuten

:

dy y' dz z

dx Z^' dx x '

X zd^ y x y"— x' y d^ ^^ x_

d^ ~" V^ ' dx' ' x'^ '

dy d^z _ dz d^_ ^ y'z^'— y"j

dx dx dx dx'^ x^ '

und mithin wird

(8) iyz'- y'z) {l-x) + {zx- z'x) .(ri-y)

-\-{xy-x'y){i-z) = ^

die Gleichung der Schmiegungsebene, sobald im Punkte

Jf(rr, 2/, ^) Glicht gleichzeitig

2,'/'_2/"/=0, zx-z'x-=^, xy—x'y=0

wird. Unter dieser Annahme wird das Lot auf der Schmiegungs-

ebene
^ — x ^ n-y ^

^ \r^„
y z"— y" z z' x" — z" X xy"— x" y

nach Nr. 264, Gleichung (7) die Binormale, Also sehen wir:

Die Schmiegungsehene ist die durch Tangenk und Haupt-

normale gelegte Ebene; d. h. die Ebene des Kriimmungshreises.
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Übrigens läfst sich ihre Gleichung (8) auch in die Deter-

minantenform setzen:

^ — X, n — yy t — 2

X
, y ,

z = 0.

X
, y ,

/'

269. Andere Definition der Schmiegungsebene. Die

Schmiegungsebene in einem Funkte M einer Kurve ist die Grenze^

nach welcher eine Ebene konvergiert, die durch den PunJct M
und zwei andere Kurvenpunkte M' M' gelegt ist, wenn diese

nach M hineinrücken.

Ist wiederum t die unabhängige Variabele, und sind die

Koordinaten der Kurvenpunkte durch die Gleichungen

^ = 9^(0; 2/ = ^(0? ^==Z(0

definiert, werden ferner die Werte der Variabelen, welche den

Punkten Jf, M', M" entsprechen, mit t, t '\- \, t -\- \ be-

zeichnet, so ist die Bedingung, dafs die Ebene

al ~\-hri -\- ct—p =
durch den Punkt M geht:

ag>(t) + hi^{t) + cx{t) - p = 0.

Bezeichnen wir den Ausdruck links mit F(t), so werden

die Bedingungen, dafs die Ebene die drei Punkte M, M\ M"
enthält:

i^(0==0, Fit + h,) = 0, F(t + h,) = 0.

Läfst man die beiden Gröfsen h^ und h^ null werden, so

reduziert sich dieses System nach Nr. 66 auf

F(t) = 0, F\t) = 0, r\t) = o.

Zur Bestimmung der Konstanten a, h, c, p erhält man
also die Relationen:

ax -\- hy -\- cz — p = 0,

ax' -{- hy -\- cz = j

ax'-\- by' -\- cz"= 0,

wodurch die Schmiegungsebene definiert ist.

Bemerkung. Man definiert auch von vornherein die Os-

kulationsebene vermittelst einer der beiden zuletzt bewiesenen
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Lehrsätze. Die Hauptnormale kann dann definiert werden als

die Schnittlinie der Normalebene mit der oskulierenden.

§ 4. Torsion einer Raumkurve.

An die Spitze dieses und des folgenden Paragraphen stellen

wir die Forderung:

Forderung @. Bie Forderung ^ sei erfüllt; aufserdem sei

in der Umgebung der betrachteten Stelle t, solange das Gegenteil

nicht ausdrücklich bemerht ist, der Ausdruck

X y

X y

X y

x\y"^- y'n + y\rx- z'x") + ^'{x"y- xy")

nicht nidl.

270. Definition der Torsion. Die Änderung der Tangenten-

richtung beim Übergange von einem Kurvenpunkt zu einem

andern hat uns zu dem Begriffe der Krümmung geführt. Bei

den Raumkurven aber hat man noch eine andere Eigentüm-

lichkeit zu betrachten, die Torsion oder zweite Krümmung, von

welchen der Name Kurven doppelter Krümmung herrührt. Die

Torsion eines Kurvenbogens ergiebt sich aus der Änderung

in der Stellung der Oskulationsebene, oder der Krümmungs-

axe, beim Übergange von dem einen Ende des Bogens zum

andern. Zu ihrer präzisen Definition müssen wir dieselben

Betrachtungen wie bei der ersten Krümmung anwenden.

Es sei AM ein Kurvenbogen, MT die Richtung der

Tangente in M, MN die der Hauptnormalen und ML die

eine oder andere der beiden Richtungen der Binormale. Die

Richtung der Tangente ist hierbei in jedem Punkte des



Theorie der ßaumkurven und Flächen. 369

Bogens Ä3f ebenso bestimmt, wie in Nr. 259. Wir kon-

struieren eine Kugel mit beliebigem Mittelpunkt 0, deren

Radius gleich der Einheit ist, und ziehen die Radien, welche

parallel sind den Tangenten in den verschiedenen Punkten

des Bogens AM] ihre Endpunkte bestimmen auf der Kugel

die Kurve a^^ deren Länge die erste absolute Krümmung des

Bogens AM mifst. Sodann ziehen wir durch den Mittel-

punkt derselben Kugel die Durchmesser, welche den Binor-

malen in den verschiedenen Punkten des Bogens AM parallel

sind. Die Endpunkte dieser Durchmesser werden auf der

Kugel zwei symmetrische Kurvenbogen bestimmen. Ist am
einer dieser Bogen, so heifst seine Länge t die absolute

Torsion oder zweite Krümmung des Bogens AM.
Ist der Endpunkt A des Bogens AM fest und M beweg-

lich, so wird die Torsion r variabel. Das Differential dt

heifst der Torsionsiüinkel im Punkte M oder der Kontingenz-

ivinhel in Bezuy auf die zweite Krümmung.

Ist MM'= As ein Zuwachs des Bogens s und j der

Winkel, den die Oskulationsebene des Punktes M mit der

Oskulationsebene in M' bildet, so bestimmen die Endpunkte

der Radien Gm, Om', parallel zu den Loten dieser Ebenen,

auf der sphärischen Kurve den Bogen Ar, der nach unserer

Definition die Torsion des Bogens MM' ist. Nach dem bei

der ersten Krümmung in Nr. 260 angewandten Verfahren kann

man beweisen, dafs

lim /- = 1Ar

wird; d. h. das Verhältnis des Winkels der Oskulationsebenen

in den Endpunkten eines Bogens zur Torsion dieses Bogens

hat, wenn der Bogen null wird, die Einheit zur Grenze.

Mittlere Torsion eines Kurvenbogens ist das Verhältnis

der absoluten Torsion zur Bogenlänge. Endlich nennen wir

Mafs der Torsion oder der zweiten Krümmung, oder auch

schlechtweg Torsion der Kurve in einem bestimmten Punhte

die Grenze, nach welcher die mittlere Torsion eines Kurven-

bogens konvergiert, der diesen Punkt zum Anfang hat, wenn
die Bogenlänge null wird. Demnach hat die Torsion im

Punkte M der Kurve AM den Wert:
Serret, DifiF.- u Integral-Rechnung. I. 2. Aufl. 24
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T At , dthm -r— oder ^j- •

As äs

Auch diese zweite Krümmung kann man der Krümmung
eines Kreises gleichsetzen. Demnach nennt man Torsionsradius

den Radius eines Kreises, dessen Krümmung gleich der Torsion

der Kurve in dem betrachteten Punkte ist. Für den Wert
T derselben erhält man

T= ^ = ''

.

dt %'

Hinsichtlich des Vorzeichens von dz gelten analoge Bemer-

kungen wie in Nr. 260 über das von d0. Die Betrachtungen

setzen voraus, dafs dx auf dem Wege von a bis m auf der

Einheitskugel nie null, also T nicht unendlich wird. Die

Formel (1) der Nr. 274 lehrt, dafs dies die Forderung @
ausschliefst.

271. TorsionsWinkel. Die Kurve AW sei auf drei recht-

winklige Axen bezogen und der Mittelpunkt der Kugel in

den Anfangspunkt dieses Koordinatensystems gelegt, x, y, z

bezeichnen die Koordinaten des Punktes M, A, /li, v die Winkel,

welche eine der Richtungen ML oder Om der Binormale mit

den positiven Koordinatenaxen bildet. Die Koordinaten des

Punktes m sind dann

cos X y cos II j cos Vj

und folglich wird die Ableitung , des Bogen s t:

t' = 1/(cos A)'^ + (cos ^y^ + (cos vy\

Die Kosinus der Winkel A, ^, v sind als Funktionen der

Koordinaten bekannt (Nr. 264); man kann demnach t' und

T=^r als Funktion dieser Gröfsen berechnen, was später
T

geschehen soll.

272. Die Frenetschen Formeln. Die Frenetschen Formeln

beruhen auf der Thatsache, dafs die Tangenten in den ent-

sprechenden Punkten m und ^ der beiden sphärischen Kurven,

welche wir eingeführt haben, parallel sind.

Indem wir die Bezeichnungen der früheren Paragraphen

beibehalten, haben wir die beiden Gleichungen:
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cosa(cosa)'+ cos /3(cos/3)'-[- cos ^(cos ;^)'= 0,

^ ^ cos A (cos «)'+ cos /x (cos ßy+ cos V (cos y)'= 0.

Denn da die Gröfsen (cos a)\ (cos ß)', (cos y)' proportional

sind zu cos qp, cos i^, cos %j so drücken die Gleichungen (1)

aus, dafs die Hauptnormale zur Tangente und zur Binormale

senkrecht steht. Beachtet man die zweite dieser Gleichungen

und differentiiert man die folgenden:

cos a cos X + cos ß cos ^ + cos y cos v = ,

cos^A + cos^ft + cos^i; = 1,

so erhält man:

cos a (cos A)'+ cos ß (cos /x)'+ cos y (cos v)'=
,

cos A (cos A)' + cos fi (cos ^J+ cos v (cos vj= 0.

Die Koeffizienten der Ableitungen

(3) (cosa)', (cos^y, (cos^^y

in den Gleichungen (1) sind aber genau dieselben^ wie die

Koeffizienten der Ableitungen

(4) .
(cosA)', (cosfi)', (cosi/y

in den Gleichungen (2); folglich sind die Ableitungen (3)

und (4) einander proportional, d. h. man hat:

.p. (cos xy (cos fi)' (cos v)'

^ ^ (cos a)' (cos ß)' (cos y)'

Diese Gleichungen beweisen die ausgesprochene Eigen-

schaft: denn die Kosinus der Winkel, welche die Tangente

im Punkte m der zweiten sphärischen Kurve mit den Axen

bildet, sind proportional den Ableitungen der Koordinaten,

d. h. den xAbleitungen (4); und ebenso sind die Kosinus der

Winkel, welche die Tangente im Punkte
f*

der ersten Kurve

bildet, proportional den Ableitungen (3). Hieraus folgt, dafs

diese beiden Tangenten parallel sind.

Aber indem man die Punkte a und a zu Anfangspunkten

der sphärischen Kurven wählt, können die Tangenten in ent-

sprechenden Punkten die nämliche Richtung oder die ent-

gegengesetzte haben. Die sphärische Kurve, welche sich auf

die Axen der Oskulationsebenen bezieht, setzt sich nach unserer

Konstruktion aus zwei symmetrischen Teilen zusammen, welche

den beiden Richtungen dieser Axen entsprechen. Solange man
24*



372 Neuntes Kapitel.

also nur den einen oder den anderen Teil der Kurve am be-

rücksichtigt, können die Richtungen der Tangenten in m und y.

gleich oder entgegengesetzt sein. Wir wollen nun annehmen,

dafs man die Kurve am derart konstruiert hat, dafs die Tan-

genten in m und ^ die nämliche Richtung haben, dieselbe,

welche zugleich Richtung der Hauptnormalen im Punkte M
ist. Alsdann ergiebt, auf Grund der Gleichungen (1) der

Nr. 262, die obige Formel:

(6)

d cos X

d cos ti

-dt- = »^o^ 1''

d cos V—7— = COS y.
dt ^

273. Zusammenstellung der bisher gefundenen Formeln.

Wir wollen hier noch die verschiedenen Resultate, welche wir

in den vorigen Paragraphen abgeleitet haben, zusammenstellen.

Wir bezeichneten mit

Xy y, die rechtwinkligen Koordinaten,

a, ßy y die Winkel, welche die Richtung der Tangente, ge-

nommen in der Richtung der positiv wachsenden un-

abhängigen Variabelen, mit den positiven Koordinaten-

axen bildet,

cpj il)y % die Winkel, welche die Hauptnormale mit denselben

Axen bildet,

A, ft, V die Winkel, welche die entsprechende Richtung der

Binormale mit den positiven Koordinatenaxen bildet,

dSj d6, dx das Differential des Bogens, den Kontingenzwinkel und

den Torsionswinkel.

Alsdann hat man:

,^. dx dy r> de
(1)

rf,
=cose, ^, =cos/}, ,,,=cos^,

/^N d cos a d cos ß , d cos y

/o\ d cos X d cos a
,

d cos v
(3) --^^^ = cos ,p, ^^ = cos V ,

- -^— = cos
;;

,

und die Richtung der Binormale ist nun bestimmt, wie im

vorigen Paragraphen angegeben wurde.
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Differentiiert man die Gleichung

cos^(p = 1 — cos^c^ — cos^A,

so folgt:

cos g) d cos tp == — cos a d cos a — cos A d cos X,

und benutzt man die Gleichungen (2) und (3), so wird:

d cos (p = — cos a d6 — Qo^Xdt.

Durch Vertauschung der Buchstaben erhält man ein neues

System von Gleichungen:

d cos 9? = — cos a dö — cos l dt,

(4) ] d cos ^ == — cos ß d6 — cos ^ dt,

d cos % = — cos y dö — cos v dt.

Die Gleichungen (2), (3), (4) drücken die Differentiale der

neun Kosinus als Funktionen von ihnen und der Differentiale

ds, d0j dt aus. Andererseits hat man

(5)
ji = jj§^==r.

^ ^ dt dr

Aus den Gleichungen (4) folgt noch:

y(d cos (pY + (d cos tY + {d cos if = Ydö"^ + dt\

Dieser Ausdruck ist das Differential des Bogens einer

dritten sphärischen Kurve, welche entsteht, wenn man durch

das Centrum der Kugel die Radien zieht, welche den Haupt-

normalen der gegebenen Kurve parallel sind.

274. Eine Anwendung dieser Formeln. Als Beispiel

für die Anwendung dieser Formeln wollen wir die Berech-

nung des Torsionsradius T als Funktion der rechtwinkligen

Koordinaten ausführen. Wir benutzen die Gleichungen (7) in

Nr. 264, nämlich:

, S ^ cos X , ,, ,f r
...

± —̂ — = !/ -^ — 2/ ^ ,

, S ^ cos II , „ ,, f

4- _^r = z X B X
,

, s ^ cos V , „ „ ,± —R— == ^ ?/
—ocy.

Differentiiert man diese Gleichungen, indem man die

Formeln (3) und (5) des vorigen Paragraphen beachtet, so

findet man:
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/§'3\'
S *

\1r}
^^^^ + ;ß^cos9 = 4- {yz"— xj"z),

/§'3\' g'

4

(^^ j COS yi H- ^rj^ cos i/; = + (/^z^'" — z" x),

Vm) ^^^^+ BT ^^^^ = i (^'2/'"- ^'"/),

und addiert man diese Gleichungen, nachdem man sie be-

züglich multipliziert hat mit den drei folgenden (Nr. 262):

s'
^ „ s' f

cos W = X ,x
,

li s '

o 2 g''

-^-C0S^ = ?/"—
^, 7/',

2

cos X

so folgt:

B^-f
= ±{{y^ —y 3)^ -\-(zx —z x)ij +(xxj -^x y)s ]

Ersetzt man nun -„« durch seinen Wert aus den Glei-

chungen (7) der Nr. 264, so wird

^ ^ —
{y z"'—y"z)x" -\-{zx" —z"'x)y" -{-{xy"'-~x" y)z"

Der Wert von T ist positiv; diese letzte Formel be-

stimmt demnach das Vorzeichen, vrelches man in den Glei-

chungen (5), (6), (7) der Nr. 264 an Stelle des zweideutigen

Zeichens + zu setzen hat, wenn man sich erinnert, dafs die

Richtung der Binormale durch die in Nr. 272 gemachte An-

nahme fixiert ist. Auch ist zu bemerken, dal's sich der Tor-

sionsradius als eine rationale Funktion der Ableitungen dar-

stellt.

275. Die ebene Kurve als Spezialfall der Raunakurve.

Wenn man den Nenner des Ausdruckes (1) für T null setzt

bei allen Werten der Variabelen, so erhält man die Bedin-

gung dafür, dafs die Kurve eine ebene ist. Macht man a; zur

unabhängigen Variabelen, setzt also x = 1, x"= 0, x"=0
so wird:

y" z" — y" z" '

und die Bedingung wird:
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y z — y z =0.

Diese Gleichung läfst sich in der Form schreiben:

(g=o,

sie drückt also aus, dafs das Verhältnis ->r gleich einer Kon-

stanten ^ ist; also hat man

z =By oder ^ = ^"v.

und folglich können ^ und -^-- nur um eine Konstante& dx dx

dz Bdy
,

.

dx~~ dx " ^'

differieren; es ist

und hieraus folgt

z = By + Ax + C,

wobei C eine neue Konstante ist. Diese Gleichung stellt eine

Ebene dar, in welcher die Kurve liegt.

§ 5. Die Schmiegungskugel einer ßaumkurve.

276. Definition der Schmiegungskugel. Wir knüpfen

an die Betrachtungen der Nr. 266 und 267. Wir betrachten

die Gesamtheit aller Kugeln. Sie bilden eine Schar von

Flächen, deren Gleichung

( 1 )
{x-ay + {y-iy + {z- cf - r^ ==

m + 1 = 4 willkürliche Parameter enthält, die Koordinaten

(a, &, c) des Kugelmittelpunktes und den Radius r der Kugel.

Wir suchen nun für eine gegebene Raumkurve:

(2) y = fix), , = Fix)

diejenige Kugel, welche sie in einem gegebenen Punkte

M{Xq
2/o ^o) oskuliert. Es wird im Allgemeinen dann eine Be-

rührung m = S*^"" Ordnung zu erwarten sein. Wie finden wir

die Schmiegungskugel? Hierzu ist es nötig die Gröfsen a^ h, c, r

zu finden.

Um an die Betrachtungen von Nr. 266 und 267 anknüpfen

zu können, wollen wir uns (1) nach aufgelöst denken:

(3) ^ = |/r2_ (x — ay — {y — hf.

Für X = x^yy = y(^ wird die Wurzel gleich z^^ ist — wie wir
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annehmen können — 0q von null verschieden, so bestimmt

sein Vorzeichen auch das der Wurzel an der Stelle x == x^y

y z=z y^ und auch in der Umgebung dieser Stelle-, denn in

ihr mufs das Vorzeichen dasselbe bleiben wie an der Stelle

X = Xq, y = Vq selbst. Um die Ideen zu fixieren denken wir

uns das Zeichen positiv.

Nach der Methode der Nr. 266 müssen wir nun aus (2)

y = f[x) in (3) einsetzen und nun Gleichung 4 in (Nr. 266)

(4) z, = Vr' - {x - af - {fix) - hf

nach Potenzen von x — Xq entwickeln; alsdann müssen die

ersten vier Koeffizienten dieser Entwickelung übereinstimmen

mit den entsprechenden der Gleichung (5) in Nr. 2^Q\ d. h. mit

(5) F{x,), F\x,), Qp^, ^(^.

Wie werden nun jene ersten vier Koeffizienten der Gleichung

(4) berechnet? Da müssen wir in der Gleichung (4) die

Werte von

^1' ~dx^ '^'Jx^^ 3! dx^

an der Stelle x =- x^, y =- y^y z = Zq ermitteln. Diese finden

wir aber, indem wir in (1) y = f{x), z = 0^ setzen, die so

erhaltene Gleichung

(:c-ay+ifix)-iy+{^,-cy-r"-^0
dreimal nach x differentiieren:

ix-a) + (fix) - 6) • fix) + {,,-c)^ = 0,

(6) 1 +rw^+(^') + (/"W-^) rw+(^.-«)|^.=o,

+ (^.-^)-^3 = o

und schliefslich x = Xq setzen.

Hierin ist nun die Substitution

^. = ^(-o), (II) = rix,),mr i^"w,mr ^"'(^")

zu machen. Setzen wir zur Abkürzung
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/"(^o) = 2/ü;
/'W = 2/0'; f (^0) = Vo'y r K) = yo\

F{x,) ^0,,r K) =-- V, F^'M - V; F- {X,) = ^;-,

so werden die Gleichungen (6):

K - af + (2/0
- 6)^ + K- c)^- ,- = 0,

(«o— a) + (2/0 — 6)«'o' + («'o - «)V = 0,

(1 + yo" + <') + (% - &) 2/0" + K - c) ^„"= 0,

Y (1 + 2'o'' + ^0") + i%- V)y:' + K - c)/" = 0.

Bezeiclinen wir die Koordinaten des Punktes M wieder mit

{x, yj z) und die linke Seite der Kugelgleichung mit V, so

werden die letzten Gleichungen:

V={x-ay+{y-hy + {z-cf— r^=0,

m
Y g^« =U + (y- *) d^' + (*-«)

;ix'
= 0,

1 d^V ^ ds d^s , f -,. d^y
,

, ^ d^ z ^

Dabei bedeuten die Differentialquotienten ;^-- , • • • die Werte,
dx

welche sie unter Zugrundelegung der Gleichungen der Raum-

kurve

(2) y = fix), » = F{x)

haben.

Ist dagegen die Raumkurve durch die Gleichungen

gegeben, so verwandelt sich wegen

dy y dz /
dx X ' dx X

das System (7) in bekannter Weise in das folgende:

Y={x-df-\-{ii- hf + {z- cy ~r^ = 0,

2 -^y = {pc— a)x +{y-h)ij +{z- c) z = 0,

(8)

[If^ = ^s's"+{x-a)x-+ {y - l)y''+ (^-^K = 0.
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So viel Lösungssysteme (a, h, c, r^) als diese vier Glei-

chungen besitzen, so viele Schmiegungskugeln giebt es im

Punkte M der Raumkurve.

Die drei letzten Gleichungen sind linear in a^h, c. Ihre

Determinante:

\ X
, y , z

ist nach Anforderung @ von null verschieden. Also giebt es

nur ein Wertsystem a, 1), c, welchem nach (1) auch nur ein

Wert von r^ entspricht. Wir haben also nur eine vrohl be-

stimmte Schmiegungskugel.

Analog vrie bei der Schmiegungsebene geben wir hier

noch eine andere Definition der Schmiegungskugel.

277. Neue Definition der Schmiegungskugel. Es be-

steht der

Satz, Legt man durch den Punkt M und drei lenachharte

Punläe M\ M' , M" einer Raumhurve eine Kugel , so geht diese

in die Schmiegungskugel ilher^ wenn M' , M", M" nach M
hineinrücken.

Setzen wir in die Kugelgleichung

V= (x - af + (y— hf + {z— cf -r' =
die Werte

x = cp{t), y = ^(t), = %{t)

ein, so wird V eine Funktion von t:

F-=F(0.

Den Punkten 11', M'\ M" mögen die Werte t+ \, t+h^, t+ h^

des Parameters t entsprechen; dann sind für eine durch

M, M', M", M"' gehende Kugel a,h, c, r^ aus den vier Glei-

chungen

v(t) = 0, v{t + ^) = 0, v(t + /g = 0, Vit + /g = o

zu bestimmen. Mit Hülfe des Satzes der Nr. 66 schliefst

man hieraus, wie in Nr. 269, dafs für \ = h^ == h^ =
dieses Gleichungssystem übergeht in

v(t) = 0, r (0 = 0, F" (0 = 0, r -'
(o = o,

und hiermit ist der Satz bewiesen.
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278. Radius und Mittelpunkt der oskulierenden Kugel.

Die Koordinaten des Mittelpunktes der oskulierenden Kugel

werden durcli die letzten drei Gleichungen (8) der vorigen

Nummer bestimmt. Wählt man s als unabhängige Variabele, und

schreibt Xq, y^, 0q für a, 6, c, so werden jene drei Gleichungen:

/ \ dx , / \ dy . . ^ dz ^
{x, - X) ^- + (2/„ -y)-j^ + («0 - -') •

äs
== 0.

, X d'^x . / X d^y
, / s d^z ^

(^0 - ^) ^ + (2/0 - 2/)^ + (^0 - ^) Ts^
= 1,

(^0 - ^) 1^ + (2/0 - y) + (^0 - ^) ^' == 0.

Nach Nr. 273 wird aber:

dx-— = cos«, . . .

ds ^

d^x d cos a 1

d^x 1 /cos«
^^

cos /l\ cos qo dM
dV ^~ B \B~ "• T ) 1^ ' ^'" '

Mithin bestimmen sich Xq, y^, Zq aus:

(1) {Xq— x) cos a + {y^— y) cos ß + {z^ — z) cos y = 0,

(2) {xq — :r) cos 9 + (2/0
— y) cos T/^ + (^0— ^) cos ^ == i^;

(3) {xq— a?) cos ;i + («/o
— li) cos /i + (^0 - z) cos V= — T

'^^
•

Addiert man nun diese drei Gleichungen, nachdem man
sie vorher jedesmal bezüglich mit cos«, cos cp, cosA, sodann

mit cos/3, cos^, cos ^, endlich mit cos 7^, cos;^, cosi/ multi-

pliziert hat, so folgt:

(4)

X, TdB
Xq — X= M cos (p -j COS A,

2/0
—

2/ = ^ cos -tl) ^— cos ft,.,0 i^
— ^.^^^H^ ^^

-r, TdB
Z(. — 2 = Jti COS y — —

z— cos V." ^ ds

Quadriert und addiert man diese Gleichungen, so erhält

man für das Quadrat des Kugelradius den einfachen Ausdruck

(5) r' = K' + ^^^
Der Mittelpunkt der oskulierenden Kugel liegt auf der
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Krümmungsaxe und die Gleichung (3) lehrt, dafs seine Ent-

fernung von der Ebene des Krümmungskreises gleich dem

absoluten Werte von -^— , oder nach Gleichung (5) gleich

|]/r^ — E^\ ist; hieraus folgt:

Der Krümmungskreis in einem PunJcte der Kurve ist der

Schnitt der Schmiegnngsebene mit der Schmiegungslcugel.

279. Eine Folgerung. Diese Eigenschaft führt zu einer

Folgerung, die wir entwickeln wollen. Die im Punkt M der

Kurve oskulierende Kugel ist die Grenze der Kugeln, die

durch M und drei andere Kurvenpunkte M\ M'\ M" gehen;

desgleichen ist die oskulierende Ebene die Grenze der Ebenen,

die durch M und durch die beiden Punkte M\ M" gehen.

Hieraus folgt, dafs der Krümmungskreis die Grenze der

Kreise ist, die durch M und zwei andere benachbarte

Punkte M'y M" gehen. Projizieren wir nun die Kurve und

den Kreis auf irgend eine Ebene, und sind m, m\ m' die

Projektionen von M^ M\ M'\ so wird der Kreis in eine

Ellipse projiziert, die eine Berührung zweiter Ordnung in m
mit der Projektion der Kurve besitzt; projiziert man insbe-

sondere die Raumkurve auf die Ebene des Krümmungskreises

selbst, so wird derselbe Kreis auch Krümmungskreis für die

Projektion.

§ 6. Einhüllende Flächen.

An die Spitze dieses Paragraphen stellen wir die For-

derung :

Forderung g. Bie Forderung 33 ist erfüllt^ aufserdem

sind in der Umgehung der betrachteten Stelle x, y, s niemals

df dl df
cx^ dif dz

gleichzeitig null.

280. Definition der Einhüllenden. Die Gleichung

(1) fix, y, z-, a) =
stellt, wenn man den Parameter a variiert, eine Schar von

Flächen dar. Wird, nachdem a einen bestimmten Wert er-

halten hat, dem Parameter der neue Wert a -\- La erteilt, so

erhält man eine zweite Fläche:
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(2) /'(^,2/;^; « + A«) = 0.

Die Koordinaten derjenigen Punkte, welche (1) und (2) gleich-

zeitig genügen, erfüllen auch die Gleichung

(3)
/"(a;, y, z; a + Aa) — fj^x, y, z; a) ^ ^

und für Aa = geht diese über in

(4)
of^^^ _ Q

Wenn nun die Elimination von a aus den Gleichungen (1)

und (4) wieder die Gleichung einer Fläche liefert:

(5) g{x,y,s) = 0,

so heifst diese die Einhüllende der eingehüllten Schar (1). Die

durch die Gleichungen (1) und (4) dargestellte veränderliche

Kurve hat Monge die Charakteristik der Einhüllenden genannt.

281. Lehrsatz I. Die Einhüllende berührt die Flächen des

Systemes in jedem Funkte einer Charakteristik.

Ist M(x, y, 0) ein gemeinsamer Punkt, so hat man, um
den Beweis zu führen, dafs Einhüllende und Eingehüllte die

nämliche Tangentenebene in M besitzen, nur zu zeigen, dafs,

wenn man x und y als die unabhängigen Variabelen betrachtet,

der Wert des totalen Differentiales dz im Punkte M für beide

Flächen der gleiche wird.

Die Eingehüllte ist durch die Gleichung (1) dargestellt,

wobei a einen bestimmten Wert hat, der Wert von d0 für

diese Fläche ist also gegeben durch die Gleichung

(6) l^dx + ^dy+^J-d0 = O.
^ ^ ex ^ cy ^ ^ cz

Dieselbe Gleichung (1) kann auch als Gleichung der Ein-

hüllenden angesehen werden, wenn man a nicht mehr als

konstant, sondern als eine Funktion von x, y, betrachtet,

die durch die Gleichung (4) definiert ist. Um also den Wert
von dz zu erhalten, welcher der Einhüllenden entspricht, hat

man die Gleichung (1), mit Berücksichtigung, dafs « variabel

ist, zu differentiieren. Dann erhält man:

(7) lfdx + l^(^dy + if^d0 + ^da=^O.cx ^ cy ^ ^ cz ^ ca
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Da aber die partielle Ableitung |^ null ist, so reduziert

sich die Gleichung (7) auf (6)-, der Wert von a mufs hier aus

der Gleichung (4) genommen werden. Da dieser Wert für

die gemeinsamen Punkte der Einhüllenden und der Eingehüllten

genau der nämliche ist, welchen die Eingehüllte besitzt, so giebt

die Gleichung (6) für beide Flächen denselben Wert von ^.^,

womit der ausgesprochene Satz bewiesen ist.

282. Rückkehrkurve. Wir betrachten drei Flächen des

Systemes, welche den Werten a, a -\-\, a + k^ entsprechen.

Sie schneiden sich in gewissen Punkten m,m..., deren

Koordinaten bestimmt sind durch die Gleichungen:

(8) fix, y, 0, a) = 0, f(x, y,2,a + h)= 0, f(x, y,z,a+ h,)= 0.

Wenn die Gröfsen \ und h^ nach null konvergieren, so

reduziert sich dieses System, die Existenz und Stetigkeit auch

yon |_( vorausgesetzt, wie man aus der in Nr, 269 gegebenen

Methode erkennt, auf

(9) f{x,y,z,a)==0, j^
= 0, j^,

U.

Man erkennt, dafs die aus diesen Gleichungen bestimmten

Punkte 31, M\ . . auch die Grenzen sind, nach denen die Schnitt-

punkte der Charakteristik

fix, y, z, «) = 0,
Yc,

^^'

und der Fläche

f(x,y,z,a + Aa) -=

konvergieren, wenn Aa null wird.

Man hat also auf jeder Charakteristik einen oder meh-

rere Punkte M, M\..y und der Ort aller dieser Punkte bildet

eine Kurve, deren Gleichung sich vermittelst der Elimination

von a aus den Gleichungen (9) ergiebt. Monge hat diese

die Biicklcehrkiirve (arete de rebroussement) der Enveloppe

genannt.

283. Lehrsatz II. Alle Charakteristiken berühren die Ilück-

kehrkurve. Zum Beweise dieses Satzes mufs man zeigen, dafs

in jedem Punkte, welcher einer Charakteristik und der

Rückkehrkurve zugleich angehört, die Werte dxidyidz für
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beide Kurven die nämlichen sind, wenn man x als die unab-

hängige Variabele betrachtet. Die Ableitungen ^
- und a— ^

bezeichnen wir der Kürze halber mit f und /"', dann sind

die Gleichungen einer Charakteristik

(10) /"(a:, 2/, ^, «) = 0, f {x,xj ,z, a) = ^,

und differentiiert man sie unter der Annahme, dafs a kon-

stant ist, so erhält man:

(11)

Die Gleichungen (10) können auch als die Gleichungen

der Rückkehrkurve betrachtet werden, wenn man «als eine

Funktion von x^y^z betrachtet, die durch die Gleichung

(12) r(^,2/, ^, «) =
definiert ist. Difi"erentiiert man aber die Gleichungen (10)

unter dieser Annahme, so erhält man die nämlichen Glei-

chungen (11), denn die Terme ^-da und ^— da oder f da

und f'da^ welche durch die Variation von a auftreten, sind

nach den Bedingungen des Problemes null. Da nun a den

nämlichen Wert hat für die gemeinsamen Punkte einer Cha-

rakteristik und der Rückkehrkurve, so ergeben die Gleichungen

(8) für beide Kurven die gleichen Werte für dtj und dz.

Eine eigentliche Rückkehrkurve kommt nur dann zu stände,

wenn die Gleichung -^\ == den Parameter a noch enthält.

Ist also f(x, y, z, a) eine ganze rationale Funktion in «, so

mufs sie a zum mindesten in der dritten Potenz enthalten.

§ 7. Abwickelbare Flächen.

284. Definition der abwickelbaren Flächen. Wir werden

jede Fläche eine abwickelbare oder developpahele nennen, welche

die Einhüllende einer beweglichen Ebene ist, d. h. eines ebenen

Systemes, welches von einem variabelen Parameter abhängt.

Sind a^hj c,p gegebene Funktionen des variabelen Para-



384 Neuntes Kapitel.

meters, a ,
6', c ,p ihre Ableitungen, so ist die Gleichung der

beweglichen Ebene

(1) ax + hy + cz—p = 0,

und man erhält die Einhüllende durch Elimination des Para-

meters aus dieser Gleichung und der folgenden:

(2) ax + Vy + ^'^ — p ==Q.

Ist nicht gleichzeitig ^ = y und -|- = ^-
, so bestimmen

diese beiden Gleichungen eine Gerade, welche die Charak-

teristik der Einhüllenden heifst. Da sie die Rückkehrkurve

der Einhüllenden berührt, so erkennt man: eine ahwicJcelhare

Fläche ist der geometrische Ort der Tangenten einer Baumkurve.

Die Rückkehrkurve der abwickelbaren Fläche kann sich

auf einen Punkt zusammenziehen. Dies tritt ein, wenn die

Funktionen a,h,c,p des Parameters mit einander durch eine

lineare Gleichung verknüpft sind:

(3) «^0 + ^Vo + c^o — i^ = 0,

in welcher Xq, y^, z^ Konstante sind. In diesem Falle werden

die Gleichungen (1) und (2):

a{x — x^-^h{y — 2/o) + c(^ — ^o)
= 0,

^ ^ dix-x^ + 'h\y — Vo) + c'(^-^o) = 0;

und die abwickelbare Fläche ist ein Kegel, welcher den Punkt

^0? 2/o? ^0 zur Spitze hat. Setzt man endlich

wobei m und n Konstante sind, und läfst man Zq unendlich

werden, so reduziert sich die Gleichung (3) auf die Form:

(5) am + hn + c = 0.

Die Gleichungen (1) und (3) können dann in der Form

a{x — mz) -\-'b{y '—nz)—p = Oj

^ ^ d{x — mz) + Viy — nz) — p ==

dargestellt werden, und bestimmen eine Cylinderfläche. Hier

hat sich die Rückkehrkurve auf einen Punkt im Unendlichen

zusammengezogen.

285. Eine Eigenschaft der abwickelbaren Flächen. Die

hewegliche Ebene, deren Einhüllende eine developpahele Fläche
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ist, ist mgleich die Schmiegungsebene der Rückhehrhurve dieser

Fläche. Denn bezeichnen wir mit x, y, z die Koordinaten

eines Punktes dieser Rückkehrkurve, und sind d\ 6", c' die

zweiten Ableitungen der Funktionen a^h, c, so hat man

ax •\-'hy -\- cz — ^j = 0,

d X + h'y + ^^ — JP'
== 0,

d'x-\-l"y-\-cz—f = ^.

Alle Gröfsen, welche hier auftreten, sind Funktionen eines

Parameters; durch die Gleichungen ist die Kurve definiert,

wenn der Parameter eliminiert wird. Differentiiert man zur

Berechnung des ersten und zweiten Differentialquotienten der

Koordinaten die Gleichungen nach diesem Parameter, so folgt

aus den ersten beiden, unter Berücksichtigung der zweiten

und dritten Gleichung:

ax + hy + cz = 0,

dX + y y -\- c z =0,

und differentiiert man die erste von ihnen mit Berücksichtigung

der zweiten, so hat man

ax"-^ltj"+cz" = 0.

Die Gleichungen

ax -\- hy -\- cz = und ax" -\- hif -\- cz' =
zeigen (Nr. 267), dafs a, h, c proportional sind den Kosinus

der Winkel, welche die Binormale der Rückkehrkurve mit

den Koordinatenaxen bildet; also ist die Oskulationsebene die

bewegliche Ebene selbst.

286. Veranschaulicliung der Abwickelbarkeit. Betrachten

wir eine beliebige abwickelbare Fläche: es sei A ein Punkt

der Rückkehrkurve, von dem an wir den Bogen s der Kurve

messen, und E der Punkt, welcher der Länge s == 8 ent-

spricht. Dem Bogen S schreiben wir ein Polygon ABCDE
mit n Seiten ein, deren Richtungen bezüglich AB, BC, CID . .

.

sind. Indem wir allgemein mit s die Länge des Kurven-

bogens vom Punkte A bis zu irgend einem Eckpunkte des

Polygones bezeichnen, verlängern wir die Seite, welche in

dieser Ecke endigt, um eine Gröfse t= q)(s), wobei (p eine

Serret, Diff.- u. Integral-Kechnung. I. 2. Aufl. 25
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beliebige Funktion bedeutet. Wir verbinden endlich die Punkte

a, h, Cy . . . welche die Endpunkte der verlängerten Seiten

AB, BC, CBy .

.

. sind. Auf diese Weise erhält man eine

Polyederfläche, die ans w— 1 Dreiecksfiächen besteht, und die

rig. 6C.

durch ein Polygon, welches dem Bogen S eingeschrieben ist,

durch die beiden äufsersten Seiten desselben und die gebro-

chene Linie a, b, c, d begrenzt ist. Läfst man nun die Drei-

ecke BdCj Cch,

.

. . um die Seiten De, Ch . . , sich drehen, so

kann man alle diese Dreiecke in die Ebene ABC des ersten

bringen; auf diese Weise erhält man den Prozess, welchen

man die Abwickelung der Folyederfläche nennt. Bei dieser Ab-

wickelung bleiben die Längen t und die Längen der gebro-

chenen Linien ABCBE, abcd ungeändert.

Nehmen wir nun an, dafs die Zahl n der Seiten unbe-

grenzt wächst, und dafs jede von ihnen nach null konvergiert,

so hat die Linie ABCDE zur Grenze den Bogen S, und

die Polyederfläche fällt mit einem Teil der developpabelen

Fläche zusammen, der begrenzt ist durch den Bogen AE der

Rückkehrkurve, durch die Tangenten Aa^ Es in den End-

punkten, und durch eine bestimmte Kurve af , definiert durch

die Gleichung

t=(p{s),

wobei s den Bogen AM der Rückkehrkurve und t die Länge

MiL der Tangente in M zwischen dem Berührungspunkte und

der Kurve ae bedeutet.

Andererseits konvergiert auch die Abwickelung der Po-

lyederfläche nach einer bestimmten Grenze, und diese Grenze

nennen wir die Abwickelung des betrachteten Teiles der de-

veloppabelen Fläche. Im Besonderen ist die ebene Kurve,

welche die Grenze des Polygones abcd bei der Abwickelung
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der Polyederfläche bildet, die Abwickelung oder Trausformierte

der auf der abwickelbaren Fläche gelegenen Kurve «£. Es

ist leicht ersichtlich, dafs die Ebene ABC zur Grenze die

Schmiegungsebene der Rückkehrkurve im Punkte Ä hat, welche

zugleich die abwickelbare Fläche berührt. Die Abwickelung

ist also auf der Tangentenebene des Punktes Ä vollzogen

worden. Endlich bemerken wir noch, dafs die Gleichung

t = (p(s)j welche wir für die Kurve as angenommen haben,

auch nach der Abwickelung fortbesteht, überhaupt bleiben

alle Längen von Geraden oder Kurven auf der abwickelbaren

Fläche durch die Abwickelung ungeändert.

§ 8. Polarfläche und Evolutenturve.

Wir nehmen in diesem Paragraphen wieder die For-

derung @ als erfüllt an.

287. Definition der Polarfläche einer Raumkurve. In

Nr. 263 wurde bewiesen, dafs die Krümmungsaxe oder Polar-

gerade eines Kurvenpunktes. rc, ?/, ^ die Gleichungen hat:

^ ^' dt
^'

wenn V== die Gleichung der Normalebene ist 5 ferner wurde

in Nr. 276 gezeigt, dafs die Koordinaten des Mittelpunktes

der oskulierenden Kugel durch die drei Gleichungen be-

stimmt sind:

j^ ^ dV ^ d'V ^

Hieraus folgt, dafs die Normalebenen einer Kurve von einer

developpabelen Fläche eingehüllt werden, deren Charakteri-

stiken die Krümmungsaxen sind und deren Eückkehrkurve

von den Mittelpunkten der oskulierenden Kugeln gebildet

wird. Diese developpabele Fläche heifst die Folarfläclie. Auf

dieser Polarfläche liegen auch die Krümmungsmittelpunkte

der Kurve.

288. Eine Eigenschaft der Polarfläche. Die Werte der

Koordinaten Xq^ y^, z^ der Mittelpunkte der oskulierenden

Kugeln sind nach Nr. 278:
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(1)

Xq = X -\- E co^ (p — , cos Ij
eis

2/0
==

2/ + ^ cos 1^ jj- cos ^,

TdB
:^ =s -{- ÜQOsx j^ cos V,

und ferner ist ihr Radius r gegeben durch

Differentiiert man die Gleichungen (1) und (2), indem man
die Formeln in Nr. 273 benutzt, und setzt man

indem man ds^ das Vorzeichen von ds erteilt, so folgt

(4) f» = + cosA^-*», ^ = + cos^^>, '^-p- = =F cos 1.4-*«
^ ^ ds ' ds^ ds ' ^ ds ^ ds ^^ ds
und

(5)
dr_ dB ds^

Die Gleichungen (4) beweisen: erstens, dafs 5^ das Diffe-

rential des Bogens der Rückkehrkurve der Polarfläche ist,

0weitenSf dafs die Tangente dieser Kurve die Krümmungsaxe
oder Polargerade ist, was eine Bestätigung des früher schon

erhaltenen Resultates bildet. Man sieht aber auch, dafs -^
' ds

null sein kann, und dann reduziert sich die Rückkehrkurve

auf einen Punkt. Die Formeln (4) und (5) zeigen alsdann,

dafs X(^,yoy ^o^r Konstante sind. Die nämliche Kugel oskuliert

alsdann die Kurve in jedem Punkte; diese liegt also ganz auf

der Kugel.

Hat man ferner eine Kurve, für welche der Radius der

Schmiegungskugel konstant ist, so ist:

(6) R^ + {T'^y=a'-

und
dr .-.

' = «' ds-^-
ds

Dies findet statt nach Gleichung (5) erstens, wenn ^ " =
ist; d. h. für die sphärischen Kurven und ihre Ausartung für
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T=oü: die ebenen Kurven-, zweitens, wenn .p = 0, also

wenn B = konst. ist. In diesem Falle wird nach (2) r = R
und die Gleichungen (1) verglichen mit den Gleichungen (4)

der Nr. 263 zeigen, dafs der Mittelpunkt der oskulierenden

Kugel mit dem Krümmungsmittelpunkt zusammenfällt. Es

besteht also der Satz:

Ist der Badius der Schmiegungskugel einer Baumhurve kon-

stant, so fällt der Mittelpunkt der Schmiegungskugel mit dem

Krümmungsmittelpunkte und der Ort der Krümmungsmittelpunkte

mit der Bückkehrkurve der developpabelen Fläche zusammen, die

von den Normalebenen der Kurve gebildet wird.

289. Beziehung zwischen der Polarfläehe und ihrer Rück-

kehrkurve. Bezeichnen wir mit «o, ß^, y^] (p^, ^^^ x^-^ A^, ii^, v^-,

Bq, Tq die Gröfsen, welche den Gröfsen a^ ß, y . . . analog sind

und sich auf die Rückkehrkurve beziehen, und sehen wir dabei

von den ebenen Kurven, d. h. von dem Falle T = oo ab, so

können wir die Gleichungen (4) folgendermafsen schreiben:

(7) coscco = -]- cosA, cos /3q == + cos /Lt, cos y^ = HF cos v

.

Die Differentiation dieser Gleichungen ergiebt:

dsQ --- ds ds^
,

-— ds
-^ cos (p^ = -\- — cos cp, -^ cos Jl;^ = -\~ ^ COS ^,

dS(, • -— ds
« cosxo = + ^cos;t.

also:

(8) -^ = 7? oder d6^

und

(9) cos ^0 = + cos 9?, cos^o = + cos^, cos;^^ = + cos %.

Die Differentiation der Gleichungen (9) giebt folglich,

wenn man die Gleichungen (7) und (8) beachtet:

ds^ —- ds dSr. -— ds r,-^ COS ;.(j
= -j- — cos «, ^" cos ,«0 = + ^ cos ß,

ds^ _— ds
-^ cosvo = H- jj

cosy,

also

(10) ^-5 = ^ oder dx^ = d(5,

und

(11) cos Aß = + cos «, cos \i^ = 4^ cos ß, cos 1^0 = ~F cos y.
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Vergleicht mau also die gegebene Kurve mit der Rück-

kehrkurve der Polarfiäche, so sieht man, dafs für beide Kurven

die Richtung der Hauptnormalen die nämliche ist, und dafs

die Tangente einer Kurve parallel ist der Binormale der anderen.

Zugleich drücken die Gleichungen (8) und (10) aus, dafs die

erste absolute Krümmung einer jeden Kurve der zweiten ab-

soluten Krümmung der anderen gleich ist. Das zweideutige

Zeichen + kann in jeder der Formeln (7), (9), (11) durch

das Plus- oder Minuszeichen ersetzt werden. Endlich bemerken

wir noch, dafs die Gleichung (3) die Form erhält:

(12) + ds, = ^j^» + rfM = Bda, + dg

.

290. Eine Anwendung. Wir betrachten in der o;?/- Ebene

die bewegliche Gerade, deren Gleichung

(13) •
'

J sin (Jq — 7} cos 6^ = R
ist. Ihre Enveloppe wird durch diese Gleichung zusammen

mit der Gleichung

(14) ?cos(7^ + i^sinö^ = ,^

bestimmt; aus diesen beiden folgt:

(15)

^ = -f- E sm
<?o + ;t- cos

(?o

^ == — i^cos(7o + ^~sin^o.

Differentiiert man sie, so wird

d^ = [RdöQ + d^~J cos ^0,

dri = (^RdöQ + dj^^ sin a^
,

und dies ergiebt, auf Grund der Gleichung (12):

(16) (?J = 4- dsQ cos ^,), ^^ = + dsQ sin öq.

Diese Formeln sagen aus, dafs für die betrachtete ebene

Enveloppe Bogenlänge und Krümmung dieselben sind, wie für

die Rückkehrkurve der Polarfläche.

Führt man nun in die Gleichungen (1), welche den Mittel-

punkt der oskulierenden Kugel bestimmen, die Gröfsen |, i]

und die Winkel tp^, ^o, %o, A^, ^q, v^ ein, die sich auf die

Rückkehrkurve beziehen, so erhält man
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(17)

'

^0 = ^ ± S (cos
(?o

cos «0— sin ^0 cos <Pq) + t? (sin ^o cos a^

+ cos^ocosgjo)?

yo = y ±^ (cos ^0 cos ^0 — sin a^ cos t^^) ± V (sin
<?o

cos ß^

+ cos^o cos^o\

^0 = ^ + 5 (cos
(?o

cos 7^0— sin 6^ cos ;fo) ± "»? (sin ^o cos y^

+ cos(?ocos;to)-

Das zweideutige Zeichen + in den Gleichungen (16) und

(17) ist immer durch + oder durch — zu ersetzen.

Die Gleichungen (17) liefern unmittelbar die Lösung der

Aufgabe, eine Kurve zu bestimmen, für welche der Ort der

oskulierenden Kugeln gegeben ist. In diesem Falle sind alle

Gröfsen mit dem Index null, die sich auf die gegebene Kurve

beziehen, bekannte Funktionen derselben unabhängigen Varia-

belen. Die Gleichungen (16) bestimmen | und rj durch ihre

Differentiale, und alsdann ergeben die Gleichungen (17) die

Koordinaten x^ y, z der gesuchten Kurve.

.291. Definition der Bvolutenkurve und Evolventenkurve.

Wenn eine ebene oder räumliche Kurve AM beschrieben wird

durch den einen Endpunkt eines

Fadens, der auf einer zweiten Kurve

A^ M2 aufgerollt war, und mit seinem

zweiten Ende auf dieser Kurve be-

festigt ist, und welcher derart ab-

gewickelt wird, dafs er stets ge-

spannt bleibt, so heifst die Kurve

A^Mc^ eine Evolute der Kurve AM.
Umgekehrt heifst AM eine Evol-

vente der Kurve ^2^2-

292. Bestimmung der Evoluten einer gegebenen Kurve.

Wir bezeichnen die Elemente der gegebenen Kurve wie in

Nr. 273, die analogen Gröfsen für die zweite Kurve mit dem
Index 2; die Ableitungen nach t durch Accente.

Setzt man

Fig. 67.

(1) V(x, - xf + (y, - yf + (^, - ,f

,

so sind die Bedingungen dafür, dafs A^M.^ eine Evolute von

AM ist:
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(2) x.^— X = n cos «2 , y^ — y = ttcosß.^, s,^ — z = u cos y^

und

(3) s^ = u'.

Differentiiert man die erste Gleichung (2), und benutzt

man dabei die Formeln der Nr. 273, so folgt

^2 cos «2 — ^ COS « = -^ cos 9)2 + ^* COS «g ;

oder wegen Gleichung (3):

S COS a =
j^

cos 9)2 ;

ebenso:

S cos p = p- cos ^2 ?

s cos 7 = — -^- cos x^ .

Diese drei Gleichungen ergeben

(4) '-sr
ferner

(5) cos 9)2 = — cosa, cos ^2 = — cos/3, cos;^2 = — cosy.

Dies besagt: Die Hauptnormale im Punkte M2 der Evo-

lute ist parallel der Tangente im entsprechenden Punkte M
der Evolvente. Die Tangenten der beiden Kurven stehen also

senkrecht, und es ist:

(6) cos a cos «2 + cos ß cos /Sg + cos y cos 7^2 = ö-

Differentiiert man diese Gleichung mit Benutzung der

bereits erwähnten Formeln in Nr. 273, so findet man:

^ (cos (p cos «2 + cos ^ cos /Sg + cos X cos 7^2)

+ j^
(cos ^2 cos a + cos ^2 cos ß + cos ;^2 cos y) = ^

also nach den Gleichungen (3), (4), (5):
TD

(7) cos (p cos «2 + cos iIj cos /Sg + cos X cos 2^2 = —
Es ist nun auch:

(8) cos X cos «2 + cos fi cos J82 + cos V cos 7^2 = 1/ 1
5

'

denn es ergiebt sich eine Identität, wenn man die Gleichungen

(6), (7), (8) quadriert und addiert. Addiert man die nämlichen
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Gleichungen, naclidem man sie zuvor mit cos«, cosg?, cosA,

sodann mit cos /3, cos^, cosft, endlich mit cosy, cos%, cos v

multipliziert hat, so folgt:

(9)

E
cos «9 = cos

+ !/

R
1 „ cos A

,

J^^'

cosß^ = — cosip + |/ 1 — ^ cos ^,

C0Sy2= ^ COS:^ + [/l- ^, cos v,

und die Gleichungen (2) werden also:

CK/q

(10)

= X ~{- B cos cp + ]/w'^ — i?^ cos X,

1/2 = ?/ + i? cos 1^ + V'^*^ — ^^ ^^^ ^7

0^ = -^ H cos X + Vu'^ — B/^ cos V .

Alle auf die Kurve AM bezüglichen Gröfsen sind als

Funktionen einer gevrissen unabhängigen Variabelen bekannt;

wenn man also noch den Ausdruck u als Funktion derselben

Variabelen bestimmen kann, so liefern die Gleichungen (10)

eine vollständige explicite Darstellung der Evolute.

Um u zu finden, genügt es aber die Gleichung (7) zu

differentiieren. Dies ergiebt:

^ (cos <p cos (p2 + cos i^ cos ^2 + cos X cos X2)

— -^ (cos a cos «2 + cos ß cos ß.^ + cos y cos ^2)

jf (cos A cos «2 + cos ft cos /32 + cos V cos 72) = \~) y

oder auf Grund der früheren Formeln:

(11) i^'+^y--
JR'

0.

Dies ist die Gleichung, durch welche u bestimmt wird.

Ist die gegebene Kurve eine doppelt gekrümmte, so ist r'

nicht null, und es wird

- ('-)'

]/'•
E'
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Die linke Seite ist die Ableitung eines Bogens^ dessen
TD

Kosinus gleich — ist, man hat also, wenn g eine willküiiiclie

Konstante bezeichnet:
B .

arc cos — = r + (7,

oder

(12) ~ = cos (t + g) , u = —r—1—
-s

•

^ V u \ I i/y

;

cos (t + 9)

Ist die gegebene Kurve eben, so reduziert sich die Glei-

chung (11) auf

(^) = o>

und man hat

(13) = cos q, u = y

wenn g eine willkürliche Konstante bezeichnet. Diese Formel

ist also in der allgemeinen Gleichung (12) enthalten, wenn

man dort r = setzt.

Führt man den Wert von u in die Gleichungen (10) ein,

so erhält man:

X2 = X -\- R cos q) -\- R tang (t + g) cos A,

(14) I y^ = y + R cos tl^ -{- R tang (r + g) cos fi,

z,^ = -{- R cos
;f + i? tang (t + g) cos v.

Die rechten Seiten dieser Gleichungen sind bekannte

Funktionen der unabhängigen Variabelen; sie enthalten in-

dessen die Gröfse r, den Bogen der sphärischen Kurve, welche

die zweite Krümmung der gegebenen mifst, und die Bestim-

mung von t als Funktion der unabhängigen Variabelen erfordert

in den meisten Fällen eine Integration. Die Gleichungen ent-

halten eine willkürliche Konstante; daraus erkennt man, dafs

die gegebene Kurve unendlich viele Evoluten hat.

293. Eigenschaften der Evolute. Bezeichnet man mit

^i> Viy ^i ^^^ Koordinaten des Krümmungsmittelpunktes ilfj,

der zum Punkte M gehört, und ist Ä^M^ der Ort dieser

Mittelpunkte, so ist nach Nr. 263

(15) Xi= x+ Rcos(pj yi=y + Rcos^, 0^ = 0-\rRcosX'

Welchen Wert man auch der Konstanten g beilegen mag,
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294. Die Abwickelung der Polariläche. Auf der Polar-

fläche haben wir aufser der Rückkehrkurve (dem Orte der

Mittelpunkte oskulierender Kugeln) noch das System der Evo-

luten und den Ort der Krümmungsmittelpunkte. Subtrahiert

man von den Koordinaten x^^y^, z,^ und x^^y^j z^j welche durch

die Gleichungen (14) und (15) gegeben sind, die Koordinaten

Ä'o, 2/o; ^0 ^^^ Centrums der oskulierenden Kugel (Nr. 288),

so erhält man:

X.2 — Xq = \_R tang {r + g) + -^--J
cos A,

y2 — yo== [^ ta^g (^ + ^) + -^J cos ii,

^2 — ^0 = [^ tang (r + ^) + ^|] cos i/,

und

X,
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dieser Fläche in dieser Ebene aus. Wir behalten dieselben

Buchstaben bei, um die verschiedenen Gröfsen auch nach

der Abwickelung zu bezeichnen. Da die Punkte Jf^, M^, M^
immer auf einer Geraden liegen, und ihre gegenseitigen Ab-

stände unveränderlich sind, ebenso wie die Bogen 5^ und ö'^,

so bestehen die Formeln (18) und (19) ohne Änderung fort.

Aber nach der Abwickelung werden z^, s^, z^ null-, die Rückkehr-

kurve ist eine ebene Kurve geworden und dQ^ kann an Stelle

von äa^^ gewählt werden; man kann selbst a^ = 0^ annehmen,

auf Grund der willkürlichen Gröfse g, welche mit 6q verbunden

ist. Demnach hat man

cos «0 = cos 6q, cos ß^ = sin öq, cos y^ = 0.

Weiter zeigen die Gleichungen (17), dafs dX und dY
nichts anderes sind als dx^ und dy^^ man kann also

setzen, da der Koordinatenanfangspunkt willkürlich ist. Dem-

nach erhalten die Transformierten der Evoluten die Gleichungen

:

^20^
^^~^" = y^~ y^ = — x^ cos

ff 4- i/o sin g
^

^ ^ cos Oq sin
(>o

cos ((r^ + g)

und die Transformierte der Kurve der Krümmungsmittelpunkte

wird:

(21)
""^^^^ = ^-.-"=^^- = - (x, cos 6, + 2/o

sin 6^) .

^ -' cos
6(f

sm (To
^ *^ " '

^^ "^

Man kann aus den Gleichungen (20) Xq^
^/o? ^o eliniinieren;

diese Elimination ergiebt

(22) ^2 cos^ — 2/2 sin^ == 0,

und hieraus folgt der Satz:

Lehrsatz I. Die Evoluten einer heliebigen Kurve trans-

formieren sich hei der ÄhwicJcelung der Polarfläche in gerade

Linien, welche durch einen festen FunM F gehen.

Da die Längen der Kurvenbogen sich bei der Abwicke-

lung nicht ändern, so kann man hinzufügen, dafs die Evoluten,

auf der Polarfläche die kürzesten Linien zwischen zwei Punkten

sind; sie sind also, wie man sagt, geodätische Linien. Die

Gleichung (21) enthält die beiden Gleichungen:

2/1
—

2/0
==

C^'i
— ^0) tang

(?o, !/i
= — ^1 cotg ÖQ.
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Die erste stellt die Tangente im Punkte Xq, 2/0 ^er Ab-

wickelung der Rückkehrkurve dar; die zweite Gleichung die

^des Lotes, welches vom Punkte Fj dem Koordinatenanfangs-

punkte, auf diese Tangente gefällt ist. Man hat demnach den

andern Satz:

Lehrsatz IL Der Ort der Krümnmngsmittelpunhte einer

Baumkurve wirdj nach der Abwickelung der Polarflache , Ort

der Fufspunkte aller LotCj die von dem gemeinsamen Funkte

der Evoluten auf die Tangenten der transformie^ien Rückkehr-

kurve gefällt sind.

295. Der Fall der ebenen und sphärischen Kurven.

Die besonderen Fälle, dafs die gegebene Kurve sphärisch oder

eben ist, sind noch hervorzuheben. Im ersten Falle ist die

Polarfläche ein Kegel, dessen Spitze im Mittelpunkte der

Kugel Hegt, auf welcher sich die Kurve befindet, und alle

unsere Formeln bleiben gültig. Ist die Kurve eben, so wird

die Polarfläche ein Cylinder, dessen senkrechter Schnitt die

ebene Evolute bildet. Man kann hier cosA = 0, cos;i = 0,

cos V = 1 und 0^ = setzen. Dann hat man nach den Glei-

chungen (14) in Nr. 292

% = ^n 2/2 = 2/1. ^2 = -K tangr/.

Da der Anfangspunkt des Bogen s s^ unbestimmt ist, so kann

man R = s^ annehmen. Nach der Abwickelung der Polar-

fläche wird Si eine geradlinige Abscisse, und die Transfor-

mierten der Evoluten sind gerade Linien, welche die Gleichung

haben
^2 = ^1 tang^.

Die Evoluten, deren Tangenten einen konstanten Winkel

mit den Erzeugenden der Polarfläche bilden, sind Schrauben-

linien auf diesem Cylinder.

296. Bestimmung der Evolventen einer gegebenen Kurve.

Die Gleichungen des Problemes sind, wie in Nr. 292:

x^ — X = u cos a,
, 2/2

—
2/ = ^* cos ß^^ ^2 — ^ = tf' cos y^f

S2 = u\

aber die Lösung ist viel leichter, als die des umgekehrten

Problemes, denn hier sind x^y y2, ^2> ^^zf ß2p 72> ^2 gegebene
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Funktionell der nämlichenVariabelen, und man erhält unmittelbar

die Werte von x^y, z. Es wird nämlich

?t = §2 + 9,

wobei g eine willkürliche Konstante ist, und die obigen Glei-

chungen werden demnach

x = x^ — {s^-\- g) cos «2; 2/
==

2/2
— fe + 9) cos /3„

^==^2 — fe +9) C0S>^2.

Man sieht, dafs jede Kurve, mag sie eine ebene oder

räumliche sein, unendlich viele Evolventen hat. Die einzige

Schwierigkeit dieses Problemes besteht in der Bestimmung

des Bogens s^, dessen Ableitung im allgemeinen zunächst nur

gegeben ist. Die Berechnung von 53 ist daher ein Problem

der Integralrechnung.

297. Das Beispiel der Schraubenlinie. Die rechtwinkligen

Koordinaten der gewöhnlichen Schraubenlinien können durch

die Gleichungen:

(1) X = a cos tj y = a smtj = at cotg i

dargestellt werden, wobei i einen gegebenen Winkel und a

den Radius des Kreiscylinders bedeutet, auf welchem die Kurve
liegt. Wir behalten alle früheren Bezeichnungen bei, die wir

hier nicht zu wiederholen brauchen. Aus den Gleichungen

dx =^ — a sin ^ dtj ' dy == a cos t dtj dß = adt cotg i

folgt:

(2) ds = ^.
und

(3) cos « = — sin i sin ^, cos ß == sin i cos t, cos y = cos i.

Die letzte besagt:

Die Tangente der Schraubenlinie bildet mit der Axe des

Cylinders den konstanten Winkel i.

Die Differentiation der Gleichungen (3) ergiebt:

Q,os(pd(3=— smicostdtj cos^c?(? = — sin^sin^c?^, Q,os%da= Oj

also:

(4) da = sin idty

und

(5) cos(p == — cos t, cos ijj = — sin tj cos % = 0,
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ferner vermittelst der Gleichungen (2) und (4):

Die Gleichungen (5) und (6) lehren:

Die Hauptnormale oder die Michtung des Krümmungsradius

ist senhrecht zur Axe des Cylinders^ und der Radius der ersten

Krümmung der Schraubenlinie ist konstant

Die Differentiation der Gleichungen (5) ergiebt:

cos ccd6 -\- cosXdt = — sin t dt,

cos ßdö -{- cos ^dt= cos t dt^

cosydö + cosv^^r = 0^

oder, auf Grund der Gleichungen (3) und (4)

cos A^T = — cos^i sin t dt, cosft^r = cos^i cos t dt,

cos vdt = — cos^ sin i dt.

Hieraus folgt:

("7) dt = cos idt

und

(8) cos ;i = — cos i sin ^, cos fi = cos * cos ^, cosv = — sini,

ferner nach den Gleichungen (2) und (7)

(Q) T= .
!" -r .

v^/ Sin* cos»

Die Schmiegungsehene bildet einen konstanten Winkel mit

der Ebene j die mr Cylinderaxe senkrecht ist, und der Radius

der zweiten Krümmung ist konstant.

Der Mittelpunkt der oskulierenden Kugel fällt mit dem

Krümmungsmittelpunkt zusammen (nach Nr. 292); die Koordi-

naten sind:

Ix^
= X -\- R cos (p = — a cotg^ i cos ty

1/^ = 2/ + i^ cos ^ == — a cotg^ imit,

3^ = z -^ R Q'Os % == at cotg i.

Die Rückkehrkurve der Polarfläche ist also eine Schrauben-

linie, die auf einem Cylinder liegt, welcher die nämliche Axe

wie der Cylinder der gegebenen Schraubenlinie hat, und dessen

Radius gleich acotg^i ist.
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Die Gleichung der Normalebene ist

— sin isint^x — a cos t) + sin i cos t{y — a sin t)

+ cosi{0 — atcotgi) = 0,
oder

(11) — X sint -\- y cost -j- cotg i == at cotg^ i.

Die Differentiation dieser Gleichung nach t ergiebt:

(12) — X cost — y sint = a cotg^ i.

Man erhält also die Gleichung der Polarfläche, wenn man
t zwischen den Gleichungen (11) und (12) eliminiert. Diese

Fläche wird eine abwickelbare Schraubenfläche. Ihr Schnitt mit

der Basis des Cylinders hat die beiden Gleichungen

.
— x^mt -\- y Qost = at coig^ij

— a; cos ^— y Bmt •= a cotg^ ^,

und folglich ist nach Nr. 244 diese Kurve die Evolvente eines

Kreises mit dem Radius acotg^i.

Da endlich die Gleichung (7) liefert:

r = t cos i + konst,

so sind nach Nr. 292 die Evoluten der Schraubenlinie durch die

Gleichungen dargestellt:

a cos i

(14)

X == — a cotg2 ico^t ^.^a
i

sin t tang (t cos i + g),

y = — a cotg^ i sin t + --.^^ cos t tang (t cos i -f- g)^

z =at cotg i — -^ tang {t cos i + g),

wobei g eine willkürliche Konstante bezeichnet. Endlich hat

man, weil nach Gleichung (3)

s = -r— . -[- konst

ist, für die Evolventen:

X == a co^t -\- [^^ + gj sin ^ sin t,

y =a^mt — (^. +^)sinicos^,(15)

? == — ^ cos 2

.

Serret, Diff.- u. Integral-Eechnung. I. 2. Aufl. 26



402 Neuntes Kapitel.

Die Evolventen der Schraubenlinie sind Evolventen eines

Kreises, was mit dem in Nr. 294 erhaltenen Resultate über-

einstimmt.

298. Eine cliarakteristisclie Eigenschaft der Schrauben-
linie. Bei der Schraubenlinie sind, wie wir gesehen haben,

die beiden Krümmungen konstant. Es ist auch leicht zu be-

weisen, dafs sie die einzige Kurve ist, die diese Eigenschaft

besitzt.

Denn betrachten wir eine Kurve, bei welcher die Radien

B und T der beiden Krümmungen konstant sind; nach den

Formeln (2) und (3) der Nr. 273 hat man:

i^(cos af — T(cos A)' = 0,

JR(cos|3)' — T(cosft)'=0,

Bicosy)' — T(cosi/y = 0,

folglich sind die DiflPerenzen:

-Rcosa — TcosA, R cos ß — Tcosft, 12 cos y — jT cos v

konstant; und da die Summe ihrer Quadrate gleich R^ -f- T^
ist, so kann man setzen:

E cos « — T cos A = yW^fY^ cos a.

R cosß ~ T cos ii= YR^ + T^ cos &,

R cos y — T cosv = YR^ + T^ cos c,

wobei a, 6, c die Winkel bezeichnen, die eine feste willkür-

liche Gerade mit den Koordinatenaxen bildet. Man kann die

z-Axe mit dieser Geraden zusammenfallen lassen und also

setzen:

R cos a — T cos A = 0,

(1) \ Rcosß — Tcosti = 0,

\ Rcosy— Tcosv = YR^ -\-TK

Subtrahieren wir die ersten beiden dieser Gleichungen,

nachdem wir sie zuvor mit cos ^ und cos (p multipliziert haben,

subtrahieren wir ferner die erste und dritte, nachdem sie mit

cos% und cos 9 multipliziert sind, und endlich die zweite und

dritte, nachdem sie mit cos % und cos (p multipliziert sind, so

folgt nach den Gleichungen in Nr. 264:
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T COS a + J^ COS A = + YR^ + T^ cos t ,

(2) \ T cosß + R cos ii =— yW~+ir^ cos (p

,

T cos y -\- B cos v = 0\

diese Gleichungen geben zusammen mit den früheren:

(3) cos a = -—==1 cos T^, cos ß =
^

_ cos €P

,

B
cos y =

Dabei ist zu bemerken, dafs die bisherige Rechnung nur
TD

voraussetzt, dafs das Verhältnis -^- der beiden Krümmungen

konstant ist. Die letzte der Gleichungen (3) lehrt nun, dafs

die Tangente der Kurve mit der 0-Axe einen konstanten

Winkel bildet, und liefert also den Satz:

Wenn die beiden Krümmungen einer Kurve unter einander

ein konstantes Verhältnis haben, so ist die Kurve eine Schrauben-

linie auf einem Cylinder, dessen Basis eine beliebige Kurve ist.

Aus den Gleichungen (3) folgt:

cos a cos q) + cos ß cos i}; == 0,

und hieraus folgt, dafs cos y cos % == ist. Also ist cos
;t
= 0.

Mithin kann man schreiben:

cos ij; = 8m(p
und

cos of = + sin y sin OD,

(4) .

^ ^ cos ß = — sin 7 cos q).

Differentiiert man die erste dieser Gleichungen, so wird

^ cos <p == siny cos (p d(p oder ds = R sin ydg),

und die Gleichungen (4) geben:

dx . . dy
^'g = sm y sm qp, £ == — sin y cos 9),

und femer hat man:
dz

also

dx = R sin^y sin cp dcp, dy = — R sm^y costpdg),

dz = Rsmy cos y dg).

26*
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Wir haben bisher nur das Verhältnis von T zm R kon-

stant angenommen. Ist der Radius R selbst konstant, so

unterscheiden sich die Koordinaten von den Gröfsen

— Rsia^ycosq), — Rsm^ysmcp, R(p siny cos

y

nur um Konstante; und da der Anfangspunkt der Koordinaten

willkürlich ist, so kann man setzen:

(5) x=— JRsin'^y COS9), y= — Rsin^ysmcpy s= Rq) siny cosy.

Diese Gleichungen definieren in der That die gewöhnliche

Schraubenlinie, bei welcher der Krümmungsradius gleich R
und der Radius des Cylinders gleich R sin^y ist.

§ 9. Berührung und Oskulation zweier Kurven und

zweier Flächen.

299. Definition der Berührung Z^*®'" Ordnung zweier Kurven.

Es seien zwei Raumkurven gegeben:

(1) 2/1 -/'iW, ^i = ^iW
und

(2) 2/2=/;W, ^2-F,{x)

und die rechten Seiten seien in der Umgebung der Stelle x = x^^

nach ganzen positiven Potenzen von x — Xq entwickelt. Man
kann entweder die unendliche Tat/Forsche Entwickelmig als

möglich voraussetzen, oder — wie bisher — die Taylorsche

Reihe in der Form des „verallgemeinerten Mittelwertssatzes"

der Nr. 112 sich als gegeben denken, indem man zu den n

ersten Gliedern der Taylorachen Reihe noch einen Rest R»

hinzufügt. In diesem Falle nehmen wie n gröfser als die

sogleich zu definierende Zahl Je -{- 1 an. In beiden Fällen

sind die Gleichungen der Kurven (1) und (2) bezw.

:

2/1 = ?>o + ^(^ - ^0) H h h+i(x — x,y+' H
(3)

und

(4)
y2=ßo + ßi(^ - :ro) + • • • + ß,+i(x - x,y+' +

Die Koeffizienten sind in bekannter Weise nach Nr. 112 zu

berechnen. Wir legen darauf keinen Wert, ebensowenig wie
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auf die fortgelassenen Glieder höherer Ordnung, die nur durch

Punkte angedeutet sind.

Wir bilden nun die Differenzen y^ — 2/2 ^^^ ^1 — ^2;

indem wir die entsprechenden Reihen gliedweise subtrahieren.

Dabei kann es eintreten, dafs die ersten Potenzen von x— x^

einschliefslich der nullten sich fortheben. Es sei etwa A die

niedrigste Potenz von x — x^j die in der Entwickelung von

1/j — 2/2 stehen bleibt und fi die analoge Zahl für z^ — z^.

Dann wird

(5) 2/1— 2/2 = ^-(^ — ^0)^ H y ^4=0,

(6) B,-z^ = C'{x- x^y + . .

., c 4= 0,

und es werden daher t/i — 2/2 ^^^ ^1 ~" ^2 ^^ der Stelle x= Xq

null von der Ordnung A bezw. ^il.

Bezeichnet nun Tz -\- 1 die kleinere der beiden Zahlen X

und ^, wenn X und ^ verschieden sind, dagegen ihren ge-

meinsamen Wert, wenn A und ^ gleich sind, so sagt man,

dafs die beiden Kurven sich in der h^^ Ordnung berühren.

Die kleinsten Werte, die A und ^ haben können, damit Je

nicht negativ ist, sind A = 1 und ft = 1. Dann ist \= ßof

^0 = ro oder

AK)-/'2W, F,{x,)^F,{x,).

Also stimmen an der Stelle x = x^ die Werte von «/j und y^

einerseits, sowie von z^ und Z2 andrerseits überein; d. h. die

Kurven schneiden sich in dem Punkte M, dessen Abscisse x

ist. Gleichzeitig wird Ä; = 0. Also:

Zwei sich schneidende Kurven berühren sich in der nullten

Ordnung.

Wird nur eine der Zahlen A und ft gröfser als 1, während

die andere gleich 1 bleibt, so bleibt auch ^ = 0; li erreicht

den Wert 1, sobald gleichzeitig

wird. In diesem Falle wird

oder

/i fe) == /*2 (^0) y fi W = f2 K) y

F,{Xo) = F,{x,), F;{x,) = Fax,).
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Mithin werden die beiden Tangenten in M

und

V - UK) = UK) • (I - ^„) , 5 - i^äW = F; (a^o) . (I - a:„)

identisch. Also

:

Zwei sich in erster Ordnung berührende Kurven haben im

BerührungspunJcte die Tangente gemein.

Nach Nr. 214 berühren sich die Projektionskurven der

beiden Raumkurven auf die xy-'Khene in der A — l*®"", die

auf die a;;^-Ebene in der fi — 1*®° Ordnung; denn nach (5)

und (6) wird mit x — Xq die Differenz «/^ — y^ von der A*®''

und 2^ — 02 'v^on der ^^^^ Ordnung null, k ist aber — kurz

gesagt — die kleinere der beiden Zahlen A — 1 und fi
— 1-

Also sehen wir:

Berühren sich zwei Baumkurven in der ¥^^ Ordnung j so

berühren sich ihre Projektionskurven auf die xy- Ebene und xz-

Ebene mindestens je in der ¥^^j und in der einen Ebene genau

in der k^^ Ordnung.

Endlich wollen wir uns wieder die Definition der Berüh-

rung k^^ Ordnung geometrisch veranschaulichen. Wir legen

den Koordinatenanfang in den Punkt ilf; dann wird:

^o = Ö, yo = 0, ^0 = 0.

Die a;-Axe legen wir — unter der Voraussetzung, dafs eine

solche vorhanden ist — in die gemeinsame Tangente im

y.g gg
Punkte M. Es sei nun M'
(Fig. 68) ein Punkt {x, y^y z^)

der ersten Kurve, der in der

Umgebung von M liegt. Wir

legen durch M' eine Ebene

senkrecht zur gemeinsamen
'^^ 9 ^ '^

Tangente. Sie wird parallel

der ?/<s-Ebene und schneidet die zweite Kurve in dem Punkte

M^ix^y^.z^y die Tangente in einem Punkte P, dessen Ent-

fernung MB vom Berührungspunkte gleich x ist. Alsdann

wird die Entfernung von M! und M/

MM;= i{y, - y,y + {z, - z,y
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nach den Gleichungen (5) und (6):

Ist nun A4=f*; so sei etwa A<f*. Dann wird l = Je -{- 1 und

Mithin wird in diesem Falle für x = Oj d. h. an der Stelle M
lim , ,

= hm 7-hr = b

endlich und von null verschieden. Aber auch wenn X = in

ist, tritt dies ein; dann wird A = ft = Ä; + 1 und

und also

lim -T-TT- = llDl TXT = y^ + C

wieder endlich und von null verschieden.

Wir können also sagen:

Zwei Kurven berühren sich in einem Punkte M in der

^ten Ordnung f heifst, wenn Z; > ist:

Man fälle von einem Funkte M' der einen Kurve eine

Ebene senkrecht auf die gemeinsame Tangente in M; es sei Jf/

ihr Schnittpunkt mit der anderen Kurve und P ihr Schnittpunkt

mit der Tangente in M, Alsdann wird die Entfernung von M'
und M^ mit MP nidl von k -^ V^' Ordnung.

300. Oskulation von einer Kurve einer Schar und einer

gegebenen Kurve. Die eine der beiden Kurven der vorigen

Nummer bleibe fest gegeben, etwa die Kurve (1); fest ge-

geben sei auch der Punkt M auf ihr. Die andere Kurve

werde durch eine ganze Schar von solchen ersetzt, deren

Gleichungen (2) von m-\-l willkürlichen Konstanten a^ a^... a^+i

abhängen. Es seien geradezu die m + 1 ersten Koeffizienten

der Gleichungen (4) jene willkürlichen Konstanten. Wir suchen

unter den Kurven der Schar (2) wieder eine oskulierende,

d. h. in möglichst hoher Ordnung berührende, und fragen, wie

hoch im Allgemeinen diese Ordnungszahl wird.
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Wir haben da zwei Fälle zu untersclieiden:

1) m ist ungerade: m =^ 2n + 1. Dann seien gerade:

«7.4-2 = Yq, ««4-8 = ^1, . . . a2«4-2 = Yn

die m+ 1 willkürliclien Konstanten unserer Schar. Wir können
über sie so verfügen, dafs ihre Werte mit den entsprechenden

Koeffizienten in den Reihen (3) der gegebenen Kurve überein-

stimmen. Im Allgemeinen wird dann noch

aber nicht mehr

&„4_i == /3„+i , c„4.i = yn^\

werden. Wir erhalten eine bestimmte oskulierende Kurve, welche

in der w*®^ Ordnung berührt.

Ist dagegen:

2) m gerade: m = 2w + 2; dann seien gerade:

«1 = A; «2 = A , . . . ««4-1 = ßny

a„+ 2 = ^0? ««4-3 = ^1? • • • «2»4-2 = ynf «27i4-3 = ^«4-1

die m+ 1 willkürlichen Konstanten unserer Schar. Verfügen

wir über a^ . . , a2n-\-2 wie vorher, so wird wieder eine Be-

rührung mindestens n^^^ Ordnung erreicht. Nun bleibt zwar

y„_l_i mit «2« 4-3 noch willkürlich und wir können es noch

mit c„4-i in Übereinstimmung bringen. Aber ßn-{-i ist jetzt

fest und im Allgemeinen verschieden von hn-^i. Wir bekommen
im Allgemeinen also eine Schar von unendlich vielen oskulie-

renden Kurven, deren jede in der n^^ Ordnung berührt und

aus denen man keine noch inniger berührende heraussuchen

kann.

301. Der oskulierende Kreis ist der Krüniniungskreis.

Die Gleichungen eines Kreises im Raum enthalten m-\-l= 6

willkürliche Gröfsen, nämlich die Koordinaten des Mittelpunktes,

den Radius, und zwei der Winkel, welche die Ebene des Kreises

mit den Koordinatenaxen bildet. Es ist also hier w=2w+l= 5,

n = 2. Also ist die Berührung einer Kurve mit dem sie

oskulierenden Kreise von zweiter Ordnimg. In Nr. 279 wurde

gezeigt, dafs die Projektionen einer Kurve und ihres Krüm-

mungskreises auf eine beliebige Ebene eine Berührung zweiter
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Die Bedingungen der Berührung Ä*" Ordnung sind also:

z'=z, dz = dz, d^z = d^s,...d^z = d^z, (^^+1/4= t^*4-i^^

und die Werte von dx und dy sind hier q cos co und q sin co.

Da aber diese Bedingungen uüahhängig vom Werte
stattfinden sollen, so erkennt man, dafs die für die Berührung
y^ter Ordnung notwendigen und hinreichenden Bedingungen darin

bestehen, dafs für den Punkt M die Ordinaten 3 der beiden

Flächen, sowie sämtliche partielle Ableitungen^ bis einschliefs-

lich derer Ä;*" Ordnung, einander bezüglich gleich sind. Die

Anzahl dieser Bedingungsgleichungen ist

(A;+l) (fe + 2)

2

Dieser Schlufs gilt unabhängig von dem Koordinaten-

systeme, auf welches die Flächen bezogen sind. Denn, wenn
man eine Transformation des Koordinatensystemes ausführt,

so stellt sich bei jeder Fläche jede partielle Ableitung ^*®'

Ordnung der neuen Ordinate z in Bezug auf die neuen Ab-

scissen durch eine Funktion dar, welche die partiellen Ab-

leitungen der ursprünglichen Gröfse z in Bezug auf die alten

Abscissen, bis zur ft*^"^ Ordnung inklusive, enthält. Mithin

bleiben die Gleichungen zwischen den partiellen Ableitungen

auch in Bezug auf das neue System bestehen. Man mufs

nur beachten, dafs wenn die ^-Axe des neuen Systemes

parallel der Tangentenebene wird, die partiellen Ableitungen

erster Ordnung unendlich und daher die Formeln illusorisch

werden.

303. Oskulierende Fläche einer Flächenschar. Wenn
man eine bestimmte Fläche und aufserdem ein Flächensystem

betrachtet, in dessen Gleichung m -\- 1 willkürliche Gröfsen

enthalten sind, so kann man oskulierende Fläche in diesem

Systeme diejenige nennen, welche in einem gegebenen Punkte

der gegebenen Fläche eine Berührung von möglichst hoher

Ordnung mit der letzteren besitzt. Doch führt diese Betrach-

tung nicht zu einem wesentlichen Resultate. Die oskulierende

Fläche, wie wir sie definiert haben, wird mit der gegebenen

eine Berührung besitzen, deren Ordnung /.; die gröfste ganze

Zahl ist, welche der Bedingung
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\—!

—

L^—!

—

L = oder < m + 1

genügt; und dabei werden meistens in der Gleichung der

oskulierenden Fläclie nocli willkürliclie Gröfsen unbestimmt

bleiben.

Im Falle der Ebene hat man m = 2 und 7(^ = 1 ; die

oskulierende Ebene hat eine Berührung erster Ordnung und

ist nichts anderes als die Tangentenebene. Im Falle der

Kugel hat man m = 3 und yfe == 1 ; hier bleibt aber eine will-

kürliche Gröfse unbenutzt^ und es ist ersichtlich, dafs für eine

Fläche eine bestimmte oskulierende Kugel nicht vorhanden ist.
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Die Kurven auf Flächen nnd die Flächenfamilien.

Wir setzen die Gleichung einer Fläche meist in der Form

(1) z = Fix, y)

als gegeben voraus. Eine auf ihr liegende Raumkurve denken

wir uns in der Form gegeben:

(2) x==cp{t), y==^{t), z=^x{ty,

so dafs die Substitution der Gleichungen (2) in (1) die Glei-

chung (1) zu einer Identität macht. Einem bestimmten Para-

meterwerte t entspricht ein bestimmter Punkt M der Kurvei

welcher auf der Fläche liegt. In der Umgebung dieses Punktes

sehen wir für die Funktionen F, % ip, % die Forderung 93 als

erfüllt an. Weitere Annahmen werden in jedem einzelnen

Falle angegeben.

§ 1. Die Krümmung der durch einen Flächenpunkt

gehenden Kurven.

304. Berecliimng des Krümmungsradius irgend einer

durcli einen Pläclienpunkt gehenden Kurve. Wir bezeichnen

mit Xj yj z die rechtwinkligen Koordinaten der gegebenen

Fläche und setzen:

(1) dz=pdx + qdy {p^~, ^="4^^

dp^rdx + sdy 1^^ ^^J^^J^ ^= ^^V^^^ dq^sdx-^-tdy^ dx^^ dxdy dydx^ dyV'

Nimmt man x und y als unabhängige Yariabele, so hat

man hiernach

d^z = rdx^ -\- 2sdxdy + tdy"^.
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Wir betrachten nun eine Kurve ÄM^ die auf der Fläche

liegt; M(x, y, ;s) sei ein Punkt dieser Kurve, MT die Tan-

gente in My MN die Hauptnormale, die zugleich Richtung

des Krümmungsradius ist, IK die Nor-

male im Punkte M der Fläche. Wir be-

zeichnen ferner mit a, /3, y die Winkel,

welche die Richtung MT der Tangente

mit den positiven Koordinatenaxen bildet;

mit 9, ^, X die Winkel, welche die Rieh- .y
tung der Hauptnormalen MN mit den-

selben Axen bildet; mit H den Krüm-

mungsradius der Kurve im Punkte My mit 6 die totale

Krümmung des Bogens AMj gemessen von einem beliebigen

Anfangspunkte A. Dann ist d6 der Kontingenzwinkel und

Bd0 bezeichnet das Differential des Bogens AM. Man hat

also unter den Voraussetzungen der Nr. 259—262:

(^) d^=-'^cos«, ^^^EcoBß, ^^^Bcosy
undWd cos a d cos ß , d cos y-^^^==cos9), -^-_ = cosiA, -^ = cos^.

Nun haben gemäfs der Gleichung (1) die Winkel, welche mit

den positiven Koordinatenaxen eine der beiden Richtungen

der Normalen IK bildet, die Kosinus

— P — g 1

yiT?T?' Vi+P'+q'' Vi+p'+q''

wobei die Wurzel Vl+p^ + (f mit irgend einem Yorzeicheu

zu nehmen ist.

Ist dieses Vorzeichen willkürlich fixiert, so ist die Rich-

tung der Normalen dem Sinne nach bestimmt; es sei MK
diese Richtung. Bezeichnen wir endlich mit 8 den zwischen

und % enthaltenen Winkel, den die Richtungen MN und
MK mit einander bilden, so ist

cos e = ^Q^ 3?
— j? cos y — g cos T/>

also auf Grund der Gleichungen (4)

d cos y d cos a d cos ^

(5) cos e = ~^'~'
~

^ ""''''' ~ '^ "~^\,
'tcRATg'

CTNIVERSITT
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Substituiert man in die Gleichungen (1) und (2) die Werte
von dXy dy, dZy welche aus den Gleichungen (3) folgen, so

erhält man

(6) cosy = p cos« + (? cosj3,

und

^ = jR (r cos a + 5 cos ß) ,

(^> äa^ = R(s COS a -\- t cos ß).

Die Differentiation der Gleichung (6) giebt ferner

dcosy / d!co8a , d cos ß\ , (dp
, da A

oder nach den Gleichungen (7):

/QN d cos y d cos a d cos ß

= R(r cos^ a + 2s cos « cos /3 + ^ cos^ /3).

Die Gleichung (5) verwandelt sich also in die folgende:

(9)
R _ vr^^T¥

008 7-cos^a + 2sco8acos |3 4- * cos^^

Sie drückt den Krümmungsradius der Kurve AM als

Funktion der Gröfsen aus, die sich auf die Fläche beziehen,

und der Winkel, durch welche die Richtung der Tangente

und der Hauptnormale der Kurve bestimmt sind. Der Radius

JR ist eine positive Gröfse; das Zeichen cos 8 wird also immer

das der rechten Seite der Gleichung (9).

Anmerkung. Ist f(Xy y, z) = die Gleichung einer Fläche,

und konstruiert man in einem Punkte x, y, z die Flächen-

normale, so kann man die beiden Richtungen dieser Normale

im Allgemeinen dadurch unterscheiden, dafs für die Punkte

auf der einen Richtung die Funktion fix, y, z) einen positiven,

für die Punkte der anderen einen negativen Wert erhält.

Denn es ist die Gleichung der Normalen

I— a; n — y t— z

df
"~

ar "" a/ '

dx dy dz

bezeichnet man also die Koordinaten eines auf der Normalen

gelegenen Punktes mit x + li, y + hj ^ + h so bestehen die

Relationen

:
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und es wird:

Der Index bedeutet, dafs ^ + 0/i, ?/ + G/r, ^ + 6? für rc, ^, ^

zu setzen ist. Der Wert der Funktion ändert demnacli sein

Zeichen, je nach dem Vorzeichen von h. Ist die Gleichung

in der expliciten Form gegeben:

^ — K^y y) = 0;

so ist

,+ l-fXx + h,X + k)^- }- [1 + p' + q%
Po

Demnach kann man die eine Richtung der Normalen und

dementsprechend die eine Flächenseite als die positive, die

andere als die negative bezeichnen, je nach dem Vorzeichen

des Wertes f(x -{- hj y -{- Icj -\- T).

Betrachtet man diejenige Richtung der Normalen, die

nach der positiven Seite verläuft, so erhalten die Kosinus der

Winkel, die diese Richtung mit den positiven Koordinaten-

axen bildet, einen bestimmten unzweideutigen Wert, und dem-

gemäfs mufs auch das Vorzeichen von ]/l + ^^+ 2^ unzwei-

deutig bestimmt sein.

Setzt man

cos a = =r , cos p = ^

± yi + P'+ a'' ± yi + p' + <!'
'

1
cos y = -

,

±Vl+p'-\-a'

wobei das Vorzeichen auf der rechten Seite noch fraglich ist,

a, ß^ y aber die fixierte Richtung bezeichnen, so wird die

Gleichung der Normalen:

cos a cos ^ cos y
'

und bestimmt man auf der angenommenen Richtung der Nor-

malen den Punkt x-\-\y -\-'k^z-\-l^ so haben in der Gleichung
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h Je l

cos cc cos ^ cos y

die Verhältnisse einen positiven Wert. Es wird nun

z + l-f{x + h,y + h)^{l^hp- hq),

Soll also der Ausdruck positiv werden, so hat man der

Quadratwurzel das positive Zeichen zu geben; mithin ist be-

wiesen: Giebt man in den Gleichungen

cos a = , zi= , cos p = ^ —
,

1
cos 7 ==

der Quadratwurzel das positive Zeichen, so fixiert man damit

diejenige Richtung der Normalen, welche in jedem Punkte

nach der positiven Flächenseite gerichtet ist, das heifst nach

derjenigen, für welche die Funktion z — f{Xy y) positiv wird.

Dasselbe findet statt bei der allgemeineren Flächen-

gleichung f{Xy Vy ^) = ^) wenn man setzt:

dl
dx

cos a

cos/3 =
dl
~dy

4-vm-^^-^m
dl
dz

cos y =
+i/(i^r+(g)+©

Einer besonderen Untersuchung bedürfen jedesmal die

Punkte, in denen diese partiellen Ableitungen sämtlich gleich

sind, oder p und q unbestimmt werden.

305. Ein Satz von Meunier. Betrachten wir jetzt den

Normalschnitt der Fläche, welcher erhalten wird, wenn

man sie durch die Ebene der Linien JfT, MK schneidet.
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Ist Rq der Krümmungsradius im Punkte M dieses Schnittes,

so wird der Winkel hier oder jt. Die Gleichung (9)

ergiebt

+ 1 r cos^a + 2s cos« cos (3 -f- *co8^ß'

und folglich ist:

(10) R==±R^ cos e.

Das zweideutige Zeichen + kann durch Plus oder Minus

ersetzt werden, je nachdem kleiner oder gröfser ist als - •

Die Gleichung (10) enthält das wichtige Theorem von

Meunier, welches aussagt:

Der Krümmungsradius einer beliebigen auf einer Fläche

gelegenen Kurve ist in jedem Punlcte gleich dem FroduUe aus dem

Krümmungsradius desjenigen Normalschnittes ^ der die Tangente

der Kurve enthält y und dem Kosinus des Winkels , den diese

Schnittebene mit der Schmiegungsebene der Kurve bildet.

Dieser Satz führt unmittelbar zu der bemerkenswerten

Folgerung:

Konstruiert man eine Kugel ^ deren MittelpunM der Krüm-

mungsmittelpunM eines Normalschnittes und deren Radius der

Krümmungsradius desselben isty so schneiden sämtliche Ebenen^

welche man durch die Tangente dieses Normalschnittes hindurch-

legt, die Kugel in Kreisen, welche die Krümmungshreise für

sämtliche durch diese Ebenen gebildeten schiefen Schnitte sind.

Nach dem Theorem von Meunier erfordert also die Unter-

suchung der Krümmung der verschiedenen Kurven, welche

man auf einer Fläche durch einen gegebenen Punkt ziehen

kann, und die eine bestimmte Richtung und eine bestimmte

Oskulationsebene besitzen, nur die Untersuchung der Krüm-

mung der Normalschnitte,

306. Das Vorzeiclien des Krümmungsradius. Wir sahen,

dafs der Krümmungsradius R eines Normalschnittes im Punkte

M einer Fläche durch die Gleichung gegeben ist:

(^1)

R _ V^+P'-^g:'
+ 1 r cos''' a -j- 2 s cos a cos § -{- t cos^ ß

'

wobei das Zeichen der Quadratwurzel willkürlich gewählt
Serret, Diff.- u. Integral-Eechnung. I. 2. Aufl. 27
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werden kann; das zweideutige Zeichen des Nenners auf der

linken Seite mufs dann so bestimmt werden, dafs R einen

positiven Wert erhält. Dieser Nenner + 1 ist aber der

Kosinus des Winkels, den die Richtung MN des Radius mit

der Richtung MK der Flächennormalen bildet, welche letztere

durch das Vorzeichen von ]/l + p^ + g'^ fixiert ist. Dieser

Winkel ist gleich oder tc, folglich mufs das zweideutige

Zeichen + durch Plus ersetzt werden, wenn der Radius R nach

MK gerichtet ist, und durch Minus, wenn die Richtung von R
der Richtung von MK entgegengesetzt ist. Setzt man also

fest, dafs der Krümmungsradius R positiv sein soll in dem
ersten Falle und negativ in dem zweiten, so hat man die ein-

heitliche Formel

(2) iJ= V^+P' + i'

r cos* a + 2s cos a cos ß -{- t cos'^^

'

welche die Krümmungsradien der Normalschnitte im Punkte

M nach Gröfse und Richtung bestimmt.

Die Krümmungsradien der verschiedenen Normalschnitte

in einem Flächenpunkte sind alle auf der nämlichen Geraden

gelegen und werden sämtlich von einem gemeinsamen An-

fangspunkte an gemessen. Wir befolgen also eine allgemeine

geometrische Regel, wenn wir diese Radien als positiv oder

als negativ betrachten, je nachdem sie in dem einen oder

anderen Sinne gerichtet sind.

307. Normalsclinitte und Hauptsclinitte. Nabelpunkte.

Der Vergleich aller möglichen Radien in einem Punkte wird

sehr erleichtert, wenn wir den Koordi-
Fig. 71.

naten -Anfangspunkt in den Punkt M
der Fläche legen, und eine der Axen,

z. B. die ^-Axe, mit der Richtung MK
der Normalen zusammenfallen lassen.

X Die Axen der Koordinaten x und y
liegen alsdann in der Tangentenebene,

und man hat

ferner

cos y = , cos ß = sin a.
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Die Wurzel Vl+p^-^-Q^ reduziert sich auf +1; aber

da es uns freistellt, das Zeichen zu fixieren, so wählen wir

das positive. Die Normale ist alsdann nach der positiven

Seite der Fläche gerichtet.

Demnach wird die Gleichung (2):

(3) B '

r cos^ cc -f- 2scosa sina -{- t sin^a

Der Nenner dieses Ausdruckes ist gleich

r 4- t , r — t c% I
' n—~

1
^— cos 2a + s sm 2 a.

Bestimmt man also einen Winkel 2«^ zwischen und Tt

derart, dafs

s= ^^tang2ao,

so wird die Gleichung (3):

(4) iJ =
±i + ]/.«+(?lri_*ycos 2 (.-«„)

Die Wurzel 1/s^ + (

—

-— ) hat das Vorzeichen des

Quotienten : cos 2«^.

Man erkennt hieraus, dafs der Wert von "R ein Maximum
oder Minimum wird für die Werte

cos 2 (« — «o)
= + 1

,

welche ergiebt:

« = «0 + ^ Y'

wenn li eine ganze Zahl ist. Da aber zwei Werte von a, die

sich um ein Vielfaches von % unterscheiden, zu dem näm-

lichen Normalschnitt gehören, so reicht es aus, die beiden

Werte

a = «Q und a = «Q + ^

zu betrachten, welche zwei zu einander senkrechte Normal-

schnitte bestimmen. Für den einen von ihnen ist der Krüm-
mungsradius i? ein Minimum, für den andern ein Maximum.
Diese beiden Normalschnitte heifsen die Hauptschnitte der

27*
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Fläche im Punkte M und ihre Krümmungsradien die Haupt-

hrümmungsradien der Fläche in diesem Punkte.

Dies erfordert indessen, dafs s und r — t nicht zugleich

null sind; denn wenn s = und r == t ist, so ist der Winkel

«0 nicht mehr bestimmt. In diesem Falle reduziert sich die

Gleichung (3) auf

r

und hieraus folgt, dafs alle Normalschnitte der Fläche im

Punkte M den nämlichen Krümmungsradius haben. Irgend

zwei zu einander rechtwinklige Schnitte können als ein System

von Hauptschnitten betrachtet werden. Die Punkte der Fläche,

welche diese Eigenschaft haben, heifsen Nahelpunkte oder Funkte

sphärischer Krümmung.

308. Die Eulersche Gleichung. Wir können noch die

Diskussion der Gleichung (3) vereinfachen, wenn wir als

Koordinatenebenen zx und isy die Hauptschnitte wählen, deren

Existenz wir bewiesen haben. Der mit a^ bezeichnete Winkel

wird dann null, und die Gleichung, welche zur Definition dieses

Winkels diente, giebt dann

s = 0.

Alsdann wird die Gleichung (3)

j^
l_

rcos^a + f sin^a'

oder

(5) j^
= r cos^ a -\- t sin^ a.

Sind JRi und i?2 ^i® Krümmungsradien der Hauptschnitte,

welche durch die 0X- und <??/-Ebene gebildet werden, so giebt

die Gleichung (5) für a = und a = y

Folglich wird der allgemeine Ausdruck für ^, die Eulersche

Gleichung:

0) ^ = i:
<"»«'« + i^i'^'"-

Die rechte Seite dieser Gleichung ändert sich nicht, wenn

man statt a den Wert it — a einsetzt: man hat also den Satz:
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Zwei Normalschnitte y welche gegen einen Hauptschnitt in

dem einen oder andern Sinne gleich geneigt sind, haben gleiche

und gleich gerichtete Krümmungsradien.

Bezeiclmet man mit R' den Wert, der aus R hervorgeht,

wenn man a um -^ vermehrt, so hat man

und die Gleichungen (7) und (8) ergeben:

(^) ^ + :r'
^ ^ + B,'

Die halbe Summe der Krümmungen -^ und -^ wird die

mittlere Krümmung der Fläche im Punkte M genannt. Die

Gleichung (9) liefert also den Satz:

Die mittlere Krümmung zweier m einander senkrechten

Normalschnitte ist in einem Flächenpunkte konstant und gleich

der mittleren Krümmung der Fläche in diesem Tunkte.

309. Krümmungsänderung von Normalschnitt zu Nor-

malschnitt. Wir untersuchen nun die Änderung von R, wenn

man dem Winkel a successive alle Werte beilegt, welche den

verschiedenen Normalschnitten entsprechen, und die zwischen

und Tt enthalten sind.

Zuerst nehmen wir an, dafs die beiden Hauptkrümmungs-

radien R^ und i?2 "^on gleichem Zeichen sind; dabei kann

man voraussetzen, dafs sie positiv sind, denn um ihr Zeichen

zu ändern, genügt es, die Richtung der positiven 5!-Axe zu

ändern. Ferner sei

R^ < i?2 •

Die Gleichung (7) kann in der Form geschrieben werden:

1 ^ 1 _ / 1 M
g.^

Man erkennt, dafs R wächst von R^ bis R^y während a

von bis — wächst, und dafs es dann abnimmt von R^ bis

\ El, während a von ~ bis it wächst. Die Fläche ist in der

Umgebung des Berührungspunktes ganz auf der nämlichen
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Seite der Tangentenebene gelegen, denn sämtliclie Normal-

schnitte sind nacli derselben Seite gekrümmt.

Nehmen wir zweitens an, dafs Ej und i^g von entgegen-

gesetztem Zeichen sind; es sei B^ positiv und es werde

i^2 == — ^1 tang^ cCq

gesetzt, wobei a^ ein Winkel zwischen und ^ ist; die

Gleichung (7) wird nun

V» = ü—^-3— (sin^ «rt
— sin^ a).

Läfst man a von bis «^ wachsen, so wächst R von B^

bis oo und ändert, indem es durch den unendlichen Wert

geht, sein Zeichen; wächst a weiter von «q bis -, so wächst

B ebenfalls von — oo bis — B^ tang^ «^ = B^. Wenn a von

Y bis n — «Q wächst, so nimmt B ab von Bc^ bis — oo und

ändert wiederum sein Zeichen beim Durchgang durch den

unendlichen Wert. Endlich wenn a von % — a^ bis % wächst,

so nimmt B ab von + oo bis B^. In diesem Falle liegen

die zum betrachteten Punkte benachbarten Punkte teils auf

der einen, teils auf der andern Seite der Tangentenebene.

§ 2. Ableitung der yorigen Resultate mit Hülfe der

Dupinschen Indikatrix.

310. DefLnitiou der Indikatrix. Die vorstehenden, von

Euler zuerst aufgestellten Sätze gewinnen eine sehr anschau-

liche Form durch die Betrachtungsweisen, welche Charles

Dupin gegeben hat. Diese elegante Methode wollen wir nun

auseinander setzen. *|

Wir betrachten (Fig. 72) eine Fläche und beziehen sie wie

vorhin auf drei rechtwinklige, durch den Punkt M gelegte

Axen, von denen die eine, Ms^ mit der Normalen zusammen-

fällt, die beiden anderen, Mx und My in der Tangentenebene

liegen. Es sei MM' ein Schnitt der Fläche mit der Ebene

zMTj dessen Spur auf der iC?/-Ebene mit der iC-Axe den

Winkel a bildet. Wir verbinden den Punkt M mit einem be-
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Fig. 72.

nachbarten Punkte M' der Kurve MM' und legen durch den

Punkt M' in der Ebene sMT die Geraden MV und M'

K

senkrecht zu M0 und MM' be-

züglich. und K seien die

Punkte , in denen die beiden

Geraden die Normale M0 schnei-

den. Der Kreis, welcher dem

rechtwinkligen Dreiecke MM'K
umschrieben ist, hat seinen

Mittelpunkt auf der Normalen

Ms, und folglich ist (Nr. 217)

der Krümmungskreis der Kurve

MM' im PunkteM seine Grenze,

wenn M' in den PunktM hinein-

rückt. Der Durchmesser dieses

Kreises ist aber

M'0\
MO '

MK==^MO+OK=^MO-\
^^^^ , ^

bezeichnet man also den Krüm- V

mungsradius des Normalschnittes MM' im Punkte M mit i2,

so ist

(1) ^ = 1-1™ "SO-
Die letzte Formel giebt uns nun vor allem einen geome-

trischen Beweis für die Richtigkeit der Gleichung (3) in

Nr. 307.

Bezeichnen wir nämlich mit a den Winkel /. aMp (Fig. 72)

und mit u = M' den Abstand des Punktes M' von der

Normalen, so sind die Koordinaten des Punktes M':

(2)

X = u ' cos cc.

y == u ' sma,

^ = -i (rx^ +2sxy + ty^) + B,,

Die letzte Formel ergiebt sich aus der Entwickelung von z

nach dem Mac-Laurin^ohQJi Satze, wenn man beachtet, dafs

die Tangentenebene im Koordinatenanfange berührt, dafs also

für ic = 0, 2/
= auch = wird, und dafs die Tangenten-
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ebene mit der xy-Woene zusammenfällt, dafs also im Punkte

M auch p und q verschwinden. Setzt man die Werte von

X und y aus den beiden ersten Gleichungen (2) in die dritte

Gleichung (2) ein, so wird

Dabei wird JRg mit u mindestens von der dritten Ordnung

null. Mithin wird die Gleichung (1)':

i? = -i- lim
{1 7? 1— (rcos^a4- 2s cos a sin« + <sin*a)-j

^ |.

^ '' r cos*« -j- 2sco8a sina -j- i sin^a

unsere alte Gleichung (3) aus Nr. 307.

Um nun zur Definition der Indikatrix zu gelangen, schnei-

den wir unsere Fläche durch die Ebene z = h und vernach-

lässigen den Rest B^, dann liefert uns die dritte Gleichung

(2) den Kegelschnitt

(5) I irx' + 2sxy + ty') = Ä,

welcher die Indikatrix unserer Fläche im Punkte M heifst.

In Figur 72 ist sie durch den punktierten Bogen ah be-

zeichnet.

Errichten wir in den Punkten p{Xj y) ihrer Peripherie

Lote, so bilden diese einen Cylinder, welcher unsere Fläche

nach (2) in der Höhe

;s == Ä + i?3

schneidet, die bis auf Gröfsen mindestens 3*^^^ Ordnung gleich

h ist.

Wir führen nun auch in unserer Indikatrix (5) Polar-

koordinaten ein und setzen:

X == Q COS cc, y = Q sin a;

Q bedeutet dann den Radiusvektor Mp der Indikatrix und a

den Winkel aMp, den Mp mit der a;-Axe bildet. Dann

wird (5)

(6) r cos^ a -{- 2s cos a sin a + ^ sin^« = —
2

,

V
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und daher giebt (4):

(7), i? = g, d.h.:

Die Krümmungsradien der verschiedenen NormalscJinitte sind

proportional den Quadraten der RadienveMoren der Indikatrix^

welche mit den Spuren jener Schnitte in der Tangentenebene zu-

sammenfallen.

Liegt die Fläche ganz auf der einen Seite der Tangenten-

ebene in der Umgebung des Punktes M, so giebt die Indi-

katrix, welche in der angegebenen Weise konstruiert ist, die

Krümmungsradien aller Normalschnitte. Wenn aber der andere

Fall vorliegt, so kann die Gleichung (1) nicht alle Radien

liefern, aufser wenn man der Gröfse z sowohl positive wie

negative Werte beilegt. Man mufs alsdann der Gröfse h das

doppelte Zeichen + geben. Die auf diese Weise gebildete

Indikatrix ist aus zwei verschiedenen Kurven zusammengesetzt,

und giebt dann, wie im vorigen Falle, die Krümmungsradien

aller Normalschnitte.

311. Elliptische, Parabolische und hyperbolische Krüm-

mung. Wir knüpfen an die Gleichung (5) der vorigen Num-
mer an-, h ist, wir wiederholen, eine willkürliche Länge, der

man das doppelte Zeichen + geben mufs.

Ist nun rt — s^ > 0, so mufs man, um eine reelle Kurve

zu erhalten, h dasselbe Zeichen geben, welches die Ableitungen

r und t besitzen; die Indikatrix ist also eine Ellipse; man
nennt die Fläche in solch einem Punkte elliptisch oder positiv

gelcrümmt.

Ist r^ — s^ = Oy so mufs man ebenfalls h das Zeichen der

Ableitungen r und t beilegen-, die Indikatrix besteht in diesem

Falle aus zwei parallelen Geraden, die in gleichen Abständen

vom Punkte M verlaufen. Die Fläche heifst in diesem Punkte

parabolisch gelcrümmt.

Ist endlich rt — s^ < 0, so mufs man der Gröfse h so-

wohl das positive, wie das negative Zeichen beilegen. Die

Indikatrix besteht aus zwei Jconjugierten Hyherheln, welche die

nämlichen Asymptoten besitzen, und bei denen die transver-

sale Axe der einen die nicht transversale für die andere ist.
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Die Fläche heifst in dem Punkte hyperbolisch oder negativ ge-

krümmt.

Die Gleichung (7), welche den Wert des Krümmungs-
radius angiebt, wird gemäfs der Gleichung (6)

B = L____
r cos^o; -j- 2s cosa sin« + *8iii\o^'

und das ist dieselbe Gleichung, die wir in Nr. 310 auf ganz

anderem "Wege erhalten haben.

312. Normalschnitte und Indikatrix. Da die Krüm-
mungsradien der Normalschnitte in einem Flächenpunkte pro-

portional sind den Quadraten der Radienvektoren der Indika-

trix, so entspricht einer jeden Eigenschaft dieser Radien auch

eine analoge der Krümmungsradien.

So hat in einer Ellipse der aus dem Mittelpunkt ge-

zogene Radius ein Maximum und ein Minimum, und die

Richtungen dieser beiden sind zu einander senkrecht. Also

existieren im Falle, dafs rt — s^ > 0, zwei Normalschnitte der

Fläche senkrecht zu einander, derart, dafs der Krümmungs-

radius der einen am gröfsten, der anderen am kleinsten ist.

Dies sind die Schnitte, welche wir die Hauptschnitte genannt

haben. Einer der Krümmungsradien wird unendlich, wenn

rt— s^= ist, wobei die elliptische Indikatrix in zwei parallele

Gerade ausartet. Endlich besteht auch die nämliche Eigen-

schaft, wenn die Indikatrix aus zwei Hyperbeln gebildet wird.

In diesem Systeme hat das Quadrat des Radiusvektor zwei

Minima, welche den beiden zu einander senkrechten trans-

versalen Axen der Hyperbeln zugehören. Da aber von diesen

beiden Radien der eine einem positiven, der andere einem

negativen Krümmungsradius entspricht, so sieht man, dafs

auch hier, wie im Falle der Ellipse, ein Maximum und ein

Minimum stattfindet, und dafs die entsprechenden Schnitte

senkrecht zu einander sind.

Bei der elliptischen Indikatrix ist wie bei jeder Ellipse

die Summe der inversen Quadrate zweier senkrechter Radien

konstant-, dasselbe findet statt bei der hyperbolischen Indika-

trix, wenn man die Difi'erenz statt der Summe einführt. Hieraus

folgt, indem man die Vorzeichen der Krümmungsradien be-
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achtet, dafs die Summe der Krümmungen zweier zu einander

senkrechter Normalschnitte konstant und gleich der Summe
der Hauptkrümmungen ist. Dies wurde auch schon in Nr. 308

bewiesen.

Zwei Radienvektoren der Indikatrix, die gegen eine Haupt-

axe gleich geneigt sind in verschiedenem Sinne, sind unter

einander gleich. Hieraus schliefst man, dafs zwei Normal-

schnitte, die gegen einen Hauptschnitt gleich geneigt sind,

auch gleiche Krümmung haben.

Endlich erkennt man, dafs die Punkte der Fläche, welche

wir NahelpunJcte genannt haben, diejenigen sind, für welche

die Indikatrix ein Kreis ist. Denn alsdann haben alle Normal-

schnitte die gleiche Krümmung. Bei den Flächen zweiter

Ordnung sind alle Schnitte, die durch parallele Ebenen be-

stimmt werden, ähnliche Kurven; demnach ist die Indikatrix

in jedem Punkte irgend eine der Kurven, welche durch eine

zur Tangentenebene parallele Ebene ausgeschnitten wird. Die

Nabelpunkte der Flächen zweiter Ordnung sind also die Punkte,

in denen die Tangentenebene parallel zu einer der Ebenen

ist, welche die Fläche in einem Kreise schneiden.

313. Ein Beispiel für einen singulären Punkt. Das be-

merkenswerte Gesetz, nach welchem die Krümmung der Nor-

malschnitte in einem Flächenpunkte sich ändert, setzt das

Vorhandensein einer Tangentenebene in diesem Punkte voraus,

und erfordert aufserdem, dafs die partiellen Ableitungen r, s, t

in diesem Punkte bestimmte Werte haben, für welche der

Satz vom totalen Differentiale

dp = r dx -{- s dy, dq == s dx -\- t dy

gültig ist. Letzteres ist insbesondere dann der Fall, wenn

die Gröfsen r, s, t in der Umgebung des bejbrachteten Punktes

stetige Funktionen der unabhängigen Variabelen sind. Wenn
diese Bedingungen nicht erfüllt sind, so gilt unsere Unter-

suchung nicht mehr, und das Gesetz, nach welchem sich die

Krümmungen der Normalschnitte ändern, kann von dem für

den regulären Fall gefundenen durchaus verschieden sein.

Dies soll durch ein Beispiel gezeigt werden.
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Wir betrachten die Fläche, welche in rechtwinkligen

Koordinaten durch die Gleichung

-'^
dargestellt ist, wobei f eine gegebene Funktion ist. Setzt man

X = Q cosaj y == Q sin a,

so wird

(2)
2/'(tanga)'

und dies ist die Gleichung eines Schnittes, der auf der Fläche

durch die Ebene y = x tang a gebildet wird ; 8 und q sind

also die Koordinaten. Dieser Schnitt ist eine Parabel, deren

Tangente im Koordinatenanfangspunkt in der xy-'Ehene liegt.

Für diesen Anfangspunkt wollen wir den allgemeinen Ausdruck

der Krümmungsradien bestimmen. Gemäfs der Gleichung (1)

ist eine homogene Funktion zweiten Grades in x und «/; also

ist nach dem Theorem für homogene Funktionen (Nr. 139):

rx^ 4- 2s xy 4- tri-= / ,^-»

fii)

Ersetzt man x und y durch q cosa und q sina, dividiert

man durch q^ und läfst q nach null konvergieren, so wird

r cos^ a 4- 2s cos a sin « + ^ sin^a = -^77 v*,

r, s, t haben in dieser Gleichung die Werte, welche dem Ko-

ordinatenanfangspunkt entsprechen, und a ist der Winkel, den

die Tangente des Normalschnittes mit der a;-Axe bildet. Der

Ausdruck für den Krümmungsradius (Nr 307) wird also

E = f(ianga),

und das Gesetz seiner Änderung ist also ebenso willkürlich

wie die Funktion f. Also hat er auch nicht mehr, wie im
regulären Falle ein einziges Maximum und ein einziges Mini-

mum, die senkrecht zu einander sind.

Die allgemeine Theorie ist in dem vorliegenden Falle

deshalb nicht anwendbar, weil für x == 0, y = die partiellen

Ableitungen r, 5, t unbestimmt werden. Ihre Werte hängen
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vielmehr von der Grenze ab, nach welcher das Verhältnis

— konvergiert, während x und y null werden.

314. Haupttangenten und Haupttangentenkurven. Es

werde eine Kurve betrachtet, die auf einer gegebenen Fläche

verläuft. Die Tangentenebene der Fläche in einem Kurven-

punkte hat die Gleichung {x^ y, z)

(1) t, — z=p{i — x) + q{ri — y).

Ihre Einhüllende ist eine abwickelbare Fläche; sie ist be-

stimmt durch die Gleichung (1) zusammen mit der Gleichung,

welche aus der Differentiation nach der unabhängigen Varia-

belen, von der auf der gegebenen Kurve die Gröfsen ic, y, 0, p, q

abhängen, hervorgeht. Bezeichnet man die Ableitungen nach

dieser unabhängigen Veränderlichen wieder durch Accente, so

ergiebt sich aus (1):

(2) _p'.(|_a;) + 2'.(^~j,) = 0.

Um die Rückkehrkurve der abwickelbaren Fläche zu er-

halten, mufs man die Gleichung (2) nochmals differentiieren;

dies ergiebt

(3) f {l — x) + q {rj — y) — {p x + qy) = 0.

Die Gleichungen (1), (2), (3) sind enthalten in der Formel:

(4)
^—

^

^ _ n — y ^ t — z ^ p'^'-^qy
_

^ ^ i p' v^—v'q. iv—i'v'
Die Werte von J, 1^, ^, welche aus diesen Gleichungen

folgen, sind die Koordinaten des Punktes der Rückkehrkurve,

welcher dem Punkt x, y, 3 entspricht. Die Gleichungen,

welche zwischen den ersten drei Verhältnissen in der Formel

(4) bestehen, sind äquivalent den Gleichungen (1) und (2);

sie bestimmen die Erzeugende oder Charakteristik der ab-

wickelbaren Fläche. Diese Charakteristik und die Tangente

an die Kurve im Punkte {x, y, z) heifsen nach Dupin konju-

gierte Tangenten der Fläche.

Bezeichnet man mit cc, ß, y die Winkel, welche die Tan-

gente der Kurve mit den Koordinaten bildet, und mit a^, /^j, y,

die Winkel, welche die konjugierte Tangente bildet, so sind

die Kosinus der ersten proportional zu x' j ?/', /, die Kosinus

der anderen proportional zu q,
—

p'fPq
— qPj gemäfs der
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Formel (4), oder nach der gewöhnlichen Bezeichnung pro-

portional zu

SX + ty\ — {rx + sij), (ps — qr) x + {pt — qs) y.

Man hat also

.KN cos«! cosßi cos yj

^ ^ scosa-j-^cos^ — (rcosa-j-scosß) (ps— qr)cosa-{-{pt—qs)cosß

Dies sind die Relationen, welche zwischen den Kosinus zweier

konjugierter Tangenten einer Fläche bestehen.

Verlegt man den Koordinatenanfangspunkt in einen Punkt

der Fläche und macht man die Tangentenebene zur Ebene x y,

die Ebenen der beiden Hauptnormalschnitte zur x- und

y-'Ebene j so wird

p = Oj q = 0, 5 = 0,

cos 7 = 0, cos /3 = sin «,

cos7i=0, cos/3^= sinofj,

und die Gleichung (5) ergiebt

(6) tang a tang a^ == r •

Diese Gleichung drückt folgende Eigenschaft aus:

Irgend zwei Iconjugierte Tangenten sind parallel zweien

Tconjugierten Durchmessern der IndiJcatrix.

Und hieraus folgt:

Die algebraische Summe der Krümmungsradien zweier

Normalschnitte f welche zweien konjugierten Tangenten ent-

sprechen j ist konstant.

Denn die Krümmungsradien sind proportional den Qua-

draten der Durchmesser der Indikatrix, und diese Quadrate

haben eine konstante Summe oder Differenz.

Den Zusammenhang zwischen! zwei konjugierten Tan-

genten kann man auch in dem Satze aussprechen: Geht man

von einem Flächenpunkte in einer lestimmten Tangentenrichtung

weiter j so beginnt die Tangentenebene sich um die konjugierte

Tangente zu drehen. Denn es ist die konjugierte Tangenten-

richtung die Schnittlinie zweier benachbarter Tangentenebenen.

Aus der Gleichung (5), die man in der Form schreiben

kann:

r cos« cosa^4- s(cosa cos/3i+ cosa^ cos/3) + ^ cos/3 cos/S^ =0,
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sowie aus den geometrisclien Eigenschaften der konjugierten

Durclimesser eines Kegelschnittes folgt: In jedem Punkte einer

Fläche giebt es zwei Richtungen, von denen jede mit sich

selbst konjugiert ist; sie bestimmen sich aus der Gleichung

(7) r cos^ a + 2s cos a cos ß -{- t cos^/3 =
und entsprechen den Richtungen der Asymptoten der Indi-

katrix. Diese beiden Richtungen heifsen die Haupttangenten

in dem Flächenpunkte; sie sind imaginär im Punkte ellipti-

scher Krümmung, {rt — s^>0), und reell im Punkte hyper-

bolischer Krümmung {rt — s^ < 0). In einem Punkte mit

parabolischer Krümmung {rt — s^ = 0) bildet die eine aus-

gezeichnete Richtung mit der Krümmung null die konjugierte

zu jeder andern Richtung, denn es wird hier

cos «1 s cos a -\- t cos ß yt
cos

l?^
r cos u -\- s co^^ y~^^

also unabhängig von a, und diese Richtung ist zugleich die

Richtung der Haupttangente.

Ersetzt man in der Gleichung (7) die Kosinus durch die

ihnen proportionalen Werte x' und y\ so folgt

(8) rx'^ + 2sxy + tij^=^0,

und diese Gleichung giebt die beiden Fortschreitungsrich-

tungen an, die in einem Flächenpunkte mit den Richtungen

der Haupttangenten zusammenfallen. Zu den beiden Werten

x:y\ die aus dieser Gleichung folgen, erhält man den zuge-

hörigen Wert vermittelst der Gleichung z = px \- q^y'

.

Die Fortschreitungsrichtungen der Haupttangenten bilden

zusammen ein System von Haupttangentenkurven auf der Fläche

;

durch jeden Punkt der Fläche gehen zwei Kurven dieses

Systems, sie sind aber nur dann reell, wenn die Fläche

in diesem Punkte hyperbolisch oder parabolisch gekrümmt

ist. Wird in der Gleichung (8) der Wert von 2 als Funk-

tion der unabhängigen Variabelen x und y vermittelst der

Flächengleichung eingeführt, so stellt sie die Differential-

gleichung der Frojehtionen der Haupttangentenkurven in der

0^2/-Ebene dar.
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§ 3. Die Hauptkrümmungsradien und das Krümmungsmafs
in einem Flächenpunkte.

315. Noch einmal der Krümmungsradius eines Normal-

schnittes. Die allgemeine Formel, welche Gröfse und Richtung

des Krümmungsradius eines Normalschnittes mit den Winkeln

a^ ßj y bestimmt, war (Nr. 306)

(1) B= yi+i>'+«^
r cos''' ci + 2s cos a cos ^-\-t cos^ j3

(5)

Die Wahl des Vorzeichens von ]/l -\- p^ -\- (f bestimmt

dabei die Richtung der Normalen, nach welcher die Krüm-

mungsradien positiv sind. Die Kosinus der Winkel a, j3, y
genügen den Relationen:

(2) cos y ^= p cos a -{• q cos ß
und

(3) cos^ a + cos^ ß + cos^ y = 1,

und die Elimination von cosy giebt:

(4) (1 + p^) cos^ a + 2pq cos « cos ^ + (1 + q^) cos^
i3
= 1

.

Wir multiplizieren den Ausdruck B mit der linken

Seite dieser Gleichung, um ihn in Bezug auf cos a und cos ß
homogen zu machen; die Gleichung (1) kann dann geschrieben

werden:

(l4-p^ -
) cos^ a4-2 Ipq --

) cos a cos/3

+ (i + ^' - nTrÄx-^)""^'^ = ^•

316. Bestimmung der Nabelpunkte. Diese Gleichung

liefert uns unmittelbar die Bestimmung der Nabelpunkte.

Denn sie läfst den Wert des Verhältnisses -

—

-^ ermitteln,
cos p

'

welcher in einem bestimmten Flächenpunkte einem gegebenen

Werte R entspricht. Ist nun der Punkt ein Nabelpunkt, so

ist das Verhältnis ^ unbestimmt, und umgekehrt. Dem-
cos ß

' °

nach erhält man die Bedingungen für einen Nabelpunkt, wenn

man die Koeffizienten von cos^a, cos a cos /3, cos^/3 einzeln

gleich null setzt; man findet so:
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r s t

l+p' pq 1 + 2^

und jeder dieser Quotienten liat den Wert ~— v, , wobei

JR den Krümmungsradius im Nabelpunkt bezeichnet.

Im Allgemeinen bestimmen die zwei Gleichungen, welche

in der Formel (6) enthalten sind, eine endliche Anzahl von

Punkten, oder wenigstens ein Punktsystem, das keine kon-

tinuierliche Kurve bildet. Indessen kann es auch eintreten,

dafs sich die beiden Gleichungen infolge der Flächengleichung

auf eine reduzieren, und alsdann besitzt die Fläche eine Kurve

von Nabelpunkten.

317. Bestimmung der Hauptkrümmiingsradien. Die Glei-

chung (5) läfst auch die Hauptkrümmungsradien eines Flächen-

punktes bestimmen. Es müssen nämlich die beiden Werte des

Verhältnisses —>,, welche aus dieser Gleichung folgen, einander
cos ß^ & & ;

gleich werden, sowohl für das Maximum als auch für das Mini-

mum. Die Bedingung dieser Gleichheit liefert:

\ Vi-i-P'+d \ yi+p'+a'A Vi+p'+av
oder

Die Wurzeln dieser quadratischen Gleichung für R sind die

beiden Hauptkrümmungsradien.

Es erübrigt noch die Bestimmung des Quotienten ^

für jeden der beiden Hauptschnitte. Ist nun B eine Wurzel

der Gleichung (7), so hat die Gleichung (5) eine doppelt zäh-

lende Wurzel, mag man cos oj oder cos/3 als die unbekannte

Gröfse betrachten. Diese doppelte Wurzel mufs also auch

der Gleichung genügen, welche man durch Differentiation der

Gleichung (5) entweder nach cos a oder nach cos ß erhält.

Demnach ist

(l+p^
^^ ) cos cc + (pq ^z __. ) cos ß = 0,

(pq - -==Mi=) cos cc + (l + q'- ~j-^t_^) cos ß = 0,

Serret, Diff.- u. Integral-Kechnung. I. 2. Aufl. 28
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und dies ergiebt die Gleichungen

/r.N r cos tt -f g cos ß scoa a + t co^|3 "|/l -f-p'^
_j_ gi

(1 +P^) 008a-}-pqc08ß pq cos (x~-}-(i^q^) cos ß B

Die Gleichung zwischen den ersten beiden Quotienten

ist vom zweiten Grade in Bezuff auf das Verhältnis ^^: sie° cos |3

'

bestimmt diejenigen Werte von ihm, die den Hauptschnitten

zugehören. Zusammen mit den Gleichungen (2) und (3) erhält

man die Werte der drei Kosinus: cosa, cosj3, cosy.

Die Gleichung (7) fällt mit der Gleichung (6) der Nr. 162
JD

zusammen, wenn man — an Stelle von Z— setzt.

Man sieht also, dafs die Krümmungsmittelpunkte der Normal-

schnitte genau die beiden Punkte sind, welche wir bei der

Aufgabe in der citierten Nr. 162 betrachtet haben.

Bezeichnet man mit R^ und i?^ die Wurzeln der Glei-

chung (7), so hat man

(9)

rt

und hieraus folgt:

(10)

*^ 1 -^2; {rt-s'y Ipq 1+p' 1+ 2'J

, ii+p" ± sTa +jpW ±t) r_i *__?

Diese Gleichung lehrt, dafs die Gleichungen (6) notwendig

sind, wenn die Gleichung (7) zwei gleiche Wurzeln hat; so

findet man also aufs Neue die für die Nabelpunkte abgeleiteten

Bedingungen.

318. Das Gaufssche Krümmungsmafs. Die Werte der

beiden Hauptkrümmungsradien eines Flächenpunktes stehen

auch in engster Beziehung zu der Gröfse, welche Gatifs als

Krümmungsmafs der Fläche in einem Punkte definiert hat;

sie ist von der in Nr. 308 genannten mittleren Krümmung
zu unterscheiden. Wie bei der Krümmung der Kurven die

Länge des Bogens und des Bogenelementes eingeführt werden

mufste, um die Krümmung zu messen, so ist hier der Begriff
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der Gröfse einer krummen Fläche und ihres Differentiales

d. h. des Flächenelementes erforderlich. Ihre genaue Bestim-

mung kann erst in der Integralrechnung (Nr. 589 und 590)

gegeben werden, doch wollen wir hier schon unter Voraus-

setzung jener Begriffe die Definition und Berechnung der

Krümmung kurz entwickeln.

Wir betrachten ein beliebiges Stück auf einer Fläche,

das durch eine bestimmte Kurve C begrenzt ist, und es sei S
die Gröfse dieses Stückes. Auf einer Kugel mit dem Radius 1,

deren Mittelpunkt im Koordinatenanfangspunkt gedacht sei,

konstruieren wir die Radien, welche den Normalen der Fläche

in den Punkten der Kurve C parallel sind, wobei wir an-

nehmen, dafs in den Punkten dieser Kurve die Richtung der

Normalen sich stetig ändert, und dafs nicht zwei verschiedene

Normalen einander parallel sind. Alsdann bestimmen die Ra-

dien eine Kurve C auf der Kugel, welche eine Fläche von

der Gröfse 6 begrenzt. Die Gröfse 6 heifst die absolute

Krümmung der Fläche Sy und der Quotient ^^ ihre relative

Krümmung. Zieht man nun die Kurve C immer enger zu-

sammen, so dafs sie nach einem bestimmten Flächenpunkt

konvergiert, so heifst der Grenzwert des Verhältnisses ^ das

Krümmungsmafs oder einfach die Krümmung der Fläche in

dem betrachteten Punkte. Hierbei werden Zähler und Nenner

des Quotienten null; der Zähler reduziert sich auf das Element

der Kugelfläche, der Nenner auf das der gegebenen Fläche.

An Stelle dieser Elemente können wir nun auch ihre ortho-

gonalen Projektionen auf eine Ebene, z. B. die xy-Wo^ne ein-

führen, weil beide Elemente einander parallel sind; die Pro-

jektionsebene darf nur nicht senkrecht zur Tangentenebene

des betrachteten Flächenpunktes gewählt werden. Demnach
wird die Krümmung

T^ da'

wenn do' und dS' die Projektionen der Flächenelemente be-

zeichnen. Als Element dS' wählen wir das Dreieck, gebildet

von den Punkten mit den Koordinaten ic, «/; x -^4^x, y -\- d^y\

X -{- d^Xj y -\- d.2yj so dafs

28*
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dS' == v(^i^^22/ ~ d^xd^y)

ist. Ferner seien die Koordinaten der entsprechenden Punkte für

die Projektion des Kugelelementes X. F; X -{- d^X, Y-\- d^Y]

X + d^Xy Y+d^Y, so dafs

da' = -l~{d,Xd,Y— d^Xd.Y).

Foklich ist

K—^ Xd,Y—d,X d,Y
d^x d^y— d^xd^y

Esi8immd,X^j^diX+^d,y,d^X^j^d^x+j^d^y\i.8.w.,

und führt man diese Werte in die Gleichung für K ein, so wird

dx dy dy ex

Es ist aber X= ^, Y= |, wenn man oj = '|/l+p*+3* setzt;

aus den Gleichungen:

„„ cor

—

jPt.— o^aX -^ <7a; <?X

Tx
~~

w^ ' ^2/

d(o

dY _ ""'-^Jx dY_
dx (o^ ' dy co\

folgt:

^= -1 [co\rt - s^) + CO g {SP - rs) + « |^(.^ -pt)] ,

oder, indem man o —^ = pr + gs, o ^^
= ps + g^ einführt:

Z)*e Krümmung der Fläche in einem Punkte ist also gleich

dem reziproken Werte des Produktes der beiden Hauptkrümmungs-

radien.

319. Bestimmung der Nabelpunkte des Ellipsoides. Als

Anwendung der Theorie in Nr. 317 geben wir die Bestimmung

der Nabelpunkte des Ellipsoide s. Bezeichnen wir die Halbaxen

der Fläche mit q, V^^^^^S Vq' — c' und nehmen dabei h<c

an, so ist die Gleichung des Ellipsoides:

x^ . y^ I

^'

cos-
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Durch Differentiation folgt:

^
, i?^ _ y
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Wenn nun die Koordinaten x, y, z einer Krümmungskurve
angehören, so müssen sie, ebenso wie p und 2, Funktionen
einer Variabelen sein; da nun die Gerade (1) Tangente der
Rückkehrkurve einer developpabelen Fläche, oder was das
Nämliche besagt, die Charakteristik dieser Fläche sein soll,

so ist sie in der beweglichen Ebene enthalten, welche von
dieser Fläche eingehüllt wird. Die Gleichung dieser Ebene
wird also

(2) [(J - X) +i)(^ - .)] + A[(7? - y) + g(g _ ,)] = 0,

wobei X eine Funktion des Parameters oder der Variabelen

ist, von welcher die Koordinaten x^y^z abhängen. Nach der

in Nr. 280 gegebenen Theorie ist die Einhüllende dargestellt

durch die Gleichung (2), zusammen mit derjenigen, die aus

der Differentiation derselben nach dem Parameter hervorgeht.

Diese letztere Gleichung mufs aber durch die Gleichungen (1)
identisch erfüllt werden. Differentiiert man die Gleichung (2),

bezeichnet wieder die Ableitungen nach dem Parameter durch

Accente und läfst dabei das mit X' multiplizierte Glied fort,

welches auf Grund der Gleichungen (1) null ist, so kommt:

Diese Gleichung mufs bei jedem Wert von t, bestehen;

sie zerlegt sich demnach in die beiden:

X -\-pz'= — A(«/'+ ctz'),]

(3)
. , , ,

oder wenn man k eliminiert:

(4)

Dies ist die Gleichung, welche, der Definition nach, für

jeden Punkt einer Krümmungskurve bestehen mufs. Ersetzt

man 0', p',
(i

durch ihre Werte, so erhält sie die Form

(^\ rx'-\-sy
' ^ 8x' ^ty' ^

oder

(6) [(1 + 2^)s - p2<] (||)'+ [(1 + 2^) r - (1+ f)t\ \l

+ b2'--(l+/)s] = 0.
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Die Ableitungen p, q, r, s^ t sind gegebene Funktionen

der Koordinaten x, y, und diese Gleichung ist die Differen-

tialgleichung der Projektionen der Krümmungskurve auf die

a;«/-Ebene.

Hat die quadratische Gleichung (6) zwei reelle Wurzeln,

so gehen durch den fixierten Punkt der Fläche zwei Krüm-

mungskurven. Für einen Nabelpunkt verschwindet jede eckige

Klammer in der Differentialgleichung (6).

321. Die Krümmungsknrven berühren die Hauptnormal-

schnitte. Die Gleichung der beweglichen Ebene, welche wir

betrachtet haben, wird nach der zweiten der Gleichungen (3):

m - ^) +i^a - ^)]^' - [(v - 2/) + ^a - ^)]p=o,

und um die Rückkehrkurve ihrer Enveloppe zu bestimmen,

mufs man diese Gleichung mit den beiden Gleichungen ver-

binden, die aus ihr durch zweimalige Differentiation folgen.

Die erste Differentiation giebt unter Berücksichtigung der

Gleichung (4):

[(I -x)+pit~ 0)]q"- [{ri -y) + qü - ^)]i,"= 0.

Differentiieren wir diese und bezeichnen wir mit ^y denM
Wert eines jeden Gliedes in der Gleichung (4), den wir be-

stimmt, endlich und von null verschieden annehmen, so folgt

indem man die vorhergehenden Gleichungen beachtet, welche,

wenn p'q" — p" q nicht null ist, den Gleichungen der Nor-

malen äquivalent sind:

{i-,-M){p'q"-q'p")^0,
oder

J
_ ^ = Jf

.

Dieser Wert von t, gehört dem Berührungspunkte der

Normalen mit der Rückkehrkurve an. Bezeichnet man mit H
den Teil der Normalen, welcher zwischen diesem Berührungs-

punkte und dem Flächenpunkte enthalten ist, so ist

i? = /(§ - xf + (, - yf + {t- £f,

oder wegen der Gleichungen (1)
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Es ist aber ^ der gemeinsame Wert der Glieder in der

Formel (5), also ist:

Sind a, ß, y die Winkel, welche die Tangente der Krüm-
mungskurve mit den Koordinatenaxen bildet, so ist

x' ti'

cos a cos ß

und die vorige Formel vrird:

.Qv r cos (X -f g co s p scosa + icos|3 yi_|.^2_|_g2

(l+i>''')c08a-|-^grcos|3 pg; cos a -f (1 + 9.^) cos ^ jR

Die beiden in dieser Formel enthaltenen Gleichungen

sind aber genau die nämlichen, welche (Nr. 317) zur Bestim-

mung der Krümmungsradien der beiden Hauptschnitte in

einem Flächenpunkte dienten, und die Werte des Verhält-

nisses von g, welche dieser Relation genügen, bestimmen

die Tangenten der beiden Hauptschnitte. Mithin ist unter

den gemachten Voraussetzungen bewiesen:

Die Krümmungslinien j welche durch jeden PunM einer

gegebenen Fläche gehen ^ berühren in diesem die beiden Haupt-

normalschnitte und schneiden sich folglich unter rechtem Winkel.

Die RücMehrhirve der developpabelen Fläche, welche durch

die Normalen der Fläche längs den Punkten einer Krümmungs-

hurve gebildet wird, ist der geometrische Ort der Krümmungs-

mittelpunkte aller Hauptnormalschnitte, welche die Krümmungs-

kurve berühren.

322. Bemerkungen. Es ist wichtig zu bemerken, dafs

die Krümmungsradien einer Krümmungskurve im Allgemeinen

nicht gleich sind den Krümmungsradien der berührenden Haupt-

schnitte. Bezeichnet q den Krümmungsradius einer Krüm-

mungskurve, den Winkel, den die Richtung dieses Radius

mit der Richtung des Krümmungsradius R des Hauptschnittes

bildet, so ist

Q = B COSÖ,

wie in Nr. 305 gezeigt wurde. Die Gleichheit zwischen q
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und H findet also nur dann statt, wenn die Oskulationsebene

der Krümmungskurve durch die Normale der Fläche geht.

Wir haben die Differentialgleichuug für die Projektionen

der Krümmungskurven einer Fläche auf die iu?/-Ebene erhalten;

die Bestimmung der Gleichung dieser Kurven zwischen den

Koordinaten allein erfordert im Allgemeinen Methoden, welche

den Gegenstand der Integralrechnung bilden. Indessen können

wir auch hier schon einsehen, dafs die Krümmungskurven

zwei Systeme von Kurven bilden, welche man orthogonale

nennt. Diese Linien zerlegen in der That die Fläche in

unendlich kleine Vierecke, bei welchen alle vier Winkel rechte

sind. Die Kurven, denen zwei gegenüberliegende Seiten eines

Vierecks entsprechen, gehören dem einen Systeme von Krüm-

mungskurven an, und die orthogonalen Trajektorien dieser

Kurven bilden das andere System. Aber im Allgemeinen sind

die beiden Krümmungskurven, welche durch den nämlichen

Flächenpunkt gehen, nicht analytisch verschieden: sie sind viel-

mehr nur zwei Zweige derselben Kurve, und nur in beson-

deren Fällen können die beiden Systeme von Krüm&ungs-

kurven durch verschiedene Gleichungen dargestellt werden.

Jede Kurve, welche auf einer Ebene oder auf einer Kugel

gezogen wird, ist als Krümmungskurve dieser Flächen anzu-

sehen.. Im ersten Falle bilden die Normalen, welche durch

die Punkte der beliebigen Kurve gelegt werden, eine Cylinder-

fläche, die abwickelbar ist. Mithin genügt die Kurve der

Definition einer Krümmungskurve. Bei der Kugel schneiden

sich die Normalen im Mittelpunkte und bilden eine Kegel-

fläche, welche ebenfalls abwickelbar ist. Übrigens sieht man
auch, dafs die Gleichung (4) der Krümmungskurven immer

bei einer ebenen oder sphärischen Kurve erfüllt ist. Für eine

ebene Kurve ist

i''=0, 2'=0,
und für eine Kugel

ist:

X -^r'pz' +(0 — s^)p=O und y' + qs' + {z — 2^)q == .

323. Vorbereitende rormeln. Bezeichnet man mit a, /3, y
die Winkel, welche die Tangente einer auf der Fläche ge-
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legenen Kurve C mit den Koordinatenaxen bildet, mit cc^f ßu Yi

die Winkel der Normalen, so ist

ferner

cos cc. cos ß,

^ cos y^ ' ^ cos y^

cos a cos ß cos y

Die Gleichung der Krümmungskurven

wird demnach, wenn C eine Krümmungskurve ist:

cos y^ (cos aj' — COS a^ (cos yj' cos y^ (cos ßj' — cos ß^ (cos y^)'

cos a cos y^ — cos «^ cos y cos ß cos y^ — cos y cos ß^

oder:

(1) (cos ß cos 7i
— cos y cos

|3i)
(cos «j)'

+ (cos y cos «1 — cos « cos 7i)(cos ß^J

+ (cos a cos ß^ — cos ß cos ai)(cos yj' = 0.

Andererseits ist

cos a (cos «^y + cos ß (cos /SJ' + cos 7 (cos yj' = 0,

cos'"' «1 + cos^
/3i + cos''* 7i = 1,

und hieraus folgt durch Differentiation:

cos «1 (cos «i)' + cos /3i(cos|3,y + cos ^^^ (cos t/^)'
== 0.

Verbindet man diese letzte Identität mit der Gleichung (1),

so erhält man

^ '^ cos a cos
ip

cos y

Damit also eine auf einer Fläche gegebene Kurve Krüm-

mungskurve dieser Fläche sei, ist notwendig und hinreichend,

dafs die Tangente der Kurve in jedem Funkte parallel der

Geraden ist, welche mit den Koordinatenaxen Winkel bildet,

deren Kosinus proportional sind den Ableitungen

(cos«J, (cosftX, (cosyj.
Wir setzen:

(3) dö^ =V{d cos a,y + {d cos ß^f + {d cos y^f ,

indem wir die Voraussetzungen (Kap. IX § 3, Forderung ^)
als erfüllt ansehen, welche bei der Definition dieser Gröfse

gemacht wurden, und bestimmen drei Winkel ^p^, ^i, %^ durch

die Gleichungen:
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Ist die gegebene Kurve C eine Krümmungskurve, so werden

die Normalen in ihren verschiedenen Punkten Tangenten einer

Kurve Cj. Dann ist d^^ der Kontingenzwinkel dieser Kurve

und 9?i, 1^1, %i sind die Winkel, welche ihre Hauptnormale

mit den Axen bildet. In allen Fällen ist die Richtung, welche

durch die Winkel g?i, ^j, x^ bestimmt wird, senkrecht zur

Flächennormale, also in der Tangentenebene gelegen. Denn

die Gleichung

cos^«! + cos^/3i + cos^7i == 1,

giebt durch Differentiation

cos «1 cos 9i + cos ßi cos -ipj^ + cos y^ cos
;ti
= Ö-

Sind noch /t^, ^tj, v^ die Winkel, welche eine zur Flächen-

normale und zu der Richtung (cpuil^iy %i) senkrechte Gerade

mit den Axen bildet, so sind die Kosinus der Winkel 9>i , ^i , %i

,

welche proportional zu dcosaj, dcosß^, dcosy^^ sind, auch

proportional nach Nr. 273 zu dcosX^, dcos^^j dcosv^. Setzt

man also, indem man die Forderung © des § 4 Kap. IX als

erfüllt ansieht, die bei der Definition von dvj^ zu stellen ist,

(5) dr^ = "/(cos XJ'^ + (cos ^ij^ + (cos vj^
,

so ist

Wir bezeichnen nun allgemein mit cj den Winkel zwischen

der Tangente der gegebenen Kurve (7und der Richtung (qp,, ifj^, x^) ;

mit den Winkel, welchen die Flächennormale mit der Osku-

lationsebene der Kurve C bildet. Ferner seien für diese Kurve,

nach unserer früheren Bezeichnung, (p, if^, X "^^^ ^? f*?
'^ ^i®

Winkel, welche von der Hauptnormale und der Binormale mit

den Koordinatenaxen gebildet werden, dö und dt die Kon-

tingenzwinkel der ersten und der zweiten Krümmung. Die

Geraden, welche mit den Koordinatenaxen die Winkel

«i; A, y,,

17 rn^1.
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bilden, bestimmen ein recbtwinkliges System, und die Kosinus

der Winkel, welche mit diesen Geraden von der Tangente,

der Hauptnormale und der Binormale der gegebenen Kurve

gebildet werden, sind bezüglich

0, cos CO, sin 03,

cosG, +si^^^^^^? + sin cos 03,

sinG, +cosesino3, + cosÖ cos 03.

Da man von den unteren Zeichen zu den oberen über-

gehen kann, indem man co in (o-\- % verwandelt, d. h. an Stelle

der anfänglich für die Tangente der Kurve gewählten Rich-

tung die entgegengesetzte einführt, so behalten wir nur die

oberen Zeichen bei; man erhält alsdann die folgenden Glei-

chungen:

cos a cos ^1 + cos ß cos ß^^
-\- cos y cos y^ = 0,

(7) I
cos« cosqpj + cos/3 cosz^i + cosj^ cos^i = COSO),

cos« cos Aj + cos/3 cosf^i + cosy cosv^ == sino;

' cos 9? cos «1 + cosi/^ cos ß^ + cos X cos y, = cos e,

(8) I
C0S9? cos9?i + cosi/; cosi/'i + cos% cos;iji = sine sino),

cosg? cos Xi + cos^ cos/t^i + cos % cosi/j = — sinGcos«;

' cos X cos«! + cosft cos/3i + cosi/ cos^i == sine,

(9) I
cos A cosg)i + cosft cosi/^i + cosv cos;ti = — cosesin»,

cos A cos Ai + cos ft cos ^^ + cos v cos i^i =+ cos e cos (O.

DifiFerentiiert man die erste und dritte der Gleichungen (7),

ferner die erste der Gleichungen (8), und benutzt man dabei

die Formeln der Nr. 274, so folgt, indem man alle vorher-

gehenden Gleichungen berücksichtigt:

(10) cos G) döi + cos e ri(7 == 0,

(11) dt^ == dco + sin.e da,

(12) dt = de + sin codöij

und wegen Gleichung (10) ergiebt die Gleichung (12)

(13) dt = de — cos e tang co dö.

324. Kriterium dafür, dafs eine Kurve Krümmungs-

kurve ist. Die letzten vier Gleichungen beziehen sich auf

eine beliebige auf der Fläche gelegene Kurve. Die Bedingung



Kurven auf Flächen. Flächenfamilien. 445

für eine Krümmungskurve ist sin = 05 diese Bedingung wird

also nacli Gleicliung (13)

dr = dQy

und dies ergiebt den bemerkenswerten Satz von Lancret:

Satz L Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür

^

dafs eine auf einer Fläche gelegene Kurve Krümmungskurve der

Fläche ist, besteht darin, dafs das Differential des Torsions-

winkels der Kurve gleich dem Differentiale des Winkels ist, den

die Oskulationsehene mit der Flächennormalen bildet.

Ist insbesondere dt == 0, so folgt, dafs dQ = 0, also

e = Konst. ist, und umgekehrt. Man hat demnach den

Folgesatz. Die notwendige und hinreichende Bedingung

dafür, dafs eine ebene auf der Fläche verlaufende Kurve Krüm-

mungskurve ist, besteht darin j dafs die Ebene der Kurve die

Fläche überall unter gleichem Winkel schneidet.

Ist die gegebene Kurve eine ebene Krümmungskurve der

Fläche, so hat man sinco = 0, d(x) = und dQ == 0. Folglich

ergeben die Gleichungen (10) und (11) durch Division:

3—^ = — tanff = Konst.

und man erhält den

Satz IL Wenn die Krümmungskurve einer Fläche eben ist,

so bilden die Flächennormalen in den Punkten dieser Kurve eine

developpabele Fläche, deren Rückkehrkurve die Eigenschaft hat,

dafs ihre beiden Krümmungen ein konstantes Verhältnis haben.

Diese Rückkehrkurve ist folglich eine Schraubenlinie auf einer

allgemeinen Cylinderfläche (Nr. 298),

325. Kriterium dafür, dafs die Schnittkurve zweier

Flächen Krümmungskurve für beide Flächen ist. Wir be-

trachten jetzt eine Kurve, welche den Schnitt zweier Flächen

bildet. Nach der Gleichung (13) in Nr. 323 ist:

dt == dQ — cos 9 tang cd da,

dt = dQ^— cos Gl tang Ol (^(?,

wenn man mit B^ und co^ die Gröfsen auf der zweiten Fläche

bezeichnet; hieraus folgt:

d(ß — 9i) = (cos 9i tang Oj — cos 9 tang co) da.
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Die Winkel und G^ liegen in der nämlichen Ebene und

werden in demselben Sinne gerechnet, nämlich von der Haupt-

normale der gegebenen Kurve an. Mithin drückt die Differenz

01 — den Winkel aus, den die beiden Flächen mit einander

bilden. Andererseits ist

sin (o == oder •sin o^ ==

die Bedingung dafür, dafs die betrachtete Kurve eine Krüm-

mungskurve der ersten oder der zweiten Fläche ist. Man hat

demnach den

Satz HL Wenn die Schnittkurve zweier Flächen Krüm-
mungskurve für jede der beiden Flächen ist^ so müssen sich die

Flächen überall unter gleichem Winkel schneiden. Und um-

gekehrt: Wenn zwei Flächen sich überall unter gleichem Winkel

schneiden^ und die Schnittlinie ist eine Krümmungskurve der einen

Fläche, so ist sie auch Krümmungskurve der andern Fläche.

Da eine ebene oder sphärische Kurve stets Krümmungs-

kurve der Ebene oder der Kugel ist, auf welcher sie liegt,

so erhält man den Folgesatz, welcher denjenigen des Satzes I

(Nr. 324) umfafst.

Folgesatz. Damit eine auf einer Fläche gelegene ebene

oder sphärische Kurve Krümmungskurve der Fläche ist, ist

notwendig und hinreichend, dafs die Ebene oder die Kugel,

welche die Kurve enthält, die Fläche überall unter gleichem

Winkel schneidet.

Die Tangentenebenen einer developpabelen Fläche bilden

überall mit der Fläche den Winkel null, und enthalten die

geradlinige Erzeugende. Mithin besteht der

Folgesatz. Die Erzeugenden einer developpabelen Fläche

sind Krümmungskurven von ihr.

326. Andere Herleitung des letzten Kriteriums. Man

kann den Satz III auch leicht beweisen, ohne auf die Glei-

chungen in Nr. 323 zurückzugehen. Betrachtet man zwei

Flächen, für welche bezüglich

dz = pdx -{- q dy, dz =^ p^dx -{ q^ dy

ist, so gelten diese beiden Gleichungen zugleich für die Schnitt-

kurve der Flächen; es ist also
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^' ^ y' ^ ^'

^i
a— ^i Pi—P q.Pi—cLiP

Setzen wir

x' -^ pz' __ p y' + g,z' _ ^

P.' - ^' "^'~ --^^^

so ist:

Pp' = x'+ pz' = [ö — 2i) + JP toi — ^ii>)]^

= b(i +m + m) - ^i (1 + P' + 3^)] A,

Ö2' == 2/' + ^^' == [(A — -P) + ^ toi — ^iP)]^

Setzt man also

so ist

aF ^gT
^

^P XyYTJTj—i (1 + ^^ + g^)^

'

dV^ — Pj)'

also

und ebenso

also durch Addition:

;iy'i +i)« + 2' yi^Ti^ -f¥i'

Aus dieser Formel erkennt man, dafs wenn zwei der

Gröfsen

null sind, die dritte ebenfalls null wird, womit der zu be-

weisende Satz ausgesprochen ist.
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327. Die Ebene und die Kugel sind die einzigen Fläclien,

deren sämtliclie Punkte Nabelpunkte sind. Bezeichnet man

mit X, F, Z die Kosinus der Winkel, welche die Normale

einer Fläche mit den Koordinatenaxen bildet, so ist

also:

^^ (1+^2 + 3«)!"' ^2/ (i + ^^ + 3'O*'

a^""
(i + ^^ + 2'^)i ' ^2/ (i + p'^+3^)^

Die Gleichungen
r s t

welche die Nabelpunkte einer Fläche bestimmen, sind also

äquivalent mit den folgenden:

U) Jy~~ ' dx~^' dx dy

Mit Hilfe dieser Gleichungen ist es leicht, zu beweisen,

dafs die Kugel die einzige Fläche ist, bei welcher jeder Punkt

ein Nabelpunkt ist. Denn für solch eine Fläche müssen diese

Gleichungen in jedem Punkte gelten. Die ersten beiden

drücken aus, dais X unabhängig von y^ und Y unabhängig

von X ist; also dafs X nur von x allein, Y nur von y allein

abhängt. Da aber die beiden Ableitungen ^ und -^ ein-

ander gleich sind, so mufs ihr Wert notwendig eine Konstante

sein;
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X. Y
Da nun die Werte von p und q gleich ^ und ^

sind, so ergiebt die Gleichung d^ = pdx + qdy

(2) dz==— '^^""^o)<^^ + (2/ — 2/o)<^2/

Die rechte Seite dieser Gleichung ist das totale Differen-

tial von ]/a^ — {x — iTo)^ — {y — «/q)^ ; bezeichnet man also mit

^Q eine neue Konstante, so hat man

z — z^==ya^ — {x — x^f — {y — y^f.
oder

(3) (x-x,f-^{y-y,y + {z-z,r^a\

was die allgemeine Gleichung einer Kugel ist. Der besondere

Wert — = liefert bei der Integration die Gleichung einer

Ebene.

§ 5, Dreifach unendliche Scharen Ton orthogonalen

Flächen.

328. Bedingung für die Orthogonalität einer dreifach,

unendlichen Flächenschar. Es seien Xy y^ z rechtwinklige

Koordinaten, A, ft, v drei variabele Parameter, fuf^yf^ ge-

gebene Funktionen. Jede der Gleichungen

(1) ^ = /i(^; y,^), ?* = U{^j y,^), ^ = f-ii^, y, ^)

stellt dann ein System von Flächen dar, und diese drei bilden

ein dreifaches Flächensystem. Sind die drei Gleichungen nach

a?, 2/, z aufgelöst gegeben, derart, dafs

(2) x = F,{k,^,v), y = F^{k,ii,v), z = F,(X,^,v),

so sind die verschiedenen Punkte des Raumes durch die drei

Variabelen A, /w-, v dargestellt, die man dann allgemein als die

krummlinigen Koordinaten eines Punktes bezeichnet.

Von besonderer Bedeutung ist der Fall, dafs jede Fläche

eines jeden Systemes von allen Flächen der anderen beiden

Systeme überall rechtwinklig geschnitten wird. Das dreifache

System heifst dann ein orthogonales.

Serret, Diff.- u. rntegral-Kechnung. I. 2. Aufl. 29
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Wir setzen:

(3)

Die Normalen der drei Fläclien in einem Punkte (x, i/, z)

bilden mit den Koordinatenaxen Winkel, deren Kosinus be-

züglich sind:

1 dl

L ex'
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wobei K den Wert -^ hat. Ferner ist ersichtlich, dafs die

Summe null erhalten wird, wenn man die drei Gröfsen

(^fe) ^(^fe)

(6)

dz dy ^

dx dz '

dy dx

addiert, nachdem man sie zuvor bezüglich mit 0^, 0^, V-° ox^ dy^ dz
multipliziert hat. Gemäfs den Gleichungen (5) ist also:

dxldzKdzdx dxdz) dy\dxdy dy dx/J

"^ dyldxKdxdy dy dxl dz \dy dz dz dy/J

4-^r— Z'— ^—— ^) ^/^ ^ _ ^ ^J^'il _n
'^dzldy\dydz dz dy) dx\dz dx dxdz/J"^'

Führt man die Differentiationen aus und addiert man zu
der erhaltenen Gleichung die beiden letzten der Gleichungen (4),

nachdem man diese bezüglich mit

(dn dn dn\ , , /^v , av , ^V\

multipliziert hat, so folgt:

gj»;rgz_gv_ a;^_a^ gx gy d^i dn _dji dn dfi dn i
dxldx dx"" '^dydxdy'^dzdxdz dx do^" dydxdy dz dxdzl

4-gi:rgA_J>__Lg^^^V g^ ^V dji dn dyi, dn d(i dn i

dyldxdxdy~^dy dy^ ^dzdydz dxdxdy dy dy'' dzdydzi
gj;rgA jv_ gx_g^ gx gy _ g^ sn dfi dn dji dni ^dzidxdxdz'^dydydz'^dz dz'' dxdxdz dydydz dz dz^ J

Aus dieser Gleichung kann man die Ableitungen zweiter

Ordnung der Funktion ^ entfernen. Zu dem Zwecke differen-

tiiert man die erste der Gleichungen (4) nach jeder Variabelen

X, y, 0, so wird:

29*
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dl a> H gy ,

cX gy ^ dfi dn
d^Tx^ "^ dy dxdy~^ dz dxdz dx dx'

dX_ gy ,
cX^^

dx dxdy'^'dy dy'

n j^ , gi
dx dxdz"^ dy cyd

dl gy ^_ gj^ dn
g^ dycz

o^fi ,dl^ _g>

V dxci

dfi dn

dj^ dn _ g^ dn
dy dxdy

dji dn
dy dy''

du, dn
dx dxdz

dz
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d II d fi d {i

dx dy __ dz

wird, und hierbei sind % S5, ß bekannte Funktionen der ersten

und zweiten Ableitungen der Funktion L Man hat demnach

(10) h'£^%, J?g = S5, Ä|f = 6-

Die Elimination von ^ läfst sich nun auf demselben

Wege, wie vorhin die Elimination von v vollziehen. Addiert

man die drei Gröfsen

(^H) ^(^If)
dz dy ^

dx dz '

\ 0x1 \ dyi

dy dx ^

nachdem man sie bezüglich mit p-^, ö-^, ^ multipliziert

hat, so erhält man eine identisch verschwindende Summe,

und folglich hat man, vermittelst der Gleichungen (10):

(11) ^S-g)+«g-S)+^(l|-S)=o-
Diese Gleichung enthält nur die Ableitungen erster,

zweiter und dritter Ordnung der Funktion A, und folglich

gilt der Satz:

Boll die Gleichung X = f{x, y, £) ein Flächensystem dar-

stellen, welches einem dreifach orthogonalen Systeme angehört, so

mufs die Funhtion A einer bestimmten partiellen Differential-

gleichung dritter Ordnung genügen.

330. Andere Form der Orthogonalitätsbedingung. Wählt

man zu unabhängigen Yariabelen die Parameter A, ft, v eines

dreifach orthogonalen Systems, so lassen sich die partiellen

Ableitungen von x, y, in Bezug auf A, ft, v sehr leicht

durch die partiellen Ableitungen von A, fi, v in Bezug auf

X, y, 2 ausdrücken. Ersetzt man nämlich in der Gleichung
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7 dx 7, ,
dx 7 ,

dx j

dXj d^j dv durch ihre Werte

>r- dxA- 1^ dy -\- -t^- dz ,

dx ' <^2/ a,^

so folgt, indem man beiderseits die Koeffizienten von dx, dy, dz

einander gleich setzt:

- dx dl
,
dx dfi . dx dv

'^Hd^'^dlii'd'x'^^^^'

=: 1:1 ^^ A. 'LH ^^ 4^

dv dx

dx dv

dv dy

dx dv

dv dz

Addiert man diese Gleichungen, nachdem man sie be-

dX dx dX p .^ d fi d (i d[i

=

dx dx

dX dy

dx dx

dx dfi

dii dy

dx d fi

dx dz ^ dfi dz ' ^'"

dz
und endlichzüfflich mit 0— , 7^ , t^- , ferner mit ^ , ^° dx' cy' cz ' dx^ d

^

mit ö~? ^> ä^ multipliziert hat, so folgt mit Benutzung

der Gleichungen (3) und (4):

^_r2^ ^ _ 7U-2 ?-^
dx~ dX' dx~'-^^ d\i'

Auf dieselbe Weise findet man:

dy~ dX' dy d\i'

(12)

(13)
ay~ = iV2

(14) g=i^ d\i

dJ
M'

cz dv

dz

cz

ov

d^ _
dX^ dz ^^ diL^

Aus diesen Gleichungen folgt in Verbindung mit den

Gleichungen (3) und (4):

1 __ (^A^^ßjiy.idjy7" \dx) '^\dx) '^KdxJ

'

(15) w

16)

W \d\i} '^\d\i) '^Vciil '

< N^ \dv/ "^ \cvJ
"*"

Vövl '

dX dii'^ dX d[i'^ dX d(i '

0,

0.
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331. Berechimiig der zweiten Differentialquotienten bei

einer orthogonalen Schar. Die Gleichungen (15) und (16)

enthalten einfach die Relationen^ welche zwischen den Kosinus

der Winkel bestehen, die drei rechtwinklige Richtungen mit

den Koordinatenaxen bilden; durch Differentiation kann man
aus ihnen eine grofse Zahl anderer Relationen ableiten, die

ebenfalls Eigenschaften orthogonaler Systeme ausdrücken.

Diese Untersuchung bietet keinerlei Schwierigkeiten und führt

zu wichtigen Resultaten. Um aber die Grenzen, welche ich

mir gesteckt habe, nicht zu überschreiten, beschränke ich

mich darauf, hier nur die Formeln anzugeben, welche die

Ableitungen
C^X C^X C'^X

dldfi' dld^^ dJWv'"
in Funktion der Ableitungen erster Ordnung der Variabelen

X, y, s und der Gröfsen Ly M, N liefern.

Zu dem Zwecke differentiieren wir die erste der Glei-

chungen (15) nach ^i und die zweite nach A, so wird

dx c^x ,dy d^y _, dz d^z 1 dlogL
dX dldiL •" dl Ud^ "^ dl Wd^ ~ ~ L' ~d~ii '

Differentiiert man ferner die Gleichungen (16) nach v, A, [t

bezüglich, addiert die beiden letzten der so erhaltenen Glei-

chungen und subtrahiert davon die erste, so folgt:

dy d^y . dz d^

z

dv dldii dv dldfib ' dv dld^

Wenn man nun die drei zuletzt aufgeschriebenen

Gleichungen addiert, nachdem man sie zuvor bezüglich mit
dl dfi dv p ., dl dfi dv ,,. , ., dl da dv
ä^ > ^— >

^- > lerner mit 77-
, ^ , ^- , endlich mit ^r- , ^ , ^^dx^ dx^ dx^ dy' dy* dy* dz ' dz ' dz

multipliziert hat, so wird, mit Rücksicht auf die Glei-

chungen (12) bis (14):

d^x dlogL dx dlogM dx

(17)

dldfi dfi dl dl dii'

d^y dlogL dy dlogM dy
dldfi d(i dl dl~~ Wfi

*

d^z dlogL dz d logM dz
^ dldfi dfi dl dl d(i'
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Diese Gleichungen ergeben durch Änderung der Buch-

staben auch die Werte der sechs übrigen Ableitungen:

o'^x
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333. Lamesche Koordinaten. Unter den dreifach ortho-

gonalen Flächensystemen ist vor allem dasjenige bemerkens-

wert, welches von koüfokalen Flächen zweiter Ordnung ge-

bildet wird. Die Gleichungen dieser Flächen sind:

(1)
^ ,

y^ ^' ^ ^

X
\ yü 2,a _ ys 1,

h und c sind gegebene Gröfsen; wir nehmen & < c an. Die

Zahlen A, ^i, v heifsen die Lameschen Koordinaten der Punkte

des Raumes.

Giebt man dem Parameter X^ Werte gröfser als c^, dem

Parameter [i^ Werte zwischen Iß und c^, endlich dem Para-

meter v^ Werte kleiner als h^j so stellt die erste Gleichung

Ellipsoide, die zweite einschalige Hyperboloide, die dritte

zweischalige Hyperboloide dar. Alle diese Flächen sind kon-

zentrisch und ihre Hauptschnitte haben dieselben Brennpunkte;

man nennt sie daher konfokal.

Da die Gleichungen (1) vom ersten Grade in Bezug auf

x^j 2/^ ^^ sind, so ist es leicht, sie aufzulösen. Man gelangt

dazu am raschesten auf folgendem Wege. Ordnet man die

erste Gleichung nach Potenzen von A^, so wird

(2) A« — k\l^ + c^ + ^2 ^ 2/' + ^^)

+ X^Wc" + (W -f c^) x" + c'y' + h'0'] — ¥c'x' = 0.

Da die beiden folgenden Gleichungen sich aus der ersten

ableiten lassen, indem man A* mit fi^ oder mit v^ vertauscht,

so besitzt die Gleichung (2), welche vom dritten Grade in

Bezug auf A^ ist, die drei Wurzeln A^, ^^, v^-, folglich ist

I

A^ + ft^ -f v^ = x' + ^' + ^' + J^' + c^

(3) AV' + f^'v^ + vn' = hh^ + (h^+ c') x'+ c^y^ + l^z\

\ x'^'v^ = h'c'xi

Die letzte Gleichung giebt den Wert von x^. Die Glei-

chungen (1) ändern sich aber nicht, wenn man die Buchstaben

X und y vertauscht, und gleichzeitig A^, ^^, v^ durch A^ — 2>^,
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fi^ — b^f v^ — h^j ferner ¥ und e^ durch — h^ und c^ — h^ er-

setzt; die nämlichen Gleichungen ändern sich auch nicht,

wenn man x^ und 0^ vertauscht und dabei A^, ^i^, v^ durch

A^ — c^, ^2 — e, 1/2 — c^ und &2 und c^ durch — (c^ — 6^) und
— (^ ersetzt. Man kann also auch die nämlichen Ver-

tauschungen in den Gleichungen (3) vollziehen, und die letzte

von ihnen ergiebt dann:

{p - &2) (^[1^— &2) (^2_ ^2) _ ^2(^2 _ ^2) ^2^

(^2_ c2) (C^ _ ^2) (^2 _ ^,2) _ ^.2(^2 _ 2,2) ^2^

Man erhält demnach:

(4)

i?)

hc

b'Vb^ — v^

Die Gröfsen v^ Yh'^— v^, Y^^ — b^ und j/c'^ — ^^ gehen

auch durch den Wert null hindurch; man kann daher an-

nehmen, dafs sie ihr Zeichen wechseln, und dies ist notwendig,

damit die Gleichungen alle Punkte des Raumes enthalten.

Die Schwierigkeit, welche aus der Zweideutigkeit der Vor-

zeichen hervorgehen kann, läfst sich vermeiden, wenn man
zwei Winkel ^ und q) einführt, derart, dafs

V = h cos ^ , Y^^— v'^ = b sin tjj
,

Yii' — b' = Yc' - V' cos (p , l/c^

Aus den Gleichungen (5) folgt:

czdx [hv dy l^ii' — 6* y&

dx Xv cy ii,yt^ h^Vb'

fx,^ = j/c^ — W sin cp-

dx
CV bc* CV byc^—b^yb^^~v^'' ^^

? dz _ vyx^—c'yc^—ii^
" ~

cyc^^^b^yc^^^^^

'

und man bestätigt unmittelbar durch diese Gleichungen, dafs

das konfokale System in der That ein dreifach orthogonales ist.
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334. Eine dreifach unendliche Schar von Kugeln. Die

Gleichungen (1) stellen auch dann noch ein dreifach ortho-

gonales System dar, wenn man Xj y, z^ K ersetzt durch

— , — , — , — , wobei £ eine Konstante ist. Weun man nash

dieser Substitution £= macht, so werden die Gleiohangen (1) :

f
^'^ + ^^ + ^^ = A%

(ö) yj' + ^'

V'
52 _ y-.

= 0.e — V'

Dieses neue System wird gebildet von einem Systeme

konzentrischer Kugeln und zwei Systemen von Kegeln zweiter

Ordnung, deren Scheitel im Mittelpunkte der Kugeln liegen.

Macht man in den Gleichungen (5) die nämliche Substitution,

so folgt:

(T)

~bc

xVfi-^
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durch V^ertauschung von X mit ft und v ableiten lassen. So

gewinnt man ein neues dreifach orthogonales und konfokales

System, nämlich:

il + ^F— 7)
"
= ^ + '^?

4^ 4(c — ft)
' '

'

— y^ ^'''

1

— 4 V — 4 (v — c)
'

Ist die Konstante c positiv, so stellt die erste Gleichung,

wenn man X die Werte von c bis + oo beilegt, elliptische

Paraboloide dar; giebt man ^ die Werte von bis c, so liefert

die zweite Gleichung hyperbolische Paraboloide, und endlich

giebt die dritte Gleichung ein neues System von elliptischen

Paraboloiden, wenn man der Gröfse v irgend welche negative

Werte erteilt. Die beiden letzten Gleichungen gehen aus der

ersten durch Vertauschung von A mit ^ und v hervor; ordnet

man diese nach A, so kommt

Man hat demnach

X -{- ^ -\- V = C Xy

X^ + iiv -\- vX = —
^^—

J--- + ex

Xav = —
,

und hieraus:

(9)

= c — X — fA

z = 2 1
/^^ — c){c - fi) (c -- v)

^

Auch kann man leicht mittels dieser Formeln bestätigen, dafs

das System in der That orthogonal ist.

§ 6. Die Krümmungskurven des Ellipsoides.

336. Darstellung der Krümmungskurven mit Hülfe der

dreifach unendlichen Schar von konfokalen Flächen zweiter

Ordnung. Das Ellipsoid sei dargestellt durch die Gleichung
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und seine Halbaxen haben die bestimmten Werte A, yA^— &^,

j/X^^^c^. Nach dem Dupinschen Satze kennen wir seine

Krümmungskurven. Denn ist ^^ ein variabeler Parameter

zwischen ¥ und c% so bestimmen die einschaligen Hyper-

boloide, deren Wert

^ I V
2 1" ^'2_ ^2

1
(2)

ist, auf dem Ellipsoide ein erstes System von Krümmungs-

kurven; desgleichen sind die Krümmungskurven des anderen

Systemes die Durchschnitte des Ellipsoides mit den zwei-

schaligen Hyperboloiden:

(3) V — v''
1,

wenn r^ ein variabeler Parameter kleiner als b^ ist.

Man erhält die Gleichungen für die Projektionen der

Krümmungskurven auf die Hauptebenen der Fläche, wenn

man nach einander 0^, t/^, x^ zwischen den Gleichungen (1) und

jeder der Gleichungen (2) oder (3) eliminiert. Auf diese Weise

findet man für das erste System:

- c^ j
{c^ — V')y''

(4)

+

+

{X"- — h') (ft^ — h^)

(c^ - h') z'

{X^ — c^) {&'
= 1,

+(^2 _ &2) (^2 _ ^2) 1 (p

und für das zweite:

c'x^' je' — b')y^

PV^ (1'^ —1)') (&2 _ ^2)

(5)

c^) (c'

= 1,

(.^)

- 1

'

Vv'' • (t' — c') (c' — v')

+ ^ = 1;
{V — feo (&' — '^') (^' — c') (c' — v'O

A^ bedeutet hierbei stets einen festen Wert-, f*
und v sind

veränderlich.

Die Krümmungskurven beider Systeme projizieren sich

also auf die a;^- Ebene, welche die Ebene der gröfsten und
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der kleinsten Axe ist, als Ellipsen. In der Ebene xy sowohl,

wie in der Ebene yg, welche beide die mittlere Axe des Ellip-

soides enthalten, projizieren sich dagegen die Kurven des

einen Systems als Ellipsen, die des anderen als Hyperbeln.

337. Monges Konstruktion der Krümmungskurven. Monge

hat eine äufserst einfache Konstruktion angegeben, um die

Projektionen der Krümmungskurven des Ellipsoides in den

Hauptebenen darzustellen. Betrachten wir z. B. die Projek-

tionen auf die rrt/-Ebene, welche die Ebene der gröfsten und

der mittleren Axe ist. Werden die Längen der Halbaxen

einer Ellipse, welche die Projektion einer Krümmungskurve

des ersten Systems bildet, mit x^ und y^ bezeichnet, so ist

nach den Gleichungen (4)

also folgt durch Elimination von ft:

Bezeichnen x^ und
^/i

die Halbaxen der Hyperbel, nach

welcher sich eine Krümmungskurve des zweiten Systems pro-

jiziert, so hat man ebenso nach den Gleichungen (5):

also

Betrachten wir x^ und y^ als Koordinaten, so stellen die

letzten beiden Gleichungen eine Hyperbel und eine Ellipse

dar, die den nämlichen Mittelpunkt haben wie das Ellipsoid,

und deren Axen mit den Axen der Projektionen der Krüm-

mungskurven zusammenfallen. Monge hat diese Kurven die

Hülfshyperbel und -Ellipse genannt (hyperbole et ellipse

auxiliaire). Hat man diese konstruiert, und wählt man die

Koordinaten eines jeden Punktes der ersten Kurve zu Halb-

axen einer Keihe von Ellipsen, die Koordinaten eines jeden

Punktes der zweiten zu Halbaxen einer Reihe von Hyperbeln^

so hat man die Projektionen der beiden Systeme von Krüm-

mungskurven in der xy-^h^nQ.
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Macht man y^ = 0, so ergeben die beiden Gleichungen (6)

und (7):

,
hl

Diese Abscissen gehören zu den Nabelpunkten (Nr. 319);

die gemeinsamen Scheitel der Hülfshyperbel und -Ellipse sind

also die Projektionen der Nabelpunkte auf die xy-^hene.

Diese Scheitel liegen immer im Innern des Hauptschnittes,

denn da der Annahme nach h kleiner ist als c, so ist die
TL J

Gröfse — kleiner als die halbe gröfste Axe A des Ellipsoides.

Wird fi^ = h^ gesetzt, so hat die Ellipse, welche die Pro-

jektion einer Linie des ersten Systems bildet, zur grofsen Axe
die gemeinsame Axe der Hülfsellipse und -Hyperbel, und

ihre kleine Axe ist null. Die Ellipse fällt also mit der x-Axe

zusammen, und hieraus folgt, dafs die in der X2 gelegene

Hauptellipse eine Krümmungskurve ist. Wächst ft^ von V bis

c^j so wachsen die beiden Axen der Ellipse. Für ^^= c^ fällt

die Ellipse mit der Hauptellipse in der ici/-Ebene zusammen,

welche mithin ebenfalls eine Krümmungskurve ist. Da die

Variabele ^^ nicht gröfsere Werte annimmt als c^, so ist die

Hülfshyperbel nur bis zu den Punkten zu nehmen, wo sie

von den Tangenten der Hauptellipse, welche den Axen parallel

sind, geschnitten wird.

Die Krümmungslinien des zweiten Systemes haben als Pro-

jektionen die Gleichungen (5). Ist v^= b^, so hat die Hyperbel

in der a;?/-Ebene zur transversalen Axe die gemeinsame Axe der

Hülfshyperbel und -Ellipse. Die andere Axe ist null und die

Kurve reduziert sich auf die geraden Strecken, welche zwischen

den Nabelpunkten und der Hauptellipse enthalten sind. Nimmt
v^ von seinem Maximalwert h^ ab bis zum Wert null, so wird

die transversale Axe kleiner, und die nicht transversale wächst.

Die erstere wird null für v^ = 0, die Hyperbel reduziert sich

also auf die y-Axe, und hieraus folgt, dafs auch der dritte

Hauptschnitt des Ellipsoides in der ys-Ehene eine Krüm-

mungskurve ist.

Alle Ellipsen und Hyperbeln in der xy-Ehene kehren

ihre konkave Seite nach den beiden Punkten, welche die Pro-



464 Zehntes Kapitel.

jektionen der Nabelpunkte sind. Die Krümmungskurven um-

schliefsen diese vier Punkte, die einen von der einen, die

anderen von der anderen Seite; je mehr sie sich ihnen nähern,

um so enger ziehen sie sich zusammen, und v^enn sie sie er-

reicht haben, fallen sie mit der Hauptellipse, auf welcher die

Nabelpunkte liegen, zusammen.

338. Fortsetzung. Alle Krümmungskurven des Ellip-

soides projizieren sich in die Ebene der gröfsten und der

kleinsten Axe als Ellipsen. Um diese Projektionen zu kon-

struieren, genügt die Anvrendung einer einzigen Hülfsellipse.

Denn bezeichnen wir mit x^ und 2^ die Halbaxen einer

Ellipse, welche die Projektion einer Krümmungskurve bildet,

so hat man:

2 - r^ 7^_. ^ ' — r— ft.

oder
h

Die Elimination von ft^ oder v^ ergiebt:

^'^l'_..2 {c'-h')S,' ^^^ _

(9\
^^^^'

_i_
(c' — ?>-)^i° ^ i

Für die Linien der einen Krümmung hat man:

li^>h'', also x,>k, 0,<yi^— c\

und für die der anderen:

1/2 < h^^ also ^1 < A , 0^> |/F^^.

Es genügt den Quadranten der Hülfsellipse zu betrachten,

welcher zu positiven Werten von x und 2 gehört. Dann sieht

man, dafs die Gerade iCj = A, welche die Hauptellipse berührt,

den Quadranten der Hülfsellipse in zwei Teile teilt, von denen

der eine den Kurven der ersten Krümmung, der andere denen

der zweiten entspricht. Die Scheitel der Hülfsellipse sind

Die Geraden, welche diese Scheitel paarweise verbinden,

bilden einen Rhombus, dessen Seiten die Gleichungen haben
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und also (Nr. 319) durch die Nabelpunkte hindurchgehen.

Eliminiert man x zwischen dieser Gleichung und den Glei-

chungen der Projektionen der Krümmungskurven, nämlich

so folgt;

cYc'— b' J

Da diese Gleichung zwei gleiche Wurzeln hat, so sieht

man, dafs die Projektionen aller Krümmungskurven die vier

Seiten dieses Rhombus berühren; sie sind demselben also

eingeschrieben. Hieraus folgt, dafs die vier Punkte, in denen

die Seiten dieses Rhombus die in der a?^-Ebene gelegene

Hauptellipse berühren, die Nabelpunkte sind. Denn wir haben

gesehen, dafs diese Hauptellipse eine Krümmungskurve ist

und dafs sie auch die Nabelpunkte enthält.

339. Differentialgleichimg der Krümmungskurven. Um
die Differentialgleichung der Projektionen der Krümmungs-

kurven des Ellipsoides nach der allgemeinen Methode in

Nr. 320 zu bilden, genügt es die GrÖfsen Pj q^Ty s,t aus der

Flächengleichung

V — b' ' X^ — c'

zu bestimmen und diese Werte in die Gleichung (6) der ge-

nannten Nummer einzusetzen. Einen Teil dieser Rechnung

haben wir schon in Nr. 319 ausgeführt und daselbst gefunden:

ferner:

l-i n- ;^2 _ ^2 ^,
i^ _ 52 -T

;l2 _ ^2 ^5

tz + {l + q^)^p^,,

SS + pq = 0.

Serret, Diff.- u. lutegral-Eechnung. I. 2. Aufl. 30

Hieraus folgt:
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0[(pqr — (1 +p^)s] =l,pq,

z{(l +q^)s—pqt] = — y=;^,pq,

.[(1 + q^)r-(l +py] =^^ + ^q^-^/.
Substituiert man diese Werte in die Gleichung (6) der

Nr. 320 und führt man ferner an Stelle von p und q ihre

Werte in x und y ein, so erhält man die gesuchte Gleichung,

nämlich:

(10) Axy
(ll) + (x'-Af~B)^-xy^ 0,

wobei

In der Integralrechnung wird gezeigt werden, wie man
von dieser Gleichung auf die Gleichung

zurückkommt, die wir unmittelbar auf Grund der allgemeinen

Eigenschaft orthogonaler Systeme gebildet haben. Umgekehrt

ist es leicht zu bestätigen, dafs aus der Elimination von ^^

zwischen der Gleichung (11) und der aus ihr durch Diffe-

rentiation nach X und y abgeleiteten die Differentialgleichung

(10) hervorgeht.

§ 7. Die Niveaulinien und die Linien gröfsten Falles.

340. Definition der Niveaulinien. Ist eine Fläche auf

drei rechtwinklige Koordinatenebenen bezogen, von denen die

eine, die xy-Ebene, als horizontal betrachtet wird, so heifsen

die horizontalen Schnitte der Fläche die Niveaulinien.

Für jede Niveaulinie ist d0==O oder, da dz=pdx-{-qdy ist:

Diese Gleichung sagt aus, dafs in jedem Punkte einer

Niveaulinie die Tangente zusammenfällt mit der horizontalen

Geraden, welche in der Tangentenebene des nämlichen Flächen-

punktes liegt. Denn diese Ebene hat die Gleichung
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und der Neigungswinkel ihrer horizontalen Linie ist bestimmt

durch — — •

Setzt man den obigen Wert für -^- in die Differential-

gleichung der Krümmungskurven ein (Nr. 320), so folgt:

pg (r — + ^i^ ~ JP") ^'^ = ö-

Diese partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung wird

von allen den Flächen erfüllt, für welche die Niveaulinien

Krümmungskurven sind.

Zu einem einfacheren Resultate gelangt man noch, wenn

man als Horizontalebene die rr^-Ebene wählt. Dann ist für

die Niveaulinien -t' = 0, und setzt man diesen Wert in die
dx '

Differentialgleichung der Krümmungskurven ein, so wird diese

^ - -^ = 0.

Für die Flächen, welche dieser Gleichung genügen, ist

die eine Bedingung der Nabelpunkte von selbst erfüllt. Diese

Punkte sind also nur noch durch eine einzige Gleichung be-

stimmt, und folglich besitzt jede dieser Flächen eine Kurve

von Nabelpunkten.

341. Definition der Linien gröfsten Falles. Linie gröfsten

Falles auf einer Fläche nennt man jede auf der Fläche ge-

legene Kurve, deren Tangente in jedem Punkte diejenige unter

den Tangenten der Fläche ist, welche dort den gröfsten Winkel

mit der horizontalen Tangente bildet. Die Tangente solch

einer Kurve ist daher selbst die Linie gröfsten Falles inner-

halb der Tangentenebene, d. h. sie ist rechtwinklig zur hori-

zontalen Geraden in dieser Ebene.

Ist die Fläche auf drei rechtwinklige Axen bezogen, von

denen die eine, nämlich die ^-Axe, vertikal ist, so hat die

horizontale Gerade in der Tangentenebene den Richtungskoef-

fizienten ^; die Differentialgleichung der Linien gröfsten

Falles ist also

^ = A.
dx p

30*
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Die Ableitungen p und q sind mittelst der Flächenglei-

chung als Funktionen von x und y gegeben.

Legt man durch einen Flächenpunkt die Niveaulinie und

die Linie gröfsten Falles, so sind die Tangenten an diesen

Kurven senkrecht zu einander. Die Niveaulinien und die Linien

gröfsten Falles bilden also auf der Fläche ein orthogonales

System.

Sind also die Niveaulinien zugleich Krümmungskurven,

so bilden die Linien gröfsten Falles das andere System von

Krümmungskurven. Diese Thatsache kann man auch dadurch

bestätigen, dafs man in die Differentialgleichung der Krüm-

mungskurven für -j^ den Wert einsetzt; man findet dann

dieselbe partielle Differentialgleichung, welche bei der Sub-

stitution anläfslich der Niveaulinien erhalten wurde.

342. Anwendung auf das Ellipsoid. Die Anwendung

der Gleichungen auf das Ellipsoid ergiebt: Ist

x^ + my^ -f- n0^ = a^

die Gleichung der Fläche, so wird

X -]- n^p = 0, my + ^^2 = 0,

also

p X

Die Differentialgleichung der Linien gröfsten Falles ist

demnach:
dy 7ny , 1 dy m ^

dx X y dx X

Die linke Seite ist die Ableitung von

ly — mix oder l
^'

Der Quotient ^^^^ ist also gleich einer Konstante c, und mit-

hin ist

y = cx^

die Gleichung für die horizontalen Projektionen der Linien

gröfsten Falles auf dem Ellipsoide.
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§ 8. Definition von Flächenfamilien durch partielle

Differentialgleieliungen.

343. Linienflächen. Im Folgenden sollen verschiedene

Klassen von Flächen untersucht und die partiellen Differen-

tialgleichungen bestimmt werden, durch welche man alle

Flächen der nämlichen Klasse darstellen kann.

Unter den Flächen, mit denen wir uns beschäftigen wollen,

sind vor allem die Linienfläclien zu beachten, d. h. die Flächen,

welche durch eine bewegliche Gerade erzeugt werden. Die

Klasse der Linienflächen teilt sich in zwei verschiedene Arten;

die eine Art enthält die Flächen, welche wir abwickelbare ge-

nannt haben, die andere nicht abwickelbare oder gekrümmte

Flächen.

Bezeichnen wir mit rr, y^ z geradlinige Koordinaten und

sind a,b, «, /3 Funktionen eines variabelen Parameters, so sind

die Gleichungen für die Erzeugenden einer beliebigen Linien-

fläche

(1) X = az -\- a^ y ^=bz -\- ß.

Es ist ersichtlich, dafs man als variabelen Parameter irgend

eine der Gröfsen a, b, a, ßj falls sie sich nicht auf einen kon-

stanten Wert reduziert, wählen kann. Man hat also in dem

allgemeinsten Falle nur drei willkürliche Funktionen.

Wir suchen zunächst die Bedingung dafür, dafs die

Gerade (1) eine abwickelbare Fläche erzeugt. Da eine abwickel-

bare Fläche Einhüllende einer beweglichen Ebene ist, welche

die Erzeugende enthält, so wird die Gleichung dieser beweg-

lichen Ebene
'^

'''

,

(2) {x — az — a) + k {y — bz — ß) == 0,

wobei A eine bestimmte Funktion des Parameters sein mufs,

von welchem a,b, a, ß abhängen. Differentiiert man die Glei-

chung (2) nach dem Parameter, so folgt

(3) \- {zd+ «') - kizV+ ^') + A' (2/
- 6« - ^) = 0,

und damit die Fläche eine abwickelbare sei, ist notwendig

und hinreichend, dafs das System der Gleichungen (2) und (3)

die nämliche Gerade darstellt, wie das System der Glei-

chungen (1). Die Gleichung (2) wird durch die Gleichungen (1)
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befriedigt, und damit auch die Gleichung (3) dadurch erfüllt

sei, mufs

sein, bei allen Werten von 0. Dies giebt die beiden Bedin-

gungen

und demnach durch Elimination von l:

(4) a'ß'—h'a=:0.

Diese Gleichung drückt die Bedingung für eine abwickel-

bare Fläche aus. Der Weg, auf welchem sie abgeleitet ist,

ist derselbe, den wir bei der Bestimmung der Krümmungs-
kurven einschlugen. Ist diese Bedingung nicht erfüllt, so er-

zeugt die bewegliche Gerade, welche durch die Gleichungen (1)

dargestellt ist, eine gekrümmte Fläche.

344. Der Abstand zweier benachbarter Erzeugenden.

Bezeichnen wir den Parameter, von welchem a, 6, «, ß ab-

hängen, mit e, und betrachten wir die beiden Erzeugenden,

welche den Werten und + AG des Parameters entsprechen.

Die Gleichungen dieser Erzeugenden sind

X = az -{- a, ä; =(a + Aa) ^ + (a + Aa),

y==b0 + ß, y=.(h + Ah)0 + (ß + Aß).

Ist D die kürzeste Entfernung der beiden Geraden und i der

Winkel, den sie miteinander bilden, so hat man nach be-

kannten Formeln:

(^)

also

Z) = AaAß— AbAa

sm2

yAa' + Ab^ + {aAb — b Aay^

y^Äö* -f Ab^ + {aAb — bAaf

y «2 4. 2,2 4_ 1 y (a _|_ Aa)2 + (& _[- A 6)» -f
1

'

Aa Aß Ab Acc

. . Ä0 "Äe Ae Äe
""/Aa\2

,
(Aby , / Ab ^Aa\2

Läfst man A6 nach null konvergieren und geht zu den
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Grenzen über, so wird dieser Ausdruck, wenn man die Ab-

leitungen nach durch Accente bezeichnet:

(6) li«e = + lim -^ (a^ + 5^+1) -^:, ^"j^^^L , ^, -

Ist die Bedingung (4) nicht erfüllt, so hat die rechte Seite

dieser Gleichung einen endlichen von null verschiedenen Wert,

und hieraus schliefst man den

Lehrsatz I. Bei einer nicht ahwicJcelbaren Linienfläche

wird die Mlrzeste Entfernimg zweier benachbarter Erzeugenden

mit dem Winhely welchen dieselben mit einander bilden, in der

ersten Ordnung null, wenn aß'— b'a nicht null ist

345. Die Cylinderflächen. Den einfachsten Fall abwickel-

barer Flächen bilden die Cylinder. Die bewegliche Ebene,

deren Einhüllende die Fläche ist, imd die umgekehrt die Tan-

gentenebene der Fläche bildet, ist hier einer festen gegebenen

Geraden parallel. Hieraus läfst sich unmittelbar die partielle

Differentialgleichung der Fläche bilden. Denn sind

^ = ai, ri = bt

die Gleichungen der Geraden, welche parallel zu den Erzeu-

genden durch den Anfangspunkt des geradlinigen Koordinaten-

systemes gelegt ist, und

^ — ^-=p{i — ^) + a(v — y)

die Gleichung der Tangentenebene der Fläche im Punkte

Xy y, z, so wird die Bedingung dafür, dafs diese Ebene der

Geraden parallel ist:

(1) ap + lgi= 1.

Dies ist die partielle Differentialgleichung, welche alle

cylindrischen Flächen mit der vorgeschriebenen Richtung der

Erzeugenden erfüllen müssen.

Man kann diese auch ableiten aus der Koordinaten-

gleichung, welche für die cylindrischen Flächen besteht.

Wenn die Gleichungen

(2) X = az -\- ccj y = bz + ß

eine Erzeugende der Fläche darstellen, so hängen « und ß
von einem variabelen Parameter ab, und sind also mit ein-

ander durch eine Gleichung
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(3) ^(«, ^) =
verbunden, in welcher eine willkürliche Funktion bedeutet.

Eine solche willkürliche Funktion von zwei Variabelen (a, ß)
wird uns später noch öfter begegnen. Hier wie dort wählen
wir die Funktion nicht ganz willkürlich, vielmehr einmal so,

dafs sie in der Umgebung der betrachteten Stelle der For-

derung S3 genügt, sodann so, dafs ebenfalls in jener Um-

gebung j^ und -^ nicht gleichzeitig null sind. Die Elimi-

nation von a und ß zwischen den Gleichungen (2) und (3)

liefert

(4) 0(x — as^ y — l)z) = 0,

und dies ist die allgemeine Funktionalgleichung der Cylinder-

flächen. Um die partielle Differentialgleichung zu erhalten,

mufs man die Funktion nach der Methode der Nr. 88

eliminieren. Differentiiert man die Gleichung (3) oder (4)

partiell nach x sowohl wie nach y, so folgt

II (1 - ap) - g &^ = 0,

und die Elimination des Verhältnisses ^- : -^^ führt auf die
da cß

partielle Differentialgleichung (1).

In der Integralrechnung wird gezeigt werden, wie man
von der partiellen Differentialgleichung umgekehrt zu der

Funktionalgleichung, welche nur die Koordinaten enthält, zu-

rückkommt.

Da die cylindrischen Flächen abwickelbar sind, so bilden

ihre Erzeugenden ein erstes System von Krümmungskurven

(Nr. 325); das zweite System wird von den zu den Erzeugenden

senkrechten Schnitten geliefert.

346. Die Kegelflächen. Die Kegelflächen gehören auch

zu den abwickelbaren; die bewegliche Ebene, welche von der

Fläche eingehüllt wird, geht durch einen festen Punkt; sie ist

zugleich die Tangentenebene der Fläche. Bezeichnet man also

mit Xqj
2/o; ^0 ^i® geradlinigen Koordinaten des festen Scheitel-
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punktes, mit x, y^ z die Koordinaten der Flächenpunkte, so

mufs jede Tangentenebene die Gleichung erfüllen:

(1) ^- ^o=P(^' — ^o) + ^(^- 2/o)-

Dies ist die partielle Differentialgleichung der Kegel-

flächen. Sie kann auch aus der allgemeinen Funktionalglei-

chung der Flächen abgeleitet werden. Sind

(2) X— X^=^a{z — Z^, y — y^ = l{z — Z^)

die Gleichungen der Erzeugenden, so hängen die Gröfsen a

und h von einem Parameter ab, d. h. sie sind unter einander

durch eine Gleichung

(3) Q {a, 6) =
verbunden, wobei ^ eine willkürliche Funktion bedeutet. Die

Elimination von a und & ergiebt die Gleichung, welche zwischen

den Koordinaten x, y, z einer Kegelfläche besteht, nämlich:

(4) <b(^^^, y-^ ==<:).

Differentiiert man die Gleichungen (3) oder (4) partiell

nach X und nach ?/, so folgt:

^ [(^ — ^o) — p (^ — ^o)] — ^^ viy — Vo) = 0,

~~Ja^^^~ ^o) + Ji li^ - ^o) — ^(y- 2/o)] = 0-

Die Elimination des Verhältnisses ^-~ : -ttt- führt auf die
da ob

partielle Differentialgleichung (1), und umgekehrt läfst sich

aus dieser die Funktionalgleichung ableiten, wie in der Inte-

gralrechnung gezeigt werden wird.

Die Erzeugenden der Kegelfläche bilden ein System von

Krümmungskurven (Nr. 325); das andere erhält man, wenn

man die Fläche mit allen Kugeln durchschneidet, deren Mittel-

punkt der Scheitel des Kegels ist.

347. Die Konoidflächen. Die Konoidflächen y welche zur

nicht abwickelbaren Art von Linienflächen gehören, werden

von einer beweglichen Geraden erzeugt, welche stets eine

feste Gerade schneidet und dabei parallel zu einer festen

Ebene bleibt. Die feste Gerade heifst die JDirelärix oder

Leitgerade, die feste Ebene die Leitehene. Das hyperbolische
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Paraboloid ist ein Konoid. Sind in Bezug auf drei beliebige

Axen
X == mz + JA, y = nz -{- V

die Gleichungen der Leitgeraden, und

Ax + By+ Cz=^Q

die Gleichung der Leitebene, ferner

(1) x = az + a, y = 1^ -\-

ß

die Gleichungen der Erzeugenden, so müssen, damit diese die

Leitgerade treffen und der Leitebene parallel sind, die Glei-

chungen erfüllt sein:

!a — m h — n

Aa + Bh + C=Q.

Diese Gleichungen bestimmen zwei der Gröfsen a,bj a^ ß

als Funktionen der beiden anderen, und diese beiden sind

durch eine willkürliche Funktion mit einander verbunden.

Um die partielle Differentialgleichung der Fläche zu bilden,

hat man die Bedingungen aufzustellen, dafs die Tangenten-

ebene in einem beliebigen Punkt Xj y, z der Fläche, deren

Gleichung

l
— z == p {l — x) + qijfi - y)

ist, die Erzeugende enthält, oder parallel ist zur Geraden

| = ag^7^ = ög; auf diese Weise erhält man

(3) ap + hq= 1.

Eliminiert man nun die vier Gröfsen a^ h, a, ß zwischen

den fünf Gleichungen (1), (2) und (3), so erhält man die par-

tielle Differentialgleichung, nämlich:

/A\ P'x— '^2—l^)-\-ü(y—'^^— '^) ^ Ä(x — mz—it) + B(y— nz— v)
^W ^p _^ ^g _ i' Am-\- Bn -\- G

Diese Gleichung vereinfacht sich, wenn man die Leit-

gerade zur ;2f-Axe und die Leitebene zur a;«/-Ebene wählt;

alsdann hat man

und die Gleichung (4) reduziert sich auf

(h) px + qy=^ 0.
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In diesem Falle sind die Gleichungen der Erzeugenden,

welche die ;S'-Axe treffen, und der xy-'Ethene parallel sind:

(6) = h, y = gx.

Die Gröfsen h und g sind durch eine willkürliche Glei-

chung mit einander verbunden, und setzt man

(7) h^q>{g),

SO ergiebt die Elimination der Gröfsen h und g aus den drei

Gleichungen (6) und (7) als Gleichung einer beliebigen Ko-

noidfläche mit den vorgeschriebenen Bedingungen

(8) ^ = 9'(f)-

Diese besagt, dafs z eine willkürliche homogene Funk-

tion nullter Ordnung von x und y ist. Um die Funktion (p zu

eliminieren, kann man also das Theorem über homogene

Funktionen anwenden, wodurch man wieder auf die Gleichung

(5) geführt wird.

.348. Die Rotationsflächen. Bei jeder Rotationsfläche

schneidet die Normale jedes Flächenpunktes die Axe. Aus

dieser Eigenschaft kann man unmittelbar die partielle Diffe-

rentialgleichung dieser Flächen ableiten; denn sind in Bezug

auf drei rechtwinklige Axen

a-.^:)-f|)a-^) = und {ri-y) + q{i-z) =
die Gleichungen der Normale im Punkte x, i/, Zy und

die Gleichungen der Axe der Fläche, so erhält man, indem

man ^, rjy ^ aus diesen vier Gleichungen eliminiert:

(1) {q + n) (x + pz — ^) — (p + m) {y -{- qs — v) ^ 0,

und dies ist die partielle Differentialgleichung.

Man kann diese Gleichung auch ableiten aus der Funk-

tionalgleichung, welche die Koordinaten der Flächenpunkte

erfüllen müssen. Die Rotationsfläche wird nämlich erzeugt

durch einen Kreis von beweglichem Radius, dessen Mittel-

punkt auf der Axe liegt, und dessen Ebene senkrecht zur

Axe ist. Zur Darstellung dieses Kreises dienen die beiden

Gleichungen:
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(2)
(^ — ^)' + (y — '^y + ^' = «^

mx -\- ny -{- z = V.

Die erste repräsentiert eine Kugel mit variabelem Radius,

deren Mittelpunkt der Fufspunkt der Axe auf der ic?/-Ebene

ist, die zweite eine bewegliche Ebene senkrecht zur Axe. Die

Gröfsen u und v sind durch eine willkürliche Gleichung

(3) ^{ii^v)^i)

mit einander verbunden, welche die Gleichung der Rotations-

fläche wird, wenn man u und v durch ihre Werte aus den

Gleichungen (2) ersetzt. Differentiiert man diese nach x so-

wohl wie nach y, so folgt:

^|^[(^-^)+^^] + lf (^^+^) = ^^

2 äl [(2/ — ^) + 5^] + ^f (w + 3) = 0.

Die Elimination von -t^- : ^- aus diesen beiden Gleichungen
cu ov ^

ergiebt die oben gebildete partielle Differentialgleichung.

Wählt man die Axe der Rotationsfläche zur ^-Axe, so

wird 771 = 0, /LI = 0, n = 0, v= 0; die partielle Differential-

gleichung reduziert sich auf

(4) qx—py = 0,

und die Gleichungen (2) und (3) ergeben als Funktional-

gleichung :

(5) 0{x- + y^0)^O oder z = (p{x' + y'),

wobei g) eine willkürliche Funktion ist.

349. Die Krümmungskurven der Rotationsflächen. Auf

den Rotationsflächen bilden die Meridiankurven und Parallel-

kreise die beiden Systeme von Krümmungskurven. Denn die

Normalen der Fläche, welche in den Punkten einer Meridian-

kurve konstruiert werden, liegen in der Meridianebene, und

die Normalen in den Punkten eines Parallelkreises bilden einen

Rotationskegel. Man kann dies auch vermittelst der allge-

meinen Gleichung der Krümmungskurven

p ^ a

x-i-pz' y + qz'

bestätigen. Denn nach der Gleichung (5) wird
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p = 2x(p{x^ + y^), q = 2y(p'{x^ + y^),

demnacli

:

i = 29)'(^' + 2/^) y + ^y9^'\x^ + y') 2{xx + yy).

Die Accente bedeuten Ableitungen nach dem Parameter,

welcher als unabhängige Variabele in den Gleichungen der

Krümmungskurven auftritt; bei der Funktion g? bedeuten

freilich die Accente Differentiationen nach dem Argumente

x^ + 2/^ <^6r Funktion (p.

Aus der Gleichung (5) folgt aber auch

/= cp{x' + y'-) 2ixx' + yy),
und sonach ist:

Setzt man diese Werte von p,C[,p\q in die Gleichung

ein, so erhält man:

z'(xy'- yx')
[|^g±|f

- 2<p'(^^ + y^/] = 0.

Diese Gleichung zerlegt sich in die beiden:

/=0, (|-)=0.

Für das eine System der Krümmungskurven ist also

z= konst, für das andere = konst, womit der ausgesprochene

Satz bewiesen ist.

350. Eine allgemeine Betrachtung. Wenn die Gleichung

einer Flächenfamilie, welche von den geradlinigen Koordi-

naten X, y, z und einem variabelen Parameter a abhängt, eine

willkürliche Funktion dieses Parameters enthält, also von der

Form ist

so kann man aus den Gleichungen, welche die Einhüllende

dieser Flächen enthält,

die willkürliche Funktion g? eliminieren. Man erhält auf diese
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Weise eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung,

welclie allen Einhüllenden angehört, die sich nur durch die

Beschaffenheit der Funktion q) unterscheiden. Wir wollen hier

diese Rechnung nicht wiederholen, die in Nr. 91 ausreichend

entwickelt ist. Hinsichtlich der Fälle aber, bei denen die

gegebene Gleichung mehrere willkürliche Funktionen des Para-

meters cc enthält, müssen wir uns auf die abwickelbaren

(developpabelen) Flächen beschränken.

351. Eine Schar partieller Differentialgleichungen erster

Ordnung für die abwickelbaren Flächen. Wir betrachten

eine bewegliche Ebene, welche durch die Gleichung

(1) z = ax + y(p(a) -jr Tjj (a)

dargestellt ist, wobei cc einen variabelen Parameter, g){a) und

^(a) zwei willkürliche Funktionen desselben bezeichnen. Die

Ableitung der Gleichung nach a ist

(2) = x + y^'{a) + n>'ia),

und das System dieser beiden Gleichungen repräsentiert alle

abwickelbaren Flächen.

Der Wert des totalen Differentiales dz wird erhalten

indem man die Gleichung (1) differentiiert unter der Annahme,

dafs a, infolge der Gleichung (2), eine Funktion der Varia-

belen X und y ist. Da aber infolge dieser Gleichung der

Koeffizient von da verschwindet, so ist

(3) d0 == adx -\- q) (cc) dy^

wie wenn « konstant wäre. Hieraus folgt, dafs

(4) p = a, q = (p (a),

uud nun lassen sich leicht zwei partielle Differentialgleichungen

erster Ordnung bilden, die allen abwickelbaren Flächen an-

gehören und nur eine einzige willkürliche Funktion ent-

halten. Denn die letzten Gleichungen ergeben durch Elimina-

tion von a:

(5) Q = (P(P)'

Trägt man die Werte für a und q){cc) aus den Glei-

chungen (4) in die Gleichung (1) ein, so erhält man

(6) z=px + qy + i}j(p).

Jede der Gleichungen (5) und (6) enthält nur eine will-
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kürliche Funktion; und dies sind die beiden Gleichungen^

welche wir bilden wollten. Noch allgemeiner ist die Glei-

chung

(7)
^^px + qy + ^ip,q),

wo ^ eine willkürliche Funktion von p und q bezeichnet. In

der Integralrechnung wird gezeigt werden, dafs auch umge-

kehrt die Gleichung (5) nur auf abwickelbare Flächen führt,

und dafs dasselbe mit einer gewissen Einschränkung auch für

die Gleichungen (6) und (7) gilt.

352. Die partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung

rt — s^ = ö. Um die willkürliche Funktion, welche in jeder

der drei letzten Gleichungen nachgeblieben ist, zu eliminieren,

mufs man die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung ein-

führen. Betrachtet man zuerst die Gleichung (5) und diffe-

rentiiert sie total, so folgt:

dq == q)\p) dp oder sdx -\- tdy = {rdx -\- sdy) (p {p).

Hieraus gewinnt man die beiden Gleichungen

s = r(p\p) und t = sg)'(p),

also

(8) rt — s' = 0.

Dies ist die partielle Differentialgleichung zweiter Ord-

nung, welche von allen abwickelbaren Flächen erfüllt wird.

Sie sagt aus (Nr. 318), dafs in jedem Punkte der Fläche einer

der Hauptkrümmungsradien unendlich ist.

Untersucht man ebenso die Gleichung (7), welche die

Gleichung (6) umfafst, indem man sie total differentiiert, so

folgt die Gleichung

d, = (pdx + qdy) + {x + I*)
dp + {y + -g) dq,

die sich, da d^ = pdx -^ Qdy, auf

reduziert. Setzt man hier für dp und dq ihre Werte rdx + s dy,

und sdx -\- tdy ein, so folgt:

(^+8-). + (.+11) ^ = 0.
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Aus diesen beiden Gleichungen folgt die Differentialglei-

chung (8); dabei ist indessen noch zu beachten, dafs diese

Gleichungen auch erfüllt sind, indem man

setzt. Eliminiert man nun p und q aus den Gleichungen (7)

und (9), so erhält man eine Gleichung zwischen Xj ij, 0, welche

im Allgemeinen keine abwickelbare Fläche darstellt und doch

der Gleichung (7) genügt. Doch wollen wir hier auf diesen

Gegenstand nicht näher eingehen, welcher der Integralrechnung

angehört.

353. Neue Ableitung des Satzes, dafs die Erzeugenden

einer abwickelbaren Fläche Krümmungskurven dieser Pläclie

sind. Trägt man die Werte von p, q, dp^ dq aus den Glei-

chungen (4) und den Wert von dB aus der Gleichung (3) in

die Gleichung der Krümmungskurven

P ^ _i_

X -\-vz' y' + 3^'

ein, so erhält man:

(10) a[[l+(p\a)— ag){a)ip\a)}y + {a(piia)-(l+a')(p\a)}x]=^0.

Diese Gleichung zerlegt sich in die beiden:

^. -,

N

'— ^ (! + «') qp'(«)— ^^(^)_
(^iij a — yj, ^^ l^(p-'{a) — c((p{a)cp'{cc)

Die erste Gleichung (11) ergiebt a = Konst.; sie bestimmt

die Erzeugenden der Fläche, welche das eine System von

Krümmungskurven auf der Fläche bilden, wie schon früher

(Nr. 325) bemerkt wurde. Die zweite liefert zusammen mit

der Gleichung (2) die Differentialgleichung für das andere

System.

354. Die Kanalfläclien. Unter einer Kanalffäche versteht

man die Einhüllende einer Kugel von gegebenem Radius, deren

Mittelpunkt eine willkürliche ebene Kurve beschreibt. Be-

zeichnet man mit a den Radius der Kugel, mit a einen va-

riabelen Parameter, mit (p{cc) eine willkürliche Funktion

von a, so folgt die Gleichung der Flächen aus der Elimination

von a zwischen den beiden Gleichungen
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Wir haben bereits in Nr. 92 die partielle Differential-

gleichung erster Ordnung gebildet, welche zu diesen Flächen

gehört; wir sahen, dafs die erste der Gleichungen (1) ergiebt:

(2) {x-a)+pz^O, [«/-9'(«)] + ^^ = 0,

und dafs man durch Elimination von (p{cc) und a die Glei-

chung erhält:

(3) z= ,_JL .

Wir wollen nun noch die Krümmungskurven der Fläche

bestimmen. Aus der Differentiation der Gleichungen (2) folgt:

(4) X +]p2' -\- zp = a', y + qz + zq == (p\a)a]

setzt man andererseits die Werte von x — a und y — g)(cc)

aus (2) in die zweite Gleichung (1) ein, so erhält man:

p + Q9\^) = ^ ^^6^ ^'W = — — •

Hieraus und aus (4) gewinnt man:

~^ x' -\-jpz' x'-\-pz'^

-^ i

2q' _ p a

y' + qz' q y -\-q.z'

Die linken Seiten dieser Gleichungen sind aber für die

Krümmungskurven einander gleich, und mithin ist die Glei-

chung dieser Kurven:

oder
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Fläche, wenn man die xy-'Eihene als horizontal betrachtet,

denn die Kurven der andern Krümmung sind die Niveaulinien.

355. Die Linienflächen. Zum Schlüsse dieses Kapitels

betrachten wir den allgemeinen Fall der Linienflächen. Die

Gleicüungen der Erzeugenden enthalten drei willkürliche Funk-

tionen und die Elimination von diesen erfordert die Einführung

der partiellen Ableitungen dritter Ordnung. Wir bezeichnen

wie früher:

dz = pdx -\- qdy, dp = rdx -{- sdy, dq = sdx -\- tdy,

und setzen weiter:

dr ==udx + vdy, ds = v dx -{- tvdy, dt = wdx -{- G)dy.

Ferner seien

(1) x==a0 + a, y = 1)0 + ß

die Gleichungen der Erzeugenden der Fläche.

Differentiiert man diese nach x und y, und bezeichnet

man mit a, h'j a
,
ß' die Ableitungen von a, &, a, ß in Bezug

auf den Parameter 9, von welchem diese Gleichungen abhängen,

so wird

(2)

(3) •

Hieraus folgt:

also:

(4)

(5)

1 =.ap + (az + «0^^^

= aq -{- {a + a
) ^-^ ,

|0 = &i)+(6'. + ^')|-^

l=hq+ {h'z + ß')
ae

dy

ae .ae

dx ' dy

ap — 1

aq

hp

bq— 1

ap + hq= 1,

ae ,
,ae ^

-^ - • /insdx ' cy

Die Ableitungen a, h\ a\ ß' treten in diesen Gleichungen

nicht auf.

Differentiiert man nun die Gleichung (4) nach x^ ferner

auch nach y, so erhält man:
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Addiert man diese beiden Gleichungen, nachdem man sie

zuvor mit a und h multipliziert hat, so folgt auf Grund der

Gleichung (5)

(6) a'r-^2ahs + hH=0.

DifPerentiiert man dann diese Gleichung nach x und nach y,

so erhält man:

(an, + 2abv + h'w) + SJß'l±^«bl + b!3
. g = 0,

(„.„ + 2abw + 6^0) + ^i«!^--+||^i+^*)
. g = 0.

Addiert man endlich diese beiden Gleichungen, nachdem

man sie mit a und h multipliziert hat, so wird

(7) a'u + 3a' hv + ^ah^w + h^ß) = 0.

Die Gleichungen (6) und (7) enthalten nur die beiden Funk-

tionen a und hj sie sind überdies homogen und reichen also

zur Elimination derselben aus. Setzt man zur Abkürzung

(8) M= -^ + Vs^-rt^
T

so folgt aus der Gleichung (6) 6 = aM, und substituiert man
diesen Wert in die Gleichung (7), so erhält man

(9) u + SvM + 3wN\^ + mN\^ =
als partielle Differentialgleichung dritter Ordnung für alle

Linienflächen.

31



Elftes Kapitel.

Über Funktionen einer komplexen Variabelen.

§ 1. Komplexe Zahlen.

356. Definition der komplexen Zahl. Wir knüpfen an

die Betrachtungen an, welche wir in den ersten Paragraphen

des ersten Kapitels angestellt haben. Ist f{z) eine ganze

rationale Funktion von 0, so stellt die algebraische Gleichung

(1) /(.) =
die Forderung eine Zahl z zu finden, welche dieser Gleichung

genügt. Dieses Verlangen ist aber nicVit immer erfüllbar im

Bereiche der Zahlen, die wir bisher allein betrachtet haben

und die wir bereits in Nr. 3 als reelle Zahlen bezeichnet haben.

Man weifs aber, dafs die algebraische Gleichung (1) immer

Wurzeln der Form

(2) z-=a-\'hi

besitzt, wo a und h gewöhnliche reelle Zahlen sind und i —
wie immer im Folgenden — die imaginäre Einheit bedeutet,

d. h. die positiv genommene Quadratwurzel aus — 1

:

(3) i = + V^l .

Eine Zahl der Form (2) heifst eine komplexe Zahl. Die

Gesamtheit aller komplexen Zahlen entsteht, wenn wir in (2)

a und h alle möglichen reellen Zahlwerte annehmen lassen.

Sie begreift in sich die reellen Zahlen selbst; diese entstehen,

wenn 6 = ist, und die sogenannten rein imaginären Zahlen

;

diese entstehen, wenn a = ist, und sind also definiert als

das Produkt einer reellen Zahl und der imapjinären Einheit.
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Nachzutragen ist noch, dafs die in den ersten Nummern

erwähnten Rechnungsgesetze sich unverändert auf die Gröfsen

der Form a+ &i übertragen, eben deshalb nennt man auch sie

Zahlen. Im Besonderen sei der Satz erwähnt, der unmittelbar

aus der Definition von i folgt:

Sat0. Sind a und h reelle Zahlen, so kann die Gleichung

nur dadurch erfüllt werden, dafs man

a = und h =
setzt.

Hieraus geht hervor, dafs die reellen und imaginären

Zahlen nur eine Zahl, die Null, gemein haben.

357. Geometrisclie Deutung der komplexen Zahl. Erteilen

wir in der Gleichung

(1) z = x + yi

den Variabelen x und y alle möglichen reellen Werte, so erhält z

alle möglichen komplexen Werte und heifst daher die komplexe

Varidbele z. Deuten wir x und

y als rechtwinklige Koordinaten

der Punkte einer Ebene, so ent-

spricht jeder komplexen Zahl z

ein und nur ein Punkt dieser

Ebene, der ebenfalls durch z be-

zeichnet werden möge, und um-

gekehrt entspricht jedem Punkte -

z der Ebene eine und nur eine

komplexe Zahl z. Insofern die

Punkte einer Ebene dieser Deu-

tung unterworfen werden, heifst

die Ebene die Ebene der kom-

plexen Variabelen z.

Ersetzen wir y durch — y,

komplexe Zahl:

(2) z = x — yi,

welche die zu z konjugierte Zahl heifst. Ihr Bildpunkt z in

der Ebene der komplexen Variabelen z ist das Spiegelbild

des Punktes z in Bezug auf die reelle Axe.

Fig.
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Führen wir in der Ebene der komplexen Variabelen z

Polarkoordinaten ein, so wird:

(3) :r==()cosa9,
2/
= (>sincö,

und also:

(4) B = Q ' (cos o + i sin «).

Q ist die positiv genommene Quadratwurzel ]/:?+^ und be-

deutet geometrisch die Entfernung des Punktes z vom Koordi-
natenanfange 0; man nennt diese Zahl den absoluten Betrag
(früher auch Modul) der komplexen Zahl z and bezeichnet ihn
wie bei den reellen Zahlen. Man schreibt also:

kl = + l/^^"+?.

Ist z reell, also ?/ = 0, so wird

\z\ = + y'x^^\x\,

also dasselbe, was wir in Nr. 4 als absoluten Betrag der reellen

Zahl X kennen gelernt haben. Der Winkel o, gemessen zwischen

und 2%, heifst das Argument der komplexen Zahl z.

Stellt man eine komplexe Zahl in der Form (1) dar, so

sieht man:

Zwei ho^nplexe Zahlen sind dann tmd nur dann einander

gleich^ wenn der reelle Teil der einen gleich ist dem reellen Teile

der anderen Zahl^ und wenn auch der imaginäre Teil der einen

gleich ist dem imaginären Teile der anderen Zahl.

Stellt man dagegen eine komplexe Zahl in der Form (4)

dar, so erkennt man:

Zwei komplexe Zahlen sind dann und nur dann einander

gleich^ wenn der absolute Betrag der einen Zahl gleich dem der

anderen ist, und wenn auch das Argument der einen Zahl gleich

dem der anderen ist.

Geometrisch entsprechen zwei gleichen komplexen Zahlen

zwei zusammenfallende Punkte und umgekehrt.

358. Geometrische Deutung der Addition und Sub-

traktion. Addition und Subtraktion komplexer Zahlen lassen

sich geometrisch einfach genug deuten.

Gesetzt, man habe (Fig. 74) die Punkte c^ und Cg markiert,

welche zwei gegebenen komplexen Zahlen c^ und Cg entsprechen.



über Funktionen einer komplexen Yariabelen. 487

Wie findet man durch geometrisclie Konstruktion den Punkt

q + Cg, welcher der Summe der beiden Zahlen q und c^ ent-

spricht?

Wir verlinden einen der Funkte c^ und c^, etwa c^, mit dem

Koordinatenanfange durch die Strecke Oc^. Ziehen wir nun

durch den anderen PunU q eine Strecke gleich und gleichgerichtet

mit Ocg, so ist der Endpunkt Cg dieser Strecke der gesuchte

Punkt Ci + Cg.

Zum Beweise setzen wir:

Ci == «1 + h^iy Cg = «2 + h^'i

dann sind (a^, h^) und («2? ^2) ^^^ rechtwinkligen Koordinaten

der Punkte c^ und C2. Fällen wir nun von Cj, Cg und C3 Lote

auf die x-Axe und ziehen
^^^ ^^

durch Cj eine Parallele zur «

x-Axe^ bis sie das Lot, wel-

ches von Cg auf die x-Axe

gefällt war, schneidet, so

entsteht ein rechtwinkliges

Dreieck, dessen Hypothenuse

C1C3 die Länge Ocg hat und

dessen durch q gehende Ka-

thete mit Ci C3 denselben Win-

kel bildet, wie die Strecke

0^2 mit Ocg. Das Dreieck ist also kongruent dem recht-

winkligen Dreieck Oa2C2', folglich haben seine Katheten die

Längen «3 ^^^ ^2? ^^^ mithin sind % + «2 ^^^ ^1 + h ^i®

Koordinaten des Punktes a^. Also ist die durch ihn repräsen-

tierte Zahl:

Cs = (ö^i + «2) + (^1 + ^2) • ^ = ^1 + ^2,

wie behauptet war.

Aus der Gleichung

(1) c, = c,+ C2

folgt umgekehrt:

(2) Ci = C3 — Cg.

Mithin ergiebt sich folgende geometrische Konstruktion der

Differenz zweier komplexer Zahlen:

-o?



488 Elftes Kapitel.

Sind Cg und c^ zwei gegebene Zahlen und Cg und c^

(Fig. 74) die sie repräsentierenden Punkte, so ziehe man 0^
und durch Cg eine Strecke c^c^ gleich c^O und gleichgerichtet

mit CgO. Der Endpunkt c^ dieser Strecke repräsentiert dann

die Zahl Cg — Cg.

In dem Vierecke Oc^c^c^ sind die Strecken Oc^ und qCg

gleich und parallel; es ist also ein Parallelogramm. Durch
diese Bemerkung gewinnen wir eine einfache analytische Dar-

stellung der Entfernung zweier Punkte c^ und c^. Es ist

und nach Nr. 357 wird die Entfernung Oq eines Punktes c^

vom Koordinatenanfange durch den absoluten Betrag der

komplexen Zahl c^ gemessen. Es ist also:

Nach (2) ist aber:

Cj == Cg Cg«

Also erhalten wir:

^2<"3 = ks — ^2!; ^- ^-^

1)26 Entfernung zweier FunMe ist gleich dem absoluten

JBetrage der Bifferens der durch die FunMe repräsentierten hom-

plexen Zahlen.

Die geometrische Konstruktion für die Summe zweier

Zahlen läfst sich auf eine beliebige Anzahl von Summanden
ausdehnen. Sind

^1 ; ^2 ; ^3 • • • ^"

eine Anzahl komplexer Zahlen und sind die sie repräsen-

tierenden Punkte ebenso bezeichnet, so findet man den Punkt

Ci + ^2 "^ * • • <^« durch wiederholte Anwendung [der oben für

den Fall n = 2 gegebenen Regel:

Man verbinde (Fig. 75) Cg, Cg, . . . Cn mit 0, ziehe durch c^ eine

Strecke gleich und gleichgerichtet Oc^. Ihr Endpunkt istq-f-Cg.

Durch ihn ziehe man eine Strecke gleich und gleichgerichtet mit

Qq j . . .; schliefslich ziehe man durch Cj -f- Cg + • • • + c«—

1

eine Strecke gleich und gleichgerichtet mit Oc„. Ihr End-

punkt ist der gesuchte Punkt c^ + Cg + * ' ' + ^«'
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In Fig. 75 ist diese Konstruktion für den Fall n = 4:

durchgeführt. Man wird bemerken, dafs die Summe der

Längen der Strecken, die wir bei unserer Konstruktion durch-

laufen mufsten, um von über Cj, ^1 + ^2? <^i + <^2 + ^3? • • •

nach c?i + Cg + • • • + c« zu gelangen, gleich ist

Dieser Ausdruck stellt also den Weg dar, der uns von

nach Cj + Cg + • • • + c» geführt hat. Der kürzeste Weg
zwischen und q + Cg + • • • + c„ ist natürlich die Gerade

0, Ci + Cg + • • • + c„, deren Länge durch

\ci + c.,-\ h c„
I

gegeben wird. Wir haben also:

\c, + c, + + c„\£\c,\ + \c,\ + . + \c„\.

Also gilt auch für komplexe Zahlen der überaus wichtige

Sat0. Der absolute Betrag einer Summe von einer end-

lichen Reihe von Zahlen ist nicht gröfser als die Stimme ihrer

absoluten Betröge.

Für reelle Zahlen haben wir den Satz schon in Nr. 4

kennen gelernt.
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359. Endlicher Grenzwert einer unendlichen Reihe von

Zahlen. An die Spitze dieser Nummer stellen wir die folgende

Definition. Es sei eine unendliche Reihe komplexer Zahlen

gegeben:
^1 ? '^2? • • • t^«j

• • •

von folgender 'Eigenschaft:

Ist 6 eine (beliebig Mein) vorgeschriebene reelle positive Zahl,

so kann man immer eine ganze positive Zahl n finden, so dafs

\Cn' —C\<6
wird für jede ganze positive Zahl n , die n übersteigt.

Ist diese Forderimg erfüllt, so sagen wir, die Reihe der Cn

hat für n = oo den Grenzwert c und schreiben:

lim Cn = c.

Wir wollen nun diese Definition einer kurzen Diskussion

unterwerfen. Zunächst wollen wir den besonderen Fall be-

trachten, dafs alle c reell sind. c„ wird dann eine Funktion

von n, und in Nr. 17 haben wir definiert, was es heifst, die

Funktion f{x) der reellen Veränderlichen x hat für rr = c»

den Grenzwert Ä. Schreibt man in der dortigen Definition

Cn für f(x), und c für Ä, so entsteht genau unsere jetzige

Definition; es besteht nur der Unterschied, dafs unsere Varia-

bele n hier auf ganze positive Zahlen beschränkt ist, während

in Nr. 17 die Veränderliche x für hinreichend grofse x alle

reellen Werte wachsend durchlaufen sollte. Abgesehen hiervon

können wir sagen:

Die hier für komplexe Zahlen gegebene Definition eines Grenz-

wertes stimmt formal mit der in Nr. 17 für reelle Zahlen ge-

gebenen vollständig überein.

Jetzt wollen wir mit unserer Definition auch eine bestimmte

Anschauung zu verbinden suchen. In der Ebene der komplexen

Variabelen z denken wir uns die Punkte c, q, c^, . . . Cn, ...

alle markiert (Fig. 76). Ist z irgend ein Punkt der Ebene,

so ist nach Nr. 358 sein Abstand vom Punkte c durch den

Ausdruck
,

i

\z — c\

gegeben. Die Gleichung
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Fig. 76.
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1. Wir beweisen zunächst, dafs aus der Gleichung (3)

die beiden Gleichungen (4) folgen, nachher das Umgekehrte.

Es sei also:

lim c„ = c;

n=cc

dann kann man, wenn 6 eine (beliebig klein) vorgeschriebene

positive Zahl ist, immer ein n finden, so dafs alle Punkte

im Inneren des Kreises um c mit dem Radius 6 liegen. Wir

beschreiben jetzt um diesen Kreis ein Quadrat, dessen Seiten-

strecken der X- und der y-Axe parallel sind (Fig. 76); sie

haben die Länge 2ö. Dann liegen Cn+i, €n-^2j • • • auch im In-

neren dieses Quadrates. Sind nun (a„+i, &„4.i), (a„_j-2; ^«+2)? • • •

die Koordinaten der Punkte c^+i, ^„4-2, ... so wird:

C„_j-i = a„+ l + hn+ li, Cn-\-2 = «n+ 2 + 2>«+ 2^',
• • •

Die Projektionen der Strecke cCn+ i auf die Koordinaten-

axen sind:

a — On+ i, h — &rt-j-i.

Sie sind, da c„+i in dem Quadrat mit der Seite 2<? liegt, beide

absolut kleiner als 6:

|a„ + i
— aj < (?, \hn-^i — h\<0.

Diese Ungleichheiten bleiben für jedes gröfsere n eben-

falls bestehen. Es ist also, wenn a irgend eine positive Zahl,

\an'— a\<<5

für jedes w' > w und ebenso:

hn'—h\<6.
Also folgt:

(4) lim ün = a, lim hn = h.

n= CO n= (ß

2. Ist nun zweitens vorausgesetzt, dafs die Gleichungen (4)

bestehen, so folgt aus ihnen rückwärts (3). Wir können, unter t

eine (beliebig klein) vorgeschriebene positive Zahl verstanden,

die Gleichungen (4) durch die Ungleichheiten ersetzen:

I

a„. — a
I

< r,
|

&«'—&!< r,

welche für jedes n>n bestehen müssen. Es liegen also die

Punkte c„4.i, 0,^+2, . . . alle im Inneren eines Quadrates (Fig. 76),
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dessen Mittelpunkt c ist und dessen Seiten den Axen parallel

und von der Länge 2r sind. Beschreiben wir um dieses

Quadrat einen Kreis, so ist dessen Radius

ö = r • |/2.

In seinem Innern liegen alle Punkte Cn^i, Cn^2y • • ., es wird

auch

\Cn'— €\ <Ö
für jedes n\ das gröfser als n ist. Da aber gleichzeitig mit t

auch ö beliebig vorgeschrieben werden kann, so folgt:

(3) lim Cn = Cj

n= Qo

wie behauptet war.

360. Die Stelle ^ = oo. Während man bei den reellen

Zahlen zwei verschiedene Arten des Unendlichwerdens unter-

scheidet, nämlich + oo und — oo, führt man bei den kom-

plexen Zahlen nur einen unendlich grofsen Grenzwert ein.

Man sagt:

Definition. Ist eine tmendliche Reihe komplexer Zahlen

gegeben

Ci, ^2, . . . c„, ...

von der Eigenschaft^ dafs

lim — =

ist, so sagt man, dafs der Grenzwert von Cn für n = oo un-

endlich grofs ist und schreibt:
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Denkt man sich also die zu c^, c^, ... gehörigen Bildpunkte

konstruiert, so wachsen deren Abstände vom Koordinaten-

anfange

von einer bestimmten Stelle an über jedes Mafs: die Punkte c

entfernen sich immer weiter von 0. Aber man sagt, dafs sie

immer derselben Stelle oo zustreben, in welcher Weise sie sich

auch von entfernen mögen.

Die letzte Bemerkung soll noch etwas erläutert werden.

Fig. 77.

Setzen wir etwa

und nehmen für

= Tn (cos CO + i sin c?)

r„ r. . r„

irgend eine bis ins Unendliche wachsende Reihe positiver

Zahlen, während wir co einen festen Wert erteilen, so werden

die Bildpunkte auf einer Geraden ins Unendliche rücken (in

Fig. 77 die punktierte Gerade, die mit der a;-Axe den Winkel co

bildet, und die wir kurz die Gerade co nennen wollen). Welchen

Wert nun auch cd haben mag, deutet man die Ebene als Ebene

der komplexen Variabelen 0^ so werden auf jeder solchen
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Geraden die Punkte c„ nach demselben Punkte oc zustreben.

In der Figur ist dies für die Fälle:

^ 7t 7t 37t OTT S7t In

erläutert.

Alle Strahlen durch vereinigen sich nach dieser An-

schauung in demselben Punkte 00, die Ebene erscheint somit

als eine Kugel von unendlich grofsem Radius. Ein Pol von

ihr ist der Nullpunkt; die durch ihn gehenden Meridiane, das

sind die Strahlen durch 0, vereinigen sich schliefslich in dem
Gegenpole von 0, dem Punkte 00. Es ist unnötig hinzuzu-

fügen, dafs die Unterscheidung zweier Punkte + '^ ^^d — 00

auf der reellen x-Kxe, welche wir bei den reellen Veränder-

lichen einführten, hier fortfällt; beide vereinen sich ebenfalls

im Punkte 00 und sie sind ebensowenig verschieden wie +
und — 0.

§ 2. Unendliclie Reihen mit komplexen Gliedern.

361. Reihen mit konstanten Gliedern.

Definition. Eine Eeihe

(1) «*o + ««1 + «^2 H ;

deren Glieder u^j u^j . . . komplexe Zahlen sind, heifst Jconvergent,

wenn die Reihe der Zahlen

^1 = %, 'S'a = Wo + «^l; ^s == % + ^«1 + U.2, • • •,

für n = (x> einen bestimmten endlichen Grenzivert hat:

lim Sn = S.
n= cc

S heifst die Summe der Reihe (1) und man schreibt:

S = % + ^h + ^2-\

Eine Reihe, die nicht konvergiert, heifst divergent

Man sieht, dafs die Definition der Konvergenz formal

genau übereinstimmt mit der in Nr. 99 für reelle Reihen

gegebenen Definition. Überhaupt stimmen die im 1. Kapitel

benutzten Definitionen des Limes und der Satz von den ab-

soluten Beträgen (Nr. 4), endlich auch die Rechnungsgesetze
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für die reellen Zahlen mit den für die komplexe a geltenden

formal vollständig überein.

Auf diesen Thatsachen allein fufst aber der § 1 des

5. Kapitels. Wir schliefsen daraus:

Die allgemeinen Sätze des ersten Paragraphen von Kapitel 5

gelten auch für Reihen mit komplexen Gliedern.

Im Besonderen wollen wir auch hier die Definition bei-

behalten:

Definition. Eine Reihe heifst unbedingt honvergent, wenn

die Reihe ihrer absoluten Beträge konvergiert.

Von einer unbedingt konvergenten Reihe wissen wir dann

nach Nr. 109, dafs ihr Wert unabhängig ist von der Anord-

nung ihrer Glieder. Wir rekapitulieren ferner aus Nr. 103

den Satz:

Sat0. Die Reihe

iio + u, -i

konvergiert unbedingt, wenn

lim ^»+1

n=QO I ^n .

einen bestimmten endlichen Grenzwert hat, der kleiner als 1 ist;

dagegen ist sie divergent, wenn jener Grenzwert > 1 ist.

362. Potenzreihen. Haben wir eine Reihe, fortschreitend

nach ganzen, positiven Potenzen von z — ZqZ

^0 + ^1 • (^ — ^o) + ^2 • (^ - ^oY + • • •,

bei welcher der Limes von
'n+ l

einen bestimmten endlichen

Grenzwert hat, dessen Betras — ist:

lim 'n+ l

so folgt aus dem letzten Satze, da

^«+1 'n+ l

(^ - ^o)

wird, dafs die Potenzreihe unbedingt konvergiert für alle

die der Bedingung genügen:

k - ^0 I < ^-
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Sie ist dagegen divergent für alle Zj die der Bedingung

\z — z^\>r

genügen. Unsere Potenzreihe konvergiert daher (vgl. Nr. 361)

unbediugt für alle Werte z, die im Inneren eines um Zq mit

dem Radius r konstruierten Kreises .p.^ ^g

liegen; sie divergiert dagegen für alle

Werte z aufserhalb dieses Kreises.

Der fragliche Kreis heifst daher der

Konvergenzhreis unserer Potenzreihe.

Mit diesem Resultate können

wir uns aber für das Folgende nicht

begnügen. Da die Potenzreihen die

Grundlage für die Betrachtungen

dieses Kapitels abgeben sollen, so ist

es vielmehr nötig uns noch genauere

Kenntnisse über das Verhalten unserer Potenzreihe innerhalb

und aufserhalb ihres Konvergenzkreises zu machen.

363. Gleiclimäfsige Konvergenz. Wir wollen von unserer

Potenzreihe den Rest abtrennen und sie schreiben:

dann bedeutet

Bn = Cn{z - Z^Y + Cn + l{Z — ^0)"+ ' "1

eine unendliche Reihe, deren Wert von dem der komplexen

Variabelen ^, sowie dem der ganzen positiven Zahl n abhängt.

Da nun unsere Reihe konvergiert, sobald \z — -sf^
|
< r ist,

^°^^* limB„=0

für jedes z im Inneren des Konvergenzkreises. Erteilen wir

also z einen festen Wert, der im Inneren des Konvergenz-

kreises sich befindet, und schreiben eine beliebig kleine posi-

tive Zahl <5 vor, so kann man immer eine Zahl n finden,

so dafs
1 -r» I ^
\Bn'\<ß

wird für jedes ganze positive n\ das n übersteigt. Man
kann n immer so gewählt denken, dafs für n'= n die letzte

Ungleichheit noch nicht gilt, sondern erst von n = n -\- \ an.

Serret, Diff.- u. Tntegral-Kechnung. I. 2. Aufl. 32
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Der zu findende Wert n wird sich im Allgemeinen ändern

wenn die Stelle z^ die man betraclitet, eine andere ist. Läfst

man also <s immer fest, während z nach und nach in jede

Stelle des Konvergenzkreises rückt, so wird man den unend-

lich vielen Lagen von z entsprechend unendlich viele ganze

positive Zahlen n finden. Um dies recht anschaulich zu haben,

denke man sich geradezu in jeder Stelle z des Kreisinneren

ein Lot auf der ;0-Ebene von der Gröfse des zugehörigen n

errichtet.

Jetzt sind zwei Möglichkeiten denkbar:

1) Unter den unendlich vielen Werten n giebt es einen

gröfsten Wert. In diesem Falle kann man ein n finden, so

dafs für alle z im Lmeren des Kreises gleichmäfsig

\Bn'\<6
wird, sobald n > n ist.

2) Wie grofs man auch eine ganze positive Zahl N
wählen mag, es giebt immer noch Werte n, welche sie über-

steigen.

Die Erfahrung lehrt nun, dafs bei allgemeinen konver-

genten Reihen mit variabelen Gliedern thatsächlich beide

Möglichkeiten vorkommen. Man hat daher zwei Arten der

Konvergenz zu unterscheiden, Reihen der ersten Art nennt

man gleichmäfsig konvergent j Reihen der zweiten Art ungleich-

mäfsig Jconvergent Die Reihen der ersten Art lassen sich

analytisch sehr bequem behandeln, während die der zweiten

Art grofse Vorsicht bei ihrer Anwendung erfordern. Es ist

deshalb eine aufserordentlich wichtige Thatsache, dafs in

unserem Falle, wo wir es mit einer Potenzreihe zu thun haben,

im Inneren des Kreises immer gleichmäfsige Konvergenz vor-

handen ist. Es gilt der

Sat0. In der Eeihe

c^ + c,-(z-~ z,) + c^'(z — zj H

habe -^^ für n = oo einen bestimmten endlichen Grenzwert - :

i

c«
1

"^

lim == "~
>

n= CO ' " '

und es sei r^ irgend eine positive Zahl Meiner als r; alsdann
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Fig. 79.

Iconvergiert die Reihe unbedingt und gleichmäfsig für alle Werte z,

die der Bedingung

I
^ - ^0

I ^ ^1

genügen.

Es sei nämlicli (Fig. 79) z

irgend eine Stelle, für welche

M - ^0
I

= ^2

ist, d. h. die auf der Peripherie

des Kreises liegt, der um z^

mit dem Radius r^ beschrieben

ist, und es sei r^ < r.

Dann konvergiert unsere

Potenzreihe an dieser Stelle;

mithin ist (Nr. 101) dort:

lim
I

Cn{z — ZqY
I

= lim
I

c^r/
I

=0.

Ist also s eine (beliebig klein) vorgeschriebene positive Zahl,

so kann man immer ein N finden, so dafs

\Cnr^»\<8

wird für jedes positive w, das N übersteigt.

Betrachten wir andrerseits die Terme:

c, r
1 '2

i
J

c^n. ^3 ^2
I ? •

• CNr.

Da ihre Zahl begrenzt ist, können wir die gröfste Zahl unter

ihnen aussuchen; sie sei rj und schliefslich sei M wieder die

gröfsere der beiden Zahlen s und r}. Dann ist für alle n:

< M

Unser Rest Rn wird nun:

Rn = €n(z — ZoY + C,+ i {z — ^0)" + ' +
und daher

Rn\<
M\s +

Ist nun z irgend ein Punkt im Inneren des Kreises mit dem

Radius ^g, so sei:

— z.

32*



500 Elftes Kapitel.

Dann ist:

"^ < h

und für jedes s, das im Innern oder auf der Peripherie des

Kreises mit dem Radius r^ liegt:

Mithin wird

i^»i^f»-u+^+(-:-r+-}

»'s

für jedes ;?, das auf der Peripherie oder im Inneren des

Kreises mit dem Radius r^ liegt.

Ist nun (f eine (beliebig klein) vorgeschriebene positive

Zahl, so bestimme man n so, dafs

wird. Dies geht, da - ein echter Bruch ist. Alsdann wird

für dieses n und alle folgenden immer

\Bn\<6,

WO auch der Punkt 2 in oder auf dem Kreise mit dem Radius r^

liegen mag.

r^ ist nun der Bedingung unterworfen, dafs es kleiner als

r^ ist, wo ^2 seinerseits nur dadurch beschränkt ist, dafs es

kleiner als r ist. Mithin ist r^ nur der Beschränkung unter-

worfen, dafs es kleiner als r ist; denn zwischen einer solchen

Zahl r^ und r kann man immer eine Zahl r^ einschieben,

so dafs

^1 < ^2 < ^

wird. Hierdurch ist unser Satz erwiesen.

364. Gleiehmäfsige Konvergenz für Reihen mit reellen

Gliedern und für Potenzreihen von mehreren Veränderlichen.

Man wird bemerken, dafs der Begriff der gleichmäfsigen Kon-

vergenz sich unmittelbar auch auf Reihen mit reellen Gliedern

überträgt.
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Definition. Die reelle Potenzreihe

keifst gleichmäfsig konvergent für alle reellen x, die der Bedingung

\
X — XQ\<r genügen j wenn m einer (heliebig Mein) vor-

geschriebenen positiven Zahl 6 man immer ein n finden kann,

so dafs

\Bn'\<6

wird für jedes n^n und für alle reellen x, die der Bedingung

\x — iTo
I

< r genügen.

Da die formale Definition ungeändert bleibt, so gilt auch

der in der vorigen Nummer gefolgerte Satz wörtlich ebenso

für eine reelle Potenzreibe und eine reelle Variabele z.

Natürlich kann man den Begriff der gleicbmäfsigen Kon-

vergenz für irgend welche Reihen aufstellen, deren Glieder

variabel sind, im Besonderen wird man für Potenzreihen mit

mehr Veränderlichen definieren:

Definition. Die Fotenzreihe

«00 + [ö^ioC^ — ^o) + «Ol (y — 2/o)] H

+ [a„_i,o(^ — x^y-"- -\ f- ao,n-i(y — yoY~'^'\ + ^n

keifst gleichmäfsig konvergent für alle x, y eines bestimmten

Variabilitätsbereiches S8, wenn zu einer (beliebig klein) vor-

geschriebenen positiven Zahl 6 immer ein n gefunden werden

kann, so dafs

\Bn'\<6

wird für jedes ganze positive n ^ n und für alle Werte x, y des

Variabilitätsbereiches S8.

Zu dieser Definition ist zweierlei zu bemerken:

1. Lediglich der Übersichtlichkeit halber ist nur von

zwei Veränderlichen ic, y gesprochen; es ist einleuchtend wie

die Definition für eine beliebige Zahl von Variabelen lautet.

2. Die Definition behält ihre Gültigkeit, mag man von

reellen Potenzreihen der reellen Veränderlichen x, y oder von

komplexen Potenzreihen der komplexen Veränderlichen x, y

reden.
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§ 3. Funktionen einer komplexen Teränderlichen,

365. Ganze rationale Punktionen. Setzt man

= x + yi, 2^0 = ^0 + 2/0^

so wird die m^ Potenz von ^ — 0^^

(1) (^ - «o)» = {
(rr - X,) + {y- y,) i

}

"',

wenn m eine ganze7positive Zahl ist, ebenfalls eine komplexe

Zahl, d. h. von der Form:

(2) (ß — Zq)"^ = u + vi == tv,

wo u und V reelle Veränderliche sind, die Funktionen der

reellen Veränderlichen x und y sind. In der That kann man
die rechte Seite in (1) nach dem binomischen Satze in eine

endliche Zahl von Summanden zerlegen, die abwechselnd reell

und rein imaginär sind.

Ist also z eine komplexe Veränderliche, m eine ganze

positive Zahl und Zq irgend eine komplexe Konstante, so

wird auch

(3) w={z~ z^Y

eine komplexe Veränderliche, und jeder Stelle z in der Ebene

der komplexen Variabelen z entspricht eine und nur eine

Stelle Wj die man als Punkt in einer neuen Ebene, der Ebene

der komplexen Variabelen w^ deuten kann. Man sagt daher

{z — Zq)"^ ist eine Funktion der homplexen Variahelen z und

spricht von einer Abbildung der z- Ebene auf die w- Ebene,

welche durch die Gleichung (3) hervorgerufen wird.

Multipliziert man {z — z^"^ mit irgend einer komplexen

Konstanten Cm, so wird das Produkt wieder eine komplexe

Variabele:

W = U -\- vi = Cm' {Z — ^^o)"*.

Addiert man eine endliche Anzahl solcher Glieder und ver-

mehrt die Summe um irgend eine Konstante Cq, so entsteht

ein Ausdruck von der Form:

(4) w; -= Co + Ci (^ — ^o) -I ^'«(^ — ^oY-

w wird wieder eine komplexe Variabele; d. h. von der Form

w = u -\- viy
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wo u und V reelle Funktionen der reellen Veränderlichen x

und y sind:

(5) u = q)(x,y), v = tl){x,y). .

Zu jedem Werte der komplexen Variabelen s gehört vermöge

der Gleichung (4) ein bestimmter Wert w^ man nennt daher

auch in diesem Falle w eine Funktion der komplexen Variabelen

und schreibt:

und man sagt, dafs durch einen Ausdruck der Form (4) eine

ganze rationale Funktion von z definiert wird.

366. Analytische Punktionen. Betrachten wir jetzt eine

Reihe, fortschreitend nach ganzen, positiven Potenzen von

(1) Co + q (^ — ^o) + C^iz— ^oY -\ ;

welche im Inneren eines Kreises konvergiert, der mit dem

Radius r um den Punkt 0^) beschrieben ist. Alsdann wird

jeder komplexen Zahl ^, welche der Bedingung]

\0 — 0Q\<r

genügt, eine komplexe Zahl

(2) w = ^0"+ Ci • (^ — ^0) H ^u + vi

entsprechen, die durch Summation der Reihe (1) mit jeder

beliebigen Annäherung berechnet werden kann. Wir sagen

daher

:

Durch die Gleichung (2) wird uns im Inneren unseres Kon-

vergenzkreises eine analytische Funktion w der komplexen Varia-

helen z gegeben und wir schreiben

tv = f{z).

Man hat Mittel, eine solche Funktion noch über ihren

Konvergenzbereich fortzusetzen. Im Gegensatze zu der so

entstehenden gesamten Funktion sagt man auch wohl, die

Gleichung definiert nur ein Element einer analytischen Funk-

tion. Wir können hier in der Differentialrechnung diese Aus-

drucksweise entbehren, da sie erst in der Funktionentheorie

ihre eigentliche Bedeutung erlangt, und da wir in der Regel

ohnehin nur „Elemente" von Funktionen betrachten.
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367. Grenzwerte der analytischen Funktionen. Ganz

analog wie in Nr. 15 definieren wir:

Definition. Wenn man sagt, die analytische Funktion f(z)

der komplexen Variabelen z hat an der Stelle z = c den Grenz-

wert C, so heifst dies:

Wird eine (beliebig Meine) positive Zahl 6 vorgeschrieben^

so Jcann man immer eine positive Zahl h finden ^ so dafs

\f{c + h')-C\<6
wird für jedes Tiomplexe h\ dessen Betrag Meiner als h ist

Es ist selbstverständlich, dafs wir von unserem Stand-

punkte aus uns vorstellen, dafs die analytische Funktion f{z)

im Inneren eines gewissen Kreises durch eine Reihe fort-

schreitend nach ganzen positiven Potenzen von z — z^ gegeben

ist und, wenn wir die Funktion an einer bestimmten Stelle

z = c betrachten, so ist es selbstverständlich, dafs dieses c

im Inneren des Konvergenzkreises der Potenzreihe liegt, von

welcher wir soeben gesprochen haben. Dies mag hier ein

für alle Mal bemerkt werden.

Wie schon hervorgehoben, stimmt unsere Definition des

Grenzwertes einer analytischen Funktion einer komplexen

Veränderlichen formal vollständig mit der bei reellen Funk-

tionen einer reellen Veränderlichen überein. Es gelten also

auch hier dieselben Regeln wie früher für das Rechnen mit

Grenzwerten.

Man wird bemerken, dafs schon in Nr. 359 eine analoge

Übertragung vorgenommen wurde, und wir wollen die dort

angestellten Betrachtungen auch hier verwerten, indem wir

an die Figur 76 anknüpfen. Die Ebene der Zeichnung sei

aber diesmal die Ebene der komplexen Variabelen w, die an z

durch die Gleichung

w = f(z)

geknüpft ist. Trennen wir iv in seinen reellen und imagi-

nären Teil

w == u -\- viy

so dafs u und v reelle Funktionen der reellen Veränderlichen

X und y werden:

u = (p{Xjy), V'=Tp{x,y),
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und setzen wir noch "'
^

c =: a + hif C = Ä + Biy

so schliefsen wir ganz wie in Nr. 359 aus der Fig. 76 auf den

Sat0. Damit die analytische Funktion

(1) w = f{2) = (p{x,y) + il^{x,y)'i

an der Stelle s == a -\-hi den Grenzwert w = Ä -\- Bi hahe,

ist notwendig und hinreichend, dafs der reelle und imaginäre Teil

von w hesw. A und JB mm Grenzwerte haben an der Stelle

X = a, y = h; in Zeichen: Wenn

(2) lim f(z) = Ä-{- B'i
z= c

ist, so ist auch

(3) lim (p(x,y) = Ä und lim il){x,y) = B
x= a,y=J) x-=a,y='b

und umgekehrt.

Wir wollen scliliefslicli nocli kurz erläutern^ was die

Schreibweisen

lim f(z) = oo und lim f{z) = C
Z= C Z=co

bedeuten.

Befinition. Man sagt, f{z) hat an der Stelle z = c den

izwert oo, wenn dort ^^ den Gf
/w

also die zwei Gleichungen äquivalent:

lim f(z) = (x> und lim --.- == 0.

z=c z= c'^^^

Man sagt, f{z) habe an der Stelle z == oo den Grenzwert C,

wenn /"(—) an der Stelle z = den Grenzwert C hat. Es sind

also die zwei Gleichungen äquivalent:

lim f{z) = C und lim /•(-) == C.

Demnach hat z. B. — an der Stelle z = den Grenzwert oo
z

und an der Stelle z = oo den Grenzwert 0.

368. Stetigkeit der analytischen Funktionen. Ganz wie

bei den reellen Funktionen reeller Veränderlicher ist die

Stetigkeit mit Hülfe des Grenzbegriffes auch bei den Funktionen

Grenzwert oo, wenn dort -jr^ den Grenzwert null hat. Es sind
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komplexer Veränderlicher zu definieren. Wir verweisen ge-

radezu hier auf die Definitionen in Nr. 20 und 21. Schreibt

man dort z für x^ c für a und ^äfst die Veränderlichen

komplex sein, ebenso wie die Zahl h\ während h und 6 reell

und positiv bleiben, so bekommt man die Definition der Stetig-

keit für Funktionen komplexer Veränderlicher. Mit den Defi-

nitionen bleiben auch die aus ihnen gezogenen Folgerungen

bestehen. Im Besonderen heben wir aus Nr. 23 i den Satz

hervor:

Eine ganze rationale Funktion f(z) der komplexen Ver-

änderlichen z ist an jeder Stelle z = c stetig.

Sodann beweisen wir jetzt den wichtigen

Satz. Die durch die Gleichung

w = f{z) == Co + Cj . (^ — ^o) -I

definierte analytische Funktion ist stetig an jeder Stelle z ^= c^

die im Inneren des Kreises liegty für welchen die rechter Hand

stehende Reihe konvergiert.

Setzen wir in der That

so wird

f{^)-u^) + M^y\

Da aber die Reihe für f{z) gleichmäfsig konvergiert im

Inneren des Konvergenzkreises (Nr. 363), so kann man, unter y
eine (beliebig klein) vorgeschriebene positive Zahl verstanden,

eine ganze positive Zahl N finden, so dafs

wird für jede ganze Zahl n, die N übersteigt. Diese Zahl N
ist dieselbe für alle z im Inneren des Konvergenzkreises.

Es ist daher auch

|B»wi<i
und durch Subtraktion folgt:

I

B„(ä) - R„{c)
I

<
I

Rn{e)\ + 1
B„(c) |< '|- •
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Ferner ist fn{^) als ganze rationale Funktion jedenfalls an der

Stelle z = c stetig-, es ist also:

lim fn{2) =fn(c).
z= c

Man kann folglich eine positive ZaU h finden, so dafs

l/-„W-/;(e)i<|-

wird für alle <s, die der Bedingung

\0 — c\<h

genügen. Für alle diese z wird mithin:

\m-fie) \

= i/^W - fnic) + Ra{d) - U,(c)
I

<
I

/»(«) - fn{c)
I
+

I

B„(«) — JR„(C)
I
< 6.

Mithin ist:

lim f{z) = fic)
z= c

oder f{z) ist stetig an der Stelle ^ = c.

369. Differentiierbarkeit einer analytischen Punktion.

Betrachten wir den Grenzwert

A^ + fe) -m

WO h als komplexe Variabele nach null konvergiert. Wenn
er existiert, so nennen wir ihn die Ableitung oder den Diffe-

rentialquotienten von f{2) und bezeichnen ihn durch

Es gilt nun der

Satz. Die analytische Funktion

(1) f(^,)=c,+C,{z-0,) + ---

hesitgt an jeder Stelle 0, die im Inneren des Konvergenzkreises

der Potenzreihe (1) liegt, die ÄUeitimg:

(2) fiz) ^ Ic, + 2c, . {z - z,) + 3c, . (^ - z,y + .
.

•

Die Beihe rechter Hand in (2) konvergiert in demselben Kreise

wie (1).

Zunächst ist die Reihe für f (s) konvergent für alle Zj

welche der Bedingung



508 Elftes Kapitel.

lim
(w+l)c„^j

-(^-^o) <1

genügen. Nun ist abef

(vgl. Nr. 362) und

lim
W=co

'n+ 1

r n + 1 .

lim —— = 1

,

n= co

also folgt, dafs die Reihe für f {0) konvergiert für alle z, die

der Bedingung

(3) \g-e,\<r
genügen.

Wendet man diese Betrachtung noch einmal an, so folgt,

dafs auch die Reihe

r(0) = 2 . 1 c^ + 3 . 2c3(^ - ^0) + 4 • 3c,(^ - ^0)' + • •
•

in demselben Kreise wie die für f(ß) konvergiert. Sie kon-

vergiert in seinem Inneren unbedingt. Also hat für jedes ^,

das der Bedingung (3) genügt,

(4) 2.11^21 + 3.21^3! l^-^o 1 + 4-3 lcJ|^-^or + •••

einen bestimmten endlichen Wert.

Es ist nun zu zeigen, dafs

wird. Wir finden
^^^ "^ ^l^-ßll gleich einer Reihe, deren

allgemeines Glied ist:

,, . (t±^!rzr = ,„ j(«)
g.-x + («) i^-n + ... + Ä«-),

WO 5 für ;e; — ^0 geschrieben ist.

Daher wird die Differenz

f{z + h)- f(z) _ ^,^^^

gleich einer Reihe, deren allgemeines Glied ist:
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Wählen wir jetzt den Betrag von h so klein, dafs

UI + i^Kn
ist, wo rj eine positive Zahl kleiner als r ist; dann wird die

Klammer in (5) absolut kleiner als

<[\l\ + \M\''-'<r,''-'.

Folglich wird

h

kleiner als eine Reihe, deren allgemeines Glied nach (5) durch

gegeben wird. Diese Reihe ist aber weiter nichts, als:

I |Ä
I

{2- 1 |c,l + 3-2 |C3 1 r, + 4-3 Ic.ln^ + .•)

Nach (4) hat aber diese Reihe einen endlichen Wert, da

r^ < r ist. Ist daher M der Wert der Klammer, so wird

und, da für /^ = die rechte Seite null wird, erhalten wir:

Kz^-h)-f{zl_^,^^^

<1^M

iim^(- + V^^^^=r(^).
h=0 ^

wie behauptet war.

370. Eine Folgerung aus der Stetigkeit. Den folgenden

Betrachtungen möge zur Vorbereitung ein Satz vorangeschickt

werden, den wir in den früheren Kapiteln bei reellen Funk-

tionen reeller Veränderlicher direkt der Anschauung entlehnt

haben. Er lautet:

Sat0. Es sei z = c eine Stelle im Innern des Konvergenz-

hreises der f{ß) definierenden Fotenzreihe und f(c) nicht null.

Alsdann ist auch in der Umgehung von z = c die Funktion f(z)

nicht null.

Das Wesentliche, was wir von der analytischen Funktion

hier brauchen, ist, dafs sie an der Stelle z = c stetig ist.
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Hieraus und aus /(c) =j= folgt, dafs auch in der Umgebung

der Stelle z = c die Funktion f{d) nicht null ist. Der soeben

ausgesprochene Satz gilt wörtlich ebenso für reelle Funktionen

reeller Veränderlicher: Sind sie stetig an einer Stelle und

dort nicht null, so sind sie auch in der Umgebung der Stelle

nicht null. Wir haben ihn bisher auch oft schon benutzt,

indem wir ihn als unmittelbar evident der Anschauung ent-

lehnten. Der hier gegebene Beweis wird daher gleichzeitig

das Frühere ergänzen.

Da f{B) m ^= c stetig ist, so kann man zu einer vor-

geschriebenen positiven Zahl 6 immer eine positive Zahl h

finden, so dafs

\nc + h')-f{c)\<a

ist für alle Zahlen h\ deren Betrag kleiner als h ist (Nr. 20).

Wählen wir im Besonderen =
|

f{c)
\

, so folgt:

\f(o + h')-f{c)\<\f{c)\,
also auch:

\m\ - \f{c + *')!< \f(f) - fi" + h')i<\fic)\.

Mithin wird

\f(c + h')\>0

für alle h', deren Betrag kleiner als h ist; d. h. f(s) ist in

der Umgebung der Stelle s! == c nicht null.

371. Die Potenzreilieiientwickelung ist nur auf eine

Weise möglich. Aus unserem vorigen Satze folgern wir

zunächst:

Sat0. Wenn die Beihe

Co + ^i(^'-^o)H

für jeden Wert z verschwindet, welcher der Bedingung

k — ^0
I
< ^

genügt^ so sind alle ihre Koeffizienten null.

Zunächst folgt für z = ZqI

Co = 0.

Angenommen nun, unser Satzfwäre nicht richtig, dann giebt

es einen ersten unter den Koeffizienten Cq, c^, . . ., der nicht

null ist. Es sei Cm dieser Koeffizient. Dann wird unsere Reihe

:

{Z — ZoJ'^lCm + Cm+ l(z — ^^o) H )'
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Ist nun z irgend eine von 0^ verschiedene Stelle, die in der

Umgebung von z^ liegt, so ist der erste Faktor {ß— z^"^ in

unserer letzten Formel nicht null. Der zweite Faktor ist

(Nr. 368) eine stetige Funktion von z, welche für z = Zq den

von null verschiedenen Wert Cm annimmt; folglich ist er auch

(Nr. 370) in der Umgebung von z = z^ nicht null gegen die

Voraussetzung. Also giebt es keinen ersten unter den Koeffi-

zienten Cy der von null verschieden ist; d. h. alle c sind null.

Aus dem eben bewiesenen Satze folgt sofort der neue

Satz. Wenn zwei Reihen

^0 + ^1 (^ — ^o) H ^^^ ^0 + h(^ — ^o) H

für alle Werte z übereinstimmen ^ die der Bedingung

\z— ZQ\<r

genügen, so sind die Beihen identisch; d. h. es ist:

^0 ^^ ^0 ; Cj = ßj , . . .

Bildet man die Differenz beider Reihen

^0 - ^0 + fe — ^i) (^ — ^o) H ,

so verschwindet diese für alle z, welche der Bedingung

i

^ — ^0
I

<^ ^ genügen. Also sind nach dem vorigen Satze

ihre sämtlichen Koeffizienten null; d. h. es ist

wie behauptet war.

372. Die Taylorsclie Heilie. Unsere bisherigen Betrach-

tungen gestatten uns, die Taylorsche Reihe auch auf

Funktionen komplexer Veränderlicher auszudehnen. Die Ent-

wickelung

f(^) = ^0 + ^1 (^ - ^o) + • •
•

konvergiere für alle Zj die der Bedingung

\z — ZQ\<r

genügen. Dann konvergieren, wie durch wiederholte An-

wendung des Satzes der Nr. 369 folgt, in demselben Bereiche

die Reihen

r{,) = ic, + 2c,{i! -,,) +

/(»)(^) = „.(„_!)... 2. lc„+ («+l)n...3-2c„+,(^-2„) +
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und sie definieren uns ebenfalls nach Nr. 369 die successiven

Ableitungen von f{z). Setzen wir nun 2 = 2^^ so finden wir:

und daher:

m = /-w + -ff^- (- - ^o)
+ ^"1^^

(^ - ^«)^ + • •
•

Wir sehen also:

Bas Bildungsgesetz der Koeffizienten einer Potenzreihe wird

immer durch die Taylorsche Reihe gegeben.

Die Frage freilich, wann der Tai/Zörsche Satz auf eine

Funktion anwendbar ist, werden wir erst in der Integral-

rechnung beantworten können und zwar — wollen wir gleich

hinzufügen — in sehr viel befriedigenderer Weise, als dies für

reelle Funktionen reeller Veränderlicher möglich ist. Vor-

läufig müssen wir uns begnügen unsere Ergebnisse so zu-

sammenzufassen:

Haben wir eine unendliche ReiJie homplexer Zahlen

Cq , Ci , . . . c„ , . . .

von der Eigenschaft, dafs

lim
Cn r

einen bestimmten endlichen Wert hat, so lann man immer eine

analytische FunJction f{z) bilden, deren n*« Ableitung an einer

willkürlich vorgeschriebenen Stelle z = Zq den Wert

/•(n)(^^) = n!c„

annimmt, und die für jeden Punkt im Innern des um Zq mit

dem Radius r beschriebenen Kreises durch die Reihe

definiert ist.

§ 4. Spezielle analytische Funktionen.

373. Die Funktionen e% sinz, cosz. Die Funktion e"

haben wir für reelles z bereits kennen gelernt und sie in Nr. 117

nach dem Taylorschen Satze entwickelt. Wir fanden:

(1) ^-^ + ^l+2l+---
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In Nr. 105 haben wir auf eine auch für komplexes z gültige

Weise erkannt, dafs die Reihe für jedweden endlichen Wert

von z konvergiert. Wir definieren deshalb durch die Glei-

chung (1) die Funktion e^ für jeden komplexen Wert von z.

Der Radius des Konvergenzkreises, dessen Mittelpunkt die

Stelle ^ = wäre, ist durch keine Ungleichheit beschränkt,

oder — wie man auch sagt — die Reihe ist heständig konver-

gent Es fällt also hier das „Funktionselement^^ zusammen mit

der ganzen analytischen Funktion und, da somit zu jedem

Werte des Argumentes z auch nur ein Wert der Funktion e^

gehört, nennen wir sie eine eindeutige analytische Funktion.

Ganz Analoges läfst sich von den Funktionen sin^; und

cos^ aussagen. Wir definieren sie nach Nr. 119 durch die

nach Nr. 105 beständig konvergenten Reihen

(2) sin^= f
—

1^ + ^-^^

(3) cos^= l_|^ + i-

für jeden komplexen Wert von z als eindeutige analytische

Funktionen der komplexen Variabelen z.

Alle Gleichungen, weiche für reelles z für die Funktionen

e'y sin Zj cos z als richtig erkannt wurden, lassen sich direkt

aus den Reihenentwickelungen ableiten und bleiben daher

auch für komplexe Werte z richtig.

Wir heben z. B. hervor die Relationen

(4) e'^+y = e^ • e^

,

(5) sin {x -\- y) == sin x co^y -\- cos x ^my^

(6) cos {x -\- y) = cos x cos y — sin x sin y ,

welche für alle Paare komplexer Zahlen x, y gelten. Zum
Beweise der Gleichung (4) z. B. beachte man, dafs e^ und e^

durch Reihen gegeben werden, deren allgemeine Glieder sind

-r und ^7 •

n\ n\

Multipliziert man beide Reihen nach der Regel der Nr. 110,

so entsteht wieder eine beständig konvergente Reihe, deren

allgemeines Glied ist:

Serret, Diff.- u. Integral-Rechnung. I. 2. Aufl. 33
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^ . 1 +
^"~'

.y^ 4- . . . 4_ 1
.2/" _ (^ + 2/r

n\ ^ {n-l)\ 1! ^ ^^ ^ ^ —

•

Das ist aber genau das allgemeine Glied der Reihe für e^+y.

Hierdurch ist (4) erwiesen, und auf dieselbe Weise thut man
die Richtigkeit von (5) und (6) dar. Setzt man in letzteren

Gleichungen im Besonderen x = z^ y = 27t, so findet man
•(7) sin(^ + 2;r) = sin^s;, cos (^ + 2;r) = cos^.

Also auch für komplexes z sind sin und cos z periodische

FtmJctionen mit der reellen Periode 2 it.

Zu den bekannten Formeln fügen wir eine neue hinzu.

Addieren wir zur Gleichung (3) die mit i multiplizierte Glei-

chung (2), so erhalten wir die Reihe für e"'-^ d. h. es wird:

(8) cos z -{- i sin z = e'\

Diese von Euler gefundene Gleichung ist eine der wichtigsten

in der ganzen Mathematik. Vertauscht man in ihr z mit — z

so findet man durch Addition und Subtraktion:

(9) cos^ = —^-
, sin^ =

Aus (8) folgt ferner:

(cos ^ + ^ sin zY = e"»^^' = (cos mz + i sin mz).

So entsteht der

(10) Satz von Moivre. (cos z-{- i sin z)"^ = (cos mz + i sin mz\
welcher ebenso wie (8) für jeden komplexen Wert z er-

wiesen ist.

Setzen wir in (8) ^ + 2ä an Stelle von z^ so erhalten wir:

^{z + 27t)i = cos ^ + i sin z = e''

oder, wenn man z für zi schreibt:

(10) e^+2^» = e^^

das heifst:

Die analytische Funktion ^ hat die rein imaginäre Periode 2 7t i.

374. Die rationalen Punktionen. Eine ganze rationale

Funktion f{z) ist eine eindeutige analytische Funktion; denn

an jeder Stelle z = z^ läfst sie sich in eine Reihe entwickeln,

fortschreitend nach ganzen positiven Potenzen von z — Zq.

Da diese Reihe überhaupt nur eine endliche Anzahl von

Gliedern hat, ist sie gewifs beständig konvergent. Es wird:
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Die Koeffizienten berechnen sich nach dem Taylor^ohen Satz;

z. B. ist: ^, .

Ist z. B. /"(^o)
= 0, so wird die rechte Seite von (1) durch

z — Zq teilbar. Wir haben den Satz:

Ist z = Zq Wurzel einer algebraischen Gleichung,

so ist ihre linJce Seite durch z — Zq teilbar.

Der Quotient zweier ganzen rationalen Funktionen defi-

niert uns die gebrochene rationale Funktion:

(2) ^^ = ^-
Wir können immer annehmen, dafs f(z) und g(z) an keiner

Stelle der Ebene gleichzeitig verschwinden. Ist n der Grad

der ganzen rationalen Funktion g(z)j so läfst sich bekanntlich

g(z) in n lineare Faktoren zerlegen:

g(g) ^ C'{Z - b^) (z - b^) " ' (z — bn).

Betrachten wir nun einen der Faktoren

1

an irgend einer von b verschiedenen Stelle z = Zq der Ebene.

Dann wird:

1 — 1 Fig. 80.

Die rechte Seite läfst

sich in eine geometri-

sche Reihe entwickeln,

die konvergiert, so lange

. h. solangeist; d

I

^ - ^0
I
<

I

ö - ^0
I

ist. Beschreibt man also um Zq einen Kreis, der durch den

Punkt b geht, so konvergiert unsere Reihe im Inneren dieses

Kreises. Markieren wir daher in der Ebene die Punkte b-^yb^j'.^bn

und suchen unter den Abständen
33*
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den kürzesten r aus, so wird sich die Funktion

1 1

g{z) c{z-\){z-h,)-'-{z-h^)

in eine Reihe entwickeln lassen, fortschreitend nach ganzen,

positiven Potenzen von z — Zq, die in dem um ^^ ^i^ ^^m

Radius r beschriebenen Kreise konvergiert. Multipliziert man
diese Reihe mit der Entwickelung für fiB)^ so entsteht für

die rationale Funktion

^^) «' =^ = C„ + C,.(.-.o) + ---

eine Entwickelung nach ganzen positiven Potenzen von z — z^^

welche in dem nämlichen Kreise konvergiert. Mithin ist auch

die rationale Funktion eine analytische Funktion und, da zu

jedem Werte z nur ein Wert w gehört, eine eindeutige

analytische Funktion; aber anders als früher wird uns durch

eine Reihenentwickelung (3) nur ein Element der analytischen

Funktion gegeben und nur durch den Ausdruck (2) die ganze

analytische Funktion.

375. Die Punktion Iz. In Nr. 120 haben wir für die

Funktion 1{1 -^ x) bei reellem x eine Reihenentwickelung

nach ganzen positiven Potenzen von x abgeleitet, von der

wir in Nr. 106 auf eine auch für komplexe Variabele gültige

Weise zeigten, dafs sie für alle x konvergiere, deren Betrag

kleiner als 1 ist.

Setzen wir daher 1 -\- x = z , mithin x == z — 1 , so

definiert uns die Gleichung

(1) lz = -~^ 2
\

3

eine analytische Funktion von z für jedes komplexe z, welches

der Bedingung
|.-ii<i

genügt, das also im Inneren eines um z = 1 mit dem Radius 1

beschriebenen Kreises liegt.

376. Die Funktion (1 + z^. In Nr. 125 haben wir

(1 + xY" nach ganzen positiven Potenzen von x für alle

reellen Xj deren Betrag kleiner als 1 ist entwickelt.
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Setzen wir x = s — 1, so finden wir:

(1) .». = i + ^^(._i) + '^i^(.-iy+...

Der Quotient zweier auf einander folgenden Glieder wird

—p-
- (b— 1).

Da nun für jedes komplexe m

lim —^v = lim

n

ist, so folgt, dafs der Konvergenzbereich unserer Reihe durch

gegeben ist oder:

z^ ist eine analytische Funhtion der Komplexen Variahelen Zj

welche für jedes z im Inneren eines um z = 1 mit dem Radius 1

heschriebenen Kreises und für jedes komplexe m durch die nach

ganzen positiven Potenzen von z — 1 fortschreitende Reihe (1)

definiert ist.

§ 5. Partielle Differentialgleicliungen. — Konforme
Abbildung.

377. Eigenschaften der Funktion u und v. Wir fahren

jetzt in unseren allgemeinen Betrachtungen fort. Nehmen wir

eine analytische Funktion, welche im Inneren eines um z = Zq

mit dem Radius r beschriebenen Kreises ^ durch die Reihen-

entwickelung definiert ist:

(1) IV = f(z) = Co + c,
. (^ - ^o) H

Wir zerlegen jetzt wie in Nr. 366 tv in seinen reellen und

imaginären Teil,

(2) w = u -{ vi,

und suchen uns zunächst genauere Rechenschaft von der Defi-

nition der Funktionen

(3) u=.(p(x,y), v = ilj{x,y)

zu geben. Setzen wir unter Beibehaltung der alten Bezeich-

nungsweise

(4) fn(z) = g)n(pc, y) + t^-,(^, y) • i,
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so werden g)n{Xy y) und i/;„(a;, y) reelle ganze rationale Funk-

tionen n — 1*®^ Grades der reellen Veränderlichen Xj y\ d. h. es

werden cpnix, y) bezw. il)n{Xj y) gleich einer Summe von Termen

der Gestalt:

(5)

axo{x—XQY+ a}i-i,i{x— XQy-'^(y— yQ) +
+ ao,x(y — yoy

bezw. ho^x

-

XqY+ h-i,i{x—XQY-^(y— y^) +

wo alles reell ist. Summiert man diese für A = 0, 1, • • • w — 1,

so entsteht q)n{x, y) bezw. ip^i^jy)- Da aber

(6) lim fn(2) = \im{(pn{x,y)-{-ipni^,y)'i}=f(^)=(p{x,y)+t{oc,y)

ist, so folgt nach dem Satz der Nr. 359, dafs

(7) lim (pn{x^ y) == (p{x, y) und lim ^n {x, y) = ^{x, y)

ist, und dies gilt gleichmäfsig für alle Punkte im Inneren

unseres Kreises Ü. Umgekehrt folgt aus (7) auch (6). Es

werden somit '(p(Xjy) und il){Xjy) nach ganzen positiven

Potenzen von x — Xq und y — y^ fortschreitende Reihen,

welche für alle Punkte {x, y) im Inneren von ^ gleichmäfsig

konvergieren.

Ist z = c = a -^li irgend eine Stelle im Inneren von ^,

so ist f{z) dort stetig (Nr. 368), also (Nr. 367):

(8) lim f{z) = f{c) = 9)(a, h) + i^(a, 6) • ^ .

z=c

folglich ist auch (Nr. 367):

(9) lim (p {Xj y) = cp {a, h) und lim z^ {x, ?/) = ^ {a, h).

Umgekehrt folgt aus (9) auch (8). Aus der gleichmäfsigen

Konvergenz der Reihen für u = (p{x, y) und v = ^(x, y)

schliefst man analog wie in Nr. 369, dafs die Funktionen u

und V innerhalb ^ auch die ersten Ableitungen ^7 ^> ^> ^
und daher auch alle Ableitungen von beliebig hoher Ordnung
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besitzen, und dafs diese durch gliedweise Differentiation der

Reihen gewonnen werden. Wir erkennen:

Satz. Ist die analytische Funktion

w = f(0)

der komplexen Variabelen z = x -{- yi durch eine nach ganzen

positiven Potenzen von z — z^ entwickelbare , in einem Kreise ^
gleichmäfsig konvergente Reihe gegeben j so sind der reelle und

imaginäre Teil der Funktion w = u -}- vi,

u = (p{x,y), V = ^{x,y)

durch nach ganzen positiven Potenzen von x — Xq und y — «/^

entwickelbare Reihen gegeben, welche in ^ stetig sind und nebst

den Reihen für ihre Ableitungen in ^ gleichmäfsig und unbedingt

konvergieren.

378. Die partiellen Differentialgleichungen erster Ord-

nung. In Nr. 369 erkannten wir, dafs für jedes z innerhalb Ä

(1) lim?^^^±4- = r(^)

war, auf welchem Wege auch

die komplexe Variabele

h = k -\- li

in die Stelle h = hinein-

rückt. Trennen wir wieder

reell und imaginär, so wird

w'= f\z) = ti-{- vi

wo sich über 9' und 1/;' das-

selbe aussagen läfst wie in

Nr. 377 von g? und il). Mit-

hin folgt aus (1):

Fig. 81.

r\

<^

i-li »+Ä

+Ä

lim
k= 0,l

cp{x + k,y-\-l)-\-^{x + 1c, y + T) (p{x,y) — il}{x,y)-i

k-\-li

= (p'(x, y) + i^\x, y)'i = ii + vi,

wie auch die reellen Variabelen k und l in die Null hinein-

rücken mögen. Setzen wir im Besonderen l = und lassen
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dann l in die Null rücken, d. h. bewegt sich h auf der Ge-
raden von z -\- h nach z^ so wird

(2) u'+ v'i = lim y(^ + fe,y)-qp(^y)

-j_ lim
^(^ + ^,2/) — ^(^,y) .

^.

Setzen wir umgekehrt erst Ä; == und lassen sodann ? null

werden, so bewegt sich h auf der Geraden von z + li nach z

und es wird

1=0 *
z= o

^
'

(3) =_^5J)^+£1 (^,2/)

dy ' ^2/

Wir schliefsen aus dem Vergleiche von (2) und (3), indem

wir wieder u für (p und v für ifj schreiben:

/A\ du dv du dv
^ ^ dx dy^ cy dx

Der reelle und imaginäre Teil einer Funktion einer komplexen

Variabelen sind also nicht willkürlich, sondern durch die

Gleichungen (4) mit einander verknüpft.

Bestehen umgekehrt für ti = cp{x,y) und v = t^(ic, «/)

die Gleichungen (4), so wird u -j- vi eine Funktion von x + yi.

Zum Beweise nehmen wir für die Funktionen (p und i^ Reihen

an, fortschreitend nach ganzen positiven Potenzen von x — x^

und y — I/o, welche innerhalb ^ gleichmäfsig konvergieren.

Wir haben:

(5)

^ = fl'oo + «10 (^ — ^o) + «Ol (y — Vo) + «20 (^ — ^o)'

+ «ii(^ — ^o) (y - yo) + «02(2/ — y^y H

—

«^ = ^00 + K(.^ — ^0) + K(y — 2/0) + K(^ — ^oY

+ h^^(x — x^ (y — 2/0) + ^02 (2/
— 2/0)' H

und daher wird:



über Funktionen einer komplexen Variabelen. 521

ll
= a,o + 2^20(^— ^0) + «11(2/— 2/0) H

1^ = «Ol + «^11 (^ - ^0) + ^«02(2/ - 2/0) H

1^ ==
&,o + 2&2o(^-^o) + ^i(2/-2/o) + • •

•

g = &01 + ^iC-^-^o) + 2&o2(2/-2/o) + • •
•

Die Relationen (4) ergeben daher:

«10 = ^01

;

2a2o = &11

,

ö^ii = 2 &02 , • .
•

^ ^
«Ol = — ^10? «^11 =— 2&20; 2ör-o2 = — ?^ii , •

•

.

Setzt man demnach zur Abkürzung

«oo= «o» K = hy «io= «i; ^o = ^1 ? «20= ^2. ho= h,--

so findet man aus (6):

%==— &i, ?>oi
= «r7 «11== — 262, «02 = — «2?

^11 =2«2; ^02=— ^2?- •
•

Trägt man diese Werte in (5) ein, so wird

u = aQ + a^{x— Xq) — h,{y— y^) + a^(x — xj'

— 2h,{x — x^{y— y^)— a.,{y— y,y+ -' •

v = \ + l^{x— x^) + a,{y — I/o) + h.^x— x^f

+ 2a,{x— x^){y— y,)— h,{y - 2/0)'+ •

' V

und daher:

w = u + vi = («0 + hi) + («1 + &1O {(^ — ^0) + (^— 2/0)«}

+ («2 + \^)\.ip— ^0) + (2/ - 2/0)^']' -\

= Co + Ci(^-^o) + ^2(^— ^0)' -^

Es wird also w = f{z) eine Funktion von x + yi allein, wie

behauptet. Wir erkennen:

Satz, Ist

w = f{0)

eine analytische Funktion w = u-\- vi der Komplexen Variahelen

z= x-\-yi, so genügen ihr reeller und imaginärer Teil u und

vi den partiellen Differentialgleichungen 1*®^ Ordnung

, . du dv du dv_W d~x~~dy' dy~ dx'
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Genügen umgehehrt u und v diesen Gleichungen, so ist u -{- vi

eine Funktion der komplexen Variabelen x -\- yi Sämtliche

Funktionen denken wir uns dabei durch Potenzreihen definiert.

379. Die partiellen Differentialgleichungen zweiter Ord-

nung. Eben haben wir erkannt, dafs u und v nicht beide

beliebige Funktionen sind, sondern, dafs sie durch die Glei-

chungen (4) der vorigen Nummer verknüpft sind. Wir werden

jetzt zeigen, dafs weder die eine noch die andere Funktion

willkürlich gewählt werden kann.

Aus den Gleichungen (4) folgt durch Differentiation:

^ ^ cx^ dx'dy^ ^ ^ dxcy cy'^^

/Q\ __ ^^H ^ /A\ c^u d^v

dxcy dx^' ^ ^ dy^ dxdy

Addiert man (1) und (4) einerseits, sowie (2) und (3) andrer-

seits, so folgt:

dx^ "^ dy^~^' äP "T" ~d^ "~ ^*

In der Physik definiert man:

Definition. Jede Funktion o der reellen Veränderlichen

X und y, welche der Gleichung

^ '' cx^
"""

dy^

genügt, heißt ein Fotential.

Also sehen wir:

Der reelle und der imaginäre Teil einer analytischen Funk-

tion einer komplexen Variabelen sind Potentiale.

Umgekehrt wird in der Integralrechnung gezeigt werden,

dafs zu irgend einem Potentiale u eine Funktion v gefunden

werden kann, welche den Gleichungen (4) der vorigen Nummer
genügt; dann genügt v auch der Gleichung (5) dieser Nummer
und ist mithin ebenfalls ein Potential; denken wir uns w,

wie wir es thun müssen, durch eine Potenzreihe definiert, so

wird V und mit ihm w = u -\- vi durch eine in demselben

Kreise konvergierende Potenzreihe gegeben. Die Gleichung (5)

definiert alsodie Gesamtheit aller analytischen Funktionen.

380. Konforme Abbildung. Wir knüpfen wieder an die

Thatsache an, dafs bei einer analytischen Funktion
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(1) w = f{^)

die Ableitung

f {^)-= lim -^

unabhängig von dem "Wege ist, auf welchem A^; nach null

konvergiert, unsere Betrachtungen gelten zunächst nur für

das Innere des Kreises in der ^> Ebene, für welches die f{d)

definierende Potenzreihe konvergiert, und dasjenige Gebiet in

der «<;- Ebene, welches das Bild des Konvergenzkreises in der

w?- Ebene ist. Wir werden im Folgenden auf diesen Umstand

nicht wieder besonders aufmerksam machen. Wir definieren

weiterhin wie früher das Differential von /*(^). Is dz eine

willkürlich gewählte komplexe Zahl, so ordnen wir eine kom-

plexe Zahl dw zu, die wir aus

J^ = f (^) oder dw = f {z) dz

bestimmen. Dann heifst dw das zm dz gehörige Differential

der Funktion f{z) an der Stelle z. Endlich benutzen wir

wieder die in Nr. 365 erläuterte Anschauungsweise, nach wel-

cher die Gleichung (1) die ^-Ebene auf eine ?^- Ebene ab-

bildet. Trennen wir reell und imaginär, so vermitteln die

zwei Gleichungen
u = (fix, y)

(2)
v^ipix.y)

dieselbe Abbildung; dabei sind x und y die rechtwinkligen

Koordinaten der ^-Ebene, u und v die der «^-Ebene.

Fixieren wir nun einen Punkt z in der ;2!- Ebene nebst

dem Bildpunkte w in der «^- Ebene und erteilen (Fig. 82) dem

Differentiale dz die zwei willkürlichen Werte d-^z und d^Zj so

werden die zugehörigen Werte von dw.

d^w = f {z) d^Zj d^w = f (z) d^z.

Setzen wir
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und mithin (Nr. 357):

(3)
Q2 — tl = (P2 — (Pv

Fig. 82.

Z=JEhene

^-\-d^x

{^^ -X

w =Ebene

In Fig. 82 bestimmen nun die drei Punkte (ß^z -\-d^ZjS-{-d2Z)

ein Dreieck in der^-Ebene und die drei V\m\iQ{w,w-{-d^w,w-\-d2w)

das entsprecbende in der t(;-Ebene. Die Seiten Zy -{- d-^z und

ZjZ-\-d.^z haben die Länge r^ und rg^ sie scbliefsen mitein-

ander den Winkel (p^ — (Pi ein. In der w-Woene haben die

Seiten WjW-^-dj^w und w^w-^-d^w die Längen q^ und q^

und schliefsen den Winkel i^^ — ^1 ^i^- ^^^ Gleichungen (3)

besagen daher:

Die Dreiecke {ZyZ+d^z^ z+ d^z) und {w, w+ d^w^w+ d^w)

sind einander ähnlich,

sie stimmen ja im Verhältnis zweier Seiten und dem einge-

schlossenen Winkel überein.

Um Misverständnisse zu vermeiden, möge noch ausdrück-

lich betont werden: w ist zwar der Bildpunkt von z, aber

w + diu im Allgemeinen nicht mehr der Bildpunkt von z-\-dZ'^

denn w + dw bestimmt sich nicht aus der Gleichung
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w -\- dw = f{z + dz)y

dw = f {z)dz.

b2b

Setzt man aber

so wird für A;2; =
T Aw dw
lim -jr~ == -5— •

A0 a^;

Unser Satz sagt also:

Ist (^,^+^i^?^H-^2'^) ein Dreieck und {WjW+\w,w-\-\w)
sein Bild, so wird an der Grenze für Ai^ = A2^ = auch:

Ai zü Ag w;

Die Dreiecke konvergieren also nach der Ähnlichkeit. Man
sagt:

Die durch eine analytische Funhtion w = f{ß) der kom-

plexen Variahelen bewirkte Abbildung der 0- Ebene auf die

w-Ebene ist dem Original ähnlich in den kleinsten Teilen; sie

ist winkeltreu oder konform.

381. Winkel zweier Kurven. Um noch etwas genauer

in das Wesen der konformen Abbildung einzudringen, wollen

Fig. 83.

--Vf.+^^i

w^-^dCw

2V -\- ^^W

Z' Ebene.

wir (Fig. 83) den Winkel betrachten, unter dem sich zwei

Kurven C^ und Og in der ;S-Ebene schneiden; die Bildkurven

0/ und C2 in der e^ -Ebene schneiden sich in dem ent-

sprechenden Punkte unter demselben Winkel. Dies wollen

wir jetzt zeigen.
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Wir können uns die Kurven Cj und Cg dadurch analy-

tiscli gegeben denken, dafs wir x und y als Funktionen eines

reellen Parameters t dargestellt haben. Indem wir in die Glei-

chungen ^_"^(^^^)

V = t{oo, y)

die der Kurve C^ oder Cg entsprechenden Werte von x und y
als Funktionen von t einsetzen, werden u und v als Funk-

tionen von t dargestellt und definieren somit wieder eine Kurve

in der ^<;- Ebene — die Bildkurve von C^ bezw. Cg.

Setzen wir im Besonderen t = f^, so erhalten wir einen

bestimmten Punkt (x^y) auf der Kurve C^ und einen solchen

auf der Kurve Cg. Wir nehmen an, dafs dasselbe Wertepaar

(Xj y) geliefert wird, wenn wir ^ = ^o
^^ ^i® Gleichungen der

Kurve C^ oder wenn wir ^ == ^o
^^ ^^® Gleichungen der Kurve

Cg einsetzen. Setzen wir dann

z = x + yi,

so schneiden sich C^ und Q in dem Punkte z, der dem Para-

meterwerte t = Iq entspricht. Demselben Parameterwerte ent-

spricht ein bestimmtes Wertepaar (u, v), welches den Bild-

punkt
w = u -\- vi

des Punktes z in der ^t;-Ebene liefert, indem sich die Bild-

kurven C^ und C^ schneiden.

Wir nehmen an, dafs alle vorkommenden Funktionen in

der Umgebung der Stelle t = t^ und der entsprechenden

Stellen (x^y) und {ii,v) der Forderung 33 genügen. Erteilen

wir t den Wert ^^ -f- A^, der in der Umgebung von t^ liegt,

so entspricht ihm ein bestimmter Punkt

z + l^^z^{x + yi) + {A,x + A^y- i)

der Kurve Cj, ein bestimmter Punkt

z + A^z = {x + yi) + {A^x -f A^y • i)

der Kurve C^, ein bestimmter Punkt

w + A^w = {u + vi) + (AjW + A^v • i)

der Kurve C/ und ein bestimmter Punkt

w + A^w = {u + vi) + {A^u + A^V'i)
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der Kurve C^'-^ w ist der Bildpunkt von s, w -{- A^w der von

-\- A^0, w -{- A^w der von + ^2^] ^- ^- ^^ ^^^

w= f{z), w-\-A^iv = f{z+A^z), w + A^w= f{2 + A^0).

Dementsprechend erhalten wir das Dreieck {2,0+A^0j s-j-A^i)

und dessen Bild (w, w -]- A^Wy w + A.^iv)y die Dreiecke sind

in Figur 83 gezeichnet, sie sind im Allgemeinen nicht ähnlich.

Lassen v^ir nun aber At = werden, und nehmen an,

dafs an der Stelle ^ == ^0 weder für die Kurve C^ noch für C^

die Di£Perentialquotienten -jr und -^ gleichzeitig null sind, so

bestimmen diese die Tangente im Punkte an die Kurve Cj,

in die die Sehne z, -\- A^0 übergeht und die Tangente im

Punkte an die Kurve
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Also würde die Determinante

^^'^ _d^d^^ {d^Y_. (d^Y_ l^V\ l^'^Y
ex cy dy dx \dxl "^ \dy) ~ \d xl + \d^) ^ ^

sein oder man hätte:

^^^^qp dtp di^} ^
dx dy dx Jy

Dies schliefsen wir aber aus.

Nach dem in der vorigen Nummer Bewiesenen ist nun,
da für At = auch A^^ und Ag^ verschwinden:

lim ~~ = hm —-•

Rechts und links stehen zwei komplexe Zahlen. Sollen diese

gleich sein, so müssen ihre Argumente übereinstimmen. Das

Argument der komplexen Zahl ^ ist aber gleich dem Winkel,A^z

den die Sehnen 0, -\- A^^ und 0, z + A^s mit einander bil-

den; an der Grenze At = geht aber der Winkel in den der

beiden Tangenten in z an die Kurven C^ und Cg über. Ana-
loge Betrachtungen gelten für die e^ -Ebene. Wir sehen also,

dafs unter den gemachten Voraussetzungen der Winkel der

Tangenten in der Gröfse und dem Sinne nach mit dem
Winkel der Tangenten in w übereinstimmt. Hierdurch ist

unsere Behauptung erwiesen.

Wählt man auf der Tangente an Q willkürlich einen

Punkt z -\- d^z und auf der Tangente an C^ willkürlich den

Punkt z -\- d^z und berechnet d^w und d.^w aus

d^w == f(z) • d^z, d^w = f {z) ' d^Zj

so liegen die Punkte d^w und d^w auf den Tangenten an

(7/ bezw. C^', und es sind die Dreiecke

{Zj z + d^Zj z -\- d^z) und {w, w -{- d^w, w -\- d^w)

ähnlich nach den Betrachtungen der vorigen Nummer.

382. Die konforme Abbildung definiert die Funktionen

einer komplexen Variabelen. Wir setzen jetzt umgekehrt

voraus, dafs die Gleichungen

(2) u = cp{x,y), v = ip (x, y)
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die {x, 2/) -Ebene winkeltreu auf die (m, t;)-Ebene abbilden.

Alsdann behaupten wir:

w = u -\- vi

ist eine Funktion von x -\- yi.

Um dies einzusehen fixieren wir einen bestimmten Punkt

F{x, y) in der {Xj ?/)- Ebene und seinen zugehörigen Bildpunkt

Fig. 84.

Pim^P,{:c+da:,y)

ipOjy) —Ebene

^^
(tiyv) —Ehene

Q(iiyV) in der (u, t;)-Ebene. Wir gehen jetzt in der {x,y)-

Ebene längs einer Parallelen zur a;-Axe (Fig. 84) zu dem

Punkte F^(x -\- dx, y) über.

Dem Zuwachs dx von x entsprechen, da y ungeändert

bleibt, die partiellen Differentiale von u und v in Beziehung

auf X'.

d.u = ^^Jx , d.v = ^£dx.

Wir markieren jetzt in der (w, ?;)-Ebene auch den Punkt

Qi (u + dxU, V + a^v).

Lassen wir andrerseits x ungeändert, vermehren aber y

um dy, so schreiten wir in der (rrt/)- Ebene längs einer Pa-

rallelen zur y-Axe vom Punkte (x, y) zum Punkte F^ix, y-j-dy)

fort. Dem Differentiale dy entsprechen die Differentiale von

u und v:

Serret, Diff.- u. Integral-Kechnung. I. 2. Aufl. 34
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und wir markieren in der (tt, ^)-Ebene den Punkt Q2(u-\- dyU^

V + dyv).

Nach der Definition der konformen Abbildung mufs jetzt

das Dreieck

ähnlich sein dem Dreiecke

Der Winkel bei P ist aber ein rechter^ folglich steht

auch QQ^ senkrecht auf §§2 5
d- ^^- ^^ ist:

c^v dv
(4) /- • /- = - 1.

Sodann müssen die Verhältnisse

FP, dx
und

übereinstimmen.

(5)

Wir schreiben jetzt die Gleichungen (4) und (5) so um^ dafs

an Stelle der Differentiale die Differentialqnotienten treten.

Aus (4) folgt durch Multiplikation mit dxUdyU

dgUdyti + dxVdyV = 0,

also, wenn man durch dxdy dividiert:

,^N du du ^ dv^dv ^
^ ^ dx dy ~^ dx dy '

und (5) erhält durch Quadrieren die Form:

d^U^ + ^x'^^ ^y'^^ + ^«/^^

Fx^
"" ~ If' ^

oder:

a) (i-:)+(rj=(iir+©-
Aus (6) folgt nun, dafs wir setzen können:

du . dv_ dv ^
du

dx dy^ dx dy

Substituieren wir dies in (7), so folgt für X die Bedingung:

QQ.
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A = ±l.

Soll, wie wir voraussetzen, auch der Siun der Winkel er-

halten bleiben, so ist A = + 1, und wir finden:

du dv dv du

dx ¥y^ ~dx dy

Also ist nach Nr. 378 u + vi eine Funktion von x + yi.

383. Beispiel. Als Anwendung des Vorhergehenden be-

trachten wir die in Fig. 85 veranschaulichte konforme Abbil-

dung, welche durch die Funktion w = e' hervorgerufen wird.

Fig. 85.

w - Ebene

Trennen wir reell und imaginär, so wird:

(1) ii = e"^ cos 2/, V = e^ siny.

Hieraus folgt:

«^ + V2 ^ ^2x tg«/-(2)

Den Geraden x = Konst, welche in der ^- Ebene parallel zur

y-Axe verlaufen, entspricht in der w-'Ehene die Schar aller

Kreise

:

u^ -\- v^ = Konst,

deren Centrum der Punkt ist. Die imaginäre Axe, d. h.

die Gerade x = sondert die Schar der Parallelen links von

ihr von der Schar der Parallelen zu ihrer Rechten, ebenso

sondert der Kreis u^ -\- v^ = 1 mit dem Radius 1 alle Kreise

34*
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um in solche, deren Radius kleiner als 1 ist und solche, deren

Eadius gröfser als 1 ist. Allen Punkten z links von der late-

ralen Axe entspricht das Innere des Kreises u^ -{- v^ = 1, allen

rechts von ihr das Äufsere. Dies ist in der Figur 85 durch

Schraffierung angedeutet.

Den Geraden 2/=Konst, die in der ^-Ebene parallel zur

rr-Axe verlaufen, entspricht in der ^(;- Ebene der Strahlbüschel

— = Konst.,

dessen Centrum der Punkt ist. Geht y von bis 2%, so

durchläuft der entsprechende Strahl ~ in der «^-Ebene be-

reits alle Strahlen des Büschels. Also schon dem Streifen in

der ;2;-Ebene, welcher von der a;-Axe und der zu ihr paral-

lelen Geraden im Abstände 2% eingeschlossen ist, entspricht

die ganze w;-Ebene. Jeder Punkt in diesem Streifen hat

zum Bildpunkt einen und nur einen Punkt der ^{;- Ebene und

umgekehrt. Geht y von 2% bis An, so entspricht wieder

jedem Punkte s in diesem Streifen ein und nur ein Bildpunkt

w der w; -Ebene. Auf diese Weise zerlegt sich die ganze

^-Ebene in Streifen von der Höhe 27t, und das Bild eines

jeden von ihnen ist immer die ganze ^^-Ebene. Diese That-

sache veranschaulicht recht deutlich den Umstand, dafs e^

die Periode 27ii besitzt; indem zwei Werte z^ die um 2Ä^

differieren, d. h. die im Abstände 2% senkrecht übereinander

stehen, immer denselben Bildpunkt w haben.

Jede Gerade a;=Konst schneidet jede Gerade «/=Konst unter

einem rechten Winkel. Der Konformität unserer Abbildung

entsprechend schneidet auch jeder Kreis u^ -\-v^= Konst jeden

Strahl = Konst unter einem rechten Winkel.
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Zerlegung der rationalen Funktionen in Partialbrüche.

§ 1. Existenz der Partialbrachzerlegung.

384. Einleitende Bemerkungen. Die Zerlegung der ra-

tionalen Funktionen ist für die Analysis von grofser Bedeu-

tung, und wir werden besonders in der Integralrechnung

Gelegenheit haben, sie anzuwenden. Auch halte ich es für

notwendig, hier alle auf diese Theorie bezüglichen Entwicke-

lungen anzugeben, welche ich in meiuem „Lehrbuch der höheren

Algebra" dargestellt habe.

Wir werden zuerst beweisen, dafs sich eine rationale

Fix)
Funktion yp^ deren Zähler und Nenner beliebige, aber rela-

tiv prime Polynome sind, d. h. keinen gemeinsamen Teiler

besitzen, zerlegen läfst in eine ganze Funktion (welche auch

null sein kann) und in Partialhrüche , deren Zähler konstant,

und deren Nenner die verschiedenen Potenzen der linearen

Faktoren sind, in welche das Polynom f(x) geteilt werden

kann. Wir werden dann weiter zeigen, dafs die rationale

Funktion sich so nur auf eine einzige Weise zerlegen läfst,

und werden endlich den Weg angeben, diese Zerlegung aus-

zuführen.

385. Existenz einer Partialbruchzerlegung. Wir be-

weisen zunächst den

Sat2. Es sei a eine a-fache Wurzel der Gleichung f{x)= 0,

d. h. es sei identisch

WO f und
/"i

Polynome sind, von denen das zweite für x = a

nicht verschwindet. Es sei ferner F{x) ein Polynom von x,

welches ebenfalls für x = a nicht verschwindet. Alsdann Tcann
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die rationale

legt werde)i:

• F(v)
die rationale FunUion -tt?^ in zwei Teile der folgenden Art zer-

F{x) ^ A F, jx)

fix) {x-aT
"^

ix-ar-'A{x)

A bedeutet dabei eine von null verschiedene Konstante ,
F^ (x)

ein Folynom.

Denn es ist identisch, was auch der Wert von A sein mag:

F{x) ^ F{x) ^ A
,
F{x)-Af,{x)

f{x) {X - af /i {x) {X- a)« {x - a)« f, {x)
'

und damit das zweite Glied der rechten Seite in seinem

Nenner nur die a — 1*^ Potenz von x — a enthält, mufs der

Zähler F{x) — Af{x) durch x — a teilbar sein, d. h. (Nr. 374)

für X = a verschwinden. Setzen wir also

F{a)-Af,{d) = 0,

so wird

Dieser Wert von A ist endlich und von null verschieden,

weil /i(a) und F{a) nicht null sind. Wählt man also für A
diesen Wert und setzt man

Fix) - Af,(x) = {x- a)F,{x),

so ist

Fix) ^ A
,

F,{x)
^

fix) ix - a)" ix- a)"-^ f,ix)

Folgesatz. Es sei

fix) = {x — ay {x - by {x-cy..,{x — ly,

wobei a, b, c . . . l verschiedene Gröfsen, und a, ß . . .
X positive

ganze Zahlen sind, und es sei F(x) ein zweites Pohjnom, welches

a,b, c,. . .1 nicht zu Nullstellen hat Alsdann kann die ratio-

nale FunUion %^ in folgender Weise zerlegt werden:

Fjx) __ A
,

A^
, ^

^a-\

fix)
""

'ix
- a?

"^
ix-a)^-^

^-«'

4.
^

-4- ^-- 4- . . . ^JL-\
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Dabei bedeuten Ä, Ä^, . . . B, B, . . . L, L, . . . Konstanten, unter

denen A, B . . . L nicht verschwinden , und E(x) eine ganze

Funktion.

Denn setzt man wie vorhin

f(x)=={x-ayfAx),

so ist nach dem obigen Satze:

F{x) ^ A
,

F^{x)

{X - dfU (^) (^ - ^T (^ - «)""'
/"i

(^)

'

¥^{x) ^ A^
,

F^{x)

lx-'af-'-f,{x) Ix-a^-'
"^

{x-af-'Aix)
'

F,_,{x) _ A,_, FJx)

\x — a)f,{x) ~x-a "^
f,{x)

Äj J-i ... Äa-i sind endliche und bestimmte Konstanten,

F^{x)j F^'X) . . , Fa{x) ganze Funktionen. Zu bemerken ist

nur, dafs, während die Konstante A niemals gleich null ist,

die Gröfsen A^, A., ...Aa-i auch null werden können, denn

die. Polynome F^{x), F^ix) . . . können durch x — a teilbar

sein. Addiert man die Gleichungen, so folgt

Fix) _ A __A , ^^«jzl 4. ^il
{x-arfAx) {x-af

"^ {x-af-'
"^

^ - a "^ f,{x)

Setzt man

F (x)

und verfährt mit dem Quotienten -f^ in derselben Weise,

so erhält man einen Ausdruck von der Form:

f,{x) {x-hfUx) {x-hf {x-hf-^ x-b f^{x)

Folglich ist

F{x) ^ _A
,

A, . ^-j.

f{x) {x — af (ic — a)"~^ x — a

B, B^ . . . sind bestimmte Konstante, deren erste von null ver-

schieden ist, Fa+ ßix) ein Polynom. Fährt man so fort, so

erhält man die zu beweisende Gleichung.
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386. Die Partialbruclizerlegung ist nur auf eine Weise
möglich.

Die Eindeutigkeit der Zerlegung folgt aus der eindeutigen

Bestimmung eines jeden Wertes A, A^ . . ., B, B^, . ., läfst

sich aber aucli in nocli allgemeinerer Weise durch folgende

Überlegung direkt bestätigen:

Nimmt man an, dafs für den Quotienten zwei ver-

schiedene Zerlegungen gefunden sind:

{x-af
"^

{x-af-^
"*" * " (^^^ "^

{x-bf-'
^-\--'-J^[X),

und

so ist also

_A_^ + •.. + E(x) = ^^
, + ... ^'(4

a und a sollen die höchsten Potenzen von x — a auf beiden

Seiten angeben; dann ist zu beweisen, dafs a = a und A=Ä
ist. Wenn nämlich a und a verschieden sind, und a > «'

ist, so entnehmen wir aus dieser Gleichung den Wert von
A .

und bringen alle übrigen Glieder auf den gleichen
\SC — üj

Nenner. Alsdann wird

A cp{x)

oder
{x—af {x— af-'^ip{x)

'

ip{x)

(p(x) und ^(ic) sind Polynome, von denen das zweite nicht

durch X — a teilbar ist. Andererseits ist A eine Konstante;

es folgt also, dafs der Wert null sein mufs, denn für x = a

ergiebt die Gleichung den Wert A= 0. Ist also A nicht gleich

null, so kann man nicht annehmen, dafs «>«' ist; es ist also

a = a. Daraus aber geht weiter hervor, dafs A = Ä ist.

Denn die Gleichung zwischen den beiden Zerlegungen ergiebt

nun, wenn a = a ist:

A — A' cp {x)

{x— af {x-af-'^'tp{x)'
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oder

A j^ ^ {x— a)(p {x)

tp{x)

Auch hier sind (p{x) und il){x) zwei Polynome, von denen

das zweite durch x— a nicht teilbar ist. Die Differenz A— A'

ist also gleich null für x = a.

Da sonach die Glieder, welche die höchste Potenz von

X — a im Nenner enthalten, nach beiden Seiten einander

gleich sind, so kann man sie fortlassen, und die Reste sind

einander gleich. Indem man nun diese Reste ebenso behandelt,

erkennt man, dafs auch die Glieder, welche im Nenner die

höchste Potenz desselben Binom es x — a oder irgend eines

anderen enthalten, gleich sein müssen, und fährt man so fort,

so erkennt man weiter, dafs überhaupt die Partialbrüche in

Fix)
den beiden Ausdrücken für den Quotienten -j-^ einzeln unter

einander gleich sind. Daraus folgt auch schliefslich die Gleich-

heit von E{x) und E'{x).

. Folgerung, Die ganze FunMionj welche bei der Zerlegung

eines rationalen Bruches ^ auftritt, ist gleich dem ganzen

Quotienten, der hei der Division von F {x) durch f(x) erhalten wird.

Denn bezeichnet man mit F(x) diesen Quotienten und

mit €p{x) den Rest dieser Division, so ist

nx) -^w-r /•(^)

Da der Zähler des Bruches ^A— von niederem Grade ist
f[x)

als der Nenner, so wird diese Funktion für o; = oo gleich null,

folglich kann sie keine ganze Funktion mehr erhalten.

§ 2. Ausführung der Partialbruchzerlegung.

387. Spezialfall, dafs der Nenner aus lauter einfachen

Faktoren besteht. Es sei f(x) = {x — a) {x — h) ... {x— Z),

und a, h, . . . l seien lauter verschiedene Werte. Bezeichnet

F(x) ein beliebiges Polynom, so wird nach den vorigen Sätzen:

(1) £M=_^__ + ^+... i
+£(^),

"^ ^ f{x) X — a * X— 6' X— Z' ^^'
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AjBj . . . L sind von null verscMedene Konstante, JE{x) eine

ganze Funktion.

Wie wir schon sagten, kann man das Polynom E{x) da-

durch erhalten, dafs man die Division von F{x) durch f{x)

ausführt, falls die Ordnung des Zählers gleich oder gröfser

ist als die des Nenners. Sonach hat man nur die Gröfsen

Ä, By ... L zu bestimmen. Multipliziert man die Gleichung (1)

mit f{x), so folgt:

Fix) = ^^(^) + -» + • •
.

^f^ + E{x) fix),

und diese Gleichung ist eine identische, d. h. sie gilt bei allen

Werten von x. Setzt man x gleich a, so werden alle Glieder

auf der rechten Seite null, mit Ausnahme des ersten. Dieses

wird gleich Af{a), wenn man mit f (x) die Ableitung der

Funktion f{x) bezeichnet. Folglich ist

Fia) = Äfia), also ^ = fg-
Da nun a irgend eine Wurzel der Gleichung f(x) =

ist, so hat man

v^-' ^-riay ^ — f'ijb) ^ f'{iy

und die Gleichung (1) wird

:

/o^ F{x)_ F{a) F(b) ^-3L-.A.E(x)
^^ n^)

~ 'na){x-a) ^ f'{h){x-b) ^ f'{l)ix-l) ^^W-

Ist der Grad von F(x) kleiner als der Grad m von /"(a;),

so wird die ganze Funktion null, und es ist:

^^ f{x)
~ rMi^-a) "^ f{h){x-h) "T" ' r{T)(x-i)

Es sei

Fix) = P^X-^-' + P,X^--' H P.>n-2X + Pm-1-

Multipliziert man die Gleichung (4) mit f{x) und ordnet

die rechte Seite nach abnehmenden Potenzen von x^ so wird

der Koeffizient von x"'~^ gleich

Fia) ,
F{h) . F(l)

f\a)+ T{h) + fij)

diese Summe ist gleich dem Koeffizienten von x"^~'^ auf der

linken Seite, also gleich P^; es ist also
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wobei das Summenzeichen E die Bedeutung hat, dafs man x

durch jede der m Wurzeln der Gleichung f(x) = ersetzen

und die Summe der erhaltenen Werte bilden soll. Ist die

Funktion F{x) höchstens vom Grade m — 2, so ist die

Gröfse Pq gleich null, und man erhält in diesem Falle:

(6) TM-''
eine Gleichung, welche bei vielen algebraischen Untersuchungen

nützlich ist.

388. Erste Methode zur Berechnung der Partialbrüche.

Der erste Lehrsatz der Nr. 385, durch welchen die Möglich-

keit der Zerlegung nachgewiesen ist, enthält zugleich die

Methode, sie auszuführen. Denn setzt man

so erhält man

indem man
fix) {X— af

"^
"{x- af - Vi {X)

^ = fi -^ ^(-)- x^ -"

setzt. Man hat auf diese Weise einen Partialbruch, und man

findet die übrigen, wenn man den nämlichen Satz auf den

Quotienten ^ , .

{x-ar-^n{x)

anwendet. Hat die Gleichung f{x) = lauter einfache Wurzeln,

so gelangt man auf diese Weise auch wieder zu der vorhin

aufgestellten Formel. Aber abgesehen von diesem Falle, er-

fordert die Ausführung dieses Prozesses ziemlich umständliche

Rechnungen.

389. Zweite Methode zur Berechnung der Partialbrüche.

Man kann auch die Methode der unbestimmten Koeffizienten

anwenden, die wir schon in Nr. 387 benutzt haben. Unter

den alten Voraussetzungen, dafs f(x) und F(x) keinen ge-

meinsamen Teiler haben, und a eine «-fache Wurzel von der

Gleichung f{x) = ist, setze man:
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F{x) A
(1) -^- =

f{x) {x-aY
+
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A, A

(x — ä 77:rr +
x — a f{x)

nach Nr. 385. Multipliziert man dann die Gleichung mit f{x)^
und ersetzt man zugleich x durch a -\- h, so folgt:

Nun ist nach der Tayloracbeu Entwickelung:

Fia+h)=F(a)+ hF'(a)+^F"ia)+ ...^^,F^-»(a)+ -.

f(<^+ h) = !;/<«)(«) + ~-^Tyf"^» («) + ••
,

und trägt man diese Werte ein, so wird:

Fia) + A F(a) + ^; F"{a) + • • • £;^^ F(»-«(a) + • .
•

,

La! ' (a 4- 1)
!

'

V 7 i

+ ^. Li.
^<"'(«) + (4-1)! ^"'+''(«) + •

•

+

+ ^"-' [^ /"'"'(«) + •••]+ *''-F«(« + /*)

Diese Gleichung gilt für jeden Wert von /»; setzt man
also die Koeffizienten der gleichen Potenzen von h auf beiden

Seiten einander gleich, bis zur Potenz a — 1, so erhält man:

A

' a ! ' ^ • (a — 1) ! ^ ^
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Aus diesen Gleichungen kann man nach einander die

Werte A, A^, A^ . . - berechnen, und diese Werte sind endlich

und bestimmt, weil /""(«) der Annahme nach von null ver-

schieden ist. So ergeben sich alle Partialbrüche, welche den

verschiedenen Wurzeln der Gleichung f{oc) = entsprechen,

und die ganze Funktion kann von vornherein durch Divisiort

von F(x) durch f(x) ermittelt werden.

Man kann die Rechnung auch in folgender Weise aus-

führen: Nachdem man durch Division die ganze Funktion be-

stimmt hat, setzt man den übrigen echt gebrochenen Teil gleich

der Summe von Partialbrüchen, in welche sich derselbe zer-

legen lassen mufs, wobei die Zähler dieser Brüche noch un-

bestimmt sind. Entfernt man nun durch Multiplikation alle

Nenner und setzt man die Koeffizienten gleicher Potenzen auf

beiden Seiten einander gleich, so erhält man die zur Bestim-

mung dieser Koeffizienten notwendigen linearen Gleichungen.

390. Dritte Methode zur Berechimiig der Partialbrüehe.

Endlich kann man auch die Zerlegung durch ein Verfahren

gewinnen, welches nur algebraische Divisionen erfordert. Denn

setzt man wie vorhin

fix) = {x- aYf.ix),

und schreibt man a + ^ an Stelle von x, so wird die Glei-

chung (1) der vorigen Nummer, multipliziert mit h"i

Ordnet man F(a -j- h) und f^^a -f- h) nach steigenden

Potenzen von h und dividiert dann F(a + h) durch fi(a + /i),

bis ein Rest von mindestens a^^"^ Grade bleibt, so wird der

bis dahin erhaltene Quotient gerade das Polynom

A-\- A,h + A,h^ H h Aa-ih"-'

sein. Durch diese Division findet man also die Partialbrüche,

welche zur Wurzel a gehören.

In gleicher Weise kann man, unabhängig von einander,

die Partialbrüche, welche zu den verschiedenen Wurzeln ge-

hören, bestimmen, noch einfacher aber wird es sein, die näm-



542 Zwölftes Kapitel.

liehe Methode auf den Bruch 77^-7-7;^ anzuwenden, welcher
/i l^ T" "j

aus dem soeben erhaltenen Reste — „
"

. ^,— durch Abson-
/i (« + n)

derung des Faktors Ji" entsteht. Alsdann erhält man die

Glieder, welche sich auf eine zweite Wurzel beziehen, nebst

einem dritten Quotienten, mit dem das Verfahren fortzu-

setzen ist.

391. Fortsetzung der vorigen Methode. Die vorige Me-

thode hat überdies den Vorteil, dafs man für die Zähler der

Partialbrüche zugleich ihren allgemeinen algebraischen Aus-

druck kennen lei'nt. Denn die Division der Polynome F{a-{-li)

und f^{a + /i), welche wir zur Bestimmung der Koeffizienten

A, A^y A^ ' ' ausführen, ist dieselbe wie die Entwicklung

der Funktion ^ \
,

-r in eine nach wachsenden Potenzen
fx (a 4- Ä)

von h geordnete Reihe, und da sich eine Funktion nur auf

eine einzige Weise in solch eine Reihe entwickeln läfst, so

erhält man dasselbe Resultat auch nach der ilfac-Lm<nMsehen

Formel. Setzt man also

F{x) V .

so wird

F(a-lrK) , . ,.

= 9>(a) + Ä9» + |i<P"(«) + ---(„^^«p"'-'K«) + '*"«.,

wobei /i"!^! den Rest der Reihe bedeutet. Man erhält also

A = cp(a), A, = (p (a), A^ = "^-^-^ • • • ^„_i = ^"ly, >

und folglich den allgemeinen Satz:

Ist

f{x) = (x — ayix -hy ...(x- ly

und F(x) eine ganze FunJdion^ welche durch f(x) dividiert den

ganzen Quotienten E{x) und eine echt gebrochene Funktion liefert,

so wird, wenn man

.p(x)={x-ar fg, H^)=(x-by^. e,{x)=ix-iy^

setzt:
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^(^)^ ;e(x) 4-
^^^^

-4
y'(^)

I

y^^(<^)
i

. . .

y^"~^^(^)
,

/•(^) ^"^(^_a)«'^(a;— af-i 2!(a;— a)"-^ (a— l)!(ic-a)'

(x—T)^{x— T)^-^2l(x— l)^~'^
'

{X— l)l{x— l)

392. Neue Darstellung der Partialbruchzerlegung. Dem
gewonnenen Resultate kann man noch eine andere sehr ein-

fache und elegante Form geben, welche wir noch aufstellen

wollen. Man bezeichne mit F(x) eine rationale Funktion, mit

1 J 2 ' * * f^

die verschiedenen Wurzeln der Gleichung

F{x) ^'

und mit

m^, m^ .. . mu

die Ordnungen der Vielfachheit dieser Wurzeln. Ferner werde

der Kürze halber

(p{x) = (x — x^)'"^F{x)

gesetzt, wobei cp(x) eine Funktion bezeichnet, die für x = x^

einen endlichen von null verschiedenen Wert hat.

Denkt man sich die rationale Funtion F(x) in ihre

Partialbrüche zerlegt, so ist die Summe der zu der Wurzel x^

gehörigen Brüche

(x-x,r^
"^

{x-x,r^-^
"^ {m,-i-l)\ix-xj+' "^

\7n,-l)\{x-x,)

Nun ergiebt sich diese Summe, wenn man in dem Ausdruck

{x-x.— tr^
"f" (^_^^_^y»i-i "^

(^rn,-i-l)\{x-x,-ty-^'-

,
_^^"'^'Hx,-H)_

T" {m,-l)\ix-x,-^)

die Gröfse J gleich null setzt. Die Funktionen (p\x^ + g),

g>"(x^ + Ö • • • können aber als die Ableitungen von g)(xj^ + g)

nach der Variabelen J betrachtet werden, und man erkennt

leicht, dafs der vorige Ausdruck sich auf
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(m^ — 1) ! ^ X— x^—t

reduziert. D"J'~^ bezeichnet die m^^ — V^ Ableitung nach ^.

Da

ist, so ist die Summe der auf die Wurzel x^ bezüglichen

Partialbrüche gleich dem Werte, den der Ausdruck

(nii — 1) ! ^ X— ^1 — ^

für ^ = annimmt. Wenn also die rationale Funktion F(x)

keinen ganzen Bestandteil enthält, so ist

n-)-2\rn:^m^l

In dieser Formel ist nach den Differentiationen ^ = zu

setzen, und das Summeuzeichen bezieht sich auf alle Indices a

von 1 bis ft.

Enthält die Funktion F{x) eine ganze Funktion E(x),

so hat man

F(x) = Eix) +2' (5^^)-T -»5 -„_ x:^t-
'

und der Wert von E{x) läfst sich folgendermafsen bestimmen.

Bezeichnet n den Überschufs des Grades des Zählers von F{x)

über den Grad des Nenners, so wird n der Grad der Funk-

tion E{x). Setzt man nun in der Gleichung an Stelle von x

den Wert — und multipliziert beide Seiten mit ^^, so folgt:
z

Hieraus erkennt man, dafs wenn ^"^(^) in eine Reihe

entwickelt wird, welche nach wachsenden Potenzen von

fortschreitet, die Summe aller Glieder, deren Ordnung nicht

gröfser ist als n, gleich z'^Ey-^j ist.
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Nun hat man nach der Mac-Laurinschen Formel

also ist

-M})=b-4i)]+'Ä&-^(i)]+i;Äfr^(;)i

oder

Die Nullen bedeuten, dafs nach der Differentiation 5=0
zu setzen ist.

Man kann auch einen anderen noch einfacheren Ausdruck

für das Polynom E(x) finden. Der Koeffizient von g''"'' in

der Entwickelung von ^'^Fi-^j nach ganzen positiven Potenzen

von J ist nämlich gleich dem Koeffizienten von ^ in der Ent-

wickelung von 5"+' -Ff-^). Andererseits sind diese Koeffizienten

die Werte, welche die beiden Ausdrücke

und
{n~i)l dt""-' ». u.^

für g == annehmen. Also ist für J =

Demnach wird der Wert von E{x):

E{x) = i, :^r?'J^(|) (1 + s^ + g^^^ + • • r^")l

Da für i > n

ist, so kann man auch schreiben:

Serret, Diff.- u. Integral-Rechnung, I. 2. Aufl. 35
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1

J
oder

1 er ^ \tJ

nl dt L 1 — ^x-i

Demnach hat man die folgende Formel, welche die Zer-

legung einer beliebigen rationalen Funktion in eine ganze

Funktion und in Partialbrüche darstellt:

^ -^ n! ^ 1 — ^a? »-^(m„— 1)! t ^ — ^«—

^

Die Gröfse g mufs nach den Differentiationen gleich null

gesetzt werden.

§ 3. Anwendungen.

393. Anwendung des Vorigen auf den Fall eines reellen

Quotienten. Die entwickelte Theorie gilt für alle rationalen

gebrochenen Funktionen, die Koeffizienten mögen reell oder

komplex sein. Wenn aber die Koeffizienten reell sind, und

unter den Wurzeln des Nenners f(x) = befinden sich kom-

plexe Werte, so enthält auch die Zerlegung des Bruches -^
komplexe Konstanten. In diesem Falle sucht man die Zer-

legung so abzuändern, dafs auch die einzelnen Brüche eine

reelle Form bekommen.

394. Vorbereitender Satz. Die Möglichkeit solch einer

Zerlegungsform ergiebt sich aus dem folgenden Satze:

Sat0. Ist x^ -}- px -\- q das Froduld der beiden konjugiert

homplexen Faktoren des reellen Folynomes f{x), und n die

höchste Potenz dieses Trinomcs, welches einen Faktor von f(x)

hildet, so dafs

fix) = (x' + px + gyf,(x)

F (x)
ist, so kann der reelle rationale Quotient ^r-y- in folgender Weise

zerlegt tverden:

Fix) _ Px-]-Q . -F, (x)

fix)
"'

{x-^-^px + qr {x'+px + qr-'f,{x)'
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tvohei P und Q reelle Eonstanten und F^{x) ein reelles Poly-

nom ist.

Denn es ist identisch:

F(x) F{x) _ Px- 4- Q Fix)-{Px+Q)f,ix)
^

und man kann P und Q so bestimmen, dafs der Zähler des

zweiten Teiles auf der rechten Seite durch x^-\-px + q teilbar

wird, d. h. dafs er verschwindet, wenn man für x jede der

beiden Wurzeln der Gleichung

x^ -\- px -\- et
=

einsetzt. Bezeichnen wir diese Wurzeln mit h + ih und h — iJc^

und setzen wir

F{h ± ih) - [Pill ± ik) + Q-jf.Qi ± il) = 0,

so wird

Die Gröfsen M und N sind reell und haben bestimmte

endliche Werte, weil der Annahme nach f^{x) nicht mehr teil-

bar ist durch x^ + px -\- q. Die Gleichung zerlegt sich dann

in die beiden
p/i + § = If, Pk = N,

welche für P und Q die reellen und endlichen Werte ergeben:

T>— ^ n ^^ ~ ^^

Nachdem die Werte von P und Q auf diese Weise be-

stimmt sind, setzt man

F{x)-{Px+ Q)f,{x) _ ^ . s

x''-\-px-{-q
^iV ;?

und Fi(x) wird ein reelles Polynom, und man erhält

_ ___Z(^) _, Px+Q . ^i(^')
,

{x'+px + qrA {00) i^' + P^ + # (^' + P"" + 3)"~ Vi (x)

was zu beweisen war.

Folgerung. Die rationale gebrochene Funktion j^ läfst

sich in folgender Weise zerlegen:
35*
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fix) (x'+px+ qr'^ (x'+px-j-qr-^ '" {x'+px-hq)"^ f^ix)'

wobei P, Qy Pj, Q^ ... reelle Konstanten und Fn(x) ein reelles

Polynom hezeichnen.

395. Reelle Partialbruchzerlegung eines reellen Quo-

tienten. Verbindet man diesen Satz mit dem analogen der

Nr. 385, so erhält man den folgenden

Satz. Zerlegt man das reelle Polynom f{x) in seine reellen

FaMoren ersten und zweiten Grades derart^ dafs

fix) = {x~ay{x—ßy,..{x—iy-{x^-^:px-^qy...{x^+rx^sy'

Fix)
ist, so 'kann man die rationale Funktion ~-^ in folgender Weise

darstellest:

fix)
^W -i- ^^_^^a -t- (^_^)«-i +- ^_ ^

'

+

'^ix—l)^~^ix— l)^-^'^ x — l'

"f" (^•'^+^^4.2)«"^(.x.2+^^_^.^)n-l-T x^^px-^q '

"^(ic^H-ric+sr ' (oj^-fraj+sr-^ ix^-\-rx-\-s)

'

E{x) bezeichnet eine ganze Funktion ^ die auch null sein kann^

die Gröfsen A, A^ . . . L^ L^ . . . P^ Q, P^, Qi . . sind reelle

Konstanten.

396. Die vorige Zerlegung ist nur auf eine Weise möglich.

Angenommen, es seien zwei Werte für die nämliche rationale

Funktion ^, / gefunden. Wie in Nr. 386 kann man alsdann
fix)

ö

die Gleichheit der Partialbrüche beweisen, welche zu linearen

Faktoren des Nenners gehören. In gleicher Weise läfst sich

diese aber auch für die Faktoren zweiten Grades beweisen.

Ist nämlich --, -^--^ das Glied, dessen Nenner die höchste
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Fix)
Potenz von x^ -{- px -\- q in der ersten für -jr-^ gefundenen

Zerlegung enthält, und —5 -^—^^—r das analoge Glied in der
{X -{-px + ciT

zweiten^ so mufs n = n sein. Denn nimmt man an, dafs n'^n

wäre, so würde aus der Gleichheit der beiden Formeln für

-~T eine Gleichung für den Wert von —5 '^—^— folgen.
/w {x -\-px-\- qY^

Dieser Wert würde durch eine Summe von Gröfsen dargestellt

sein, von denen keine in ihrem Nenner eine Potenz von

x^ -{- px -]- q enthält, deren Exponent gröfser ist als n — 1.

Bringt man diese Glieder alle auf gleichen Nenner, so erhält

man eine Gleichung von der Form:

^„ +_£__ = ?^
{x'^ -Jrpx-\-qy {x^-\-px-\- q]

oder

Fx+ Q = {x^+px + q)
^^""^

q){x) und il){x) bezeichnen Polynome, von denen das zweite

il^{x), durch x^ -\- px -\- q nicht teilbar ist. Diese Gleichung

ist aber unmöglich-, denn die Gleichung Fx + ^ = müfste

die beiden Wurzeln der Gleichung x^ -\- px -{- q = zulassen,

was nicht eintreten kann, da P und Q der Voraussetzung nach

nicht beide gleichzeitig null sind. Man kann daher weder

w > n noch n' > w annehmen, folglich ist n =^ n.

Weiter ist zu zeigen, dafs auch F = F' und Q == Q' ist.

Denn betrachtet man wiederum die Gleichung, welche zwischen

den beiden Formen von -.-/-r- besteht, und vereinigt man auf
fix)

' ^
^

einer Seite die beiden Terme —:,
^^^— und —r, —

,

^X^^px + q)"" (x'-{-px-^q)^'

auf der anderen die übrigen, deren Nenner keine höhere

Potenz von x^ -{- px -\- q als die n — V^ enthält, so ergiebt

sich die Gleichung

{P-F')x+Q-Q' cpix)

oder
(x'+px + gr (^' -^P^ + qr~\(^)

(p _ p')^ + ^Q^Q')^ (^'^ + ^^ +
5)Ig
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Auch hier bezeichnen (p{x) und tl}{x) Polynome, von denen

'fl){x) jedenfalls nicht teilbar ist durch x^ -\- px -{- q^ und es

folgt also wie oben

P^P\ Q == Q',

In den beiden Formen von -J^ sind also die Glieder,

welche im Nenner die höchste Potenz eines Faktors zweiten

Grades enthalten, einander gleich. Läfst man diese Glieder

fort, so sind die Reste einander gleich, und wendet man die-

selbe Betrachtung auf diese Funktionen an, so sieht man, dafs

die beiden Formen der betrachteten Quotienten aus Partial-

brüchen zusammengesetzt sind, welche paarweise überein-

stimmen; zugleich ergiebt sich auch die Gleichheit der ganzen

Funktionen, falls solche vorhanden sind.

397. Methode der Berechnung. Um die Zerlegung aus-

zuführen, wird man die ganze Funktion und die Partialbrüche,

welche zu reellen Faktoren ersten Grades gehören, so be-

stimmen, wie es in Nr. 388 und in den folgenden Nummern

gezeigt wurde. Die Brüche, welche zu rellen Faktoren zweiten

Grades gehören, kann man nach einander mittelst desselben

Verfahrens berechnen, welches zum Beweise des ersten Lehr-

satzes diente. Auch die Methode der unbestimmten Koeffi-

zienten läfst sich anwenden.

In dem Falle, wo die komplexen Wurzeln der Gleichung

f(^x) = alle verschieden sind, kann man den neuen Ausdruck

für die rationale Funktion -jj^ auch ableiten aus demjenigen,

der in Nr. 387 aufgestellt wurde. Denn sind h + ik und h — ik
Fix)

zwei einfache komplexe Wurzeln, so enthält der Bruch -jr^

die beiden Partialbrüche

FQi-^i k) 1^ __ , FQi-ik) 1_ _
f{h-j-ik)' x-h — ik /' (h- ik) x-h -fik

deren Summe die Form hat:

A-{-iB . A— iB

X — h — ik ' X — h -\- ik

Diese reduziert sich demnach auf

Px + Q
{x— hy + k^'
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Hieraus folgt, dafs der Partialbruch , _ , ^_y ,
^ ^ in welchem

P und § reelle Konstante sind, die beiden Partialbrüche

ersetzt, welche zu den Wurzeln li + ih gehören.

398. Lagranges Interpolationsforinel. Eine ganze Funk-

tion der Variabelen x vom Grade m ist vollständig bestimmt

wenn man die Werte dieser Funktion kennt, welche zu m + 1

gegebenen von einander verschiedenen Werten von x gehören.

Die Gleichung, durch welche die Funktion bestimmt wird, ist,

wie man sehen wird, genau die nämliche, welche in Nr. 387

aufgestellt wurde, und die den Wert einer rationalen Funktion,

zerlegt in ihre Partialbrüche, ausdrückt.

Es seien UqjU^jU^ , . . Um die Werte einer rationalen Funk-

tion F(x) vom Grade m, welche zu den gegebenen Werten

.i'o, iCj . . . Xrn der Variabelen x gehören. Wir setzen

f(x) = (a; — X(^){X -~Xj) . . .(x — X,n)f

so ist

f(^\ ^ /"C^) I fi^) f(^)
/y> /y» i /y* /y» /y* /v*Ol''

und folglich

Da der Grad von f{x) um eine Einheit den Grad von

^Xx) übertrifit, so ist nach Nr. 387, Gleichung (4):

F{x) F{x) 1 F(x^) 1 F{xJ 1

fi^) f'(\) ^— ^0 ^'K^ x— x^ f'(xj x— x^^^

und multipliziert man mit fix), so folgt:

Diese Gleichung, welche die Lagrangesche Tnterpolations-

formel heifst, giebt die Lösung der vorgelegten Aufgabe, und

diese kann keine andere Lösung besitzen. Denn würde noch
eine andere Funktion Fj^{x) vom Grade m existieren, die von
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F{x) verschieden ist und doch denselben Bedingungen genügt,

so hätte dife Gleichuno-o

deren Grad nicht höher ist als m, die m -\- 1 verschiedenen

Wurzeln x^^ x^ . . . Xmy was nur so möglich ist, dafs die Koeffi-

zienten identisch verschwinden.
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Zunächst mögen einige Lehrbüclier über Diiferential - und

Integralrechnung aufgeführt werden, welche der Leser nach voll-

endetem Studium des Serretschen Werkes zur Hand nehmen kann.

Wer eine allen Anforderungen an Strenge genügende Behand-

lung der Grundlagen kennen lernen will, findet eine solche in ebenso

knapper als klarer Form in:

Genocchi-Peano, Calcolo diiferenziale e principii di calcolo in-

tegrale, Torino 1884.

Dieses Buch wird demnächst auch in deutscher Sprache veröffent-

licht und in den Litteraturnachweisen vervollständigt werden. Mit

mehr Ausführlichkeit geht das ebenfalls sehr lesbare Werk vor:

J. Tannery, Introduction a la theorie des fonctions, Paris 1886.

Will der Leser lieber ein deutsches Buch zur Hand nehmen, so

seien ihm die Werke genannt:

0. Stolz, Vorlesungen über Arithmetik. Leipzig 1885.

0. Stolz, Grundzüge der Differential- und Integralrechnung.

2 Bände. Leipzig 1893—96.
A. Harnack, Die Elemente der Differential- und Integralrechnung.

Leipzig 1881.

Diese drei Werke sind sehr gründlich, aber nicht immer leicht

zu lesen. Alle bisher genannten Bücher legen wenig oder gar keinen

Wert auf die anschaulich - geometrischen Kapitel der Differential-

rechnung. Eine ausgezeichnete Ergänzung in dieser Hinsicht bildet

das umfangreiche, aber sehr angenehm zu lesende Werk:

J. Boussinesq, Cours d'analyse. 2 Bände. Paris 1887—90.

Das vollständigste Buch über Differential- und Integralrechnung

ist wohl augenblicklich:

J. Jordan, Cours d'analyse. 3 Bände. Paris 1893 — 96.

Es vereinigt eine sorgfältige Behandlung der grundlegenden Be-

griffe mit grofser Reichhaltigkeit des Inhaltes und steht auf einem

ganz modernen Standpunkte. Es ist als Nachschlagewerk dem
reiferen Leser zu empfehlen.

Wer rasch in die Fragen eingeführt sein will, welche in der

letzten Zeit im Vordergrunde des mathematischen Interesses standen,
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sei namentlich hinsichtlich der Theorie der Diiferentialgleichungen

angelegentlichst auf:

E. Picard, Traite d'analyse. Paris 1891—96. 3 Bde.

aufmerksam gemacht.

Einen ausführlicheren Bericht über die einschlägige Litteratur

wird man in einem demnächst in den Göttinger Anzeigen er-

scheinenden Eeferate von mir über Lehrbücher der DifFerential-

und Integralrechnung finden.

Wir wenden uns jetzt zu den Einzelheiten.

Erstes Kapitel.

1.—5. Eine ausführliche Begründung des Zahlbegriffes findet

man bei

0. Stolz, Vorlesungen über Arithmetik.

Unser Text hier beschränkt sich darauf die Einteilung der Zahlen

zu geben, um die Analogien mit der in § 2 gegebenen Einteilung

der Funktionen hervortreten zu lassen. Über die Beziehung des

Kontinuums der reellen Zahlen und des Kontinuums aller Punkte

einer Geraden findet man Ausführlicheres bei:

M. Pasch, Vorlesungen über neuere Geometrie. Leipzig 1882.

Fundamental für unsere jetzige Auffassung sind für den Zahl-

begriff die Entwickelungen der Cantorschen Mengenlehre, sowie

der Dedekindsche Begriff des Schnittes. Man lese bei:

H. Weber, Lehrbuch der Algebra. 2 Bände. Braunschweig 1895

—1896.
die Einleitung zum ersten Bande, sowie den 25. Abschnitt des

zweiten Bandes. Im letzteren Abschnitte findet man auch einfache

Darstellungen der Beweise für die Transcendenz von e und n nebst

Litteraturangaben.

6 ff. Mit der Nummer 6 beginnt das Studium der reellen

Funktionen von reellen Veränderlichen. Wer dies gründlich be-

treiben will, dem sei neben dem oben genanten Buche von Tannery

noch das Werkchen empfohlen:

E. Pascal, Esercizii di calcolo infinitesimale. Milano 1895.

Dieses enthält Studien des Verfassers über die Eigenschaften reeller

Funktionen, angestellt an speciellen Beispielen.

23. Auf pag. 28 Zeile 5 v. o. lies „die ?/- Koordinate" statt:

„das Modell".

Eine Fundamentaleigenschaft der stetigen Funktionen ist diese

:

Wenn f{x) stetig ist für alle Werte x in dem Intervalle a<Cx<l),

so nimmt in diesem Intervalle fix) alle Werte zivisclien f{a) und

f{b) an.
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Der Beweis erfordert eine Kenntnis des Zahlbegriffes und ist

daher im Texte übergangen. Gleichwohl wird, wenn man genau

zusieht, der Satz im Folgenden fortwährend benutzt. Es sei auf

Genocchi-Peano Nr. 19 verwiesen.

26. Es fehlt das folgende Kriterium für die Existenz eines

Grenzwertes:

Damit f{x) für x = <X) einen bestimmten endlichen G-remwert

besitzt, ist notwendig und hinreichend, dafs man zu einer (beliebig

klein) vorgeschriebenen positiven Zahl c immer eine positive Zahl N
finden kann, so dafs

\f(ß)-f{^')\<^

iiird für alle Wertepaare (x^ x), tvelche die Bedingungen

x> N, x > N
erfüllen.

Den Beweis, der wieder auf dem Begriff der Zahl fufst, findet

man z. B. bei Genocchi-Peano Nr. 15.

Setzt man z. B. f(x) = Sn ,
indem man x= n als ganzzahlige

Variable ansieht, so wird aus dem vorigen Satze dieser:

Soll lim Sn einen bestimmten endlichen Wert haben, so ist

n=oo

dafür notwendig und hvnreichend, dafs man zu einer beliebig (klein)

vorgeschriebenen positiven Zahl a immer eine ganze positive Zahl N
finden kann, so dass für alle ganze positive Zahlen p

I

Sn — Sn^v
\
< ^

wird, sobald nur die ganze Zahl n die Zahl N übersteigt

Hiermit sind die Sätze der Nr. 101 und 102 gewonnen; man

vergleiche auch die Bemerkungen zu diesen Nummern.

28. Hier ist folgender Satz als evident angenommen:

Ist f(x) stetig in dem Intervalle a<.x^b, so hat es in ihm

sowohl ein Maximum als ein Minimum — vorausgesetzt, dafs es

nicht konstant bleibt in dem ganzen Intervalle.

Beweis siehe Genocchi-Peano, Nr. 21.

33 ff. Übungsbeispiele zur Differential- und Integralrechnung

findet man z. B. bei:

0. Schlömilch, Aufgaben aus der Differential- und Integral-

rechnung. 2 Bde. Leipzig 1878— 1882.

36. Man vergegenwärtige sich an der in dieser Nummer aus-

geführten Differentiation eines Quotienten, wie nötig die bisher

abgeleiteten Sätze sind. Man findet:

A^/ 1 ^u u Av^

~Kx v-\-Kv ' Ax v{v-\-Av) Ax

Die rechte Seite ist eine Funktion von x und Ax. x wird fest-

gehalten, die Variabele Ax läfst man null werden. Welches wird
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der Grenzwert (Nr. 15) der rechten Seite? Existiert er? Nach der
vor Nr. 33 gemachten Annahme haben u und v an der fixierten

Stelle X bestimmte endliche Ableitungen (Nr. 27); diese sind aber
die Grenzwerte der Differenzenquotienten für A,r = (Nr. 32),
also ist zunächst:

T A^* , ,. Ay
lim -r— = u , lim -r— = V .

Nicht nur u' und v' auch u und v haben an der fixierten Stelle x
bestimmte endliche Werte (Nr. 33), also sind dort u und v auch
stetig (Bemerkung zu Nr. 27). Also ist nach der Definition der
Stetigkeit (Nr. 20):

lim (li -{- Au) == lim u(x -\- Ax) == u[i^ = u
,

und ebenso: „ . , * \
lim [v -f- Av) = V .

Es ist weiter angenommen (Nr. 36), dafs v an der fixierten

Stelle X nicht null ist; nach Nr. 23b ist jede Konstante, also auch
1 eine stetige Funktion von x^ also ist auch nach der Regel 24 d:

,. 1^_ liml 1

^^.^0 ^ + A^ liiHL {v -{- Av) V

Da auch — einen endlichen, zudem von Ax unabhängigen Wert

hat, so zählt es für den Grenzübergang als Konstante; also ist

nach denselben Regeln:
... u u
lim — —

,. u V V u
v(v -|- A-y) lim (v -j- Av) v v^

Nach Regel 24c wird mithin:

,. 1 Au .. 1 -. Au 1 ,

lim —j—T— •
-— = lim —j—T— • lim -r— = — u .

V -\- Av Ax v-\-Av Ax v '

und ebenso:

u Av u ,

lim
v{v-{-Av) Ax v^

Nach Regel 24b darf ein konstanter Faktor vor das Zeichen lim

gesetzt werden; z. B. der Faktor — 1, also folgt:

,. / u Av\ u ,

\ v{v-\-Av) Ax) v^

Wenden wir endlich die Regel 24a an, so folgt durch Addition:

y { 1 Au u Av\ / 1 Au\
\v -{- Av Ax v{v -\- Av) ÄxJ \v -\- Av Ax/

, ,. / u Av\ u'
4- lim [

— ,—T—V
• -r— ) == —

' \ v(v-\-Av) Ax/ V

UV
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oder

,
.. Ay ii' uv'

^ Ax V v^

54. Wegen der Existenz einer Funktion y von ic, welche

implicite durch eine Gleichung f(x^ 2/) = definiert ist, vergl. 187 ff.

Einen von der Theorie der Differentialgleichungen unabhängigen

Existenzbeweis findet man bei Genocchi-Peano, Nr. 110.

56.—58. Aus den Gleichungen der Nr. 58 lassen sich ^-

,

berechnen, wenn die sogenannte Funktionaldeterminante

dy'' dz''

dF cF
\

'

'

ds

dx'

dy' cz

an der betrachteten Stelle nicht null ist. Die Theorie der Diffe-

rentialgleichungen liefert unter diesen Umständen analoge Existenz-

theoreme für die Funktionen ?/, ^, . . . Man vergleiche auch den

von der Theorie der Differentialgleichungen unabhängigen Existenz-

beweis für ein noch allgemeineres System bei Genocchi-Peano

Nr. 116. Im Besonderen fordert die Gültigkeit der Beweise in

Nr. 56 aufser den Bedingungen der Nr. 41, d. h. aufser der Stetig-

keit von /", F und ihren ersten Ableitungen, dafs die Determinante

dl dl
dy dz

dF dF
öy cz

nicht null ist. Eine klare Einsicht über die Art dieser Bedingungen

liefert das Studium der Funktionaldeterminanten. Man lese bei

R. Baltzer, Theorie und Anwendung der Determinanten. Leipzig

1881.

den § 12.

59—61. Mit dem Worte Elimination kann man nur dann

eine klare Vorstellung verbinden, wenn man in jedem gegebenen

Falle einen Prozess angiebt, durch welchen die Elimination voll-

zogen werden kann oder soll. Die Resultate erscheinen so abhängig

von der mehr oder minder willkürlichen Wahl dieses Processes.

Wir schreiben die Gleichungen (l) und (2) der Nr. 61 so:

/i
= o, /, = o, ... /; = 0; /;'=o, ... A'^o

und definieren die Elimination dadurch, dafs wir diese 2 n Gleichungen

nach den 2m Gröfsen y\ z\ u\ . . . a^ 1)^ c^ . . . auflösen, indem
wir uns die f durch Potenzreihen definiert denken. Nach den Be-

merkungen zu Nr. 56—58 geht dies, sobald die Determinante
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cy' '

dA
dz''

dz''

Bemerkungen.

ca

da

dh '

db '

dA'
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Die notwendige und hinreichende Bedingung für die Auflös-

barkeit besteht darin, dafs die Funktionaldeterminante

dx^

CXi

Ox^

nicht identisch verschwindet. Siehe Baltzer a. a. 0. § 12.

Fünftes Kapitel.

101. und 102. Die Sätze dieser beiden Nummern sind bereits

in den Bemerkungen zu Nr. 26 in einen zusammengefafst und

durch den dort gegebenen Litteraturnachweis erledigt.

Die im Text gegebene Darstellung bedarf einer Berichtigung.

Der Satz der Nr. 101 mufs heifsen:

Satz. Ist die Reihe

^^ + ^'i H

konvergent, so sei 6 eine (beliebig Mein) vorgeschriebene positive

Zahl; düMn kann man immer eine ganze x^ositive Zahl Nfinden, so dafs

I

lln + W«+ l + • • • + lln+p-1
I
< <?

wird für jedes n, das N übersteigt und für alle Werte von p.

Der Beweis hierfür wird genau wie im Text geführt. Bei den

dort benutzten Bezeichnungsweisen kann man zu -- immer ein N
finden, so dafs

|^->^n|<|

wird für jedes «, das N übersteigt. Also wird auch:

G

+ Y = ^:

I

S - Sn+p
I

<
und mithin:

I

S„ - Sn+„ \

= \{S-S„+,) + {S„ -S)\<
wie behauptet.

Der Satz der Nummer 102 wird jetzt:

Satz. Kann man zu einer (beliebig klein) vorgeschriebenen

positiven Zahl ö immer eine ganze positive Zahl JSf finden, so dafs

für alle p
I

Un + ^('n-\-l H h 'i^n+p-l
\
< ^

ivird für jedes n, das N übersteigt, so ist die Beihe
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% + ^1 H
Iwnvergent.

Der Beweis bleibt der im Text gegebene; man wird bemerken,

dafs er den Begriff des Schnittes benutzt.

Die Abweichung der Fassung der Sätze 101 und 102 von

der im Text gegebenen beruht darauf, dafs Un -\- - - • -\- Un^p—i
gleichmäfsig für alle p nach null konvergieren mufs, damit der

Satz 102 richtig bleibt.

Nehmen wir beispielsweise die Reihe, deren allgemeines Glied

»n = ll^\ = l(n+l)-l(n+i)

ist, so ist:

Sn = (ll — l2)-{-{l2— n)-\ \-{ln — l{n+l))=—l{n-\-l)

Die Reihe divergiert mithin, da lim Sn = 10 == — oo ist.

Bilden wir aber die Differenz

so wird für jedes p trotzdem:

lim (Sn — SnJ^p) ==
,

aber es ist nicht möglich ein N zu finden, so dafs für alle p

wird, sobald nur n^ N ist. Vielmehr kann man zu jedem n noch

Werte p finden, so dafs die linke Seite jeden gegebenen Wert
übersteigt.

108. Dafs man bei einer bedingt konvergenten Reihe durch

passende Anordnung der Glieder jeden beliebigen Wert für die

Summe herausbekommen kann, beweist z. B. Jordan, a. a. 0. 1 Nr. 291»

110. Im Texte ist nicht erwähnt, dafs die Reihe der w auch

unbedingt konvergiert. In der That wird:

\tVm\^\uQ\
I
^m

I
+ • • • +

I
^m

I

\Vq\.

Nun konvergieren die Reihen

ho I + I % H 5
^^^ ko I + h'i H 5

also konvergiert auch nach dem Satze des Textes die Reihe, deren

allgemeines Glied

I
^0

I I
^m

i H \-\Um\ \Vq\

ist , also auch die Reihe der
|

-^^^^
|

.

Serret, DifF.- u. Integral-Eechnung. I. 2. Aufl. 36
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115. Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen für

die Gültigkeit des Tajlorschen Lehrsatzes sind neuerdings von

Pringsheim aufgefunden und von Stolz (Differentialrechnung) am
Schlüsse des zweiten Bandes reproduziert worden. Im Übrigen sei

für weitere Eigentümlichkeiten der Potenzreihen der Leser auf die

Nummern 362—372 des elften Kapitels verwiesen. Die dort an-

gestellten Betrachtungen gelten unmittelbar auch für reelle Ver-

änderliche. Ausführliche Belehrung über diesen Gegenstand findet

man in der Differentialrechnung von Stolz.

126. Der erste Satz dieser Nummer ist eine Behauptung.

Diese fufst auf dem Satze von Abel:

Wenn die Reihe

f(x) = ÜQ + a^x + a^x^ -\

für X = x^ konvergiert, so wird lim f{x) = f{x^^ wenn x vom

Inneren des Konvergenzbereiches in die Stelle w^ hineinrückt (Abel,

Oeuvres completes, Edition par Sjlow et Lie I pag. 223). Hieraus

geht dann hervor, dafs die Gleichung (4) des Textes auch für

X = — 1 und X = -\- 1 gilt, wenn nur für diese Werte die

Reihe rechter Hand konvergiert.

129. Man lese die kritischen Bemerkungen von Peano zu

Nr. 124— 126 des Genocchi-Peano.

137. Eine der wesentlichsten Eigenschaften der Potenzreihen

einer Variabelen ist die, dafs das Verhältnis des Restes jB„ zu dem
vorhergehenden Term n— l*®'^ Grades für n= (X) die Grenze null

hat (vergl. Nr. 115, 3). Diese Eigenschaft besteht im Allgemeinen

nicht mehr für Potenzreihen mit mehr Variabelen. Dies ist ein

fundamentaler Unterschied.

Sechstes Kapitel.

154 flf. Weiter gehende Untersuchungen über die Extremwerte

von Funktionen mehrerer Veränderlicher findet man bei Jordan

a. a. 0. I Nr. 396 ff.

162. Ob ein Minimum oder ein Maximum stattfinden kann,

wenn der Punkt Mq mit einem Punkte K' oder K'' zusammen-

fällt, ist mittelst der höheren Ableitungen zu entscheiden, und

von Herrn Mayer (Berichte der K. Sachs. Gesellsch. der Wissensch.

1881) näher untersucht worden.

Siebentes Kapitel.

178—180. Die Betrachtungen dieser Nummern gehören dem
Gebiete der abzählenden Geometrie an. Eine strenge Begründung
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dieser Disciplin steht zur Zeit noch aus. Als umfassendes Nach-

schlagewerk sei genannt:

Clebsch-Lindemann, Vorlesungen über Geometrie. Leipzig 1876.

Neuntes Kapitel.

251. In dem Verzeichnisse der Darstellung einer Fläche fehlt

die, bei welcher die rechtwinkligen Koordinaten als Funktionen

zweier Parameter u und v gegeben sind. Diese Darstellung wird

im vorliegenden Buche gar nicht benutzt, aber gerade sie spielt

in der eigentlichen Flächentheorie eine grofse Rolle. Wer genauer

in die moderne Flächentheorie eindringen will, dem seien die Werke
genannt:

Bianchi, Vorlesungen über Differentialgeometrie. Leipzig 1896.

sowie

:

Knoblauch, Einleitung in die Theorie der krummen Flächen.

Leipzig 1888.

Das vollständigste Werk, das auch sehr lesbar ist, ist:

Darboux, Theorie des surfaces. 4 Bde. Paris 1887—1896.

Man mache sich überhaupt die Thatsachen der Kapitel 7—10

so viel wie möglich anschaulich und durch Modelle klar und

glaube nicht, dafs man einen geometrischen Satz schon dann ver-

stehe, wenn man nur die Formeln nachgerechnet hat, deren sich

der Autor, den man gerade vor sich hat, zufälliger Weise bedient.

Zehntes Kapitel.

Über die Eigenschaften einer Fläche orientiert man sich am
besten, wenn man die Kurven betrachtet, die sich auf ihr ziehen

lassen. Diese Aufgabe behandelt das zehnte Kapitel. In der modernen

Flächentheorie spielt seit Gaufs die Form des Linienelementes ds

einer beliebigen solchen Kurve eine charakteristische Rolle. Man
vergleiche die angeführte Litteratur.

318. Bei allen Biegungen einer Fläche, die ohne Dehnung
oder Zusammenziehung vollzogen werden, bleibt die Gaufssche Krüm-
mung in jedem Punkte ungeändert. Diesen Satz sowie die weiteren

analytischen Darstellungen findet man aufser in den genannten

Quellen im Original bei:

Gaufs, Flächentheorie (Ostwalds Klassiker Nr. 5).

in kurzer Übersicht auch bei:

Baltzer, Theorie der Determinanten.
36*
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Elftes Kapitel.

356. Den Begriff der komplexen Zahl hat man heutzutage

erweitert, indem man mehr als 2 Einheiten nahm und das kom-
mutative Gesetz bei der Multiplikation aufgab. Wer sich für die

Natur dieser Zahlensysteme und ihre Geschichte interessiert, möge
das 21. Kapitel lesen in dem Werke:

Lie - Scheffers, Vorlesungen über kontinuierliche Gruppen.

Leipzig 1893.

363. Einfache Beispiele für nicht gleichmäfsig konvergente

Reihen findet man bei Jordan, a. a. 0. I 332.

383. Zur Einführung in die moderne Funktionentheorie sei

empfohlen

:

Burkhardt, Vorlesungen über Funktionentheorie. Leipzig 1897.

sowie die ausführliche Darstellung von:

C. Neumann, Vorlesungen über Riemanns Theorie der Abelschen

Integrale. Leipzig 1884.

Vollständigere Untersuchungen über Potenzreihen findet man
in der Differentialrechnung von Stolz.

Zwölftes Kapitel.

398. Auch die Partialbruchzerlegung mit mehrfachen Wurzeln

führt zu einem Interpolationsprobleme, welches das von Lagrange

als Spezialfall enthält. Man vergleiche das erste Kapitel der

Differenzenrechnung von Markoff.

Berichtigungen.

Siehe die Bemerkungen zu Nr. 23, 101 und 102.
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(Die Zahlen bedeuten die Nummern der einzelnen Artikel.

A.

Abbildung, konforme, siehe Kon-
forme Abbildung.

Ableitung, erste — von Funk-
tionen Einer Veränderlichen 27,

Geometrische Deutung 27, — einer

Konstanten 29, — als Differen-

tialquotient 32, — als Grenzwert
des Differenzenquotienten 32, —
einer zusammengesetzten Funk-
tion 33, 40 ff., 83, 85, — einer

Summe 34, — eines Produktes 35,

logarithmische — 35, — eines
• Quotienten 36, — einer Potenz
37, — einer inversen Funktion
44, — des Logarithmus 47 f.,

— der Exponentialfunktion 48,— der goniometrischen Funk-
tionen 51, — der cyciometri-
schen Funktionen 53 ff, , — der
impliciten Funktionen 54, Höhere
—en von Funktionen Einer Ver-
änderlichen 62 ff.. Partielle —en
einer Funktion von mehreren Ver-
änderlichen 67 ff. , Partielle —
als partieller Differentialquotient

70, Partielle — als Grenzwert des

Differenzenquotienten 70, Höhere
—en von Funktionen von Funk-
tionen 71 ff., Höhere —en eines

Produktes 73, 74, Höhere —en
von impliciten Funktionen 75, 76,— einer analytischen Funktion
369.

Abwickelbare Flächen 284ff.,

Die Charakteristiken sind gerade
Linien 284, Die Rückkehrkurve
ist eine beliebige Raumkurve 284,
Abwickelung einer Polyederfläche

286 , Die Charakteristiken sind
Krümmungskurven 325, 353, Dif-

ferentialgleichung 352.

Abzählende Geometrie, Be-
merkung zu 178—180.

Analytische Funktionen, De-
finition durch die Potenzreihe 366,

Grenzwerte von — 367, Stetig-

keit der — 368, Eindeutige —
373, Definition durch Differential-

gleichungen 1. Ordnung 378, De-
finition durch Differentialglei-

chungen2. Ordnung 379, Definition

durch konforme Abbildung 380.

Vergleiche auch die speziellen

analytischen Funktionen.

Associatives Gesetz bei der
Addition 1, bei der Multipli-

kation 1.

Asymptoten, Definition 171, —
der Hyperbel 221, — der Indi-

katrix 311, 314.

B.

Bertrandsches Problem 163.

Berührung, Ordnung der — von
Tangente und Kurve 172, —
zweier Kurven 214 f., 299, — von
Kurve und Fläche 266, — zweier
Flächen 302.

Betrag, absoluter, einer rellen

Zahl 3, einer komplexen Zahl
357, Satz von der Summe der
absoluten Beträge 4, 358.

Binomialreihe 125 f., 376.

Binormale, Definition 263, Rich-
tung 264.

Bogenlänge, Differential der —
einer ebenen Kurve bei recht-

winkligen Koordinaten 193, bei

Polarkoordinaten 205, Differen-

tial der — einer Ellipse 222,

Differential der — einer Hyper-
bel 223, — der Parabel 224, 225,
— der Cykloide 234, der Epi-
cykloide 240, — der logarithmi-

schen Spirale 247, — einer

Raumkurve 257 f.
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Charakteristiken einer einhül-

lenden Fläche 280 ff., — einer

abwickelbaren Fläche 284.

Cyclometrische Funktionen,
Definition 12, Stetigkeit 23, Ab-
leitung 53.

Cykloide, Definition 231, Tan-
gente und Normale 232, Flächen-
inhalt 233, Rektifikation 234,

Krümmungsradius 235, Evolute
236.

Cylinderflächen 345.

Developpabele Flächen siehe

Abwickelbare Flächen.

Differential einer Funktion einer

Veränderlichen 32, Totales —
erster Ordnung 82, Totales —
höherer Ordnung 84, Differenz

ausgedrückt durch —e 114, 137,

Bedingung dafür, dafs d}f be-

ständig positiv bleibt 158.

Differentialgleichung, Totale

—en erster Ordnung 59 ff., Totale

—en höherer Ordnung 77, Par-

tielle — erster Ordnung 88 ff.,

— derHaupttangentenkurven 314,
— der Krümmungskurven 320,

— der Cylinderflächen 345, — der

Kegelflächen 346, — der Konoid-
flächen 347, — der Rotations-

flächen 348, — der abwickelbaren
Flächen 352, — der Kanalflächen

354, — der Linienflächen 355.

Differentialquotient siehe Ab-
leitung.

Differentiation siehe Ableitung.

D i ffe r e n z e n höherer Ordnung 65.

Distributives Gesetz bei der

Multiplikation 1.

Divergenz siehe Reihe.

Division nicht erlaubt durch

null 2.

Doppelpunkt einer ebenen Kurve
183.

Dupinsche Indikatrix siehe Indi-

katrix, —scher Satz über ortho-

gonale Flächenscharen 332.

E.

e, Transscendenz 2 Bemerkungen
zu 1—5, numerischer Wert 45,

e = lim ( 1 -f -^
j 45, 46, Reihe

für e 45, e genügt keiner qua-
dratischen Gleichung mit ratio-

nalen Koeffizienten 118, e^ siehe

Exponentialfunktion.
Eckpunkt einer ebenen Kurve

182, 186.

Einhüllende, — Kurven 210 ff".,

— Flächen 280 ff., Charakteristik

der Einhüllenden Flächen 280 ff.,

Rückkehrkurve der Einhüllenden
Flächen 282 f., 289.

Elimination willkürlicher Kon-
stanten 59 ff., 77, Begriff der —
Bemerkungen zu 59—61.

Ellipse, Flächeninhalt 220, Bogen-
element der— 222, Evolute der —
228, Elliptische Krümmung einer

Fläche 311, Hülfsellipse 337.

EUipsoid, Krümmungskurven 336,

Konstruktion der Krümmungs-
kurven 337, Differentialgleichung

der Krümmungskurven 339.

Endpunkt einer ebenen Kurve
182, 185.

Epicykloide, Definition 237, Glei-

chung 238, Tangente und Nor-
male 239, Bogenlänge 240,

Flächeninhalt 241, Krümmungs-
radius 242, Evolute 243.

Euler, —scher Satz über Formen
90, 139, —sehe Gleichung zwi-

schen den Krümmungsradien der
Normalschnitte 308, —sehe Glei-

chung: e^ ^ = 0,08 z -\- i Bm z 373.

Evolute einer ebenen Kurve 200,

201, — der Ellipse 228, — der
Hyperbel 229, — der Parabel
230, — der Cykloide 236; — der
Epicykloide 243, — einer Raum-
kurve 291 ff.

Evolvente einer ebenen Kurve
200, 201, 202, Differentialglei-

chung 203, — des Kreises 244,
— einer Raumkurve 291, 296.

Exponentialfunktion, Defini-

tion 8, Stetigkeit 23, Ableitung

48, Reihe 105, 117, Ordnung des

Null- und UnendlichWerdens 131,

lim 136, Definition

für komplexe Variabele 373,

Periodicität 373.

Extremwerte, Definition der —
bei Funktionen Einer Veränder-

lichen 140, Kriterien 142, 150, 152,

Nebenbedingungen 149, 153, De-
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finition der — bei Funktionen
mehrerer Veränderlicher 154, Kri-

terien 155, 156, 157, Neben-
bedingungen 166 f.

Fermatsches Problem 145.

Fläche siehe die einzelnen Artikel

wie Koordinaten , Tangential-
ebene, Krümmung, u. s. w.

Flächenfamilien, definiert durch
partielle Differentialgleichungen

343 ff. Siehe auch die speziellen

Familien wie Linienflächen etc.

Flächeninhalt, Differential des

—es einer ebenen Kurve 192,

dasselbe bei Polarkoordinaten
204, — der Parabel 219, — der

Ellipse 220, — der Hyperbel 221,
— der Cykloide 233, — der Epi-
cykloide 241.

Forderung, — 51 27, — 33 zwi-

schen 81 und 82, — © zwischen
251 und 252, — ^ zwischen 259
und 260, — e zwischen 269 und
270, — % zwischen 279 und 280.

Form, Definition 90, Eulerscher
Satz 90, 139.

Frenetsche Formeln 272.

Funktion, Eeelle — einer reellen

Veränderlichen 6, Einteilung 7,

ganze rationale 7, rationale 7,

geometrische Repräsentation 7,

Exponentialfunktion 8 ,
gonio-

metrische 9, periodische 9, inverse

10, Logarithmus 11, cyclometri-
sche 12, —en mehrerer reeller

Veränderlicher 16 ff., Stetigkeit

20 f. Siehe auch die speziellen

Funktionsklassen.
Funktionaldeterminante, Be-
merkungen zu 56, Bemerkungen
zu 94. •

Ganze rationaleFunktio neiner
reellen Veränderlichen: De-
finition 5, Stetigkeit 23, —
einer komplexen Veränder-
lichen: Definition 365, Stetigkeit

368.

Gaufssches Krümmungsmafs
318, Bemerkungen zu 318.

Gaufssche Kugel 260, 265.

Geschwindigkeit, gegeben durch
die Ableitung 32.

Goniometrische Funktionen,

Definition 9, Periodicität9, Stetig-

keit 23, Ableitung 51, Reihen
105, 119, Definition für komplexe
Variabele 373.

Grenze siehe Grenzwert.
Grenzwert, 1. reelle Grenz-
werte: Definition 13 ff. , End-
licher — bei unendlichem x
17, Unendlicher — bei endlichem
X 18, Unendlicher — bei unend-
lichemic 19, Rechnungsregeln 24ff.,

1 / 1 \m
lim sin— 13, lim l-j 60 f..

lim
\ ' m/

136, von Brüchen

in unbestimmter Form 129 ff,,

133, von Produkten in unbe-
stimmter Form 134; 2. kom-
plexe Grenzwerte: endlicher
— einer unendlichen Reihe von
Zahlen 359, — einer analytischen
Funktion 367.

H.

Hauptkrümmungsradien, De-
finition 307, Bestimmung der —
317.

Hauptnormale 262.

Hauptschnitte, Definition 307,
Die — berühren die Krümmungs-
kurven 321.

Haupttangenten 314, —kurven
314.

Hesse, —sehe Determinante 179,

—sehe Kurve 179, —scher Satz
über Wendepunkte 180,

Homogen, —e Funktion siehe

Form, —e Koordinaten in der
Ebene 175, 176, —e Koordinaten
im Räume 256.

Hyperbel, Flächeninhalt 221,

Bogenelement der — 223, Evo-
lute — 229, Hyperbolische Krüm-
mung einer Fläche 311, Hülfs

—

337.

I.

Imaginäre Einheit 356.

Implicite Punktion, Definition

7, Erste Ableitung 54, 86, Höhere
Ableitungen 75, 76, 86, Extrem-
werte 150, 152, Existenz 187,
Bemerkungen zu 54 und 56.

Indikatrix, Definition 310, — als

Bild derKrümmungseigenschaften
einer Fläche 312.
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Interpolation in Logarithmen-

tafeln 124, Lagrangesche —s-

formel 398, Bemerkungen zu 398.

Isolierter Punkt 182, 183.

Kanalflächen 354.

Katakaustika 250.

Kegelflächen 346.

Kegelschnitt, Oskulierender —
217, Krümmung der —e 226 f.

Siehe auch Ellipse, Parabel,

Hyperbel.
Kettenlinie 225.

Kommutatives Gesetz bei der

Addition 1, — bei der Multipli-

kation 1.

Komplexe Zahlen siehe Zahlen.

Konforme Abbildung 380 ff.

Konjugiert,—e Durchmesser der

Indikatrix 314, —e Hyperbeln

311^ _e Tangenten 314, — kom-
plexe Zahlen 357.

Konkav und Konvex 173.

Konoidflächen 347.

Konstante, Definition 4, Ablei-

tung 40, Elimination willkürlicher

—n 59 ff., 77.

Kontingenzwinkel einer ebenen

Kurve 195, derselbe bei Polarr

koordinaten 209.

Konvergenz einer Reihe, De-

finition für reelle Glieder 99, —
für komplexe Glieder 361, Kri-

terien 101 ff., Bemerkungen zu

101 und 102, Unbedingte — 102,

Gleichmäfsige — 363, 364.

Koordinaten, Verschiedene Sy-

steme in derEbene 168, Homogene
— 175, 176, 256, Ein besonderes

—System 207, Verschiedene —Sy-
steme im Räume 251, Lamesche
— 333.

Kreisevolvente 244.

Krümmung, 1. einer ebenen
Kurve: Definition der — 195,

—sradius 196,—smittelpunkt 198,

—skreis 198, 218, — der Kegel-

schnitte 226 f., — der Cykloide

235, — der Epicykloide 242;

2. einer Raumkurve: Defini-

tion der — 260, —sradius 261,

—smittelpunkt 263, —saxe 263,

zweite — siehe Torsion; 3. von
Kurven auf einer Fläche:
—sradius 304, 306, Meunierscher

Satz 305, Hauptschnitte 307,.

Hauptkrümmungsradien 307, 317,

Punkt sphärischer — s. v. w.

Nabelpunkt , Krümmungskurven
siehe dort; 4. einer Fläche:
Mittlere — 308, elliptische,

hyperbolische
,

parabolische —
311, Gaufssche — 318.

Krümmungskreis siehe Krüm-
mung.

Krümmungskurven, Definition

der — 320, Differentialgleichung

der — 320, Die — berühren die

Hauptschnitte 321, Kriterien für

die — 324, 325, Die Erzeugen-

den einer abwickelbaren Fläche

sind — 325, 353, Dupinscher

Satz 332, — des Ellipsoids 336 ff.,

— der Rotationsflächen 349.

Krümmungsmittelpunkt siehe

Krümmung.
Krümmungsradius siehe Krüm-
mung.

Kurve siehe die einzelnen Artikel,

wie Koordinaten, Tangente, Krüm-
munsf u. s. w.

Lagrangesche Interpolationsfor-

mel siehe Interpolation, — s Be-

stimmung der Extremwerte mit

Nebenbedingungen 167.

Laueret, Satz von — 324.

Lamesche Koordinaten 333.

Lemniskate 55.

Limes siehe Grenzwert.

Linienflächen, Einteilung 343,.

Differentialgleichung 355.

Linien gröfsten Falles 341.

Liouville, Satz von— über ell8.

Logarithmus, Definition 11, Ste-

tigkeit 23, Ableitung 47, Natür-

licher — 47, Reihe 106, 120,

numerische Berechnung der Loga-

rithmen 121 ff., Ordnung des Null-

und Unendlichwerdens 127, De-

finition für komplexe Variabele

375.

M.

Mac-Laurinscher Satz fürFunk-

tionen Einer Veränderlichen 116,

für Funktionen mehrerer Ver-

änderlicher 138.

Maxima siehe Extremwerte.

Meunierscher Satz 305.
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Minima siehe Extremwerte.
Mittelwertssatz 28, Verallge-

meinerungen des — es 31, 66, 112.

Modul der dekadischen Logari-

thmen 122, einer komplexen Zahl
357.

Moivre, Satz von — 373.

Monge, —s Charakteristiken 280,

—s Konstruktion derKrümmungs-
kurven des Ellipsoids 337 f.

N.

Nabelpunkte, Definition 307, Be-
stimmung der — 310, — des

Ellipsoids 319.

Niveaulinien 340.

Normale, Länge der — 39, Glei-

chung der — 169, Richtung der
— 199,— einer Fläche 253, Haupt-
normale, Binormale siehe dort.

Normalebene einer Raumkurve
252.

Normalschnitt, Meunierscher
Satz 305, Krümmungsradien eines

—es 307, Eulersche Gleichung 308.

0.

Ordnungszahl, — des Null-
werdens 127, — des ünendlich-
werdens 127, — der Berührung
siehe Berührung.

Oskulation von Kurven in der

Ebene 216, oskulierende Ge-
rade 217, oskulierender Kegel-
schnitt 217, oskulierender Kreis

218, oskulierende Flächen 267,

303, oskulierende Ebene 268 f.

s. V. w. Schmiegungsebene, osku-
lierende Kugel 276 fF. s. v. w.
Schmiegungskugel,—von Kurven
und Flächen 300.

Ossian-Bonnet, — s Verallge-
meinerter Mittelwertssatz 66, —

s

Differentialgleichung 329.

Polar fläche, Definition 287, Be-
ziehung zur Rückkehrkurve 289,

Abwickelung der — 294.

Polynom siehe ganze rationale

Funktion.
Potential 379.

Potenzreihe, Konvergenz 362,

Gleichmäfsige Konvergenz 363,
— von mehreren Veränderlichen
364, Gliedweise Differentiation

einer — 369, Die Entwickelung
in eine — ist nur auf eine Weise
möglich 371 , siehe auch unter
Reihe.

K.

Rationale Funktion, Definition 7,

Stetigkeit 23, Definition für kom-
plexe Variabele 374.

Reihe (unendliche), 1. reelle Glie-
der: Definition der Konvergenz
99, Definition der Divergenz 99,

Geometrische — 99, Konvergenz-
kriterien 101 ff., Bemerkungen
zu 101 und 102, Multiplikation
einer — mit einer Konstanten
100, Addition zweier Reihen 100,

Unbedingte und bedingte Kon-
vergenz 103, Gleichmäfsige und
ungleichmäfsige Konvergenz 363,

Reihenentwickelungen spezieller

Funktionen siehe unter den be-
treffenden Funktionen , Multi-
plikation zweier —n 110, Be-
merkungen zu 110, Taylorsche
— siehe Taylorscher Satz ; 2.kom-
plexe Glieder: Konvergenz und
Divergenz 361 , Gleichmäfsige
Konvergenz 363, 364, Bemer-
kungen zu 363, Beständige Kon-
vergenz 373.

Rotationsflächen 348, Krüm-
mungskurven der — 349.

Rückkehrkurve der einhüllenden
Flächen 282 f. , Beziehung zur
Polarfiäche 289.

Rückkehrpunkt siehe Spitze.

Parabel, Flächeninhalt 219, Bogen
der — 224, 225, Evolute 230,
Parabolische Krümmung einer
Fläche 311.

Partialbruchzerlegung 384 ff.

Periodicität, Definition 9, — der
goniometrischen Funktionen 9,

373, — der Exponentialfunktion
373.

Serret, Diff.- u. Integral-Kecbnung. I.

Schmiegung, —skreis s. v. w.
Krümmungskreis siehe Krüm-
mung, —sebene siehe dort.

Schmiegungsebene 268 f.

Schmiegungskugel, Definition

276, 277, Radius und Mittelpunkt
278.

Schnabelspitze siehe Spitze.

2. Aufl. 36**
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Schraubenfläche 297.

Schraubenlinie 297 f., 324.

Singulare Punkte einer ebenen

Kurve 181 ff., Vielfacher Punkt

182, 183, Rückkehrpunkt 182,

184, Spitze s. v. w. Rückkehr-

punkt, Endpunkt 182, 185, Eck-

punkt 182, 186, Isolierter Punkt
182, 183, Beispiel für einen sin-

gulären Punkt einer Fläche 313.

Sphärische Krümmung 307.

Sphärische Kurven 295.

Spirale, — des Archimedes 245,

hyperbolische — 246, logarithmi-

sche — 247 248.

Spitze, Grewöhnliche — , Defini-

tion 182, Beispiel 184, Schnabel-

spitze,Definition 182, Beispiel 184.

Stelle, Definition 16, Umgebung
einer — 40.

Stetigkeit von Funktionen Einer

Veränderlichen 20, von Funk-
tionen mehrerer Veränderlicher

21, Sätze über stetige Funktionen

23 ff., — einer ganzen rationalen

Funktion 228, 368, einer ratio-

nalen Funktion 23,— einer analy-

tischen Funktion 367.

Subnormale, Länge der — 39,

170, Länge bei Polarkoordinaten

208.

Subtangente, Länge der — 39,

170, Länge bei Polarkoordinaten

208.

Tangente, 1. einer ebenen
Kurve: gegeben durch die Ab-
leitung 27, Länge der — 39,

Gleichung der — 169, Richtung
der — 194, Grieichung bei Polar-

koordinaten 206, der Epicy-

kloide 239; 2. einer Raum-
kurve 252, Richtung 259, Kon-
jugierte —n 314, Haupt—n 314,

Haupt—nkurven 314.

Tangentialebene einer Fläche

253, 255.

Taylorscher Satz, — für Funk-
tionen Einer Veränderlichen 112,

Lagrangescher Rest 112, Cauchy-

scher Rest 113, Gültigkeits-

bedingungen 115, — für Funk-
tionen mehrerer Veränderlicher

137, — für komplexe Veränder-
liche 372.

Torsion, Definition 270, —swinkel

271, — der Schraubenlinie kon-

stant 297.

Transscendenz von7r3, voneund
jr: Bemerkungen zu 1—5.

Transformation, von Differen-

tialausdrücken 78, 79, 94 ff., Le-

gendre's — 98, Funktionaldeter-

minante nicht null : Bemerkungen
zu 94.

u.

Umgebung einer Stelle 40.

JJnendlich 17ff., siehe auch Grenz-

wert, —e Reihe siehe Reihe,

Unendlichferne Punkte der pro-

jektiven Ebene 176, Unendlich-

fernerPunkt derkomplexen Ebene
360-

Variabele siehe Veränderliche.

Variabilitätsbereich 6.

Veränderliche, reelle 6,_^ ab-

hängige 6, unabhängige 6, Ände-
rung der unabhängigen —n 78,

94, Änderung aller —n 79, 97,

komplexe — 357, Ebene der kom-
plexen —n 357.

Vielfacher Punkt einer ebenen
Kurve 182, 183.

W.
Wendepunkte 172, 179.

Winkelmafs, natürliches 9.

Z.

Zahlen, 1. ReelleZahlen: Rech-
nungsgesetze 1, Einteilung 2,

Geometrische Repräsentation 5,

Bemerkungen zu 5 ; 2. Komplexe
Zahlen: Definition 356, Geo-
metrische Repräsentation 357,

Summe zweier komplexer — 358,

Differenz zweier komplexer— 358.
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