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ÉLÉMENTS
DE LA THEORIE DES

FONCTIONS ELLIPTIQUES
TOME IV.

CALCUL INTÉGRAL.

INVERSION
(suite).

CHAPITRE IX

EVALUATION DES INTEGRALES DE LA FORME
dz

f
PRISES LE LONG D'UN CHEMIN QUELCONQUE, DANS LE CAS

OÙ A, B, C, D, E SONT RÉELS.

I. — Évaluation des intégrales de la forme

dy

f— /4(.r— «i) (y— «o {y— e 3 )

prises le long d'un chemin quelconque, dans le cas où eu e 2 , <? 3

sont réels.

590. Reprenons l'étude, le long d'un chemin déterminé du

plan des y, de l'intégrale / —%-=> où Y= 4 y 3 — g%y — g%, dans

le cas où g 2 , g3 sont réels. Rappelons que, dans ce cas, la fonc-

lion p(u; g 2 , gs) dont les coefficients sont réels, prend, en même

temps que u, des valeurs réelles ou imaginaires conjuguées.

T. et M. — IV. i



2 CALCUL INTÉGRAL.

Considérons d'abord le cas où les racines e
K , e 2 , e 3 sont réelles.

Nous supposerons e x
^>e 2 ~^>e 3 et les nombres w,, —- réels et

positifs ( ' ). Dans le plan desjr, le long de l'axe des quantités réelles

pratiquons une coupure de e
{
à e2 , de e 2 à e 3 , de e 3 à — oc et dé-

signons par y/Y la fonction dej^, holomorphe dans le plan coupé,

qui prend des valeurs positives pour de grandes valeurs positives

àey. Les signes de la partie réelle et du coefficient de i, dans

cette fonction y/Y, s'obtiennent très aisément sur les bords supé-

rieur ou inférieur des diverses parties de la coupure, et même
dans tout le plan des y, si 10n observe qu'ils ne peuvent changer

que lorsque la quantité sous le radical est réelle, c'est-à-dire

lorsque le point y traverse soit l'axe des quantités réelles, soit

l'hyperbole (H) dont l'équation serait 1211 2 — 4^ 2 — g* = ° dans

un système de coordonnées w, v
1
dont les axes coïncideraient avec

Taxe des quantités réelles et l'axe des quantités purement imagi-

naires du plan des y. Comme il est commode d'avoir ces signes

dans les applications, on les a indiqués dans la figure (A) du Ta-

bleau de formules (CXXX); le premier signe se rapporte à la

partie réelle, le second à la partie imaginaire; l'une de ces quan-

tités est nulle sur les lignes de séparation, ce que l'on a indiqué

en remplaçant par o l'un des signes ±. Relativement aux cou-

pures, nous conviendrons de regarder le bord supérieur comme
appartenant à la moitié supérieure du plan des y, le bord infé-

rieur comme appartenant à la moitié inférieure. Ceci posé, on a

le théorème suivant :

Jl existe une fonction de y, que nous désignerons par arg py,
ayant les propriétés que voici : elle est holomorphe dans tout le

plan coupé; pour tout point de ce plan on a p (argp.y) —.y,
quand y n'est pas sur une coupure on peut mettre argpy sous la

forme t(o
i
-\- £'to 3 , t et t' étant des nombres réels, satisfaisant aux

conditions o << t <C 1, — 1 < t
1

<C. * î suivant que y est sur la cou-

pure qui va de e
{
à e 2 , de e 2 à e 3 , de e 3 à — 00, on peut mettre

(
'

) Observons en passant que l'on a io
t £ -f suivant que l'on ae2

<o, ainsi qu'il

résulte des expressions de K, K7 (ou x, x') au moyen de k2 (ou x) et de ce que

l'on a, suivant les deux cas, k2
< \ et, par suite, k 2 <k'2

. On voit aussi que quand

k2 décroît de 1 à o, le rapport -~- croît de o à l'infini.
1 w,
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argjDj^sous la forme (i)
t
zp ci) 3 £|, to, ^ zp <o 3 ,

— to 3 £n où t
K est

réel et compris entre o et i, et où il faut prendre le signe supé-

rieur ou inférieur suivant que l'on est sur le bord supérieur ou

inférieur de la coupure. Ces conditions permettent, pour chaque

valeur de y, de calculer sans ambiguïté la valeur correspondante

de argpy en se reportant au Tableau (GXX1X,_ 2 ); t' est d'ail-

1 eurs négatif ou positif suivant que le point y appartient à la

moitié supérieure ou inférieure du plan; t' est nul quand y est

réel, compris entre e
K
et -J- oc.

Si l'on admet pour un instant l'existence de cette fonction ho-

lomorphe, inverse de la fonction p, on déduit immédiatement de

l'identité p(arg pjr) =y que la dérivée, prise par rapport à y,

de la fonction argjr^ est égale, au signe près, à —— ; elle lui est

précisément égale, en adoptant le sens prescrit pour le dénomi-

nateur, puisqu'elle est négative pour de grandes valeurs positives

de y. On voit donc que l'étude de l'intégrale envisagée se ramène

à celle de la fonction argpj'.

591. L'existence de la fonction argjjy résulte aisément de la

représentation conforme d'un demi-rectangle des périodes de la

fonction pu, au moyen de la relation y = pu ('). Nous choisi-

rons, pour le rectangle des périodes de la fonction p«, le rectangle

dont les sommets sont to
1
— co 3 , co, -f- to 3 ,

— to
i -t- to 3 ,

— io
t
— to 3 ,

qui est symétrique par rapport aux axes des quantités réelles et

purement imaginaires. L'équation (en u)y = pu admet deux ra-

cines situées dans ce rectangle, figurées par deux points symé-

triques par rapport au point o; elle admet par conséquent une ra-

cine dans le rectangle (R) dont les sommets sont w,— to 3 , o^-f-to^

w 3 ,
— co 3 ;

cette racine est unique si elle est figurée par un point

intérieur* à (R); mais si la racine u est un point du périmètre

de (R), le point u- symétrique de u par rapport à l'axe des quan-

tités réelles sera encore une racine de l'équation y— pu, puisque

l'on aura alors, suivant le côté où se trouve le point U, l'une des

trois égalités u tk'= o, u— u'= ± 2to 3 , u -+- ur= 2w, et, dans

tous les cas, pu' = pu —y\ u et u! étant imaginaires conjugués

(') Voir Schwartz, Formules, etc., art. 51, 52.
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ainsi que les quantités égales pu, pu', y est forcément réel. On
prévoit ainsi que l'image sur le plan desjrdu rectangle (R) du

plan des u remplira tout le plan desy et que l'image du périmètre

de (R) se fera deux fois quelque part sur l'axe des quantités réelles.

Dans le plan des u, l'axe des quantités réelles partage le rec-

tangle (R) en deux rectangles (Ri), (R2), symétriques par rapport

à cet axe et dont les images seront, dans le plan des y, aussi sy-

métriques par rapport à l'axe des quantités réelles. Nous désigne-

rons par (Rj) le rectangle situé dans la région supérieure du plan

des u : ses sommets sont les points o, w,, to, -f- to 3 ,
w 3 . Suivant

que e 2 est positif, nul, ou négatif, la base de ce rectangle sera plus

longue, de même longueur ou plus courte que sa hauteur. L'image

de ses côtés, pris dans l'ordre adopté pour les sommets, de façon

que son périmètre soit parcouru dans le sens direct, se fait évi-

demment sur les segments -j-00 ... eif e
K
... e 2 , e 2 ... <? 3 ,

<? 3 ... — oc

de l'axe des quantités réelles du plan des y. Au rectangle (R,)

substituons une figure (Si), qui en diffère infiniment peu, obtenue

en décrivant de chacun des sommets de (R,) comme centre, avec

un rayon infiniment petit, un quart de cercle situé dans l'intérieur

du rectangle et en supprimant de (R,) les petites parties limitées

par ces quarts de cercle; la figure (S<) a huit côtés, quatre recti-

lignes et quatre circulaires. La fonction p' u ne s'annule et ne de-

vient infinie ni sur le contour de (S
{ ) ni à l'intérieur 5 le principe

de la conservation des angles s'applique donc sans restriction à la

représentation conforme de (S<) par la formule y = pu. Suppo-

sons que le point u parte du sommet de (S<) situé sur l'axe des

quantités réelles, dans le voisinage de o, puis décrive les huit côtés

du contour de (S
t ) dans le sens direct; suivons le mouvement cor-

respondant du point y = pu. Il partira d'un point infiniment

éloigné, vers -h 00, de l'axe des quantités réelles et se mouvra sur

cet axe en se rapprochant du point e
K
sans y parvenir, décrira ap-

proximativement, autour de e
{
comme centre, un demi-cercle in-

finiment petit, situé dans la région inférieure du plan, se mouvra

sur l'axe des quantités réelles en se rapprochant de e 2 sans l'at-

teindre, décrira approximativement, autour de e 2 comme centre,

un demi-cercle infiniment petit situé dans la région inférieure du

plan, se mouvra sur l'axe des quantités réelles en se rapprochant

de <? 3 sans l'atteindre, décrira encore approximativement, autour
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de e 3 comme centre, un demi-cercle infiniment petit situé dans la

région inférieure du plan, recommencera à se mouvoir sur l'axe

des quantités réelles jusque vers — oo, et décrira enfin approxima-

tivement, dans la région inférieure du plan, un demi-cercle de

rayon infiniment grand, de centre o, qui ira rejoindre le point de

départ vers -4- oo. Dans l'image, les mouvements rectilignes cor-

respondent aux côtés rectilignes de la figure (S<) et n'ont pas be-

soin d'être expliqués davantage } les mouvements circulaires ap-

proximatifs correspondent à la description des côtés circulaires

de (Sj); qu'ils soient tels que nous l'avons dit, c'est ce qui ré-

sulte, pour les trois premiers, de ce que le développement sui-

vant les puissances de u de la fonction paire p(tùa -i- u) —

e

a

commence par un terme en u 2
,
pour le demi-cercle infiniment

grand, de ce que le développement de pu commence par u~ 2
.

Dans le mouvement, le contour de l'aire infiniment grande qui

représente (S
4 ) est décrit dans le sens direct comme le contour

de (Ri). Il en résulte que si l'on considère un point y situé à

l'intérieur de l'aire qui forme l'image de (S,), le vecteur qui va

de ce point y au point mobile y qui décrit le contour de cette

image, tourne de iiz quand le point u décrit le contour de (Ri);

on en conclut, en raisonnant comme au n° 508, que l'équation

(en u)y = pu admet une racine et une seule figurée par un point

intérieur à (R<), ce qui est conforme à ce que l'on a dit au début.

On voit donc que l'image de (R,) se fait sur la moitié inférieure

du plan des y; le périmètre de (R
( ) a son image sur l'axe des

quantités réelles : ce périmètre fait partie de la figure (Ri); nous

conviendrons de regarder les images des côtés qui vont de u, à

w
1 -r'(i) 3 , de 10,4-0)3 à co 3 , de to 3 à o, comme se faisant sur les

bords inférieurs des portions de coupure qui vont de e x ke 2 , dee2

à e3 , de e 3 à — 00; quant au côté qui va de o à w,, son image est

sur la portion non coupée de l'axe des quantités réelles. La fonc-

tion argpy est alors définie sans ambiguïté pour tous les points jy

de la moitié inférieure du plan des y, y compris les bords infé-

rieurs des coupures : sa valeur est cette racine unique, définie

plus haut, de l'équation y = pu, racine figurée par un point du

rectangle (R,) ou de son périmètre.

L'image du rectangle (Ro) se fait symétriquement sur la partie

supérieure du plan des y et permet de compléter la définition de
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la fonction argpr. Les images des côtés qui vont de w, à tOj — tù 3 ,

de g), — w 3 à — to 3 , de — to 3 à o, se font sur les bords supé-

rieurs des portions de coupure qui vont de e K
à e 2 , de e 2 à e 3 , dee 3

à — oo, en sorte que les bords supérieur et inférieur d'une cou-

pure sont les images de deux points différents. On a précisément

introduit les coupures pour que les points du plan des u situés à

l'intérieur ou sur le périmètre du rectangle des périodes (R) et

les points du plan des y se correspondissent d'une façon uni-

coque.

592. Les propriétés énoncées de la fonction argpj' sont main-

tenant évidentes; elle est holomorphe dans le plan coupé en vertu

de la théorie des fonctions implicites (note 1, n° 357). Quelques

autres propriétés de la même fonction se déduisent immédiate-

ment des remarques suivantes.

Les parallèles aux côtés du rectangle (R)ont pour images, dans

le plan des y, des arcs de courbes algébriques, comme il résulte

de la formule d'addition de la fonction pu. Considérons en parti-

culier, dans le plan des w, le segment de droite qui va de w, -f- \ (o 3

à \ W3
;

il partage le rectangle (Ri) en deux rectangles (/'<), (#y)

dont le second repose sur l'axe des quantités réelles.

La première formule (LX 4 ), en y supposant a= 3 et en y fai-

sant u = u'— i co 3 , donne

yp(iï— ?<*>*) — e 3 \/p(u'^~ 2 to 3 ) — e s = k(e
t
— e 3 ).

Si u' est réel, les deux facteurs qui figurent dans le premier

membre sont conjugués; leur produit représente la distance du

point y = p(u f
-+- |w8 ) au point e$ , distance qui est constante en

vertu de l'égalité même; le point p(u'-h ', w 3 ) est donc sur le

cercle (e 3 ) de centre e 3 et de rayon k (e
{
— e8 ); les points e

{ , e 2

sont symétriques (n° 559) par rapport à ce cercle; lorsque u' varie

de 104 ào, le point u = u' -h ^o> 3 décrit dans le plan des u le seg-

ment considéré, et son imagey = pu décrit, dans le plan des y,
du point p =e s + k(e< — e8 ) au point q == e 3

— k(e
{
— e 3 ), la

moitié du cercle (e 3 ) située au-dessous de l'axe des quantités

réelles, puisque u se meut dans (R,). L'image de (r
t ) se fait à

l'intérieur de ce demi-cercle, celle de (r2 ) sur la région du demi-

plan inférieur qui est en dehors. Désignons par (/* 3 ), (r4 ) les rec-
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tangles qui, dans le plan des u, sont, par rapport à l'axe des quan-

tités réelles, les symétriques des rectangles (r 2 )> (/*«
) ;

leurs images

seront, dans le plan des y, symétriques par rapport à l'axe des

quantités réelles des images de ces derniers rectangles; l'image

du segment qui va de w, — i w 3 à — ^ to 3 se fait sur la moitié su-

périeure du cercle (e 3 ). En représentant par tx>
{
t H- io 3 1! la valeur

de argpy,
j
t

1

(
sera inférieur ou supérieur à £, suivant que y sera

extérieur ou intérieur au cercle (e 3 ). On démontrerait de même
([lie l'image du segment qui va de 4 w,— to 3 à ^a),4-(o 3 est un

cercle(e,) de centre e
{
et de rayon k'(e

i
— e 3 ): suivant que le

points est extérieur ou intérieur à ce cercle (e
( ), |

t\ est inférieur

ou supérieur à !,.

593. De l'égalité

i d

y/

Y

^7
&^

on déduit maintenant que l'intégrale / —'—r=> où le chemin qui

vadejKi àjK2 ne traverse pas de coupure et où y/Y a le sens précisé

au début, a pour valeur argrj^o

—

âvgpyi- Ce résultat subsiste

si le chemin d'intégration suit le bord d'une coupure, sans la tra-

verser.

Si le chemin d'intégration traverse la coupure, nous convien-

drons de désigner encore, en chaque point de ce chemin, par y/\

la fonction dey, holomorphe dans le plan coupé des y, définie au

début, tandis que nous désignerons par y/Y la fonction obtenue

par continuation, le long du chemin d'intégration, de la fonction

qui coïncide avec y/Y au début de ce chemin. Si cette fonction
y
/ Y

coïncidait avec y\ avant de traverser une coupure, on aurait né-

cessairement y/Y = — y/Y après avoir traversé cette coupure, et

inversement. Pour évaluer l'intégrale / —'-^> prise le long d'un

chemin quelconque, qui peut traverser un nombre quelconque de

fois les coupures et qui va d'un point quelconque y t
du plan desj^

à un point quelconque y2 de ce plan, sans passer toutefois par

les points e,, e 2 , e 3 , il suffira de fractionner le chemin donné en

parties qui restent chacune dans le plan coupé et d'évaluer sépa-
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rément chacune des parties correspondantes en remplaçant, sui-

vant les cas, \
/Y par y/Y ou par — y/Y.

Supposons, par exemple, que le chemin d'intégration traverse

une seule fois la coupure de bas en haut en un point a. Nous dis-

tinguerons les deux points a', a." qui coïncident avec a, mais qui

sont situés le premier sur le bord inférieur, le second sur le bord

supérieur de la coupure, et nous aurons

Jy
t ~v/ï~4i -v{l~Va« -\H~Jyi -y/Y

+
X' — /¥'

où l'on doit prendre le signe inférieur dans le cas seulement où

l'on traverse la coupure entre e-2 et e 3 . On aura donc, en obser-

vant la même règle pour les signes,

f:
dy—— = (argpa'±argpa"; - (arg pjKi ± arg pj 2 ) ;

d'ailleurs la première parenthèse se réduit à 2(0,, 20t) 3 ou o, sui-

vant que a est entre e
K et e ? , e 2 et e 3 , e s et — 00.

Nous nous contenions de signaler les résultats suivants, que

l'on peut d'ailleurs lire sur la figure (A),

'f'*
dy 'f

e
* dy 'f~

x
dy '(>''* dy

/ ;= = <dt, / ——==— ! — r= co 3 , / —±— = — o,,
«/+. - /Y Je

t
- v/Y Je% - y/\ Jet

_ /Y

la seconde et la troisième intégrales étant prises sur le bord infé-

rieur de la coupure. Si on les prenait sur le bord supérieur de la

coupure, leurs valeurs changeraient de signe.

Ces formules peuvent être encore écrites sous les formes

<Gxxx) 'rj&i
=

' r
m
-jt- = t0j}

' rjy_ = 'pjL « s.
Je, |yr| Jr. Ii/y| /— IV?I X i/y|

i

Pour 0-3 = o (e 2 = o, <? 3 == —- e
4 ,

A"
2 = |), on a en particulier

t»)|.= -T-j la figure formée par les quatre points o
; 0^ , w

4 -f- co 3 , w 3 ,

est un carré.
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II. — Évaluation des intégrales de la forme

dy

f— V{y— et )(y—e,)(y — ez )

prises le long d'un chemin quelconque, dans le cas où e 2 est un

nombre réel et où eu e 3 sont des nombres imaginaires conjugués.

594-. Supposons maintenant que deux des racines de Y soient

imaginaires. Reprenant les notations du n° 060, nous suppose-

rons e
s
= a -h m', e 3 = à — ni, e 2 = — 2 a, b^> o; o)

4
et o^sont

formés comme on Ta expliqué dans le même numéro, et sont des

quantités conjuguées; on les calculera au moven des Tableaux

(GXXV) ou (GXXVI). Les quantités \Je 2
— £\ , \fe 2

— e z sont aussi

conjuguées, comme il résulte, si l'on veut, des formules (XI 6 ). Il

est aisé de vérifier que les signes de la partie réelle et du coeffi-

cient de i dans \J\ ne peuvent changer que sur l'axe des quantités

réelles et sur l'hyperbole (H) qui, cette fois, passe par les points

e
h , e 3 . Ces signes sont indiqués sur la figure (B) du Tableau

(GXXXI), en supposant y/Y >> o pour les grandes valeurs posi-

tives dey. La figure (B) correspond au cas où g 2 et e i sont posi-

tifs; les modifications relatives aux autres cas n'échapperont pas

au lecteur; si en particulier g 2 était nul, l'hyperbole (H) se dé-

composerait en deux droites passant par l'origine et inclinées de

6o° et de 120 sur l'axe des quantités positives.

Dans le plan des y, du point e 2 comme centre, avec un rayon

égal à la quantité positive \le 2
—

- e
K
\je 2
— <? 3 , décrivons un cercle

que nous désignerons dans ce qui suit par (e 2 ); il passe par les

points e
{ , e 3 et rencontre l'axe des quantités réelles en un point m

situé entre e 2 et 4-00, et en un point m! situé entre e 2 et — oc.

Observons de suite que l'on a, en vertu des équations (XVL), (VII 9 ),

m — e 2 -f- s/e* — e Y
sje* — e 3 = p l

m'— e 2
— \/e<L — e

{
\/e 2

— e 3 = p (V 2. f

Pratiquons une coupure allant de e
K
à e 3 le long de ce cercle, en

W|
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passant par le point m, puis le long de l'axe des quantités réelles

de m à — oo. Le bord supérieur de cette dernière coupure de — oo

à m sera supposé continué par le bord intérieur de la coupure cir-

culaire de m à e
K ; le bord extérieur de la coupure circulaire va

sans interruption de e
K
à e 3 ;

le bord intérieur de la coupure cir-

culaire de e 3 à m est continué par le bord inférieur de la coupure

rectiligne de m à — oo; le bord de chaque coupure est regardé

comme faisant partie de la région du plan qu'il limite. Dans le

plan coupé, y/Y est une fonction holomorphe de y .

Il existe une fonction que nous désignerons par argpy et qui

jouit des propriétés suivantes : elle est holomorphe dans le plan

coupé; en tout point de ce plan on a

P(argpjK)=j;

sa dérivée est—— . en désignant pary/ Y la fonction holomorphe pré-

cisée plus haut. QuandjK n'est pas sur une coupure, on peut mettre

argpjK sous la forme \ (o>i-r- w 3 ) t -f- ( w 3 — w,) t\ où t el t' sont des

nombres réels vérifiant les conditions o << £ <C i >
— i <£ *'<C *

î

t' est toujours de signe contraire au coefficient de i dans y.

Quand y est sur la coupure circulaire, arg py peut se mettre sous

la forme i ( W| H- «3) -f- (co 3
— <o,) l

K ; t
K
est compris entre — £ et \

lorsque y est sur le bord extérieur de la coupure; t
{
est compris

soit entre — ~ et — i, soit entre i et i lorsque y est sur le bord

intérieur de la coupure suivant que y est dans la moitié supé-

rieure ou inférieure du plan; en deux points qui coïncident,

mais sont sur deux bords opposés, la somme des valeurs de t
K
est

égale à zti. Quand y est sur la coupure rectiligne, arg py peut

être mis sous la forme qz (w 3
— w^ -f- 4 (w, -f- w 3 ) t 2 ou sous la

forme q=(w 3
— (j^)^, suivant que y est compris entre m et e 2 ou

entre e> et — co; on doit prendre les signes supérieurs ou infé-

rieurs suivant que y est sur le bord supérieur ou inférieur; t2 es t

réel, compris entre o et i; en deux points qui coïncident, mais

sont sur deux bords opposés, les valeurs de t 2 sont les mêmes. En

se reportant au Tableau (CXXIX 3_ 4 ) on peut donc calculer dans

tous les cas, sans ambiguïté, la valeur de arg rry" connaissant la

valeur de y.
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595. On arrive à ce résultat en étudiant l'image obtenue dans

le plan des y, par la transformation y = pu, du rectangle (R)

dont les sommets sont .t(3cl>< — w 3 ), ^(3w :î
—

w

t ), to 3
— to,, to,— to 3 ,

rectangle dans lequel l'équation (en u)pu—y=o admet une racine

qui, en général, est unique; si toutefois cette racine est figurée

par un point du périmètre du rectangle, le point symétrique par

rapport à l'axe des quantités réelles est aussi une racine. Ceci ré-

sulte aisément de ce fait, que le losange dont les sommets sont o,

2(0,, 2co, -h 2to 3 , 2w 3 est un parallélogramme des périodes, et de

ce que la fonction pu prend des valeurs égales en des points sy-

métriques soit par rapport à w,, soit par rapport à o>5 .

L'axe des quantités réelles du plan des u sépare le rectangle (R)

en deux rectangles (Ri), (R2) dont le premier est situé au-dessus

de l'axe; les images de ces deux rectangles étant symétriques par

rapport à l'axe des quantités réelles du plan des y, il suffit d'étu-

dier l'image du premier. On substitue, à cet effet, à ce rectangle

(R,) une figure infiniment voisine (S,) que l'on obtient en décri-

vant à l'intérieur de (R
t ), avec des rayons infiniment petits, des

points o, w 3
— co, et w 3 comme centres, d'une part deux quarts de

cercle, de l'autre un demi-cercle, et en supprimant les petites par-

ties de (R,) qui limitent ces quarts de cercle et ce demi-cercle. La

ligure (Sf) a huit côtés, cinq rectilignes, trois circulaires. Dans

cette figure et sur le contour, les fonctions pu, p'u sont holo-

morphes, la seconde ne s'annule pas. Supposons que le point u

parte du sommet de (S<) infiniment voisin de o, situé sur l'axe

des quantités réelles, puis décrive le contour de (S,) dans le sens

direct. Son image y = pu, dans le plan des y y
partira d'un point

voisin de -f- oc, sur l'axe des quantités réelles et suivra d'abord cet

axe jusqu'au point m. A partir du point m, l'image y= pu se

mouvra sur le cercle (e.>) ainsi qu'il résulte de la formule

à / l
tU

l
"+" l0{

/ • \ i / / tL>
!

"+" W < ' •
\

qui montre que la distance du point pu au point e2 reste constante

tant que le point u est sur la perpendiculaire à l'axe des quantités

réelles menée par ^(to,+ a) 3 ) ;
quand u décrira le côté de (S

4 )
qui

va de |(«>f+.C0s) à un point voisin de to 3 , le point y = pu, partant

de m, suivra le cercle (e 2 ) en descendant dans la région inférieure
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du plan des y, comme il résulte du principe de la conservation

des angles, et s'arrêtera en un point voisin de e z . Le point u dé-

crivant ensuite le petit demi-cercle autour de co 3 ,
son imagey=pu

décrira approximativement un petit cercle autour de e 3 en tour-

nant dans le sens indirect, comme il résulte du développement de

p(w 3 + u) suivant les puissances de u. Le point u décrivant le

côté suivant de (S,), son image remonte le long du cercle (e 2 ) de

e 3 à m, en sorte que les images des trois côtés de (Sj), qui relient

i((Oi-j-w 3 )
à i(3to 3

— o)<), forment un lacet à tige circulaire.

Quand u décrit le côté qui va de i(3(o
3
— g^) à un point voisin

de co 3
— (oM son image va de m à un point voisin de e 2 sur l'axe

des quantités réelles. Quand u décrit le quart de cercle autour de

io 3
— wn son image décrit approximativement un demi-cercle in-

finiment petit, de centre e2l en restant au-dessous de l'axe des

quantités réelles. Le côté suivant a son image sur l'axe des quan-

tités réelles, d'un point voisin de e 2 à un point voisin de — ce.

Enfin le dernier côté, le petit quart de cercle, a pour image un

demi-cercle de centre o, de rayon infiniment grand.

Il serait aisé de reconnaître que l'arc du cercle (e 2 )
qui va de e 3

à m' est l'image du segment qui va de to 3 à -J-(w 3 — w i)-

En répétant le raisonnement du n° 508, on voit maintenant que

l'image de (R,) remplit le demi-plan des y, au-dessous de l'axe

des quantités réelles. L'image de (Ro) remplit donc le demi-plan

au-dessus. Ainsi l'image de (R) remplit le plan tout entier. Il con-

vient, pour la continuité, de regarder les images des portions du

périmètre qui vont de o à w 3
— gj, et de o à w, — oj 3 comme se

faisant respectivement sur les bords inférieur et supérieur de la

coupure rectiligne qui va de — oo à e 2 ; les images des côtés qui

vont de to 3
— co

1
à \ (3w 3

— w,) et de (ù
{
— w 3 à î(3to,— w 3 ) comme

se faisant sûr les bords inférieur et supérieur de la coupure recti-

ligne qui va de e 2 à m; les images des portions de côté qui vont de

|(3w 3— tu,) à (o 3 et de ^(3gj,— w 3 ) à to comme se faisant sur le

bord intérieur de la coupure circulaire qui va de m à e 3 et de m
à e

K ;
enfin les images de la portion de côté qui va de to 3 à to

4
comme

se faisant sur le bord extérieur de la coupure circulaire qui va de e 3

à e
K

. Cette description suffit, en raisonnant comme au paragraphe

précédent, à justifier la proposition annoncée; elle montre la né-

cessité d'introduire les coupures considérées, et donne les rensei-
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gnemenls essentiels sur les valeurs que prend la fonction arg py
sur les bords des coupures (

'

).

596. Les conclusions sont analogues à celles du paragraphe

précédent et l'on obtient aisément les résultats suivants :

Jm —/Y " *
'

Jm —"/Y " X - /Y
~

«

(') Des considérations toutes pareilles s'appliquent à la détermination de l'in-

C dx
tégrale / —p: > où X - (i — a?

2
) (1 — k-x2

), prise le long d'un chemin déterminé,

J V*
lorsque A 2 est réel et plus petit que i. Dans le plan des a? on pratique deux cou-

pures le long de l'axe des quantités réelles de -+- r à -i- oo, de — i à — qo. La fonc-

tion y/X assujettie à être égale à i pour x = o est alors définie sans ambiguïté

dans tout le plan, y compris les bords supérieur et inférieur des coupures. Si l'on

considère la fonction sn ( u |
t) formée au moyen de la quantité x = -—-, où K

et K' ont le sens précisé au n° 521, il existe une fonction que nous désignerons

par arg sna; qui jouit des propriétés suivantes : elle est définie pour toute valeur

de x appartenant au plan coupé; en tout point de ce plan elle vérifie la relation

sn(argsno7) — x; sa dérivée est —— ; on peut la mettre sous la forme Kt-\-iK't'

,

v/x
où t et t' sont des nombres réels compris entre — i et 4-1, et respectivement de

mêmes signes que la partie réelle et le coefficient de i dans x. Quand x n'est pas

sur une coupure, t et t' sont différents de ±1. Quand x est sur la coupure de

droite, argsna? est de la forme K±i*K7, ou ±zi¥J-\-Ktv suivant que a? est

entre 1 et y ou entre - et -f- x>; on doit prendre le signe supérieur ou le signe

inférieur suivant que x est sur le bord supérieur ou sur le bord inférieur; t
t
est

réel compris entre o et 1 ; on a, en particulier,

arg sn 1 = K, arg sn -;
— ±1 tK'-f- K

;

les valeurs de t
x
pour deux points qui coïncident, mais appartiennent à deux

bords différents, sont égales. Quand x est sur la coupure de gauche, argsnx est

de la forme — K±fK'^ ou rrt'K'— Iv£,, suivant que x est entre — 1 et — -ou
A"

entre — -et — 00; la signification de t
t ,

la règle des signes restent les mêmes;

on a, en particulier,

arg sn (—- 1) = — K, arg sn / — -
)
= — K ± /K'.

On parvient à ce résultat en faisant l'image, sur le plan des x, du rectangle du

plan des u dont les sommets sont les points ± K ± iK', image qui se déduit par

symétrie de celle du rectangle dont les sommets sont o, K, K + i'K', iK'.

Il est maintenant clair que, si l'on se donne x, on pourra calculer arg sn x sans
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les deux dernières intégrales étant prises le long des bords inté

rieurs de la coupure circulaire;

dy o>9 ' r dy

v/Y 2 .4 y/Y

où, dans la seconde intégrale, le chemin suit le bord inférieur

de la coupure rectiligne;

I
dy

' — = (JL>2 OU W) — to 3 .

ttt

suivant que <? 2 est positif ou négatif; dans cette dernière égalité les

valeurs de \/Y se déduisent par continuation de la supposition

j/Y== y/Y pour les points y du chemin d'intégration situé eu des-

sous de l'axe des quantités réelles. De ces formules, on déduit sans

peine celles du Tableau (GXXX1 ) ;
toutes ces formules se lisent

d'ailleurs sur la figure (B) du même Tableau.

III. — Substitutions linéaires permettant de transformer

dz dy
en

s/A^-h 4B^h-6C,s 2 -- 4D.s -t-E s/\y :i— g%y — g*

597. Nous allons montrer maintenant comment toute différen-

dz
tielle de la forme — _ » où Z est un polynôme quelconque du troi-

sième ou du quatrième degré à racines inégales, se ramène à une

différentielle de la forme - • ._, où Y = 4jK
3 — gv.y — g%, par

une substitution linéaire définie par l'une ou l'autre des formules

ambiguïté à l'aide des séries (CXXVII,), pourvu que, quand x est sur une cou-

pure, on dise sur quel bord il se trouve. Il résulte de la théorie des fonctions

implicites que argsna? est une fonction holomorphe dans le plan coupé des x.

Les conséquences de ces propositions, pour le calcul des intégrales de la forme
/dx

—j-z oùX=(i — x 2
) (i — k2x2

), o < k 2 < i, sont toutes semblables à celles qui
Vx /dy—'-^-'j le

— v/Y
lecteur les établira sans peine.
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équivalentes de la forme

_ %y -+- p os — 3 8 aS — 3v
y =

où a, ^, y, ô sont des constantes telles que a8 —
[fy

soit différent

de zéro. Par ces formules, les points du plan des y et ceux du plan

des z se correspondent d'une façon univoque.

Nous réunissons, dans ce qui suit, quelques propriétés géomé-

triques importantes de cette correspondance, grâce auxquelles le

lecteur n'aura aucune peine à établir les résultats ultérieurs. Nous

supposons y différent de o, sans quoi la correspondance se rédui-

rait à une similitude.

Nous désignerons par T et S les points respectivement situés

dans le plan des z et dans le plan desy dont les affixes sont - et

— -; le point T correspond à y= oo, le point S à z = oc. A tout

cercle ou droite du plan des z qui ne passe pas par T correspond

un cercle du plan des y, cercle qui passe par s s'il correspond à

une droite. A tout cercle ou droite du plan des z qui passe par T

correspond une droite du plan des y, laquelle passe par S si elle

correspond à une droite. Ces propositions résultent de ce que la

formule de transformation peut s'écrire

y —y\ .y't—.y\ * .— *i . ** — *i

y—yi y*— y* *~-*i *»— *j

en désignant par y K , y.>, y 3 les points du plan des y qui corres-

pondent aux points z
t , z2 , z 3 du plan des z, lesquels peuvent être

pris arbitrairement. Si l'argument (trigonométrique) de
Z — -^2

reste constant, en sorte que le point z décrive un cercle passant

par les points z
{ , z 2 , l'argument de ——— restera aussi constant,

et le point y décrira un cercle passant par les points y K , y.2 . De

même, si la valeur absolue de -i reste constante, en sorte que
z — z%

le points décrive un cercle par rapport auquel les points z
t , z 2

soient symétriques (n° 559), la valeur absolue de __•' restera

constante, en sorte que le point y décrira un cercle (ou une droite)
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par rapport auquel les points yM y 2 seront symétriques. La trans-

formation précédente conserve donc la symétrie des points par

rapport aux cercles et aux droites. La même conclusion résulte

aisément du principe de la conservation des angles et de la consi-

dération du faisceau de cercles orthogonaux à un cercle qui

passent par deux points symétriques par rapport à ce cercle. Le

centre d'un cercle et le point co de son plan peuvent être regardés

comme symétriques. Si donc on désigne par (C) un cercle ou une

droite du plan des y, par (D) le cercle ou la droite du plan des z

qui lui correspond, le centre de (D) sera le correspondant, dans le

plan des z, du point du plan des y symétrique de S par rapport

à (G), le centre de (G) sera le correspondant, dans le plan des y,

du point du plan des z symétrique de T par rapport à (D). Si (C)

et (D) sont des cercles véritables, les points S et T sont respec-

tivement extérieurs tous les deux, ou intérieurs tous les deux, aux

cercles (G) et ( D) ; dans le premier cas, les parties des plans des jr

et des z respectivement extérieures ou intérieures aux cercles (G),

(D) se correspondent; dans le second, la partie intérieure à un

cercle correspond à la partie extérieure à l'autre. Si T est sur le

cercle (D), (G) est une droite partageant le plan des y en deux

régions; celle qui contient S correspond à la région du plan des z

extérieure à (D). De même, si (D) est une droite et (G) un véri-

table cercle, passant nécessairement par S, la région du plan des g

qui contient T correspond à la région du plan des y extérieure au

cercle (G). Si (D) et (G) sont deux droites passant nécessairement

la première par T, la seconde par S, la correspondance entre les

points des deux droites est homographique, en sorte que, si le

point z décrit la droite (D) toujours dans le même sens, en pas-

sant par t, le point y se meut sur la droite (G) en allant tou-

jours dans le même sens jusqu'au point à l'infini dans cette direc-

tion, point qu'il atteint quand z arrive en T, passe brusquement,

dès que le point z dépasse T, au point à l'infini dans l'autre direc-

tion et recommence à se mouvoir dans le même sens que tout

d'abord.

Quand le point z décrit une courbe continue qui ne passe pas

par T, ce mouvement même définit à chaque instant la région voi-

sine du plan des z qu'il a à sa droite ou à sa gauche; de même le

mouvement correspondant du point y. En vertu du principe de la
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conservation des angles, les deux régions à droite se corres-

pondent dans les deux plans, ainsi que les deux régions à gauche.

Cette remarque s'applique naturellement aux cas qui viennent

d'être passés en revue. Faisons encore l'observation suivante :

si (C) et (D) sont deux droites correspondantes et si l'on fait

tourner (D) uniformément autour de T, (C) tournera uniformé-

ment autour de S; les deux révolutions seront synchrones et les

sens de rotation inverses.

598. Par la substitution précédente, l'expression différen-

tielle -4j où Z est un polynôme du troisième ou du quatrième
v/z

degré, à racines inégales, se change identiquement en —^— , si

l'on pose
tt5 _pY (Yr + 3) 2 -

Y est un polynôme du quatrième degré, qui ne s'abaisse au troi-

sième que si - est racine de Z ou si, Z étant du troisième degré,

y est nul.

Si le polynôme Z = Az'' + 4B,s 3
-f- 6Cz 2 -H \T)z -h E est du

quatrième degré, nous désignerons ses racines, rangées dans un

ordre que nous nous réservons de spécifier, par z
t , 3 2 , z$, z ft ;

si nous ne voulons pas spécifier cet ordre, nous désignerons par

X, jji, v, p les nombres i, 2, 3, 4 rangés dans un ordre déterminé

quelconque et nous emploierons les notations z\, z^ sv , Zp pour

désigner les racines. Si A est nul, nous supposerons ), = 4? et

c'est la racine z\ ou ~4 qui disparaîtra, ou, si l'on veut, deviendra

infinie.

Nous allons chercher à déterminer les coefficients de la substi-

tution linéaire de façon que Y soit de la forme 4jK
3— g*y — gi>

A cet effet, nous choisirons d'abord une des racines de Z pour fi-

gurer à la place de - dans la formule de transformation qui lie y
à z, afin que Y soit du troisième degré ; si nous désignons la ra-

cine choisie par £
p

, nous pouvons écrire cette formule

m
, Y — — n -r-

T. et M. — IV.
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en désignant par m et /? des constantes. Le polynôme Y, ordonné

suivant les puissances de y H- 7i, prend alors la forme

(a) Y = i Z'
p
(X+ nf + l Z'p(r + »)*+ ^ Z';(y + «) +.|| Z£,

où Z' Zl, Zp, Z
p

v désignent ce que deviennent les dérivées de Z

pour s == z
p \

il aura la forme voulue 4jK
3 — £"2jK — g" 3 si l'on dé-

termine m et ft par les conditions

r „, , 3 /i , i „— L r
= 4, — ZtA H— Lq = o

;

on trouvera ensuite, par un calcul élémentaire,

gl =- AE + 3G2 — 4BD, gz = AGE + 2BGD — AD« — EB^ —

G

3
;

£'2 et ^*3 sont les deux invariants de la forme Z; ils ne dépendent

pas de la racine z
?
que l'on a choisie.

Nous rappelons ici la composition des invariants g2 , g Zi au

moyen des racines de Z. Si l'on pose

L = (z l
-z,)(z 2 -z,), U=(z t ~-zi)(zp7-zit) )

N = (*i— *)(*,--.*«)»

on aura ('

)

L= M-t-N

et

^ =, ^ (L»-i->M*-KN*), ^ - ^ (L-t- M) (L -- N) (M - N).

Si Z = «2 3 -+- 3 6^ 2 -|- 3c5 + fl? est du troisième degré, on trou-

vera, pour les invariants g 2 ,
£'3, les valeurs

gi = ^ (& 2 — «c), £-3 = — (3aèc- a-d— %h*).

[Dans ce cas, l'expression différentielle - se changerait encore
/Z

dy t 1 .

,

az -±- h
en — » par la substitution entière y =- —-— ? en supposant

y/Z = — — y/Y et en conservant pour g2 et g- 3 la même significa-

(') Voir par exemple le Traité d'Algèbre supérieure de M. H. Weber, t. 1,

p. 242 de la traduction française de M. Griess.
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tion; nous ne parlerons plus de cette substitution entière, dont

l'étude n'offre aucune difficulté.]

dz
En résumé, si, dans l'expression différentielle — > on fait la

substitution

Zq i „ x Zp

où £
p
est une racine de Z, cette expression différentielle prend la

forme —~= •> où l'on a Y = %y 3 — g 2y— g 3 . En deux points cor-— /Y
respondants jk? «s, c'est-à-dire en deux points dont les affixes sont

liées par la relation (GXXXII,), les valeurs des radicaux sont liées

par la relation

(CXXXIL) /Y = V
\ /z= £ />,_ -L Zj)

%

fL

Si l'on veut appliquer les remarques du n° o97, on devra rem-

placer T par z
p
et S par ~ ZJ,

Les racines e 4 , e2 , e 3 de Y se déduisent des racines de Z. Lors-

que Z est du quatrième degré, nous désignerons respectivement

par ea , ep, eT les valeurs de y qui correspondent (au sens précé-

dent) aux valeurs z\, z^ zv de Z, le point oo du plan des y cor-

respondant à Zp. Si Z est du troisième degré, nous désignerons

par ep, er les valeurs de y qui correspondent respectivement à

Zy., zv : ce sont deux racines de Y ; on trouve d'ailleurs aisément

la troisième racine ea de Y apparaît sur l'expression (a) de Y, où

l'on doit supposer Zp' == o ; elle est — /z = ^ Z" = s ; elle corres-

pond au point oo du plan des S.

599. Nous supposerons désormais que les coefficients de Z

sont réels; il en sera de même de g2 , g%-> si même on a employé

une substitution imaginaire. On a dès lors, en faisant se corres-

pondre les valeurs de y et de z, ainsi que les chemins d'intégra-
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tions et les valeurs des radicaux,

r z " dz ry " dr
I -7= = / —^7- = argpj -argpj,

pourvu que le chemin d'intégration relatif à la variable y ne tra-

verse pas de coupure dans le plan des y. Il est bien naturel de

tracer dans le plan des z des coupures qui correspondent à celles

du plan des y; elles seront les images, dans le plan des z, des côtés

du rectangle (R) du plan des u, résultant de la transformation

P M -2T Z
p

et elles permettront de se passer de la variable intermédiaire y.

Dans le plan des z coupé, y/Z sera d'ailleurs une fonction holo-

morphe de z, définie, en tel point que l'on voudra, par la for-

mule (GXXXII 2),où y/Y a le sens qui a été précisé dans les para-

graphes précédents. A la vérité, dans les applications, c'est la

détermination de y/Z qui est donnée, et l'on en déduit celle de y/Y

parla formule (CXXXIU); si la détermination ainsi obtenue pour

y/Y est contraire à celle qui a été précisée dans les paragraphes

précédents, la valeur de / —3 sera égale à argpy' — argpy".
Jz > yZ

La construction des coupures (rectilignes ou circulaires) du plan

des z n'offre aucune difficulté : il suffira, dans les différents cas,

de se reporter aux propriétés géométriques que nous avons réunies

au n° 597, et nous nous contenterons d'expliquer nos notations et

d'énoncer les résultats essentiels afin de rendre intelligibles les for-

mules et les figures de notre Tableau de formules.

Observons encore, en général, qu'on peut choisir arbitrairement

la racine z
p
qui figure dans la formule de transformation, mais

qu'il y a avantage, quand on n'envisage que les valeurs réelles

de z qui rendent Z positif, à choisir une substitution réelle et telle

que les valeurs correspondantes de y soient supérieures aux ra-

cines réelles de Y, afin que les valeurs de argpy soient réelles;

on verra que cela est possible, sauf dans le cas où les racines de Z

sont toutes les quatre imaginaires. De même, si l'on considérait

les valeurs réelles de z qui rendent Z négatif, il y aurait inté-
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rêt à choisir la substitution de façon que les valeurs correspon-

dantes de y fassent inférieures aux racines réelles de Y, de façon

que argjDjy* fût purement imaginaire.

On pourrait, dans ce qui suit, supposer que dans Z le coef-

ficient de la plus haute puissance de Z est positif, car si la fonc-

tion y/Z est bien définie, il en sera de même de la fonction

y/— Z = iy/Z; si donc, le long d'un chemin déterminé, on sait

/dz
> on saura effectuer, le long du même

v — z
,

chemin, l'intégrale / — •

IV. — Cas où A est nul.

600. Examinons maintenant les différents cas. Supposons d'a-

bord que Z = az 3 -j- . . . soit du troisième degré; nous suppose-

rons a ^> o ;
s'il en était autrement, on pourrait utiliser la remarque

précédente; mais il vaudrait mieux, ici, commencer par changer z

en — z.

Il y a lieu de distinguer deux cas suivant la nature des racines

de Z. Si ces racines sont réelles, toutes les substitutions seront

réelles, ainsi que les racines de Y; si Z n'a qu'une racine réelle,

il y aura une substitution réelle par laquelle correspondra, à la ra-

cine réelle de Z, une racine réelle de Y; les deux autres racines

de Y seront conjuguées

.

Plaçons-nous d'abord dans le cas où les racines de Z sont réelles

et désignons-les par z
K , z 2j z d en supposant z

{
>> z 2 ^> z 3 ; on sup-

pose aussi, comme d'habitude, e
K ^> e 2 ^> e 3 . Ces suppositions,

jointes aux relations, bien aisées à démontrer,

a
/ x

a
l \tu— ep = 7 l^p— Sy), ea — e

(
= - (z

p
— Zp)>

où la correspondance entre les deux systèmes de racines est celle

qui a été expliquée n° 598, permettent de montrer que l'on a né-

cessairement a = p, p= v, y = [x. Aux points oo, z^ zVJ z p
du plan

des z correspondent les points e
p , ev , e^ oo du plan des y. Cette
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correspondance est donnée en détail par le Tableau suivant pour

les différents cas p , 2, 3.

a > o.
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que, aux valeurs de z comprises entre les limites d'intégration,

correspondent des valeurs de y comprises entre e z et — oo. On
obtient ainsi les formules (CXXXIIl), où il est toujours entendu

que les quantités to,, to 3 sont définies au moyen de en e2 , e3

comme au n° 527.

601. La méthode s'applique naturellement au cas où le poly-

nôme Z serait le polynôme 4-3 3 — gi z — 8* et se reproduirait en

quelque sorte par la substitution. Elle s'applique aussi très ai-

sément aux intégrales du type

dz

f \/izz(z±i){/iz — i)

où £ est égal à H- 1 ou à — 1 et où w est un nombre réel différent

de o et de 3:1. On trouve ainsi que l'expression =

se change en *
, où g*, gs sont donnés par les

— /4.X
3 — SïJ — g*

formules

4 4^
g*--= 5 (»*•=*= »-M)i g* = -(i + n)(i±2n)(2±n),

quand on remplace z par l'une ou l'autre des expressions

zz 3 sjK-f- n±i 1 ]îj±2/i4-i zp 3

3 ty zz 2 n -+-

1

/i 3 %y zp 71 — a 3 zy zz /i — 1

'

les valeurs des radicaux y/4 es (3 zti) (nz — 1), V^JK
3 — £"2jT — ga

sont telles que leurs rapports soient respectivement

s(*±l)s i(-jM.-rri»
r——

>

—;—

;

t s-5
/*. zz 1 n(iz/ij

. , . , izh n —fàzn — izçiin
les racines e

K , e2 , e 3 sont les trois nombres —5— •> —5
? —5

3 £ 3 s 3e

rangés par ordre de grandeur décroissante. Dans toutes ces for-

mules, les signes se correspondent.

Si l'on applique ces substitutions en supposant la variable d'in-

tégration réelle, on obtient en particulier les formules (GXXXIV).

En remplaçant 3 para?3 et £ par + 1, on voit que les formules

zz 3 v-+- n±o. 3y±a»-f 1 „ hP 3
nx- —

3/ ± 2 « — 1 Zy zz n — 2 3y zz n -+- 1



24 CALCUL INTÉGRAL.

r ,, . dx dy
transforment 1 expression—==== en

/(q=i—#*){i-r-nx*) —s/\y z —gî.y-gz
où g2 -, ga, C\ » ^2> ^3 ont les déterminations que nous venons d'écrire

etoù les valeurs des radicaux \/(=p i

—

x 2
){\
—nx 2

),\/4y
z—g*y—g*

sont telles que leurs rapports soient respectivement

jr_<>2 ±1 )2 (nx*— i) 2 _2 3

2x n ± 1 2 ar/i (i±/i)' 2

En désignant par h un nombre positif et en posant n = A 2
, on ob-

tient, en particulier, les premières formules (GXXXV) ;
K_, K/ y re-

présentent (GX1X ) les quantités x(£ 2
), x'(£- 2

), où l'expression

de k 2 au moyen de A est indiquée pour les diverses intégrales

envisagées. •

Si Ton remplace dans les mêmes formules z par x 2 et e par — \
,

on voit que les formules

+ 3v+ /i±2 . — 3y±o.n -+-i +3
3jk ± 2 /i -H 1 — 3jk nF Jï— 2 — 3jk ^F

transforment l'expression — en

où ^25 #3, <?<> ^2, ^3 sont déterminés parles mêmes relations pour

e=— 1 et où les déterminations des radicaux \/(±\-\-x-)(i— nx 2
),

\/iy 3 — g 2y — g* sont telles que leurs rapports soient respecti-

vement

, ————
-

,

± - x 3
.

ix n -jn 1 2xn{izhn) 2

En désignant par h un nombre positif et en posant n = — h 2
, on

obtient, en particulier, les dernières des formules (GXXXV).

602. Plaçons-nous maintenant dans le cas où une seule racine

de Z est réelle; nous la désignerons par z 2 ', nous désignerons par

Si, z 3 les racines qui sont la première au-dessus, la seconde au-

dessous de l'axe des quantités réelles, et nous nous bornerons à

la seule substitution réelle, qui correspond évidemment à la sup-

position p = 2. Pour ce qui est de la fonction pw, on est dans le

cas du n° 565; on doit donc supposer e2 réel, e
x
et e 3 figurés par

des points situés le premier au-dessus, le second au-dessous de
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l'axe des quantités réelles. Le nombre Z'
2
est réel et positif; pour

les valeurs réelles de y, z et y varient dans des sens contraires;

la moitié supérieure de l'un des plans correspond à la moitié in-

férieure de l'autre. Aux points oc, z 2 , z { , z 3 du plan des z, corres-

pondent les points e2î °°
7 ^37 ^\ au plan des y. A la coupure qui

va, dans le plan desjy, sur l'axe des quantités réelles, de e 2 à — oc,

correspond, dans le plan des s, une coupure qui va de — 00 à z2l

le bord supérieur de la coupure du plan des z correspondant au

bord inférieur de la coupure du plan des y. Au cercle (e 2 ) du plan

des y, de centre e 2 et passant par e,, e 3 correspond, dans le plan

des z, le cercle (z 2 ) de centre z 2 et passant par les points z
K , z 3 ;

au point y = m = e 2 -f-
|

\/e 2 .
— e

K \J

e

2 — e 3 |
où, dans le

plan des y, le cercle (e 2 ) rencontre, vers la droite, l'axe des

quantités réelles, correspond, dans le plan des £ , le point

&=z M= Zi -f-
1

\/z 2
— z

{
\l

z

2
— £3

I

où le cercle (z 2 ) rencontre,

aussi vers la droite, l'axe des quantités réelles. A la coupure rec-

tiligne du plan des y qui va de m à e 2 correspond, dans le plan

des s, la coupure rectiligne qui va de M à -f- oc, le bord supérieur

de la coupure du plan des z correspondant au bord inférieur de la

coupure du plan des y. A la coupure circulaire du plan des y qui

va de e
t
à <? 3 ,

en passant par m, correspond, dans le plan des z, la

coupure circulaire qui va de z 3 à ^, en passant par M ; le bord in-

térieur de l'une des coupures correspond au bord extérieur de

l'autre. Dans le plan des z ainsi coupé, y/Z est une fonction holo-

morphe de z\ elle est positive pour des valeurs réelles de z un

peu plus grandes que z 2 . La figure (G) du Tableau (GXXXVI) met

en évidence la correspondance directe entre la variable u et la va-

riable z. Elle correspond au cas où l'on a5 2> J^-f^s) et où, par

suite, e 2 est positif, en sorte que l'angle que font les deux vecteurs

allant de o à co
1
et à to 3 est obtus. Dans tous les cas, les demi-côtés

du rectangle (R) qui vont respectivement de o à w 3
— to, et à

io
{
— to 3 ,

ont leurs images sur les bords supérieur et inférieur de

la coupure qui va de — oc à z 2 ; les côtés qui vont de to 3
— 0^ à

4(3o) 3
— o^) et de w, — o> 3 à ^(3(0, — w 3 ) ont leurs images sur

les bords supérieur et inférieur de la coupure qui va de + oc à M
;

les quarts de côtés qui vont de £(3w 3
— co

4 ) à to 3 et de ^(3o>i— w 3 )

à co
1
ont pour images les bords extérieurs des coupures circulaires

qui vont de M à z
{ et de M à z 3 ; le demi-côté qui va de &> 3 à to, a
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pour image le bord intérieur de la coupure circulaire qui va de z
t

à £ 3 . Les rectangles du plan des u désignés sur la figure par (r<
),

('*:>)> (
rs)j (

r ont respectivement pour images les régions (rj),

(ri), (rj), (rj) du plan des *. La démonstration des formules du

Tableau (CXXXVI) n'offre dès lors aucune difficulté.

V. — Cas où A n'est pas nul.

603. Supposons maintenant que Z = A3 4
-f- . . soit du qua-

trième degré. Plaçons-nous d'abord dans le cas où les quatre ra-

cines de Z sont réelles; les quatre substitutions possibles et les

racines de Y sont alors réelles.

Nous supposerons z
K
>> z 2 >> z 3 >> s4 ; e

s ^> g 2 ^> e%. La relation

générale

e.p— e
r
= j \z

%
— Xp) (zp — sv ),

qu'il est aisé d'obtenir, permet de montrer que l'on a, quel que

soit p, et en distinguant les deux suppositions A^o,

A T A _,
A "> o, e {

— e 3
— — L, e x

— e 2 = — M, e

4 1

A _ A
ATA (o, e

{
— e% = — — L, ei — £2 — r "> e

On remarquera que l'expression qui représente A 2 pour A ^o,

représente k' 2 pour A 5 o.

La correspondance détaillée des valeurs de z et de y est donnée

dans le Tableau suivant, dont la description est trop analogue à

celle du Tableau précédent (n° 600), pour que nous nous y ar-

rêtions, non plus qu'à ce qui concerne le sens dans lequely varie

avec z, la correspondance des coupures, celle des moitiés infé-

rieure ou supérieure des deux plans, le choix qu'il convient de

faire parmi les valeurs de p, suivant les cas, en appliquant les

formules (GXXXIL
5 2, 3),

lorsqu'on ne considère que des valeurs

réelles de s, ou enfin la déduction des formules (CXXXVII).

en =
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décrit (Jîg* A) l'axe des quantités réelles de — oo à -j-coil passe suc-

cessivement parles points — oo, q, e 3 , e 2 , /?,<?<,+ oo; le point cor-

respondant z devra passer successivement par les points s4 , Q, z%,

z 2 , P, %\, z>h du cercle (c) : il se mouvra dans le sens direct. Les

points Q, P du plan des z correspondent respectivement aux

points q, p du plan des y. Les régions du plan des z intérieure

et extérieure au cercle (c) correspondent respectivement aux moi-

tiés supérieure et inférieure du plan des y. Le point S du plan

desy est donc sur la moitié inférieure du cercle (£3). Aux por-

tions de coupures du plan des y qui vont de — 00 à e 3y de e 3 àe 2 ,

de e 2 à e K
correspondent, dans le plan des z, les coupures circu-

laires qui vont de z k à s 3 , de z 3 à z 2 , de z 2 à z+ ; il n'y a pas de

coupure entre z A et z
K

. Le bord intérieur de la coupure circu-

laire du plan des z correspond au bord supérieur de la coupure

rectiligne du plan des y. Pour définir y/Z au moyen de y/Y, il est

Z'
commode d'avoir l'argument trigonométrique du facteur -————

-

qui figure dans la formule (GXXXII 2 ) ; des considérations faciles

de Géométrie élémentaire fournissent la règle suivante : soit A le

second point d'intersection avec le cercle (c) de la droite qui

jointe/, à z; soit B le second point d'intersection de ce même
cercle et de la parallèle menée par A à l'axe des quantités réelles :

l'argument cherché est mesuré, en prenant pour unité le rayon

du cercle (c), par l'arc qui va du point le plus haut de ce cercle

au point B. On en conclut que la fonction y/Z, holomorphe dans

le plan des z coupé, est positive pour z réel compris entre P et Q,

négative pour les autres valeurs réelles de z.

La figure (D) du Tableau (GXXXVIJI) indique la correspon-

dance entre les variables z et u. Le périmètre du rectangle (R)

du n° 591 fait son image sur les coupures, les segments rectilignes

qui vont de | w 3 à to< -+- ± to 3 et de — J io 3 à w, — | co 3 ont leurs

images sur la moitié inférieure et la moitié supérieure de la cir-

conférence du cercle (e 3 ); au point S = jî Z^ du plan des y cor-

respond, dans le plan des z, le point 00, et, dans le plan des u, un

point u situé sur le segment qui va de co 3 à to< -+- 1 w 3 ;
le segment

qui va de | w 3 à u a pour image, dans le plan des z, la portion

de l'axe des quantités réelles qui va de Q à — 00; le segment qui

va de u à to, -f- ^ w 3 a pour image la portion de l'axe des quantités
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réelles qui va de -f- oo à p; enfin le segment qui va de — ^co 3 à

à to, — Jw 3 a pour image la portion de Taxe des quantités réelles

qui va de O à P. Enfin, on a indiqué sur la figure par les signes

(/*"), (/'o), (rj), (r"
4 )

les régions du plan des z où se font les images

des petits rectangles (/•<), (r2), (r»), (r4 ). Ces explications suffi-

ront au lecteur, pour établir les formules (GXXXVIII) et pour

reconnaître en particulier comment on obtient les valeurs (réelles)

-4
> quand z est réel et varie entre des

\J

r

L

limites convenables. Au surplus, une autre méthode permettra

bientôt d'obtenir ces intégrales, sans l'introduction de quantités

imaginaires. Dans le cas où Z est-bicarré et où, regardé comme un

trinôme du second degré en 3 2
,

il a ses racines imaginaires, les

quatre points z
K , z 2 , z 3 , z A du plan des z sont les sommets d'un

rectangle; le pointe coïncide avec le point 05 dans le plan desjK,

le point S est à l'intersection du cercle (<? 3 ) et de la parallèle menée

par le point e 2 à l'axe des imaginaires vers le bas.

605. Les résultats précédents doivent être modifiés quand le

cercle (c) devient une droite, c'est-à-dire quand les quatre ra-

cines z
{ , z 2 , 33, Z\ ont même partie réelle. Cette droite (c) est

perpendiculaire [fig- (E)j à l'axe des quantités réelles qu'elle

rencontre en un point P. On prend alors pour z^ celle des quatre

racines qui, sur la droite (c), est figurée parle point le plus haut;

en descendant sur cette droite on rencontre les points z iy P, z 2 , z9

et l'on emploie la même substitution; la correspondance entre les

racines z'ti z 2 , £3 de Z et etJ e 2 , e 3 de Y subsiste. Les coupures du

plan des z vont, sur la droite (c), du point z k au point à l'infini I

vers le haut, puis de z
{
au point à l'infini J vers le bas. Le point

^7 to 3 a son image au point 00 du plan des 2, point avec lequel les

points I, J et les points zh oode l'axe des quantités réelles doivent

être regardés comme confondus. Les petits rectangles (r
4 ),

(r2 ),

(r3 ),
(/-4 ) ont leurs images dans les quatre angles formés par l'axe

des quantités réelles et la droite (c). Dès lors les applications ne

comportent pas de difficulté, et l'on obtient en particulier les for-

mules (GXXXVIII3).

606. Lorsque le polynôme Z a deux racines imaginaires conju-

guées et deux réelles, nous désignerons par z 2 et z k les deux ra-
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par valeurs réelles, de — ce à -r-oo, on reconnaît aisément com-

ment sont disposés, dans le plan des z, les points d'intersec-

lion M, II' du cercle (c) avec l'axe des quantités réelles qui cor-

respondent respectivement aux points ni et m' du cercle (e 2 ) situés

sur Taxe des quantités réelles, et comment, dans le plan des y,
est situé le point S qui correspond au point oo du plan des z. Ou
a d'ailleurs

z., zïzozt , z* m ozu.

où il faut prendre les signes supérieurs ou les signes inférieurs,

suivant que l'on a A^o. Dans le troisième cas où o est égal à i , le

cercle (c) se réduit à la droite qui passe par les points z
K , s 3 . Le

milieu des points z 2 , z A est alors le point M' ou le point M; et le

point S coïncide avec l'un des points m, m'. Voici le résumé de

ces divers renseignements :

i/Y
Suivant que l'on a p = 2 ou — 4, on a sgn Ï-— = zn sgnA et

les valeurs e 2 ,
oc ou oc, e 2 de y correspondent aux valeurs z.u z 2

de z. Suivant que l'on a sgn —=- = — 1 ,y elz varient, ou non, dans
y/Z

le même sens. Le Tableau suivant indique, selon les cas, com-

ment sont rangées les quantités z 2 , s4 , m, m' ou m, m', e 2j S.

k ^ [ 5<i, 24 < m'<z 2 <m;A > «N

( > I
,

M < z k < M < z 2 ;

( < 1 , zl < m < z 2 < m' ;A <° >
( > I, M <^4< M <Z 2 .

p = 2, < 1 j A > o, ra'< e 2 < S < m.
ou

'

p = 4, > 1 ( A<o, m'< s < e 2< m
;

p = 2, 8 > 1 / A > o, m'<C e* < m < s,

ou

p = 4? ô < 1 ( A < o, s<m'<e 2 <m.

A > o, 0— 1, m'= *
1 S s = m ;

A < o, 5 = i, m — " 2 "S s = m'.

En combinant les résultats indiqués par ce Tableau à ceux que
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l'on trouve sur la figure (B) du Tableau (GXXX1), on obtient

immédiatement la correspondance entre les variables z et u. Le

périmètre du rectangle (R) du n° 595 fait son image sur les cou-

pures du plan des z.

Il n'y a plus maintenant aucune difficulté à établir les for-

mules (CXXXIX).

VI. — Réduction à la forme de Legendre.

607. Ou peut, ainsi que Legendre l'a remarqué, ramener une

expression différentielle , où l'on suppose le polynôme

K(z)=zA(z — zA )
(z — z2)(z — z 3 )

(z — z A);du quatrième degré,

à racines inégales, au type — ? où V est un polynôme du second

degré en v 2
, au moyen d'une substitution linéaire z = — >

dans laquelle p et q ont des valeurs convenablement choisies.

Quels que soient/? et q on a, en effet,

{q — p) dv

\/R(z) \/\[p—z 1-i-(q—z l)v][p—z 2-h(q—z,)i>][p—z 3-^(q— z 3)ç][p—zu -i-(q—z lt )v]

en égalant à zéro le coefficient de v dans le produit des deux pre-

miers facteurs sous le radical, ainsi que dans le produit des deux

derniers facteurs, ce qui détermine p et q par les conditions

p-^r-q Z X Z%
-- ZZ Zk

1 Zi—Z z -i-Z 2—Z h

P — <iy= {Z
'
— ^3) (*1— H) (Zj — z 3 ) (z, — z k )

2 / {Z
l
— Z 3 ^-Z.2—Z !t

)^

le second membre de l'égalité précédente se réduit à une expres-

sion de la forme
a dv

où a désigne une constante qu'il est aisé d'évaluer au moyen de
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A, &(j z 2 , z 3 , Z\- Lorsque les coefficients du polynôme donné R(s)

sont réels, cette constante a, ainsi que les valeurs de p et de q
sont manifestement réelles; dans ce cas a et b désigneront des

nombres réels et positifs : on supposera a <C b.

Le seul cas où p et q ne seraient pas déterminés par les formules

précédentes serait celui où l'on aurai lz
i

-Jr z 2 -=-z 3 -\~z k ; mais alors

on n'a certainement pas z {
4- z 3 = z 2 -f- z* ; il suffira donc de trans-

poser, dans l'égalité précédente qui a lieu quels que soient/? et q,

le second et le troisième facteur sous le radical, après quoi la ré-

duction au type —= se fera comme on vient de l'indiquer.Jr
v/v

608. Si, dans l'expression ~, où V = ± (i n= a 2 v 2
){\ =h 6-V 2

),

l'on fait

a = bc, bv — x,

on retombe sur l'un des types envisagés au n° 601, et il suffirait

de se reporter à ce numéro pour y trouver les substitutions

linéaires en x-, qui ramènent l'expression obtenue à une expres-

sion de la forme
dy

— v/4 (y— e\ ) (JK— e 2 ) (y— e 3 )

où e h
-T- e 2 4- £3 = o. Mais, au lieu de ces substitutions, il est sou-

vent commode, quand a et b sont réels, et, par suite, c compris

entre o et 1, de se servir des substitutions du premier degré en x'1

elw 2 données par Legendre dans les divers cas qui peuvent se pré-

senter lorsqu'on combine de toutes les manières possibles les

signes H-, — qui figurent sous le radical, substitutions qui per-

mettent de ramener l'expression —= à une expression de la forme

—=, oùW= (i — w 2
) (1 — k2 w2

), k étant un nombre réel com-

pris entre o et 1

.

Nous supposons dans les formules qui suivent x et w. réels,

c positif ainsi que k ! = \/i — k'2 ; w ne doit prendre que les va-

leurs comprises entre — 1 et +1; pour chacune des transforma-

tions, x est par conséquent supposé compris entre les limites qui

résultent de cette hypothèse, en vertu de la formule même de

transformation; dans ces conditions les quantités sous le radical

T. et M. — IV. 3
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sont positives. Les radicaux eux-mêmes sont supposés positifs:

enfin s, e' désignent des quantités égales à db i, ayant respective-

ment les signes de x et de w.

dx dw
k = \/ 1 — c 2

,

/ - , c dx . . , dwx = ev/ 1— W 2
?

A =
,

-> = — es'£'—— ,

/i+C2 \/(l— ^2)( I
_
|
_ C2^2) ^W

, _ i dx '

, «?(*>

. T <&? Û?W
A == > - = — ££ K -— ,

v/ih-c 2 /(#* •+.!)(»_-

.

c*a*) y/w

y/i-hc 2 /(a7*4-i)(c*a7*— i) y/w
«ia? , dw
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on trouve

dz — 2 do

y/Z \/k[(z\ — zv ){z^~ z
?

) cos 2 © -+-{z
?
— zv )(z [L

— 2)%
)sin 2

(p]

Supposons d'abord A positif. Si z est compris entre z
{
et -f- oc,

ou entre — oo et z-,, on supposera A = i , u = 2r v= 3, o = 4 >

quand z varie de z K à -f- oo ou de — co à z /n cp varie de o à cp ou

de cp fl
à --j en désignant par » l'arc compris entre o et - dont la

4 " 2 2

tangente est égale à

on prendra X = 3, u. = 4> v = i , 0=2; quand s varie de s 3 à s^,

cp varie de o à — • En donnant au\ radicaux leur signification aritli-
I 9 o

métique, on aura

dz 2 do _ N

/Z
~~

v/ÂL v/i— A 2 sin 2 '-p'
" L

Supposons ensuite A négatif. Si z est compris entre z A et s 3 , on

prendra X = 4? p.= I , v — 2, p = 3; quand z varie de Sj, à z
:i

.

cp varie de o à -• Si s est compris entre s 2 et s,, on prendra X= 2,

jjl = 3, v = 4? 9 ==z 1
1
quand z varie de z% à ztJ cp varie de o à -•

En donnant encore aux radicaux leur signification arithmétique,

on aura
dz 2 do _ M
/Z

_
si— AL v

7
» — ^siii*©' L

Il est aisé de déduire à nouveau de ces relations différentielles

les valeurs des intégrales qui figurent dans le Tableau (GXXXV).

VII. — Substitution quadratique.

610. Nous allons montrer maintenant comment la réduction à

la forme normale —^— de toutes les différentielles de la forme -^,
-/Y /Z

où Z est un polynôme quelconque en s, du troisième ou du

quatrième degré, peut s'effectuer au moyen d'une substitution du
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second degré. Nous nous bornerons au cas où le polynôme Z a ses

coefficients réels et admet au moins deux racines imaginaires;

l'intérêt de cette dernière supposition consiste en ce que l'on

peut alors choisir une substitution réelle telle que les racines du

polynôme transformé soient aussi réelles, ce que l'on ne peut faire

par une substitution linéaire. Les modifications qu'il y aurait à

apporter à quelques-uns des résultats suivants, si l'on ne se trou-

vait pas dans le cas auquel nous nous limitons, n'échapperont pas

au lecteur.

Rappelons d'abord quelques propositions élémentaires relatives

à la fraction x = y > où U = (/.z
2
-f- [iz -f- y> V= a'z 2

-f- $'z + y'

sont des trinômes du second degré en z, à coefficients réels; nous

n'excluons pas le cas où a' est nul. La dérivée de cette fraction

s'annule pour les racines Ç 4 , Ç 3 de l'équation du second degré en z,

(a) f(z) = U'V — UV' = (a(3'— a'p)** -i- -2(77'— a'v).sH- By'— ?'ï = o.

Les valeurs x
K , x% de x qui correspondent à Ç 4 , Ç 3 s'obtiennent

en remplaçant z par £,, Ç 3 dans ^,> ou mieux dans la fraction du

premier degré ^7 ; #l5 x 3 sont réels en même temps que Ç, , Ç 3 .

Quand x est égal à x
{
ou ài 3 , le polynôme en s, U — Yx, ayant

une racine commune avec sa dérivée, est un carré parfait et est,

par suite, égal à (a — v!x
K
)(z — Ç,)

2 ou à (a — a'x 3 )(z — Ç3)
2

.

On en conclut que #,, x 3 sont les racines de l'équation en x

(b) ^(a.) == (^_p)»_4(«'^_ a)(fx— y) = o,

qui exprime que l'équation enz, U—Vx= o, a ses racines égales.

Des remarques antérieures et des relations

<b(x)={^-\z' 1'){x--x l
){x-xz ),

«?(«) = («P'-e^P)(*-Çi)(*-Ç.) f

il résulte que le polynôme en s, V 2
^ ( y )

» est égal au carré de

y(z) multiplié par un facteur constant que l'on trouve aisément

être égal à 1 en comparant les coefficients de z k
; on a donc l'i-

dentité

(c) V2 ^(v) =? 2 (-)-(P' 2 -4a' T')(U-V^)(U-V^3 ).
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Quand les racines de V sont imaginaires, la réalité des quan-

tités Ç 1? Ç 3 , x t , x s apparaît aisément sur les équations (a), (b).

En effet, d'une part, en remplaçant, dans cp.(-s) = U'V — UV,

z par la racine — -'— de V, on trouve le même résultat qu'en fai-

sant la même substitution dans U'V; or V est alors du même signe

que a'; U' se réduit à —-—;—— ; U'V est donc de même signe que

a'P — «£', c'est-à-dire de signe contraire au coefficient de z 2

dans o(z); Ç, et Ç 3 sont donc réels et comprennent entre eux le

S'
nombre — —,

• D'autre part, si dans à(x) on remplace x soit

par — soit par ^7 le résultat est positif, par conséquent de signe
a Y

contraire au coefficient de x 2 dans $(x); x^ x% sont donc réels

et comprennent entre eux —,> -V Enfin, comme x
t

et x A se dé-

duisent de £,, Ç 3 en remplaçant z par Ç l7 Ç 3 dans —
,
_

'

^, , on a

puisque —, est compris entre Ç, et Ç3 le dénominateur est né-

gatif; il en résulte que ^,, Ç 3 sont rangés, ou non, dans le même
ordre de grandeur que x^ x 3 , suivant que a£J'— a' (3 est négatif

ou positif.

Dans le cas que nous aurons encore à examiner, où U a ses ra-

cines imaginaires et où a' est nul, on voit de même que Ç, , Ç 3 sont

réels et comprennent la racine — ^deV; que 2^ ,# 3 sont de signes

contraires, parce que leur produit est négatif; enfin queÇ,, Ç 3 sont

rangés, ou non, dans le même ordre de grandeur que x
{ , # 3 , sui-

vant que a [3' est positif ou négatif.

611. Ceci posé, désignons par Z un polynôme du troisième ou

du quatrième degré, à coefficients réels, admettant deux racines

imaginaires conjuguées zn z 3 ; nous désignerons par z 2l z k les

deux, autres racines (réelles ou imaginaires conjuguées) si Z est

du quatrième degré, par z-2 la racine réelle unique si Z est du

troisième degré, en sorte que, en désignant par A, a des constantes,
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Z sera, suivant les cas, de l'une ou de l'autre des deux formes

A(*— -i)(- — Zi)(z — z 3 )(z — s4 ), a{z— Zi)(z— *i)(*'— -»»).

Dans la différentielle ——> nous ferons la substitution x = ^y?

en posant

U = (z - Mt ) (*-*), V - (z - z,) {z - *»),

si Z est du quatrième degré
;

U = (*-- *!)(*-*,), V = *.-,*„

si Z est du troisième; les coefficients a, . . .
,
y' de U, V sont réels

et s'expriment immédiatement au moyen des racines de Z. On
aura alors, en convenant de remplacer A par a quand Z est du

troisième degré,

Z-AUV-AV^ dx - ° (z)
Z.-AUV _AV *, -j-

z -"vT J

d'où, à cause de l'identité (c),

y/Z o{z)s/\x \/hx^{x)

les radicaux étant liés par la relation

y/À x <\>{x) _ y(z)

qui montre, en supposant tout réel, que les radicaux sont ou non

de même signe, suivant que ©(^) est positif ou négatif. La même
égalité montre que Z et Axà(x) sont de même signe pour des

valeurs correspondantes de x et de z.

612. Plaçons-nous d'abord dans le cas, où Z étant du troisième

degré, U a ses racines imaginaires; Ç, et Ç 3 sont alors réels; en

supposant £ {
>> Ç3 , on aura, par les remarques précédentes,

?(*) = ~ 2 — a*«* -*-.*« (*t H- *t)-r ZiZz = (z— Çi)(Ç— Ç»),

ij/(a?) r=(a?-f-^4
-+- a3 )2— 4.(*r*» -h^»a?).= (a?— #i)(a?— ocz ),
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Pour que \J

r
L soit réel, z doit être compris entre — oo et z 2 ou

entre z% et -+- oc, suivant que a est négatif ou positif. Le Tableau

suivant indique la correspondance entre les valeurs de z et celles

de x\ dans la première ligne les valeurs de z sont rangées par

ordre de grandeur croissante; la troisième ligne contient le signe

de o(s); x augmente ou diminue quand z croît, suivant que ce

signe est -h ou — ; x 3 est un maximum, x
K
un minimum :

x

Signe de y(z)

GO Çj z 2 Ci -+- ce

00 x3 : .z 00 X\ — 00

Dans l'égalité :——- = ±7—--
'

,
» on prendra donc

|v/Z| I
\/ax(x — x x )(x— x3)\

r

le signe supérieur ou le signe inférieur suivant que Z n'est pas ou

est compris entre Ç3 et Ç 4 .

En appliquant par exemple le résultat à la différentielle

—
» où l'on suppose e» réel, e

t , e 3 imaginaires con-

j uguées, en sorte que, comme on l'a fait observer au n° 594,

sje 2 — e,, sJe-2 — e
:i

sont aussi imaginaires conjuguées, on est

amené à faire la substitution x = —-———*> et les quantités
z — e 2

'

désignées plus haut par £,, £ 3 , x K , x 3 sont ici

Ci = e 2 -H V^a— «1 /e s — e 3i

Ç 3 = e 2 — \Je %
— e

v \Je2 — ez ,

Xi ^ 2Ç, ^-e 2 ,

^3 =aÇ»-f- e 2 .

Au lieu de cette substitution, afin d'obtenir un polynôme dans le-

quel la somme des racines soit nulle, faisant la substitution

^ z— e 2 z — e 2

nous obtiendrons la relation

c£s _ _^ dy

|

y/ï(z— e
x ) (z

—
~ëi)>— e3) |

"
I s/JÇy— e, ) (y— e2 ) (y — e3 ) I
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en posant

E! = e 2 + 2 \/e.2 — ^iv/e 2 — ez — e-x -{- ^ iel -

8 e,

E 2 = — 2 e 2 ,

£3
E3 = e 2 — 2 v/e 2 - - ei v/e 2 — e 3 = e5 — 4 f e| 4-

g

Il importe de remarquer que les quantités E
4 , E 2 , E 3 sont réelles.

En supposant z > e 2 , on aura # ^> x K , donc y > E, , et l'on devra

prendre, dans le second membre de l'équation (d), le signe -f- ou

le signe — , suivant que z est compris entre Ç< et +00, ou entre

e2 et Çj ; si « doit varier à la fois dans les deux intervalles, on

fractionnera l'intégrale.

Le résultat que nous obtenons ainsi coïncide avec la relation

wa-î-w, w 3 — tx>i\ . (e i—e i )(e i—e i )

2 a / * K l li 3J p{u\tau (o 3)~ e %

plu

qui résulte aisément des formules (XXII) ou (XXIV) et des for-

mules de transformation linéaire.

613. Supposons maintenant que Z soit du quatrième degré, on

aura alors

cp(s) = (,1Z — z t
- - z k )

(z — z x ) (z — z 6 ) — (iz — z x
— zz ) (z — Z 2)(z — zk )

— (*»+ H— *\~ **) z- — * {z.1 z k — z x z z ) z

-h (z x
~ z z ) z t z h

—
(fj-+- Zt,)

Z

X
Z-A

— {z^-z k
— z x

— z 3 )(z — Çi)(z— £»),

^(a?) -- [z^-^-Z;— (z x^ z-^xf— /x (x—i)(z i
z 3 x — z i z !t )

= (z
x
— Z^X 2 -+-3 [lZ t Zk

-¥- 2ZiZ 3 -~(Z2-{- Z k)(z x -h Z3 )]x-t- (*8— Z kf
— {z x

— z 3 y O— x
x)(x — x3 ),

2Çl— Zl— -4. 2^3 ^2— 2 4
a?i = —— j x 3 = — —

,

2^1 — ^1 — 33 2Ç3 — ^i — ^3

_ — 2(^2 + -^4— *1~ g3)(^l— &>) .

371
* (aÇ t

— «i— ^XaCs— «1 *-**)'

puis, en posant A, = A(z
{
— z s )

2
,

dz dx

(GXLI)
y/Z v^^i^C^ — x\) (

x — xz)

\Jk x x (x — x
x)(x — xs ) ?(*)

y/Z (*-**i)*(*—.«t) J
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11 faut toutefois remarquer que celles de ces formules où figurent

£,, Ç 3 doivent être modifiées si 'f(z) se réduit au premier degré,

c'est-à-dire si z 2 -f- z+ — z\ — z 3 est nul ; nous écartons ce cas pro-

visoirement. Les quantités Ç,, £ 3 , x if x 3 sont réelles; — - est

compris entre Ç< et Ç 3 , i et ^1^1 sont compris entre x
{
et x 3 . S\z 2

z
t
z s

et z u sont réels, x
K
et x 3 sont de signes contraires; d'ailleurs cp (z 2)

et »(^ 4 ) sont de signes contraires; il y a donc une des racines Ç r

et Ç 3 comprise entre z 2 et zk . Si £ 2 et z h sont imaginaires, #< et x 3 ,

qui sont de même signe, sont positifs, puisque l'un de ces nombres

est plus grand que i ; nous prendrons pour x K
le plus grand des

deux; A, est de signe contraire à A. Nous avons tout ce qu'il faut

pour dresser le Tableau suivant, comportant deux cas suivant le

signe de z^-\-

z

A
*— z< — z 3 ; dans chaque cas la première ligne

contient les valeurs remarquables de z rangées par ordre de gran-

deur croissante ; la dernière ligne contient les signes de 9(z) dans

chaque intervalle; suivant que ce signe est -f- ou — , x regardé

comme une fonction de z est une fonction croissante ou décrois-

sante. Enfin, on a fait figurer z 2 et z k parmi les valeurs remar-

quables de z en choisissant z 2 << zh . Ces quantités, ainsi que les

valeurs zéro de x qui leur correspondent, doivent être effacées si

elles sont imaginaires.

2rr3i >Z 1 +23 ; (Çi<C»)«

-OC Ç t Z-i Ç 3 Z w
-4- QO

I Xi O X3 O IX

Signe de <p(.s)

*o-+- *i < *i — z 3 ; (Ci >;.•*)•

z — oc z 2 Ç 3 «t Ci +*
x i o x3 O Xi i

Signe de o(z) — — -f- -f- —

Lorsque z 2 et z k sont réels, A peut être positif ou négatif; dans

le premier cas, z doit être compris entre — so et z 2 ou entre zk

et -f-oo; dans le second cas, entre z 2 et z*. Si l'on a, par exemple,

^2n-v.s >s,-f-^ 3 , A >> o, z<Cz 2 , x est positif et plus petit

que x
{ ; d'ailleurs A, est négatif; la quantité A, (x — x {

)(x — x 3 )

est positive. Les deux radicaux doivent être pris avec le même
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signe tant que z reste compris entre — go et Ç 4 , avec des signes

contraires tant que z est compris entre Ç, et z 2 ; si z traverse la

valeur Ç», le chemin d'intégration devra être fractionné de la li-

mite inférieure à ÇH de Ç, à la limite supérieure. Le Tableau pré-

cédent permettra dans tous les cas de supprimer toute ambiguïté.

Si z 2 , z k sont imaginaires, A doit être supposé positif, donc A,

négatif. On reconnaît sans peine que x doit être compris entre x
y

et ,r 3 , et le Tableau permet toujours de lever l'ambiguïté de signe.

Il reste à examiner le cas où l'on a z 2 H- Z\ = z
{ -f- z 3 . L'équa-

tion (a) se réduit alors à

^lH-^3
®(z) = i(z i z 3 — z i z k ) Iz

La formule (CXLl) subsiste; mais il convient de remarquer que

l'une des racines x i} x 3 est égale à i et que l'autre est égale à

(Z2~zky on a d'ailleurs, dans ce cas,

on aura donc

si l'on a

(fi-r *»)* _ A{z^z k— z i z z )

(Z1 — Z3)*
~ (^

1
—

^

3 )2

^! — I

^2^4 < *i*S>

# 3
= 1 dans le cas contraire. Le Tableau qui donne la correspon-

dance des valeurs de z et de x est alors le suivant :

Z% Z^ <^ Z\ z%.

Z\ -h £3

Signe de y(z)

'2
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formation employée, puis les limites entre lesquelles doivent rester

Jes variables pour que les expressions sous les radicaux soient po-

sitives, enfin la relation différentielle. Tout est supposé réel.

z 2 — i A > o. ^ 2 >i, o<a?<i,
X =

z t _!_ C 2
'

l

A < O, Z 2 < I . < X < O,
c 2

dz.sgnz _ <£r

/A(^ 2— i)(*2 ^-c2
) I |

/4Aa?(i — rr)(c 2 x-+- 1)
|

i

a? compris entre i et --
niZ'2 -+- Ca C-

cfe.sgn [(c2 — i) ,s] _ dx

v/A0 2 4-i)0 2 -}-c2 j|"
| /^MCi"— x)(c2x—7)

-s- H- 2/-5 cosO -+- r 2
. . U

a? = —
jr -, x compris entre tang2 - et

z 2— irz cos6 -+- r 2 r ° 2
tang 2 -

tffe.sgn [/'(r2— .s
2
) cosô]

I
/À (z 2 H- 2 r-s cos 6 -+- r2

) (.s
2— i rz cos 4- r2

) |

dx

i / i6Ar 2 a? (a? sin 2 cos 2 -
)
(sin 2 - — a? cos 2 -

)

IV \ 2 2/ \ 2 2/ i

Le lecteur pourra appliquer ces formules aux différentielles

dz dz dz

\fz'* I /* -24 s/\-^z'*

615. Lorsque non seulement les coefficients de Z mais aussi

le chemin d'intégration est réel, on a maintenant tout ce qu'il

faut pour ramener directement l'évaluation d'une intégrale quel-

/dz—^ à celle d'une intégrale du type nor-

mal de Weierstrass /

—

£—, ou à celle d'une intégrale du type

J — V Y

normal de Legendre / °L > où À 2 est réel et com-
8

J )/(l-a;*)(l— k*X*)
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pris entre o et i. On évite ainsi les transformations que nous

avons étudiées à la fin du Chapitre VII du Tome III.

Quand les racines de Z sont toutes réelles, on fera l'une des

transformations linéaires indiquées; dans le cas contraire, on

commencera par faire l'une des transformations quadratiques

qui conduisent à un polynôme dont toutes les racines sont

réelles.
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CHAPITRE X.

INTÉGRALES ELLIPTIQUES

I. — Évaluation des intégrales elliptiques.

616. On appelle intégrale elliptique toute intégrale de la

forme / F(#, y/X) dx, où X est un polynôme en x du troisième

ou du quatrième degré, à racines inégales, etF(#, y/X) une fonc-

tion rationnelle de x et de y/X. Soit par la substitution linéaire

(GXXXU), soit par un autre procédé qui sera étudié au Chapitre

suivant, (CXLIII), on peut ramener une telle intégrale à la forme

ff{y, y/'Y) dy, où Y= 4jK
3 — g*y — £'3 est un polynôme à ra-

cines inégales et où /{y, V Y) est une fonction rationnelle de y
et de y/Y.

Supposons que l'intégrale proposée soit une intégrale définie,

prise le long d'un chemin (#) allant du point x au point x if et

ne passant ni par une racine de X ni par un pôle de F (x, y/X)
;

le long de ce chemin (x) convenons d'entendre par y/X la déter-

mination de cette fonction qui résulte, par continuité, de cette

même détermination pour un point particulier, pour le point ini-

tial x
,
par exemple. On pourra, en appliquant le théorème de

Cauchy, substituer au chemin (x) un chemin ayant les mêmes

extrémités et qui soit équivalent au chemin (x), c'est-à-dire qui

conduise à la même valeur de l'intégrale. On peut donc, si l'on

veut, supposer de suite que le chemin (x) se compose de segments

de droite ou d'arcs de cercle.

Si Ton emploie la substitution linéaire (CXXXIIi), les pro-

positions du n°o97 feront connaître le chemin (y) correspondant
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au chemin (x); l'intégrale jf(y, y[Y) dy doit être prise le long

de ce chemin (y). La détermination de y/Y pour un point quel-

conque y du chemin (y) résulte de celle de y/X au point corres-

pondant x du chemin (x) au moyen de la formule (CXXXIÏ 2 );

on obtiendra ainsi, en particulier, la détermination initiale y/Y

de y/Y pour le point initial j^o correspondant au point x .

Si l'on fait ensuite la substitution y = p(u; g 2 , gs) et si l'on

détermine, dans le plan des u, un chemin (u) correspondant aux

chemins (y) et (x) par les formules

. ry dy r
x dx

où les intégrales sont prises le long des portions des chemins (y)
ou (a?), qui partent des points y Q ou x pour aller aux points jy

ou x, et où u est l'une quelconque des valeurs de u qui satisfont

aux équations concordantes

ro = p"o, s/y =— p'u
,

on aura, tout le long des deux chemins (y) et (u), en deux points

correspondants, les relations y= pu, y/Y = — p' u, et l'on sera

ramené au calcul de l'intégrale

//(P»j —p'u)p'udu
t

où le signe j porte sur une fonction doublement périodique, et

où la variable doit suivre un chemin connu (m). L'évaluation d'une

pareille intégrale a été traitée au Chapitre VIII du Tome III.

Quant à la détermination du chemin (?/), observons d'abord

que ce chemin se réduit à une portion de l'axe des quantités

réelles si l'on n'a affaire qu'à des fonctions réelles de variables

réelles; on n'a alors qu'à en déterminer les extrémités. Lorsque

les coefficients de X, Y sont réels, les variables x\ y étant d'ail-

leurs quelconques, nous avons donné au Chapitre IX tous les dé-

tails nécessaires pour l'évaluation des intégrales / —~ » \ —=.B
J - /Y J y/X

qui figurent dans la formule (i), et l'on pourra donc, dans ce cas,

déterminer le chemin (u) avec autant d'approximation qu'on le
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voudra : on n'a d'ailleurs pas besoin de déterminer les points in-

termédiaires avec autant de précision que les extrémités u Ql u
K ,

parce que, pour l'évaluation de l'intégrale de la fonction double-

ment périodique, on peut remplacer le chemin (u) par un chemin

équivalent; toutefois, on doit se rendre compte de la façon dont le

chemin (u) est placé par rapport aux pôles de la fonction double-

ment périodique.

Il est à peine utile de dire que l'on peut tout aussi bien rame-

ner l'intégrale proposée à une intégrale de la forme ff (z,\/Z)dz,

où Z est de la forme (i — 52)(i — k 2<z-) et où f(z, y/Z) est une

fonction rationnelle de z et de y/Z; par la substitution z= snu,

y/Z — sn'w, on est ensuite ramené à l'intégration d'une fonction

doublement périodique.

617. Il nous reste, relativement à la détermination des pôles et

au développement de la fonction doublement périodique dans

leur voisinage, à donner quelques indications qui n'ont pas trouvé

place dans le Chapitre VI du Tome III.

En posant, pour abréger, y = pu, y' = p
f u, la fonction dou-

blement périodique que l'on a à intégrer peut être supposée mise

sous la forme

en désignant par P, Q, R, S des polynômes en y de degrés res-

pectifs a, (3, y, S, polynômes que Ton peut supposer sans plus

grand commun diviseur.

On reconnaît tout d'abord, en remplaçant dans cette expres-

sion y et y' par —- -b h • . . , —r- -h \- . . • , crue o est un

pôle de o(m) lorsque le plus grand m des nombres 2 a, 2(3-7-3 est

supérieur au plus grand n des nombres 2 y, 2 8 +3; l'ordre de

multiplicité du pôle o est m— n = p.. Si l'on ordonne le numé-

rateur et le dénominateur de <f(u) suivant les puissances crois-

santes de u, que l'on effectue la division du numérateur par le

dénominateur jusqu'à ce qu'on ne trouve plus au quotient de

puissances négatives de w, puis que l'on mette ce quotient sous

la forme

X- -i- A t D - -+- A 2 D<
2 > --+-... -f-A^D^-^ -,

u u u v u
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la partie de o(u) qui correspond au pôle o, c'est-à-dire la partie

de 'f(u) qui devient infinie pour u = o, sera (n° 358)

A £ u -T- Ai Ç' u 4- Aj £* tt -4- . . . -h A»-* Ç
(^-1) m.

Considérons maintenant un pôle u= a de cp(w) qui ne soit pas

congru à o, modulis 2U|, 2w 3 , Le numérateur de
'f
(w) étant fini,

le dénominateur doit être nul pour u — «; on résoudra donc les

équations simultanées enjK, JK
r

r _+_ sy = o, j' 2 = 4jk 3— ^27 »?•

Soit yz=à, y=. y une solution de ces équations et u = a une

solution des équations pu = b, p' u = b' ; u = a sera un pôle, si

P 4- Qy* n'est pas nul pour y = b, y' = 6'. Pour s'assurer dans

tous les cas que a est un pôle, et pour trouver la partie corres-

pondante de 'f(u), on pourra ramener ce cas au précédent en

faisant le changement de variable u == v -+- a; les formules d'addi-

tion permettront d'exprimer p(v-\-a), p' (v -h ci) rationnellement

en p^, p'v, b, b !

et de transformer 'f(u) en une fonction ration-

nelle de pv, p' v. On peut aussi, pour obtenir les premiers termes

du développement de o(a -f- p) suivant les puissances croissantes

de p, remplacer p(a-(-^), p'(« -f- c) par leurs développements

de Taylor suivant les puissances croissantes de v, ordonner le nu-

mérateur et le dénominateur de cp(a+ ç) suivant ces mêmes puis-

sances, effectuer enfin la division en ne gardant au quotient que

les puissances négatives de v. Il n'est pas inutile d'observer que

l'ordre de multiplicité de la racine b de l'équation

R2 _ 4 £3 S2 + g2 b S 2 - £-3 S* = O

est l'ordre de multiplicité du pôle a, dans le cas où b n'est pas une

racine commune à R et à S, où b' n'est pas nul, et où P -f- Q_y
n'est pas nul pour y= b, y'=b'; autrement, l'ordre de multipli-

cité est abaissé.

Ayant déterminé l'un après l'autre les pôles distincts de ®(u)
:

puis les parties correspondantes de <p(«), la somme de toutes ces

parties sera égale à la fonction <p ( u), à une constante additive près,

que l'on pourra déterminer en donnant à u une valeur arbitraire,

par exemple la valeur o, si o n'est pas un pôle. Si donc on reprend
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les notations du n° 358, en écrivant toutefois o(u) à la place de

f(u), on aura

i=si

et toutes les constantes qui figurent dans le second membre se-

ront connues. La somme A (l
' -•-

. . . -f- A (v) est nulle.

618. L'intégrale indéfiniej v{u) du est, en général, une fonction

linéaire de u et de termes tels que loga^w— a), Ç(w — a), p{u— a),

p'(u — a), . . ., a étant un pôle quelconque; à cause des formules

d'addition (VIJ 3 ) et de celles qu'on en déduit en prenant les dé-

rivées, on voit aisément que cette intégrale indéfinie contient un

terme en u, un terme en Çw, une fonction rationnelle de pu, p'

u

et autant de termes en logtf (m — à) qu'il y a de pôles a pour les-

quels le résidu correspondant n'est pas nul.

Pour que cette intégrale soit une fonction univoque de w, il

faut et il suffit qu'elle ne contienne pas de logarithmes, c'est-à-dire

que chaque résidu A^ soit nul (i== i, 2, . . ., v). Pour qu'elle soit

une fonction doublement périodique de w, avec les périodes 20),,

2to 3 , il faut et il suffit qu'elle ne contienne ni logarithmes, ni

terme linéaire en a, ni terme en Ç(m), c'est-à-dire que l'on ait

A(<> (*' = i,a, ...,*), C = o, 2 Ai
l)

On obtient ainsi les conditions nécessaires et suffisantes pour que

l'intégrale J F[x, y/X) ûfa? s'exprime rationnellement en x, y/X.

Il peut arriver que cette dernière intégrale soit la somme d'une

fonction rationnelle en x, y/X et de logarithmes, multipliés par des

constantes, de telles fonctions. Elle est dite alors pseudo-ellip-

tique. Les conditions pour qu'il en soit ainsi sont beaucoup plus

cachées. Nous nous contentons de signaler ce problème, sur le-

quel le lecteur trouvera d'intéressants développements dans le

dernier Chapitre du second Volume du Traité des fonctions el-

liptiques d'Halphen.

T. et M. - IV. 4
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II. — Réduction de Legendre.

619. En se plaçant à un tout autre point de vue, Legendre a mon-

tré que l'évaluation d'une intégrale de la forme |F(^, y/X.) dx se

ramenait à des intégrations élémentaires et à l'évaluation d'inté-

grales rentrant dans trois types simples. Bien que le procédé d'in-

tégration que nous venons de décrire dispense d'appliquer le mode

de réduction de Legendre, ce mode de réduction n'en garde pas

moins un intérêt propre, non pas seulement parce qu'il peut être

pratiquement utile dans certains cas, mais surtout parce qu'il est

l'origine de la classification des intégrales en intégrales de pre-

mière, de deuxième et de troisième espèce, classification qui s'é-

tend de la façon la plus naturelle aux intégrales de la même nature

(dites hyperelliptiques) où le radical porte sur un polynôme de

degré supérieur au quatrième.

Tout d'abord, l'expression F(#, y/X), mise sous la forme

,_ > où P, O, R, S sont des polvnomes entiers en x, se ra-
R + Sv/X

^ ! "

mène, en multipliant en haut et en bas par R — S y/X, à la forme

NM -f-— > où M, N sont des fonctions rationnelles en x. La pre-
/X

mière partie s'intègre par les fonctions élémentaires. En décompo-

sant N en fractions simples, on ramène l'intégration de la seconde

partie à celle d'intégrales de la forme /
°°

t
_
x
ou / ——

,

1

J A J (ar-ay/X
que nous comprendrons sous le type unique

f*(x — a)P dx*-/
où p est un nombre entier positif ou négatif. Si l'on pose

X == AO — af -+- 4B<> — af 4- 6C(a? — a)* -h ^D(x — a) -h E,

dans l'identité

£[(*-q)r
t/S]=

r(*- g^' X+ *<*- a >,X
'

>

dx y/x
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où r est un entier quelconque et où X' est la dérivée de X, on

trouve, après avoir intégré,

(/• + 2)AXr+3 + 2(2r-3)BXr+2 -r6(r + i)GX,.+1

+ 2(2/-h- i)DX r -^rEX,._ 1
= (x— ay/ïï.

Si E n'est pas nul, c'est-à-dire si a n'est pas racine de X, on peut

résoudre cette équation par rapport à Xr_,, tant que r n'est

pas nul ; si E est nul, D n'est pas nul, sans quoi X admettrait la

racine double a, et l'on peut toujours résoudre l'équation précé-

dente par rapport à Xr . 11 résulte da là que si p est négatif, X^,

peut toujours s'exprimer au moyen d'intégrales analogues à in-

dices positifs ou nuls, de X_, et de quantités algébriques.

Pour ce qui est des intégrales à indice positif, elles se ramènent

——-; nous continuerons à les désigner par Xp et

nous emploierons la même formule de réduction en supposant

a= o et en regardant A, B, G, D, E comme les coefficients mêmes
du polynôme X. On peut alors résoudre la formule de réduction

par rapport à Xr+3 si A n'est pas nul, par rapport à Xr+2 si A est

nul; on voit donc, si A n'est pas nul, que X 3 , X 4 , X 5 , ... s'ex-

priment au moyen de X , X X2 , et si A est nul, que X 2 , X 3 ,

X 4 , . . . s'expriment au moyen de X , X^ Dans le premier cas,

on peut pousser plus loin la réduction; cela est évident si X est

bicarré, car alors X, se ramène aux transcendantes élémentaires

en prenant x 2 pour variable.

Bornons-nous auxcas oùXa l'une des formes(i— x 2)(i— k 2x 2
),

4# 3 — g^x— g% . On voit qu'on n'a à considérer que trois types

d'intégrales, qui sont, dans le premier cas,

/dx rx^dx r dx

W J ~W J {x-a)y/%

et, dans le second cas,

dx rx dx C dx/dx rxdx r

7T JW J (x — a ) y/X

Ces intégrales sont dites respectivement intégrales elliptiques de

première, de deuxième, de troisième espèce. Le type des inté-

grales de seconde espèce change avec la forme de X.
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620. Ces mêmes dénominations sont employées avec des signi-

fications différentes, que nous expliquerons tout à l'heure, et qui

d'ailleurs permettent toujours de dire, comme le lecteur s'en con-

vaincra sans peine, que l'évaluation d'une intégrale elliptique se

ramène à l'évaluation d'une intégrale de première espèce, d'une

intégrale de deuxième espèce et d'une ou plusieurs intégrales^de

troisième espèce. Mais, en restant encore un instant au point de

vue où nous nous sommes placés, nous voulons remarquer que si

l'on regarde les intégrales ci-dessus comme effectuées le long d'un

chemin et comme fonctions de leur limite supérieure x, c'est-à-

dire de l'extrémité finale de ce chemin, l'intégrale de première

espèce reste finie quel que soit x, même pour x infini, tandis que

l'intégrale de deuxième espèce devient infinie avec x, et que l'in-

tégrale de troisième espèce devient infinie comme log(x

—

-a)

quand x s'approche de a. Les fonctions de x ainsi définies restent

d'ailleurs holomorphes dans toute aire limitée par un contour

simple, d'où le chemin d'intégration ne doit pas sortir, et où

— (s'il s'agit des intégrales des deux premières espèces)
yX {x— a)v/X

(s'il s'agit de l'intégrale de troisième espèce), est une fonction

holomorphe de x. Mais les choses se passent d'une façon un peu

différente aux environs du point oc, suivant la forme de X. En
nous bornant par exemple aux intégrales de première espèce, si

l'on fait la substitution x = -, on aura
z/dx r — dz

f dx r —dz
J sllx* — g%x — gi J \Jz^—g^ — gz z*)

or, dans le voisinage du point z = o, qui correspond au point

oc = oo, -- est une fonction holomorphe de zt mais

non - — ; nous aurons l'occasion, à propos des no-

tations de Weierstrass, de revenir bientôt sur le second cas.
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III. — Notations de Jacobi.

621. Nous avons maintenant à expliquer quelques notations et

expressions qu'il est indispensable de connaître.

Supposant k réel, positif et plus petit que un, et désignant

par Acp, où o est un angle réel, la détermination positive du ra-

dical yi A 2 sin 2 cp, Legendre
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Il peut n'être pas inutile d'observer que la valeur de Acp est

toujours comprise entre k' et i, et que l'on a, pour chaque va-

leur de cp, Acp^coscp.

622. Jacobi a introduit d'autres notations, sur lesquelles nous

insisterons un peu plus. Les fonctions de la variable ù] qu'il a dési-

gnées par les notations amw, co amw, E(w), U(u, a), peuvent être

définies par les formules

amtt= / dnudu, coaraw = am(K — a),

F L(w) = I dn 2 wrfM, n(w, a) = /

•A «A !

k2 sn a en a an a sn 2 u du
k2 sn 2 asn 2 w

dans la dernière desquelles a est un paramètre. Le module k doit

être regardé comme une donnée, différente de o et de i.

Les quantités que Jacobi désigne par K, K/ coïncident avec

celles que nous avons désignées par x(A" 2
), x' (k 2

); la quantité t,

qui permet de construire les fonctions sn, en, dn (n os 518, 306,

formules LXXI C
,
7 ,8> XXXVU lj2 ), et qui figure dans les définitions

précédentes, est supposée égale à——. Les notations ann(u,k),

E(m, #), ... au lieu de am«, E(w), ... s'entendent d'elles-mêmes.

Lorsque k est réel, compris entre o et i, la quantité K de Ja-

cobi coïncide avec la quantité F (1) de Legendre.

623. Considérons d'abord la fonction amu. La fonction ànu ad-

met pour pôles les points 2 ftK + (2/? -j- i) *K/, en désignant par n

et n' des entiers; les résidus correspondants sont égaux à db. ï. Si

l'on se borne à assujettir le chemin d'intégration à ne pas passer par

ces pôles, on voit donc que la fonction am« n'est définie qu'à un

multiple près de itz. La fonction dn u est holomorphe à l'intérieur

de la bande limitée par les deux parallèles qui sont le lieu des

points Kj dz i¥J quand on fait croître la variable réelle t de — oo

à -j-oo. On peut donc regarder ami/ comme une fonction holo-

morphe à l'intérieur de cette bande, qui, dans le cas où k 2 est

réel et plus petit que un, comprend l'axe des quantités réelles.

La fonction amw est évidemment impaire.
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Au reste ces résultats apparaissent encore sur l'une des for-

mules (cxvo,

/dnu du = zlog(cna — isnu

La même formule montre que Ion a

en u — isnu = e-{
'amB

;

d'où, en changeant u en — u, ajoutant et retranchant, on déduit

(GII 6 )
sin am u — sn u, cosamw=cnw.

624. Si l'on se replace dans le cas où k 1 est réel, compris entre o

et i, on voit aisément, à l'aide des formules précédentes et de celles

qui donnent les dérivées, par rapport à u, de sn u, cnw, dn u, que les

fonctions Acp, F(cp) de Legendre se réduisent àdnw et u quand on

y remplace o par am u.

C'est en réalité la fonction inverse de F(cp) que Jacobi a dé-

signée par ara«; en d'autres termes, il a regardé la limite supé-

' /*? cfc
Heure <p de l'intégrale / —^ comme une fonction de la valeur u

«A ?

de cette intégrale, et il a appelé amw cette fonction. Dans les

mêmes conditions, A(amw) n'est antre chose quednzi. Depuis

Jacobi, on désigne par Aamu, quels que soient u et /r
2

, exac-

tement la fonction de u que nous avons désignée par ànu.

En regardant am a comme une fonction holomorphe de u dans

la bande définie plus haut, on aperçoit immédiatement les rela-

tions

(GJI 6 ) am(K)— -, am(nK) — n — » am(w + 2nK) = amw-1-ftTc,

où n est un entier.

Quand u augmente par valeurs réelles et que k 2 est compris

entre o et i , on voit immédiatement que la fonction am u augmente

toujours; son signe est celui de u.

Les expressions de sin co am u, cos co am«, A co am u, au moyen

de snu, cnz/,dnw, se déduisent immédiatement de la définition

de co am w et des formules (LXXII 5 ).



56 CALCUL INTÉGRAL.

625. La fonction E(m) de Jacobi esl univoque; on voit (n° 432)

qu'on peut écrire

(GII 5 ) E(«)= | u + Z(u);

le nombre E est égal (n° 432) à / dn 2 udu; on voit qu'il est égal

à E(K); c'est le E^ de Legendre.

Le théorème d'addition de la fonction Ç conduit de suite aux

théorèmes d'addition des fonctions Z(w), E(w), à savoir :

Z( u) — Z(a) — Z(u — a) - E(u) — E(a) — E(u — a)

— — À"2 sn u sna sn( u — a)\

on en tire aisément la relation

•i k 2 sn a en a dn a sn 2 u
(a) o,Z(a) — Z(a-'r-u) — Z(a— u)

i— A-2 sn 2 asn 2 w

Signalons encore la fonction Q(m), introduite aussi par Jacobi

et définie par l'égalité

(CnM ) Û(M)=V< =e^" |^-
}

.

On voit comment, dans cet ordre d'idées, s'introduit la fonction 0.

626. La fonction U(u, a) de Jacobi s'exprime au moyen des

fonctions Z, 0; cette expression s'obtient en appliquant les règles

générales d'intégration, ou en intégrant, entre les limites o et u,

les deux membres de l'égalité (a)', on trouve ainsi

(Gii 5 ) n(«,«) = KZ( g )- i-iiog
|) (

('-^
,

ou encore, en tenant compte de la définition de ù(u),

(Clin) H(«, b) = a E(a) 4- i log |f^=^-

Dans ces deux formules, la détermination du logarithme dépend

en général du chemin d'intégration (n° SOI); il est à peine utile

de signaler le cas, fréquent dans les applications, où le second
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membre doit être réel parce que le premier l'est évidemment. On
a, en particulier,

(GII,o) n(K. a) = KZ(a) = KE(a) — aE.

L'expression de II (u, a), au moyen de la fonction Q et la défi-

nition de cette fonction, mettent en évidence que la dérivée de

ÏI(«,a), prise par rapport à u, s'exprime au moyen de E(m); il

en résulte ce théorème de Jacobi :

La dérivée d'une intégrale elliptique de troisième espèce,

par rapport à Vintégrale elliptique de première espèce prise

comme variable, s'exprime au moyen d'intégrales elliptiques

de première espèce et d'intégrales elliptiques de seconde es-

pèce.

Le théorème de l'échange du paramètre et de l'argument s'ex-

prime par la formule

U(u, a) — II(a, u) = ttZ(a) — aZ(«),

où le second membre devrait être augmenté d'un multiple de a ici

si on laissait aux fonctions II toute leur indétermination.

Le théorème d'additiou de la fonction II s'exprime par la for-

mule

n(«,*)+ ÏI(p,a)-II(in-p,(x)

_l e(it-a)9(c-i)0(«-ro + a)
"

â °g ë(u -+-a) 80 -h a) 6(>-^ v — %)

i , i — k* sn u sn v sn a sn ( u +• v — a )— - log -.

)
2 i-t-A4 snwsn^snasn(«+(^-a)

i .

\
[i—

£

2 sn 2 (a-t- et) sn2 (p + a)] [i— £ 2 sn2 a sn 2Q -f- p— a)]
)

"4 °g
j [i — £ 2 sn 2 (u — a) sn 2 (V — a)] [i— k 2 sn 2 a sn 2 (w + P+ a)]

j

_ i — Z(a-m)-hZ(a-hP)-hZ(M-H t'K') — Z(o-+- iK')
~ 2

° g Z(a-w)-Z(a-p) + Z(M-i'K')-Z(«'-»K')

IV. — Notations de Weierstrass (
1
)•

627. L'intégrale elliptique normale de première espèce, au sens

de Weierstrass, est l'intégrale / —=., oùY= 4jK
3— giy— g*3 • on

y

(') Voir Schwartz, Formules, etc., n os 56, 57.
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la désigne par J {y, V^-") : cette intégrale n'est déterminée que si

Ton se donne la valeur initiale de y/Y et le chemin d'intégration,

qui ne doit passer par aucun des points e^ e 2 ,
e 3 , et le long du-

quel les valeurs de y/Y se déduisent par continuation de la valeur

initiale. A cause de la limite supérieure, quelques remarques

concernant ce chemin sont nécessaires.

Considérons un cercle décrit de l'origine comme centre et con-

tenant à son intérieur les points eu e 2 , e
{i ] désignons par S la

région extérieure au cercle, dans laquelle on regarde comme
une coupure la portion de l'axe des quantités négatives qui est

extérieure au cercle, en sorte que la région S est limitée par le

cercle et cette coupure. Dans S, — est une fonction holomorphe

de y, déterminée dès qu'on se donne sa valeur en un point : elle

peut être représentée par une série <$ ( — -
) entière en —-» ne

WyJ vy

contenant que des puissances impaires de — et commençant par
vy

un terme en
(
—

)
• Au point de S où l'on se donne la détermina-

\vyJ

tion de y/Y, l'égalité -= =s <$ I—
] détermine sans ambiguïté la

v Y \vyj
valeur de y/y, qui est dès lors déterminée dans toute la région S. Si

l'on désigne par ^>

1 (
-—

: ) la série entière en -—
: , commençant par

\vyJ vy

un terme en —* dont les différents termes ont pour dérivées, ]5ar

vy

rapport à y, les termes correspondants de <£ ( -7= )> changés de
\vyj

signe, il est clair que l'on aura

/;
±=%

\ /Y \sly

quel que soit le chemin d'intégration, pourvu qu'il ne sorte pas

de S. Si la fonction p u est formée avec les invariants g 2 , g%, dans

la même région S, les égalités pu= y, p' u = — y/Y définissent,

à une constante additive près de la forme in to
4 + 2 /i'ci) 3 , u

comme une fonction holomorphe dey; cette fonction ne peut
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différer de <£,
(
—

)

que par une constante G, puisqu'elle doit

vérifier dans S, comme la fonction <£i . la relation -7- =± -: la
dy — /y

fonction u = C + <£< (
—

)
devant vérifier l'égalité pu=y pour

\vrJ
de grandes valeurs de y, G est nécessairement de la forme

2«W) +2/i/ w 3 ; en d'autres termes, u = <$
l (~t=) est une solu-

_ \vyJ
tion des équations pu=y, p' u = — y/Y : toutes les autres so-

lutions s'obtiennent en ajoutant à celle-là des multiples entiers

des périodes.

Ceci posé, considérons un point quelconque y Q et un chemin

d'intégration allant de ce point au point 00; nous nous bornerons

à supposer, relativement à ce chemin, qu'il finit par rester dans la

région S, à partir du point y^ par exemple, point où le radical

y/Y a acquis la valeur y/Y,, déduite par continuation de la valeur

donnée y/Y de y/Y en y . La valeur J(jKo, y/Y ) de la fonction

J [y, sjy) enyo sera définie par l'égalité

J (jKo^ s/^-o) ne dépend nullement de la partie du chemin d'inté-

gration qui va de j^ à l'infini, mais seulement de la portion du

chemin qui va de y à y x
. En un point quelconque y de cette

portion de chemin, la fonction 5 (y, V^/ est définie par la même
égalité, où il faut seulement effacer l'indice o ; elle vérifie donc tout

le long de ce chemin l'égalité -j— = — » et peut être regardée

comme la continuation, Je long de ce chemin, de la fonction

($
t
I —= \ avec laquelle elle coïncide aux environs de y {

. Tout le

\v5v
long de ce chemin, comme aux environs du point y^ elle véri-

fiera les équations pu = y, p' u = —
- y/Y, et il en sera ainsi, en

particulier, au point y ,
pour lequel nous désignerons par u la

valeur de la fonction J (y, \/Yj.

Si l'on se donne les deux entiers n et n', et que l'on imagine,

dans le plan des u, un chemin qui aille de u à u -\- 2 n to
1
-j- 1 7i'iL> 3



60 CALCUL INTÉGRAL.

sans passer par aucun des pôles ou des zéros de p' u
y
le point

y= pu décrira dans le plan des y un certain chemin fermé par-

tant de y pour y revenir, en ramenant aussi le radical y/Y, qui

ne cesse d'être égal à — r/w, à sa valeur primitive ^Y . Si donc

on désigne par (G) ce chemin fermé parcouru en sens inverse, et

si l'on considère la valeur de la fonction J (y, y/Y) au point y ,

origine du chemin d'intégration formé par le chemin (G) suivi de

l'ancien chemin d'intégration, cette valeur sera égale à l'ancienne

valeur u augmentée de ziuû
{ -f- 2/i

/
io 3 .

En résumé, la fonction J (y, y/Y), si on la définit seulement

par les valeurs de y et de y/Y sans se donner le chemin d'intégra-

tion, n'est définie qu'à une somme 'âniù\ + in! iù z de multiples de

périodes près; en changeant le chemin d'intégration, on peut

l'augmenter d'un nombre quelconque de la forme intù
{ -f- 2/2'w 3 ,

où n et n' sont des entiers. L'ensemble de ses déterminations est

identique avec l'ensemble des solutions des équations (en u),

?u=y, p'u =— y/Y.

628. L'intégrale elliptique normalede seconde espèce, J^y, y/Y),

au sens de Weierstrass, est une fonction analytique dey dont la

y
dérivée est ,-• Cette condition permet de la définir, à une con-

stante additive près, comme une fonction holomorphe de y dans

toute région limitée par un contour simple où — est aussi une

fonction holomorphe.

Si dans la fonction Çii on remplace u par J (y, y/Y), on ob-

j r • i i i i i
• > d£u du , . „

tiendra une fonction de y dont la dérivée sera —j— X -r > c est-a-J du dy

dire-—. On peut donc prendre pour J'(y, y/Y) précisément la

fonction Ç[j (y, y/Y)]. L'intégrale elliptique de seconde espèce

est ainsi définie par les mêmes éléments que l'intégrale de pre-

mière espèce
;
quand le chemin d'intégration change, de façon que

J (y, y/Y) augmente de intù^ + 2tt'w 3 , J' (y, y/Y) augmente évi-

demment de inra -\-in't\ 3 . Dans la région S, la fonction J
7
(y, y/Y)

peut être définie comme une fonction holomorphe de y\ ce sera
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une série procédant suivant les puissances entières de ~ dont les

vy
termes auront pour dérivées respectives les termes de la série

y® l -p
)

; elle commencera par un terme en \Jy et ne comportera

aucun terme constant, puisque cette série peut aussi bien s'obte-

\\/v I

nir en remplaçant u par «P, (-}=.) dans la série -j- - ~ u 3 ^

qui définit Ci*.

On pourra poser, en généra

Hy,^)=f .r dy
•y

en choisissant convenablement la constante d'intégration.

629. L'intégrale elliptique normale de troisième espèce, au sens

de Weierstrass, intégrale que l'on désigne par J (y, y/Y
; y { y

^Y
t ),

est une fonction analytique de la variable y et d'un paramètrey K ,

dont la dérivée par rapport à y est

i y/Y -f- y/Y; j_
2 y— yi y/\'

Si l'on y remplace^, y/Y, y,, y/Y\ respectivement par pu
1

— p'u,

pii\, — p'uk, elle deviendra une fonction de u dont la dérivée,

par rapport à u. sera - ^-^—-—
' • Une telle fonction estr rr i pu — pui

log -~^ -+- u Çiii ;

on pourra donc prendre pour J (y, y/Y;jKi, \JY { ) l'expression que

l'on obtient en remplaçant uetu
{
par j(y, y/Y), j(yM y^O dans

log
^"i""")

_{- M r M Cette fonction, si même les quantités

j(y, y/Y), J(yi, y/Y7) sont entièrement déterminées, n'est dé-

finie de cette façon qu'à un multiple près de itù, à cause de la

présence du logarithme.

Si l'on remplace, dans l'intégrale normale de troisième espèce,

j(y, y/Y) par J (y, y/Y) + 2rt w, + 2rt'w 3 ,
elle augmente de la
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quantité

— 2(/i7)iH- j&'/&
3 ) j(/i, /Vi) +2{»u>i+ ft'u> 3 ) J'(jKi, V^Yi) -+- in"izi.

630. Le théorème de l'échange du paramètre et de l'argument

s'exprime dans les notations de Weierstrass par l'égalité

J(7, /Y; 7l ,
JTx )-i(yu /Y;

; r, y/7)

= j(r,v/Y)J'(ji, v
/Y;)-J'(r , V/Y)j(ri , V/Y;)4-(2/i + i)7: J

-.

Les théorèmes d'addition pour les intégrales normales des trois

espèces sont contenus dans la proposition suivante que nous

empruntons textuellement à M. Schwarz ( Formules, etc., n° 57).

Si l'on pose

m -h ut
— m 3 ,

puis

^o= pu
, a?i= pBt i

a?2 = P"2 7 ^3= pw 3 .

JK0= — p'tto, ^i=— P'ttl, r* = — P'"2i JK3=— P'M3 ,

on aura les égalités

J (a?i, Ji)-i-J (#2,72) = J (»», JKa)»

2 3>i — CC%

J(^!,JKi;^0,ro)-i- J(^2,72;^0,7o)

Chacune d'elles exprime que, si l'on attribue à chacune des in-

tégrales qui figurent dans son premier membre l'une quelconque

des valeurs en nombre illimité qu'elle est susceptible d'avoir, la

somme obtenue est égale à l'une des valeurs en nombre illimité

que peut avoir le second membre.
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CHAPITRE XI.

SUBSTITUTIONS BIRATIONNELLES DE WEIERSTRASS.

INTÉGRATION DE L'ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE

(~t~) — «o^ 4 -4- 4«i^ 3 H- 6a 2 -s 2 + 4#3~ -+- a4 .

631. Nous rappellerons d'abord quelques propriétés relatives à

la forme du quatrième degré

R(^i, zz) = a z\-+- \a i z\zi -\-&a^z\z\+ k a* z \ z \-+- a k z\.

Si l'on y fait la substitution

Zi = AiZi^- fX 1 Z 2 , ^2 = AjZf H- fX 2 Z 2 ,

elle devient

À Z}-f-4A1 ZfZs+6A1ZfZ]+4AtZ|Z{-HAi.Z} 1

en posant

A =R(Xi, X 2 ), 4 Ai = fxiRx
t

H- KaRx.»

i-2 A 2 = \t{ Rx? 4- 1 \xi [x, RXiX . -h p| Rxi
= Xf R'^ -t-aX, X 2 RJ1,^ 4- X| Rj^

,

4A3 = XiRjt, + X 2 RJx2 , A4 = R(fjti, fx 2 );

dans ces égalités, R
Xi , RXj , RX 2, Rx,x

s
5 R-xf d'une part et R^, . .

.,

R'^2 d'autre part, désignent ce que deviennent les dérivées par-

. u dR dR d*R d*R d*R j ,

tielles£ 35' Sf B"!*.' *f
quand on y remPlace *> * Par

XM A 2 ou par (in [x 2 .

Désignons par H(^
1 , £2 ) le hessien de la forme K(z { , s 2 ), c'est-

à-dire la forme

H(*i,*,)= ^(R^R^-RI^)
144 »

2 «

= (>o#2 — af)^t-H2(ao«3— a x a t )z\z t

H- («o«i+ 2fli«3
- "ia\)z\z\-{-i{a i a Ur

— a 2 a3 )z ï zl

-h (a2 a4 — a|)£|.
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Si g2l g* désignent les invariants de la forme R(£n 3 2 ), savoir

(GXLIIIi)
(

p-
3 = 2<2ia 2 a3+ a0^2<^4— «4«f — # 2

— <^0«|j

et si G2 , G 3 désignent les quantités analogues formées au moyen

des coefficients A , . . . , A4 de la forme transformée, on a

en supposant o = )M ^2 — ^2^1-

Nous aurons besoin de l'identité

R(*„ *,) R(X lf X 2 ) - ~j (*J R^ ?
-t-MiSiR^ -1- z\ Rx$)

s

= 5-(*lHii+ a*i*«HÎ
lii
+*îH^)^,j l-X,^+j^t(Xt *i-Xi Ji1)*.

On y parvient en remarquant que le premier membre, multi-

plié par 1 44? n'est autre chose que le déterminant

sf ft'f + atSi«iRÏ
tst -H*3R£3 XfRsî -f-2X 1 X 2 R'l

1
-.

:
-f-XlR^2 I

qui est le produit par ^2 ^< — ^i ^ 2 de la quantité

iz x l x

«U
R-^2 R

I -t-(*i X 2+^2 Xi)

>„),..

R„2 R.2

Rx? Rx^

S-SyXo
R^ 2

R
*i

Rx,x s
Rx?

dans chaque déterminant, \2 z {

— )^ £ 2 se met encore en facteur,

et l'on parvient ainsi à l'identité annoncée, qui, d'ailleurs, pour-

rait se déduire aussi de l'identité G 2 — g2 S 4
-

(a)

632. Notre but est d'intégrer l'équation

dx\*
du

= R(*),

où R(-s) désigne le polynôme en z obtenu en remplaçant dans

R(-z<, z 2 ), z K
par z et z 2 par 1 ; nous écrirons à l'occasion R(z, 1)

pour conserver la trace de la seconde variable. Nous supposons

que R(^) n'a pas de racines égales, et que a , a
K
ne s'annulent

pas simultanément, ou encore, que la quantité g\ — ^ g\ n'est
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pas nulle. Nous avons vu (n° 598), qu'il existait une substitution

linéaire z = £ qui changeait . en —~— , ou le polynôme
ïr + ° i /R(-3) —\/y r J

Y = 4jr* — g*y— gi est formé avec les invariants fondamentaux

de la forme B.(3); les coefficients a, [3, y, o de la substitution

linéaire sont des fonctions rationnelles des coefficients de R(^)

et d'une des racines de ce polynôme. Chercher une solution z de

l'équation (a) qui, pour une valeur de u arbitrairement choisie

u = u , se réduise à une valeur donnée ^ , tandis que sa dé-

rivée z' se réduit à une détermination donnée z' de y/R(^ ), re-

vient donc à trouver une solution^ de l'équation

i>) (£)*! 0*-W-ft.

qui pour u — u se réduise à la valeur y correspondant à z
,

tandis que sa dérivée y
1

se réduit ky'Q = — \/* o> la détermination

de y/Y résultant de la détermination de y/R.(s ), comme il a été

expliqué au n° 598. Or, la fonction pu = p(u\ g-i-, g%) étant

construite, on pourra déterminer un nombre e tel que l'on ait

pç =y
,
p'i>6 =y' ; la fonction y == p(u — r* -f- r ) vérifiera

l'équation (6) et satisfera aux conditions imposées : donc la fonc-

tion

_ _ CCpjU— Mp -h Vp) —
ft

" ~~ V p ( u— uQ -h »; ) -f- o

vérifiera l'équation (ci)', pour u = u , elle se réduira à £ , tandis

que sa dérivée se réduira à z' ; c'est évidemment la seule fonction

analytique qui satisfasse à ces diverses conditions, lesquelles dé-

terminent les valeurs pour a = u a de toutes les dérivées de z.

D'ailleurs, y etjy' s'expriment rationnellement au moyen de £e ,

z' et de a, [3, y, o. Le théorème d'addition de la fonction p
montre, dès lors, que z s'exprime rationnellement au moyen de

p(u — u ), p'(u— u ), z Q , z' et de a, p., o, y ou de a , ..., a*

et d'une racine de R(^); mais, quelle que soit cette racine, le ré-

sultat doit être le même; l'expression finale de z doit donc, en

vertu de la théorie des fonctions symétriques, être rationnelle en

p(u— u ),p'(u— u ), zQ,z ,aùy aî9 ait a^a k ', il en est évidem-

ment de même pour z' . Cette conclusion apparaîtra directement

T. et M. — IV. 5
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sur la méthode d'intégration de l'équation (a) qu'il nous reste à

développer, méthode qui mettra aussi en évidence ce fait que

p{u— Uq), p'(u — m ) s'expriment rationnellement au moyen

de £, z1

, z , z'q> a o, ••• j a 'n
en sorte que les substitutions qui ex-

priment z et z' en fonction de p(u — w ), p'(u — u ) sont des

substitutions biradonnelies

.

Nous nous bornerons an cas où ae est différent de o; car, dans

le cas où a est nul, la substitution entière du n° 598 fournit ai-

sément les substitutions birationnelles cherchées.

633. Ayant choisi arbitrairement une détermination de s/ti-o, on

pose z — -r= y -» afin de ramener l'équation (a) à la forme

dyci y \

Tu)

lans laquelle B 2 , B 3 , B, sont donnés parles formules

li 2
= » L> 3 = —

_ — 3a[ -4- 6a«af a»— 4 a o^i«3 H-«o«i

L'équation différentielle en y est de la même forme que l'équa-

tion

\Â) ~y* ~ 6jK2jDa "*" &&a + 9P 2 ^~ 2j/«,

que l'on a obtenue au n° 430 et où a est une constante.

En identifiant les deux seconds membres on obtient les trois

équations

B 2 = — pa, B3.==p'a, B 4 = gp^-a — ip" a = 6p*« -f- g.2 .

Si entre ces trois équations et la relation p''2a = 4p 3a— g-ipa—g3

on élimine d'abord pa et p'a, on obtient pour les invariants gi,gs
de la fonction

(

ples valeurs B.
4+ 3Bij, B 2 B 4—

B

3
,— B| qui, comme

on s'en assure aisément en remplaçant B 2 , B 3 , B /#
parleurs expres-

sions en fonction de a , . . . , #,, coïncident avec les expressions

(GXLTII,) des invariants fondamentaux de la forme R(-). Les
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deux équations

(GXUII,) pa = "*-"*"*, p'g= ^.-3^«»a«+^a
3>

montrent ensuite que la constante a est déterminée, à des mul-

tiples près des périodes 2<t> { ,2<t>s .

De ce que la fonction (n° 450)

I p'u — p'a
'2 pu—pa

vérifie l'équation différentielle en y, il résulte donc que l'équa-

tion (ci) admet la solution

l *= —7= = == ÎIw — ta — Uu -+- a)l — -l

rvnin 1 *•«<> P"-J>« «0 /«/
' A /J

«a

! _sjaa p'u — 2<7 1(p<3 4- #,«,— a a3

l 2aopw-r'2(a a 2 - a\)

où les invariants «v, g3 de jj sont les invariants fondamentaux

(GXL1II,) de R(^). On en déduit facilement, en utilisant la for-

mule d'addition (GIII 5 ), la relation (')

(GXLIII 3 ) £ W(m) = a*z* 4- ià tz + A,=p«+ p(« -t-a).

L'expression de s' s'obtient aisément en différentiant la seconde

(') Ainsi qu'on l'a dit au n° 616, les formules (CXLIII) permettent de ramener
une intégrale elliptique quelconque à une intégrale portant sur une fonction dou-
blement périodique. Lorsque le chemin d'intégration est donné pour la variable z

de l'intégrale elliptique, les difficultés relatives à la détermination du chemin
correspondant pour la variable u de la fonction doublement périodique, se re-

trouvent naturellement, dans le cas général, quand on emploie la substitution

(G\LIII
3 ); toutefois ces difficultés disparaissent quand tout est réel, coefficients

et variables. D'ailleurs la méthode actuelle offre cet avantage de ne pas exiger

la résolution préalable de l'équation R(s) = 0; à la vérité cette résolution de-

vient nécessaire quand on veut effectuer les calculs numériques, ne fût-ce que le

calcul des périodes; mais les expressions auxquelles on parvient pour l'intégrale

elliptique, sans effectuer la résolution de l'équation du quatrième degré, peuvent

être suffisantes, et, d'un aulre côté, il est bon de rejeter à la fin tous les calculs

numériques, de manière à mieux se rendre compte du degré d'approximation.

Signalons l'application de cette méthode aux intégrales du type / t _i dz,

J v/KU)
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expression (CXLUI3) de z et en utilisant encore la formule d'ad-

dition (Cilla). On trouve ainsi (')

d'où, en tenant compte de la formule (CXLI1I 5 ),

(CXLIII^) z' — -—-( ripu — a z- — -xa^z — a 2 ).

La troisième expression (GXLII[ 3 ) de z est rationnelle en pu,

p' u, y/a j a t , a 2 , a3 ,
a>

t ;
la dérivée z' peut donc s'obtenir sous

la même forme. D'autre part, l'équation (CXLIII 4 ) montre que pu

s'exprime rationnellement au mojen de z t
z', \fa Q , a,, . . . , et l'é-

quation (CXLin 3 ), résolue par rapport à p' u, montre que p' u s'ex-

prime aussi rationnellement au moyen de z, z\ y/tf
, ati •••• Si

donc on se donne deux valeurs concordantes z , z'
{)
de z on peut

où p est un nombre entier positif que l'on peut supposer être égal à o, 1

( n° 619). La substitution (CXLIIT
3 ) donne de suite

z clz la. 1 „ \. 1 , cr(u-ha)
log -^

,

u

où c est une constante arbitraire; la relation (CXLIII5 ) donne ensuite la sui

vante

/
a a z--\- ia x

z -f- a.,
dz — c — Z, (

u -h a ) — Z,u,

S/Iiiz-)

où c est une constante arbitraire, et qui permet d'obtenir / •- . Les inté-

./VR(*)
r zv dz

, . ., , ,, .„
grales du type / •> ou p est un entier négatif, se ramènent d ailleurs, par

le ebangement de z en -> à des intégrales du même type, où p est positif, mais

où R(z) est remplacé par un autre polynôme R
L
(.c) ayant les mêmes invariants

que R(z).

C'est par cette voie que l'on a obtenu les formules (CXLIV).

(') Les valeurs de u qui annulent Z' apparaissent immédiatement sur la pre-

mière des expressions de cette fonction : elles sont congrues {modulis 2w„ i>w
3)

a » — - -+- w n ——h b>2 ,
h w

3 ; en remplaçant, dans 1 expression de £,

u par ces quatre valeurs, on obtient les quatre racines de l'équation R(.s) = o.

C'est la résolution, au moyen des fonctions elliptiques, de l'équation du qua-

trième degré.
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dé terminer, à des multiples près des périodes, la valeur corres-

pondante v de u qui vérifie les équations (CXL1IÏ 3 _ 4 ) et les ex-

pressions de pr , p'

v

seront rationnelles en z
{) , z'

()1
\/a , a t ,

Cette valeur étant déterminée, si l'on remplace dans les équations

(CXLIII 3 _,4 ), u par u — u 4- <'o> on obtient manifestement, pour z<

une solution de l'équation (a) qui, pour u — u , se réduit à z
,

tandis que sa dérivée se réduit à z' ; cette solution est la seule

fonction analytique qui satisfasse à ces conditions.

En appliquant à p(u — it H- ç
)

le théorème d'addition, on

voit que la fonction z ainsi obtenue s'exprime rationnellement

(ainsi que sa dérivée) au moyen de p(u — ?/ ), p'(u — ^0), ^0? ~v
\/a . #,, .... On voit de même, en considérant successivement

les équations (GXLIII 4 ) et (GXLIII 3 ), que p(u — w -f-^g),

p'(u — u -\- v ) et, par suite, p(u — m )ï p'( M — "0) s'expriment

rationnellement au moyen de z, z!\ z , z^ \/a , a if .... On voit

encore que l'irrationnelle \/a doit disparaître des résultats qui

ne peuvent changer quand on y remplace y/« par — \/a Q . Les

substitutions qui permettent d'exprimer z et z' en fonction de

p(u — u ),
p' {u — Uq)-> sont donc des substitutions biration-

nelles, comme on l'avait annoncé.

634. On obtiendra les résultats finaux sous une forme élégante,

due à Weierstrass, en procédant comme il suit :

En reprenant les notations du n° 631, faisons, dans l'équation

différentielle (#),
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où les invariants g2l g$ de la fonction pu sont encore les inva-

riants fondamentaux de la fonction R(^). Tl en résulte aussi que

la dérivée de Z est donnée par la formule, analogue à la for-

mule (CXL1IJ4 ),

(D) -j- = —=• (2§*pu — A Z 2 — -ikiZ — A 2 ).
"" o v

A

On obtient une solution 3 de l'équation (a) et la valeur cor-
rJ - ") 7

respondante de — en remplaçant, dans 0'
' , Z par la valeurr du r J A 2 Z -+- |Aj 1

que définit l'équation (C), et, dans l'équation (D),Zpar ~~^ _v**
1

»

dZ o r/j .

-r- par -r s——- —- : on trouve ainsi
du r (l 2 z — X,) 2 û?«

\/A ~ = 2(X 2 ^ — lip pil-~ *- (G S 2 -H 2Gj5-t- C 2 ),

où l'on a posé

G — A [J.| — i A] Ajjxj -t- A2 Xf,

Ci = — Ao [J-i î-Jt-2 H- Aj (Xi
t

u 2 H- X 2 jxi) — A 2 X] X 2 ,

C 2 = Aô jif — aAiXtjjL, -+- A 2 Xf.

Si, dans les seconds membres, on remplace A , A,, A 2 par leurs

valeurs

A = -L (Xf R?
5
+ 2 X, X 2 R^ + Xi Rfc),

a ! = —
[ A i :^i Rx?

-+
( :

x
i
A s + !

a 2 Xi ) R>
<ixt

-jr x 2 ;j. 2 Rxî ] .

A 2 = — ( Hi r Xî + 2 Kl l

x 2 HÀJx,
-+- (4 Rxi ) >

on trouve immédiatement

o'2 ô'2 o 2

en sorte que l'équation (D) peut s'écrire sous la forme

(d) y/r ~ = i(i,z - x,)*p« - i (r;
?
*t+»R^ * + Rxj),

qui montre, comme l'équation (CXLIII4), que j3« s'exprime ra-

tionnellement au moyen de s, s'.
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En écrivant que l'expression de -r- ainsi obtenue vérifie l'équa-

tion (a), en se rappelant que l'on a A = R(A,i ^2)? cn utilisant

enfin l'identité du n° 631, où l'on remplace z
K
par i, z 2 par 1, on

trouve de suite la relation

(

i (Hl
?
*> h- 2 H^ . h- Hj,) -h ± *(X, z - >.) 2

(F)

(
- CX 2* - xo 2r 2 + ^ (R^-^R^ - + Rl|)r = °,

où y a été mis à la place de pu. C'est la relation du second degré

en y et z qui doit (n° 441) exister entre ces deux fonctions dou-

blement périodiques du second ordre. Nous en représenterons le

premier membre par

F (z, yy ^ As* h- B*-+- G = xy* -+ ?jk -h 7,

où A, P, G sont des polynômes du second degré en y et a, j3, y
des polynômes du second degré en z ; les expressions explicites

de ces polynômes résultent de l'équation (F).

Les notations précédentes permettent d'écrire l'équation (d)

sous la forme

/Ai 3' =— (2«jK-f-p);

d'ailleurs, en différentiant l'équation (F), on trouve de suite

(<ikz+ B)z'-h(*cty-t- P)y=o;

on en conclut, par l'élimination de s',

, = — B + y/Â" y
2A

Celte valeur de s est nécessairement l'une des racines de l'équa-

tion (F), considérée comme une équation du second degré en z;

i5 • • — B — v/A y'
I autre racine serait r—— •

•i \

L'expression—
,
—^— ne peut différer de celle qu'on aurait

*i 7
obtenue en remplaçant, dans -!-= —> Z par la valeur que donner A 2 Z-t- jju

r 1

l'équation (C) ; cette dernière valeur permet d'obtenir simplement

les valeurs de z, z' pour w=ro; en effet, si, dans le second membre
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de (G), on suppose pu, p
f u remplacés par leurs développements

en série suivant les puissances ascendantes de u, que l'on sub-

stitue le résultat dans -^-^ —
> que Ton ordonne, enfin, suivant

a 2 Z-h;j- 2
n

les piiissances ascendantes de u, on trouve pour les premiers

termes

pour u = O, z et z' se réduisent donc respectivement àp^-
B + /A

v 2 A
2

Ainsi —J-—^— est la solution de l'équation (a) qui, pour

u = o, se réduit a ;— , tandis que sa dérivée se réduit a -r-T *

A 2
» A|

635. Si, maintenant, dans les calculs précédents, on suppose u

remplacé par u — u , en sorte que y, y' désignent non plus pu,

p' u, mais bien p{u — u ), p'( u — uo)i S1 1 on désigne ensuite

par zQ ) z' les valeurs auxquelles on veut que se réduisent, pour

u = u , la solution z de l'équation (a) et sa dérivée z' ; si l'on pose

)v , — Zq, A2 = i; si l'on choisit pour y/A = ^/R(5 ) la détermina-

tion qui est égale à z' ;
si l'on désigne par r(z, s )î h( z

->
zo)i ce

que deviennent, dans l'hypothèse où nous nous plaçons, les quan-

tités

^(H^' +îH^+ H^),

qui figurent dans l'équation (F), ce qui revient à poser

(0
-f- 2a3 (* H-^ + a»,

M*? *o) = («o«2 — «D^o-s 2 h- - («0^3 — aia 3 )z z(3 -\- z)

•+
g Oo^H-h la^a-i ~-?.a\)(z*->r ÇZQZ+-ZI)

en sorte que la relation (F) du second degré entre z et
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y = p(u — ^
)
prenne la forme

(3) F(x,z ,jr) = h(z,z )+ — x,(z- z )*-(z - z yy*+ r(z, z )y = o;

si, enfin, on conserve les notations As 2 -!- Bs H- C, or 2 4- ?JK+ Y

pour en désigner le premier membre, la fonction

— B-f-/Aoy — B +^oP'(«- **o)
(4) ~

=
IÂ

= ^Â

est la solution de l'équation différentielle (a) qui, pour a —= h
,

se réduit à £ , tandis que sa dérivée se réduit à z'
(

1

).

L'équation (d), en tenant compte des notations actuelles,

montre que l'on a
(
2
)

/ t \ / \
ZqZ -±- r(Z, Zq)

(5) jr= piu-U.)=
a( ._,o)>

?

c'est la racine de l'équation ajK 2 -+- ^.X *+~ Y = ° qui devient

infinie pour z = z ; l'autre racine de cette même équation est

— zLz'-\-r(z,Zo) ,, ., . , H(^ )^
; pour s = s elle se réduit a — —

—

7> comme
2{Z Zq)- R{ zo)

on le voit en faisant z = z dans l'équation F (z, z
, y) = o.

636. Soit /(il) une fonction analytique univoque qui vérifie

l'équation («)*, ce sera, d'après ce qu'on vient de voir, une fonc-

tion doublement périodique du second ordre. Il est clair, d'après

l'analyse précédente, que l'on satisfera aux équations

_ —B + z' p'(u— up) z' z'-±-r(z,z )

^ = ~ ÏÂ ' p(u-tio)=
2(-5_ 3o) , >

en supposant

*=/(»)j ^0 =/(»«), *'=/'(«), z' =f(u ),

et cela quels que soient « et w - H ne faut pas oublier que A, B, G

(*) Notons, en passant, les circonstances suivantes : [xu (x
2
n'interviennent pas

dans les résultats; /-(z, *t ), A(^, z ), pour s = aê, se réduisent à R(-s ), H(« ) ;

F(s, .s ,jk) est symétrique en s, z .

(
2

) Cette relation est due à Weierstrass ; on en déduit immédiatement l'expres-

sion de p'(u— u ) enjbnction rationnelle de z et de z'.
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sont des fonctions entières de z et de j, où il faut supposer que

z est remplacé par f(uo) et y par p(u — u ); dans ce qui suit,

nous supposerons de même que, dans x, p, r, on a remplacée, ^
()

par/(?*),/(K ).

La seconde racine

_ —-B--/'(tto ) p'(u — u )
Zl - ^k

de l'équation A; 2 + B*-hC== o n'est autre chose que/(2// — a),

puisque cette dernière fonction satisfait à l'équation différen-

tielle (a) et, pour u= « , se réduit à f(u ), tandis que sa dérivée

se réduit à — /'(« ); on en conclut

f(u)-¥-f(2u — u) =— j, /(m)/(2m .— ")= ^;

Jes seconds membres sont des fonctions rationnelles de /*(?£,)),

J)(w— Ko-)-

De même

p(tt— u ) »[/(»/—/(«t)]'

est une racine de l'équation en j/, aj/ 2 4- j^y-f-v— o. $ij dans

l'égalité qui précède, on change, en désignant par a, b les pôles

de f(u), ito en a -h b — z/ > on a

puisque l'on a (n° 433)

r/ , / \ r/ x
fif( a-+~ b —u

)f(a-+-b~ u ) =/(««), ^ =—/ («o);

j)(K-f-# — a — b) est donc la seconde racine de l'équation
TT / _ \

ay2 + (3y H- y- Puisque, pour u = u ,
elle se réduit à —

^
?

on voit (') que l'on a

En supposant w = o dans les formules (i-5) du numéro précé-

dent, on obtient l'expression rationnelle de f{u) au moyen âcpu.

(
'
) Hermite, Journal de Crelle, t. 52.
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p' u, la relation algébrique entière du second degré cnlve f(u) et

pu, l'expression rationnelle de pu au moyen de f(u), f (u) et

l'on pourra en déduire l'expression rationnelle, au moyen de f(u),

f'(u), de toute fonction doublement périodique ayant les mêmes
périodes que f{u) (n°43o).

L'équation (4), en y remplaçant u par u + u
,
jointe à l'équa-

tion (5) elle-même, fournil, au moyen des formules (GII1), diverses

formes du théorème d'addition de la fonction f{u). Le lecteur

pourra multiplier les applications en prenant pour le polynôme du

quatrième degré (ou du troisième degré), R(s) les polynômes qui

conviennent aux fonctions p, ç, sn, ....

637. Regardant toujours z, z , z\ z' comme représentant /(m),

f(uo),f'(u)f'(uo)i pais u et u comme des variables liées par la

relation u — u = c, où c est une constante, les relations

du == due, dz = f'(u)du. dz =f'(u ) du Q

fournissent immédiatement celles-ci :

dz dz dz dz

/'(«) /'Uo) /R(s) v/R(~ ;

où y/R(s), ^i\.(z ) désignent les déterminations des radicaux qui

sont égales àf [u), f'(u ).

On a, d'ailleurs,

|/R(T)v/K(* )-+-/-(-5, *o)¥(z,z ,pc) = o, pc
{z-z*y

Ces relations, où pc joue le rôle de constante arbitraire, peuvent

être regardées comme des formes différentes de l'intégrale géné-

rale de Véquation différentielle d'Euler

dz dz

^H(z) \/l\(z
)

cette intégrale, que l'on peut aussi regarder comme obtenue par

l'élimination de u entre les équations transcendantes

; =/(«o + c), *o = /(««),
est algébrique.
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CHAPITRE XII.

ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES.

638. Si Ton considère en général une fonction/^, x 2 , ..., xn )

des variables x^ a?2 , . . ., xn qu'on puisse regarder comme homo-

gène et de degré v quand on regarde ces variables comme étant

respectivement des degrés a,, a2 , ..., aA , c'est-à-dire pour la-

quelle on ait, quel que soit a,

(a) Xv/(ap
4j a?«, ..., œn ) = /(X*ia?„ X*»*„ ..., X*»a?«),

on aura, par une généralisation aisée d'un théorème classique,

(6) v/=«t^+^^-^-h...+ cu*»
a
^«

Les expressions de g%, gz% (/, ^a , <?a , ... au moyen de w
4 , co,.,

montrent que, si Ton regarde 0^, to 3 comme du premier degré, les

quantités énumérées sont homogènes avec les degrés respectifs

— 4, — 6, — 12, — 1 , — 2, ... ; elles conserveront ce même ca-

ractère, comme aussi leurs degrés respectifs, si, au lieu de les re-

garder comme des fonctions de w,, to 3 on les regarde comme des

fonctions de g.2 , £"3, pourvu que l'on regarde ces dernières va-

riables comme ayant les degrés — 4i — 6; c'est ce que nous

ferons dans la suite. Dans ces mêmes conditions, si l'on regarde

la variable u comme étant du premier degré, les fonctions

*{w, gt, gi), Ç(w; £-
2 , #3 ), p(u; gif g% ), cTa , £oa , £ap, •••

sont homogènes (') et des degrés respectifs 1, — 1 ,— 2,0, 1,0, ... .

(') Dans les fonctions %(v), la variable v= doit être regardée comme

étant du degré 0; les fonctions elles-mêmes, envisagées au point de vue où nous
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Pour les trois premières fonctions, par exemple, les équations

(-VJI1 I>2 ,3) appartiennent au type (a); il en résulte qu'elles véri-

fient des équations aux dérivées partielles (b) que nous nous dis-

pensons d'écrire.

Si nous considérons deux fonctions cp et <b des seules quantités

o
r
2i o'3j

qui soient homogènes et du degré o, ces fonctions ne dé-

pendent au fond que d'une seule variable, et, par conséquent,

l'une quelconque d'entre elles peut être regardée comme une fonc-

tion de l'autre. Tel sera le cas pour deux quelconques des fonc-

tions k, /(•', t, q, £7(0), J(t), K, K/, .... La dérivée de cp, regardée

comme fonction de i[j, sera évidemment donnée par les formules

do
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— —

;

6 -~ra > où l'on peut remplacer -7- par sa valeur tirée de la
2 p 2 p 2 r r p - l

dernière des équations précédentes, on voit que Ton peut écrire

les trois égalités

_L -:_ 2-iLTl dJL], .£. = -. a — f- — 1»
p' 2 <>« Lp' ^J ' p"2 ^ [p' ^2 J

'

El = _ £2 A fl. ^E. 1 _ L A [l 1

.

p'* 6 dw Lp' ^aj 6 dulp' I

'

Si donc on considère une expression quelconque de la forme

—
f(p), °ùf(p) est llQ polynôme en p, on voit, en supposant

effectuée la division de/(
(p) par 4j)3 — g-ip — g" 3 et en se rappe-

lant que les puissances entières et positives de p sont des fonc-

tions linéaires de p et de ses dérivées par rapport à u (n° 411
) T

que —f(p) peut se mettre sous forme d'une expression linéaire

tu ,

ù / 1 dp \ à f 1 dp "]

en p, p, p", ... et en — -7 -r*-~ , — — -~
> expression qui

â ô â au \p' dg,J du Lp' dgi\ « 1

s'intégrera immédiatement. Nous appliquerons cette remarque à

1 1 • • / p'p'"— p'"
2

1 D* i , • , , r
la dérivée —-——— de —; en mettant cette dérivée sous la tonne

P 2 P
— /(p) et en suivant la méthode précédente, on trouve

d'où, en observant que, après l'intégration, les deux membres

doivent être des fonctions impaires de u, en sorte que l'intégra-

tion n'introduit pas de constante, on déduit, après avoir multiplié

par P\

On intégrera une seconde fois, en appliquant au terme p'Ç du se-

cond membre la règle d'intégration par parties, ou plutôt en se

servant de l'identité

(pO' = p'Ç + pÇ' = p'^-p 2 = p^-
(4p"-f|>

et l'on trouvera, après des réductions immédiates,
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on n'a pas fait figurer de constante pour la même raison que tout

à l'heure. En intégrant encore une fois, on obtient

j <T« ... ^ «Hogtf .~ ^logo"
p== x*+¥*-g\ —==r-i8#

2 - 8
B «;^,

-1 >"2 _. SLf #/2 o-2 _ #3

l'absence de constante résultant cette fois de ce que dans les

deux membres, développés suivant les, puissances de u, il ne doit

pas y avoir de ferme indépendant de u. Finalement, à cause de la

relation — p -+- X 2 = — > on arrive à l'équation aux dérivées par-

tielles

(xcii) ^4 - i si P- - *g> v- + - "'-- = «

qui était notre objet principal.

640. En remplaçant, dans cette équation, d par tfa (jJ — ^a)~" 7

on formera une équation aux dérivées partielles que vérifiera tfa ,

à savoir™ ^ -
i -1S - «*g - (-- s »s

j
*« - •

Pour j parvenir, on calculera d'abord la dérivée seconde, par rap-

port à u, de a*a = y/p — ea ^; on trouvera de suite

i/p — ea 3*— 3*1 = - — -i- - -
; ^ a •

on a besoin de calculer aussi ce que devient, par la substitution

tf= tf«(j> — <?«)
2

, la quantité j^J _-+. ia^, ^; cette quan-

tité, multipliée par ^/j) — <?a , est égale à

2
_ rr

3
° *&-***&* 2(p-ea)L3^^s ^ 3 ^2 J

la quantité ? ^ -^- + i2^ 3 -p figure dans l'équation (i) j
elle est
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égale à |
p" -h zp'Ç — 4,-; les relations

(CXLVO -±de* e rx de* i

àg% iielr-gi Og-i rie^—g 2

se déduisent aisément de l'équation \e\ — g"o<?a — £"3 :— o, et un

calcul facile donne ('
)

on n'a plus qu'à substituer, dans le premier membre de l'équa-

tion (XCII) du numéro précédent, préalablement multiplié par

y/p — ea , les quantités

par leurs valeurs
;
le résultat, si l'on remplace d'^ par Ça^a, devient

une fonction linéaire de —--~i ——, —— et de <*„; le coefficient
c)w 2 àg.y og3

de tfa ,
diminué de — u 2

, se présente immédiatement comme une

fonction doublement périodique de u; celle-ci, si on Ja décom-

pose en éléments simples, se réduit à la constante ea ; on est ainsi

parvenu à l'équation annoncée.

Observons, en passant, que l'on déduit aisément des rela-

tions (CXLV
t ) les suivantes

I °J^11 - (tt-* a )P--»*2)(i+*«) _ 9_ gs , _ ,

(CXLV) )
Ùg " i^^(«,-èt )«

~-
16 tf

{ei e * h

àg3

:~ 2k**'*(e i-ei )*
._-" 8 Cf

(ei ^ } *

641. A l'équation aux dérivées partielles (XGII) que nous ve-

nons d'obtenir pour la fonction d(u; g.,, g9 ), adjoignons l'équa-

tion du type (b)

(') On voit dans tous ces calculs se présenter naturellement l'opération

63 de,

Halphen a donné, dans son Traité des Fonctions elliptiques, t. I, p. 3oo, d'inté-

ressantes remarques sur celle opération.
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qui résulte de l'homogénéité, et résolvons ces deux équations par

rapport à -r— ,
-— ; nous obtenons ainsi les relations (CXLV1<).

L'équation aux dérivées partielles (XCIII) obtenue au numéro

précédent pour Ja fonction <Ja (u; g2f g3 ) et l'équation du type

(b) que vérifie cette même fonction, toute pareille à celle que

nous venons d'écrire pour tf, fournissent de même les relations

(CXLVIo). De même aussi, en adjoignant à chacune des équa-

tions (i), (2), l'équation aux dérivées partielles du type (6) rela-

tive soit à la fonction p, soit à la fonction Ç, nous aurons deux

groupes d'équations du premier degré d'où l'on pourra tirer les

dérivées par rapport à g2 , gz des fonctions p, Ç; le lecteur trou-

vera leurs expressions dans le Tableau de formules (CXLVI 3_4).

642. Les expressions (GXLVI 5 _ 7 ) de^ §^; f^- , §™
;
&,^ v ;

te* à#3
' dg 2 dg3

' dgi

-pi se déduisent aisément des formules (CXLVI
< _ 2 ). Les formules

(CXLVIg-g), qui sont dues à M. Hermite ('), en sont une con-

séquence immédiate; il ne faut pas oublier toutefois, en établis-

sant ces formules, que si l'on désigne par u l'argument des fonc-

tions Ç, celui des fonctions sn, en, dn est u\Je {
— <? 3 et dépend

donc de g 2 et de g3 .

643. Il est aisé de déduire des formules (CXLVI 3 _ 4 ) les expres-

sions des dérivées de toa , Yia par rapport à g 2 , g*. Si, en effet, dans

p' u et dans Cm, on remplace u par une fonction de g 2 ,
g' 3 , les dé-

rivées partielles par rapport à g 2 , gz des fonctions ainsi obtenues

seront évidemment

„ du d dp „ du d dp du dZ du d*

dg% du dg.2
r dg3 du dg3

r dg.2 dg, r dg3 dg3

« dp dZ 1 a ii/
ou ~-y • • •

,
-~ conservent le même sens que dans les equa-

àgz dgs
T- ^

tions précédentes. En supposant u = wa , en tenant compte des

équations (CXLVI 3 _ 4 ) et de ce que p, p', p", p
f//

, Ç se réduisent

respectivement alors à ea , o, 6el — —•> o, '^a , on trouve sans peine

(') Journ.de Crelle, t. 85, p. 248. Voir aussi Meyer, Journ.de Crelie, t. 56, p. 3a 1.

T. et M. — IV. 6
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les relations ( ')

(GXLV3 )

^2 éT? \ /

644. On voit que wa , Yi a , considérés soit comme des fonctions

de g.y-, soit comme des fonctions de g 3 , vérifient un système d'é-

quations différentielles (ordinaires) linéaires et homogènes du

premier ordre. Chacune de ces quantités vérifie donc une équa-

tion différentielle (ordinaire) linéaire et homogène du second

(
'
) De ces relations et de la formule (XIII,) on tire aisément les suivantes

° dg2 iw, 2ti)';
'; dg2

t(w
3 H- (m

{ )
tù]

qui permettent, dans le cas où g2 et g3
sont réels, et suivant que Q est positif

ou négatif, de reconnaître, en supposant gz
fixe et g.2 variable, dans quel sens

varient les nombres réels et positifs dont les dérivées par rapport à g2
figurent

dans les premiers membres, et, par suite, de quelle façon varie le rectangle des

périodes.

i° Ç > o; o),, w
3
ont le même sens qu'au n° 590. Le rapport —- ou — > lorsque

g2
croît de 3 y gj à H- go, diminue de + ce à i, ou croit de o à i, suivant que g3

est

positif ou négatif. Les valeurs limites se déduisent des expressions de x, x' au

moyen de x, en remarquant que, d'une part, g2
étant un peu plus grand que

3y gj, e2 est voisin de e
3
ou de en % est voisin de o ou de i, suivant que l'on a

g3
> o, et, d'autre part, que, g2

étant voisin de -+- ce, les racines en e2 , e3
sont res-

pectivement voisines de J-f^i —— >
—iA2

, en sorte que % est voisin de-- Pour
2 g2

2 2

g 3
= o, on a w

3
= tw,.

2° Cj
>

<o: w p w
3
ont le même sens qu'au n° 565. Le rapport

—.——77» lorsque g2
croit de — ce à Sj/^l, croit de i à -h ce, ou décroît de i à o,

suivant que l'on a g 3 ^ o. Pour ce qui est des valeurs limites, on les obtiendra

en se reportant au n° 565 et aux formules (CXX
4 ), en remarquant, d'une part,

que g2 étant voisin de —ce, la racine réelle e 2
est petite, tandis que le coefficient

de i est grand et positif dans ev grand et négatif dans e3 , en sorte que x est

voisin de §, et, d'autre part, que, g2
étant un peu plus petit que 3\/gl, le coef-

ficient de i est petit dans e
l
et dans e

3 , en sorte que le coefficient de i dans x est

très grand et négatif ou positif suivant que l'on a g3
> o. Le rapport considéré

est égal à ^ ou à -p > pour g 2
— o, suivant que g 3

est positif ou négatif, comme

il résulte aisément du n° 551. Il est égal à i pour g3
= o.
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ordre. Le caractère de ces équations et la propriété de leurs coef-

ficients d'être des fonctions algébriques de g2 ,
g"3 , ne sont pas al-

térés si, d'une part, on change de variable indépendante, la nou-

velle variable étant liée algébriquement à g2 , g3 , et si, d'autre

part, on multiplie soit wa , soit r\ 0L1 par une fonction algébrique

de g2 , g$. En multipliant ainsi wa ,r, a par des fonctions algébriques

homogènes de g2 , g3 qui soient respectivement des degrés — i , i

,

et en prenant pour variable indépendante une fonction algébrique

homogène x de g2 , g 3 qui soit de degré o, on voit que les fonc-

tions A, B de degré o, qui remplacent coa , 7; a , vérifieront un sys-

tème d'équations différentielles linéaires (ordinaires) du premier

ordre de la forme

dx cfo
-y- = PA -+- QB, — = RA H- SB,

où P, O, R, S sont des fonctions algébriques de la seule variables,

comme le montre immédiatement la considération de l'homogé-

néité. Chacune de ces fonctions A, B vérifiera une équation dif-

férentielle linéaire (ordinaire) du second ordre.

Les renseignements qui précèdent et la remarque que l'on a

faite au n° 638 suffisent pour former les équations de cette nature.

Pour x = A 2
, A = K, B = E, on obtient ainsi les relations linéaires

(CXLVji) ; des relations analogues pour > , ,
2

s'en déduisent

par le changement de k- en À' 2
. On retrouve de cette façon l'é-

quation du second ordre (CXLV 5 )
que vérifient K et K', équation

qui a joué un rôle capital dans le Chapitre VII, et, d'autre part,

l'équation (CXLV5 )
que vérifie E; celle que vérifie E' s'en déduit

aisément. Si l'on pose

on obtient de même les relations (CXLV _ 7 ) : l'équation que vé-

rifie A est due à M. Bruns.

64o. Les équations (XC1I) du n° 640 permettent évidemment

d'obtenir les dérivées des quantités g 2 , g3 par rapport à (o, , o> 3 , et

l'on pourra ensuite remplacer les systèmes d'équations où figurent

les dérivées par rapport à u, g 2 , g s par des systèmes d'équations
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où figurent les dérivées par rapport à u, to,, w 3 . Pour les fonc-

tions homogènes et de degré o, on pourra introduire, au lieu des

deux variables w,, w 3 , la variable unique t = — > et l'on prévoit

ainsi le lien des équations (XCIT), (XGIIT) que vérifient les fonc-

tions d, da , avec l'équation

(xciii) i|_ /47t
,-« =0

du n° 166 que vérifient les quatre fonctions 3f.

646. L'équation aux dérivées partielles obtenue pour la fonc-

tion d jouit de propriétés importantes (*) sur lesquelles nous ne

nous arrêterons pas. Nous nous contenterons d'indiquer l'usage

commode qu'on en peut faire pour obtenir les coefficients du dé-

veloppement en série entière de la fonction du.

Gomme d(u; g2 , g 3 ) est une fonction (transcendante) entière

de Uj g2 , gz son développement est de la forme

où a, (3, y sont des entiers positifs ou nuls ; les coefficients ca^^ ont

des valeurs purement numériques qui dépendent de ces entiers.

De ce que la fonction d(u; gi, g$) est homogène et de degré i , on

déduit, en lui appliquant la formule (b), que les trois indices a,

P, y d'un même coefficient ca^ f
y sont nécessairement liés par la

relation — 4 a —* 6 (3 + Y — !••= o; il en résulte que, si l'on met

le développement cherché sous la forme

V = »

v = o

(2V + 1)!'

et si, pour la commodité des calculs ultérieurs, on met Av qui est

une fonction entière de g2l gz sous. la forme

où am>n est un coefficient purement numérique, m et n sont des

(*) Voir Weierstrass, loc. cit.; Halphen, tome I, page 809.
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entiers positifs ou nuls qui vérifient la condition im -f- 3n = v.

L'équation (3) fournit d'ailleurs immédiatement, pour le calcul

des polynômes A v , la relation

^A v _, 2 , ^Av-i (V — l)(2V — i)A
" = "*' -ïgT

+
3 * If, 6

l ***-

qui, sachant que l'on a (IX,) A = i, A, = o, permet de calculer

aisément ces polynômes; en y faisant

elle prend la forme un peu plus simple

A v = r %i h- .6*» %1 - (v- 0('v—

)

^ Av_, ;

.

J dx dy 3

on peut aussi se servir de la relation

«/«,« s(m+ 0«»j+i,«-i+ i6(iî + i)a„j_ 2,„+ i

-|(2/?i + 3n — i) (4m -h 6/i — i)a/n_liW ,

qui en est une conséquence immédiate. On retrouve ainsi les

nombres qui figurent au Tableau (XGII), nombres déjà obte-

nus (*) au n° 407 par un procédé moins rapide.

L'équation aux dérivées partielles (XCIII) permet de même
d'obtenir les coefficients du développement de <fa a. Il convient

toutefois de l'écrire autrement en y faisant figurer la dérivée par-

tielle -r-£» Dans l'équation envisagée les dérivées partielles sont

prises en regardant o*a comme une fonction de m, g2 , g$; si Ton

regarde <tu comme une fonction de u, g2 , gs, ea > on devra tenir

compte de ce que ea est lui-même une fonction de g2 , g3, et l'on

aura, en désignant par
(

—-
J

,
( T~^)' ( T~^ )

^es dérivées partielles

de c> a ,
prises dans cette nouvelle hypothèse,

5 S <l àg

(
!

) On trouvera dans les Formules, etc., de M. Schwarz les coefficients amn
pour toutes les valeurs de m, n telles que l'on ait im-\- 3 71^17; les quantités

que M. Schwarz désigne par am „ sont, en conservant nos notations, égales

à 3"a„, ...
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En remplaçant clans l'équation (XGIII) et en se rappelant que

quantité

équation

, . , 2 o de-, de~ . , , 2 , n .> N
la quantité 3^2^ + ^gs j- est égale a- {§e\— g2 ), on trouve

du* 3;-KS-:)—(g)-i^--](g)-h^-]^-
tfa est une série entière en a dont les coefficients sont des poly-

nômes en g2 , g's, ea qui peuvent être ramenés à ne contenir ea

qu'au second degré, au moyen de l'équation f\e\— g'-i^tx— #8= 0,

en sorte que l'on peut poser

V = os

"« = ^ (
Av+ Bv e« + G v e«)^ , A v = V a<%a g* g»

( 1 m -h 3 » = v )

,

' j^ m,/i o 2 03 v Zj »,«*|Oj

(am+ 3« = v + i), ( 2 wi -+- 3 /i = v -+- 2 ) ;

où a2J
f
„, &£?,,,, c^„ sont des coefficients purement numériques

comme il résulte de l'homogénéité. On trouve sans peine, au moyen

de l'équation précédente, les relations

dAv_! 2 dAv_! 2 7 (V— l)(2V — 3) :

Av = ,^3 "^"h 3^-^7-3^ Bv- 1
-h^3G- 1 6 -*V«:

R ,** ^"t v 2 „« ^Bv-i
,

5
o- r A

(v-.)(2v-3)

n ^Gv_! 2 _ ^Gy-1
., D (V — l)(2V — 3)

Cv = "**
"5K"

+^ ^r + J Bv- ~—

«

?! Gv' 2 '

qui, sachant que l'on a (XI 7 ),

A = 1, B = o, G = o; Ai = 0, Bj — — f. Ci — o,

permettent aisément le calcul des polynômes Av , Bv , Cv .
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xci.

Développements de pu et de Çw en séries.

p U = — -h C 2 tt2+C 3 «4 +C4 tt6 +...+ c r iû- r

y » e t c % c w c r

C 2 = —r—: > C 3 = -—— » Ck
=

•22.5
7 ?~2*.

7
^~^.3.52' "•- 2^.5.7.11'

c = *j .
il

c _ __£i^3
6

2 5 .3.5 3 .i3 2*. 7*.i3' ' 25.3.52.7.11'

c8

C 9 =

2 8 .3.5 3 .i3.i7 2*. 7*. u. 13.17

29^2^3
,

g'î

2 8
. 5 3 .7. 1

1

. i3. 19 2 6 .7 3
. 13.19

c 10 =
29. 3 2 .55.l3.I7 28.3.5.72.1l2.i3. 17

389^2^3
,

3.41.^2^»
11

2 9 .3.5 4.u. 13.17. 19.23 2^. 5. 72. u. 13.17. 19.
23'

„ #2
,

g\gl
,

3 #3
c 12

a".-3».5».ia».i7 2^.72.1(2.132.17.19 2». 5. 7*. i3 2
. 19

(r-3)(2/- + i)cr= 3[c 2 c,._ 2
-+- c 3 c,._3 -h ck cv- k+ ...-+- c r-2 c 2 ]

pour r > 3.

XCII.

Développement de a
1 u en série.

e)
2 C 2 ,f)C dtf

t

I
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XGII (suite).

En posant
g*> = 2X, 6 £-3 = J,

i a

., (JA v_i ^Av_j (v — i)(2v — 1)
A"=^ ^r + ,6*2 tf s * ;

tf«.n = (m h- 1) am+1) „_, H- 16 (ai -4- 1) am_2 ,ft+i

— |(2m+3« — i)(4m + 6/i— 1) am-\, n .

A 2 = - £?, A3 = - 6^ 3 , A4 == - | fi,
2 4

A 5 = — 18^2^3, A 6 = -^^1 — 2i6#f, A 7 = -^-^l^3 ,

a 0) o = i, «1,0 = — L
> «0,1 = — T

> ^2,0 = — 3 2
, «1,1 = — 2.3,

[a3>0
— 3.23, a0)2

= — »«3], «2,1 = 3 2
. 19, [a4i0

= 3. 107, « ]>2 = 2 3
. 3.23],

[a$,, = 2 2 .3 2.3n, a 0)3 = 23.3.23], [a s
,

= 3 3
. 7 . 23.37, «2,2 = 2 2 .3 3 .5.53],

[a4 ! == 3 2
. 5.20807, «i )3

= 2 3 .3.5 2 .3i],

[a 6)0 = 3 2
. 3i3.5o3, a3)2 = 2 3 .3 2

. 5.37. 167, a^ >k
= 2 3 .3.5 2 .3i].

XCIII.

Développement de &a.u era série.

3«M = 2
v —
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XC1II (suite).

. </A v_ t 2 , dkv-i (v — i)(av— 3) 2 7 n

t)B v_! 2 , ^B v_, (v — l)(2V — 3) 5 - .

r - ,., » dCv-'
,

'2 „ 2
dCv-i (v — i)(av — 3) _ „

Gv -"-^^T + 3^ "diT 6 «•.<V_+ 3BÏ_1 .

Les quatre fonctions 2r vérifient l'équation 4-^—-
— /\tzi ~—

xciv.

Développement de A>(u\ u ) en série.

„ / x
tf(w + u )

a1 u 3 u -[ao + ai" + a
2 2T

+ a3
3]
+ '-- _f" a

'i ^T
+

---J

3
a = i, a! = o, a 2 = — pw , a 3 = — p'

u

, a 4 =— 3p 2 u -\-
? #s ,

a s =— 2pw p'"oj

a 6 = — 5p 3 M -^P«oH #3, «: = — 3p 2 w p'w — 3^ 2 p'w ;

7

/< — 3 p w 2 c 2 2 c r
a« == 7 TT a«— 2 H- 7 "TT? a«-4 +»...-+ ; TT a «-2/'

(/i — 1)! " (ai — 2)! " * (/i — 4)!
"~* (n— ar)! • K)

où l'on a r^ — et où c2 , c 3 , . . ., c r sont donnés par le Tableau (XGI).

xcv.

Développement en séries des solutions y de l'équation différentielle

dyX*
£] ± &*!&**• *

y VC
[i ^ ° 3! ' ° 5!

+, "+
° (am-i)!7T J

et, en supposant a - 1- b -h c = o,

sont des solutions de l'équation différentielle, si l'on prend pour les coeffi-

cients A les valeurs qui suivent.
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XGV (suite).

A«
1

1
' = 2a, A^r=b;

A
2
2) =2».3.a», A\*> = _>*. 5ab, A f 2

> = ô*-+-a«.3ac;

A
3
3) = 2*.3*.5a», A

2
3 > = 2 3 .3.5.7« 2 6,

2.7.i3a^2-f- 2 3 .3 2 .7a 2 c, A ( 3) = 6 3 -+- 2 2 .3. 1 1 abc;

2 7 .3 2 .5. 7 «S Aj*> = 26.3 3 .5.7a3 6,

2 4 .3 2 .7.23a 2 6 2 -f- 2 6 .3*.7a 3 c,

2 3 .5.^iaè 3 -f-25.3 3 .5 2 a2 6c, A ( 4) = 6*+^.3M7<ri6*c-4-a*.3*.7rf*c*

28.3*.5 2 .7a 5
,

A (

4
5 > = 2 7 .3 3 .5 2 .7.ua^,

2 5 .3 3 .5.7.n 2 a3 è 2 -h 27.3 4 .5.7.na i c,

2*.3.j.n.«227aï 6 a -f- 2 6 .3*.5.u.i3a 3 6c,

2.ii 2 .6i«6*h- 2 4 .3 3 .n.i39« 2 6 2 c + 25.3 3 .7. u 2 « 3 c 2
,

65 -+- 2 3
. 3 . 46 1 ah* c H- 2* . 3 3

. 307 a 2 èc 2
;

2 10 .3 5 .5 2 .7.na 6
,

Al6) = 2 9 .3 i .5 2 .7.n.j3<25 6,

29 .3 5 .5.7. ii. i3a 5 c -h 2 7 .3 3 .5.7. u. i3.fôa'*b 2
,

2 8 .3 i .5. ii. i3.53a 4 èc -}- 2 6 .3 2 .5. 1 1 . 1 3.479

#

3 6 3
,

2<\3i.7 3 .ii.i3tt 3 6 2 c-r- 2 7 .3*.7.u.i3. i7«*c2 -f- 2 3 .3.7.n.i3.63i a2 6\

25 .3 2 .5.7. i3.i37a 2 6 3 c -f- 2 6 .3 3 .5-7.i3. io3# 3 6c2 -h 2 2
. 5. 7.1 3. 73 ab»,

6 6— 22 .3. I92 .23a6 4 c h- 2 4 .3 3
. 19.499 a2 6 2 c2 -+- 2,6 .3+.7. 1 i

2 a3 c 3
.

= (2/- — 1) ira A}*?, H- (2/* -+-
1)

2 6 A {

r
n) + (2/- + 2 ) (ar-+-3)c A&>,

(r = o,i,...,/i + i);

A (

/
2) = o pour r<o et pour r > /z.

A^

Ai*> =
A^ =
Ai« =

Al*> =

Af5) _A —

A< 6 > =
A^' =

Ai»> =
A f

2
6> =

A\«>==

A(6) =

A'
}

."+ i>
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XCVI.

Valeurs pour u = o des dérivées de snw, cnw, ànu.

sn'(o) = i, -sn'"(o) = i -+- #*, sn,W(o) = i •+- i4**-t- **,

— sn<VI1 )(o) = i -t- I35A-2 + i35X:*-i- k\

sn<«> (o) = i + 1228**4- 5478 A* 4- 1228 A6 -h A»,

— siHXI > (o) = 1 + 1 1069

A

2 -4- 165826 A* 4- 165826 A* 4- 11069*» 4-

*

10
,

W» «?«> (o) = 1+ 99642 A* -h 449435i A* -h 13180268A6

H- 449435i A» 4- 99642 £*<> 4- *»*,

— sn<
x"(o) = 1 -h 896803 £2 + 1 16294673 A* -+- 834687179A6

4- 834687 179 A-8-t- 1 16294673 A™ 4-896803 A* 2 -+-A-n.

cn"(o) = - .1, cn<2v)(o) = (- i)v[, -+. A (

1

V)
A2 + A (

2
V
»A* +...4- Agit*!*"*],

dn"(o) = - A 2
,
dni2v)(0) = (_ i^AJI^ï + A(,

V12 A* -+-...H- A}»***-" -h A2v]
;

A</» = i; A< 2»=4; A^> = 44, Ai»=i6;

Ai4) = 4o8, A^> = 9ia, A (

3
4

> = 64;

Ai»» = 3688, AS»» = 3o768, Ai«) = i58o8, A<
4
»> = 256;

A^» = 332i2, A'/) = 870640, A'
3
«) = i53856o,' A«

4
«)=2593a8, A^ = io24;

Ai7
» = 298932, A

2
7

> = 22945o56, A (

3
7

' = io6923oo8, A
4
7 > = 65oo8896,

A'
3
7

' = 4180992, A (

6
7

» = 4o96.

sn(a, A)

VÂ^^ÛS^W

(«j— es)
6 i6(«i— e,)«

27 A 4 A' 4 27
v y '

y y —

1

XGVII.

Dérivées de -pu en fonction linéaire des puissances de pu.
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(2)

(3)

)

(5)

CI,

ÎZ(u) -f- Z(a) — Z(u -h a) = k* sna snu sn( u h- a)

£ 2 sna / o sn« r]= —; en a — en ?/, cnO h- a) — dna — dn««dn(j< + a) ;

clna L v /J cna L v /J

snacnwdn(?t + «) = dnasn(« + a) — enasn m,

en a en u dn(w -f- a) = dna dnw cn(;« + «) + À' 2 sna snu,

dn a cnî< sn{u h- a) = sna àn(u -f- a) -~ sn/£ en (m -f- a),

X'2 en a en w en (m h- a) ='dnadnw àx\(u -+- a) — A' 2
;

70 / x 7^ sn(« -t- a) _— A- 2 snttsnwsn(M-h«) = A: 2 -=

—

[en (u — a) — en a en al
dn(f« + a) L

~
J

sn(u-ha) _.•"•' Nii-,= -« an (w -4- a) — dna dnid,
en (m -l- a) J

sn(z* -h a) cnadnu = dn(u -f- a) snu -f- en(*/. -h- a) sna,

en (m -fl)cnadn« = dn(i«+ a)cni< dna— k' 2 sn(u-\-a)sna

dn(w -f- a) en a sn w — sn(u -f- a) dn u — sna en w.

CIL

i T(«\ - -L- %& - 22EÎ
</-* 2.^+3 2.^-.. .

) ^
; 4K2 2r4 (o) K 2

i— a^H-2^*— 2?»-+-...

E 1-*-*'
JL.

'--
f

E
,

3 Kv/^-ea K
'

(•2) 5 r- zz = I — —,,

(3) EK'+E'K — KK' = -;

(4) A- 2 sn 2
*/. = Z'(o) — Z'(tt), Z'(K) = Z'(o) — A 2

.,

E
dn 2 a du = p i< -H Z(« )i

_ i .
/*"

/t
2 sna en a dna sn 2 m 7 _. > 1 , 6(a — /t)

IIO, a)= / r= 5
du = uZ(y.)-^-\oS -±

[;' J 1 — A 2 sn 2 a sn 2 w /
2 °0(« + m)

am u — I dn u a7

?/;, co am u = am ( K — a),

(6) { sin amu = snu, cosara« = cna, Aama = dnw,

am(ftK) = /i-> am(M + 2/iK) = ami«+w'ir, am(-w) = -amH,
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CTI (suite).

(8)

(iO

(i)

00

(3)

(4)

(5)

E = E(K)= f dn*Çu,k)du,

(9) E'=E(K')=/ dn*(u,k')du,

(10) n(K, a) = KZ(a) = RE(a)-aE;

' f E(u)du î§"» ©(m)

_,, N Q'(w) T1/ . „, . i, Q(u — a)

cm.
Formules d'addition de Çu et pu.

y/ _i_ \ y y ! P' M + P' fl
C(z*dba) — Cwzp £a = - - — ?

2 pw-pa

p(wdb a)— pu = r £ -^— •
"

-2 du l pu — p a J

Ç(m -+- a) H- Ç(m — a) — ilu =
pu — pa

f tfu-h-a) — Uu — a) — -ila = —

—

:

i

.

p« — pa

t \ f \ P'2ll— p" u (pu — pa)
p( „_i

. a) +p (
„_ a) _ 2pH = t

—

(;u _i a)i
y

/ n / x P' u P'a
p{u + a)-p{u-a) = -

{pu __ pa)t ;

1 p'u—p'a _ [p(i( + a)-pu][pM-pq.1 + }p"it

2 pw-pa p'w

_ [p(»+^)-p«][p«-p^] + l pV,

PK } itpu— pa)*

4 L Pu — pa J
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(6)

(7)

(8)

(9)

(io)

(il)

CIII (suite).

(pupa-h^f) + g3 (pu-±-pa)

p{u^-a)p{u — a) =
{pu — pay-

PU»)*-r»P« + j ,,
Ip^t _(p

2^f) 2+2^^,
P"«

P(« + ^) — p'(a-t-6)

P« p'«

P^ P'b

pu p'u
j

P« P'a
|

= —

P* P'& i

p'a—p'b p'b — p'c p'c — p'a

2(f(a — b)<f(u — a)(f(u — b)*(u b)

a-3 a ï*b<f*u

pa — pb pb—pc pc — pa

pbp'c — pcp'b _ pcp'a — pap'c = pap'&- pbp'a
.

p& — pc pc — pa pa — p6

[fl + 6 + c=o, modd. 2u>i, 2w3 ].

p6pc+pcpa-Hpap&-hÇj =(4pap6pc— gz)(pa + pb +pc),

[a±6±c = o, modd. 2W], 2co 3 ].

(4pap6pc — ^)(p«+p^ + pc)

— Ipbpc-hpcpa-hpapb

(12)

gi

&(a -i- b h- c) a1 (a -h b — c) a1

(a — b H-c) 3*(— « h- /> -+- c)

tf4 » 5+b 3'*c

= —(pb — pcy~[pa-p{b +c)][p«-p(i-c)j

= -(PC-P«)'2 [P^-P( C +*)][P*-~ P( c — «)]

= — (P« — P è )
2
[P c — P(a-hb)][pc— p(a— b)];

P'a — P'b _^
p'c — p'd

;

p'(g-+-6) — p'(c-K/)

pa — pè pc — pd ~"
p(«-+- 6) — p(c-{-d)

p'a — p'c p'b—p'd
i

p'(a-î- c) — p'(b-\- d)
%

pa— p<

i pu p u

i put p' ut

P^-D(ao)

»(«-!)

pb — pd p{a-^c)— p[b-^d)'>

(— i)»i! 2! ... /i !

a»)
(«i)

1 p«« p'«« ... p^-^C*»)
T. et M. - IV.

= (— i)»i! 2Î . .. ni

3(u -h Utr+-.X -JJo'Cwa— a?)

(a, p.)

a, p = 0, 1, 2, ..., rc; a> 3)
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CIV.

ipU)\-\- 2q(M S

0)

(*) Wn (ll) =

; (p= o, i,a, ...,n — i; q == o, i, a, . . ., n — i).

(-i)«-

[i\il...{/i— \)\]'

pu pu
p"u p'"u p

{ri) u

p^-^iu) p {tl) (u) ... p^»-V(u)

(3) W2V+1 (>) = (2VH-I)
] [ (pM-p«o,?) ] [ (pu — paP:f/):

q = l

w< ,(w)-4vp'w
J J

[pli -p(w 3 + «,,,(>)] ] | (pu — P<*o,g)

(4) q=V — 1

,,= 1 ^=-v
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GV.

La fonction ls(p) est une détermination de logsimrp holomorphe dans

tout le plan de la variable ç, où l'on a pratiqué une coupure, le long de

l'axe des quantités réelles, de — oo à o et de i à h-qo. Elle est déterminée

par les inégalités suivantes, où l'on suppose v — a -+- bi, a et b réels, n en-

tier et où les logarithmes doivent être remplacés par leur détermination

principale.

PARTIE SUPÉRIEURE DU PLAN; b > O.

An — i 4 n -+- 3<a<±

h(v) = log simrc — i /itc/,

4/1 — i

a = ,

Is(t>) = log cIittô — (in — i)tzL

BORD SUPÉRIEUR DE LA COUPURE: b = O.

(0

•i n < a < a n -+- i

,

ls(p) = log simza — imzi^

2R + I <a<2/i + 2,

ls (v) = log
|
simra

|

— (2» + i) iti.

PARTIE INFÉRIEURE DU PLAN; b < O.

\n— i 4/1 -h i
2 < a <—

2 2

ls(p) = logsiinre -h ihiti,

An — î

ls(t>) = log chu 6 h- (2/1 — i)izi.

BORD INFÉRIEUR DE LA COUPURE; 6 — 0.

I 2 n < « < 2 n -4- I
,

> ls(i>) = log sinira-4- 2/itt

2/1 + 1 < a < 2/1 -h 2,

ls(i>) = log
j
sin-rca

|

-+- (in +- 1) ic*.

Dans les formules suivantes, v étant mis sous la forme e = a-h(k, où a,

p sont réels, on suppose.
|

fi |
< i pour les deux premières formules (2),

1 a |<| pour les deux dernières formules (2) et pour les formules (3).

,
rz= ce

'

log 2r 1 (0 = log^;(o)+ls(^)+^
/

,
(i ^

2

^ /
,

)

(2sin/-7r t>)^

r= l

rr= 00

logSr2 (^ = log^(o)+ls^+|)4-^(-iV
r( J_

2

^ /
,

)

(2sinr7r^.

(2) /

log3r3 (0 = logSr3 (o) -fc^ (-Or
r(|i^r)

(a »inr**)

7-=l

r= *>

lo g 3r4 (p) = log2r4 (o) -+-

]g r (i-q^) ^ sinrir^
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(3) <

GV (suite).

/•= 00

logsn (2Ki>) = 2log2r3 (o)-hls(p)— jV j--
q

- (2sin;-7io)2,

r=.\

logcn(aKiO='I»(p-HÏ) —2 ^.^ (
!l ,^,-j

(asinrrcf»)*,

log dn(2Ky; = -^ (2r _^/_^4r-2)
t
2 sin

( 2 '' - 0*1»?;

i SrW") i~ ; C0t7T^= > — Sin2/'7TP = > 2 .

i 3r'
a (p)i j,(c) i v /

gr«"

ï-7 :

sins/'ic 2^

</" COS2 7TPH- q<

— q
2s sin27ip

(4)

rs = > (— iV r-Sin2/*7TP= >
4t: &,(p) ^ V

' i — <7
2/" —

27 25 C0S27TP+ 7
/

1 ci7-*s_1 Sin27TP

I -H iq is~ l C0S2 7TP -h <jr^-2

I 4 u 2r4 (p) ^ 1 — q
ïr ** I

7 2*- 1 sin2 7cp

Zqîs-l C0S27TP-f- 7 25 "

Si x est mis sous la forme x = 2Ka -+- 2i K'[3, où a et p sont réels et si

l'on suppose
| (3 |

< -\-, on a

Z (kar) = ^2 7-^ sinr™ =Y^ H qHtS~ l) S{nrr'

(5)

271 ^ 7-*- 1 smnx

(6)

7 2*-l C0S7T^4- jT*«-V
s — l

r=x>

-r—r K 2 sn 2 (2Ka?) = V /y
, sin 2 nr;r.
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CVI.

Si u est mis sous la forme u = 2aw
1 -h 2 f3o) 3 , où a, (3 sont réels, et si

Ton suppose
|

(3 |
< t pour les deux premières formules de chaque groupe,

|
fi |
< i pour les deux autres, on a

logO'M es log log sin
77 2 0»!

°
'2(0!

(I)

V< <7
2r / • rirw\ 2

/•= 00

i
r,.w2

, 77 u v*i , x Q ir I • /'77m\ 2

loga^ u = -i -+- log cos h > (— i) r -7-^ r- 2 sin ,

2Wi 20)! ^ /'(l — ^
2r )\ 2Wi /

r = l

/*= «

log 3*4 M = -ii h > (— t)'' -7—^ — (2 Sin ) ,

/* = 1

r = ao

log ^3 m = h > —;—-—r—
( 2 sin ) ;° 2W, *à r(l—q*r)\ 20),/'

lu
rn u 77 77a 277 x^ Q lr r-u 277 v^

cot = — > -1—— sin = — >
0)

t
2C0! 2W! 0)

x
Jmmà I — q^ 0)j ti>

t
—m

q
ls sin

CD,

s=l I — 2<7 2*C0S \- q
l

„ T\U 77 77 U 2 77 XT' / % <7 . r TZ U 2 77 ^
Ci w !

1 cot = — > (— i)r *
a sin = — >

Oii 20)j 20)! lx)
l
Jmà 1 q- r LO

t
0)

t
émd

q-s sin
u>,

1 I -r- 2c7 2 * COS
Wl

— «25-1 sin
T
it U 2 77 v^
O), CD! ^d V '

r=\

rr.u 27C—;—— sin
1 — q

2r CD! O)

27t ^1
(ô7 —

Wl

~1 I-T-2t7^- 1 C0S h? 4*"2

0) t

Y IjlU 277^ ^ r ''T:« 277 V^
£3 " — J— = — > —L—r- sin -—

- = — >
Wl CO, ^d I q

ir
LOi CD! ~

q^-i sin
tu,

(3)

r = i 5=1 I — 2<7
2*- 1 COS h l7

45-2

w l

/' = oo

rjl / * V , „ ^W 2 77 2 V1 rtf 2 '' /'77M
pil= ! Kl COSeC 2 r- >, 2—r- COS >

CD! V^Wi/ 2CÛ! (t)f jtmà I — <7
2r

0)i
7'=1

r= oo

», / 77 \ 2
, . 7TW 2 772 V^

/ x
r9* r T"!ZU

p(> + o, ) = — — -+- ( séc 2 - y (—\) r 7
, cosyy

W, \2U),/ 20)! a) 2 jLà '
I— t7 2r Wi

/• = 1

r= »
t,i 2T7 2

"V"i / s rq r rr.u
*(" + W2) = - s; " -sf1 (

- ,)r
tttV'

cos
"^T

'

r = l

r = »

Tii 2772 ^ rq r rr.u
r

0)i 0)f Jmd. I — t7 2r O)!
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CYII.

Dans les formules suivantes relatives aux 2r, on n'a écrit qu'une formule

sur quatre, les autres se déduisant de celle-là par l'addition de -i soit à v,

soit à w, soit à chacune de ces variables. D'ailleurs on déduit aussi aisé-

ment les quatre formules relatives aux ?! des quatre formules relatives

aux p que l'on a écrites. Le symbole Si(a) veut dire partie réelle de a.



TABLEAU DES FORMULES. lo3

CVII (suite).

(2) [suite].

n = » 72= 00

p\(l)p>Jxy) _ 2 y^
g^n-i x-2n+iy-^ ^ qin-\ xin-\yt

?i{x) p 4 (j)
~~ X — X-l ~*'*2d l

—y-*gin-l 2^ 1 _^2<?p
2»-r'

M = 1 » = 1

l_ o > (— i)n Z -L 1_ o > ( t\h 1 Z—
P2(^)P3(JK) X-+-X-1 — i^y-iqin-i ^^ H-J 2

^

--(7)<-(9<-G)-
rt=oo

:>', (o)2t3 (p -+- tv) 1 ^ ty
2«- 1 simr[(2n— 1)^+2 tv]-f-t7 4' /l- 2 sin(2/i— i)ttp

| 71 2Ti(i>) 53 (l*>) 4sinTC^~ >— 1+ 217 2"- 1 C0S2TCW -+ y*»-*
« = 1

(3).



io4
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CVIII.

Dans les formules suivantes, on n'a écrit qu'une formule sur deux, les

formules non écrites se déduisant des formules écrites en ajoutant A à la

variable v.

(0-

i 2r'i(o)3i("

Bç2rt (o)5,(e

1 ?S\(o)^k (v

i~272 (o)Er3 (^

j 5»3r
3 (p

\tc 5s (o)2r x
(v

1 ?J\(o)^fi(v

1 2r'.(o)2r4 (i>

iir3r4 (o)2ri(t>

p 2r4 (o)3r4 (e

-tg7rP = > (— 1)«— --—— sin2n7tc= > (— 1") 2L. _,

n=\ n=\

n= 00 /i:= 00

1 V/ n„ y" V/ v« ^
2rt~ 1 COS2 7:^+«' 4 'i- 2

-7—7 (—l)'1 ^—— COS2/l7TP= > (— l)«—2 * . -,

4 — ï-f-? 2 " ^ ' I+2^ 2«- 1COS2U(^H-^*"- 2

N — 1 W =r 1

(2).

-p-î = > '— -Sin(2n—iWP — > ( [)"— /—i-2 -,
4siniCP éJl+ff2"- 1 — * I

— 2<7 2 "COS2TT^-f-ûr*"

n = 00
jj

« n ^ 00 ^ i_W « <7
2

• / W n , (1— q tn~ x )q
2
siniri= > (— i)»-i—-?—-— sin(2^ — 1)7:0 = > (—i)«-i _i- _/— r*

« = 1 n = 1

(3).

« = 00

— —: = > —2—-

—

rSin(2n — 1)7
4simrp idi- ^

2«-i v

71=1

n — 00 «—

—

n = <x>

V' 7
2

• / V* (i-\--qln
~ x )q" *sinict>= > —2—_— sin(2/i — i)tîp — > .—; 2—;—

^

^ri (1 + q
2,l )q n sinTTC

^ I— 2^ 2"COS2 7:PH-^ 4 "

C0S27TP -+- q<

Les seconds membres de la première de chacune des égalités (CVJIIi )2)3 )

convergent pour — <<îl(-j<Jlf-rj<#l(-j; les seconds membres des

dernières égalités(CVII[ 1)2 , 3) convergent pour— & (4 j
<2<#U -j <&(-. )•

Les derniers membres de toutes les égalités (GVIIIi,j, 3 ) convergent quel

que soit v.
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CIX.

Dans ce Tableau on n'a écrit qu'une formule sur deux; les formules

que l'on n'a pas écrites se déduisent de celles que l'on a écrites en ajou-

tant 1 à la variable v.

m = « n = »

— lr4^ — t-- = y y (— i)»fl»<****-*>MB(ajfi — i)ice
4ttSt 1 (p) 4sin7TP £d jLk

y
'

^ }

m =. I n =z 1

« = oo

_ "^ — L7 2,i sin(2/i— i)icp H- c7 4/i sin272irp

n = l

n=l

sin

i — iq in costc^ H- ty 4»

qXn-t sin(2rt — 2)ttp — t/ 4"-2 sin(2Aï — i)t:p

I — iq ïn- 1 C0S7IP -I- gr*«—

2

în-ûp > (— i)« ^—

—

jU. i — c7 2/i C0S'2 7r^ -}- q
ktl

n = \

_L |i^ = V (_ ,).,(" ^) + y V (_ O-^l'+l) +*" (" + i) (.t. + *-.«

n— m = 1 n =

I
g-n-z

I -h 2c7 2 'i- 1 COS2TrP -+- ty 4"" 2

[

(2).

i ^(o) r v^ . cos(2n — i)tzv — L7 2,i cos2«t:p

'\1Z % 2rf(P) \%\ïl t 'KV *aà * I 2t7 2rt COS2TTC -i- <7
4/i

//=Z 00

i S^2
( o ) _ _L^i _ cos(2tt — i)tzv -i- q

2 '1- 1 cosinnv

f /• i ,mv x ^i(o) Sr'.(o)
Les formules (LlAi) concernant = '

et—W sont convergentes pour
3rj(p) 3r

2 (p)

— Jl(^)<«SR.(-7) < #1 (
-

) : celles concernant —-7— et — sont con-

vergentes pour -Ah) <2^h) < A ( ïV



(I)

(3)

(4)

TABLEAU DES FORMULES. 107

CX.

/l= l

71=1

rt= 00

t: 2 2tc2 ^1 nq n

~
12C0f ~ »f Jd 1 -r-<7"

, . t:2 27t 2 ^1 nq-n

1,1 ~ 72^ "" "^7^ I — ?
2
«*

ra= l

V^Wi/ \ 3.D- -— I — q
ir

28 V 2w l/ \
33 -7 3 Zd l — q

2r )'

>.K . x^ <7» ^n - • . tf
2 "-1

n—l w=l
71= 00

I = Lti h. 2 y (_,)»-. ( !

n — 1

I-^ :

„ n — 1 . /z— 1

— /* = 2?*> -ï
l
= 2qT > (_l)"-l —

i

j-^" n _ - ^" n — -

»= i I + jl 2 »= 1 I <7

(5) / =2 ?iy(-i)«-if(«-i)ii
2«-l

r2rt-l

<iq

n= l

(6)

2 5 (" i )"~ i y***"11

i«—

2

(H-ûr 2")(i-t-£ 2"- 2
)
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CX (suite).

i n—»

/l = 1

(7) <

n= oo

I. J7 — I7Z = 1

I -h 2*"- 1
I "4- ^

4"-3

w' ?*-*2,-^-«2<-)^î^
w —

1

n= l

n — oc «= oo

( 9) !!f = , +( y (-).-g- = , + 4Y(-,). y";'

,

n =

/2 3=

(«•) Ç*-<2<—
•>r^'=*2*"^2/i-l * ^ 3 (I— y»»-l)2

n = 1 « a: !

7T 2 J^ k (l-h tf
2 ») 2 ^ I

(12)

( I
_4_^2/t)2 4U^ ' H-çr 2 "

R= oo B— - n = oo

4K 8 v^ tf
2 v^ —- i — tf

2 "-1
i—

- A-A-'= 4 \(— [)«-i(2/i- r) —2-—- =4 > (— O*" 1 ? 2
r-—^r-r

Intégrales des fonctions doublement périodiques.

CXI.

i- -Ç», j2 --3T + 2lT3' h ~^T ~^5^ U ~
{~'^5'

pWu gi p'u gt 5g\u
t

_ p
(v,I} M ^j P^w 5^ p^u _ 7jj * gj^tt

,

5

9 ! 2 2 5! 2 2
. 7 3! 2*. 3. 5

^ 2.3.5'

_ pi»>K 3^ 8
pW M 3 g» p" m 17^1 £lîf

3. a9 g,g, / 3.5g» gf \

6 n! 2.5 7! """2.7 5! 2*.5 2 3! 2*. 5.7.1 1 * \2«.7.u 5.1 1/
pMu 21± P

(T")K
_^ £î P^ . 7^1 Plff ,

3.23g2 g3 £^
i3! 2 2 .5 9! ' 2 2 7! 2». 3.5 5! 2*. 5. 11 3!

'•"ffl g£| \ 433 g 2 g3 "

2 6
. 3.5.i3 2.7.13/

s
2*.3. 5.7.13
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CXI (suite).

p^ Ill)
ll 1g-2 pt">M 'Igi p^ llhl 1%g\ pWll tfgigz p'"ll

22.3.52 7! 7. II 5

i».5».i3 22.72.13/ 3! 23.3.5.7.11" V28. 7. 11 22.3.5.11/

P
{n) u + 3^2 p^

XI
^/-

+ 3V3 P
(,x) " + 3. .3^1 p("')g

+ 3».i3g,ga PW«
17! 2 2 .5 i3! 22 .7 n! 2*. 52 9! 2 4.5.u 7!

,

/ 3.47^1 ,

32. 53^1 \ p
« u 32.181^2^ p

' M

25.5 2 .i3 2*.7«.i37 5! 2 5
.

S

2
. 7. 11 3!

7.11^ 33. 223^2 ^I \ * / 7/ri 383^1^» \

28 .i3.i7 22.5.7.11.13.17/ " \2.5.u.i7 2 3 -7. 1 1 . i3. 17/

p(
xv,, )„ ^-2

p(XHl; M 5^ p(x») M 29^| p
(IX) M 3.17,^9^3 p'

vlI) M

19! 2 i5 ! *2.7t i3! 2^.3.5 11! 22.7.11 ()!

,

/ 587 ^S 5.i 7 ^2 \ p
(v) M &ig\g>t p'"u

"V 23. 3. 52.1 3 ' 2^.7.13/ 7! a*. 3. 7. 11 5!

/ 3i. i453^| 3.i587i^2 ,^| \ p'u

^28.3.53.13.17 2^.72.11.13.17/ 3!

_325j^|^3_ + a.5gf \ + / i357 ^|^2 ^ i3.i7ff| \
B

2 5 -7.I I.I3.T9 7.I3.I9/ \24.7- H .13.19
~
X"

2 10 .7. 1 I. U)J

p(2rt-3) w _!_ L_^ p(2«-5) w _

(2/i — 1)!
^

(2/1 — 3)!

B"> B {n K
p(ti»-tr-»)a+ . . ._,_ ^_1 p' M _ Bi*»! Ça 4- B|»> u

(2/î — 2/'— 1)!
r ""

3

1+1) - (^^-ar)(an-ar+i)
R(/i)

-ik-i
B(II-i> _ .

»-'

("/• = o, 1, 2, . . . , n -i- 1);' B (

r
w) = o pour /• < o et pour r > ».

CXII.

(I).

j - r
rf"

* J {pu-pvy
. 3(u — v) ., , -
QOr -^ . = 2î*!> -+- p V. Jl,

^( W -p)-H(« + ^) = Af M + A^J 1
+AWJ 2 ,

lp(«-0-ip( W 4-^) = A^) M -i-A(
1
»)J

1
4-A

2
t)J

2+ Ay»J3,

ip'(w-0 + ip'(^ + ^) = A[
)

2) M -i-A«
1
2)J 1
+A

22)J 2 ^A'32)J 3+ A'
4
2^J

i

ip(»)( u _ (
,)_ipw)(_ H _ t,) = À'; +1 'w + A l

1̂

, )J 1
-A 1

2
'i+1, J 2

-+- k'f^h -h A^+i'Ji +...+A^Vj-



I 10 CALCUL INTÉGRAL.

CXII (suite).

(i) [suite].

o?w" pw— ?v (pu—pv)* (pu — pv)n+i

,
r By> Bgj Bfe I^ pu
l(pu- P i>y^(pu-pvr " (pu-pçy^j

A^ = pv, A(»'-lp%-, AÏ» = Ip>, Bjf'-Ap'p,

A<i^-p'P, A^ = -lp"V, A^=-fpVp'V, A(^ = -p'3p,

A< " = p'V, A< 2
> = ip^P, A^=f p'*p-H24p'*P.pP,

A?> = 6p'pp'*P, A^ = 3p'*P,

A<*> = -p"V, A^) = _lp(v) P
, Ai« = — ^p^p-h-JpWppp,

Am _ _ 15 pV(p" 2 ^ -f- 8p' 2 ppp), A (

4
3) = — 3op'Vp' 3 c, À (

5
S, =— iap'§ f.

Bi"
+1, = (i-v)At)

1 ;

AVi+n ==-2(2v+i)BVV2-i2vp^B^ 1+(i-2v)pVB^ ,+ (i-v)p'2pB^,;

(v = o, i , 2, . . . . n h- 3 ) ; B {

v
n) = o pour v < 2 et pour v > n -+- 2.

(2).

du
l

'l 'fl^ e<x)
n

A^'= lp"u> a = 3e|-£? = («a— «fr)(«a- *y)i
4

p'(w— wa)= 2wAio)+i2ea A (

1
0) J,-r6(A'; )*J t ,

p
w(M-iua ) = 24w«*A^>+72(acJ + AÏ»').AV>, J 1

+ 36oea (A(1°')
2 J2-Hi2o(A\^)3J 3 .

(3).

Si p est une quelconque des solutions de l'équation pv = > on a

/apw + p _aw ao — (3 y /" rfw

YP«-+-8 •

a "^
y

2 Jpu — pv

au ao — Sv ri

Y Y P t>



TABLEAU DES FORMULES.

CXIII.

Si y est solution de l'équation différentielle (

--f-
) — ay'* h- 6j' 2 -+- c,

un a, en posant J„ = / yn du,

Fot'r le Tableau placé à la fin des formulés (XGV).

B<ji>s= — 6, B\2) = — 2.56, B
2
2

> = 3 2 6 2 — 2 2 .3ac, By*' = — 5. 76,

B
2
3

> = 7 .376
2 — 22.32.7ac, B (

3
3

> = — 3 2 .5 2 6 3 -}-2 2 .33.5a6c,

B',*J = — 22.3.76, B
2
4) = —2 3 .3 3

. 7 ac + 2.3.7 4?6 2
,

l

3* , = — 4.322963+ 2*.33.59«6c, B (

4
4 î=: —

2

3
. 33.52. 7 a62c-^- 2*. 32.5.7a 2 C 2+ 32. 52.72 ^,v

;

B'."> = BJ-f-*
1— ( 2 n — i)2 6 Bjtï 1 »— ( 2 /i — 2

)

2 (2 /i — 3) (2 /i — 1 ) ac &<£? '

,

( r = o, 1 , 2, . . . , n ) ; B ( "> = r , B (
,.

rt) = o pour r < o et pour /* > /î.

pm = - 46, pV
2) = — 22.56, p» = 2 6 6 2 — 2».3««c, p^ 1 =— 23.76,

££>=: 2*.7 2 6 2 — 25.3.7«c, plj
3)^ — 2«.3*è* -4- 2<.3.i3a6c,

^4)^ — 23.3.56, p
(

2
4) = 2*. 3. 7.i362— .2K3Kyac,

- 2 8 .5.4[6 3 -+-2 6 .3 3 .5.ira6c, p
(

4
4 > = 2 14 .3 2 6 4 — 2 1 ^33.i7«6 2 c-t-2 7 .3 3 .72«2 C 2

:

P<»»= P«."-l)— 4/l2 6 ^«-I^ — 2/1(271-1)2(2/1— 2) aC^2)
?

(/• = o, 1, 2, . . ., n); P
( M) = 1, $

{

r
n) — o pour /• < o et pour /•>/?.

pu) = _.2C
,

p(2) = 9 5/3Cj p»>== T-27 .3*à*c-t-2*.3.5*ac*,

pw = 2 13 .3 2 6 2 c-+- 2 4 .3.5 2 ac 2
;

p(«) ^ — ^a^ po»-i)_ 2 /i(2 7i — i)*(2/i — 2)acp<»-ï)
.

(2).

f$M(u)du= log[5yo (ï0 — £po(")],' / £ («)<*" = — «««— £(*)•

fao*(u)du=
T

log[y/ea—

e

r ^ a (w)-i- y/ea— e^ya (M)] 7

/'e.( (ea— £p)(<?a — e
r )

&a(u)du= ._i_ log [SY
p(a) + /«p— *r 5op(w)]> f^Mdu = îl^-±-

i./ pq — /»., 1/ y
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CXIV

fu

fïao

I
Çao

u)%oQ(u)du
«S / ty*(ujdu—

'

\\v${u)du,

«)?SaOO<*« = — 5ya("),
6 a ~~ e

Y

u)%fiy(u) du log$
Ya(w)i

a — c
y

«) £So ( « ) ûf« = — £yo ( «),

M)£a8("Ww== / Ê8o(«)rf« + («8— ea) I %o$(u)du,

m) ÊSy (")<*" =ÎOg{ y(«),

u)t ay(u)du=^^ f tfo(u)dù—
6*~~ e *

fitf(u)du,
p y *^ p y «^

M)îY
8(a)rf« = îcB(tt).

GXY.

/ sn a du =r — t. log(dnw -h Acnw), / en u du = - log(dnw — ftsnit),

f dn

./ 5T3 = F log

ttflfw = nog(cnw— jsn«),
m— en m

/ = lo
i

/
cfa — _L 1

cn « + *j£ sn w.

c\nu
~~

ik'
° dna

(2).

d n m -t- X
'

u

i — A: sn k

/sn //. . i . on u
du = y-, log

en u k en

/cnu 7
î

,-— du — — T log

J sn

/^ sn tt , * , tÀ — k en w
/ 1— du = 7-7-, log ; ,

,7 dnw kk' & dn«

/cnw
sn u

du =/lO£
\ — d n u

'dnw . , t — cnu
du = log

u sn u

fana /
I du = loç
/ en zt



TABLEAl DES FORMULES. Il3

GXV (suite).

(3).

/ sn u en u du = —
71 c' n u

i I sn u c' n u du — — en u,

fit f du rcxxu fsnu ,

/ cnu dnu rfu = sn u, I = / du -+-
/ du.

f J snu cnu J snu J en m

C du rdnu . /a fsnu , r du 1 rdnu , k2 fen u ,

I j
= / du -h /,*

/
du, /

- = -
TT- I —-du— j-r- / du

/ snu dnu J snu J dnu J cnudnu k 2J cnu k' 2J du u

(4).

r , . m „,. ., 1 e'(u) r du W(u)
I sn 2 u du = - - Z ( o ) — y- ^t

—- > ! —— — uZ(o)— ï5
-
/
—- ,

/ k 2 v ' k 2 e(u) J sn 2 u v H (m)

I c~n~ûi
~ 7T2 ^

) ~~~
k' 2 \h\u~)

'

J dn 2 u.
~

k' 2 K " k* ë^TT)
'

(5).

/"cnudnu,
,

T sn m dn u . .

/ au = log snu, / du— — log cnu,
/ snu ° J cnu 5

fsnu cnu . 1 . .
/* snu . , 1 , dnu

I —

3

du = — -r-. log dn m, / ^ ofM = jj:, log ,

/ dnu k* J cnudnu k 2 cnu

f en u , ,
snu Ç dnu , . sn u

/ :— r/u = log ~. 1 / du = log
/ snu dnu °dnu J snu cnu °cnu

(6).

isnu, 1 dn u C cnu
7

dn u
du — -m ? / —=— du = —

/ en* u k'* cnu J sn 2 u snu

rdnu , cnu S* snu 1 en u
I —r- du = 1 / ^—r~ du = — 77- -j

—

/ sn*u snu ,/ dn 2 u A 2 dnu

r cnu , sn u /* dn u . sn u

f dn 2 u dnu J en* m cnu

T. et M. - IV



I l4 CALCUL INTÉGRAL.

GXYT.

du 2

M— M _ M— Mo

*s—ô
— °r

(a) Sio("o) / > , v , , v = "Ç Mo+ log —7-

2 ' 2

M — Uq u — U
(

y

U— U M— M
Or

(>) SBv(mo) / ï T^ f 7~\ --"ÇvMo+ Jog — -'

2 2

H
^ — M*

Q
M— tt

fl

ri Cllt r* / v 1

(4 >
sna»/ sna-snao

^" 2^ ^ 10

Jri ! W 1

M— M n ^ M — *£

(5)

11^—=5er
en Mo / = «Z(«o) + log 7

,7 en a— cnw u «+ «o rt
u-hu

Il — c)i

2 2

H
M— Kg M — K p

(()) dn'w / 3
; = aZ(it») + log——V cm w — dnw ° u-hun u-hu

ri c>j—
2 '2

En donnant à la constante u des valeurs convenables, on parvient à des

formes nouvelles pour des intégrales antérieurement calculées(GXIJf 2,GXVj.

(7).

Si l'on désigne par y =f(u) l'une quelconque des fonctions £ a( m),

Eat( tt )i ^3y(m)j snw, en w, dnw, par w une constante, par^
, /"oj^'o»

la valeur pour u = uQ de la fonction /(m) et de ses dérivées, enfin par a,

b, c [Tableau XGV] les coefficients de l'équation différentielle

y* = af" -+- by* 4- c,

que vérifie la fonction f(u), on aura, quel que soit ai,

(« ~ Ojo2J « +(»« — 3)jrJJ»-t-i-(ii — 2)(6-«yj-*- 6) J„_ 2

4- (4/i — io)aj J„_3 4- (m -3)aJ,,. t =

en posant
. C du

»=/i7ô7)-/(«.)]"



TABLEAU DES FORMULES. 1)5

CXVII.
On suppose

i«o = 2ai0] 4- 2(3to 3 , a = 2«'ti]+ 2^U}, ^o = —— = a -f- fix,

a, (3, a', (}' étant réels; r, 5, v sont des entiers donnés; rets sont pre-

miers entre eux, sauf dans la formule (6). Le chemin d'intégration est

supposé ne contenir aucun pôle de la fonction sous le signe f; m, n, N,

N
; sont des entiers déterminés par les conditions

m < % < m +- i , /ï<p</i-r-i, n < (3
/•— as<N-r-i,

N'< (| ~ P') r - (a - a') ^ < n'-4- i.

Dans les formules (4) et (5) le logarithme a sa détermination réelle si

gi, gz-> uo, U{, a sont réels. Dans la formule (6), log <fu est défini comme
une fonction holomorphe de u, le long du chemin allant de u'

Q
à u\, congru

au chemin d'intégration donné.

r dv = — ( 2 n -f- î ) 71 s

,

(l) < / 'ôTT—( ^ = — (2^T')-f+ (2/?l-f-l)7TÏ,

/ r» / \
«fo = — V 7C £ [ 2 N -H I -f- 2 5 1> -h V 5 (/" H- S 7 ) j

I
Çttrftf = 2V)

1
(W H- toi) — (in -f- i)w»,

"il

(.,) { / £« tiw = îri3 (tt + w 3 ) -h (2m -r- i)-/,

I t/l/«

«„+ 2V (rw,-T-A-

a) 3
)

Çtf d« = 2 V(riji + S7)3)(f«oH- /' VtUi-h 5V to 3 )— V (2N -fi)ici;
j£

, /,« +2;'(O,+25W

(3) j
_ t. !L_ c?w= — 2a(rr

J1 -r-5Ti3)-i-2(/
,

tOi-T-5co 3)^a-T-2(N— n')-/;

(5
J:..

<Z(Uq— a, g2 ,
— gz)

""
r[w — U>

()
H- 2 r toi -h 2SW 3 , M t

= ll
t
+- 2/'W, -4 25C0

;J

J/'"'

r r''
1 â>' (v)

„ 2Wl ^o tV '
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CXVIII.

Cas normal où - est réel et positif

.

Si le chemin d'intégration ne sort pas du rectangle dont les sommets

sont -? on a, en désignant par Ni le nombre de fois que le chemin

d'intégration traverse de haut en bas, par n 2 le nombre de fois qu'il tra-

verse de bas en haut le segment de droite allant de o à > et en pre-

nant pour logSr^p) sa détermination principale,

S'i(o)

i

Si ^o est un point du segment de droite allant de — à , le

point excepté, et si l'on prend le signe supérieur ou inférieur suivant

que la partie réelle de -.- est positive ou négative, on a

dv =Z11 T. I.L %(*>)

(3).

Si v = a H- (3t, où a, (3 sont réels, p non entier, et si le nombre en-

tier il est déterminé par les conditions »<P<n+ i, on a (GXVIIi)

L
(4).

Si v est un point du segment de droite allant de - à -j le

point excepté, si l'on désigne par a la partie réelle de p 0) et si l'on

prend le signe supérieur ou le signe inférieur suivant que a est positif ou

négatif, on a

£ ûfa = nz (— 2a± i).
3,(o)
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CXVIII (suite).

(5).

Si ni, n désignent des nombres entiers et a, (3 des nombres vérifiant les

conditions

a différent de zéro, < a S - , < S < - ,

2 2 2 ~ ' 2

et si ^0 = ni •+ i»x -+- a -+- (3x, on a, en prenant le signe supérieur ou infé-

rieur suivant que a est positif ou négatif,

"+t
3rV(p)ï* W , . 7 x i\

JVa ^i(^) V 2^2/

(6).

Si, en outre, /• est un entier positif, on a

X. 5l(«0 V 2 ^2/

(7).

Si m, n désignent des nombres entiers et a', |3' des nombres vérifiant

les conditions

cl différent de zéro, <a'^-> < 3' 1 - :

2 ~ 2 2 ' 2

si enfin a = ni -h a', (3 = n -h (i', et si l'on prend le signe supérieur ou in-

férieur suivant que a' est positif ou négatif, on a, en prenant pour le lo-

garithme sa détermination principale,

a-f-3x Cr'/• r X\{v) , . ^i(a'-h p'x) • / , x



CALCUL INTÉGRAL.

INVERSION.

On donne trois nombres distincts 6j, s 2 , £3? *i*+- £*-+- £3 = o; quand les

points e 1? s 2 , £3 sont en ligne droite, £ 2 désignera toujours le point inter-

médiaire; x, Y25 Y 3 seront les nombres

J,
ï .
2
= 2 ( £2_h£ | -f. £ |), Y3=4si««e*;

£
1
— £3

x n'est ni un nombre réel négatif, ni un nombre réel plus grand que 1.

Dans ce qui suit, y/x, y/i — x, y/i

—

xsin 2
^ désignent les déterminations

des radicaux dont la partie réelle est positive; y/x, y/i— x les détermina-
it 7T

tions des radicaux dont l'argument est compris entre — - et -; logx un
4 . 4

nombre dont la partie réelle est le logarithme népérien de
|
x

|
et dans le-

quel le coefficient de i est l'argument de x supposé compris entre — ~

et -1- il.

CXIX.

(I).

X(X)=/ - 1—

-

,

Jq V 1 — x sin 2 cp

f, s / x
JX'(x)

X'(x) = X(l — x), T = / , ;v v x(x)

la partie réelle de - est toujours positive.

On entendra par y/x, y/x' les déterminations de ces radicaux dont la

partie réelle est positive.

(2).

Si a, d sont des entiers impairs, 6, c des entiers pairs tels que ad— bc — \,

/2
r cx(x)-i-^x'(x) ~j

(3).

Si a, b, c, d ont la même signification et si ayant fixé arbitrairement

une des déterminations de y/£ i
— £3, on pose

flx(x) -f téx'(x) cx(/)+ /dx'(x)
t*>i = ? io 3 =

on a

y/si— £ 3 /£
i
— £ 3

^*(wi, w8 ) = Yi, ^3(^1, cu3 ) = y3 ,

«a = pOa |
Wi, W3) = £a, (a = h 2, 3).



TABLEAU DES FORMULES.

CXIX (suite).

(4).

%[o iA*)l
x(*)J t.

*x'(x)

x(

(x)l

*) J

(5).

M
^ r I ix

#

(x

, + J/7—c V L *(*) J r I *x^_
3

L I *(*)

ix'(x)

X(x)

ixjx)

X(x)J
X'jX) 9x'(X) 25 x' (X )

ie x '*> -t-2e x w -f 2e x (x» ^ _i

_ 4 X' (X) _ 16x'<Xi

1+26 x l*' -2e x(x) -+-...

on a toujours
| (3

[
< i.

LX(X) J 2 » L I
X(X)J

(6).

x(x), K
L^ôJ x'(x).

(7).

(8).

x(^-'[(sIDl-;^^ r-x (
-,).

(*>! = x(x)
W 3 =

(9).

x'(x)i
> Ai = T

A(-

A£ l — ^3 Al— £3 Al — £3

Al — ^3= A— £ 3; Al" ^2= Al £3 V^ 1 X
> A2— ^3= —A" £3A î

Al" ^3 = /£
1
— £3, Al— ^2 = Al" £ 3 V 1 — *> A2 ë»= lV8l 6*Aî

Ci = £ 1? é" 2 =ï £2, «3 = £3.

Dans les Tableaux suivants on suppose w 1? u> 3 , Ai déterminés par les

formules (9) ; Ai — £3 est fixée arbitrairement à moins qu'on ne prévienne

du contraire; de même Ai — £3 est une racine carrée, fixée arbitraire-

ment, de Ai — £ 3-
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GXX.

Dans Jes formules (i), (2), (3) on suppose |xj<i; cette supposition

n'intervient pas dans les formules (4).

(1).

En posant

= p.3.5
;

-(»-.)l',
bn = v (_i_. _ ±)

,

L 2. 4. b... 2/1 J Âmà\1V — I 2V/
v = 1

X(x) = j -f-J^ a»x*» t*(x ) ^2 a,lb,lV'
n

>

n=

1

« = 1

et en désignant par A, B deux constantes arbitraires, la solution générale

de l'équation

N
d'2 y . . dy 1

est

y « A X(x) + B[4 p(x) -f- >.(x)logx].

(2).

x(x) = ï X(x), x'(x) =_ l U pt(x) h- X(x) log ^j,

où le logarithme a sa détermination principale.

'

(3).

X(x) = i-ilog(i-x)-s(x), |b(x)|<I|x|;

**(*) = — ^ log2log(i — x)-r
i
(x), Ir^x)! < 1 |x|.

(4).

X \ , / 1

x(i-x)=x'(x), x -— =x' — =/i-xx(x)
X I

x'(i -x) = x(x), x' (~^) = x (7^) = ^ - x tx'( x
) ± l#x (x >]i

x(^)=x'(l) =V/xx'(x),

^)=x (^ = v^[x(x)zptV(x)],X

où il faut prendre les signes supérieurs ou inférieurs suivant que la

partie réelle de 4 est positive ou négative. Pour deux valeurs conjuguées

de x, les valeurs de x(x) sont conjuguées, les valeurs correspondantes

de t sont représentées par deux points symétriques par rapport à l'axe des

quantités imaginaires.
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CXXT.

(i).

x'tx)

Si r est un nombre positif et si
j
x

\ <. i , on a, en posant q = e M») .

T. * , !Mxfl ,. ,
[A'x)

'• lOg— -f-4; Vj */•£
q r=e L 16 a(x)J = e X<x>.
1

i6r

(2).

Il = 00

1
16 3a 1024 2048 â^

n—\

2»».C» = 62 57, 23 6
. C 9 =435506703 ,

2 2 <>.C 6 = [0293 , 237 .C 10 = 776957575 ,

9.25. Cv = 279025, 2 42.Cu = 224l7o45555,

2". c 8 = 483127, 2". Cl2 = 40784671953;

Cf. T. III, p. 221, note.

(3).

q
' =

2 ^ +2
\2 i'*) "*" l5

(£ ^*) "*" ,5o
V2 ^*) "^••••

; Mo

(4).

?
-i?*.(ip)V«5(l»)V.5o(^)V

;

, l M — y/ 1 — X

-hï^="x"

(5).

x
(
-

)
= x.' (

- ) = - 2r| (o
|
i) = 1 ,854075; q = e-71 = 0,0432109;

x V e 3
J = 1,54369 ± t.o,4i363 _rcU3f

, ^ q = ±ie~ 2 = ± «.0,065829.

x'\e~ 3 /== 1 ,54369 =p i.o,4i363
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CXXII.

Dans toutes les formules de ce Tableau on prendra les signes supérieurs

ou inférieurs suivant que la partie réelle de - est positive ou négative.

L argument de y ï — x est compris entre — - et +•-;•

Dans les formules (4), logQ a sa détermination principale,

(').
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GXXH (suite).

(5).
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CXXII (suite).

1 {/E2- K 3 = i \f ^ ^(O
|
T), {/El _E2 =: i/^- 2r4 (o|T),

(8) <

V - 1 ri
(

yipï^.^/Çà,(..|t).

(9)-

La partie réelle des radicaux qui figurent dans les formules suivantes

est positive; \/t — 1 = i \/i — r.

Si x est dans la région II, on a q = — q, (1^ = a h o» 3
— ± Q t

-+- £2 3 ;

>îl = Hi, r/3 = ±H! + H 3 ;

&,(y|.t) = «
±T&

1 ( P | T) I
^2 (p|x) = e

±
^.çJ 2 (p!T),

&,(p|x) = &4(p|t), &%(o|t) =*&,(* |t).

On peut d'ailleurs employer les mêmes formules que dans le cas où Jt

est dans la région I.

Si x est dans la région III, on a q = e 1— T
, W] = &i ±Q 3 , o> 3 = £

3 ;

r4l = H,±H„ rj3 = H 3 ;

1 ZHT
) = /i±Te 1±T 2r3 (p |t),

[ ± T
/i=tTC 1±t 2t

2 (p|t),

&*
I ± T

: )
= e* 4 /i±Te l±T ^(p |

t).

Si x est dans la région IV, on a q = e

*)i =H 3 , rj3 = — h, d=H 3 ;

(«>!= Û 3 , (O3 = — Û! ± Û3

Ae^'âifi'lt),

s,r- v/tc t \^4 (>|t),



TABLEAU DES FORMULES. î2 5

CXXII (suite).

(9) [suite].

_TZl

Si x est dans la région V, on a q = e T~, w
t
= q 3 , to3 = — û,; ij, = h 3 ,

1 71 ( m* 7C i

't).- 1 j
= e 4 \/t e T ?Ji(v

/v\\ -^i - '''rc'

Sra f - t j =e * /re T 2t4 (p|t),

77/

Si x est dans la région VI, on a q = e— l ~ T
, io

l
— qp û 1

-f- £2
;J , w a = — a,;

1J, = =pH|-+- H:j, lia = — Hlî

. / P I \ -^'(3±:l) . Q , , %

/ 1 \ w *

2̂ («HEl
I

7 * «"v^h-tSt.M T ),

On peut aussi, quand x est dans la région VI, appliquer les formules

concernant le cas où x est dans la région V.
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CXXI1 (suite).

(ro>.

Dans le cas où x est très petit on peut faire usage des relations sui-

vantes, obtenues en négligeant x3
, et dans lesquelles, si l'on se donne seu-

lement x, on prendra pour \Jz x
— z z la valeur que l'on veut, par exemple

Je nombre i . Les logarithmes qui figurent dans ces formules sont les déter-

minations principales.

X Q Xs

I + - + J./•.-n-x-jL;

/ ,
-'•

/ 21 \ ! / X QX»\
,

16
,/.,_., = x = - _^,+ - xj hh -(« + £ + -gfj

log -
;

X I I X 2

i«-6A ,

-4~"6r* v'*

.f X 25 x 2 1/ x iix 2 \, 16 1 /

t., = . J- ,+ g +w +
5
(i-

^
- -^j log-J •«,-.,;

B -/ x 3x»\ „, y. r3x» x/ 3x\, 16

*-.(—î^-ar^ r""-ï--sr*4(,+ T; l0
«.ir'

x x 2
. , , x x r3x 2

1 l6 32 Y
l6 2 64

En négligeant x 2 on a de même

3", (v
|
t) = x 4

( 1 -+-
g j

sin-r; 2r
3 (p |t) = i-+- - cos2ttp

;

2r 2 (p 1 1) = x'f f 1 -h -
j
cos-Tip; &4 (p |

t) = i — - cos-it.v\

7 ) " /ëï ~ £3
1

X\ . -TC 5 t'* X .

(a| wi,w 3) = "7^—— ( ' + 7)
sin(7T^)e 6

; ^(«l u>i, a»,) = f i— ~sin*7r»>j e«

(« |
w 1} to 3 )

= cos(tt4>) e 6
; ï3 (u |

w,, w 3 ) = (
i + | sin 2 -™) e***

l(u
j
wj, co 3 ) = v

7
£i — es M —

4 j ( Y + cotTiP );

J v
' *'

3;
3 \ 2/ \ sin 2 ::^/

'

sn(«, x) x / x\
t

cn(w, x) x .

.;1 -+- 7 cos" 1 — - 1 u : ; — =1 — - sin-5
i — -

) u ;

sinfi— -Au cos(t — -\u

dn («, x) = 1 sin 2
( i — - \ u.
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GXXII (suite).

(h).

Dans le cas où x = 1 — x est très voisin de 1, on fait de même sou\ent

usage des relations suivantes :

x = 1 — x
;

/ x / -2ix \ 1 / *0 9*0 \i l( *

/
, ™ / *o 9*o \

x 2J/.5 /i x ir4\, i6"| /
r" =r ~

6
~w "

( 6
~ m ~ w) log

^ J
^

~

iy-

/tt / Xo nx|\ / —

.

_x«_i3xf x*/ ^^M .16.
E^_!r/ I

_^_^|
4 «4 4 V « / **•' A 1

4 64

•rc i __ - Xo _ xo i3xj

xe
1CW = (

f 1 -4- - - 1 shCTTw)er (M|w,,a) 3 )
= -—[=^( i-i-y)sh(ir«>)e «

; tft (a; w,,co 3 ) = i-f-y sh*(ir«>) L~~
/•i—

£

3 \ . 4 / L 4 J

r - T
**«" Tt-n^

^i(i«|c»i,o>3)= h — 7sh 2 (-^) le B
: 3r»(a}te) 1,W3)=ch(wflf)« 6

:

/ / *n\ r ^w ch(izw)~\

'

—
y

I
3 sh 2 (7Tlv)J

4/ *(-ï)- Ch
('-fj"

dn(t«,x)=
4

cl. (-?)«
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CXXIII.

Cas où êj, £ 2 , £ 3 sont réels; £1 > o^ e 2 > s3 ; y-2 > o; 7*^0; Cf

Si s1? s-2, £3 sont donnés, on prendra

-1 — £3

Si l'on se donne seulement *<i, on fixera arbitrairement le nombre po-

sitif
J
\Jt\— £3

J
et Ton prendra

2 .*- X
t _ 2X — I _ — X — I

El = X (£l—2 3/), £ 2 — g ^ l £3
') '

£3 ~~
^,

~~ C
£

1
— £ 3 ^

(O-

P
rH-IVrZïi;

y=;P+?(;P)%i.5(;Py+ito(ip)V.. 1 y*« 1^1,

X = - (l -j- 2<7 + iq'*-~ 2 ^
9 -4-. . .)

2
>

X'= -r- - X log^.

X iX' IX* 0>
;{

tOi = * > 0> 3 = ,
.. —. > t = — ?

IV«i— «al !••!-*• I

x Wl

y/x =
|
/x

|

,

/wi =
|
v/wl

|

,

rn = — 1 2t';'(o|t)

12(0! 2r', (OJT)'
r

' 3 ^ 20),'

v
;

£i— £3 =
|

/e, — £3
1 ; V&i — £3 =

I Vh — £
$ I ; y/* =

|
/*

| ; J/x = |'^x
|

y/ej—

e

2 = /i — x/£i— £a5 ^e 2—e 3 =— /*

/

£ i
— £ 3*, \/e

{
—e A = \/s,— £»

y/^!—

e

2 = y/i — /. /£i— £ 3*, {/«s— e3 = * V^* V^£i— £3i \/e\—e>, — \/z\— £3
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CXXIII (suite).

(2).

27, (V ]
x) = ?.grï(sin vt* — q

2 sin3^7r -+- q
6 sin5pir— q

li sinjp- -4-. . .),

2r 2 (V |
X) = 2^*(C0SP7T -+- q

2 COs3vTZ -+- ^
6 COs5t>7î -h q^COSJVK -+-. . .),

3r3 ((> | x) = [ H- 2^ COS 2 l> 71 -\- iq'* COS4^7T H- 2^ 9 COSÔPTT -+-...,

^4 (p j
x) = I — 2 <7 COS 2 VK + 2 </

4 COS 4 P «— 2 q
9 COS 6 P 7t -h . . .

,

Sr'^pjx) == 2«^r*"(cos«HC — 3<7 2 cos3i>7i -\-5q 6 cos5vr: — jq l2 cosyviz -*-...).

(3).

h («)=&, (^). e (.)-*. (£) ;

B,(.>- *(£)'. e,i tt) = s,(i) ;

(4).

Il = 2 0)^'.

tf (11
1

»tj »,) = 2 ^i
|;

(

( o|x)
g2t0 ''r" t,% ^ '

Wl
'

W3) =
^(o'ix)

^ 1^-

*,(*
I
»*, "3) = l^j !»**, tf,(n

|
u>„ 0)3) = |^-j •"•W",

p( M
|
Wl ,to 3 )

= ---— ^^—j.

T. et M. - IV.
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GXXIY.

Cas où &}, e2 , £3 so/i£ réels; £ t > £ 2 ^ o > s 3 ; y2 > P ; y3 ^ o
; Q > o.

Si s l5 £ 2 , £3 sont donnés (£1-+- £ 2 -+- £3 = o), on prendra

x» = 1— x = £1 — £?<1
£l— £3 " "

Si l'on se donne seulement x ^ 1, on fixera arbitrairement le nombre po-

sitif (ti — £3) et l'on prendra

2 — X. 2X — l — I— X.
«1= —3— (El — £3), £2=

3
(«t— **)f £ 3 =

3
(Si— «g)-

Po =

(I).

Q= ^o+2 (^ o

)
5+l5

(^8o
)

9

"
l
" l5o (^ )

,3
"f"--" °i== l^l'

X = - (l + aQ + 2Q 4 + 2Q 9 -+-...

)

2
,

X' =— - X logQ,
2 7T

— (03=^!=
,

> tt>! = Û, = ° ,

MV«i— «tl lv«t— £3

* — °* - _ u>t - _ T

Ql lUj T

7j 3 = — Hl =
7T2 27I 2 / Q2

I2W 3 to 3 \I — 0/ I — Q* I Q»

*)l = H 3 = —

~

1 r— SB
1

&1 2lQi U>3 2 0> 3

i-Q8+ /'

/s, — £ 3 = |
y/si — £3

|

,

V*i — £3 =
| V^i — £3

1 5

/* = lv/xol, v/l ~ *o = l/i — *ol, V^^ô = I V^^ô I > V* — x = |v^i — *o

/El—

E

2 = t'/ 1 — *0 V/£ 1 — £3
, /E2 — E 3 = — t /*<> /êi — £3

,

v/ei — e 3 = i v/êj
— £ 3 ;

7t/ 371/

/ei — E 2 = e" \/\ — x {/ëj — £ 3 , v^B»— B|=«* ^0 ^1 - £3,

V/E! — E3 = C 4
v/£ l
— £ 3-



TABLEAU DES FORMULES. l3l

CXXIV (suite).

(2).

^(livjT) = 2IQ* [sh((V7r)— Q2 sh(3 WTî) -h Q 6 sh(5w7r)— Q 1? sh(7«"ic) + . .

.

•

t (iw\T) = 2Q* [ch(wic) + Q2 ch(3«>7r) -t- Q 6 ch(5 wtz) -h q 12 ch(7«"jc)H-, . .

8 (iw|t) = i -+- 2Q ch(2t*>Tr)-h 2Q4 ch(4 wtz) -+- 2Q 9 ch(6 wtz) -h. . .,

:4(&'«>|t) = i — 2Q ch(2WTr) -i- 2Q 4 ch(4 wtt) — 2Q9 cll(6(V7l) -r-. . .
,

t

'i(i'«>|t) = 2tcq* [ch(wjr) — 3q2 ch(3 wtt) -+- 5q 6 ch(5 wtz) — -q 12 ch('ywTz)

sh(wiz) = \ (e^-r^); ch(«>7r) = |(e*"* -h e~w^).

(3).

K = xî,, K' = x
,

E=i±^ x* + 11

/ei — £3

1

u

E' =
3

x„ — - ^3

/*7

w = : v t = «
2X ' •

4 /t« t St4 (iw|t), e
1
(a) = c 4 /îe t 3z (îw\t);

{/fZ^ 9rt(â* |
t) ' — " - * "° %{ïw\t

.»««>' ,?^W, cnM=
4
y/x a t(^|x) a^^y-^C^lT

,_ Xo 5ï(w|T)

(4).

M = 2&i I tV — — 2W3JMC.

•^(^ |t)

3- (u\tû lt u>3 )
= <f (u\Q u û 3 ) = 2ïûi -, , ,

e-îH.n.w

Oft (M| M», (0,) = Ï3 (U |
Qtj û») = ^rTllV

e_2H,ftlW%
•?U° |T)

^3(0 |
t;

(7,(11 |
M,, M,) = Cj (M | ûi, û,) = ' V

, .' / e-'-H.ÎMV.

Hi a '
1 y

x
(iw\i)Uu Mi, to 3 )

= -;
; H çe

1-^ :
—-,

hiû! 1 rf r 2r', (fip
|
t)

p(u
I

(Oi, (0 3 )
(ûi 2 (aûii)* rfw

r Sr
f

i(^^|T) -|

[i?l(*w lT)J

(5).

Dans le cas limite où s2 = o, x = x = l, 73 = 0» Y 2 = i e \ = ^ e \
^,,= ,-, ? = e-«.
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cxxv.

Cas où £1 = a H- b i, £2 = — 2 a, £3 = a— b t, a. et b étant réels,

A^O, B>0, Y 3 ^0 ? Ç<0.

Si £1, £2 , £3 sont donnés (si-H £ 2 -+ £3 = o), on prendra

£ 5
— £3 1 -3a .

1.

£i — £3 2 2B

Si l'on se donne seulement x, on fixera arbitrairement le nombre positif B

et l'on prendra

BJ, £2 = —

ô

BJ, £3 =2(2 — *) n .

m _ 2(2X l) n/ . 2(x-f-l)

On formera successivement :

4> tel que Ton ait

tang^= —j^, o<<|><-;

, I &; , /l dA* /I <|A» /] JA18

iTQ
= -tang|H-^-tang|j+i5^taiig

?
j+iao^tangïj H-...;

^x = —
: f y 1 - x = — — :
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CXXY (suite).

(i) [suite].

I
/~~^~

|
-^ , I

* /~b~ !
-^

v
|
y sinij;

|

y
I V sin6

|

/e 2
— E 3 = |

sji B
|
e '+

,
y/Ë2 — e 3 = |

y/2 b
|
e

/— l rr \ t v-

—

(2).

3rj(p
|
t) = 2Q> [sin^T — q2 sin3p-i: + q 6 sin5i>7: — q 12 ûxi^vk -h. ..],

1
3 2 (t> | t) = 2Q* [cosptt -h Q 2 cos3p-7:-h q 6 cosS^x -+- Q 12 COS7PTC -h.. .],

2t3 (p|t)=I-H2Q COS2P7T -H 2Q 4 COS/Jf^ + 2Q 9 COSÔVT* -h . . .

,

2t4(p|t)=I— 2Q COS2P7T -h 2Q 4 COS4*>~— 2Q9 COSÔP" -+-...,

Sr'^p [t) — 2ttq*[cospt: — 3q 2 cos3ptt -h 5q 6 cos5pt — 7Q ,2 cos7C'k +-...}«

(3).

Il — iÇt^V.

3r
f (p|T)

)

à* (M|a>,,u> 3 ) = a* (m
|
Q lf Q 3 ) = 2ûi ~,, .

•^lV I
T

Cf,(ll
|
co„ a) 3 ) = <fÈ(u\ QU 0») = s^i^ «^"i

tfs (w |
Wj, Mg) = <*l(»| ûl, Û 3 ) = simili

e2HlÛ1^'

Sr. (pi T )

p( W
,
Wl

,
W3 ) =---— _|^-_j.
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CXXVI.

Cas où £
t
= a +• Bt, £ 2 = — ^ a, s 3 = a — b i, a et b étant ree/s,

A^O, B > O, y3 = 0, g< O.

Si £ 1? £ 2 , £3 sont donnés (ej 4- £ 2 -h £3 = o), on prendra

_ £ 2 — £3 _ I 3 A .

Êj — £3

_
2 2 B

Si l'on se donne seulement x, on fixera arbitrairement le nombre positif b

et l'on prendra

2(2— X) . 2(2/ — l) . 2(x-hl) .

£l = 5 Bl, £ 2 = - Bf, £3= Bl.

On formera successivement :

cp tel que l'on ait

tangcc=— , o<cpl^;

U = Itang| + 2(^tang|)
5

+i5(itang|)
9

H-i5o(itang|)
13

+...,

i - I

4
/Ô I

V *
I

y/x = .

4
— , /i — x

y/2 sincp
| |

y/2 sincp
|

i(ui
l
— w 3 ) = l&i = - /sincp

|

(i +- 2Q 4
-f- 2Q 16 -f-. . . )

2

V~r\ n :

mat _LCOS J

4

2i&t , l

W[ + w3 = 2Q3— Q, = log -
TC Q

où le logarithme est réel.

lia
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/e,-e2 = { 1/ -;

—

le 2
,

IV sinc
? I

v/e 2 — e3 = |
/2B

I

e *,

/ -I /~b~| 2i

/Et— E 3 = il/-— e 2
,

I V s,n ? I

(«— 9)i

CXXVI (suite).

(1) [suite],

fa.-* = |{/^
7iri

{/ei — E3 = | V^2 B | «
8

,

. I 4 /~T~ |

<* •+-?>'

4
v/eT=T3 = 1/-A- e~T-

I V sin ? I

(2).

Sti^'wIt)

5*(ïw|t)

2t3(^|t)

3r*(iw|T)

= 2îQ*[sh(wTr) — Q 2 sh(3tV7r) -h Q 6 sh(5«"ir; — Q 12 sh(jWTz) -h. . .]

,

1

= 2Q* [ch(wjt) -HQ 2 ch(3wir) + Q6 ch(5wrc) 4-q 12 ch(7W7t) -h.. .],

= iH-2Qch(2«"7r) + 2Q i ch(4«, 7c)-i-2Q 9 ch(6w7i;)-l-...,

= 1 — 2Qch(2PP"ir)-H2Q 4 ch(4wt) — 2Q 9 ch(6wir)-r-...,

= 2 7rQ*[ch(tvjr) — 3q 2 ch(3 wir) -+- 5q 6 ch(5 wtz)— 7Q 12 ch(ywTz) -K..]«

tfi(w

tf2 (w

(3).

a =3 ii£L\W = 2/(0)1— to3 )«\

û>i, w 3 ) = tf (a
|
Û 1} Û 3 ) — 2*Û1 p., , n \ rr \

e
~

-t
x
\o

I
1;

»„ to 3 ) = ^(m
I
û„ û,) = -l(fZ^ e-**^\

»„«t)

=

c2 ( M
1 û„ 0.) = ^8

(

(7|T
T

)

} ^- 2hiû '
w,

5

«»i, <o 3 ) = — , . _ ... u-±-
(lOl)S 2tÛ! I

&l(*w|T)

J>(k|o>i, w 3 )

Q, Hi

(l'ai) 2 (2l*Qi) 2 dw \ 1 rs, , .
, N
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CXXVII.

Si l'on se donne deux nombres z et k tels que
|
k

\
< i,

|
kz

|
< i, on sa-

tisfera à l'équation

sn(w, k) = z,

en posant

« = ' X(A«) log(« + /ï=7«) - /7=*^ ['•
3

a;4

(a"~')

]
'*•»§»(,),

ou

et où l'on a fixé arbitrairement celle des deux déterminations que l'on

veut de s/ \ — -s
2

,
puis celle des déterminations de \og\iz-\- \/ 1 — z 2

).

Si l'on se donne, en outre, l'un des deux nombres z' tels que l'on ait

z'2 = (i— z 2
) (i— A:2 -s 2 ), la valeur de u, calculée au moyen de la formule

précédente, satisfera aux deux équations concordantes

.

"

dsn(u.k)
,

pourvu que, ayant fixé \/i — k2 z 2 parla condition que sa partie réelle soit

z >

positive, l'on choisisse pour i/i — z 2 la détermination
s/i— k2 z 2

(2).

Si l'on se donne deux nombres z et k tels que
|
k

|
< i,

|
z

|
> i, on sa-

tisfera à l'équation

sn(u, k) = z,

en posant

où l'on a fixé arbitrairement celle des deux déterminations que l'on veut

de 4 / i — jj—^j Pu ^ s celle des déterminations de log ( tt +1/ i— TT~ï)'
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CXXYII (suite).

(2) [suite].

Si l'on se donne, en outre, l'un des deux nombres z' tels que l'on ait

m'* = (i— z-) (i — À-2,5 2 ), la valeur de u, calculée au moyen de la formule

précédente, satisfera aux deux équations concordantes

sn(u, k) = z, )
-*=*',

v
' du

pourvu que. ayant fixé
4 / 1

___L par j a condition que sa partie réelle

positive, l'on choisisse pour 4 / i—
JT~1.

* a ^®te

soit

rmination

•-à
(3).

On donne p, tit £ 2 , £3 et l'on suppose

£i -H £ 2 4- £3 = o, Y 2 = 2(sf -4-sf 4-s|), Y3 = 4 £ i £ 2 £3,

£2 — £.3 £ 1
— £2

y. — > 1— v. —
£l — £3 £ 1

£ 3

4/ . 7T TT - I— /i — X
V 1 — x a son argument compris entre — — et - > p = 4

»

Bi =à(P*)-I, b^b^^Ij 2

^, B 3 = B 2-(^)
2

P
8

,
-..;

_ i_ 1—

n

z ~
p i + n ;

H désignant celle des déterminations de II = \/i — x 4 / dont la partie

réelle est positive; les déterminations de yAi — £3, \/\ — -s
2

,
puis celle de

log(z-{-t/r— ,s 2 ) sont fixées arbitrairement.

Dans ces conditions, on satisfera à l'équation

PC"! Ï2, Ï3) = p,

en posant

1/o/N log(z -h i\/i — z-)

i\/Zi— z 3 [i-i-^i — y,)

s/i— z* ( 2 , 2.4 2.4.6 , \

v/ej — £3(1+ /•— */
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CXXYII (suite).

(3) [suite].

Si l'on se donne, en outre, l'un des deux nombres p' tel que l'on ait

p'2 = 4p3— Y2P— Y3j la valeur de u, calculée au moyen de la formule pré-

cédente, satisfera aux deux équations concordantes

p(u; Y2>Ï3) = p, P'(«*î 72,73) = p'i

pourvu que, ayant fixé y/i — (3
4 ,s

2 par la condition que sa partie réelle

égal àsoit positive, on prenne /
y/ei— H

— p' (1-+-/1 — x)(i — (3^2)

(p—

e

2 )(p—

e

3 ) 2/1— P^ 2

CXXVIII.

Valeur de ^

Valeur de—

.

X

I ou IL

|
x |< |

x— 1

v/i — x

Valeur de p.

Valeur de R.

JzEîi
V p—

£

2

NUMEROS D ORDRE DE LA REGION.

III.

x|>i,'x— i|>r,

|x|>|x— i|.

tR

i/S

(P—

£

2 )(P— £3)

v
/-;

(P—

£

3 )(P— £1)

IV.

x|>i,|x— i|>i,

|x|<|x-i|.

V^-rS

V P - £ 3

y/i — x

(p-£ 3 )(P-£,)

V ou VI.

|x — I j<I,

ix|>|x-i

{/x

V p— £2

(P— £i)(P— £2 )

Lesargumer
racines sont

pris entre

Les racines

déterminées
çon que la

réelle de II

positive.

Lespartiesi

des racines

y/l — x sont

tives.
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CXXYIII (suite).

On donne zu £2 , £3, 72, *($, p, p' tels que

Si -+-62 + 63 = o, y2 = 2(5? +ef + e|), y3 = 4£i£-2£3 ,

p' 2 = 4 p 3 — T2 p — Ya-

Pour déterminer une valeur de u vérifiant les deux équations concor-

dantes

PO; Y»» 7») = p
' P'( M 5 Ti»Y») == p'f

on formera d'abord les quantités y, ÏI
, p, R d'après le Tableau précédent,

puis les quantités (3 , Zo, X(P§), B/
, S au moy eri des formules

V=ao

n l 7 ! ï — Tlo s,ni v V^ fi .3.5. .. (2V — i)~| 2
,,^=—1, %-pj-j^gj. X(P >) = ,+ ^[ a . 4 .6... ay P"

v —

1

B 10 = X(P$)-i; B 20 = B 10-Qypâ; B 8 o = B to-(^)
f

pS;

B . -B r i.3...( ag - 3)-|» •_, V r i.3.5.. .(2v-i) -|»

BM-»i-i,o-[M_ (2
;_—

}J
Po -2lL 2.4.6.. 2v J

Po '

S§ =S(»e)=sBi«^+ ^ Bao* 3
, + |^| B30 *|j + f-^Z B 4o^o -+-...-

Si, en formant S , on s'arrête au terme en zl n~ i
, l'erreur commise est

inférieure à

lpr+ 4 * 2 *+i
i

(n+l)|v/(4n + 2)7TJ(l-|^|)(l-|^^i)'

On remarquera que X((i§) peut aussi être calculé au moyen de

q=^.- 2 (-:?o)
3

h-.5(^„)v...

par la formule

*(?*)= 7(l + 2Q + 2Q*+2Q9+...)2(l+X)'-

Ceci posé, on a

2X(p*)loff(s +iVi — ^) ,
2/1— * 2 Sp

K — 1 >

i p /e, — £ 3 (1 + y)
2

p /si— £3 ( 1 + X)
2

pourvu que l'on prenne pour \/ti — e3 ,
y/i — s 2 des déterminations de ces

racines pour lesquelles on ait

y/i-z* = -P'p( I -t- /»)( I
-p»jt)

/ô!— 63 2R/l — fâzl

où la partie réelle de s/

1

— Po z
o

est positive.



I/4O CALCUL INTÉGRAL.

CXXIX.

Cas où y 2 et 73 sont réels.

(I).

Si l'on est dans le cas du Tableau (GXXIII), on conservera aux quan-

tités (3, q, q
k

, x, x', tùj, a> 3 , t, ?)i, rj3 la signification adoptée dans ce Ta-
bleau, et l'on appliquera les formules (GXXVIII) qui correspondent au cas

où x est dans la région I. La quantité (3 est alors égale à p et est comprise

entre o et ï-
l

; on prendra pour yAi— £3 sa détermination positive et l'on

aura

271
X(^) =1/^71^ [, + $/—.]'.

Si P est réel et plus grand que Ej, z est réel et compris entre — 1 et -h 1 ;

8 désignant l'unité positive ou négative suivant que p' est négatif ou po-

sitif, on prendra pour 8 une solution des deux équations

zQ = cosô, ô
j
\/ l— ^g |

= sin G,

et l'on aura une solution réelle des deux équations concordantes

, m ,
p(m;yî»Ti) = Pi p'(";ïï,ï3) = p',

par la formule

toi A 2 sinô"=-^^-7—77 v
- -,

2
S(co S 8).

L'erreur commise sur S(s ) en s'arrêtant au terme en z% est moindre que

3 i_

2|V4"1T+2| io 4"^'

En ne conservant qu'w/i terme dans S(cos6), l'erreur commise sur u

sera moindre que r ou que
45

! v^si — £3
I

io 10
I

/s, — £3 |

(2).

Si l'on est dans le cas du Tableau (CXXIV), on conservera aux quan-

tités (3 > 0, Q 4
, x , x(,, û 1} q 3 , t, Hi, ii 3 la signification adoptée dans ce

Tableau, et l'on appliquera les formules (GXXVIII) relatives au cas où x

est dans la région V. On aura



TABLEAU DES FORMULES. l4l

CXXIX (suite).

(2) [suite].

Si p est réel et plus grand que s
t ,

z est réel et compris entre 1 et q- ;

on prendra pour la solution réelle des deux, équations

*o ch0, o|/sg — 1
|

= sh0,

où 8 est égal à -f- 1 ou à — 1, suivant que p' est négatif ou positif, et l'on

aura une solution réelle des deux, équations concordantes p(u; y2> Y3) = Pi

p'(u; y-2j Y 3) = p '

Par Ia formule

»- 3 >-fr
,

,_-£,*? -.;. t
g(éhi).

»«
| v
/£,_ £3 |[ I+^] s

En ne conservant que deux termes dans S(ch0), l'erreur commise sur u sera

moindre que — ,

ro
-.» et, quel que soit (3 > moindre que

28|/si— £3 |

io 8
|v/ei— 23

1

(3).

Si l'on est dans le cas du Tableau (GXXV), on conservera aux quan-

tités a, B, <\>, $ , Q, Q*, x , x„, ûi, & 3 , T, H t , h 3 la signification qu'elles ont

dans ce Tableau, et l'on appliquera les formules (GXXVIII) relatives au

cas où x est dans la région III. On aura

e T, p = «tang|, X(p*) = 4cos*
| •sin*!;

a>! -+- u> 3

Si p est réel, plus grand que s 2 , on calculera successivement les nombres

réels a, £ , 6, w par les formules

tanga = , o < a < J/,

p— a

s = cot
J-
tang lj j = cosO,

f<

/ . a . il — a
Il / sin - sin

r o V 2 S»— ^o = 8 —
i 71 r- == sin

sin i cos 7
4 \4 a/

(Oj -f- w 3 sin
I

y/sin^1
'

<V 1
/"

a cos 2 -
|
v/b

S(* ).

Dans ces formules, 8 désigne l'unité positive ou négative suivant que p'

est négatif ou positif.
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CXXIX (suite).

(4).

Si l'on est dans le cas du Tableau (CXXVJ), on conservera aux quan-

tités A, b, cp, p , Q, ON x , x' , ûi, Q 3 , t, Ht, h 3 la signification adoptée dans

ce Tableau, et l'on appliquera les formules (GXXVIII) relatives au cas où y.

est dans la région IV. On aura

= itang|, X( P J) = 4cos.ï|^

Si p est réel, plus grand que e 2 H—-"—

>

r ° ' sincp

nombres réels a, z , 6, u par les formules

to 3 — Ml

2ÎTC

on calculera successivement les

tanga o< a< - (tt— cp),

cot -, ta

fi

»«(K)
& 1 1

/" *~- 9~~+
o l/sin - sin i

—

V 2 2

2

= ch

sin i cos •' -+-

4 V4 9
she

„ = •££* 9 + l^ intPl she
S(^).

1
1
/b

I

cos 2 ï

Si p est réel, compris entre s 2 et £ 2 H—:— •» on calculera successivement
sincp

les nombres réels a, z , 6, u par les formules

tanga =
a — p

<p < a< - (ir -+- cp),

z = — cot I tang F
/ )
— ~

(

cn 6)>

/ïî

J / . a . a — cp

4/ sin - sin i-

Y 2 2

U = Wj H- (JO3 —

9 /a
sin - cos

4

W.i — toi „

shi

itz

I

v^sincp
|
shÔ

ï
I

\/b
I

cos 2
-,

4

S(* ).

Dans ces formules, o désigne l'unité positive ou négative suivant que p'

est négatif ou positif.
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INTÉGRALES ELLIPTIQUES.

g2 ET g3 SONT DES NOMBRES réels.

Y = 4.T
3 — giY — £* = 4 (y — e x ) (y— e t ) (y— e 3 ).

cxxx.

Cas où e x . e 2 , e3 sont réels; e t > e 2 > e 3-

Cf (CXXIII), (CXXIV), (GXXIXi-a) en supposant e x = £u e t = *,, e 3 = etl

^2 =tt> ^t = î». £ 2 = x, ....

Fig. A.

Plan des y.
\

[O] O,- [-CD
-ooc u

°> + r^ï -.o

— I +

-,o ferfiaU Q, '
>'

fod +/OEE^
° P»i+a>J| o

_J0]
+ oo

PZ«n rfes u.

OÙH-0Ù3

[ea] -oo

Plan des y.

imagede(r3 )

/ image de (r*) \

q \ &3 e2 !p ea + oc

\ image de (r^) /

imagede(r2 )

Dans le plan des y, les valeurs entre crochets correspondent au plan

des u: dans le plan des u elles correspondent au plan des y.

p = e3
-+- k{e

x
— e3 ): q = e 3— k(e x

— e3 ).

'{*> dy _ 'r
e

> _dy_ _ cos
.

'r
e

'-

Jy_ Tm _dy_ _
L\^\~l W\~ *' i l/ri"Jt l/Y|~ "

où o)!, o)3 sont formés au moyen de e Xi e 2 , e3 comme dans les formules

(CXXIII), (CXXIV).
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CXXXI.

Cas où e 2 est réel; — .—- > o.

Gf (GXXV), (CXXVI), (CXXIX 3_4 ), en supposant e t
= e,, e 2 = e2 , e 3 = e„

^•2 = Yti ^3 = Y3, £ 2 = *, ....

Fig. B.

Plan des u.

(d3-cjù

Pa]

l(a>3-Cû,)—
--R-,- co

[m']

[±00]

£(toi-to 3)

[«al

fa)

(
rz)

(
r3)

(^)

i(3W3-C0,)
[m.]

[*3]

2
[771,]

0>,

[Ci]

7(3fo,-ùo 3)
[77J.]

P/a/i êtes y.

image de (773)

image de (r2 )

Dans le plan des y les valeurs entre crochets correspondent au plan

des u\ dans le plan des u elles correspondent au plan des y.
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CXXXI (suite).

^i — e3 ,
e, — ez .m = e % H :— kk

,
m = e2

;— kk .

i i

'r6i dy_ _ o>3 — oii Tm dy _ '/** dy _ w3+ w,

JS^T i
;

Jg.\W~Jm
~

C|
T dy ^ r dy> o, / = w 2 ;

e 2 < o, i — = wj — w3

où Wj, co 3 sont formés au moyen de e l ,
e 2 , e 3 comme dans les formules

(GXXV), (GXXVI).

CXXXII.

Substitutions linéaires.

Z = Az^-h^Bz^^6Cz'--h^Dz-hE=A(z — z\)(z — Zp)(z — z,,)(z — z
? ),

Y = 4jK3— g*y — gi = 4(7 — *a) (r — e3) (7— e y)>

gt = AE -i- 3 G 2— 4 BD, ^3 = AGE -h 2BGD — AD 2 — EB 2 — G»,

t Zp \ „ \ Zp c?z d[v

P 7-irZp ^4 H ~-*p y/Z -/Y
A , w z — z\y-e*= -(zr-z^)(z

9
-zv)- —

•

4 Z Zp

(a).

v/v-^T^i^^^^-^z^v/z.

(3) A^o.

L= (zi— z3){z 2— zC), M = (z l
— z2)(z3— z !>) i

N = (-1— ^4) (-2— -s), L=Mh-N;

^ = è? (L 2 -4- M 2 h- N 2
), ^3 = ^ (L + M ) ( L + N) (M _ N);

C A A
e a = T (-SX-Sp-*- 2,x^v) = — [(*p-t-*X)(<S|i-H*v) — 2(^x^p + ^(x-v)],

A A
ep —

e

y
= — (z\— z

p
)(zp — Zv), e

r
e% = - (z^— z

p ) O, — z\),

e* — e$= -r (zw — z
p ) (z\ — z^),

T. et M. — IV. 10



1^6 CALCUL INTÉGRAL.

CXXXII (suite).

(4) A = o.

Z = az 3 + 3bz 2 -T-3cz->r d = a(z — z^) (z — zw ) (z — z
? ),

#8= 7 (b*— ac), g% = ±(3abc — a*d — 2b*),
4 io

€a
-

=
V\ p '

e
P
=

^4
Zv '

e
T

==^7 z ^'

ep — e
r
= - (sv — *{i.). e

r
— ea = - (-S{x— *p), ea— e?p = - (z

p
— *v ).

GXXXIII.

(7a* où Z es£ t/a troisième degré et admet trois racines réelles

Z\ > ^2 > ^3-

#>o; e2 — e 3 = 7 (z 2 — z s ), ei-— «» = -(*t— *t )j
4 4

a . .
j

Z% — z%
e l -e 2 = 7 (z 1

— z.2 ), &=- —

.

4 z i — -*3

TH _dz__ TZl dz _ <o 3 T
Zî

J^_ = Ç
m d*

L\^\~JZi i^r il A iv/zi~~A iv/z

w 1;

où a>i, to 3 sont formés au moyen de e 1? e 2 > ^3 comme dans les formules

(GXXJII), (GXXIV).

GXXXIY.

Z = 4-s (
I — z ) (i — ^s).

n>i; 3<3i = 27i — i, 3e 2 = 2—-n, 3e3
= — i — /i, A:

2 = - >

J°
as T 1 dz _ w 3 _ i / ai — i \

'/*«" dis V"
1* <£s i / 1 \
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CXXXIV (suite).

i>/i>o; 3^ = 2 — n, 3e 2 — 2ti — 1, 3e3 = — 1 — 71, k* = n

Y dz Tn dz w 3

jLrcsri r^i
= ^ =x(,- n)

'

r
1 ^ r

00

dz
; = w i = x(«);

rc<o; 3e! = i — in, 3e 2 = i-+-n, 3e 3 = n — 2, & 2 =
r — n

T _dz_ Y'" dz _j / 1 \

J1 i/eTjÎ |v/zr
œi
-|v/r^|

x Vi-W

Z = 4-hi -+- *)(i — /i^).

tt>o; 3ei=/iH-2, 3e 2 = /i — 1, 3e3 = — 2/1 — 1, À 2 =
/£. —I- 1

1

JL„ IVZ| J l/zl ' l/^7| UW
r° rfz y

1-0

g» _ i__ / » \

JL, \A\~Ji ^"'""lifinn^M'

o>/i>— 1; 3e! = i— /i, 3e 2 =i + 2n, 3e 3 = — 2 — /i, A:2 = 1 -{- /i

1

T~n dz 'r° dz w 3

l[7^=ll7Il
= T=^-")-

cte y*
00

û?-sT~ _dz_ 'r" dz

i iv/zri iv/zr
Wl =
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GXXXIV (suite).

71

n < — i; 3ei = i— n, 3e 2
— — i — n, 3e z — i-i-in, £ 2 = —,

T~ x dz Yfi dz _ ws _ t /_ i\

JL. û^l ~k WC *

=
lv/^|v »/'

n

CXXXY.
Z = (i+^)(i-^).

A 2

A>o; 3é?i=A2 4-2, 3e2 = A2 — r, 3e 3 = — 2A2 — 1, £2 = ^-2
,

/ |v/z|" ^ ~
I
v/r^Â^

I

' i lv/z|~
1

l/Ï^Âï| '

Z = (i — -s
2 )(i— A 2

.*
2
).

>A>o; 3^ = 2 —

A

2
, 3e 2 = 2A 2 -i, 3e3 = -i-A 2

, A: 2 = A 2
,

A>i; 3(?1 = aA«— 1, 3e2 = 2 — A 2
, 3e 3 = — 1 —

A

2
, £2 =

7J-

y* «te y- <fe 1 r1
dz _ w 3 _ 1

"7^7
"'

*
" *

Z = (i + ,s
2 )(n-A2

,s
2
).

i>A>o; 3ei = n-/i2
, 3e 2 = i — 2 A2

, 3e 3 = A 2 — 2, A: 2 = 1 — A 2
,

'. 17?
A 2 — i

À>i; 3«t = H-A2
, 3e 2 = A 2 — 2, 3e 3 = i — 2A 2

,
k* = ^

f '

r dz 1

/ rai--"*"-

Dans tous les cas, on suppose K — x(£ 2
), K' = x(i — A:2 ).



TABLEAU DES FORMULES. l49

CXXXVI.

Cas où Z est du troisième degré et admet une seule racine réelle z t .

Z\ — z%
-?—-.—->o\ a>o.

e 2 = — (iZi — z x
— *t); e 2 — e 3 = - (z 2 — *,);

12 44

*t— *3

4 ^i — ^3

X, 1
v/i

I X

M = z.2 4- |
sj

z

%
— z t i/z 2

— z3 |
.

<£z o>3 -f- tûi 'r
z
- dz (1)3 (O t

V* dz '
[*"* dz co

{
— o)i

1%-F. ^z

^1 +• z 3
'/**' <&

-7-'
J ^I

= W2; "2<^^ ?

-SiH-^3 'f
Zl dzC'dz

où d>i, u> 3 sont formés au moyen de e l5 e 2 , e3 comme dans les formules

(GXXV), (CXXVI).

Fig. G.

Plan des u. Plan des z.

OJ3-0U,

[±00]

(OJa-OU,)2^3
[M'1

o

[M'

fo)

j(0D,-OJ3 ) Oj

(^)

[±00]

£(3aj 3 -(i),)

[M]

t*d
W) W)

M (z-/)

[Ou,] K)
[**]

[M]

«) (-;)

Dans le plan des « les valeurs entre crochets correspondent au plan des u
;

dans le plan des u elles correspondent au plan des z.
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CXXXVII.

Cas où Z est du quatrième degré et admet quatre racines réelles

Zl > *2 > *Z > *'*

A>o; e t
— e 3 ={AL, e^— e, = {AM, e2 — e 3 = -J-AN, fc =

'r
Zs dz _ 'rZi dz _ b>, VZi _dz_ _ V 00

_^a_ '/•*< _dz_

J,
t Ul\~JH ||/Z|" ^ •/„ IVZn-/,, |y/Z Tj_.lv/Zl

N

_!•

M
A<o; e3 -e, = {AL, ei-ci = iAN, e 3—

e

2 = ±AM, *« = -j-.

sfz\- i"

Dans ces formules et les suivantes (CXXVIII), _!, to 3 sont formés au

moyen de e it e2 , e3 comme dans les formules (GXXIII), (GXXIV).

ç
z

*A* - T
Zl

____ - f
Zï

____ T"-f_L f*

CXXXVIII.

Cas oà Z admet deux paires de racines imaginaires conjuguées.

•
i— >o, -î-j— > o, ^1 + ^2 = ^3 + ^4; A>o.

«1 — e 3 = - AL, e!— e 2 = 7 AM, e 2 — <? 3 = - AN, ki =
1
~-

4 4 4 L

Plan des u.

Fig. D.
Plan des z.

ta

o

-cu 3

(M

[_6.]

Dans le plan des z les valeurs entre crochets correspondent au plan des u
;

dans le plan des u elles correspondent au plan des z.

_ ZiZ 2 — Z3Z,>-+-
1
y/(g 1 — * 3 )(s t Eï______? _lfj_(f3LZl___p =

Q =

Z\ -h Z% — .23 — Z±

z x Zï — z z z± — |
\Z(Zj —z^jzi — z») y/Q 2— zi)(z2

— g3 )|

Z\-\- Z%— Z3 — £4
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1
» dz

CXXXVIII (suite).

(i) [suite].

dz Y'
Q dz

y/Z 1 wz\ L v/z

dz = «•

34 dzfl dz 'r* d* T

Pour la détermination de /Z dans ces intégrales, voir n° 604

T*dz

(2).

Z = 2*-}-2/-2 (i— 2Cos 2 6)s 2+r 4 = (s 2 +2^ cosô-t-rs)0 2— 2/*3COSÔ-w2
),

r >o, o<0<

.—z^ = / ——- = - Wl = — x(cos 2 6); -^-
3 = -x(sin 2 G).

|v/Z| Jr |/Z| » »' « r

(3).

Fig. E.
P/rt/i rfes m. Plan des z.

i

^3
[*3]

o

1*3]

l*«)

(ra )

.u>,+y0u3

0),

CjJ,-|û>3m
- aj,-aj 3

-.0

+•0
Ç=-oo -c,o [a),-^co3]

te')

[->a]

W)
x2

o, *

-o

+,0

[<?]

o,-

[aj,+ 50j3 ] -,o Q=eo

K)

[**>»]

[0>, + a>3 J

[»sl
M

Dans le plan des z les valeurs entre crochets correspondent au plan des u
;

dans le plan des u elles correspondent au plan des z.

Dans le plan des s, on a omis, pour ne pas charger la figure, d'écrire

P = j(*i-hx%) =a
-J-
(s 3 H-^), à l'intersection de l'axe des quantités réelles

et de la coupure.

TZi dz rp dz _ r1

dz rz
* dz

J,
t
i^rv„ iv/zr

W3;

i iv/zrJ, iv/z

= «wi :

2
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GXXXIX.

Cas où Z admet deux racines réelles z2 > zk et deux racines

imaginaires conjuguées; 1 ~7 *z > o.

A r/
62 = ^ K*1 ~~ z*r ~ (*« + ^3 — 2z 2 ) (*, -h ^3 — 2*»)] ;

gt~ g3 _ |
A

|

Dans les formules suivantes u>j, w3 sont formés au moyen de eu e 2 , e 3

comme dans les formules (GXXV), (GXXVI).

A>o; y^ftH^i, M ' = fi±.£^,
i —

o

i-ho

8>t
; TA-= P-^-h- T dz -'^±a

^-g W 3 — lu!

J = /^ _ r
+00

_f^_ _ «3-+-^,

_Jv/z| ^ |/zf~

Jjw l i^rJL-i

*4 IV^J X lv/z|

8 < i; /* -f^_ = T*~JÊL_ . 'r"
4

_^_ _ <o» + c»i

* dz W3— Wl

14-8 i —

S

4. I
v/z

|
/ |/zf~

7^"
to 3 U)

l
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8<i;

CXXXIX (suite).

Y'
u

dz _ 'r
Zi dz _ b>3 + h)i

/
Zi dz 'r

+eo
dz _ oj 3 — (Oj

J"

M
dz '/* dz _ co 3 -+- iQj

,4 Wz\~Jm I
v/Z |

=
» '

J..Wz\~J« \&\*J-J&

CXL.

to 3 — (Ot

Substitutions quadratiques dans le cas où Z est du troisième degré

et n'admet qu'une seule racine réelle, z 2 .

Z = a(z — z
l
)(z — z 2 )(z— z3 );

**"?** >o;

»(*) = s2 — 23 2 -s-+-^ 2 (s 1
4- *,) — *,*, = (*— &)(*— Ç»)î

(z —

2

1
)(z — 5 3 ) o?s ^37

* ^J ^ yax(x — oc x){x — 373 )

\Jax{x — x
x ) (37 — 373) _ (z — Çi)(z — ts)

v/z (*-* 2 )
2

'

(a7 — a:,) (a: — a-3 )= (3?-4-*iH-*s)*— 4 (*!*» "*-***) ï

3"! = 2Ç 1 -1 — ^3, #3 = 2^3— ~1— *»J

Çl>*2>^3, 37!>0>373 ;

*
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GXLI.

Substitutions quadratiques dans le cas où Z est du quatrième degré

et admet soit une paire, soit deux paires, de racines imaginaires

conjuguées.

Z = A(z — Zi)(z — z 2 )(z — z 3 )(z — s4 ); z l} z 3 imaginaires conjuguées.

A1Œ À(*, -*,)*;

tp(z) = (Z t -h ZW
— Zx— Z Z) S

2+ 2 (Zi Z 3
— Z 2 Z^)Z+ (Zi -+- Z3 ) Z 2 Z k— (5,-f- £4)^, £3.

~{z — zi)(z -z3
)' /Z

~"
\/P^x{x— x x){x — xz )

y/A, 07 ( 07 — 07,) ( 07 — 273 ) _ Cp(^)

(0-

( 07 — 37,) (37— #3 ) (Z, — * 3 )*

= (z i
— z3 yx*-h*[-2(z l

z 3 -hz i z l>) — (z
l -h z z)(z 2 -h *k)]*-h {Zi— -s*) 2

,

2 Çl — Z* — £4 2 Ç3 — 5 2 — ** .
07,

ïÇl— Zi — Zz
*3

2Ç3 — «t — *3'



TABLEAU DES FORMULES. ,55

CXLI (suite).

(2) [suite].

(Zt—

Z

3 )2

CXLIL

r 1 ^ '/•- <&

^ÎTr^rrJS |7^^1
= I

'
311029

CXLTII.

#2 = 3a| — 4aia3 -ha «4,

^3 = 2a 1 flja3+ fl «î«i— a w a\ — a\— a$a\\
(0

(*) p^-H; » pv = —! H=^ —
j

/o\ ! P W P** a l I rv v v/ m #1

2/a pu — pv a ja^ a

dz 1

(4) ^= --[2pw-a 2 2 -2fli^-a2 ];

(5) — R"(*) = ao^ + ^ai-s H- «2 = P w +- p(u -+- v).
24

Dans ces formules la détermination de y/a est fixée arbitrairement.
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CXLIV.

(1) / ,
=C-{-U]

(2) / ,
= c'— h —r Ç(p) ï* 4- —— log -*— f;

r z*dz r zdz „
(3) «0 / ;

-F 20-1 / . =c"-a2 M-^(w + f)-Çw;
J /R(*> J /R(«)

r -s
3 <^ * C z*dz i r zdz „, i /T7-—

(4) «0 / -7== H- 3a, /
—= + 3a2 / =c-ajtt+ji/H^ ;

(5) {
a (/*-f- '2)J r+3 +'2(2/'4- 3)a 1 J /

.+2 ^- 6(r-t-i)a 2 Jr+i

-f- 2(2r-h i)a 3 J r H- raiJ/M = z r \/tt.(z);

z = -
; Rj (2?) = a4 a:* -h 4#3#3 -H 6a2 #* -+ 4«i^H- #ol

IÇ __dz__ r x r dx

J zr i/RiT)
" J /R^)

Dans ces formules, r est un nombre quelconque; c, c', c", c'" désignent

des constantes arbitraires.

CXLY.

<^2 126*— <- 2 d^3 ,26a
— £-2

V »*•/!

d(£) _ (2-*»)(l- a *»)(lH-*«) _ J_ £,
,

<^2
~ 12/^(6,-

e

3 )
2 -

l6 g
^i *3)* A:

,

1

Ë4*!> - ^-* 2 + i _ _ 3 g*
(e „ U2^ 2 .

32ff^ =9^3^a-i^Itoa , 64ff^ =^lria -|^2^3 wa,

3a5^ = 9^3wa -6^2 v] a , 64g^ = ^|o) a -i8^3 ^a.
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GXLY (suite).

dK
~d*.

K E, ^ K'—
2X 2/([ — x) (h. 2(l — x) 2X(l — x)

VH/
\ rfx 2X 2X

E',

K'— ^ E '>

dx 2(1 — x) 2(1 — x)

dZ'(o) _ 1 [Z'(o) — x]*

ënë 2 2x(i — x)

Dans les formules (4-5), K désigne la fonction x(x) de la variable x.

d*K . .c?K ... / .d*K' .dK' ..,,

^X2

rf2 E cfE

«(^Vay+e-»)^- 1-* 1^*» x(1- x)-^- x
rf2 E' rfR'

<//.

-hi-E'=o.

(6)

(7)

y -T6t'
A »'»'-»« <jA

I -L. B -A .-*

BŒ2 ÎÇ i*7)
a , c=-— (y-i) 2 y »,

2 \/ô

àj

an

dJ 24 v/3

y~My-0~

r)c

M4/0'-i)jn -+-24c( 7y-4)-A = o;

1 44y (y - ' ) ^r + *4 ( 7y - 4 ) ^. + a = o,

d2 B 5/ — * àB T

/</- x>^ * * + i44
Bi=01

i44y(y-0^ + ^4(i9y'- lo)|^ l69c = o.

CXLVI.

(0

16Cï *51 ^-i^^+^rf-^-tt^i + A^^]^,
te

l6 c ^- = l^^-f ^"o"4- [-UÎ * 2 + ï ^] or

te

l ^3



l58 CALCUL INTÉGRAL.

CXLVI (suite).

i64ff
^J"

=— ^2"P + ^^-+- l8^3^+9P>3 — \gtgzU,

64ff -p- = i8^3"P — i8£-3 Ç — i2^2 Çp — 6^2p'-+-^w;
6 3

(
6^^r = (glu-i*g*Z)p'+Gg*g* + *glp-tog»P\

(4) < ,

( 64S> ^ =(i2^2^-i8^3 w)p'-H24^2 p 2 -36^3p-4^;

(5)

(6)

(7)

32ff |j^
= Us*u - 9 ^ç] ^ - [\ g \ _ 9^3 (ea + p)] U,

Hfi |j£
= [- 9^3" + Ô^Ç] K„ + [9^3 - 6*t (e«+ p)] {oa ;

32 ^ X? = [— 9^3" + 6^2 Ç] S'a0 -H [—9^3+ 6^2 («a + p)] $ aoî

3* S^ = [ * tfî k — 9tfs Ç] ?'p
T
H- 9*»(«y— ep) {p y ,

<%
32 ff -^ = [— 9^3 u + 6#2 ÇJ

fjî
Y
-h 6^2 (ep - e

y ) £py ;

d sn (u)
2X(l — X)

(8)
J

ax(,_x)^ = [«Z'(K)-^]w«,

= [" z
' (K) -n^] dn'"

;
2x(l — x)

ddn(tt)

~~dx"

(9) -4—- = —;
; ïuZ'(K)Z'(u) — xcn 2 wZ(w) + xsnwcnwdaw],

ax 2x(i — x) L v ' ' ' J
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NOTE

Détermination de la fonction inverse de pu au moyen
des formules GXXVIII et GXXIX.

Reprenons toutes les notations et conventions du Tableau (GXXVIII), sauf

celles qui concernent la détermination de \/i— z%, - log(-s -+- i /î ~ z ï)i

que, dans cette Note, nous fixerons comme il suit :

Dans le plan de la variable z , du point o comme centre, avec un rayon

égal à r-TT-r» décrivons un cercle, et pratiquons à l'intérieur de ce cercle
I Po|

deux coupures allant respectivement des points -h i, — i aux points

-r-Q—.f — t-q—:• Dans l'aire intérieure au cercle modifiée par ces coupures,
I Po I I

po
I

regardons la fonction \/i— z% comme ayant sa partie réelle positive, et

la fonction -r\o^{z -h i y/i — z*) comme ayant sa partie réelle comprise

entre — ir et iç. Les valeurs respectives de ces fonctions, sur les bords

des coupures, sont données par le Tableau suivant, où les radicaux et les

logarithmes sont réels et positifs :

Coupure de gauche.

Bord supérieur. . . -h */**— U r — *'log(— z -+- /s g — i),

Bord inférieur — i\fz\ — i, n •+- » log(— *« -^ /*f — i).

Coupure de droite.

Bord supérieur... — iy/zl — ï, — » l°g(*o + \/*î ~ 0>

Bord inférieur.... -+- #/«| — I
,

H- tfog(s •+ /*o ~ 0-

Pour z réel, compris entre — i et -h r, la fonction jlog(z -h i\/i— z$)

coïncide avec la fonction arc cos* définie comme étant comprise entre o
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et 7t. Dans l'aire du cercle, modifiée par les coupures, cette fonction est

holomorphe, ainsi que la fonction

et que la fonction

^(PoMiogU+yr^f) + 2 •r=i? s

*> ^ei — £3(1+ X)
2 P^£i— £3(H-X)2

puisque S est une série entière en z , convergente dans le cercle et sur

sa circonférence. Nous désignerons par F(z ) le second membre de cette

formule, où il est bien entendu que \/ 1

—

z% et - log(-s H- W l — z l) ont

le sens qui vient d'être précisé. Si l'on regarde alors z comme la fonction

de p qui a été spécifié<rdans le Tableau (GXXVIII), u = F(z ) devient une

fonction de p que nous désignerons par &py, en posant p = y; cette fonc-

tion est parfaitement déterminée pourvu que la partie réelle de II ne soit

pas nulle, et l'on a identiquement p(apy) = y~

Les trois équations concordantes

1 1_ ^ T7/ Xzo = Q-
, n ' y = P u >

u = F(z
)

p i -h IJ

établissent une correspondance entre les trois variables z
,
/(ou p), z

,

correspondance qu'il est aisé d'approfondir dans les quatre cas du Ta-

bleau (GXXIX) (yi, Y3 réels). Dans le premier de ces cas, la fonction apy
coïncide avec la fonction argpy définie au n° 591; il aurait été facile d'é-

tablir la coïncidence entre les fonctions apy et argpj" (n° 594) dans le

troisième cas.

Quoi qu'il en soit, dans les quatre cas du Tableau (CXXIX), par les for-

mules précédentes, au cercle et aux coupures du plan des z correspondent,

dans le plan des y, un système de coupures rectilignes ou circulaires qui

passent par les points E|, e 2 , £3 et, dans le plan des w, le contour d'un rec-

tangle égal en surface à la moitié d'un parallélogramme des périodes et

symétrique tantôt par rapport à l'axe des quantités réelles, tantôt par rapport

à l'axe des quantités purement imaginaires. Sur le contour de ce rectangle

se trouve le point o qui correspond au point 1 du plan des z et au point 00

du plan des j'. Aux points intérieurs de ce rectangle correspondent d'une

façon univoque les points du plan des y non situés sur les coupures et les

points du plan des z qui sont intérieurs au cercle sans être situés sur les

coupures. Quand le plan y comporte des coupures circulaires, elles sont

situées sur le cercle de centre e 2 qui passe par les points £1, s3 .

Les figures schématiques qui suivent expriment, dans chacun des quatre

cas, cette correspondance. Pour plus de clarté on a séparé les bords des

coupures et l'on a entouré les points critiques d'arcs de cercle infiniment

petits que l'on regardera comme continuant les bords des coupures. Dans

le plan des z , au cercle infiniment petit décrit du point 1 comme centre,
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correspondent approximativement dans le plan des u un demi-cercle infi-

niment petit décrit du point o comme centre, et, dans le plan des y, un

cercle de rayon infiniment grand, que l'on regardera comme embrassant

tout le plan et dont on n'a figuré que l'amorce, vers +- <x>, ou — », suivant

les cas. Dans les trois plans, les coupures et les arcs de cercle limitent des

aires simplement connexes qui se correspondent point par point et où les

fonctions F(s ), apy, pu sont respectivement holomorphes. Une flèche

indique le sens dans lequel doit marcher un mobile partant du point i,

=b oo, o, suivant qu'il se meut dans le plan des z , des y, ou des u, pour

suivre dans le sens direct le contour qui limite l'aire considérée sans ja-

mais traverser une coupure; dans ce mouvement les trois mobiles se cor-

respondent. On n'aura dès lors aucune peine à distinguer la correspon-

dance entre les bords supérieurs et inférieurs, extérieurs ou intérieurs,

des diverses coupures des plans des z ou des y et des diverses portions

du contour du rectangle du plan des u. Au reste, sauf pour le point i du

plan des z , on a employé, pour désigner les points remarquables de la

figure relative à ce plan, les mêmes lettres, placées entre parenthèses, que

pour le plan correspondant du plan des y, on a répété ces mêmes lettres

placées entre crochets, à côté des points correspondants du plan des u.

T. et M. — IV.
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(I) Ç >o; £i>o^e2 >£3;. T2>o, 73^0.

[Voir CXXIII et CXXVIII, cas I.

Plan des u.

Plan des z .

(e*)

Plan des y.

£ 3 e 2

MSM^ + Uj/'; 0<*<I, — !<£'<

(t
t )
= _i; (e,)-'; (•,)=!

£' est de signe contraire aux coefficients de i dans y et dans z . A deux

points jk dont les affixes sont conjuguées correspondent deux points z .

ou deux points u, symétriques par rapport aux axes des quantités réelles.

Au cercle du plan des y décrit de s
t
comme centre avec un rayon k'(ti — s3),

cercle par rapport auquel les deux points s 2 et e3 sont symétriques (n° 559).

correspondent dans le plan des z, le diamètre qui va du point — - au

point et, dans le plan des u, le segment qui va de —H(J)l , OJj—h 0)3 a —
1 1

Au segment indéfini du plan desjK qui va de s t à -h oc correspondent, dans

le plan des z, le segment qui va de (et) à -+- 1, et, dans le plan des u, le

segment qui va de o à wj.
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M tf>°; £i>22^o>s3 ; 72 >o, y,< .

[Voir CXXIV et CXXVIII, cas V.]

Plan des z
Q

. Plan des y-

le*)-.

( ~"
)
=
i'

M =-t "=-'

Plan des

t a le signe du coefficient de i dans ^ et le signe contraire au coefficient

de i dans z . A deux points y dont les affixes sont conjuguées corres-

pondent deux points zQ d'affixes conjuguées et deux points u symétriques

par rapport à l'axe des quantités purement imaginaires. Au cercle du plan

des^ décrit de e 3 comme centre et par rapport auquel les deux points & if

E2 sont symétriques, correspond, dans le plan des z , le diamètre qui va

du point q- au point — g- ' et >
dans ^ e P^an ^es u

->
*e segment qui va de

Po Po

— wj - à w, -• Au segment indéfini du plan des y qui va de — »

à s 3 correspond, dans le plan des z , le segment qui va de 1 à (s 3 ), et, dans

le plan des u, le segment qui va de o à — w 3 .
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(3) Ç < o
; y» = °-

Voir CXXVI et CXXVIII, cas IV. ]

Plan des sr Plan des y.

4*

i tang -,

(m') — cot
J-

>

4»

(e,) = iCOt y

ii sin vj;

( m\ ) = — COt y

(e3 ) = — icot

Plan des u.

[ml

3'ji3 )

Kl
•r

) [e,]<j 0,-^3

1

r ('aJ,-U>3j CU, ^3 + 3'j;,)

W = (<ù
l
-b w;j)*H ( w3

_ Wl)*'; 0<£<I, — !</'<!,

£' est de signe contraire aux coefficients de i dans y et dans z . A deux

points y dont les affixes sont conjuguées correspondent deux points z

ou deux points u symétriques par rapport aux axes des quantités réelles.

A deux points y de même affixe, mais situés sur les deux bords d'une cou-

pure circulaire allant de m à £ ( ou à e 3 , correspondent deux points z sy-

métriques par rapport à l'axe des quantités purement imaginaires et deux

points u symétriques par rapport à ui l ou à w 3 . A la partie non figurée du

cercle du plan des y, de centre e2 ,
qui va de z^ à s3 , correspond, dans le

plan des z , le diamètre qui va de (z^) à (e 3 ), et, dans le plan des u, le

segment qui va de o»! à w 3 . Au segment indéfini du plan des y, qui va de

s 2 à -+- oo, correspond, dans le plan des z , le segment qui va de (s2 ) à i,

et, dans le plan des w, le segment qui va de u> l
-+- u>3 à o.
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(4)

[Voir CXXVI et CXXVIÏI, cas IV.]

(^j

Plan des y.

£ = itang |,

( m) = cot ~
4

m = g, -(-

( m,) = — cot -y

4

{#,) = —n'cOtJ, (t,)=iCOt|> (£ 2 )

— j(co,+ a>3)

i(,ou,-3'a>
3)

(d),*^)

(3<U t-CD3 )

(w,-f-

w

3 ) *+ (w, — w
3
)*': <* ^«'<l.

£ est de même signe que le coefficient de i dans j' et de signe contraire

au coefficient de i dans z . A deux points y, d'affixes conjuguées, corres-

pondent deux points z symétriques par rapport à l'axe des quantités

réelles et deux points u symétriques par rapport à l'une des quantités pu-

rement imaginaires. A deux points j' de même affixe, mais situés sur les

bords opposés de la coupure circulaire allant de m à £j ou à e3 , corres-

pondent deux points ^ symétriques par rapport à l'axe des quantités pu-

rement imaginaires et deux points u symétriques par rapport à Wt ou

à — ro 3 . A la partie non figurée du cercle décrit de s2 comme centre dans

le plan des y, allant de z t à £ 3> correspond, dans le plan des z , le diamètre

qui va de (&i) à (s3 ), et, dans le plan des m, le segment qui va de w,

à — to 3 . Au segment indéfini du plan des y qui va de — oc à s 2 corres-

pond, dans le plan des z , le segment qui va de i à (s2 ), et, dans le plan

des u, le segment qui va deoà wi — to 3 .
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Le lecteur trouvera dans le texte, au Chapitre IX, tout ce qu'il faut pour

établir ces divers résultats qu'on a cru pouvoir ici se contenter d'énoncer.

Il observera aussi que, dans les quatre cas, la fonction \Jl\y
z— g^y — g3

assujettie à être positive pour un point d'affixe très grande et supposée,

s'il y a une telle coupure, sur le bord supérieur de la coupure recti-

ligne qui va vers -h co, est holomorphe dans le plan des y limité par les

coupures indiquées. Dans ces conditions on a, en deux points correspon-

dants,

p' u = — v/473 — g*y — #3,

et, en supposant que le chemin d'intégration ne traverse aucune coupure,

dy

Jyo -s/tr3 - giy — gz



PREMIÈRES ÀPPLIC1TI0NS

DES FONCTIONS ELLIPTIQUES

CHAPITRE I.

PREMIERES APPLICATIONS A LA GÉOMÉTRIE
ET A LA MÉGANIQUE.

§ I. — Longueur d'un arc d'ellipse.

647. Soient a et b les demi-axes de l'ellipse; supposons a > b.

Nous prendrons, pour origine des arcs s de l'ellipse, l'une des

extrémités de son petit axe et nous orienterons l'ellipse à partir

de cette extrémité dans un sens déterminé arbitrairement choisi.

Si l'on met les équations de l'ellipse sous la forme

x = a snu, y = b en u,

en se réservant de choisir convenablement le module /c, et si l'on

fait varier le paramètre u de o à K, on obtient la longueur / du

quart de l'ellipse. Soit s la longueur de l'arc de l'ellipse corres-

pondant à une valeur de u comprise entre o et K; si l'on désigne

par ds la différentielle de cet arc, les formules (LXV1II), (LXIX)

donnent la relation

ds- = (a2 cn 2 wdn 2 M + 6 2 sn 2 wdn 2 u) du? = a 2 dn 2 w/ i — sh 2 mWm2
,

que l'on peut écrire, en prenant pour le module k Yexcentricité

de l'ellipse,

ds* = a 2 dn 2 w(i — Z: 2 sn 2 w)afo 2 = a i dn'>udu i
;

T. et M. — IV. I2
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on a donc

— al dn^udu, l = a I dn
K

2 u du.

La valeur de la dernière intégrale se lit immédiatement sur la for-

mule (GII 8 ); on a donc

- =E.
a

La valeur de s résulte, dans tous les cas, de la formule (GXV 4 ),

d'après laquelle

f ân*udu= 'f'\i
— k*sn*u)du = u — k* \^ Z'(o) — i |^1 ;

on en déduit immédiatement, en tenant compte de la formule

(LXXIX,), la relation

- = a[i-Z'(o)]4-Z(a),

que l'on peut aussi écrire (CII^s)

£-(.).

C'est ce problème de la rectification d'un arc d'ellipse qui a servi

de point de départ aux recherches de Legendre sur les fonctions

elliptiques; le nom même de fonctions elliptiques, d'abord em-
ployé pour désigner les intégrales elliptiques, en tire son origine.

648. Pour effectuer un calcul numérique déterminé on prendra

a2 +6! a2_ 2 £2 £ 2 — 2a2

de façon que k 2 = -
2 ~

* soit bien égal à
°~~

'
; on aura alors

^i — <?3
° a2

(LXXIoCII,),

k = w„ z'(o)=L±^-3l= I_| )

J ti>i I\.

et l'expression de s pourra être mise sous la forme (CII 7 ),

(LXXVIII4 ),

s _ u
/a*+b* *)i\ i

4
\2t»i

« \ 3a 2 wj
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qui convient au calcul. On fera usage des Tableaux (CXXIII) ou
(CXXIV), suivant que a 2 est plus grand ou plus petit que ib2

.

Pour k 2 petit, on a, en négligeant k\

S _ I

a
~

i
k*( u sin2w

§ II. — Longueur d'un arc de lemniscate.

649. L'équation de la lemniscate rapportée à son point double

comme pôle et à son axe comme axe polaire est, comme on sait

/-2 — a2 cos28;

on en déduit immédiatement pour la longueur ds de l'arc élémen-

taire de cette courbe, la relation

A. = **+ r. «fl» = a* _i** = £ f.

,
, ,

i — 2sin 2 6 u i — isin 2
^

en posant

/* = <zcos^, v^2 sinG == sin^.

Convenons de prendre tous les radicaux avec leur détermination

arithmétique; convenons aussi de prendre 5 = et
ty
= o pour

9 = o; on a alors pour la longueur / du quart de la lemniscate

et pour la longueur s d'un arc quelconque de la lemniscate plus

petit que /, compté à partir de l'extrémité de son axe, les formules

on a, de même, pour la longueur /

—

s d'un arc quelconque plus

petit que / et compté à partir du point double, les formules

. T dr 'r? dp
/_s = a2 / =a / —

^

4P

où l'on a posé

_ °L_ -
r 1 ~~ cos 2

<^ cos2 6

De ces formules on déduit, pour

et
= ii e-2 = o, e 3 = — 1, ^2 = 4, gz = °> * 2 = {,
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les relations

§ III. — Aire de l'ellipsoïde.

650. Soit
xï yZ Z 1

-r -H 4v *+- -= = l, a>6>c>o,

l'équation de l'ellipsoïde rapportée à ses axes. Groupons les points

de la surface où la normale fait un même angle avec l'axe des z
;

à cet effet, posons

on voit immédiatement que tous les points envisagés se projettent

orthogonalement, sur le plan des xy, suivant une ellipse de demi-

axes,

•\/'-^r- V
L'aire intérieure à cette ellipse est égale à

TzabA,

où l'on a posé, pour abréger,

A =

Çl—
,

donc l'aire de l'anneau elliptique compris entre les deux ellipses

qui correspondent à v et à v -\- dv, est égale à

1
dk 1Ti.ab -j- dv\
dv

l'aire de la partie de la surface du demi-ellipsoïde qui se projette

orthogonalement sur le plan des xy suivant cet anneau est, par

suite, égale à

r.abv -j- dv:
dv
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donc enfin l'aire S du demi-ellipsoïde est égale à

dk .

v -7- av.
dP

S = nab C

651. Pour effectuer l'intégration, posons

* = &*(»);

alors à la limite p = co correspond la valeur u = o ; nous spéci-

fierons tout à l'heure la valeur u
K
qui correspond à la limite d'in-

tégration v = 1 . Si nous choisissons e\, e^, ev de façon que l'on ait

c2 c2

«li
— ex = 1— — . ey - ex = 1— p,

on devra prendre [jl = 1 , ys= a, X= 3 pour avoir e, Z> e 2 >> e 3 .

Dans ces conditions, on aura

. c- ic- c 2 c 2

è 2 « 2 6 2 a 2

C 2 2C! C 2

Quand ti varie de o à w,, 5so(w) varie de + c© à y^ — e 3 < i
;

on prendra pour u f
la valeur de u comprise entre o et i pour la-

quelle on a

C 2 C 2
,

2C 2

j) Ml -g 3
= i, put—«i=— , p Ml _e 2

=-, pMl = __,

valeur pour laquelle e =Ji 3 o( w ) est effectivement égal à + 1 •

On a d'ailleurs

/ v -=- dv = kv— l kdv\

en faisant dans l'intégrale indéfinie J kdv la substitution

t>=|-j (a), on trouve de suite

A = [Sio(«0 - i]5oi(»)5ot(«*)» «*«> = — Sio(«0£to(a),

TA rfp = /*(«! + i-pM)rfB = (c 3 + i)tt+Ç» + const.
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On aura donc

f V
dv

dv = t^3o( w)~ 0^oi(w)^2(")^o(w)-^3 w- u — Ç«£;

la quantité entre crochets est une fonction impaire de u\ si l'on dé-

veloppe suivant les puissances ascendantes de u, on reconnaît de

suite que les termes en - disparaissent, en sorte que cette fonction

est nulle pour u = o; d'autre part, ^\ {u^) ou pu^ — e 3 est égal

à 1 ; on a donc finalement

S = Tzab [uipui -f- Çl*i]«

§ IV. — Pendule simple.

652. Considérons un point pesant, de masse égale à 1 , assujetti

à se mouvoir sur un cercle de centre O, de rayon /, situé dans un

plan vertical. Si l'on rapporte, à un instant quelconque t, la posi-

tion de ce point à deux axes 0#, 0-3, dont le premier est hori-

zontal dans le plan du cercle, le second dirigé suivant la nadirale,

on a immédiatement les relations

*« « dxi -hdz i

*2 + * 2 = i\ y* =—^— = igz -+- À,

dont la seconde exprime l'intégrale des forces vives; V désigne la

vitesse du mobile à l'instant t
y g l'accélération de la pesanteur

et h la constante des forces vives. On en déduit sans peine que

z vérifie l'équation différentielle

/2

(^)
2=( ' 2 -*2)(2^ + A)

'

où les racines du second membre sont en évidence. En affectant

de l'indice o les valeurs des variables à l'époque f = o,ona

ig ° 2^

La racine du second membre de l'équation différentielle,

toujours inférieure à /, peut être comprise entre / et — / ou être
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plus petite que — /; puisque igz Q -+- h est positif, s, dans le pre-

mier cas, oscille entre /et : le mouvement est alors, comme

on sait, oscillatoire ; dans le second cas, z est compris entre / et

— / : le mouvement est tournant. Nous excluons le cas où, h étant

égal à igl, l'intégration peut s'effectuer par les fonctions élémen-

taires; dans les autres cas, z peut toujours atteindre la valeur
/,

et nous conviendrons de prendre l'origine du temps à un instant

où z est égal à l.

6o3. Pour ramener l'équation différentielle à la forme normale

nous ferons la substitution

S
Z

6^
;

elle prend alors la forme

\Tt)
= 4(z — «i)(z — e,)(z — e3 );

les racines e
{ , e a , ^3> supposées telles que l'on ait e

{
>e 2 '>e 3 ,

correspondent aux quantités — /, -i / rangées par ordre de

grandeur croissante, puisque z et Z varient en sens contraire
;
dans

tous les cas / correspond donc à e 3 . L'intégrale de l'équation dif-

férentielle est

en désignant par X la constante d'intégration-, pour t= o, z doit

être égal à l et z à e 3 ; X doit donc être congru à <o 3 ,
modulis 2 to,

,

2Wj; rien n'empêche de supposer À = u> 3 , ce que nous ferons dé-

sormais.

Pour aller plus loin, il convient de distinguer les deux cas.

i° Mouvement oscillatoire. — On suppose

l<±<!;
1g

on a alors

puis, en se rappelant que Z est égal à p(* + w 3 ), en utilisant les
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formules (LIX),(LX), (LXI) et en posant pour abréger u= ti/^,

l-z = i£[j)(* -*-*>,)-«,] = f (/+^jîî,* = aU*in»«,

/ + z = —— [>(f-t- w 3 ) — «1] = il\\*t = 2/dn 2 w,

fi?

z+— =-— [p(* + co 3 ) — e 2 ] = (/ + —) £?»* = 2/A~2 cn 2 w,

a? = s/l 2 — ,s
2 = s/'igl-*r Agos'Ëss* — ilksnu dnu,

x* =: % gz -T- h = 4 k 2 gl en- u, v = ikyjgl cx\u\

pour déterminer le signe de la valeur de #, on a fixé le sens des x

positifs de façon que V soit positif; k est la racine carrée posi-

tive de k'2 .

Si l'on désigne par 9 l'angle que la tige du pendule fait avec la

nadirale, en sorte que x soit égal à /sinQ et z à /cosQ, les for-

mules précédentes fournissent immédiatement celles-ci :

6 fgsin-=£snu, cos- = dnw, u=ti/%>
2 2 y l

sur lesquelles le caractère oscillatoire et les propriétés de symétrie

du mouvement se lisent si facilement qu'il nous paraît inutile d'y

insister; notons seulement que les positions les plus basses du

mobile (z = l) correspondent aux instants

que les positions les plus hautes ( z = — —
j correspondent aux

instants

r=:(a/n-i)K^/i,

en désignant par n un nombre entier, que la durée d'une oscilla-

tion complète est

T_K
V/J,

que l'angle entre la nadirale et la tige du pendule dans sa position
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la plus haute n'est autre que la valeur a de 8 pour u = R- on a
donc (LXXII)

• a a
sin - = /c, cos - = A-'.

2 2

Pour les applications numériques on utilisera les formules (GXX1II)
ou (CXXIV) suivant que h est négatif ou positif. Si h est très

voisin de — igl ou de + igl, on pourra se servir des formules
(CXXN 10 ) ou (CXXITh).

2° Mouvement tournant. — On suppose

on a alors

-&• <r.A('-£). *--#'-£)• v-h('+$>
puis, en posant cette fois

on trouvera

2/2
/ — Z —

g
[?(t -+- eu,) - e 3 ] = | ^ -h A^ || a

* = 2 Z sn2 M>

2/-'

/H- -s = [p(*-h w 3 ) — e 2 ] = 2/£f 3 £ = 2/cn 2 w,

x = 2 1 sn u en w, v = t ^^ dn M
>

A?

sin - = sn u, cos - =cnw, 8 = 2 am m.
2 2

Le caractère tournant et les propriétés de symétrie du mouvement

se lisent immédiatement sur ces formules; la durée d'une révolu-

tion complète est donnée par la formule

m
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§ V. — Pendule sphérique.

654. Soient #=:rcos8, y = rsin9, z les coordonnées d'un

point pesant assujetti à se mouvoir sur une sphère de rayon l dont

le centre est à l'origine des coordonnées; l'axe des z est dirigé sui-

vant la nadirale. Soient V la vitesse du mobile, g l'accélération de

la pesanteur, c et h les constantes des aires et des forces vives;

les intégrales des aires et des forces vives

r2 _ =c , v2= _ «a^+ A

et l'équation de la sphère r 2 -h z 2 = l 2 fournissent immédiatement

la relation

dont nous désignerons, pour abréger, le second membre par y(z).

Convenons d'affecter de l'indice o les valeurs des variables pour

t = o. Excluons le cas où C serait nul, le mouvement étant alors

le même que celui d'un pendule simple, et le cas où <f(z ) étant

nul, z serait racine double de <p(s), le mobile décrivant alors d'un

mouvement uniforme le parallèle sur lequel il se trouve d'abord.

Dans le cas général où nous nous plaçons,
<f

(<s ) est positif ou

nul et, s'il est nul, cp(s) est positif pour des valeurs de t un peu

plus grandes que o; la substitution dans cp (z), à la place de 2, des

nombres — 00, — /, z , /, -h 00 montre ainsi l'existence de trois

racines réelles a, 6, c placées comme l'indiquent les inégalités

l>a>z >b>- l>c,

l'une des racines a, b pouvant être égale à s . De l'identité

(<igz-hh)(l* — z*)— c 2 = — ig(z — a)(z — b)(z — c)

on déduit d'ailleurs les relations

li hl'2 c2

«+è-fc = , ab -h bc + ca = — / 2 , abc = •

*g
,

ig

Gomme a et b sont compris entre — / et -+- /, l'expression
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- ab — l\ donc aussi (a + 6)c, est négative, en sorte que, c étant
négatif, on doit avoir (')

a -h b >o, a> o.

600. Dans l'équation différentielle que vérifiez, faisons la sub-
stitution

1 Z 2 1
z = —— z+^a-fè + c),

de manière à obtenir une équation différentielle de la forme

\Tt)
=* z* — e* z — ^8 = 4(z-è

1)(z-c 1 )(z — c,),

les racines e
K ,

<?2 , e 3 , supposées telles que l'on ait e
{ ><? 2 >e 3 ,

correspondent respectivement à c, b, a, puisque z et z varient en
sens contraire, et l'on a

62 = 6^ (a ~ 2 6 *" c)
' •!— «t =^ (a- c),

L'intégrale générale de l'équation différentielle est

\ étant une constante arbitraire. En prenant, pour origine du

temps, l'un des instants où le mobile est sur le parallèle z = a,

on a

•2/2 ,

a = _p(X)+-(a + 6-hc);
6 °

on en déduit que p(^) est égal à e z ; X devra donc être congru à a> 3

(modulis 2(0,, 2to 3 ); nous prendrons X= w 3 . La solution de l'é-

quation différentielle en z est

z = j>Uh-o> 3 ).

(
l

) Foi'r pour la discussion, le Traité de Mécanique de M. Appel), t. I, p. 485.
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656. Avant d'aller plus loin, il convient de faire quelques ob-

servations concernant les données. Si, outre g' et /, on regarde z

ou a comme une donnée, les deux constantes h et C ne sont plus

indépendantes et l'on doit supposer c 2 égal à rjvj, c'est-à-dire à

r2 (2ga-\- h), d'où

sous le bénéfice de cette supposition, l'équation <?(z) = o admet

la racine a; en la débarrassant de cette racine, on trouve, pour

l'équation que doivent vérifier 6, c, l'équation

2 ^(/2_ a2
)

dont on aperçoit de suite que les racines sont réelles et séparées

par le nombre — a] mais a devant être, par hypothèse, la plus

grande racine de <p(s), on doit avoir

le cas limite où C 2 serait égal à ?—°- correspondrait au cas limite

où a serait une racine double. La quantité C, que l'on peut évi-

demment supposer positive, peut prendre toutes les valeurs de

roi/~ à +°°> toutes les constantes du problème dépendent alors

de G. Une discussion élémentaire montre facilement que C augmen-

tant de r\ i/| à -f- 00, b décroît de a à — a et c de — °—^- à

— 00; k 2 =- croît de zéro jusqu'au maximum J- -°

_

~
t"^ a " ~ ro

qu'il atteint pour G = t/-^ —> puis décroît jusqu'à zéro
;

K et q varient dans le même sens que A-
2

, K de ~ à - et q de o à o
;

K7 varie dans le sens contraire de + 00 à -f- 00. Le sens de la va-

riation de

- 7.S=-Kll/-7
J

/ët
— e 3 V g(a c)

avec G n'apparaît pas immédiatement ; mais il est clair que lorsque C
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a dépassé la valeur y
lff{l*~ a

*K co, décroît et tend vers o quand

C augmente indéfiniment; au reste il est aisé de trouver des li-

mites supérieures de w
1
en se servant par exemple de la relation

K << -p (n° 538) ; on trouve ainsi

3<»i < A .

ou
2Wl . -2Tq ï

** )/ê)/à=~c rU ^ {/(c*-4a^rj)* + i6^rg
<
TFT

Lorsque Z:
2 est très petit, c'est-à-dire lorsque G est très voisin de

o t/f ' ou très grand, on peut se servir des formules (GXXII).

657. On peut écrire aussi

" =-(a-i)sn2(2K^),

7(^2 — ^3) J
(a — 6)cn*(a.Kp)^

(a — c)dn2( 2 K^),
,p » ^3

où l'on a posé p = • Les valeurs ainsi trouvées pour z sont

réelles, quand t varie de — 00 à -h 00. Quand le point t parcourt

dans le sens direct le rectangle dont les sommets sont o, w,,

co
4 -f- co 3 , co 3 , on sait que pi varie en diminuant constamment de

-f- co à — co; on conclut de là et des formules précédentes que z

va en diminuant, constamment de a (t = o) à b(t = w,), puis à

c(t = o), -j- W3), puis à — co(* = co 3 ); là il passe brusquement de

— 00 à -f- co et revient, pour t = o, à la valeur a. Les mêmes ré-

sultats peuvent d'ailleurs se lire sur la seule formule

2/2
z — a = [p(*H- w 3 ) — c 3 ]i

o

en suivant le chemin que parcourt le point * + o> 3 , ou le point

t — W 3 qui fournit pour t la même valeur; dans ces conditions

p(t -+- co 3 ) va constamment en augmentant, en passant toutefois

de -f- 00 à — 00 quand £ atteint la valeur o) 3 . Il suit de là que z at-

teint les valeurs — l> -{- l pour deux points t 2 , tt situés le premier

S
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entre w, et to, -f- co 3 , le second entre (o 3 et ci>
4 ; on a, en ces deux

points tu t 2 ,

— [p(«t + w3)-e3 ], PU1-HW3) -

/ + « = —
[p (t2 -+-u 3 )— e 3 ], p(^2-f-w 3)= —£

o

658. Ces valeurs t {J t 2 vont intervenir dans le calcul de 8, et il

importe de donner le moyen de les calculer avec précision. Obser-

vons que l'on a, quel que soit t,

et que <p(<s) se réduit à — C 2 quand on suppose t égal à t
K
ou à t2 ;

on a donc, pour ces valeurs de /,

\

1 rr n
j>(«-+-o>,) = ±^;

d'ailleurs quand t décrit le segment w
4

. . .to, H- w 3> <p(£ -f- w 3 ) va

en augmentant; si donc on pose pour un instant t = o)
4 -f- A, la

dérivée, par rapport à la variable (réelle) X, de la fonction (réelle)

p(io
{
4- <o 3 -f- "ki) sera positive pour les valeurs de k comprises

entre oet-3 ; on aura donc
1

et, par suite,

de même

'p'(h-h w3)> o

p'(* s -hco 3 ) = - ^;

p'(^ + 0,,) = +^
On a ainsi tout ce qu'il faut pour appliquer les formules (CXXVIII)

et calculer, si l'on se donne les éléments numériques du problème,

les quantités t
K
-+- w 3 , t 2 H- co 3 à des multiples près des périodes,

c'est-à-dire, dans le cas actuel, sans aucune ambiguïté.

659. Remarquons, en passant, que les deux valeurs t K + to 3 ,

— £ 2 — w 3 font acquérir à la fonction p' t la valeur ^^; la fonc-
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tion P' 1 — '{f
est une action doublement périodique de t, du

troisième ordre, avec o pour pôle triple; la somme de ses zéros
devant être congrue à la somme de ses pôles, on en conclut que
son troisième zéro est t 2 — t

( ; en d'autres termes, on a

2 L à

On peut évidemment poser *,-.*,=», + A, X étant une quan-
tité réelle comprise entre - ^ et ^; la formule précédente montre
que 1 est positif: en effet, la dérivée, par rapport à la variable
(réelle) À, de la fonction (réelle) j>(w,+ A), c'est-à-dire i j>'(W|+ A),
est de signe contraire à A, puisque p(ù«.'+ A) décroît quand X

croît de o à ^ et croît quand à croît de — ^ à o; or, d'après la

formule précédente, ip'
(
W| + A), c'est-à-dire ip'(t2— *,), est

négatif. Ainsi À, c'est-à-dire 4- (*a— *, — co<), est compris entre o

**.(•)

Il va sans dire que l'expression de p'(*2 -— *,) aurait pu être dé-

duite, parles théorèmes d'addition, des expressions de <p(*i+ w 3 ),

jd(^ 2 -h w 3 ), p'(j, h- w 3 ), p
f

(t 2 -h d) 3 ). Voici quelques formules ob-

tenues par cette voie et qui pourraient servir pour le calcul de t
K , t2 :

p(/, + f,)=-
ia/>

, Pl<i +^)=^ i,

p(^_^) = ~v p'^î-'O-^jr

660. L'expression de £)'(/, -h £ 2 ) montre que ^+ * 2 a la valeur w,

pour A/2= c 2
, c'est-à-dire pour c'

2= - gl2 r\, valeur dont on re-

connaît de suite qu'elle est plus grande que la limite inférieure

de C 2 et plus petite que la valeur de C 2 qui rend k 2 maximum.
Pour cette valeur particulière, on se trouve dans un cas signalé

par M. Greenhill, où les formules se simplifient notablement;

( '
) Les valeurs des fonctions sn, en, dn, pour les valeurs de v qui correspondent

à t = t
l
ou t = t2 se déduisent très facilement des expressions de z — a, z — b,

z — c, et l'on a, dans tout ce qui précède, tout ce qu'il faut pour la détermina-

tion des signes.



l8a FONCTIONS ELLIPTIQUES.

d'abord b est nul, en sorte que le mobile reste compris entre

l'équateur de la sphère et le parallèle z = a; on a ensuite

c = i k*=
, 7,a a 1 -+- l 2

v ei
*
3 V2/2V «2 ^ 2 + « 2

Lorsque C 2 est compris entre ^gr* et I^^Ji & est positif et

aV(^ H- £ 2 ) est négatif; c'est le contraire lorsque C dépasse

- si2 ri ; on a, suivant les deux cas,
a° °

<1 + (<»"M<) < w3

661. C'est surtout en vue de la détermination de 6 (ou de x, y)

que nous avons calculé les valeurs de p(t { + w 3 ), jd'(^ -H w 3 ), ....

On a

cfô _ c c / I J \

^ - /2_^2 - ll\l — Z * Ï + Zj'

d'où, en tenant compte des formules

l — z = {l — a) — {z — a) = — fp(«-+-w 3 )— p(^,-h to3 )],
©

2/2
/ + z = (/ + a) + (a + o) = [p(^ +

w

3 )
— p(^2 -4-(o3 )],

©

qui résultent immédiatement des valeurs de /

—

a, l -\- a, z — a,

que les précédents calculs mettent en évidence,

^6 _ #c> r

^ 4^ 3 LP(^-H W 3 ) — p(^ -h U> 3 ) p(f"f- W 3 j — p(*2 -h W 3 )J

et en décomposant en éléments simples, ou, ce qui revient au

même, en utilisant la seconde formule (GUI*), les expressions

de J3'(*i + w 3 ), p'(t 2
-Jr <o 3 ), ainsi que les formules (XII4)5 ),

^dt =t(t — h) + ï
i
{i—u) — ^t + t,) - l{t + U_) + 1^1,-^1 l z t t .

En intégrant et choisissant la constante d'intégration de façon

que 9 s'annule en même temps que t, on a

e,rt = _ *(t-tl)f(i-.tl )
e„ (tti+t,f) .
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d'ailleurs, à cause des expressions de /— z, l-\-z que l'on a écrites

pins haut et des formules (VII,), on a aussi

rt_#l -\t/^-\- (ac2 -gy 4
)
2 tf(<+fi)tf(f-M,)3'(*-f

l)q'(f-< a)

_ >2
^(f 4- *i) tf(f -4- f 2) *(t — *

t ) s^l — h)
%

donc

^.a = ,,
tf'«-*.)tfV«-«.)

e,„^+îlU

ou, en extrayant les racines carrées et choisissant le signe de façon

que l'on ait /* = r pour t = o, = o,

;fl
^(^— ^î) 3*^ — ^2) tir t ,r t \x-hiy= ré 1 ® = r _ '

t \ t
e*u»**+W.

CT| t <J t\ G t%

662. Cette formule montré que x -\- iy et, par suite, x ety sont

des fonctions univoques de t. La forme même de x + iy montre

que c'est une fonction doublement périodique de seconde espèce;

c'est le produit d'une exponentielle par la fonction

*{t— t
x
)ï{t— tt )

*<*> = *\t
'

dont les multiplicateurs ja,, ul 3 relatifs aux périodes 2w (
,2w 3 sont

respectivement
^ = e-Mi,(M-*a), |jl 3

-2Ti, (f.+f.)

On pourrait prendre pour l'élément simple relatif à la fonction

x -+ iy la fonction

et transformer l'expression de x + «> en la décomposant en élé-

ments simples (n° 367).

Nous nous bornerons à quelques remarques relatives à la fonc-

tion <p(*), qui ne sont d'ailleurs que l'application des observations

faites au n° 372. D'après ce qui a été dit plus haut, t
{ + t, est de

la forme w, + aco s , a étant un nombre réel compris entre o et 2;

si l'on considère la fonction doublement périodique de seconde

espècer
^(f) = !p(0e (-1 1

+ar",f
)

T. et M. — IV.
l3



l84 FONCTIONS ELLIPTIQUES.

on voit de suite que ses multiplicateurs, relatifs aux périodes aw,

,

2 o) 3 , sont respectivement £~a7r/
, e%i ; si, par conséquent, a est de

la forme — y p et q étant des entiers premiers entre eux, [^(0]
2<7

sera une fonction doublement périodique ordinaire ; il en sera

de même de l'expression

que l'on pourra obtenir sous forme explicite par la méthode de

décomposition en éléments simples; elle admet le pôle unique o) 3 ,

d'ordre de multiplicité ^q. Gomme on a donné plus haut l'expres-

sion de p(ti -j- t 2 ), d'où il est aisé de déduire celle de p(aw 3 ), on

voit le moyen de déduire l'équation algébrique que doit vérifier

la constante c pour que a ait une valeur donnée -, de l'équation

algébrique que vérifie p l — to 3 j , équation algébrique qui sera étu-

diée plus tard. Nous nous contenterons de ces indications som-

maires sur un sujet qui se rattache d'ailleurs à la théorie des in-

tégrales pseudo-elliptiques, que nous n'avons pas abordée; le cas

simple oùa= i sera traité explicitement un peu plus loin (').

663. En posant

t t t 1 . u
v = 1 ir x

= , - -+- 1r2 = —— »

2(oi 2W, a 2 eu,

de façon que les quantités réelles r4l r2 soient positives et plus

petites que —.> les formules de passage des fonctions d aux fonc-

tions 3 fournissent immédiatement les formules

i 9t(*-i)9rt (*-i) 2rt(v)'

%l(v) 3r 1
(t/-,)2r2 (fr2 )

où l'on a posé, pour abréger,

(
'
) Foir Greenhill, Zes Fonctions elliptiques et leurs applications, trad. par

Griess, Ghap. III; voir aussi, pour le cas où a = 1, le Traité de Mécanique ra-
tionnelle de M. Appell, t. I, p. 494.
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On peut faire sur ces expressions de z— a et de x+ iy, qui spé-

cifient le mouvement du point x,y, z et qui sont appropriées au

calcul numérique quand on se donne les éléments numériques du
problème, quelques observations faciles qui se feraient d'ailleurs

tout aussi bien, le lecteur ne l'ignore pas, sur les équations diffé-

rentielles du mouvement.

L'expression de z — a montre que les valeurs de z se repro-

duisent quand on remplace v par v-\-\\ dans les mêmes condi-

tions x + iy se reproduit multiplié par le facteur e'A , ainsi qu'il

résulte des formules (XXXIV) ou de ce que l'on vient de dire sur

le caractère de la fonction x 4- iy ; lorsqu'on a la position M du

mobile à l'instant t, il suffit donc, pour obtenir sa position à l'in-

stant t-\-2(s)
{ , de faire tourner le plan MOz d'un angle égala A au-

tour de l'axe Oz; la périodicité du mouvement est ainsi bien

mise en évidence et il est clair qu'il suffira d'étudier le mouve-

ment de£ = oà£=2tD,.Il suffit même de l'étudier de t = o à

t =(i),, car à deux valeurs de t également éloignées de to, cor-

respondent deux valeurs de v de la forme ^— w, ~ -+- w, dont la

somme est égale à i, et, par suite, les valeurs de z que l'on ob-

tient sont manifestement égales, tandis que les valeurs de x + iy

s'obtiennent en multipliant un même nombre

,(W.;.v) ari(o)
r° e '

' 3i((v)s 2 (*>2 )

par deux nombres imaginaires conjugués

o—ZAW —

—

i G rv / • \ y

les deux positions correspondantes du mobile sont donc symé-

triques par rapport au plan qui passe par l'axe des z et la posi-

tion M, que le mobile occupe à l'instant tz=<ùi} (f>= |). Ce

point M, est la position du mobile pour laquelle z est minimum;

ses coordonnées sont données par les formules

frî(o) 3«(fri)3i('>») ,
f («*iA).

le coefficient de e^^ est manifestement positif : c'est le rayon
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vecteur /•< de la projection du point M< sur le plan des xy\ il est

facile de vérifier qu'il est égal à sj l- — b-.

L'expression de x -t- iy met en évidence que l'angle polaire de

la projection du point M, est, à des multiples près de 2Tt, égal à

tc _|_ JLa, en sorte que la courbe décrite par l'extrémité du pendule

est fermée, ou non, suivant que -A est un nombre rationnel ou

irrationnel. On verra plus loin que t: + ^ A est l'angle dont tourne

effectivement le plan MO,s autour de l'axe 0.5 pendant que t croît

de o à (Of, et non cet angle augmenté d'un multiple de 2tu; mais

ce qui précède suffit à montrer l'intérêt qui s'attache à la constante

réelle A dont il convient de dire quelques mots.

664. On peut mettre A sous la forme

qin—i ghsTcri ^ qtn-i shsirr,
.1 q

!in—\ ch2-^/'.2 -fJ^
~ ^ i — a^**- 1 ch'iir/-! -f- q'* 11 -*- Zd i

ri et r2 sont positifs et plus petits que —.; il en résulte que dans

l'une et l'autre des séries chaque terme est positif-, r2 étant plus

grand que rn on conçoit que A soit négatif, et c'est un point que

Halphen a établi par une analyse intéressante que, toutefois, nous

ne reproduirons pas en raison de sa complication (' ). Chacune

des séries regardées comme une fonction soit de r, , soit de r 2 , la

variable étant supposée comprise entre o et --.> est une fonction

croissante : cela est évident pour chaque terme de la première

et se vérifie sans peine pour chaque terme de la seconde; il ré-

sulte de cette remarque que l'on a

('} Après Halphen, M. de Saint-Germain a obtenu le même résultat sans faire

usage des fonctions elliptiques; il a, en effet, montré [Cf. Note sur le pendule
sphérique {Bulletin des Sciences mathématiques, 2 e sér., t. XX, p. n4)] que

l'angle dont a tourné le plan MO z autour de Oz quand t croit de o à w
(
est plus

petit que tt ; on va voir que cet angle est égal à — -+- a; de sa démonstration ré-

sulte donc immédiatement que a est négatif.
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mais on a

*•©
on en conclut

a ^ r
A > — TC, - -+• K > -

2 '2

11 serait intéressant d'étudier comment A varie avec la constante C

dont dépendent /*,, r2 et q.

Signalons quelques autres expressions de A. On a

Cttt, au), ai), c»t 1 yt
(ir

l
-hir i ) m

la seconde de ces formules qui, seule, a peut-être besoin d'expli-

cation, a été déduite de la première en remplaçant dans la pre-

mière des formules ( VII 3 ) u et a par t
{
-j- w 3 , t 2 4- to 3 et en utili-

sant les valeurs préalablement calculées de r> {t
K -f- to 3 ),

p'(t
{
-\- (o 3),

<p('2 -i- Wî), P'(^2 + w 3 ).

660. Dans le cas particulier déjà signalé au n° 660, où

on a tout d'abord

et le fait que A est négatif apparaît bien facilement en se servant

de la relation K < Ar, qui donne

L'intérêt de ce cas particulier consiste en ce que l'on y peut ob-

tenir séparément les valeurs de x et de y. En remplaçant, dans

l'expression de x + iy
r
ir2 par |t — *>< , on trouve de suite

-r _i- v — /•^"A+1lc .-J^

—

- —i-^-r :
~—

—

,
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en appliquant ensuite la première formule (LVI 4 ) et les for-

mules (LXXI), puis en posant pour abréger

__ . 3r a (t>i)3r4 (t /'
1 )

on obtient

x -h iy — r e'iA+,I )
,'[cn(2Kf)+ tjxsn(2Kf>)dn(aKp)L

ou, puisque A et [/. sont réels,

x= r [cos(AH- Tt)v cn(iKv) — ;xsin(.\ -t-ic)p sn{i*Kv) dn(2Kp)],

7= r [ sin (a -+- k)v cn(aKp)+ {xcos(â -hir)i>sn(2Kp)dn(2Kc)].

En faisant P=| dans ces formules et en se rappelant que pour

cette valeur z est nul et \/x'2 -\-y'2 égal à /, on trouve sans peine

et c'est ce qu'il n'est pas difficile de vérifier, d'ailleurs, sur l'ex-

pression même de u,

666. Il nous reste à étudier, dans le cas général, la façon dont

varie avec t. De l'expression de e 2 * 8 donnée au n° 661 , on déduit

aisément, au moyen des formules de passage des fonctious <x aux

fonctions 2r, la formule

où l'on a posé, pour abréger,

ft v \ = %i( ir
i— v )S*( irt— v) = ^\{irx — v)^j(v—{ — irt ) .

dans cette formule qui donne, à chaque instant £, l'angle 9 dont a

tourné le rayon vecteur dans le plan des xy, il s'agit de fixer, pour

chaque valeur de t>, la détermination du logarithme. Nous nous y
arrêterons d'autant plus volontiers que la même question se pré-

sente dans un très grand nombre d'applications.

Pour suivre la voie régulière qui a été indiquée au Chapitre VI

et qui permet sûrement de lever toute ambiguïté, il faut tout

d'abord transformer l'expression de -j- de manière qu'il n'y figure
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plus que les dérivées logarithmiques de la fonction 3, ; on trouve
alors

A -+-

^1(0— î— «*») 3r,(<;

et pour avoir la valeur de 8, qui correspond à une valeur donnée
de i>, il suffit d'effectuer les intégrales rectilignes

On observera d'abord que dans l'évaluation des logarithmes,

qui résultent de l'intégration, on n'a à se préoccuper que des par-

ties purement imaginaires; les parties réelles disparaissent évi-

demment dans les différences. Les quatre intégrales à évaluer

peuvent être remplacées par les suivantes

J
' ' '

1—
2
-t-/rs -)-p

— - — //'•

où les signes / portent maintenant sur la quantité gf-; le pro-

blème de l'évaluation de pareilles intégrales a été complètement

résolu au Chapitre VI ; nous nous reporterons à la méthode exposée

aux n08 506 et suivants.

667. Supposons d'abord que v soit compris entre o et |, c'est-

à-dire que t soit compris entre o et tù
K ; on voit alors de suite que

pour les quatre intégrales le chemin d'intégration est contenu dans

l'aire du rectangle (R) figuré à la page i55 du tome III et formé

par la réunion des quatre rectangles (Ri), ^2)5 (&•)> (R*)» en

sorte que (CXVIIl! ) les quatre intégrales précédentes sont respec-

tivement égales à

log^ {? — in ) — log 3r, (— in);

logSTi (p -+- irt ) — log^ («>! ),

logSr, (ç — | — ù\ ) — logSi (— \
— irt),

logSr, (p — | -f- *>,) — logEr^—{+ *>2 ),
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où les logarithmes ont leurs déterminations principales, en obser-

vant toutefois que les points 3< (— 5 — ir 2 ), 3r< (— i H- ir 2 ) doi-

vent être regardés comme étant le premier sur le bord inférieur

de la coupure de gauche, le second sur le bord supérieur de la

même coupure, en sorte que les coefficients de i dans les loga-

rithmes sont respectivement — «, H-tc; ils sont — ~ et -H - pour

logSf^— */*,), logEf, (ifi)) on aura donc, dans ce cas,

6 = ap+ — logS"i(p — iri) — logSr^p-f- èr,)

3rç
1

en attribuant aux logarithmes leurs déterminations principales;

d'ailleurs, le point 2^ (y -h «/*,) est situé dans l'aire (R/
t ), le point

Er< (V — t>|) est le point de l'aire (R'
4 ) symétriquement placé par

rapport à l'axe des quantités réelles; il résulte de là que

- ; [log^ (V — £>!) — log^P -h IT|)]

est l'angle, compris entre o et > dont il faut faire tourner le

rayon vecteur qui va de o au point 2f, (v 4- £>< )
pour l'amener sur

la partie positive de l'axe des quantités réelles-, de même, puisque

les points Ï3
X
(v — ^ — ^2)1 ^i (v— 5 -h ^2) sont symétriquement

placés dans les aires (R/
3 ), (JV

2 ), on v °it que

i. [logS, (p- I - «,) - logS, (*-; + <>*)]

est l'angle (obtus), compris entre et — «, dont il faut faire

tourner le vecteur qui va du point o au point 2fj (y — J -h IJTj) pour

l'amener sur la partie positive de l'axe des quantités réelles ;
d'après

cela, on reconnaît très aisément que l'on peut écrire

a -h?
kv

en désignant par a et (3 deux angles positifs, moindres que tz,

dont le premier s'obtient en faisant tourner dans le sens positif le

vecteur qui va du point o au point 2r
4
(ir

{ + v) pour l'amener

sur le vecteur qui va du point o au point 2^ {ir
K
— v), dont le se-
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1

cond s'obtient en faisant tourner dans le même sens le vecteur qui
va du point o au point <£«(?—

'j-f. ij-t ) ou &2 (e-+-i>a )
p0Ur

l'amener sur le vecteur qui va du point o au point é
{ (v — i — ir 2 )

ou 2r,(p— 1>2); on peut encore écrire, si l'on veut,

e = -^+^.log/0),

en convenant de prendre le second terme du second membre com-
pris entre o et ir; il a d'ailleurs la valeur o pour v = o, et la va-

leur ic pour v = £ ;
pour t> = o, a et [3 sont nuls

;
pour ç= ±, a

et p sont égaux à tî. L'angle e dont le plan MO z a tourné autour

de Oz, quand £ varie de o à w, (V de o à |), est bien égal, comme

on l'a dit plus haut, à tt H1 2

De ce que A. est compris entre — iz et o on conclut que e est

compris entre - et rc. C'est Puiseux qui a, le premier, démontré

que e est toujours plus grand que -• Sa démonstration (Journal

de Liouville, i
re série, t. VII; 1842), qui est devenue classique,

n'a toutefois rien à voir avec la théorie des fonctions elliptiques.

668. Nous avons exposé ces résultats en suivant pas à pas la voie

indiquée au Chapitre VI; on y parvient d'une façon plus courte,

en interprétant la formule même qui donne l'expression de 8 et en

remarquant que 6 devant s'annuler pour t = o, log/(c) doit être

nul pour v = o et que les valeurs que prend successivement cette

fonction se suivent d'une façon continue. En se reportant tou-

jours à \&fig. i55 du Tome III, et en suivant la façon dont se dé-

placent dans les aires (R/,), (R'
2 ),

(R'
3 ),

(R'
4 )

les points 2r
4
(i/- 4+ t>),

&«('*n — v), ... on n'a aucune peine à retrouver les résultats

précédents.

L'étude peut se poursuivre lorsque v est compris entre {et 1,

en partant de la propriété /(1 — v)f{v) — 1 de la fonction f(ç)

qui résulte immédiatement des formules (XXXIV); si l'on pose

pzrsJ-L-W, on devra, à cause de cette propriété, adopter, pour

les valeurs de w comprises entre o et {, une détermination de

— log/(| -+- w) de la forme
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où k est un nombre entier déterminé; cet entier est, d'ailleurs,

égal à 2, puisque pour^ = ^, w = o, la formule précédente se

réduit à log/Q) =iA"7ret que l'on sait que log/(£) as 21-. La sy-

métrie du mouvement se reconnaît très aisément sur cette même
formule; nous ne nous y arrêterons pas, puisqu'elle a été établie

sur l'expression de x -f- iy. En résumé, de v = { à v = 1 , on a

si l'on convient de prendre pour le second terme du second

membre celle de ses déterminations qui est comprise entre tz et a-rc.

Pour v = 1 , on a

= AH- —. log/(l) = A4- 2 71 as 20;

ce dernier résultat aurait pu se déduire aisément de la formule

(CXXVII1 2 ).

Pour poursuivre cette étude lorsque v est plus grand que i , il

suffirait de partir de la propriété de la fonction v exprimée par les

relations

/(*) =/0 + *) =/(*+') =/(3 h- <>)=..•
;

on peut ainsi montrer directement que quand v est successivement

compris entre i et |, | et 2, 2 et
f , . .

.
, - et ».•••» c'est-

à-dire t entre 2(0| et 3^,, 3(0, et 4 w <? 4 w » et 5w,, ..., /iw
(

et

(ft-j-i)to, ..., on doit dans la formule

= \v -f- —. log/(p)

prendre successivement, pour le second terme du second membre,

celle de ses déterminations qui est comprise entre 211 et37i, 3tz

et 4s 4^ et 5ti, . . ., mz et (n -+- i)it, . . ..

§ VI. — Mouvement d'un corps solide autour d'un point fixe

dans le cas où il n'y a pas de force extérieure.

669. Nous allons étudier le mouvement d'un corps solide dont

un point O est fixe et qui n'est soumis à aucune force autre que

la réaction du point fixe. Nous renvoyons, pour ce qui concerne

la partie mécanique du problème et l'établissement des équations
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différentielles du mouvement, aux divers Traités de Mécanique ra-

tionnelle, particulièrement à la Note de M. Darboux sur les mou-
vements à la Poinsot, qui se trouve dans le Traité de Despeyrous;
nous emprunterons à cette Note nos notations, d'une part, et,

d'autre part, l'équation différentielle de l'herpolodie.

Le corps solide est rapporté à un système de coordonnées rec-

tangulaires Oxyz qu'il entraîne avec lui et que l'on supposera

coïncider avec les axes principaux d'inertie relatifs au point O. Le
problème final consiste à déterminer à chaque instant la posi-

tion du trièdre Cry* par rapport à un système d'axes fixes OXYZ;
il est résolu si l'on connaît, en fonction du temps t, les trois angles

d'Euler qui déterminent la position du trièdre mobile par rapport

au trièdre fixe. C'est à ce résultat que nous nous attacherons (' ).

Soit (E ) l'ellipsoïde d'inertie du solide pour le point O ; soit O Û

le vecteur qui figure la vitesse angulaire de rotation w, vecteur

dont les projections sur les axes Ooc, Oy, Oz sont p, q, r. Le

moment des quantités de mouvement est un vecteur fixe dans

l'espace dont nous désignerons la longueur par /, et dont les pro-

jections sur les axes Ox, O^', Oz sont Ap, B^, Cr, en désignant

par A, B, C les moments d'inertie du solide par rapport à ces

axes. L'ellipsoïde (E) est constamment tangent à un plan fixe (II),

au point J où ce plan est percé par la demi-droite qui porte le

vecteur OQ; le lieu du point J dans le plan fixe (II) est l'herpo-

lodie, le lieu du même point sur l'ellipsoïde (E) est la polodie; la

polodie roule sans glisser sur l'herpolodie; le problème peut être

regardé comme résolu quand ce dernier mouvement est connu.

Nous laisserons de côté les cas où la polodie se décompose en deux

ellipses se coupant suivant l'axe moyen de (E), ou en deux cercles

parallèles, ou encore se réduit à deux points; l'herpolodie est

(') M. Klein a employé d'autres paramètres qui donnent des résultats plus

symétriques. On peut consulter, sur ce sujet, le livre qu'il a publié avec M. Som-

merfield sous le titre Leber die Théorie des Kreisels, ou une Note de M. Lacour

dans les Nouvelles Annales de Mathématiques, 5e série, t. XVIII; 1899. Les ex-

pressions des neuf cosinus sont dues à Jacobi {Journal de Crelle, t. 39; i85o). Les

formules auxquelles nous nous bornons ont été données sous une forme à peine

différente par Hermite (Sur quelques applications des fonctions elliptiques,

Paris, i885). On peut aussi consulter : Halphen, Traité des fonctions elliptiques,

t. II; 1888; Lindemann, Sitzungsberichte de l'Académie des Sciences de Munich,

t. XXVIII; 1898, et Lacour, Annales de VÉcole Normale supérieure, 1900.
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alors une spirale (dont l'équation s'obtient au moyen des fonctions

élémentaires), un cercle ou un point.

Nous supposerons l'herpolodie, dans le plan (II), rapportée à

un système de coordonnées polaires; le pôle sera le pied P de la

perpendiculaire abaissée de O sur (II) et l'axe polaire sera la direc-

tion qui va du point P vers la position initiale J du point J ; nous

représenterons par S la distance OP du point O au plan (II) : elle

est évidemment comprise entre la plus petite et la plus grande des

quantités—— > — j — ; nous désignerons par R8 et @ les coor-
yA. yB y G

données polaires du point J dans le plan (II).

Les intégrales des forces vives et des aires fournissent les re-

lations

h = Ajo 2 -+-B^2-t-G/-2, l* = A2^2-j-B 2
<7

2 4-G 2 r2;

la constante des forces vives h est liée à l par la relation h = l-o-

qui se déduit immédiatement de ce que, si x, y, z désignent les

coordonnées du point J par rapport au trièdre Oxyz, on a

x°> r 2
-s

2 o 2 -+-R 2 o 2
i i

p 2 q* r2 to 2 h 1*8*

Nous introduirons enfin une constante positive jji définie parles

relations

jj. = o \Jh = /o 2
.

On a alors

W 2 = h0 2 (l-h R 2
) == |JL

2 (l-h R 2
).

670. Nous poserons

I =A82, ' = Bo 2
,

- = G82;abc
en vertu d'une observation antérieure, î est compris entre la plus

grande et la plus petite des quantités a, 6, c; nous poserons aussi

Ta = -(i-è)(i-c),

Tb =— (i — c)(i — a),

Tc = (!_«)(!— b).

Enfin, nous nous contenterons d'écrire les équations suivantes

dans les cinq premières desquelles on reconnaîtra les équations

d'Euler, les intégrales des forces vives et des aires, et dont les trois
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dernières s'obtiennent en résolvant, par rapport à p>, a\ r» celles
des équations précédentes qui sont linéaires enp*, a», ,•-','

ca
dt

d,

a2 A 2 c2 " '

a6
rf?
+ «<>-*)/>? = 0, /<* + 7' + ,-3 = w*=,a!( R 2+ l)]

,«'|a'(T.-R')
t _*V'(Tt-R.) o^'CT.-R.)

De ces équations, de la relation

n dp dq dr „ dK

et des équations d'Euler, on tire sans peine la relation

R2
âft

= ^(Ta - R-2)(T, - R2) (Tf - R*).

Si l'on y fait

^R* = i^(Ta-*-T6 -f-Tc)~ ri ,

elle prend la forme normale

\dt) ^^Crt—>«)(yt--«ji)( tri — «r)i

ou
e a = | |i«(T*-t- Tc - 2Ta ), c

?
- *

T
= yfl(b-c) (i - a),

e
P
=

3 K2
(Tc+ Ta

—>2T6 ), e
y
— ea = fx*(c — a)(i — 6),

e
r
= 1

t

u2(Ta 4- T6 - 2TC ), ea - ep = n*($~*) (1 - ©>.

Nous conviendrons de ranger les axes Ox, Oy, Oz de manière

que b soit compris entre a et c et que (1 — 6) (1 — c) soit positif;

deux cas sont alors possibles :

i° a > b > 1 > c,

2 a < 6 < 1 < c
;

on constate que, dans ces deux cas, on af
T >6,

a >^; nous pren-

drons toujours, en conséquence, ys=..r, çt= 2, f$==3; en sorte
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que l'on aura

y/ei— <?»= [Jt| y/(a — c)(6 — i)|,
7. _. | â A~ & ' —

c

v/e 2 — e 3 = — M.| v^(«— ^)( 1
~ c ) 1 7

I
y 6 — c a — 1

j y b — c a

— 1

\/e l
—e 3 = \i.\ \/{b — c)(a — i)|,

| y 6 — c a — 1
|

671. L'intégrale de l'équation différentielle en y K
est de la forme

A étant une constante. [1 est aisé de reconnaître que l'axe instan-

tané de rotation vient, pour des valeurs convenables de t, se pla-

cer dans le plan des xz\ nous choisirons un de ces instants pour

origine du temps; nous supposerons, de plus, que les directions

positives des axes soient telles que, pour t = o, les valeurs /? , r

de /?, r soient positives
;
pour t = o, 7 = 0, et, d'après la seconde

équation d'Euler, -j- est du signe de a — c; nous désignerons

par s l'unité positive ou négative suivant que a est plus grand ou

plus petit que c; enfin, nous introduirons une constante purement

imaginaire v satisfaisant aux. inégalités o < - << ~ et définie par

les égalités concordantes

U"= %W{a-i)(a-c)l |M P = [X

i
\^ a -b){a-c)\,

U" = 7 \)/{a—i)(a — b)\,

ip' v = 1 z
t

u 3
( a — b

) ( a— c
) ( a — 1 ).

Pour t = o, q == o, R 2 doit être égal à T$, donc y {
qui se réduit

à J3À doit être égal à e 3 ; À doit donc être congru à w 3 , modulis

2(0,, 2 0) 3 ;
rien n'empêche de supposer À = a> 3 . De la relation

y {
— p(t -\- b) 3 ) on conclut l'expression de R 2 en fonction de £,

savoir

Rs= (c — i)(i— a) — ±( ei -e z )(e 2— e3 )SoV

= R î [i-(ei-e 3)Èi 1 i>S38*] = R
0*1 (p + Q3'

l
(P-0

où R est la valeur de R pour * = o ; ayant ainsi l'expression dey K

ou de R 2
, on en déduit celle de /?

2
,
q-, /* 2

,
puis, en extrayant les
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racines carrées et en déterminant les signes de façon que, pour
t = o, p, r soient positifs et que q ait le signe de s,

9 = tb
[
S\

x/(a-- l){l --c)\Z zt = Po r ^:^t,

672. Pour déterminer en fonction de t, nous partirons de la

relation, établie par M. Darboux,

- — =1 .t 1 -«H'- 6
) — C)

m

\x dt R2 ;

il suffit de remplacer R 2 par sa valeur en fonction de pt, et d'ap-

pliquer la méthode de décomposition en éléments simples, ou
plutôt la seconde formule (GIII

f ), pour trouver

dl l iU pt— pO-f-toi)

= {**+ ^j: [aÇ(p-+-'c*i)-t-Ç(«--pr-» 1)^ 1 Ç(>H-p-f-» 1 )î

puis, en intégrant, on obtient, après quelques réductions faciles,

8a(ua- itgp)-f— — log
^""

, g2/ce^ e -2(/
!
xa+£O£^l( (,-0

.

2
& ^(P+fj Ci(P +

En multipliant l'expression de e 2ie& par la dernière des expres-

sions de R 2
, extrayant les racines carrées et choisissant le signe

de façon que, pour t = o, l'expression de Re ie® se réduise à R
,

on a enfin

Re/ee = Roe (/(xas+^)f ïiÏLzl).

le signe se conserve puisque le second membre reste continu et ne

s'annule pas.

Cette dernière formule montre que, dans le plan (II), les coor-

données rectangulaires d'un point de l'herpolodie sont des fonc-

tions univoques de t, et ce résultat peut, à la rigueur, dispenser

de rechercher quelle détermination on doit donner au logarithme
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dans l'expression de ©. Au reste, cette recherche ne présente

aucune difficulté si l'on applique la même méthode que dans le

pendule sphérique. Pour ç = 2io
{
iV, / = 2U

)
T, on a

%U \_% ( T- W - \) &! (T + ^ -
J-)J

de
~r = A

ou
. 1 Sri tv 1 2r, hp

A = 20>i U& H- — S = 20)! U<7, -f- — 57 «

Lorsque T varie de o à i, on en déduit

6 = AT H- £71 + £ ^. log/(T),

où l'on a posé, pour abréger,

et où •—
. log/(T) mesure l'angle négatif dont il faut faire tourner

le vecteur allant de o à ^(t-t-w — ^) pour l'amener sur l'axe

des quantités positives. Cet angle est obtus, droit ou aigu suivant

que T est inférieur, égal ou supérieur à ^; il est nul pour T= i.

Si donc on désigne par©, l'angle polaire du premier point de tan-

gence J
{
de l'herpolodie avec le cercle de centre P et de rajon

y//- — b'2 , on a

6, = | A -h 7} £71.

Pour T = 1, on obtiendra de même, pour l'angle polaire 2 du

premier point de tangence J 2 de l'herpolodie avec le cercle de

centre P et de rayon \J
l'
1 — a'1 (après le point J ),

8, = A-h£7t = ?.®
{

.

Lorsque T varie de ai à n-\-i, n désignant un entier positif quel-

conque, on devra prendre dans l'expression précédente qui donne 6
en fonction de T,

£l
h>g/(T) = -h n*+ ~ log/(T — n)\

où le logarithme qui ligure dans le second terme du second membre
est déterminé par ce qui précède, puisque T — n est compris
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entre o et i. La symétrie de l'herpolodie par rapport à PJ, ouàPJ 2

s'établit comme dans l'étude de la courbe décrite par la projec-
tion de OMsurle plan des xy dans l'étude du pendule sphérique.

673. Il reste à déterminer, en fonction de t, les angles d'Euler 6,

9, v qui fixent la position du trièdre Oxyz, entraîné avec le corps,

par rapport au trièdre fixe OXYZ. Nous choisirons l'axe OZ sui-

vant la direction fixe du vecteur qui représente le moment des

quantités de mouvement par rapport à O, et nous supposerons

essentiellement que le trièdre OXYZ a la même disposition que le

trièdre Oxyz; les neuf cosinus directeurs des axes Ox, Oy, O^,
par rapport aux axes OX, OY, OZ, sont suffisamment désignés

par le Tableau :
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Les formules de Cinématique

d<\> db d<\> . db dh do
/> = Tl

_ HhC0scp-, ^^--smc?-, r.^^jj

peuvent s'écrire immédiatement en envisageant la rotation repré-

sentée par le segment Où (rotation dont les composantes suivant

les axes 0#, Oy, O* sont/?, q, r) comme résultant de la compo-

sition des trois rotations ~ suivant OZ, ~j suivant 0^, -r sui-

vant 0X
1
et en appliquant le théorème des projections.

La détermination de ^, 9, 6 en fonction de t revient à l'inté-

gration de ces trois équations différentielles linéaires où /?, </, r

sont maintenant des fonctions connues de t.

674. Les projections sur Ox, Oy, Oz de l'axe fixe des quan-

tités de mouvement par rapport à O étant A/?, Bg, C/*, on a

Yi = sinO sin<p = £- = iyje x
— e z \^v £ 13 *,

y2 = sin G cos <p = ~- = — e y/e 2 — e 3 jj ( , i> £ j t,

O [X

y3 = cos6 = — = £32 v £ 23 t
;

on tire de là

cette expression ne s'annule pour aucune valeur de t ; sa racine

carrée, devant être continue, ne peut changer de signe; on devra

donc donner à cette racine carrée le signe de la valeur initiale de

sin9, que nous supposerons positive : on peut, en effet, supposer

toujours que l'angle 9 est compris entre o et n] il en sera alors

toujours de même de l'angle 9, et l'on aura

sinO = — /e, - e 3 \
U

;

dès lors sin 9, cos 9, sincp, coscp étant déterminés sans ambiguïté, il

n'y a plus qu'à déterminer l'angle d», c'est-à-dire qu'à intégrer l'une

des équations de la Cinématique, où tout est connu sauf ~; il est
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commode de se servir de la combinaison obtenue en multipliant

la première par sincp, la seconde par coscp et en ajoutant, ce qui

donne
d'b _ p sino -+ q coscp

_ p sino -t- q coscp

dt Yj sino -+ fi coso ~ ^ p . q1 — sino -+- f coso
a ~ b

puis, en remplaçant sincp et coscp dans le dernier membre par les

a b
quantités proportionnelles -> (

i d\ a

li dt £,£'
a* b*

les valeurs précédemment trouvées pour /?, q donnent ensuite

P'
,

g
2

= i - c

a 2 è 2 a — c
^«3«(P*-POi

d'où Ton conclut

puis, en intégrant, et en supposant que ^ soit nul pour t = o,

la détermination du logarithme donne lieu à des observations ana-

logues à celles que Ton a développées dans la théorie du pendule

sphérique et rappelées à propos de l'angle 6 ;
nous nous contente-

rons d'énoncer les résultats :

Si l'on pose

on aura

"HS^-.^î-f 1^^
et si t.= 2i»u« + t', n étant entier et ** étant compris entre o
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et 2to<, on devra prendre

l \ogfi(t
r

) étant un nombre réel compris entre o et 27:; si t' est

compris entre o et £, -. log/< (t
f

)
est le double de l'angle positif

aigu dont il faut faire tourner le vecteur qui va du point o au point

E^ (
j
pour l'amener sur la partie positive de l'axe des quan-

tités purement imaginaires; pour deux valeurs de t' également

éloignées de co les deux valeurs de -log/(*') ont une somme

égale à 2 tu; si n est un nombre entier, on a

ilog/I (nw 1 ) = n-.

675. La solution peut être regardée comme achevée, puisque

les neuf cosinus s'expriment au moyen de ^, 9, cp. Hermite a

toutefois donné pour ces neuf cosinus directeurs des expressions

simples qu'il nous reste à faire connaître.

Calculons d'abord les valeurs initiales de ces cosinus, en fai-

sant t = o dans les expressions qui donnent sinQ, cos9, sin'j, coscp,

on trouve

sin

8

= i y/e 2 — e z £02 v, cos6 = £ 32 (>, sin<p = i, cos<p = o;

on a ensuite, en affectant d'indices supérieurs o les valeurs ini-

tiales des cosinus, et se rappelant que ^ = o,

a° = o, aj = — 1, a» = o; p» = cos8
, PS = o, $% = — sin6

;

Y?=sin6 , y§ = o, Ta = cose o-

Rappelons encore les formules de Cinématique

ai = ra%-— qctti a[
2
=pa z — rau a"

3
= q cti — /ja 2 ,

et celles qu'on en déduit par les permutations circulaires effec-

tuées sur les lettres a, (3, y, permutations qui laissent invariables

les quantités /?, </, r aussi bien que les indices 1,2, 3; dans ces

formules, comme dans celles qui suivent, les accents indiquent

les dérivées prises par rapport à t.
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En utilisant ces relations, le fait bien connu que dans le déter-
minant

«1
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et, par conséquent, en tenant compte de la formule (XV 4 ),

a 2 -H «S, = — ?*Ï
9Z? «"M-"****.

a2
_ U% _ _ ^(P-t-O

c
-

( /e(ia-f-Çrt/.

O'jPO'g*

De même

a, + «p, = -T-T. 7 "T.
a 2 — «£p2

= te [(e3— e t ) ç 2^çi2^^03 * £13* -+- £32" £23*]
/*/*** e (it\s.a+^)t

ou, en tenant compte de la formule (XV 5 ),

r
(f t t><ït t

a, — ûft, = - if
^(^-^O

c-(/ei*a+l»*.
0*1 p cr3 £
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CHAPITRE IL

PREMIÈRES APPLICATIONS A L'ALGÈBRE ET A L'ARITHMÉTIQUE.

§ !• — Division des périodes par un nombre entier.

676. Nous allons nous occuper du problème qui consiste à

trouver, quand on se donne g 2 et # 3 , ou k, les valeurs de pap , q
ou

sna^, où l'on a posé suivant les cas

a™-
n '

a™=
n

'

en désignant par n un entier positif donné et par/?, q des entiers

quelconques, tels toutefois que ip, iq ne soient pas tous les deux

divisibles par n. Ce problème se relie au problème de la transfor-

mation d'une part, et, d'autre part, à la recherche des valeurs de

p — > sn- quand on se donne pu, snw, c'est-à-dire au problème

de la division de l'argument; pour^2 = 4> gz— °j il est, d'ailleurs,

identique au problème de la division de la lemniscate dont nous

nous occuperons plus loin.

Le problème ne se présente pas pour n = i ; il a été complète-

ment résolu pour n = ,\ (n os 117, 334); nous réunissons ici les

formules que l'on a obtenues; les signes supérieur et inférieur se

correspondent dans les deux membres d'une même équation :

ez )k\ p = ei ^zi(e 1 —e3 )kk ,

K i
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677. D'une façon générale, les valeurs de pap , q
sont racines d'une

équation f{y) = o de degré ou , suivant que n est

impair ou pair, équation que l'on a appris à former aux nos 456, ...,

460 et dont on obtient, suivant les cas, le premier membre

en remplaçant pu par z dans W„(u) ou dans -,— Wn (u) (CIV);
P u

suivant que n est impair ou pair, la première ou la seconde de

ces expressions est un polynôme en pu dont les coefficients sont

des polynômes entiers en g 2 , g 3 à coefficients numériques ration-

nels. Quant à l'équation F(^) dont les racines sont les valeurs

non nulles de sn 2 ^^, elle se déduit immédiatement de la précé-

dente; en regardant pour un instant K et K' comme des fonctions

de t, puis en prenant w, =K, w 3= /K', et, par suite, \Je {
— <? 3= i

,

en sorte que l'équation F(5) = o résulte de l'élimination de y
entre les deux relations

., . ii + k*

on a alors

gi= \ (**— **+ !), g z = -A (2*«-3**-3**-+-a)1
o 27

et les coefficients de l'équation F(z) = o sont évidemment des

polynômes en A 2 à coefficients numériques rationnels.

Nous nous occuperons exclusivement, dans ce qui suit, du cas

où n = 2v -h 1 est un nombre premier impair; l'équation f(y)= o-

est alors de degré {{n 2 — i) = 2v(v+i). Puisque ses coeffi-

cients sont rationnels en g 2 , gs, elle ne change pas quand on rem-

place iù
{ ,
w 3 par Q, = aw, -j- (3co 3 , Q 3 = yto, -\- oco 3 , a,

t
3, y, 3 étant

des entiers qui vérifient la relation aS — [3y = 1 : en effet, ces sub-

stitutions ne changent ni les quantités g2 ,
g' 3 ,

ni la fonction pu.
De même l'équation F(^)= 0, de degré 2v(v -f- 1) en z, ne change

pas quand on remplace t par i—~, a
, (3, y, 8 étant des entiers qui

vérifient la condition olo — (3y = 1 , les nombres a, S étant en outre

(
x

) (XCVI) Cf. Nouv. Ann. de Mathém., 3 e sér., t. XIX, p. 2.
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assujettis à être impairs, et les nombres (î, y étant pairs, puisque

ces substitutions ne changent ni /f
2

,
ni sn 2 u.

678. Appelons élément un couple de nombres entiers (/?, q)
rangés dans un ordre déterminé et qui ne soient pas tous deux

divisibles par n. Nous dirons que deux éléments (/?, q), (/?', q)
sont indistincts lorsque les deux nombres p— /?', q— q' ou les

deux nombres /?+//, q+ q' sont divisibles par n, en sorte que l'on

ait p(ap,q)= p(aP ',q')- On observera que l'on peut toujours rem-

placer un élément donné (p, q) par un élément (p'
, q') qui n'en

soit pas distinct, et dans lequel /?', q' soient premiers entre eux;

on peut même imposer, en outre, à p', q' la condition de donner

comme restes, pour un module quelconque «, premier à n, des

nombres e, r\ arbitrairement choisis, pourvu que l'un d'eux soit

premier à a. Rappelons, en effet, que la forme Ax -f- B, où A et B

sont des entiers fixes et x un entier variable, peut représenter une

infinité de nombres premiers à un nombre entier quelconque G
premier à A; on obtient l'un d'eux en choisissant x de manière

que le reste de la division de kx H- B par G soit i ou un nombre

quelconque premier à C; ceci posé, on déterminera deux entiers

X
, |/. qui vérifient les congruences

p + À/i =e, q H- [jl n = t\ (mod.a);

toutes les solutions de ces congruences sont de la forme

À = X -r ax, 11 = [-10 -f- ay,

x et 7 étant des entiers arbitraires; on prendra

p'=p -^-X n-±-anx, g'= q -t- p<>n *»any\

l'un des nombres/? -\-\Q n, q -+- p n est, par hypothèse, premier

à a; supposons que ce soit p -^l n; si/? n'est pas divisible par /i,

p' sera premier à an quel que soit x que l'on fixera arbitraire-

ment; on choisira ensuite y de manière que q' soit premier à /?';

si p = l
{
n est divisible par n, X, + A + ax sera premier à a quel

que soit x; on choisira x de manière que l
t + ^o + ax soit pre-

mier à n et, par suite, à an', puis, en observant que q est certai-

nement, dans le cas présent, premier à n et qu'il en est de même

de q\ quel que soit y, on choisira y de manière que q' soit premier
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à X, -+- X -j- ax, et, par conséquent, à p'= n(l
{
-\-l + ax). On

peut, par exemple, supposer p' = i
,
^'= o(mod. 16).

Il j a 2v(v -4- 1) éléments distincts, qu'on obtient, par exemple

(n° 4o8), en donnant k p la valeur o et à q les valeurs i, 2, ..., v,

à p l'une des valeurs 1, 2, ..., v et à q les valeurs — v, — v-f-i , ...,

o, ..., v— 1, v. Nous appellerons système complet le Tableau

formé par 2v(v -h 1) éléments distincts.

679. En désignant toujours par a, |3, y, 8 des entiers qui véri-

fient la relation ao— 3y= i, nous dirons que l'élément

(«/>-+- 77, [3/?-f-o?)

est le transformé de l'élément (p,q) par la substitution

U
Y ô

Deux éléments (/?, gr), (//, çr
;

) transformés par une même sub-

stitution S donnent des éléments distincts ou non, suivant que

les éléments (/?, </), (/>', q') sont eux-mêmes distincts ou non. Si

l'on transforme tous les éléments du système complet, par la sub-

stitution S, on reproduit le système complet.

Parmi les substitutions S nous distinguerons les substitutions

S = ( ( j, où a, (3, y, 8 sont des entiers qui satisfont aux condi-

tions suivantes : oc8 — (ây est égal à 1, fi est pair et l'on a, en

outre, a = 8 = 1 , y eee o (mod. 16). L'intérêt d'une telle substitu-

tion consiste en ce que la substitution de ^—g- à t ne change ni

?(T ) — v/^(T )> n^a fonction sii(m|t) et qu'elle change K, i'K

respectivement en aK+ ipK', y K-H i8K'(XLVII, LXXX). La

substitution inverse d'une substitution S et le produit SI' de deux

substitutions (nos 146, 147) qui satisfont aux conditions précé-

dentes sont eux-mêmes des substitutions qui satisfont à ces con-

ditions; les substitutions S forment un groupe.

680. Étant donnés deux éléments distincts, on peut trouver une

substitution S telle que le premier élément, transformé par cette

substitution, devienne le second élément, ou plutôt n'en soit pas

distinct. Supposons que le premier élément soit (o, 1) et soit
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(p, q) le second élément; (o, i) transformé par S devient (y, 8);
il est permis, en remplaçant au besoin (p, q) par un élément qui
n'en soit pas distinct, de supposer /?, q premiers entre eux, puis

p~zo,q-E= i(mod. 16); on prendra y=/?, 8 = q, puis, en dési-

gnant par a
, (3 une solution entière de l'équation qy. — p $ = i

,

on devra prendre a= a + X/>, £ = (3 -i- X?; on choisira l'en-

tier X de façon que [3 soit pair; la condition q a — p$ = i, qui est

toujours vérifiée, montre, d'ailleurs, que l'on a a= i (mod. 16);

toutes les conditions imposées pour que la substitution S soit une
substitution S sont alors vérifiées. La substitution S_i

, inverse

de S, transformerait l'élément (/?, q) en (o, i), et une nouvelle sub-

stitution S' du même type transformerait l'élément (o, i) en un

autre élément arbitraire (//, q')) la substitution composée S'S" 1

,

qui appartient toujours au même type, transformerait donc l'élé-

ment (p, q)en (p',q') («).

681. Les v éléments (/y?, rq), oùr==i,2, ...,v, sont distincts
;

nous dirons qu'ils appartiennent à une même ligne. En don-

nant à r une valeur fixe et à r' les valeurs 1,2, . . ., v, les élé-

ments (rr'p, rr' q) reproduisent la ligne à laquelle appartient

(
l
) Si l'on veut s'occuper de l'équation qui a pour racines les valeurs non

nulles de sn(a ), et non les carrés de ces valeurs, il est nécessaire de modifier

un peu ce qui précède et, en particulier, la définition de deux éléments indis-

tincts; deux éléments (p,q), (p',q') seront indistincts si l'on a

sn(«
P)7

) = sn(apV )>

c'est-à-dire soit

p' — p -~ o (mod. 2/1), q'—q — o (mod. «),

soit

p'-hp^o (mod. a/i), q'+q = o (mod. n);

le cas où p, q seraient tous deux divisibles par n est toujours exclu. Les der-

nières congruences montrent que l'on peut, si l'on veut, supposer p impair. Le

Tableau des éléments distincts contient alors n 2 — 1 = 4v(v + 1) éléments. Deux

éléments restent distincts ou indistincts quand on les transforme par une substi-

tution S. En modifiant légèrement la démonstration du texte ( n° 678), on recon-

naît aisément que l'on peut remplacer un élément (jd, q) par un élément (p', q')

qui n'en soit pas distinct, et pour lequel on aura

p's* 1, q' m o (mod. 16).

Dès lors, on voit de suite qu'il y a toujours une substitution I qui transforme

un élément donné en un élément donné, pourvu, bien entendu, qu'on ne distingue

pas les éléments indistincts.
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l'élément (/?, gr), caries valeurs absolues des restes minimums des

nombres /V(mod. n) sont les nombres i, 2, ..., v. Un élément

détermine la ligne à laquelle il appartient. Le Tableau (T) des élé-

ments du système complet, rangés en lignes, contient 2(v + i)

lignes. Les éléments d'une même ligne, transformés par la substi-

tution S, restent les éléments d'une même ligne. Deux éléments

(p, q), (/?<, q K ) appartiennent ou non à la même ligne, suivant

que le déterminant/?^, — p K q est, ou non, divisible par n ;
il

suffît évidemment de démontrer que, pq K
— p K q étant supposé

divisible par n, les deux éléments (/_?, çr), (p { , q { ) appartiennent

à la même ligne; or, si p est divisible par n, il en est alors de

même de p K ,
puisque q et p K

ne sont pas à la fois divisibles par n
;

on en conclut de suite que (/?, q), (/?,, q { ) appartiennent à la

même ligne formée des éléments (o, 1), (o, 2), ..., (o, v); si/> est,

au contraire, premier à aï, il existe deux entiers /*, s tels que l'on

ait p {
=pr -+- ns, et l'on aura

pqi —piq =pq\ — (pr+ ns )q = P(Çi — gr) = o (mod. n);

d'où l'on conclut que q {
— qr est divisible par n, comme p K — /?/•,

et que les éléments (/>, </), (/?,, q { ) appartiennent donc à la

même ligne.

682. Il existe une substitution S qui transforme deux lignes

différentes, arbitrairement choisies dans le Tableau (T) en deux

lignes différentes, choisies elles-mêmes arbitrairement. En vertu du

raisonnement employé à la fin du n° 680, il suffira de démontrer

la proposition en partant des deux lignes

(0,1), (0,2), ..., (o, v),

(1,0), (2,0), ..., (v, o),

qui deviennent, si l'on en transforme les éléments par la substi-

tution S,

(7,8), (27, 28), ..., (vy,vS).

(a, p), (2a,2p), ..., (va,vp);

nous voulons que ces deux lignes coïncident respectivement avec

celles qui contiennent les éléments (/?, g), (r, s).

Ayant choisi /?, q premiers entre eux tels que l'on ait p =0,
q= 1 (mod. 16), nous prenons d'abord y =/?, = q $ nous devons
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prendre ensuite a = ),/» -i~ an ft à o _l_ /,« „ u •

r v , . ,
""+-«*, p —À*+ 6/i, en désignant par a,

6, A des entiers, de manière à vérifier d'abord la condition

qct —p$ = i,

qui entraîne

(?/• — 7>s) A -+- /i(^a _ p6) = r
.

qr—ps est premier à /*, puisque les deux éléments (p, a) (r s)
appartiennent à deux lignes distinctes; on peut donc déterminer
les entiers),, [x tels que l'on ait

(qr~ps)l H-/ijx = i,

puis, les entiers/?, q étant premiers entre eux, déterminer les en-
tiers a, b de façon que l'on ait

qa —pb = jjl.

Si a
,
b sont une solution de cette équation, on prendra

ct = lr-hn(a -h-px)
1 $ = Xs -h n(b -+- ^),

.r étant un entier que l'on choisira de façon que j3 soit pair, ce qui
est toujours possible, puisque nq est impair; alors, à cause de la

relation %q — ftp = i, on aura a =i (mod. 16).

683. Ces considérations arithmétiques vont nous fournir des

renseignements précieux sur les équations que vérifient les quan-
tités sn 2

(<2p
5 y), p{cip

yq ). Nous raisonnerons sur la première; les

raisonnements se simplifient pour la seconde, en ce sens qu'on n'a

pas besoin de tenir compte des conditions imposées à a, (3, y, S

en dehors de la relation ao — j3y — *•

Fixons un corps (*) Q, formé au moyen d'éléments numériques

quelconques et de la fonction p(t) et considérons une équation

f(z) = o, entière en z, dont les coefficients appartiennent au

(
'
) Un corps, ou domaine de rationalité, est un ensemble de nombres, con-

stants ou variables, tels que, si deux éléments figurent dans cet ensemble, la

somme, le produit, le quotient de ces deux éléments y figurent aussi. Tous les

nombres rationnels figurent dans un corps quelconque. On pourra, si l'on veut,

supposer que le corps Q comprend seulement tous les nombres rationnels et

toutes les fonctions rationnelles de <?(t) à coefficients numériques rationnels.
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corps Q, et qui soit vérifiée quand on y remplace z par

2/?K -+- >. iqli'
sn 2 (« /v/ ) = sn

//

où /?, q sont deux entiers donnés, non divisibles tous deux

par n ; il faut entendre par là que la fonction analytique de t,

f[sn 2 (aPi g), <p], où t entre dans <p, dans sn, dans R et dans R', est

identiquement nulle. Si, dans cette fonction, on remplace t par

^
'"*"

n

Z
> où S= (

a
? ) est une substitution qui satisfait aux con-

ditions précisées plus haut (n° 679), <p ne change pas, non plus que

la fonction sn u qui reste la même fonction de w, et ap ^ q est rem-

placé par aPi q> en désignant par (//, q') le transformé par S de

l'élément (/>, ^); on voit donc que/[sn 2 (a
/, jy'),

cp] est toujours

nul. Gomme (//, ^') peut coïncider avec n'importe quel élément

du système complet, on voit que l'équation f(z, <p) = o, du mo-

ment qu'elle admet pour racine une des valeurs de sn 2 (a
/,

}
y), les

admet toutes.

Soit maintenant F(^) = o l'équation même que l'on a appris à

former au n° 677 et qui a pour racines les valeurs non nulles de

sn 2 (aP ,q)\ ses coefficients appartiennent au corps ù. U est im-

possible que F(z) admette un diviseur entier en z dont les coeffi-

cients appartiennent au corps Q. Si l'on avait, en effet, une iden-

tité de la forme

FW-/iW/i(4--,

où f\{z), yi(-5), ••. seraient de tels diviseurs, chacun de ces

polynômes deviendrait une fonction analytique univoque de t,

quand on y remplacerait z par sn 2 (aPiq ) ;
leur produit F(z) étant

nul identiquement, l'un d'eux, /,(z), par exemple, serait aussi

identiquement nul; il admettrait donc la racine sn 2 ap ^ q et, par

suite, toutes les 2v(v+i) racines de F(z); il serait donc iden-

tique à F(z) à un facteur constant près appartenant au corps Q$

l'équation F(z) — o est donc irréductible dans le corps (*).

C
1

) Si l'on considère l'équation F(.r 2
) = o, obtenue en remplaçant z par x 2

,

et qui a pour racines les valeurs non nulles de sna , on reconnaît de même,
en utilisant les remarques contenues dans la note du n° 680, qu'elle est irréduc-

tible dans le même corps.
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684. Ceci posé, envisageons une fonction symétrique rationnelle
S(*,,*„ ...,sv ) de v variables*,, z2i ..., z, dont les coefficients
appartiennent au corps Q ; remplaçons-y pour r = i , 2, . . ., v la
variable zr par la fonction rationnelle (') de sn»K qu'est sn*r«,
puis sn'u par ^ et désignons par R(*) la fonction de z ainsi
obtenue. Cette fonction R(z) prend la même valeur quand on y
remplace 5 par l'une quelconque des v valeurs de

W(ra Piq ) = sn*(arPtrq ) {r = i, 2, ..., v),

c'est-à-dire par l'une quelconque des v racines de F(z) = o qui
correspondent aux éléments d'une même ligne du système com-
plet : l'expression

R(sn*aPtq ) ou S(sn*aPtq , sn*a2pM , .

.

. , sn*aVPiVq)

est égale à

R(sn*arPtrq ) ou S (sn*ar/VV7 , sn 2 a2r/> )2r<7 , . . ., sn 2 awrp^rq ),

puisque les nombres rp, 2rp, ..., vrp sont congrus (mod. n)

aux nombres ±:p,± 2/?, ..., ±v/?, que les nombres rçr, 2/77, ...,

vrq sont congrus (mod. /i) aux nombres zh </, -àziq, ..., ±vy,
et que la fonction S est une fonction symétrique de ses éléments.

La fonction R(.s), quand on y remplace z par les 2v(v -f- 1) ra-

cines de F(^), n'est donc susceptible que de 2(v-f- 1 ) = /2 -}- t va-

leurs au plus; nous allons montrer qu'elle en a exactement n -f- 1,

à moins de se réduire à un élément de û.

Supposons, en effet, que l'on ait

R(sn*ap%q ) = R(sn*ap^).

quoique les éléments (/?, 7), (//, q) appartiennent à deux lignes

distinctes; en remplaçant t par '

ft

» où S— ( \\ appartient

au type défini plus haut (n° 679), et en désignant par (/>,, q { ) y

(/)',, q\) les transformés par S des éléments (p, q), (//, q
1

), on

aurait encore
R(sn 2 a

/
,
1 ,7l ) = R(sn 2 a

/, ; , <7; );

mais, comme les éléments (/?,, q K ), (p\,q\) peuvent appartenir

(*) Les coefficients de cette fonction rationnelle sont des fonctions entières, à

coefficients numériques rationnels, de cp(T).
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à telle ligne que l'on voudra (n° 682), il en résulterait que la fonc-

tion R(s) ne saurait prendre deux valeurs distinctes pour deux

racines de l'équation F(z) = o, quel que soit le choix que nous

fassions de ces deux racines; la valeur unique de R(s) serait donc

un élément de Q.

Si nous écartons ce cas, on peut donc dire que par la transfor-

mation y = R(s), l'équation F (*) = o se réduit nécessairement

à une équation G (y) = o de degré (n -h i), dont les coefficients

appartiennent au corps û; elle est irréductible dans ce corps; elle

a pour racines les (n -h i) valeurs }'
, y t , ..., yn que prend R(s)

quand on y remplace z par sn-ap ^ q
et (/?, q) par n -f- i éléments

appartenant aux n -+- i lignes distinctes du système complet*, cha-

cune des racines correspond à une ligne de ce système complet.

Si ys est une de ces racines, les deux équations

ont v racines communes, à savoir les v racines «lf„ z 2
,
s ,

•••
5 %v,s de

F(^) = o qui correspondent à la même ligne qiieys ; ces v racines

dépendrontd'une équation g(z;ys) =o, que l'on obtiendra en cher-

chant le plus grand commun diviseur de F (z) et de R(s) —ys , en

sorte que les coefficients de g(z] ys ), envisagée comme une fonc-

tion de z, sont des fonctions rationnelles de

y

s et des éléments du

corps Q; en d'autres termes, ces coefficients appartiennent au

corps Qs formé en adjoignant ys au corps Q.

Dans ce corps Ùs , l'équation en z, f(z ; ys ) = o, est, d'ailleurs,

résoluble par radicaux; il est aisé de voir qu'elle appartient même
au type le plus simple des équations résolubles par radicaux, car

elle est cyclique. En effet, si X est une racine primitive du nombre

premier n, les valeurs absolues des restes minimums (mod. n)

des nombres X, X*, . . ., Xv sont les nombres 1, 2, . . . , v rangés

dans un certain ordre; de plus, àv_h est congru à a. Il résulte de

là que chaque élément d'une ligne s'obtient en multipliant les

deux termes de l'élément précédent par X, et qu'on reproduit le

premier élément en multipliant le dernier par X. Si donc on re-

présente, pour un instant, par 8(sn 2 w) la fonction rationnelle

de sn 2 u qu'est sn 2 (A?/), fonction dont les coefficients sont des

fonctions entières de o(t) à coefficients numériques rationnels,

on voit que les racines Z\ , z%, ... .
.

, Z* de l'équation g(z, ys ) = o
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peuvent être rangées dans un ordre tel que l'on ait

c'est le caractère des équations cycliques.

Observons encore que s\y'=R'(z) est une autre fonction de z
formée comme R(*) l'a été, et si l'on désigne par y'ùf y\ i ., . ,

y'

les valeurs de y= R'(s) qui correspondent respectivement aux
mêmes lignes du système complet que les valeurs y , y t , . . . y fl

de y = R(s), il existe une relation de la forme

y'
s =-^\ys) (5 = 0, 1,2, ...,n),

où W désigne une fonction rationnelle de ys dont les coefficients

appartiennent au corps ùs )
en effet, l'expression R'(s) conserve

la même valeur j/ pour toutes les racines sM , «2j„ . . ., z\ s de l'é-

rs: v

quation en z, g(z,ys ) = o; et',ri=;2 R(^ J ) esl évidemment
r= \

une fonction rationnelle (dans û) des coefficients de l'équation

tf(*rjv)i c'est-à-dire de ys .

685. Des résultats tout pareils concernent l'équation f(y) = o

dont les racines sont les valeurs de pap ^ q \ au lieu du corps Q on

considérera toutefois un corps Û' formé au moyen d'éléments nu-

mériques quelconques et des quantités g 2 , gv
L'équation f{y) = o est irréductible dans le corps iï. Une

fonction symétrique (ou même cyclique) des quantités pctp , q
re-

latives à une même ligne et dont les coefficients appartiennent au

corps Q', est racine d'une équation de degré /i-f-i, dont les coeffi-

cients appartiennent à ce corps, et cette équation est irréductible

dans ce corps si les valeurç de la fonction symétrique (ou cy-

clique) considérée changent quand on passe d'une ligne à l'autre.

Toute autre fonction symétrique (ou cyclique) des mêmes quan-

tités pap , q
qui garde la même valeur pour les éléments d'une

même ligne, et dont les coefficients appartiennent au corps Q', est

alors fonction rationnelle de la première.

Une racine de l'équation irréductible de degré (n + 1) corres-

pond à une ligne du système complet d'éléments et les —— va-

leurs de pap , q
pour les éléments de cette ligne sont racines d'une

T. et M. - IV, l5
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équation de degré dont les coefficients appartiennent au

corps û'
s
obtenu en adjoignant cette racine à û'. Dans le corps Q'

s ,

l'équation de degré est irréductible.

686. Parmi les fonctions symétriques des quantités pcip
7
q rela-

tives à une même ligne, qu'il convient d'employer, la somme
P= yipaPl q se présente d'autant plus naturellement qu'elle figure

déjà dans les formules de transformation (XXI). Il resterait, il est

vrai, à prouver, pour pouvoir affirmer que P vérifie une équation

irréductible de degré /i + i, que P change de valeur quand on

passe d'une ligne à l'autre; dans les cas particuliers où n — 3, 5,

que nous examinerons plus loin, l'irréductibilité de l'équation

en P, du quatrième ou du sixième degré, apparaît toutefois direc-

tement sur l'équation même et le changement des valeurs de P

quand on passe d'une ligne à l'autre en résulte.

M. Kiepert a montré que, pour n >» 3, la fonction

R'= ] \L [p( raP,i)-p(^rap^)] :

n — i

où v = > était particulièrement avantageuse. On reconnaît

de suite qu'elle est une fonction symétrique rationnelle des v quan-

tités p(rctp,
q),

puisque p(iraPiq ) est une fonction rationnelle

de g2 , ^3, p{rcip,q)-, en sorte que R peut être mis sous la forme

r—

v

JXF[p(m^)],
r- 1

F désignant une fonction rationnelle de p(rap,q) (
{

)•

(*) R peut être mis sous une forme intéressante que le lecteur retrouvera sans

peine en reprenant les formules des n os 372, 373 (voir VErrata). On a, en conti-

nuant à désigner —— par v, et en écrivant R au lieu deR,

r= i r=l vrf i>i

Au moyen des formules ( VI
t
) et en partant de la dernière expression de R

q
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§ II. — Équations modulaires.

687. Considérons d'abord les deux fonctions doublement pério-

diques p(u\ w,, to 3 ) et p(«
j

^, co 3 ), où /i est un nombre pre-

mier impair donné. La formule (XXI4 )
permet d'exprimer la se-

conde de ces deux fonctions au moyen d'une fonction rationnelle

de la première; les coefficients de cette fonction rationnelle de
p(u |w,, w 3 ) ou p(u; g2 ,

o-
3 ) dépendent des quantités paPjQ .

En développant les deux membres de cette égalité suivant les

puissances de u et en égalant les coefficients de u 1 et de u*. on
obtient immédiatement les expressions des invariants G 2 , G 3 de

la fonction p ( u \ ~, co 3 j au moyen de g2 , g3 et de:s sommes

Zu P ~^~ y 2d P ~lï~ ; S1
'

ces ex Pression s, on remplace
r=l r =

1

les dérivées de p par leurs valeurs (XGVII) en fonction des puis-

sances de p, on a

n — \

G 2 = gX -+- 60 ^ P2 ^-p- — 5(/l - 1)^8,

r=l

n-l n-1

on trouve sans difficulté, en supposant n — 6 g- ±1,

où l'on a posé

en particulier

r = l

Ces diverses transformations résultent sans peine des formules (XXXI
4 ),

(XXXIII,),

(XXXVI
2
),(XXXVIIIn ), (LI 2

),(LIII2 ); on rappelle qu'ici p, q désignent des entiers

qui ne sont pas tous deux divisibles par n. Pour plus de détails, voir Kiepert.

Journal de Crelle, t. 87, p. 199; *• 95
> P- 2l8 -

T
„7 = c
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comme les fonctions symétriques des quantités p - sont des

V

fonctions rationnelles de l'une d'elles, P« g=^ p—-4 » par

r= 1

exemple, on voit que G 2 ,G 3 sont des fonctions rationnelles de «o,^
:t ,

P, (à coefficients entiers); en d'autres termes, G 2 , G 3 appartiennent

au corps ù[ obtenu en adjoignant P< au corps Q' ; ou encore, il

existe deux équations algébriques, à coefficients entiers entre G 2 ,

&3, g2, gf
Si, entre ces deux équations et les deux équations (XXXVII 8 ),

qui expriment que J(/i-r), J(t) sont respectivement des fonctions

rationnelles à coefficients entieps de G 2 , G 3 et de g 2 , gz> on éli-

mine G 2 , G 3 et g2 ,
par exemple, on obtient une équation algé-

brique à coefficients entiers, entre J(/*t) et J(t); dans cette équa-

tion ne peut figurer »"
3 , car si l'on change w

4 ,
co 3 en Xw,, Xto 3 où X

désigne un nombre quelconque, T ne change pas, tandis que g% se

change en \~ ù g^. II existe donc aussi (XXXVÏI 8 ) une équation

algébrique, à coefficients entiers entre k 2 (ni) et A'
2 (t).

688. On peut encore reconnaître l'existence d'une équation

entre sjTc = *Jk(y) et y/7 = \/k(m) en s'appuyant sur les résultats

établis au n° 584, de manière à obtenir quelques renseignements

de plus.

Supposons formée l'équation irréductible F(3)= o, de degré

2v(v + i), qui a pour racines les valeurs non nulles de sn 2 ap^;
les coefficients de celte équation appartiennent au corps O formé

parles nombres rationnels elles fonctions rationnelles à coeffi-

cients entiers de cp(-:) — y^. Supposons aussi formée l'équation

G (y)= ode degré 2 v -h- 2 dont on a établi l'existence au n° 684 et

qui a pour racines les diverses valeurs d'une fonction symétrique

de celles des racines de l'équation F(s) — o qui correspondent

aux éléments (/?, q) d'une même ligne; si les coefficients de la

fonction symétrique appartiennent au corps Q, il en est de même
des coefficients du polynômeG (jk)- Enfin, supposons formée l'équa-

tion g (z; y) = o, du degré v en <s, qui, lorsqu'on y remplace y par

une des racines de l'équation G(y) = o, a pour racines les valeurs

de sii 2 ap^ correspondant à la même ligne d'éléments (p,q) que

la racine de l'équation G(y)^=o; les coefficients de l'exprès-
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sion g(z;y), envisagée comme un polynôme en y et z\ appar-

tiennent aussi au corps û.

Ceci posé, reportons-nous à la formule (LXXXVI 3 )
qui peut

s écrire

r = 1

sijKo est ^a racine de l'équation G(y)= o qui correspond à la ligne

(1 , o), (2, o), . .
. ,

(v, o) du système complet d'éléments (/?, q), le

second membre, qui est évidemment une fonction symétrique de

sn 2 (a l5 o), sn 2 (a 2?0 ), ..., sn 2 (aV50 ), c'est-à-dire une fonction sy-

métrique des racines de l'équation en z, g(s;y ) = o, s'expri-

mera au moyen d'une fonction rationnelle R(y ) de y0l dont les

coefficients appartiennent au corps Q; il en sera donc de même du

premier membre cp
2 (/iT) ou y/7.

Si, maintenant, dans l'équation G(
ty) = o, de degré 2V + 2

en y 1
on fait la transformation w= R(y), on obtiendra une équa-

tion en w, de degré 2V -+- 2 = /i -4-1, dont les coefficients appar-

tiennent au même corps Q, et que vérifie y//; cette équation peut

être formée, en suivant la méthode précédente, par des calculs

purement algébriques; nous en donnerons des exemples pour

n = 3 et n = 5. Cette équation est dite équation modulaire. On

étend d'ailleurs ce nom à d'autres équations analogues.

Observons que le même raisonnement s'applique mot pour mot

à la quantité

M
y// TT r ?*(»*)

sn*a, ?*»(*; 11jy£)« *f-
sn2 «r,o <?**(*; JLA sn-^,.,0

de l'équation (LXXXV1 3 ) ; on formera ainsi Yéquation au mul-

tiplicateur, entre M et ©(7), équation qui sera encore du degré

av+2 =71-}- 1 en M.

689. On peut se placer, pour définir l'équation modulaire («), à

un point de vue tout autre, d'où nous allons voir que la fonction

(
l

) Cf. M. Krause, Théorie der Doppeltperiodischen Functionen.

.

., t. I,

p. 2o3 et suivantes. Le lecteur qui voudra pousser plus avant l'étude des Fonc-

tions elliptiques à l'Algèbre pourra consulter le troisième Volume des Fonctions

elliptiques de Halphen, et surtout les Elliptische Functionen de M. H. Weber.
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'f(nt) elle-même est racine d'une équation algébrique, de degré

n -h i, dont les coefficients sont des polynômes en <£>(t).

Si t est une solution de l'équation ç(t) = cp
, où <p est donné,

toutes les solutions de cette équation sont des transformées

linéaires -

—

~ de t rentrant dans le type i° du Tableau (XX ),

et pour lesquelles on a

yo -f- o 2 — i = o (mod. 16),

comme il résulte du théorème du n° 525 concernant les solutions

de l'équation

»*(*) = *(*) = ¥{

et de la formule (XLVI«, cas i°) qui se rapporte àja fonction cp.

Toutes les valeurs de la fonction ©(/it) sont donc de la forme

çp
—*

—

tt^ ? où a, p, y, 8 désignent des entiers vérifiant les con-

ditions précédentes ; il est bien aisé de voir que ces valeurs sont au

nombre de n -h i

.

i° Si (3 est divisible par /z, on a

[
n ( y +- Qx ) ~| _ fny -+- o/ix \ <?(ni );

en effet, les nombres a, - , /iy, o vérifient les conditions impo-

sées; d'abord leur déterminant est égal à i
;
puis la condition

y8 -f-
8-— i = o(mod.i6), supposant 8 impair, implique y = o

(mod. 8); en ajoutant membre à membre les deux congruences

(n — i)y8 = o, yô -h o 2— i = o (mod. 16),

on trouve

/lY-S-bo 2— i = o (mod.i6).

2° Si P n'est pas divisible par n, on peut déterminer cinq

nombres entiers <z, b, c, d, £ tels que l'on ait

ô = z > ad— oc = i
a -t-pxo

et cela quel que soit Tn . Il faut pour cela quelles nombres a, p,

n y, rc 8 soient proportionnels k fia — b £, 6, rcc— <i£, d, et comme

C -h



APPLICATIONS A l'aLGÈBRE ET A l'ARITHMÉTIQUE. 221

le déterminant des quatre premiers nombres est égal à /i, ainsi

que celui des quatre derniers, le facteur de proportionnalité ne

peut être que ± i
; supposons qu'il soit -M, ce qui ne restreint

pas la généralité delà solution, et cherchons à satisfaire aux équa-

tions

na — 6£=a, b = [J, ne — d\ = /if, rf=«o;

on en tire

b = (3, d = no, c = y-hS{, /ia = a + ^;

il suffit évidemment de déterminer Ç de manière que a-j-^Ç soit

divisible par /î, ce qui est possible, puisque (3 est première n; rien

n'empêche même d'imposer à Ç la condition d'être divisible par

un entier quelconque premier à ft, par exemple d'être divi-

sible par 16; a, &, c, d, Ç étant ainsi déterminés, et a, â? étant

impairs, b, c pairs, comme il résulte des expressions mêmes de ces

quatre nombres au moyen de a, (3, y, S, £, on a (XLVIi),

Cd + d*/ t> \ frf + f/ 2 — 1 , »v

d'ailleurs, cd+ d2 — i = (y + 55) TiB H-n* o 2— i, si l'on sup-

pose \ divisible par 16, est congru (mod. 16) à /iy8 -f- n 2 8 2 — i,

et, par conséquent, puisque y8 -+- S 2 — i est divisible par 16, à

(ji _ i)vô+ (n 2— i)o 2
, et, par suite, à n 2— i ;

on a donc

690. Les diverses valeurs de <p(/it) seront donc les valeurs

distinctes de
Hl^l / To_ t 6X\

<P(/iT ), (-o 8

?(^
—-

—

y

que l'on obtiendra, par exemple, en donnant à \ les valeurs o, i

,

2 . ..,/i— i. On reconnaît, d'ailleurs, très aisément que les

valeurs ainsi obtenues sont effectivement distinctes, sauf pour des

valeurs spéciales deT .

Il est clair, par ce qui précède, que la substitution à t d'une

valeur de t telle qu'on ait <?(t)=
'f
(t ) n'en peut altérer l'en-

semble. Les fonctions symétriques élémentaires de ces(ft+ va-
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leurs seront donc des fonctions algébriques de <d = cp(T )qui ne

sont susceptibles que d'une seule valeur, quand on se donne cp
,

c'est-à-dire des fonctions rationnelles de <p à coefficients numé-

riques. Il existe donc une équation algébrique R(«>, u)= o, en-

tière, à coefficients numériques, entre w= v{nt) et m=<p(t), de

degré n -f- i enw. On voit de suite qu'une telle équation, ne de-

vant pas changer par une substitution linéaire qui n'altère pascp(T),

est irréductible dans un corps formé de nombres et de fonctions

rationnelles de ç(t) à coefficients numériques quelconques; nous

la supposons débarrassée de tout facteur ne contenant que u\ elle

admet les racines

w = o(nx), w—{—\) 8 o t- j, (X = o, 1, 2, . . .,

L'égalité

étant vérifiée identiquement, on voit, en y changeant t en /it, que

r — 1
l'équation R [(— 1) ' Kj wj = o est vérifiée en même temps

que l'équation R(w, w)= o, qui, ainsi, ne change pas quand on

8change w en (— 1) u et u en w\ d'autre part, le changement

de t en t -h 2 (XLV 9 ) montre que l'équation R(w, u) = one doit
I n

pas changer quand on y remplace u par Vu et w par C w. On voit

ainsi, en particulier, qu'en regardant u et w comme du premier

degré, l'équation R(w, u) = o est aussi bien du degré n+ienM
qu'en w, qu'aucun terme du polynôme R(w, u) ne peut être de

dimension impaire, qu'aucun de ces termes ne peut non plus con-

tenir une seule des deux variables w, u à une puissance qui ne soit

pas un multiple de 4-

691. Ces remarques permettent de réduire notablement le

nombre des coefficients numériques de ce polynôme, qu'il reste à

déterminer. Pour cela, on pourra remplacer, dans le polynôme écrit

avec des coefficients indéterminés, w =
'f
(«t) et u = ©(t) par les

développements entiers en q
% que l'on déduit immédiatement des

formules (XXXVIII<) ; on égalera ensuite à zéro les coefficients des
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diverses puissances de g
8

. Sauf le facteur y/2, qui disparaît à cause

de la parité des termes de R(w, u), ces coefficients sont entiers;

on aura donc, pour déterminer les coefficients de R(w, m), à

résoudre des équations du premier degré à coefficients entiers;

les solutions seront des nombres rationnels, ou même, si l'on

veut, entiers. Les coefficients de l'équation R(w, u)= o, consi-

dérée comme une équation en w>, appartiennent donc au corps û.

mo-
rt'- -1

692. On écrit habituellement cette équation Véquation

dulaire proprement dite, en y' remplaçant w par (—1) * P;

elle a alors pour racines

(_i) « o(nx), <p (
— 1» (X = o, i, 2, ..., »— 1).

A l'équation R(w, w) = o qui relie les deux fonctions w = f(nx)

et u = 6(?) correspond une équation toute semblable reliant les

deux fonctions *>=$(?) et m= <Ii(»t}. Si, en effet, dans l'équa-

tion
R[o(^), (f(x)] = o,

qui est vérifiée identiquement en t, on remplace t par — —, elle

devient
R[+(x),*(nt)] = o.

Le même mode de raisonnement permet de prouver l'existence

d'une équation algébrique à coefficients entiers, entre J(tit) et

J(t) qui, quand on regarde J(t) comme donnée, a pour racines

!<**), j(
X

-7r)
(X = o, 1,2, ..., n — 1);

elle est du degré n -M par rapport à chacune des quantités J(*t),

J(t); elle est irréductible dans le corps formé par les nombres

rationnels. /firmN
Il convient d'insister, enfin, sur ee qne les formules (LV111)

de Schrôler permettent d'obtenir directement des équations mo-

dulaires pour chaque nombre premier impair donné n; nous en

donnerons des exemples pour n = 3 et n = 5.
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§ III. — Problème de la transformation.

693. Le problème de la transformation pour des fonctions dou-

blement périodiques quelconques <£>(u),W(u) d'une même va-

riable u consiste à rechercher la dépendance dans laquelle doivent

se trouver les couples de périodes primitives de $(w) et de xV(u)

pour que ces deux fonctions soient liées par uoe relation algé-

brique. Ce problème se ramène immédiatement à celui de la

transformation pour la fonction pu, puisque <[>(« |
cj

1 ,
to 3 ) et

p(u
|
to,, to 3 ), d'une part, *F(m|q,, & 3 ) et p(u\&

{ ,
a 3 ), d'autre part,

sont liées par une relation algébrique. Si p(u\iù
t ,

o> 3 ) et

p(u\a l1 û 3 ) sont liées par une relation algébrique

f[p(u\ wi, w 3 ), p(a|ûi, ùi)] =o,

on voit aisément, en l'envisageant comme une identité en u, et

en y remplaçant u par u augmenté d'un multiple entier quel-

conque ?ii de 2w,, que l'on a aussi

f[p(u |a>t,c0,), p(w-+-2/i 1
(o

1
|o,.o

3 )] = o.

Puisqu'une équation algébrique ne peut avoir qu'un nombre fini

de racines, cette relation envisagée comme une équation en

p(li-H2?liCD I |û1 ,
<}

3 )

permet, puisqu'elle est vérifiée quel que soit l'entier n^ , d'affirmer

que parmi les multiples (entiers) de 2 0), il y en a certainement

qui sont congrus à o, modulis i &
{ , i & 3 ; on verrait de même que

parmi les multiples (entiers) de i o> 3 il y en a certainement qui sont

congrus à o, modulis 2Qfvaû 3 ; en sorte que, pour que deux fonc-

tions pu puissent être transformées l'une dans l'autre, il faut né-

cessairement qu'il existe cinq entiers {i., «, b, c, d (que l'on peut

toujours supposer sans diviseur commun), tels que l'on ait

\xuoi = oQ. x
-+- £>Q 3 ,

(JIW3 = cÇlt -+- da 3 .

Soit 8 le plus grand commun diviseur des quatre entiers a, b, c, d;

nous savons, par la théorie des substitutions (n° 133), que l'on

peut déterminer des couples (c*>'n w'
3 ),

(û'n q
3 )

respectivement
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équivalents à((o<, w 3 ), (q,, q 5 ), e t tels que l'on ait

, ad— bc ^ , ,^ = —¥— oui, îW
3
= açv

3
.

Si l'on désigne par v le plus grand commun diviseur de pi et de
ad—bc

,
.—^

—

y et par m, n Jes quotients de ces deux entiers par v, on

peut d'ailleurs mettre ces relations sous la forme

m uj\ — no Q'j , m v w'
3
= o <2'

3 ;

m, tt aussi bien que m, S et que v, 8 sont premiers relatifs.

De ces relations on déduit que l'on a

/ coi to'3 \ / la; a'\

d'où, à cause du théorème de l'homogénéité,

;2j

v"|"n '
w = m*J?(mM Q' fi)

1 ' v /

mais p($u) est une fonction rationnelle de p(u) formée avec les

mêmes périodes; le numérateur est du degré S 2
, le dénominateur

d'un degré inférieur à S 2
; en appliquant les formules (XXI 4 ) et

(GIII4 ), on voit d'ailleurs que plu — , a)
3 j

est une fonction ra-

tionnelle de p(u
|
w'n ci>'

3 ), c'est-à-dire de p(u
|
to,, to 3 ), dont le

numérateur est du degré n, le dénominateur du degré n — 1
;

p(t>u — > (o
3 ) est donc une fonction rationnelle de J)(m |

*»,, g) 3 )

dont le numérateur est du degré /iS 2
, le dénominateur d'un degré

inférieure /i8 2 .De même pi mu q', — ) est une fonction ration-
i v

nelle de j)(m|û,, û 3 ) dont le numérateur est du degré m*v, le

dénominateur d'un degré inférieur à m 2 v. Ainsi deux fonctions

j) (w 1 0)1,(1)3), p(«/|ûi,û3) ne peuvent être liées par une relation al-

gébrique que si elles sont aussi liées par une relation de la forme

R[p(«|toi,to,)]= Ri[p(«jûi,Oi)]i

où R et R, sont des fonctions rationnelles dont les numérateurs

sont de degrés respectivement égaux à/182 , m2 v et dont les déno-
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minateurs sont de degrés inférieurs à ^S 2
, /?z

2 v; m, n, 8, v sont

des entiers qui doivent vérifier la condition que m, n d'une part,

m, 8 d'autre part, et enfin v, 8 soient premiers relatifs. Il n'est pas

difficile de montrer que ces entiers sont les mêmes de quelque

façon que l'on choisisse les périodes 2to'
4

, 2to'
3
ou 2Â'

(
, 2 q'

3
équi-

valentes à 20),, 2t0 3 OU 2Q,, 2Û 3 .

On réserve le nom de transformation primitive à celles qui cor-

respondent au cas où m = 8 = s = i ; /* est le degré de la trans-

formation primitive. Ce qui précède met en évidence que toute

transformation peut s'obtenir au moyen de transformations pri-

mitives. On voit aussi comment les équations modulaires corres-

pondant à une transformation quelconque dépendent des équa-

tions modulaires correspondant à une transformation primitive,

dont nous avons parlé au § II.

§ IV.— Division des périodes par 3. — Équations modulaires

correspondantes .

694. Nous avons formé (GIV 2 ,3), et explicitement au bas du

Tableau de formules (CIV), l'équation W s (u) = o qui, par la

substitution y = pu, prend la forme

f(y) = 3j v -
l M* - >g*y - £± = o,

ij .1 • 2 toi 2to 3 2to 3 zh'2C0
1 o.

et dont les quatre racines sont p -^- , p - > p —^ -* Si, entre

cette équation et l'équation (XGVI),

i i h- k*ï=-
z
-

qui suppose \je
{
— <? 3 = i , on élimine y, on obtient immédiate-

ment l'équation F(s) = o, dont les quatre racines sont sn*-,->

2l'K' „2K±2j'K' t-, , , . /«ntrr\
sn^ —— y sn- ^ En tenant compte des relations (XGVI)

(n°419),

g, = * (** - *« + i), s% = X(A* -+ i) (a* - i ) ( A-2 - 2),
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on parvient aisément à l'équation

¥(z) = k*z* — 6**** + 4(1 4- **) 2 — 3 = o.

Par la substitution z = A"S, cette équation se transforme en

(!) ( z2
_ I )2 =4 ( 1 _p Z _HZ 2

)}

OÙ

les racines de cette équation sont les carrés des valeurs que prend

] a fonction El ( «\
z

) de Kronecker (LXXV 3 ) lorsqu'on y remplace v

par > — >

1 2 2

On peut déduire directement l'équation (i) de l'égalité

sniaPfQ
= (— i)P+* snaPjq ,

qui a manifestement lieu pour n — 3 ;
en posant Z = k sn 2 ap , q

et

tenant compte de la formule de duplication (LXXXV«), on a, en

effet,

- z = m**aM =
(l _ z2)

-2 -

en supprimant le facteur [zon retombe sur l'équation (i).

695. Si l'on désigne par Z, la racine de l'équation (i) qui corres-

pond à l'élément (1,0), on a d'ailleurs (LXXXVI 3 )

c T k — zia

dn2 ^r

il suffit d'éliminer Z„ entre cette équation et l'équation (i), dans

laquelle on a remplacé Z par Z,„, pour obtenir une equat.on

entre f (3t) et o 2 (V); l'équation

à laquelle on parvient ainsi, entraîne immédiatement la relation

(
-
)
_c

?H3-) = 2?(-)?(3^)[ I -?5( ") ,
?
2(3 "

)1 '
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puisque les premiers termes des développements des deux mem-

bres (XXXVIH^) suivant les puissances de q* sont égaux (ils sont

tous deux égaux à -f- f\(f)> En posant

u = <p(T), v = — c?(3x),

on obtient l'équation modulaire proprement dite (pour ri = 3)

(2) v'* — iï* — ïuv{\ — u*vî)=o.

696. On va vérifier que cette équation (2) se déduit aussi de

l'équation (1) par une transformation rationnelle. On a, en effet,

_j/7_ _ (k — z){\ — kz) _ 1 — pz-hz* _ (1— z*)*

Wk7~ .
..*(!— *«)'

:

O"* 2 )
2 ~4(»-A-z)2'

la dernière égalité résultant de l'équation (1); on en conclut, en

extrayant les racines carrées,

cp(3r) _ 1 —

z

2

cp3( T )

~~
2(1 — h)'

car il est bien aisé de voir que le second membre de cette égalité

doit, comme le premier, être positif pour de grandes valeurs po-

sitives de -• On n'a plus qu'à faire la transformation

- T~ z2

y ~~
•±{i — kz)''

en remplaçant dans (1), 1 —

z

2 par 2(1 — kz)y, en remarquant

que le second membre peut s'écrire (1 — kz)(i — tZJ> en sup-

primant le facteur 1 — A z qui, en vertu de (1), ne peut s'annuler

que si k 2 = 1 , on trouve
!

y ' ~
i — kz'

l'élimination de z, entre cette expression de y 2 et celle qui est

fournie par la transformation rationnelle elle-même, donne enfin

k2y^ — ilC-y* -+- iy — 1 = 0,

et, en posant k = u s

, y ==^~ » on retrouve l'équation modu-

laire (2) entre u = <p(x) et i>== — <?(3t).
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697. On a d'ailleurs aussi

*»(*)4*(3T) = ri_ 9t(T)][i_^(3 T>
]

tO"-«,
)(^.«?) = [(i-«*){i+p»)][(i^ j>* )(i+ b4)

J

= (,_ M4pi)2_ 4( I -_ tt2pî) M s
(,2 = (!__ „2 p 2)V

-[l- ? 2( x)c? 2 (3T)
J
i;

on en déduit immédiatement, en extradant la racine quatrième,
la relation

?*('c)<p*(3t)4-^(t)^(3x) = i,

ou encore

/O + \ZT~r = i
;

c'est sous cette forme que.Legendre (Fonctions elliptiques, t. I,

p. 23o) a donné le premier l'équation modulaire pour n = 3.

698. Plaçons-nous maintenant au point de vue du n° 691, et

proposons-nous d'établir directement l'équation modulaire entre
u— ?(T)

et fc>= <p(3ir). On sait qu'elle est du quatrième degré
en w, du quatrième degré en u, qu'aucun de ses termes ne peut
être de dimension impaire en w et u, qu'aucun de ses termes ne
peut contenir w ou u seul, à une puissance qui ne soit un mul-
tiple de 4; elle est donc nécessairement de la forme

(a u'* -f- a 2 u**- -+- a^ ) w'+ -+- ( b { nï -+- b 3 u ) w 3

-+-
(
c uk -h c 2 m2 )«>*-*-( (^! u 3 + d3 u)w -f- ^ K* = o.

Si l'on identifie cette équation avec les deux équations que l'on

obtient en y remplaçant, d'une part, w par — u, u par w, d'autre
1 3

part, u par i
2
u, w par j%v, on voit que :

ou bien

a$ = a* = ù
:i
= c = c-2 = d\ = o et e -+- a\ = o

;

ou bien

«2 =,£3 = c = rfi = «r-i = b\ = d-i = e = o ;

la première alternative est seule possible, car dans la seconde l'é-

quation modulaire ne serait pas irréductible; l'équation modulaire
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est donc nécessairement de la forme

« 4 ((v
v — u'+) -+- b

x
u z <v 3 -h d3 uw = o.

Si, dans le premier membre de cette équation, on remplace

u = cp (t), w= ?(3t) par leurs développements (XXXVIII, ), on
1 3

obtient, en égalant à zéro les coefficients de (f et de gr
2

, les rela-

tions
><7

V
— J3 = o, b

x
-+- d-n — o,

en sorte que l'équation cherchée est

W'* — II'* — 2 U* W î + 2tt«' =0.

Pour jv= — p, on retombe sur l'équation (2).

699. Cette même équation (2) se déduit aussi de la formule

(LVIIIi) et c'est peut-être par cette voie que l'on aperçoit le

mieux la source commune d'où découlent toutes les équations

modulaires (').

Si nous faisons, dans cette formule, otsa 1, (3= 3 et, d'une part,

x = {,y=— |, d'autre part, a?=f,ya= —.'}, puisque nous ajou-

tions les deux relations ainsi obtenues, il viendra

&i(*N)?t(*i«o+&itfh)»t(*i»*)
= ^3(0 ;4t)^3 (0| 127) -2?^3(2~| 4-0 2r3 (6T[l2T).

Si l'on transforme le premier membre de cette égalité, en appli-

quant la formule (XL, ), il se présente sous la forme

[&,(fU*) + &t (i|4T)][&fXHiaT)4.&l(i(wt)J

+ [2r
3 (!l4T)+S 2 (! Ux)][3r,(l lia*)-»- 3r s (f| 127)];

quel que soit T, on a d'ailleurs (XXXIV)

2r 2 (|| T)=-S2 ({|T)=2r1 (o|T)=o; % (|t|t) =*" T

3 2 (o |
t)

;

àl(J|T)-?,tt|T)«:&4(0|T);

l'égalité précédente peut donc s'écrire

2r4 (ol4-)Sr4(ol i27) = ^3(0147)^3(0! i2T) — 2r 2 (o|4x)2r2 (o|i2T).

(') Voir Journal de Liouville, 2' sér., t. III, p. 260; i858.
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Cette équation, dans laquelle on peut supposer 7 remplacé
par y est manifestement identique à l'équation modulaire (2).

700. Observons en passant que l'on obtient, par le même pro-
cédé, des équations analogues en posant dans la formule (LVIIÏ,),
écrite pour a = 1 , (3

— 3, au lieu de

x =h 7=-h et *=», y = -\,
soit

x = iz~\, y = 2z— }, et # = 3T4-f, >r = 2--f,

soit

*= 4T-t-i, r = 4x-{, et «rWiT+f y=iz-i;

on parvient ainsi aux relations

-2t4 (o|t)2t4 ( t| 3t) = 2r3 (o;T)Er3 ( z\3z)-%(o |x)3rt ( t|3t),

&*
(

((o|T)2r4 (aT|3t) = 3rl(o)T)3r1 (2x|3 T)-3ri (o|T)3r/(2TJ3T>*

701. L'équation au multiplicateur s'obtient en éliminant z entre

les deux équations

Mz(i-A-z) = k — z. z 4— 6z 2 -f-4pz — 3 =0.

Ces équations sont équivalentes aux deux équations

Az 2+Bz + C = o, A'z 2 -hB'zH-G' = o,

où

A = M + i, B = 3A-M2— 6AM— k, C=-3Mî+4*»mVm
>

A' =— *M, B'=M-f-l, C'=— A;

l'équation au multiplicateur est donc

(AC— A'C)s = (AB'—A'B)(BC— B'C);

en divisant les deux membres par (k 2 — i)
2

, et réduisant, elle

prend la forme

3M*-t-8(i— 2À*)M*+6M*— 1 =0.

L'équation f(y) = o dans laquelle se transforme l'équation

W3 (u) = o par la substitution y = pu (n° 694) étant du qua-

trième degré en y, est résoluble par radicaux; il en est de même

T. et M. — IV. l6
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de l'équalion F(s) = o. En général, ces équations ne sont pas abé-

liennes.

702. Dans le cas où g 2 et g3 sont réels, il n'est pas difficile

d'écrire explicitement les valeurs des quatre racines de l'équa-

lion f{y) = o dans laquelle se transforme l'équation W 3 (u)= o

par la substitution y= pu.

Convenons de désigner par e la racine cubique imaginaire de

l'unité dont l'argument est — ou -^> suivant que le discriminant

est négatif ou positif; par T la racine cubique réelle de — aÇ;
par a, b, c les quantités

par y/a la racine positive de a; par ^6, y/c les racines de b et de c

dont la partie réelle est positive; il est aisé de voir que y/6, y/c

sont imaginaires conjuguées et que le coefficient de i dans la

partie purement imaginaire de \Jb est positif. On a alors

210! /- ij /- 2W3 +2Wi /- /y r
}) ~3~ = * a ~*~ ^ ^C

' P
3

=-/a-/6 + /c,

p -y- = /« — y ^ — y/ c, p - = — \Ja + \Jb— /c.

L'ordre dans lequel on a égalé les quatre racines de l'équa-

XI \ 1
20)! 2W3 2W3 ±2(t)| ,-

tion / (y) = o aux nombres jj -y > p-ô- * <p ô est deter-

. , i .... 2(i)i .. . . . . r 2(0. , ,

mine par la condition que p—ô~ S01t ree * et P oslL1 ij P -ô- réel

• f 20)3=1=20)! ,
. , 20)! 9 0) 3 .

et negatit
; p s exprime au moyen de p —^->

(
p —— et du

produit p
f —:> p' -~i par les formules d'addition.
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§ V. - Division des périodes par 5. - Équation modulaire
correspondante.

703. Au lieu de former directement l'équation *F3 = o et l'équa-
tion f(y) = o, du douzième degré en 7, qui en résulte par la

substitution y= p u, équation qui a pour racines les douze valeurs

que peut prendre l'expression pap ^ q pour ff;w— *p »«+ * g M»

,

nous formerons les équations du sixième et du second degré dont
sa solution dépend.

Soient

p = P("**)-+-p(aap,*), Q. = P(aP , q )p(*ap>q ).

En posant y = p(aPiq ), on peut écrire (GIII 7 )

4/3 — ^27— ^3

et cette équation, si l'on regarde P comme égal à

P(*/»,f)-*-p(a«j»,*)i

est aussi bien vérifiée par p(aPiq) que par p(iap ,q), puisque l'on a

p(4«j»,*) = p(«/>,*);

le polynôme

(j 2 +T^2) 2+ 2^3jK— (7 — P )(4j 3 — <?*/ — gz)

doit donc être divisible parjK 2— Vy -f- Q ; en écrivant qu'il en est

ainsi, on obtient les deux équations

(2) 6PQ = P3 + i^
2P+^3 , 5Q*— Q(P-~frt)+*P+Asl»o.i

d'où l'on déduit

(3) P6_5^ 2 P4_ 40£.3 P3_ 5^| P2_8^^3 P- 5^1=o.

Cette équation est irréductible dans le corps ù formé par les

fonctions rationnelles de g2 i gz à coefficients entiers, puisque en

la résolvant, par exemple, comme une équation du second degré
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en g 3 , la quantité sous le radical n'est pas un carré parfait. Il suit

de là que les six valeurs de p(a>p,q)-\- p( 2ap,q) sont distinctes (* ).

P étant déterminé par cette équation, on déterminera y par

l'équation

(4) j2-Pr+ë^(P 3 -t-i^P + ^3) = o.

On voit que toutes les fonctions symétriques entières de

P (
ap,q)-< P{'iap,q)i dont les coefficients appartiennent à Q, seront

des fonctions rationnelles de P dans le même corps.

En éliminant P entre les équations (3) et (4), on obtiendrait

l'équation du douzième degré f(y) — o, ayant pour racines les

douze valeurs que peut prendre pap , q
pour n = 5, équation que

nous avons évité d'écrire.

704. [1 n'y a aucune difficulté à former de même l'équation du

sixième degré qui admet pour racine la quantité R introduite par

M. Kiepert. On a, en effet, pour n = 5,

R = [P(«/>,7) — P C* «/>,7)][P(2 «/>,?)— P(4*P,q)]=— [P(ap,g)— P(2<WJ 2

= — iP(aP,r/) + P(2«/.,7)]
2+ 4P («/>,?) P(2aP,</)

= 4 Q_p2 =_Ap2H_l^_i_2^ ;

(') Faisons en passant sur la forme de l'équation en p quelques observations

qui s'étendent aisément aux équations analogues pour n premier impair.

Le coefficient de la plus haute puissance de p est numérique et les autres coef-

ficients sont entiers en g2 , g3 ; cela pouvait être prévu, car ce caractère, comme
on l'a vu au n° 457, appartient au polynôme en y que l'on déduit de ^'

n (u)
quand on y remplace pu par y; il appartiendra donc aussi, en vertu de la

théorie des fonctions symétriques, à l'équation S(^) = o, ayant pour racines les

sommes de racines de 1 équation en y et a tous les diviseurs entiers en s,

g 2 , g3
qui ne sont pas divisibles par un polynôme en g2 , g3 ; or le premier

membre de l'équation en p est un tel diviseur, puisque ses racines sont certaines

sommes de racines de l'équation en y.

D'autre part, le polynôme en p est une fonction homogène de p, g2 , g3 quand

on regarde ces quantités comme du premier, du second, du troisième degré;

cela pouvait aussi être prévu par l'équation d'homogénéité (\III
3 ).

Ces remarques montrent que, pour former l'équation en P, on n'a à déterminer

que des coefficients numériques; en particulier, il est certain que le terme en P"

manque toujours dans l'équation en P.
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il suffit donc d'éliminer P entre les deux équations

P 6 _ 5 g2 P 4 _ 40 £.3 P 3 _ 5^.2 p 2 _ 8 gt frP-5gl = O,

ou encore entre les deux équations qui leur sont équivalentes

P3-K3R-£- 2)P-^3 = o,

on trouve ainsi, sans aucune peine, l'équation

W(R) = 5R 6 + i2^2 R 3 — i6ogR 3+ 256g2

= (5R2 + 2 ô
-
2 R + ^I)(R2+^2 R-i-^i)2

-+- 27^1 (toR3 — ig\ + 27Si) = °'

où

et l'on obtient, en passant, l'expression que voici de P en fonction

rationnelle de R,

p 6 g, R 2

r - _R3_ 2 £-2 R2+ l6 Ç

705. Pour n = 3, les équations modulaires entre g2i g%} G 2 ,
G

déduisaient immédiatement des équations (i) du n° 687,

puisque pour n ="3, v est égal à i, et que, par suite, on a sim-

plement

i>^=p.. i>'
a-p=H, -i^-*»-

Pour »= 5, il faut faire subir à ces équations une légère transfor-

mation. Puisque p 2±,p^ sont racines de l'équation (4), on a

d'abord

p _-+-p — fi, P
5

P 5 6Pi

on en déduit

P
2 -r +P 2 -T-= p i- 3 Pi

^1 ^.«8 1^ =PÎ —
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en remplaçant ces sommes par leurs valeurs dans les équations (i)

du n° 687, on a ensuite

( 39P!^2 -+- 4o^3 -hPiG 2 — 8oP? = o,

(5) <

( H2Pi^ + i95^+ g 3
— i4oPf=o;

les deux équations cherchées sont le résultat de l'élimination de P<

entre les deux équations (3) et (5).

On observera que les deux équations (5) sont linéaires aussi

bien en G 2 , G 3 qu'en g 2 , gz . Si on les résout par rapport à g 2 , gs

et que, en y remplaçant P< par P, l'on porte ces valeurs dans

l'équation (3), on obtiendra une équation du sixième degré en P

dont les coefficients seront des polynômes en G 2 , G 3 à coefficients

entiers, et que devra vérifier P
4

. Cette équation, jointe à l'équa-

tion (3) et aux équations (5), montre bien nettement comment les

éléments de l'un des couples (g2 , £3), (G 2 , G 3 ) dépendent algé-

briquement de l'autre, les éléments de l'un des couples étant sus-

ceptibles de six valeurs quand on se donne l'autre couple. Il

convient de remarquer que si l'on connaît deux couples corres-

pondants (g2 ,
g" 3), (G 2 , G 3 ), la valeur correspondante de P< , racine

commune aux deux équations (4), s'obtient rationnellement au

moyen de g2 , g3j G 2 , G 3 .

706. Passons à l'équation du douzième degré qui donne les va-

leurs de sn 2 ^^, où

"/>//

ipK -hiiq K'

5

Le système complet des éléments est, par exemple,

(o, 1), (1, o), (1, 1), (r, 2), (1, 3), (1, 4),

(0,2), (2,0), (2,2), (2,4), (2,6), (2,8),

où l'on a mis l'un sous l'autre les éléments qui appartiennent à

une même ligne.

Si l'on pose

x = \/ksna P}q ,

y — £ 2 sn 2^^ snhaM ,
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on aura, en vertu des formules d'addition

1 — 37*

4-r 4 (i— pa^ + g?*)

(i— a?*)* '

d'un autre côté, on voit de suite que l'on a

ksnH3ap , q ) = ksn*(2a
p>q ),

et l'on a là le moyen de former une équation que devront véri-
fier toutes les valeurs de ksn*aPtq ; comme l'équation ainsi ob-
tenue est du douzième degré, on est sûr que c'est l'équation
cherchée; elle se trouvera mise sous une forme qui nous sera
commode.

Si l'on pose, pour abréger,

et

A = 3 — 4ps-*-6** — **, B = 3**— 4p'**-f-6**— i,

cette équation sera

(') /(*) = À*(i -**>*— 4(i-p*-4-**)B*.

La fonction k 2 sn 2 (ap , q ) sn 2
(
2aPiq ), rationnelle en ksn 2 (aPiq ),

ne change pas de valeur quand on y remplace k sn 2 (ap ^ q )
par l'une

ou l'autre des racines qui correspondent aux éléments d'une même
ligne verticale. Si donc, dans l'équation f(z) = o, on fait la trans-

formation

4^ i (i — pz -+- z 2
)

(*) y (i-z*y-

on devra obtenir une équation du sixième degré en y, et les deux

racines z qui correspondent à une même racine y de cette équa-

tion doivent pouvoir s'obtenir par une équation du second degré
;

c'est ce que l'on va vérifier.

707. Regardons dans ce qui suit y comme mis simplement

pour abréger à la place de la fraction rationnelle en z qui con-
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stitue le second membre de l'équation (2); résolvons cette équa-

tion par rapport à p et substituons la valeur ainsi trouvée dans A
et dans B; on trouvera sans peine

A = (i-* 2 )^-=-^, b = (.-^)M/-i);

puis, en remplaçant aussi dans (1),

D'autre part, on a identiquement en y, z
} p,

(
**- (7

3— 2JK
2+ 37)^2 +y%—y[(j 4)-i_

i_4p^3_(.274_4) 22_f
_7]

(
= ^^(I4. 4j _ r2) ri±z_ 4p7

J
;

dans le premier membre, la quantité entre crochets est nulle en

vertu de la définition (2) de y\ on a donc les deux égalités

qui peuvent être regardées comme des identités en z si l'on se

reporte à la définition (2) dey; dans les deux seconds membres,

z n'entre explicitement que par la combinaison ——— , z ne peut

donc être une racine de f(z) sans que la valeur de ^ qui an-

nule le second membre de la seconde égalité n'annule aussi le

second membre de la première, c'est-à-dire sans que l'on ait

(5) e(j) = 16PV - (1 h- 4y -jr 2
)
2 (5 - 27 +y*) = o.

Réciproquement, si l'on prend poury une racine de cette équa-

tion, pour z une racine de l'équation du second degré en z\

(6) Z^£.2

(l4_ 47 _ r2) _ 4p7 = 05

le second membre de la première égalité (4) sera nul [comme on

le voit en éliminant p entre (5) et (6)], en sorte que

z \ _
(7 3 _ 27 2 _j_ 37 ) +7 2
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sera nul; mais alors, en vertu de l'identité (3) dont le second

membre est nul à cause de (6), on aura, puisque y n'est pas nul,

c'est-à-dire que y satisfera bien à sa définition (2); dès lors, les

identités (4) ont lieu, en sorte que f(z) est nul à cause de (6).

Nous avons donc démontré que l'on obtient les racines de /(s) en

résolvant l'équation (5) du sixième degré en y, puis l'équation (6)

du second degré en z.

708. Si Ton considère une fonction symétrique de deux racines

de l'équation f(z)= o qui correspondent aux deux éléments d'une

même ligne et, par suite, à une même racine y de S (y) = o, elle

s'exprimera rationnellement au moyen de la somme et du produit

des racines de l'équation (6), c'est-à-dire en fonction de la ra-

cine y considérée; cette fonction symétrique dépendra donc d'une

équation du sixième degré. Tel est le cas, par exemple, pour l'ex-

pression (LXXXVI5),

en* î* c„* £
dn 2 —- an 2 —

-

5 5

en supposant que y soit A 2 sn 2 ^r-sn 2 2_-, les deux racines de l'é-

quation (6) seront k sn 2 -^ A sn 2 y- et leur somme sera
Y _^^__ t

m

,

on en déduit

/A- j _ 4pAj
A 2J

en remplaçant, dans le second membre, p
par A -+- -g et en suppri-

mant en haut et en bas le facteury— 1, on trouve sans peine

y/7 k* -h ff

v/A~ i + ^gr'

où

t r 2 -3r.
d ~ r+r'
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en éliminant y entre S (y) = o et l'équation qui définit £7, on ob-

tient sans difficulté l'équation en £T, puis l'équation en
\J1.

709. Si l'on veut former l'équation qui a pour racines cp (5t)
,

on constatera d'abord, comme dans le cas de n = 3, que

_ cp(5x) _ V2

est une fonction rationnelle de jk- On a, en effet,

^ (^jr-^i)?

=
A-

2[(^— 3j) 2 + (p
2 — 2)(JK2 — 3jK)(jK+^)-^(r + Q 2

] .

[r^ï + ^2
(r2 -3r)] 2 '

'

en remplaçant, dans le numérateur,
p
2y par la valeur tirée de l'é-

quation S (y) = o, on trouve, après des réductions faciles,

j/£ = *î [" ('-*- 4r-7 2 )0-.r) 2 ~1
2

.

v/3t
i6L^H-i + ^ 2 (r2 -V) J

'

en extrayant les racines carrées et en choisissant le signe de ma-

nière que le second membre soit, comme T, positif pour de grandes

valeurs positives de -> on obtient

T = çp(5r) _ k (i-+-4r— JK
2 )(i-jk)2

' <p(x)" " 4 y + i^-k 2 (y2— $y)
'

Ceci posé, on a à éliminer jk entre les deux équations

0(7) = o
5 4[(r -

+
-

I )-f.^(j 2 -37)]T-A:(rH-4r-72)( [
_7 )2 = o;

en remplaçant^ par i — X, on est ramené à éliminer A entre les

équations
6(i— X) = X6-+- 4X 5 -f-i6(a2 (X — i) = o,

X*h- «2X3 + 4 (A-T — t)X2+ 4jaT(X — 2) = o,

où l'on a écrit, pour abréger, \x au lieu de k — t', la première de

ces deux équations se simplifie en ajoutant le premier membre
de la seconde multiplié par — A 2— 2 A; on est alors ramené à éli-

miner A entre deux équations du quatrième degré

*TXM-(a*T4~f*T)À»-- 4 HL (T-f-
f
x)X + 4[j.2 = o,

X*+ 2X3+4(A:T — i)X2-4-4|jlTX — 8-jlT = o.
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En appliquant la méthode de Bézout et en combinant les lignes
et les colonnes de manière à simplifier le déterminant du qua-
trième ordre auquel elle conduit, on parvient aisément à un déter-
minant du quatrième ordre dont sept éléments sur seize sont nuls,
et que l'on n'a donc aucune peine à développer; on trouve ainsi,

en supprimant des facteurs ia et (i -h £ 2

),

- kT*+ 4k* T5 - 5*T*-4- 5/cT2- 4T + k = o.

En posant <p(5<c)=— <>, <p(T )= w, donc T =— i, on trouve

finalement (
*

)

U* 4mp(i— u'+v'+) -h 5w*p*(a? — p») = o.

On parviendrait à la même équation en suivant la méthode
appliquée au n° 698 pour n = 3.

710. On peut mettre cette équation sous la forme =r = ~, en

posant

A = « 1 + 6m 2 p2 + ^, B = 4 wp(m 2 +p 2
), C = i— ii'+v

!
>, D — v'*— «*;

on peut donc aussi la mettre sous la forme

A+B _ G-f-D

A— B ~~
CT=.~D

'

où

A H- B =='(*+•' p)*,

\—B = (u—v)'*,

C-+-D=.(*— »*)(i-t-**)i

G — D = (i+«»)(i- p 4
).

C'est la forme que Legendre lui a donnée. Dans son Supplé-

ment aux Fonctions elliptiques, p. y5, il établit, en effet, l'équa-

tion

De l'équation modulaire obtenue au n° 709 on déduit aisément

(') Jacobi, Fundamenta; Œuvres, t. I, p. 7S.
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la relation

[l- ? 8( T )][ 1
_

?8(5x)]=(l- W8)(l-p8)

= [(l-l**)(l+f>*)J[(l-P*)(l+K*)]

= (l— Il'+V'+ -hv'+— M*)(l— IL'*v'*-\- U+— V'*)

_ m6-^+5k2 c 2 (m2-p 2)-4w(^-" v
)

— \uv

u«— t>
6 -4- 5w 2 p 2 (w 2 — vi) — ^uv{u'*— i*)

— 4 uv

i6** 2
i>
2 i6w 2 e 2 i6cp 2 (x)© 2 (5x) ;

d'après une remarque faite au n°692, on a donc aussi

L
i v^x; JL i y WJ

!6<j;2 (x)^ 2 (5x)

Si l'on divise ces deux relations, membre à membre, et que Ton

tienne compte des égalités

o 8 (t) + ^»(x) = i, cp8(5x) + ^
8 (5x)= i,

on obtient la relation

^(t)^(5t) _ r ^(z) — ^{5x) l\

d'où, en extrayant la racine sixième des deux membres et choisis-

sant les déterminations par la considération des développements

suivant les puissances de q (XXXVIII,),

»(*)»(5*) .
?'(t)- ?»(5t) _

? (x)cp(5T)"
t~^ 2(T)-^ 2 (5T)

C'est la forme même donnée par Jacobi à l'équation modulaire

au § 30 de ses Fundamenta ('), savoir :

(/â- — //) î/k yi -i-WT'— s/!) yi' yi' = o.

711. Dans la formule (LVIII^ posons g = i
, [3 = 5, et prenons

d'une part x = y, y = f-,
d'autre part se= f,y.s=

J-
; ajoutons les

deux formules ainsi obtenues ; transformons, comme dans le cas de

7i — 3, par la formule (XL, ), les produits de Et qui figurent dans

C
1
) Œuvres, t. I, p. i25.
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le premier membre, en sommes de Z; enfin, exprimons les S de
l'argument

J, | ou f par les 3 de l'argument o; nous obtiendrons
ainsi la relation

2r
4 (o|x)^(o|ioT)^2r 4 (o|3^)2r3(o|i5T)-^ 2 2r4 ( T |3T)2r3 (5t|i5x)

+ 9»Sr«(aT|3T')Sr9<i6t|i5T>.

De même, prenons dans la même formule écrite pour a= i,

P = 5, d'une part a? = \, y = — i- d'autre part x = |, y = — 5 ;

ajoutons les deux formules ainsi obtenues; réduisons au moyen
de la formule (XL,), et nous aurons la relation

2r4 (o|2x)2r4 (o|ioT) = ^3(o|3x)2r4 (o|i5T)-^23r3 (T|3T)3r4 (5x|i5-)

-f-? 8 53 (2T|3T)2T4 (lOT|l5T).

Pour x = — ^,y = — —d'une part, et x — _--+- -
,2 2 x 2 2

JK
= — - d'autre part, on parvient de même à la relation

" 2 (° l)^^ j^) = a3r»(o|3x)3r»(o|i5x)-i-. a ^«3r,(Trl3x)Sr,C5Tli5t)

H- 2<7 8 2r2 (2T|3T)2r3 (ioT| i5t),

tandis que pour x = — —,y=— d'une part, et # = --f--*

5 T I

y=j d'autre part, on obtient la relation

2r 2 (o j)'&i(o ^) = 22r3 (o|3T)2r.2 (o|i5T) + 2^2r3 (T|3':)^(5|i5T)

+ 2^8^3 (2T|3x)2r2 (iox|i5T).

Ces quatre relations, déduites toutes les quatre de Jamême for-

mule (LVIII,
)
pour a=i, 3 = 5, vont nous fournir aisément

l'équation modulaire pour n = 5. Nous avons établi (n os 699, 700),

pour
k

u = o, 1,2, la relation

^3 (o|T)2r3 ( I
JLT|3T) = 2r2 (o|x)2r2 (^|3T) + (-i)^&4 (o|T)3r4 (^[3-),

d'où l'on déduit, en changeant t en 5t, la relation

2r2 (oJ5T)3r 2
(5^|i5T)-f-(-i)!^3r 4 (o|5T)2r4 (5 l

aT|i5T)

= 3rs (o|5x)3r,(5fX'c| i5«c);

multiplions ces deux relations membre à membre et par q
2 '^

;

si dans l'égalité ainsi obtenue on donne à u les valeurs o, i, 2, on



244 FONCTIONS ELLIPTIQUES.

obtient trois relations que nous ajouterons membre à membre;

nous parviendrons ainsi à la relation

3r;(o|T)9rI(o|5'c)2ç,|fct3r»(^|3^)ârt(5txT| i5t)

(X =

= &t (o|T)9rf'(o|5t)2^91(|w|ST)ifc(5|»t|i*t)

|X = 2

U-=0

dans laquelle figurent précisément les quatre sommes, de trois

termes chacune, que nous venons d'exprimer au moyen d'un pro-

duit de deux fonctions 2»(o); si l'on remplace ces quatre sommes

par leurs valeurs, on obtient la relation

^2r3(o|T)^2
(o|5T)-i2r2 (o|T)^3 (o|5T)]2r 2 (o|^2r2 ^o ^

= [ 2r4 (o|x)33 (o|5x)- 27a (o|x)^4 (o|5x)] 2rt (o|2x)2rt (o| iot);

il suffit d'appliquer les formules de transformation (XLVII),

(XLVlII)pour/*= 2, pour apercevoir l'identité de cette relation (*)

avec l'équation modulaire proprement dite pour n = 5.

(') La même formule (LVIIIi) fournil un procédé très rapide pour parvenir

à l'une des formes de l'équation modulaire pour n = 7. Prenons, à cet effet,

dans cette formule a = 1, jâ = 7 et d'une part x = \, y — — {, d'autre part as = |,

y— — £, et ajoutons les deux formules ainsi obtenues. Réduisons le premier

membre par la formule (XL
t ) appliquée à chacune des quatre fonctions £r qui y

figurent; on aura

2 Sr
4
(o|4T)Sr

4
(o|28x)

= 22r
3
(o|8T)Sr

3
(o|56T) — 2^^3(2 t|8t)2t

3
(i4 t|56t)

+ 2 5r 16Sr
3
(4T|8T)2r

3 (28Ti56T;) — 2^ 3G St
3
(6t|8t) 2t

3 (/J2t|56t).

Faisons aussi dans la même formule (LVIIl!), écrite pour a = r,
r
p == 7, d'une

part x = o, y = 0, d'autre part x = §, y=-{, ajoutons, réduisons le premier
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§ VI. — Division d'une boucle de lemniscate en 3, 4
ou 5 parties égales.

712. Le problème de la division d'une boucle de lemniscate en

parties égales se ramène immédiatement à la recherche des valeurs

i , w 3 j dans le cas particulier où les invariants g2 , g3

sont respectivement égaux à 4 et o. Si l'on prend le demi-axe a
de la lemniscate pour unité de longueur, Ja longueur d'une boucle

de lemniscate est, en effet (n° 649), égale à — 2K ou 203, pour

g 2
—

4, gz = o, en sorte que la longueur /— s de la nxemc partie

membre par la formule (XL,); nous aurons

2S
2
(o|4t)S2

(o|28t)+ 2 S
3
(o[4t)S3(o|28t)

= 2&
3
(0|8t) &

3
(0|56T)+2$r*S

3
(2T|8T)2r

3 (l4Tl56T)

4-2^ 16 Br
3
(4x|8T)S

3
(28T|56T)-f-2^ 36 Sr

3
(6T|8T)2r

3
(42T|56T).

En ajoutant membre à membre les deux formules ainsi obtenues et rempla-

çant ensuite x par j, nous obtenons la relation cherchée

2r
2
(o|T)2r

2
(o| 7

T)+Sr
3
(o|T)&3 (o| 7 T)+2r4

(o|T)Sr4 (o| : x)

= 2 Sr
2
(o|2T)Er

2
(o|i4T) + 2£r

3
(o|2x)H:

3
(o!i4T).

En tenant compte des formules (XXXVII) on peut l'écrire

t + y/A- y// -h y/A-' s/l' = >/i + k' sji + l'+ \ji -k' sji — P.

En élevant au carré les deux membres de cette relation, on en déduit aisément

la relation

[i- ?
2 (T)c?

2 (7^)-^(f)^(7 T )]
2 = 4?

2 (^)? 2 (7^)^(^)^(7^);

si l'on extrait la racine carrée et si l'on détermine le signe en développant les

deux membres suivant les puissances de q, au moyen des formules (XXXVIII),

on voit que le carré de l'expression cp(x) ?( 7 x) -+-<1»(t) <K 7 t) est égal à 1; cette

expression elle-même est donc aussi égale à 1, comme on le voit, en observant

que, d'après les formules (XXXVIII), elle se réduit à -+- 1 pour q =0.

L'équation modulaire ainsi obtenue

cp(x)c? ( 7 x) + -|(x)^( 7 x) = I

se présente sous une forme particulièrement élégante. Comparez Journal de Liou-

ville, 2 e sér., t. III, p. 261; i858.
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de la boucle, comptée à partir du point double de la lemniscate,

est égale à— ; les valeurs réciproques p des carrés des distances

du point double aux (n — i) points de division sont donc données

par les (n— i) expressions que prend p = p pour h = i,

2, ..., n — i.

Pour n = 2, il n'y a pas de problème; pour /i = 4, on a immé-

diatement (n° 676)

(Oj [ tû 3 I IO3 — to
l _ l

p — =1-+-— , p—=-l— — , p
/â » / 2

Pour /i = 3, on déduit de même des formules (n° 702

i -f- i v/3
5 = 4, r-

:

« = o, 6 =

2

3 -h i s/3 3 — i y/3

6 G

d'où

s/a = o, v^ = e V*l (v/2 + y/3 + iv/'2-/3),

y/3 = J ^27(^2 + /3— 1V2 — v/3),

en sorte que l'on a

2 0J( I 4/ / /.,
2IO3 I 4/

—

^ V27V^ + V
/3, p—3 =—3 ^27 V

7^ H- /§,

2co 3 riz 2a»i t 4

3
V^7V2— v^-

Ces mêmes résultats se lisent, d'ailleurs, aisément sur l'équa-

tion /(y) =0 que Ton déduit de la relation \F 3 (m) = o Par ^a

substitution y = pwy
cette équation se réduit, en effet, pour

g2 = 4 ?
g"3 = o, à l'équation bicarrée Zy k — 6y 2— 1=0.

Pour n — 5, l'équation du sixième degré en P se réduit à

P6_ 20 P 4 — 80 P 2 = o;

elle admet donc la racine double P = o et les quatre racines

simples P = V 10 -f- 6 y/5 où chacun des radicaux a deux déter-

minations. A la valeur P = o correspondent les deux valeurs

Q = —

—

) racines de la seconde équation (2) du n°703, pour
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g-2= 4, gY=o. Aux quatre racines simples P correspondent

deux valeurs de Q données par la relation Q = |P 2 -+- ± = 2 + y/5".

Les douze valeurs de pap ^ q seront donc les douze valeurs que

prennent les expressions

s/-

-+-/— I
,

(y 6 y/5 + 10 +- v 2 ^5 +- 2)

,

quand on donne aux radicaux qui y figurent leurs deux détermi-

nations.

Ces formules mettent en évidence ce fait que la division d'une

boucle de lemniscate en 3, 4 ou 5 parties égales peut être effectuée

à l'aide de la règle et du compas seulement, tout comme la divi-

sion de la circonférence du cercle 'en 3, 4 ou 5 parties égales. Ce

parallélisme entre les deux problèmes se poursuit, d'ailleurs, pour

tous les nombres premiers impairs rc, et c'est à lui que Gauss fait

allusion au début de la septième Section des Disquisitiones arith-

meticœ.

713. 11 n'est peut-être pas inutile de faire observer que, pour

déduire les mêmes résultats de l'équation S (y) == o [équation (5)

du n° 707], on ne saurait prendre pour A:
2 la valeur

e

J _ J == -

trouvée au n°649; pour passer de l'équation en pu à l'équation

en sn 2 u, on a, en effet, au n° 677, appliqué 'la formule (XCVI),

qui suppose essentiellement \le K —

e

3 = ï, en sorte que dans l'é-

quation 0(j) = o la valeur de k- est liée à celles de g 2= 4,ga =
par les relations

gï = A(**-*« +1), ^ = £(*2 -hl)(2**~~l)(**-2)

qui sont vérifiées pour A 2 +1 = 0, k 2 — 2 = o, mais non pour

2 A 2 — 1 = o.

Pour k = i, on a p = o, et l'équation 6
(y)= o est résoluble par

radicaux; elle se décompose en

1 -h \y—

7

2 = 0, 5 — iy -f-/2 = o,

en sorte que y est, soit de la forme 2 -f- y/5, soit de la forme

1 4-2 y/^T. Les deux quantités 2 4- y/5 sont racines doubles de

e(.T)= °5 Pour ces valeurs l'équation (6) du n° 707 devient une

T. et M. - IV.
I7
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identité; les quatre racines de l'équation

/TjtM _J (JK
2_

2JK
_+_ 5) = o, où 7 = 2 + ^5,

sont d'ailleurs racines de l'équation f(z) =o; on obtient ainsi

huit racines de f{z) = o, savoir

(y 3o -+- 14 \/5 -+- \/ii -+- 10 /o),

où chaque radical a deux déterminations. Les deux quantités

i -t- i \l— i sont racines simples de S (y) = o, et les valeurs cor-

respondantes de z sont yi + 2 y/— i ; on a donc quatre autres

racines de l'équation du douzième degré f{z) — o.

Pour vérifier que ces douze racines fournissent les mêmes
solutions que les douze valeurs de^ = P ap,q écrites plus haut, il

suffit de se rappeler que pu = —— et, par conséquent, de vérifier

que l'on a

(s/io-f-G y/5 + ^/2 + 2/5) (y/i4 /5 — 3o — y/io y/5 — 22) = /,,

ce qui n'offre aucune difficulté.

714. Pour fixer celles des douze racines qui sont égales à p
2Wj

p ^~j p -^> p ^ï> il suffit d'observer qu'en parcourant dans le

sens direct le rectangle dont les sommets sont les points o, (i) 4 ,

1 • 2 toi
co, -f- to 3 , w 3 , o, on rencontre successivement les points o, —r-

2W,

3

4w, 4w 3 2w3

5

pu varie de +00 à — 00 par valeurs décroissantes, on a

. ., to 3 ,
^-p-, ——, o, et que, comme dans ce parcours

2t0 ( /{(Di 4 Ws 2(03Py>Py>^>o>e3>p;y>p-Ti ;

on voit ainsi que

20)1 b -h C 4 W I
^ — c 4^3 — 6-t-C 2lù 3 — 6 — C

p-rL = > P-
L^~ = » P-f^^ » P -y- =^5 ia d 2a ' 5 ia r

5 2a
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en posant, pour abréger,

a = 1/51-2, 6 =
[ v/i 4a _.2 |

j c = |/Ioa-a|.

Les huit autres racines sont imaginaires; on peut les discerner
aisément les unes des autres en tenant compte des valeurs des
quatre racines que nous venons d'écrire, et en appliquant le théo-

rème d'addition.

§ VII. — Division de l'argument.

715. Le problème de la division de l'argument pour un nombre

entier n consiste, pour la fonction pu, à calculer p (-; g 2 , g z
\

quand on se donne p(u; g 2 , g^)* Ce problème a été entièrement

résolu pour n = 2 par la formule (XVL); il ne dépend que d'é-

quations du second degré. Il suffirait, pour le résoudre dans toute

sa généralité, de le résoudre complètement pour n premier impair;

nous nous attacherons au cas où n = 5 ; la marche à suivre est la

même dans le cas général.

Pour n = 5, le problème dépend d'une équation de degré 5 2
,

dont les racines sont les diverses valeurs de pi c_i_IL_iz_J
j.

La formule (GIV 6 ), en y changeant u en -» permet immédiate-

ment de former cette équation, et l'on voit de suite que ses coeffi-

cients appartiennent au corps Q formé par les fonctions ration-

nelles de g 2 , g 3 à coefficients entiers. Elle y est irréductible, mais

sa résolution peut se ramener à des résolutions d'équations du

sixième et du cinquième degré, ces dernières étant résolubles par

radicaux. Pour le faire voir, nous étudierons d'abord les transfor-

mations inverses de la fonction pu, nous montrerons que ces

transformations se ramènent à la résolution de telles équations,

puis nous mettrons en évidence que le problème de la division de

l'argument se ramène à deux transformations inverses successives.

-j to 3 )
et les in-

16. Supposons d'abord que l'on se donne p lu

vanan ts correspondants G 2 , G 3 ,
et proposons-nous de calculer la



25o FONCTIONS ELLIPTIQUES

\ aleur correspondante de p(u\ wn w 3 ). Nous commencerons par

calculer les invariants git g 3 de cette fonction au moyen de G 2 , G 3 ,

comme on l'a indiqué au n° 705; nous devrons ensuite résoudre

par rapport à pu l'équation du cinquième degré en pu,

P{u \-f>
***} = p(") + p(^-+- —

J
-+-p(to + —}

dont les coefficients sont des fonctions rationnelles, à coefficients

entiers, de p(u -r^> to 3
J

, G 2 , G 3 , Pn où P, est lié à G 2 , G 3 par l'é-

quation du sixième degré que l'on a appris à former au n° 70o.

Cette équation (quand on regarde P, comme connu) peut être ré-

solue par radicaux ('); ses racines sont, en effet, manifestement

= pf«-h ^-p-j> (r = o, i, 2, 3, 4)

si donc on désigne par a une racine primitive de l'équation

x* — i = o, on voit de suite que l'expression

A/> = (^o +- ar
i
-+ a2 ^2 H- a3 ^3 -+- <*>Xk)P

X (x -\- ol-i'Xi -+- ar*PXi -+ ol-^px s
-+- a-4/>^

4 ),

où p est l'un des nombres o, I, 2, 3, 4, ne change pas quand on

e —r~> ou que 1 on tait une permutation circulaire

sur # , x K , x 2l .r 3 , # 4 , car le premier facteur se reproduit, mul-

tiplié par -- et le second par —^ il suit de là que Ap est une

fonction doublement périodique de u
1
admettant les périodes

-t— et 2u 3 ; on voit de suite que c est une fonction paire de u
;

c'est donc une fonction rationnelle àepyu -~y oj 3 j
; c'est même

une fonction entière de p ( u -_- > a) 3 ), car dans le parallélogramme

des périodes dont les sommets sont o, —~, —— + 2w 3 , 2w 3 , il n'y

a pas d'autre pôle que le point o qui est d'ordre de multiplicité

(!) On démontre toutefois que cette équation, en général, n'est pas abélienne.
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%p+ 2; kp pourra donc s'exprimer par la méthode de décom-
position en éléments simples, ou par l'identification des coeffi-
cients des diverses puissances de u, au moyen d'une fonction du

premier degré dep^l^-1

, a> 3 )' et de ses dérivées d'ordre pair <
2/?,.

par un polynôme en J>(«|^j <o 3 )
• Il est d'ailleurs aisé de

ir qu'on n'introduit pas, sauf a, d'autre irrationalité que celles

que l'on a déjà introduites, c'est-à-dire que A^ est un poly-

nôme en p(u ~, (o 3j, dont les coefficients sont des polynômes

en a, p
4 ,

g 2 ,
G 3 à coefficients numériques rationnels. Les poly-

nômes A^ étant formés, on voit que l'on a

A
x -h i-Px x H- %-*Px % -f- a-3/^, .+- ot^Pxl sa p •

en ajoutant ces cinq équations membre à membre, on trouve (')

x tJ
= ' [a + A_ 1 A *

,

A 3 A, -|
'

5
L ° ^ (W (WC)» (yçyj

Les autres racines s'obtiennent en remplaçant J/ÏJ par ses di-

verses déterminations. L'équation proposée se résout donc par

radicaux.

Il est à peine utile de dire que le problème qui consiste à trou-

ver p(u\ a),, w 3 ) au moyen de plu

comme celui dont nous avons développé la solution.

oj,,--1 se traite exactement

- I ù)|, w 3 ), connaissant

p(u\o) iJ w 3 ). La formule d'homogénéité

u
P y» 3- )

=5*p(a| coj, w3 )

(') Dans le cas général où le nombre 5 est remplacé par le nombre premier

impaire, il convient d'observer pour cela que les fonctions cycliques entières de

pi- i w,, <o
3
),où /• = 1, 2, . . ., —— 1 comme les fonctions symétriques des

mêmes quantités, s'expriment rationnellement au moyen de g2J g3
et de la racine

correspondante (ici P
t ) de l'équation du (/i-M) ième degré dont dépend le pro-

blème de la division des périodes par n.
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montre que l'on peut regarder comme connue la fonction

(U (Oi 10 3 \

\l T'TJ

w 3
Connaissant cette dernière fonction, on calculera pi-

on a pour cela, d'après ce qui a été dit auxn os 70o, 716, à résoudre

une équation du sixième degré qui ne concerne que les constantes

et une équation du cinquième degré résoluble par radicaux. Ayant

obtenu pl T <o,, ~ j, on calculera pi - co, , w 3 j
; il semble qu'on

ait encore à résoudre une équation du sixième degré, mais on

évite cette résolution puisque l'on connaît à la fois les invariants

depl- to,, -~ ) et ceux de pi 7- to,, <o 3 ), qui sont les données

£'2j £'3 j
on n

'

a donc qu'à résoudre (par radicaux) une nouvelle

équation du cinquième degré.

718. Des considérations analogues s'appliquent à la division

de l'argument pour la fonction snw;
s

le calcul de sn
(
-

j > connais-

sant sn«, est entièrement résolu pour n=2. par les formules du

n° 334; il se ramène, pour n premier impair quelconque, à deux

transformations inverses de la fonction sn«.

Si, dans la formule (LXXXVIL,), on regarde sn(«|T) comme

l'inconnue et sn
(
^ ni \ comme donnée, l'équation

- 1

2

u
\ \ 1 tt sn 2 a,.,o
ni \ = - srii<

Ml / M JL 1 1n
est du degré n en sn u. Désignons par Ù le corps formé des fonc-

tions rationnelles de o(t), <p(/it), à coefficients entiers; on rap-

pelle que ©(t)j <p(^t) sont liées entre elles par l'équation modu-

laire, de degré n -f- 1 par rapport à chacune de ces deux quantités.

Les fonctions symétriques entières des quantités sn 2 ar ^

qui

figurent dans l'équation (LXXXV1I 4 ) appartiennent, ainsi que M,

à ce corps. La fonction cp (/it) doit être regardée comme donnée

en même temps que la fonction sn(^ /it)> et c'est par rapport
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à 0(7) que l'équation modulaire doit d'abord être résolue
;
puis

l'équation (LXXXVIL.) doit être résolue par rapport à sn(u
| 1) :

en se reportant à l'équation (LXXXVII,), on voit que les racines
de l'équation en sn(u\ 7) sont de la forme

/ irK\
,

et il n'est pas difficile d'en conclure qu'elles s'obtiennent encore
par l'extraction d'une racine nième

.

Le multiplicateur M est donné par la dernière des formules
(LXXXVI5); cette formule, en y remplaçant sn par son expres-

sion (LXXI 6 ) au moyen des fonctions Et, donne de suite

?
! (")

'(£)

en utilisant ensuite les formules (LI 2 ), (XXXVI a ), on arrive sans

peine à l'expression -

cette formule met bien en évidence la façon dont M dépend de 7.

Le problème qui consiste à trouver sn(M|x), connaissant

sn l^- -) et z> ( - ) > se résoudra de même au moyen des formules

(LXXXIX4), après que l'on aura calculé 3(7) au moyen de l'é-

quation modulaire du degré n + 1 ,
qui lie 3(7) et z> (^ J

• Au moyen

des formules (LXXXVIII5), (LII 2 ), etc., on trouvera aussi

(a) Af =
3r?(o

l)

Ceci posé, connaissant Sïi(i*|ir), on commencera par calculer

sn(mu -); où l'on a écrit, pour abréger, m pour désigner le

multiplicateur M dans lequel on aurait remplacé 7 par -; c'est Je

problème de transformation inverse dont nous venons de parler.
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Ii exige d'abord la résolution par rapport à cp( -) de l'équation

modulaire de degré n -h i entre ç>(t) et
<p (

-
j y puis la résolution,

possible par radicaux, d'une équation de degré n en sntmu -
)

•

Connaissant sn ( mu -
J>

on calculera sn (mm' u
|
t), où l'on a

écrit m f au lieu de M\ ce problème se résout au moyen de l'équa-

tion (LXXXIX4) et peut être effectué par radicaux. Gomme,
d'après les formules (1) et (2), on a

1

— y

n

on a ainsi obtenu sn ( - t] et le problème de la division de l'ar-

gument est résolu pour a fonction sn.

§ VIII. — Multiplication complexe.

719. Quel que soit Je nombre entier n que l'on envisage, la

fonction p(nu) s'exprime rationnellement (n° 460) au moyen
de pu, en sorte que les périodes de pu sont des périodes de p(iiu).

Si un nombre complexe [a, pour un couple de périodes données

20^, 2w 3 ,
jouit de la même propriété, en sorte que les périodes

de p(u\tù ti co 3 ) soient des périodes de p(pu
|
w

t , <o 3 ), on dit

qu'il y a une multiplication complexe de la fonction pu par le

nombre jj., pour le couple de périodes 2cd<, 2W 3 .

Soit p. un tel nombre complexe et désignons par <b(u) la fonc-

tion p(^u\ wj, w 3 ); puisque ty(u) admet les périodes 2to<, 2w 3 ,

b(u) est une fonction rationnelle de p(u
|
w

4 , co 3 ), p' (u
|

w„ to 3 );

^(m), étant une fonction paire de m, est donc une fonction ration-

nelle de p( u
|
w, , w 3 ) seulement.

720. Puisque les périodes de la fonction p(u\tou w 3 ) sont des

périodes de la fonction p(pu
|
co, , w 3 ), il est clair que 2^0^, 2[jud 3

sont des périodes de la fonction jd(w
|
to, , to 3 ) ; on doit donc avoir,

en désignant par a, [3, y, des entiers réels tels que a8 — (3y soit
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différent de zéro, des relations de la forme

( 1
) H<*>i = ao)! + (3w 3 ,

[jlw 3 = Ya>! h- ow 3 .

Réciproquement, des relations de cette forme montrent évi-

demment que la fonction p(\ku\tù
{
,tù 3 )

admet les périodes 2 w„
2w 3 ,

et que, par conséquent, il y a, en vertu de la définition, mul-
tiplication complexe par le nombre complexe jji, pour le couple
de périodes 210,, 2w 3 .

Les égalités (1) peuvent s'écrire

w
1 = a0

1 +^Q 3 ,
w 3 = yQ, + 3Q 3 ,

en posant

ut = — , 4.23 = — ;

il y a donc transformation entre les deux fonctions p(u |u,,d) 3 )

et j)(m
|

Q l7 Q 3 ), et l'on voit encore de cette façon que p(u
|
O,, û 3 )

ou u.
2p(pu

|

oj,, w 3 ) est une fonction rationnelle de p(u
|

u,, w 3 ).

Les équations (1) étant homogènes en to,, to 3 , il est clair que,

s'il y a multiplication complexe par p., pour le couple de périodes

2w,, 2 0) 3 ,
il y aura aussi multiplication complexe par le même

nombre [/., pour le couple de périodes 2lii)
( , 2Xto 3 ,

quelque soit)v;

on parlera donc de multiplication complexe par p. et pour un rap-

port de périodes 7.

En résumé, la condition nécessaire et suffisante pour qu 'il

y

ait multiplication complexe pour t et par p. (t et p. étant des

nombres complexes donnés) est que les équations

(2) [x = a-hfk, [ix — y -h ox

soient vérifiées pour quatre entiers a, (5, y, 0.

On observera que [3, y et a8 — |3y sont nécessairement diffé-

rents de zéro. On peut supposer p positif, quitte à changer le

signe des cinq quantités a, (3, y, û, a.

721. Des conditions (2) il résulte immédiatement que, s'il y a

multiplication complexe- par u et pour t, il y a aussi multiplica-

tion complexe par tout nombre de la forme a -\- by., où a et b

sont des entiers réels quelconques.
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On peut d'ailleurs retrouver ce résultat par le raisonnement

suivant :

D'après la formule d'addition de la fonction p, l'expression

p(au H- bu.il) est une fonction rationnelle de p(au), p(bv.u)

et du produit p'(au). p'(bv.u); mais p(y-u) est, par hypothèse,

une fonction rationnelle de pu, en sorte que p'(p.u) est le pro-

duit, par p' u, d'une fonction rationnelle de pu; donc, comme

p' (au) est le produit de p' u par une fonction rationnelle de pu,

et que p\bv.u) est le produit de p'(\*-u) par une fonction ration-

nelle de p(u.u), l'expression p'(au).p f

(

b

ja u) s'exprimera par une

fonction rationnelle de pu seulement; il en est donc de même de

p(au H- b\ku).

722. Des équations (2), on déduit

— Y H- ( a— ) x -+- fk 2 = o
;

si donc, en désignant par p le plus commun diviseur des valeurs

absolues des nombres — y, a — 0, [3, on pose

— y = ap, a — o = 6p, (3
= cp,

on définit trois nombres entiers a. 6, c jouissant des propriétés

suivantes : a et c sont différents de zéro; c est positif; on a

a -\- bz +- ex 2 =5 o;

comme x n'est pas réel, on a nécessairement

b 2 — \ac < o;

a est donc positif. Si l'on pose

a + 8 = p t , m — $ac — b 2
,

on aura

Pi+ 6 p o Pi — 6p
p = cp, y ss— op, û = l-a =

2
.... ,

-

2

et, par suite.

n = ao — Py = —C——!-i,
fx = a 4- fix = Ç tl—

,
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où le radical est pris, comme dans ce qui suit, avec sa détermina-
lion arithmétique. On observera que le nombre entier n est la
nonne du nombre complexe a.

723. Inversement, supposons qu'on se donne les entiers à, 6, c,

telsque4^-6 2 = msoit positif, et les nombres entiers p,p f ,

dont le premier est positif, et tels que p, ± bo soit pair; les ex-
pressions précédemment écrites de a,

j}, y, 8 au moyen de a, 6,
c, p, p< définissent une multiplication complexe par le nombre

Pi + tp y/m
,^-

a

pour la racine de l'équation

a + 6x+ ex 2 = o,

dont la partie purement imaginaire est positive, ainsi qu'on le voit

de suite en retournant les raisonnements précédents.

724. Au lieu du multiplicateur pi on peut introduire, pour Je

même t, le multiplicateur

__ — z-\- i \/mM — "— ,

s étant égal à o ou à i, suivant que b est pair ou impair; jji est lié

à M par la relation

V-- pM = a — p,

où ~ &

est manifestement entier. Le fait que M est un multipli-

cateur complexe, pour t, résulte, d'après les équations (2), de ce

que l'on a

M= h ex, Mt = - a x,

ainsi qu'il est aisé de le vérifier. D'ailleurs, de ce que M est un

multiplicateur pour t et de l'expression de [i. au moyen de M, il

résulte que p. est, comme on le sait déjà, un multiplicateur pour t.

1 • • • ' • Y -t- ox

725. Si t, est lié à t par une substitution linéaire 7, = —£-&'

à déterminant a8 — (3y égal à 1, il existera une multiplication
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complexe pour t
1
avec le même multiplicateur M; car t, véri-

fiera évidemment une équation du second degré

«i H- &i^i + Ciz\ = o,

où 4<2» C\ — b 2 est égal aL1 produit de l\ac — b 2 parle carré du dé-

terminant de substitution qui est i, en sorte que b et b
K
sont de

la même parité et que les quantités m iy s,, analogues à m, s, sont

respectivement égales à ces dernières. Rappelons d'ailleurs que

l'on a

l(x) = J(x 1 ).

726. Supposons toujours qu'il y ait multiplication complexe

pour t. Des équations (2) il résulte que l'on a

. _ Y + o'
T — 5" »

a -+- pt

d'où

J(T) = J /I±|

D'autre part, quel que soit 7, les valeurs x que prend la fonc-

tion jt± ^ j
quand a, p, y, 8 prennent toutes les valeurs en-

tières possibles telles que l'on ait a8 — {3y = /*, n étant un nombre

entier positif donné, vérifient une équation algébrique

F(a?,J)==o,

où l'on a écrit J au lieu de J(t); puisqu'il y a multiplication com-

plexe, J vérifiera donc l'équation F(J, J) = o. Ainsi chaque inva-

riant absolu qui correspond à une valeur de t pour laquelle il y a

multiplication complexe, vérifie une équation algébrique à coeffi-

cients entiers
(

1

).

Kronecker a appelé ces invariants absolus particuliers : les in-

variants singuliers. Il a de même appelé modules singuliers les

valeurs de k 2 (t), qui correspondent aux valeurs de 1 pour les-

quelles il y a multiplication complexe.

(') On démontre d'ailleurs que c'est un nombre algébrique entier.
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727. La théorie de la multiplication complexe est liée à l'Arith-

métique. On sait que deux formes quadratiques définies, à coeffi-

cients entiers,

f=aT^r- bxy -H cy9
-, /' = a'x'* -+- b'x'y'+ c'y' *,

sont dites (proprement) équivalentes quand on peut passer de

l'une à l'antre par une substitution à coefficients entiers

x' r=aa7H-^jK, y'=^x-hoy,

dont le déterminant a3 — jîy est égal à i . On a alors

(3)

a s= a' a,' -+- b'acf -+- c'y 2
,

b = 2«'a3 -h b'(oco -+- Py) "+" 2c'yo,

c = a'§*-t-ô'P$-+.c'8*,

et 6' 2 — ^a! d est égal à b- — f\ac. Aux formes précédentes sont

liées naturellement les équations

a + 6; + c: 2 = o, a'+è'^'+cV^o.

Si l'on désigne par t, ~J les racines de ces équations pour lesquelles

le coefficient de i est positif, si l'on pose, comme précédemment,

2 )I = -£ + J \l\ac — 6 2
, 2 M' == — e'-f- tV4 «' c '— 6

' 2
>

en désignant toujours pare, s' des quantités égales à o ou à i et

de même parité que b, b'', on voit que, quand les deux formes /
et /' sont équivalentes, M est égal à M'. En supposant toujours

l'équivalence des deux formes, on peut passer de x à t' par une

substitution linéaire (de déterminant égal à i), en sorte que J(t)

est égal à J(t').

Inversement, s'il y a multiplication complexe pour % et t, et si

l'on aJ(:)= J(tt'), d'une part x et V vérifient des équations de la

forme
a _,_ bz + ex' = o, «' -H 6't + c'- 2 = o,

où l'on peut supposer que les nombres entiers a, 6, c sont sans

diviseur commun, de même que a', V ,
c' et que c et é sont posi-

tifs ; d'autre part, à cause de J(t) =I(V), il existera des enfers a,
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[i, y, S tels que l'on ait

Y +- ôx

a -h (3x
r

'

il en résulte que l'équation

«'(a-f- (3x) 2
-t- &'(a-+- (3x)(y h- 8x) -h c'(y -h ox) 2 = o

a les mêmes racines que l'équation

a h- 6x h- ex 2 = o.

Il est bien aisé d'en conclure que, si l'on suppose

&2_ fxac = b"*-— \a! c\

les deux premiers membres sont identiques, d'où résultent immé-

diatement les équations (3) et, par suite, l'équivalence des deux

formes envisagées. On voit d'ailleurs aussi que M — M'.

Il suit de là que l'égalité J(t) = J(^') est la condition nécessaire

et suffisante pour que les deux formes

ax- -h bxy -f- cy-, a'V 2 -h b'y' 2 -+- c'z' 2

soient équivalentes. Si l'on range dans une même classe les formes

équivalentes, on voit que la recherche du nombre de classes pour

un déterminant b 2 — /\ac<io donné revient à la recherche du

degré de l'équation F(J, J) = o.

§ IX. — Décomposition d'un nombre entier en une somme
de quatre carrés.

728. La comparaison des différents développements en série

d'une même quantité, que fournit la théorie des fonctions ellip-

tiques, conduit souvent à des propositions intéressantes d'Arith-

métique.

Signalons, d'après Jacobi ('), le théorème. sur la décomposition

en carrés. Il va résulter de l'identification des deux développe-

(') Œuvres complètes, t. I, p. 23g (fin des Fundamenta) et p. 2^7.
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ments (XXXVIM ) et (CX
f )

ei— e 3 =

ei — e 3 =
\ (v) „ = i

1
J

où v= 1, 3, 5, 7, .... Considérons d'abord le premier de ces
deux développements.

On reconnaît de suite, à cause de l'identité

que, si l'on ordonne le carré de V q
n * suivant les puissances en-

n

tières de </, le coefficient de q* sera le nombre de solutions de

l'équation

de même, dans le cube et la quatrième puissance de V </"% le

n

coefficient de q
y sera le nombre de solutions de l'équation

/i 2 4- rc'
2 -+- /i"2 as N

ou de l'équation

Cherchons maintenant le coefficient de q
y dans les deux séries

2£&-22«* iv(flH-l)

Soit
N = 2 r

p,

p étant un nombre entier positif impair, et considérons le cas

où r est plus grand que zéro. Pour que 2v(a -f- 1) soit égal à -i
T
p,

il faut et il suffit que v soit un diviseur de p; à chacun de ces

diviseurs correspond un terme en q
y dans le premier développe-
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ment; le coefficient de q* dans ce premier développement sera

donc <!>(/>), en désignant par à(p) la somme des diviseurs de p.

Si Ton a

n(p-t-i) = *'/>,

n devra avoir la forme uPd, d étant un diviseur de p qui peut

d'ailleurs être égal à 1 ou à /?, et p un entier qui peut être nul,

inférieur ou égal à r. Inversement, si n est de cette forme, en

supposant dd! =/?, il y aura un nombre

p = — 1 -hi>-?d',

qui rendra /i((i -f- 1) égal à 2 r/?.

Si est inférieur à r, p est impair; le terme du second déve-

loppement qui correspond aux nombres d' et p est ainsi — 2?d;

la somme de ces termes qui correspondent à une même valeur

de d est
P=/—i

-d 2 2P =- rf(-i'--i),

p=o

et la somme de tous ces termes qui correspondent à une même
valeur de p est donc

— CP)(*r— 0«

Si p est égal à r, p est pair; le terme du second développement

qui correspond aux deux nombres d et p — r est ?/d ; la somme

de ceux de ces termes qui correspondent à une même valeur de/?

est 2 r
^(/-).

Finalement, le coefficient de ^
N

, dans la somme

2r
' ^ nq n

Tv~^~ 2mi 7-hq'1
'

(V) n s 1

est

**(p) - <K/>)O r— I) -+- ty(p)2
r = H(p),

en supposant r>o. Pour r==ô, on voit de même que ce coef-

ficient est ty(p).

On voit donc que le nombre de solutions distinctes, en nombres

entiers positifs nuls ou négatifs, de l'équation

n 2 -+- /i' 2 -+- n" 2 H- /i'" 2 = 2'p
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est %4à(p) ou 8^(/>), suivant que /• est différent de zéro ou égal

à zéro. Il faut entendre que les solutions n; rc', n" , nm et n,, n\,

n'[, n\ sont distinctes si l'on n'a pas à la fois n=sn ti n,= n'.,

n'
f = n'[, nm= n

m
{

.

Non seulement on a ainsi démontré la possibilité de décom-

poser en quatre carrés un nombre entier quelconque, mais on a

le nombre de ces décompositions.

L'identité (XXXVI 6 )

3$(o) = 2r!(o)-h2ri(o),

traitée d'une façon analogue, conduit à la proposition suivante :

Le nombre des décompositions en quatre carrés quelconques

d'un entier impair est égal à huit fois le nombre des décompo-

sitions du quadruple de cet entier en une somme de quatre carrés

dont les racines sont des nombres tous impairs et positifs (').

(') Voir le Cours de Ch. Hermite, rédigé par M. Andoyer, 4
e éd., p. 241,

T. et M. — IV.
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NOTE 1.

Sur la fonction de x définie par l'égalité x = i =——
X(x)

et sur un théorème de M. Picard.

On a expliqué au Chapitre VII comment x est une fonction uni-

voque de x dans le plan S obtenu en pratiquant dans le plan de la

variable x deux coupures allant le long de Taxe des quantités réelles,

Tune de o à — ce, l'autre de 1 à + 00. En dehors des coupures la défi-

nition de t n'offre aucune difficulté; nous avons expliqué au n° 545

comment, au moyen des formules (GXX), on pouvait compléter cette

définition sur le bord supérieur de la coupure de droite et sur le bord

inférieur de la coupure de gauche ; rien n'empêche, en distinguant

les deux bords de chaque coupure, d'adopter une définition sem-

blable sur le bord inférieur de la coupure de droite et sur le bord

supérieur de la coupure de gauche; la fonction est alors

définie dans tout le plan S, y compris les bords des coupures, sur les-

quels la fonction prend des valeurs infiniment voisines de celles qu'elle

prend en un point infiniment voisin de la région du plan à laquelle ap-

partient le bord considéré et ces valeurs sont fournies sans ambiguïté

aucune par les formules (CXX 4 ). C'est seulement aux points o, 1 que

la fonction n'est pas définie. Nous représenterons les bords de ces

coupures par des parallèles infiniment voisines 8s, 8V, y'r/, -pr) en

regardant da, f'V comme appartenant à la région supérieure du plan,

oV,
Y"rç

comme appartenant à la région inférieure; nous relierons ces

coupures par des cercles infiniment petits W^Py' décrits respective-

ment des points 1 et o comme centres (les points a, [3 sont supposés

sur l'axe des quantités réelles); enfin, nous décrirons, du point o

comme centre, un cercle de rayon infiniment grand qui rencontre

les coupures aux points s, s', ij, 7/ infiniment éloignés. Il est clair

que le contour a8sT/Y ;

pYT,e'o'a limite une région (S) simplement

connexe dans le plan S. Notre but est de montrer comment se fait

dans le plan de la variable x, lié à x par la formule

. X'(x)
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l'image du contour de (S) parcouru dans le sens direct. Les for-
mules (CXX) y suffisent entièrement. Nous représenterons systéma-
tiquement par (a) le point du plan des x qui correspond au point a
du plan des x.

L'image cherchée est figurée schématiquement ci-dessous :

T £><% 1^

<Y>
!<P>

<y>

Les points (a) et (fi) sont sur l'axe des quantités purement imagi-

naires, le premier très près de o, le second très haut. L'aire à droite

de la ligne ponctuée est l'image de l'aire de (S) qui. est au-dessus de

l'axe des quantités réelles, l'aire à gauche est l'image de l'aire de (S)

qui est au-dessous de l'axe des quantités réelles : deux points x

d'affixes conjuguées ont pour images des points (x) symétriques par

rapport à l'axe des quantités purement imaginaires.

Il nous faut justifier les diverses parties de cette figure. Supposons

d'abord que x décrive le petit cercle f'Pïî ^es formules (GXX 2_ 3 )

montrent de suite que, x étant très petit en valeur absolue, on a

X(x)

| log2'lo« (l — X)
~J * i_ *

- Iog(i .(,)-

loff —

:

tt
5

16

en sorte que x est sensiblement logx, le logarithme ayant sa

détermination principale. Si l'on pose pour un instant x^zpe''9
,
on

i . 6 ilogp__Iog x = ----;

x décrivant le petit cercle y' fa,
- diminue en partant d'une valeur un

peu inférieure à i pour aboutir à une valeur un peu supérieure à — i
;

le point x ou (x) décrit donc, approximativement, le segment de

droite parallèle à l'axe des quantités réelles, qui va du point^') ou

l'Iota . , v — *l°g?
il£i£ 4_ ! au point

( T ) ou —^- — i
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La figure décrite par le point t quand x décrit le petit cercle o'ao

se déduit de la précédente par la formule /(x) = y, r« Le point

i — x décrit alors, en effet, le cercle y'3y> donc /(i — x) décrit ap-

proximativement le segment rectiligne qui va de (y') à (y) ;
/(x)

décrit donc approximativement un arc de cercle de centre o allant de

(o') à (o), arc de cercle correspondant évidemment à un angle au

centre infiniment petit*

Si x décrit le bord supérieur os de la coupure de droite, on peut

regarder x comme prenant des valeurs réelles de i à +00; - varie

alors de 1 à o, /( r j
s'élève donc sur l'axe des quantités purement

imaginaires d'un point très voisin de o à un point très éloigné ; de la

formule fl-j= . on déduit, par suite, que le point /(x)

décrit dans la région supérieure du plan, le demi-cercle qui a pour

diamètre le segment qui va du point o au point 1, ou plutôt du

point (o) au point (e), puisque x ne va que de à s.

Quand le point x décrit la coupure 8'e' symétrique de 8s par rap-

port à Taxe des quantités réelles, le point /(x) décrit le demi-cercle

symétrique du précédent par rapport à l'axe des quantités purement

imaginaires. Quand x décrit le demi-grand cercle et/ dans la région

supérieure du plan, r décrit le demi-petit cercle Py, /(r) décrit

approximativement le segment rectiligne qui va de (p) à (-7); donc,

enfin,

/'

*/©
décrit un arc de cercle infiniment petit de (s) à(V) dans le voisi-

nage de 1.

Quand le point x décrit le bord supérieur r/y' de la coupure de

gauche, en allant de — 00 à o, le point 1 — x décrit le bord inférieur

e'o' de la coupure de droite de -+-00 à 1, — ..
x
décrit donc le demi-

cercle (e') (o') et x=f(v.), la parallèle menée du point 1 à l'axe des

quantités purement imaginaires à partir de (V) infiniment voisin

de (e) et de e, jusqu'à un point (7') infiniment éloigné au-dessus de

l'axe des quantités réelles.

En réunissant toutes ces parties, on a l'image complète. L'aire (S)

et son image se correspondent, point par point, d'une façon univoque.
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On peut si l'on veut supprimer les arcs infiniment petits ainsi que
le côté (y' ) (y) infiniment éloigné vers le haut

; on a alors le théorème
suivant :

Si dans le plan des x on pratique deux coupures allant de i à
H- 00 et de o à — oc le long de Vaxe des quantités réelles, et si Von
regarde le bord supérieur ou inférieur de chaque coupure comme
faisant partie de la région supérieure ou inférieure,, le plan des x

ainsi coupé, par la transformation conforme xz=
ll \ a pour
X(x) ' J

image la partie du plan des x limitée : i° en baspar les demi-cercles

situés au-dessus de l'axe des quantités réelles, et ayant pour dia-

mètres les segments de droite allant de — i à o et de o à 4- 1

,

2 à droite et à gauche par les parallèles menées par les points

-h 1 et — 1 à l'axe des quantités purement imaginaires. Les deux
demi-cercles sont les images des bords inférieur et supérieur de

la coupure de droite; les deux parallèles sont les images des bords

supérieur et inférieur de la coupure de gauche.

Quand on traverse la coupure de gauche et qu'on remplace x'(x),

x (x) par les fonctions qui les continuent, la fonction qui continue r est,

comme on Fa vu (t. III, p. 209), x ± 2 suivant que l'on traverse la

coupure de haut en bas ou de bas en haut. De même quand on tra-

verse la coupure de droite, la fonction qui continue t est —*— j sui-r n izp-2X

vantque l'on traverse la coupure de bas en haut ou de haut en bas.

On reconnaît très aisément quelles images du plan des x, coupé comme

on Ta expliqué, fournissent les transformations conformes correspon-

dant à ces nouvelles branches de la fonction _ «

X(x)

Si nous envisageons la fonction x =/(x), définie en un point x non

situé sur lescoupures, ainsi qu'aux environs de x , et obtenue par con-

tinuation le long d'une courbe quelconque, pouvant traverser les cou-

pures, mais non les points o ou 1, nous savons que cette fonction est

holomorphe à l'intérieur de tout contour simple entourant le point x

et ne contenant ni le point o, ni le point 1. Dans une aire contenant

l'un ou l'autre de ces points singuliers, la fonction /(x) est suscep-

tible d'une infinité de déterminations, mais toutes les branches de

cette fonction que l'on engendre en tournant autour de l'un ou de

l'autre des points singuliers o, 1 sont toujours régulières en un point

quelconque du plan autre que o et 1. En outre, le coefficient de i>

pour une valeur quelconque de/(x), est toujours positif.

Ces propriétés de la fonction /(x) ont permis à M. E. Picard
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d'établir une proposition importante concernant les fonctions entières

(transcendantes ou non) et que voici (*) :

S'il existe deux nombres <?, b, tels que la fonction entière g(z) ne

puisse acquérir, pour aucune valeur finie de z, ni la valeur a, ni la

valeur b, cette fonction est une constante.

Si la fonction entière g{z) ne prend ni la valeur #, ni la valeur b,

la fonction, aussi entière, —j^ ne prendra ni la valeur o ni la
b — a r

valeur i. Il suffira donc de démontrer qu'une fonction entière g{z)

qui ne prend ni la valeur o, ni la valeur i, est une constante.

Dans la fonction t = /(x) précédemment définie, regardons x

comme étant égal à g{z)\ nous obtenons ainsi une fonction de z que

nous désignerons par F (z) et qui (n° 49) est régulière pour toute

valeur

-

de S, puisque x n'est jamais égal ni à o, ni à i. La série

entière en z — z qui représente la fonction F( z ) aux environs de z

ne peut avoir un rayon de convergence fini (n° 55); la fonction F(s)

peut donc être représentée par une série entière eu z — £ (
ou en *)»

convergente quel que soit z; c'est une fonction entière.

Si, d'ailleurs, on pose F(s) = a -f- in, a et b étant réels, on est sûr

que B est positif, quel que soit ;;orona

| e< rw
|
= c-b < i

;

la valeur absolue de la fonction entière ef'W étant plus petite que i,

quel que soit z, cette fonction est une constante; il en est donc de

même de F(^), et, par suite, de g(z). C'est ce qu'il fallait dé-

montrer.

(
l

) Annales de l'École Normale supérieure, 1880. Cette proposition, généra-

lisée tout d'abord par l'auteur lui-même, a reçu, grâce aux beaux travaux de

M. Borel (Leçons sur les fonctions entières, 1900), une extension considérable.

Nous n'avons en vue que la démonstration même de M. Picard, relative au théo-

rème énoncé.
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NOTE 2.

Sur les suites arithmético-géométriques de Gauss.

En partant de deux nombres positifs quelconques a , b
, dont le

premier a» sera supposé plus grand que le second b , considérons la

double suite indéfinie

«o> «1, a,, ..., an-ly a„, ...,

bo, bu b 2 , ..., bn ..u bn , ...,

obtenue en supposant, en général,

ctn -\ -^b n .

(\) an = , ba= slan- ibn-t (11 = 1, 2, S, ,..),

où l'on doit entendre, comme dans ce qui suit, que le radical a sa

détermination arithmétique.

On voit de suite que Ton a

a —h - Wa"-i—^bn-iT n , ,. [y/^Z7 -+- y/^/7-~t]
2

a n— o n — , a n -f- 0,1 = —
,

2 2

a n—b n __ ( \lan-\ —yJbg-iX' ^(an- y —b n- y

s/cin-^ -+- \/b n-J " V a»-i + b"-i

la dernière inégalité résultant de ce que l'on a

Les formules précédentes montrent que Ton a

a a > bn , an < «„_!, 6„ > bn-i ;

les nombres <7 , a lt a 2 , ... vont donc en décroissant; les nombres b ,

bu b.2 , ... vont en croissant; les nombres b , b lf b 2 , ... restent in-

férieurs aux nombres a , a,, a ± , ... de même indice; les deux suites

ont donc une limite ; cette limite est la même à cause de l'inégalité

a,i— b n / a — 6 y
' au -hb fl \a -hb J

qui résulte immédiatement de l'inégalité (2). On voit sur l'inéga-
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lité (3) que les deux suites convergent très rapidement vers leur

limite commune.
Si l'on pose

/~ Tô an—\ — b n—

i

\
cn = V ah— °k = " (n = i, 2, 3, ...),

il est clair que l'on aura
lim cn = o;
n =00

au reste, on reconnaît sans peine que l'on a

c»< i6»(^r-
Gauss a appelé la limite commune des deux suites a , a

x , ... et

b , b
{ , - . . la moyenne arithmético-géométrique des deux nombres

positifs donnés a , b , et l'a représentée (') par le symbole \x. On a

manifestement, quel que soit le nombre positif h,

\j.(ha , hb )
— h[k(a b ).

Proposons-nous d'évaluer la moyenne arithmético-géométrique des

deux nombres positifs

« O = 2rl(o|x)
5

6 =2f!(o|T),

où - est un nombre donné réel et positif, en sorte que q = eT7It est

réel, positif et plus petit que 1, et que a Q > b > o. On a immédia-

tement (XXXVI 6 )

Co = 3J(o|t),

puis (XLVII 4 ),

«i = ^-^ = ^[^(oh) + ^(oÎT)j = Sri(o|2^),

bi = \/a b = 273 (o|x)2r4 (o |t) = 2t|(o!2t),

Cl== «^ = 2 [2ri(olT)-3ri(o|T)]^2ri(o!2T),

et, en répétant le même raisonnement,

à* = 3rî(o|a*T), bn = Erf(o |a»T), cn = 5*(o|a»T).

(*) JFerA-e, t. III, p. 352; voir aussi t. III, p. 362 et suivantes (Nachlass), où

Gauss emploie le symbole M au lieu de \x.
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Quand n croît indéfiniment, 6*"™'"=^" tend vers zéro, donc a n et

&„ tendent vers i
; nous aurons donc

i42ri(oh), 3î(o|x)] = i.

Le changement de x en — -, dans cette formule, donne (XLIIIU)16)

^[^î(oh),|2rl(oh>] =i,

et, par suite,

Ht[3r|( |x), &l(o|x)]==i= -1

Ceci posé, appliquons les formules de transformation quadratique

de Gauss, en nous rappelant que A y désigne le module correspondant

à une valeur de t égale à la moitié de celle qui correspond au mo-

dule k, et que Ton peut donc poser simultanément (XXXVII
1 _ 2 ) dans

les formules (LXXXIV), en y changeant, toutefois, t en 2t,

Sfjjojjc) _ £^ ^
b _ 2r| (o j t)

2r|(o|x) '" a
'

a SrlColT)'

. Sr;(o|ax) _ et , b t Srl(ol?.x)

9rJ(o|aT) «i' «i 9fKo[iT)'

Si Ton désigne par ^ et © les fonctions amplitudes, comprises

itre o

l'on ait

entre o et -» de u et de -, > pour les modules A et À', en sorte que
2 i -f- k l

sn(>, A) = sin<j>
,

sn (

—

r~T> /f
)
= sin ?<>'

la formule (LXXXIV! ) fournit la relation

• . / x
sinc

?<>

sin^o = («î -+ cO s""ï—

»

TU v
* ' ai-HC! sin 2

cp

, . . ci . ; , , «o — ^o
que Ion peut écrire, puisque — est égal a

a ^ b
>

•2a siny
#

(l) Sin ^0== O +6o)cos2cp + 2aosin 2 cp
'

c'est sous cette forme que Gauss en a fait usage
(

1
).

() Werke, t. III, p. 352.
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Des relations

<j, = am(u, X), Go=a/n(—
C

^—r

on déduit, d'ailleurs, par inversion,

_ y* M dt jl r
?o dt

en sorte que l'équation (1) est équivalente à celle-ci

, ... r*° rf* r ?o *
(' o««)

/ 1

—

-
7 = / — —

J I

y/ al cos* t + b* sin 2
*| J |

/a? cos 2 1 + b\ sin 2 *
\

De même, les deux relations

o%y„i -

(a) sin d,„ = L

aa.sip ?<t
( ;

(««-+- 6,< ) cos 2 cp„ 4- 2a /t sin 2 o„ TC

et

(>M) /•* * =-= y
9, *

JJ, ||/a,ïcos**-4-6«sin*t| ^ | /«J+i cosW + 6*
+1 sinV

|

sont équivalentes quel que soit n =r=o, 1 , 2, 3, ....

Ces formules permettent de ramener le calcul d'une intégrale ellip-

tique quelconque de première espèce, mise sous la forme normale de

Legendre, et dont le module est réel et compris entre o et i , au calcul

d'une intégrale du même type ayant un module positif plus petit

qu'un nombre positif aussi petit que l'on veut. Si, en effet,

X
dt

\Za* cos 2 *-t- b\ sin 2 *

'•0

est l'intégrale donnée, à module — > la formule (1 bis) montre qu'elle
a§

est égale à l'intégrale

r dt

\]a\ cos 2 *4- b\ sin 2 *

à module — moindre que — > et où cp s'exprime au moyen de ^0 Parai aQ

la formule (1). En prenant ensuite ^, = cp dans la formule (2 bis)

écrite pour n— 2, on voit de même que l'intégrale donnée est égale
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à l'intégrale

dt

l \fa\ cos 2 £-+-6| sin 2 /

à module — moindre que —, et où cp
t
s'exprime au moyen de ^ â

= cp

par la formule (2) écrite pour n = 1. Et ainsi de proche en proche,

en appliquant les formules (2) successivement pour n — 2, 3, . . . , et

en prenant chaque fois ^ i
==cp

f
_ 1 ,

on voit que l'on a pour tout

indice n,

r^ dt y**» <u

b%smU\

on s'exprimant au moyen de ^ par la chaîne d'équations du second

degré (en sin<p,)

. . 1 a; sin o;

(a; -h bs) cos 2 ç>;-t- 1 at sin* <p

/'

o<cp,-<-, oS4f/<- 0' = o, 1, 2, . . ., n).
1 1

.Or, par un choix convenable de n, on peut toujours s'arranger de

façon que le module positif — de la dernière intégrale soit plus petit
a '1

• 11 i
qu'un nombre positif donné à l'avance aussi petit que Ion veut. Le

théorème annoncé est donc démontré.

En particulier, si l'on a à calculer pour un module quelconque

donné, compris entre o et 1, la valeur de l'intégrale complète de pre-

mière espèce de Legendre

±K='f
dt

v/a|jcos 2 *-+-6?sin 2
*|

>n voit que ce calcul revient à celui de l'intégrale

1

1t

2 dt

s/a\ cos^-t- è,
2
, sin 2

qui lui est égale, quel que soit le choix que l'on fasse de l'indice «,

et pour laquelle le module peut être rendu aussi petit que l'on veut.
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NOTE 3.

Sur les covariants H et T d'une forme biquadratique R.

Toute forme binaire biquadratique

R = a z\ 4- 4#i3?z 2 -^^a t z\z\ 4- 4#3-Si^2 + «i-|

admet, outre son hessien (t. IV, p. 70)

H =A#*î-f-4À 1*î*f -h6À,*î*î H-ôÀsSiJl-hÀvSJ,

un second covariant T que l'on peut définir par l'une ou l'autre des

égalités (*) équivalentes

— H(a ^î -4- 3tft*}*i 4- 3a 2 ^!2|H- a 3 *l)],

— W{a
x z\ h- 3

a

2 -^ 1^2 -+- 3a 3 z t zl -+- a 4 s§)].

Delà relation p ( 2 a — a — 6) = ~ y
( "^ établie (p. 74 dut. IV),

on déduit aisément une relation fondamentale qui lie les deux cova-

riants H et T aux deux invariants £-
2 ,

g-
3 et à la forme R elle-même.

Reprenons les notations

*=3-i=/(w), y z=p(iu — a — b)\
-3 2

on aura, d'une part, comme on vient de le rappeler,

K(2 l5 z.2 )

(*) La différence des seconds membres, multipliée par - z
{
z

2
se présente sous

la forme RH — HR et est donc nulle. Il peut être bon d'observer que l'on a

aussi

T- l(É* dH dli dR
dz

l
dz

2
dz

l
àz 2
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d'autre part, on a

dy

— s/ky^—giy — gi
v ; '

et comme la relation *_
. —du peut s'écrire

zs dz x
— Zt ds 2 »—- —— = du,

VR(z u z% )

on a aussi la relation

(2) 2
z

-
dz^^i£Zt = dy

Si dans la relation (2) on remplace y par sa valeur tirée de (1), on
obtient l'égalité

zt ds x— ZjdZj _ RdH -HdR
/R(*i, *i)

_
/R(-4H3 + £.2 HR2-^3R 3 /

mais R dR — HdR est une fonction linéaire et homogène de dzu dz %

dont il est aisé de calculer les coefficients; le coefficient de dz
x
est

2s 2 T, celui de ds t est — a^iT; on a donc

Zf dzi — Zi dz-i , (z 2 dzi — Zi dz 2 )T

s/R(zu z 2 ) v/R(_ 4 H3-h ^2 HR2-^ 3 R3 )

On en déduit la relation fondamentale (*), due à M. Hermite,

T2 = — 4 H3 + gx HR^ — g% R3.

(') M. Weber, Ellipt. Functionen, p. i3, part inversement de cette relation

pour établir l'égalité (1).
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NOTE 4.

Sur une transformation du second ordre qui relie les deux cas

où les invariants sont réels.

Nous avons signalé, au n° 612, la transformation qui permet de

passer d'une l'onction y =z p(u\ to
l5

to 3 ) dans laquelle les deuv périodes

20)!, 2w 3 sont imaginaires conjuguées à la fonction

ï -- p (u
W^-H U)i (0 3

— (Ut

"2

dans laquelle les deux, périodes sont, Tune réelle, l'autre purement

imaginaire. Il convient d'étudier d'un peu plus près celte transfor-

mation, en raison du parti qu'on en peut tirer clans les applications.

Observons d'abord, sans rien supposer sur les périodes 2co,, 2to
t ,

que la fonction Y peut être regardée comme une fonction doublement

périodique avec les périodes 2w,, 2w 3 ;
elle admet alors comme pôles

doubles, dans le parallélogramme correspondant, les points o et

oj
1
-t-co 3 ; la formule de décomposition en éléments simples fournit

immédiatement la relation

Y=p(«)H-p(MHhw,)— et =y+ — l^-l i-;

y — e -2

où l'on a écrit pu, ou y, au lieu de p (u
j

to,, o>
5 ).

En désignant par E lf E 2 , E3 les valeurs de Y pour u = ——— , w
,3 ,

(jl>3 OJj ,

y on trouve de suite
i

Ej = un — e-2 ,

E 2 = — 'ie 2 ,

E 3 r= •un' — <? 2 ,

où l'on a posé, comme au n° 59i,

t0 3 + W! , . ,m — P = e-2 +- \/e %
— e Y <Je.2 — e 3 ,

, m-i — w, ,- /m =p = e2 — \le %
— e^ \J e 2

— e A ;
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on en déduit sans peine les relations

Y-E l
= ^- m

-l
a

>
v-F- O'-'iKr-*.)

y Y..-
{y~ m)

\ dY - (y— ™)(y-»i')
y— e 2 dy

(7_ e2) 2

Si nous nous plaçons maintenant dans le cas où to,, w
3 sont des ima-

ginaires conjuguées, la partie réelle et le coefficient de i étant positifs

dans w 3 ,
les quantités e^À + B/, e 3= A — Bj seront des imagi-

naires conjuguées, e 2
=.— -2Â sera réel et B sera positif (n° 565) :

\fe2
— e l} \Je.2 — e 3 sont des imaginaires conjuguées et leur produit

y/9 A 2 -+- B 2 est positif. Les formules précédentes coïncident avec celles

du n° 612. Les points m et m' sont les points d'intersection (le pre-

mier à droite, le second à gauche) du cercle (e2 ) décrit du point e.2

comme centre et passant par les points eu e z . Si Ton imagine pour

un moment que la variable Y soit figurée sur le même plan que la

variable y, on voit que m, m' sont au milieu, le premier de e 2 , En le

second de <? 2 , E 3 , et que le point Y, dont l'affixe est liée à celle du

point y par la relation

(e2
— ei)(e 2

— e9 )Y - e 2 = y - e.
y-

peut s'obtenir par la construction suivante : on prend le symétrique

(n° 559) Yx
du point y par rapport au cercle (e 2 ), puis le symé-

trique y' du point /, par rapport à l'axe des quantités réelles; en se

rappelant que (et
— e

x ) (et
— es ) est le carré du rayon du cercle (e 2 ),

on voit de suite que l'on a

Y — e, = (y — e 2 )
-+- (y'- es );

Y est donc le quatrième sommet du parallélogramme dont y, e,, y
1

sont trois sommets. Aux deux points y, y' liés par la construction que

l'on vient de dire, correspond évidemment un même point Y; l'un des

points/, y' est à l'extérieur du cercle (e2 ), l'autre est à l'intérieur.

Si l'un des points/, y' est sur le cercle (e,), il en est de même de

l'autre, et, dans ce cas, le point Y est sur l'axe des quantités réelles

entre e, et E, ou entre e, et E 3
suivant que la partie réelle de y est

positive ou négative. Lorsque / est un point de l'axe réel, y, et/ sont

tous deux confondus avec le conjugué harmonique de y par rapport

aux points m, m' et le point Y est sur l'axe des quantités réelles, a

droite de E, ou à gauche de E 3 , suivant que y et y' sont à droite ou a

gauche de et . Si y croît de e 2
à m, ou décroît de + ooà m, Y décroît
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de H- 00 à Ej ; de même si y décroît de e 2 à m', ou croît de — 00 à m',

Y croît de — 00 à E 3 . Ces diverses remarques se raccordent très faci-

lement aux considérations développées aux n os 594, 595 et dans la

Note qui termine le Tableau des formules. Le lecteur peut, par

exemple, se reporter à la figure de la page 164 pour ce qui concerne

la correspondance entre le plan des y et le plan des u, défini par la

relation y = pu.

Remarquons d'abord que les deux points/, /'» qui se correspondent

par la construction que nous venons d'indiquer, peuvent être regar-

dés comme les images de deux points a, symétriques par rapport au

point }(w 3
-+- Wj); à ces deux points u dont la somme des affixes est

co
3
4- wj correspondent, en effet, deux points y=p u et y''

— p(u -+- w 2 ) >

en sorte que Ton a

(/ — e 2 )(y' — e 2 )
= (e, — <?i)(t' 2 — e 3 ).

L'image du rectangle du plan des u remplit tout le plan des/ et con-

duit au système de coupure figuré à la page i64; l'image du même
rectangle, en vertu de la transformation

(0,1Y = p

remplit deux fois le plan des Y. Si l'on sépare ce rectangle en deux

autres, par la droite qui va de u^ à io 3 , droite dont l'image dans le

plan des y est l'arc E
1
me 3 du cercle (e 2 ), I e rectangle de gauche aura

son image, dans le plan des/, à ^extérieur du cercle (s 2 ). Si le point u

décrit le contour de ce rectangle, en passant successivement par les

points o, |(w 3 — w i); w
i5 î(wi 4- wj), cd 3 ,

|(w
3
— Wl ), o, le point/

se mouvra sur l'axe des quantités réelles de — 00 à m'; puis, sur le

cercle (e 2 ) de m! à eu de t^ à m, de m à s 3 , de s 3 km'; puis, sur l'axe

des quantités réelles de m' à — 00, en ayant toujours l'aire indéfinie à

sa gauche; le point correspondant Y ne quittera pas l'axe des quan-

tités réelles et s'y mouvra de — 00 à E 3 , de E 3 à E 2 , de E 2 à En puis

reviendra de E
t
à E 2 , de E 2 à E 3 , de E3 à — 00. L'image du rectangle

de gauche envisagé (dans le plan des u) remplit tout le plan des Y.

De même, l'image du second rectangle du plan des w, symétriquedl0 3 -j- toi ., . . ,,. , . ,

u premier par rapport au point > se fait a 1 intérieur du

cercle (e 2 ) dans le plan des /, et remplit tout le plan des Y. Si le

point u décrit le contour de ce rectangle en passant successivement

par les points <o s -f- to,, i(w, -+- 3w,), w
3 ,
|(w

3
4- w^, w 1; j(w 3 -h 3 wj),

w3+ w i> le point/ se meut sur l'axe des quantités réelles de s 2 à m'y
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puis sur le cercle (s2 ) de m 1
à e3 , m, e^, m' pour revenir le long de

l'axe des quantités réelles de m' à s 2 ; le point correspondant Y décrira

le même système de coupures que précédemment.

On n'a dès lors aucune peine, lorsqu'on substitue dans une inté-

grale définie I f{y)dy, à la variable/, soit la variable Y, soit la

variable u, à voir comment les chemins d'intégration se corres-

pondent.

Au lieu de la transformation Y = p lu — 1, — l

), on

peut employer la transformation

Z=p(u |.u>s-+-G>i, w 3 —

w

t );

c'est alors j=p« qui s'exprime rationnellement au moyen de Z. En

conservant les mêmes notations, sauf à désigner maintenant par Ej,

E'
2 , E'

3
les valeurs de Z pour u = a>3 -f-Wj, 2a>

3 ,
w

3
-w„ on trouve

sans peine, par exemple, en se servant de la formule d'homogé-

néité (III3),

E'
1 =iEI> E'2 ={E 2 ,

E'3 -{E 3 ,

puis, par la formule de décomposition en éléments simples,

y=Sp(U |t*>3-t-<*>i, W 3
— W,)-+-P0 — 2(0 3 |(03-4-CO,,(0 3 — wi)- E'2

_ (E 2
-E'

1
)(E'

2
-E'

3 )_ i
_B^_

= Z ^ Z^W
2

4Z-A

en continuant de poser

e 1
= A-+-Bî, e 2

=— 2A, e3 = A— Bi.

On en tire

J
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La transformation précédente peut être commode quand on a affaire

à des valeurs réelles de y\ on observera que le point u allant en ligne

droite de o à toj -f- w 3 ,
puis de w, -+- io

3 à 2io
3 , le point Z va sur Taxe

des quantités réelles de -h oo à E',
,
puis de E\ à A, et le point y, aussi

sur Taxe des quantités réelles, de -+- oc à — oo.

Ces résultats mettent en évidence l'existence d'une transformation

rationnelle à coefficients réels x = -7— ^ —, , qui transforme
a z'2 -+- p'z -+-

y

une différentielle de la forme / < où le polynôme du quatrième

degré R(#) à coefficients réels admet deux racines réelles et deux

racines imaginaires en y, en une différentielle de la forme

/
dz

v
/4(z-e'

1
)(z-k;)(z-e

3 )

/dx-:== par u
/H (a?)

transformation linéaire en une différentielle de la forme

ne

/
dy

— \lkiy — ei ){y— e% )(y — e3 )

on posera ensuite

7 Ç?
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NOTE S.

Sur le sens de la variation des fonctions S pour des valeurs
réelles de l'argument dans le cas normal.

Les résultats établis au n° 175, relatifs à la variation des fonctions 3?

dans le cas où - est positif et où la variable v est réelle, deviennent

intuitifs lorsqu'on se reporte aux formules de décomposition en fac-

teurs (XXXII 5_ 8 ). Observons d'abord que, dans les quatre seconds

membres, les produits infinis que l'on voit figurer sont formés de fac-

teurs toujours positifs qui tous varient dans le même sens que

— cos 2m pour 27
t ,

3r
4 ,
que -+- cos 2Pirpour2r2 , 5 3 ; le sens delà varia-

tion du produit infini est le même que celui de ses facteurs. Le sens

de la variation de 3r
3 (<>) et de 2r4 ( v) est ainsi évident. Quant à 27j (c)

et à 2r2 (c), en tenant compte des facteurs sine et cos ç, on voit que

la première fonction augmente de o à 2tj (|) =^ 2 (o), que la seconde

diminue de 3r
2 (°) à. o, quand v augmente de o à {; les formules

(XXXIV3) permettent ensuite de reconnaître le sens de la variation

quand v augmente de \ à 1.

Des considérations analogues s'appliquent aux fonctions

?&,(&>), &,(»), &,(*)! 9r*(«0,

décomposées en facteurs où figurent sht>, cW au lieu de sin ç, cosc.

On reconnaît directement sur les expressions de 2r,(fV), 5»(*V) que

ces fonctions, toujours positives, varient dans le même sens que p\

puis, directement encore sur l'expression de3r4 (iV), que cette fonction

décroît quand v croît de o à A; quand v croît de A à *, &*(*>) con-

tinue de décroître, comme le montre la relation entre 2r
4 (iV) et

Z, (- _ iç). Enfin la formule de passage de la fonction 2r4 à la fonction

&, montre que la fonction 4 ^(«V) croît quand p augmente de o à —..

— 9 »'



FONCTIONS ELLIPTIQUES.

LETTRE DE CH. HERMITE A M. JULES TAMERY.

1. La lettre de Charles Hermite, que l'on va lire, demande quelques ob-

servations préliminaires.

Nous avons dit ( n° 198) que les formules (XLVIi >2 , 3 ) qui expriment au

moyen de cp(x), ^(i), x( x ) ^es fonctions <p(T), <Kt), x( t )j ou l'on suppose

t = ï
—

t en désignant par a. b, c, d des entiers liés par la relation
a + OT

ad — bc — i, étaient dues à Hermite. 11 les a données sans démonstration

en i858. La démonstration qu'on trouvera dans cette lettre est la seule

qu'il aura publiée.

Cette démonstration, dans le cas où a, d sont impairs, b et c pairs

(XX 6 , cas i°), repose sur la formule

4./*\_ ^(olx)

qui est une conséquence immédiate des formules (XXXVI 2 ), (XXXViri 2 ),

(XLVII 2 ), (XXVIII5). Cette formule a lieu quel que soit x, donc aussi

quand on y remplace x par t. En supposant b = ib\ ic = c', on a d'ail-

leurs

c'-h dix
2T = Tl ,

a-+- b 2 x

et, puisque ad — b' c' est égal à 1, on voit que les fonctions 2t(o|2t) sont

liées aux fonctions 2r(o|2x) par les formules de transformation linéaire,

comme les fonctions 2t(o|t) aux fonctions Sr(ojx). Le calcul se fait très

facilement au moyen des formules XLII. Pour les fonctions 2/(o
|
t), 2f(o

|
x)

on est, par hypothèse, dans le cas i° du Tableau (XX 6 ); pour les fonctions

2r(o
| -2t), 2f(oJ2x) on est dans le cas i° ou dans le cas 3° de ce même Ta-

bleau, suivant que b' est pair ou impair ; mais, dans les deux cas, v est égal

à 3, m'" est égal à d; c'est toujours la formule (XLII V )
qui s'applique et

l'on a, en outre, à utiliser la seconde formule (XLII 6 ) et la troisième for-

mule (XLII7). En désignant par £ l5 z"[ les quantités analogues à c, s'", mais

relatives aux entiers a, b', c', d, on obtient ainsi, en supposant a > o,

«(/(•c)

- il' - [?L\ (^-
i"l
~ \a) \â

t

<K T)_ tt- . -2
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on a d'ailleurs, par une proposition d'arithmétique bien connue,

et, par conséquent,

De la relation ad- bc = ,, et de l'hypothèse que b et c sont pairs, il ré-
sulte que les nombres a et d sont tous deux congrus à i ou à - i (mod 4)
et que, par suite, a + d est le double d'un nombre impair; le nombre
( a~\- d \

c\~ h 7 est donc divisible par 4, et l'on peut écrire finalement

a* — ab— l

<KT) = <|/(t)i 5 .

C'est la formule que Gh. Hermite établit dans sa lettre et d'où il déduit
toutes les autres. Mais ce n'est pas ainsi qu'il procède.

2. C'est à lui encore qu'on doit les formules générales de transforma-
tion des fonctions S; il les a données en i858 dans le Journal de Liou-
ville. Par une analyse très simple et très profonde, il a fait dépendre la

constante qui figure dans ces formules, et dont le signe est si difficile à

déterminer, de l'expression (*)

b ~* ,**«/„ i ,\«

p= o

En transformant la somme S au moyen des résultats dus à Gauss et en

profitant des simplifications apportées à ces résultats par Lebesgue, dans
différents Mémoires du Journal de Liouville, il a obtenu des formules

équivalentes aux formules (XLII), que nous avons établies sous la forme

donnée par M. H. Weber {Ellipt. Funct.), en partant des propriétés de

h(T) que l'on doit à M. Dedekind. Si nous n'avons pas adopté la démons-
tration d'Hermite, c'est qu'elle appartient à un ordre d'idées tout autre

que celui où nous avons voulu nous placer, mais nous croyons devoir re-

produire ici cette démonstration, d'une part à cause de sa beauté, d'autre

part pour permettre au lecteur de mieux pénétrer la signification de la

lettre de Gh. Hermite.

En appliquant la méthode qu'on lui doit (n os
273, 274, 381) pour trouver

les fonctions (transcendantes) entières les plus générales qui soient dou-

blement périodiques de troisième espèce avec des multiplicateurs donnés,

(') Summatio quarumdam sérieruni singularium, 1808; Gauss, Werke,

t. II, p. 9.
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on voit immédiatement que la fonction (transcendante) entière la plus gé-

nérale qui vérifie les équations fonctionnelles

(i) /(p+i) = (- iy*A?h /(*-*-*) = (- o^-^{2 "+T,/(^

où a, p sont des nombres entiers donnés, est la fonction

i
•..«->= ]>;<-,>*.'"[H")'-t(»W]

(2) <">

-iTZïx i-hina.v ^ / ax-h3\= e* 3* [ v +

l'indice n placé sous le signe 2 indique ici, comme dans la suite, que n

doit parcourir la suite de toutes les valeurs entières, négatives, nulle et

positives. La notation ftaS(v), employée par Hermite, a déjà été signalée

dans la Note du n° 160, où Ton a expliqué comment elle se relie aux no-

tations de Jacobi, que nous avons adoptées.

En désignant par a', |3' deux nouveaux nombres entiers, en remplaçant

dans l'égalité (•?,), v par v -+- i(a'x -+• (3')et en remettant ensuite, à la place de

273 [e-t-{(a h- a')x H-|((3 -+-
P')] f

son expression au moyen de Oa-Hx'.s+a'Cf)»

qui résulte de cette même égalité (*i), on trouve immédiatement

(3) O a,p(P + {a'T-H^') = e"^(
a '

,'"^ P
'+4iTa ' î

)ôa+a^^(P).

Cette formule, sauf quelques différences insignifiantes dans les notations,

a été donnée sans explications dans la Note que nous venons de rappeler,

ainsi que les deux relations, évidentes sur la définition même de la fonc-

tion 6a,p(t>),

(4) oa+t|P (to = (- i)Po a , P
(P), ea,p+s (v) = o a , P

(i>).

Quand nous aurons besoin de mettre en évidence la façon dont la fonction

0a,p( p ) dépend de x, nous l'écrirons 6 a,s(t>|x).

Il résulte clairement du n" 178 que, si l'on désigne par a, b, c, d quatre

nombres entiers liés par la relation ad— bc = i et si l'on pose avec Her-

mite

(5) U(v) = «^",^+^e a|p[(a-h6x)p|'c],

la fonction II (p) ne diffère que par un facteur constant de la fonction

®aii0i( (' T~ ) ' en désignant par a it ^ des nombres entiers convena-

blement choisis. Ce premier résultat, que nous avons déduit de la théorie

de la transformation linéaire des fonctions tf, ressort d'ailleurs aussi très

facilement, ainsi que l'expression des entiers an j^, au moyen de a, b, c,

d, <x, p, du théorème de Gh. Hermite sur la résolution des équations fonc-

tionnelles (i). En effet, la formule (3) permet de calculer ce que devient
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le second^membre de l'équation (5) quand on y augmente p de , ou de

T= a~^T^ puisc
I
ue aIors la quantité (a+ bx)v s'augmente de a h- bz

ou de cM-rfc; on trouve ainsi, après des réductions faciles, en tenant
compte des formules (4) et de la relation ad— bc = i,

(6) n(p + i) = (-oa>n(p), n(p + T ) = (— i)P, e-^(2^T) n
( p)>

où
a, = a a +- b $ -+- ab, (3, = ca + d$ + éd.

Les équations fonctionnelles qui vérifient ainsi la fonction (transcen-
dante) entière U(v) ne diffèrent des équations (i)que par le changement
de a, p, x en au p 1} t; cette fonction ne peut donc différer de Ô^p^lT)
que par un facteur S, indépendant de p, et qu'il reste à déterminer. En
d'autres termes, on a

6a,p[(« -H bx) v
|
x] <5<*Wa-»-ôr)*« = Se a„p, ( e | t),

ou, en remontant à la définition des fonctions 6,

(7) 51 e' 71?^''^ = S V (— i)"pi e*W'M-}a.> s-
l-2/w(«+£a

1
)

}

(«) (h)

où l'on a posé, pour abréger,

cp(p, n) = b(a -f-6x)p 2 -h(2Ai + a) (a -4- 6-c) p -f-|<i(2/l-H a)* — n$.

Observons, en passant, que, à la propriété de II(p)de se reproduire, mul-

tipliée par (

—

i)*i, quand on y remplace v par t>-t-i, correspond la pro-

priété, bien facile à vérifier, de la fonction cp(ç>, n), qu'exprime l'égalité

ç(c + i, n) — <p(p, n -h b) = ian -\- oc t .

Jl sera commode, pour ce qui va suivre, de multiplier les deux membres

de (7) par e-frw«i, de manière à faire disparaître îtzvoli dans l'exposant

de chaque terme du second membre et à pouvoir profiter tout à l'heure

Y1

de ce que l'intégrale 1 e- l^nv dv est nulle ou égale à 1, suivant que n est

différent de o ou égal à o. L'égalité (7) est alors remplacée par la suivante

(8) ^ eirol/(«vi) = £> "V (— i)'*P» eW("+|»ii !+2''w',

(n) [n)

où la fonction

ty(v, n) as cpO, n) — a
t
c

jouit évidemment de la propriété

ty(v -+- 1, n) — ty(ç, n -4- 6) = lan,
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ou, plus généralement, de la propriété

ip(p-*- p, 7i) — ty(v, n-+-pb) = iapn-habp(p — 1),

en désignant par p un entier quelconque, en sorte que l'on a

(q) e iTtty{v+p,n) g- einty{i>,n-hbp) t

Nous supposerons maintenant que b soit entier positif ; cela ne res-

treindra pas la généralité de la solution, puisque j— ne change pas

quand on y change les signes de tous les nombres a, b, c, d. En intégrant

entre o et i les deux membres de l'équation (8) et tenant compte d'une

remarque antérieure, on trouve

(10) Se^'
7lTaf = / V e'**^ \ dv.Se^Ta?

=J fèeW*.n

Le terme c^tf,») de la série qui figure sous le signe d'intégration, n'est

pas modifié si l'on augmente v de r, pourvu que l'on diminue n de rb, ainsi

qu'il résulte évidemment de l'égalité (9) ;
dès lors, si l'on réunit ensemble,

dans la sériey e'^v
>
n ^

t
les termes pour lesquels les valeurs de n sont

congrues, suivant le module b} de manière à écrire cette série sous la forme

X eilztyW,nb) _^_ y eiTztyW,nb->r\) _^_
# > , _^_ ^ e iwtyW,nb-\-b— \)

(n) (n) (n)

il est clair qu'on pourra tout aussi bien l'écrire

(«) («) («)

en observant enfin que l'on a

n+l

/ eiitty(v+n,p) dv = I g/ir^p)^
on voit que l'égalité (10) pourra s'écrire sous la forme

i-i

p = o

Quant aux b intégrales qui figurent dans le second membre, en se rappe-

lant que <\>(v, p) est un trinôme du second degré en v, elles se calculent

au moyen de la formule

/" • P r_ 7
S

giltlpx^+tqx+r) dx —
si- ip
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dans laquelle la variable d'intégration est réelle et qui est valable pourvu
que le coefficient de i dans p soit positif, condition qui se trouve vérifiée

pour <f(v,p) puisque le coefficien t de v* est ab-hb*z. Dans le second

membre, la partie réelle de yj— ip est supposée positive (
1
). On trouve

ainsi

1(p-î)*,

y/— ib(a-+- bz)1 eintyv,p) dv = 1

e

(
1
) Cette formule est due à Cauchy (Œuvres, 7' s., t. VII, p. ^80). Gauchy avait

déjà aperçu, pour un cas particulier, le rôle qu'elle peut jouer dans la théorie

qui nous occupe, rôle que Ch. Hermite a mis en pleine lumière dans le cas gé-

néral. L'Analyse de Cauchy à peine modifiée peut être résumée comme il suit:

Désignons par a, b deux nombres quelconques, dont toutefois le premier a son

argument trigonométrique compris entre — y et -+- y > et considérons l'intégrale

rectiligne

T e-(A.r+B)
s dx

où la variable d'intégration x suit l'axe des quantités réelles, du point x vers

— oc, au point x
l
vers -+- <x>. En posant t = ax + b, on remplace cette intégrale

rectiligne par une autre intégrale rectiligne

1 T'
1

dans laquelle la variable d'intégration t décrit la droite qui va de t = \x -+- b à

tA == a^,+ b. La fonction e~ t% étant holomorphe dans tout le plan, il sera évi-

demment démontré que l'intégrale précédente diffère très peu des intégrales rec-

tilignes

/ e-^dt, / e-**d*=vV,
Jx J—*>

si l'on prouve que les deux intégrales rectilignes

e-"dt, / e-^dt

sont très petites. II suffira de considérer la seconde.

Lorsque la variable t = R# décrit le segment de droite qui va de ar, a

t
~ AX + B Son argument <p, d'abord nul, augmente en valeur absolue, jusqu a

ce que /soit en tv D'ailleurs, comme *, est infiniment grand positif, l'argument

de \ diffère infiniment peu de celui de kx
x
ou de a

;
l'argument de t reste donc

inférieur, en valeur absolue, à un nombre u< | ;
on a donc, sur la droite qui va

dQ X
l
d l

l>

j e
_ £î

j < e
-R 2 COS20> (C0S2W>0),

en désignant par a, le minimum de R. L'intégrale est donc moindre que le pro-
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où l'on suppose

A = e ïo(a-i-bT) e tb

On en déduit par un calcul aisé, dans lequel on a toutefois à tenir compte
de la condition ad— bc = i,

6 =
y/— ib (a +- b-z)

où l'on suppose la partie réelle du radical positive et où

b-i

psi

et

o g- }i n la c a*+ 2 /;c a {3 -t- bd$* +t ab (ca+ </j3) -+- aô* (

3. La somme S s'évalue au moyen des sommes de Gauss (
l ).Nous don-

nons, dans ce qui suit, toutes les indications relatives à ces sommes, né-

cessaires pour retrouver les formules définitives d'Hermite.

On appelle somme de Gauss une expression de la forme

où a et b sont deux entiers (positifs ou négatifs) premiers entre eux, et

où /•, l'indice de sommation, doit prendre \b\ valeurs entières incongrues

suivant le moduje b, que nous désignerons par r , r,, .... /t,_i, par exemple

les valeurs o, l,'ï, . . v, \b\ — i. Il est clair que la valeur de la somme ne

dépend pas du système choisi pour les nombres r©, rj, . .
. , r*-?i«

duit de g-Rfcos2to par la longueur du chemin d'intégration qui est évidemment du
même ordre de grandeur que r,; or le produit R

1

e-RÎcos2(o tendant vers zéro

quand r, augmente indéfiniment, la proposition est démontrée et Ton a

j
e-(KX+B)* dX = - I dt = - Jt.

A V

Supposer que l'argument de a est compris entre — j et -\-y-> c'est supposer

que la partie réelle de a2 est positive. On remarquera enfin que a est celle des

racines de a2 dont la partie réelle est positive.

Le résultat annoncé est complètement justifié dans le cas particulier considéré;

l'extension au cas général est immédiate.

(') Summatio quarumdam serierum singularium (Werke, t. II, p/Vi).
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Les propriétés suivantes de la fonction

<j («, 6) apparaissent immédiate-
ment

(
l
) sur la définition.

Quand on change de signe l'un ou l'autre des nombres a, b, la quantité
cp(ez, b) est remplacée par la quantité conjuguée. On ne change pas cp(a, b)
en remplaçant a par un entier a :

congru à a suivant le module b.

'

Étant donnés les deux entiers a, a', premiers à b, s'il existe un entier m
tel que l'on ait

a'==m 2 a (mod.6),
on aura

?(«', b) = o(a,b);

car m étant forcément premier à b, l'ensemble des restes, pris suivant le

module b, des nombres mr est le même que l'ensemble des restes des
nombres r. En particulier, si l'on a

a= m 2 (mod. 6),
*

on aura

o{a,b) =<p(i,6).

On a aussi

©O, £)?(£, a) = <p(i,a&).

Le produit <p(a, b)y(b, a) est, en effet, égal à

, . a 2 r2 + 6 2 r'j ^ («/•-+- 6/-' Y
aô ^ a6

r,r' r, r'

où r doit prendre |6j valeurs incongrues suivant le module b, tandis que

r' prend séparément \a\ valeurs incongrues suivant le module a; dans ces

conditions, ar -±- br' doit prendre \ab\ valeurs incongrues suivant le mo-

dule ab; le produit cp(a, b) <p(6, a) est donc égal à <p(i, ab).

On a aussi

r - t
i-t- ia

o(i .a) = s/a i
l~ a —

—

d

en désignant par \/a la valeur positive de la racine si a est positif, et en

supposant \/a = — i |/— a \
si a est négatif. Il suffit d'établir cette pro-

position quand a est positif; la seconde partie résulte, en effet, de la pre-

mière, en changeant a en — a, et se rappelant que <p(i, a) est alors rem-

placée par la quantité conjuguée (
2
). Kronecker a montré (

3
)
que l'on

C
1

) Voir Dedekind, Vorlesungen ûber Zahlentheorie von Lejeune-Dirichlet,

4
e éd., p. 293.

(
2
) Cette proposition résume divers cas énumérés par Gauss dans le Mémoire

cité et qu'il a traités d'une façon purement algébrique.

(
3

) Monatsberichte der Berliner Âkademie, 1880.
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obtient rapidement la formule relative au cas où a est un nombre positif,

en écrivant que l'intégrale

f,

2/71 —

prise le long d'un contour qu'on va définir, est égale à litt multiplié par

la somme des résidus de la fonction sous le signe / relatifs aux pôles i,

2, . . ., —— situés à l'intérieur du contour. Celui-ci est un rectangle sy-

métrique par rapport à l'axe des quantités réelles, dont un côté, situé sur

l'axe des quantités purement imaginaires, va du point —y x très éloigné

vers le bas, au point^ situé très haut; le côté parallèle à celui-là passe

par le point -; pour éviter le pôle o, on décrit de ce point comme centre,

à l'intérieur du rectangle, un demi-cercle de rayon très petit, et Ion sup-

prime du rectangle l'intérieur de ce demi-cercle; si a est pair, — est un
2

pôle que l'on évite de la même façon
;
les demi-cercles ainsi décrits entrent

naturellement dans le contour. Il est aisé de voir que la partie de l'inté-

grale qui correspond aux côtés parallèles à l'axe des quantités réelles est

négligeable, quand \y x |
est très grand. On parvient aisément, quand a est

impair, à la formule

a — \

22
2/7Cr» Y"8

Y e « =_.j-h [ l-_(_o«+i] /

Hity*

e~ * dy,

et la méthode même permet d'affirmer que l'intégrale rectiligne qui figure

dans le second membre a un sens. En multipliant par 2, remarquant que
2_MT£*

dans la somme 2 e a
, étendue aux valeurs r = i, 2, ,.., a— i, les termes

à égale distance des extrêmes sont égaux, changeant enfin y en x^a, il

vient
r= a — 1

2 \Ja [ i— (— *')a+1 ] / $-«**« dx — V
2 < 7t /-*

e a
.

La valeur de l'intégrale définie qui figure dans le premier membre de

cette formule est i(i — i); elle se déduit immédiatement de celle de l'in-

tégrale I e-1 ' dt qui est, comme on sait, égale à i s/n; elle résulte d'ail-

leurs aussi de la formule même, pour a — 3. On trouve finalement

2- r- l-^li-*
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C'est le résultat annoncé; il subsiste pour a pair, comme on le voit sans
peine en reprenant les calculs, après avoir modifié, comme on Ta expliqué
le chemin d'intégration. Le fait que cp(i, a ) est nul, quand a est congru
a 2(mod. 4) et n'est pas nul quand a n'est pas congru à 2 (mod. 4) se re-
connaît directement.

Posons maintenant, en supposant que b ne soit pas congru à 2(mod.4),

?(<*,b) = (a,b)o(j,b),

et cherchons à déterminer la valeur de (a, b) qui n'a de sens que sous la
condition précédente.

On observera d'abord que, en vertu de cette définition, (i, b) = i, que,
en vertu des propriétés de cp(«, b), on a (a, b) = (a', b) quand a et a'
sont congrus mod. b; enfin qu'on peut, sans changer la valeur de (a, 6),
supprimer de a tout facteur carré parfait qui s'y trouverait.

En supposant qu'aucun des deux nombres a, b ne soit congru à 2(mod. 4),
l'égalité cp(a, b) cp(6, a) — <?(i,ab) et l'expression de cp(i, a) fournissent
de suite la relation

(») (a,b)(b,a
)
= sa^

<H-'*«W+0
lla-lKù-l)(

l
_Hîa)( I _

f
_ j6)

où za ,fj est égal à i si l'un des nombres a, b est positif et à — i si ces deux
nombres sont négatifs. Cette égalité se réduit à

(a, b)(b, a) = za
,
b

si l'un des nombres <z, b est de la forme l\n -+ i, et à

(a, b)(b, a) = — ia
,
b

s'ils sont tous les deux de la forme 4 n — *> donc enfin à la forme

{a— l)(b — 1)

(a,b)(b,a) = (— i) 4 sa
,
6 ,

si l'on sait seulement qu'ils sont tous les deux impairs.

Supposons qu'on veuille calculer (a, b) dans le cas où b est impair. On

peut toujours supposer a impair et moindre que b en valeur absolue, car

il existe toujours un nombre impair a' congru à a(mod. b) et moindre

que b en valeur absolue, c'est le reste positif de la division de a par b si

ce reste est impair, et, dans le cas contraire, ce reste diminué de b] on

remplacera a par a .

Supposons donc a impair et |«i< \b\\ l'égalité précédente ramène le

calcul de {a, b) à celui de (b, a), et le calcul de (b, a) se ramène ensuite,

comme on vient de l'expliquer, au calcul d'un symbole (b', a), où b' est

impair et où
|
b'\ < |

a |. En continuant de la même façon, on voit que le

calcul de (a, b) se ramène au calcul d'un symbole de la forme (± r, a),
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où a est impair, positif ou négatif, et que l'on a

(a, b) = ± (rh 1, a).

D'ailleurs (1, a) = 1, et l'on a

f(l»«)

en prenant le signe supérieur ou inférieur suivant que a est positif ou né-

gatif, comme on le voit en recourant à la valeur de cp(i, a), et en se rap-

pelant que o(— 1, a) n'est autre chose que la quantité conjuguée de cp(i,a);

a étant impair on voit que (a, b) est égal à ± 1.

Les calculs que l'on vient d'indiquer sont très analogues à ceux du n" 229
;

en se reportant à ce que l'on a dit alors, le lecteur verra de suite que l'on a

(«,*)=(£

toutes les fois que ce dernier symbole est défini, c'est-à-dire lorsque b est

impair et que les deux, nombres», b ne sont pas tous deux négatifs. Nous
avons, en effet, établi relativement au symbole (a,b) toutes les propriétés

relatives au symbole de Legendre-Jacobi, sauf la propriété (a, b) = (a,

—

b)\

or celle-ci résulte de ce que (a, b) est réel et de ce que —-—-7— se change

en la quantité conjuguée, c'est-à-dire ne change pas, quand on change b

en — b.

Supposons maintenant a impair et b divisible par 4. La formule (12)

donne alors l'une ou l'autre des deux relations

(a,b)(b,a) = sa ,,„ (a,b)(b,a) = — ha ,b,

dont la première est valable si a est de la forme 4^-w, la seconde si a
est de la forme 4 n — 1. Le symbole (b, a) se calculera comme on vient de

l'expliquer; a étant impair, il est égal à zh 1, en sorte que l'on a finale-

ment
(a,b) = ta>b (b,a) ou (a, b) = — iza ,b(b, a)

suivant que a est de la forme 4 « -+- 1 ou 4 n — 1

.

En résumé, on sait calculer <p(a, b) toutes les fois que b est impair ou

divisible par 4 et sa valeur est ±1 ou ± i; quand b est le double d'un

nombre impair, cp(a, b) est nul.

Nous avons à appliquer ces résultats au calcul de la somme

ç>= b— 1r _Z_ iTZfl / 1 ,\ 2

où b est un entier positif.

Supposons d'abord que b soit pair. On reconnaît de suite que l'élément
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.le la somme ne change pas quand on remplace

p par un nombre qui lui
so.t congru (mod. 6) et qui, par suite, est de la même parité; d'ailleurs
quand p prend les valeurs o, ,, 2, . . ., b _ T

, p
_ y b prend un systôm ^

de b valeurs incongrues (mod. b), et, puisque la somme y^T''' ne dé.

pend pas du système de b valeurs incongrues que parcourt r, on voit de
suite que l'on a »

r= b-l r = 2b-l a .

2

On n'a alors, en supposant 6 = 2*^, 6, impair, qu'à appliquer les règles
précédentes et, en outre, quand h est pair, la formule bien connue dans
les éléments de la théorie des nombres

pour trouver les résultats suivants, dont le lecteur constatera sans peine

l'identité avec ceux que Ch. Hermite a donnés dans son Mémoire et qui se-

ront rappelés dans sa Lettre.

Si h est impair, on a

'TE / \ / \ '7C

S = /ée-T (£)=•* (=^) er i2b>-»,
si « m , (mod. 4 );

_ _ 'jt / v

S = yjbe '* ( —.— ) > si a = — 1 (mod. 4).

Si h est pair, on a

S = v^ c
( t- )

= vbe 8 (-^— b sia=i(mod.4);

S = ^be^
(ai+i)^y .ia— i(mo4.4).

Il reste enfin à évaluer la somme S quand 6 est impair. Ayant déterminé

les entiers m et n tels que l'on ait a = mb — 8 /i. et remplaçant a par celte

valeur dans l'expression de S, on trouve sans peine

miti 9~ b~ l smzi miei miti

S = e ~ Ve b =e >> <?(4n,b) = e 4 ?(",&),

p=o

puisque n est premier au nombre impair b. On n'a plus qu'à remplacer

cp(/i, b) par sa valeur.
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LETTRE DE CHARLES HERMITE.

S l-Jean-de-Luz, villa Bel-Air, n f
\ septembre 1900.

Mon cher ami,

Je viens dégager ma parole et m'acquitter bien tardivement,

il me faut l'avouer, de ma promesse de vous démontrer les for-

mules concernant les quantités cp ( j-
J
données dans mon an-

cien, article Sur l'équation du cinquième degré.

Le bon air de la mer m'a aidé à surmonter la torpeur qui

faisait obstacle à mon travail; j'en profite pour échapper aux re-

mords de ma conscience, et, en pensant que vous avez sons les

yeux cet article, j'aborde comme il suit la question.

Mon point de départ se trouve dans les formules de la page 2 et

de la page 3, qui donnent les expressions de sjk et de \fk' comme
z'K'

fonctions uniformes de <jr, ou plutôt de 7, en posant ?=--»-* et,

parmi ces formules d'une extrême importance dont la découverte

est due à Jabobi, j'envisagerai pour mon objet la suivante, à savoir :

4/7-, 1 — iq + 2y »-t-... 2S(— \Yq* ,

J'y introduirai tout d'abord la quantité t, en me servant, au lieu

des fonctions 0, H, . . . , de la série

6a,p(f) = S(— i)»?e U J (,î = , ± i, ±2, ...)

[voir mon article Sur quelques formules relatives à la trans-

formation des fonctions elliptiques (Journ. deLiouville, i858)],

et j'écrirai

ï/k' = e<M(°l T )

J'ai posé, comme vous savez,

Vk = o{>z), tfF«+(t);
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«h aura donc

295

' \a-hox)

O| 1
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La condition de b positif peut toujours s'obtenir en changeant,

comme il est permis, le signe des quatre entiers a, b, c, cL Gela

étant, la somme S s'exprime comme il suit, au moyen du sym-

bole /
^-J

de la théorie des résidus quadratiques.

Supposons (en premier lieu) que b soit pair. Je ferai b= 2h b
{ ,

b
{
étant impair, et l'on aura, suivant que l'exposant h est pair ou

impair
(

(

),

ou bien

C /j(— a \ -^13 («A, + 1)^^,-1)*]

En secondlieu, supposons b impair; alors on pourra déterminer

deux nombres entiers m et n par l'équation

a = mb — 8/t,

et l'on aura
/'7t

W) g
1(6-1)'— 2//I]

Je vais faire, en entrant dans tous les détails du calcul, l'appli-

cation de ces formules aux quantités

/ C-+- d-.\ . / I c'+ flf.n\

' \ a+ ot/ ' \ la+ô.'ix/

Je supposerai qu'on ait

a = i, 6 = 0, c = o, d=i (mod.'ij.

Ce sera donc le premier des six cas qu'il faudra considérer; nous

verrons bientôt que tous les autres s'en déduisent immédiatement.

Soient d'abord a = o, [3 = 1 . Des deux nombres

oli = b -+- ab,

(3, = d-\- cd,

le premier est pair, et même multiple de 4, le second est impair.

Ayant donc en général

2 a 2p+i(H^) = (-Oa 6oi(^!^),

(') Le Mémoire du Journal de Liouville contient ici une faute d'impression

les mots pair et impair ont été transposés.
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nous en concluons l'égalité

|o,i(oh) =y01 o
c-4- dz \

a + b%)'

J'ajoute qu'on peut mettre sous une forme plus simple la quan-

», -(bd-hiabd+ ab^c)— e *

qui entre dans la valeur du facteur

S3

v/— ib{a -h bx)

Des hypothèses faites sur les entiers a, b, c, d résulte, en effet, la

congruence
bd -+- labd -+- ab*- c = — bd (mod. 8),

ce qui permet d'écrire

?
—bd

S = e 4

Si nous passons ensuite à la quantité Q n !
[o

c "*"
,;
aT

), où b'= -
1

' \ a-hb.iï/ 1

et </= 2c remplacent b et c, a et d ne changeant pas, on a

a', = b' -h ab',

pi = d +- c'd;

le premier de ces deux nombres est encore pair et le second im-

pair, mais a'j n'est pas nécessairement divisible par 4, et, par con-

séquent, on a l'égalité

SL-tfï / I C'-4-d<2T\Mo|a.) = (-,) • r
:

iM („|l±gî),

où S' représente ce que devient, dans ce second cas, le facteur 6.

Désignons aussi par 8' et S' les nouvelles valeurs de 8 et de S
;

on aura
S'o'

6'

y/— t'6'(a -+ b' .11)

c'est-à-dire

g-
;

S '

8
'

-
y/— J^(a+ 6x)

et nous en concluons
S' ,- S'

8'
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Je m'arrêterai à cette formule, et je remarquerai en premier lieu

que, en passant de S à S', le nombre b est remplacé par-- Il en

résulte que, ayant posé b—ih b
{ , l'exposant h varie de l'une à

l'autre d'une unité. [Je supposerai d'abord h> 1 .] Gela étant, la

comparaison des valeurs de S et de S' nous donne l'égalité

S/1

d'où résulte

(s e 8

S 8

h'+ab' ijJZ

Ceci posé, écrivons le facteur ( — 1)
2 sous la forme e 4

,

et employons l'expression de 8', à savoir

(ù'(/-h2ab'ri-hab' 2
c') — —- (bd+ îabtt-ï-ab'' c)— e k = e 8

;

on aura ainsi

,
. :— fÔ' '—[a 7 -l-h2b(l-i-a)-3bd-2ab(/-ab a c]

Or on vérifie facilement la congruence suivante

(\) 26(i + a) — 3bd—iabd — ab l c ~ — ab (mod. 16);

faisant, en effet, passer tous les termes dans un même membre et

divisant par b, qui est pair, elle peut s'écrire

2(1 — ad) -h 3(a — d) — abc ^=0 (mod. 8),

puis, d'après la condition ad— bc = 1

.

— 2bc-+-3(a — d)— a(ad — 1) = (mod. 8);

mais b et c étant pairs et a impair, on a

260 = 0, a2 == 1 (mod. 8);

elle deviendra donc simplement

4 (a — û?) = o (mod. 8),

ce qui a lieu, en effet, a et d étant impairs. Nous avons, en consé-

quence,

(-0 * ¥ =.e«
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Nous obtenons ensuite, au moyen de l'expression qui a été noire

point de départ,

,Ht) _ MoIt)
^

[ Vi(0|2T)'

la relation fondamentale

(I) <M j— =tL(T)e 8
' \a -+- bxj TV '

[Lorsque l'exposant h est égal à i, b
K
est égal à b' et le calcul

de S' n'est plus le même; cependant la même relation subsiste

toujours; on a, en effet, comme lorsque h était plus grand que i,

l'égalité

— — e %

et, à cause de la congruence (A), qui peut se mettre sous la forme

bd-{- iabd -+- ab^c = 6(3a^ i — 'id) (mod. 16),

on peut encore écrire, en remplaçant b par 26',

3' — (3a+ 2-2rf)6'

mais ici, pour calculer S', on doit commencer par déterminer les

entiers m et /*, tels que l'on ait

a = mb'— 8 n ,

et l'on a alors

sWF £p
^r 8

En tenant compte enfin des relations

/— a\ _ Cèn\ _ /an

on en conclut

(-0 2

<f
=e 8

ou

M=,(3«- 2 --2rf)6'-^«-^-3(«*'+')
î -*'i -' + -l*>-" ;
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en réduisant on trouve

M = /,(«-rf+'2)ft'-2//i--6-3a 2 6'2+6'2
;

à cause de la relation ad— bc = i , où b et c sont pairs, on voit

que les nombres impairs a et d sont congrus (mod. 4), en sorte

que l'on a

4(a — d) = o (mod. 16);

les congruences

86' = 8, at^m'-b'*, m*b'* sa m* (mod. 16)

sont évidentes, et il en résulte que l'on a

M = a — '2 m — 3m2 -t- b'*
;

or cette dernière expression est congrue (mod. 16) à

a- — iab'— i = m-b's — 2m b'* — i,

puisque la différence

(2 -2/n-3m 2 -f6' 2
) — (m*6'*— a0i&'*— i)

est égale à

>m(b'î— i) - (6'2-r- 3) (m* - i)

et que //i et 6' sont impairs. La relation fondamentale (I) est donc

établie quels que soient les nombres pairs b et c]

On en lire les deux systèmes de formules concernant les fonc-

tions <p(t) et ^(t) pour tous les cas que présentent les entiers

a, b, c, d, pris selon le module a. Ces cas sont indiqués dans le

Tableau suivant, que j'ai donné dans mon article Sur l'Equa-

tion du cinquième degré (*) :

(') Voir la Note i de la page 63 du Tome IL Les cas II et V de Hermite cor-

respondent aux cas que nous avons désignés par 5° et 2°.
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Pour avoir le système complet des formules cherchées, il ne

me reste plus qu'à changer dans cette équation z en z — 1 , a et c

en a -h b et c -+- d; on a ainsi

en employant l'égalité
_/TC / n

©(7 — I) = C "«" P^4

Voici maintenant les résultats réunis et mis en regard des six

cas énumérés dans le Tableau précédent (') :

m
1. ; —r ) = '^"-i c'*

T \a -+- bz ) o

V.
/ c-4-rfx X ^

Vf. <M — = e«
\a -t- ox / o { z )

(b--ha/>- I)

(•S)

r
(/;

J -ab- 1)

J'ai à y joindre enfin les formules qui concernent la fonction

0(7). Je remplacerai à cet effet « , b, c, d par — c, — d, a, b; on

change ainsi

/ c-f-rfc \

\ a -h bx /

et aux divers cas

(I), (II), (III). (IV), (V), (VI)

se substituent ceux-ci

(II), (I), (VI), (V), (IV), (III).

(') Ce sont les formules numérotées (XLVI,).
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Nous avons ainsi ce second système de relations

— (c 2 -cd-h l)i
e 8

Crf-t-1)

IV.

VI.

J'observe enfin que les deux séries de formules établies, dans le

cas où b est positif, subsistent dans tous les cas, comme on le voit

en changeant a, 6, c, d en — a, — b, — c, — rf.

Avec une rectification pour les équations (ITÏ) et (IV), d'une

inadvertance qui me sera échappée, ce sont bien les résultats que

j'ai indiqués et dont je me reproche d'avoir tant tardé à vous

donner la démonstration que vous m'avez demandée. Mais cette

démonstration, je dois le reconnaître, opère peracto, ne me
contente point : elle est longue, indirecte surtout; elle repose en

entier sur le hasard d'une formule de Jacobi, oubliée et comme
perdue parmi tant de découvertes dues à son génie. Je vous l'en-

voie, mon cher ami, valeat quantum, en vous informant que je

serai revenu dans quelques jours, et à votre disposition pour tout

ce que vous aurez à me demander. Et nous causerons aussi d'autre

chose que d'Analyse, nous argumenterons, nous nous disputerons.

De ma proximité de l'Espagne je rapporte des cigarettes d'Espa-

gnoles; si vous ne veniez pas en fumer avec votre collaborateur

d'aujourd'hui, votre professeur d'autrefois, c'est que vous avez le

cœur d'un tigre.

Tuus et imo et toto corde.
Ch. HERMITE.

FIN DU TOME IV ET DERNIER.
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