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VORWORT.

Schon im Jahre 1889 hatte Weierstrass den Wunsch geäussert, die von

ihm an der hiesigen Universität gehaltenen Vorlesungen über Abelsche Tran-

scendenten durch uns herausgeben zu lassen. Und zwar sollte sich die Ver-

öffentlichung an die Vorlesungen vom Wintersemester 187 5 — 76 und Sommer-

semester 1876 anschliessen , weil sich diese durch die Einheitlichkeit ihrer

Durchführung ausgezeichnet hatten; die Vorlesungen früherer oder späterer

Jahre sollten nur in geringem Umfange zur Ergänzung herangezogen werden.

Ein grosser Theil des Manuscripts ist damals von uns fertig gestellt

worden, allein der Druck wurde verschoben, weil Weierstrass sich inzwischen

zur Herausgabe seiner Mathematischen Werke entschlossen hatte. Von diesen

enthalten die drei ersten Bände die von ihm verfassten Abhandlungen, die

folgenden Bände die Vorlestmgen , soweit sie zur Veröffentlichung bestimmt

sind. Dass die über Abelsche Transcendenten zuerst erscheinen, hat seinen

Grund in dem oben Gesagten; voraussichtlich werden zunächst die über

elliptische Functionen folgen.

Obgleich die im vorliegenden Bande enthaltenen Vorlesungen von Weier-

strass stets unter dem Titel »Theorie der Abelschen Functionen« angekündigt

worden sind, haben wir sie doch mit seiner Zustimmung als solche über

Abelsche Transcendenten bezeichnet, weil die Theorie der Abelschen Func-

tionen im eigentlichen Sinne darin nur kurz skizzirt ist, während die grund-

legenden algebraischen Untersuchungen und die Theorie der Abelschen Inte-

grale genau durchgeführt sind.



VI VORWORT.

Der Veröffentlicliung liegen die Ausarbeitungen zu Grunde, die wir seiner

Zeit nach den Vorlesungen der beiden vorher erwähnten Semester angefertigt

haben. Nur für das 26., 28. und die erste Hälfte des 29. Kapitels konnten

wir uns auf ein Manuscript stützen, das Weierstrass früher bei seinen Zuhörern

in Umlauf gesetzt hatte. Andere für die Vorlesungen angefertigte Entwürfe

oder sonstige Aufzeichnungen, die wir hätten benutzen können, haben sich

auch in seinem Nachlasse nicht vorgefunden. Für die zweite Hälfte des 29.,

das 30. und das 34. Kapitel sind die Ausarbeitungen von G. Valentin und

C. Weltzien aus dem Wintersemester 1873 — 74 und die beiden ersten Para-

graphen des Buches von F. Schottky »Abriss einer Theorie der Abelschen

Functionen von drei Variabein« (Leipzig 1880) mit herangezogen worden.

Weierstrass selbst hat von dem Inhalt dieses Bandes nur zu einem

kleinen Theile Kenntniss genommen; als er am 19. Februar 1897 starb, war

der Druck erst bis zum achtzehnten Bogen vorgeschritten.

Berlin, den 12. März 1902.

Georg Hettner. Johannes Knoblauch.
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EINLEITUNG.

In der Theorie der Abelschen Transcendenten müssen die Integrale

von den Functionen im engeren Sinne in ähnlicher Weise unterschieden

werden, wie es in der Theorie der elliptischen Transcendenten der Fall ist.

Das Integi-al einer algebraischen Function einer Veränderlichen nennt

man nach dem Vorschlage Jacobi's ein Abelsches Integral, weil Abel
zuerst die wichtigsten Eigenschaften dieser Integrale für den Fall einer be-

liebigen algebraischen Irrationalität erkannt hat.

Wird y als algebraische Function von x durch irgend eine irreductible

algebraische Gleichung f(x,y) = definirt, so betrachten wir zugleich mit

der Function y alle rationalen Functionen R{xy) der beiden durch jene

Gleichung verbundenen Argumente x und y und untersuchen dann die in der

Form

jB {xy) dx

enthaltenen Abelschen Integrale.

Es sei nun (ab) ein beliebiges Werthepaar, das der algebraischen Glei-

chung f(x,y) = genügt, so lassen sich, wie später bewiesen werden wird,

alle diejenigen Werthepaare (xy), welche die Gleichung befriedigen und in

der Umgebung des Werthepaares (ab) liegen, d. h. für welche die absoluten

Beträge der Differenzen x— a und y — b eine hinreichend kleine positive Grösse

nicht überschreiten, durch zwei nach Potenzen einer unabhängigen Veränder-

lichen t fortschreitende Reihen

Abelsehe Functionen. 1
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der Art darstellen, dass auch zu jedem solchen Werthepaare (xy) nur ein Werth

von t gehört. Die Gesammtheit der auf diese Weise definirten Werthepaare

(?(0> 4'(0) nennen wir ein Element des durch die Gleichung f{x^y) = de-

finirten algebraischen Gebildes. Nur für einzelne singulare Werthe-

paare (ab) des Gebildes sind mehrere Functionenpaare {<f{t), <\i{t)) erforder-

lich, um alle der Gleichung genügenden Werthepaare (xy), die in der Um-

gebung von (ab) liegen, darzustellen.

Da auf Grund der gegebenen Gleichung f(x,y) = zu jedem Werthe von

X mehrere Werthe von y gehören, so würde in der Definition des Abelschen

Integrals zwischen bestimmten Grenzen eine Unbestimmtheit auftreten, wenn

für die beiden Grenzen nur die Werthe x^ und x^ der einen Veränderlichen

X gegeben wären; es müssen vielmehr gleichzeitig auch die beiden zugehörigen

Werthe y^ und y^ der anderen Veränderlichen y eindeutig fixirt sein.

Zunächst mögen nun in dem Abelschen Integral zwischen bestimmten

Grenzen

B{xy)dx

die Grenzen {x^yj und (x^yj demselben Element des Gebildes angehören.

Aus den Gleichungen

ergebe sich für t = t^ das Werthepaar (x^y^) und für t = t^ das Werthepaar

{x^yj, und es gehe durch die Substitution x = ^(t), y = i\){t) das Differential

R{xy)dx in g{t)dt über. Kommt dann in der Entwickelung von g{t) nach

Potenzen von t kein Glied der Form ct~^ vor, so setzen wir

/ R{xy)dx = hiQ-hiQ,
•^(a;o2/o)

wobei die Function h{t) der Gleichung

g{t)dt = dh{t)

genügen soll. In diesem Falle ist also das Integral eine eindeutige Function

von t^ und i,, oder von den beiden als Grenzen auftretenden Werthepaaren

{x 2/J und {x^y^. Enthält aber g{t) ein Glied der Form ct~^^ so sei
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und
g,{t)dt = dÄ,(0;

unter dieser Voraussetzung werde

/•(a;,y,) f

gesetzt, dann ist jetzt wegen des auf der rechten Seite vorkommenden Lo-

garithmus das Integral eine unendlich vieldeutige Function von t^ und i^,

oder von den Werthepaaren («„«/„) und {x^y^. Damit ist einem Abelschen

Integral zunächst ein bestimmter Sinn beigelegt, wenn die Grenzen demselben

Element des durch die Gleichung /"(er, y) = definirten Gebildes angehören.

Ist dies aber nicht der Fall, so lassen sich, wie später gezeigt werden

soll, zwischen den Werthepaaren {x^y^) und {x^y^ stets eine endliche An-

zahl Werthepaare {x'y'), {x"y")^ ... {x^'^y^'^) der Art einschalten, dass je zwei

benachbarte Werthepaare demselben Element angehören. Dann definiren wir

die Werthe des Integrals

It{xy)dx

^('»»yo)

durch die Werthe der Summe

/

r(.x'y') r(^"y") r(x,yd

1
R(xy)dx +

I
R{xy)dx-\ f-

1

B(xy)dx,

in der jedes einzelne Integral nach dem Vorangeschickten eine bestimmte

Bedeutung hat.

Wir können jetzt nicht mehr sagen, die Werthe des Integrals

'R{xy)dx

\^oyo)

seien durch Angabe der Grenzen (x^y^ und (x^y^ bestimmt, denn sie hängen

jetzt noch von dem Integrationswege ab, d. h. von den zur Vermittelung

zwischen den Grenzen (x^y^ und {x^y^ eingeschalteten Werthepaaren

(a;y), (xV), ••• (^'"y").

Aber wir werden sehen, dass jeder der unendlich vielen verschiedenen Werthe,

die das Integral

r{^yx)

I
R{xy)dx
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bei Festhaltung der Grenzen («„;</„) und {x^y^ annehmen kann, sich von einem

beliebigen dieser Werthe nur durch eine Periode unterscheidet, d. h. durch

einen Ausdruck der Form
2mm + 2m'ü>'+ 2»i"(ü"+ ••

•

,

in welchem m, m', m", ... ganze Zahlen oder Null sind und 2<J5, 2ü)', 2(1)", ...

eine endliche Anzahl von Constanten bedeuten, die nur von der Gleichung

f(x, y) = des algebraischen Gebildes und der im Integral vorkommenden

rationalen Function R{;xy), nicht aber von den Grenzen {x^yj und (x^y^) des

Integrals abhängen. Diese Grössen 2(5, 2(J5', 2(J5", . . . bilden ein sogenanntes

primitives Periodensystem des Integrals, wenn sie so gewählt werden,

dass sich jede Periode des Integrals aus ihnen durch Addition und Subtraction

zusammensetzen lässt, während keine von ihnen in gleicher Weise aus den

übrigen gebildet werden kann.

Ist das Werthepaar, welches die obere Grenze des Integrals bildet, iden-

tisch mit dem für die untere Grenze gegebenen Werthepaar, so nennen wir

den Integrationsweg einen geschlossenen; es lassen sich nun stets solche

geschlossene Integrationswege auffinden, über die erstreckt, das Integral

fR{xy)dx einen der Werthe 2(5, 2(1)', 2(5", ... annimmt. Wir erhalten also ein

primitives Periodensystem durch die Ausführung einer gewissen Anzahl von

Integralen über geschlossene Integrationswege.

In ähnlicher Weise wird bei gleichzeitiger Betrachtung mehrerer Abelscher

Integrale, die zu derselben algebraischen Gleichung f{x,y) =0 gehören, der

Begriff eines primitiven Systems simultaner Perioden festgestellt.

Die Abelschen Integrale zerfallen, wie die elliptischen, in Integrale

dreier Arten, welche sich durch die verschiedene Weise, wie sie unendlich

werden , unterscheiden.

Jeder irreductiblen algebraischen Gleichung f{x, </) = kommt eine ge-

wisse charakteristische Zahl q zu, die ganz und positiv oder Null ist, und die

wir den Rang des durch die Gleichung definirten algebraischen Gebildes

nennen. Wir werden sehen, wie sich diese Zahl p aus den Eigenschaften des

Gebildes berechnen lässt. Für jedes algebraische Gebilde ist nun der Rang

identisch mit der Anzahl der ihm zugehörigen von einander linear unab-

hängigen Integrale erster Art

JH{xy\dx, (a = i,2,...e)
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und diese besitzen ein primitives System von 2 p simultanen Perioden

2">„,, 2ü)„„ ... 2<u„,,; 2 u),;., 2 («;„,... 2 u);^ (« = 1, 2, ... p).

Die Eigenschaften der Abelschen Integrale bieten also eine vollkommene

Analogie zu denen der elliptischen Integrale, und in der That sind ja die letzte-

ren unter den ersteren als Specialfall enthalten. Wir müssen, um zu den

elliptischen Integralen zu gelangen, das zu Grunde liegende algebraische Ge-

bilde durch die Gleichung

f-R{x) =

definiren und dabei unter R{x) eine ganze rationale Function dritten oder

vierten Grades von x verstehen; die vorher als Rang des Gebildes definirte

Zahl Q wird dann gleich 1. Ist dagegen R{x) eine ganze rationale Function

höheren als -sderten Grades, so nennen wir die aus der Gleichung

f-R{x) =

hervorgehenden Abelschen Integrale speciell hyperelliptische Integrale.

Damit der Rang des hyperelliptischen Gebildes y^—R{x) = gleich

einer bestimmten Zahl p ist, muss die ganze rationale Function R{x) ohne

gleiche Linearfactoren und vom (29 + 1)'°° oder (2p + 2)*°° Grade angenommen

werden.

In der Theorie der elliptischen Integrale ist das Eulersche Theorem
von hervorragender "Wichtigkeit, besonders weil wir von ihm ausgehend zu

einer vollständigen Theorie der elliptischen Functionen gelangen können.

Das Theorem sagt aus, dass die Summe zweier elliptischer Integrale erster

Art durch ein einziges Integral derselben Art, dessen obere Grenze algebraisch

von den oberen Grenzen der beiden gegebenen Integrale abhängt, dargestellt

werden kann. Wird zwischen x und y die algebraische Gleichung

angenommen, und sind {x^1/J und (if,</J zwei beliebige durch diese Gleichung

verbundene Werthepaare, so besteht die Integralgleichung

(^ly«) dx r^^y*) dx r^'^y') dxrK^iVo dx_ r^<^yt) dx^ _ r
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wobei in dem Werthepaar {x'y') sowohl x wie y' eine rationale Function von

X , 1/ , x^, y^ ist, und zwar ergiebt sich x' mittels der Gleichung

X =
l-¥x\xl '

umgekehrt sind auch x^ und y^ durch x\ y', x^, y^ rational darstellbar.

Bestimmen wir nun aus der Differentialgleichung

, dx,
du = —-

Vi

x^ als Function von u mit den Nebenbedingungen, dass x^ für u = d ver-

schwinden und die erste Ableitung ~ für u = d den Werth + 1 erhalten

soll, so folgt aus dem Eulerschen Theorem, dass diese Function, die mit <p(?<)

bezeichnet werden möge, für je zwei beliebige, dem absoluten Betrage nach

hinreichend kleine Argumente u und v der Functionalgleichung

genügt. Die Function cp(w) besitzt also ein algebraisches Additionstheorem.

Mit Hülfe desselben können wir nachweisen, dass ^{u) für alle endlichen

Argumente u eine eindeutig definirte Function mit dem Charakter einer ratio-

nalen Function ist und können hiervon ausgehend zu einer vollständigen

Theorie der elliptischen Functionen gelangen.

Das Eulersche Theorem lässt sich nun unmittelbar auf die Summe be-

liebig vieler elliptischer Integrale erster Art ausdehnen. Es ist

ri^xvd dx_ ri^*y%) dx^ ri^rVr)^ _ ri^'y') dx_

wobei (x^yj, {x,^yj, ... {x^y^\ (ffA)^ {oA\ (ffA) ^^^ iff'^') beliebige Werthe-

paare des elliptischen Gebildes darstellen und x' und y' rational aus den

Grössen «^, y^^ ... g', h' zusammengesetzt sind. In dieser Form hat luin das

Theorem durch Abel eine Erweiterung zunächst für hyperelliptische Integrale

gefunden. Bedeutet R{x) eine ganze rationale Function von x vom Grade

2p + 1 oder 2q + 2, ist also der Rang des hyperelliptischen Gebildes y^—R(x) =
gleich p, so können die Integrale

xC-'

f y
dx {§=1,2,. ..S)
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als die g Integrale erster Art betrachtet werden, und es bestehen nach dem

Abelschen Theorem für die hyperelliptischen Integrale erster Art die g Inte-

gralgleichungen

2/ -^dx=^ —-dx (^=1,2,...,).

In diesen bedeutet r eine beliebige ganze positive Zahl; die in den oberen

und unteren Grenzen der Integrale auf den linken Seiten und die in den

unteren Grenzen der Integrale auf den rechten Seiten auftretenden Werthe-

paare {x^y^), {(/xK) ^^^ {9'Jk) können willkürlich angenommen werden,

während die in den oberen Grenzen der g Integrale rechts vorkommenden

Grössen x'^ und y'^ rational von den Wurzeln einer Gleichung p*™ Grades ab-

hängen, deren Coefficienten rational aus den gegebenen Grössen Xj^, y^, gj^, \,

gl, h'^ zusammengesetzt sind. Die Integrationswege sind sämmtlich bis auf

einen beliebig, müssen aber in den g Gleichungen, welche das vorstehende

System bilden, übereinstimmend gewählt werden.

Jacobi erkannte nun, wie aus diesem Abelschen Theorem die Existenz

von periodischen Functionen mehrerer Veränderlichen, die ein algebraisches

Additionstheorem besitzen, hervorgeht, indem er ähnlich verfuhr, wie dies

vorher für die elliptischen Functionen angedeutet worden ist.

Aus dem System von g Differentialgleichungen

dUf, = 'k~-dx„ iß = 1,2,...«)

mit der Nebenbedingung, dass für u^ = 0, u^ = 0, ... «<„ = das Werthepaar

{x^yj in das Werthepaar («„&„) übergeht, wobei (a, 6,), {(^^bj, ... (ab) sämmt-

lich unter einander verschieden sein sollen, lassen sich für alle Werthe

u,u^,...u, die dem absoluten Betrage nach hinreichend klein sind, die

Grössen x^, x^, ... x als Potenzreihen:

a;« = ?«(«.,«.,.••V (« = 1,2,...«.)

darstellen. Bezeichnen wir dann mit
C'^,,

v,» • • • v ) ein beliebiges anderes System

von Werthen der Argumente, welches jedoch so gewählt werden muss, dass

es selbst, sowie das System («, + f,, «, + «,» ••• ^g+^p) innerhalb des Convergenz-

bereichs der Reihen 9,(w,, u^,... u) , cp,(Mj, u^,...u), ... 9 («,, w,, . . . u) liegt,



8 EINLEITUNG.

SO bestehen, wenn

(a = 1, 2, . . . p)

gesetzt wird, die q Gleichungen

2 /
dx-v^

I
(üa; = 2 / dx

(ß=l,2,...Q).

Mithin folgt nach dem Abelschen Theorem, dass die Functionswerthe x"^ alge-

braische Functionen von x^,x^, ... x und x[, x'^, ... x' sind. Die q Potenzreihen

(f^(u^,u^, ... u) haben demnach die Eigenschaft, dass ihre Werthe für das zu-

sammengesetzte Argumentensystem (u^ + v^^ ^2 + ^s'
••• ^d+*'d) ^^^^ algebraisch aus

den Werthen für die einfachen Argumente u^, u^, ... u und i;^, v^, ... i? be-

rechnen lassen, d.h. die Functionenelemente (f^(ti^,u^, ... u) besitzen ein alge-

braisches Additionstheorem.

Schreiben wir die zwischen den Werthepaaren (x^ yj und den Veränderlichen

u^,u^, ...u bestehenden Differentialgleichungen als Integralgleichungen in derForm

e rixcxVa) x^~^
M^ = S /

^^. (^ = i,2,...e)

so ergiebt sich aus den vorhergehenden Erörterungen über die Perioden der

Integrale erster Art noch eine weitere wichtige Eigenschaft der Functionen-

elemente ^:p^(^<|, «*jj, . . . M ). Sie sind nämlich in dem Sinne 2()-fach perio-

disch, dass sie ihrem Werthe nach ungeändert bleiben, wenn die Argumente

Mj,Mj,...2< gleichzeitig um die Grössen

oder die Grössen (|3 = i,2,...e)

2«>1ä, 2(uL, ... 2 u)„

vermehrt werden.

Es zeigt sich nun unmittelbar, dass die durch die Functionenelemente

Ta(^i) ^8' • • ^p) definirten analytischen Functionen bei weiterer Ausdehnung

ihres Gültigkeitsbereichs nicht eindeutig bleiben, dass wir aber eindeutige

Functionen erhalten, wenn wir aus den p Werthepaaren (x^y^),{x^y^).i ... {x y)
rationale symmetrische Ausdrücke bilden und diese mit Hülfe der p Differential-

gleichungen

^»? = S ^^«« (^ = 1,2,. ..9)
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als Functionen von «*,, «*,, ... u darstellen. Das algebraische Additionstheorem

und die Periodicität bleibt auch für diese eindeutigen Functionen von g Ver-

änderlichen erhalten. In ihrer wirklichen Darstellung besteht die Lösung

des im Vorhergehenden charakterisirten sogenannten Jacobischen Um-
kehrungsproblems.

Nachdem Jacobi dieses Problem gestellt hatte, gelang es zuerst Rosen-

hain, im Falle zweier Variabein analytische Ausdrücke für jene eindeutigen

Functionen aufzustellen. Es war ihm geglückt, die elliptischen Thetafunctio-

nen für zwei Veränderliche richtig zu verallgemeinern und den Zusammen-

hang dieser verallgemeinerten Thetafunctionen mit dem Jacobischen Um-

kehrungsproblem zu entdecken. Fast gleichzeitig löste Göpel das Problem

in ähnlicher Weise, aber ebenfalls nur für den Fall zweier Veränderlichen.

Bevor jedoch die Arbeiten Rosenhain's und Göpel's bekannt wurden,

hatte .auch ich das Problem in Angriff genommen. Wie wir sahen, ist jede

rationale symmetrische Function der p Werthepaare («,2/,)) (^s^,)» • • • (^„^/„X

wenn zwischen diesen und den g Variabein u^,u^,...u^ die g vorher aufge-

stellten Differentialgleichungen bestehen, eine eindeutige Function der Ver-

änderlichen u^, u^, . . . u. und jede solche Function nennen wir eine Abel-

sche Function. Doch kann der Fall eintreten, dass auch eine alge-

braische symmetrische Function dieser p Werthepaare (x^ijj, (x^yj, ... (xv)

eine eindeutige Function von u^^, u^, . . . u ist, und auch dann wird eine solche

Function eine Abelsche Function genannt. Es gelang mir nun, die Abelschen

Functionen als Quotienten zweier beständig convergenten Potenzreihen dar-

zustellen. Die Zähler und Nenner sind ganze rationale Functionen von Theta-

functionen von g Veränderlichen, und so wurde ich zu den Thetafunctionen

beliebig vieler Veränderlichen geführt, deren Form mir vorher unbekannt war.

Abel hat jedoch den Satz, welchen wir oben als Abelsches Theorem be-

zeichneten, auf die Integrale der aus einer beliebigen algebraischen Irratio-

nalität entspringenden algebraischen Functionen ausgedehnt. Auch an diese

Erweiterung des Abelschen Theorems knüpft sich ein Umkehrungsproblem

an, und es entstand wieder die Aufgabe, in diesem allgemeineren Fall

symmetrische Functionen der g Werthepaare (x^y^) als eindeutige Functio-

nen von g Veränderlichen u^, u^, ... u darzustellen.

Eine directe Lösung dieses Problems habe ich bereits im Sommer 1857

Abelsebe Fnnetionen. 2
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in einer ausführlichen Abhandlung der Berliner Akademie vorgelegt. Das

schon der Druckerei übergebene Manuscript wurde aber von mir wieder zu-

zückgezogen, weil wenige Wochen später Riemann eine Arbeit über dasselbe

Problem veröffentlichte, welche auf ganz anderen Grundlagen als die meinige

bemhte und nicht ohne Weiteres erkennen Hess, dass sie in ihren Resultaten

mit der meinigen vollständig übereinstimme. Der Nachweis hierfür erforderte

einige Untersuchungen hauptsächlich algebraischer Natur, deren Durchführung

mir nicht ganz leicht wurde und viel Zeit in Anspruch nahm. Nachdem aber

diese Schwierigkeit beseitigt war, schien mir eine durchgreifende Umarbeitung

meiner Abhandlung erforderlich. Andere Arbeiten, sowie Gründe, deren Be-

sprechung gegenwärtig nicht mehr von Interesse ist, bewirkten dann, dass ich

erst gegen Ende des Jahres 1869 der Lösung des allgemeinen Umkehrungs-

problems diejenige Form geben konnte, in der ich sie von da an in meinen

Vorlesungen vorgetragen habe.

Die Schwierigkeiten, denen man in der Theorie der Abelschen Tran-

scendenten begegnet ist, rühren theilweise daher, dass man sofort aiif die

Theorie der Integrale einging, ohne zu bedenken, dass man die Eigenschaften

der zu integiirenden algebraischen Functionen noch nicht genügend erforscht

hatte. Bei den hyperelliptischen Integralen Hess sich das Meiste mittels

wirkHcher Durchführung der Rechnung erledigen, bei beliebigen Abelschen

Integralen ist dies jedoch unmögHch. Es muss daher der Theorie der Abel-

schen Integrale eine ausführliche Untersuchung der algebraischen Functionen

vorangeschickt werden.
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Erstes Kapitel.

Das algebraische Gebilde.

Wird zwischen zwei veränderlichen Grössen x und y irgend eine algebraische

Gleichung /"(ic, i/) = angenommen, so möge die Gesammtheit der dieselbe be-

friedigenden Werthepaare {xy) das durch die Gleichung definirte algebraische

Gebilde, jedes einzelne Werthepaar {xy) aber eine Stelle oder ein Punkt

dieses Gebildes genannt werden. Man kann dabei immer voraussetzen, dass

/"(ic, y) eine ganze rationale Function von x vmd y sei. Ist dieselbe unzerlegbar,

d. h. nicht als Product zweier ganzen Functionen von x und y darstellbar, deren

Coefficienten rational aus den Coefficienten von f{x^ y) zusammengesetzt sind,

so nennt man die Gleichung f(x^ y) = O irreductibel und das durch dieselbe

definirte Gebilde ein monogenes. Anderenfalls lässt sich f{x,y) immer

als Product melirerer unzerlegbaren ganzen Functionen von x und y darstellen.

Man kann daher sich darauf beschränken, ausschliesslich monogene Gebilde

in Betracht zu ziehen, wie im Folgenden immer geschehen soll, wenn nicht

ausdrücklich etwas Anderes festgesetzt wird.

Den im Endlichen gelegenen Stellen des algebraischen Gebildes müssen

noch, damit es ein in sich abgeschlossenes werde, eine endliche Anzahl un-

endlich ferner Stellen, d. h. solcher Stellen (xy), für welche die Grössen x

und y nicht beide endliche Werthe haben, adjungirt werden. Auf diese un-

endlich fernen Stellen des Gebildes werden wir später zurückkommen.

Zunächst handelt es sich nun um folgende Aufgabe. Es sollen, wenn

(ab) irgend eine bestimmte im Endlichen gelegene Stelle eines gegebenen

Gebildes ist, alle diejenigen Stellen (xy) des letzteren bestimmt werden, für

welche die absoluten Beträge der beiden Differenzen x— a und y— b eine gewisse
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Grenze, die beliebig klein angenommen werden kann, nicht überschreiten.

Man kann dies auch kürzer so ausdrücken, es sind alle Stellen des Gebildes

darzustellen, welche der gegebenen Stelle (ab) unendlich nahe liegen oder die

Umgebung dieser Stelle bilden.

Bezeichnen wir die partiellen Ableitungen erster Ordnung der ganzen

rationalen Function f{;x, y) mit f{x, y)^ und f{x^ y\, diejenigen zweiter Ordnung

mit f(x,y)^^, /(«;, ?/).„ f{cc,yX^ u. s. f., so ist

fix, y) = f{a , b\ {x-a) + f{a, b), {y-b)+ \ f{a , h\, {x- a)' + f{a , h\, (x -a){y- b)

Es beginnt daher die Entwickelung von f{x,y) blos für solche Stellen (ab)

mit Gliedern zweiter oder höherer Ordnung von x— a und y— b, für welche

gleichzeitig

f(a,b\ = 0, f(a,b\ -

ist. Diese singulären Stellen des Gebildes, welche aber stets nur in end-

licher Anzahl vorhanden sein können, schliessen wir vorläufig von der Be-

trachtung aus.

Um nicht verschiedene Fälle unterscheiden zu müssen, wenn eine der

beiden Grössen f{a, b)^ oder f(a, b)^ gleich Null ist, führen wir statt x und y

zwei neue Veränderliche s und t durch die linearen Gleichungen

s = f(a,b),{x-a)+fia,bX{y-b),

t = a{x— a)+ ßiy— b)

ein, in denen die Constanten « und ß xmx der Bedingung unterworfen werden

sollen, dass die Determinante

ßfia,b)-afia,b\

den Werth 1 hat. Durch diese Substitution nimmt die Gleichung /"(a?, y) =
die Form

s + {s,t), + {s,t\+--- =

an, wobei (s, t)^ eine ganze homogene Function ft*" Dimension von s und t

bedeutet. Die Aufgabe, alle Stellen (xy) darzustellen, welche in der Um-
gebung der beliebigen im Endlichen gelegenen, nicht singulären Stelle [ab)

des Gebildes f(x,y)=^0 liegen, reducirt sich demnach auf die Darstellung

aller Stellen (si), die der Umgebung der Stelle (0,0) des aus f{x,y) = durch
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Transformation hervorgegangenen algebraischen Gebildes

s + (s,t\ + is,t\ + -- =
angehören.

Es lässt sich nun eine für t = verschwindende Potenzreihe ^(t) so be-

stimmen, dass für alle Werthe von s und t, deren absoluter Betrag unterhalb

einer gewissen Grenze angenommen wird, die Werthepaare (st), welche die

vorstehende Gleichung befriedigen, mit denen identisch sind, die sich aus der

Gleichung

s = ^(0

ergeben. Der Beweis für diese Behauptung kann meiner Abhandlung »Einige

auf die Theorie der analytischen Functionen mehrerer Veränderlichen sich

beziehende Sätze«*) entnommen werden.

Löst man nun die obigen linearen Gleichungen

s = f(a,b\{x-a) + f(a,b\(i/-i),

t = a{x—a)+ ß{y — V)

nach X und y auf und substituirt * = ^(^), so möge man

« = ?(0. y == W)

erhalten. Hierbei stellen cp(^) und i^(t) zwei nach ganzen positiven Potenzen

von t fortschreitende Reihen dar, welche die Form

W) = b+f{a,b\t + ...

haben und convergiren, sobald der absolute Betrag von t eine bestimmte Grösse

nicht überschreitet. In Folge der über die Stelle (ab) gemachten Voraussetzung

können also die Glieder erster Ordnung in cp(<) und ^(t) nicht gleichzeitig

fortfallen. Die Veränderliche t ist eine rationale Function von x und y, und

es gehören daher zu zwei verschiedenen Werthen von t zwei verschiedene

Werthepaare (xy), und umgekehrt entsprechen auch zwei verschiedenen Werthe-

paaren (xy) zwei verschiedene Werthe von t.

*) Vgl. Art. 1 der Abhdlg. ; Bd. II S. 186—142 dieser Ansgftbe.
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Demnach ergiebt sich der Satz: Es lässt sich der absolute Betrag von t

so beschränken, dass alle Werthepaare (xy), welche die Gleichung f(x,y)=:0

befriedigen und für welche die absoluten Beträge von x— a und i/—b hin-

reichend klein sind, mit den Werthepaaren , die sich aus den Gleichungen

ergeben, übereinstimmen. Dabei kann man stets bewirken, dass jedem Werthe-

paare {xy) nur ein Werth von t entspricht und umgekehrt. Wir können dieses

Resultat auch so ausdrücken: Für hinreichend kleine Werthe von \t\ liefert

das Functionenpaar x = <^(t), y = ^(t) alle Stellen (xy), die dem algebraischen

Gebilde angehören und in der Umgebung der Stelle (ab) liegen.

Die Gesammtheit der auf diese Weise bestimmten Werthepaare ((p(^), ^{t))

nennen wir ein Element des durch die Gleichung f{x,y) = definirten alge-

braischen Gebildes und das zu dem Werthe t = gehörende Werthepaar (ab)

den Mittelpunkt dieses Elements. Zur Darstellung aller der Umgebung

einer nicht singulären Stelle angehörigen Werthepaare des algebraischen Ge-

bildes ist also nur ein Element erforderlich.

Zwei Elemente des Gebildes mögen äquivalent heissen, wenn sie den-

selben Mittelpunkt haben imd in einer bestimmten Umgebung desselben jede

Stelle des einen auch eine Stelle des anderen ist.

Welches ist nun die Bedingung für die Äquivalenz zweier Elemente des

Gebildes?

Ein Element des Gebildes f{x,y) = mit dem Mittelpunkt (ab) werde

durch das Functionenpaar

dargestellt, und es werde für t eine Potenzreihe von x der Form

substituirt, in welcher der Coefficient c^ von Null verschieden ist und welche

für Werthe von t, die dem absoluten Betrage nach hinlänglich klein sind,

convergirt. Geht hierdurch <p(f) in 9i(x), ({'(0 ^^ 4'iW viber, so wollen wir

zeigen, dass das Functionenpaar
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ein Element des Gebildes liefert, welches dem vorher betrachteten Elemente

äquivalent ist.

Denn da für Werthe von x, die dem absoluten Betrage nach hinlänglich

klein sind, auch der absolute Betrag von t beliebig klein ist, so stellt für

jeden solchen Werth von t das Functionenpaar « = ?,('c), ^ = ^'jW ^^i^ Werthe-

paare (xy) dar, die der Gleichung f{x, </) = genügen und in der Umgebung

der Stelle (ab) liegen. Da ferner nach den Sätzen der vorher angeführten

Abhandlung zu jedem unendlich kleinen Werthe von t stets ein einziger un-

endlich kleiner Werth von x gehört, so bekommen wir für zwei verschiedene

dem absoluten Betrage nach hinlänglich kleine Werthe von x zwei verschiedene

Werthe von t, mithin auch zwei verschiedene Werthepaare {xy). Endlich

erhalten wir mittels des Functionenpaares a; = cpj(x), ^ = ({^^(x) auch alle in der

Umgebung von (ab) gelegenen Stellen (xy) des Gebildes und jede nur einmal.

Denn zu jeder solchen Stelle (xy) gehört ein einziger Werth von t, mithin

auch von x. Das Functionenpaar ic = cpj(x), y = '\>^{t) stellt also ein Element

des Gebildes mit dem Mittelpunkt (ab) dar, welches dem ursprünglichen Ele-

mente äquivalent ist. Diese beiden Elemente decken sich in der Umgebung

der Stelle (ab), sie brauchen aber nicht dieselbe Ausdehnung zu haben.

Wenn umgekehrt die beiden Functionenpaare

« = 9(0. y = W)

und

zwei äquivalente Elemente des Gebildes mit dem Mittelpunkte (ab) darstellen,

so muss das zweite Functionenpaar aus dem ersten durch eine Substitution

hervorgehen, wobei die Potenzreihe rechts für hinlänglich kleine Werthe von

|x| convergirt und der Coefficient c, nicht verschwindet. Es sei nämlich

X = (p(0 = o + o7" + «"<''+' + •••,

80 folgt hieraus, wenn wir annehmen, dass der Coefficient a' von Null

Abelache Fonctlonen. 3
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verschieden ist, und einen beliebigen der ;* Werthe von p~"|'" gleich u

setzen

,

wo '^(t) eine nach ganzen positiven Potenzen von t fortschreitende Reihe dar-

stellt. Die gleiche Bedeutung soll das Functionszeichen ^ überall im Folgen-

den haben, auch wenn es zur Unterscheidung mehrerer verschiedener Potenz-

reihen mit einem unteren oder oberen Index versehen ist.

Aus der Entwickelung von u nach Potenzen von t ergiebt sich umgekehrt

auch für t eine Reihe der Form

t = u + /'m' h
•

Zu jedem von a verschiedenen Werthe von x, für welchen der absolute Be-

trag von x— a hinreichend klein ist, gehören fi verschiedene Werthe der

Wurzelgrösse w und demnach der Grösse t, mithin zu Folge der Gleichung

y z= i^{t) auch (i verschiedene Werthe von y, für welche •

j

y— Z»
|

unterhalb einer

beliebig kleinen Grösse liegt. Denn wären die ft Werthe von y nicht sämmt-

lich verschieden, so würden in der Umgebung von (ab) solche Stellen (xy)

existiren, welche durch das Functionenpaar a; = cp(^), y = ^(t) für zwei ver-

schiedene Werthe von t dargestellt werden.

Ist ferner

X = cp.(T) = a + a;r"> + <T"'+'+...,

wobei a[ nicht Null sein soll, so folgt entsprechend dem Vorhergehenden

i; = T{l+T^,(t)i

und
v + -/;v'+.

wenn wir einen beliebigen der jt^ Werthe von \~r^Y' gleich v setzen. Das

Functionenpaar a; = <;pj(x), </ = <^^(t) liefert mithin zu jedem von a verschiedenen

Werthe von tc, für den [ic— a| hinreichend klein ist, fi^ verschiedene Werthe

von y, für welche \y— b\ beliebig klein ist.

Da nun in einer bestimmten Umgebung des Mittelpunkts (ab) der beiden

äquivalenten Elemente jede Stelle des einen Elements auch eine Stelle des
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anderen sein muss, so ist nothwendig

1

Demnach ergiebt sich bei passender Bestimmung des Werthes von (^Y

« = #.
es wird also

wobei der Coefficient c^ nicht verschwindet.

Das algebraische Gebilde kann aber auch singulare Stellen, d. h.

solche Stellen («6), für welche gleichzeitig

f{a,h\ = 0, an,b\ =

ist, enthalten. Wir wollen jetzt zu deren Betrachtung übergehen und zeigen,

dass zur Darstellung aller in der Umgebung einer singulären Stelle gelegenen

Werthepaare (xy) nicht immer ein einziges Functionenpaar x ^ ^(t), i/ =: '\i(t)

ausreicht, sondern dass hierzu mehrere, stets aber eine endliche Anzahl,

Functionenpaare erforderlich sein können. Eine singulare Stelle kann daher

gleichzeitig in mehreren verschiedenen, einander nicht äquivalenten Elementen

des Gebildes liegen.

Es sei (ab) irgend eine singulare Stelle des algebraischen Gebildes

f{x, y) = 0, so gehe durch die Substitution

die ganze rationale Function f{x,y) in /"„(l,"^) über, und es sei nach homo-

genen Functionen geordnet

wo (S, vj) die erste nicht identisch verschwindende Function bezeichnet. Dann

muss

li>2

sein. Um uns kurz ausdrücken zu können, werden wir eine ganze rationale

Function oder eine algebraische Gleichung von der ft'"" Ordnung in Bezug

auf die Stelle (0,0) nennen, wenn sie nach homogenen Functionen steigender

Dimensionen geordnet mit Gliedern ;*'" Dimension, die nicht sämmtlich iden-
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tisch, verschwinden, beginnt. Hiernach können wir sagen, es muss /„(S, vj)

eine ganze rationale Function wenigstens von der zweiten Ordnung sein.

In Linearfactoren zerlegt sei die homogene Function niedrigster Dimension

hierbei ist

Fo + f*i + -- + ;*^ = f*.

und C^()^ h, g\ h\ ... g'"", A'" bezeichnen constante Grössen, deren erste vorläufig

unbestimmt bleibt, jedoch nicht Null sein kann. Von den übrigen Constan-

ten sind nur die Verhältnisse f)|^)'""lw bestimmt; wir nehmen an, dass

die Quotienten f > ^r , • • • j^m sämmtlich unter einander verschieden sind und

dass in keinem der Brüche Zähler und Nenner einen gemeinsamen Theiler

haben.

Nachdem nun zwei Constanten « und ß beliebig, doch so angenommen

worden sind, dass die Grösse

nicht verschwindet, mögen g, h, g\ h', . . .
g"'\ Ä'" selbst dadurch bestimmt werden,

dass die Gleichungen

^<'"^-A™« = 1 (x = o,i,...r)

stattfinden, wobei g'"^ und Ä"" durch g und h ersetzt werden müssen. Dann

ist aus dem Ansatz für (|, yj) auch die Constante C bestimmt.

Führen wir durch die Substitution

die neuen Variabein 1^ und t], ein, so wird

und

Demnach verwandelt sich durch jene Substitution (S,7j) in das Product von

g^Yjf» und einer ganzen rationalen Function von tj^, die für vj = nicht ver-

schwindet. Jede der übrigen homogenen Functionen (I, vj)^^
) (S» '])„ j--- ent-

hält nach Einführung der neuen Veränderlichen g^ und yj, ebenfalls den Fac-
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tor 5f,
also wird

eine ganze rationale Function von nicht höherer als der Ordnung (i ist.

)enn das Anfangsglied von {ff + cc\, h + ßT^[)^ ist das Product einer Constanten

lit Y)f% und es kann sich nicht fortheben, da alle übrigen Glieder von

K(S,, 7j,) den Factor i^ oder höhere Potenzen von yj, enthalten.

Genau ebenso, wie mit Hülfe des Linearfactors ffy]
— h^ die transformirte

Function /",(?,, >],) hergestellt wurde, lässt sich mit Hülfe der übrigen Linear-

factoren der Function {i,r^)^

eine Reihe transformirter Functionen

bilden. Es soll nun gezeigt werden, dass die unendlich kleinen Werthepaare

(|y;), welche die Gleichung /'„(|,7]) =0 befriedigen, d. h. also die in der Um-
gebung der Stelle (0,0) des Gebildes /"„(!, l) =0 gelegenen Stellen, mit der

Gesammtheit derjenigen Paare (^tj) übereinstimmen, welche durch die Sub-

stitutionen

aus denjenigen unendlich kleinen Werthepaaren (§,ti,) erhalten werden, welche

den V + 1 Gleichungen

genügen; so dass in der Umgebung der Stelle (0, 0) die Gleichung /'^(|, yj) =
durch den Complex dieser v + 1 Gleichungen ersetzt werden kann.

Zunächst geht aus den Relationen

und den entsprechenden für die Functionen /""'(S,) ^,), ••• /1"^*(§,)
''1,) unmittelbar
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hervor, dass jedem unendlich kleinen Werthepaare (1,^],), welches einer der

Gleichungen

genügt, ein eben solches Werthepaar (|rj) entspricht, welches die Gleichung

/^(l, 7)) = befriedigt. Umgekehrt braucht aber (S,ti,) nicht ein unendlich

kleines "Werthepaar zu sein, wenn (|tj) ein solches ist.

Aus der Darstellung:

ergiebt sich, dass f/O, yjJ in Bezug auf \ von der Ordnung ft^ ist; durch die

Gleichung /'j(|^,7]J
= werden daher nach den Sätzen der vorher citirten

Abhandlung zu jedem unendlich kleinen Werthe von 1^ ft^ unendlich kleine

Werthe von /), bestimmt. Berechnet man nun mittels der Gleichungen

zu diesen n^ Werthepaaren (S,v],) die ft„ zugehörigen "Werthepaare (!>]), so er-

hält man zu jedem unendlich kleinen Werthe von i,^ jt^ verschiedene zuge-

hörige unendlich kleine "Werthepaare (gr^). Entsprechendes gilt für jede der

aus den übrigen Linearfactoren von (§,irj) durch Transformation abgeleiteten

Gleichungen fT{i,,\) = 0, ... Cil^r,.) = «•

Je zwei verschiedene der Gleichungen /^(l,, "'i,)
=

'^ fi"(l,» tQ,) = ^i •••

/"j"(S,) 'Ji)
= liefern aber zu einem unendlich kleinen "Werthe von 1^ ver-

schiedene unendlich kleine "Werthepaare (|yj), denn für die aus f'^\l^1r^^ —
hervorgehenden "Werthepaare (|yj) wird der Grenzwerth von ~ für I, =
gleich -r^ und die Grössen —,-,,••• -^rr sind sämmtlich unter einander ver-o g'.'.i g ^ g ^ g^'

schieden. Dabei ist die Gleichung /'"'(g^,
y]J
= durch

/'_(|^,7]J
= o zu er-

setzen. Zu jedem unendlich kleinen "Werthe von §, bestimmt daher die Ge-

sammtheit dieser transformirten Gleichungen ii^-\- ^^-\ \-^z=^ verschiedene

unendlich kleine "Werthepaare (Itj), welche der Gleichung /'„(l, "/)) = genügen.

Andererseits werde untersucht, wie viel unendlich kleine "Werthepaare

(Itj), für welche /3|— av] einen gegebenen unendlich kleinen "Werth 1^ hat, die

Gleichung
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liefert. Es gehe durch die Substitution

/3|-«7j = I,, -ß'^ + a'ri = r/,

in welcher die Grössen «' und ß' nur der Bedingung

/3«'-«/3' = 1

unterworfen sind, die Function /"„(!, rj in ^„(l,,^'/') über. Aus dieser Substi-

tution folgt umgekehrt

«'|, + «r/^ i, ß-^, + ßr; = r„

mithin wird

woraus
F„(0,r/) = (a,ßlri>' + ia,ßl^,rr^'+--

hervorgeht. Da nun « und ß so gewählt sind, dass die Grösse («, /3) nicht

verschwindet, so ergeben sich aus der Gleichung -F„(|j, q) = zu jedem un-

endlich kleinen Werthe von 1^ (i verschiedene unendlich kleine Werthe von

7j', mithin auch aus der Gleichung /„(l,"»])^*^ (i verschiedene unendlich

kleine Werthepaare (Itj), für Avelche /3§
— «y] = g^ ist.

Für die fi Werthepaare (l'/]), die sich in der vorher angegebenen Weise zu

einem unendlich kleinen Werthe von g^ aus den v + 1 transformirten Gleichungen

fi^{Ki\) ^^ ^ (x =: 0, 1, ... v) berechnen lassen, ist stets /3|
— «tj = 1^, sie ge-

nügen der Gleichung /|,(|, yj) = 0, ihre Anzahl stimmt mit der Anzahl der

Werthepaare, die sich direct aus dieser Gleichung ergeben und für welche

ß^ — ur^ = 5j ist, überein, und sie sind, wie diese, falls 1^ nicht gleich Null

ist , unter einander verschieden ; mithin sind die aus den v + 1 transformirten

Gleichungen berechneten unendlich kleinen Werthepaare (Itj) mit den direct

aus der Gleichung /"^(l, y]) = berechneten identisch.

Die Summe der Ordnungszahlen dieser v + 1 transformirten Gleichungen

ist nicht grösser als die Ordnungszahl der ursprünglichen Gleichung /ö(|, vj) = 0,

denn /'™(Si,''i,) = ist höchstens von der Ordnung jt^.

Für jede der Gleichungen fl^\^i,\) = 0, die von der ersten Ordnung ist,

können wir nun, wie wir vorher gesehen haben, ein Functionenpaar 1^ = cf(<),

^h
= 'KO finden, welches alle unendlich kleinen Stellen (S,yj,) des algebrai-

schen Gebildes f^\^,,\) =0 liefert.
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Eine transformirte Gleichung /^'"(|_,TjJ = aber, welche nicht von der

ersten Ordnung ist, behandeln wir in ähnlicher Weise weiter, wie vorher die

Gleichung f„i^,T^) = 0. Es sei z.B. nach homogenen Functionen geordnet

'und hierin ^'^2, so werde wieder (1,,^^,)^- in Linearfactoren zerlegt, und

zwar sei

Setzen wir dann analog dem Früheren

so folge

Verfahren wir entsprechend mit den anderen Linearfactoren von (l^^jj^' und

sodann ebenso mit den übrigen transformirten Gleichungen

so erhalten wir aus jeder der Gleichungen /^'"(l^, vjj = (x = 0, 1, ... v) so

viel transformirte Gleichungen /^''''(l,, t),) = 0, wie die homogene Function

niedrigster Dimension in /"j^'d,, t'],) verschiedene Linearfactoren hat. Jede

Gleichung /','^'(l,, t^J = 0, die nicht von der ersten Ordnung ist, wird also

durch eine gewisse Anzahl anderer Gleichungen /"^d^, \) = ersetzt, und

ist eine der letzteren nicht von der ersten Ordnung, so transformiren wir sie

weiter.

Es ist nun der Nachweis wesentlich, dass das angegebene Verfahren

zuletzt zu lauter transformirten Gleichungen erster Ordnung führen muss.

Dazu genügt es zu beweisen, dass wir mit einer Gleichung jt*" Ordnung be-

ginnend nach einer endlichen Anzahl Transformationen zu Gleichungen ge-

langen, deren Ordnungszahlen sämmtlich kleiner als (i sind.

Die Gleichung, von der wir ausgehen, sei

Erstens enthalte (S, ^)„ zwei oder mehrere verschiedene Linearfactoren,

es sei also (I, irj)„ nicht die ft'" Potenz einer linearen Function. Die Ord-
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nungszahlen der transformirten Gleichungen

sind dann, wie gezeigt wurde, höchstens gleich jt^, jt^, . .. ft^. Da nun diese

Zahlen sämratlich kleiner als (i sind, so gelangen wir in diesem Falle schon

durch die ersten Transformationen zu lauter Gleichungen, deren Ordnungs-

zahlen niedriger sind, als die der Gleichung /"<,(!, vj) == 0.

Zweitens sei (|, T^ die ft** Potenz einer linearen Function. Der Vor-

aussetzung nach ist jetzt

wobei ^ ^ 2 ist und g und h nicht beide gleich Null sind. Mittels der Sub-

stitution

folgt dann

und es ist

die erste transformirte Gleichung. Nun werde angenommen, dass man auch

bei den r— \ folgenden Transformationen jedes Mal nur eine einzige trans-

formirte Gleichung ft*" Ordnung erhalte, und zwar möge sich aus der Gleichung

/,(§,, r^j) = durch die Substitution

die Gleichung /^(S,, t),) = u. s. f. , schliesslich aus der Gleichung

tdurch die Substitution

lie Gleichung
f,.{^,., v]^) = ergeben. In Folge der gemachten Voraussetzung

pBt /'j(gj, TjJ von der Form

To
,(7j

von Null verschieden sein muss, während A, auch verschwinden kann.

Abeliche Fanetionon. 4



26 ERSTES KAPITEL.

Demnach wird

und es kann hierin g^ wieder nicht gleich Null sein. So weiter schliessend

findet man, dass ff^, g,, ff^ sämmtlich von Null verschieden sind, mag

die Constante g gleich Null sein oder nicht. Drückt man ^^._^, flr-ni ••
^i' ''li)

I, Yj successive durch g^ und \ aus, so erhält man

Sr-. = t| 9,-29,-1+ ], V-2 = Irl /'r-,9,-i+---\,

li = t\9i92---9,-i + ---\>
^ii = t\K9,---9r-i + ---\,

I = ^9 9i---9r-i + ---\, ri = |,JA (7. ...(7,_j + ...},

wobei die Punkte in den Klammern Glieder andeuten, die wenigstens eine

der beiden Variabein i^ und q^ als Factor enthalten.

Es werde jetzt vorausgesetzt, dass die Constante g von Null verschieden

ist. Aus der Annahme der Irreductibilität der Gleichung f(x, tj) = folgt

unmittelbar, dass fXl,T^) und -

g ,
als Functionen von y) betrachtet, keinen

gemeinsamen Theiler haben, die Resultante in Bezug auf tj der beiden

Functionen /"„(l, vj) und -h^AiÄl^ die mit i?(|) bezeichnet werden möge, ver-

schwindet demnach nicht identisch. Daher muss JR(|) die Form

haben, wo c von Null verschieden sein soll und A>0 ist. Ersetzt man hier
/

I durch den obigen Ausdruck in |^ und tj^, so folgt

J?(|) = lt-^„(S,,r,.),

wobei die ganze rationale Function i2^(|,.,YjJ für |,.
= 0, Tr],,= nicht verschwindet.

Die Resultante R{i) lässt sich aber noch in anderer Weise darstellen.

Es mögen P(|,7]) und Q(|,rj) der Art als ganze rationale Functionen von |

und 7) bestimmt werden, dass

wird. Führt man auf der linken Seite dieser Gleichung ebenfalls l^ und r^^

statt 1 und tj ein, so mögen P{i,ir^) und Q(|,ifi) in die ganzen rationalen
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Functionen -Po(S,., tj,) und Q„{^ri\) übergehen, während die Ausdrücke für

/o(^'
r,) und g

''^ durch |^ und \ jetzt gebildet werden sollen.

Aus der ersten der Gleichungen

folgt mittels partieller Differentiation

Durch Auflösung dieser Gleichungen ergiebt sich

Es sind also

^ganze rationale Functionen von 1^ und vj, mit dem gemeinschaftlichen Factor

||p', und zwar sind sie homogen und linear in Bezug auf

lAnalog folgt, dass diese letzteren drei Functionen rational und ganz in |

Innd Tjj sind, den gemeinschaftlichen Factor |^~' haben und homogen und

lear durch

f(i:-r-\ ^/"»(^»'^l«) ^f*(^>'n*)

idargestellt werden können. Schliesst man so weiter und führt die erhaltenen

Resultate in

fit ^^ ö/ics-^) a/;(i,^.)
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ein, so wird

wobei die Functionen F(|,., yjJ und G^(|^, /],.) rational und ganz in |^ und q^

sind. Dadurch geht der obige Ausdruck von -R(|), wenn 0(1, r^) eine

Function derselben Art bedeutet, in

über. Vergleicht man diese Darstellung mit der vorher für i2(|) gefundenen:

SO folgt

Hierbei ist l eine bestimmte positive Zahl, deren Grösse nur von der Glei-

chung f(x, y) = des algebraischen Gebildes und von der singulären Stelle

{a,b) abhängt, während ft^2 ist; man erhält also durch diese Ungleichung

eine bestimmte Grenze für die ganze positive Zahl r.

Es war vorausgesetzt worden, dass die Constante g nicht gleich Null sei;

ist diese Voraussetzung nicht erfüllt, so ist die Constante h von Null ver-

schieden. Dann bildet man die Resultante in Bezug auf | der beiden

F'unctionen f^{i,ri) und gt^ imd kann ganz analog folgern, dass auch

in diesem F^alle r eine bestimmte endliche Zahl nicht überschreiten kann.

Damit ist bewiesen, dass man stets nach einer endlichen Anzahl von

Transformationen zu einer Gleichung gelangen muss, deren Glieder niedrig-

ster Dimension entweder als Product mehrerer verschiedener Linearfactoren

oder als Potenz nur eines Linearfactors mit einem Exponenten, der kleiner

als (i ist, darstellbar sind. Mittels der angegebenen Methode kommt man

also schliesslich zu lauter transformirten Gleichungen erster Ordnung, deren

Gesammtheit für die Umgebung der Stelle (0, 0) mit der einen Gleichung

/^(|,7j) = gleichbedeutend ist.
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Im Allgemeinen tritt diese Erniedrigung der Ordnung bei den successiven

Transformationen sehr schnell ein. Haben z. B. in der Gleichung /„(S,"l) =
die beiden homogenen Functionen niedrigster Dimension (§,7j) und (1,1'])^,

keinen gemeinsamen Lineartheiler , so erhält man schon durch die ersten

Transformationen lauter Gleichungen erster Ordnung. Denn es sei

imd in Linearfactoren zerlegt

so ist unter der gemachten Voraussetzung keine der Grössen vifr, ••• mit

einer der Grössen T»y)"' identisch. Setzt man dann

so wird

(I,r0^+. = C'^r'\hh-lg + {Jcß-la)T,,\''\k'h-l'g + ik'ß-l'a)ri,\'\.. .

Nun ist /"„(IjT^) = 1^/1(^1' 'li))
demnach enthält /,(!,, t],) das Glied erster Di-

mension

c'Ukh-igy'{k'h-rgy\..,

welches weder verschwinden, noch sich fortheben kann. Die Gleichung

/(!, Tj|)==0 ist also von der ersten Ordnung, und das Nämliche gilt für

jede der aus den anderen Linearfactoren von (I,t])^ durch Transformation

hervorgehenden Gleichungen.

Durch successive Anwendung der besprochenen Transformationen erhalten

wir, wenn (ab) irgend eine singulare Stelle des durch die irreductible

algebraische Gleichung f{x,y)^^0 definirten Gebildes ist, d.h. wenn f{a,b)^

und f{a, b\ gleichzeitig verschwinden, das folgende System von algebraischen

Gleichimgen

:

foihri) ^ 0, /;(|„rj = 0, /,(g„7i,) =0, ...

In jeder Colonne stehen diejenigen Gleichungen, welche durch Transformation
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aus denen der vorhergehenden Colonne entstanden sind. Wenn in einer Co-

lonne eine Gleichung erster Ordnung auftritt, so nehmen wir dieselbe ent-

weder unverändert in die folgende Colonne auf, oder wir transformiren sie

abermals, da sich durch eine solche Transformation ihre Ordnung nicht er-

höht. Die letzte Colonne enthält lauter Gleichungen erster Ordnung und

zwar höchstens (i Gleichungen, wenn f^(^,r^) = i) von der ft'"" Ordnung ist.

Berechnen wir zu den sämmtlichen unendlich kleinen Werthepaaren, die den

Gleichungen der letzten Colonne genügen, die zugehörigen Werthe von x

und y, so erhalten wir sämmtliche Werthepaare (xi/), welche die Gleichung

f{x,y) = befriedigen und in einer gewissen Umgebung der Stelle (ab) liegen.

Ist nun /"^(l,, \) = eine Gleichung der letzten Colonne, also von der

ersten Ordnung, so können wir nach den zu Anfang des Kapitels angestellten

Betrachtungen zwei Potenzreihen cp^(^) und <\i^(t) so bestimmen, dass für hin-

reichend kleine Werthe von |^| die Gesammtheit der Werthepaare {'fjt),'\i^{t))

ein Element des Gebildes /^(|^, tjJ = mit dem Mittelpunkt (0, 0) bildet.

Nun sind x und y ganze rationale Functionen von | und tj, diese eben solche

Functionen von 1^ und yj, u. s. f., also sind auch x und y rational und ganz

durch 1^ und tj^ darstellbar. Substituiren wir also cp^(^) und <!fi^{t) für |^ und

Kj^, so ergeben sich für x und y zwei Potenzreihen

welche für Werthe von t, die dem absoluten Betrage nach hinreichend klein

sind, convergiren, die gegebene Gleichung f{x^y) = identisch befriedigen

und für ^ = die Werthe a und h annehmen.

Wird der absolute Betrag von t hinreichend beschränkt, so liefert dieses

Functionenpaar nicht nur zu zwei verschiedenen Werthen von t zwei ver-

schiedene Werthepaare {xy), sondern es gehören auch umgekehrt zu zwei

verschiedenen Werthepaaren {xy) zwei verschiedene Werthe von t. Aus den

Gleichungen

I = {g + axi^ji^, Tj = (/i + ^r;J|,

folgt nämlich

mithin sind g, und tj^ und daher schliesslich auch §^ und iq^ rational durch
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I und Yj, also auch durch x und y darstellbar, während das Umgekehrte

schon vorher bewiesen wurde. Da nun, wie wir bei der Definition des

Elements eines algebraischen Gebildes sahen, zu verschiedenen Werthen

von t, die dem absoluten Betrage nach hinreichend klein sind, verschie-

dene Werthepaare (1//]^) gehören und umgekehrt, so entsprechen zwei

derartigen Werthen von t auch zwei verschiedene Werthepaare (xy) und um-

gekehrt.

Nach dem Früheren kann die Variable t als rationale Function von |

und vj^ eingeführt werden; dann folgt auch für das Functionenpaar x =: cp(<),

y = (j;(i), welches die Umgebung der singulären Stelle {ab) darstellt, dass t

rational in Bezug auf x und y ist.

Die Gesammtheit der durch das Functionenpaar x = cp (i), y == i^{t) de-

finirten Stellen {xy) nennen wir wieder ein Element des algebraischen Ge-

bildes f{x, y) = und die zu dem Werthe t ^ gehörende singulare Stelle

{ab) den Mittelpunkt dieses Elements. Ohne etwas Wesentliches zu ändern,

darf man ein Element des Gebildes, auch wenn dessen Mittelpunkt eine sin-

gulare Stelle ist, durch ein äquivalentes Element ersetzen.

Ebenso wie aus der Gleichung /|,(|^, vjj = der letzten Colonne das

Functionenpaar

^ = f(i), y = W)

hervorgeht, mögen aus den anderen Gleichungen jener Colonne die Functio-

nenpaare
X = cp'«'(0, y = i.">(0,

Uli

intstehen. Jedes derselben definirt ein Element des Gebildes, und diese

Elemente haben sämmtlich als gemeinsamen Mittelpunkt die singulare Stelle

ab). Aus der Bildungsweise dieser Functionenpaare ist unmittelbar klar,

88 nicht zwei dieser Elemente einander äquivalent sind; sie sind vielmehr

sämmtlich nothwendig, um alle Stellen {xy) des algebraischen Gebildes,

welche in der Umgebung der Stelle {ab) liegen, darzustellen, und zwar erhalten

wir durch jene Functionenpaare, mit Ausnahme der Stelle {ab) selbst, jede

dieser Stellen {xy) nur ein einziges Mal, wenn t alle Werthe innerhalb

eines gewissen, den Nullpunkt umgebenden Bereichs annimmt. Enthält die
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letzte Colonne A Gleichvmgen erster Ordnung, so sind A Elemente zur Dar-

stellung der Umgebung der Stelle (ab) erforderlich, und wir nennen diese

eine A-fache Stelle des Gebildes.

Demnach sind wir zu dem folgenden Resultat gelangt: Im Allgemeinen

lassen sich alle der Umgebung irgend einer Stelle angehörigen Werthepaare

(xy) des durch die Gleichung f{x, y) = definirten algebraischen Gebildes

durch ein einziges Functionenpaar x — cp(^), y = '\i{t) darstellen; nur für sin-

gulare Stellen des Gebildes, die dadurch charakterisirt sind, dass für sie

die beiden partiellen Ableitungen erster Ordnung f{x, y)^ und f(x, y)^ gleich-

zeitig verschwinden, kann der Fall eintreten, dass mehrere, stets aber eine

endliche Anzahl, Functionenpaare erforderlich sind, um alle Werthepaare

{xy) ihrer Umgebung zu liefern. Eine singulare Stelle kann also der Mittel-

punkt mehrerer verschiedener, einander nicht äquivalenter Elemente sein, was

wir auch so ausdrücken, durch eine singulare Stelle können mehrere Ele-

mente hindurchgehen.

Gehört eine singulare Stelle {ab) nur einem Element
('f (0, '[[t)) an, so

müssen nothwendig ^{t) und i^{t) die Form

(p(«) = a + a7*+aV+' + ---,

haben, wo die ganzen Zahlen A und ^ beide > 2 sind. Ist aber die singulare

Stelle {ab) der Mittelpunkt mehrerer nicht äquivalenter Elemente, so er-

halten wir zur Darstellung ihrer Umgebung mehrere Functionenpaare der

vorstehenden Form, in denen aber A und ii auch gleich 1 sein können.

Gehen durch eine singulare Stelle mehrere Elemente hindurch, so fixiren

wir stets nicht nur die Stelle, sondern auch das Element, in dem wir sie

uns gelegen denken.

Bei den vorhergehenden Untersuchungen wurde die Voraussetzung ge-

macht, dass (a, 6) eine im Endlichen gelegene reguläre oder singulare Stelle

des algebraischen Gebildes sei, dass also a und b bestimmte endliche Werthe

haben. Wir müssen aber dem Gebilde noch unendlich ferne Stellen

adjungiren.

Es sei nach Potenzen von y geordnet

f{^, y) = /o(^)2/" + /;(^)y"-' + • • • + /"„(^).
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80 dass also der Grad der algebraischen Gleichung f{x, y) = d in Bezug auf y
gleich n ist. Bezeichnet dann a irgend eine Wurzel der Gleichung f^{x) = 0,

so giebt es für jeden Werth von x^ für welchen |a;— a| hinreichend klein ist,

iein oder mehrere Werthepaare {xy), welche der aus f{x,y) = hervorgehenden

Gleichung

genügen und für welche — einen beliebig kleinen Werth hat. Diese Werthe-

paare (xy) nehmen für x = a die Form (a, oo) an, und wir wollen für jeden

Werth der Wurzel a diese unendlich fernen Stellen (a, oo) dem algebraischen

Gebüde zuordnen, weil es stets Stellen (xy) des Gebildes giebt, die ihnen

beliebig nahe liegen. Reducirt sich f^(x) auf eine Constante, so hat das Ge-

bilde keine unendlich fernen Stellen dieser Form.

Ist m der Grad der Gleichung f{x, ?/) = in Bezug auf x und

so ergiebt sich durch dieselben Schlüsse, dass auch eine oder mehrere unend-

lich ferne Stellen der Form (oo, 6) dem Gebilde zuzuordnen sind, wenn für

b der Reihe nach die Wurzeln der Gleichung g^{y) = gesetzt werden.

Verschwindet in der Function

der Coefficient a^„ des Gliedes (jw + w)'" Dimension, so folgt aus der Dar-

stellung

dass zu jedem dem absoluten Betrage nach hinreichend kleinen Werthe von

gehören, welche die Gleichung

beliebig klein ist. Gehen wir

— ein oder mehrere Werthepaare (xy)
*

I 1

f(x, y) == befriedigen und für welche —

ur — = zur Grenze über, so liefern diese Werthepaare (xy) unendlich

'erne Stellen der Form (oo, oo), welche aus dem vorher angeführten Grunde

ebenfalls dem Gebilde zu adjungiren sind.

Die unendlich fernen Stellen des algebraischen Gebildes f(x, y) =^ können

Iso die Formen
(a,oo), (oo,b), (oo,oo)

Abelsche Fanctionen. 5
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haben, wo a und b endliche Grössen bedeuten. Es soll nun zunächst be-

wiesen werden, dass die Anzahl der sämmtlichen unendlich fernen Stellen des

Gebildes stets gleich r ist, wenn r die Dimension der Gleichung f{x, «/) =
in Bezug auf x und y bedeutet.

Nach homogenen Functionen geordnet sei

fix,y) = ix,y)r+{x,y\_,+ --- + {x,y\,

und durch Zerlegung der Function höchster Dimension {x,y\ in Linear-

factoren folge

ix,y\ = C{gy-hxf\g-y-h'xf\..{g'^'y-U''xf\

wobei

/»o +>. + •• + ;* = »•

sein muss. Von den Constanten ^, Ä, ^', A', ... ^"'*, U"^ sind nur die Verhältnisse

"f'l^''" Ä™ ^ßstimmt, und erst nachdem die Werthe jener Grössen selbst

iixirt sind, hat die Constante C einen bestimmten Werth.

Zunächst möge der Fall betrachtet werden, dass /"(a;, y) auch vom r*'"

Grade in Bezug auf jede der beiden Variabein x und y ist. Dann hat

/(a;, y) die Form

wo f^ eine von Null verschiedene Constante bezeichnet und der Grad der ganzen

rationalen Function f^{x) gleich r ist; der Grad jeder der übrigen ganzen

Functionen f^{x), ... f^_^{x) überschreitet nicht ihren Index. Das Gebilde hat

in diesem Falle keine unendlich fernen Stellen der Form (a, c») oder (cxj, 6),

da die höchsten Potenzen «/'' und x"' in /"(a;, y) mit Constanten multiplicirt

sind; unter der gemachten Voraussetzung müssen daher für unendlich ferne

Stellen (a;, y) des Gebildes nothwendig x und y gleichzeitig unendlich gross

werden. Um diese Stellen zu ermitteln, bringen wir nach dem Vorher-

gehenden, da kein Glied a^^x'y' in f{x,y) vorkommt, diese Function auf die

F'orm

und betrachten die unendlich kleinen Werthepaare (^j-r)» ^^ welche
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jP[—,—]
gleich Null ist. Durch die Substitution

wird

\* y

/

wo (g, Y])^ eine homogene Function A*" Dimension bedeutet imd keine der

Constanten g, h, g', h\ ... g^'^^h^"^ verschwinden kann. Demnach ergeben sich

aus der Gleichung i^(|,Tr)) = zu jedem unendlich kleinen Werthe von |

r unendlich kleine Werthe von tj, und zwar wird, wenn wir für g = zur

Grenze übergehen, der Werth von ^ für (i^ dieser Werthe gleich |^, für (i^

dieser Werthe gleich jr, u. s. w. Die Gleichung f{x,y) = liefert mithin zu

einem unendlich grossen Werthe von x r unendlich grosse Werthe von «/,

für welche der Quotient -^ ;t^-mal den Werth — annimmt, jt^-mal den Werth

— , u. s. w. Die r unendlich fernen Stellen des Gebildes entsprechen also den

r Linearfactoren ^""«/— Ä""a; der homogenen Function {x,y\ höchster Dimension.

Ist zweitens f(x,y) = eine Gleichung r*" Dimension, deren Grad in

Bezug auf eine oder beide Variabein kleiner als r ist, so werde sie durch

die lineare Substitution

x^a'x'+ßY, y = y'x'+S'y'

transformirt. Die vier Constanten «', ß\ y', d' sollen dabei so gewählt werden,

dass weder die Substitutions-Determinante

a'S'-ßY,

[noch eine der beiden Grössen

(«',/)„ (ß',s'X

(verschwindet. Geht hierdurch die Function /^(ic, «/) in f(x',y') über, so ist

[die transformirte Gleichung r**' Dimension cp(a;', y') — auch in Bezug auf

\x' und y' vom r**" Grade. Die Anzahl der unendlich fernen Stellen {x'y'\

[welche die Gleichung ^(ic', y')=0 befriedigen, ist also nach den vorange-

Fschickten Betrachtungen gleich r, und zwar sind es nur solche Stellen, für

welche gleichzeitig x und y unendlich gross werden. Zu jedem dieser

r Werthepaare {x'y') gehört zu Folge der zwischen x, y und x, y bestehenden

5*
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linearen Relationen ein Werthepaar (xy), für welches wenigstens eine der

beiden Grössen x und ij keinen endlichen Werth hat und welches der

Gleichung f(x, y) = genügt. Jedes algebraische Gebilde >•*" Dimension hat

also stets r unendlich ferne Stellen. Auf diese Untersuchung kommen wir

später nochmals ausführlicher zurück.

Entsprechend der Definition der Umgebung einer im Endlichen gelegenen

Stelle sagen wir, alle diejenigen Stellen (xy) des Gebildes, für welche die

absoluten Beträge von x— a und — , oder von — und y— b, oder von — und —

eine gewisse beliebig klein angenommene Grenze nicht überschreiten, liegen

in der Umgebung einer unendlich fernen Stelle (a,oo), oder (oo, 6),

oder (oo, oo).

Um die Umgebung aller Stellen (a, oo), wobei a eine bestimmte Wurzel

der Gleichung f^(x) = bedeutet, darzustellen, führen wir statt x und y zwei

neue Veränderliche

ein. Geht hierdurch die gegebene Gleichung f(x,y) =0 in /'^(|, tj) = über,

so entspricht jeder der Umgebung einer unendlich fernen Stelle (er, oo) des

Gebildes /(«, «/) = angehörigen Stelle (xy) ein unendlich kleines Werthe-

paar (|y]) des transformirten Gebildes /o(l?''i) = und umgekehrt. Aus den

sämmtlichen Functionenpaaren

welche die verschiedenen nicht äquivalenten Elemente des Gebildes /'„(|,7)) =
mit dem Mittelpunkte (0,0) darstellen, gehen daher die Functionenpaare

X = 'f(i) = a + a't^ + a"i^-*-' + ---,

y = W) = ^t-'^\i+m{t)\

hervor, welche sämmtUche, der Umgebung aller Stellen (a, oo) des Gebildes

f(x^ </) = angehörige Stellen liefern.

In ähnlicher Weise führen wir durch die Substitutionen
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oder

die Bildung der Functionenpaare x = <^{t), y = '^/(t), welche die Stellen {xy)

der Umgebung der unendlich fernen Stellen (oo, 5) oder (00,00) liefern, auf

die Bildung der Functionenpaare für die Umgebung der Stelle (0, 0) von

transformirten Gebilden zurück.

Die Gesammtheit der Stellen {'^{t), '^{t)), die durch ein in der angegebe-

nen Weise gebildetes Functionenpaar für hinlänglich kleine Werthe von
1

1
1

bestimmt werden, nennen wir ein unendlich fernes Element des alge-

braischen Gebildes. Auch für solche Elemente gilt die Definition und die

früher (S. 16 u. 17) aufgestellte Bedingung für die Äquivalenz, und es kann

auch bei ihnen die Variable t so eingeführt werden, dass sie eine rationale

Function von x und y ist.

Ein unendlich fernes Element (<p(^), ^{t)) ist dadurch charakterisirt, dass

eine oder beide Potenzreihen negative Potenzen von t, aber stets nur in end-

licher Anzahl enthalten; es können also 'f(i) und ^(t) in der Form

<f(t) = r%a + a't + a"f* + •),

angenommen werden, wobei wenigstens eine der Grössen a und b von Null

verschieden und die ganze Zahl s > 1 ist. Führen wir dieses Functionenpaar

in f(x,y) = ein, so ergiebt sich die Gleichung

und da die Coefficienten der einzelnen Potenzen von t verschwinden müssen,

so ist (a, b)^ = 0, d. h. a und b sind zwei zusammengehörigen Grössen ^''" und
Ä'*' proportional, wenn wir ,(?"" und Ä'°* durch g und h ersetzen. Gehen wir

zu einem äquivalenten Elemente über, so können wir annehmen, dass a = y*'

und 6 = Ä"" ist. Ein unendlich fernes Element lässt sich also stets durch ein

Functionenpaar der Form



38 ERSTES KAPITEL.

darstellen, wo eine der beiden Constanten ^f"" und A"", aber nicht beide

gleichzeitig verschwinden können.

Umgekehrt entspricht auch jedem der verschiedenen Linearfactoren

^""t/— Ä""a; von {x,y\ wenigstens ein Functionenpaar dieser Form, welches ein

unendlich fernes Element des Gebildes darstellt.

Ist für den Linearfactor g'^^y— ¥''^x der zugehörige Exponent ft^ gleich 1,

so wird die Umgebung der unendlich fernen Stelle, welche diesem Factor ent-

spricht, durch ein einziges Functionenpaar der Form

vollständig dargestellt. Hat die homogene Function (x^ y\ lauter verschiedene

Linearfactoren, haben also die Exponenten f-^, (i^, ... sämmtlich den Werth 1,

so nennen wir das algebraische Gebilde im Unendlichen regulär. Das-

selbe enthält dann genau r unendlich ferne Elemente, welche sämmtlich die

vorstehende Form haben. In keinem Falle ist aber die Anzahl der unendlich

fernen Elemente des Gebildes grösser als r.

Wenn die Dimension der Gleichung f(x, p) = mit dem Grade in Bezug

auf jede der beiden Variabein x und y übereinstimmt, so werden wir später,

um die unendlich fernen Elemente des Gebildes zu finden, auch folgender-

massen verfahren. Wir nehmen, ebenso wie bei den singulären im Endlichen

gelegenen Stellen (S. 20), zwei Grössen « und ß so an, dass

nicht verschwindet, und bestimmen die Constanten g,h,g\h\ ... (7"*, Ä'", welche

unter der über das Gebilde gemachten Voraussetzung sämmtlich von Null

verschieden sind und von denen bisher nur die Verhältnisse j:,^, ••• j^ fixirt

waren, durch die Gleichungen

g'-^'ß-h'^-'a = 1 (x = o,l,...*).

Dann ist nach dem Vorhergehenden bei richtiger Bestimmung des Werthes

der Constanten C

{X, y\ = C{gy-hxf\g'y-h-xp . . . {g'^y-¥''xf\
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In dem jetzt betrachteten Falle sind die r unendlich fernen Stellen des

^Gebildes sämmtlich von der Form (00,00). Wir wollen zunächst die Um-
gebung derjenigen ft^, dieser unendlich fernen Stellen betrachten, für welche

ier Werth von ^, wenn wir für o; = 00 zur Grenze übergehen, gleich — ist.

reiche also aus dem Factor (gy— hx) " von (x,y\ hervorgehen.

Durch die Substitution

^ = -|^(5' + a'Jx), y = -|-(Ä + /3ra)

jeht fix,ij) in I7'7,(I,,7]J über, wenn

3setzt wird; dabei ist

{9 + ar,„h + ßriA = Cr,':o\g'h-h'g + ruf' .-Ig'-h-M^g + -n,\''\

)ie Gleichung /".(Ij, >],) = ergiebt zu jedem unendlich kleinen Werthe von 1^

imendlich kleine Werthe von 7],, und behandeln wir sie genau so weiter,

irie früher bei der Betrachtung der im Endlichen gelegenen singulären Stellen

iie ebenso bezeichnete Gleichung, so erhalten wir schliesslich ein oder meh-

Bre Functionenpaare

denen die Exponenten A und y, beide > 1 sein müssen. Für hinreichend

leine Werthe von |^| liefern diese alle unendlich kleinen Werthepaare (I, »],),

"welche die Gleichung /",(!,, "/],)
= identisch befriedigen. Bestimmen wir dann

für jedes dieser Functionenpaare aus den Gleichungen

-(.g + c^Un) = ?(0, ih+ßut)) = m
die Potenzreihen cp(<) und '\>{t), so treten in den beiden Reihen eines Paares

negative Potenzen von t auf, aber nur in endlicher Anzahl, denn das An-

fangsglied muss in beiden Reihen die Potenz t~^ enthalten, da die Constanten

g und h nicht gleich Null sind. Indem wir nun für jedes dieser Paare von

Potenzreihen x = cp(<), y = '^{t) setzen, erhalten wir ein oder mehrere

Functionenpaare, die für Werthe von t, welche dem absoluten Betrage
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nach hinreichend klein sind, alle Stellen {xy) der Umgebung der aus dem

Factor {gy— hxf" hervorgehenden ^^ unendlich fernen Stellen des Gebildes

liefern.

In gleicher Weise lassen sich aus den anderen Factoren

{g'y-h'xf\ {g"y-h"xf\ ... {f^y-l^xf'

von ipOiy)^ die transformirten Gleichungen

/x'"(lu^.) = 0, /^(^„rj = 0, ... r(i,^J =

bilden. Für einen hinreichend kleinen Werth von 1^ ergiebt die Gesammt-

heit der v + 1 transformirten Gleichungen ft„ + ft, + • • • + ^, = »• unendlich kleine

Werthepaare (i,viJ, mithin auch r Stellen {xy)^ welche der Umgebung der

unendlich fernen Stellen des Gebildes f(x^ V) = ^ angehören. Aus der end-

lichen Anzahl von Functionenpaaren, welche die unendlich kleinen Werthe-

paare (IjVij) liefern, entspringt eine gleiche Anzahl, welche die Umge-

bung der sämmtlichen unendlich fernen Stellen des Gebildes f{x, 2/) =
darstellen.

Dieses Verfahren stimmt im Wesentlichen mit der vorher für die Bil-

lung der unendlich fernen Elemente angegebenen Methode überein. Denn

da in dem eben betrachteten Falle f{x, 2/) = nur unendlich ferne Stellen

der Form (oo, c») hat, so ist nach der früheren Methode die Substitution

anzuwenden. Durch diese gehe f{x, y) — ^ in die transformirte Gleichung

m,r,) = (I, >));•+ (S,r,);+, + "- + (|,rO;. =

Über, wobei (|,r^X ^ine homogene Function A*" Dimension bedeuten soll.

Dabei ist (|,t^X. = (tj,|),. und folglich

(|,rO;. = (-l)''C(Äri-^|f»(;»'v)_^lf'...(r'r<-^<*'|f\

Um die Functionenpaare für die Umgebung der Stelle (0, 0) der Gleichung

/"„(!, ir]) = zu bilden, ist zunächst die erste transformirte Gleichung /"(?', yj') =
herzustellen, wenn wir zum Unterschied von der eben in anderer Bedeutung
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benutzten Bezeichnung jetzt /"', |', tj' schreiben, wo wir früher (S. 20 u. folg.)

/ , Ij, T^^ gebrauchten. Demnach ist

zu substituiren, wobei «' und ß' so gewählt werden müssen, dass («', ß')'^ = (ß\ «')^

nicht verschwindet und dass

^<x)^'_^a)„' = 1 (x = 0, !,...„)

ist. Wir können demnach

«' = _|3, ß' = -«

setzen. Aus der Gleichung f(x, y) = ergiebt sich also die erste transformirte

Gleichung /"(!', tj') = durch die Substitution

X = y =

[Während vorher, um die erste transformirte Gleichung /", (I,, 7]j) = zu erhalten,

y(5' + «^u). y = -|-(^ + /5l.)

gesetzt wurde. Hieraus folgt

r = I.
-^1

Es sind demnach |' und rj' rationale Functionen von 1^ und tJj, die zu jedem

tmendlich kleinen Werthepaar (l/ii), welches der Gleichung /'^(Ij, t],) = ge-

nügt, ein unendlich kleines die Gleichung /"(!', tq') = befriedigendes Werthe-

paar (S't]') ergeben, und umgekehrt. Wir können also zur Bildung der Functio-

nenpaare, welche die Umgebung der aus dem Factor {gy— hxf" hervorgehen-

den unendlich fernen Stellen liefern, ebenso gut von der Gleichung

l/i(^i)''Ji)
~ ^ ^i® ^^^ d®^ Gleichung f{^^r[) = ausgehen. Gleiches gilt für

die übrigen unendlich fernen Stellen des Gebildes

.

Anstatt jede der beiden durch die algebraische Gleichung f(x, y) =
verbundenen Veränderlichen x und y in der Umgebung einer bestimmten

Stelle des Gebildes durch eine unabhängige Variable t auszudrücken, ist es

bisweilen zweckmässig, die eine Veränderliche, z. B. y, als Function der

anderen zu betrachten. Es sei die Gleichung f{x, 3/) = in Bezug auf y
Ibelscb« Fanctionen.
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vom »*'" Grade, so gehören zu jedem Werthe von x n Werthe der alge-

braischen Function y, die mit

1 2 n

Vi y, "• y

bezeichnet werden mögen. Von diesen n Werthen sind dann und nur dann

zwei oder mehrere einander gleich, wenn x mit einem der stets nur in end-

licher Anzahl vorhandenen singulären Werthe g^^g^t ... des Arguments
der algebraischen Function y zusammenfällt, für welche die Discriminante

D{x) der als Function von y aufgefassten Function f{x,y) verschwindet. Man
erhält die Gleichung D(a;) = durch Elimination von y aus den beiden

Gleichungen f{x., y) = ^ und /"(a;, </), = 0.

Bezeichnet a ein beliebiges von ^j, ,9^, . . . verschiedenes Argument, und

sind 6j, 6j, ... h^ die n zugehörigen Werthe der algebraischen Function «/, so

wird die Umgebung der Stelle («J,,) durch ein einziges Functionenpaar

y = K+t%{t)

dargestellt, in welchem der Coefficient a'^ nicht verschwindet. Daher ergiebt

sich für Werthe von a;, die in der Umgebung des Werthes a liegen, d. h. für

welche der absolute Betrag von x— a hinreichend klein ist,

t = c',(x -a) + c"{x -ay + ---,

und wenn man diese Entwickelung in die Reihe für y einsetzt, so folgt

y = hy+{x— a)'^Xx— a).

Ist demnach x ein Werth in der Umgebung des nicht singulären Arguments

a der algebraischen Function, so lassen sich ihre n zugehörigen Werthe durch

n verschiedene Potenzreihen

y ^ h^+{x-u)^^{x-a) {v=l,2,...n)

darstellen.

Werden für rr = a ein oder mehrere zugehörige Werthe von y unendlich

gross, so enthält das Gebilde eine oder mehrere unendlich ferne Stellen der

Form (a, cx)), und es treten dann in den entsprechenden Potenzreihen auch

negative Potenzen von x— a auf, jedoch stets nur in endlicher Anzahl.
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Es liege nun zweitens x in der Umgebung eines singulären Werthes g

des Arguments der algebraischen Function, wobei g eine beliebige der "Wur-

zeln g^,g,, •• der Gleichung D{x) = bedeuten soll; die unter einander ver-

schiedenen Werthe der Function g, welche sich für das Argument x = g er-

geben, mögen mit Ä, 7«, ... bezeichnet werden. Ferner sei n die Anzahl der

sämmtlichen nicht äquivalenten Elemente des algebraischen Gebildes f{x, y) = 0,

die zum Mittelpunkte eine der Stellen (gh), (gh), ... haben, und diese »'Ele-

mente mögen durch die Functionenpaare

y = ^x(0

dargestellt werden, in denen die Constanten g'^ sämmtlich von Null verschieden

sein sollen und die ganzen positiven Zahlen a^

beiden Reihen folgt nun

(X=1,2,...M')

1 sind. Aus der ersten dieser

' = (^)'"^<^)°"-
und hieraus

Das x'* Functionenpaar ergiebt also für g eine nach ganzen positiven Po-

tenzen von (-^-^)''* fortschreitende Reihe mit eindeutigen Coefficienten, die

für alle Werthe von x, welche in der Umgebung von g liegen, convergirt.

Die Exponenten in der Potenzreihe ^^ können sich nicht sämmtlich auf

solche mit kleinerem Nenner reduciren; denn wäre dies der Fall und etwa

HiT-fyy = %

wo o^ ein Theiler von o^ oder gleich 1 sein müsste, so würde sich hieraus

[•das Functionenpaar

y = i(0

ergeben, was gegen die Voraussetzung ist.

,04
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Indem man der Wurzelgrösse (-^^j'« nach einander ihre a^ verschiede-

nen Werthe beilegt, erhält man aus der Reihe

" =<m^
zu jedem Werthe von ic, welcher der Umgebung von g angehört, o^ verschiedene

Werthe von «/, die für x= g in einen einzigen zusammenfallen. Da nun zu

Folge der Gleichung f{x, y) = zu jedem Werthe von x »im Allgemeinen

verschiedene Werthe von y gehören und der Voraussetzung nach die n Func-

tionenpaare die sämmtlichen Stellen des Gebildes in der Umgebung der

Stellen (gh), {g^)i ••• liefern, so ist

a, + a,+ -.- + o„, = n,

und mithin

Die Entwickelungen der n Werthe der algebraischen Function g zerfallen also

für die Umgebung eines singulären Werthes g des Arguments x in n' Gruppen

;

der x**" Gruppe gehören diejenigen o.^ conjugirten Reihen an, die in einander

übergehen, wenn man der darin vorkommenden Wurzelgrösse ihre a.^ ver-

schiedenen Werthe giebt.

Ist daher g eine Grösse, für welche zwar die Discriminante D(x) ver-

schwindet, aber n'= w, also o^ = o^ = ••• = a^, = 1 ist, so erhält man die

n Werthe der Function g, die zu einem in der Umgebung von g gelegenen

Werthe x gehören, durch n verschiedene Potenzreihen

y = ^li^-ff), y = %(^-9), . .. y = '^„{x-g).

Zu einem Werthe von x jedoch, welcher in der Umgebung einer Grösse

g liegt, für die nicht nur die Discriminante D(x) verschwindet, sondern

auch ifi<:n ist, für welche also wenigstens eine der Zahlen 0^,0^, ...o^,

grösser als 1 ist, ergeben sich die sämmtlichen zugehörigen Werthe von y
mit Hülfe von n Reihen der Form
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Ein solcher Werth ^ soll ein wesentlich singulärer Werth des Arguments

der algebraischen Function y genannt werden.

Wenn für irgend einen singulären Werth g des Arguments ein oder

mehrere zugehörige Werthe von y unendlich gross werden, so treten in

deren Entwickelungen eine endliche Anzahl negativer Potenzen von x—g oder

^"^ auf.m
Die Umgebung jeder unendlich fernen Stelle des Gebildes, für welche

der Werth von x unendlich gross ist, welche also die Form (oo, h) oder

(c», c») hat, wird, wie gezeigt wurde, durch ein oder mehrere Functionenpaare

a; = cp(^), y = i^{t') dargestellt, in denen die Reihe <p(<) eine endliche Anzahl

negativer Potenzen von t enthält. Wendet man auf ein solches Functionen-

paar dieselben Schlüsse an wie vorher, so folgt, dass sich für Werthe von «,

welche in der Umgebung von a; = oo liegen , d. h. welche dem absoluten Betrage

nach hinreichend gross sind, die n zugehörigen Werthe von y nach ganzen oder

gebrochenen Potenzen von — entwickeln lassen, und zwar haben diese Reihen

dieselbe Form, wie die obigen, wenn man in jenen x— a oder x—g durch

— ersetzt.

Sind für a; = oo die n zugehörigen Werthe b^,b^,...i^ von y sämmtlich

endlich und unter einander verschieden, so erhält man n Reihen

V

y = b^+bl,x-^ + i".x-'+---, (v=l,2,...n)

welche sich durch die n Functionenpaare

X = r', y = b.+ f^.it) (j. = l,2,...n)

ersetzen lassen.

Werden aber für a; = oo ein oder mehrere Werthe y unendlich gross, so

enthalten die zugehörigen Entwickelungen nach Potenzen von — eine endliche
1

"^

Anzahl negativer Potenzen von — •

Treten in den für die Umgebung von ic = oo gültigen Entwickelungen

der Werthe von y gebrochene Potenzen von -7 auf, so ist rr = 00 ein wesent-

lich singulärer Werth des Arguments der algebraischen Function.



Zweites Kapitel.

Rationale Functionen des Paares {xy).

Eine rationale Function der beiden Argumente x und y, welche nicht

von einander unabhängig, sondern durch die Gleichung f{x, y) = des alge-

braischen Gebildes verbunden sind, soll als »rationale Function des

Paares (ic«/)« bezeichnet werden. Eine solche Function R{xy) lässt sich

als Quotient zweier ganzen Functionen darstellen, und man kann auch be-

wirken, dass der Nenner nur von x oder nur von y abhängt. Für jedes Paar

(ab) hat die Function einen bestimmten Werth, wenngleich es möglich ist,

dass Zähler und Nenner gleichzeitig verschwinden oder unendlich gross werden

und die Function daher in unbestimmter Form erscheint. Setzt man näm-

lich das Functionenpaar

welches die Umgebung der Stelle (ab) liefert, oder, wenn (ab) eine singulare

Stelle des Gebildes ist, ein bestimmtes der zugehörigen Functionenpaare

(S. 32) in den Ausdruck von R{xy) ein, so erhält man, nöthigenfalls nach Er-

weiterung mit einer gewissen positiven Potenz von i, im Zähler und im Nenner

der rationalen Function eine Entwickelung nach positiven Potenzen dieser

Grösse. Es wird also

oder

wo A^ und B^ nicht Null sind. Da nun für i = x = a, y = b wird und der

zweite Factor rechts sich auf ^ reducirt, so hat, wie behauptet, R(xy) für die
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FStelle {ah) einen bestimmten Werth, welcher speciell für /t > v gleich Null,

für ft < V unendlich gross ist.

Wir stellen uns jetzt die wichtige Aufgabe, alle diejenigen Paare {xy) zu

Ffinden, für welche eine gegebene rationale Function R{xy) einen beliebig vor-

Igeschriebenen Werth s annimmt, wobei wir vorläufig s als endlich voraus-

setzen. Bezeichnen y,y,-.-y die zu irgend einem Werthe von x gehörigen

IWerthe von y (S. 42), so muss in dem Product

(s -B{xy)) {s - B{xy)) ...{s- E{xy))

[mindestens ein Factor gleich Null sein, wenn R{xy) den Werth s annehmen

soll. Dieses Product ist als ganze Function von s und rationale Function

fvon x in der Form

Fn{^)s»+-J44 «""'+ +
F,{x)" '

' FM
iarstellbar; es soll nun zunächst bewiesen werden, dass der so erhaltene Aus-

Idruck entweder selbst unzerlegbar oder Potenz einer unzerlegbaren ganzen

iFunction von s und x ist.

Angenommen nämlich, die betrachtete Function sei nicht unzerlegbar,

so ist sie darstellbar als Product von unzerlegbaren Functionen:

n(s--R(^3/)) = G,{s,x)G,(s,x)...G^{s,x).

G^ der)abei kann man voravissetzen , dass in jeder der Functionen G,
[Coefficient der höchsten Potenz von s gleich 1 ist. Fasst man nun einen der

izerlegbaren Factoren, z. B. G^, in's Auge und substituirt für s die Function

[J?(j'?/), so muss die rationale Function

G,{R(xy),x)

für mindestens einen der Werthe y,...y von y gleich Null sein; denn

r^{s,x) ist gleich dem Product gewisser Factoren aus der Reihe

s-B(xy), ... s-R(xy).

liemach hat die Gleichung G^{R{xy),x) = mit f{.r,y) = wenigstens eine

Wurzel y gemein. Und da die letztere Gleichung als irreductibel angenommen

list, so müssen ihre sämmtlichen Wurzeln y, ... y auch Wurzeln der ersteren
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sein. Daraus kann nun leicht die Übereinstimmung sämmtlicher Functionen

G*,, ... G^ gefolgert werden. Wir denken uns der Grösse «, von welcher wir

bei dieser Untersuchung ausgehen wollen, irgend einen bestimmten endlichen

Werth beigelegt mit Ausschluss derjenigen, für welche entweder mehrere der

zugehörigen, aus der Gleichung f{x,y) = folgenden Werthe von y einander

gleich sind oder einer der Werthe von y oder die Function R{xtj) selbst un-

endlich gross wird, d. h., wenn wir uns diese auf die Form 4^^ gebracht

denken, die ganze Function G(x) verschwindet. Zu einem der nicht aus-

geschlossenen Werthe von x werde aus G^{s, x) = Q ein Werth von s be-

stimmt, dann lässt sich diesem ein Werth y so zuordnen, dass

s = R{xy)

wird. Ebenso nun, wie G^{R(xy),x) für alle Werthe y,...y verschwinden

musste, wird auch G^{R[xy),x) für diese Werthe gleich Null, mithin ver-

schwindet G^{s^x) für die Wurzel s = R{xy) der Gleichung GJ^s,x) = (i.

Da aber G^ unzerlegbar war, so müssen alle Wurzeln von G^ = auch die

Gleichung 0^ = befriedigen, und wenn q der Grad von G^{s,x) in Bezug

auf s ist, so ist auch G^ mindestens vom Grade q. Eine Ausnahme könnte

nur dann eintreten, wenn für jeden Werth von x mehrere Wurzeln s der

Gleichung G^{s^x) = (i einander gleich wären; doch ist dies durch die Un-

zerlegbarkeit von G^ ausgeschlossen. Da nun die ganze Untersuchung mit G^

anstatt mit G, begonnen werden konnte, so ist auch der Grad von G^ minde-

stens gleich dem von G,, d. h. diese beiden Functionen, und ebenso die

übrigen, G^, ... G . sind von gleichem Grade. Endlich ist der Coefficient der

höchsten Potenz von s in allen derselbe, nämlich gleich 1, mithin sind die

^l Functionen identisch, u.nd man hat, wie behauptet wurde:

ti(s-B{xy)) = {GAs,^)Y,

oder, wenn man auf beiden Seiten nach Potenzen von s entwickelt:

Bei der Herleitung dieser Gleichung wurde eine endliche Anzahl von Werthen

X ausgeschlossen; da aber auf beiden Seiten rationale Functionen von s und

X stehen, so ist unmittelbar klar, dass die Gleichung allgemein gilt.
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F^{x) und H^{x) bezeichnen die kleinsten gemeinsamen Nenner der links

[und rechts vorkommenden rationalen Functionen von a;; es ist mithin

F,{x) = H,{x)\

Wollen wir nun diejenigen Werthepaare {xy) finden, welche der Gleichung

IR(xy) = s genügen, so haben wir zunächst x aus der Gleichung

F,iz)s'+ F,{x)s''-' + - + F„(x) = {H,ix)sHH,{x)s^-' + .: + H^(,x)f =

zu bestimmen. Denn ist x eine Wurzel dieser Gleichung, so muss einer der

Factoren s— R{xy) des vorher betrachteten Products verschwinden. Für jeden

Werth von s erhalten wir — Werthe von x, wenn wenigstens eine der ganzen

I

rationalen Functionen F^{x), ... F^(x) vom /)**", keine aber von höherem Grade

ist. Bei Berechnung der zugehörigen Werthe von y ist zu unterscheiden, ob

(i = 1 oder (i> i ist.

1) Wenn ft = 1 ist, so liefert die Gleichung G^{s,x) = zu einem

Werthe von x n im Allgemeinen verschiedene Werthe von s, und nur für

specielle x können zwei oder mehrere dieser Werthe einander gleich sein.

Gehören nun zu einem Werthepaar (sx) k verschiedene Werthe von y, so

entsprechen einem Werthe von x kn im Allgemeinen verschiedene Werthe y;

demnach muss k = \ sein, und durch Elimination von y aus den Gleichungen

f{x, y) =
E(xy) = s

ergiebt sich y als rationale Function von x und s. Man kann daher sagen,

dass für ft = 1 ^ im Allgemeinen verschiedene Werthepaare {xy) existiren,

für welche R{xy) den gegebenen Werth s annimmt.

2) Ist (i>i, so bekommt man zu einem Werthe von s nur — Werthe

von X, und zu einem gegebenen x gehören nur 5' = — im Allgemeinen ver-

schiedene Werthe von s. Hat nun k dieselbe Bedeutung wie im ersten Fall,

so ergeben sich zu einem Werthe von x -^ im Allgemeinen verschiedene

Werthe von y, mithin muss ä; = ft sein, d. h. aus den beiden Gleichungen

f(x,y) = und R{xy) = s erhält man jetzt für y eine Gleichung ft*'" Grades:

y!' + M,is,x)y''-' + --' + M^(s,x) = 0.

Die Anzahl der Werthepaare, für welche R{xy) = s wird, ist mithin auch in

diesem Falle gleich p.

AbeUche Fnsctiontn. 7
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In Verbindung mit dem Vorhergehenden lässt sich dieses Resviltat auch

folgendermassen aussprechen: Das Product

fl(s-Rixy))

ist dann und nur dann Potenz einer unzerlegbaren Function, wenn für jeden

beliebigen Werth von x in der Eeihe der Werthe R{xy), ... R(xy) sich gleiche

finden.

Wenn specielle Werthe von s ausgenommen werden, so giebt es dem-

nach immer p Werthepaare (xy), für welche R{xy) einen vorgeschriebenen

Werth s annimmt. Die Zahl jo soll als Grad dieser rationalen Function des

Paares (xy) bezeichnet werden. Zur Ermittelung desselben stellt man nach

dem Vorhergehenden das Product

fr(s-ij(4))
X=l

dar als ganze Function von 5, deren Coefficienten rationale Functionen von x

sind, bringt diese auf den kleinsten gemeinschaftlichen Nenner und multi-

plicirt mit ihm die ganze Function. Der Grad, welchen die dann im Zähler

stehende Function von s und x in Bezug auf x hat, giebt den Grad von

R{xy) an, und es ist dabei gleichgültig, ob die Function von s und x re-

ductibel oder irreductibel ist.

Obgleich man auf die angegebene Weise auch in denjenigen Fällen, wo

ft > 1 ist, zum Ziel kommt, so ist es doch nützlich, ein anderes Verfahren

zu kennen, durch welches man immer mit Hülfe einer Gleichung p^^ Grades

seinen Zweck erreicht. Wir machen dabei die Voraussetzung, der Werth

von s sei so beschaffen, dass die p Werthepaare {xy)^ für welche R{xy) = s

veird, sämmtlich von einander verschieden sind. Durch die Substitution

x' = KX + ßy

y' = yx + Sy,

in welcher die Determinante der Coefficienten von Null verschieden, etwa

gleich 1 ist, mögen die beiden Gleichungen f{x,y) = und R{xy) = s in

W,y') =
s-It,{x'y') =
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Übergehen. Bildet man nun das Product aller Differenzen, welche sich er-

geben, wenn man in s — R^{x'y') für y' nach einander die verschiedenen, aus

[der ersten Gleichung für einen "Werth von x folgenden Werthe substituirt,

und setzt dann das Product gleich Null, so erhält man eine Gleichung,

'welche irreductibel sein muss, wenn die ausgesprochene Absicht erreicht

[werden soll. Dazu braucht man die Coefficienten a, /3, y, S nur so zu wählen,

dass man für alle p Werthepaare {xy)^ welche zu einem Werthe s gehören,

[verschiedene Werthe x erhält. Es genügt hierzu die Substitution:

j
x' = x-^hy

\
y' = y.

X„ — X\bf

[Denn wäre jetzt

fso müsste die Gleichung

ie<.-i«i+Hya-yb) =
'bestehen, was offenbar für beliebiges k nicht möglich ist; denn die gleich-

zeitigen Annahmen
Xa — X;,, y^ Vi

fsind dadurch ausgeschlossen, dass die p Werthepaare {xy) immer von einander

[Verschieden sein sollten. Das Product der Differenzen

s-B{x'-hy',y'),

'erstreckt über alle Wurzeln y der Gleichung f^(x',y') = 0, kann daher nur für

specielle Werthe von k eine Potenz sein, und diese Werthe schliessen wir aus.

Wir erhalten dann eine irreductible Gleichung

Gis,x') = 0,

welche tins die gesuchten p Werthe der Hülfsgrösse x' liefert. Aus den

beiden Gleichungen fX^',y') = 0, s— R^{x'y') = ergiebt sich daher y' als

rationale Function von s und x':

y'= ^{s,x'),

lalso wird schliesslich

X = x'—WSi^SfX')

y — 9i(«,a;').

Die gesuchten Werthepaare {xy) werden mithin dadurch gefunden, dass man
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eine Gleichung zwischen s und einer Hiilfsgrösse x' bildet und diese Gleichung,

die in Bezug auf x' vom ^*°° Grade ist, nach x' auflöst, x und y sind dann

rationale Functionen von s und den p verschiedenen Wurzeln x'.

Bei der vorhergehenden Untersuchung haben wir eine Anzahl singulärer

Werthe von s ausgeschlossen, nämlich ausser * = oo diejenigen Werthe, für

welche erstens die Wurzeln x' der Gleichung G{s, x') = nicht sämmtlich

von einander verschieden sind, zweitens eine solche Wurzel unendlich gross

wird, und drittens x und y in unbestimmter Form erscheinen. Ob der ge-

fundene Satz auch für solche Werthe von s noch gültig bleibt, kann ent-

schieden werden, wenn die Untersuchung für s =^ allgemein durchgeführt

ist; denn der Fall eines beliebigen Werthes von s lässt sich leicht hierauf

zurückführen.

Wir haben mithin zunächst folgende beiden Fragen zu beantworten:

Erstens, wie findet man alle Werthepaare, für welche R(xy) gleich Null

wird; zweitens, wie oft ist jedes Werthepaar zu zählen, damit in allen Fällen

der oben (S. 50) aufgestellte Satz erhalten bleibt, die Function Il{xy) also

für genau p Werthepaare verschwindet.

Wird in die Gleichimg

G{s,x') =
oder

G,{s) X'' + G,{s)x"-' + ... + G^{s) =

der Werth s = eingeführt, so können jedenfalls nicht alle Coefficienten

G (s), ... G (s) gleichzeitig verschwinden, denn dann wäre die Gleichung re-

ductibel, was der Annahme nach nicht der Fall ist. Einzelne Coefficienten

aber können gleich Null werden. Verschwindet z. B. G^is) für s = 0, so ist

eine Wurzel x' gleich Null, verschwindet dagegen G^(s), so kann man sagen,

dass eine Wurzel x' unendlich gross wird. Es kann nun aber auch vorkom-

men, dass wenn man s = nimmt und diesen Werth, sowie einen der zuge-

hörigen Werthe von x' in den Ausdruck y' = ^{s,x') einsetzt, diese Grösse

und damit auch x und y formell unbestimmt werden. Aber für beliebige,

von s = wenig verschiedene Werthe tritt dieser singulare Fall nicht ein,

und wir werden daher zunächst 5 nicht gleich Null setzen, sondern unendlich

klein annehmen.
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Alle Werthepaare {sx), für welche s unendlich klein ist, kann man auf

die früher angegebene Weise bestimmen. Die Gleichung G{s,x') = Q definirt

nämlich ein algebraisches Gebilde. Ist nun x = a ein bestimmter der Werthe

von x\ die sich für ä = aus dieser Gleichung ergeben, so setzen wir

x'-a' = g

in die Gleichung ein, wobei -^ für x'—a' genommen werden muss, falls

öt' = oo ist. Dann können wir aus der transformirten Gleichung zwischen s

und g alle unendlich kleinen "Werthepaare (s§) bestimmen, folglich auch aus

G(s,x') = alle Werthepaare (sx), welche dem Paare (Oa') benachbart sind.

Nun ist die Stelle (Oa') Mittelpunkt entweder eines einzigen oder mehrerer

verschiedener nicht äquivalenter Elemente des Gebildes G{s,x') = 0, es er-

geben sich also zur Darstellung der Umgebung jener Stelle ein oder mehrere

Functionenpaare

s = t^(t)^

x' = o'+<<K0.

Setzen wir diese in die Gleichungen

X = x'—'k'Si{s^x')

y = 9i(s,a;')

ein, so erhalten wir ein oder mehrere Functionenpaare

x = <?(0

y = m,
welche die sämmtlichen Elemente des Gebildes f{x, y) = ^ »lit einem und

demselben Mittelpunkte darstellen. Wenn nun für i = x den Werth o,

y den Werth b annimmt, so wissen wir, dass JR{xy) für das Werthepaar (ab)

den Werth Null hat, und erkennen zugleich, ob die Stelle (ab) einem oder

mehreren Elementen des Gebildes f{x, y) = angehört. Führen wir dieses

Verfahren für jeden der Werthe a durch, so haben wir unsere erste Aufgabe

gelöst, indem wir alle Werthepaare (ab), für welche R(xy) = ist, ohne

Zweideutigkeit bestimmt haben.

Es ist nun noch die zweite Frage zu beantworten, wie oft man ein

solches Werthepaar (ab) zu zählen hat.

Ist in einer Gleichung f(x) = die linke Seite durch die v*° Potenz von

x— a^ aber keine höhere, theilbar, so sagt man, die Gleichung habe die
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j/- fache Wurzel a. Der Grund für diese Ausdrucksweise ist der, dass in

diesem "Fall, wenn man eine Wurzel x = a der Gleichung w*'" Grades f(x) =
gefunden hat, die Aufsuchung der übrigen Wurzeln von einer Gleichung

(n— 1)*°° Grades abhängt, welche die Wurzel x = a noch einmal liefert, u. s. f.

Man kann die Sachlage auch folgendermassen auffassen: Wenn man sich die

Aufgabe stellt, alle AVerthe x zu finden, für welche f(x) nicht Null, sondern

unendlich klein, gleich e, wird, so erhält man n verschiedene Lösungen.

Unter diesen sind v vorhanden, welche dem Werthe a unendlich nahe liegen.

Geht man dann zur Grenze für e = über, so wird man folgerichtig die

Wurzel a v-mal zählen. Ganz analog können wir hier bei der Definition

der Ordnungszahl eines Werthepaares (ab) verfahren. Zu einem unendlich

kleinen s gehören p verschiedene Werthepaare (xy), welche den beiden Glei-

chungen f{x,y) = 0, R{xy) = s genügen. Liegen nun für einen solchen

Werth A Paare (xy) einem bestimmten Werthepaare (ab), für welches R{xy)

den Werth Null hat, unendlich nahe, so sagen wir, (ab) gehöre A-mal zu

dem Werthe s = oder es sei A die Ordnungszahl der Stelle (ab).

Um die Zahl A zu finden, führen wir zunächst eine neue Bezeichnung

ein, welche sich im Folgenden als zweckmässig erweisen wird.

Wir wollen nämlich ein Functionenpaar (<f{t), ^{t)), welches ein Element

des Gebildes f(x,y) = darstellt, mit

(^tVt)

bezeichnen. Ist der Mittelpunkt des Elements eine im Endlichen gelegene

Stelle (ab), so sind x^ und y^ Potenzreihen der Form:

xt = a + t^,(t), vt = b + t^^{t).

Hat aber das Element eine unendlich ferne Stelle (a, oo) zum Mittelpunkt,

so ist (S. 36)

xt = a + t^,{t), y, = r."l,(0,

mithin

In diesem Falle hat also die Entwickelung von — dieselbe Form, wie die

von yf
— b für ein im Endlichen gelegenes Element. Entsprechendes gilt für

die unendlich fernen Stellen (oo, b) und (oo, oo).
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Ist nun der Mittelpunkt des Elements (x^y^) eine Stelle (ab), für welche

It{xy) verschwindet, so wird

s = Biz^y,) = ct^ + c,t^^'+ --,

wobei X eine positive ganze Zahl ist. Aus dieser Gleichung geht nun un-

mittelbar hervor, dass zu einem unendlich kleinen Werthe von s X unend-

lich kleine Werthe von t gehören. Jedem "Werthe von t entspricht aber ein

einziges Werthepaar {xy), es giebt also genau X Werthepaare {xy), welche

[für ein unendlich kleines s dem Werthepaare {ah) unendlich nahe und in

demselben Elemente liegen. Ist ein Paar {ah) gleichzeitig Mittelpunkt meh-

jrerer Elemente, so hat man für jedes Element eine solche Zahl X zu be-

stimmen, welche als Ordnungszahl der Stelle {ah) für das betrachtete Ele-

i ment bezeichnet werden soll.

Die Zahl X ist keineswegs von dem Functionenpaar abhängig, welches

'zur Darstellung des betrachteten Elementes gewählt wird. Denn man erhält

'aus einem Elemente {x^y^) ein äquivalentes {x^y^) durch eine Substitution

t= ^(t), wo ^(t) mit der ersten Potenz von x beginnt (S. 16). Setzt man
dann die Eeihen a;^, y^ in B.{xy) ein, so ergiebt sich wieder x^ als Anfangs-

potenz der Entwickelung.

Bestimmt man nun endlich auf irgend einem Wege alle nicht äqui-

valenten Elemente {x^y^), für welche die Entwickelung R{x^y^) mit einer

positiven Potenz von t beginnt, und bezeichnet für jedes dieser Elemente den

Mittelpunkt, also das Werthepaar, welches für ^ = aus {x^y^) hervorgeht,

mit {ah), so ist stets R{ah) = 0. Die Summe der Ordnungszahlen, welche zu

allen Stellen {ah) gehören, muss aber genau gleich p sein. Denn dies war

die Anzahl aller Stellen, für welche R{xy) einen unendlich kleinen Werth an-

nimmt, und andererseits erhält man alle Werthepaare, welche zu einem unend-

lich kleinen Werthe von E{xy) gehören, indem man alle Functionenpaare {x^y^)

sucht, welche in R{xy) eingesetzt eine positive Potenz t'' als Anfangsglied

ergeben; jedes dieser Functionenpaare liefert dann nach dem Obigen zu einem

unendlich kleinen Werthe von s X unendlich kleine Werthepaare {xy). Die

Darstellung von p als Summe jener Ordnungszahlen drückt also den Grad

von R{xy) noch in einer anderen Weise aus, als es durch die ursprüngliche

f Definition geschah.
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Betrachten wir nun an Stelle von s = einen beliebigen anderen Werth.

s = s^, so brauchen wir nur

S = S'+Sj

einzuführen, sodass die Gleichung

s'+s^—R{xy) =

entsteht. Setzen wir nun in der ganzen Untersuchung überall R(xy)—s^ an

die Stelle von R{xy), so wird im Princip nichts geändert; wir erhalten alle

Werthepaare, wofür diese Function verschwindet, und folglich alle, wofür

R{pi;y) = s, wird, und zwar jedesmal mit der richtigen Ordnungszahl.

Auch ist es jetzt leicht, die gestellte Aufgabe zu lösen, wenn s = oo ist.

Man hat dann nur die Function -gr—^- zu betrachten und die Werthepaare

aufzusuchen, für welche diese Function gleich Null wird. Nun ist der Grad

der rationalen Functionen R{xij), R{xy) — s^ und ^ derselbe, denn der

Grad der Gleichung G{s,x') = in Bezug auf x' ändert sich nicht, wenn

man s— s^ oder — an die Stelle von s setzt. Daher ergiebt sich hier un-

mittelbar ein Satz, dessen Beweis auf den ersten Blick viel schwieriger

erscheint, dass nämlich die Anzahl der Werthepaare, für welche eine ratio-

nale Function des Paares (xij) einen beliebigen endlichen Werth annimmt

oder unendlich gross wird, gleich ist der Anzahl deijenigen Werthepaare,

wofür sie Null wird, jede Stelle mit der zugehörigen Ordnungszahl gerech-

net. Diese gleiche Anzahl der Werthepaare, für welche die Function R{xy)

einen beliebig vorgeschriebenen Werth annimmt, ist immer p, wenn p den

Grad der rationalen Function R{xij) bezeichnet.

Aus dem Bisherigen ist ersichtlich, dass der Begriff eines Elementes

nicht entbehrt werden kann. Denn nur mit dessen Hülfe ergiebt sich die

richtige Bestimmung der Ordnungszahlen.

Es mögen jetzt zwei rationale Functionen des Paares {xy) angenommen

werden

:

j
I = B,{xy)

\ 7j = B^ixtj).

Vermöge dieser Gleichungen wird jedem Werthepaare {xy) eine Werthepaar

(Iy)) zugeordnet, und man erhält, da % und t] offenbar wieder durch eine

algebraische Gleichung verbunden sind, aus dem ursprünglichen Gebilde
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l/(a;, i/) = ein zweites algebraisches Gebilde /'^(g, tj) = 0. Um die gegeu-

[seitige Beziehung beider Gebilde zu betrachten, hat man zunächst anzugeben,

de man die Gleichung zwischen | und tj herstellen kann. Der Grad von

\R^{xy) sei v, und es mögen mit

iie Werthepaare bezeichnet werden, welche zu einem Werthe von | gehören.

T\r bilden das Product

nd stellen die Coefficienten der einzelnen Potenzen von r^ als rationale

unctionen von | dar. Hierzu führen wir auf Grund der S. 50— 51 ange-

stellten Erörterung zunächst wieder die Grössen x' und y' ein und erhalten

dann die beiden Gleichungen

j

fix'-Jcy',y') =.

1 ^-R,ix'-ky',i/) = 0,

aus welchen durch Elimination von y' folge

G{^,z') = 0.

Dann ist nach S. 51, wenn die Wurzeln dieser irreductiblen Gleichung mit

x[, ... xl bezeichnet werden,

j «x = a:;-Ä9?(|,a:;)

( y, = SR(|,<).

Substituirt man diese Werthe in das obige Product, so verwandelt es sich

in eine Function von •/], deren Coefficienten symmetrische Functionen der

Grössen x'^ sind, also rational durch die Coefficienten der Gleichung G{^,x') = 0,

d. h. durch § ausgedrückt werden können. Setzt man nun femer

B.(a;xyx) = -R.d.O,

kann man sich leicht davon überzeugen, dass das transformirte Product

(ri-R,a,x[))".(ri-B,a,x[))

entweder unzerlegbar oder Potenz einer unzerlegbaren Function ist. Zu dem

Zweck hat man lediglich in den früheren Betrachtungen (S. 47—49) | an

Abelicbe Ftmetionaa. 8

(x=l,2,...i')
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die Stelle von x und x' an die Stelle von y zu setzen. Nun haben wir gesehen

(S. 50), dass eine Potenz einer unzerlegbaren Function sich nur dann heraus-

stellen kann, wenn unter den Functionswerthen R^{i,x[), ... R^{^,xl) sich stets

gleiche finden, wie auch der Werth von S beschaifen sei. Sind daher auch

nur für einen Werth von § die v Werthe i?j(|,rr^) und damit die Werthe

12,(a;^y^) von einander verschieden, so kann das Product nicht Potenz

einer unzerlegbaren Function sein. Dies Resultat lässt sich folgendermassen

aussprechen: Wenn man den beiden Grössen rr, y zwei andere durch die

Gleichungen

^-B,{xy) = 0, r,-B,{xy) =

zuordnet, aus der ersten für irgend einen Werth | die zugehörigen AVerthe-

paare {xy) bestimmt und in die zweite einsetzt, so erhält man durch Multi-

plication der v entstehenden Gleichungen eine neue /'^(l, vj) = 0, welche ir-

reductibel ist, wenn für irgend einen besonderen Werth von | gezeigt werden

kann, dass die v Functionswerthe R^ix^y^ von einander verschieden sind. Da
die beiden Grössen | und tj gleichberechtigt sind, so kann man auch aus der

zweiten Gleichung alle jt Werthepaare entnehmen, welche zu einem Werthe

von 7j gehören, in die erste einsetzen und die entstehenden Gleichungen

mit einander multipliciren. lieber den Beweis der Irreductibilität der Gleichung

/^(l,"!]) = 0, welche in Bezug auf | vom ft*"" Grade wird, gilt das Analoge wie

vorher. Sind die Werthe von R^{xy) für die eingesetzten Werthepaare nicht

im Allgemeinen verschieden, so ist die Gleichung nicht irreductibel.

Erhält man nun durch das angegebene Verfahren eine irreductible

Gleichung zwischen | und yj, so tritt die wichtige Folgerung ein, dass nicht

allein jedem Werthepaar {xy) nur ein Werthepaar {%r^) entspricht, sondern auch

umgekehrt jedem Paar (girj) nur ein Paar {xy). Denn wenn zu verschiedenen

Werthen x'.^ auch verschiedene Werthe v] ^= R^{i,^x'^ gehören, wo die Grössen

x'^ die Wurzeln der Gleichung G{i,^x') = sind, so erhält man bei der Elimi-

nation von x diese Grösse rational durch | und y) ausgedrückt, und daher

auch

y = ^.{U)'

Dieses gegenseitige Entsprechen der Werthepaare ist immer dann ein ganz
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bestimmtes, wenn man zu der Stelle (xy) auch das Element giebt, welchem

sie angehören soll.

Wenn umgekehrt nicht nur | und t] sich rational durch x und y, sondern

auch diese Grössen sich als rationale Functionen von | und yj darstellen

lassen, so ist die durch Elimination von x und y entstehende Gleichung

f{^,yi) = irreductibel. Denn würden für jeden Werth von | unter den v

zugehörigen Functionswerthen R^(x.^y^), d. h. unter den jenem Werthe zuzu-

ordnenden Werthen von 7] sich gleiche finden, so würde die Substitution

dieser Werthepaare (|y]) in die rationale Function 3J,(|vj) zu einem Werthe

von X nicht lauter verschiedene Werthepaare (§yj) liefern. Die Gleichung

f(x, </) = könnte dann nach dem Obigen nicht irreductibel sein.

Von zwei Gebilden, die in der genannten Beziehung zu einander stehen,

sodass jeder bestimmten Stelle des einen eine bestimmte Stelle des anderen

entspricht, sagt man, dass sie durch rationale Transformation aus ein-

ander hervorgehen. Die beiden irreductiblen Gleichungen zwischen x, y einer-

seits und I, if] andererseits sind dann in gewissem Sinne als äquivalent zu be-

trachten. Hiermit erhält man eine Eintheilung der algebraischen Gebilde,

welche von der gewöhnlichen ganz verschieden ist. In der analytischen Geo-

metrie, wo diese Gebilde Curven sind, ist man naturgemäss zuerst auf eine

Eintheilung derselben nach dem Grade gekommen, und zwar namentlich des-

halb, weil man zunächst das Verhalten einer Curve in Bezug auf eine gerade

Linie untersuchte. In neuerer Zeit ist man auch darauf geführt worden, die

Classe einer Curve zu betrachten, d. h. die Zahl der Tangenten, welche man

von einem beliebigen Punkte aus an die Curve ziehen kann. Es ist dies

nichts Anderes als der Grad einer bestimmten transformirten Curve. Bei un-

serer Eintheilung nun würden wir alle diejenigen Curven zusammenfassen,

deren Gleichungen aus einer gegebenen durch rationale Transformation her-

vorgehen, wie es z. B. mit der Fusspunktcurve und der Evolute der Fall ist.

Von diesem Gesichtspunkt aus erscheint die Curve zweiten Grades als näher

verwandt mit ihrer Fusspunktciu've als mit einer Curve dritten Grades, ob-

gleich jene von höherem Grade ist.

Da das Gebilde, aus welchem eine Reihe anderer durch rationale Trans-

formation hervorgehen soll, in der verschiedensten Weise gewählt werden

kann, so lässt sich auch die Frage aufwerfen, dui'ch was für eine Gleichung

8*

L
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das einfachste dieser Gebilde zu charakterisiren ist. Der Begriff des ein-

fachsten Gebildes ist aber kein fest bestimmter. Denn man könnte z. B. die-

jenige Gleichung als einfachste bezeichnen, welche von der niedrigsten Di-

mension ist, oder auch diejenige, welche in Bezug auf eine Variable den nie-

drigsten Grad hat, u. s. w. Allein es zeigt sich — worauf freilich hier nicht

eingegangen werden kann — , dass es wesentlicher ist, durch rationale Trans-

formation eine Gleichung aufzustellen, welche ein Minimum von Constanten

enthält.

Die Untersuchung, zu welcher wir uns jetzt wenden, ist als eine der

wichtigsten für die Theorie der Abelschen Transcendenten zu bezeichnen.

Sie betrifft die Bildung einer rationalen Function des Paares {xy)^ deren

TJnendlichkeitsstellen gegeben sind. Eine rationale Function einer Ver-

änderlichen X ist bestimmt, wenn diejenigen Werthe bekannt sind, für welche

sie verschwindet, diejenigen, für welche sie imendlich wird, und ausserdem

noch ihr Werth für einen einzigen Werth des Arguments, wobei die Null-

und Unendlichkeitspunkte mit der zugehörigen Ordnungszahl in Eechnung zu

bringen sind. Eine ganze Function n**" Grades speciell ist durch ihre n NuU-
werthe und ihren Werth für ein beliebiges Argument bestimmt; denn sie

wird unendlich für den «-mal zu zählenden Werth x = oo. Die analoge

Bestimmung für eine rationale Function des Paares (xy) würde sofort aus-

führbar sein, wenn es gelänge, eine Function F(xy,x'y') herzustellen, welche

an einer unbestimmt gelassenen Stelle (x'y') unendlich gross würde, und zwar

von der ersten Ordnung. Denn sucht man alsdann eine Function, welche

an den gegebenen Stellen (a,6J, ... (a^bj unendlich gross wird, so findet man
für sie den Ausdruck

C,+ C,F(xy, ß,6J + ... + C,F{zy, «,6„),

in welchem die unbestimmten Coefficienten C^ noch dazu benutzt werden

können, die Function an v anderen Stellen Null werden zu lassen. Man
erhält nämlich aus dieser Bedingung v lineare Gleichungen für die Grössen

C^. Die Bestimmung der gesuchten Function würde dadurch vollendet werden,

dass man ihren Werth noch für eia beliebiges Werthepaar (ab) vorschriebe.

Die Lösung der Aufgabe stellt sich also in diesem Falle im Wesent-

lichen so, wie bei den rationalen Functionen einer veränderlichen Grösse.
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Eine solche Function F(xy,x'y') lässt sich unter Anderem dann bilden,

wenn x und y, mithin auch x und y\ durch eine allgemeine Gleichung

zweiten Grades

mit einander verbunden sind. Setzt man nämlich in diesem Falle

F{xy,x'y') = ^,
so ist die ganze Function g{xy) so zu bestimmen, dass F{xy,x'y'), als

Function des Paares (xy) betrachtet, für den zweiten Werth y'\ welcher

ausser y' noch zu x = x' gehört, nicht unendlich wird; d. h. es muss die

^^Bedingung geltenK gixY) = 0.

Bis

i-

[an sieht leicht, auf welche "Weise sie zu erfüllen ist. Die Function f{x\y)

lämlich wird Null für y = y' und y = y". Dividirt man sie demnach durch

f—y\ so erhält man eine ganze Function. Es ist, wenn — ^^
^^ = f{x, y\^

"gesetzt wird:

f{x\y) = f{x',y'\{y-y-) + y{x\y'Uy-yJ,

lithin

-(^ = K^\y'\ + Uix',y'Uy-y'),y—y ^

id diese Function genügt der für g{xy) aufgestellten Bedingung. Die ratio-

lale Function

ist daher die gesuchte, denn sie wird nur an der Stelle {x'y^ unendlich, und

zwar mit der Ordnungszahl 1. Dass sie für einen unendlich grossen Werth

von X nicht unendlich wird, folgt hier daraus, dass das Verhältniss ^ immer

endlich ist.

Allein man überzeugt sich ohne Schwierigkeit, dass eine Function

F{xy^x'y'), die an einer einzigen Stelle von der ersten Ordnung unendlich

gross wird, im Allgemeinen nicht existirt. Denn da für eine solche Function

F{xy,x'y') der Grad p gleich 1 ist, so erhält man nach S. 49 aus den beiden
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Gleichungen
fix,y)=0

F{xy,x'y') = |

eine Gleichung zwischen § und x, welche in Bezug auf die letztere Grösse

vom ersten Grade ist, also x rational durch i, ausgedrückt ergiebt. Da nun

der zugehörige Ausdruck von y rational in | und x ist, so wird er jetzt ratio-

nal in I allein, und das betrachtete Gebilde hat mithin die Eigenthümlichkeit,

dass sich x rind y rational durch einen Parameter | ausdrücken lassen. Dieser

Fall soll im Folgenden ausser Betracht bleiben, da für ein Gebilde von solcher

Beschaffenheit alle sich etwa darbietenden Aufgaben auf die leichteste Weise

gelöst werden können. Es wird bewiesen werden, dass wenn man das durch

die Gleichung /"(rr, 2/) = definirte algebraische Gebilde als Curve auffasst,

diese in dem eben besprochenen Fall so viele Doppelpunkte hat, wie sie

ihrem Grade nach überhaupt besitzen kann.

Es sei jetzt f{x, 2/) = wieder ein beliebiges irreductibles algebraisches

Gebilde, und zwar sei f(x,y) in Bezug auf y vom w*™, in Bezug auf x vom

m**" Grade:

/(a;,!/) = /•o(^)2/"+/'.(^)2/"-'+-+/;w.

Jeder Coefficient f (x) ist nach der gemachten Annahme eine ganze Function

von X von nicht höherem als dem w'°° Grade. Um nun eine Function her-

zustellen, welche ausser an gewissen anderen Stellen jedenfalls für das

Werthepaar {x'y') von der ersten Ordnung unendlich gross wird, wobei wir

stets annehmen wollen, dass (x'y') eine im Endlichen gelegene, nicht singulare

Stelle des Gebildes ist, untersuchen vdr zunächst die Function

/(«, y')

Setzt man

so ist

fixy, y')



id wenn nach Potenzen von y geordnet wird,

abei haben die auftretenden Coefficienten folgende Ausdrücke:

a^,y) = W)y'+a^)y+f.{^),

fn-Ä^,y) = /o(^)y''-'+/"x(^)y"-'+-+/;-.(^).

Da der Voraussetzung nach die Stelle {x'y') nicht singulär ist, so verschwinden

in der Entwickelung

(f{x,y) = f{x',y'\ix-x')+f{x',y'\(y-y') + ... =

lie beiden Grössen f{x\y')^ und f{x',y'\ nicht gleichzeitig; und zwar sei

'{x',y')^ nicht Null, sodass die n Wiu-zeln y der Gleichung f(x',y) = sämmt-

ich unter einander verschieden sind. Setzt man x = x', y = y' in den Aus-

jdruck der Function f{xy,y') ein, so folgt

fix'y',y') = nax')y"'-'+{n-l)ax')y"'-'+... = f(x',y'X,

id da diese Grösse nicht Null ist, so wird die Function J^^'}'} ^ = f^'^v^y'')

X = x\ y = y' in der That unendlich gross. Setzt man dagegen x = x\

= y", wo y" irgend eine andere Wurzel der Gleichung f{x\ y) = bezeich-

let, so ergiebt sich aus der Entwickelung

fix,y') = fix',y'\(x-x') + -.,

lass die Function -^-^|L für ^=,3;', y = y" den Werth --^^ an-

limmt, also endlich bleibt. Wird x als endlich, y aber als unendlich voraus-

gesetzt, so kann die Function ebenfalls nicht unendlich werden; wohl aber

8t dies für ic = co möglich. Allein man kann mit Hülfe der aufgestellten

jFimction leicht eine andere finden, welche im Unendlichen nicht mehr un-

endlich wird. Es seien, wenn y als Function von x betrachtet wird (S. 42),

a", ... a""~" eine Reihe endlicher, nicht singulärer Werthe des Arguments

;, sodass unter den zugehörigen Werthen von y keine gleichen sich finden.

lüm zu bewirken, dass die neue Function für a; = 00 nicht mehr unendlich
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gross wird, betrachten wir anstatt der vorhergehenden jetzt die Function

fixy,y')ix'-a')...(x'-a'"'-")

{x'-x){x-a')...{x-a'"'-")

Sie wird von der ersten Ordnung unendlich gross für x = x', y =^ y und

ausserdem an (m— 1)« = Z anderen Stellen, welche man erhält, indem man

a; = a', a", . . . a""~" setzt und y jedesmal die n zugehörigen Werthe beilegt.

Für hinreichend kleine Werthe von |a;— a;'| und |y— «/'| nimmt die Entwicke-

lung dieser Function nach Potenzen von x—x die Form an

Miy^^^(x'-x).
x—x ^ '

Der Coefficient von {x'—o^^ ist also gleich f{x\y'\\ um diesen Werth] zu

erhalten, wurde im Zähler der Function der Factor (ic'— a') ... (a;'— a"""") hin-

zugefügt.

Für unsere Untersuchung ist es wesentlich, eine rationale Function des

Paares (xy) herzustellen, welche ausser für die Stelle {xy^ nur an solchen

Stellen unendlich gross wird, die nicht für sich |allein ein vollständiges System

von ünendlichkeitsstellen einer anderen rationalen Function des Paares {xy)

bilden können. Dabei soll es sich, wie bisher, um ein Unendlichgrosswerden

mit der Ordnungszahl 1 handeln. Diese Voraussetzung wird auch im Fol-

genden, so lange nichts Anderes bemerkt wird, festgehalten werden.

Die neue Function, deren Existenz jetzt bewiesen werden soll, bezeich-

nen wir wieder mit F{xy^x'y'), die l Stellen, welche aus der Gleichung

f[x, y) = für X = a\ a'\ . . . a"""" erhalten werden, mit

(a.&J, ... (aiii).

Es werde nun angenommen, %^{xy) sei eine rationale Function, welche nur

für die letzteren Stellen oder wenigstens nur für solche, welche unter ihnen

enthalten sind, von der ersten Ordnung unendlich gross wird. Zu diesen

Stellen gehöre («,&,)• Stellt dann das Functionenpaar (x^y^) das Element mit

dem Mittelpunkt (a^bj dar, so ergiebt sich

oder, wenn ^''^^^
^ anstatt ^.(xy) gesetzt wird,
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und
f{x,y„y'){x'-a')...{x--d"'-^^) _ p,>., ,...,,

{x'-Xt){x,-a')...(Xf-a'"'-'')
— ^ 1^2/ ;^ + •••-

wobei F^^\x'y') eine ganze rationale Function des Paares {x'y') bedeutet. Die

Differenz

fixy,y')ix'-a')...ix'-a-'-) _
ix'~-x){x-a')...{x-d'"-'') ^ K^y)^x^^y)

wird dann an der Stelle («jij nicht mehr unendlich, und ihre Unendlich-

keitsstellen sind daher {x'y')-,{a^h^)^...{a^h^. Ist jetzt '^^{xy) eine Function,

welche mir an den Stellen (a^ftj, ... («ji,) unendlich gross wird, so kann man
mit ihrer Hülfe eine Function herstellen, die nur noch an der Stelle {x'y')

kid
an den Z— 2 Stellen («363), ... («jij unendlich wird, u. s. f. Jedoch kann

irch Fortsetzung dieses Verfahrens sicher nicht bewirkt werden, dass die

eilen {Oy^h^ sämmtlich wegfallen. Denn dann würde eine Function existiren,

die nur an der einen Stelle {x'y') unendlich gross wird, und wir würden auf

den jetzt ausgeschlossenen Fall zurückkommen, dass x und y sich rational

durch einen Parameter ausdrücken lassen. Es muss demnach für die Anzahl

der übrig bleibenden Stellen («x^y.) ßi^^^ untere Grenze geben. Wird diese

mit p bezeichnet, so lässt sich also eine in {xy) und {x'y') rationale Function

F{xy,x'y') bilden, welche an der beliebigen, variablen Stelle {x'y') und an q

ebenfalls beliebigen, aber als fest zu betrachtenden Stellen von der ersten

Ordnung unendlich wird, während es keine rationale Function giebt, die nur

an diesen festen Stellen mit der Ordnungszahl 1 unendlich gross würde.

Setzt man l—Q = k, so erhält man für F{xy,x'y') die Darstellung

Fixy,x'y') = ^^l^'^^^^I^^l^^^'Z^-^)^
- F-\x'y')%,(xy) F^\x'y')U^y),

wobei also ^^{xy), . . . %^{xy) rationale Functionen bezeichnen, die an den

l = {m — \)n Stellen, für welche « = a', ...
«*'"""

ist, oder an einigen dieser

Stellen unendlich gross werden. Die ganze rationale Function F'^^\x'y') er-

scheint als Coefhcient von t~^ in der Entwickelung von

f{x^y^,y'){x-a')...{x-a'"'-^')

(x'-x,)(a;,-a')...(a;,-a""-")

nach Potenzen von i, wenn das Element {x^y^ den Mittelpunkt {a^h^ hat.

F^"{x'y') ist der Coefhcient von t~^ in der Entwickelung von

Abeljcka Funetioaen. 9
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f{x,y„y'){x-a')...{x'-a^"'-) _
{x-xt){xt-a')...{xt-d"'-'') K«>y )^AXtyt)i

wo {x^y^ jetzt die Umgebung der Stelle («,&.,) darstellt, und entsprechend

findet man die Functionen F"\x'y'), ... F*\x'y').

Eine Function dieser Art ist noch nicht völlig bestimmt, denn man kann

sie, ohne Änderung ihrer wesentlichen Eigenschaften, mit einer beliebigen

Constanten multipliciren und ausserdem eine willkürliche Constante zu ihr

addiren. Für die eben gebildete Function F{xy, x'y') erhalten wir , wenn wir

x,y in der Nähe von x', y' annehmen,

F{xy,xy) = i^'^ + 5ß(^-a;').

Das Anfangsglied ,^ wollen wir beibehalten, d. h. die multiplicative Con-

stante gleich 1 setzen. Die additive Constante könnte man dazu benutzen, die

Function an einer beliebig gewählten Stelle (fl„6„) zum Verschwinden zu brin-

gen. Alsdann ist die Function eindeutig bestimmt, sobald die Stellen {x'y'')\

{a^bj,...{ab) fixirt sind. Denn gäbe es zwei Functionen dieser Art, so

würde ihre Differenz F(xy,x'y') — F{xy,x'y') an der Stelle {x'y') nicht mehr

unendlich werden, sondern nur noch an den Stellen {a^bj, ... (ab). Da jedoch

eine solche Function nicht existirt, so muss sich die Differenz auf eine Con-

stante reduciren; und diese ist Null, weil F{xy,x'y') und F{xy,x'y') an der

Stelle (a„^„) verschwinden. Mithin sind die beiden Functionen identisch.

Je nach der Wahl der Stellen (a„i„) lassen sich beliebig viele Functionen

F{xy,x'y') bilden. Doch soll jetzt gezeigt werden, dass für sie alle die Anzahl

dieser Stellen, d. h. die Zahl p, denselben Werth haben muss. Ist dies be-

wiesen, so werden wir die algebraischen Gebilde nach dem Werthe von q ein-

theilen können.

Wir nehmen an, es sei eine zweite Function F{xy,x'y') hergestellt, welche

an der Stelle {x'y') und an den a, von den q Stellen («„?»„) verschiedenen

Stellen («'6'), ... (a"*&"'') mit der Ordnungszahl 1 unendlich gross wird, wäh-

rend keine Function existirt, die nur an diesen o Stellen von der ersten Ord-

nung unendlich würde. Die zweite Function soll für hinreichend kleine Werthe

von jic—
aj'l

und \y— y'\ nach Potenzen von x— x' entwickelt dasselbe Anfangs-

glied aufweisen wie F{xy, x'y') und ebenfalls an der Stelle {a^b^) verschwinden.

Die Differenz
Fixy, x'y')-F{xy,xy)



RATIONALE FUNCTIONEN DES PAARES {Xy). 67

wird dann an der Stelle {x'y') nicht mehr unendlich. Setzt man aher für [xy)

das Functionenpaar (x^yf), welches die Umgebung der Stelle (ab') liefert, so

beginnt die Entwickelung mit i~', multiplicirt mit einem gewissen Coefficienten.

Nun ist F{xy, ah') eine Function, welche die letztere Eigenschaft ebenfalls

besitzt. Daher wird ein Coefficient C sich so bestimmen lassen, dass

F{xy , xy') - F(xy , x'y') - G'F{xy , a'V)

an der Stelle {ah') endlich bleibt, und allgemein werden die Coefficienten

C, C", ... C" so gewählt werden können, dass die Function

F{xy, x'y') - F{xy, x'y') - C'F{xy, a'V) C'''F{xy, a'^W)

an keiner der Stellen (ab ^
) (/3 ^ 1, 2, . . . o) unendlich wird. Sie könnte also

nur noch an den q Stellen (a„i„), welche Unendlichkeitsstellen der Functionen

F{xy,x'y') und F{xy,a^ h^ ) sind, unendlich gross werden; da eine solche

Function aber nicht existirt, so muss sie sich auf eine Constante reduciren,

d zwar auf Null, weil alle vorkommenden Functionen für die Stelle {a^h^

erschwinden. Wir schliessen also zunächst, dass wenn eine Function F{xy^x'y')

Von der angenommenen Beschaffenheit existirt, sie sich aus den Functionen

(xy,x'y') und F{xy,a:^^^h^^^) in folgender Weise zusammensetzen lässt:

F{xy,x'y') = F(xy, x'y') + C F(xy, a'b') + + C'^'Fixy, d'^b"^).

loll nun der Ausdruck auf der rechten Seite für die Stellen (a^b^), ... (a h
)

icht mehr unendlich werden, so müssen g Bedingungsgleichungen unter den

rossen C '* bestehen. Man erhält sie, indem man den Coefficienten des

liedes t~' jedesmal dann gleich Null setzt, wenn das für (xy) eingeführte

unctionenpaar die Umgebung einer der Stellen (a^tj, ... (ab) darstellt, in

Igender Form:

F"{x'y') + C'F'"(a'b') + --- + C""F'"{a'n"") =

r

F'^'ix'y') + C'F'^\a'b') + • • • + C"^F'<i\a""b'°') = 0,

ro -F (xy) eine rationale Function des Paares (xy) bedeutet. Ist nun o < p,

so kann man im Allgemeinen, d. h. so lange die festen Stellen nicht be-

sondere Bedingungen befriedigen, keine Grössen C^ finden, welche diesen

Gleichungen genügen. Ist dagegen o = p, so ist dies möglich, voraus-

9*
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gesetzt dass nicht die Determinante der Coefficienten der C^''^ verschwindet,

ein Fall, der nur bei specieller Wahl der festen Stellen eintreten kann.

Verschwindet diese Determinante, so lässt sich eine Function, nämlich

C'F{xy, a'6') + ••• + C"^'F{xy, a'^'ft'?')

bilden, welche nur an den Stellen (a'6'), . .. (a'^'ö'^') unendlich gross wird.

Ist endlich a > p, so könnte man in der ganzen Rechnung die Rolle der

Stellen {a b'), ... {d^'b'^) xind (a^bj, ... (a^b^) vertauschen, mithin für F{xij,x'y')

einen Ansatz machen:

F{xy,x\j') = F{xy,xy) + C,F{xy,a,h,) + --- + C^F(xy,a^b^),

um sich dann in analoger Weise wie vorher zu überzeugen, dass die Be-

stimmung von C^, .. . C im Allgemeinen nicht möglich ist. Das Resultat

dieser Untersuchung ist demnach: Wenn man zwei Functionen F{xy,x''ij') und

F(xy,x'y') von den angenommenen Eigenschaften hat, so müssen sie noth-

wendig von demselben Grade sein. Vorausgesetzt ist bei der Deduction aller-

dings, dass die beiden Reihen (a^bj, ... (ab) und («'&'), ... (a""&"^) keine ge-

meinschaftlichen Stellen enthalten. Aber auch wenn dies der Fall ist, ändert

sich im Princip nichts; denn man kann dann eine dritte Reihe zu Hülfe

nehmen, welche mit keiner der beiden ersten eine Stelle gemein hat. Oder

man verfährt direct, indem man die Summation nur über so viele Functionen

F{xy, a'^^b''^^) erstreckt, als verschiedene Stellen in den beiden Reihen vor-

handen sind, und hierauf denselben Weg einschlägt wie vorher. Man be-

kommt dann weniger Unbekannte und weniger Gleichungen.

Wir gehen nun noch näher auf die Aufgabe ein, eine rationale Function

des Paares (xy) zu bilden, welche an o gegebenen Stellen von der ersten

Ordnung unendlich gross wird. Die Lösung dieser Aufgabe ist möglich,

sobald a > Q angenommen wird, wie schon aus dem Vorhergehenden ersicht-

lich ist. Es seien jetzt {x^yj, (x^yr) und {a^bj, . .. (a^,b^,) die Unendlich-

keitsstellen der zu bildenden Function, wobei wir annehmen, dass die in der

ersten Reihe enthaltenen r Stellen nicht in der Reihe (a^bj, .. . (a b) vor-

kommen. Dann ist a = r + p' und a > p, also r>Q — Q'. Wir betrachten

die Function

C,F{xy, x,y,) + C,F(xy, x,y,) + •• + C,F{xy, x,y,),
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welche bei beliebigen Coefficienten C„ an den r + g Stellen {x^y^)^ ... {x^y^),

(a,6,), .. . (a 6^) unendlich gross wird, und (bestimmen die Coefficienten so,

dass sie an den q — q Stellen («rf+,^j/+i)j • •• (^o^o) nicht mehr unendlich wird.

Setzt man für {xy') ein Functionenpaar, welches die Umgebung einer dieser

Q — Q Stellen liefert, und entwickelt nach Potenzen von t, so ergeben sich, da

jedesmal der Coefficient von i~' verschwinden muss, die Bedingungsgleichungen

' Wir erhalten demnach q — q homogene lineare Gleichungen mit r Unbe-

kannten Cj, ... C^, und da

r>Q-Q\

»80
ist die Bestimmung der Unbekannten möglich, und es existiren also stets

Functionen, welche au mehr als q beliebig gewählten Stellen, und nur an diesen,

von der ersten Ordnung unendlich gross werden. Die Zahl p + 1 giebt hier-

- nach die kleinste Anzahl beliebig zu wählender Stellen eines Gebildes

f(x,y) = i) an, welche angenommen werden muss, damit sich eine rationale

Function des Paares (xy) bilden lasse, die nur an diesen Stellen von der

ersten Ordnung unendlich gross wird.

Aus der durchgeführten Untersuchung geht hervor, dass die Zahl q nur

von der Natur des gegebenen Gebildes abhängt. Sie soll als der Rang des

algebraischen Gebildes bezeichnet werden.

Von welcher Bedeutung der Rang für die Theorie der algebraischen

Gebilde ist, erkennt man namentlich aus dem Satze, dass diese Zahl für

alle Gebilde, welche aus einander durch rationale Transformation hervorgehen,

denselben Werth behält. Dies ist aus der Bedeutung von q leicht abzuleiten.

Es seien nämlich zwei Grössen S,yj mit x,y durch die Gleichungen verbunden:

j
g = E^ixy)

I 7) = R^ixy),

wo die rationalen Functionen ü, (*'</) und R^(xy) so gewählt sind, dass auch

umgekehrt x und y sich rational durch | und -q ausdrücken lassen. Die

durch Elimination von x und y entstehende Gleichung

welche nach dem Früheren (S. 59) irreductibel ist, stellt das transformirte
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algebraische Gebilde dar. Irgend eine rationale Ftinction di{xy) verwandelt

sich durch die obige Substitution in eine rationale Function 9tj(|Yj), und den

Unendlichkeitsstellen (x^y^), ipo^Vp) der ersten Function entsprechen die Un-

endlichkeitsstellen d,''],), ••• (lyi'jp) der zweiten. Sind endlich {x^y^ und (l^v]^)

zwei Functionenpaare , welche entsprechende Elemente der beiden Gebilde

darstellen, so müssen die Entwickelungen von '^{x^y^ und 9t,(l(VjJ nach Po-

tenzen von t identisch sein; die beiden Functionen haben demnach für ent-

sprechende Unendlichkeitsstellen und Nullstellen dieselben Ordnungszahlen,

und der Grad beider ist derselbe.

Wenn also die Werthepaare (l'ifj') und {x'y'\ (a^ßj,...(aß) und {a^bj, ...

(ab), (a„/3<,) und («,6„) einander entsprechen, so kann man sagen, dass die

Function JFj(|7], g'r/), welche aus F{xy,x'y') durch die obige Substitution her-

vorgeht, an der Stelle (l'r,') und den Stellen (a^ßj,... (« /3 ) von der ersten

Ordnung unendlich wird, an der Stelle («„/Sj aber verschwindet. Die Stellen

(«j/3j, ... (a„/J„) sind offenbar so beschaffen, dass es keine rationale Function

des Paares (|7]) giebt, die nur für sie von der ersten Ordnung unendlich

würde; denn sonst würde es auch eine Function von (xy) geben, die nur an

den Stellen [a^bj, ... (a b) unendlich wird, was ausgeschlossen ist. Das durch

rationale Transformation erlangte Gebilde /",(S)^i) = ist mithin ebenfalls

vom Range q.

Der Rang hat hiernach für die algebraischen Gebilde eine ganz andere

Bedeutung als z. B. die Ordnung oder Classe für die algebraischen Curven.

Denn diese Zahlen bleiben nur bei linearen Transformationen ungeändert,

während p auch bei einer allgemeinen rationalen Transformation nicht ver-

ändert wird.

Wir kehren zu der Function F{xy, x'y') zurück, deren Einführung auch

für die Theorie der Integrale algebraischer Functionen von wesentlicher Be-

deutung ist, und gehen auf ihre Zusammensetzung noch näher ein. Wir

haben diese Function (S. 64— 65) in der Form dargestellt:

Durch die Subtraction des Ausdrucks
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wurde erreicht, dass die Function F(xy,x'y') ausser der Stelle (x'y') nur noch

l—k=Q Unendlichkeitsstellen besitzt, die nicht für sich allein ein voll-

ständiges System von Unendlichkeitsstellen einer rationalen Function bilden

können. Die Zerlegung in Partialbrüche ergiebt

(x'-a')...{x'-a""-") c c' c'"*->
V '^ -— '- — +-

r + --- +
{x'-x){x-a')...{x-d"'-^'') x'-x x~a' a;— a""""

Hierbei ist c = 1 , die folgenden Coefficienten c', ... c*"'"" sind ganze Functio-

nen von x' . Man erhält also aus der obigen Gleichung die Darstellung

F{xy,x-y') = I^JI^ ^^F^\x-y')\{xy),

in welcher wesentlich ist, dass in der Summe von Producten an zweiter

Stelle der eine Factor nur von {x'y'), der andere nur von {xy) abhängt; und

rar ist der erste Factor eine ganze Function des Paares {x'y'), der zweite

ine rationale Function des Paares (xy). Das Glied an erster Stelle ist un-

littelbar aus der Gleichung f(x,y) = zu bilden.

Hat man eine solche Function, so kann man aus ihr durch das oben

jeschriebene Verfahren beliebig viele herstellen. Sind nämlich {a'b'), ... (a'^'6'^')

lindere g Stellen, für welche es keine Function giebt, die nur an ihnen von

ier ersten Ordnung unendlich wird, so sei F{xy,x'y',a'b', . .. a'^^b'^^) eine

Function, die ausser an der Stelle (x'y') nur an diesen q festen Stellen un-

endlich wird. Um sie zu bilden, gehen wir von dem Ausdruck

F{xy, x'y') + C'F{xy, ab') + • •• + C^^Fixy, a'«'6'?')

Lu8 und bestimmen die Coefficienten C""' so, dass er an den Stellen (a„J„)

idlich bleibt. Wir erhalten dadurch q Gleichungen der Form

F'^'ix'y') + C"F'"'(a'6') + • • • + (7'?'F'«'(a<«'6'?') = (a = l, 2, . . . p).

)ie Determinante aus den Coefficienten der Grössen C"' kann nicht Null sein;

lenn dies würde bedeuten, dass es eine Function gäbe, welche nur an den

Stellen («'6'), . .. (a'^'i"^') unendlich würde (S. 68). C*"' ergiebt sich mithin

Is lineare Function F'^'^x'y') der Grössen F^"{x'y'), ... F^^\x'y')., sodass man

F{xy, x'y', a'b',... a'?'6'?') = F{xy, x'y') Y 2 F"'\x'y')F{xy, a'"'5'"')

i
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oder, wenn man für F(xy, oo'y') den vorher gefundenen Ausdruck einsetzt,

F{xy,x'y',a'V,...d^h^^^) = H^f- + ^(x'y\[xy]^
»Aj d^ U

erhält, wo in der Summe wieder ganze Functionen des Paares {xy'^ mit

rationalen Functionen des Paares (xy^ multiplicirt sind.

Man braucht also nur eine Function von den angegebenen Eigenschaften

wirklich herzustellen. Auch ist die Voraussetzung nicht wesentlich, dass die

Unendlichkeitsstellen (a'6'), . .. (a'^'6'*') der Function alle von einander ver-

schieden sind. Um diese Beschränkung aufzuheben, ist es vor Allem nöthig,

aus der Function F{xy,x'y') eine andere abzuleiten, die an einer willkürlich

angenommenen Stelle von beliebig vorgeschriebener Ordnung und an q ande-

ren Stellen von der ersten Ordnung unendlich gross wird.

Dieselbe Rolle wie hier F(xy;x'y') spielt für die rationalen Functionen

einer Veränderlichen die Function ^, welche für a; = ic' von der erstenx—x '

Ordnung unendlich wird. Man kann aus ihr Functionen, welche an einer

gegebenen Stelle a von beliebiger Ordnung unendlich gross werden, dadurch

ableiten, dass man x'= a + t setzt und nach Potenzen von t entwickelt:

i x— a— t x— a (x—a)

Die Coefficienten der Entwickelung liefern nämlich Functionen, die an der

Stelle X ^ a von der ersten, zweiten, . . . Ordnung unendlich gross werden.

Ganz ähnlich könnte man für die Function

F{xy, x'y')

verfahren, deren Entwickelung für die Umgebung der Stelle {x'y') mit ,_

beginnt (S. 66). Setzt man hier, wenn (ab) eine Stelle bedeutet, für die

f\xy\ nicht verschwindet,

x' = a + t, y' = h+f^if),

so erhält man die Entwickelung

1

x— a — t
+ '^{x-a-t),
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ins der ähnlich wie vorher Functionen abgeleitet werden könnten, die an

ler Stelle (ab) von beliebiger Ordnung unendlich werden. Allein wir

lürfen, um hinreichend allgemein zu verfahren, die Stelle (ab) jener Be-

schränkung nicht unterwerfen.

Es sei (x'y') ein beliebiges Functionenpaar, welches ein Element mit

lem Mittelpunkt (x'y') darstellt. Dann empfiehlt es sich, anstatt
(a^y.a^TyT)

>ach Potenzen von x zu entwickeln, von vornherein den Ausdruck noch mit

p, zu multipliciren, weil er nur in dieser Verbindung in der Theorie der

itegrale algebraischer Functionen gebraucht wird und alsdann auch keine

Jer Variablen x und y vor der anderen bevorzugt ist. Denn durch Diffe-

entiation der Gleichung f{x, y) = folgt

f{xy\dx + f{xy\dy = 0,

lithin

dx dy

ind es ist daher

Fixy,x'.y
'

^ ) dx'^ F{xy,x[ y'^) dy^

= H{xy, x'y')

Im Folgenden werde nun bleibend

F{xy,x'y')-F(aX,x'y')

fi^'y'X

gesetzt, wobei F{xy,x'y') die p + 1 Unendlichkeitsstellen {x'y'),{a^bj, ... (a^b^)

lat, aber noch nicht an der Stelle (a^ij verschwinden soll. Dann ist

l{xy,x'y') eine rationale Function des Paares (xy), die ausser an der Stelle

\x'y') noch an q von einander verschiedenen festen Stellen (a,i,), •• • («^^g)

^on der ersten Ordnung unendlich wird und an der Stelle (a,5J verschwindet;

r f,^! ?^^ kann hierbei in der Form:

F{xy, xy) ^ fjxy, y)
fix'y), {x-x)f{x'y).

+ S
{x'y')i{xy]x

f\x'y'\

largestellt werden, wo {x'y')^ eine ganze Function des Paares [x'y') und \xy\

ine rationale Function des Paares {xy) bedeutet.

Unsere nächste Aufgabe ist, die Entwickelung von

H(xty„x'^y'^)-^

lach Potenzen von t und x zu untersuchen. Dabei soll (x^y^) ein willkürlich

Ab<l(che Fonetioneii. 10
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angenommenes Functionenpaar sein und mit (x^y^) dasjenige Functionenpaar

bezeichnet werden, welches aus jenem durch Vertauschung von t mit x oder

durch eine Substitution

t = ct + c't' + ---

hervorgeht. («J^J) und (x'^y'^) dagegen sollen ein Element darstellen, das mit

dem durch (x^y^) oder (x^y^) dargestellten nicht äquivalent ist.

Für diese Untersuchung ist es nöthig, beurtheilen zu können, wann der

Quotient zweier Potenzreihen von t und x sich in eine gewöhnliche Potenz-

reihe entwickeln lässt. In meiner Abhandlung »Einige auf die Theorie der

analytischen Functionen mehrerer Veränderlichen sich beziehende Sätze« habe

ich im § 2 den folgenden Satz bewiesen, mit dessen Hülfe die aufgeworfene

Frage zu entscheiden ist:

»Kann man zeigen, dass der absolute Betrag des Quotienten

wenn (x^,...x^) in einer gewissen Umgebung der Stelle (0, ...0) und so, dass

^^(x^^...x^) nicht gleich Null ist, angenommen wird, stets kleiner als eine

angebbare Grösse ist, so reicht dies aus, um festzustellen, dass ^^ («,,... ic^)

durch '^^{x^, . . . x^) theilbar ist.« Dabei wird vorausgesetzt, dass ^^(0, ...0)

und ^,(0, ...0) gleich Null sind.*)

Bei diesem Nachweise kann man noch eine endliche Anzahl von Werth-

systemen {x^.,...x^) ausschliessen.

Will man diesen Satz auf

anwenden, so ist zunächst zu bemerken, dass das zweite und dritte Glied

rechts sich stets nach Potenzen von t und x entwickeln lassen, und dass

dabei negative Potenzen, wenn sie überhaupt vorkommen, sicher nur in end-

licher Anzahl auftreten. Bei der Untersuchung des ersten Gliedes der rechten

Seite sind mehrere Fälle zu unterscheiden.

- Erstens: x^ und x'^ haben für if = und x = endliche, von einander

*) Vgl. Bd. II, S. 146 dieser Ausgabe.



BATIONALE FUNCTIONEN DES PAARES (xy). 75

verschiedene Werthe. Der Nenner beginnt dann, nöthigenfalls nach Ab-

sonderung eines Factors x'', mit einer constanten, von Null verschiedenen

irrösse, und die Entwickelung des ersten Gliedes nach steigenden Potenzen

?on t und t ist möglich.

Zweitens: Von den beiden Functionen Xf und x'^ wird die eine, z. B. x^^

Sjir i = unendlich gross, während die andere für x = endlich bleibt.

)ann kann man setzen

•*'< •*'T •*'< •*'<

ind erhält für jenes Glied, wie man leicht sieht, wieder eine Potenzreihe

ron t und x.

Drittens: Xf und x'^ reduciren sich für die Nullwerthe auf denselben

bndlichen Werth a, sodass

Vi
= h+b,f +

gesetzt werden kann, b' ist hierbei nur dann gleich b, wenn die beiden

icht äquivalenten Elemente {x^y^) und {x'^y'^) denselben Mittelpunkt haben,

''ird für t = oder x = y^ oder y'^ unendlich gross, so ist 2/^— 6

iurch — und yl—b' durch -r zu ersetzen (S. 54). Dann schliessen wir zu-

lachst solche Werthe von t und x aus, für welche entweder f{x'^y'^\ ver-

gehwindet, oder y^ oder y'^ unendlich gross wird. Alsdann kann der Quotient
{xtyt,yx

)_^ ^^ f^xy,y') eine ganze rationale Function von x,y,y' ist (S. 62),

Jfür kleine Werthe von \t\ und |x| nach steigenden Potenzen dieser Grössen

[entwickelt werden. Ist das Werthepaar {ab') ein singuläres, sodass f{ab')^ ver-

lachwindet, oder stellt eins der beiden Functionenpaare ein unendlich fernes

[Element des Gebildes dar, so können in dieser Entwickelung auch negative

*otenzen auftreten, aber nur in endlicher Anzahl. Bezeichnet man mit ^(i, x)

eine Potenzreihe, welche nur positive Potenzen von t und x enthält, so kann

lan also stets schreiben:

fi^iVt^y'.) äx'^ _ m, ^) 1

{x,-x'^)f{x'^y^\ dz t"-:!' Xf—x'^

10"
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Wäre nun f
^ '^, nicht nach positiven Potenzen von t und x entwickelbar,

so würde man für unzählige Werthsysteme (i, x) bewirken können, dass der

Nenner verschwindet, der Zähler aber nicht, wobei man ausser den schon vor-

her ausgeschlossenen Werthen von t und x auch die Werthe ^ = o, x = aus-

schliessen darf. Der Quotient und demnach die linke Seite der vorstehenden

Gleichung würde also für unendlich viele Werthsysteme {t, x) unendlich gross

werden. Es wird aber

{x,-x',)f{x',y',\ dz

unter den gemachten Annahmen nur unendlich, wenn gleichzeitig cc, = x
,

y^ = y'^ ist. Bestimmt man nun zu einem kleinen Werthe von t einen ent-

sprechenden Werth von x so, dass x^ = x'^ wird, so ist nicht stets y^^= y ^

denn sonst würde ix^ij^ dasselbe Element darstellen wie {x^y^. Die rechte

Seite der obigen Gleichung lässt sich mithin in eine Potenzreihe von t und x

entwickeln, die nur eine endliche Anzahl negativer Potenzen enthalten kann.

Viertens : Ist x^ für i = und gleichzeitig x^ für x = unendlich gross,

hat man also

,,-»"+••
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sobald, wie oben festgesetzt, die beiden Functionenpaare {x^y^ und {x'^y'^)

nicht äquivalente Elemente des Gebildes darstellen.

Es bleibt noch die Entwickelung von H{x^y^,x^y^)--^ vorzunehmen, also

der vorher ausgeschlossene Fall zu untersuchen, in welchem die beiden

Functionenpaare dasselbe oder äquivalente Elemente darstellen. Es sei

Xt == a + aj^ + •,

so kann gesetzt werden

also

Da nun für t = die Entwickelung von x^— x^ mit a^f beginnt, so kann

Iman
nach den im ersten Kapitel mehrfach angewandten Sätzen der Functio-

nentheorie setzen:

Xt-X, = [tt'+{TXtf^-'+... + (,)^]Sß{t,z),

wo das Anfangsglied von ^(^t) eine constante, von Null verschiedene Grösse

ist und (t)j, . . . (t)^^ Potenzreihen von t mit nur positiven Potenzen bezeichnen.

Aus der Entwickelung

(xt-x^)f{x^y^\ d- fzf Xt-x^ dx fif dx

folgt daher

{Xi-Xx)fi^xyx)2 ä^ «"t.*[<'' + (T),r-' + • • • + (t)^]

Zu jedem hinreichend kleinen Werthe von t gehören zu Folge der Gleichung

I ft Werthe i, für welche der Nenner verschwindet. Einer von diesen ist i = t,

,die übrigen seien mit <,,... ^_, bezeichnet. Wir schliessen nun ausser dem

Werthepaar ^ = 0, x = erstens diejenigen unendlich kleinen Werthe von t

.aus, für welche die zugehörigen Werthe von t nicht sämmtlich verschieden

[sind, und zweitens diejenigen, für welche f{x^y^), = ist. J'ür alle nicht

lausgeschlossenen Werthe braucht dann, wenn x^ = x^ ist, nicht auch y^ = y^

[zu sein, vielmehr tritt dies nur für den einen Werth t = x ein. Wenn der
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ZU a;^ gehörige Werth y^ von y. verschieden ist, so verschwindet der Zähler

des betrachteten Ausdruckes, denn f{xy,y') wird Null, wenn x gleich x', y aber

von y verschieden angenommen wird. Es verschwindet daher auch ^ (^, x)

für t = t^,... ^„_.. Eür t = T wird ^j^0^ = 1 (S. 63), also ergiebt sich

^o(^ t) _ j
für t = t„...t^_,

fx? (1 für ^ = T.

Aus x-x^ = (i-T)^(i,x), folgt noch

Betrachtet man nun die Function

(^<-«t)/"K2/tX äx t-z'

so wird diese für t = i nicht mehr unendlich. Setzt man t = t , ... t _ , so

hat nach Ausschluss der angegebenen Werthe von i sowohl das erste, wie

das zweite Glied einen endlichen Werth. Die Potenzentwickelung ist daher

für diese Function möglich, d. h. es wird

fi'^tygyd d^x l_ ^ -P,(<,-)

{xt-x^)f{x^y^\ dx t-T rtf

Stellen {x^y^ und {x^y^) dasselbe unendlich ferne Element des Gebildes dar,

so sind — und -- einzuführen (S. 75), und es ändert sich in den vorher-

gehenden Betrachtungen nichts Wesentliches. Demnach gelangen wir in

dem vorliegenden Fall zu dem Resultat:

H{Xti/„x^y^)-^ = -1^ + P(<,r).

Nach Aufstellung der beiden fundamentalen Gleichungen für die Ent-

wickelung von H{x^yi,x^y[)^ und von H{x^y^,x^y^)-^ müssen wir uns nun

darüber Rechenschaft ablegen, wann negative Potenzen von t und t überhaupt

vorkommen können. In den beiden mit P(^, x) und P^{t,i) bezeichneten

Potenzreihen können negative Potenzen von t nicht auftreten, so lange das

Functionenpaar (x^y^) nicht die Umgebung einer der Stellen {a^bj,...{ab)

darstellt. Denn sonst würden die rechten Seiten der aufgestellten Gleichungen
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tfür t = unendlich gross werden, welchen Werth innerhalb gewisser Grenzen

lan auch der Grösse x beilegte. Es wird aber die Function H{xi/,x'y')

lnur unendlich gross, und zwar von der ersten Ordnung, wenn (xy) gleich

[einem der Paare («„&„) genommen wird, und ausserdem für (xy) = (x'y'),

|d. h. für ^ ^ T.

Das Functionenpaar, welches die Umgebung der Stelle (a„6„) darstellt,

fwerde nun mit
a a «

[bezeichnet. Für dieses Functionenpaar tritt bei der Entwickelung von

H{xy,x'y') nach Potenzen von t die eine negative Potenz t~^ auf, und es

werde gesetzt]

(A.) H{x,y,, x'y') = H{xy\ r' + ± H^^x'yX t\

)ie rationalen Functionen H{x'y')^ und H'(x'y')^ = —H^"(x'y')^ des Paares

[x'y'), die hier als Entwickelungs-Coefücienten erscheinen, werden eine be-

|deutende Rolle in den ferneren Untersuchungen spielen.

Um zu Functionen zu gelangen, die an einer gegebenen Stelle von be-

iebig hoher Ordnung unendlich gross werden, entwickeln wir, wie oben

(S. 72—73) angedeutet wurde,

H{xy,x^y^)-^

nach steigenden Potenzen von x. Es sei, wenn (ab) das Werthepaar be-

zeichnet, das aus (x^y^) für x = hervorgeht:

(B.) H(xy, x,y,)^ = -'Z H{xy, ah)^ T^

Wir wollen die Eigenschaften der Functionen H(xy, ab) untersuchen und

zunächst annehmen, dass (ab) nicht mit einer der Stellen (a^bj zusammen-

fällt. Setzt man in die Gleichung (B.) (x^y^) für (xy) ein, wobei (x^y^) und

(*'t^t)
äquivalente Elemente sein sollen, und entwickelt die linke Seite nach

steigenden Potenzen von x, so ergiebt sich

Hieraus folgt durch Vergleichung der Coefficienten von x" auf beiden Seiten
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wenn, wie üblicli, der Coefticient von x^ in der Reihe P(^ t) mit [P(t,T)]^

bezeichnet wird. Da nun in der Reihe P(^, t) nach der über (x^y^) gemachten

Annahme negative Potenzen von t nicht vorkommen, so wird

Für ein anderes Functionenpaar (x'^p'^), dessen Mittelpunkt weder die Stelle

(ab) noch eine der Stellen («„&„) ist, erhält man ebenso aus der Gleichung

d.h.

H{x\y\,ahl = ^,{t).

Endlich ist auch
a et CtcC

H{xtyt, x^y^) -^ = P^{t, t)
,

aber P^{t^, x) enthält jetzt die negative Potenz i~\ und zwar wird nach (A.)

H{xtlt,x^y^)^ = H{x^yX-^t~' + ----

In derselben Weise wie vorher ergiebt sich

H{Xtyt,al\ = -r' H(..,.)„^ + ^(0 (a = l,2,...e).

Um die Form der Entwickelung von H{x^y^,ab) zu ermitteln, wenn (ab)

mit einer der Stellen («„^„) zusammenfällt, gehen wir von den Gleichungen

a

H{xy,x^y^)-^ = -^S{xy, a^\\z^

,

,a a « « . dx^

dz ' t— T
H{x,yi, x^y^)-^}- + -j—^ = F{t, x)

aus. Der Ausdruck H(x^y^,x^y^)-j^ muss von der ersten Ordnung unendlich

gross werden, wenn man t = setzt, x aber innerhalb gewisser Grenzen be-

liebig lässt. Daher tritt in P{t, x) die Potenz i~' auf, und zwar nach (A.)

mit dem Coefficienten
a

a a dx
H{x^yX--j;^-
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Entwickelt man nun wieder in der zweiten der vorstehenden Gleichungen beide

ISeiten nach steigenden Potenzen von x und bestimmt den Coefficienten von

\ so folgt mit Hülfe der ersten Gleichung:

h.

E{xtyt,aJX = f r' H{x^yr)a-^ +m) (a = i,2,...e).

Bedeutet iflgiß) eine von {aj)^) verschiedene Stelle aus der Reihe
? ? J ?

.

[(a i ), ... (a 6 ), und wird {x^y^ für das erste Functionenpaar gesetzt, so ist

iie Gleichung

BU benutzen; dann ergiebt sich

H{xtyi,aJ)„\ =

[Endlich ist

-r' .+^.(0
/a,ß=l,2,...e\

dx^
H{x'ty\,x^y;)-^ = P^{t,^),

wo die Potenzreihe keine negativen Potenzen von t enthält, mithin

H{x'ty't, a„h^\ = "^(t) (« = l, 2, ... e).

Die drei zuletzt ausgeführten Entwickelungen lassen erkennen, dass die

Function

H{xy,aJ)„\

nur an den Stellen (a^i,), ... {aJ>^) unendlich wird.

Nimmt man nun /* = 0, so tritt überall nur die (—1)** Potenz von t auf.

Da aber eine Function, welche nur an den Stellen (a„&^) von der ersten

Ordnung unendlich wird, nicht existirt, so muss H{xy, a^bj^ eine Constante

sein. In der Gleichung (B.), welche zur Definition der Functionen H(xy, ab)

dient, wird die linke Seite gleich Null, wenn {xy) = (a^bj gesetzt wird (S. 73).

Folglich verschwindet auch die rechte Seite jedenfalls, wenn das Functionen-

paar {x^y^.) nicht die Umgebung der Stelle (a,6J darstellt, d. h. es ist

AbeUche Fonctioaen. 11

I
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für jedes Werthepaar (ab), welches von («<,6J verschieden ist, und speciell

H{%\,a^b^)^ = 0.

Setzt man nun in der Gleichung

H{xy,a^h„\ = G

(xy) = (a^bj, so folgt C = 0, also

E{xy, aj)^\ = 0.

Wir wollen jetzt untersuchen, ob in der Gleichung (B.) (S. 79) auch

negative Potenzen von t vorkommen können und in welcher Anzahl, ob also

Functionen H{xy, ab)^ mit einem negativen Index existiren. Es war allge-

mein (S. 78)

dx 1
H(xti/i,x^y^)-^ =

-^—f
+^('''^)'

und es traten in P(t, x) negative Potenzen von t nur auf, wenn (x^y^) mit

einem der Functionenpaare (x^y^) zusammenfiel. Mithin wird

E{x,y„ab)_^ = _[.- + <t-+... + P(^t)]^_^ = -r--[P(i, t)]^_^,

d.h.

Hi^tVuab).,, = m)-
Femer ist

Hix',y'„ab)_^ = -[P,{t,.)]^., = ^,(t).

In den Gleichungen

H(xtyt,x^y^)-^ + -^-—^ = ^(^^).

H(xtyi, x^y^) -^ = P,{t, x)

kommt auf den rechten Seiten die eine negative Potenz t~^ vor. Das Er-

gebniss aus allen vier Gleichungen ist also, dass H(xy,ab)_^ nur an den

Stellen (a^b^), und zwar von der ersten Ordnung, unendlich werden kann.

Dies ist nicht möglich, und es folgt daher, auch wenn (ab) mit einer Stelle

(a^b^) identisch ist,
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[Nun haben wir aus der Gleichung (B.) abgeleitet, dass

H{a,\,ah\ =

st. Dies gilt für positive und negative Werthe von /i, und es ergiebt sich

laher für {xy) = {a^bj aus der vorhergehenden Gleichung C = 0, d. h.

H{xy,ah)_^ = 0,

[wenn nur die Stelle {ah) von (a^ftj verschieden ist.

Um die in Rede stehenden Functionen auch für die letztere Stelle zu

mtersuchen, setzt man zweckmässig

H{xy, x'y) = H{xy, x'y') - H{%\, x'y'),

70 die neue Function H(xy,x'y') die Eigenschaft besitzen soll, an einer von

(^o^o) verschiedenen Stelle (a„6„) zu verschwinden. Im Übrigen möge sie, wie

Pdie ursprüngliche Function H{xy^x'y'), an den Stellen (x'y), (a^bj, ... (a b
)

unendlich gross werden, und ihre Entwickelung für die Umgebung der SteUe

{x'y') mit dem Gliede ,_ beginnen.

Führen wir das Functionenpaar {x^y^) ein, so wird

H(xy, x,^y^) -^ = H(xy, x^y^) -^ - H{a,b„ x^y^)-^

,

und nach dem vorher Bewiesenen enthält der erste Theil auf der rechten

Seite keine negativen Potenzen von t. Es ist also

r , " .dx
[H{xy,x^y^)—^

dr

ferner kommen in der Formel

•"t-/*

— dx 1
H{x,y„x,y,)^ + j~^ = P(t,.)

rechts negative Potenzen von t nicht vor, da {x^y^) nicht die Umgebung einer

1er Stellen {a^bj ... {a^b^) darstellt. Für t == folgt

S{a,b„xJ,)^-r-^ = P(0,t).

P(i, t) können aber auch negative Potenzen von x nicht auftreten. Denn
11*
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giebt man t einen bestimmten, von Null verschiedenen Werth, für welchen

das Functionenpaar (x^y^) in (xy) übergehen möge, so müsste P(^,t), mithin auch

H{xy,x^y^)-^, für t = unendlich gross werden, d.h. H(xy,a^bJ_^ von

Null verschieden sein; dies ist aber nach dem Obigen nicht der Fall. Auf

der rechten Seite der Gleichung

ist hiernach x"' die einzige negative Potenz, also

und hieraus folgt weiter:

JS(xy
,
a,b^)_^, "" >1

Für einen positiven Index jt geben die auf S. 79— 81 über die Functio-

nen H(xy^ ab) entwickelten Gleichungen zusammengestellt folgende Formel-

systeme :

(1) H{x,y„al\, = r^^-^ + Sß{t)

(2) Hix'.y't, ab\ = ^{t)(I)

(3) H{xtyi, al)\ Hix^y^)/^ +m)
J^lL

(1) H{xtyt,aMn r^'-'-t-
a a ß,x

(H) ,? f
(2) H{x,y„aM^ = -T' Hix^y^)ii~^

tf

(«==i,...e).

(« = 1, . . . e)

(ci,ß = l,...Q\

\ a^ß )

\ (3) H(x'ty't, aMu = W) (« = !,... e).

Nunmehr sind wir im Stande, das Verhalten der Function II(xy,x'y')

vollständig klarzulegen. Es ist für die Untersuchung wesentlich, diese Func-

tion, wenn man (xy) in der Nähe einer Stelle {ab) und {x'y') in der Nähe

derselben Stelle oder einer anderen {ab') annimmt und {x^y^) für {xy), {x^y^)

für {x'y') setzt, nach Potenzen von t und t entwickeln und die Form der Ent-

wickelung angeben zu können. Die Bezeichnungen {x^y^) und {x^y^) wollen

wir in der bisherigen Bedeutung beibehalten. Die Paare {x^y^) und (a?^2/<)
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sollen von den {x^y^) und von einander verschieden sein, {x^y|) oder {x^y^)

auch von {x^y^).

Unter diesen Voraussetzungen ist, vpenn ^(^, t) immer eine Potenzreihe

bezeichnet, welche negative Potenzen weder von t noch von x enthält:

(in)

fir 1

(1) H{x^y„x,y;)t^::- = -^^^^W,-^)

(2) Hix,y„x,y,)^ = t-^H{x,y,)J-^ + ^{t,r)
dz dz

I (3) H{x\y\,x,y,)^f = '^{t,i)

Negative Potenzen von x treten in keiner der drei Formeln auf, weil

l{xy, ab)_^ = ist.

Ein zweites Formelsystem ergiebt sich, wenn {x^y,) durch (x.y ) ersetzt

drd:

1 1
« « a a aX 1 a a (IT

(1) H{x,y„x,y,)-^- = ---^- + r'i/(x,i/,)„^^ + $(^, r)

.(IV) (2) HÜ,xJ^)^
ce cc nT

dx

u
et a {lir

(3) H{x\y\,x,y.,)^ = m,^)-

lln beiden Systemen gilt die Gleichung (3) auch dann, wenn man {x^y^ für

i^\y'^ setzt.

Eine dritte Gruppe von Formeln finden wir durch Entwickelung von

* dx
H{Xtyt,x^y^)-^

nach Potenzen von x. Hier tritt die negative Potenz x~' auf, und zwar mit

dem Coefficienten — 1

.

(1) H{x;y„x,y,)^l^ = ^^-z-^ + m,^)10
(V)

<[ (2) H{x;y„x,y,)^ = -.-^^t-^H{x,yX^ + m,^)

(3) Hix',y-,xJ,)^ = -T-^ + ^it,r).

l
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Aus diesen Gleichungssystemen kann man eine wichtige Eigenschaft der

Functionen H{xy)^ ableiten. Betrachten wir z.B. die Formel (111,2), so

kann in der Entwickelung der linken Seite nach steigenden Potenzen von x

eine negative Potenz von x nicht auftreten, mithin muss

sein. Ebensowenig kommen unter derselben Voraussetzu.ng in (IV, l) oder

(IV, 2) auf den linken Seiten negative Potenzen von x vor, und man hat daher

Endlich enthält in der Formel (V, 2) die Entwickelung von

a a (^
H{xtyt,x^y^)--^

nur die eine negative Potenz — x~', folglich ist

Hiermit sind alle Fälle erschöpft, und man sieht, dass wenn {x y ) ein

beliebiges Functionenpaar bezeichnet, wohl in H{x^y )^, aber nicht in

H{x^y^)^-^ negative Potenzen von x auftreten können.

Wir werden im fünften Kapitel, bei der wirklichen Berechnung des

Ranges eines algebraischen Gebildes, an zwei Beispielen zeigen, wie mit

Hülfe dieser Eigenschaft die Functionen H{xy)^ sich herstellen lassen.



Drittes Kapitel.

Darstellung einer rationalen Function des Paares {xy)

durch die Function H{xy,x'y').

Um die Sätze über die jEf-Functionen auf die Darstellung einer beliebigen

rationalen Function des Paares (xy) anwenden zu können, ist ein wichtiger

[ülfssatz vorauszuschicken. Es sei zunächst F(x) eine rationale Function im

gewöhnlichen Sinne, «,,... a„, die verschiedenen Werthe von x, für welche

ie unendlich wird, so kann man F{x) darstellen in der Form:

Fix) = g{x) +
x— a.

+

+

+
x— a„

+ •

{x-aj
• + •

+ •

)enken wir uns nun die Function für Werthe in der Nähe von a^ entwickelt

id setzen zu diesem Zweck

X = «1 + <

,

so kommen Glieder mit negativen Potenzen von t nur in der ersten Horizontal-

reihe vor. Der Coefficient von T' speciell ist gleich A^. Macht man die

Entwickelung auch in der Nähe der anderen Unendlichkeitsstellen, so folgt

m m

V= 1
' 1=1

Man kann nun andererseits die Function F{x) auch für grosse "Werthe von x

entwickeln, solche nämlich, welche dem absoluten Betrage nach grösser als

*il' I

a^
I

sind. Dazu setzen wir

^ = 7

I
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und geben t einen kleinen Werth. Es ist dann

(x-aT
'f-^J

Soll also ein Glied mit der ersten Potenz von t vorkommen, so muss noth-

wendig ft = 1 sein, d. h. man erhält solche Potenzen nur aus den Anfangs-

gliedern der obigen Horizontalreihen, oder es ist

mithin

SA,

S[F(a., + Ol-,.

Dies ist einer der wesentlichsten Sätze aus der Theorie der rationalen Functio-

nen. Er liefert umgekehrt wieder die Darstellung der Function durch Partial-

brüche.

Die Gleichung

y-F(x) =

stellt ein algebraisches Gebilde dar, und zwar haben wir es mit dem ein-

fachsten Falle zu thun, wo nämlich die Gleichung in Bezug auf eine der

Veränderlichen vom ersten Grade ist. Wir wollen untersuchen, wann in der

Entwickelung der Function

yt
dXfW

ein Glied mit T' auftreten kann. Negative Potenzen überhaupt können erstens

erscheinen, wenn y für einen endlichen Werth von x unendlich gross wird.

Dann kann man setzen

(a.)

und es wird

Vt

Vt

dXf

"df

Uy+t

= S[^(«v+OL-, = SA,
'r

die beiden ersten Summen ausgedehnt über alle Elemente, welche durch ein

Functionenpaar von der Gestalt (a.) gegeben werden.
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Wird zweitens für i = a; unendlich gross, während der Werth von y

idlich oder unendlich sein kann, so ist zu setzen

1

( ^< = T
(b.)

1

<

P{t).Vt

Jm für diesen Fall die Glieder mit t ' zu bestimmen, hat man in der Ent-

^ickelung von F(x^ die Potenz t^ beizubehalten; denn diese wird mit
dxj

dt
7,- multiplicirt. Was die ganze Function g{x) betrifft, so ist

g{x)äx = dg^{x),

wo g {x) wieder eine ganze rationale Function von x bezeichnet, g^ipc^ eftthält

iaher nur negative Potenzen von t, und in der Ableitung

dt

cann r' nicht auftreten. Nun war

gio't)
dXf

{F{x)]^ - [i^(|) — 2 •^»»

ithin wird für die Annahme (b.):

dxt
Wf dt

= -S A-

Aus der Zusammenstellung der beiden Fälle folgt

Vt
dXf

~df
0,

fwenn jetzt die Summation über alle Functionenpaare (oc^y^) ausgedehnt wird, für

|Welche in y^-^r überhaupt negative Potenzen von t auftreten.

Es sei jetzt allgemein

f{x,y) =

[die Gleichung eines beliebigen algebraischen Gebildes und F(xy) eine ratio-

lale Function des Paares (xy). Die Entwickelung von

dx,
F(x,y,)^^

AleUche Ftmetionen. 12
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kann negative Potenzen von t einerseits dann enthalten, wenn (x^y^) die Um-
gebung einer der Stellen darstellt, für welche F{xy) unendlich gross wird;

die Anzahl dieser Functionenpaare ist jedenfalls eine endliche. Anderer-

seits kann eine negative Potenz auch auftreten, wenn eines derjenigen

Functionenpaare eingesetzt wird, bei welchen für ^ = x^ unendlich gross

wird. Es ist aber nicht unbedingt nöthig, dass für alle diese Functionen-

paare wirklich negative Potenzen vorkommen. Denn es kann sein, dass von

den beiden Factoren des Products der eine von einer bestimmten Ordnung

unendlich gross, der andere von derselben oder einer höheren Ordnung un-

endlich klein wird.

Die Summe
äxt

ausgedehnt über alle Elemente, für welche ein Glied mit if"' wirklich vor-

kommt, kann ohne Änderung ihres Werthes auch allgemeiner über alle eben

genannten Elemente erstreckt werden; denn wenn einige von ihnen keine ne-

gative Potenz von t liefern, so fallen die diesen entsprechenden Glieder von

selbst heraus. Es seien nun

«i» «2. ••• «m

diejenigen Werthe von a;, für welche wenigstens einer der n zugehörigen

Werthe von F(xy) unendlich gross wird. Mit {x^y^ soll ein beliebiges der

Functionenpaare bezeichnet werden, welche für t =^ Q den Werth a; = a^ und

einen zugehörigen Werth von y liefern, während {x^y^ der Reihe nach alle

diejenigen Functionenpaare darstelle, welche für ^ = a; = oo geben. Dann ist

FM'lf = s Fixm)"^
dXf

+ --+S +S F{x,y,)
dXf

d. h. die Glieder, welche die auf der linken Seite stehende ursprüngliche

Summe bilden , • sind in dem Aggregat der Theilsummen rechts sicher enthalten.

Die Bestimmung dieser letzteren Summen kann nun, wie wir sogleich sehen

werden, mittels des vorher aufgestellten Hülfssatzes bewirkt werden.

Es ist jedoch nicht überflüssig, zu bemerken, dass der Coefficient von

t~^ in der Gleichung

F{x,y,)^ = ct-^ + P'(t)
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^wigeändert bleibt, wenn man das Element (iP^^/J durch ein äquivalentes er-

^ptzt. luhrt man nämlich ein solches Element (x^y^) durch die Substitution

ein, in Avelcher g^ von Null verschieden ist (S. 16), so wird

Fix^y.)^^ = F{x,y,)^-^ = ct-^^ + F'it)-f
~dx

dXi dt

dt dz dx dT

^dlogt
^

dPjt)

d-i dx

In dem zweiten Gliede rechts kommt t~' nicht vor, denn sonst müsste P(t),

als Potenzreihe von x dargestellt, ein lognrithmisches Glied enthalten, und

dies könnte wiederum nur der Fall sein, wenn P(t) selbst ein solches ent-

ielte. Ferner ist

logt = l0gT+^(T),

dlogt ^ + $'W,

lithin

Fix^y,)^ = c^ + P.(x) = cx- + P.(r).
d- dx

^ie Substitution ist demnach auf den Coefficienten der (— 1 )'^'' Potenz

Ihne Einfluss, während die Coefficienten der übrigen Potenzen geändert

rerden. Dies beruht also auf dem einfachen Satze, dass bei der Diffe-

entiation einer Potenzreihe von t niemals ein Glied mit T' auftritt, und dass

igekehrt eine Potenzreihe, welche T' nicht enthält, immer als Ableitung

iner anderen Potenzreihe aufgefasst werden kann.

Wir wollen nun die erste Theilsumme

FixtVt)
dxf

berechnen, welche ein Repräsentant aller übrigen ist. Es seien wie früher

y,y, ... y die Werthe von «/, welche zu einem Werthe x vermöge der Glei-

chung des Gebildes gehören. Die symmetrische Function dieser n Werthe:

F(xy) + F{xy) + • • • + F{xy)
,

als rationale Function von x dargestellt, werde mit F{x) bezeichnet. Diese

Function kann für a; = a^ unendlich gi'oss werden. Es sei nun zunächst a

12*

I
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kein wesentlich singulärer Werth des Arguments der algebraischen Function

y (S. 45), so kann man setzen

(1=1,. ..n)

und es wird dann

'E[F{a^+t,yt)l-^ = [F{a, + t)]._,.
X = i

Es ist dabei nicht nöthig, dass jeder der Ausdrücke F{a^,y) wirklich unend-

lich gross wird. Tritt f in einzelnen Gliedern nicht auf, so werden ein-

zelne der in die Summe aufgenommenen Coefficienten von selbst gleich Null.

Da nun
dXi

dt
= 1

ist, so kann man auch schreiben

>
, dxt

S Fi^tVt)^ =2 [F{a, + t, yt)] = [F(a, + t)] .

Die Grösse links ist aber gleich der ersten Theilsumme. Hiernach wird,

wenn in F{xy) der Keihe nach alle nicht äquivalenten Elemente (x^yf) des

Gebildes eingesetzt werden, bei denen sich x^ für ^ ^ auf einen der Werthe

flj, ... o,^ reducirt, die Summe der Coefficienten aller (—1)'*'' Potenzen von t

gleich
m

Ist auch a; = oo kein wesentlich singulärer Werth des Arguments, so kann

man setzen

1 ^

^t _ /-»

dt ~ ^ '

(l=l,...n)

und es wird

J, -Ftej-,)

^ , dXf

dt
= -±[FMt-'\-^ = -±[F{^tyt)]t = -[Fi^i)\ = -

(tI

Nun war (S. 88)

S[F(a,+ 0],_.-[i^(|) 0,
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80 wird

fm"^ = 0,

ie Summe ausgedehnt über alle Elemente (x^i/f), für welche x^ die Umgebung

^ines der Werthe a^, ... a„, oo darstellt.

Ist zweitens a^ ein wesentlich singulärer Werth des Arguments, so wird

lie Umgebung der durch diesen Werth bestimmten Stellen des Gebildes durch

weniger als n Fiinctionenpaare vollständig dargestellt (S. 43— 44), welche die

Torrn haben

x't = a, + ay\ y't
= P^{t),

xf=- a, + a'^'t
,(n') ^'n' ..(»')

Pn-{t)-

)abei ist

cj,+ Oj+--- + o„, = n.

/.Ol

)as erste dieser Functionenpaare geht für «/i ' = x über in

«i + T, «/, = -.((#)

id y. liefert, wenn man der WurzelgTÖsse (^j"' ihre verschiedenen Werthe

ertheilt, die a^ conjugirten Werthe

1 2

1/

Ol

Jei dieser Bezeichnung ist also y^ für y'^ gesetzt; bedeutet e, eine primitive
1 1

a^ Wurzel der Einheit, so geht y^ aus y^ hervor, wenn man s f-^V' für (^j''

setzt, u. s. w. Ist nun

m-iMTAinF(x'^y'^) = c-r' + P'

70 die Reihe -P((^)'' ) kein Glied mit der Potenz x"' enthalten soll, so er-

lalten wir durch die angegebene Substitution

\-0i
+ ... = CT-'+'mfo = i('.{WT'-
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Der Coefticient von x"' bleibt also hierbei ungeändert, und es wird

Nun ist

t

mithin folgt für das erste Functionenpaar (x'^y'^)

n^-iVi)^
dt

Macht man jetzt den entsprechenden Ansatz auch für die übrigen Ele-

mente {x'fy'D^ ... {x'"''yf'), addirt sämmtliche Ausdrücke und berücksichtigt die

Gleichung

F(x'J',) + -. + F(x',l\) + Fix;y:^) + ... + F(x'^h + ... = i^K + r),

80 ergiebt sich nach der oben (S. 90) eingeführten Bezeichnung

= [^K+t)],_..

Hiemach bleibt auch für einen singulären Werth a^ der Ausdruck der ersten

Theilsumme derselbe wie vorher (S. 92).

Ist auch a; = oo singulär, so kann für grosse Werthe von x geschrieben

werden

xj = a't-'\ y\ = P.(0,

j![=d-t-'^, y'l= P,{t),

und man hat, dem Vorhergehenden entsprechend,

[Fi^iPt)
/ /\ u^t

dt
[F(x',y',)a\t '' \, = -a\[Fix',y',)]^,^ = -o.[F«y;)]^

wo x'^ aus x'^ durch die Substitution f ' = a'x hervorgeht, also gleich — ist.

Bildet man auch hier die Summe, welche derjenigen entspricht, die oben

gleich F{a^ + x) gefunden wurde, so ergiebt sich deren Werth jetzt gleich
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''|—), und man erhält für die letzte Theilsumme in der Formel auf S. 90 die

rleichung

F[^

)emnach folgt schliesslich mit Hülfe des Satzes S. 88 wieder

dXf
s n-m)^ 0,

t-'

iie Summe erstreckt über alle nicht äquivalenten Elemente des Gebildes, für

reiche in der Entwickelung von F{x^y^)-^ Glieder mit t~^ vorkommen kön-

len. Diese Gleichung gilt mithin auch dann, wenn in der Reihe der Argu-

lente

«1, «2, ••• «ml °°

bch wesentlich singulare finden.

Setzt man für ein bestimmtes Functionenpaar (x^i/^)

F(^m)
dXf.

~df

FixtVi)
'df

c,

er' + P{t),

vo die Potenzreihe P(t) kein Glied mit t ' enthält, so erhält man durch

ijegration

fF{xtyt)dxt = chst+P(t)

\d kann daher c auch als den logarithmischen Coefficienten in der Ent-

rickelung des Integrals l'F{x^yf)dXi bezeichnen. Entwickelt man dieses Inte-

ral für alle nicht äquivalenten Elemente (x^y^) des algebraischen Gebildes

ich Potenzen von t, so ist die Summe aller logarithmischen Coefficienten

lach dem bewiesenen Satze gleich Null.

Wir führen jetzt an Stelle von F{xy) eine Function der Form

F{xy) (Hix'Y, xy) - H{x'y', xy))

Bin und gehen daher von der Gleichung aus:

^^F{x,y,){H{x"y'',x,y,)-H{x'y;x,y,))^^ = 0.
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Die Stellen, an welchen F(xy) unendlich gross wird, seien mit (x^yj bezeich-

net, die Functionenpaare, durch welche ihre Umgebung dargestellt wird, mit

(aj^'^/T*)- -D^^ Stellen {x^yj und (x'y'), {x"y") seien unter einander verschieden.

Die B"- Function wollen wir uns mit einer Nullstelle (a^b^) gebildet denken,

welche mit keiner der genannten Stellen zusammenfällt, und wir können end-

lich, um ganz sicher zu gehen, (x'y') und (x"y") auch als von den (a„i„) ver-

schieden voraussetzen. In der Entwickelung der neuen Function nach Potenzen

von T können negative Potenzen vorkommen: 1) wenn man (x^y^) gleich einem

der Functionenpaare (icj^'^/x) ^i"^"^*; 2) wenn in

iHix'Y, x,y,)- H{x'y, x,y,)) -^

negative Potenzen auftreten, was nach den Formelsystemen auf S. 85 nur

der Fall sein kann, wenn {x^y^) für x = entweder (a^h^) oder (x'y') oder

{x"y") liefert. Nun heben sich die beiden Potenzen — t~', welche nach der

Formel (V, 3) für die erste Annahme erscheinen würden, in der DiflFerenz der

beiden jff-Functionen auf. Setzt man dann in (III, 1) i = 0, so folgt

Hix"y",<y';)^==r-^ + ^ir),

und der eine der gesuchten Coefficienten ergiebt sich mithin gleich F{x"y")f

der andere ebenso gleich —F{x'y'). Hiemach wird

F«'«/;-') {H{x"y", <'2/<") - H{x'y', <'2/?'))
-^J ^

,

die Summe jetzt ausgedehnt über alle Unendlichkeitsstellen der Function F(xy).

Setzt man noch für (x"y") das unbestimmte Paar (xy), so erhält man:

r /7r"''

F(xy) = Fix'y')-S [Fix^^y^^') {H{xy , x^y^') - H(x'y', 4>«))^
Dies ist der allgemeinste Ausdruck einer beliebigen rationalen Function

F{xy) mittels der Function H{xy, x'y'). Er bildet das Analogen zu der

Darstellung einer gewöhnlichen rationalen Function durch ein Aggregat von

Partialbrüchen, welche nur an je einer Stelle unendlich gross werden.

Nehmen wir für (x'y') ein constantes Paar, so können wir schreiben:

.(W

Fixy) = C-sk«J/r)^(^2/>Or)^ 5

.-1
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WO C nur von {x'y'), nicht von (xy) abhängig ist. Diese Formel giebt eine

Vorschrift zur Darstellung der Function F{xy). Um sie vollständig zu ent-

wickeln, wollen wir voraussetzen, dass F{xy) an den l Stellen

von der Ordnung

unendlich werde. Es sei dann

Ferner ist (S. 79)

Diese beiden Ausdrücke haben wir zu multipliciren und den Coefficienten

sron i~' zu bestimmen. Mit Hülfe der Gleichungen (S. 83, 84)

er

H{xy,ab)_^ = 0, H{xy,aX)_^,=

l.ergiett sich:
0, ,*;

i^«'2/?^)jff(xy,<'y<'')
<?<
dx

c,+ C,H{xy, x,yX^--- + C^'"' ''^H{xy, x,y,)^^_^,

und beim Einsetzen in die erste Formel:

F{xy) = C; +2 1
C^xy, x^yX+C'Mxy, x^yX + • • • + cl^'-''^ H{xy, x,y,)^^_,\

tAuf diese Form lässt sich also jede rationale Function des Paares {xy) bringen,

und zwar zunächst für solche Stellen, welche von («j^J, ... {p,„b,) verschieden

sind. Für {xy) = (a„ft,) verschwinden sämmtliche Functionen H{xy,x^y^)
,

lithin ergiebt sich

Co = F{aX).

[Für {xy) = (a^i^) (« =: 1, . . . p) wird die linke Seite nicht unendlich gross, wenn,

'wie wir vorläufig der Einfachheit wegen annehmen wollen, keine der Stellen

I {po,y^ mit einer aus der Reihe der («„&„) zusammenfällt. Dagegen wird jede

einzelne Function rechts unendlich gross. Soll also die Darstellung auch für

\{xy) = {a„b^) gelten, d. h. überhaupt für alle Stellen, an denen F{xy) endlich

[bleibt, so ist nachzuweisen, dass der Ausdruck rechts an den Stellen («„&„)

Abelsche ];'anciioneii. 13
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ebenfalls endlich ist. Nun hat man nach der Formel (I, 3) auf S. 84:

Demnach müsste sein

•'xf

sc. J?«'2/?)<.^ +o:
ix J^v

= (a=l,...e).

Diese q Gleichungen bestehen aber in der That. Denn wendet man den auf

S. 90—95 bewiesenen Satz

ll[Fix,y.)^]^_=

unter der Voraussetzung an, dass F{xy)H{xy)^ für F{xy) gesetzt wird, so

folgt zimächst

i:\F{x,y,)H{x,y,\^] = 0.

Nun enthält die Entwickelung von H{x^y^)^~^ für kein Eunctionenpaar {x^y^)

negative Potenzen von t (S. 86). In Folge dessen können in der eben auf-

gestellten Gleichung solche Potenzen höchstens dann auftreten, wenn {po^y^

die Umgebung einer Unendlichkeitsstelle von F{xy) darstellt, d. h. die Summe

ist über die Functionenpaare (sc'^y'^^') zu erstrecken. Es wird demnach

' r rfr<" = 0.

Setzt man nun für F{x^^^y'-^) die Entwickelung S. 97 ein, so ergeben sich ge-

nau die vorhin als nothwendig erkannten Relationen.

Gehen wir, anstatt von F(xy), umgekehrt von einem Ausdruck aus, wie

er durch die rechte Seite der auf S. 97 gefundenen Darstellung definirt wird,

so können wir zeigen, dass er eine rationale Function des Paares (xy) ist,

welche an den Stellen {x^yj, ... {Xjy^i und nur an diesen, mit den Ordnungs-

zahlen ftj , ... ft; unendlich wird , wenn nur die Coefficienten C die eben abge-

leiteten Gleichungen erfüllen. Dabei soll jetzt auch die Möglichkeit nicht

ausgeschlossen werden, dass die Stellen {x^y^) zum Theil mit den («„i„) zu-

sammenfallen. Der angenommene Ausdruck werde wieder mit F{xy) bezeichnet.
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/enn nun erstens (x^y,) nicht mit einem der Paare {a^bj identisch ist, so

jplt die Formel (I, 1) auf S. 84 in der Form

lieraus ergiebt sich

)dass also die Function an der betrachteten Stelle wirklich mit der vorge-

schriebenen Ordnungszahl fi^ unendlich gross wird. Ist zweitens {x^y,) = {aj)
),

70 tt eine bestimmte Zahl aus der Reihe 1, ... q bedeutet, so hat man nach

1er Formel (II, 1) (S. 84):

H{xTyT,x,yX - t-^-'-t -[^«'2/?')«
d^"
dl

+ ^(0.
T^*

Jeim Einsetzen wird das Aggregat der Glieder mit negativen Potenzen:

jdie übrigen, aus dem zweiten Gliede hen-ührenden
,

(—1)'"° Potenzen von t

verschwinden nach einer der q Gleichungen, welche der Voraussetzung gemäss

iter den Coefficienten C bestehen. Die Entwickelung von F{x^^^y^^) hat

^also dieselbe Gestalt wie vorher. An den Stellen («„&„), welche nicht mit

einer der Stellen {x^y^) zusammenfallen, darf die Function nicht unendlich

werden. In der That erscheint zwar nach der Formel (I, 3) auf S. 84 in

^F{x^y^) ein Glied mit T'; der Coefficient verschwindet jedoch vermöge der

Bchon eben benutzten Relationen.

Wir wollen jetzt die Stelle {x^y,)-, für welche die Function F{xy) von

ier Ordnung jt^ unendlich werden soll, ft^-mal in die Reihe der Unendlich-

teitsstellen aufnehmen. Wird demnach die Function unendlich an den Stellen

{x,y,), ... {x,y,),

80 soll das heissen, sie wird an einer Stelle, welche (t-mal vorkommt, un-

endlich von der Ordnung fi. Hiermit zusammenhängend führen wir fol-

gende Bezeichnungen ein. Wir setzen, wenn {x^y^ irgend ein Werthepaar

ier Reihe ist,

13*
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H{xy,x,y,) = n{xy,x,y,\

S{x^y,X =

H{xy,x^-y^-)-^^
zl^

r/r""

)

falls der Stelle (x^y^) [i andere, welche ihr gleich sind, vorausgehen. Kommt
das Paar {x^yj unter den ihm vorangehenden noch nicht vor, so ist f*

=
zu setzen.

Dann wird

F{xy) = C, + C,H{xy,x,y,) + --- + C,H(xy,x^y,),

eine Formel, welche mit der auf S. 97 genau identisch ist. Die p Be-

dingungsgleichungen für die Coefficienten C können in den neuen Bezeich-

nungen geschrieben werden:

C. ^(^. ?/.). + --- + C, H{x^ ?/J„ = (a = 1, . . . e)

.

Bei dieser Darstellung der Function F{xy) tritt die Analogie mit der

Zerlegung einer rationalen Function von x in Partialbrüche . -, ^i ••.

besonders deutlich hervor. Die letztere liefert einen Ausdruck, dessen ein-

zelne Glieder von der ersten, zweiten etc. Ordnung unendlich gross werden;

und zwar trifft dies auch für die ganze Function zu, welche dem Aggregat

der Partialbrüche im Allgemeinen noch hinzuzufügen ist, da jedes einzelne

Glied dieser Function im Unendlichen von einer gewissen Ordnung unendlich

wird. Vollständig entspricht unsere Darstellung der Function F{xy) dem

allerdings nicht. Denn wir können, wenn p > ist, die Function nicht als

eine Summe solcher darstellen, welche nur an je einer Stelle von der ersten

Ordnung unendlich gross werden. Für diese Functionen treten hier andere

ein, welche an einer gegebenen Stelle von der ersten, zweiten etc. Ordnung,

und ausserdem an p festen Stellen {aj)^, ... [a^h) von der ersten Ordnung

unendlich werden.

Das Bestehen der obigen q Bedingungsgleichungen lässt erkennen, dass

es Functionen, welche an s Stellen in der angegebenen Weise unendlich

werden, im Allgemeinen nur giebt, wenn * > p ist. Allerdings brauchen

auch dann die gestellten Forderungen nicht immer erfüllbar zu sein. Denn

es könnte eintreten, dass wenn die Function z. B. an der Stelle {x^y^ von
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der Ordnung /ü^ unendlich werden soll, sich der früher mit C^ ' bezeich-

nete Coefficient nothwendig gleich Null ergiebt. Jedenfalls aber bleibt be-

stehen, dass die Function nicht an anderen als den vorgeschriebenen Stellen

unendlich gross wird. Dies können wir so ausdrücken: Die Reihe der

Werthepaare, für welche die durch die obige Formel dargestellte Function

F(xy) unendlich gross wird, ist im Allgemeinen identisch mit der vorge-

schriebenen Reihe, sonst ist sie wenigstens in dieser enthalten. D. h. jedes

Werthepaar, welches in jener Reihe vorkommt, tritt mindestens ebenso oft

auch in der vorgeschriebenen auf.

Wir können die Berechnung der Coefficienten so vornehmen, dass wir q

derselben homogen und linear durch die übrigen ausdrücken. Setzen wir

jene in den Ausdruck von F{xy) ein, so enthält er noch s+1 — p willkürliche

yoefficienten. Über letztere kann nun so verfügt werden, dass die Function

va. s— Q vorgeschriebenen Stellen verschwindet. Wenn wir hierbei eine Stelle

ipc'^y'^ /Ij-mal in die Reihe der Nullstellen aufnehmen, so soll dies heissen,

Idie Function wird an dieser Stelle von der Ordnung A^ gleich Null. Durch

rAngabe der s — q Nullstellen werden die Verhältnisse der sämmtlichen noch

willkürlichen Constanten bestimmt; die letzte noch verfügbare Grösse C^

kann dadurch fixirt werden, dass für irgend ein, von den Null- und Unend-

lichkeitsstellen verschiedenes Werthepaar ein bestimmter endlicher und von

Null verschiedener Werth der Function vorgeschrieben wird. Wenn p =
ist, so können ausser den s Unendlichkeitsstellen der Function auch alle s

iNuUstellen willkürlich angenommen werden. Es verhält sich dann Alles ge-

lau so wie bei den rationalen Functionen einer Veränderlichen.

Die Nullstellen, welche wir beliebig wählen können, seien

(X) (X)

{x y), (x = i,2,...s-e)

iie zugehörigen Functionenpaare

(X) (X)

{^iVt) (x = l,2,...«-e).

Es ist nicht ausgeschlossen, dass (x'y) mit einer Stelle («„&„) identisch

ist; dann würden in der Entwickelung der einzelnen Glieder von F^x^y,)

legative Potenzen von t auftreten, welche jedoch vermöge der Bedingungs-

gleichungen auf S. 100 herausfallen.
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Wir führen noch eine ähnliche Bezeichnung ein wie oben, nämlich:

(X) (X) (X) (X)

Ii{x y , x,y,) = [H{xt y^, x.y,)]^,^

,

wenn dem Werthepaare (»'jr') in der Reihe der Nullstellen A gleiche vor-

ausgehen. Kommt dieses Werthepaar nur einmal vor, so ist der Coefficient

von f in der Entwickelung von F(x\y]) zum Verschwinden zu bringen, d. h.

C, + C,H{x y,x,y,) + --- + C,H{x y,x„y,) =

zu setzen. Gehen dagegen der Stelle (x'y) X gleiche Stellen voraus, so

ist der Coefficient von t^ gleich Null zu machen:

(X) (X) (X) (X)

CiU{x y ,x^y,) + --- + C,H{x y ,x,y,) = 0.

Setzt man daher e^ gleich Null oder gleich Eins, je nachdem das Paar {x y )

gleiche vor sich hat oder nicht, so kann man allgemein schreiben:

— (X) (X) — (X) (X)

e^C,+ C,H{x y ,x,y,) + --- + C^H{x y ,x,y,) = (x = i,2,...s-e).

Aus den q + {s— q) = s linearen Gleichungen , welche nun unter den

Coefficienten C bestehen, könnte leicht der Ausdruck von F{xy) in Form

einer Determinante abgeleitet M'erden.

Es kann vorkommen, dass die Function an einer der vorgeschriebenen

Nullstellen von höherer als der angenommenen Ordnung verschwindet. Denn

unter den übrigen Nullstellen der Function können sich eine oder mehrere

der s— Q willkürlich gewählten nochmals finden. Fasst man dies mit dem

oben über die Unendlichkeitsstellen Bemerkten zusammen, so ergiebt sich:

Tritt in der Reihe der angenommenen Unendlichkeitsstellen eine bestimmte

ft-mal auf, so können wir sicher sein, dass F{xy) an dieser Stelle von nicht

höherer als der j**™ Ordnung unendlich wird; kommt aber in der Reihe der

gegebenen Nullstellen eine bestimmte A-mal vor, so wird die Function an

dieser von nicht niedrigerer als der A'™ Ordnung Null.

Das wesentliche Resultat, dessen Bedeutung für die Abelschen Tran-

scendenten sich später beim Abelschen Theorem herausstellen wird, ist, dass

unter den 2* Werthepaaren, für welche eine rationale Function «*™ Grades

des Paares (xy) unendlich und Null wird, nothwendig p Relationen bestehen,
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^elclie von der Form der Function unabhängig sind. Diese Relationen er-

geben sich durch Elimination der Coefficienten C^, ... C^ aus den q Gleichungen

auf S. 100, den s— q Gleichungen auf S. 102 und den p, den letzteren ent-

sprechenden, welche für die noch übrigen q Nullstellen der Function F{xy)

aufgestellt werden können. Diese 8 + q Gleichungen sind in den * + 1 Coeffi-

cienten homogen, enthalten nicht die Function F{xy) selbst, sondern nur die

H-Functionen und sind in den Werthepaaren , für welche F{xy) Null und

unendlich wird, rational. Um diesen Satz zu begründen, war es nicht noth-

wendig, die Function II{xy,x'y'), aus welcher alle anderen H-Functionen

entspringen, wirklich herzustellen, sondern wir konnten uns damit begnügen,

ihre Existenz nachgewiesen zu haben.



Viertes Kapitel.

Die Q linear unabhängigen Functionen H{xy)^.

Die Q rationalen Functionen des Paares {xy\ welche mit H{xy)^, . . . H{xy)^

bezeichnet wurden, sind dadurch charakterisirt , dass

niemals negative Potenzen von t enthält, welches Element des Gebildes auch

das Functionenpaar {x^y^ darstellen möge. Nun sei H{xy) eine rationale

Function des Paares (xy) von derselben Eigenschaft. Nach dem allgemeinen

Satze auf S. 95 ist dann

H{Xtyt)H{xtyt,x'y')^ = 0,

die Summation erstreckt über alle Elemente (x^y^), für welche die Entwicke-

lung von H(Xfyf, ^y) negative Potenzen von t enthält. Dies ist der Fall für

das Element (x'^y't) mit dem Mittelpunkt {x'y') und für die q Elemente (x^yf).

Dabei werde {x'y') von den (a^b^) verschieden und so angenommen, dass f{x'y')^

nicht verschwindet und H(x'y') nicht unendlich gi-oss wird. Dann kann ge-

setzt werden:

\^
x't = x'+ t

l yl = y+mt),

und es ergiebt sich aus der Formel (III, 1) auf S. 85 für x ^

H{x\y\,xy') = -r- + ^(0.

Ferner ist

H{x;j/t)^ = Hix'y') + t^it),
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lind bei Ausführung der Multiplication ergiebt sich

-H{x'y')

als Coefficient ,von t \

Um die Untersuchung auch für die anderen Unendlichkeitsstellen durch-

zuführen, setzen wir nach der Definition der Functionen H{x'y')^ (S. 79)

E{xtyt,x'y') = H{x'y')J-^ + m),
ferner

HiXiVt)
dXf

~df +mt)-
H'

Jetzt wird für das Element (tc^^^) der Coefficient von t ' gleich

Hix'y\,

lithin folgt aus dem genannten Satze:

„." " , dx,
Hixtyt)-^!-

H{x'y') + -^
„,« « , dx.

^(«'«/')« = o>

. oder, da («'«/')) abgesehen von der endlichen Anzahl ausgeschlossener Werthe-

I paare, ein beliebiges Paar darstellt,

H{xy) = 2
" "

\ ^^t
^i^tyi) dt

Hi^y)c;

^

h. jede Function mit der charakteristischen Eigenschaft der p Functionen

H{xy)^ lässt sich als lineares Aggi-egat dieser Functionen darstellen. Da auf

beiden Seiten der Gleichung rationale Functionen des Paares (xy) stehen, so

gilt diese Formel auch für die endliche Anzahl der bei der Herleitung aus-

geschlossenen Stellen (xy).

Es muss nun noch gezeigt werden, dass die Anzahl der in dem gefundenen

Ausdruck vorkommenden Fimctionen H{xy)^ im Allgemeinen nicht verringert

erden kann, dass also diese Functionen nicht linear von einander abhängig

sind. Wir wollen zunächst einen allgemeinen Satz über die lineare Abhängig-

keit einer Anzahl rationaler Functionen des Paares (xy) beweisen. Es bestehe

also unter solchen Functionen f^{xy), ... f^ipcy) eine homogene lineare Gleichung

mit constanten Coefficienten

CJ,{ocy) + --- + C„Uxy) =

\

Abelicb« Fanctiaatn. 14
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zunächst unter der Voraussetzung, dass x und y durch die Gleichung

f(x,y) = des algebraischen Gebildes mit einander verbunden sind. Bringt

man eine rationale Function des Paares (xy) auf die Form

so könnte G^{xy), als Function von y betrachtet, keinen gemeinsamen Theiler

mit f(xy) haben ausser dieser Function selbst, da f{xy) irreductibel ist. Aber

auch das Letztere findet nicht statt, denn sonst wäre die rationale Function

für beliebige Werthepaare unendlich gross. Betrachtet man nun f{xy) und

G^{xy) als Functionen von y allein, so kann man zwei andere Functionen P{xy),

Q{xy), welche in Bezug auf y ganz sind, der -Art finden, dass

F{xy)f{xy) + Q{xy)G,{xy) = 1

wird, und Q{xy) in Bezug auf y vom (w — 1)'™ Grade ist. Die Coefficienten

von P{xy) und Q{xy) sind rationale Functionen von x. Werden sie auf den

kleinsten gemeinsamen Nenner R{x) gebracht, so kann gesetzt werden:

P{xy)f{xy) + Q{xy)0,{xy) = R(x),

wo jetzt P{xy) und Q{xy) ganze Functionen auch von x bezeichnen. Da

nun f{xy) = ist, so wird

Q[xy)G,{xy) = R{x),

G^xyl _ G,{xy)Q{xy)

G,{xy) R{x)

Der Zähler der rechten Seite kann mit Hülfe der Gleichung /'(«, </) = auf

den (n— 1)*®° Grad in y reducirt werden. Denken wir uns nun jede der

Functionen f.^{xy) auf diese Form ^^ ,V gebracht, so folgt

^^l^ + - + ^--Tjx)'-^'

eine Gleichung, welche auch für beliebige Werthe der als unabhängig von

einander betrachteten Veränderlichen x und y bestehen muss. Denn geben

wir X irgend einen Werth, für welchen unter den in Folge der Gleichung

f{x,y) = ihm zugehörigen n Werthen von y keine gleichen sich finden, so

ist die linke Seite eine ganze Function (w — 1)*°° Grades von y, welche für

n Argumente, also identisch, verschwindet. Man kann daher sagen: Wenn
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lehrere rationale Functionen von einander linear abhängig sind für alle

Paare (««/), welche durch die Gleichung des Gebildes mit einander ver-

bunden sind, so bleibt diese Abhängigkeit auch für beliebige Werthe von x

und y bestehen, unter der Voraussetzung, dass jede Function auf die angege-

bene Form gebracht wird.

Nehmen wir nun an, es bestände unter den q If-Functionen eine Glei-

chung

Wir haben früher (S. 82) gefunden, dass H{xy,a^bj^ = ist. In Folge

dessen müssen in der Formel (II, 1) (S. 84)

I

f(

I

Hix,;„aM, = r''-'-r'[i/(^J,)„^ + ^(0
zl^

XIX fi
= die beiden Glieder mit t ' sich aufheben, woraus

a

Hix,y^)„^]^ = l

folgt. Ebenso ergiebt sich aus der Formel (11,2) (S. 84)

,aM, = -t-' H(x,y,)^^ +^{t)

für ft = die Gleichung

« a ^.x
0.

Setzt man nun in der oben angenommenen, in Bezug auf die Jf- Functionen
a

linearen Gleichung {x^y^) für {xy)^ multiplicirt mit -^ und entwickelt, so

wird das constante Glied auf der linken Seite gleich C„. Dieses, d. h. alle

Coefficienten C^, ... C , müssten verschwinden, wenn die Gleichung für beliebige

Werthepaare {xy) erfüllt sein sollte. Es besteht mithin keine lineare Relation

unter den q Functionen H{xy\, und man sieht auch hier wieder, dass q eine

ganz bestimmte, für das Gebilde charakteristische Zahl ist. — Hiermit ist

also gezeigt, dass die allgemeinste Function derselben Beschaffenheit, wie die

Functionen H{xy)^, sich als lineares Aggregat dieser q Functionen, aber nicht

einer geringeren Anzahl, darstellen lässt.

14*
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An Stelle der ursprünglichen Functionen H{xy\ kann man q andere

vermöge der Gleichungen

H{xy) = S C,ji H{xy), (« = 1, . . . p)

einführen, wenn man die Coefficienten C^^ nur so bestimmt, dass ihre De-

terminante nicht verschwindet. Denn dann sind die neuen Functionen eben-

falls linear unabhängig von einander. Man kann unter derselben Voraus-

setzung auch die ursprünglichen if- Functionen, und damit jede Function

derselben Beschaffenheit, durch die neuen linear ausdrücken.

Um die Form der in Rede stehenden Functionen genauer zu bestimmen,

haben wir auf ihre Entstehung aus der Function H[xy, x'y') zurückzugreifen.

Wir gingen (S. 64) aus von dem Quotienten

f(xy,i/'){x'-a')...{x'-a'"'-")

{x'-x){x-a')...{x-a'"'-")

Existirte nun eine Function iSi(j'-y)i welche nur die von {x'y') verschiedenen

Stellen (a'b'), ... zu Unendlichkeitsstellen hat, so betrachteten wir die Differenz

fixy,y')(x'-a'). ix'-a--n^
_F"'(.y)5,(.,),

{x-x){x-a')...{x-d'"-") ^ !fjvi\:,j,

welche z. B. an der Stelle {a'b') nicht mehr unendlich wird, wenn bei pas-

sender Wahl von C,

F'"(x'y') = C, f{ab', y') {x'- «")... [x'- a""-")

gesetzt wird. F^"{x'y') ist also eine ganze Function (m— 2)*™ Grades von x'

und (m— l)*"" Grades von y' (S. 63,65). Dieses Verfahren dachten wir uns fort-

gesetzt, bis wir zu einer Function F{xy, x'y') mit den Unendlichkeitsstellen

{x'y'), {a^bj, .. . {a bj gelangten, deren Anzahl nicht mehr verringert werden

kann. Alle alsdann vorkommenden Functionen F'''\x'y') haben dieselben

Eigenschaften wie F'"{x'y').

Aus F{xy, x'y') haben wir die Function H{xy, x'y') durch Division mit

f{x'y')^ zu bilden (S. 73). Vorher jedoch bestimmen wir, um zu H{x'y')^ zu

gelangen, den Coefficienten von t~^ in der Entwickelung von F{Xiyf,x'y') nach

Potenzen von t. Setzt man unter der Annahme, dass {a^bj keine singulare

Stelle des Gebildes ist,

x, = a^ + t, yt = K + t^{i)i
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kann dieser Coefficient in der Form geschrieben werden:

109

{x'-a„) i-=,

)as erste Glied der linken Seite ist, wie die folgenden, eine ganze Function

Iren x' und y\ weil der Factor {x'—a^) nothwendig auch im Zähler vorkommt,

[an hat also

ro G{x'y')^ eine ganze Function des Paares {x'y') ist. Wenn die /f-Function

lit dx multiplicirt auftritt, wie es meist der Fall ist, so verschwindet bei

ieser Darstellung die scheinbare Bevorzugung, welche wir der Grösse x' ge-

teben haben. Denn es ist

dx' „, , ,, dy'
H{:x'y\dx- = Gix'y'l

fVv')
= -G{^'y\

fVy'\

)ie Symmetrie zwischen den Grössen x und y' wird allerdings dadurch ge-

stört, dass die ganze Function G(x'y')^^ in Bezug auf x' vom Grade m— 2 ist,

Bezug auf y' dagegen als vom Grade n — \ erscheint. Es lässt sich jedoch

)eweisen, dass der Grad in y' gleich w— 2 sein muss.

Um dies zu zeigen, bezeichnen wir irgend eine der Functionen H{xy)

lit mxy), die zugehörige Function G{xy)^ mit G{xy) und verstehen, wie

rüher, unter y, ... y die n Werthe von y, welche im Allgemeinen zu einem

Werthe von x gehören; dann ist

±Hix;) = ±^.
» = • f{xy).

Die zu einem unendlich grossen Werth von x gehörigen Werthe von y mögen

durch die Potenzreihen
1

y
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dargestellt werden (S. 45); dabei können die Zahlen o^, o,, ... auch sämmtlich

gleich 1 sein. Der Ausdruck

S Hixy)

zerfällt dann in Theilsummen , in deren jeder über die verschiedenen Werthe

der nämlichen Wurzelgrösse zu summiren ist. Wird nun z. B. in H{xy) für y
1

die erste Potenzreihe eingesetzt und nach fallenden Potenzen von a;"' ent-

vpiekelt, so muss, vrie wir zunächst beweisen wollen, der Exponent des An-
fangsgliedes kleiner als —1 sein. Es sei

H{xy) = c^x'^' + c^x °i +,
so ist

Auf der linken Seite können keine negativen Potenzen von t vorkommen,

mithin ergiebt sich

Entwickelt man demnach H{xy) nach fallenden Potenzen von x, so ist der

Anfangs-Exponent in der That kleiner als —1. Dasselbe gilt auch für

II{xy), ... H(xy). Die Function

± Hix^j)
r = 1

ist aber, als symmetrische Function von y,...y, rational in Bezug auf x.

Der erste Exponent ihrer Entwickelung für grosse Werthe von x wird also,

da er kleiner als —1 ist, höchstens gleich —2.

Die eben bewiesene Eigenschaft der Function H(xy) lässt sich auch

folgendermassen aussprechen: Die n Werthe des Ausdruckes xH(xy) ver-

schwinden für unendlich grosses x. Betrachten wir jetzt die Function in der

Nähe eines endlichen Werthes a und setzen für irgend ein durch diesen

Werth bestimmtes Element (S. 44— 45)

Xf = a + a'i°', «/< = F{t),
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ferner

|o folgt

is muss also sein

^(.;) = .„(^)v-.,

)asselbe gilt auch für die übrigen zu a gehörigen Elemente. In

(x-a)H(xy)

st also der Exponent des Anfangsgliedes positiv, und dieses Product ver-

schwindet daher für x ^ a.

Es sei nun

G{xy) G,{x)r-' + '

-^«(^)-,- + .

Lndererseits erhält man bei der Zerlegung in Partialbrüche, wenn x als Para-

leter betrachtet wird,

G(xy)

fixy)
- ^ V !

{y-y)f{xy\

id hieraus durch Entwickelung nach fallenden Potenzen von y

[ithin wird

h.

axy) -y
.4^(,;)/'

G.ix) ^ " Gjxy)

.1
,-'-')

=

m-
is muss jedoch ..,'; gleich einer ganzen Function G (x) sein. Denn wäre

/ w
lies nicht der Fall, so sei a ein Werth von «, für welchen f^{x) verschwindet,
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G^{x) aber von Null verschieden ist. Dann würde der Ausdruck

n y

2 (x — a) H{xy)
r = 1

für X = a endlich und von Null verschieden oder unendlich gross werden,

während er nach dem eben Bewiesenen verschwinden muss. Also folgt

±H{xy) = G,{x).

Nun musste aber die Entwickelung der Function links nach fallenden Poten-

zen von X mit einem Gliede beginnen, dessen Exponent kleiner als —1 ist;

daher kann die letzte Gleichung nicht bestehen, wenn nicht Gj{x) und damit

auch G^{x) verschwindet. D. h. der Coefficient von ^"~' in G{xy) ist gleich

Null, und diese Function vom (»1— 2)**° Grade in x^ vom («— 2)**° Grade in y.

Die beiden Eigenschaften der iif- Function , dass

xH{xy) = für x ^= oo,

{x—a)H{xy) = für x = a,

wo a jede beliebige endliche Grösse bedeutet, sind, wie aus den obigen Be-

weisen sofort ersichtlich, in dem Sinne charakteristisch, dass für eine Func-

tion von diesen Eigenschaften das Product

für kein Functionenpaar negative Potenzen von t enthält (S. 104).

Einige Eigenschaften der if- Functionen können auch dui-ch Trans-

formation des algebraischen Gebildes gefunden werden. Es seien § und yi

zwei rationale Functionen des Paares {xy), definirt durch die Gleichungen

I
TT) = B,{xy),

aus welchen sich auch umgekehrt x und y als rationale Functionen von |

und -i^ ergeben sollen. Vermöge dieser Substitution gehe die Gleichung

f{x,y)^0 in cp(|,7j) = über, und es werde zunächst untersucht, wie sich

hierbei das Differential -77—- umwandelt. Aus den Gleichungen

d^ = -^dx+-^dy,
dx dy "'

f{xy\dx + f(xy\dy =
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« = (tfM.-frto).)^,

= M{xy)-

Hierin ist M{xy) eine rationale Function des Paares {xy)^ in welcher keine der

beiden Variablen vor der anderen bevorzugt ist. Denn wir könnten rechts

^^. links TT^ einführen. Von dem Ausdrucke von M(xy) hängt es

hauptsächlich ab, wie die Differentiale H{xy)^dx sich umgestalten. Wenn wir

die Variablen vertauschen, so erhalten wir eine Gleichung der Form

^^ = M(|7j)- '^^

ithin durch Vergleichung mit der vorangehenden die einfache Beziehung

M{xy)l{{%r,) = 1.

Ist -jT^}- eine jff- Function für das Gebilde f{x,y) = 0, und geht bei der

ransformation die ganze rationale Function G{xy) in die rationale Function

i?(STj) über, so muss

J?(|r/)M(|ri)

"eine H- Function für das transformirte Gebilde cp(|, vj) =0 sein. Denn sind

{x^y^) und (S^Tfjj) irgend zwei entsprechende Functionenpaare der beiden Ge-

wide, d. h. ist 1^
— R^{x^y^), -q^ = R^(x^y^), so ist stets

9(S,U dt f{x,y,\ dt
^^>-

Wir wollen jetzt speciell setzen

7j =

oder umgekehrt

— cri + a

Dann folgt, wenn f{x, y) in Bezug auf x den Grad m und in Bezug auf y
Abelsche F<mctionen. 16

a^i
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den Grad n hat,

Aus

ergiebt sich

tind analog

mithin

cx^ — ax + d^ — b =

(ca; + ö)(a— c|) = ad — bc,

(c'«/ + ä')K-c'7j) = a'd'-b'c',

,, , (ad-bcr(a'd'-b'c'r ^^ .

DifFerentiirt man nach tj, so folgt mit Berücksichtigung der Gleichung

Nun ist

also

femer

also schliesslich

d^/ _ a'd'-b'c' _ (cV + ö')'

(?7) (c'yj— a')' a'd'-b'c'
'

_ {ad-bcy"ia'd'-b'c'y-'
9K^-nh — (ca;+ö)'»(c> + ö')"-' '^^^''='

d| ad — bc

dx {ex + dy '

d| _ (ca; + a)'"-'(c'y + a')"-'' dx

cp(|r,), - (aö-6c)'"-'(«'ö'-&Vr- /-(ajy),

Durch eine solche Transformation kann man bewirken, dass das Verhalten

des neuen Gebildes im Unendlichen ein ganz bestimmtes wird, dass z. B. für

einen unendlich grossen Werth von | alle Werthe von 73 endlich und von

einander verschieden sind. Man kann zu dem Zwecke etwa setzen

-T) = y,

wo a einen Werth von x bedeutet, für welchen alle zugehörigen Werthe von

y endlich und von einander verschieden sind. Gelten, wenn x in der Nähe

des Werthes a liegt, für die zugehörigen Werthe ^, ... y die Entwickelungen

y = b,->t-{x-a)^y{x-a), (v = l,2,...w)
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so ergiebt sich

ß
K+jz:^^\j=~) = ^+&;r+i';r'+

Durch eine andere rationale Transformation könnte man auch erreichen, dass

einem unendlich grossen Werth von | nur unendlich grosse Werthe von t]

entsprechen.

Wichtiger noch ist die allgemeinste gebrochene lineare Substitution, von

der Form

durch Auflösung dieser Gleichungen möge folgen

n+yJ + ^a^i

'

yo+rJ + y^'^

ler

Setzt man diese Ausdrücke in

f{x,y) = ix,yX+{x,yX_, + --- + {x,y\

ein, so folgt

Lus

erhält man
ÖM , da; ,

/öa; öw öw dx\ ,j.

md für die Functional-Determinante rechts ergiebt sich, wenn

gesetzt wird,
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Ferner ist

"
f{xy\

daher

Endlich ergiebt sich durch Differentiation der Gleichung für f{x, y) nach yj :

mithin wird

axy\^ + f{xy\^^ = r-cp(lT),,

dx ^ ^^r-3 di,

f{xy), fiU),

Aus der ersten Transformation folgt sofort die S. 108 u. 112 bewiesene

Eigenschaft der Function

Wir setzen

I = x— a

so ist

Wäre nun G in Bezug auf x von höherem als dem (m— 2)'*"' Grade, so würde

keine ganze Function werden, wie es doch sein muss. Ganz ebenso wird

bewiesen, dass G in Bezug auf y nur vom Grade n— 2 sein kann.

Durch die zweite Transformation erhalten wir

Hieraus ist in derselben Weise wie eben zu schliessen, dass G{xy) nicht von

höherer als der (r— 3)'™ Dimension sein kann. Es ergiebt sich also folgendes

Schlussresultat

:

Wenn H{xy) =
f(

J gesetzt wird, so ist in der ganzen Function G{xy)

der Grad in x nicht grösser als »i— 2,

- y - - - M-2,

die Dimension - - - r — 3.



Fünftes Kapitel.

Erste Art der Berechnung des Ranges eines algebraischen

Gebildes.

Der Rang q eines algebraischen Gebildes f(x, y) = ist bisher nur be-

'gi'ifflich erklärt worden. Die ursprüngliche Definition sagte aus, dass es stets

eine rationale Function des Paares (xy) giebt, welche an p + l willkürlich ge-

irählten Stellen von der ersten Ordnung unendlich wird, während keine solche

Function existirt, wenn man die Anzahl jener Stellen um eine vermindert.

Jodann wurde nachgewiesen, dass diese Zahl p mit der Anzahl der von ein-

ider linear unabhängigen Functionen H(xy)^, ... H(xy) identisch ist. Jetzt

lüssen wir uns die Frage vorlegen, wie sich der Rang aus den Eigenschaften

|es Gebildes f{x,y) = selbst ermitteln lässt, ohne dass es nöthig ist, ratio-

ale Functionen des Paares (xy) hinzuzuziehen.

Da bei einer rationalen Transformation des algebraischen Gebildes der

lang ungeändert bleibt (S. 69), so wollen wir unseren Untersuchungen zu-

lächst eine Gleichung f{x,y)=^() zu Grunde legen, welche die Beschaffen-

leit des Gebildes im Unendlichen leicht erkennen lässt. Die Gleichung

t(a;, y) ^ liefere nämlich für a; = c» n Werthe 6^, ft^, ... h^ von y., die sämmt-

ich endlich und unter einander verschieden sind. Ist dies nicht von vorn-

herein der Fall, so sei a irgend ein endlicher Werth von x., für welchen die

zugehörigen Werthe von y diese Eigenschaft haben. Führen wir nun die

Buen Variablen l und tj durch die Substitution (S. 114)

1

g = x— a

an, so liefert die transformirte Gleichung f^ (?,"/;) = für i, = oo n verschie-

Bne endliche Werthe von ij.
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Hat das Gebilde f{x^ v) =" ^ diese Beschaifenheit im Unendlichen, so

verschwindet für x = oo jede Function

welche der charakteristischen Bedingung genügt, dass stets

ist, und sie kann nur für solche Werthepaare (xy) unendlich gross werden,

für welche der Nenner f{xy)^ gleich Null wird. Denn für Werthe von ic,

welche dem absoluten Betrage nach hinreichend gross sind, erhalten wir

(S. 45) in Folge der über das Gebilde f{x,y) = gemachten Voraussetzung die

zugehörigen Werthe y, y, .'. y von y durch n verschiedene Reihen

V

y = b^+blx~' + b"x-'+--- (r = l,2,...«)

oder durch die n Functionenpaare

«i = t~\ k = K+t ^.(0 (t- = 1, 2, . . . «)

dargestellt. Ist nun für hinreichend grosse Werthe von \x\

mithin

Hixy) = c,x~^'+c:x-^'~' + .

S{x:y,)^ = -cJ^-'-c'/^-'-.

so ergiebt sich, da die Entwickelung der linken Seite keine negativen Po-

tenzen von t enthalten darf:

Für unendlich grosse Werthe von x verschwindet demnach H{xy) und zwar

wenigstens mit der Ordnungszahl 2; dies gilt für jeden der w zu ^ = oo ge-

hörigen Werthe y, y, ... y.

Sind nun (ffi^), {ff^^), • die sämmtlichen Stellen, für welche die

Function H(xy) unendlich gross wird, so müssen 5',,^',, ... endliche Werthe

haben. Wenn eine dieser Stellen Mittelpunkt mehrerer nicht äquivalenter

Elemente des Gebildes ist, so kann sie in diese Reihe mehrfach aufzunehmen

sein. Es stelle
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las Element des Gebildes mit dem Mittelpunkt {gi\) dar, wobei yt—\ durch

[4- zu ersetzen ist, wenn \ unendlich gross wird (S. 54), dann beginnt die

Sntwickelung von H{x^y^ nach steigenden Potenzen von t mit einer negativen

Potenz. Wird daher

resetzt und angenommen, dass C^^ nicht verschwindet, so besteht die Un-

gleichung

s'x > 0.

)abei ist s[ die Ordnungszahl des Unendlichwerdens der Function H{xy) an

ier Stelle {g^hj. Bezeichnet demnach s' den Grad der rationalen Function

l(xy), so ist

s' = ^si.
{>)

Lus der charakteristischen Eigenschaft der Function H{xy) und aus der Ent-

Iwickelung

X X

Si^iVi)^ Cxoff'xSxt'>--''-' + -

folgt nun

oder

id

sx-i^s'.

sx^2;

lithin muss für jede Stelle {g^^,) der Nenner f{xy\ der Function H(xy)

[verschwinden (S. 15).

Ist demnach das Gebilde f{x^y) = so beschaffen, dass die zu ic = cx>

S gehörigen Werthe y sämmtlich endlich und von einander verschieden sind,

und bedeuten {g^\), {g,\), die Unendlichkeitsstellen der Function H{xy),

[so sind die Grössen g^,g^,... unter den Werthen enthalten, für welche die

[Discriminante D{x) der Function f{x,y), diese als Function von y be-

itrachtet, verschwindet (S. 42). Bilden wir für jede dieser Stellen {gx\) die

|Vorher definirte Zahl ä^, so ist

s'<2(S;i-l),
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oder, wenn wir

2(s.-i) = s

w
setzen,

s' < s.

Das nächste Ziel unserer Untersuchung bildet nun der Nachweis, dass

s' — s = 2() + 2w—

2

ist, wo n den Grad der Gleichung f[x,y) = (} in Bezug auf y bedeutet.

Dazu beweisen wir zuerst, dass H(xy) wenigstens für 2p + 2w — 2 Stellen ver-

schwindet, wenn wir jede Stelle so oft zählen, wie die Ordnungszahl des Ver-

schwindens angiebt, sodass also s\ mithin auch*, nicht kleiner als 2p + 2M—

2

sein kann. Wir wollen q Stellen

so wählen, dass es keine rationale Function des Paares {xy) giebt, welche

nur an diesen Stellen von der ersten Ordnung unendlich wird. Dann kann

das System der q linear unabhängigen Functionen H{xy)^, ... H(xy) der Art

bestimmt werden, dass die Function H{xy)^ an der Stelle {x^yj den Werth 1

annimmt und an den übrigen q — 1 Stellen (*,«/,),•••(«„_,«/_,), {x y ), ...

(x^y^) mit der Ordnungszahl 1 verschwindet. Denn in Folge der über die

Werthepaare {x^yj gemachten Annahme lassen sich die q' Constanten

«Oll <^aj5
••• ^«o durch die q Systeme von je p linearen Gleichungen

Ca.S(-«,iy^\ + '^a,H{x^y^\ + -- + c„,,H(x,y,)^=
\

^^
'^

" («,p = 1,2,...?)
( 1 für ß = a

bestimmen, in welchen H{xy)^, ... H{xy)^ irgend ein System von q linear un-

abhängigen Functionen H{xy) darstellen (S. 68). Setzen wir dann

H{xy)^ = c„, H{xy\ + c„, Hixy\ + --- + c,^ S{xy\

,

so ist in der That

|0 für ß^a
( 1 lur /3 = a

Dabei schliessen wir bei der Wahl von {x^yj, ... {x y ) solche Stellen, für

welche eine der Functionen H{xy)^ mit einer höheren Ordnungszahl ver-
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schwindet, im Folgenden aus. Die Functionen H{xy)^, ... H{xy) bilden ein

linear unabhängiges System. Denn bestände zwischen ihnen eine Gleichung

der Form

A, n{xy\ + A, H{xy\ + --- + A^ H{xy\ = 0,

80 würde sich, wenn wir die Werthepaare {^^Vi), {x y) der Reihe nach

für {xy) einsetzten, ergeben, dass die Constanten A^, ... A sämmtlich gleich

Null sind.

Die Coefficienten c^^ , c^^ , ... c^,, sind rationale Functionen der Paare

K^/,), (*2?/J, ••• {x^y^)- Sie gehen aus dem ersten System c^^, c^^, ... c,^ da-

durch hervor, dass (a;„^J, K+i«/„+,), •••(«„_,</„_,), («„_.«/„_,) an die Stelle von

lC^j^i)) (^'2^.)' ••• (*o-i2/d-i)' (*^n%) gesetzt werden, d.h. man erhält das System

, c^ , . . . c^,j aus dem ersten durch cyclische Vertauschung der Werthepaare

\x y ), {x^yj, • (x y )• Bei dieser Vertauschung gehen also auch die Functio-

len H(xy)^ , . . . H{xy) in einander über.

Schliessen wir bei der Wahl der Stellen (a;,«/J, {x^y^^ (x^y^) specielle

rSysteme aus, so werden die sämmtlichen Functionen II(xy)^, ... H{xy) an

[den nämlichen Stellen {gjij, {g^hj, . .. und mit denselben Ordnungszahlen

M, s^, ... unendlich gross und verschwinden für die Stellen (00, 6^),... (00, i^)

' mit den nämlichen Ordnungszahlen l^, ... l^. Denn wenn die Function H(xy),

welche sich in der Form

E{xy) = C, H{xy\ + C, H{xy\ + • • • + 0,H{xy\

darstellen lässt, an der Stelle {g^h^) mit der Ordnungszahl ä^ unendlich gross

wird, so muss, wenn specielle Systeme bei der AVahl von (ic,«/,), («j«/,), ••• (^„^<,)

I ausgenommen werden, wenigstens für eine der Functionen H(xy)^, ... H(xy)

Idie Ordnungszahl des Unendlichwerdens an der Stelle (g^hj^) gleich s[ sein. Es

sei dies für die Function H{xy)^ der Fall. Stellt, wie vorher, (x^y^) das Ele-

iment des Gebildes mit dem Mittelpunkt {g^h)) dar, so ist

fDie Coefficienten C'j^i C'^^i sind hierin rationale Functionen der Paare

l^^iVi)i i^iV1)1 ••• {^qV^i "^"^^ zwar verschwindet der erste Coefficient C^ nicht

[identisch. Bei cyclischer Vertauschung dieser Paare geht auf der linken

Abelsclie FaDCtionen. 16
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Seite H{xy)^ der Eeihe nach in H{xi/\, ... H(pcy)^ über, während rechts der

Coefficient C[^ nur für specielle Systeme {^^y^)-, {oc^y^), ... {x^y^ Null werden

kann. Nach Ausschluss singulärer Systeme bei der Wahl von («,«/,), (a^^^/a)? •••

{xy) wird daher jede der q Functionen H{xy)^ an jeder der Stellen {gj^hj

mit der Ordnungszahl s^ unendlich gross und ausserdem an keiner einzigen

Stelle. Alle g Functionen H{xy)^, ... H(xy) sind mithin vom Grade s'.

Ganz entsprechend lässt sich beweisen, dass die Functionen H{xy)^ an

jeder der n Stellen (oo, 6^) mit der nämlichen Ordnungszahl l^ verschwinden.

Wir nehmen jetzt an, für die Stellen (x^yj, •. (^g</„) sei ein nicht sin-

guläres System gewählt, so können wir die Zahl s' ermitteln, indem wir z. B.

für H{xy)^ die Nullstellen und deren Ordnungszahlen bestimmen. Die Func-

tion H(xy)^ verschwindet erstens an den p — 1 Stellen {x.^y^)i {x^y^), ... {xy^)

mit der Ordnungszahl 1 und zweitens an den n Stellen (oo, 6J (v = 1, 2, ... w)

mit den Ordnungszahlen ^,^2. Aber drittens muss die Function H{xy)^

mindestens noch an p — 1 Stellen verschwinden. Um dies nachzuweisen, unter-

suchen wir, für welche Werthepaare der Quotient

S{xy) ^ fi H(xy\ + C; H(xy\ + • • • + Q H(xy),

H{xy\ S{xy\

unendlich gross wird. Für a; ^ oo verschwinden Zähler und Nenner mit der-

selben Ordnungszahl, der Quotient bleibt daher endlich. Der Zähler H{xy)

wird unendlich an den Stellen (yji^), {y,\)i ••• imd nur an diesen; da aber

auch der Nenner H{xy)^ für jede dieser Stellen mit derselben Ordnungszahl

unendlich wird, so bleibt der Quotient an diesen Stellen endlich. Mithin

kann der Quotient nur an denjenigen Stellen unendlich gross werden, für

welche x endlich ist und der Nenner H{xy)^ verschwindet. Dies findet zu-

nächst an den p — 1 Stellen {x^yj,... (x y ) statt. Ausserdem werde H{xy)^

noch an g' Stellen Null, wobei wir jede Stelle so oft zählen, wie ihre Ord-

nungszahl angiebt; wäre dann g'<:.g — l, so würden sich die g Constanten

Cj, Cj, ... C^ so bestimmen lassen, dass der Zähler H(xy) an diesen g' Stellen

und ausserdem an einer willkürlich gewählten Stelle {x^yj verschwände. Der

Quotient
-j^l^^^-

würde dann nur an den p— 1 Stellen {x^yj, ... (x y ) mit der

Ordnungszahl 1 unendlich gross. Eine solche Function existirt aber nicht;

sie könnte sich auch nicht auf eine Constante reduciren, da der Quotient an
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der Stelle [oc^y^) verschwinden und an p — 1 Stellen unendlich gross werden

soll. Demnach ist p'^p — 1, und wir finden für den Grad s' von H{xij)^,

welcher mit dem von H{xy) identisch ist, die Ungleichung

s'>2p-2+ i;/, > 2p + 2w-2,

also ist auch
s> 2p + 2w— 2.

Wir gehen jetzt zu einer zweiten Bestimmung der Zahl 5 = S(*i~l)

über, aus welcher wir folgern werden, dass in der vorstehenden Formel nur

das Gleichheitszeichen gelten kann. Da die Function H(ocy) an der Stelle

{gjij mit der Ordnungszahl «^ unendlich wird und s^'<«^— 1 ist, so lassen

[sich, wenn

C,+ 'Z\C,H{xy,g,h\+ CiH{xy,gJi,\-^ + c['-'-''^ H{xy
,gM \

= R{xy)
m

[gesetzt wird (S. 97), die Constanten C, deren Anzahl

ist, so bestimmen, dass die Functionen ll{xy) und H(xy) identisch werden.

An den Stellen {Si^x) nämlich, die wir zunächst betrachten, besitzt R{xy) auch

bei beliebigen Werthen der Constanten die charakteristische Eigenschaft der

Function H{xy). Denn stellt (x^yi) wieder das Element mit dem Mittelpunkt

{g)\) dar, so ist

^t = 9i + 9x^^^ + -

folglich
i

Nun fanden wir (Formel (I, 1), S. 84)

H{xtit,9xh), = r^-' + m),
X

mithin enthält die Entwickelung von R{Xfy^^ nur positive Potenzen von t.

Ebenso hat auch bei beliebigen Werthen der Constanten die Function R{xy)

an jeder von («,^,), (a,i,), • • • (« ft„) verschiedenen Stelle (xy), für welche x

16*
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einen endlichen Werth hat, die Eigenschaft der Function H{xy). Für das

Element (4^<) aber, dessen Mittelpunkt die Stelle («„&„) ist, ergab sich

(Formel (I, 3), S. 84)

Soll daher keine der Entwickelungen

+ ^(0.
\fi

(« = i,2,...e)

>(«;.- 2)
negative Potenzen von t enthalten, so müssen die Constanten C^,C[,...Cl

Q homogenen linearen Gleichungen genügen, denen gemäss wir sie uns jetzt

bestimmt denken. Nun ist nur noch das Verhalten der Function R(;xy) für

a; = oo zu untersuchen. Wir hatten angenommen, das algebraische Gebilde

erfordere zur Darstellung sämmtlicher Stellen {xy), bei denen x in der Um-
gebung des Werthes x = oo liegt, n Functionenpaare

Xt=t-\ yt =^ h.+ f^.if); (v=l,2,...n)

es müssen daher die Constanten in R{xy) so bestimmt werden, dass in der

Entwicklung von R{Xfyf) für v = 1, 2, ... w die Coefficienten von t" und von

f' verschwinden. Nun fanden wir (S. 95), dass

2 lii^iyt)
dXf =

ist, wenn für {x^y^) successive alle Functionenpaare gesetzt werden, für welche

in der Entwickelung von R{x^y^)--^ negative Potenzen von t auftreten. Sind

aber die vorher angegebenen q linearen Gleichungen erfüllt, so können nur

für die n Functionenpaare

negative Potenzen vorkommen. Daher muss

dt

{y = \,2,...n)

m-\yt)
dt

0,

d.h.

s[^rsy,)L =
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I

sein. Ist demnach für v = 1, 2, ... w — l der Coefiicient von t^ in der Ent-

wickelung von i2(^~',^J gleich Null, so ist dies auch für v = n der Fall.

Die Forderung, dass in R(x^'i/f) die Glieder mit f und i' fortfallen, ergiebt

mithin 2w — 1 homogene lineare Gleichungen unter den Constanten C^, (7j,C^, . .

.

Damit also die Function R{xy) überall die charakteristische Eigenschaft

der Function H{xy) hat , müssen die s + l in ihr enthaltenen Constanten im

Ganzen p+2w— 1 homogene lineare Gleichungen erfüllen. Nun ist

S+1 > 2p + 2w-l,

nach Befriedigung jener Gleichungen bleiben daher mindestens noch

s+l-{Q + 2n — l) = s-(Q + 2n-2)

bnstanten in dem Ausdruck für -R{xtJ) unbestimmt. Diese Zahl ist die

richtige, wenn die linearen Gleichungen nicht von einander abhängen; sind

aber von den aufgestellten Bedingungsgleichungen einige eine Folge der

übrigen, so wird die Anzahl der unbestimmt bleibenden Coefficienten eine

grössere sein. Nun enthält der allgemeinste Ausdruck der Function H{xy)

nur Q willkürliche Constanten, und zwar ist er in Bezug auf diese homogen;

eine Function R{xy) mit mehr als q unbestimmten Constanten, welche die

Eigenschaft der Function H{xy) besitzt, kann daher nicht existiren, mithin muss

s-(() + 2w-2)< 9

sein, also folgt

s<2() + 2ji-2.

Vorher hatte sich die Ungleichung 5>2p + 2w— 2 ergeben, demnach ist

s = 2Q + 2n — 2,

ler

9 = -|--(w-l)-

Vermittelst dieser Gleichung lässt sich der Rang q direct aus den Eigen-

schaften des Gebildes f{x,y) = berechnen, ohne dass wir, wie noch gezeigt

werden wird, nöthig hätten, rationale Functionen des Paares (xy) zu bilden.

Auf der rechten Seite treten die beiden Zahlen n und s auf; n ist der Grad

der Gleichung f(x,y) = in Bezug auf y, auf die Bestimmung der Zahl

I
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Ä = 2('*;i~0 müssen wir jetzt noch genauer eingehen. Da der Rang q eine
w

ganze Zahl ist, so muss s stets eine gerade Zahl sein. Aus den vorherge-

henden Betrachtungen ergiebt sich, dass s = s' ist, mithin stellt die Zahl s

den Grad jeder der q Functionen H{xy)^, ... H{xy) dar.

Die Zahl s^ ist durch die Entwickelung

Xi = (h + g'xt ^+---

bestimmt (S. 118), wobei stets Sj.>2 sein muss. {ffi^J, (g^hj, ... waren die

Stellen, für welche H(xy) unendlich gross wird, und für diese verschwin-

det f{xy\ der zu Anfang dieses Kapitels über f{x^ y) — ^ gemachten Vor-

aussetzung gemäss. Um demnach die Grössen ff^,ff^,... zu berechnen, haben

wir zunächst die Gleichung D{.r) — aufzulösen (S. 42). Ist nun erstens g

gleich einem derjenigen singulären Werthe, für welche zwar die Discriminante

JD{x) verschwindet, aber die n Werthe der Function y, welche zu einem in

der Umgebung von g gelegenen Werthe x gehören, durch n verschiedene

Potenzreihen

y = '^^(x-g), y = '^^{x-g), ... y = "^^{x-g)

dargestellt werden (S. 44), so kann man

Xi =: g + t

setzen. Es kommt daher in der Entwickelung von x^ die erste Potenz von t

vor, und ein solcher Werth g gehört nicht zu den Werthen g , g , ... . Wenn
dagegen g gleich einem wesentlich singulären Werthe des Arguments ist

(S. 45), so erhalten wir für dessen Umgebung die sämmtlichen zugehörigen

Werthe von y mit Hülfe von n Reihen der Form

oder von n Functionenpaaren

^t = 9 + O'-X'*- , yt = '^y,(t), (X=1,2,...W')

wo ri-an sein muss. Die Zahlen a^, a,, ... a^,, deren Summe

Oj + 3, + • • + o„, = n
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ist, sind nicht sämmtlich gleich 1, es gehört mithin jeder solche wesentlich

singulare Werth g zu den Grössen
.{/j, .(/,, .... Ist das durch das Functionen-

paar

dargestellte Element des Gebildes identisch mit dem Element (x^ij^^ so ist

.s, = a . Bezeichnen wir daher mit ^{s, — \) die Summe derjenigen Glieder

von 2(*i~l)j welche aus Functionenpaaren {x^y^ hervorgehen, in denen x^

für f =: denselben Werth g.^^ ergiebt, so ist

S'(sx-1) = K-l) + (a.-l) + "- + (a„--l) - n-n';

hat nämlich für eins dieser Functionenpaare o.^ den Werth 1, so fällt das

entsprechende Glied a^ — 1 in der Summe einfach fort.

^^ Die vorstehende Gleichung bleibt aber auch für die nicht wesentlich

^bagulären Werthe g bestehen, denn für diese ist n = w', also

= o,. = • • • ^ 0„, = 1

(S. 44), mithin reduciren sich beide Seiten jener Gleichung auf Null. Dem-

nach kann
s = 2(«-»')

gesetzt werden, wobei für jede Wurzel der Gleichung D(x) = die Zahl

n— n zu ermitteln und über alle diese Zahlen zu summiren ist. Die Summe

2(w-n') enthält folglich soviel Glieder, als die Gleichung D{x) = ver-

schiedene Wurzeln hat.

Um also die Zahl s zu bestimmen, suchen wir zunächst die Werthe x

auf, für welche die Discriminante D{x) der Function f(x^g), diese als

Function von y aufgefasst, verschwindet. Für die Umgebung jedes dieser

Werthe bestimmen wir die Anzahl n der Gruppen, in welche die Entwicke-

lungen der n Werthe der algebraischen Function y zerfallen (S. 44), und

bilden die Differenz m— «'; dann ist s gleich der Summe aller dieser Diffe-

renzen, lur einen nicht wesentlich singulären Werth des Arguments x ist

n — n — 0, mithin ist s gleich der Anzahl der wesentlich singulären Werthe

des Arguments x, wenn wir jeden von ihnen so oft zählen, wie die Zahl

n — ri angiebt.

I
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Die Gleichung

Q = i._(w-i)

ist bisher nur unter der Voraussetzung abgeleitet worden , dass das Ge-

bilde f{Xj y) = zu einem unendlich grossen Werthe von x n unter ein-

ander verschiedene endliche Werthe y liefert. Es ist nun leicht zu zeigen,

dass der für q gefundene Ausdruck von dieser Voraussetzung unabhängig ist.

Transformiren wir das Gebilde f{x^ y) = 0, wenn es nicht von vornherein jene

Eigenschaft hat, durch die Substitution (S. 117)

in ein Gebilde /'^(l, •»]) ^ 0, welches jener Voraussetzung entspricht, so ist

sowohl der Rang p, wie der Grad n in Bezug auf y und yj für beide Gebilde

derselbe. Zum Nachweis der allgemeinen Gültigkeit der Gleichung

ist also nur zu untersuchen, wie bei beliebiger Beschaffenheit des Gebildes

f{x^ y) ^ die Zahl s zu berechnen ist. Ist f(x, y) = in Bezug auf x vom

»i'*° Grade, so ist

Betrachten wir y als Function von x und t] als Function von |, so mögen

g^,g^,-.- die wesentlich singulären Werthe des Arguments x und y^^y^,--'

die entsprechenden des Arguments | sein. Dann ist

1

9i = « +—

-

y».

wobei die Reihe der Grössen g^,g^,.-- den Werth oo enthält, wenn in der

Reihe yi^y^i--- der Werth vorkommt.

Erstens sei nun y irgend eine von Null verschiedene der Grössen y,, y,, ...

und cf = a-\— ; liegt dann | in der Umgebung von y, so werden die zuge-

hörigen Werthe von yj diu-ch n Reihen der Form

.((¥f)*x^T7^ N (x = l,2....«')
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jeliefert. Nim ist

[wenn

x— a g—a

9'^

1 x~gL
^

x-g fx-g\)

9'x a-9
\

"--g Xa-gly

Y'-t.iP'-a)
=

gesetzt wird. Die Werthe von y, welche einem der Umgebung von g ange-

fhörigen Werthe von x entsprechen, erhalten wir demnach durch n Reihen

^=Mm'") (x=l,2,...n').

fn keinem dieser Ausdrücke können sich die Glieder mit gebrochenen Ex-

)onenten sämmtlich fortheben, denn zu jedem Werthe von x gehört ein

T^erth von |, und zu einem solchen liefert die Entwickelung

|o^ Werthe von -q, also auch von y, mithin müssen sich auch aus der Reihe

lau einem Werthe von x o.^ Werthe y ergeben. Die Zahl n ist demnach

[für den Werth y des Arguments g im Gebilde /"„(?, vj) =0 dieselbe, wie für

len entsprechenden Werth g des Arguments x im Gebilde f{x,y) = 0.

Es sei zweitens y === 0, so ist g = oo. Für die Umgebung des Werthes

[1 = mögen die ri Reihen

5ß,m (x = l,2,...n')

[die zugehörigen Werthe von yj liefern. Durch die Substitution

1
1 = x— a

X '+ ax ' + •••, ij y

[erhalten wir hieraus die für die Umgebung des Werthes a; = c» gültigen

Abelsche Functionen. 17
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Entwickelungen

=4n (x=l,2,...w')

wobei sich die gebrochenen Potenzen wieder nicht sämmtlich fortheben kön-
nen. « = cx) ist also jetzt ein wesentlich singulärer Werth des Arguments x

und zwar ist die Zahl n für ihn dieselbe, wie für den Werth | = im Ge-

bilde /„(?, 7]) = 0. Da nun sowohl die Anzahl der wesentlich singulären

Stellen, als auch die Differenz n— n für die einander entsprechenden Stellen

in beiden Gebilden die gleiche ist, so hat auch die Zahl s = '^(n—n') für

f(x^y) = und /"„(!, vj) = den gleichen Werth.

Ist also f{x, y) = eine ganz beliebige irreductible algebraische Gleichung,

so entwickeln wir y erstens nach Potenzen von x—g^, wo für ^^ der Reihe

nach die endlichen Wurzeln der Gleichung D(x) = zu setzen sind, und

zweitens nach Potenzen von —
. Sind n Reihen nöthig, um alle n zu einem

hinreichend kleinen Werthe von \x—g^\ oder
[

—
1 zugehörigen Werthe von y

darzustellen, so zählen wir den singulären Werth ^^ oder oo {n— n')-mal-

dann ist s gleich der Anzahl aller singulären Werthe, d. h. es ist

s = "^(n— n').

Nachdem die gerade Zahl s in dieser Weise berechnet. ist, gilt für jedes alge-

braische Gebilde die Formel

9 =- -|--(w-l)-

Wir wollen jetzt die Bestimmung des Ranges und die Bildung der q

linear unabhängigen Ftmctionen H{xy)^ an zwei speciellen algebraischen Ge-

bilden durchführen. Wir betrachten erstens das Gebilde

WO 5'„(l),5',(l),5'j(l) ganze rationale Functionen von | sind, und zweitens das

Gebilde

wo n eine ganze positive Zahl und R{x) eine ganze rationale Function von

X bedeutet.

Es sei also die irreductible algebraische Gleichung
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begeben, so haben die drei ganzen rationalen Functionen ^^ (?) , ^ (I) , 5'^ (I)

[einen gemeinsamen Theiler. Lösen wir die Gleichung nach yj auf, so folgt

renn wir

[setzen. Dabei sind jR(|) und -R^d) ganze rationale Functionen von |, und zwar

[enthalte i2(|) lauter verschiedene Linearfactoren, deren Anzahl gleich m sei.

Führen wir statt | und t] zwei neue Variable x und y durch die Sub-

stitution

ein, aus welcher umgekehrt

l, y

2ä(^)

ff.(§) + 2go(l)-^

isich ergiebt, so besteht zwischen x und y die Gleichung

r = -B(^)-

Die gegebene Gleichung zwischen i und yj kann demnach durch eine

rationale Transformation auf die Gleichung

y'' = R{x) = A{x-a,){x-a;)...{x-a^)

zurückgeführt werden, in welcher JR(a;) eine ganze rationale Function m**" Grades

imit lauter verschiedenen Linearfactoren bedeutet, so dass also nicht zwei der

[Grössen a^, a^, ... a^_ einander gleich sind. Bei der Berechnung des Ranges

[wollen wir nun statt der ursprünglichen diese letztere Gleichung zu Grunde

legen (S. 69). Das durch eine Gleichung dieser Form definirte algebraische

^Gebilde nennen wir, wie schon in der Einleitung (S. 5) bemerkt wurde, ein

[hyperelliptisches Gebilde.

Betrachten wir in f{x,y) = y als Function von x, so sind die sin-

[gulären Werthe des Arguments x die Wurzeln der Gleichung D{x) = 0,

[welche sich durch Elimination von y aus f(x, y) = und f{x, y)^ == ergiebt

[S. 42). Mithin sind es in dem vorliegenden Fall die Werthe x = a^

1«,, ...a^. In der That entsprechen jedem Argumente a,, welches von

17*
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«j, öj, ... «^ verschieden ist, zwei entgegengesetzt gleiche Werthe y = h und

y = —b^, und die beiden Stellen {a^,\) und («„, — 6,) gehören zwei verschiede-

nen, nicht äquivalenten Elementen an. Um diese darzustellen, bringen wir

4r auf die Form:
Ol

'l \ ao-«i/\ «0-«»/ \ «0-««./

Nehmen wir nun x so nahe bei a^ an, dass |a;— a^[ kleiner ist als jede der

Grössen
|
«,— «<, 1, |«,— «o|,

••• |ö„,— «oI' ^^ ^^^^* ^^*^^ ^^^ Quadratwurzel aus dem
auf der rechten Seite stehenden Producte nach Potenzen von x— a^ entwickeln,

und wir erhalten

y^ 6oii + (^-«o)^(^-«o)j

und
y = -«'o|i + (^-«o)*(^-«o)!,

mithin nach Einführung einer unabhängigen Variablen t

Xt = a^+t, Vi = «-d 1 + ^^(01
und

Diese beiden Functionenpaare stellen die Elemente dar, deren Mittelpunkte

die regulären Stellen («„,&„) und («„,— 6J sind.

Für die Umgebung eines singulären Werthes a^ des Arguments x er-

giebt sich

f = -RK)(«-«x) + vJK"(«x)(^-«x)'+---,

wobei zu Folge der Voraussetzung, dass B{x) keine gleichen Linear-

factoren enthält, R\a.J sicher von Null verschieden ist. Alle Werthepaare

(a;«/), welche man aus dieser Reihe erhält, werden auch durch das eine

Functionenpaar

geliefert, d. h. die singulare Stelle («^0) des Gebildes gehört einem einzigen

Elemente an. Für jeden Werth a.^ wird mithin w'= 1, also auch n— n = 1;

a^ ist daher ein wesentlich singulärer Werth des Arguments, und zwar ist

er einfach zu zählen (S. 130).
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Ist m eine gerade Zahl, so folgt aus der Gleichung

(
^

)

wenn x dem absoluten Betrage nach grösser als jede der Grössen \a^\j |a, |, ...

|««l ist»

, = ±Vl.^"'{i + i^(i)j

Wir erhalten demnach in diesem Falle zwei unendlich ferne Elemente des

Gebildes, welche durch die beiden Functionenpaare

^t = i-\ yt= \o:r*'"ji+<5ß(oi

und

|largestellt werden; das Gebilde ist also im Unendlichen nicht singulär.

Ist aber m ungerade, so ist die unendlich ferne Stelle eine einfach zu

zählende wesentlich singulare. Denn das Gebilde hat dann nur das eine un-

endlich ferne Element

• Xt = At-\ yt == A^^^'^'U-^ll + t'^it')].

Dieser Umstand bewirkt in der Theorie der hyperelliptischen Functionen eine

Iereinfachung der Formeln, wenn für Il{x) eine ganze rationale Function

ageraden Grades gewählt wird.

Bei geradem m sind demnach (a^O), (a^O), ... (a^^O) die einzigen wesent-

ch singulären Stellen, und jede von ihnen ist einfach zu zählen, mithin

ird die Zahl s gleich m (S. 130), also folgt, da w ^ 2 ist.

I AM

Q = --1, m = 29 + 2.

Ist aber der Grad m ungerade, so ist ausser den Stellen («, 0), («,0), ... («„0)

noch die unendlich ferne Stelle wesentlich singulär, mithin ist s = /w + 1, also

Q = —5—. ^ = 2q + 1.
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In beiden Fällen hat sich, wie es sein muss, s gleich einer geraden Zahl

ergeben.

Damit haben wir den Rang des hyperelliptischen Gebildes y^ = R(x),

mithin auch den des m-sprünglich gegebenen

berechnet. Soll umgekehrt das hyperelliptische Gebilde y^ = R{x) von einem

vorgeschriebenen Range q sein, so ist für R(x) eine ganze rationale Function

(2(» + l)*™ oder (2 p + 2)'™ Grades ohne gleiche Linearfactoren zu setzen.

Nun stellen wir für das hyperelliptische Gebilde «/" = R(x) die Functio-

nen H{xy)^ her. Wir haben gesehen, dass das homogene lineare Aggregat

H{xy) der Functionen H{xy)^ sich auf die Form:

bringen lassen muss. Dabei bedeutet G{xy) eine ganze rationale Function

von X und y, welche in Bezug auf die beiden Variablen den (»i— 2)'™ und

(n— 2)*°" Grad hat, wenn der Grad von f{x,y) in x und y gleich m und n ist

(S. 116). Mithin ist im vorliegenden Falle G(xy) eine ganze rationale Function

G (x) von X allein und zwar von nicht höherem als dem (m— 2)*™ Grade. Setzen

wir

wo also ft<m— 2 ist, so wird

^ ^' 2y y

Stellt nun erstens das Functionenpaar {x^y^ ein Element dar, dessen Mittel-

punkt eine im Endlichen liegende reguläre Stelle ist, so enthält die Ent-

wickelung von H{x^y^) -rr- bei beliebigen Werthen der ft + 1 Coefficienten in

G{x) nur positive Potenzen. Das Gleiche ist auch der Fall, wenn das Ele-

ment eine singulare Stelle (a^O) zum Mittelpunkt hat, denn für ein solches ist

mithin wird

2y, dt - ^^'^-
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Drittens stelle {x^y^ ein unendlich fernes Element dar. Ist der Grad m der

ganzen rationalen Function R(x) gerade, also gleich 2() + 2, so hat das

hyperelliptische Gebilde zwei unendlich ferne Elemente:

folglich ist
•

also muss, wenn die Entwickelung von
2 '~M

^^^'^^ negativen Potenzen

von t enthalten soll,

sein. Wenn aber der Grad m eine ungerade Zahl, also gleich 2p + 1 ist, so

hat das Gebilde nur ein unendlich fernes Element:

Xt = At-\ y, = Ä^^'"^'h-'\l + t'^,{t%

daher folgt

yt dt ^?' +'

thin ergiebt sich

2q-2-2(i>0,
also wie vorherI—"•"-

I
e charakteristische Eigenschaft der Function H{xy), und da die q Constan-

n c^, Cj,... c unbestimmt bleiben, so kann

Hixy\ = ^, H{xy\ = ^, •. H{xy\ =^
gesetzt werden. Damit sind die q linear unabhängigen Functionen H{xy)

für das hyperelliptische Gebilde y* = B,{x) bestimmt.

Als zweites Beispiel betrachten wir das allgemeinere algebraische Gebilde
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wobei die ganze rationale Function m*™ Grades R{x) so beschaffen sein muss,

dass die Gleichung irreductibel ist. In Linearfactoren zerlegt sei

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir zwar nicht wieder, wie

im vorhergehenden Beispiel, die Annahme machen, dass R(x) lauter ver-

schiedene Linearfactoren enthält, wohl aber, dass die Exponenten m^, nij, ... ra.

sämmtlich kleiner als n sind. Es mögen nämlich m^ und n als ganze, nicht

negative Zahlen so bestimmt werden, dass



sämmtlich einander gleich sein können, wenn sie gleich 1 sind. Wird

gesetzt, so ist w> w^^l. Ferner kann die Zahl»«, d. i. der Grad von R{x\

mit n einen gemeinsamen Theiler v^ besitzen; es sei

n = n,v„. m = n„ii^,

wo w > n„ > 1 sein muss.

Betrachten wir y als Function von x, so sind die im Endlichen ge-

legenen singulären Werthe des Arguments x wieder die Werthe a^, a^, ... a^,

für welche R{x) verschwindet. Wenn nun («„5J eine beliebige im Endlichen

gelegene Stelle des Gebildes ist, für welche a^ mit keinem dieser singulären

Werthe zusammenfällt, so lassen sich die Paare (xy) in der Umgebung der

Stelle (a„6J durch ein Functionenpaar der Form

arfärstellen. Liegt aber x einem singulären Werthe a^ hinreichend nahe, so ist

2/" = A(«-«xr'1l + (^-ax)^o(a^-«-J!,

mithin, wenn

gesetzt wird,

I

G. = ^-r

y"" = G^{x- aj- 1 1 + (o;- aj ^, {x- a,xy

ierbei denken wir uns der Wurzelgrösse G, einen beliebig bestimmten ihrer

n^ Werthe beigelegt. Die vorstehende Reihe liefert alsdann zu einem Werthe

von X v.^ Werthe von y, und diese v.^ zusammengehörigen Paare {xy) ergeben

sich, wie wir jetzt zeigen wollen, durch ein einziges Functionenpaar.

Da (t^ und v^ relativ prim sind, so lassen sich stets zwei ganze positive

Zahlen o.^ < ft.^ und x^ < v.^ finden, für welche

ist. Mit Hülfe dieser Relation folgt aus der vorhergehenden Reihenent-

wickelung

Äbelsche Fanctionen. 18

I
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und, wenn

gesetzt wird,

wobei die Coefficienten in der Reihe ^^{t) eindeutig aus der Wurzelgrösse

C^ zusammengesetzt sind. Ziehen wir nun die v^*° Wurzel auf beiden Seiten

dieser Gleichung aus, so ergiebt sich das Functionenpaar

Dieses stellt für jeden bestimmten Werth von C.^ ein Element des alge-

braischen Gebildes dar, dessen Mittelpunkt die Stelle («._^0) ist, und zwar lie-

fert es zu einem Werthe von x^ welcher in der Umgebung von a^ Hegt, v ver-

1

schiedene Werthe von y. Indem wir der Wurzelgrösse C^ = ^«x der Reihe

nach ihre n.^ verschiedenen Werthe beilegen, erhalten wir n^ nicht äqui-

valente Elemente mit dem gemeinsamen Mittelpunkt («^0), welche zu einem x

n V =^ n verschiedene Werthe von y ergeben. Die Stelle (a. 0) gehört

also n' verschiedenen Elementen des Gebildes an, und da w^<w, so ist jede

der Stellen («jO), (a^O), ... (a^O) eine wesentlich singulare. Für die Umgebung

von {a 0) zerfallen die n Werthe y in n^ Gruppen, diese Stelle ist demnach

(m — ra. )-mal zu zählen (S. 130).

Wir müssen nun noch das Verhalten des algebraischen Gebildes für

a; = oo untersuchen. Ist x dem absoluten Betrage nach hinreichend gross,

so folgt

«/" = ^^"Ji +aI +
'-J,

oder wenn wir dem Vorhergehenden entsprechend

a = Aw«

setzen und die Gleichungen m = w„ft„, n = n^v^ berücksichtigen:
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Nachdem wir wieder zwei positive ganze Zahlen o^ und t^ so bestimmt haben,

dass

Vo^o-f^o-o = 1

und
"o < ."o : ~o < n

ist, erhalten wir durch die Substitution C^'^''x = t
"":

Für jeden der n^ Werthe der Wurzelgrösse C^ stellt das Functionenpaar

ein unendlich fernes Element des betrachteten Gebildes dar. Es liefert

zu einem unendlich grossen Werth von x v„ Werthe von y. Geben wir C^

seine «„ verschiedenen Werthe, so erhalten wir ti^ verschiedene unendlich

ferne Elemente des Gebildes, deren Gesammtheit n^v^ ^ n Werthe von y für

a; = oo ergiebt. Haben die Zahlen m und n keinen gemeinsamen Theiler, so

ist w„ ^ 1, und es gehören dann die sämmtlichen n Werthe von y einem ein-

zigen Elemente an; sonst aber zerfallen die n Werthe y in n^ Gruppen.

Wenn der Grad m von R(cc) nicht die Zahl n als Theiler enthält, so ist

n^<n und daher a; = oo ein wesentlich singulärer Werth des Arguments

der algebraischen Function.

mithin ist der Rang des gegebenen algebraischen Gebildes ^" = R{x):

r ........................
^^wperelliptische Gebilde y^ = R{x) ermitteln. Für dieses ist w = 2 und

»} = m^ = • • = ?Mj = 1 , mithin k = m und «^ = n^ = • •• = w^ = 1 , folglich

i ür eine Function R (x) geraden Grades ist nun n^ = 2 , also p = ^— 1
>

»i=2p + 2; für eine Function R{x) ungeraden Grades dagegen ist «, = 1,

18*

: iin-nj = n{k + \)-^n^ = (7, + l)(n-l)- 2 K-1),
x= o x= o x= o
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mithin q = -^(m— l), m = 2p + 1. Dies stimmt mit dem oben gefundenen Re-

sultat überein.

Die Function H{xy) muss für das Gebilde ?/" = R{x) die Form:

haben, wo G^{x)^ G^{x)^ . . . G^_^{x) ganze rationale Functionen bedeuten.

Ist s eine primitive w*° Wurzel der Einheit und y irgend einer der w Werthe,

welche zu Folge der Gleichung y'^ = R{x) zu einem Werthe von x gehören,

so sind s.y, e"^, ...e""'«/ die übrigen Werthe, mithin hat auch jede der

Functionen

als Function des Paares (xy) betrachtet, die charakteristische Eigenschaft einer

Jf- Function, und demnach muss dies auch für die n— l Functionen

- 2« '^ ^^S{^,^'y) = ^Y- (^ = l,2,...n-l)
n y=o y^

der Fall sein. Die Entwickelung von

~yf~~dt'

darf mithin für kein einziges Functionenpaar {x^y^ negative Potenzen von

t enthalten.

Stellt {x^y^ die Umgebung einer im Endlichen gelegenen nicht singulären

Stelle («o^J dar, so treten nur positive Potenzen auf, wie auch die ganze

rationale Function GJx) beschatfen sein mag.

Hat dagegen das Element {x^y^ zum Mittelpunkt eine singulare Stelle

(a^O), so ist

Xt = a, + Cl-H'\ y, = C'-f-\^^tm)\,

mithin enthält das Anfangsglied der Entwickelung von

1 dx^

nach steigenden Potenzen von t die Potenz t
"^ "

. Ist erstens der Ex-
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)onent v.—ß(i —1 eine negative Zahl, so muss die Entwickelung von G (x^)

it einer positiven Potenz von t beginnen, demnach G^{x) durch oc—a^ theil-

i>ar sein; und zwar müssen, wenn der Factor x—a^ m^-mal in G^{x) vor-

kommt, die Ungleichungen bestehen:

m'.
ß»h 1

Jezeichnen wir daher mit

(^)

ie grösste in ^--^ enthaltene ganze Zahl, so ist

Jmgekehrt gilt, sobald G^{x) den Factor {x—a,y- **
'' hat, die Entwickelung

yf
dt

m)-

Oß (x)
)amit demnach der Function '^ für die Umgebung jeder im Endlichen

gelegenen singulären Stelle (a^O) die Eigenschaft einer Jf-Function zukomme,

luss die ganze rationale Function G^{x) von der Form:

R^{x) = {x-a,f ^ \x-a,)^ " ^..(^-«*r " ^
(ß = i,2,...n-i)

gesetzt wird. Da die Zahlen m^, m^, . . . nij. sämmtüch kleiner als n sind, so

st stets

R,{x) = 1.

tst zweitens v.^— ßii^—l>0, so ist für jede beliebige ganze rationale Function

G-ßjXi) dXf

3/f
dt

)ie Zahlen (-^^j sind aber jetzt sämmtlich gleich 0, mithin ist EJx) = 1,



142 FÜNFTES KAPITEL.

wir können also auch in diesem i'alle GJx) in der vorstehenden Form an-

nehmen.

Nun muss der vorläufig beliebige Exponent v' der Art bestimmt werden,

dass die Entwickelung von '^^ -^ auch für die unendlich fernen Elemente
"t

X, = d" r "»
, y, = c^" r ''«

{ 1 + ; ^,{t)
i

keine negativen Potenzen von t enthält. Dies ist der Fall, wenn

d. h. wenn

^ \ n 1 \ n j \ n I n

ist. Es stelle nun
' ßm
n

die grösste ganze Zahl dar, welche in -^^ enthalten und kleiner als -^ ist,

sodass also

!(—
—

I, falls —— keine ganze Zahl,

i—— )— 1, falls —— eine ganze Zahl.

Dann haben die w— 1 Functionen

-^ = -^ '-^^ ^i?,(^) (^=l,2,...n-l)

bei beliebigen Werthen der Constanten C* , C , ... Co^, für alle Elemente

des Gebildes die Eigenschaften einer if- Function , sobald

v^ = ßm
l-(^)-(^)--(^-)n

gesetzt wird. Mithin können die Functionen

x'
^-R^(«) (^ = 1,2,...«-!; y = 0,l,...r^-l)

als die q Functionen H(xy)^ angenommen werden, woraus sich die vorher
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Î̂[S. 135) für das hyperelliptische Gebilde gefundenen Ausdrücke der H-
Functionen als Specialfälle ergeben.

«—I

Es lässt sich auch direct nachweisen, dass die Anzahl 2 *'< der so er-

haltenen linear unabhängigen Functionen H(xy)^ wirklich gleich q ist, wo
nach dem Obigen q für das Gebilde y" = R{x) den Werth

A(fc_i)(„_i)_i 2K-1)

hat. Ist nämlich ß eine beliebige der Zahlen 1, 2, ... w— 1, so sei für

X = 0, 1, ... A S^^ gleich 1 oder 0, je nachdem ^^ = ^^ eine ganze oder ge-

brochene Zahl ist; dabei muss m^ durch die Grösse m ersetzt werden. Dann

rd

'{n-ß)m^(^=^)— '-(^•>^...

^-/.-i)

n

(n-ß)m.^
m.^-1-

n

(x = 0, 1, . . . fc)

lithin

(i^).((.^) = ».-...

ßm.^

n
+

{n-ß)m^
n

= «h-^-Kr
(x = 0,l,...fc)

Zunächst sei nun n ungerade, so ergiebt sich

2 t'.; = -(m-i)(«-i)- s *o;.- S -2 K-i)(»*-i)+ 2 <Jx^

= ß-l){n-l)-^ 2 S.r
'= X=0 ;«= 1

iC-O
fun ist 2 *x« gleich der Anzahl der in der Reihe

M-1
f*x. 2;*^, f*x2 f^*

ithaltenen, durch v.^ theilbaren Zahlen; also folgt

.'S;:i>H^^-)=(*-^) 2 '

lenn w^ , «^ , ... n^ müssen als Theiler von n ungerade Zahlen sein. Zu Folge
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dieses für die Summe auf der linken Seite gefundenen Werthes erhalten

wir aber

ß—1 ' ^ x=
n—

1

Ist zweitens w gerade, so sondern wir in der Summe 2 '^'» das Glied v'n

von den übrigen ab und erhalten dadurch

n-i 1 -H'i-a) *
i 1 i(''-») /m \]

= _(Ä_1)(,^_2) +
iCn-ü) k

ß= i

1=1 X=l \ ^ I ß= l

Durch ähnliche Schlüsse, wie im vorher behandelten Fall, ergiebt sich zu-

nächst

w - 24 (»-2)

S s.,ß

ß=i 2v. V2 ^'J
(x = 0,l,...fc).

Nun war für x = 1, 2, ... A; w > w^ (S. 137), also ist v.^ ^ 2, mithin folgt

(
^-1' fi^lls w gerade,

1"^"^)= «-1 (x = l,2....fc)

I
—^^^— , falls n^ ungerade.

Diese Formeln bleiben auch für x = bestehen, denn ist v^ = 1, so ist

n = n^, mithin n^ eine gerade Zahl. Und da in Folge der Annahme, dass n

gerade ist, m^ und n.^ gleichzeitig gerade oder ungerade sind, so hat sich

das Resultat ergeben:

L(»-.) \
^-^' ^^^^^ "*x

gerade,

S <Jx/* = (
.. ,

(x = 0,l,...fc)

,5 = 1 Wv—

1

, falls m^ ungerade.

Je nachdem nun m gerade oder ungerade ist, hat
i-i

, also wird stets

den Werth -^— 1 oder

J(«-a)

f(=i

m— w„

Ferner ist f-^j gleich -^, wenn m^ gerade, und gleich ^"'^^ ^
, wenn m^ un-
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rerade, mitMn folgt

i(«-8)

(^)^l: >xß
wvt»v_i

(x = 1,2,...ä;).

)urch Substitution dieser Werthe in den obigen Ausdruck von 2 *'« erhält

lan nun

ß=l ^ ^ X = l( ^
)

= i.(Ä-l)(n-l)-A 2K-1).

In beiden Fällen, bei geradem und bei ungeradem w, bat sich demnach

ie Gleichung

S''^ = 9

rgeben.

AMieh« FoDCtlonen. 19



Sechstes Kapitel.

Zweite Art der Berechnung des Ranges eines algebraischen

Gebildes.

Wenn die Gleichung f{x, y) = ^ des algebraischen Gebildes nicht nach

einer der beiden Variablen, x oder </, algebraisch auflösbar ist, so stösst die

Bestimmung des Ranges nach der im vorhergehenden Kapitel auseinander-

gesetzten Methode auf Schwierigkeiten. Wir gehen daher jetzt zu einer

zweiten Art der Berechnung der Zahl q über.

Hierbei tritt die Aufgabe auf, die Anzahl der Stellen zu bestimmen,

welche die beiden Gebilde f(x,y) = und f(x,y\ = gemein haben; wir

führen die entsprechende Aufgabe aber gleich allgemeiner für zwei beliebige

irreductible algebraische Gebilde f{x, y) = und F(x, «/) = der r*™ und j-''™

Dimension durch. Deuten wir die beiden Gebilde geometrisch als Curven, so

handelt es sich um den Nachweis, dass zwei irreductible algebraische Curven

von den Dimensionen r und r' einander in rr' Punkten schneiden. Gewöhnlich

begnügt man sich damit zu zeigen, dass die Gleichung, welche durch Elimi-

nation von y aus f(x,y) = und F{x,y) = entsteht, vom (rr')"" Grade

in Bezug auf x ist. Damit ist aber nur bewiesen, dass die beiden Curven

nicht mehr als rr' gemeinsame Punkte haben. Für eine genaue Untersuchung

der Anzahl der Schnittpunkte bedarf es besonders der Erörterung der beiden

Fragen: Welche Bedeutung kommt unendlich fernen Punkten einer alge-

braischen Curve zu, und wie oft ist ein Schnittpunkt zweier algebraischen

Curven zu zählen?

Die linke Seite der Gleichung f{x, y) = sei nach homogenen Functio-

nen geordnet

f{x,y) = {x,yX+ix,yX_^ + --- + {x,y\ + {x,y\.
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Wenn die Function liöclister Dimension {x, y\ als Product von lauter ver-

schiedenen Linearfactoren darstellbar ist, also in dem Product

{x
, y\ == Cigy- hx) {g'y- h'x) .

.

.
(^"-" y - A"-' x)

die Verhältnisse 4» "fr>
••• w^ir sämmtlich unter einander verschieden sind, so

haben wir das durch die Gleichung f(x, y) = definirte algebraische Gebilde

im Unendlichen regulär genannt (S. 38). Es besitzt dann r nicht äquivalente

Elemente im Unendlichen. Fassen wir das Gebilde als ebene Curve auf,

so sagen wir in diesem Falle, die Curve habe r von einander verschiedene

unendlich ferne Punkte. Zu dieser Ausdrucksweise führt folgende Ueber-

legung.

Es bedeute s eine unabhängige Variable, sodass das System der beiden

Gleichungen

X ^ a + Jcs, y = h + ls

ie Gerade darstellt. Die Punkte («, y), welche den Wurzeln s der

Gleichung

f{a + ks,b + ls) ^ (]c,lXs''+--- =

entsprechen, sind die Schnittpunkte dieser Geraden mit der Curve f(x,y) = 0.

Wenn nun {k,l\ nicht verschwindet, so hat die Gleichung r^° Grades bei

richtiger Zählung r endliche Wurzeln s, mithin erhalten wir r im Endlichen

gelegene Schnittpunkte der Geraden und der Curve. Verschwindet aber

{li,l\, d. h. ist einer der r Factoren

f-H-lf-'h {x = 0,l,...r-l)

gleich Null, so wird eine Wurzel der Gleichung unendlich gross, und wir

sagen daher, jede der r verschiedenen Geraden

g'-'^\y-'b)-h'''\x-a) = (x = o, i,...r-l)

hat mit der Curve f{x,y) = einen unendlich fernen Punkt gemein, oder

jede der r Geraden

/"'«/— Ä"''.« = (x = 0, 1, ...r-1)

bestimmt eine Richtung, in welcher eia solcher Punkt der Curve liegt.

19*
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Enthält dagegen {x,y\ auch gleiche Linearfactoren, ist also das Gebilde

f(^x^y) = im Unendlichen nicht regulär, so ergeben sich weniger als r von

einander verschiedene unendlich ferne Punkte der Curve.

Zunächst soll nun bewiesen werden, dass sich stets und zwar auf un-

endlich viele Weisen die Constanten c^, c^, c^ des algebraischen Gebildes

c„+c,x + c,y =

so bestimmen lassen, dass dieses mit dem Gebilde r*" Dimension f(x,y) =
genau r von einander verschiedene, im Endlichen gelegene, nicht singulare

Stellen gemein hat. Oder geometrisch ausgedrückt, es lassen sich unendlich

viele gerade Linien bestimmen, welche eine gegebene Curve r**' Ordnung in

r verschiedenen, im Endlichen gelegenen Punkten schneiden. Dabei machen

wir keine specielle Voraussetzung über die homogene Function höchster

Dimension {x, y\ in f{x, y). Wenn die Gleichung f{x^ y) = nicht von vorn-

herein in Bezug auf y vom r^" Grade ist, so transformiren wir sie durch

eine lineare Substitution

X = a'x'+ß'y', y — y'x'+d'y'

in der Weise, dass die neue Gleichung fj^x\y') = d in Bezug auf y' den

Grad r hat; hierzu wird erfordert, dass {ß\8'\ und die Determinante a'6'—ß'y'

von NuU verschieden sind (S. 35). Der Coefficient von y"' in f„{co\y') ist

jetzt eine Constante, mithin bleibt für endliche Werthe von x' auch y' end-

lich (S. 33). Es werde nun die Grösse a so gewählt, dass die Gleichung

f{ci,y') = keine gleichen Wurzeln y' besitzt, eine Bedingung, durch welche

nur eine endliche Anzahl von Werthen a ausgeschlossen wird. Die Gerade

x'-a =

schneidet dann die Curve foix',y') = in r von einander verschiedenen, im

Endlichen gelegenen, nicht singulären Punkten; oder, wenn die Variablen x, y

wieder eingeführt werden, die gerade Linie

d'x-ß'y-a(a'S'-ßy) =

hat mit der Curve f{x,y) = »• verschiedene, im Endlichen gelegene, nicht

singulare Punkte gemein. Damit sind die Constanten c^, c^, c^ in der ge-

forderten Weise bestimmt.
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Wir betrachten jetzt gleichzeitig mit f(x,i/)=:0 ein zweites, von dem

JBTSten verschiedenes, irreductibles algebraisches Gebilde F{x,'y) = 0. Die

Summe der Glieder höchster Dimension von F{x, y) wollen wir mit (ic, ?/)'.,

jezeichnen. In der vorher betrachteten linearen Substitution wählen wir nun

iie Coefficienten «', /3', y\ d' so, dass nicht nur (/3', d')^, sondern auch {ß\8')'^

ron Null verschieden ist; dann ist der Grad der aus F{x,i/) = durch jene

Substitution hervorgehenden Gleichung F^(x',y') — in Bezug auf y' gleich

Ferner wollen wir die Grösse a so annehmen, dass jede der beiden

irleichungen f^(a, y') — und F^{a,y') = lauter verschiedene Wurzeln y'

lat und auch keine Wurzel der einen Gleichung zugleich Wurzel der ande-

en ist. Könnten wir a nicht auch der letzten Bedingung gemäss wählen,

\o hätten f^{x',y') und F^{x',y'), mithin f{x,y) und F{x,y), einen gemein-

imen Theiler. Es lässt sich hiernach auf unendlich viele Weisen eine

Iterade Linie

Cg+c.x + c^y =

\o bestimmen, dass sie die Curve f(x,y) = in ?• nicht singulären Punkten

id die Curve F{x, y) = in r' eben solchen Punkten schneidet, und dass

liese r + r' Punkte alle unter einander verschieden sind und sämmtlich im

Südlichen liegen.

Um nun die Bestimmung der Anzahl der gemeinsamen Stellen zweier

jebraischen Gebilde f{x, y) = und F(x, y) = von den Dimensionen r

id r' zu vereinfachen, transformiren wir die beiden Gleichungen so, dass bei

Verlegung der Glieder höchster Dimension in Linearfactoren nicht zwei dieser

+ r' Factoren einander gleich sind. Beide Gebilde sind dann im ünend-

ichen regulär. Die allgemeinste Transformation, welche die Dimension einer

Igebraischen Gleichung unverändert lässt, wird durch eine gebrochene lineare

Substitution mit demselben Nenner vermittelt; das ursprüngliche Gebilde

^steht dann mit dem transformirten Gebilde in coUinearer Verwandtschaft.

Wir setzen

u = a„ + a^x + a^y,

V = \ + b^x + b^y,

w = c„+c^x+c^y,

wobei die Coefficienten c^, Cj, c, in w so, wie vorher, bestimmt werden mögen,

I
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während die in den Functionen u und v enthaltenen nur der Bedingung unter-

worfen zu werden brauchen, dass die aus den Coefficienten der drei linearen

Functionen gebildete Determinante nicht verschwindet. Die Gerade mj =
schneidet dann die Curven f{x^ </) = und F{x, ?/) = in r + r' von einander

verschiedenen, im Endlichen gelegenen Punkten. Zu Folge der gebrochenen

linearen Substitution

j.
u V

^ ~ Iv' ''' ~ 1^

werde

f{x,y) = wXI.T)), F{x,y) = w" <t>{^,rt),

wo 9(1,1']) und <l>{^,ri) ganze rationale Functionen ihrer Argumente bezeichnen;

dann sind cp(|, 7j) = und 0(|,7]) = die transformirten Gleichungen. Nach

homogenen Functionen geordnet werde jetzt, da keine Verwechselung mit

der vorher bei den Functionen f(x, y) und F{x^ y) angewandten Bezeichnung

eintreten kann,

cp(|,7i) = (l,rj), +(|,r|),_.+... + (|,7i)„

*(s,^) = (I, i^/);'+(g, >));--,+•••+ (5, ro;

gesetzt.

In Linearfactoren zerlegt sei

und

so sind einerseits

und andererseits

unter einander verschieden, und die beiden homogenen Functionen (S, "Jj)^ und

(1,7])^ haben ausserdem keinen gemeinsamen Lineartheiler. Es ist nämlich

mithin ist für die r Schnittpunkte der Geraden m) = und der Curve

i

9o
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(x, y) = auch.

h. die Coordinaten jener r Schnittpunkte ergeben sich aus den r in x und

y linearen Gleichungssystemen

w =
gf'v-h'^'u = (x = 0,l,...r-l).

Diese r Schnittpunkte sind aber alle von einander verschieden, mithin ist

dies auch für die Verhältnisse |^, -fr-,
•••

f'^-i) der Fall. In derselben Weise

folgt, dass die Coordinaten der r' Schnittpunkte der Geraden w = und der

()urve F{x, y) = die r' Systeme

i w =
f

( gfv — h'-^''u = (X = o,i,...r'-l)

lefriedigen, und daher auch nicht zwei der Quotienten j^, j^,
•

^»'-i) ein-

nder gleich sind. Jedes der beiden transformirten Gebilde 9(|,7)) = und

(I)(|,7]) = ist folglich im Unendlichen regulär. Ferner sind die Schnittpunkte

der Geraden w = mit der Curve f(«, «/) = von denen mit der Curve

F{x,y) = verschieden, demnach ist keiner der Quotienten •— gleich einem

Quotienten -|J^, keiner der Linearfactoren von {^jfiX ist also mit einem von

(|,Y])^ identisch: Den Schnittpunkten der Geraden w = mit den beiden

Curven f{x, «/) = und F{x, y) = ^ entsprechen r verschiedene unendlich ferne

'unkte der Curve cp(|, t]) = und r' eben solche Punkte der Curve <I>(|, V]) = 0.

Da nach dem Vorhergehenden die beiden Gebilde cp(|,7]) = und 0(|, yj) =
keine unendlich fernen Stellen gemein haben, so brauchen wir nur noch

lachzuweisen, dass sie bei richtiger Zählung rr' gemeinsame, im Endlichen

legende Stellen besitzen. Die Anzahl der Werthepaare (It*)), für welche

^(IjIq) und 0(1,7]) gleichzeitig verschwinden, ist gleich dem Grade der ratio-

ialen Function 0(1,7]) des durch die Gleichung <:p(|,7]) = verbundenen

*aares (l"»)), denn dieser ist identisch mit der Anzahl der Stellen, für welche

ie Function 0(|,7]) verschwindet, falls jede Stelle so oft gezählt wird, wie

ie zugehörige Ordnungszahl angiebt (S. 56). Der Grad ist aber auch gleich

1er Anzahl derjenigen Stellen, für welche die rationale Function 0(|,7]) des

Paares (|7]) unendlich gross wird. Nun ist 0(|,7]) eine ganze Function von

I
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I und Y] und kann daher nur für solche Stellen (|7j) unendlich werden, für

welche wenigstens eine der Variablen | oder yj unendKch wird; wir brauchen

deshalb nur die unendlich fernen Stellen des Gebildes cf(|,7j)=:0 zu be-

trachten. Da die Linearfactoren {g^^^i] — ^'^^%) von (|, »]),. sämmtlich unter ein-

ander verschieden sind, so lassen sich die unendlich fernen Elemente des

Gebildes 9(1,7)) = durch r verschiedene Functionenpaare der Form

It = <^-' + ^..x(0, r,^ = JC'r' + ^Ut) (oc = 0,l,...r-l)

darstellen (S. 38). Führt man ein solches Functionenpaar in 0(1, tj) ein,

so folgt

Kein Linearfactor von (|,Tf)), ist aber mit einem von (|,tj)[,, identisch, mithin

ist ig'^\h'^')'^ nicht gleich Null. 0(|^,-/]J wird daher für i = von der Ord-

nung r' unendlich gross, und da es r solche Functionenpaare giebt, so ist

der Grad der rationalen Function 0(1, yj) des Paares (Ivj) gleich rr'.

Damit ist bewiesen, dass zwei algebraische Gebilde von den Dimensio-

nen r und >•', bei welchen die homogenen Functionen höchster Dimension

in lauter ungleiche Linearfactoren zerfallen, rr' gemeinschaftliche Stellen be-

sitzen, vorausgesetzt dass jede dieser Stellen richtig gezählt wird. Stellt näm-

lich (1^7]^) ein Element des Gebildes cp(|,Y]) = dar, dessen Mittelpunkt (I^t/jJ

der Gleichung 0(|,7]) =: genügt, und gilt die Entwickelung

so ist die Stelle {^^\) ft-mal als gemeinsame Stelle der beiden Gebilde

cp(|,7j) = und 0(1,7)) =;0 zu zählen (S. 55). Bestimmen wir in dieser

Weise die Ordnungszahlen (i für alle nicht äquivalenten Elemente, welche zu

solchen Stellen (IjTjJ gehören, so ist

2^ = rr'.

Jetzt kehren wir zu den beiden beliebigen irreductiblen algebraischen

Gebilden f{x, y) = und F(x, y) — zurück. Ist

{X, y\ = C{gy - hxf" {g'y - h'xp . . . {g'^y- ¥^xf^

die homogene Function höchster Dimension von f{x,y), so mögen die Con-
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stauten c^ und c^ der linearen Function •

w = Cg+c^x + c^y

ausser den vorhergehenden Bedingungen (S. 149) noch den weiteren unter-

worfen werden, dass keine der Grössen

Cj/^'+CjÄ" (x = 0,l,...i-)

verschwindet. Die r von einander verschiedenen Schnittpunkte der Geraden

w = und der Curve f{x,y) = seien {ab'), {a"b"), ... (a^'U"')- stellt dann

das Functionenpaar

fi) j

x^ = a'*' + <7 + Vt = 6* + &*^ + .

IS Element des Gebildes f(x,y) = mit dem Mittelpunkt (a*6'^') dar, so

st wenigstens einer der beiden Coefficienten a* und bf nicht Null, da

L*ü»**') keine singulare Stelle ist. Es können demnach c, und c, ferner auch

gewählt werden, dass die Grössen

c.af' + c.iT

ton Niül verschieden sind.

Mittels der vorher besprochenen Substitution

a=l,2,...r)

s W ) '/ W
idurch welche

%^ = cp(S..), -^ = a>(M)

rird, lässt sich zu jedem Functionenpaar {x^i/t) ein entsprechendes Functionen-

jaar (S^t]^) berechnen, und umgekehrt.

Führen wir in die lineare Function w = c^ + c^x + c^y statt (xy) ein Ele-

lent (x^y^ des Gebildes ein, so möge die hierdurch entstehende Potenzreihe

iron t mit w^ bezeichnet werden.

Erstens sei nun ix^y^) ein Element des Gebildes f{x, y) — 0, dessen Mittel-

punkt eine im Endlichen gelegene, von (a'6'), (a"6"), . .. («""'i^^ verschiedene

Jtelle ist. Dann beginnt w^ mit einer nicht verschwindenden Constanten,

üso muss das entsprechende Functionenpaar (I^ttj^ ein im Endlichen gelege-

les Element des Gebildes (p(|,-i(j) == darstellen. Da 0(|,Tr)) eine ganze

Abelache Fnnetiosen. ^"
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rationale Function ist, so enthält die Entwickelung von ^(l^if);) nur positive

Potenzen von t, sodass sich ergiebt

Ist zweitens {x^'y^) das Element mit dem Mittelpunkt (a'^'6*), so folgt

mithin

Hierin ist jP(a'^'&*) nicht gleich Null, da die Gerade m> = die beiden

Curven f(x, y) = und F{x, y) == in verschiedenen Punkten schneidet. Da
ferner auch (c, of* + c^ 6* /' nicht verschwindet, so beginnt die Entwickelung

rechts mit der Potenz t~'^.

Drittens stelle (x^y^) ein unendlich fernes Element des Gebildes f{x,y) =0
dar. Die Reihen x^ und y^ haben dann die Form

a;, = r^g^-> + tSß,^,{t)\, y, = r^{Ä«' + ^5ß,.,(0|,

wo e>l ist (S. 37), folglich wird

und zwar ist der obigen Voraussetzung über c^ und c^ entsprechend der

Coefficient von t~^ nicht gleich NuU. Da nun F{x,y) von der Dimension r'

ist, so wird der Exponent des Anfangsgliedes in der Entwickelung von F(Xfyf)

gleich — r's oder grösser, mithin ergiebt sich

Die Function

wird demnach nur an den r Stellen (a*6'^*) des Gebildes f(x,y) = unend-

lich gross und zwar jedes Mal mit der Ordnungszahl r', ist also eine Function

des Paares (xy) vom Grade rr', Sie verschwindet daher auch für rr' Stellen



I
ZWEITE ART DER BERECHNUNG DES RANGES. 155

des Gebildes /"(a;,«/) = 0, falls wir eine Stelle, deren Umgebung durch das

Functionenpaar {x^y^) dargestellt wii'd, ;t-mal zählen, wenn

ist; n muss dabei > 1 sein.

Für jedes im Endlichen gelegene Element (x^y^), welches hier in

Betracht kommt, lässt sich diese Reihe durch

ersetzen. Denn da ^^^ für die Stellen (a'6'), (a"6"), ... («'"&"') nicht ver-

. schwinden kann, so sind nur solche Elemente (ic^«/^) zu berücksichtigen,

i^elche keine der Stellen (a*i'*') zum Mittelpunkt haben, und für solche

)eginnt die Entwickelung von w^ mit einer Constanten.

Eine im Endlichen gelegene Stelle (ab) zählen wir daher ^-mal, wenn

für das sie umgebende Element (x^y^) des Gebildes f(x,y) =

F{x^y,) = A't^+...

st. Die Ordnungszahl ft einer unendlich fernen Stelle bestimmen wir da-

gegen aus der Entwickelung

^^^^ = At'^ + ...,

veaa. (x^y^) im Gebilde f(x,y) = die Umgebung jener unendlich fernen

^Stelle darstellt. Dann können wir sagen, die beiden beliebigen iiTeductiblen

algebraischen Gebilde f(x, y) = und F{x, y) = der r*™ und r'*'" Dimension

haben stets rr' Stellen gemein.

Nach diesen vorbereitenden Betrachtungen gehen wir nun zu der zweiten

Art der Berechnung des Ranges eines algebraischen Gebildes über. Das ge-

gebene Gebilde f{x, y) = r'" Dimension werde zunächst durch eine ge-

brochene lineare Substitution in ein Gebilde (p(|, Tr]) = transformirt, welches

in Bezug auf t] den Grad r hat (S. 148) und im Unendlichen regulär ist

(S. 149), folglich mit dem Gebilde 9(1»^)), = keine unendlich fernen Stellen

gemein hat. Da sich der Rang bei einer rationalen Transformation nicht

ändert, so möge er zunächst für das Gebilde cp(|,rj = nach der im vorher-

20*
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gehenden Kapitel entwickelten Formel

berechnet werden (S. 128). In dieser bedeutete n den Grad der Gleichung

in Bezug auf rj; es ist also jetzt n = r. Um s zu finden, haben wir, da das

Gebilde cp(|,Tf))=:0 im Unendlichen regulär ist, die sämmtlichen im End-

lichen gelegenen Werthepaare {g^^J, ig,\), • aufzusuchen, welche gleich-

zeitig den Gleichungen cp(g,Y]) = und <p(I,ti), = genügen (S. 130). Stellt

dann das Functionenpaar

ein Element mit dem Mittelpunkt {g^\) dar (S. 118), so ist (S. 120)

Demnach ergiebt sich

s = S(sa-1).

2? = Sfe-l)-2(r-l).

Die Anzahl der den beiden Gebilden 9(|,7]) = und cp(|,7j)j = gemeinsamen

Stellen {g^\) ist nach dem vorangeschickten Satze gleich r{r— l), wenn wir

jede Stelle so oft zählen, wie die zugehörige Ordnungszahl angiebt. Gilt

nun für das Functionenpaar (I^tq^) die Entwickelung

wo c^ einen von Null verschiedenen Werth haben soll, so ist l^^ die Ord-

nungszahl, mit welcher die Function ^(|,*/])j an der Stelle igi\) ver-

schwindet, und wir haben daher, da die beiden Gebilde cp(|,7]) = und

(fi(|, Yj)^ = keine unendlich ferne Stelle gemein haben,

w
mithin

2q = (r-l)(r-2)-S(?,-s,+ l).

Es werde von jetzt an zur Abkürzung
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gesetzt, so ist also

2p =. (^_l)(,-_2)-|/.,.

Die Zahlen \^]c^,...^ welche den Stellen {ffi\), iff,\), •• zugehören,

können wir noch in anderer Weise deuten. Für das Functionenpaar

es stellt also —\ den Exponenten des Anfangsgliedes in der Entwickelung

des Quotienten

dl,

I

dt

ar, wenn (I^tjJ das Element mit dem Mittelpunkt (gjix) ^®^-

Wie wir jetzt nachweisen wollen, ist für jedes im Endlichen gelegene

lement (I^t^<) des Gebildes 9(1,7)) = der Exponent des Anfangsgliedes in

der Entwickelung des vorstehenden Quotienten gleich Null oder negativ; und

zwar ist er dann und nur dann negativ, wenn das Element (l^vj^) zum Mittel-

punkt eine singulare Stelle hat, d. h. eine solche, für welche gleichzeitig

cp(|,TQ)^ = und <f>(|,T])j = ist (S. 19). Die Zahlen k^,k^^... haben also

für die singulären Stellen des Gebildes positive Werthe; für diejenigen der

Stellen iff^\), {ff,hj, • aber, für welche ausser cp(|,7])j nicht auch ^{^,t^)^

verschwindet, sind sie Null und können daher in der Summe S/c^ weggelassen

werden.

Es sei nämlich (|„Tr)J eine im Endlichen gelegene Stelle des Gebildes,

und es stelle das Functionenpaar

das Element mit dem Mittelpunkt (IjTjJ dar, wobei die beiden Constanten |^

und \ nicht gleichzeitig verschwinden sollen. Dann ergiebt sich

dt dt dt dt

?(l<^««)» 9i^fru\ A<f{^trit)i+S9i^tflA

wo A und B beliebige Grössen bedeuten.
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Ist erstens (|,7]J keine singulare Stelle, sind also <f(^„\)^ und ^(S, vjj

nicht beide gleich Null, so ist x = 1 (S. 15), folglich

dt _ {B^',-Ay^) + t^,(t)

9(1,7),), ^cp(|„rJ. + 5<p(g„U + «^.(0

Wir können nun A und B so wählen, dass die Grösse

nicht verschwindet. Die Entwickelung der rechten und somit auch der

linken Seite der vorstehenden Gleichung nach steigenden Potenzen von t hat

dann die Form

Zweitens sei {^„\) eine singulare Stelle des Gebildes. Entwickelt man

9(1, yj) nach Potenzen von | — 1„ und vj — vj^ und ordnet nach homogenen

Functionen, so sei

<P(I,T^) = (S-?o»'"/-^io)m+(|-|o>^i-^o)m+i+-",

und daher

?(|ir/)l == (S-S^,T^-T^o)m-i+(§-|o.^-^o)m+---.

?(^/). = (|-i,^-1^o)m-.+ (|-|o,l->lo)« + --

Der Voraussetzung nach ist gleichzeitig ^(So "/]„), = und ^CljifjJ, = 0, mithin

m>2,

also hat das erste Glied in der Entwickelung des Nenners

A^atrn\ + B^{^tr,t\

einen Exponenten, der >x(m— 1) ist, während der Zähler

j^di. dri

sobald wir A und B so wählen, dass B^'^—A\ nicht verschwindet, mit einem

Gliede der Ordnung x— 1 beginnt. Der Exponent des Anfangsgliedes von

dh
dt



^Bt daher nicht grösser als

^K X— 1— x(wj— 1) ^ — x(m — 2)— 1,

also jedenfalls ^—1. In der Umgebung einer singulären Stelle beginnt folg-

lich die Entwickelung des Quotienten mit einer negativen Potenz von t

Der Inhalt der vorher für die Zahl p aufgestellten Gleichung kann dem-

nach auch folgendermassen ausgesprochen werden : Bestimmt man alle Functio-

nenpaare (l^irjj, welche die Umgebung der im Endlichen gelegenen, singulären

Stellen des im Unendlichen regulären Gebildes <p(|, r;) = darstellen, und

entwickelt für diese den Quotienten

dt

ich steigenden Potenzen von ^, so hat diese Entwickelung die Form

und es ist

air^'+a'it-^^-^^ + .

2g = (r-l)(r-2)-lk,.

Hiermit haben wir den Eang eines algebraischen Gebildes auf eine zweite

Art berechnet. Da (r— l)(r— 2) eine gerade Zahl ist, so muss auch I.\ eine

solche sein.

Stellt
i^t'^if)

eins der r unendlich fernen Elemente des im Unendlichen

regulären Gebildes <p(|,r]) = dar, so sind die Entwickelungen |^ und tj^ von

der Form (S. 38):

I, = ^""r' + $,,(0, r,, = Ä""r' + $,,,(0, (« = 0,1,. ..r-l)

und es ist

wo A^ eine von NuU verschiedene Constante bezeichnet. Demnach folgt

Da nun r > 3 ist, denn Gebilde des Ranges Null, zu denen solche erster und
zweiter Dimension stets gehören, haben wir von der Betrachtung ausge-
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schlössen, so beginnt die Entwickelung der linken Seite auch für unendlich

ferne Elemente niemals mit einer negativen Potenz.

Bei der Herleitung der Formel zur Berechnung des B,anges hatten wir

das ursprünglich gegebene Gebilde

fix, y) = (x, y\ + {x, y),_, + ... + {x,y\ =

rational so transformirt, dass der Grad der Gleichung (p(|,rj)==0 in Bezug

auf 7] gleich der Dimension r, und dass das transformirte Gebilde im Un-

endlichen regulär ist. Von dieser Transformation müssen wir uns nun wieder

unabhängig zu machen suchen. Wir hatten

M = a^+a^x + a^y,

V = b„+b,x+b^y,

w =:= c„+ c^x+ c^y

gesetzt und die neuen Variablen durch die Gleichungen

eingeführt. Die Substitutionscoefficienten a^, a^, ... c^ mussten hierbei so ge-

wählt werden, dass ihre Determinante A nicht verschwindet; ausserdem be-

stimmten wir Cj, Cj, Cj so, dass die Gleichungen f(x,y) = und w = r von

einander verschiedene, endliche, nicht singulare V^erthepaare gemein haben

und dass, wenn

{X, y\ = 0{gy-hxf\g'y-h'xf' . . . {f'y-U^xf^

gesetzt wird, die v + 1 Grössen

c^g^'^^+c,¥'^' (x = o,l,...v)

von Null verschieden sind. Durch Auflösung der Substitutionsgleichungen

nach X und y möge sich

X = u^w + a^u + a^v, y = ß^tv + ß^u + ß^v , 1 = y^w + y^u + y^v

,

mithin
«„+a.| + a,Trj ^ _ ß, + ß,^ + ß,yi

ergeben, oder, wenn wir p, q, l mittels der Gleichungen

2 = ßo + ßi^ + ß.-^,
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billführen,
•g q

Zwischen w und l besteht die Relation

wl = 1,

und wenn, wie früher (S. 115), die Determinante der Coefficienten der linearen

Functionen p, q, l mit S bezeichnet wird, so ist auch

A* = 1.

Aus den Gleichungen

dx ^ ^^r_8 d^

reiche sich mittels dieser Substitution ergeben hatten (S. 115 u. 116), folgt

igekehrt

w
di A r-3 dx

?(l^/)2 /(«2/)2

Das vorher gefundene Resultat lässt sich daher auch so aussprechen:

Sucht man für das beliebige algebraische Gebilde f{x, y) = alle nicht

Iquivalenten Elemente (aJ,2/<) ^"^f; ^^^ welche in der Entwickelung von

fix^y,), dt

iegative Potenzen von t vorkommen, und bezeichnet mit —k^,—k^,... die

Sxponenten in den Anfangsgliedem dieser Entwickelungen für die verschiede-

nen Elemente, so besteht die Gleichung

wenn q den Rang und r die Dimension des Gebildes f(x,y) =0 bezeichnet.

Die singulären Stellen, für deren Umgebung negative Exponenten auf-

treten, können wir vorläufig nur mit Hülfe des transformirten Gebildes

(fi(|,Tj) = finden. Wir wollen nun zeigen, wie man direct von f{x^y) =
AlelBohe Functionen. 21
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ausgehend zu diesen Stellen gelangen kann. Aus der Gleichung

ergiebt sich durch Differentiation

Ö| ,f.
. dr,

oder wenn die Werthe

eingesetzt werden,

3
J.

-}<•

f^ = K-r.|)?(|r,X+(6-c,r,)^(|r,)„

Den singulären Stellen des Gebildes cp(|,7j)=:0, welche der Voraussetzung

nach sämmtlich im Endlichen liegen, entsprechen demnach solche Stellen des

Gebildes /"(«, y) == 0, für welche gleichzeitig

ist. Wenn der singulären Stelle (|rj eine im Endlichen gelegene Stelle {xy)

zugehört, so hat w für diese einen endlichen Werth, mithin ist f{xy)^ =
und f{xy)^ = ; diese Stelle [xy) ist also auch für das Gebilde f{x^ y) =
eine singulare. Umgekehrt entspricht auch jeder im Endlichen gelegenen,

singulären Stelle des Gebildes f{x,y) = eine solche des Gebildes (p(|, yj) = 0.

Wenn aber der singulären Stelle (|7j) eine unendlich ferne Stelle (xy) ent-

spricht, so wird w unendlich gross, es brauchen demnach f(xy)^ und f{xy)^

nicht zu verschwinden.

Wir definiren nun eine unendlich ferne singulare Stelle (xy) des

Gebildes f{x,y) =0 als eine solche, für welche die entsprechende, im End-
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liehen gelegene Stelle (|7]) des transformirten Gebildes 9(|,7j) = singulär

Bt. Dann müssen die unendlich fernen singulären Stellen (xy) des Gebildes

j(/p, y) = gleichzeitig den beiden Gleichungen ^^-i = und ' ^^^/j*- = ge-

nügen.

Dafür, ob eine unendlich ferne Stelle des Gebildes singulär ist, wollen

jetzt ein von der linearen Function w unabhängiges Kriterium aufsuchen.

)ie unendlich fernen Elemente des Gebildes werden durch Functionenpaare

ler Form

irgestellt (S. 37). Ist nun in

{X, yl = C{gy- hxf^g'y- h'xp . . . {f'y - l^xf^

\. 160) der Exponent ft^ des Factors (jf'^
y —If'^ x) gleich 1, so beginnt für

enes Functionenpaar wenigstens eine der beiden Entwickelungen von f{x^y^^

id fipty^^ mit der Potenz i~"'~"^, und diejenige von w[~' fängt mit dem Gliede

an, wobei c, und c^ so gewählt werden sollten, dass Cj^^' + c^^"" von Null ver-

hieden ist. Demnach ist das Anfangsglied in einer der Entwickelungen von

fixtVtX fiXtVtX

w,
r—

1

t

ist

t

ach Potenzen von t sicher eine von Null verschiedene Constante, d. h. die

beiden Quotienten verschwinden nicht gleichzeitig für ^ = 0. Die zu dem

Factor (^""</— Ä""a;) gehörige unendlich ferne Stelle des Gebildes /"(a;, «/) =
ist also nicht singulär, sobald jener Factor nur in der ersten Potenz in (x, y)

thalten ist.

Zweitens sei (t^^2, so wollen wir zeigen, dass die diesem Factor ent-

sprechende unendlich ferne Stelle dann und nur dann singulär ist, wenn die

homogene Function nächst niedrigerer Dimension {x,y)^_^ ihn ebenfalls ent-

hält. Zu diesem Nachweis wenden wir die im Vorhergehenden als Special-

fall enthaltene Substitution an:

1 + c^x + c^y ' ' l + c^x + c,y
'

21*

I
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wir setzen demnach u = x^ v = y^ w = i + c^x-^ c y^ sodass

mithin

^ _ I 7]

wl = 1, A = l, d = 1

wird. Hierbei müssen die Constanten c^ und c^ so gewählt werden, dass die

beiden Gebilde f{x, 2/) = und ] + c^x + c^y = r verschiedene, im Endlichen

gelegene, nicht singulare Stellen gemein haben und <f(|,Tr]) in tq vom r*'"

Grade ist. Aus der Gleichung

ergiebt sich für diese specielle Substitution

?(l,r,) = (§,ri),+ (|,r,),_,(l-cj-c,7|) + ---,

WO

ist. Das unendlich ferne Element *

des Gebildes f(x,y) = entspreche nun dem Element (I^tjJ mit dem im

Endlichen gelegenen Mittelpunkt {%,\), so ist

l-cX-c,ri, =
und

^<x,

^' 1 + c, x< + c, «/^
~

c, (7''" + c, /*'*'
"^ ^ ^' ^^^

y<

Demnach folgt

1 + c, a;; + c, y, c, (/"'' + c, h'""
"^ ^ ^' ^^^

"

es besteht also zwischen |^ und -/j^ die Relation

Führen wir eine Variable A durch die Gleichung
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bin, so verschwinden l und A, wenn gleichzeitig | = ^„ und yj = y]^ gesetzt

i-d, und es ergiebt sich

I
r -g"-n-c,l

'fd.^J. y,.J--}r-'--\a + -..) + X^-{a"+-)-c,{).,l) +

robei

{k,l)

line ganze rationale Function von A und l und « eine von Null verschiedene

[ionstante ist. Die sämmtlichen durch Punkte angedeuteten Glieder enthal-

Bn wenigstens eine der Grössen l oder l als Factor. Ist nun (i,^\) eine sin-

iläre Stelle des Gebildes cf(|,T]) = 0, so müssen ^(l, -^), cp(|, yj)^ und cp(|, v])^

I = Ij, 7) = Tj^, d. h. für ? = 0, A = verschwinden, es muss demnach,

/t^>2 ist, (|„,TrjJ,._, und also auch {g"'\}f''''),._^ gleich Null sein. Mithin

lat ix,yX_j den Factor {g''^'y—h''^\). Enthält umgekehrt in dem Falle, dass

2 ist, (ic, </)r_, diesen Factor, so bestehen die beiden Gleichungen

K^o»^o)i = ö ^^^ 'f(^o'"';„)2
= 0; (|^-/jj ist folglich eine singulare Stelle des

roh die Gleichung cp(|,7j) = ü dargestellten Gebildes.

Die unendlich ferne Stelle des Gebildes

/(«.«/) = (a;,2/)r+(^.«/)r-i+--- = 0,

Celche aus dem Factor (g'^^y— K^^x) von {x,y\ hervorgeht, ist demnach dann

id nur dann eine singulare, wenn (g'^^^y— h'^'x) in {x,g\ in höherer als der

sten Potenz enthalten ist und gleichzeitig in {x, y\_^ als Factor vorkommt.

Hes giebt ein Mittel, auch die unendlich fernen singulären Stellen zu finden,

^hne die lineare Function w und eine Transformation in ein Gebilde, welches

Unendlichen regulär ist, anwenden zu müssen.

Um in der Gleichung

2p = (r-l)(r-2)-2Ä„

welche nach dem Vorhergehenden (S. 161) zur Bestimmung des Ranges dienen

kann, SÄ. zu berechnen, mussten wir zunächst die im Endlichen und im Un-
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endlichen gelegenen singulären Stellen des Gebildes f(x,y) = aufsuchen;

und zwar fanden wir die Zahl k^ aus der Entwickelung

f{Xtyt\ dt
' '

wenn (x^Pf) das Element darstellt, dessen Mittelpunkt die A'" dieser Stellen

ist. Gehen durch eine singulare Stelle mehrere nicht äquivalente Elemente

hindurch (S. 32), so nehmen wir sie hierbei in die Reihe der singulären

Stellen mehrmals auf. Wir wollen nun zeigen, wie das im ersten Kapitel

auseinandergesetzte Verfahren, alle nicht äquivalenten Elemente des Gebildes

zu finden, deren Mittelpunkt eine bestimmte singulare Stelle ist, ausreicht,

um 2Ä"^ zu berechnen, ohne dass die vorstehende Reihenentwickelung wirklich

ausgeführt zu werden braucht. Dabei nehmen wir der Einfachheit wegen an,

das durch die Gleichung f{x^y) = definirte Gebilde habe im Unendlichen

keine singulare Stelle, sonst transformiren wir es zunächst in der oben

(S. 155) angegebenen Weise. Bei der Bestimmung der Zahlen \ können wir

dann den Factor w]~^ auf der linken Seite der vorstehenden Gleichung weg-

lassen. Um die Betrachtungen des ersten Kapitels unmittelbar anwenden zu

können, führen wir jetzt nicht, wie vorher, die Function cp(|,7]) statt f{x,y)

ein, sondern behalten f[x,y)^^0 als Gleichung des transformirten , im Unend-

lichen regulären Gebildes bei.

War (ab) irgend eine bestimmte singulare Stelle des gegebenen Gebildes,

so gingen wir (S. 19) bei der Darstellung der Elemente mit dem Mittelpunkt

(ab) durch die Substitution

X = a + l, y = 6 + 7;

von f(x, 2/) = zu einer transformirten Gleichung

m,ri) = a,-nX+(i,r;U, + --- =

Über. Die Ordnung ;* dieser Gleichung in Bezug auf die Stelle (0,0) ist

mindestens gleich 2. Aus jedem Element %t^^), dessen Mittelpunkt die

singulare Stelle (0,0) des Gebildes /"„(SjV]) = ist, ergiebt sich zu Folge der

Gleichungen

Xt = a + ^i, yt = i + -rit

ein Element (x^yf) des Gebildes f{oc,y)=^ mit dem Mittelpunkt {ab).
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Nun ist

dXf di,f

HF W

bezeichnen wir daher mit —K^ab) die Summe der Exponenten —\ der ersten

Glieder in den Entwickelungen der rechten Seite nach steigenden Potenzen

von t, welche wir für die verschiedenen nicht äquivalenten Elemente (1^^^)

mit dem Mittelpunkte (0,0) erhalten, so ist die zu bestimmende Zahl 'Si\

gleich SÄ^aj), wobei in der zweiten Summe so viele Glieder K^^ah) auftreten,

wie das Gebilde f{x, «/) = verschiedene singulare Stellen (ab) hat.

Durch einen bestimmten Algorithmus (S. 29) leiteten wir aus /"„(!, rj =
successive ein System von algebraischen Gleichungen ab:

I
foi^,rd =- 0, ACI^r,,) = 0, /;(|„rj = 0,

fra^,-rJ = 0, n"{^„r,,) = 0,

Die Anzahl der in der zweiten Colonne enthaltenen Gleichungen war mit der-

jenigen der ungleichen Linearfactoren von (|, vj) identisch. Und zwar hatten

wir, um diese Gleichungen zu bilden, gesetzt

(|,r,)^ = C{g-n-}i%f\gW,-h'%f\..{rr,-W'lf\

robei also jetzt f/'"'" und Ä'^' eine andere Bedeutung haben, als vorher in

iesem Kapitel. Durch die Substitution

% = (</"" + «r;,) I, , r, = (
//"> + ^rj |,

,

(x = 0, 1, . . . r)

welcher a und ß so gewählt wurden, dass

5r™/3 -//"'« =1 (x = 0,l,...j-)

(S. 20 und 21), ergab sich

m,r,) = ir/'ra,^.) (x = 0,1,. ..,.).

ie nicht äquivalenten Elemente des Gebildes /',(I,t)) = mit dem Mittel-

punkt (0, 0) gehen mittels jener Substitutionen aus allen denjenigen Ele-

menten der durch die Gleichungen der zweiten Colonne
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dargestellten Gebilde hervor, welche nicht äquivalent sind und den nämlichen

Mittelpunkt (0,0) haben.

Aus den Relationen zwischen |, tj und 1^, -/], folgt umgekehrt (S. 30)

und durch Differentiation der Gleichung f,{^,Ti) = KfTik^'nt) »=^ch yj^ (S. 27):

a/;(.g,r;) a/;(|,r,) _ ,_, a/r(l.,^J

mithin wird

dt dt '^ d^ dt 1 (^if

wo rechts für | und t]^ das Functionenpaar einzusetzen ist, welches zu Folge

der Substitutionsgleichungen dem Paare (l/^jj) entspricht.

Entwickelt man nun für die verschiedenen nicht äquivalenten Elemente

(I -q ), welche die Umgebung des Punktes (0,0) des Gebildes /i(li, "'Ji)
= ^

vollständig darstellen, den Quotienten

dt

ö/-.(l.v)J

nach steigenden Potenzen von t, so sei —K^ die Summe der Exponenten der

Anfangsglieder; —K^ aber bedeute die entsprechende Summe für die Ent-

wickelungen von

dt

wenn man für (I^Tfj^) der Reihe nach nur solche Functionenpaare setzt,

welche sich aus den eben definirten Elementen {i^\) dui-ch die Substitutions-

gleichungen

I = (g + ar^,)^,, rj = (h + ßri,)^,

ergeben. Von den sämmtlichen Functionenpaaren (l/^j^) mit dem Mittelpunkt
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ersten Gleichung der zweiten Colonne hervorgehen. Dabei haben |^ und vj^

die Form

I. = ß^.-ar,, = r+.

dl.
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lieh kleinen Werthe von |j (i^ unendlich kleine Werthepaare, welche der

Gleichung /^(|,7]) = genügen, berechnen lassen; mithin folgt

also

Für die übrigen Gleichungen

/"."'(In^J - 0, /Td,,^,) = 0, ... /•<"(!,, 71.) =

der zweiten Colonne des vorher aufgestellten Systems mögen nun

E^'' und Z."', Zf und Z^J», ... E^^' und X«

die entsprechende Bedeutung haben, wie für die erste Gleichung /',(|j, v) ) =
jener Colonne die Zahlen

E^ und E,.

Dann ist

tmd mittels derselben Schlüsse, durch welche eben die Relation

E, = (f,-l)f,,+ E,

abgeleitet wurde, ergiebt sich

Ei" = ((i-l)f., + El",

Durch Addition dieser v + l Gleichungen folgt

E,+ E»' + ... + E^'' = ^(ft-i) + jr, + Z«> + ... + zr,
oder

^m = f»(ft-i) + ^.+ ^.'" + - + ^r-

Es leuchtet sofort ein, welche wichtige Folgerimg wir aus dieser Relation

ziehen können, indem wir sie wiederholt anwenden. Durch einmalige Trans-

formation gehen aus /"„(!, ifj) =0 die Gleichungen der zweiten Colonne

hervor, welche in Bezug auf die Stelle (0,0) von der Ordnung
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sin sollen. Durch abermalige Transformation ergeben sich aus diesen Glei-

chungen die der dritten Colonne

m.,ri,)~= 0, /;'"(!„ rj = 0, ...,

und für diese mögen

die entsprechende Bedeutung haben, wie K^^K'^\... für die ersten trans-

formirten Gleichungen. Dann folgt durch wiederholte Anwendung jener

Relation

z,+jf<"+...+zr = ftv-i)+K(f*:-i)+--+-^.+-ff"'+--

So schliessen wir weiter. Die Ordnung jeder Gleichung der letzten Colonne

ist gleich 1; die Entwickelung des Quotienten, der für eine solche Gleichung

dem Quotienten

dt

entspricht, beginnt also nicht mit einer negativen Potenz, und es werden

daher die entsprechenden Zahlen K sämmtlich gleich Null. Demnach er-

giebt sich

He Zahl I^„^ kann also mit Hülfe der Ordnungszahlen (S. 19) der für die

singulare Stelle {ah) durch successive Transformation aus f{x, y) = hervor-

gehenden Gleichungen gefunden werden, und zwar ist sie stets gerade.

Indem wir E^^^-) für jede singulare Stelle (ab) von f{x, y) = in der an-

gegebenen Weise bestimmen, finden wir den Rang q des Gebildes aus der

Gleichung

9 = iir-mr-2)-i^K,

obei die Summe so viele Glieder enthält, als verschiedene singulare Stellen

im Gebilde vorhanden sind.

Sind für eine singulare Stelle (ab) die durch die erste Transformation

hervorgehenden Gleichungen schon sämmtlich von der ersten Ordnung, so ist

K^ = K^" = ... = Kl"' = 0,

22*
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mithin Kf^ah) = f*(f* — 0- Dies ist z. B. der Fall, wenn die beiden homogenen

Functionen niedrigster Dimension (I, t']) und {^,ri) keinen gemeinschaft-

lichen Theiler haben (S. 29).

Für ein algebraisches Gebilde, welches keine singulare Stelle ent-

hält, wird

Unter einem gewöhnlichen singulären Punkt (ab) einer irreductiblen

algebraischen Curve f{x,y) = wollen wir einen solchen verstehen, für wel-

chen in Bezug auf die Stelle (0, 0) die Ordnung j* der durch die Substitution

X = a + h,, y = h + Ti hervorgehenden Gleichung /"„(IjY]) =0 gleich 2 ist und

schon durch einmalige Transformation sich eine oder zwei Gleichungen erster

Ordnung ergeben. Dies tritt für die gewöhnlichen Doppelpunkte ein, bei

denen die Function niedrigster Dimension (1,7])^ von /"„(SjTj) = in zwei ver-

schiedene Linearfactoren zerfällt, und für die gewöhnlichen Spitzen, für

die (1,7))^ das Quadrat einer linearen Function ist, welche nicht in der

homogenen Function (SjT]), als Factor vorkommt.

Hat nun die Curve /"(«, «/) = überhaupt nur gewöhnliche singulare

Punkte, so ist für jede singulare Stelle Ä^^^ = 2, mithin

Q =^ —{r — l){r— 2) — Anzahl der gewöhnlichen singulären Punkte.
dt

Ist daher die gegebene Curve vom Range Null und besitzt sie nur gewöhn-

liche singulare Punkte, so ist deren Anzahl gleich — (r — 1)(»* — 2), also sind

dann so viele singulare Punkte vorhanden, wie eine irreductible Curve r'" Di-

mension überhaupt haben kann (vgl. S. 62).

Das algebraische Gebilde /"(«, «/) = sei jetzt von der speciellen Be-

schaffenheit, dass es m unendlich ferne Stellen (0^,00), (a^, 00), . . . (a ,00) und

n solche Stellen (00, 6J, (00, ij, ... (00, &^), aber keine Stellen der Form (00,00)

hat, wobei «,,«,,•••«„ einerseits und 6^, 6^, ... h^ andererseits von einander

verschiedene, endliche Grössen sein sollen. Dann ist sein Rang

p = (m-l)(n-l)-|2Ä;,,
i (X)

wenn die Zahlen —h^ der Reihe nach gleich den Exponenten der Anfangs-
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glieder in denjenigen Entwickelungen von

1 dXf

173

nach steigenden Potenzen von t sind, für welche überhaupt negative Potenzen

auftreten können.

Es sei nämlich

/(«, y) = a^) y" + W) y"-' + • • + W)
= 9oiy)

^"' + 9.{y)
^"'~' + • •

+

9m{y)

,

so muss (S. 33) f^{x) eine ganze Function m'^" Grades und g„{p) eine solche

n*™ Grades sein, und zwar verschwindet die erste für m von einander ver-

Ichiedene Werthe a^, a^, ... a^, die zweite für n Werthe b^, 6,, ... b^ der

bleichen Beschaffenheit. Die Dimension r von f(x, y) ist daher gleich m + n,

ind die Functionen f^(x) und g^{i/) dürfen mit ihren ersten Ableitungen

teinen gemeinsamen Theiler haben. Um das unendlich ferne Element,

lassen Mittelpunkt die Stelle (a^, oo) ist, darzustellen, setzen wir (S. 36)

X = %+^, y = -'

iann wird die transformirte Gleichung

/o'K)^ + /iK)^ + "- = 0'

ind da der Voraussetzung nach f^(a ) nicht verschwindet, so folgt hieraus

fi{%)

)emnach stellt das Functionenpaar

^t = %+t^,it), yi = r'

iie Umgebung der Stelle (a , oo) dar. Ebenso ergiebt sich, dass das Element

lit dem Mittelpunkt (cxs, 6J durch zwei Gleichungen der Form

leliefert wird.

Zur Berechnung des Ranges dieses Gebildes wenden wir die vorher

(S. 161) entwickelte Regel an. Da »• = m + w ist, so wird für das durch das
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Functionenpaar

dargestellte unendlich ferne Element

f{xtyt\ dt f{Xtyt\ dt f*

Mithin ist für jede der m Stellen (a^joc), {a^^oo)^ ... (a^,oo)

h^ =z m — l (ft = 1, 2, ...f»).

Ebenso ergeben sich für die Functionenpaare

Oft = t~\ Vi = K+t^it) (i; = l,2,...n)

die entsprechenden Zahlen

K+v = n-1 (v = i,2,...n).

Sondern wir daher auf der rechten Seite der Gleichung

die Zahlen Äj, welche sich auf die m + n unendlich fernen Elemente beziehen,

von der Summe der übrigen ab und setzen die eben für sie gefundenen

Werthe ein, so folgt

9 = jim + n-l){m + n-2)-jm{m-l)--n(n-l)-j^^Jc^

= (^_i)(„_i)_i.2A,
<i (X)

wo —k^ der Reihe nach gleich den Exponenten der Anfangsglieder in den

Entwickelungen von
1 dXf

fixtVtX IT

(S. 166) für die verschiedenen im Endlichen gelegenen, einander nicht äqui-

valenten Elemente, für welche überhaupt negative Potenzen von t vorkommen,

zu setzen ist. Da für die unendlich fernen Elemente des betrachteten Ge-

bildes die Entwickelung dieses Quotienten niemals eine negative Potenz ent-

hält, so können wir in dem vorhergehenden Satz die Bedingung, dass die

Elemente im Endlichen liegen, auch weglassen.
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Hat das Gebilde f{x^ y) = ^ nicht von vornherein die eben voraus-

gesetzten Eigenschaften, so lässt sich dies doch leicht durch eine rationale

Transformation erreichen (vgl. S. 1 1 4). Denn es werde

x— a y-ß

gesetzt, wo « und ß beliebige endliche Grössen sein sollen, die jedoch so ge-

wählt sind , dass /*(«, ß) nicht verschwindet und jede der beiden Gleichungen

f(a^y) = und f(x,ß)=0 lauter verschiedene, endliche Wurzeln hat. Das

transformirte Gebilde (p(|, Trj) = ist dann von der (»i + w)'™ Dimension und

in Bezug auf | und tj vom Grade m und n. Wenn | unendlich gross wird,

so liefert die Gleichung cp(|,7]) = für t] nur endliche Werthe, denn sonst

müsste y = ß für x — a werden, also f{a,ß) gleich Null sein. Und da die

Wurzeln ß^, ß^, ... ß^ der Gleichung f{«,y) = von einander verschieden sein

|)llen, so sind auch nicht zwei der Werthe

ß-ß' ß.-ß ßn-ß

'on r), die sich mittels der Gleichung cp(|,Trj) = für | = oo ergeben, ein-

ander gleich. Ebenso lässt sich beweisen, dass wenn tj unendlich gross wird, |

m verschiedene endliche Werthe annimmt. Das transformirte Gebilde

?(l)'']) = hat also die verlangte Beschaffenheit.



Siebentes Kapitel.

Die Bildung der Functionen H{xy)^.

Wir müssen uns nun zu der Aufgabe wenden, für ein gegebenes alge-

braisches Gebilde die Functionen H{xi/)^ und H{xy, x'y'), von denen bisher

nur die Existenz nachgewiesen worden ist, wirklich darzustellen.

Zunächst beschäftigen wir uns mit der Bildung der Function H{xy)^

für welche die Entwickelung von

nach Potenzen von t für kein Element {x^y^) des algebraischen Gebildes

f{x^ y) =^ negative Potenzen von t enthält. Ihr allgemeinster Ausdruck stellt

sich dar als ein lineares homogenes Aggregat mit unbestimmten Coefficienten

der Q linear unabhängigen Functionen H{xy)^ (S. 105). Bringen wir H{xy)

auf die Form
Gjxy)

so ist G(xy) eine ganze rationale Function des Paares (xy) höchstens (r— 3)'"

Dimension (S. 116); r bedeutet hierbei, wie immer, die Dimension der Glei-

chung f{x, y) = 0.

Im vorigen Kapitel hatten wir eine lineare Function

c^ + c^x + c^y

der Art bestimmt, dass die Gerade c^ + c^x + c^y =^0 mit der Curve f(x,y) =
r verschiedene, im Endlichen gelegene, nicht singulare Stellen gemein hat

(S. 148). Diese Stellen können bei der folgenden Untersuchung ausgeschlossen

i
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werden. Denn da sie der Voraussetzung nach im Endlichen liegen und nicht

Singular sind, so enthält die Entwickelung von

G{xtyt) dxt

wie auch die ganze rationale Function G{xy) beschaffen sein möge, keine

negativen Potenzen, wenn der Mittelpunkt des Elements (Xfy^ eine dieser

Stellen ist.

"Wenn nun der Quotient

(Co+c,a:^ + c,y^)'-'' dx^

nach steigenden Potenzen von t entwickelt wird, so treten negative Potenzen

nur für diejenigen Elemente {x^y^) auf, deren Mittelpunkt eine singulare Stelle

ist (S. 157, 161 und 162); für das A'° dieser Elemente war der Exponent des

Anfangsgliedes mit —\ bezeichnet worden. Der Zähler G{xy) der Function

^Ji{xy) muss demnach so bestimmt werden, dass die Entwickelung von

H G{x,y,)

für jedes nicht ausgeschlossene Element mit einer Constanten oder positiven

Potenz von t beginnt, und zwar mit der h^^ oder einer höheren, wenn der

^^littelpunkt des Elements {x^y^ die A** singulare Stelle ist.

^F Zunächst wollen wir den speciellen Fall untersuchen, in welchem das

Gebilde f{x, y) = keine singulären Stellen im Endlichen oder Unendlichen

besitzt, also sein Rang

ist (S. 172). Die Entwickelung von

(c„+c.a;t + c.y;)'-° dXj

f{xtyt\ dt

enthält dann nach dem eben Bemerkten für kein endlich oder unendlich

fernes Element eine negative Potenz von t. Demnach kann für G{xy) eine

beliebige ganze rationale Function (r — 3)*" Dimension von x und y gesetzt

AbelKho Functionen. 23
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werden. Eine solche enthält ^(r — l)(r — 2) = p willkürliche Constanten; es

sind mithin die q linear unabhängigen Functionen H{xy)^ gleich

^
(x,l = 0, 1, ...r-3; ot+ i<r-3).

Ist z. B. f{x, y) von der dritten Dimension , und besitzt das Gebilde keine

singulare Stelle, so wird p = 1 und

1
H{xy\

f(xy\
'

ist f{x, y) = ein Gebilde vierter Dimension und von gleicher Beschaffenheit,

also vom Range 3, so können wir

S(ocy\ = -jj-^ , H{xy\ = -r^ , H(xy\ = ^
f{ooy\ ' '

^^'
fixy), ' ^

^^«
fixy),

setzen.

Es enthalte jetzt das algebraische Gebilde f{x, y) = auch singulare

Stellen. Dann sei, wie früher, nach homogenen Functionen geordnet,

f{x,y) = {x,yX+{x,yX.,+ --- + {x,y\,

und in Linearfactoren zerlegt sei die homogene Function höchster Dimension

{X, y\ = C{gy- hxf" {g'y- h'xp {g"y- h"xp ....

Wir wollen nun die Gleichung des Gebildes homogen machen, indem wir

u V
~ w ' ^ ~ w

substituiren. Um jede Unbestimmtheit zu beseitigen, nehmen wir dabei an,

zwischen den drei Variablen u, v^ w bestehe die Relation

Au + Bv -ir w = 1,

in welcher A und B zwei Constanten von der Beschaffenheit bedeuten, dass

die Gebilde

Ax + By-\-l =

und f(x,y)=:0 r von einander verschiedene, im Endlichen gelegene, nicht
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singulare Stellen gemein haben imd dass die Grössen

^^«'+m«' (X =0,1,2,...)

sämmtlich von Null verschieden sind. Durch Elimination von w folgt

* — /(,, j^ 7?„^i ' y — —
Au + Bv-l' " Au-\-Bv-\'

mithin ergeben ^sich «, v, w als gebrochene lineare Functionen:

X y 1

Ax + By+1' Äx + By+1 ' Äx + By+1

Nur für die Stellen (xy), für welche der Nenner Ax + By + 1 verschwindet,

werden eine oder mehrere der Variablen u, v, w unendlich gross, den singu-

lären Stellen des Gebildes f(x, y) =^ entsprechen also endliche Werthe

»n u, V, w. Ist {xy) eine unendlich ferne Stelle, so muss nach der über die

instanten A und B gemachten -Voraussetzung nothwendig m? = sein.

Führen wir — und — statt x und y in die Function f{x,y) ein, so er-

Iten wir

f(^
s ^ (m, vX+ w{u, vX_, + •• + w''(u,v\

ler wenn wir die ganze rationale homogene Function im Zähler der rechten

kte

{u,vX+w(u,vX_^ + --- + w'(u,v\ = F{u,v,tv)

zen,

Fiu,v,.)^.Jix,y) = ^^J^^.
Für die unendlich fernen Stellen des Gebildes f{x, y) = ^ verschwindet

Paj + jB^ + l nicht, und wenn (xy) irgend eine bestimmte endliche Stelle ist,

80 können den Constanten A und B solche Werthe beigelegt werden, dass

Äx + By + 1 ebenfalls von NuU verschieden ist. Wir können daher annehmen,

dass für jede im Endlichen gelegene oder unendlich ferne Stelle (xy), welche

wir gerade betrachten,

ü^i^ _ o
(Ax+By + l)i

~ ^

ist.

23*
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Die singulären, im Endlichen gelegenen Stellen des Gebildes f{x,y) =
sind dadurch charakterisiit, dass für sie gleichzeitig

f(x,y) = 0, f{x,y\ = Q, f{x,y\ =

ist (S. 19 und 162). Nun folgt für jede Stelle {xy) des Gebildes

mithin ist für eine singulare Stelle

F(u,v,w) = 0,
dFju,^,^) _j^öF{u ^,^) ^0 dFiu,v,w)_^dF(u,v,w) ^

^ du aw dv dw

Nach dem Eul er sehen Satz über homogene Functionen besteht aber die

Relation

„/ ^ dF(u,v,w)
,

dF(u,v,w)
, dF(u,v,w)

rF{u,v,w) = u ^^

—

—- + v ^^r-^—- + w ^r-^—

^

^ ' ' ' du dv dw

__ / dF(u,v,w) _ . dF(u,v,w) \ / dF(u,v,w) _ _ dF(u,v,w) \ dF(u,v,w)

\ du dw ) \ dv dtv ) dw '

also muss, wenn die vorhergehenden drei Gleichungen erfüllt sind,

dF{u, V, w)

dw

mithin auch

0,

dF{u,v,w) ^ Q dF(u,v,w) ^ ^
du ' dv

sein. Demnach sind die im Endlichen gelegenen, singulären Stellen f— —
J
des

Gebildes f(x, «/) = dadurch bestimmt, dass a, b, c gleichzeitig den Gleichungen

F{u,v,w) = 0, ^Z(W^_o dF{uv,w) ^ dF{uv,w) ^
^ ' ÖM dv dw '

Au + JBv + m; = 1

genügen.

Dies gilt genau ebenso für die im Unendlichen liegenden, singulären

Stellen von f{x,y) = 0. Denn liefert das Element
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die Umgebung einer solchen Stelle (S. 37), so muss (rc, y\ den Factor

[g'^^y— Jf'^^x) in höherer als der ersten Potenz und gleichzeitig (iC, 2/)_, ihn

wenigstens in der ersten Potenz enthalten (S. 165). Es werde nun

und

{^,y\ ={9'^'y-^''"^r{^,y)'r-(.,,

{x,y),-. = {ry-K-'^x){x,yX_,

gesetzt, wo also f»^ ^ 2 ist und «|>(«, y) eine ganze rationale Function (r — 2)*"

Dimension, (x,y)'^_ und {x^ yX_^ homogene Functionen (>• — ft^)'" ^'^^

(r — 2)**' Dimension bedeuten. Bei Einführung der Verhältnisse — und —
statt X und y ergiebt sich dann

F{u, V, w) = (^™'t; -ä"«m)'**(m, t');_^^ + M'(^«'«-A""M)(M, vl_, + w'yXu, v, w).

iDabei ist j^{u^v^w) homogen von der (r — 2)'^" Dimension. Durch partielle

[Differentiation erhalten wir

dF{u,v,w)

dv

/ (X) i,(x) ^f*x ^ '-''- l*x , / (X) 7(X) \ ö(m,v). , ,
^dy(u,v,w)

ou ^ 'au au

i,(x),aP'x-1
ftx^""(^""«-Ä""«r (", v)'+g^-^^w{u, vl_.

/ (X) 7(X) \(*X ^("'^)»"-/tx / (XI 7(y) \ Ö(W)'')r-il 2ÖX(**»''>W)
+ (o""?; — l{"uf^ 3 at. + wig^^^v — 7t""«) ^ ' -^"^ ' + w^ ^^ ' —-

dv dv dv

'dF(u,v,w) , ot, ,(v) \i \, , n I \ ,

söy(M,t;,tü)
: ^^^ ' = (g'''v-h'^'u)(u,vX_,+ 2wx{u,v,w) + w' ^^^'^^/

ÖM)

rFür diejenige singulare unendlich ferne Stelle, welche dem Linearfactor

(^""t/— Ä™'a;) entspricht, ist g'^^v— h'^^u = 0, und da ausserdem im Unendlichen

w verschwindet, so ergiebt sich auch in dem jetzt betrachteten Fall

„. , - dF{u,v,w) dF{u,v,w) dF{u,v,w) _

Au + Bv + M> = 1.

Ist also {a,h,c) ein durch diese Gleichungen bestimmtes singuläres Werth-
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System, so ist (— —) eine singulare Stelle des Gebildes /(a;,2/) = 0; dabei

besteht die Relation

Aa + Bb + c = 1.

Für eine unendlich ferne singulare Stelle ist c = 0.

Setzt man für die Umgebung irgend eines singulären Werthsystems (a, 6, c)

M^a+I, V = b + ri, w = c+'^j

so sind in der Entwickelung von F(u,v,w) = F{a + i, b + ri, c + (^) nach Po-

tenzen von I, TJ, C die Glieder 0*" und 1*" Dimension identisch gleich Null.

Und da
!: = -(A^ + Bri)

ist, so geht F(u,v,w) in eine ganze rationale Function /„(S,'»]) von | und y]

über, welche nach homogenen Functionen der verschiedenen Dimensionen

geordnet mit Gliedern zweiter oder höherer Dimension beginnt. Indem man

eine entsprechende Transformation für jedes singulare System (a, 6, c) vor-

nimmt, erhält man aus F{u, v, w) = so viele transformirte Gleichungen

/„(|,7)) ^ 0, wie es singulare Systeme giebt. Dabei brauchen die Werthe der

beiden Constanten A und B für die verschiedenen singulären Systeme nicht

in gleicher Weise gewählt zu werden.

Nach diesen Erörterungen über die singulären Stellen kommen wir auf j

die Bildung der Function H(xy) zurück.

Wir denken uns ein bestimmtes singuläres System (a, 6, c) fixirt und in

der angegebenen Weise aus dem Gebilde f{x, y) — mittels der Substitution

die transformirte Gleichung /"„(l, vj) = aufgestellt. Nach den früher (S. 161)

entwickelten Formeln besteht die Relation

wobei

l = c-Al-Bfi =
1 + Ax + By '

a 1

b 1 = Aa + Bb + c = 1

c -A -B
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ZU setzen ist, mithin ergiebt sich

{l-^Ax + ByJ-'
'^^ - "^^

Es sei nun

so muss

sein. Um alle Elemente des Gebildes /'^(l, ttj) = 0, deren Mittelpunkt die

Stelle (0,0) ist, darzustellen, zerlegen wir (S. 20) die homogene Function

niedrigster Dimension {i.i'i])^ in ihre Linearfactoren:

(1,1), = C{gyi-Hf''{g'r,-]nf\g"r,-h"%p..„

wobei

[.ist, und führen zunächst zwei Variable 1^, \ durch die Substitution

I = (^r + ariJS,, 71 = (Ä + ^TjJI,

ein. Die Constanten « und ß sind dabei den Gleichungen

^'«/3-Ä''"« = 1 (x = 0,l,2,...)

gemäss zu wählen. Dann ergiebt sich (S. 21)

mithin wird (S. 168)

d% ^ 1 dl,

dem wir auf diese Weise die Transformation fortsetzen, falls nicht schon

fiiK^\) ~^ ™^^ Gliedern der ersten Dimension beginnt, kommen wir ziiletzt

zu einer Gleichung erster Ordnung (S. 30)

in welcher der Coefficient von tj^ nicht Null sei. Nunmehr folgt aus dem

Vorhergehenden

dx dl 1 dly
{l-\-Ax + Byy-

bl bj • • • s>v r—
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wenn die bei den successiven Transformationen auftretenden Gleichungen

/.(?!, ^J = 0, f,a„ri,) ^ 0, ... /;_,(§,_„ 7i,_J =

der Reihe nach von der j*'*™, ^"*™,
. . . jt'*'-"'"'' Ordnung sind. Aus dem

Fvinctionenpaar

welches für hinreichend kleine Werthe von
1

1
\
die Umgebung der Stelle (0, 0)

des Gebildes /"^(S,, vj^)
= darstellt, ergeben sich mit Hülfe der Substitutions-

gleichungen Potenzreihen für |^_j, |^_j, ... §,, welche sämmtlich für t =
verschwinden. Das Anfangsglied in der Entwickelung des Products

6i 5a • • • 5v

enthält daher eine positive Potenz von t. Die Beschaffenheit der Function

/l(^v)^,) zeigt nun (S. 15), dass die Reihe für

dl
dt

öfvCi^v)

mit einer von N\ül verschiedenen Constanten beginnt; demnach sind die Ex-

ponenten der Anfangsglieder der beiden Quotienten

1

5i 5j • • • 5»

und

(l + ÄXi + By^y-^ dxt

fiXtVt), dt

einander gleich, d. h. sie sind gleich der zu der betrachteten singulären Stelle

gehörigen Zahl -\ (S. 177), wenn [^^ die k^ singulare Stelle des Ge-

bildes f{x^ y) = ist. Die Entwickelung von

dt
1 dt

»l öj • • • b»

beginnt daher mit der Potenz t \
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Die ganze Function (r — 3)'" Dimension G{xy), welche im Zähler der zu

bildenden Function H(xy) auftritt, gehe durch die Einführung der Variablen

I, yj über in

__im

wo G(Sy]) eine ganze rationale Function derselben Dimension des durch die

Gleichung /„(l,"»)) =0 verbundenen Paares (|y)) ist, deren Coefficienten linear

aus denen von G{xy) zusammengesetzt sind. Durch Einführung der Variableu

Ij, Tjj werde

dann sind die Coefficienten von @,(l,v]J wieder linear in denen von ^(It]),

während die Dimension von ^^i^^riJ nicht mehr die (r — 3)*' ist. In analoger

Weise entstehe aus ©,(§,171) die ganze rationale Function @j(IjY]J u. s. f.,

schliesslich möge

G{U) = ®v(lv>lv)

sein. Nach den vorhergehenden Betrachtungen sind die Coefficienten dieser

Function ®,(l,,'i'],) aus denen von G{^yi), mithin auch aus den Coefficienten

von G{xy), linear zusammengesetzt.

Multipliciren wir die entsprechenden Seiten der beiden Gleichungen

und

G{xy) =

{c-Al-B-nr
U{%ri\

G{U)
{c-Al-Br{f-

mit einander, so ergiebt sich

GixtVi) dxt G(ltrif) dlt

f{xtyt\ dt mt-ni\ dt

d^
dt

soll nun der Quotient

91 62 • • • 5r

G{xy)

Abelioh« Fonctionea. 24
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gleich der Function H(xy) sein, so darf die Entwickelung der linken Seite

der vorstehenden Gleichung nach Potenzen von t keine negativen Potenzen

enthalten, wir müssen daher rechts in der Entwickelung von @,(l,v]J die

Coefficienten aller Potenzen von t, deren Exponent kleiner als \ ist, gleich

Null setzen. So erhalten wir k^ lineare Gleichungen für die Coefficienten in

G{xy).

Das gleiche Verfahren muss für alle transformirten Gleichungen erster

Ordnung (S. 29) eingeschlagen werden, die sich aus /'^(|,7j) = durch An-

wendung der früher auseinandergesetzten Transformationen herleiten lassen, und

schliesslich ist mit den Gleichungen /'„(l,'/]) = 0, welche den übrigen singulären

Werthsystemen von F{u,v,w) ^^^ entsprechen, in genau derselben Weise

vorzugehen. Dadurch ergeben sich SÄ^ Gleichungen, welche sämmtlich in

Bezug auf die Coefficienten von G(xy) linear sind. Mit ihrer Hülfe lassen sich

die Coefficienten von G{xy) als lineare homogene Functionen einer Anzahl

von ihnen, welche selbst unbestimmt bleiben, darstellen, und so erhält man

den allgemeinsten Ausdruck der Function G{xy) und damit den der Function

H{xy).

Die Ausführbarkeit dieses Verfahrens leuchtet ein; aber eine genauere

Untersuchung lehrt, dass wir auf diese Weise zu viele Gleichungen unter den

Coefficienten von G{xy) erhalten, und zwar doppelt so viele, als erforderlich

sind. Die Anzahl der unabhängigen Gleichungen lässt sich a priori in

folgender Weise ermitteln.

Da die Function G{xy) von der (r — 3)*°" Dimension ist, so enthält sie

1(,_1)(,_2)

unbestimmte Coefficienten. Der allgemeinste Ausdruck der Function H{xy),

also auch der von G{xy), enthält jedoch nur q willkürliche Constanten; es

müssen demnach unter jenen — (r — l)(r — 2) Coefficienten

von einander unabhängige Gleichungen bestehen, eine Zahl, welche von jetzt

an mit r' bezeichnet werden möge. Nach dem früher (S. 165 und 167) Be-
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wiesenen ist nun

r' = 2-(r-l)(r-2)-0
¥(l)^^

~ "2 ^-^C"»)!

vorher ergab sich aber die doppelte Anzahl linearer Gleichungen für diese

Coefficienten, es kann also nur die Hälfte jener Gleichungen von einander

unabhängig sein.

Wir wollen jetzt die Aufstellung dieser r' unabhängigen Bedingungen für

den am häufigsten vorkommenden Fall näher ausführen. Es seien nämlich

für alle singulären Stellen des Gebildes f{x^ y) = die Gleichungen

m.,r,,) = 0, /-.'"(l^rj = 0, r(l.,vj.) = 0, . . .,

welche sich durch einmalige Transformation aus den den einzelnen singulären

Stellen entsprechenden Gleichungen /'o(S)T1) = herleiten lassen, sämmtlich

von der ersten Ordnung. Dann ist für jede singulare Stelle (S. 172)

wobei (t die Ordnung von f„{^,T^) = in Bezug auf die Stelle (0,0) bedeutet.

Soll nun

sein, so dürfen in der Entwickelung von

GjXfyt) dxt

f{xtyt\ dt

niemals negative Potenzen von t auftreten. Ist der Mittelpunkt des Ele-

ments {x^y^ eine singulare Stelle, so setzen wir nach dem Vorhergehenden
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Bedingungen bestehen, welche sämmtlich in diesen Coefficienten linear sind.

Stellen wir nun die entsprechenden Gleichungen für jede singulare Stelle des

Gebildes f(x,y)=^0 auf, so erhalten wir — S-ff(„j) = r' lineare Bedingungs-

gleichungen für die Coefficienten der ganzen rationalen Function G{xy), also

die richtige Anzahl.

Nun muss gezeigt werden, dass wenn diese r' Gleichungen befriedigt sind,

für kein Element (x^y^) in der Entwickelung von

negative Potenzen von t auftreten. Für ein Element, welches zum Mittel-

punkt eine im Endlichen gelegene, nicht singulare Stelle hat, ist dies un-

mittelbar klar. Ist zweitens der Mittelpunkt des Elements eine singulare

Stelle, so bilden wir zunächst die transformirte Gleichung /",(!,, ^J = 0. Der

Voraussetzung nach (S. 183) kann das Element dieses Gebildes mit dem

Mittelpunkt (0, 0) durch ein Functionenpaar der Form

I. = t, rj. = f^it)

dargestellt werden, sodass also das Anfangsglied in der Entwickelung von

dl.

eine Constante ist. Wenn nun Gr(|T)), also auch ®,(l,TrjJ, nur Glieder (ft— 1)*"

und höherer Dimension enthält, so treten in der Reihe für

Sr- öfÄlrrn) fWM\ dt

keine negativen Potenzen von t auf. Das Nämliche gilt für jede der übrigen

transformirten Gleichungen /".'"(l,, \) = 0, /""'(l,, t)J = 0, .... Drittens be-

trachten wir eine unendlich ferne, nicht singulare Stelle (S. 162). Bringen

wir dann
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auf die Form
G-J^iVt)

{l + Axt+BytJ-'

SO liefert die Entwickelung keines der beiden Factoren negative Potenzen; für

den ersten Factor folgt dies aus dem Werthe der Dimension der ganzen ratio-

nalen Function G(xy), für den zweiten Factor aus den Ergebnissen des vor-

hergehenden Kapitels (S. 157, 159 und 161). Die Function

ist also mit der Function H(xy) identisch, sobald unter den Coefficienten

von G{xy) jene r' linearen Gleichungen bestehen.

Die Bedingungen, welche die Coefficienten der Function

len müssen, dass nämlich die Glieder 0*", 1*",... (^ — 2)'*'' Dimension in

r(|7]) identisch verschwinden, lassen sich auch noch in anderer Form dar-

tellen. Wird für x = ~, « = — , wo Au + Bv + w = 1 sein sollte,

®(m, V, w)
Q{xy)

w

ist ®(««, «, w) eine ganze homogene Function (r— 3)*" Dimension von u, v, w.

ällt nun {a,h^c) ein singuläres, der Gleichung F{u,v,w) = d genügendes

^erthsystem, also (— — ) eine singulare Stelle des Gebildes f(x,t/) = dar,

werde

ti = a + ^, V = b + 71, w =^ c+ C

gesetzt, und es gehe hierdurch ®{u,v,w) in @(a + |, & + yj, c + C) über, wobei

ich homogenen Functionen geordnet

®(a+i,&+T,,c+Q = (s,^,a+(s>^,o.+-"+(i>^.a-,

Bi. Nun ist

C = -iA^ + Br,);

renn also die homogenen Functionen (I, tq, C)», (I, ttj, C)j, ... (I, tj, C)^_2 sämmt-

Ich identisch gleich Null sind, so verschwinden auch in G?(§vj) die homoge-

(;t — 2)**" Dimensionen Functionen (|, tj),, (g, tj),, ... (|,7)I , "der 0»«", 1
t«n
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identisch. Umgekehrt ergiebt sich aus Letzterem auch das Erstere, denn es ist

und da A und B willkürlich sind, so müssen, wenn (I, t]).^ identisch ver-

schwindet, auch die einzelnen Coefficienten von |, vj und C in (|,Trj,C)x NuU
sein. So zeigt es sich sofort, dass die linearen Bedingungsgleichungen nicht

die Constanten A und B enthalten. Die Gleichungen, welche sich durch

Nullsetzen der Glieder O*""", 1*", ... (jt — 2)'" Dimension ergeben, sind aber

nicht von einander unabhängig. Denn zu Folge des Eul er sehen Satzes

über homogene Functionen lässt sich jede Ableitung (x — 1)*" Ordnung der

Function ®{u,v,w) nach u, v oder w als homogenes Aggregat von Ableitungen

X*" Ordnung darstellen , demnach verschwinden die Ableitungen 0^", l'*', ...

(f*
— 3)*" Ordnung sämmtlich für das Werthsystem (a, b, c), wenn alle Ab-

leitungen (ft — 2)'" Ordnung hierfür verschwinden. Mithin erhalten wir als

nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass die Entwickelung von

@(a + |, 6 + 7], c + C) oder von ^(Iyj) mit Gliedern (ft — l)'" Dimension beginnt,

das Verschwinden aller partiellen Ableitungen (ft — 2)'" Ordnung von ®(u^v,w)

für u ^ a, V = b, w = c, was in der That — ft(ft — 1) = ^ K(^au) Bedingungs-

gleichungen für jede singulare Stelle ergiebt.

Beispielsweise habe das algebraische Gebilde f{x, |/) = nur ge'vfbhn-

liche singulare Punkte (S. 172). Dann ist, wie wir gefunden haben, der

Rang des Gebildes gleich

— (r— l)(r— 2) — Anzahl der gewöhnlichen singulären Punkte.

Nun hat jetzt für jedes singulare Werthsystem (a, b, c) ft den Werth 2,

mithin ergiebt sich die Gleichung

©(«,&, c) =
als hinreichend und nothwendig, damit die Entwickelung von

&{a + i,h + ri,c+q

mit Gliedern (jt— 1)*" = l'" Dimension beginnt. Demnach erhalten wir zur

Bestimmung der Coefficienten in G{xy) für jede singulare Stelle eine einzige

Gleichung, also ist die Gesammtzahl der Gleichungen gleich

^(r^V){r-2)-Q.



DIE BILDUNG DER FUNCTIONEN H{xy\. 191

Von den -^ (»* — l)(r — 2) Coefficienten der ganzen rationalen Function (r — 3)**'

Dimension G(xy) bleiben also, wie es sein muss, q willkürlich, wenn .,?
die Function H{xy) sein soll.

Jetzt kehren wir wieder zur Betrachtung eines beliebigen algebraischen

Gebildes f{x, y) = zurück. Zwischen den

^(r-l)(r-2) ^ r'+Q

Coefficienten der ganzen rationalen Function (r— 3)'" Dimension G{xy) bestehen

r' unabhängige lineare Gleichungen, es können daher r' dieser Coefficienten

C\C', ... C, durch die q übrigen linear und homogen dargestellt werden, oder

es lassen sich C^, C^, ... CO stets so auswählen, dass die Determinante der

Coefficienten von C, C^', ... C'^, nicht verschwindet. Bezeichnen wir nun die

Q Coefficienten, welche unbestimmt bleiben, mit C^, C^, ... C , so nimmt G{xy)

,die Form an:

Q{xy) = C,&'\xy) + C,&^\xy) + ..- + Cfi^^\xy).

|etzen wir alle Coefficienten C^ , C^ , ... C bis auf einen gleich Null und

lesen einen gleich 1, so ergeben sich g linear unabhängige Functionen

G''\xy) G"\xy) G'^^xy)

f{xy\ ' fi^yl '
'"

f{^y\
'

ie wir mit

E{xy),, H{xy\, ... H{xy\

Bzeichnen könnten.

Es möge indess nach Annahme »der q Stellen (ö,i,), {aj>^i •• («o^o) ^^^

mction H{xy)^ so bestimmt werden, dass sie für die Stelle (a„i„) den

^erth 1 annimmt und an den übrigen p — 1 Stellen {a^h^) verschwindet

}. 120). Dazu müssen in dem Ausdruck

C,G''\xy) + C,G''\xy) + ••• + C^&^\xy)

te Constanten C^, C^, ... C den Gleichungen

C.G'"(a,6^) + C,G-(a^6,) + - + C,ö<n«^M =
j ^(Jj^^^ J^ ^ J^ (^=1,2,. -rt

gemäss bestimmt werden, was möglich ist, sobald keine rationale Function
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des Paares (xy) existirt, welche nur an den q Stellen {«'ibj, {a^bj, . .. (ab
)

von der ersten Ordnung unendlich wird; denn die Determinante jener linearen

Gleichungen

D = \G^^\aM\ - (a,^==i,2,...e)

ist dann von Null verschieden (S. 68). Setzen wir ferner

80 wird

G'?'K&.) •• G'^\a^_X-.) G^'\^y) G'^^a^X^.) ••• G^\ah)

^ ^^« D f{xy\

Man könnte versuchen, die q Constanten Cj, C^^, ... C in dem Ausdruck

der Function H(xy) so zu bestimmen, dass H(xy) an q gegebenen Stellen

{a'b')j {a"b"), ... («'"'6'^') verschwindet. Dazu müssten die p Gleichungen

durch Werthe C^, C^, ... C zu befriedigen sein, welche nicht alle gleich Null

sind, also müsste die Determinante

|öW(a"'>&<'"')| («,^ = 1,2,. ..p)

verschwinden, was aber für beliebig gewählte Stellen (ab'), (a"b"),... (a'^'J**')

nicht der Fall ist.

Die Constanten C^, C^, ... C lassen sich indess so wählen, dass H(xy) an

Q willkürlich gegebenen Stellen (a'b'), {a"b"), ... (a'^'6'^') vorgeschriebene Werthe,

welche nicht sämmtlich gleich Null sind, annimmt, denn die in diesem Falle

für jene Constanten bestehenden linearen Gleichungen sind stets auflösbar,

wenn die Determinante \G^I'\a""b"")\ nicht Null ist.



Achtes Kapitel.

Die Bildung der Function H{xy,x'y').

In der Theorie der Integrale, welche aus der Integration algebraischer

Differentiale entspringen, kommt es nicht sowohl auf die wirkliche Her-

stellung des Ausdrucks der Function H(xy^x'ij') an, als vielmehr auf die

genaue Kenntniss ihrer Zusammensetzungsweise und ihrer Eigenschaften.

Dennoch gehen wir jetzt auf die Bildung dieser Function näher ein, da sich

die hierauf bezüglichen Untersuchungen an die des vorhergehenden Kapitels

unmittelbar anschliessen. Wir beschränken uns wieder (S. 187) auf den Fall,

in welchem sich für jede singu^läre Stelle schon nach der ersten Trans-

formation Gleichungen ergeben, die sämmtlich von der ersten Ordnung sind.

Wir haben im vorigen Kapitel (S. 177) die Frage erörtert, unter welchen

Bedingungen die Entwickelung von

^(^<y<)

{c.+ c.Xt + c.ytJ-"

mit der ä;^**" oder einer höheren Potenz von t beginnt, wenn der Mittelpunkt

des Elements {x^y^) die A** singulare Stelle (S. 32) des Gebildes ist; oder was

dasselbe bedeutet, wann für ein solches Element in der Entwickelung von

nach Potenzen von t keine negativen Exponenten vorkommen. Dabei war

G{xy) eine ganze rationale Function des Paares (xy) von der (r — 3)**° Di-

mension. Jetzt wollen wir die gleiche Untersuchung für den Fall durch-

führen, dass statt G{xy) eine ganze Function höherer Dimension gesetzt wird;

wir bezeichnen sie dann vorübergehend mit E{xy) und nehmen an, ihre

Abelsche Functionen. 25
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Dimension sei eleich s. Für x = ^ , « = — wobei wieder Äu + Bv + w = 1

sein möge, sei

E{xy) w
so ist @(«, V, w) eine ganze homogene Function von «, w, w. Die Bedingungs-

gleichungen dafür, dass für die Umgebung einer singulären Stelle in der

Entwickelung von

Ejxtyt) dxt

niemals negative Potenzen von t auftreten, erhalten wir, wenn wir alle par-

tiellen Ableitungen (ft— 2)'" Ordnung von @(«^,v, w) für jedes singulare Werth-

system {a^h^c) gleich Null setzen (S. 190). Jedes solche System liefert also

— ft(ft— l) Gleichungen, es ergeben sich mithin im Ganzen wieder

Bedingungen. Diese gehen in die früher aufgestellten über, sobald allen

Coefficienten der Glieder höherer als (r— 3)*" Dimension in @(m, v,w) der

Werth Null beigelegt wird. Für die Function G(xy) konnten wir nun mit

Hülfe der r' Bedingungsgleichungen r' Coefficienten C^, C^, ... C'^ durch g Co-

efficienten C^^C^,...C darstellen (S. 191), was wir durch die symbolische

Gleichung

{C[, C[, ... C'f) = (C, , Cj, ... Cp)

andeuten wollen. Genau ebenso lassen sich für die Function E{xy) r' Co-

efficienten durch die übrigen ausdrücken, sodass wir schreiben können

(0,', C,', ... C'f) = (C,, C,, ... G^, ...).

Denn da die linken Seiten der jetzt aufzulösenden Gleichungen, wenn wir

die Coefficienten der Glieder höherer Dimension auf die rechten Seiten

bringen, dieselben sind, wie die linken Seiten der Gleichungen für die Be-

stimmung der Coefficienten der Function G(xy), so können wir auch die

hier auftretenden Gleichungen nach C^', C^', ... C^, auflösen. Welches auch

die Dimension s von E{xy) ist, es lassen sich stets dieselben Coefficienten

durch die übrigen darstellen.
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Ist 5 = r— 2, SO enthält E{xy)

Coefficienten, die Anzahl der Gleichungen ist r'= -^ (r — l)(r — 2) — p, also

bleiben dann in dem allgemeinen Ausdruck der Function E{xy), für welche

die Entwickelung von

in der Umgebung einer singulären Stelle niemals negative Potenzen von t

liefert,

— r{r— \)— r' = »•— l + p

Coefficienten willkürlich.

Hat aber die Function E{xy) die Dimension r — 1, so kommen noch r Co-

efficienten zu den vorher eingeführten hinzu, sie enthält also

2r-l + i

willkürliche Coefficienten.

Der Definition nach (S. 73) ist

U{xy, x'y')
F{xy,x'y')-F{a,\,x'y')

wobei

F{xy,x'y) = ^^?'!'^
+S^'^'(^y)g;i(^y)X —X

gesetzt worden war (S. 71). Hierbei ist (S. 62), wenn die gegebene Gleichung

f{x,y) = in a; vom w''" und in y vom n*'" Grade ist, die Function

/(«,«/')-/(«. y)
f{^y>y') y-y

ganz und vom (w— 1)**° Grade in Bezug auf y. f{xy,y') wird für y'= y

gleich f{xy\, dagegen gleich Null, wenn y' einen der n — l anderen, von

y verschiedenen Werthe hat, welche zu Folge der Gleichung f{x, y) = zu

dem Werthe x gehören. Die Functionen ^j(a;</) sind rationale Functionen des

Paares (xy), und zwar können sie als linear unabhängig angenommen werden,

da sich sonst die Anzahl der Glieder in der Summe vermindern lassen würde.

25*
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Die Functionen F* {x'y') sind ganz und rational und zwar, wie jetzt

gezeigt werden soll, höchstens vom (m— 2)'*° Grade in x' und vom («— 1)*°°

Grade in y'. Wir haben (S. 65) für F{xy,x'y') die Darstellung gefunden:

F{xy,x-y-) = ^f^g^^l^j^,
; \
(11"f»^ ~ ^'"^"^'^'^ ^'^""^^ F'^'i^'vlUxy),

in der %^{xy), ... %^{xy) rationale Functionen von (xy) und F'"{x'y')^ ••• F''"{x'y')

ganze rationale Functionen von {x'y') sind. Die Function F^'\x'y') wurde

hierbei durch die Entwickelung

ax,y„y')ix'-a')...(x'-a^'"-") _ ..„,. , ,w-.
,

{x'-Xt)(Xt-a')...(Xf-a'"'-'')
" ^^^""^-"^ +•"

bestimmt, in welcher (x^yf) das Element mit dem Mittelpunkt {a^bj darstellt

und a, unter den Grössen a\ a", . . . a""~" enthalten ist. Da f{xy, y') eine

ganze Function (w— 1)*™ Grades in Bezug auf y' ist, so ist F^^\x'y') eine

ganze rationale Function höchstens (m— 2)**° Grades in x\ (w— 1)*°° Grades in

y. F^'\x'y') ist als Coefficient von T' in der Entwickelung von

fix,y„y')(x'-a')...(x̂ a--^ _ pau^^^^s c. ._ ^

zu bestimmen, wenn {x^y^) das Element mit dem Mittelpunkt («jij darstellt,

wobei a^ wieder mit einer der Grössen a\a'\... «'"'"" identisch ist; in dieser

Weise fortfahrend erhalten wir der Eeihe nach die Functionen F^'\x'y'), ...

F*\x'y'). Daraus folgt, dass die Functionen F''\x'y'), ... F'''\x'y') ebenfalls

höchstens die Grade m— 2 und w-1 in Bezug auf x und y' haben. Nun
wurde (S. 71) mittels Partialbruchzerlegung

{x'- a') jx'- a") . . . (x'- g""-')

(»'- x){x-a')...{x- «""-")

in der Form

1 c' c""-"

x—x x—a

dargestellt. Dabei ist z. B.

, _ {x'-a")...{x'-a'-"'-")
" ~ (a'-a")...(a'-a""-")'

also eine ganze Function (jw— 2)*™ Grades von x'] und das Gleiche gilt für
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jeden der übrigen Zähler c", . . . c"""". Bringen wir nun F{xy, x'y') auf die

Form

F{xy,x'y') = ü^^llll- + ^r^\x'y')Uxy),

SO ist jede Function F^^\x'y') entweder gleich einer Function F"\x'y'), oder

sie entsteht als Product einer Grösse c"" mit einer in f{xy, y') enthaltenen

Potenz von y'. In beiden Fällen findet sich, dass der grösste Werth des

Grades von F^^\x'y') in Bezug auf x' gleich m— 2 und in Bezug auf y' gleich

n — 1 ist.

Als Function des Paares (xy) betrachtet, wurde H(xy,x'y') an p + 1 will-

kürlich gewählten Stellen {a^bj, {a^\), .. . (a^b^) und (x'y) von der ersten

Ordnung unendlich gross und an einer beliebig angenommenen Stelle (a^b
)

gleich Null, während es keine rationale Function des Paares (xy) giebt, welche

|ur an den p Stellen (a^bj, (a^bj, ... (ab) von der ersten Ordnung unendlich

rd. Diese Stellen mögen als nicht singulär vorausgesetzt werden.

Als Function des Paares (x'y') aufgefasst, hat H(xy,x'y') die folgenden

eiden Eigenschaften. Erstens treten in der Entwickelung von

S{xy,oifty't)-^

Bgative Potenzen von t nur dann auf, wenn der Mittelpunkt des Elements

t'^y'f) eine der beiden Stellen (xy) oder (a^bj list, und zwar ist im ersten

faU (S. 85, (III, 1))

H(xy,x',y',)^ = t-' + ^(t),

letzteren Falle (S. 85, (V, 3))

rlr' —
H{xy,xWt)^ = -t-' + W)-

jweitens bestehen für jedes Werthepaar (xy) die Gleichungen

H{xy,aM = (^, (« = 1,2,. ..p)

!. h. die Function II(xy^x'y') verschwindet identisch, wenn (x'y) mit einer

der Q Stellen (a„6„) zusammenfällt. Nach der Formel (S. 79, (B.))

S(xy,x^y^)^ = -'^H{xy,ab)^x'^
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erhält man nämlich, wenn für (x^y^) das Element («^«/^) mit dem Mittelpunkt

i^a^a) gesetzt wird,
a

H{xy,x^y^)--r^ = -^H{xy , a^h„) xi^

.

Nun ist (S. 82 und 83)

H{xy,aJ„\ = 0,

H{xy,a^h„)_^ = 0, (^^i)

also folgt
a

a a ^^ CO

H{xy,x^y^)-^ = - ^H(xy,aJ^)^xi',

woraus sich für x ^ die zu beweisende Gleichung ergiebt.

Wir wollen nun zeigen, dass diese beiden Eigenschaften für die Function

H{xy,x'y') charakteristisch sind, d. h. dass die Function durch sie vollkommen

bestimmt ist. Denn gesetzt, es sei H{xy,x'y') eine rationale Function mit

den nämlichen beiden Eigenschaften wie H{xy,x'y'), so enthält die Ent-

wickelung der Differenz

\H{xy,x'tyt)-H{xy,Xty't)\-^

für kein endlich oder unendlich fernes Element {x'^y[) des Gebildes negative

Potenzen von t, mithin is^jene Differenz bei passender Bestimmung der ratio-

nalen Functionen {xy)g gleich

^{xy)^H{x\y'i)^-^,

also muss

- H{xy , x'y') = H{xy, x'y') + 2 {xy)^ E{x'y'\
I

sein. Da nun beide Functionen H(xy, x'y') und H(xy, x'y') an den q Stelleu

(*o^o) verschwinden, so bestehen die p Gleichungen

n

(9= 1
'

mithin verschwinden die Coefficienten (xy)^ identisch; denn die q Stellen

('"i^i)» (*s^a)' • •• (^o^o) sollten der Bedingung unterworfen sein, dass die De-

terminante

\SiaJ,)^\ " (a,ß = l,2,...Q)
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nicht Null ist (S. 68). Demnach ergiebt sich

E{xy,x'y') = E{xy,x'y');

die Function II(xy,x'y') ist also durch die beiden vorher angeführten Eigen-

schaften bestimmt.
i

Diese Bemerkung giebt ein Mittel, die Function herzustellen, ohne die

algebraischen Untersuchungen zu Hülfe zu nehmen, auf denen ihr Existenz-

beweis beruhte. Wir betrachten dazu

XT-/ / ,x F(xy,x'y') — F{aJ)„,x'y')
H(xy,x'y') = —^

/, , ,s
'

als Fimction des Paares {x'y') und haben uns daher mit der Bildung einer

Function zu beschäftigen, welche die beiden vorher angeführten Eigenschaften

besitzt. Unter {xy) und («„6„) verstehen wir beliebige, von (a^ij, (a^ij), ...

(06) verschiedene Stellen des Gebildes f{x,y) = 0, für welche f{xy)^ und

] ./("o^o)» Glicht Null sind. Ferner setzen wir voraus, dass der Grad n der

eichung f(x,y) = in Bezug auf y gleich der Dimension r ist. Durch

e rationale Transformation (S. 35) kann dies immer erreicht werden.

Wird der Zähler der Function H{xy,x'y')

\F{xy,x'y')-F{aX,xy') = ^'|^ -%^ + S^""(^y) (5,(^2/) -g^(«o&o)|

die Form:

Ibracht, so ist

F(xy,x'y')-F(a,b,,x'y') = ;^(^y. f
>'

)

^ ^' " ^ ^ ° "' " ^ {x—x)(x—a„)

ixy, x'y') = {x-a,)f{xy, y')-{x'-x)f{aX y') + i^'-x) (x'-a,)'^F''\x'y')
j
%ixy)-d,{aM

!

(f)

e ganze rationale Function von x' und y' und zwar höchstens vom m**"

ade in x' und vom (n— 1)**° Grade in y'.

Zunächst wollen wir aber auch die Dimension der Function JE{xy, x'y')

m Bezug auf die beiden Variablen x' und y' ermitteln, und zwar durch ähn-

[' liehe Schlüsse, wie sie früher (S. 116) bei der Bestimmung der Dimension

||
des Zählers G{xy) von

^ "' f{ioy\
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angewendet wurden. Durch die allgemeinste gebrochene lineare Substitution,

welche die Dimension r jedes Gebildes unverändert lässt (S. 115):

mögen zwei neue Variable 1,7] eingeführt werden. Dann besteht (S. 116),

wenn 9(1, vj) = die Gleichung des transformirten Gebildes und S die De-

terminante der Substitutionscoefficienten ist, die Relation

Den Stellen («'«/'), (a^
6J, ... (a 6 ) und (a„6J des Gebildes f{x,y) = sollen

nun die Stellen (IV); (^i^i)' •• • (^«''lo)
^^^ (^o^o) ^^^ transformirten Gebildes

entsprechen, so ist

und

r' —
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ilos für die beiden Elemente (|^7]'^) mit den Mittelpunkten (Itj) und (|„irj„)

eine negative Potenz von t und zwar nur das Glied ±t~\ Ausserdem ver-

schwindet die Function

identisch, wenn (!'»]') mit einer der Stellen (I,T],), ••• (L"'),,) zusammenfällt;

nach dem vorher bewiesenen Satze ist sie daher die i?- Function für das Ge-

bilde cp(l,rj) = 0.

Setzt man nun speciell ^ = |, q = T^, y^ = 0, so wird

\i r V V) II, i"-'

(i'-i)(r-i„) n <p(rv),

die iT- Function für das transformirte Gebilde. Mithin muss

eine ganze Function von |' und -q sein, was nur möglich ist, wenn die Di-

lension von E{xy,x'y') in Bezug auf x und y' die Zahl r— \ nicht übersteigt.

Der vorhergehende Satz lässt sich für ein im Unendlichen reguläres Ge-

jilde cp(§,Yj) = 0, welches in Bezug auf tj den Grad r hat, auch unmittelbar

)eweisen. Wenn nämlich
{%[y\'f)

irgend eins der r unendlich fernen Elemente

larsteUt, so ist (S. 159)

dt _ _sr
•r-'+---; (x = 0, l,...r-l)

ie Entwickelung von JS(|yj, l^y;]) muss daher die Form i~"^~"^(<) haben.

?ür sämmtliche r unendlich fernen Elemente ist dies aber nur möglich, wenn

J(|Tj,g'r/) in Bezug auf 6' und ij' von nicht höherer als der (r— 1 )*"' Dimension

st. Transformirt man nun die gegebene Gleichung /"(iC, y) = in eine solche,

[welche die eben für cp(|,7]) = vorausgesetzten Eigenschaften hat, so ergiebt

[sich der Beweis auch für das Gebilde f{x,y) =0.

Da für die Gleichung f{x,y) = n = r ist, so wird, wenn A^ eine von

Null verschiedene Constante bedeutet,

Abelachg Functionen. 26
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und

mithin hat die Potenz y"~^ in f{xy^y') den Coefficienten A^. Der Coefficient

von y m
{x'-a„)f{xy, y')-(x'-x)f{a,\, y')

ist daher gleich

A„{x'-a„)-A„(x'-x) = A^ix-a^),

er hängt also nicht von x' ab.

Wird nun

E{xy,x'y') = ^{xy,x\y
r-i

2
x = o

gesetzt, so sind die Coefficienten {xy^x')^ rationale Functionen von {xy) und

ganze Functionen von x. Mit Hülfe der E-elation f{xy, y) = f{ocy\ ergiebt

sich für x'= X, y'= y

Hat aber y' einen der r— 1 in Folge der Gleichung f{x,y) =0 zu a; gehörigen

Werthe, welche von y verschieden sind, so verschwindet f{xy,y'), mithin ist

E{xy, xy') = 0.

Diese und die vorhergehende Gleichung können in die eine

zusammengefasst werden. Setzen wir daher (S. 63)

fixy,y') = A,y'-' + f,ix,y)y"'-' + -- + f,_,{x,y),

so ergeben sich die Gleichungen

ixy,x).^ = (x-a,)f,_.^_,(x,y), (x = 0, l,...r-2)

Ebenso folgt aus der Definitionsgleichung

Eixy, x'y') = {x'-a,)f{xy, y')- {x'-x)fiaX y') + {x-x){x'-a,)^F''^\x'y')
\
%{xy)-%{aX) f
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E{xy, a^ij
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x— a^
fi^oKX

E{xy,aX) = 0>

falls h'^ einer der r— 1 zu x = a^ gehörigen, von h^ verschiedenen Werthe ist;

oder, wenn wieder beide Gleichungen in eine vereinigt werden:

wo h[ eine beliebige der r \A'urzeln der Gleichung /"(a^, h'^) = {) bedeutet.

Hieraus ergiebt sich

(««/, «o)x = («-«o)f.-x-i(«o, *o) , (x = 0, 1, . . . »—2)

Da ausser den 2r eben entwickelten noch die q Gleichungen

E{xy,a^h„) = (« = 1,2,...?)

jestehen, so sind insgesammt 2r + p Bedingungen für die von {xy) abhängigen

yoefficienten der Function E{xy, x'y') vorhanden.

Es sei jetzt E{xy, x'y'), als Function des Paares {x'y') betrachtet, irgend

eine Function (r— 1)*" Dimension, welche die zu Anfang dieses Kapitels für

iie Function E(xy) vorausgesetzte Eigenschaft hat, dass in der Entwickelung

lyon

f{x'ty't\ dt

für die Umgebung einer singulären Stelle des Gebildes niemals negative

*otenzen von t vorkommen. Dann tritt in

E{xy,Xty't) dx'i

{x't-x){x't-a,)f{x\y't)^ dt

Feine negative Potenz von t nur für solche Elemente {x'^y^ auf, bei denen

pich x'^ für t = Q auf die Werthe x oder a^ reducirt. Denn stellt {x'^y'^) ein

anendlich fernes, nicht singuläres Element dar, so enthält in der Gleichung

E{xy,x'ty't) dx't ^ E{xy,x'ty'f) (c„ + c.4+ c, y;)'
_
jc^+c.x't + c.y'J-' dx'^

\(x't-x){x'i-a,)f{x\y'i), dt {cA<^i^'t + c^y't7"
'

{oo't-x){x't-a,)
'

f{Ay\)^ dt

26*
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keiner der drei Factoren rechts eine negative Potenz von t] das Gleiche gilt

daher auch für die linke Seite.

Diese Function E{xy^x'y') enthält nach dem Früheren (S. 195) 2r— 1 + p

willkürliche, von {xy) abhängige Coefficienten. Bestehen zwischen ihnen die

2r mit den Relationen

äquivalenten Gleichungen, so tritt in der Entwickelung von

E{xy,x'ty't) dx'^

{x't-x)(x't-a,)f{x'ty't\ dt

eine negative Potenz von t, und zwar ±i~', nur dann auf, wenn der Mittel-

punkt des Elements {x'^y'^) eine der beiden Stellen (xy) oder («„&J ist. Fügen

wir noch die q Gleichungen

E(xy,a„b„) = (« = 1,2,...«.)

hinzu, so ist nach dem vorher (S. 198) bewiesenen Satze

E{xy,x]y'i) dx'( ^, , ,, dx'f

{x\-x){x',-a,)axWt\ ~dt'
~ ^^'^y^'^tVi)^-

Da sich aber für die 2r— 1 + p zu bestimmenden Coefficienten 2r + p Gleichungen

ergeben haben, so muss nothwendig eine von ihnen eine Folge der übri-

gen sein.

Dies lässt sich auch direct nachweisen. Denn die Reihe für

^{xy^x'ty't) dx't

{x't-x){x'i-ajf{x'ty't\ dt
^

enthält nur dann negative Potenzen, wenn {x'^y'f) das Element mit dem Mittel-

punkt {xy) oder («„ij darstellt. Und zwar ist die Form der Entwickelung

im ersten Falle

E{xy, xy)

ioc-a,)f{xy),

im zweiten

E{xy,aX)
{x-a„)f{a,\),

r' + m),
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Nach einem früher bewiesenen Satze (S. 95) verschwindet aber die Summe der

Coefficienten von t~^ in der Entwickehmg von

E{xy,x\y't) daft

ix't-x){x't-a,)f{x'ty\\ dt
'

diese Summe erstreckt über alle nicht äquivalenten Elemente des Gebildes,

für welche überhaupt ein solches Glied vorkommen kann; also muss sein

E{xy, xy) E{xy, a^\)

{x-a,)f{xy\ {oc-a„)f{a,b,\

Sind demnach die Coefficienten in E{xy,x'y') so bestimmt, dass

ist, so besteht von selbst auch die Gleichung

E{xy,xy)

x— a„

x— a„

BS ist also in der That eine der obigen 2 r + p Gleichungen eine Folge der

ihrigen.

Nachdem die Function E{xy,x'y') in der angegebenen Weise bestimmt

ist, ergiebt sich H{xy,x'y') aus der Gleichung

^ "' " ^ {x'-x){x'-a,)f{x'y'\

In den Bedingungsgleichungen zur Bestimmung der Coefficienten der

i'unction E{xy^x'y') treten die singulären Stellen (— — ) des Gebildes f{x^y) =
luf (S. 194). Die Werthe von — und — ergeben sich hierbei durch die Lösung

algebraischer Gleichungen. Sind A, B, C, ... die Coefficienten der Gleichung

f{x,y)=:0, und ist S eine durch eine gewisse irreductible algebraische

irleichung

a{d;A,B,C,...) =

iefinirte Hülfsgrösse, so lassen sich — und — in der Form

a

c
R,{d;A,B,C,...)

c c

b = It,{S;A,B,C,...)

irstellen, wobei Uj und JR, rationale Functionen ihrer Argumente bezeichnen.
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Jede der aufgestellten Bedingungsgleichungen, in welcher eine singulare Stelle

(" —
J

auftritt, erhält durch Substitution dieser Ausdrücke die Gestalt

wo die linke Seite eine ganze rationale Function von d ist, deren Grad in

Bezug auf d niedriger als der Grad der Gleichung G(d] A, B, C, ...) ^ an-

genommen werden kann. Dann muss die Gleichung ®{d] A, B, C, ...) =
für alle Wurzeln von G{d-^ A, B, C, ...) — erfüllt werden, d.h. die Coeffi-

cienten von S in @(d; A, B, C, .. .) müssen einzeln verschwinden. Daraus

folgt, dass die Bedingungsgleichungen für die Coefficienten der Function

E{xy,x'y') sich stets in der Art umgestalten lassen, dass sie die Coefficienten

A, B, C, ... der gegebenen algebraischen Gleichung f(x^y)^0 rational ent-

halten.

Es ist noch daran zu erinnern, dass wir die wirkliche Bildung der

Function H{xy,x'y') nur für den speciellen Fall durchgeführt haben, in dem

sich aus jeder der Gleichungen, welche für die Umgebung der singulären

Stellen das Gebilde darstellen, schon nach der ersten Transformation lauter

Gleichungen erster Ordnung ergeben. Wenn diese Voraussetzung nicht ein-

tritt, so lässt sich die Function H{xy,x'y') ebenfalls ohne Schwierigkeit auf-

stellen; doch gehen wir darauf nicht ein.

Lassen wir bei der Bestimmung der Coefficienten in E(xy, x'y') die

Q Gleichungen

E{xy,a^b^) = (a = i,2,...e)

weg, so enthält die Function noch q willkürliche Coefficienten. Welche

Werthe diese auch haben mögen, die Eigenschaft bleibt erhalten, dass in der

Entwickelung von

{x't-x){x't-a^)f\x'ty't\ dt

negative Potenzen von t nur dann auftreten, wenn das Element {x'^y'^) eine

der beiden Stellen {xy) oder («„öj znm Mittelpunkt hat.

Setzen wir jetzt, unter {xy) und («„^J beliebige Stellen verstehend, für

welche, wie vorher, f(xy)^ und f{af,bj^ nicht verschwinden,

-^(^y'^V) _ w(xu xv)
{x'-x){x'-ajaxy\

-J^i^y><^y),
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SO enthält diese Function noch q willkürliche Coefficienten. Auch jetzt

kommen in

negative Potenzen von i nur vor, wenn der Mittelpunkt des Elements {Xfy\)

die Stelle {xy) oder (ß„6J ist; und zwar ist wieder das einzige Glied mit

einer negativen Potenz im ersten Fall gleich t~^ und im zweiten gleich —t~\

Jede rationale Function des Paares {xy) haben wir früher (S. 97) in der

Form

F{xy) = C« +S
1

0, H{xy , x,yX + C; H{xy, x,yX + • • + c!f-'~ '^ H(xy , x, y,) \

dargestellt, wobei die Summe sich auf alle Stellen {x^y^) des Gebildes bezieht,

für welche die Function F{xy) unendlich gross wird; ft^ bedeutet dabei die

Ordnungszahl des Unendlichwerdens von F(x.y) an der Stelle {x^y^. Der

Beweis dieser Formel beruhte darauf, dass in der Entwickelung von

dx'
H{xy,x-^y'^)-^

negative Potenzen von t nur vorkommen, wenn das Element {x'^y'^) füi t =
[eine der beiden Stellen {xy) oder («„fcj liefert, und dass im ersten Fall das

Anfangsglied gleich t~', im zweiten gleich — t~' ist. Die andere Eigen-

schaft von H{xy,x'y'), als Function des Paares {x'y') betrachtet zu ver-

schwinden, wenn {x'y') mit einer der g Stellen («„&„) zusammenfällt (S. 197),

[ist für die Darstellung der Function F{xy) in jener Form nicht wesentlich.

Es sei nämlich F{xy) eine beliebige rationale Function des Paares {xy),

BD ist nach dem häufig angewandten Satze (S. 95)

dxL
JP« y',) \

H{xy
, < y',) - H{x, y, , x'^ y',) \-^ = 0.

[die Summe über alle Elemente {x'^y'^) ausgedehnt, für welche in der Ent-

iwickelung des in der Klammer stehenden Ausdrucks negative Potenzen von

IT vorkommen. Hierbei werde angenommen, dass die Function F{xy) für

Idie Stellen {xy), {x^yj und (a^ij nicht unendlich gross wird. Dann ist für

[das Element, welches die Umgebung der Stelle {xy) darstellt, der Coefficient
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von x"* gleich

und entsprechend ergiebt sich für das Element {x'^y'^) mit dem Mittelpunkte

(*o2/o)
^^ Coefficient von t"'

Demnach erhalten wir

F{xy)-F{x,y,) = -^
:<v)

(V) (V) (V) (V) (V) (») (^^
F( a;^ yJ j

JT(a;2/ ,x^y^)- H(x, y, , x^ y^) \ -^

wobei die Summation über diejenigen Elemente {x^y^) zu erstrecken ist, für

deren Mittelpunkte {x^y^) die Function F{xy) unendlich gross wird.

Ebenso wie für die Function H{xy,x'y') (S. 79, (B.)) werde auch hier

(V)

=, <« « , dx.
H(xy,x^y^)^ = -^H{xy,x,y,) -f"

"'
(.")

gesetzt. Da der Annahme nach das Element {'x^y^) nicht die Umgebung

einer der beiden Stellen {xy) und (»„&„) darstellt, so nimmt der Index ft nur

den Werth Null und positive Werthe an. Gilt nun die Entwickelung

ist also auch jetzt j*^ die Ordnungszahl, mit welcher F(xy) an der Stelle {x^y^)

unendlich gross wird, so folgt

F{xy) = C, + ^\C,H{xy,x,y,X + C:H{xy,x,y^\ + .- + ci''^-'^H(xy,x,y,) ,\-

Demnach kann eine beliebige rationale Function des Paares (xy) in ana-

loger Weise durch die Function H(xy,x'y') ausgedrückt werden, wie dies

früher mittels der Function H(xy,x'y') geschehen ist; es kommt also bei

dieser Darstellung auf die Eigenschaft, dass II(xy,x'y') für (x'y') = (a^b^)

verschwindet, nicht an.

Der vorstehende Ausdruck liefert bei unbestimmten Coefficienten C^, C'^, ...

nicht etwa stets eine rationale Function des Paares (xy), die nur an den

Stellen (x^y^) unendlich gross wird. Dazu müssen vielmehr Bedingungs-

gleichungen erfüllt sein, welche vollkommen den früher (S. 98) bei der Dar-

stellung einer rationalen Function durch die Function H(aj«/,a;'i/') aufgestellten

entsprechen.
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Wir wollen mm die entwickelte Formel anwenden, um die Function

H{xy, x'y') durch H{xy, x'y') auszudi-ücken. Aus der vorher bewiesenen

Gleichung ergiebt sich

(V)

(» (••) . (V) (V) (») (V) ^/p "

H{xy,x'y')-E{x,y^,x'y') = -2 S{^'JJz>x'y')W{xy,x^y^)-H{x,y^,x^y^)\-^ .

Die Stellen {x^yj, füi" welche H{xy,x'y') unendlich gross wird, sind jetzt

{x'y'), {a^bj, ... (ab), wobei die Annahme gemacht werde, dass f{xy\ für

keine von ihnen verschwindet. Aus den beiden Formeln (S. 66 und S. 79, (A.))

H{x, y,, x'y') = H{x'y')^ r- + ± H^»(x'y')^ t» (<. = l, 2, . . . e)

folgt dann, wenn

x'^ — x'+-, x. = a„ + t

.gesetzt wird,

li{xy, x'y') - H{x, y„ x'y') = H{xy, x'y') - H{x, y„ x'y')

e _
- 2 S{x'y')„\H{xy,a„b^)-E{x,y^,aM\-

Für {x'y') = {a^b^) ist

(0 für |3 ^ «

{ 1 lur ß = a,

mithin ergiebt sich

_ p _
H(xy,x'y') = H{xy,x'y')-^ H{x'y')^H(xy,a„b„).

[Führen wir nun für H{x'y')^ den im vorigen Kapitel (S. 192) gefundenen

[Ausdruck

Eix'y')^=.n^^^
^ •^^« D f{x'y'),

[und für die Function H{xy, x'y') wieder den Quotienten

^{xy, x'y')

(x'-x){x'-a„)fix'y').

AbelBche Fonctionen. 27
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ein und setzen zur Abkürzung

ix'-x){x'-a,) -J. („^_^)(„^_«j— - U^y,^y,aA,-%\),

so erhalten wir schliesslich

H{xy,xy) =
D.f{x'y\

'

Wie man aus den Werthen von D und DJ^x'y'') erkennt (S. 192), wechselt

die Function ^(xy\x'y\a^h^^ . . . ah\ ihr Zeichen, wenn man zwei der Stellen

(a;'«/'), («jftj, ... (a & ) mit einander vertauscht; der Ausdruck von H{xy^x'y')

ist demnach in Bezug auf die Stellen («ji,), ... {ah) symmetrisch gebildet.



Neuntes Kapitel.

Die Bildung einer rationalen Function des Paares (xy)

mit einer einzigen ünendlichkeitsstelle.

Mit Hülfe einer rationalen Function des Paares (xy), welche an einer

[einzigen Stelle von hinreichend hoher Ordnung unendlich wird, werden wir

[das algebraische Gebilde so transformiren , dass es nur ein Element im Unend-

[lichen hat. Für dieses transformirte Gebilde <f(^, 7j)=0 werden wir sodann

Jan Stelle der Function H{xy,x'y'), welche an p + l beliebig gewählten Stellen

[(a;y), (ab), («,i,), ... (« ^ ) n^it der Ordnungszahl 1 unendlich wird, eine

[rationale Function Jf(|Tr], S't)') des Paares (Itj) einführen, die im Endlichen

[nur an einer willkürlich gewählten Stelle (l'v]') von der ersten Ordnung und

ausserdem für die unendlich ferne Stelle von hinreichend hoher Ordnung un-

endlich wird. Die Bildung einer solchen Function ist für manche Unter-

suchungen erforderlich.

Jede rationale Function F{xy) des Paares {xy)^ welche an einer einzigen,

[im Endlichen gelegenen Stelle {ah) mit der Ordnungszahl o unendlich gross

'wird, lässt sich, wie früher (S. 97) bewiesen worden ist, in der Form:

F{xy) = c^+c^E{xy,ah\ + c^E(xy,ab)^^-----Vc„H{xy,alX_^

[darstellen. Dabei wird die Function H{xy,ab) an der Stelle (ab) von der

(fi+ l)**" Ordnung und ausserdem nur noch an den q Stellen (a^bj, (a^b^), ...(ab)

von der ersten Ordnung unendlich gross. Bezeichnet (x^y^) das Element des

[Gebildes mit dem Mittelpunkte (ab), (x^y^) dasjenige mit dem Mittelpunkt

(a^6„), so bestehen, wie wir gefunden haben (S. 84, (I, 1 und 3)), die Ent-

wickelungen

E(Etyt,ah\, = <-"-' + ^(0
27'
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und

H{Xtyt,ah\ = -t '

-S"K«/t)«-^ + ^(0 (« = i,2,...e).

Hierbei wird vorausgesetzt, dass die Stelle {ah) mit keiner der Stellen

{a h )^ {a h ), . . . {a h ) zusammenfällt. Ferner sei

(Tfjß

^{\yz)a~^ = /*al+^*a2T^+--- («=1,2,...?).

Soll niin die Function F{xy) nur an der einen Stelle {ah) unendlich

gross werden, so ist dafür nothwendig und hinreichend j(S. 98), dass die

Coefficienten c^, c^, ... c^ die q linearen homogenen Gleichungen

KiC^ + KiC-t + • • • + Ä«aC„ = (a = 1, 2, . . . e)

befriedigen; und falls sich hieraus für c^ ein von Null verschiedener Werth

ergiebt, so ist F{xy) eine rationale Function des Paares («?/), welche nur an

der Stelle {ah) von der a*"" Ordnung unendlich wird. Wir haben bei der

Untersuchung, unter welchen Bedingungen dies stattfindet, zwei Fälle zu

unterscheiden, je nachdem die Determinante

\K?\ (o:,(?=L2,...e)

von Null verschieden oder gleich Null ist. Das Letztere kann nur für spe-

cielle Stellen {ah) eintreten.

Liegt zunächst der allgemeine Fall vor, ist also die Determinante

von Null verschieden, so können für a < p die q linearen Gleichungen

KiCi + KiC, + --- + KoCa = (a = l,2,...e)

nur durch das Werthsystem c^ = 0, c^ = O, ... c^ = befriedigt werden. Ist

aber o>p + l, so lassen sich c^, c^, ... c als lineare homogene Functionen

der willkürlich bleibenden Grössen c , c^^j • • •

<^o
darstellen. Sobald daher

Cjj von Null verschieden angenommen wird, ergiebt sich aus der Gleichung

F(xy) = c„ + c,H{xy,ai), + c^H{xij,ab\ + --- + c„H{xy,ab)„_^

F{xy) als eine rationale Function o**° Grades mit der einzigen ünendlichkeits-
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stelle (ab). Verschwindet also die Determinante

213

VI (a,ß=i,2,...e)

nicht, so existirt keine rationale Function, welqhe nur an der Stelle (ab) von

der ersten, zweiten, . . . oder 9*°° Ordnung unendlich wird, wohl aber giebt

es solche Functionen, welche an jener Stelle von der (p + l)*'^° oder einer be-

liebigen höheren Ordnung unendlich gross werden.

Zweitens sei für die Stelle (ab)
~

\K?\ = 0,

so lässt sich den p linearen Gleichungen

(a,ß^l,2,...Q)

(a = 1, 2, . . . e)

lurch Grössen c^, c^, . . . c^ genügen, welche nicht sämmtlich gleich Null sind;

es existirt demnach eine rationale Function des Paares (xy) mit einer ein-

eigen Unendlichkeitsstelle (ab) vom p*'" oder von niedrigerem Grade, je nach-

iem sich c als von Null verschieden oder gleich Null ergiebt. Sind auch

ie Q Gleichungen

KiC, + K,c^ + --- + h ,c^Q-l "Q-1 (o: = 1, 2, . . . e)

loch zu befriedigen, ohne dass c^, c^, ... c sämmtlich verschwinden, so

lebt es auch eine solche Function (p — 1)'"° Grades, falls c^_^ von Null ver-

ichieden ist, oder niedrigeren Grades, falls c
^

gleich Null ist. In dem

letzten System setzen wir nun c gleich Null und untersuchen, ob ihm

iann noch Werthe c^, c^, ... c
,,

genügen, welche nicht sämmtlich ver-

jjchwinden, u. s. f. Schliesslich kommen wir zu einem Gleichungssystem

KiCt + KiC, + --- + Ki-iCi-i = 0, (a = i,2,...e)

reiches nur durch die Werthe c, = 0, c^ = 0, ... c^_^ = zu befriedigen ist,

röhrend dem vorhergehenden System

Ä„jCj + /«„,C2 + --- + Ä„,Cj = (a = i,2,...e)

loch Grössen c^, c^, ... Cj gen.ügen, die nicht alle gleich Null sind. Ins-

jesondere muss dann c^ von Null verschieden sein, sodass eine Function

existirt, welche nur an der einen Stelle (ab) mit der Ordnungszahl / unendlich

ird; l ist dann auch gleich dem Grade dieser rationalen Function des Paares
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(xy). Dagegen giebt es keine Function niedrigeren Grades, für welche (ab)

die einzige Unendlichkeitsstelle ist.

Während also im allgemeinen Falle l den Werth q + 1 hat, ist für die

zuletzt betrachteten speciellen Stellen (ab) / < p. Für alle Stellen aber

muss / grösser als 1 sein, denn wäre / = 1, so würde es für das Gebilde eine

Function ersten Grades geben, was vermöge der stets beibehaltenen Voraus-

setzung, dass der Eang des betrachteten Gebildes grösser als Null sein soll,

ausgeschlossen ist (S. 62).

Ist die Zahl / in dieser Weise bestimmt, so kann eine rationale Function

(^+1)**° Grades existiren, welche nur an der Stelle (ab) unendlich wird, doch

braucht dies nicht der Fall zu sein. Nun soll gezeigt werden, dass sich für

jede Stelle (ab) eine Zahl k der Art finden lässt, dass jedenfalls Functionen,

die nur an der Stelle (ab) unendlich gross werden, für alle höheren Grade

k + l,k + 2, ... existiren. Verschwindet für die Stelle (ab) die Determinante

|Ä„o| nicht, so ist k ^ q.

Wir betrachten dazu das System der Coefficienten

«11 1 '''12, 'hat • • •)

'\lJ "'Qi> "'^31 ' • •}

welche in den Entwickelungen der q Functionen

EfC^T^x)«-^ (a = l,2,...e)

auftreten. Jede seiner Horizontalreihen enthält unbegrenzt viele Elemente.

Denken wir uns nun durch Herausgreifen von q Verticalreihen Determinanten
p*'" Grades gebildet, so muss, da die q Functionen H(xy)^ linear unabhängig

sind, unbedingt der Fall eintreten, dass eine der so gebildeten Determinanten
9*°° Grades nicht verschwindet.

Die Indices n^,n^,...n^ mögen nämlich so gewählt werden, dass die

Determinante

UV^i (v —1,2, ...v; 8 = ni,n3,...ny)

von Null verschieden ist; eine Forderung, welche sich jedenfalls für v = 1

erfüllen lässt. Wenn nun die Determinante

\Kryd'l (y'=l,2, ...r+ l; ä'= ni,n„ ...n,+i)
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für alle Indices «^^^ verschwände, so würde sich die Gleichung

für jeden Werth des Index fi durch die nämlichen Werthe der Constanten

Cj, C^, . .. C,^j befriedigen lassen, ohne dass alle diese Werthe gleich Null

sind. Die v + 1 Functionen H(xy)^, H(xy\, . .. H{xy)^^^^ wären mithin linear

abhängig. Ist v + 1 = p, so ist damit die Behauptung bewiesen; sonst wenden

wir dieselben Schlüsse wiederholt an.

Es seien nun die Indices k^^k^,...k in aufsteigender Reihe geordnet,

und es sei

"akf. (cc,ß=l,2,...Q)

unter allen nicht verschwindenden Determinanten diejenige, in welcher k

den kleinsten Werth hat, während mit m,n, ... q diejenigen k —q der Zahlen

1, 2, ... k bezeichnet werden mögen, welche von k^, k^, ... k verschieden

sind. Dann lassen sich aus den Gleichungen

KlCi + K2'^3+ +KaCa = 0> (« = l,2,...p)

denen o eine beliebige ganze Zahl bedeutet, welche grösser als k ist,

ie Coefficienten c,^, c,^, ... c,^ durch die übrigen c„^, c„, ... c^, c,^+i, c,^+2, •• • c,

der Form

(a=l,2,...Q)

arstellen, wobei die Grössen c^^c^, ... c^, Cj _j_j, c^ ^2, . . . c^ auf der rechten

eite willkürlich bleiben. Durch Substitution dieser Werthe in den vorher

fgestellten Ausdruck einer rationalen Function F{xy) o*™ Grades mit einer

zigen Unendlichkeitsstelle {ah) folgt

\{xy) = c„+ c„,\H{xy,al)„_^+ (Jc„m)H{xy, ah\_^ + + {'k^,m)E{xy,ah\^_^\

+

+ c^\S{xy,ah\_,+ ih,q)H(xy,ab\_^ + ---+ (Jc^, q) H(xy, ab\^_^]

+ %+i I
I^i^y, ah),^ + ih , \+ 1) H{xy, ah\_^+ •••\-{\,h^+\) H{xy, ah\^_^

\

+ • •

+ c„\H{xy,ah\_^-\- {k„o)H{xy,ah\_^ + ---+ {Jc^,o)E(xij,ah)i A.
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Setzen wir hierin o = fc + 1 und nehmen c,
, , von Null verschieden an , so

ergiebt sich die Existenz einer rationalen Function F{ooy) vom Grade ^„ + 1.

Hat a den Werth ä; +2, und verschwindet c^ ,^ nicht, so wird F{xy) eine

Function (^+2)*°° Grades, u. s. f. Schliesslich folgt, da a beliebig ist, dass

Functionen mit der einzigen Unendlichkeitsstelle {ah) von jedem Grade

existiren, welcher grösser als It ist. Die gesuchte Zahl h kann also gleich

der im Vorhergehenden bestimmten Zahl h^ gesetzt werden.

Auf der Bildung solcher Functionen des Paares {xy), welche an einer

einzigen Stelle {ah) unendlich gross werden, beruht eine wichtige rationale

Transformation des algebraischen Gebildes /"(«,«/)== 0. Nach Annahme der

Stelle {ah) sei in der Reihe der Zahlen, welche die Grade der Functionen

angeben, die nur an dieser Stelle unendlich gross werden, v eine beliebige

und fi eine auf v folgende Zahl, welche mit v keinen gemeinsamen Theiler

hat. Eine solche Zahl (n giebt es jedenfalls unter den Zahlen ^ + 1, ä; + 2, ... .

Für eine Stelle («i), für welche

\K?\ («,/? = 1,2,... e)

nicht verschwindet, kann z. B. v = p + 1 und ft = 9 + 2 angenommen werden

Sind nun R^{xy) und R^{xy) zwei Functionen v*™ und (t*™ Grades, deren ein

zige Unendlichkeitsstelle {ah) ist, so werde

g = Ii^{xy), Vi = B^{xy) ,

gesetzt. Eliminiren wir x und y mit Hülfe von /"(rr, </) := aus diesen beiden

Gleichungen, so erhalten wir eine algebraische Gleichung cp(|,Y])^0, deren

Grade in Bezug auf | und yj gleich jt und v sind. Für das Gebilde f{x^ 2/) = ^

sei nämlich

Xi = a + t^,{t), y^ = b + t%{t),

so ist

I = B,{xty^) = c,\t-^+c'J-^+^ + ...],

7) ^ R,{x,y,) = c,{r''+c;n"+'+...|,

wobei Cj und c^ von Null verschieden sein müssen. Oder, wenn der Einfach-

heit wegen R^{xy) für ^^^^ und R,{xy) für ^^^^ gesetzt wird, so folgt

I = B,(xtyt) = r^ + c;r"+' + ---,

7i
= R,{xtyi) ^ r''+c;r''+'+....

i
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Hierbei treten in x^ oder y^ eine endliche Anzahl negativer Potenzen von t

auf, wenn a oder b unendlich gross wird. Aus der vorletzten Reihe ergiebt

sich für Werthe von |, welche dem absoluten Betrage nach hinreichend gross

sind,

_-L -i

t = I
'' + Cf^ + ---,

mithin wird
fi 11

Da /i und v relative Primzahlen sind, so liefert diese Reihe v Werthe von yj

zu einem Werthe von |, d. h. die Gleichung cp(5,7]) = ist in Bezug auf 7]

vom v**" Grade. Ganz entsprechend wird bewiesen, dass sie in Bezug auf |

den Grad /» hat.

Die algebraische Gleichung '-p(|,v]) = ist irreductibel. Denn gesetzt, es

wäre <f{^,T^) Potenz einer irreductiblen Function (j>(|,Y]) (S. 57— 58), so sei

[st nun tJ^djV]) in Bezug auf | und 7] vom Grade ;*' und v', so müsste

(i = Aft', V = Av'

sein, was der Annahme widerspricht, dass (i und v relativ prim sind.

Mithin ergeben sich auch umgekehrt x und y als rationale Functionen

ron g und t] (S. 58):

^ = %{U), y = 9t,(bi),

and die beiden Gebilde f(x,y) = und cp(|, 7))=:0 gehen durch rationale

Transformation aus einander hervor (S. 59).

In der Gleichung (f(|,7j) = sind die Coefficienten d^r höchsten Potenzen

und fi' Constanten, und zwar darf angenommen werden, dass sie die

^erthe +1 und —1 haben. Denn die Gleichung (p(|, vj) = hat nach

)ivision diurch den Coefficienten von rf die Form

V+/'i(l)V-' + - + /-,(|) = 0.

resetzt nun, es wären hierin /",(!), /",(!), ••• /^^l) sämmtlich oder theilweise

gebrochene rationale Functionen von |, so würde tj ausser für | = cxd auch

jfür diejenigen Werthe von | unendlich gross werden, für welche die Nenner
Abeliche Functionen. 28
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von /,(!), /",(!), ••• /"^(l) verschwänden. Dies ist aber unmöglich, da vj = JR {xy)

nur an der Stelle (ab) unendlich wird und an dieser | keinen endlichen

"Werth hat. Demnach müssen sich /^CS), /",(!), ••• /",(!) auf ganze Functionen

von I reduciren. Stellt man die Gleichung (fCljVj) = in der Form

dar, so kann man ebenso beweisen, dass ff^{fl)i fffi"*])) •• ffAf^) ganze Functio-

nen von 7] sind; es ist daher

<?(|,r,) = ^r+^^r+'-
AuS der Entwickelung

!' +

folgt aber, dass die Constanten Ä und B einander entgegengesetzt gleich sein

müssen, und hieraus weiter, dass die Coefficienten von |'' und /]" in der

Gleichung cp(|,7]) = gleich +1 und —1 angenommen werden dürfen.

Die V unendlich grossen Werthe von r^, welche vermöge der Gleichung

cc(|,Yj) = zu einem unendlich grossen Werthe von ||| gehören, ergeben

sich, wie wir gefunden haben, mit Hülfe der einen Reihe

7) =V\i+'f'^f')\-

Das algebraische Gebilde cp(|,7]) = hat demnach die besondere Eigenschaft,

nur ein unendlich fernes Element (l^vjj zu haben, wobei den Entwickelungen

^ und 7]^ die Form

gegeben werden kann.

Ein Beispiel für ein Gebilde «(I, "^j) = 0, welches nur ein Element im

Unendlichen besitzt, hatten wir in dem hyperelliptischen

V = B{i),

wenn -R(|) eine ganze rationale Function ungeraden Grades ist. Bezeichnet

m den Grad von -R(|), so wird das unendlich ferne Element in diesem Fall

durch ein Functionenpaar
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largestellt. Das Gebilde hat dagegen zwei unendlicli ferne Elemente, wenn

J(|) eine ganze Function geraden Grades ist (S. 133).

Wir gehen nun dazu über, für das so transformirte algebraische Gebilde

j(|, Yj) z= eine rationale Function £r(|7], |'y]') zu bilden, welche im End-

ichen nur an der einen willkürlich gewählten Stelle (l'v)') von der ersten

)rdnung unendlich gi-oss wird und ausserdem von hinreichend hoher Ordnung

^ür die unendlich ferne Stelle. Der Einfachheit wegen nehmen wir für (I'y]')

eine nicht singulare Stelle des Gebildes an. Setzen wir entsprechend dem

Früheren (S. 62)

cp(|,7i')-?(|,r,)
?(l^i,V) =

ri-Tj

so wird der Quotient

9(U,ri')

(r-i)9(rv).'

als Function des Paares (|-/j) betrachtet, für % — l\ "») = t]' von der ersten

^Ordnung unendlich, und zwar gilt (S. 63) für die Umgebung der Stelle (I'y]')

ie Entwickelung

bleibt dagegen endlich, wenn für | = |' der Variablen tj einer der v—

1

^brigen Werthe r" beigelegt wird, welche zu Folge der Gleichung cp(|,Tr]) =
I z= I' gehören. Ausser an der Stelle (l'ifj') kann daher der Quotient nur

koch für unendlich grosse Werthe von | unendlich werden. Für das unend-

lich ferne Element des Gebildes

%t t-^\l + t^(f)\

"
3^ — —7w TV ^ ' ""7 *- ' ' \ *

'+ ^lA^r'^m,
(r-s,)T(rv).

wo r eine endliche positive ganze Zahl und ^j(l'i')'), ^,(l'''l')) ••• dX^'^i) ganze

Functionen sind.

Während rationale Functionen des Paares {xy)^ die nur an der» Stelle

{ah) unendlich gross werden, von jedem Grade vorhanden sind, welcher die

Zahl h (S. 214) übersteigt, giebt es jedenfalls keine solche Function ersten

28*
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Grades, aber auch noch für andere Zahlen der Reihe 1, 2, ... Ti können

Functionen des betreffenden Grades fehlen. Es werde angenommen, dass für

die Stelle {ah) keine Functionen vom Grade x^, /,, ... x vorhanden sind.

Dabei sollen diese Zahlen ihrer Grösse nach geordnet werden:

/, < Xj < • • • < -/^,

,

sodass Xj = 1 ist. A^jA^, ...A^ seien die von Xj,Xj,...x^, verschiedenen der

Zahlen 1, 2, ... r, und zwar sei

Wir können annehmen, dass r > x ist, indem wir sonst in der vorhergehenden

Entwickelung die etwa fehlenden Potenzen von t mit dem Coefficienten Null

hinzufügen; dann sind die Zahlen 1, 2, ... r und x,, x^, ... x^,, A^, A^, ... A^ ab-

gesehen von der Reihenfolge identisch, also ist e + (>'=»•.

Der Definition von Aj,Aj, ...A^ gemäss existiren Functionen Aj*'", A^'™, . .

.

A'*" Grades:
e

F {xy), F (xy), ... F (xy),.

die nur an der Stelle (ab) unendlich gross werden. Sie gehen, wenn man

die Variablen |, tj durch die Substitution

X = ^^{U), y = 3^,(1^)

einführt, in rationale Functionen

des durch ^ die Gleichung 9(|,tj) = verbundenen Paares (|7]) über, welche

nur für die unendlich ferne Stelle dieses Gebildes mit den durch ihre Indices

gegebenen Ordnungszahlen unendlich gross werden. Durch Multiplication mit

Constanten können wir stets bewirken, dass für das unendlich ferne Element

in jeder dieser Functionen der Coefficient des Anfangsgliedes in der Ent-

wickelung nach steigenden Potenzen von t gleich 1 ist. Nun bilden wir,
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unter C , C^, ... C^ unbestimmte Grössen verstehend, die Differenz

221

(r-i,)cp(iY),
'K

und bestimmen die Coefficienten C^,C^,... C^ der Art als Functionen von

(I't)'), dass auf der rechten Seite die Potenzen t~^\ t'' ^, ... t~^^ heraus-

fallen. Es bleiben dann von den negativen Potenzen nur solche mit den

Exponenten — x^, — x^, ••• — x übrig, und wie sich zeigen wird, verschwindet

auch kein Coefficient einer dieser Potenzen identisch (S. 224). Die Grösse

C^ werde schliesslich so fixirt, dass aus der Entwickelung rechts auch das

„constante Glied herausfällt. Setzen wir dann

[so wird die Function ^"(17], I'tj') nur für die Stelle (?'v]') und im Unendlichen

[unendlich gross. In der Umgebung der Stelle (l''/]') gilt, wie wir gefunden

[haben, die Entwickelung

(r-i)c?(ivx
~

i-i
T+m-^'),

[woraus, wenn (I^'t)^) das Element mit dem Mittelpunkt (I'yj') darstellt, sich

funmittelbar

ergiebt. Für das unendlich ferne Element (l^^J folgt

[wo Gj(|'7j'), G^,(|'v]'), . . . G ,(^'ri) eine endliche Anzahl ganzer Functionen

[sind.
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Durch die beiden Eigenschaften, dass die Entwickelung von 1^(1^7]^, I't]')

in der Umgebung der Stelle (^'vj') die Form —t~' + '^(t) hat, sowie dass für

das unendlich ferne Element negative Potenzen von t nur mit den Ex-
ponenten — Xj,— z^,--- —X auftreten und kein constantes Glied vorkommt, ist

die Function -^(Iyj, I't]') vollkommen bestimmt. Denn gesetzt, diese beiden

Eigenschaften kämen noch einer zweiten Function i2'^(|7], |'yj') zu, so könnte

die Differenz

. ^(i7),iv)-^o(^j,rv)

weder für die Stelle {^'f]) noch für irgend eine andere im Endlichen ge-

legene Stelle unendlich gross werden. Für das unendlich ferne Element

(§^TjJ musste aber

sein. Es würde also

5(i.i,rv)-^„(i7i,rv)

nur im Unendlichen und zwar mit einer der Ordnungszahlen x , x , . . . x

,

unendlich gross. Eine solche Function existirt aber nicht; sie kann sich

auch nicht auf eine von Null verschiedene Constante reduciren, denn in

den Entwickelungen von Ifd^T^^, l'vj') und H^d^T^^, I'tj') fehlt das constante

Glied. Die Differenz der beiden Fu^nctionen muss daher verschwinden, d. h,

H(|yj,|'Yj') und IZ'^(|-^, l'v]') sind identisch.

Statt der Function H(xy,x'y'), welche in diesen Vorlesungen als Aus-

gangspunkt gewählt worden ist, kann auch die Function -H"(|'/j, I'tj') den für die

Theorie der Abelschen Transcendenten erforderlichen algebraischen Unter-

suchungen zu Grunde gelegt werden; freilich ist dann die Existenz dieser

Function mittels anderer, als der vorhergehenden Schlüsse, zu beweisen.

Wir können nun für diese neue if-Function der Reihe nach die For-

meln aufstellen, welche den für die Function H(xy,x'y') bewiesenen ent-

sprechen. Insbesondere bleiben die beiden Fundamentalsätze (S.76 und 78)

dx'
H(xtyt,Ky'x)^ = -P.(^t),

dx 1
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ganz derselben Form für die Jf- Function bestehen; denn beim Beweise

cam es nur auf das erste Glied von H(xi/, xy')

fi^y, y'_)

{x'-x)f{x'y%

in (S. 74), und das erste Glied der Function JT(|7],|'7]') ist diesem voll-

tommen entsprechend gebildet.

Die Function H(xy,x'y') wird ausser an der Stelle {x'y') an den q ver-

3hiedenen Stellen (ö,i,),
(«,^a)> • • (%^o) unendlich gross, und ihre Ent-

ickelung nach Potenzen von t beginnt für die Umgebung der Stelle («„&„)

lit H{x'y')J-' (S. 79, (A.)). Die Stellen (a„&J sind bei der Function fi(|-/j,|'7]')

^ämmtlich durch die unendlich ferne Stelle des Gebildes (p(|,'irj) = ersetzt,

robei den Anfangsgliedem H(a'y')^t~^ der q verschiedenen Entwickelungen

5tzt die Glieder mit den negativen Potenzen t~'^^, t"''^, . .. in der einen Ent-

ickelung

Ä(|,71„|'r/) ^.(^V).r".+ ^»/jV)r-'^+-+-g^;ffj^rv+^^(0
9(rv). f{^'fi\

^(rv)„, (a = l,2,...e')

'f(rv).

fentsprechen; oder setzen wir

<p(S'V),

|o ist

)emnach bilden die Functionen

Hi^-qX (« = 1,2,...^')

las Analogon zu den Functionen

H(xy)^, (« = i,2,...e)

id wie diese die charakteristische Beschaffenheit hatten, dass in der Ent-

nckelung von

für kein einziges im Endlichen oder im Unendlichen gelegenes Element {x^y^)

negative Potenzen von t vorkommen, so besitzen die Functionen H(^yi\ die

Fundamentaleigenscjiaften, dass für kein Element des Gebildes ^(|,7]) =0 in
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negative Potenzen von t auftreten, und dass für das unendlich ferne Element
00 00

{Iffif) die Entwickelung von
00

00 CO /7^.

mit dem Gliede f*«~^ beginnt; ausser den Potenzen, deren Exponent ft < x^— 1,

fehlen aber noch alle diejenigen, für welche ft gleich einer der von x^—

1

verschiedenen Zahlen der Reihe x^ — 1, x^— 1, ... ist. Auch hier lässt sich be-

weisen, dass diese Functionen jff(|Yj)^ linear unabhängig sind und dass es q

solche Functionen giebt. Da nun jede von ihnen einem Exponenten x^ ent-

spricht, so ist die Anzahl q der Zahlen x„ gleich q. Für die q Functionen

S{U)a (« = 1,2,...?)

bestehen demnach, wenn (1^7)^) ein beliebiges, im Endlichen gelegenes, (liifj^)

aber das unendlich ferne Element des Gebildes darstellt, die Gleichungen:

(1) mtru).%- = ^(0

(I)
/ (2) mUx^^w)

(3) [s(lt'nt)«
dt

<f

für ji < x^—

1

1 für (i = x„—

1

für ft^x^—

1

(ß>ci).

Zu dem Nachweis der Übereinstimmung der Anzahl der Zahlen x^, x^, ...

mit dem Range q des Gebildes führt auch folgende Betrachtung. Es möge«
eine rationale Function des Paares (|7j) gebildet werden, welche an o ge-

gebenen, von einander unabhängigen Stellen (^i\), i^^^), • i^^\) von der

ersten Ordnung unendlich gross wird. Entsprechend dem Früheren (S. 97)

lässt sich eine solche Function mit Hülfe von i?(|7j, I'tj') durch einen Aus-

druck der Form

darstellen. Damit nun diese Summe für die unendlich ferne Stelle nicht

unendlich wird, müssen unter den Coefficienten die linearen homogenen

Gleichungen

c,m, TiX + c,m, vi,)„ + . .
. + c„mo ^a)« = o (« = i, 2, . . .>
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bestehen. Ist die Anzahl der Zahlen x^,/,, ... nicht kleiner als o, so lassen

sich keine von Null verschiedenen Werthe für C^,C^, ... C^ finden, falls nicht

besondere Bedingungsgleichungen unter den Stellen (I.yjJ, (|,y]J, ... (Ig ^5)

bestehen. Der Annahme nach ist dies nicht der Fall; es existirt naithin

dann und nm- dann eine Function der verlangten Eigenschaft, vi^enn diese

Anzahl kleiner als a ist. Nun wissen wir aber aus den früheren Be-

trachtungen (S. 69), dass die Bildung einer solchen Function mit a beliebigen

Unendlichkeitsstellen für a = p + 1 möglich ist , also kann die Anzahl der

Zahlen •/
, x , ... nicht grösser als q sein; wäre sie aber kleiner als p, so würde

eine Function mit weniger als p + 1 beliebigen Unendlichkeitsstellen existiren.

Für jede Stelle {ab) eines algebraischen Gebildes f(x,y)=^0 lassen sich

also (S. 220) rationale Functionen bilden, die nur an dieser Stelle unendlich

werden, und zwar von jedem Grade mit Ausnahme der Grade -/j,x^,...x.

tationale Functionen x^'*", Xj*™, ... x*"" Grades von dieser Beschaffenheit exi-

tiren dagegen nicht. Wird die Stelle (ab) nicht in specieller Weise gewählt,

sind die Zahlen x^, x^, ... x mit den Zahlen 1, 2, ... q identisch. Damit

Ut die Zahl q eine neue Bedeutung gewonnen.

Wir stellen nun für die Function -Zif(|7j, l'rj') die wichtigsten Formeln

isammen. Es bedeute, wie bisher, (l^vj^) oder (l.vj^) das unendlich ferne

Slement, (I^tt)^) oder (1^.^)-) dasjenige mit dem Mittelpunkt (|"i), und (l^v]^)

las Element mit einem von (Itj) verschiedenen Mittelpunkt (l'irj'). Dann ist

jvergl. S. 79, 83—85):

(H)

(1) ^(|,r,„|,r,,)

(2)

(3)

dz
= :^+m,^)

H{lr„l.^r,,)^ = Jjif(|^,j„ik t '^"^t^it,

Ii{l\f{t,l.-ri.)-^f = m,^)-

(HI)

CO CO CO CO

(1) ^(|,7i„|,71,)^

(2) HiliruXl.)

d\ _
z-t -T-+s^ff(s.%), <^It I /-*«

dx
t '"+t^{t,T)

dl^

dx
-t-' + $(^t).

Abelsche Fnnctionon. 29



Zehntes Kapitel.

Die charakteristischen Eigenschaften

der algebraischen Functionen.

Im ersten Kapitel haben wir gefunden, dass jede Stelle des durch eine

irreductible algebraische Gleichung f{x^ ^) = definirten Gebildes der Mittel-

punkt eines oder mehrerer, in jedem Falle aber einer endlichen Anzahl,

nicht äquivalenter Elemente ist (S. 32 und 38). Dabei wurde ein Element

des Gebildes analytisch diftch ein Functionenpaar {x^y^ dargestellt, in welchem

Xf und y^ Potenzreihen von t bedeuten, die nach ganzen positiven Potenzen

fortschreiten und innerhalb eines gewissen Bereiches convergiren. In der Um-
gebung einer unendlich fernen Stelle tritt in einer oder in beiden Reihen

noch eine endliche Anzahl negativer Potenzen auf. Da dem algebraischen

Gebilde unendlich viele Stellen angehören, so kommen ihm auch unendlich

viele nicht äquivalente Elemente zu. Es wird aber in diesem Kapitel be-

wiesen werden, dass für ein algebraisches Gebilde stets eine endliche An-

zahl Elemente der Art angegeben werden kann, dass jede Stelle wenigstens

einem dieser Elemente angehört; mit anderen Worten, dass die Darstellung

eines algebraischen Gebildes stets nur eine endliche Anzahl Elemente er-

fordert. Dies ist ein charakteristischer Unterschied zwischen den durch alge-

braische und den durch transcendente Gleichungen definirten Gebilden.

Stellen die Functionenpaare x^ = cp(^), y^ = ^(t) und x =
<f

(x), y = (}^,(t)

zwei Elemente eines algebraischen Gebildes dar, und geht das eine Functio-

nenpaar in das andere durch eine Substitution der Form

t = C,T + c,Tr'+...
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Über, in der c^ von Null verschieden ist, so sind die beiden Elemente äqui-

valent (S. 16).

Es mögen nun zwei Elemente desselben Gebildes, aber mit verschiedenen

Mittelpunkten, durch die beiden Functionenpaare

^t = ?(0, yt = W)
und

gegeben sein. Wenn dann für einen Werth t^ von t und einen Werth t°

von T die zugehörigen Paare {xy) übereinstimmen, also

\ = ^T„, vt, = y-z,

ist, und wenn ausserdem die Potenzreihen, welche wir für die Umgebung

der Stelle {x^ y^ ) aus jenen Elementen erhalten

:

xt-x.= it-Qm-Q^ yt-yt, = (f-h)m-K)

^z-\ = (^-^o)^i(^-^o). 2/x-yt, = (^-^0)^1(^-^0),

lurch eine Substitution der Form

70 Cj von Null verschieden ist, in einander übergehen, so stellen beide Ele-

lente in hinreichend naher Umgebung der Stelle {x^ y^ ) die nämlichen

Stellen des Gebildes dar. Wir sagen deshalb, die beiden Elemente con-

fruiren in der Umgebung der gemeinsamen Stelle.

Bei zwei demselben algebraischen Gebilde angehörenden Elementen ge-

fügt nun zum Nachweise ihres Congruirens, dass sie eine im Endlichen

legende, nicht singulare Stelle gemein haben, d. h. eine solche Stelle (xy),

welche nicht gleichzeitig die beiden Ableitungen f{x, y)^ und /"(«, y)^ ver-

khwinden. Es seien nämlich zwei Elemente {x^y^ und {x^y^ mit verschie-

ienen Mittelpunkten für das Gebilde /(«, «/) =^ gegeben, die beide die

icht singulare Stelle {ab) enthalten. Das erste Functionenpaar liefere die

Stelle {ah) für ^ = ^„, und für die Umgebung von {ab) gehe aus ihm

xt = a^{t-Q^{t-Q, yt = h + {t-Q^{t-t,)

29*
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hervor. Ebenso ergebe sich für t = x^ aus dem zweiten Functionenpaar

x = a, y = b, und es sei

Der Voraussetzung nach genügt jedes der beiden Functionenpaare der

algebraischen Gleichung f(x,i/) = 0, und f{a,b)^ und f{a,b)^ verschwinden

nicht gleichzeitig. Nehmen wir z. B. an, es sei f(a, b\ von Null ver-

schieden, so beginnen die Eeihen ^{t— tj und ^,(t — xj mit nicht ver-

schwindenden Constanten. Demnach ergiebt sich aus der Gleichung

t-h = yt{x-a) + y^(x-aY^,

Avo y^ von Null verschieden ist. Indem wir in diese Entwickelung die Eeihe

einsetzen, erhalten wir

t-h = c,(t-tJ + c,(t-t„)»+.

Da nun hierin c^ nicht verschwinden kann, so congruiren die beiden Ele-

mente {x^y^) und {x^y^) in der Umgebung der Stelle {ah).

Wenn {x^y^) ein Element des Gebildes mit dem Mittelpunkt {ah) dar-

stellt, so sind x^ und y^ Potenzreihen von ^, welche für f = die Werthe a

und b liefern und in der Umgebung der Stelle (a6), d. h. für alle Werthe

von ^, die dem absoluten Betrage nach hinreichend klein sind, convergiren.

Wir müssen jetzt aber den Gültigkeitsbereich dieser Entwickelungen näher

zu bestimmen suchen.

Hierbei werden wir uns das Element, um jede Willkür bei seiner Dar-

stellung zu vermeiden, durch eine Reihe der Form

y =z «p(a;-a)

definirt denken, wobei für eine endliche Anzahl von Werthen a auch ge

brochene oder negative Potenzen von x— a auf der rechten Seite auftreten kön-

nen. Die Reihe "^{x— a) convergirt nicht etwa für alle Werthe von rc, denn

es lässt sich mit Leichtigkeit nachweisen, dass eine algebraische Gleichung

zwischen x und y nicht dadurch befriedigt werden kann, dass für y eine be-

I
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ständig convergente Potenzreihe von x gesetzt wird. Ist nämlich

fix, y) = W)y"+ f. (^)
y"-' + • + /„(^) = o

die gegebene algebraische Gleichung, so folgt für y = zx^

^ + ^ /„\ „P "l r r /„\ „TP "1 r / /„\

Wählen wir nun die ganze Zahl p hinreichend gross, so verschwinden für

ic = oo alle Coefficienten 44^—tf) ^md die Gleichung hat dann die w-fache

Wurzel .2 = 0. Demnach existirt eine positive Zahl p von der Beschaffen-

heit, dass

\\m.yx~'^ =
X=OD

ist. Gesetzt nun, es werde die Gleichung f(x,ij) = () durch die beständig

convergente Reihe

y = c^+c^x + ---

befriedigt, so ist

yX-l" = C„X-''+C,X-''+'+--- + Cp_^X-^ + '^{x),

wo '^(x) ebenfalls eine beständig convergente Reihe bedeutet. Da aber ausser-

halb jedes noch so gi-ossen Bereiches stets Argumente x vorhanden sind, für

welche der Werth einer solchen Reihe einem willkürlich gegebenen Werthe

beliebig nahe kommt, so ist lim yx''' nicht nothwendig gleich Null, also

kann y = c + c x-\ nicht Wurzel der algebraischen Gleichung sein.

Die Reihe

y = ^(^-«),

welche ein Element des algebraischen Gebildes darstellt, muss demnach einen

bestimmten endlichen Convergenzbereich besitzen; um ihn näher zu bestimmen,

benutzen wir die folgenden Sätze der Functionentheorie.

Es sei g{x\a) eine nach ganzen positiven Potenzen von x— a fort-

[ schreitende Reihe, die für alle Werthe von x convergirt, welche der Un-

gleichung \x — a\<.Q genügen , deren Convergenzbereich also in der Ebene

ier complexen Grösse x durch das Innere eines Kreises K mit dem Radius q

id dem Mittelpunkt a gebildet wird. Dabei ist es gleichgültig, ob der Kreis
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K den wahren Convergenzbereich bildet, oder ob sich dieser noch weiter er-

streckt. Ist a irgend ein anderer Punkt innerhalb des Convergenzbereiches,

so können wir aus der Reihe g{x\a) durch analytische Fortsetzung eine

Reihe g{x\a') ableiten, welche nach ganzen positiven Potenzen von x— a

fortschreitet und deren Werth für alle Punkte a;, die dem gemeinsamen

Convergenzbereich der Reihen g{x\a) und g{x\a') angehören, mit dem

Werthe von g{x\a) übereinstimmt. Der Convergenzbereich dieser Reihe

g{x\a') ist ein Kreis Ä"' mit dem Mittelpunkt a', dessen Radius q' der Un-

gleichung

p — |a— a'|<()'^() + ia— a'l

genügt; d. h. der Kreis K' liegt zwischen denjenigen beiden Kreisen mit dem

gemeinsamen Mittelpunkt a\ welche den Kreis K von innen und von aussen

berühren. Ist p' > p — |a— a'|, so können wir daher für jeden Punkt a^ des

im Innern des Kreises K' liegenden Theiles der Peripherie des Kreises K.

eine nach ganzen positiven Potenzen von x— a^ fortschreitende Reihe g{x\a^

bilden, welche für den mit dem Kreise K gemeinsamen Theil ihres Con-

vergenzbereiches dem Werthe nach mit g{x\a) übereinstimmt. "Wenn sich nun

für jeden beliebigen Punkt a^ auf der Peripherie des Kreises K eine solche,

innerhalb eines gewissen Bereiches convergirende Potenzreihe g{x\a^ ableiten

lässt, welche für jeden Werth von x des gemeinsamen Convergenzbereiches

denselben Werth wie g{x\a) hat, so ist das Innere des Kreises K nicht der

wahre Convergenzbereich von g{x\a)^ sondern er erstreckt sich noch weiter.

Daraus lässt sich umgekehrt schliessen, dass es auf der Grenze des wahren

Convergenzbereiches der Reihe g{x\a) wenigstens einen Punkt a^ geben muss,

für welchen eine solche Reihe g{x\a^) nicht existirt, oder wie man dies aus-

drückt, an welchem die durch die Potenzreihe g{x\a) definirte analytische

Function den Charakter einer ganzen Function verliert.

Wir wollen nun unter

y = 9{x\ab)

eine nach Potenzen von x—a fortschreitende Reihe verstehen, die ein Ele-

ment des gegebenen algebraischen Gebildes f(x, «/) = mit dem Mittelpunkt

(ab) darstellt. Dabei nehmen wir zunächst an, (ab) sei eine im Endlichen

gelegene Stelle des Gebildes, für welche die Reihe g{x\ab) nur ganze positive
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Potenzen von x— a enthält. Auf der Peripherie des Kreises mit dem Mittel-

punkt a, innerhalb dessen die Reihe g{x\ah) für alle Werthe von x con-

vergirt, denken wir uns irgend einen nicht singulären Punkt a^ fixirt. Unter

einem singulären Werth des Arguments x oder einem singulären Punkt x

vpoUen wir hierbei einen solchen verstehen, für welchen nicht alle zuge-

hörigen Werthe von y von einander verschieden (S. 42) oder endlich sind.

Da nur eine endliche Anzahl singulärer Werthe des Arguments vorhanden

ist, so ist es stets möglich, a^ dieser Forderung entsprechend zu wählen.

Zu dem Werthe ic = a, mögen sich aus der Gleichung /"(«, «/) = die n

verschiedenen Werthe 6^, 6^, ... i^""" ergeben, und es seien

die n Elemente mit den Mittelpunkten ia^bj,{a^b[),...{a^b'"~"). Ist a,

irgend ein nicht singulärer Punkt, welcher einerseits dem Convergenzbereich

der Reihe y = g{x\ab)j andererseits den Bereichen der n Reihen

y = ffÄ^\aA), y = 9[(x\a,h[), ... y = <-"(a;|a.6<"-')

angehört, so hat y = g{x\ab) für a; = a^ einen bestimmten Werth b^. Wenn
nun Oj der Grösse a^ hinreichend nahe angenommen wird , so liegt von den

n verschiedenen Grössen b. b', ...
6'""" eine und nur eine dem Werthe b be-

liebig nahe; es sei dies die Grösse 6,. Dann haben die beiden Elemente

y = g(x\ab) und y = g^[x\a^bj die Stelle (a,6J gemein, und da beide die

Gleichung f{x,y) = identisch befriedigen, so congruiren sie nach dem vor-

iher bewiesenen Satze in der Umgebung von (a,fi,).

Für jeden nicht singulären Punkt a, der Peripherie des Convergenz-

kreises von y = g(x\ab) lässt sich also diese Reihe analytisch fortsetzen. Aber

nicht für alle Punkte der Peripherie kann eine solche Fortsetzung existiren,

[sonst hätte y ^ g(x\ab) für alle Punkte der Peripherie den Charakter einer

ganzen Function, jener Kreis würde also nicht den wahren Convergenzbereich

(bilden. Demnach muss auf seinem Umfange eine Stelle x vorhanden sein,

für welche wenigstens ein zugehöriger Werth von y unendlich gross wird,

'oder zwei oder mehrere endliche Werthe y einander gleich werden. Wenn
[das Gebilde die Eigenschaft besitzt, dass unendlich grosse Werthe von

\y nur zu eben solchen Werthen von x gehören, so tritt nothwendiger
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Weise der zweite Fall ein. Die Eeihe g(x\ab) convergirt dann sicher für

alle Punkte innerhalb des Kreises mit dem Mittelpunkt a, dessen Peripherie

denjenigen dem Punkte a zunächst gelegenen singulären Punkt x enthält, für

den zwei oder mehrere Werthe y einander gleich werden. Die Grenze des

wahren Convergenzbereiches braucht aber nicht durch diesen Punkt, sondern

erst durch einen entfernter gelegenen derselben Beschaffenheit hindurch-

zugehen.

Werden zweitens für ic = a zwei oder mehrere zugehörige Werthe von

y einander gleich und schreitet die Reihe y == g(x\ab) nach Potenzen einer

1

Wurzel {x-a)° fort, so sei

Die Potenzreihe

y = *(^)

stellt nun, wenn wir durch die Substitution

x— a = ä'

statt X die neue Variable einführen, ein Element des durch die Gleichung

definirten Gebildes dar; und da sie nur ganze positive Potenzen von z ent-

hält, so geht die Peripherie ihres Convergenzkreises durch einen der vorher

betrachteten singulären Werthe von s hindurch. Ist aber 2^ ein singulärer

Werth des Arguments s der durch die Gleichung f{a + 2°,y) = definirten

Function y, so ist x^^=a + z^ ein singulärer Werth des Arguments x] und

umgekehrt, wenn in der Gleichung f{x, </) = das Argument x keinen sin-

gulären Werth hat, so ist ein durch die Substitution x— a = z° bestimmter

Werth von 2 nicht singulär. Demnach ergiebt sich, dass auch der Con-
1

vergenzbereich der Reihe ^Ux— a)°\ ein Kreis mit dem Mittelpunkt a ist,

dessen Peripherie durch einen singulären Punkt x hindurchgeht.

Drittens mögen für den endlichen Werth a von x ein oder mehrere

Werthe von y unendlich gross werden, so kommen in deren Entwickelungen

I
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^nach Potenzen von x~a oder {x — ä)° auch negative Potenzen in endlicher

HAnzahl vor (S. 45). Durch die Substitution

geht

fi«:, y) = foi^) y" +W) y""'

+

W) 2/""' +
•

• • + /;(^) = o

in

rr+a^)rr+w)W)-'r'^-+fn{^)fr\^) = o

über. Diese Gleichung liefert zu einem endlichen Werth von x nur end-

liche Werthe von t], mithin müssen diejenigen endlichen Werthe von x, für

welche ein zugehöriger Werth von y unendlich gi-oss wird, Wurzeln der

[Gleichung

[sein (S. 33); es genügt also auch a dieser Gleichung. Um y durch eine

j
1

[nach Potenzen von x— a oder (x — a)'' fortschreitende Reihe darzustellen,
1

können wir zunächst tj nach Potenzen von x— a oder (x— a)° entwickeln und

die Entwickelung durch f^(x) dividiren. Da y] für endliche Werthe von x

i

endlich bleibt, so geht die Peripherie des Convergenzkreises jeder der Reihen

[für r^ durch einen solchen singulären Punkt x hindurch, für den zwei oder

I mehrere Werthe von yj, also auch von y, einander gleich werden. Mithin

'ergiebt sich als Convergenzbereich einer Entwickelung von y, die auch nega-
1

»tive Potenzen von x— a oder (x— a)'^ enthält, ein Kreis mit dem Mittel-

lpunkt a, der entweder durch einen Punkt x der eben besprochenen Be-

schaflFenheit, oder durch einen singulären Punkt hindurchgeht, für welchen

\f^{x) verschwindet, y also unendlich gross wird.

JJemnach sind wir zu folgendem Ergebniss gelangt: Hat x einen be-

liebigen endlichen Werth a, und sind b,b\... die zu Folge der Gleichung

if(x,y) = zu a gehörenden Werthe von «/, so werden die sämmtlichen nacli

ganzen oder gebrochenen Potenzen von x— a fortschreitenden Reihen

y = g{x\ab), y = g'{a;\ab'), ..,,

welche die Elemente mit den Mittelpunkten (ab), {ab'), ... darstellen, sicher

Abelscbe Fsnctionen. 30
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convergiren, so lange x innerhalb des Kreises mit dem Mittelpunkt a liegt,

dessen Peripherie durch denjenigen dem Punkte a zunächst liegenden Punkt

X hindurchgeht, für welchen wesigstens ein Werth von y unendlich gross

wird oder zwei oder mehrere Werthe von y einander gleich werden. Diese

Reihen convergiren auch noch für die nicht singulären Punkte der Kreis-

peripherie selbst.

Schliesslich betrachten wir eine unendlich ferne Stelle der Form (oo, h)

oder (oo, cxs), deren Umgebung durch eine Reihe

= 4W)
dargestellt wird, wo o eine ganze positive Zahl >1 ist (S. 45). Werden x

und y gleichzeitig unendlich gross, so enthält diese Reihe eine endliche An-
1

zahl negativer Potenzen von (— )"• Um den jetzt zu betrachtenden Fall auf

einen der früheren zurückzuführen, setzen wir

j = '^

die Gleichung f{x,y) = geht dadurch in /'|j,«/j = und die Reihe

y = -((#)

in 2/ = -P(l
"

) über. Nach dem Vorhergehenden ist der Convergenzbereich

dieser Reihe ein Kreis mit dem Mittelpunkt S ^ 0, dessen Radius q wenig-

stens bis zu dem nächsten singulären Punkt |„ reicht. Mithin convergirt

die Reihe

" =am
für |a;l>p, d.h. ausserhalb des Kreises mit dem Mittelpunkt x = d und

dem Radius q. Da nun die singulären Werthe von x und g einander ent-

sprechen, so ergiebt sich:

Eine nach steigenden, ganzen oder gebrochenen Potenzen von — fort-

schreitende Reihe, welche ein unendlich fernes Element des Gebildes



DIE CHARAKTERISTISCHEN EIGENSCHAFTEN DER ALGEBRAISCHEN FUNCTIONEN. 235

f(x^ «/) = darstellt, convergirt für alle Punkte ausserhalb eines Kreises um
den Nullpunkt, dessen Peripherie durch einen im Endlichen liegenden singu-

lären Punkt x hindurchgeht. Nehmen wir als Radius des Kreises den Ab-

stand des Nullpunktes von dem entferntesten, im Endlichen gelegenen,

singulären Punkte, so convergirt jene Potenzreihe sicher ausserhalb dieses

Kreises.

Wir wollen jetzt ein Element des algebraischen Gebildes f{x^ y) = 0,

dessen Mittelpunkt die Stelle (a&) ist, mit

9 ixy
I

ab)

bezeichnen. Das Element ist, abgesehen davon, dass wir statt seiner

auch ein äquivalentes einführen können, durch Angabe der Stelle (aV) voll-

kommen bestimmt, falls (aV) nicht singulär ist; durch eine singulare Stelle

i6) können aber mehrere nicht äquivalente Elemente hindurchgehen, und es

luss dann, wenn die Bezeichnung ^{xy\a})) einen bestimmten Sinn haben

bll, dieses Element noch genauer deiinirt werden (S. 32). Das Element

l(a;2/|a&) wird, wie wir gesehen haben, analytisch dadurch gegeben, dass ent-

weder x— a und «/— 6 in Potenzreihen einer unabhängigen Variablen t ent-

wickelt werden, welche für i = verschwinden, oder y durch eine nach

inzen oder gebrochenen Potenzen von x— a fortschreitende Reihe dargestellt

rd. Diese wollen wir, wie schon vorher, mit

y = g{x\ab)

bezeichnen. Ist hierbei für die Stelle (aV) a = oo, so ist a;— a durch —

ersetzen, und Entsprechendes gilt für ?/» wenn h unendlich gross wird

54).

Denken wir uns die Werthe von x durch Punkte der complexen Zahlen-

3ene dargestellt, so sagen wir, der Punkt a^ liegt in der Umgebung
[es Punktes a, wenn er näher an a liegt, als jeder singulare Punkt x

231).

Es sei nun das Element ^{^y\a^^^ gegeben, und es werde in der Um-
gebung des Punktes a^, von dem wir annehmen, dass er nicht singulär ist,

ein Punkt a^ fixirt, so hat y = ^(^|«o&J für x = a^ einen bestimmten Werth

30 >i>
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Dann können wir durch analytische Fortsetzung aus y = g{iic\a^b^) die Eeihe

herleiten, welche das Element %{iicij\a^h^) bestimmt. Der nicht singulare Punkt

a^ liege wieder in der Umgebung des Punktes a^, so liefert y = g{x\a bj für

X ^ a^ einen Werth

K = 9{a,\aM-

Aus g(p\a^b^) ergiebt sich daher durch analytische Fortsetzung die Reihe

y = g{x\a,l,),

welche das Element ^ixy\a^bj darstellt. In dieser Weise fortfahrend ge-

langen wir zu einer Folge von nicht singulären Punkten «j , a^, a
, . .

.
, von

denen jeder in der Umgebung des vorhergehenden und der erste a in der

von a^ liegt und für welche die zugehörigen Werthe b^, b^, b , . . . von y ein-

deutig bestimmt sind. Mit Hülfe dieser Punkte lassen sich aus dem gegebenen

Element Q{xy\a^bJ die Elemente Q{xy\a^bJ, Qixy\a^bJ, ... ableiten, von

denen jedes mit dem vorhergehenden congruirt.

Werden zwei nicht singulare Werthe a^ und a willkürlich angenommen,

so ist es auf mannigfache Weise möglich, "durch Einschaltung einer endlichen

Anzahl nicht singulärer Punkte a^, a^, ... a^ einen Übergang von a„ nach a

der Art herzustellen, dass jeder Punkt der Folge a , a^, .. . a , a in der Um-
gebung des vorhergehenden liegt. Befindet sich z. B. in der geradlinigen

Strecke (a^ ... a) kein singulärer Punkt, so können alle einzuschaltenden

Punkte auf dieser Strecke angenommen werden, nur muss der Abstand je zweier

benachbarter Punkte kleiner sein, als der kleinste Abstand eines singulären

Punktes von dieser Strecke. Nach Fixirung dieser Punkte a^, a^, a,, ... a^, a

und nach Festsetzung des zu a^ zugehörigen Werthes b^ von y und des Ele-

ments Qixy\a^bJ ist nach dem Vorhergehenden auch die Eeihe der Elemente

Q{xy\a,b,), Q{xy\a,h,), ... Qixy\a^bJ, q{xy\ah)

unzweideutig bestimmt, und zwar ist für die Wahl der Werthe b^, b^, ... b^, b

unter den zu jedem Argumente a^, a^, ... a^, a gehörigen Functionswerthen

keine Freiheit mehr vorhanden. Es soll nun aber gezeigt werden, dass diese

Zwischenpunkte a^,a^,...a^ sich stets so wählen lassen, dass der Werth b
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von y, welchen man aus dem letzten Element Q{xy\ab) für « = a erhält,

iinter den zu Folge der Gleichung f(x, y) = zu a gehörigen Werthen y
willkürlich bestimmt werden kann, wie auch der Werth b fixirt sei. Der

Beweis hierfür möge algebraisch geführt werden.

Wir transformiren zunächst die Gleichung f(x, y) = rational so , dass

das neue Gebilde nur ein unendlich fernes Element besitzt (S. 218). Ist dann

die Gleichung cp(|,-/j) = des transformirten Gebildes in Bezug auf | und ttj

vom ft*™ und v'*" Grade, so ergeben sich für alle Werthe von |, welche dem

absoluten Betrage nach hinreichend gross sind, die v Werthe von tq aus einer

einzigen Reihe der Form

^der aus dem einen Functionenpaar

1 = t-\ ^, - r"ji + <$(0|-

Nun sei a^ ein beliebiger, im Endlichen gelegener, nicht singulärer

i*unkt innerhalb des Convergenzbereiches der Reihe ^f| '

j, und es habe

für ihn die v Werthe 6^, fe^, ... 6*'~", so soll nachgewiesen werden, dass alle

Elemente

ait dem unendlich fernen Element congruiren. Es sei nämlich a^ = t'", und

ps bezeichne e eine primitive v*° Wurzel der Einheit, so sind i,, tt^, ... e*~'^^

ie V Werthe von t, welche sich für | = a^ ergeben. Dann kann gesetzt

werden

Für die Umgebung der Stelle {a^bj führen wir durch die Gleichung

als neue Variable ein, so stellt das Functionenpaar
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das Element mit dem Mittelpunkte (a^bj dar. Da x^^(x) mit der ersten

Potenz von t beginnt, so können wir x aus der Gleichung |^ = ao + x^^(T)

nach Potenzen von | — «„ entwickeln und diese Entwickelung in die zweite

Reihe einsetzen, wodurch sich

ergeben möge. Auch in dieser Form lässt sich das aus dem unendlich fernen

abgeleitete Element

8(h|ao*o)

darstellen.

Ebenso können wir aus jenem auch das Element für die Umgebung der

Stelle {a^b'J finden. Durch die Substitution

folgt nämlich aus dem Functionenpaar, welches das unendlich ferne Element

darstellt,

I, = a„ + T5ß„(r), XI, = 5ß;(T),

oder nach Elimination von x

7) = &;+(|-aji(|-«„).

Diese Reihe liefert das Element g(|Tfl |«o^o)- ^^ gleicher Weise kann jedes

der V Elemente

direct aus dem unendlich fernen Element hergeleitet werden.

Nun lässt sich zeigen, dass die zu einem beliebigen Argumente a,

welches nicht im Convergenzbereich des unendlich fernen Elements zu liegen

braucht und auch singulär sein kann, gehörenden Elemente

sämmtlich unmittelbar oder durch Vermittelung anderer mit dem unendlich

fernen Element congruiren. In der Ebene der complexen Grösse | denken

wir uns um den NuUpunkt als Mittelpunkt einen Kreis construirt, der in

seinem Inneren alle im Endlichen gelegenen singulären Punkte ^ enthält,

sodass für alle ausserhalb und auf der Peripherie dieses Kreises gelegenen
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Punkte I die das unendlich ferne Element darstellende Reihe

Vj = |'vjl + |-v^(|-!)j

convergirt. Es sei a„ irgend ein Punkt auf der Peripherie dieses Kreises, und

es seien b^, 6^, ... 6^*"" die v verschiedenen, zu | = «^ gehörenden Werthe von

TT]. Da a^ der Umgebung des Punktes g = oo angehört, so lassen sich nach

dem Vorhergehenden alle v Elemente

aus dem unendlich fernen Element ableiten.

Ist a ein beliebiger, zunächst nicht singulärer Punkt im Inneren des

reises um den Nullpunkt, so können wir durch Vermittelung einer Reihe

icht singulärer Punkte a^, a^, . .. a^ von a^ nach a in der Art übergehen,

Jass jeder Punkt in der Umgebung des ihm vorangehenden liegt. Dann

issen sich aus

ie V Elemente

9(|r,|a.6J, 9(|ri|a,&;), ... 9(|r||«.&r')

lerleiten, wenn

6. = 9MaM, b[ = 9{a,\a,K), . . . Vr" = ?(aja„6r")

gesetzt wird. Dabei sind nicht zwei der Werthepaare (ß,6,), («,&^), ••• («,&r~'')

Identisch, da a^ kein singulärer Punkt ist. Sodann leiten wir die Elemente

kb, wobei 6,, b[, ... b'^~" entsprechende Bedeutung haben, wie vorher 6,, b[, ... b^^~",

8. f.; schliesslich gehen aus *

ie V Elemente

9(1^1 |a.,&,), 9(l^|a-A), ••• Qi^la^^r")

9(lll«J), SiU\(^b'), ... g(gY,|a6<-")

kervor. Hierbei sind, der Annahme über a entsprechend, die v Stellen (ab),

|6'), ... (ab""") sämmtlich von einander verschieden.
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Damit ist bewiesen, dass sich aus dem unendlicli fernen Elemente des

Gebildes cp(|, tj) = alle zu einem beliebigen, nicht singulären Werthe | = a

gehörenden Elemente ableiten lassen. Wenn man daher für | = a den zuge-

hörigen Werth -/]=:& beliebig fixirt, so kann man von dem unendlich fernen

Element zu g(|7]|a6) gelangen, indem man eine endliche Anzahl Elemente

einschaltet, von denen jedes mit dem vorhergehenden congruirt.

Ferner sei a ein singulärer Werth des Arguments |, und ein bestimmtes,

zu diesem gehörendes Element g(^7j|a&) werde durch das Functionenpaar

dargestellt. Dem Werthe t ^= t^ entspreche | == a^, wo a^ irgend ein nicht

singulärer Punkt in der Umgebung von a sei. Dann können durch die Sub-

stitutionen

> t = /„ + T, t - e(^„+T), ... t = s«-'(^„+t),

in denen s eine primitive a*^ Wurzel der Einheit bedeutet, a verschiedene

Elemente mit den Mittelpunkten (a^6J, (a^6|^), . . . (a^ft^""") aus g(|7)|a6) her-

geleitet werden, in derselben Weise, wie oben die v Elemente

%{u\%\). %{u\%y.), ... 9(g^iao?'r')

aus dem unendlich fernen Element. Das Element 9(1-/) |a&) geht (Jemnach

auch aus dem unendlich fernen hervor, da es mit 9(|v]|a„6J und dieses mit

dem \inendlich fernen Element congruirt.

Hieraus ergiebt sich, dass alle Elemente eines algebraischen Gebildes,

welches im Unendlichen die vorausgesetzte Beschaffenheit hat, unmittelbar

oder durch Vermittelung anderer mit dem unendlich fernen Element con-

gruiren. Denkt man sich nun irgend zwei Elemente des Gebildes in dieser

Weise mit dem unendlich fernen Element in Zusammenhang gebracht, so

sieht man unmittelbar, dass sie auch aus einander abgeleitet werden können.

Wir wollen uns nun von der Annahme, die wir bei diesen Er-

örterungen gemacht hatten, dass das algebraische Gebilde nur ein einziges

unendlich fernes Element besitzt, wieder befreien. Ist f{x,y)=^0 eine be-

liebige irreductible algebraische Gleichung, so transformiren wir sie mittels

zweier rationaler Functionen

I = B,{xy), 7] = B,{xy)
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es Paares (xy), welche nur an einer Stelle (ab) unendlich gross werden, der

' Art, dass das transformirte Gebilde cp(|,Y]) =0 nur ein unendlich fernes Ele-

ment besitzt (S. 218). Dieses Gebilde hat demnach die Eigenschaft, dass jedes

seiner Elemente mit dem unendlich fernen durch Vermittelung einer endlichen

Anzahl Elemente congruirt. Da auch umgekehrt x und y rationale Functionen

von I und irj sind (S. 217), so entsprechen einander die Elemente der Gebilde

'^(1, tJ = und f{x,y) = 0'^ es congruiren daher alle Elemente des letzteren

Gebildes direct oder dui-ch Vermittelung anderer mit dem Element Q(xy\ab),

welches dem unendlich fernen Element des Gebildes cp(|, 7j)=0 entspricht.

Mithin ergiebt sich auch für das Gebilde f{x, y) = jedes Element aus

jedem anderen durch Einschaltung einer endlichen Anzahl vermittelnder Ele-

lente.

Aus diesem Grunde nennen wir ein in-eductibles algebraisches Gebilde

onogen. Das Gebilde würde nicht mehr monogen sein, wenn die dasselbe

lefinirende algebraische Gleichung reductibel wäre.

Durch eine endliche Anzahl von Elementen kann jedes ii-reductible alge-

braische Gebilde vollständig dargestellt werden, d. h. es lässt sich eine end-

Iche Anzahl von Elementen ifinden, deren Gesammtheit alle Stellen des Ge-

bildes, wenn auch nicht jede nur einmal, liefert. Es seien nämlich a , a^^ ...

lie im Endlichen gelegenen singulären Punkte, so denken wir uns in der

Ibene der complexen Grösse x ein Quadrat mit dem Nullpunkt als Mittel-

unkt construirt, welches einen ihm concentrischen Kreis umschliesst, der

le diese singulären Punkte in seinem Innern enthält. Das Quadrat theilen

rir durch zwei Systeme von geraden Linien, welche seinen Seiten parallel

id, in eine beliebige Anzahl Rechtecke der Art, dass erstens jeder singulare

*unkt der Mittelpunkt eines Rechtecks ist, und zweitens die halbe Diago-

lale eines jeden Rechtecks kleiner ist als der Abstand seines Mittelpunktes

ron dem nächsten singulären Punkt. Da die Anzahl der singulären Punkte

idlich ist, so lassen sich diese Bedingungen durch eine endliche An-

ihl von Parallelen erfüllen, die Anzahl der Rechtecke ist daher ebenfalls

mdlich. Ist der Mittelpunkt a eines Rechtecks kein singulärer Punkt, und

ind b,b', ...
6'"~" die n zugehörigen Werthe von «/, so liegt dieses Rechteck

;anz in dem Gültigkeitsbereich jedes der Elemente

Q{xy\ah), Q{xy\ab'), ... g(ajy |a6<"-").

Abelache Fnnctionen. 31
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Das Gleiche gilt auch, wenn das Rechteck einen der singulären Punkte a^

zum Mittelpunkt hat, nur kann die Anzahl der zur Darstellung der Umgebung

der Stellen {cii^j), {aj>'j), .. . erforderlichen Elemente jetzt kleiner als n sein.

Die Gesammtheit der Werthsysteme {xy), für welche der Werth x durch

einen Punkt innerhalb des Quadrats dargestellt wird, ergiebt sich also aus

einer endlichen Anzahl von Elementen. Der Gültigkeitsbereich derjenigen

Elemente aber, deren Mittelpunkt eine unendlich ferne Stelle der Form (oo, h)

oder (cxD, oo) ist, umfasst den gesammten Bereich ausserhalb des Quadrats;

alle Werthepaare {xy)^ für welche x ein Punkt dieses Bereichs ist, werden

also durch n oder eine geringere Anzahl von Elementen geliefert. Hiermit

ist der Satz bewiesen.

Wenn die Gleichung /"(ic, «/) = in Bezug auf y vom n*^'' Grade ist,

so gehören zu jedem Werthe von x n Werthe der algebraischen Function

«/, von denen nur für eine endliche Anzahl singulärer Werthe g^, g , ..

.

des Arguments x zwei oder mehrere Werthe von y einander gleich sein kön-

nen (S. 42). Ist a irgend ein nicht singulärer Werth, so lassen sich für

alle Argumente, welche der Umgebung von a angehören, die zugehörigen

Werthe y durch n verschiedene, nach ganzen Potenzen von x— a fort-

schreitende Reihen darstellen, und zwar können negative Potenzen nur für

eine endliche Anzahl Werthe a und niemals in unendlicher Anzahl auftreten

(S. 42). Liegt aber x in der Umgebung eines singulären Werthes g, so zer-

fallen die zugehörigen n Werthe von y in Gruppen. Die zu der nämlichen

Gruppe gehörigen Werthe lassen sich nach Potenzen einer und derselben

Wurzel von x—g entwickeln, wobei wieder niemals eine unendliche Anzahl

negativer Potenzen auftritt. Indem man der Wurzelgrösse ihre verschiedenen

Werthe beilegt, erhält man die zu einer Gruppe gehörigen Werthe von y.

Die Entwickelungen der verschiedenen Gruppen angehörigen Werthe können

dagegen nach verschiedenen Wurzeln von x—g fortschreiten (S. 44). Wenn
ferner der absolute Betrag von x hinreichend gross ist, so lassen sich

die Werthe von y nach ganzen oder gebrochenen Potenzen von — ent-

wickeln; negative Potenzen treten auch hierbei höchstens in endlicher Anzahl

auf (S. 45).

Es soll nun gezeigt werden, dass auch umgekehrt diese Eigenschaften

für eine algebraische Function hinreichend sind.
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^B Zum Beweise möge ein Satz meiner Abhandlung »Zur Theorie der ein-

^Bleutigen analytischen Functionen«*) benutzt werden: »Wenn eine eindeutige

Function von x gegeben ist, für die es im Gebiete dieser Grösse nur ausser-

wesentlich singulare Stellen giebt, so ist sie eine rationale Function von

a;«. Nach der in jener Abhandlung aufgestellten Definition der ausserwesent-

lich singulären Stellen können wir auch sagen: Wenn sich eine eindeutige

Function von x in der Umgebung jedes im Endlichen gelegenen Arguments

a nach ganzen Potenzen von x— a der Art entwickeln lässt, dass nur

für eine endliche Anzahl Argumente a negative Potenzen und stets nur in

endlicher Anzahl auftreten, und wenn sie in der Umgebung des Werthes

. a; = oo durch eine nach ganzzahligen Potenzen von — fortschreitende Reihe

Ärgestellt werden kann, die höchstens eine endliche Anzahl negativer Po-

tenzen enthält, so ist sie eine rationale Function von x.

Ist jetzt y eine Function von x^ welche die vorher für eine algebraische

Function zusammengestellten Eigenschaften besitzt, so mögen die n Werthe,

eiche zu einem Werthe von x gehören, mit y,y,...y bezeichnet werden,

ann ist jede Potenzsumme

Su = (y) +(«/)' +•• + («/) (f^ = i,2,...)

me eindeutige Function. Ist a kein singulärer Werth des Arguments x, so

jlgt aus den vorausgesetzten Eigenschaften unmittelbar, dass s sich nach

mzen Potenzen von x — a entwickeln lässt und dass nur eine endliche An-

ahl Stellen a vorhanden ist, für welche negative Potenzen, immer jedoch nur

endlicher Anzahl, auftreten. Hat x einen singulären Werth g, so bestehen

Sntwickelungen der Form:

%' x'+l

{y) =c[{x-gr +c[{x-g) ' +••.,

wo X und x' Null oder ganze positive oder negative Zahlen sind. Indem wir

auf der rechten Seite der Wurzelgrösse {x—gY ihre o Werthe ertheilen, er-

*) Vgl. die Einleitung der Abhandlung; Bd. ü, S. 79—81 dieser Ausgabe.

31^
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halten wir die o mit y zu derselben Gruppe gehörigen Werthe von ?/; sie

seien y,y, ... y. Dann folgt, wenn e eine primitive a*° Wurzel der Einheit ist,

+
,

mithin fallen in dieser Entwickelung alle Potenzen von x — g weg, für welche der

Zähler des Exponenten nicht durch o theilbar ist. In -der Reihe treten daher

lauter ganzzahlige, und zwar keine oder nur eine endliche Anzahl negativer

Potenzen auf. Entsprechendes gilt für die übrigen Gruppen, in welche die

Werthe y, y, ... y für das singulare Argument g zerfallen. Demnach kommen

auch in der für die Umgebung eines singulären Punktes g gültigen Entwicke-

lung von s nur ganzzahlige Potenzen von x—g mit höchstens einer endlichen

Anzahl negativer Exponenten vor; und das Gleiche gilt für die Entwickelung

von s nach Potenzen von — bei hinreichend gi-ossen Werthen von \x\. Nach

dem vorangeschickten Hülfssatz werden daher die Potenzsummen s^,s^,... s^

rationale Functionen von x, mithin sind y,y, ... y Wurzeln einer algebraischen

Gleichung ?j*™ Grades, deren Coefficienten sich rational durch x ausdrücken

lassen; y ist also eine algebraische Function von x. Die vorher aufgestellten

Eigenschaften sind demnach für eine solche Function nicht nur nothwendig,

sondern auch hinreichend. H
Mit jeder Stelle (xy) eines algebraischen Gebildes f{x^y) = hänge nun

eindeutig eine Grösse s der Art zusammen, dass wenn das Functionenpaar

X = cp(i), y = i\i(t) irgend ein Element des Gebildes darstellt, auch 2 sich

nach ganzen Potenzen von t entwickeln lässt, wobei nur für eine end-

liche Anzahl einander nicht äquivalenter Elemente negative Potenzen von t

und zwar stets nur in endlicher Anzahl auftreten sollen. Dann ist, wie ge-

zeigt werden wird, 2 eine rationale Function des Paares (xy).

Es seien wieder y, y, ... y die Werthe der algebraischen Function y,

welche zu Folge der Gleichung f{x, y) = zu einem Werthe von x gehören.

Der Voraussetzung nach entspricht dann jedem Werthepaar (xy) ein einziger

Werth von 0, der mit bezeichnet werden möge. Setzen wir nun unter An-
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Wendung der Lagrang eschen Interpolationsformel
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z = S
-'='{y-y)G\y)

wobei

(^(y) = (y-y)iy-y)---iy-y)

sein soll, so ist z der Reihe nach mit den Werthen z, s, ... I identisch, wenn

für die Variable y die Werthe y, y, ... y der algebraischen Function von

X gesetzt werden. Die Summe auf der rechten Seite ist eine ganze rationale

Function (w— l)*"" Grades von y, also hat 2 die Form:

Die Coefficienten R^, R^, ... R^^ sind symmetrische Functionen von y,y, ... y,

da bei einer Vertauschung von y und y auch 2 und in einander übergehen.

ISie sind demnach eindeutige Functionen von x, und zwar wollen wir jetzt

beweisen, dass sie rational in Bezug auf x sind. Das Element mit dem im

[Endlichen gelegenen Mittelpunkt (ab) werde durch das Functionenpaar

y^ = g + j^^+j^r+i + ...

[dargestellt, wobei für eine nicht singulare Stelle {ah) wenigstens eine der

Ibeiden Zahlen A oder (t gleich 1 ist. Der Annahme nach besteht dann auch

ifür e eine Entwickelung

:

ie erste der drei Reihen Hefert zu einem Werthe von x in der Umgebung

ron a X Werthe i; setzen wir diese successive in die zweite und dritte

leihe ein, so erhalten wir X der Werthe y^y., ...y und ebenso viele zuge-

lörige Werthe i, !,...!. Es gehört also in der That zu jeder Stelle {xy)

ein Werth e. Wird nun t durch x— a ausgedrückt und die so erhaltene Ent-

rickelung in die beiden letzten Reihen eingeführt, so folgt

y = b + l)[(x-a)'- + b'j{x-a) ^ +••,

X 1. l+L
2 = c[{x— a)'- + c'^{x— a) ^ H
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Indem wir hierin der Wurzelgrösse (x— a)'- ihre A verschiedenen Werthe

geben, erhalten wir Reihen, welche die zu einer Gruppe gehörigen Werthe

y und 2 darstellen. Ebenso ergeben sich aus den anderen Elementen (x^y^),

bei welchen für i = x^ = a wird, für die übrigen Werthe y^y, ... y und

z,z,...z Reihen, die nach ganzen oder gebrochenen Potenzen von x— a fort-

schreiten. Ähnliches gilt für die unendlich fernen Elemente. Führen wir

diese Entwickelungen in die Coefficienten R.R. ... R ein, so besitzen sie

die sämmtlichen vorher aufgestellten charakteristischen Eigenschaften einer

algebraischen Function von a;, und da sie eindeutig in Bezug auf x sein

müssen, so sind sie rationale Functionen.

Unter den angegebenen Bedingungen lässt sich also z auf die Form:

z = B,{x) + B,(x) y + --- + R„_,{x) ?/"-'

bringen, wo Rj{x), R^(x), ... R^_^{x) rationale Functionen von x sind. Da

aber ^; in i für y = y übergeht, so ist z eine rationale Function des durch

die Gleichung f{x,y) = verbundenen Paares (xy).

Damit haben wir die algebraische Grundlage der Theorie der Abelschen

Transcendenten zu Ende geführt und gehen nun zur Untersuchung der Abel-

schen Integrale über.
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Elftes Kapitel.

Einleitung in die Theorie der Abelschen Integrale.

Schon zu Anfang dieser Vorlesungen (S. 2 und 3) sind die Abelschen

[Integrale vorläufig erklärt und einige ihrer Haupteigenschaften angegeben

worden; jetzt handelt es sich darum, die dort angedeuteten Betrachtungen

weiter auszuführen. Wie bisher, legen wir unseren Untersuchungen ein durch

die irreductible Gleichung f{x^ V) = ^ definirtes algebraisches Gebilde zu

Grunde und bezeichnen mit F(ooy) eine beliebige rationale Function des

^Paares {xy). Das Integral

fF(xy) dx

soll als ein zu dem algebraischen Gebilde f{x^ y) = gehörendes Abelsches

Integral bezeichnet werden.

Um festzustellen, was unter einer solchen Integralfunction verstanden

[werden soll, gehen wir von irgend einem, durch das Functionenpaar (x^y^)

dargestellten Elemente des Gebildes aus. Ist dann

F{xtyt)dxt = g{t)dt,

und nehmen wir zunächst an, dass g(t) entweder nur positive Potenzen ent-

halte, oder auch negative, unter denen aber die (—1)*° fehlt, so können wir

[aus der Potenzreihe g(t) durch Integration eine Potenzreihe h{t) herleiten,

die also der Gleichung

g{t)dt = dh{t)

genügt. Sind ferner t^ und t^ zwei Werthe, die dem Gültigkeitsbereich

der Reihe g{t) angehören, so definiren wir einen Werth des Integrals durch

AbeUche Functionen. 32
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KDie so erklärte Integralfunction hängt jetzt nicht mehr eindeutig von den

«Grenzen (a?„yj und (x^y^) ab; aber man erhält alle ihre Werthe aus einem

^^von ihnen durch Addition oder Subtraction eines ganzzahligen Vielfachen von

^^P 2cTzi.

i

Gehören die von den Grenzen des Integrals

l F{xy) dx

(«0 2/0 )

abhängigen Grössen t^ und t^ nicht gleichzeitig dem Gültigkeitsbereich der Reihe

g(t) an, oder werden die Grenzen von vornherein nicht in demselben Ele-

mente angenommen, so kann man nach dem im vorigen Kapitel (S. 235 u. f.)

auseinandergesetzten Verfahren zwischen {x^y^) und {x^y^) eine endliche An-

itahl von Stellen

go einschalten, dass je zwei benachbarte in demselben Elemente liegen und

Jie Integrale

/
{x'y') Maf'y")

F{xy)dx,
I

F(xy)dx,

Aoa'y',
j

F{xy) dx

lach dem Vorhergehenden sämmtlich eine Bedeutung haben Wir definiren

lann

'ifl^iVi) ^{x-y')rK'^iVi) r(xy) rwr) /"(a^i^j

I F{xy)dx =
j

F{xy)dx+I F{xy)dx + +
f

F{xy)dx.

)ie Integralfunction auf der linken Seite braucht jetzt selbst dann nicht

lehr eindeutig durch die Grenzen (^, «/„) und {x^yj bestimmt zu sein, wenn

[ein logarithmisches Glied vorkommt, sondern ihr Werth kann noch von

iem Integrationswege, d. h. von der Gesammtheit der zwischen (x^y^) und

Ix^yJ eingeschalteten Stellen, abhängen. Die Ermittelung der Art dieser

Lbhängigkeit wird den Gegenstand späterer Untersuchungen bilden, deren

irgebniss schon in der Einleitung (S. 4) vorläufig angegeben worden ist.

Zunächst aber soll eine wichtige Formel abgeleitet werden, die beim

Jeweise des a. a. O. ebenfalls bereits erwähnten Satzes über die Darstellbarkeit

jedes Abelschen Integrals durch Integrale dreier verschiedener Arten Ver-

wendung finden wird. Sie folgt aus der Theorie der JÖT- Functionen in Ver-

32*



252 ELFTES KAPITEL.

bindung mit dem im ersten Abschnitt oft benutzten Satze (S. 95)

FixtVt)
dXf

HF 0.

Stellt {x^y^ das Element dar, dessen Mittelpunkt die Stelle («„&„) ist, so

haben wir früher (S. 79) gesetzt

H{x,y„x'y') - E{x'y')at-' +^ H'yx'y')J\

Wir wollen jetzt

H{xt yt,
xy) = r' Hixy), + H{xy\- 1H\xy\ + • • •

schreiben, also —H\xy\ an die Stelle von W"{xy)^ setzen. Unter {xy) wird

dabei irgend ein von den Paaren {a^h^) verschiedenes Werthepaar verstanden.

Die Functionen

S'{xy)a, (« = i,2,...e)

welche als die negativ genommenen Coefficienten der ersten Potenz von t

in der Entwickelung von H{Xfy^,xy) erklärt sind, werden im Folgenden eine

wichtige Rolle spielen. Die Eigenschaften der Functionen H{xy)^ kennen

wir bereits aus dem ersten Abschnitt, während die Functionen H(xy)^ für

das Folgende nicht von "Wichtigkeit sind.

Bedeuten nun (x^yj und (x^yj irgend zwei von einander und von den

Stellen (a„i„) verschiedene Werthepaare, für welche f{x^y\ nicht verschwindet,

so setzen wir in der Gleichung

Fix,y,)^ll =

F(xy) = H(xy,x,y,)--^H(xy,x,y,),

wo bei der Bildung von

^H(xy,x,y,)

y als Function von x zu betrachten ist. Es ergiebt sich dann

H{xt yt, X, y.) • -^ H{xt y^, x, yJ 0.

i
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die Summe erstreckt über alle Elemente (x^y^), für die ein Glied mit T'

überhaupt vorkommt, was nur für diejenigen eintreten kann, deren Mittel-

punkt mit einer der Stellen («,«/,), (a?, 2/,), («,&,),... («^ 6^) identisch ist. Es

sei nun zunächst

X, Xi+t,

so wird (S. 78)

dt
S{xtyt,x,y,)= r' + $'(0,

d
SiXtVt, X, y,) = H{x, y, ,x,y,) + t^ H{x, «/,,«, y,) + •• •

Der erste Coefficient von i~', der bei der Bildung der Summe in Betracht

kommt, ist hiernach

d

Jetzt man weiter

[so folgt

^n{x,y„x,y;).

Xf = x^+t,

S{xtrjt,x,y,) ^ S(x,y„x,y^)-\:t-^H(x^y„x,y,) + ---,

-^n{xtyt,x,y,) = ^H{x,y„x,y,) + ---,

H(x,y„x,y,) = -f' + m),

Itind ein zweiter Coefficient von t~^ wird mithin

[Endlich sind noch die Functionenpaare (x^y^) zu berücksichtigen. Aus

H(Xty„x^yJ = t-^H{x,yX+ H{x^yX-tH'{x^y;)^-k-'--

folgt durch Differentiation

~Hi^J„x,y,) = -t-*^ix,yX-S'{^,y^)a+m)
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Multiplicirt man diese Gleichung mit

und sucht wiederum den Coefficienten von t~^ auf, setzt dann « = 1 , 2, . . . p

und führt sämmtliche Ergebnisse in die Formel auf S. 253 ein, so erhält

man

-^H{x,y„x,y,)- -^ H(x, y„x,y,) = ^^ { H{x, y,), H'{x,
«/
J„

-

H{x, y, )„ H'{x, y,),\,

oder wenn man [xy) für {x^y^ und {x'y') für {x^y^ schreibt,

^E{xy,x-y')--^H{x-y\xy) = ^\lI{xy\H'{xy\-H{xy\H\xy\\-

Von dieser Formel, die hier als einfaches CoroUar der für die

JZ-Functionen aufgestellten Fundamentalformeln erscheint, werden wir oft Ge-

brauch machen. Ihre ursprüngliche Herleitung auf dem Wege der Rechnimg

für den Fall eines hyperelliptischen Gebildes hat mir viel Mühe gekostet.

Ihr Beweis ist zunächst nur unter der Voraussetzung geführt worden,

dass f{x, «/)j und f(x\ y')^ nicht verschwinden. Da aber für alle nicht ausge-

schlossenen Werthepaare die Gleichung eine Identität ist, so muss sie be-

stehen bleiben, so lange beide Seiten einen Sinn behalten.

Für die späteren Untersuchungen sind einige Eigenschaften der neu ein-

geführten Functionen

H'{xy)„^ (a = i,2,...e)

von Wichtigkeit, die aus den für die Entwickelung der Function II{xy,x'y')

geltenden Grundformeln (III) und (IV) (S. 85) folgen. Wir nehmen zuerst

die Formel (IV, 1) vor:

« . a

entwickeln links nach steigenden Potenzen von t und ziehen die Gleichung

hinzu, durch die H'(xy)^ definirt Avird (S. 252), so erhalten wir

a u a
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Iso durch Vergleichung des Coefficienten von f auf beiden Seiten

255

oder

« « tl.T 1

H'ixJ,l^ = -x-' + ^{-:).

Über die in dieser Formel auftretende Potenzreibe von x kann man noch

Genaueres aussagen, wenn man in der Gleichung (IV, 1), von der ausge-

gangen wurde, x = setzt. Mit Hülfe der Relationen (S. 82 und 83)

rgiebt sich aus der Gleichung (B.) (S. 79), dass

a a u a ^X

it. Mithin muss

H{i,y,\^] +$(^0) = r",

5ß(^ 0) =
Bin. Es kann daher

Bsetzt werden, woraus sich mittels der vorhergehenden Betrachtungen

a
n et

, cix.
H'{x,y,\^ ' + t^W

rgiebt. Die Vergleichung der Coefficienten von t
' in der eben abgeleiteten

iUeichung würde wieder die früher (S. 107) gefundenen Relationen

lefem, die auch in der Form

S{kk)a^= 1 + T^W
d-

(a=l,2,...e)

(a=l,2,...e)

^schrieben werden können.
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In der Formel (IV, 2) (S. 85)

ß ?

kann ?ß(^, x) = T^j(i, x) gesetzt werden, wie sich durch "Wiederholung der

eben angestellten Erörterungen ergiebt. Dann liefert die Entwickelung beider

Seiten nach steigenden Potenzen von t

^. „J ß . dx, . j-.,,ü ß , dx.
,

._, -rr-fß ß s dx^ oi 14. \

also

dz

Endlich lautete die Formel (III, 2) (S. 85):

S'ikk)a-^ = ^^i-^) («,/? = l,2,...e; cc^ß).

I^i^tVu^zV^)^ = t ' H{x^ yz)a-^ +% (i,-^)'

Hieraus ergiebt sich

t-^H{x,y,)^^ + .:-tH'ix,y,),^ + ... = f^Hix^y^X^ + Ut,^),

mithin

E'ix^y,)^^ = ^(x) (« = i,2,...e).

Das Functionenpaar (x^y^), welches die Umgebung der Nullstelle (a„&J

der Function H{xy^x'y') darstellt und in den Formeln (V) (S. 85) auftritt,

braucht nicht besonders berücksichtigt zu werden. Bezeichnete nämlich

H(xy,x'y') eine i?- Function, die mit einer von {%bj verschiedenen Null-

stelle gebildet ist, so war (S. 83)

H{x'y',xy) = H{x'y',xy)-H{aJ)^,xy).

Setzt man nun {x^y^) für {x'y') und entwickelt, so sieht man, dass alle in

Betracht kommenden Potenzen von t aus H(x'y', xy) hervorgehen. Die aus

der Function H{x'y\ xy) entspringenden Functionen H{xy)^ und H'{xy)„ sind

daher mit den aus H{x'y\xy) entstehenden identisch, d.h. von der Stelle
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(a^ij unabhängig, sodass die letzte der drei für die Functionen H'{xy) auf-

gestellten Formeln auch für {x^y^) =
(^^^/t) E^^-

Die Eigenschaften der q Functionen H'{xy)^ ergeben sich demnach voll-

ständig aus dem folgenden Gleichungssystem:

dx^
(1) H'{x,y,\^ = ^(t)

(I) (2) ^'(4^x)«^ = -t-' + T^(t)

(3) H\x,y,)^
,/ C , dk^

d- W), (a^ß)

irährend für die q Functionen II{xy)^ die drei Gleichungen (S. 86 und 107)

(1) H{x,y,)^^ = $(t)

(n) (2) //(^,;j„^= 1 + t$(t)

ästehen.

(3) 7?(IJ,)„^ = T5ß(T) («^^)

Abelsehe Functionen. 33
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Die Integrale erster, zweiter und dritter Art.

Mit Hülfe der im vorigen Kapitel (S. 254) entwickelten Formel lässt sich

nun zeigen, dass jedes Abelsche Integral als ein Aggregat von Integralen

dreier verschiedener Arten dargestellt werden kann.

Wir deüniren die Integrale

jH(xy\ dx (« = 1, 2, . . . e)

als die q Integrale erster Art. Sie haben die charakteristische Eigen-

schaft, an keiner Stelle des Gebildes unendlich gross zu werden. Denn wenn

man, zunächst unter der Voraussetzung, dass {x^y^) und {x^y^ demselben

Elemente des algebraischen Gebildes angehören, nach S. 250

'(3;i2/i)__.
. _ rh

setzt, so enthält die Potenzreihe g(t), also auch h(t), keine negativen Po-

tenzen. Nimmt man ferner die obere Grenze {x^yj beliebig an, so ist das

Integral der Definition nach eine Summe von Integi-alen (S. 251), die sämmt-

lich endlich bleiben, und wird daher auch selbst an keiner Stelle unendlich

gross. Allerdings könnte der Integrationsweg so gewählt werden, dass der

absolute Betrag des Integrals jede gegebene Grösse übersteigt; aber für jeden

bestimmten Weg hat das Integral einen bestimmten endlichen Werth, welches

auch die Grenzen der Integration sein mögen. Dies ist der Sinn des Aus-

spruches, dass das Integral erster Art an keiner Stelle unendlich gross wird.

Die Integrale

jH'{xy\dx

sollen als die q Integrale zweiter Art bezeichnet werden. Nach dem

/
H{xy\dx = /

g{t)dt = h{Q-li{Q

j
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Gleichungssystem (I) (S. 257) kommt in der Entwickelung von

eine negative Potenz, und zwar die (—2)'°, nur dann vor, wenn (x^^/^) das

Functionenpaar {x^y^) ist. Liegen die Stellen (x^yj und (x^yj in der Um-

gebung der Stelle {ci^bj, so ist

•^(ao2/o) %
wo

gesetzt ist, und h{tj — h{t^) unendlich gross wird, wenn ^^ oder t^ verschwindet.

Das Integral zweiter Art

/
H'ixyUx

d demnach von der ersten Ordnung unendlich gross, wenn eine seiner

lenzen mit der Stelle («„t„) zusammenfällt, und nur in diesem Falle.

Als Integral dritter Art endlich bezeichnen wir das Integral

fH{x'y',xy)dx.

Entwickelung von II{x'y\x^y^^ enthält nur dann eine negative Potenz

t, und zwar die (—1)'*, wenn der Mittelpunkt des Elements {x^y^ mit

er der Stellen (x'y) oder (a„ij zusammenfällt (S. 197). Gehören die

'' Stellen {x^y^) und {x^y^ beide dem Elemente {x^y^ an, dessen Mittelpunkt

Stelle (x'y) ist, so hat man

/"''^'
H{xy',xy)dx = ( \t-' + ^{t))dt = Ji(t,)-h(t^),H{x'y',xy)dx = /

K2/0) %

hit) = \ogt + ^,(t)

i; ist. Eine Entwickelung derselben Art erhält man, wenn man die beiden

(Jrenzen in der Umgebung von («„&„) annimmt. Das Integral dritter Art

H{x'y', xy) dx

33*
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wird demnach logarithmisch unendlich gross, wenn eine seiner Grenzen mit

einer der Stellen {x'y') oder (a^b^) zusammenfällt; für alle übrigen Annahmen

hat es einen -endlichen Werth. Dies gilt auch, wenn die beiden Grenzen

nicht demselben Elemente angehören; denn dann ist das Integral eine Summe

von Integralen, die einzeln die genannten Eigenschaften haben.

Das Integral jeder rationalen Function F{xy) des Paares {xy) lässt sich

nun darstellen als eine Summe von Integralen der eben erklärten drei Arten,

vermehrt um einen algebraischen Ausdru^ck. Zum Beweise gehen wir von

der Gleichung aus

F{xtyt)H{Xtyt,xy)
äXj

dt

die Summe erstreckt über alle Functionenpaare (x^y^), für welche Glieder

mit der (—1)'™ Potenz von t vorkommen. Mit (xjjj, ... (x^y^) bezeichnen wir

diejenigen Stellen, für .deren Umgebung in der Entwickelung von

negative Potenzen auftreten, und mit (x^y^) das Functionenpaar, welches das

Element mit dem Mittelpunkt {x^,y,.) darstellt. Ausser diesen Functionen-

paaren kommen bei der Bildung der Summe noch diejenigen in Betracht, die

in derselben Weise zu den Stellen («„&„) und zu der Stelle (xy) gehören.

Setzen wir nun zunächst, unter der Annahme, dass f(x,y)^ nicht Null ist,

yt
= y + t^T^{t),

so wird (S. 66)

F{Xiyt)H{Xtyt,xy)
dxt_

dt
= -F{xy).

Die in Rede stehende Gleichung kann daher geschrieben werden:

TV V V

F{xy) = 2' F{xtyt)H{xttJt,xy)
dXf

+ 2
a et

^
a a

F{xtyi)H{Xtyt,xy)-^
«-'

wo der Accent an dem ersten Summenzeichen andeuten soll, dass in diese

Summe nur diejenigen Stellen aus der Reihe {x^y^), . .. {x^y,) aufgenommen
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1I^Rwerden, die nicht zugleich in der Reihe (a,b^), ... (ab) vorkommen. Diese

^Prormel giebt eine eigenthümliche, von der im dritten Kapitel hergeleiteten

verschiedene Darstellung einer beliebigen rationalen Function des Paares (xy).

Um sie vollständig zu entwickeln, setzen v?ir

wobei nicht ausgeschlossen sein soll, dass noch andere negative Potenzen als

die (—1)'* vorkommen, dass also l auch negative Werthe annehmen kann.

Ist der Mittelpunkt des Elements {x[y'^ eine von {xy) und (a,6,), ... {ah)

verschiedene Stelle {x^y^i so enthält die rechte Seite der Gleichung

Ii{^'ty't,^y) = ^H{x^y^,xy)t^

pr positive Potenzen von t. Unter der Voraussetzung, dass [x y) nicht unter

len Stellen {a^hj enthalten ist, ergiebt sich daher

F{xtyt)H{Xiyt,xy)-g-
<-'

= c, H{x, J/v > «y) -S n ^v, -n B:{x, y„xy),

ro — n der Reihe nach gleich den in der Summe

X

X-i

ftuftretenden negativen Werthen von l zu nehmen ist.

Zur Bestimmung des zweiten Theiles in dem Ausdrucke von F{xy)

[S. 260) setzen wir, unter der Annahme, dass die Stelle («„i„) in der Reihe

lajjf/J, ... {x^y^) nicht vorkommt,

)ann wird

st dagegen

a
u (t a it (IXf

F{x,y,)H{Xtyt,xy)~j^' F{a^K)n{xy),.
«-'
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so hat man zu setzen
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J ?
SiXitJt,xy) = H{xy)^t '^-^H{x^yp,xy)t\

und es folgt dann

F{xtyt)H{xtyi,xy)-^ C(i S{x^ t/,„ a;»/) -2 n c^, _„ H{x^ y^ , xy) + c^^ , H{xy)^
;

der Index it durchläuft dalaei dieselben Werthe wie vorher. Der zweite Theil*

lässt sich nun schreiben

^'F{a,h„)H{xy\ + ^\c^^,E{xy)it + c^U{x^y^,xy)-^nc,_^H{x^y,,xy)\,
a (I ^ 11 )

wenn die erste Summe über diejenigen Zahlen a sich erstreckt, für welche

die Stellen («„ö„) nicht unter den {pc^y^) vorkommen, und die zweite über

diejenigen Zahlen /3, für welche (a^6^) unter den {x^y^) enthalten ist. Setzt

man jetzt

so haben zu Folge der Gleichung

'" " , dxt

[V V

F{xty,)
dXf

~df
H'>

für V = ß die Zeichen c^ ^ und c dieselbe Bedeutung, sodass der zweite

Theil des Ausdrucks von F{xy) die Form annimmt

2 c'"'H{xtj\ + ^'\cf,H{x^yf„ xy)-^nc^_^_„H{x^y^, xy)

Durch Zusammenziehung beider Theile erhält man

F{xy) =^ 2 \cvS{x,y,,xy)-^xic,__^H{x,y,,xy)\-V 2 <^""H{xy)„.

Die Functionen H(x^y^,xy) sind die Coefficienten von f in der Ent-

wickelung von H{x^y^,xy), also, wenn (x^y^) nicht mit einer der Stellen

(a„6„) zusammenfällt, mit H(x^y^,xy) identisch; wenn dies aber der Fall ist,

so möge H(a^b^,xy) statt H{a^b^^xy) geschrieben werden.
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|,...^..„,-......_,..
geformt werden, was mit Hülfe der im vorigen Kapitel (S. 254) abgeleiteten

Formel geschehen kann. Setzt man in ihr ein beliebiges Functionenpaar

{Xfy^ an die Stelle von {x'y') und multiplicirt auf beiden Seiten mit -77^, so

folgt

dxi

dt
S{xt Vt , xy) = -- H{xy

, «< y^) •-/ + 2 1 H\^t vda S{xtj),- H{xt ?/<)„ ir(xy)„ \-^dXfdx dt dt

Wird im Besonderen {x^y^) für {x^y^ genommen und auf beiden Seiten der

Coefficient von i"~' bestimmt, so ergiebt sich

nHix^y,, xy) = -^ j[-ff(^y , ^tyt) -|/

+ S H'iXftjtX
dXf

~dt~
H{xy),- H{xtyt)a

" . dXf

dt
H'{xy\\

Dadurch ist die Function H{x^y^.,xy) umgewandelt in ein Aggregat von

Functionen H{xy)^ und H\xy)^, jede multiplicirt mit einem bestimmten von

X und y unabhängigen Coefficienten , das Ganze vermehrt um die Ableitung

ler algebraischen Function von x.

Für die Function F{xy) erhält man hiemach die Darstellung:

F{xy) ^G,E{x,y„xy)-^ 2«., dx
H{xy,xtyt)-^

r=l n n = l(L "^ J/n-1 L "'
S\xy)J,

+ S c'-'Hixyl,.

Man kann die Schreibweise dieser Formel sehr vereinfachen, wenn man

ie folgenden theils bereits angewandten, theils neuen Bezeichnungen ein-

ihrt, die zugleich hervortireten lassen, welche algebraischen Kechnungen zur

wirklichen Herstellung des Ausdrucks von F{xy) in jedem Falle auszuführen

sind. Es werde gesetzt:

[H{xjjt,xy)\^ = n{x,y„xtj),



264 ZWÖLFTES KAPITEL.

[V V

F{xtyt)

dXf

"rfT
c,,

dt
.

«

/v ni \ *

dt

— — nc, (n>0)

FixtVt)

n

n

F{^y\,

H(octyt)a^

iii-i

H{xtyt),-g- — ^',at

1=1

Dann wird schliesslich

Fixy) = S c,H{x,y,,xy)-± \g'^H{xy)„-g,H'{xy)„\ + -^ S FixyX-

Nach dem häufig angewandten algebraischen Lehrsatze (S. 95) ist die

Summe der Coefficienten c, gleich Null. Hieraus folgt, dass der Ausdruck

von der Nullstelle {a^bj der Function II{x'y\xy) nicht abhängt. Für die

Functionen H{xy)^ und H'{xy)^ war dies bereits am Schlüsse des vorigen

Kapitels (S. 256) bewiesen worden. Setzt man nun auch in die erste Summe,

wie bei jenem Beweise, |

H{x'y',xy) = H{x'y',xy)~ H{%b^,xij)

ein, wo die Function H(x'y',xy) mit einer von («,&„) verschiedenen Nullstelle

gebildet sein soll, so findet man

'^c^H{a„\,xy) = 0;
V

mithin ändert der erste Theil bei anderweitiger Annahme über die Nullstelle

(a^6J seine Form nicht; und dasselbe gilt für den Difi'erentialquotienten der
*•

Summe 2 ^i^yX-
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Bei der Integration der Function F{xy) ergiebt nun der erste Theil Inte-

grale dritter Art, der zweite Integrale erster und zweiter Art, und der dritte

einen algebraischen Ausdruck F{xy). Damit ist gezeigt, dass das Integral

einer beliebigen rationalen Function des Paares {xy) sich in der That stets

auf die drei neuen Transcendenten zurückführen lässt, die als Integrale erster,

zweiter und dritter Art bezeichnet worden sind.

In den gewöhnlich vorkommenden Fällen fallen die Glieder, welche die

Integrale zweiter Art liefern, und der algebraische Theil aus der Formel

heraus. Denn wenn auf der rechten Seite der Gleichung (S. 261)

r

andere negative Potenzen als die (—1)'° nicht vorkommen, so sind die Coeffi-

cienten c^_„ sämmtlich gleich Null. Aus diesen waren aber die Coefficienten

der Functionen F{xy)^ und die Grössen g^ homogen und linear zusammen-

gesetzt (S. 264).

In derselben Weise wie auf S. 254 kann man schliessen, dass die ge-

indene Darstellung, obgleich sie unter speciellen Annahmen bewiesen worden

Bt, doch für alle Werthepaare {xy) bestehen bleibt, für welche beide Seiten

ler Fornfel überhaupt eine Bedeutung haben. Festzuhalten ist aber, dass

ie ganze Entwickelung nur für p >- gilt; für p ^ würde

-^H{xy,x'y')--^H{x'y',xy) =

fein (S. 277), und das Integral jF{xy)dx würde sich auf Logarithmen und

inen algebraischen Ausdruck reduciren.

Die Function F(xy) kann nur auf eine einzige Weise in der vorher ge-

indenen Form dargestellt werden. Angenommen nämlich, es gebe für sie

^och einen anderen Ausdruck derselben Gestalt, so ist die Differenz beider

ientisch gleich Null. Es handelt sich mithin um den Nachweis, dass eine

rleichung der Form

= -^c,H{x,y„xy)dx-'^\g'^H{xy)„-g„H'(xy)^\dx + dF{xy)

lur bestehen kann, wenn sämmtliche Coefficienten c^, g^, g'^ und die Function

Abeliebe Fnnctionen. 34
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F{xy) einzeln gleich Null sind. Nun kommt in der Entwickelung der ersten

Summe für die Umgebung von {x^y^) ein Glied cj~^dt vor. In der zweiten

Summe tritt t~^dt nicht auf, ebensowenig in dF{xy)] denn wenn auch in

der Entwickelung von F{xy) selbst eine negative Potenz vorkommt, so ent-

hält doch das Differential dieser Function nicht die (—1)*° Potenz. Es muss

daher jeder der Coefficienten c^ gleich Null sein. Die angenommene Gleichung

reducirt sich dann auf

^9'aH{xy\dx-^g,H'{xy\dx = dF{xy).
a a

Denkt man sie sich integrirt, so würde eine Summe von IntegTalen erster

und zweiter Art gleich einer rationalen Function des Paares (xy) sein. Nun
werden die Integrale erster Art an keiner Stelle, die Integrale zweiter Art

nur an den Stellen (a^bj, und zwar von der ersten Ordnung, unendlich

gross; die rationale Function, die aus dem Differential auf der rechten Seite

entspringt, würde also nur an den Stellen («„&„) mit der Ordnungszahl 1

unendlich werden. Da eine solche Function nicht existirt, so würde folgen

^g'^H{xy),äx-^g„n'{xy)„dx = 0.

Es sei nun der Coefficient g^ von Null verschieden. Setzt man alsdann für

(xy) das Functionenpaar (x^y^), so beginnt die Entwickelung der zweiten ;

Summe mit i
-gj-'dt,

während die der ersten nur positive Potenzen enthält. Es muss daher g^,

und folglich allgemein g^ gleich Null sein. Dann bleibt schliesslich die

Gleichung

'^9aB:{xy)„dx = 0,

die nur für

(Ja "^ ^ (a=l,2,...Q)

bestehen kann; denn die q Functionen H{xy)^ sind Hnear unabhängig (S. 107).

Damit ist bewiesen, dass in der Differenz zweier Ausdrücke für dasselbe

Differential F{xy)dx die Coefficienten einzeln verschwinden, d. h. dass die

beiden Ausdrücke Glied für Glied übereinstimmen müssen.

Die Integration algebraischer Differentiale ist erst seit Abel systematisch

betrieben worden. Während man früher Versuche auf gutes Glück machte
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[und die Form der Integi'ale vermuthungsweise hinstellte, hat Abel die ganze

[zu lösende Aufgabe in eine bestimmte Fassung gebracht. Um planmässig

Izu verfahren, muss man vor Allem entscheiden können, unter welchen Be-

I
dingungen das vorgelegte Integral einer algebraischen Function selbst alge-

[braisch ist, sodann, wann es sich durch algebraische Functionen und Loga-

[rithmen ausdrücken lässt, oder durch elliptische Integrale, u. s. w. Wir

wissen jetzt aus unserer Formel, dass die Integration durch algebraische

[Functionen dann möglich ist, wenn die Coefficienten c^, g und g' einzeln

verschwinden. Wenn nun folgender Satz feststeht, der sogleich bewiesen

[werden soll, dass nämlich das Integral einer rationalen Function des Paares

\{xy) sich stets rational durch x und y darstellen lässt, falls es überhaupt

[algebraisch ausführbar ist, so findet man das Integral selbst auf folgende

(Weise : Einerseits ist

F{xy)dx = äF^{xy),

[andererseits wird F(xy)dx durch die Formel auf S. 264 gegeben. Zieht man

[beide Ausdrücke von einander ab, so erkennt man aus dem eben Bewiesenen,

[dass die Coefficienten c^, g^ und g'^ alle gleich Null sein müssen, und erhält

d{F{xy)-F,{xy)) =
[oder

F,{xy) = Fixy) + C.

iMan kann also nicht nur die Bedingungen angeben, unter denen ein alge-

braisches Differential in algebraischer Form zu integi-iren ist, sondern hat in

[unserer Formel auch ein Mittel, das Integral selbst zu finden.

Es soll nun zunächst der eben angeführte Satz bewiesen werden. Wir
"^haben früher (S. 47— 50) untersucht, wie man alle Werthepaare findet, für

Idie
eine gegebene rationale Function R{xy) einen beliebig vorgeschriebenen

Werth s annimmt, und dabei gesehen, dass man durch Elimination von y
aus den Gleichungen

j
f{^,y) =

I
B{ztj) = s

eine Gleichung zwischen a; und « erhält, deren linke Seite entweder unzer-

legbar oder Potenz einer unzerlegbaren ganzen Function von x und s ist; im
34*
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ersten Falle ergab sich zugleich y als rationale Function von x und s (S. 49).

Nun war die Gleichung zwischen x und s irreductibel, wenn für irgend einen

Werth von x die n Werthe, die s annimmt, alle von einander verschieden

sind. Man kann daher sagen, dass jede algebraische Function y von x sich

rational durch x und eine rationale Function 6- von x und y ausdrücken lässt,

vorausgesetzt, dass s als Function von x betrachtet, ebenso wie y w- deutig ist.

Nehmen wir nun an, das Integral

u = Jydx

sei algebraisch ausführbar, so besteht zwischen u und x eine irreductible

algebraische Gleichung

» {u,x) = ,

die in Bezug auf u vom ä;'™ Grade sei. Dann soll zunächst gezeigt werden,

dass die Ableitung

du <f>(u, x),

dx (o{u,x)^

ebenfalls eine Z;- deutige algebraische Function von x ist. Es sei a irgend

ein nicht singulärer Werth des Arguments x der algebraischen Function ti,

so lassen sich in der Umgebung von a die k Werthe u^, u^, ... u^ der alge-

braischen Function u in Potenzreihen

entwickeln. Wäre nun

so würde

«<i = "^xi^-a) iX = l,2,...]c)

du,, du^

dx dx '

% = M^+C

sein, es würden sich mithin mindestens zwei der Potenzreihen ^^(x — a) nur

durch das constante Glied von einander unterscheiden. Die beiden Glei-

chungen

<^{u, a;) =
und

9(m + c, x) =^
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würden daher für u = u^ gleichzeitig bestehen. Da nun aber die erste irre-

ductibel ist, so müsste die zweite nicht blos durch deren specielle Wurzel

ti ^ u^^ sondern durch alle Wurzeln u =^ u^,u^, ... u^ befriedigt werden, und

daraus würde dann weiter folgen, dass auch die Gleichungen

<p(M,+ 2c,a;) = 0, 9(M^+3c,a;) = 0, ...

bestehen. Die algebraische Gleichung cp(i«, a;) = müsste also unendlich viele
du

dx
Wurzeln haben. Damit ist bewiesen, dass -,- als Function von x betrachtet

ebensoviele Werthe hat wie «< selbst. Wählen wir nun -^ als diejenige

rationale Function von x und ?«, welche der vorher betrachteten Function s

entspricht, so lässt sich u rational durch x und -^ =z s ausdrücken. Wenn
also das Integral ^ydx überhaupt algebraisch ausführbar ist, so lässt es sich

rational durch x und y darstellen.

Wird nun F{xi/) = z gesetzt, so besteht zwischen s und x eine alge-

braische Gleichung, und es ist daher das Integral

fsäx,

j

falls es sich algebraisch ausführen lässt, rational durch x und 2 darstellbar.

rWenn also ein zu dem algebraischen Gebilde f{x,y) = gehöriges, beliebiges

Abelsches Integral

jF{xy) dx

eine algebraische Function von x ist, so ist es rational durch x und F{xy),

mithin auch rational durch x und y ausdrückbar.

Wir wollen jetzt die für die Darstellung einer beliebigen rationalen

Function F{xy) durch die IT- Functionen hergeleitete Formel (S. 264) durch

Einführung zweier Functionen umgestalten, die ebenso wie H'(xy)^ und

H(xy,x'y') geeignet sind, Integrale zweiter und dritter Art zu liefern. Eine

von diesen ist die schon früher (S. 206) betrachtete Function H{xy,x'y')] die

andere, mit der wir uns jetzt zunächst beschäftigen, definiren wir durch die

Gleichung

^U{x'y\H\xy)„--^H{xy,x'y') = G{xy,x'y').
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Aus der auf S. 254 aufgestellten Formel ergiebt sich sofort

G{xy,x'y') = G{x'y',xy).

Ferner wird

G{x,y„x,y;)^^ = ^H{x,y,\^H'{x,y,\^ - ^(H{x,y,,x,y;)^y

Nun war (S. 78)

dx 1
H{xtyt,x^y^)-^ = :^:^+ Pit,^)]

setzt man dies in die vorhergehende Gleichung ein, so erhält man

Gix,y„x,y,)^^ = P(<, x)- ^P(<, x)- -^-L^.

Aus den Grundformeln für die fl"- Functionen (S. 85) ist ferner ersichtlich,

dass bei der Entwickelung von

E(xtyi,x^y^)~^ l

in der Potenzreihe P(^, x), die zu -^^ hinzutritt, nur dann eine negative Po-

tenz von x, und zwar — x~' vorkommt, wenn das Functionenpaar {x y ) die

Umgebung der Stelle '{a^h^) darstellt. DifFerentiirt man nun P(^, x) nach ^, so

fällt auch in diesem Falle die negative Potenz von x heraus, da ihr Coeffi-

cient von t unabhängig ist. In P(^, x) tritt ebenfalls keine negative Potenz

von X auf, da

S{x,y,).^ = ^W
ist. Daher wird

wo in Pj(^, x) keine negativen Potenzen von x vorkommen.

Es war ferner (S. 76)

ffKy;,«^x2/x)^ = P(^T);
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H in P(t, t) tritt nur unter derselben Bedingung wie vorher eine negative Potenz

H^YOn T auf. Daher enthält auch

keine negative Potenz von t, und man kann schreiben

wo P^{t,x) eine Potenzreihe derselben Art wie P^{t^x) bedeutet.

Setzt man nun (S. 269)

G{x,y„x,y;)^^ = G{x,y,,x,y,)^^ = __^+P^(,,^),

so sieht man, dass in der Potenzreihe von t und x auch keine negative Po-

tenz von t vorkommen kann. Hiernach ergiebt sich allgemein

(1.) Q{x,y„x,y,)^^ = --^-L^^^it,.).

Dieselben Schlüsse, auf die zweite Gleichung angewendet, führen zu der

Formel

(2.) G{xw„x.jj,)^^ = m,^)-

Wir wollen jetzt untersuchen, wie eine Function G(xy,x'y'), die ausser

der Relation

G(xy,x'y') = G{x'y',xy)

[die beiden, eben für die Function G(xy,x'y') aufgestellten Gleichungen (1.)

[\md (2.) erfüllt, mit dieser zusammenhängt. Es werde gesetzt

)ann ist

G(xy,x'y')-G{xy,x'y') = B{xy,x'y').

D{x,y„x,y,)^^ = m,-^),
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denn das Glied — j^—pJ ^®bt sich aus der Differenz der beiden G-Functionen

weg. Ebenso ergiebt sich

Daraus folgt

dxtdx'

ät
~ *(')'

demnach ist, zunächst unter der Voraussetzung, dass f{x\y'\ nicht verschwindet,

B{xy,x'y') = ^c^H{xyX.

Setzen wir nun für {xy) nach einander q Stellen {x^y^)^ die nur so gewählt

sind, dass die Determinante der Grössen H{x^y^)^ von Null verschieden ist,

so erhalten wir für die Coefficienten c^ die Gleichungen

SCa-H"(^,<«/^)„ = J){x^y^„x\j) (ß = i,2,...e).

Nun ist

D{xy,x'y') = D{x'y',xtj},

d. h. die Function D{xy, x'y') muss in Bezug auf {x'y') dieselben Eigenschaften

haben wie in Bezug auf {xy). Die rechten Seiten des für c^, ... c aufge-

stellten Gleichungssystems sind also lineare homogene Aggregate der Functio-

nen II{x'y')^i, und man erhält durch Auflösung:

c« = 2 c„^ S{x'y').

,

(a = 1, 2, . . . e)

wo die Coefficienten c^^ von den Werthepaaren {xy) und {x'y') unabhängig

sind. Setzt man dies oben ein, so folgt

D{xy,x'y') = ^c,ßH{xy)„H{x'y'),,

mithin

D{x'y',xy) ^ ^c,,U{x\j'),H{xy)^,

^c,^H{xy),H{x'y)t> = ^c,^H{x'y\H{xy), = ^c,,H{x'y\H{xy),.
">? a.(S o,(*

'
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)a unter den Functionen H{xy)^ keine lineare Relation besteht, so ergiebt

ich zunächst

ind hieraus folgt aus demselben Grunde ^

Fede Function G{xy,x'y') entspringt also aus einer speciellen Function

\G{x'y,x'y') mit denselben Eigenschaften dadurch, dass man zu dieser ein

Lggi'egat

[hinzufügt, wo die Coefficienten c„^ die Eigenschaft haben, bei einer Ver-

[tauschung der beiden Indices ungeändert zu bleiben. Umgekehrt folgt sofort,

[dass wenn man ein solches Aggregat zu einer G- Function hinzuaddirt,

lan eine neue Function erhält, welche dieselben Eigenschaften hat wie

\G{xy,x'y'). Denn erstens bleibt sie ungeändert, wenn man (xy) mit (x'y')

[vertauscht, und zweitens gehen aus dem hinzugefügten Aggregat nur positive

[Potenzen von t und t hervor, wenn man (x^y^) und (x'^y'^) für (xy) und

[(flj'y') setzt und mit -^ -^ multiplicirt.

Um ein Beispiel für die Function G{xy,x'y') zu geben, nehmen wir an,

[die gegebene Gleichung zwischen x und y sei die eines hyperelliptischen Ge-

[bildes vom Range p:

fiEs werde die Function^1 1
R{x,x') = A^+ —A^{x + x') + A,xx'+ — Af{x + x')xx'

+ A,a^x" + ^A,ix + x')x'x''+... + jA„^^,ix + x')x^x'^+A,^^,x<^+'x''^'

gebildet, welche folgende Eigenschaften hat:

R{x,x')

dR(x,x')

dx

II {x, x')

R{x)

R{x',x).

1 ^ , } für x' X,

Abel«cbo Fnnetionan. 35
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Dann wird
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Q{xy,x'y-) = -yy'^-^-^^^
2{x-x'Yyy'

Um nun den Zusammenhang der G- Function mit den if'-Functionen

zu erkennen, setzen wir in der Definitionsgleichung für G(xy,x'y") (S. 269)

das Functionenpaar {^^y^ an die Stelle von («'</') und multipliciren mit -^ •

Nach S. 107 ist

IXi für /3 ^ a

1 für ß =: a,

und nach S. 82

ß j? (Ix.

(P = l,2,...e).

Hiemach erhält man

(^ = i,2,...e)

oder für nicht singulare Stellen {a^l^)

(^ = i,2,...e)

wo C^ eine Constante bedeutet.

Man sieht also, dass in der Formel, welche die Reduction eines be-

liebigen Integrals auf die Integrale der drei Arten liefert, die Functionen

H'{xy)^ durch G- Functionen ersetzt werden können. Statt der Function

G{xy,x'y') kann man auch eine der vorher (S. 271) definirten Functionen

G(xy,x'y') einführen, denn es ist

G{xy,a,h,) = G{xy , a,l,)-^c^^H{xy),H{a,h,\.

Es kommt daher in dem schliesslichen Ausdruck des Integrals fF(xy)dx nur

noch ein Aggregat von Integralen erster Art hinzu, wenn man G{xy, a^bj an

die Stelle von H\xy)^ setzt.
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tDie Function H{x'y\xy), aus der die Integrale dritter Art entspringen,

inn durch die Function H{x'y',xy) (S. 206) vertreten werden. Diese hatte,

8 Function des Paares (xy) betrachtet, alle wesentlichen Eigenschaften mit

jener gemein bis auf die, für (xy) = (a^b^), {<*Q^g) ^^ verschwinden. Hieraus

hat sich die Gleichung

H{x'y',xy) = H{x'y\xy) + ^G,E{xy\
a

ergeben (S. 209). Der Ausdruck für das Integral einer beliebigen Function

F{xy) ändert sich daher durch Einführung dieser Function H{x'y\ xy) wieder

nur um ein Aggregat von Integralen erster Art. Man kann also das Diffe-

rential F(xy)dx schliesslich auf die Form

F{xy)dx = '^c,H{x^y„xy)dx + ^g^G{xy,a„h^)dx-^g„H{xy)„dx + dF{xy)
V a a

bringen.

35'
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Dreizehntes Kapitel.

Die Perioden des Logarithmus.

Um den Weg, welcher bei der Bestimmung der Perioden der Abel-

schen Integrale eingeschlagen werden soll, möglichst verständlich zu machen,

wollen wir mit der Untersuchung des einfachsten Abelschen Integrals

/
dx

X

des natürlichen Logarithmus, beginnen.

Die rationalen Functionen der einen Veränderlichen x können als eben-

solche Functionen des durch die algebraische Gleichung y = x verbundenen

Paares {xy) aufgefasst werden. Da nun das durch diese Gleichung definirte

Gebilde den Rang Null hat, so sind keine Stellen («„/!'„) vorhanden; die

Function H(xy, x'y') wird daher nur an der einen Stelle {x'y') von der ersten

Ordnung unendlich gross. Die gleiche Eigenschaft besitzt ,,_ ;
weil jedoch

H(xy,x'y') an einer willkürlich gewählten Stelle (a„6J verschwinden sollte,

so betrachten wir statt —, die Function

Jü dy JU tvf.

Diese hat also für die rationalen Functionen dieselbe Bedeutung, wie H{xy,x'y')

für die algebraischen. An die Stelle der Gleichung (S. 254)

A H{xy, x'y') -^ Hix'y', xy) = J {
H{x'y')„ H'{xy)„- H{xy)„ H'{x'y')„

]
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tritt hier die Relation

_d_

dx \x—x x—a^j dx \x— x x — a^l

und dem Integral / H^xy, x'y') dx entspricht

J \x-x x-aj

Bevor wir jedoch auf die Untersuchung dieses Integrals näher eingehen,

wollen wir zunächst das allgemeinere
^

/ F{x) dx

betrachten, in dem F{x) irgend eine rationale Function der einen Variablen

X ist und x^ und x^ zwei beliebige reelle oder complexe Grössen bedeuten.

Die complexen Grössen denken wir uns durch Punkte in der Ebene geo-

metrisch dargestellt; wir sprechen daher auch von den Punkten rc, rc^, x^ u. s. f.

Diejenigen endlichen Werthe von a;, für welche die zu integrirende

Function F{x) unendlich gross wird, wollen wir die singulären Werthe des

Arguments x oder die singulären Punkte x nennen. Die Umgebung eines

beliebigen Punktes x^ wird von der Gesammtheit der Punkte gebildet, die

dem Punkte x^ näher liegen, als der nächstgelegene singulare Punkt. Die

Punkte der Ebene ausserhalb eines Kreises, dessen Mittelpunkt der Null-

punkt ist und dessen Peripherie durch den vom Nullpunkt am weitesten ab-

liegenden singulären Punkt hindurchgeht, bilden die Umgebung des Werthes

a; = oo, d. h. des unendlich fernen Punktes.

Ist X ein Punkt der Umgebung eines nicht singulären, im Endlichen

gelegenen Punktes ic,, so gilt die Entwickelung

F{x) = F{x,)^~F\x,){x-x,^^^F"(x,)(x-x:f^....

Das Element des rationalen Gebildes y = F{x)^ dessen Mittelpunkt die Stelle

(x^, F{^^^ ist, kann demnach durch das Functionenpaar

^t = ^0 + ^ Vi = F{x,)^\-^F\x,)t^^^F"{x,Y^...
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dargestellt werden. Liegen nun x^ = x^ + t^ und x^ = x^^- 1^ beide in der

Umgebung des Punktes x^^ d. h. gehören die Werthepaare (a;,, F{x^)) und

(x^^Fix^)) demselben Element des Gebildes an, so definiren wir einen Werth

F{x)dx durch die Entwickelung

:

pF{x) dx =
j
F{x,) t, + -^ F'{x,) t\ +A F''{x,) t\^-...\

und zwar ist dieser Werth des Integrals eindeutig bestimmt.

Liegt die Grösse x in der Umgebung des Werthes x = oo, so können

wir F{x) nach fallenden Potenzen von x in der Form

X X ar

entwickeln, wobei die ganze rationale Function G(x) identisch verschwindet,

falls F{x) eine echt gebrochene Function ist. Die Werthepaare (xy) des

rationalen Gebildes y = F(x), für welche x der Umgebung des unendlich

fernen Punktes angehört, werden folglich durch das Functionenpaar

x^ = t-\ t/t = Git~') + ct + c'f+c"f + ---

dargestellt.

Wir wollen jetzt annehmen, die ganze Function G(x) verschwinde iden-

tisch und der Coefficient c der (—1)*™ Potejaz von x sei gleich NuU. Wenn
dann die Punkte x^ und x^ beide in der Umgebung des unendlich fernen Punk-

tes liegen, so definiren wir einen eindeutig bestimmten Werth des Integrals

f F(x)dx durch die Reihe:
...

worin

/ Fix)dx
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Gehören dagegen x^ und x^ nicht der Umgebung eines und desselben nicht

singulären Punktes an, so schalten wir (S. 251) zur Berechnung des Integrals

F{x)dx eine endliche Anzahl nicht singulärer Punkte x\ x", ... x""^ zwischen

X und x^ der Art ein, dass je zwei benachbarte Punkte x^ und x\ x' und

x", ... a;'" und x^ in der Umgebung desselben nicht singulären Punktes liegen.

Das Integral lässt sich dann durch die Gleichung

Xrc,
/'x' px" fX^

F{x)dx = F{x)dx+ F{x)dx + ---+ F{x)dx

^1 -4;, Jx' '^a;<"

definiren, wo nach dem Vorhergehenden jedes der Integrale rechts, mithin

F{x)dx^ eindeutig bestimmt ist. Bei einer

anderen Wahl der eingeschalteten Zwischenpunkte kann aber die Summe der

Integrale auf der rechten Seite ihren Werth ändern; der Werth des Integrals

F{x)dx ist daher jetzt nicht mehr allein durch Angabe der Grenzen x^

und x^ eindeutig erklärt.

Es sei nun wieder x^ ein im Endlichen gelegener, nicht singulärer Punkt,

und es bezeichne r^ seinen Abstand von dem ihm zunächst liegenden singu-

lären Punkt, sodass die Gesammtheit der Punkte «, für welche \x— x^\<r^

ist, die Umgebung des Punktes x^ bildet. Sind dann x^ und x^ irgend zwei

Grössen, für welche

lo i._.i^z:o

ist, so wird der vorher erklärte Werth des Integrals / F{x)dx gleich
•4.

F{x,)ix,-x,) + ~F\x,){x-x,r^l-^F"{x,){x,-x,f+--

Wenn nun die Veränderliche x auf die reellen Werthe (0...1) beschränkt

wird, so ergiebt sich durch Entwickelung von F{x^[\ — T)-irX^T) nach Potenzen

von T und gliedweiser Integration

rFix,{l-T) + x,T)dT = F(xJ + ~F'{x,){x,-x,) + -lyF"{x,){x,-x,y+--
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F(x)dx die

(jrieichung "'

f *F{x)dx = {x,-x,) f F(x,{1-,) + x,t) äx

d. h. durch die Substitution

X = Xi{\ — -)-\-x^i:

gehen die beiden Seiten dieser Gleichung in einander über. Den reellen

Werthen (0... 1) der Veränderlichen x entsprechen die auf der geradlinigen

Strecke (x^...x^ gelegenen Werthe der Variablen x\ wir sagen daher, der vor-

F{x)dx ergiebt sich durch »Integration

auf directem Wege«, d. h. auf dem geradlinigen Wege {x^...x^.

Liegen x^ und x^ zwar in der Umgebung eines Punktes a;^, genügen sie

aber nicht den Bedingungen

' l«i-^ol<Y lind |a;,-a;J<-^,

so kann durch Einschaltung einer Anzahl auf der geradlinigen Strecke (a?, . . . a;J

passend gewählter Punkte herbeigeführt werden, dass je zwei benachbarte

dieser Zwischenpunkte in Bezug auf einen dritten Punkt die vorher für x
,

x^ und x^ aufgestellten Bedingungen erfüllen.

Die Erklärung des zwischen zwei Punkten x^ und x^ auf directem Wege
auszuführenden Integrals fF(x)dx stimmt daher mit der durch die Gleichung

pF{x)dx= \F{x:)t, + ^F'{x;)t\ + ^F"{x,)1\ + ...\

Xj

-\Fix,)t,+-l~jFXxJtl+-^F"(x,)tl + ...\

gegebenen überein, falls x, und x^ beide der Umgebung eines und desselben

nicht singulären, im Endlichen gelegenen Punktes angehören. Dagegen findet

eine Übereinstimmung zwischen diesen beiden Erklärungen nicht mehr unbe-

dingt statt, wenn die Grenzen x^ und x^ des Integrals in der Umgebung des

unendlich fernen Punktes liegen. Den Fall, in welchem die Integration auf

directem Wege durch einen singulären Punkt hindurchführt, haben wir bei

unseren Betrachtungen ausgeschlossen.
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Sind jetzt x^ und x^ wieder zwei beliebige, nicht singulare Punkte,

zwischen denen in der vorher angegebenen Weise Punkte x', x", . . .
«*" einge-

F{x) dx mittels

der Gleichung

F{x)äx = / F{x)dx+ / F{x)dx + ----\- / F{x)i

berechnet, wobei alle Integrale rechts auf directem Wege ausgeführt werden

sollen, so nennen wir die gebrochene, aus geraden Strecken zusammenge-

setzte Linie {x^...x' ...x" a;'" ... x^ den Integrationsweg für das Integral

f
F{x)dx, weil die einzelnen Integrale rechts über die Strecken (x^...x'),

{x .. . x"), ... {x^"...xj in der eben besprochenen Weise ausgeführt werden

können Der Werth des Integrals kann ausser von den Grenzen auch von

dem Integrationsweg abhängen. Die Punkte x^,x', x", ... x^'\ x^ nennen wir die

Eckpunkte des Integrationsweges.

Unter einem vollständigen Integral, das durch einen Strich über

dem Integralzeichen gekennzeichnet werden möge:

P' J'Fix)dx,

wollen wir ein Integi"al verstehen, bei welchem der Integrationsweg eine ge-

schlossene, aus geradlinigen Strecken gebildete Linie ist.

Jetzt gehen wir zur Untersuchung des Integrals

f"^ /_JL 1 \

X \x'—x x'—aj
dx

über. Die Grenzen x^ und x^ seien zwei beliebige, von den singulären

Punkten x =^ x und x = a^ der zu integrirenden Function verschiedene

Werthe, und die Integration werde zunächst auf geradlinigem Wege ausge-

führt. Setzen wir fest, dass der Punkt a^ nicht auf der Strecke {x^...x^)

liegt, so hat das Integral für alle nicht dem Integrationswege angehörenden

Punkte X einen ganz bestimmten Sinn; es ist eine eindeutige Function von x,

welche nur für die Punkte der Strecke {x^--.xj nicht definirt ist.

Abel<cbe Fonctionen. 36
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Der Differentialquotient dieses Integrals in Bezug auf x ist eine ge-

brochene rationale Function. Denn wählen wir eine Grösse In so, dass

|Ä|<|a;—
a;'l

ist, was stets möglich, da x ausserhalb der Strecke (a;, ...«;,)

und x auf ihr liegt, so ist

r\ ,
^ r - -^) ^^' -C (-^ ^) '^^' =-1' (-^ —] + h*^{h)

,

J^ \x—x — h x—aj J^ \x—x x—aj \x^— x x^— xj

mithin folgt

^r{-^-^^\äx^^—^.
axj^ \x—x x—aJ x — x^ x — x^

Die Ableitung des natürlichen Logarithmus von x ist gleich — , und

einer seiner eindeutig bestimmten Zweige verschwindet für x =\. Soll daher

die eben definirte Function mit diesem Zweige des Logarithmus überein-

stimmen, so muss a^ gleich 1 und — gleich

7 \x-x x-1)
A
C13C »/„ \ 30 — 3C 00 — J.

/ 00 30^ 00 00^

also a^j = oo und x = sein. Wird demnach eine Function L{x) durch die

Gleichung

eingeführt, so ist L{x) für alle Punkte der Ebene mit Ausnahme des Inte-

grationsweges definirt, und es ist

Für die Umgebung des unendlich fernen Punktes treten in der Entwickelung

der zu integrirenden Function nach fallenden Potenzen von x negative

Potenzen nur mit den Exponenten —2,-3, ... auf. Die untere Grenze des

Integrals kann daher unendlich gross angenommen werden, ohne dass das

Integral aufhört, einen bestimmten endlichen Werth zu haben.

Der Integrationsweg ist eine vom Nullpunkt in das Unendliche gezogene

Gerade, welche in der entgegengesetzten Richtung (00...O) durchlaufen wird.

Wir können aber allgemeiner an ihre Stelle eine aus geradlinigen Strecken

zusammengesetzte, vom Unendlichen nach dem Nullpunkt führende Linie
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treten lassen, und diese so wählen, dass die Function L(x) für jeden im

Endlichen gelegenen, vom Nullpunkt verschiedenen, vorgeschriebenen Punkt x

erklärt ist. Die rationale Function

X —X X'

hat, als Function von x betrachtet, nur die beiden im Endlichen gelegenen,

singulären Punkte x =^ x und x' = \. Fixiren wir nun ausserhalb eines

Kjreises, der diese beiden singulären Punkte einschliesst und dessen Mittel-

punkt der Nullpunkt ist, einen Punkt 1^, so gehört 1^ der Umgebung des un-

endlich fernen Punktes an. Liegt ferner ein Punkt
1^,

dem Punkte g^ näher,

als jeder der beiden Punkte x und 1, so befindet sich 1^ in der Umgebung

von Ij. So nehmen wir eine endliche Anzahl von Punkten 1^, 1^, 1^, ... |^ der

Art an, dass jeder in der Umgebung des vorhergehenden und schliesslich der

Nullpunkt in der von |^ liegt; die Wahl dieser Punkte ist auf unendlich

viele Weisen möglich. Aus dem Unendlichen ziehen wir nun eine Gerade

nach dem Punkte 1^, deren sämmtliche Punkte von den Punkten x und 1

einen grösseren Abstand haben, als ^j, und verbinden %^ mit 1^, ^^ mit S > •••>

1^ mit dem Nullpunkt durch Strecken, so entsteht eine gebrochene Linie

(oo . . . Ij . . . I, 1^ ... 0) , welche wir mit l bezeichnen wollen. Dann können

•wir auch eine Function Hx) durch das über die Linie l als Integrationsweg

sich erstreckende Integral

((-^—^V-'J \x —X X — 1)

definiren, indem wir setzen

L{x)^ / +/ +•••+/ +/ •

Diese Function L{x) hat für alle Punkte x mit Ausnahme der Punkte der

gebrochenen Linie l eine Bedeutung; ihre Ableitung ist wieder gleich — , und

sie verschwindet auch für x = \.

Wenn die gerade Verbindungslinie {x^... x^) der Punkte x^ und x nicht

die Linie l schneidet oder mit ihr zusammenfällt, so ergiebt sich

^ = L{x,)-L{x,).

36*

r
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Hieraus lässt sich der fundamentale Satz ableiten: Wenn die gebrochene

Linie / mit dem geschlossenen IntegTationsweg (x^...x^ Xj^...x^) keinen

Fig. 1.

Punkt gemein hat, so verschwindet das über ihn erstreckte vollständige Inte-

Denn da

dx

X

ist, so lässt sich auf jedes einzelne der Integrale rechts die Gleichung

anwenden, mithin wird

/~ dx— = L(x,)-L{x,) + L{x^)-L(x,) + --- + L{x,)-L{x,) = 0.

Die Linie l kann aber bis auf die Bedingung, dass jeder Punkt |. in der

Umgebung des vorhergehenden |^_j liegen muss, willkürlich vom Unendlichen

nach dem Nullpunkt hin so gezogen werden, dass sie den geschlossenen In-

tegrationsweg (x^ ...x^ x,^... xj nicht schneidet. Demnach ist stets das
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T äx
rollständige Integral J-^ gleich Null, wenn es möglich ist, vom Unendlichen

lach dem Nullpunkt eine gebrochene Gerade so zu ziehen, dass sie nirgends

lit dem geschlossenen Integrationsweg, über den sich das Integral erstreckt,

zusammenfällt.

Bilden wir das Integral einer rationalen Function F{x) auf zwei ver-

Bchiedenen Wegen zwischen denselben Grenzen x^ und ic,, so wollen wir das

eine Integral zum Unterschied von dem anderen links oben mit einem Ac-

cent versehen, die beiden Integrale also mit

F{x)dx und / F{x)dx

)ezeichnen. Es seien nun x\ x'\ . . . a;'"" passend gewählte Punkte des einen

md S', r, ••• I'"' solche des anderen Integrationsweges, dann _ist

F(x) dx = F(x) dx+ F{x)dx + -'-+ F{x) dx

^i ^4, *v •4""'

F{x)dx = F{x)dx+ F(x)dx + ---+I F{x)dx,

lithin wird

/* *F(x)dx- 'C^F{x)dx = f F(x)dx,

irobei sich das vollständige Integral auf der rechten Seite über den ge-

schlossenen Integrationsweg {x^...x' x^"" . . . iP, . . .
|'"' ^' ... xj erstreckt.

)ie Differenz zweier zwischen denselben Grenzen auf verschiedenen Wegen
gebildeten Integrale derselben Function F{x) ist also ein vollständiges Integral.

Zwei Integi-ale

dx

X

[sind daher einander gleich, wenn es möglich ist, aus dem Unendlichen nach

lern Nullpunkt eine gebrochene liinie zu ziehen, welche den geschlossenen

[ntegrationsweg (.t^ . . . x^ . . . x^) nicht schneidet.
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Nun nehmen wir eine bestimmte, aus geradlinigen Strecken zusammen-

gesetzte Linie vom Unendlichen nach dem Nullpunkte an, welche nicht durch

den Punkt + 1 hindurchgeht , und zwar der Einfachheit wegen die reelle Halb-

axe (—00... 0). Dann ist

L{x) = f (-^ i—) dx-

für alle Punkte ic, mit Ausschluss der Punkte dieser Geraden, eindeutig definirt.

Es muss jetzt aber der Function L{x) auch eine Bedeutung für die Punkte x

der Geraden (— 00 . . . 0) selbst beigelegt werden.

Es seien x^ und x^ zwei beliebige Punkte auf der Halbaxe (— 00...O)

und x^ irgend ein ihr hinreichend nahe liegender Punkt. Dann soll untersucht

Fig. 2.

—CXD ^i *^ct ^a

werden, unter welcher Bedingung in dem Integral

J \x—x x — 1)

die Integration über die Strecke {x^...x^) durch die über die gebrochene

Linie {x^... x^...x^) ersetzt werden kann. Nach dem Vorhergehenden ist

•4, "^
"^i ^ •4,

• dx

X '

falls sich vom Unendlichen nach dem Nullpunkt eine gebrochene Gerade

ziehen lässt, welche die geschlossene Linie (x^ . . . x^ . . . x^ . . . x^) nicht schneidet.

Daher besteht für das Integral ^-73— die Gleichung

/""' dx' ^ p' dx r

J x'—a ~X x'-a X
dx'

unter der Bedingung, dass es möglich ist, aus dem Unendlichen nach dem

Punkte a eine gebrochene Gerade zu führen, die mit dem geschlossenen Wege
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{x^ . . . x^ . . . x^ . . . xj keinen Punkt gemein hat. Mithin ergiebt sich

Jy. \x—x z — lj J^ \x—x x — lj J^ \x—x X—lJ

falls man sowohl vom Punkte 1, wie vom Punkte x aus eine gebrochene

Linie in das Unendliche ziehen kann, welche den Weg (x^ ... x^ ... x^... xj

nicht trifft. Für den Punkt 1 und für jeden Punkt x, der nicht im Innern

oder auf dem Umfange des Dreiecks (x^ ... x^ ... x^... x^) liegt, ist dies stets

möglich. Die vorhergehende Gleichung gilt demnach für alle nicht mit

einem Punkte dieses Dreiecks zusammenfallenden Werthe von x.

Durch das Integral

J-m\x'— X
dx',

welches sich auf die gebrochene Gerade {— oo . . . x^ . . . x^ . . . x^ . . . d) beziehen soll

wird für jeden Werth von rr, der nicht mit einem Punkte des Integrations-

wegs zusammenfällt, eine Function

'L{x)

definirt. Der Werth dieser Function 'L{x) für irgend ein solches Argument x

ändert sich nicht, wenn wir statt «,, rr^, x^ andere, den für diese Punkte fest-

gesetzten Bedingungen genügende Punkte 1^, g,, I3 wählen, vorausgesetzt dass

der Punkt x nicht in dem Bereich (3;^ . . . rr, . . . ic^ . . . I3 . . . |, . . . |, . . . a;J liegt.

Bei der vorher eingeführten Function

^(^^==£(^-^) dx'

ist dagegen das Integral über die reelle Halbaxe (-cx3...0) zu erstrecken.

Die beiden Functionen L{x) und 'L{x) sind demnach verschiedene Functionen,

insofern als ihr Gültigkeitsbereich nicht derselbe ist. Für alle Punkte x aber,

die nicht dem Innern oder dem Umfange des Dreiecks {x^... x^...x^... x^) an-

gehören, ist zu Folge der bewiesenen Gleichung

L{x) = X(a;).

Wenn x mit einem Punkte x^ der Geraden (-cx>...0) zusammenfällt,

hat die Function L{x) keine Bedeutung mehr, dagegen ist dies für die

Function 'L{x) noch der Fall, falls wir die beiden Punkte x^ und x^ zu
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beiden Seiten von x^ auf der Halbaxe (— co...O) annehmen (Fig. 2). Um
nun die Function L(x) auch für die Punkte dieser Halbaxe selbst zu defi-

niren, setzen wir

L{x,) = 'Lix,).

Ehe wir aber diesen Werth näher untersuchen, wollen wir die beiden

Hälften, in welche eine durch zwei Punkte a und b bestimmte Gerade (a ... b)

die Zahlenebene theilt, durch ein analytisches Kriterium unterscheiden. Wir

sagen, der Punkt x liegt auf der positiven oder der negativen Seite dieser

Geraden, je nachdem der Quotient

x—a
T = u + vt
b—a

in seiner zweiten Coordinate v positiv oder negativ ist. Zu dieser Definition

gelangen wir folgendermassen : Ist x eine beliebige, und sind a und h zwei

gegebene, von einander verschiedene complexe Grössen, so können wir den

Quotienten ^^ in der Form:

x—a
-5 = u + vi
b—a

darstellen, wo u und v eindeutig bestimmte reelle Grössen sind. Nun führen

wir in der Zahlenebene ein neues Coordinatensystem ein, das zum Anfangs-

punkt den Punkt a , zur ersten Axe die Richtung {a ...h) und zur zweiten

Axe diejenige hierzu senkrechte llichtung hat, welche in Bezug auf die

Strecke {a...b) ebenso liegt, wie die Strecke (0 . . . i) in Bezug auf die

reelle Axe. Dann sind u und v die Coordinaten des Punktes a;, wenn wir

die Strecke {a ... b) im neuen Coordinatensystem als Längeneinheit wählen.

Drehen wir mithin die reelle Axe um ihren Schnittpunkt mit der Geraden

(a...6), sodass die Strecke (O...I) die Richtung von {a...b) erhält, so liegt

der Punkt +« auf einer bestimmten Seite von (a...6), und je nachdem der

Punkt X auf derselben oder auf der entgegengesetzten Seite liegt, befindet

sich der aufgestellten Definition nach der Punkt x auf der positiven oder der

negativen Seite der Geraden {a...b).

Ist V = 0, so gehört der Punkt x der durch die Punkte a und b be-

stimmten Geraden selbst an. Ein auf der positiven Seite der Geraden {a ...b)

gelegener Punkt liegt auf der negativen Seite der Geraden (6... a).
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Stellt nun, wie vorher, x^ einen Punkt der Geraden (—00... 0) dar, und

nähert sich ihm der Punkt x von der positiven Seite her, so vpählen wir, damit

'L{x) eine Bedeutung hat, den Punkt x^ auf der negativen Seite (Fig. 2). Ge-

schieht dagegen die Annäherung an x^ von der negativen Seite der Geraden

(— 00...O) aus, so nehmen wir x^ auf der positiven Seite an.

Hiernach erhält die Function L(x) in jedem Punkte der Ebene, mit

Ausnahme des Nullpunktes und des unendlich fernen Punktes , eine Bedeutung,

nur hängt, wie wir sehen werden, der Werth der Function in einem Punkte

x^ der reellen Halbaxe (— cx> ... 0) davon ab, von welcher Seite her sich x dem

Punkte x^ nähert. Je nachdem die Annäherung von der positiven oder der

negativen Seite her erfolgt, wollen wir den Werth der Function für x ^^ x^ mit

L{x^) oder L{x^)

bezeichnen.

Dann ist leicht zu beweisen, dass auch die Ableitungen

ALjx;) ^^ dL{x;)

dx^ dx^

existiren und beide gleich — sind. Die Function L(x) ist nur für die

Halbaxe (— 00...O) erklärt; um also ihre Ableitung im Punkte x^ zu finden,

müssen wir zu einem x^ benachbarten Punkte x'^ dieser Geraden übergehen.

Der Definition nach ist, wenn wir zur Berechnung von 'L{x^) und 'L{x'J den

Punkt X (Fig. 2) auf der negativen Seite der Geraden (—00... 0) wählen,

L(x,) = 'L(xy, Lixl) = 'Lix',);

aus der Entwickelung

X«) = X(a^„) + (x;-^J^^ + .

folgt daher
"0

Lix',)-Lix,) ^ d'Ljx,)
^

x:-x, d"Lix,)
^

a;;-a;„ dx^ 2 dxl
'

dL{^,) ^ d'Ljx,) ^ J__
dx„ dx^ Xj

In derselben Weise wird auch für —J^ der W«rth — gefunden. Die Ab-

&bel>che Fonctionen. 37
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+
leitung der Differenz L{x^) — L{xJ ist demnach identisch gleich Null, und

da Minuend und Subtrahend stetige Functionen von x^ sind, so ist die Diffe-

renz eine von x^ unabhängige Constante. Wir wollen

L(xJ-L(x,) = 2(0

setzen.

Das vollständige Integral f— hat, wie wir gefunden haben (S. 285),

den Werth Null, wenn sich vom Unendlichen nach dem Nullpunkt eine ge-

brochene Gerade ziehen lässt, welche nirgends den geschlossenen Integrations-

weg trifft. Nach den vorhergehenden Betrachtungen sind wir nun im Stande,

das Integral f— auch in dem Falle zu berechnen, wo sich der Integrations-

weg und jene Gerade schneiden.

Wir betrachten hierzu das Integral

/ X

dessen Integrationsweg zunächst die Strecke (x^... x^) sei. Liegt der Punkt

x^ auf der Halbaxe (— oo ... 0), während sich der Punkt x^ auf ihrer

Fig. 3.

—OQ

positiven Seite befindet, so folgt (S. 283), wenn 1, ein beliebiger Punkt der

Strecke {x^...x^) ist,

•I.

^ = La,)-L(x,).

Gehen wir nun zu dem Grenzfall über, wo der Punkt 1^ ^^ ^a zusammen-

fällt, so wird

p^ = L{x,)~L{x,).
«1
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8t aber x^ ein Punkt auf der negativen Seite der Halbaxe, so erhalten wir

ebenso

dx
L{x,)-L{x^).

''enn zweitens x^ ein Punkt der Halbaxe (—00... 0) ist, so folgt für das

auf die Strecke {x^...x^) sich beziehende Integral

oder

f

'' dx

X

'« dx

X

= L{x,)-L(x,)

= Lix,)-L(x,),

je nachdem x^ auf der positiven oder negativen Seite der Halbaxe liegt.

Sind ferner x^ und x^ zwei auf derselben Seite der Halbaxe (— oo,..0)

gelegene Punkte, und ist der Integrationsweg von x^ nach x^ eine gebrochene

Gerade, welche die Halbaxe ein oder mehrere Male trifft und jedes Mal auf

derselben Seite wieder verlässt, auf der sie sie erreicht hat, so ist

"^dx
Jf"^

da-

f ^ = Lix,)-L{x,).

Denn es mögen z. B. die Punkte x^ und x^ auf der positiven Seite der Halb-

axe liegen, mit der die gebrochene Linie {x^... x\... x'^ ... x^) die Strecke

{x\...x\) gemein hat, so ist zu Folge der bewiesenen Gleichungen

» dx = L{x[)-L{x;) + L{x';}-L{x';) + L{x^)-L{x'^) = L{x,)-Lix,).

Das Integral hat also denselben Werth, wie wenn der IntegTationsweg keinen

Punkt mit der Halbaxe (— 00...O) gemein hätte.

Ganz anders verhält es sich, wenn der Integrationsweg ein oder mehrere

Male die Halbaxe (—00... 0) schneidet oder streckenweise mit ihr zusammen-

fällt, sie aber auf verschiedenen Seiten anfangs erreicht und zuletzt verlässt.

37*
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Der Punkt x^ möge zuerst auf der positiven und x^ auf der negativen

Seite der Halbaxe liegen, und es falle die Strecke {x[...x'^ des gebrochenen

Fig. 4.

\x

Integrationsweges {x^... x[... x[... x^ mit ihr zusammen. Dann ist

"'^^ dx ^ + +

/ X
= L{x',)-L{x,) + Lix',)-L(x[) + L{x,)-L{x',) = L{x,)-L{x,) + 2m.

Hätten dagegen die Punkte x^ und x^ die entgegengesetzte Lage in Bezug

auf die Halbaxe gehabt, so würde sich
1

''"» dx

f̂
. ^

= L{x,)-L{xJ-2.
}

ergeben haben. Schneidet der Integrationsweg (a;, ...icj die Halbaxe, ohne

mit ihr eine Strecke zusammenzulaufen, so gehen die beiden Punkte x'^ und

x'^ in einen einzigen über; dadurch ändert sich jedoch in den vorhergehenden

Betrachtungen nichts Wesentliches.

Sind aber mehrere Schnitte des Integrationsweges mit der Halbaxe vor-

handen, oder sind beiden linien eine oder mehrere Strecken gemeinsam, so

möge eine Reihe von Punkten 1^, 1^, ... |j^_,, 1,,^ auf dem Integi-ationsweg der Art

eingeschaltet werden, dass ein Punkt |j,^_j vor einem Schnitt oder vor einer

gemeinsamen Strecke, der folgende Punkt 1,^ aber hinter dem Schnitt oder

jenseits dieser Strecke liegt. Zwischen den beiden Punkten |j^_j und 1^^ soll

nur ein Schnitt oder eine gemeinsame Strecke vorhanden sein. Dabei bleibt

aber eine blosse Berührung oder ein streckenweises Zusammenfallen ohne

wirklichen Schnitt unberücksichtigt, sodass die Punkte |^^_j und 1^^ stets

auf verschiedenen Seiten der Halbaxe liegen. Die Grösse e. soll nun gleich

+ 1 oder gleich —1 sein, je nachdem der von ^^^_^ nach § durchlaufene



DIE PERIODEN DES LOGARITHMUS.

itegrationsweg von der positiven Seite der Halbaxe (—00.

ibergeht oder umgekehrt. Dann ist

293

0) zur negativen

l X

+ i(g3)-i(y + i(y-i(l.) + 2s,«>

+

+ L{x,)-L{U

Die verschiedenen Werthe, welche das Integi-al

jei Änderung des Integrationsweges, aber unter Festhaltung der Grenzen x^ und

annimmt, können sich also von der Differenz L{x^) — L{xJ nur durch ein

jositives oder negatives Vielfaches von 2ta unterscheiden.

Wenn die Grenzen x^ und x^ zusammenfallen, so geht das betrachtete

itegral in ein vollständiges Integi-al J— über, und es ergiebt sich aus den

irorhergehenden Betrachtungen der Satz: Der Werth eines vollständigen In-

tegrals J— ist stets gleich Null oder gleich einem Vielfachen der Grösse

8u), und zwar hängt er nur insoweit von der Gestalt des Integrationsweges

Sib, als die Anzahl seiner positiv oder negativ zu zählenden Schnittpunkte mit

ier Halbaxe (— 00...O) in Betracht kommt.

Wählt man als Integrationsweg den Umfang des Quadrats mit den Eck-

rankten 1, i, —1, —i und durchläuft ihn entgegengesetzt dem Drehungssinn

ies Zeigers der Uhr, so wird die Halbaxe (— 00...O) einmal in der Richtung

ron ihrer positiven zur negativen Seite durchkreuzt. Das über diesen Weg
erstreckte vollständige Integial j— ist mithin gleich 2(u. Andererseits erhält

lan durch wirkliche Ausführung der Integration, wenn man /— in die Summe

r dx
,

/•-' dx
,

/•- dx r' dx

X
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zerlegt und in den vier Integralen der Reihe nach

X = l-(l-t)T, X — t-(l + i)T, X = -l + {l — i)x, X = -i + (l + i)r

substitnirt,

/
dx .= 27tt.
X

Demnach ist die Grösse 2(u gleich 2Tzi.

Jedes positive oder negative ganzzahlige Vielfache von 2%i heisst eine

Periode, die Grösse 2Tzi selbst die primitive Periode des natürlichen Loga-

— ergeben sich aus irgend einem

durch Hinzufügung von Perioden.



Vierzehntes Kapitel.

Die vollständigen Integrale algebraischer Differentiale.

Nach diesen vorbereitenden Untersuchungen aus der Theorie des Logarith-

lus kehren wir zu den Integralen rationaler Functionen des durch die alge-

braische Gleichung f{x^ V) = ^ verbundenen Paares {xy) zurück. Es soll zu-

nächst gezeigt werden, wie man durch passende Beschränkung der Veränder-

Ichkeit dieses Paares bewirken kann, dass der Werth eines solchen Integrals

[F{xy)dx eindeutig bestimmt wird.

Wir denken uns in der Ebene der Veränderlichen x irgend eine Linie,.

h. eine stetige Folge von Punkten x^ der Art angenommen, dass die Linie

jicht durch einen Punkt hindurchgeht, der einem singulären Werth des Ar-

iments der algebraischen Function y (S. 42) entspricht oder für den diese

Tunction unendlich gross wird. Zum Zweck der nachfolgenden Integration

löge diese Linie von endlicher Länge angenommen werden. Einem be-

iebigen Punkte x^ auf der Linie werde der Werth y^ von y zugeordnet, der

iter den n zu ihm gehörigen Werthen willkürlich gewählt werden kann, so

isst sich für die Umgebung des Punktes x^ ein bestimmter der n Werthe

)n y in die Reihe

y = yo+y'<,i.^-^o) + --- = 9{^\«>oyo)

itwickeln. Sind nun . . ., a;^,, ic,, ic^, ... Punkte auf der Linie, von denen

sder in der Umgebung des vorhergehenden und des folgenden Punktes liegt^

gehört vermöge der Gleichung

aj, ein bestimmter Werth y^. Leitet man sodann für die Umgebung von.
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(x^yj die Potenzreihe

her, so sei

y = g{x\x,y,)

di^A^.yi) = 2/2-

Fährt man so fort, so kann man schliesslich jedem Punkte x der Linie einen

"bestimmten Werth von y zuordnen. liegt x z. B. zwischen x^ und a?^, so

erhält man den zugehörigen Werth von y ebensowohl aus der ersten wie aus

der zweiten Potenzreihe ; entsprechend , Avenn der Punkt x zwischen x^ und

x^ liegt, u. s. w. Auch für die beiden Endpunkte der Integrationslinie er-

geben sich hierbei ganz bestimmte Werthe von y.

Der auf diese Weise definirte Werth von y ist, wie leicht zu beweisen,

unabhängig davon, wie auf der Linie die Zwischenpunkte der aufgestellten

Bedingung gemäss gewählt werden. Es sei y == '^{x) derjenige eindeutig be-

stimmte Zweig einer analytischen Function, dessen einzelne Elemente die

Reihen g{x\x^y^)^ g{x\x^y^^ g{x\x^y^, . . . sind , während aus dem Elemente

g{x\x^y^) in gleicher Weise bei Annahme anderer auf der betrachteten Linie

gelegener Zwischenpunkte x[,x[^... durch analytische Fortsetzung y = ^{x)

entstehen möge. Jede der beiden Functionen hat für alle Punkte der Linie

den Charakter einer ganzen Function. Die Übereinstimmung der Werthe

beider Functionen finde nun für alle Punkte der Linie von x^ bis zu einem

bestimmten Punkte | statt, dann stimmen die beiden für die Umgebung von

I gültigen Elemente der Functionen cp(a;) und ^{x)

y == Co+c.(aJ-|) + ---,

y = <+<(ä-^) + ---

für alle Punkte der Linie, die zwischen x^ und | dem letzteren Punkte hin-

reichend nahe liegen, ihren Werthen nach überein, also müssen die Coeffi-

cienten entsprechender Potenzen in den beiden Reihen einander gleich sein.

Ist dies aber der Fall, so findet die Übereinstimmung der Reihen auch noch

über I hinaus statt. Wir haben demnach folgendes Resultat: Nimmt man in

der Ebene der Veränderlichen x irgend eine Linie an, die durch keinen sin-

gulären Punkt hindurchgeht, und fixirt dann zu einem beliebigen in dieser Linie

angenommenen Punkte x^ einen der zugehörigen Werthe y^ von ?/, so giebt

es einen eindeutig bestimmten Zweig einer analytischen Function von x, der
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alle Punkte, welche der angenommenen Linie angehören, einen Werth

ron y darstellt und für x = x^ in y^ übergeht. Weil der Annahme nach

^ch Anfangs- und Endpunkt der Linie nicht singulär sind, so kann man

Jen Punkt x, mit einem von ihnen zusammenfallen lassen.

Es sei nun F(xy) eine beliebige rationale Function des Paares (xy), und

üe Linie in der a;-Ebene werde noch so gewählt, dass F{xy) für keinen ihrer

Punkte uuendlich gross wird, wenn man y gleich der oben definirten Function

i{x) setzt. Dann wird behauptet, dass sich ein ganz bestimmter eindeutiger

üweig ^{x) der Integralfunction J'F{xy)dx definiren lässt, wenn bei der Inte-

ration x diese Linie durchläuft und für y die Werthe (fi{x) gesetzt werden,

'^ir nehmen wieder eine Reihe von Punkten ..., x^, x^, x^, ... auf der Linie

an, dass die Strecke {x^.--xj des Integi-ationsweges ganz in der Um-
gebung von x^ und von x^ liegt, die Strecke {x^...x^) in der Umgebung von

tj und von x^, u. s. w. Für die Punkte jeder einzelnen Strecke ..., {x^...xj,

.Xj),... kann man dann die Function F{x,':f{x)) in eine gewöhnliche

i*otenzreihe entwickeln und zunächst für die Strecke (x^ ... x) eine Reihe

f{x) durch die Gleichung

/ F(x,<f{xy)dx = '^(x)

iefiniren, wo das Integral eine ganz bestimmte Bedeutung hat. Hieraus folgt

<K^i) =/ 'F{x,<f{x))dx.

Tür die nächste Strecke wird nun '^(x) durch die Gleichung

<^{x) = <j-(a;J + fF(x,^{x))dx

erklärt, und es ergiebt sich weiter

H^,) = H^i) + f 'f{x, ^{x))dx.

i'ährt man so fort, so erhält man

'K^r) = / 'f(x, <f{x))dx + f Fix, <f{x))dx ++ r'F(x, 'f{x))dx,

«r-i

Abelache Innctionen. 38
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und wenn der Werth x einem Punkte der (»• + 1)*"' Strecke {x^...x^^^ zuge-

hört, so werde

i^(x) = ^{x,)+ ( F{x,<f{x))dx

gesetzt. Hierdurch wird also eine Function if{x) eindeutig erklärt, die für

jeden Punkt der Linie den Charakter einer ganzen Function hat, in der

Nähe von x^ mit der anfangs definirten Function ij{x) übereinstimmt und für

a; = a;„ verschwindet. Genau wie vorher kann gezeigt werden, dass auch die

Function ^(«) von der Wahl der Zwischenpunkte unabhängig ist. Sind dann

x' und x" zwei beliebige Punkte der gewählten Linie, und ist y = ^{x'\

^" = 9(ä7")> ^*^ wird

/ F(xy)äx - ^{x")-ii{x');
•^(«'2/')

diese Gleichung bedeutet aber nur, dass ein Werth des Integrales links durch

die Differenz rechts gegeben wird.

Wenn also erstens die stetige Folge von Werthen, die x durchläuft,

oder die Integrationslinie, mit den auf S. 295 und 297 festgesetzten Be-

schränkungen gegeben ist, und zweitens der Werth von ?/, der einem beliebig

gewählten Punkte dieser Linie zugeordnet werden soll, fixirt ist, so lässt sich

der Werth des Integrals von F{xy)dx eindeutig definiren.

Um das Integral zu berechnen, kann man im Allgemeinen folgender-

massen verfahren: Man stellt die Integrationslinie im Gebiete der Grösse x

durch eine Gleichung

- X = f\x)

dar, wo t eine reelle Veränderliche, f(z) eine complexe Function bedeutet,

die so zu wählen ist, dass wenn x die Werthe von x^ bis x^ annimmt, x die

Punkte der Integrationslinie von «, bis x^ durchläuft. Dann kann man eine

Function ^(x) bilden, die zu jedem der Linie angehörigen Werthe von x

einen eindeutig bestimmten Werth von y liefert. Durch Einführung von

/"(x) und ^(x) gehe das Differential F{xy)dx in yX'^)dx über. Vermöge der

Gleichung

F{xy)dx = l i{-:)dz
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wird alsdann unser Integral auf das einer Function einer reellen Veränder-

lichen zurückgeführt. Ist z. B. die Integrationslinie gerade, so kann man

[und Xj = 0, "Cj = 1 setzen.

Bilden nicht nur die Punkte x eine geschlossene Linie ,
* sondern kehren

[auch die zugehörigen, eindeutig fixirten Werthe der abhängigen Variablen y

[in sich zurück, wenn jene Linie stetig durchlaufen wird, so wollen wir eine

solche Folge von Paaren {xy) der Kürze wegen als einen Kreis von Werthe-

ipaaren bezeichnen. Das über einen solchen geschlossenen Integrations-

fweg erstreckte Integral heisse ein vollständiges und werde mit jF{xy)dx

[ bezeichnet.

Wir wollen zunächst beweisen, dass die Werthepaare, durch die ein

[solcher Kreis von Paaren bestimmt wird, innerhalb gewisser Grenzen willkür-

llich geändert werden dürfen, ohne dass der Werth des Integrals dadurch

Ibeeinflusst wird. Die Integrationslinie in der Ebene der Grösse x enthalte

[wieder keinen der Werthe von x^ für welche F{xy) unendlich gross wird.

[Für die allgemeinen Untersuchungen ist es zweckmässig und ausreichend, den

jlntegi'ationsweg so zu wählen, dass jene Linie nicht sowohl eine Curve

list, als aus einer endlichen Anzahl geradliniger Strecken besteht. Diese

[Strecken (ic^ ... a;J, (ic, ... a;,), ... mögen der Reihe nach in der Umgebung der

[ Punkte t/j
, ^j ,.. . liegen, denen nicht singulare Argumente der algebraischen

[Function y entsprechen sollen.

Fig. 5.

9i

[Ist der dem Werthe g^ von x zugeordnete Werth h^ von y fixirt, so ist für

jeden anderen Punkt des Integrationsweges der zugehörige Werth von y be-

istimmt. In dem Integi'al jF{xy)dx kommt die Summe

I
F{xy)dx +

I
F{xy)dx

'(«iVi) {«^Vt)

m*
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vor. Jetzt wollen wir uns den gemeinsamen Endpunkt der beiden Strecken

(x^ ... x^) und (a?j . . . x^) bis zu einem Punkte x'^ verschoben denken, der jedoch,

ebenso wie x^, sowohl der Umgebung von g^ wie der von g^ angehören soll.

Der zu X = x gehörende Werth y'^ ist vollständig bestimmt, und es wird

•(42/i) ri^iVi) r{x'iy'i)

F{xy)dx =
1

F{xy)dx +
I

F(xij)dx,/
ferner

Vi) •'(«i2/i) (a;>2/.)

F{xy)äx =
I

F(xy)dx-^l F{xy)dx.
'{XaVa) r^^^iVi) /•(««2/.)

F{xy)dx =
j

F{xy)dx + /

Für die Strecke {x^...oc[) stimmen die Werthe von y überein, die den Punkten

in der Umgebung von g^ und denen in der Umgebung von g^ zugeordnet

sind; daher ist

I
F{xy)dx = —

I
F{xy)dx,

und man erhält

/ F{xy)dx +
I

F{xy)dx =
I

F{xy)dx +
j

F{xy)dx,
^ \x^y{) •^(«»2/j) "^(«lyi) '^W«/;)

d. h. man kann bei der Integration die Stelle {x^y^) durch die Stelle {x'^y[)

ersetzen. Ebenso kann man für alle anderen Strecken verfahren; das Integral

bleibt daher ungeändert, wenn man die Eckpunkte des Polygons, welches

in der Ebene der Variablen x den Integrationsweg darstellt, in der Weise

verschiebt, dass jeder von ihnen innerhalb der beiden Bereiche bleibt, denen

er ursprünglich angehört. Bei der neuen Integration muss indess beachtet

werden, dass für y wieder derjenige eindeutige Zweig dieser algebraischen

Function gesetzt wird, der für x ^ g^ den Werth h^ annimmt.

Vermöge solcher Variationen der Eckpunkte des Polygons kann be-

wirkt werden, dass jeder Eckpunkt nur zwei benachbarten Strecken angehört,

dass also z. B. durch den Punkt x^ kein anderes Stück der Integrations-

linie hindurchgeht als die beiden Strecken {x^...xj und {x^...x^). Einem

Theile der Linie, die x bei der Integration durchläuft, kann man etwa die

in der Figur 6 angedeutete Gestalt geben, wenn ursprünglich die beiden ein-

ander parallel gezeichneten Strecken in eine und dieselbe gerade Linie fielen
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Fig. 6.

301

Wir unterscheiden einfache und zusammengesetzte Integrations-

'ege, und zwar soll unter einem einfachen ein solcher verstanden werden^

1er durch keine Stelle mehr als einmal hindurchgeht, wobei wir von einem

selbstschnitt nur dann sprechen, wenn an einer bestimmten Stelle des Inte-

rationsweges nicht nur zwei Werthe von x, sondern auch die zugehörigen

i^erthe von y zusammenfallen. Der einfachste Fall ist der, dass schon die

!iinie, welche die unabhängige Variable x bei der Integration durchläuft,

bich selbst nicht schneidet; denn dann fallen sicher keine zwei Paare (xij)

les Integrationsweges zusammen. Schneidet dagegen jene Linie sich selbst,

Ig findet trotzdem kein Selbstschnitt des Integrationsweges statt, wenn dem

Schnittpunkte, betrachtet als den beiden sich schneidenden Strecken ange-

prig, verschiedene Werthe von y entsprechen. Jedenfalls kann nach dem
resagten angenommen werden, dass der Schnittpunkt immer innerhalb einer

Strecke der «-Linie, nicht in einem ihrer Eckpunkte liegt.

Ein Integrationsweg, in welchem ein und dasselbe Werthepaar (xy)

lehrmals wiederkehrt, heisst zusammengesetzt; es soll gezeigt werden, dass

bin solcher für die Integration in eine Reihe einfacher zerlegt werden kann.

)ie Linie im Gebiete der Grösse x sei dargestellt durch (x^ . . . x^ . . . x^^ . . . x ...

ff-ccj (Fig. 7); die Strecke {x^...xj werde von der Strecke (x^.-.xj in

binem Punkte | geschnitten, dem für beide Strecken der Werth tq von y zu-

rehören möge. Wenn man nun die Integration auf folgendem Wege ausführt:

(|r,) ... {x^yj ...{x,y,) ...{x,y,) ... (|t,),

(|r,) ...{x^y^),

steht in der zweiten Zeile ein Kreis von Paaren, welcher einen einfachen

beschlossenen Integiationsweg bildet; die erste und dritte Reihe zusammen
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Fig. 7.

geben ebenfalls einen solchen Kreis. Das über den zusammengesetzten

Integrationsweg ausgedehnte vollständige Integral zerfällt hiernach in zwei

Integrale derselben Art, die über einfache Integrationswege erstreckt werden.

Pinden mehrere Durchkreuzungen statt, so fasst man zuerst eine beliebige

von ihnen in's Auge und zerlegt den Integrationsweg in zwei, die in

dieser Stelle zusammenhängen. Diese beiden, in denen die übrigen Selbst-

schnitte stattfinden, zerlegt man dann von Neuem und fährt damit so lange

fort, bis man nur noch einfache Integrationswege hat. Die Summe der

über diese Wege erstreckten vollständigen Integi-ale ist dann stets gleich dem

ursprünglichen, über den zusammengesetzten Integrationsweg genommenen.

Die wichtige Frage, ob das Integi'al einer rationalen Function des Paares

{xy) selbst rational ist, lässt sich mit Hülfe der Formel auf S. 264 entscheiden, >

die jedes Integral auf Integrale erster, zweiter, dritter Art und einen alge- '

braischen Theil zurückzuführen erlaubte (S. 265); wir wollen aber jetzt noch

ein zweites Kriterium hierfür herleiten, das des Verschwindens sämmtlicher

vollständigen Integi-ale.

Am Schlüsse des ersten Abschnitts (S. 244— 246) ist nämlich Folgendes

bewiesen worden: Wenn eine Grösse s für jedes Werthepaar {xy) eines alge-

braischen Gebildes eindeutig bestimmt ist und bei Einsetzung eines Functionen-

paares (x^y^) für (xy) sich als Potenzreihe von t darstellen lässt, die negative

Potenzen nur in endlicher Anzahl und nur in der Umgebung einer endlichen

Anzahl von Stellen enthält, so ist s eine rationale Function des Paares (xy).

Es sei nun

F(xy)dx',

.2/0)naJo2
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so ändert sich z bei jeder Änderung des Integrationsweges, aber bei Fest-

haltung der Grenzen, um ein vollständiges Integral. Sind nun, wie voraus-

gesetzt werden soll, alle diese Integrale gleich Null, so ist z seinem Werthe

nach vom Integrationswege unabhängig und folglich eine eindeutige Function

des Paares (xij). Nach Einführung eines Elementes (x^y^), dessen Mittelpunkt

die Stelle (ab) sei, wird

Bei der Entwickelung des Ausdruckes rechts nach Potenzen von t können

niu- für eine endliche Anzahl Stellen {ah) negative Potenzen vorkommen, aber

ädenfalls nie t~\ Denn sonst würde in der Reihe, welche z in der Um-
rebung von {ah) darstellt, ein logarithmisches Glied auftreten, und z würde

teine eindeutige Function sein. Demnach kann auch z als Potenzreihe von

dargestellt werden, und zwar enthält diese negative Potenzen blos für eine

bndliche Zahl von Stellen (a&), und nur in endlicher Anzahl. Daher ist z

lach dem oben citirten Satze eine rationale Function des Paares {xy)^ und

''{xy) die Ableitung dieser rationalen Function.

Da sich ein zusammengesetzter Integrationsweg in einfache zerlegen lässt,,

genügt es für die Gültigkeit des eben bewiesenen Satzes, wenn alle voll-

tändigen Integrale verschwinden, die über einfache Wege erstreckt werden.

Ist die zu integrirende Function, vsde die Function H{xy,x'y'), eine

itionale Function zweier Werthepaare {xy) und {x'y'), so müssen die Va-

bablen x,y so beschränkt werden, dass diese Function F{xy,x'y') an keiner

Stelle {x'y'), die dem Integrationswege des Integrula fF{xy,x'y')dx' angehört,^

lendlich gross wird. Eine solche Beschränkung ist ausdrücklich einzuführen,

^eil die Unendlichkeitsstellen der Function F{xy,x'y'), als Function des

Paares {x'y') betrachtet, im Allgemeinen auch von {xy) abhängen. Durch

las Integral

r(a'b')

I
F{xy,x'y')dx'

-^(ab)

rd dann eine mit Ausnahme einzelner Stellen stetige Function des Paares

ty) definirt.
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Die Function Q{xy).

Um nunmehr im Besonderen die Abelschen Integrale erster und zweiter

Art zu untersuchen, kehren wir zu der Formel (S. 254) zurück:

A Eixy, xY) -^ Hix'y', xy) =
J^

{

H'{xy\ H{x'y\-H{xy\ H\x'y'U.

Es seien {oc^y^) und {x^y^) zwei nicht singulare Werthepaare, die demselben

Elemente des gegebenen algebraischen Gebildes angehören. Man kann dann

von {oo^y^) bis {x^y^ auf einem Wege integriren, der durch keine der Stellen

{xy)^ («o^o)> (^i^i)) ••• (^ ^ ) hindm-chgeht, und erhält

+ i:\S'{xy), H{x'y')Jx'-H{xy\j R'{x'y\dx'[

Dabei ist angenommen, dass

-^S{xy, x'y')äx' ^ -^ E{xy,xy)äx

ist. Um dies zu beweisen, nehmen wir eine nicht singulare Stelle {x-\-u,y-\rv)

so nahe bei {xy) an, dass sie nicht auf dem IntegTationswege liegt, und ent-

wickeln die Function

H{xJru y + v,x'y')

nach Potenzen von u und v. Da nun v, wenn f{x,y)^ nicht Null ist, sich

vermöge der Gleichung f(x, y) = des algebraischen Gebildes nach Potenzen

-T- /
E{xy,x'y') dx' = E{x^ Vu^v)- -^(«0 2/o . «2/)
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Fon u entwickeln lässt, so kann man H{x + u y + v,x'y') als Potenzreihe von

in folgender Weise darstellen:

H(x + u y + v,x'y') = H(xy, x'y') + u-^H{xy,x'y') + ---

•

Hiernach ist auch

I
H{x + u y + v,x'y)dx'—

I
H{xy,x'y')dx' = u 1 -^ H{xy,x'y')dx'+;

es lässt sich also die Differenz links nach Potenzen von u entwickeln. Der

Definition des Differentialquotienten gemäss ist dabei der Coefficient von u

gleich

dx f
i^iVi)

H{xy,x'y')dx',

md es wird daher, wie behauptet,

dx I
E{xy, xy)dx' = 1 -j- H{xy , x'y') dx'.

(.«^oVo) i^oVo)

Die auf v. S. gefundene Formel gilt indess auch in demselben Umfange

ie die, aus der sie hergeleitet ist (S. 254). Setzen wir

/
(«ij/i)

E{xy,x'y')dx' = ü{xy\x,y^,x^y,),

(«oJ^o)

Bo lehrt sie, dass diese Function, nach x differentiirt , eine rationale Function

ies Paares {xy) liefert. Nach Fixirung des Integrationsweges ist ^{xy'^ x y ,x y)
bindeutig definirt für alle Stellen (xy) mit Ausnahme derjenigen, die auf dem
itegrationswege liegen; wir werden ihr aber später auch für diese eine Be-

ieutung beilegen können.

Nimmt man einen bestimmten Kreis von nicht singulären Werthepaaren

[!^o2/o)f (-^i?/,)) ••• (^r2/r)) (^0%) ^^^ -^^* ^^i ^^^^ immer zwei aufeinander folgende

Stellen einem und demselben Elemente des algebraischen Gebildes angehören,

ko kann man für je zwei .benachbarte Stellen eine der gefundenen entsprechende

rleichung bilden. Durch Addition sämmtlicher Gleichungen erhält man dann

fcuf der linken Seite die Ableitung nach x eines vollständigen Integrals

fH{xy,x'y')dx',

Abelich« Fanctionen. 39
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welches mit

Q(xy)

bezeichnet werden möge. Diese Function Q(xy) ist alsdann eindeutig be-

stimmt für alle Werthepaare (xy) mit Ausnahme derer, die {x'y') bei der

Integration durchläuft. Sollte der Integrationsweg, der zu ihrer Definition

dient, zusammengesetzt sein, so lässt sie sich stets darstellen als eine Summe
ähnlicher Functionen, welche durch einfache Integrationswege bestimmt werden,

und es genügt demnach, Functionen Q{xy) der letzteren Art zu betrachten,

wodurch die Untersuchung sich wesentlich vereinfacht.

Setzen wir

jH{x'y\dx' = 2«>„,
- (a = l,2,...e)

fH'{x'y\äx' = 27,„,

wobei sich die Integration über irgend einen geschlossenen "Weg erstreckt, so

nennen wir 2(0^, 2(ü^, ... 2a> ein System simultaner Perioden der g Inte-

grale erster Art und 27]^, 27]^, . .. 2yj ein solches der Integrale zweiter Art.

Wird nun der geschlossene Weg so wie vorher für das Integral

jH{xy,x'y')dx'

gewählt, so folgt

^^ = M2<naS'i^y).-2ri.II{xyU,

d. h. auch das mit Q{xy) bezeichnete vollständige Integral hat die Eigen-

schaft, nach X differentiirt eine rationale Function des Paares (xy) zu liefern,

und zwar ist diese ein lineares Aggregat der 2p Functionen H(xy\ und

H'{xy\.

Wählen wir einen von dem eben betrachteten verschiedenen geschlossenen

Integrationsweg, so erhalten wir eine andere Function Q{xy), und es können

auch ü)^ und y)^ andere Werthe annehmen. Bei Fixirung von 2 p verschiedenen

Integrationswegen ergeben sich 2p Functionen Q{xy) und 2p Periodensysteme

2^„, 2ri„, (a=l,2,...e)

für welche Gleichungen von der Art der vorher gefundenen bestehen; und

wenn es gelingt, jene Integrationswege so zu wählen, dass die Determinante

der Grössen u)^ und tj^ von Null verschieden ist, so können wir aus diesen
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Jleichungen die Functionen II{xy\ und H'{xy)^ in der Form:

i

dü{xy)

307

S{xy)„
so

dx

rrv ^ -^ .
dQ(xy)

S\xy), =.SCaA—^^
(a = l,2,...e)

i=l
r

ierechnen. Es wird sich zeigen, dass die Perioden jedes Integrals /"

—

^^dx
iur Vielfache von 2iri sind, und dass daher sämmtliche Perioden des Integrales

fE{xyUx=^^c^,f^^dx

lus den Grössen c^^ und ähnlich die Perioden des Integrals jH\xy)^dx aus

^en Grössen c'^^ sich homogen und linear zusammensetzen lassen.

Die Function

Q{xy) =fH{xy,x'y')dx'

latte eine Bedeutung für alle Stellen (xy), die nicht dem Integrationswege

tingehören. Auf dem Wege, den x' bei der Integration durchläuft, und der

iurch die Linie (x^... x^ ... x^ ... x^... x^... xj repräsentirt sein möge, z. B.

iuf der Strecke (x^...Xg), werde nun ein Punkt x^ angenommen, zu welchem

ler Werth y^ von y gehöre; es fragt sich, ob von einem Werthe der Function

\(xy) noch die Rede sein kann, wenn die Stelle (xy) mit der Stelle (x^y^)

isammenfällt.

Fig. 8.

Um einen bestimmten Fall in's Auge zu fassen, setzen wir voraus, x

liege auf der positiven Seite von (a;, . . . xj. Dann nehmen wir auf der Strecke

(Xj^-.-X^) in hinreichender Nähe von ir„ zwei Punkte, | und |j, vor und
39*

I
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hinter x^ an, und ferner auf der negativen Seite von {x^...x^) einen Punkt

x[ so nahe bei x^, dass für die betrachtete Stelle {xy) die ursprüngliche

Integrationslinie nach dem auf S. 300 bewiesenen Satze durch die Linie

[x^ ... x^ ...%... x[ ... i,^ ... x^ ... x^ ... x^ ... x^) ersetzt werden kann. Den Punkten

I, Ij, a;„, a;^ mögen für den Integrationsweg die Werthe ^ , t), , «/„ ,
^„' von y zu-

gehören. Das über den neuen Integrationsweg sich erstreckende vollständige

lüXegtai jH{xy.iX'y')dx' soll mit Q^{xy) bezeichnet werden. Dann ist also

Q{xy) ^ Hixy,x'y')dx'+ H{xy,x'y')dx',

ri.<y'<,) /•(iili) '/«(gl)

^xi^y) = I
I^i^y> x'y')dx' + / H{xy, x'y')dx' + / H{xy, x'y')dx'.

In beiden Gleichungen ist das mit einem Accent versehene Integral über die

gebrochene Linie (^^ . . . x^ . . . x^ . . . x^ . . . x^ . . . x^ . . . l) zu erstrecken. Hieraus

».folgt weiter

riKy'o) /'(liii) /•(ii)
Q^{xy) — Q'{xy) = 1 H{xy, x'y'jdx' +

f
H{xy, x'y')dx' +

f
H{xy,x'y')dx'.

Auf Grund dieser Formel, in welcher rechts über den Umfang des Dreiecks

(I ... a;J ... I,) integrirt wird, ist leicht zu zeigen, dass die beiden Functionen

ü{xy) und ü^{xy) für alle Punkte, die ausserhalb des Dreiecks (| . .. a?^' . .. IJ

liegen, ihrem Werthe nach übereinstimmen. Es ist früher (S. 85, (111,1)) die

Formel

dx 1
B{xtyt,x^y^)-^ = :^3^ + ^(^t)

aufgestellt worden, wo in '^(t, x) nur positive Potenzen von t vorkommen.

Betrachten wir nun das Element, dessen Mittelpunkt die Stelle (x^y^) ist, so

können wir, wenn f{x^y„\ nicht NuU ist,

setzen, und erhalten

n{xy,x'y')dx' = \^-^^--^ + '^{x-x„x'-x,)]^dx'.

Integriren wir über den Weg (| . . . a;^ . . . Sj . . . |), so wird das Integral der
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I Potenzreihe gleich Null, und das Integral

dx'

I X —X

[ebenfalls, da der singulare Punkt ic nicht innerhalb des Dreiecks {i, ... x[...i,^

liegt (S. 285). Daher kann für alle Punkte, die ausserhalb dieses Dreiecks

Üegen, der Integrationsweg (|...|j) durch (| ... a?^ ... gj ersetzt werden, oder

iie Werthe der Functionen Q{xy) und Q^{xy) stimmen, wie behauptet, für

ille solche Stellen überein. Verschwindet f{x^yj,, aber nicht f{x^y^) , so

tann man sich von dieser Übereinstimmung dadurch überzeugen, dass man
= y— y^i T = y'—y^ setzt und die Relation (S. 73)

dx' dy'

a^'y'X
~

fbenutzt. -

Die Function Q(xy) verliert ihre Bedeutung, wenn x mit x^ und y mit

zusammenfällt, aber die Function Q^{xy) hat für die Stelle (x^y„) einen

^anz bestimmten Sinn. Nähert sich nun der Punkt x von der positiven

Seite her dem Punkte x^ und der zugehörige Werth y dem Werthe y , so

iefiniren wir als den Werth der Function Q{xy) für die Stelle (x^y^) den

^erth 2j(ic„^J, denn die beiden Functionen Q{x^yJ und ö, («„«/„) stimmten

m allen Stellen (xy) mit Ausnahme derer, bei denen x dem Dreieck

.x'^...^J angehört, überein. Dieser Werth möge mit

)ezeichnet werden. Das Entwickelte bleibt in ganz analoger Weise bestehen,

renn der Punkt x sich dem Punkte x^ von der negativen Seite her nähert,

[an definirt alsdann eine Function Q^{xy) mittels der Integrationslinie

liCj ... a;, ... I ... a;^' ... I, ...«,... tc^ ... iCj ... a?j) , wo x'^ jetzt auf der positiven

Seite von (a;, . . . ic,) liegt. Ist

ier Werth dieser Function für die Stelle {x^yj, so setzen wir Q{x^y^) = Q(x^yJ.

Man sieht sofort, dass die Functionen Q{xy) und Q{xy) sich längs

ies Integrationsweges stetig ändern und dass sie dieselbe Ableitung haben

ie Q{xy). Es ist aber noch zu untersuchen, ob und wie die Werthe der

»eiden Functionen für dieselbe Stelle sich unterscheiden. Nach der Definition
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haben wir

+ riKy'o) /•(liii) '/"(ii)

"K^o) = /
E{x,y„xy)dx'+ H{x^y„x'y')dx'+ l H{x^y„x'y')dx',

•'(ll) *^W3/i) ''{^.ru)

fi<y") raim) 'ri^n)

ß(«o2/o) ==
/

H{x,y„x'y')dx'+ H{xly^,x'y')dx' + l H{x,y„x'y')dx',

mithin ist

"(^oyo)-"(^o2/o) =^ / H(x^y^,x'y')dx'+
I

H{x^y^,x'y')dx'

•^a-n) -^Ky'o)

+
f

H(x^ 2/0 1 ^y ) <^^' + / ^(^0 Vo ,
^'y') äx'

das Integral ausgedehnt über den Umfang des Vierecks (| . . . ic^ . . . 1^ . . . a?" . . . |)

(Fig. 9).

Fig. 9.

4
Die Potenzreihe giebt integrirt Null, da sie nur positive Potenzen enthält,

dagegen wird jetzt (S. 294)

f äx' „ .

I —7 = 27I^,
J 00'-x^

und es folgt mithin

"(«o2/o)-ö(«o«/o) = 2iri.

Die Function ^{xy) hat also auch für die Stellen des Integrationsweges

eine Bedeutung gewonnen; aber sie nimmt zwei verschiedene Werthe an, je

nachdem der Punkt x sich dem auf der Integrationslinie gelegenen Punkte x

von der einen oder der anderen Seite her nähert. Die beiden Werthe sind,

wie beim Logarithmus, durch die constante Grösse iTzi unterschieden.

Integrirt man die Formel

^^ = i \2^.H'{xy)^~2r,^H{xy\\
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ewischen den Grenzen (x^yj und (a^„+, ?/„+,), so ergiebt sich, wenn der Inte-

rationsweg den ursprünglichen, mittels dessen die Function Q{xy) definirt

rar, nirgends schneidet,

, „, ,
e ( /•(«n+lJ/n+l) /•(«n+iyn+l)

Ö (a;„+, y„+.)- Ö (a^„ 2/J = S 2 «)„
/

5'(«2/)« äx-2r^J H{xy\ dx •

''ührt man solche Integrationen zwischen je zwei aufeinander folgenden Eck-

)unkten eines geschlossenen, geradlinig -gebrochenen Integrationsweges aus

id addirt die entstehenden Gleichungen, so erhält man auf der linken Seite

füll, und es folgt mithin, wenn to^ und ^^ für den neuen Kreis dieselbe

Jedeutung haben wie w^ und t)^ für den alten,

e _
S (lo">«-">„iriJ == 0.

)iese Relation besteht also zwischen den 4p durch zwei geschlossene Inte-

rationswege bestimmten Perioden 2ü)^, 2(o^ und 2t(]„, 2^^ der Integrale erster

md zweiter Art, wenn die beiden Integrationswege keine Stelle gemein haben.

Es coincidire nun der zweite geschlossene Integrationsweg an irgend einer

Jtelle (iP<,«/„) mit dem ersten, d. h. es mögen für diese Stelle die Werthe von

und die zugehörigen Werthe von y für beide Wege übereinstimmen. Wir
tonnen nach dem oben (S. 300) Entwickelten annehmen, dass die beiden

Linien sich nicht in einer Ecke, sondern innerhalb einer Strecke treffen;

ienn wäre dies nicht von vornherein der Fall, so würden wir es doch immer

lurch Variation des einen Integrationsweges bewirken können. Wenn, wie

annehmen wollen, der Punkt x^ der zweiten Integrationslinie auf der

legativen, der Punkt x^_^^ auf der positiven Seite der Strecke {x'^ • • x'^+^) der

ersten Integrationslinie liegt (S. 288), so sagen wir, die Strecke {x^ x^_^_^)

gehneide die Strecke {x'^ . • x'^_^^) in positivem Sinne (Fig. 10). Es handelt
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sich dann um die Berechnung des Integrals

/
[p^n Vn }

-dx.

Nimmt man auf der negativen Seite von (^^••'^m+i) eii^^n Punkt |, auf der

positiven Seite einen Punkt |j so an, dass diese Punkte der Strecke (^„...x^^J

angehören, und sind den Werthen | und |j von x die Werthe t] und Vj^ von

y zugeordnet, so hat man die Grenzwerthe aufzusuchen, welche die Integrale

f''''^^ä. und r^^"-^-^i^,,

annehmen, wenn | und |j sich dem Durchkreuzungspunkte unbegrenzt nähern.

Diese Werthe sind

J d^
^ ß(«»+i2/n+i)-ß(^«2/J-2^».

Es wird also

'(a'»+x2/«+i)(^ß(a;«/)

Die Integrale, die aus der rechten Seite der Formel

entspringen, nämlich

/•(«fl+i2/n+i) /'(a;n+l2/n+i)

/ H'{xy)adx und / B.{xy)

werden durch das Vorhandensein der Durchkreuzungsstelle nicht beeinflusst.

Wenn die Durchkreuzung in negativem Sinne stattfände, so würde nur

+ 2%% an Stelle von — 2Tzi zu setzen sein. Man hat daher allgemein

fi K+1 Vn+t)
- Ö (a;« 2/„) = S 2 ü)„ / H'(xy)^ dx-2T,„ Hixy)„dx) + 2b„v: i,

wo e^ gleich +1, gleich —1 oder gleich ist, je nachdem der Weg

((^«^») ••• (*n+i2/n+i)) ^^^ geschlossenen Integrationsweg, mit dessen Hülfe Q{xy)

definirt worden ist, in positivem Sinne, in negativem Sinne oder gar nicht
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schneidet. Bestimmt man nun die Zahl e^ für jede Durchkreuzung der

beiden geschlossenen Integi-ationswege und setzt

2e„ = e,

SO erhält man durch Ausführung der Integration

2(2(1)«. 27i„-2r,„.2w„) + 2s7ri =
a

oder

4, _ ._ ZTzi

a = i ^

Man sieht sofort, dass diese Gleichung, die Verallgemeinerung einer aus der

'Theorie der elliptischen Functionen bekannten Relation, bei richtiger Be-

Btimmimg des Werthes von e auch für zusammengesetzte Integrationswege

lt. Man hat dann die beiden Wege in ihre einfachen Bestandtheile zu

zerlegen, jeden Theil des ersten mit dem in Betracht kommenden Theüe des

zweiten zusammenzustellen, für jede solche Combination die Zahlen e^^ zu be-

istimmen und die Summe dieser Zahlen gleich e zu setzen.

Aus der Function Q(xy), die für die Stellen des Integrationsweges selbst

fnicht eindeutig definirt ist, kann man nun eine allenthalben eindeutige

IFunction des Paares (xy) dadurch herstellen, dass man

[setzt. Denn dann fällt die Unbestimmtheit weg, die bei der Function Q(xy)

der Möglichkeit der Addition von ± 2-Ki ihren Grund hat. Die Function

't(xy) hat für alle Stellen (zy) mit Ausnahme der Stellen («,&,),••• («„&„)

Iden Charakter einer ganzen Function. Es ist nämlich

setzt man nun für (xy) irgend ein Functionenpaar (x^y^) ein, so folgt

Nun ist für jedes Element des Gebildes (S. 86)

Abelflche Functionen. 40
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•und ferner (S. 257), wenn (x^y^) die Umgebung irgend einer Stelle mit Aus-

nahme von («„6„) darstellt,

Daraus folgt durch Integration

\ogE{x,y,) = ^,(0,

und endlich

Eix.i,,) = E(l + tm)),

wo E eine Constante bezeichnet. In der Umgebung jeder von («,6,), ... («„&„)

verschiedenen Stelle hat also JE(xp) den Charakter einer ganzen Function.

Sie hat für jede solche Stelle einen endlichen und von Null verschiedenen

Werth.

Für die Umgebung einer Stelle (a^b^) hat man dagegen (S. 257)

Hieraus folgt

logE{xJj,) = 2«)„r' + ^„(0,

E{xJ,) = Ey-'""'"\l + t^^it)\ (.= 1,2,...,).

Diese Formel zeigt den Unterschied im Verhalten der Function E{xy) gegen-

über einer Function, die überall im Endlichen den Charakter einer rationalen

Function hat.

Da H{a^b^,x'y') identisch, d. h. für jedes Werthsystem (x'y'), gleich Null

ist, so wird

fi(a„6J = fHia,b„ x'y')dx' = 0,

mithin

Hiermit ist die Natur der eindeutigen transcendenten Function E{xy)

vollständig bestimmt.

Wenn log £(««/) mit Q{xy) übereinstimmen soll, so ist der Werth des Lo-

garithmus so zu wählen, dass er an der Stelle («„&„) verschwindet (vgl. Kap. 18).
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Es ist nun zunächst zu zeigen, dass diese JS-Functionen, mithin auch die

Functionen Q{ori/), nicht etwa sämmtlich Constanten sind. Wir gehen wieder

von der. Formel (S. 313) aus

dlogEjxy)

dx
= S!2">«^'(a;y)«-2r,„If(a;2/)„|-

Wenn p = ist, so sind die Functionen H{xy\ und H'{xy\ sämmtlich

identisch gleich Null (S. 277), und die ^-Functionen werden gleich 1; aber

diesen Fall haben wir ein für alle Mal ausgeschlossen. Wären nun für

p > die Functionen E{xy) sämmtlich constant, so müsste stets

dlogE{xy) ^ ^
dx

sein, und dazu ist erforderlich, dass für jede Wahl des Integrationsweges alle

Perioden 2u)^ und 2yj^ verschwinden. Nun lehrt der auf S. 302—303 be-

wiesene Satz , dass wenn die vollständigen Integrale

2co„ = fH(xy\dx'

für alle Integrationswege gleich Null wären, das Integral J'H{x'y'\dx' eine

rationale Function von (x'y') sein müsste. Dies ist aber nicht möglich, da

eine rationale Function immer an einer oder mehreren Stellen unendlich

gross werden muss. Wenn ferner alle vollständigen Integrale

2rj„ = jH\x'y\dx'

verschwänden, so müsste jH'{x'y'\dx' rational sein, was nicht stattfinden kann,

weil dieses Integral nur an der Stelle (a„i„) von der ersten Ordnung un-

endlich wird (S. 259), während eine rationale Function von dieser Eigen-

schaft nicht existirt. Demnach giebt es geschlossene IntegTationswege , die

für \o^E{xy) keine Constante, für E{xy) also eine wh-kliche Function er-

geben.

Durch passende Wahl von 2 p verschiedenen geschlossenen Integrations-

wegen hatten wir uns 2q Functionen ^{xy) (A = 1, 2, . . . 2p) gebildet gedacht,

durch die wir die Functionen H{xy\ und H'{xy\ in der Form

S{xy),
i=i dx

S'{xy)„
,^''''~'lx~

(a = l,2,...p)

40"
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darstellen konnten (S. 307). Setzen wir nun

Q(xy) i,, y,

e ^ "' = E{xy), a = i,2,...2e)

so entstellen 2p jß- Functionen, durch deren Logarithmen sich demnach die

If-Functionen in folgender Weise ausdrücken lassen:

Die Integrale der ff- Functionen stellen sich dann als lineare Aggregate von

Logarithmen der iJ-Functionen dar, die selbst eindeutige Functionen des

Paares (xy) sind.



Sechzehntes Kapitel.

'Die Perioden der Abelschen Integrale erster und zweiter Art.

Wir hatten früher (S. 288) rein arithmetisch definirt, was es heisst, ein

ikt x^ liegt auf der positiven oder negativen Seite einer geraden Linie

x)] es sollten nämlich diese beiden Seiten nach dem positiven oder

Bgativen Vorzeichen der zweiten Coordinate des Quotienten

a;,— a;,

bn einander unterschieden werden. Diesen Begriff müssen wir jetzt in ge-

isser Weise auf eine gebrochene linie übertragen. Zunächst ist leicht zu

jjhen, dass die Quotienten

3C. ~~~ Ji'a -1 w* «^o
und

X^ Xn

it dem vorhergehenden in dem Zeichen ihrer zweiten Coordinate über-

istimmen; wenn also x^ auf der positiven Seite von {x^...x^) liegt, so liegt

ich x^ auf der positiven Seite von {x^..-x^) und x^ auf der von (a;, ...a;J,

id wir sagen dann, dass die Punkte x^^ x^^ x^ in positiver Ordnung auf ein-

ider folgen. Alsdann liegen auch sämmtliche Punkte des Winkels {x^x^x^)

der positiven Seite beider Geraden {x^...x^ und {x^...x^y^ sie soUen als

der positiven Seite der gebrochenen Linie {x^... x^.. . x^) liegend bezeichnet

werden. Nimmt man eine Reihe von Punkten «^, tr^, ... hinzu, die diesem

Winkel angehören, in positiver Ordnung auf einander folgen und zu dem

Punkte x^ zurückführen, und verbindet sie der Reihe nach, den letzten mit

Ä,, durch gerade Linien, so liegen sämmtliche Punkte des Innern des so er-

haltenen Polygons auf der positiven Seite von dessen Begrenzungslinie.
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Ganz entsprechend verhält es sich, wenn die Eckpunkte eines so con-

struirten Polygons in negativem Sinne auf einander folgen: immer kann man,

wenn man eine bestimmte Folge für sämmtliche Ecken fixirt hat, die Punkte

im Innern des Polygons durch ein Vorzeichen von den ausserhalb gelegenen

Pu.nkten unterscheiden.

Nun seien K und K' zwei geschlossene Integrationswege, die wenigstens

eine Stelle gemein haben; die Integrationslinien in der Ebene der Veränder-

lichen X seien Polygone der eben gekennzeichneten Beschaffenheit. Wir

denken uns beide Linien so durchlaufen, dass ihre Eckpunkte in positiver

Ordnung auf einander folgen, das Innere jedes der beiden Polygone demnach

auf der positiven Seite der Integrationslinie liegt. Dann sagen wir, der

zweite Integrationsweg K' durchkreuze in einer bestimmten der ge-

meinsamen Stellen den ersten Weg K in positivem oder in negativem

Sinne, je nachdem die zweite iC-Linie die erste in dem jener Stelle ent-

sprechenden Punkt in der Eichtung von aussen nach innen oder in umge-

kehrter Eichtung schneidet. Wenn daher an der betrachteten Stelle der

Integrationsweg K von K' in positivem Sinne durchkreuzt wird, so durch-

kreuzt dort K den Weg K' in negativem Sinne.

Im Nachstehenden wird es sich hauptsächlich darum handeln, q Paare

geschlossener Integrationswege K^, K[, K^, K'^] . . . K^, K'^ so auszuwählen, dass

der Weg K'^ den Weg K^ einmal in positivem Sinne durchkreuzt, während

sich die Integrationswege verschiedener Paare niemals schneiden. Für diesen

Zweck ist noch Folgendes zu bemerken. i

Es ist früher (S. 299— 300) bewiesen worden, dass man, ohne den Werth I

eines vollständigen Integrals zu ändern, den Integrationsweg in mannigfaltiger

Weise variiren kann. Unter diesen Variationen ist besonders diejenige be-

merkenswerth, durch welche die neue «-Linie der ursprünglichen aequidistant

oder, wie man auch sagen kann, parallel wird. Ist (x^. . . x^ . .. x^.. . x^. .. xj

(Fig. 11) die ursprüngliche «-Linie, so kann man die neue in folgender

Weise construiren: Man halbirt sämmtliche Winkel des Polygons und nimmt

auf der ersten Halbirungslinie in der Nähe des Punktes x^ auf der positiven

oder negativen Seite der Integrationslinie einen Punkt x[ an, zieht von diesem

Pimkte eine Parallele zu («,... «J bis zum Durchschnitt mit der zweiten

Halbirungslinie in x'^, und fährt so fort, wie in der Figur angedeutet ist.
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Ist der Kreis von Paaren ein einfacher, so kann der Kreis, welcher

einer solchen Variation dei; «-Linie entspricht, jenen niemals durchkreuzen.

Fig. 11.

^enn eine Durchkreuzung könnte jedenfalls nur dann stattfinden, wenn die

rsprüngliche a;- Linie sich selbst schneidet; dies geschehe im Punkte |,

Reicher den Strecken {x^ • x^) und {x^...xj angehört (Fig. 12). Die Punkte,

denen die neue ic -Linie diese Strecken schneidet, seien £ und £ . Zu £

kögen die Werthe \ und 7)'^ von y gehören, je nachdem dieser Punkt als

er Strecke (x^ . . . xj oder als der Strecke {x[... x'J angehörig betrachtet

rd; es fragt sich, ob yj^ = tj^ sein kann. Da der ursprüngliche Kreis ein

ifacher ist, so gehören zu dem Punkte |, als Punkt der beiden Strecken

Fig. 12.

..a;,) und {x^...xj aufgefasst, zwei verschiedene Werthe t] und rj' von y.

ist auf der Linie (x^--- x^) unendlich wenig von | entfernt , also ist auch

7]j unendlich wenig von tj verschieden ; da femer die Linie {x'^.-- x[) in un-

endlich kleinem Abstände der Linie {x^...x^) parallel läuft, so ist die Stelle

i^i\) unendlich wenig von der Stelle (Iiq'), d. h. yj^ unendlich wenig von irj'
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Terschieden. Weil sich nun der Annahme nach tj und yj' um eine endliche

Grösse unterscheiden, so haben auch tj^ und rj^ eine endliche Differenz; es

findet daher für den Punkt 1^ keine Durchkreuzung statt. Genau ebenso

-wird bewiesen, dass auch für den Punkt 1^ keine Durchkreuzung der beiden

parallelen Integrationswege vorhanden ist.

Es ist nun leicht, einen einfachen Kreis von Paaren zu construiren, der

mit einem gegebenen, ebenfalls einfachen Kreise nur eine einzige Durch-

kreuzungsstelle gemein hat. Um die Untersuchung durchzuführen, setzen wir

i: !
2 ">« H\xy\- 2 ri„ H{xy\ \

= F{xy)

,

a = l

wo die Perioden 2(u^, 27)^ mittels des gegebenen Kreises von Paaren be-

rechnet werden sollen, und beweisen zunächst, dass nicht sämmtliche voll-

ständigen Integrale

jF(xy) dx

gleich Null sein können. Denn wäre dies der Fall, so müsste nach dem

auf S. 302— 303 bewiesenen Satze das Integi-al fF{xy)dx sich als rationale

Function des Paares (xy) darstellen lassen. Aus dem Ausdrucke von F(xy)

sieht man aber, dass dieses Integral nur an den q Stellen («„&„) von der ersten

Ordnung unendlich werden kann, und da eine rationale Function von dieser

Beschaffenheit nicht existirt, so muss es unbedingt einen zweiten einfachen

Kreis geben, für welchen in der Gleichung (S. 313)

jF{xy)dx = S(2"'a-2il„-27)„.2(ö„) =--2zT:i
a

die Zahl e von Null verschieden ist. Dabei ist

2m^ = fH{xy)„dx, 2rt„ = fH'(xy)^dx,

die Integrale auf den zweiten Weg bezogen, und es bedeutet e die Anzahl

der Durchkreuzungen des zweiten Kreises mit dem ersten, jede mit ihrem

Vorzeichen gerechnet. Es muss also einen Kreis geben, der den ersten über-

haupt nur einmal oder sonst mindestens zweimal hinter einander in dem-

selben Sinne durchkreuzt; denn wenn immer eine positive und eine negative

Durchkreuzung auf einander folgten, so würde e = werden. Die a;- Linie

des ersten Kreises werde durch (a .. . b . . . c . .. d ... e .. . ä) dargestellt (Fig. 13).
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''ir nehmen an, ein zweiter einfacher Kreis durchkreuze ihn zweimal hinter

einander in positivem Sinne. Die zu den Kreuzungsstellen gehörigen Punkte

X mögen innerhalb der Strecken {c...d) und {e...a) liegen; in den Strecken

{a ...h) und (6 . . . c) können noch beliebig viele Durchkreuzungen stattfinden.

Fig. 13.

beiden Seiten der a;- Linie fixire man nun in der Nähe der Kreuzungs-

mkte je zwei Punkte x^^ x^ und x[, x'^ so, dass x\ von (e...a) denselben

^bstand hat wie x^ von {c ... d). Zieht man dann von x^ eine Parallele

der ersten a;- Linie bis zu x[ hin, so durchkreuzt der einfache Kreis

. . x^... x[... e' ... d' ... x^, der in der Figur durch Pfeile gekennzeichnet

t, den ursprünglichen nur an einer Stelle, zwischen x^ und x^, in positivem

Sinne. Sollten die auf einander folgenden Durchkreuzungen der beiden

reise ursprünglich in negativem Sinne geschehen, so würde man den con-

lirten Kreis in entgegengesetztem Sinne zu durchlaufen haben.

Nachdem die Existenz eines Paares einfacher Kreise K^, K[ bewiesen ist,

eren zweiter den ersten nur an einer einzigen Stelle in positivem Sinne

irchkreuzt, soll jetzt gezeigt werden, wie man zwei beliebige Stellen des

^ebildes durch eine stetige Folge von Paaren verbinden kann, ohne diese

eiden Kreise zu schneiden. Es werde dies zunächst für zwei Stellen {x^ y )

id («,^J nachgewiesen, die in der Nähe und auf verschiedenen Seiten des

sten Kreises liegen. Die beiden Kreise seien in der ic- Ebene durch

[a ...b ... c ... d ... a) und {a .. .h' ... c ... d' ... a) repräsentirt (Fig. 1 4).

Halbirt man die Winkel, welche die beiden Linien {c...d) und {d'...a\

in denen die Durchkreuzung geschehen soll, im Kreuzungspunkte mit einander

bilden, und nimmt auf den Halbirungslinien in beliebiger Nähe des Kreuzungs-

punktes die vier symmetrisch gelegenen Punkte g,, 1,, 1^, |^ an, so kann
Abelsche Ftmetioneu. 41
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man von (|,Tr]j) aus einen Weg construiren, der wieder zu dieser Stelle zurück-

führt und an keiner Stelle mit einem der beiden Kreise coincidirt; er ist in

der Figur durch Pfeile angedeutet. Dieser Weg könnte die beiden Kreise

höchstens in den Stellen durchkreuzen, die zu den Punkten a", h'\ c", d" ge-

hören. Aber eine leichte, der auf S. 319 angestellten völlig analoge Be-

trachtung zeigt, dass jedem dieser Punkte x^ als den beiden verschiedenen

Strecken angehörig betrachtet, auch verschiedene Werthe von y entsprechen;

denn zu dem zweiten Schnittpunkte der a;-Linien, den die Punkte a", h'\ c", d"

umgeben, gehört keine Durchkreuzung der beiden Kreise. Nimmt man

nun die Punkte x^ und x^ auf der construirten Hülfslinie zu beiden Seiten

der ic -Linie von K^ an und ordnet ihnen Werthe y^ und y^ von y zu, die

unendlich wenig von dem zu x = x^ gehörenden Werthe y^ verschieden sind,

so sieht man, dass die Stelle {x^y^) mit der Stelle {x^y^) durch eine stetige

Folge von Werthepaaren verbunden werden kann, die mit keinem der beiden

Kreise coincidirt.

Irgend zwei Stellen {x^y^ und {x^y^)-, die in der Nähe eines Kreises

liegen, kann man aber mit Leichtigkeit so verbinden, dass der Verbindungs-

weg nicht mit dem Kreise coincidirt. Denn sollte die der Geraden {x . .. x)

entsprechende Verbindung der beiden Stellen den Kreis, etwa in der Stelle

(^o2/o)
^^ positivem Sinne, durchkreuzen, so betrachte man die beiden Stellen

als einem zweiten Kreise angehörig, welcher den ersten in der Stelle {x^y^)
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ind nur in dieser in positivem Sinne durchkreuzt; auf diesem Kreise kann

man dann von (x^yj zu (a?,«/,) gelangen, ohne den ersten zu überschreiten.

Daraus folgt, dass auch zwischen zwei beliebigen Stellen (x'y') und {x"y")

ein Übergang durch eine stetige Folge von Werthepaaren der Art möglich

ist, dass der Verbindungsweg die Kreise K^ und K'^ nicht schneidet.

Die Eigenschaft des algebraischen Gebildes, dass zwei beliebige seiner

Stellen verbunden werden können, ohne dass die Verbindungslinie einen will-

kürlich angenommenen Kreis von Werthepaaren kreuzt, kann man sich

in folgender Weise geometrisch veranschaulichen. Man denke sich die

Werthe von x und die von y in zwei parallelen Ebenen durch Punkte dar-

|[estellt, und ein Werthepaar (xy) durch den Strahl, welcher entsprechende

mkte der beiden Ebenen verbindet. Eine stetige Folge von Paaren (xy)

ird alsdann durch eine stetige Folge von Strahlen repräsentirt , die eine

Bradlinige Fläche bilden. Dann folgt aus dem Vorhergehenden, wenn wir

Irgend zwei Strahlen s^ und s^ ins Auge fassen, dass es möglich ist, den

Itrahl s^ so zu bewegen, dass er beständig ein Strahl des Strahlensystems

•leibt und schliesslich in s^ übergeht, ohne im Verlaufe dieser Bewegung

Bmals mit einem Strahle der Fläche zusammenzufallen. Der bewegliche

rahl kann allerdings die Fläche schneiden, aber ihr niemals in seiner ganzen

[uUsdehnung angehören. Das Strahlensystem verhält sich ähnlich wie eine

ingfläche, die z. B. durch einen erzeugenden Kreis nicht in zwei getrennte

leile zerlegt wird, auf der vielmehr zwei willkürlich angenommene Punkte

3ts ohne Überschreitung eines solchen Kreises durch eine auf der Fläche

fegende Linie verbunden werden können.

Die Integrationslinie in der Ebene der Veränderlichen x ist im Vorher-

ehenden überall als aus geradlinigen Streqken zusammengesetzt angenommen

forden, weil die allgemeinen Erörterungen hierdurch an Einfachheit gewinnen.

Lus den Elementen der Functionentheorie ist aber bekannt, dass die Ergeb-

Isse in allem Wesentlichen ihre Gültigkeit behalten, wenn der geradlinige

^eg durch eine passend gewählte Curve ersetzt wird. So werden wir z. B.

nächsten Kapitel bei der Bestimmung der Perioden der hyperelliptischen

itegrale die geschlossenen Integrationslinien zunächst als Ellipsen annehmen.

Luch am Schlüsse des 13. Kapitels hätte der Werth 2ui für die Periode

des TiOgarithmus durch Integration längs eines Kreises, der den Nullpunkt

41*
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zum Mittelpunkt hat, gefunden werden können. Wie man die Berechnung

f F{xy)dx auf die eines solchen mit reeller Integrations-

variablen zurückführen kann, ist bereits S. 298 erörtert worden.

Wir kehren nun zu den Abelschen Integralen erster und zweiter Art

zurück und setzen zur Abkürzung

/
H{xy\dx = J^,

'

(a = i,2,...e)

/(§i1i)
H'{xy\dx = J',.

In diesen Integralen sollen die Grenzen keinem der beiden Kreise K^ und K[

angehören. Der von (S„v]J zu (1,^),) führende Integrationsweg sei beliebig

gewählt, nur so, dass er nicht durch die Eckpunkte der Kreise und durch

die Kreuzungsstelle hindurchgeht. Ferner sei

2(ü„, = / H{xy)„dx, 27j„, = / H'{xy\dx,

^<i = / S(xy\dx, 27);. = / H'{xy\dx,

wo sich die beiden ersten Integrale über den Kreis JS",, die beiden anderen

über den Kreis K[ erstrecken; die Eckpunkte der Integrationslinien sollen

dabei in positiver Ordnung auf einander folgen.

Es soll nun gezeigt werden, dass man den Integrationsweg, der die Inte-

grale Jj, ... J, J[, ... J' liefert, durch einen anderen ersetzen kann, der die

beiden Kreise nicht durchschneidet, vorausgesetzt, dass man zu den Integralen

/ , J'^ passende Vielfache der Grössen 2u)^j und 2(0^^, 2yj^j und 27)]^^ addirt.

Durchkreuzt nämlich der Integrationsweg z. B. den Kreis K[ an der

Stelle (^Tj) in positivem Sinne, so können wir diese Durchkreuzung dadurch

entfernen, dass wir in der ic- Linie unendlich nahe bei |, vor und hinter der

Durchkreuzung, zwei Punkte |' und |" annehmen und dann die directe Linie

(!'... I") durch eine andere ersetzen, die in der nachstehenden Figur 15 durch

Pfeile bezeichnet ist.
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Fig. 15.

|Es fragt sich, wie sich hierbei die Integrale J^ und J'^ ändern. Ist |"" der

Schnittpunkt der Linie (|'"...|'*') mit dem Kreise K[^ so hat man

/ H{xy)^äx =
j

H(xyXdx+ H{xy)„dx + H{xy)Jx,

da man den Integrationsweg immer in dieser Weise variiren kann, ohne den

Werth des Integrals zu ändern. Ebenso darf man setzen

/•(6'»'l'") ra"ri") /•(r'-r,'»') /-(l'^r)«))

/
H{xy\dx = / H{xy\dx +

/
H{xy\dx + /

H{xy)„dx

lund erhält durch Subtraction von der vorhergehenden Gleichung

/.(rT)") /•(i"'i"') /-(P'V") /-(rT)")
/ H(xy)^dx = H{xy)^dx+ H{xy\dx + l H{xy)„dx.

)aher ist •

dxj;, == / H(xy)„dx+ E{xy)„dx+ H{xy\dx -\-

\

H{xy\

+
/

S{xy),dx,

id man hat femer, wenn J^ das Integral von H{xy)^, über den neuen Weg
jerstreckt, bezeichnet,

- rCrV) /-(«'"V") '/-(^'"i"') /-(^"V)
J,. =

/
H{xy)„dx +

/
H{xy),dx +

/
H{xy\dx + /

fr(«3/).

(r'Y')

.(?a;

,dx.
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Durch Subtraction ergiebt sich

Jcc-Ja =
I

H{xy\dx-\-\ H{xy)„dx,
Jr g(4) ^(4) \ J^ ^(3) ^(8) \

also ein vollständiges Integral

jH{xy)Jx,

ausgedehnt über einen Weg, der in unendlich kleinem Abstände dem ersten

Kreise von Paaren parallel läuft. Dieses Integral ist gleich 2(0^^, sodass

«^a = <^a + 2(U„j

wird. Wenn der Schnitt des betrachteten Integrationsweges mit dem Kreise

K[ nicht in positivem, sondern in negativem Sinne vor sich geht, so tritt,

wie man sofort sieht, — 2u)^, an die Stelle von 2(0^^. Wir erhalten also

Ja = Ju ±2u)„,,

wo das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem der zweite Kreis K' von*

dem Integrationswege in positivem oder in negativem Sinne durchkreuzt wird.

Ganz ähnliche Betrachtungen lassen sich anstellen, wenn der erste Kreis K
durchkreuzt wird; man kann aber das Resultat sofort aus dem eben er-

haltenen herleiten, indem man K[ als ersten und K^ als zweiten Kreis

auffasst. jfiC, durchkreuzt K[ in negativem Sinne (S. 318), und bei einer

Vertauschung von K^ mit K[ ist also — ««^, an die Stelle von w zu setzen.

Es ergiebt sich dann

Je, = J^„ + 2 (ul"al I

WO das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem der Integrationsweg,

welcher J^ liefert, den Kreis K^ in positivem oder negativem Sinne schneidet.

Die für die Integi'ale J, , ... / gefundenen Ergebnisse gelten natürlich

ganz entsprechend auch für J[^ ... J'

.

Wir denken uns nun einen Integrationsweg, welcher die beiden Kreise

K^ und K[ beliebig oft durchkreuzt. Indem wir für jede Kreuzungsstelle

das eben entwickelte Verfahren anwenden, können wir der lleihe nach

alle Durchkreuzungen entfernen und erhalten schliesslich einen Weg, der

an keiner Stelle mit einem der beiden Kreise coincidirt. Ordnet man den
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einzelnen Durchkreuzungen des Integrationsweges ((l,i]o) •• • (§,t],)) mit dem

Kreise K^ die Zahlen e,, e,, ..., denen mit dem Kreise K[ die Zahlen e'^, e,, ...

zu, wo jedes e die öfters angegebene Bedeutung hat, also gleich ±1 ist, so

folgt
_

.

-2e,o)ai-2e,a);,
,

oder, wenn 2e = m^ und 2e'= m[ gesetzt wird,

Ja = j; + 2»m;u)„,- 2jm,u)'„,.

Mithin ist

Ja = JL-2m>„,+ 2w,m;. (a = l,2,.,.p)

id ebenso

Ja = Jä-^fK-^ai+^m.r;^, (a = l,2,...Q).

)er Integrationsweg für die Integrale J^ und J'^ ist hierbei so beschaffen, dass

er mit keinem der beiden Kreise K^ und K[ coincidirt.

Wir wollen nun untersuchen, wie viele Paare von Kreisen es geben kann,

reiche die Bedingungen erfüllen, dass jeder Kreis eines Paares den ihm

Bugeordneten einmal in positivem Sinne durchkreuzt, und dass zwei nicht

iemselben Paare angehörende Kreise keine Stelle gemein haben. Es seien [i

lolcher Paare von Kreisen gefunden, die mit

jezeichnet werden sollen; dann lässt sich, wie gezeigt werden wird, für ft < p

immer noch ein neues Paar finden, das denselben Bedingungen genügt.

Zwischen den Stellen (IjT],,) und (l,>],) seien zwei verschiedene Integrations-

vege construirt. Der eine habe mit keinem der 2(i Kreise eine Stelle ge-

[^mein; der andere kann jeden dieser Kreise beliebig oft durchkreuzen, und es

mögen dann die Zahlen

für die Kreise Xj, K[ dieselbe Bedeutung haben wie eben m^^ m\ für die

Kreise Ä^,, K[. Die über den ersten Weg erstreckten Integrale der Functionen

H{xy)^ und H\xy)^ sollen jetzt mit J^ und J^, die auf den zweiten Weg
sich beziehenden mit J^ und J^, und die über die Kreise iiC,, K[ ausgedehnten
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vollständigen Integrale erster und zweiter Art mit

2«>„i, 2o>'„;i und 2ifi„;i, 2rl„^ '
; (^ = l,2,...fi)

bezeichnet werden. Dann hat man

f.1.

Ja = Ja -11 {^inl^al-^m^Kl),
1=1

Ja = Ja -11 {^Kria).-^m,r!„,).

Fällt (loV)„) mit diT'jJ zusammen, so gehen diese Gleichungen über in

2t]„ = 2^„ -S(2K7i„;i-2»M;iYi;j.

Es soll nun bewiesen werden, dass für ^ <q der neue Kreis, welcher die Pe-

rioden 2üi und Tri liefert, immer so gewählt werden kann, dass diese Grössen

nicht für alle Indices « = 1,2, ... p gleichzeitig verschwinden; oder, was das-

selbe ist, dass die Perioden 2u)^ und 2-rj„ sich nicht durch diejenigen, welche

sich auf die 2ft gegebenen Kreise beziehen, ausdrücken lassen. Setzen wir

nämlich

i,[CaE'{xy),-c',H{xy)„\ = F{xy) ,
a= i

.̂i

und bilden die vollständigen Integrale dieser Function in Bezug auf die 2ft

Kreise JK^ und K[, so können wir den 2p Constanten c^ und c'^ solche von Null

verschiedene Werthe beilegen, dass diese Integrale sämmtlich verschwinden,

d. h. dass man hat

i;(2c„ir]„,-2c>„,) = 0,
«= '

(1 = 1,2,...^)

i:(2c„ri:,,-2c>;,) = 0.
a = l

Denn die Anzahl der Unbekannten c^, c'^ ist grösser als die Anzahl der

Gleichungen, die zu ihrer Bestimmung dienen. Bildet man ferner das voll-

ständige Integral der Function F{xy) in Bezug auf den Kreis, welcher die

Grössen 2ü)^, 27]^ lieferte, so erhält man

— e

jF{xy)dx = 2 i2c„Ti„-2c>„},
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jder wenn man für die Perioden 2tu^, 2rj^ die gefundenen Ausdrücke ein-

setzt und die Relationen unter den Constanten c^, c'^ berücksichtigt:

fF(xy)dx = S {2e„^„-2c;mJ.

Nun ist nach unseren Festsetzungen fF(xy)dx ein beliebiges vollständiges In-

tegral der Function F{xy); wären daher die Perioden 2ü)^, 2\ stets gleich

Null, so würde nach dem auf S. 302 bewiesenen Satze jF{x'y)dx eine ratio-

nale Function des Paares {xy) sein. Dies ist aber bei der Zusammensetzung

dieses Integrales aus solchen erster und zweiter Art nur möglich, wenn alle

Grössen c^, c'^ gleich Null sind, während diese doch nach dem Obigen so

>estimmt werden können, dass sie nicht sämmtlich verschwinden. Hiemach

cann man in der That einen neuen Kreis -K^,^, so construiren, dass er mit

reinem der bereits vorhandenen 2ft Kreise eine Stelle gemein hat, und dass

iie Perioden 2(0^, 2i^^, welche er liefert, nicht sämmtlich verschwinden. Ein

sicher Kreis wird allerdings im Allgemeinen zusammengesetzt sein; aber

lann kann man ihn in einfache Kreise zerlegen, für welche ebenfalls die

rrössen 205^ und 2^^ nicht sämmtlich gleich Null sein werden. Ist nun

,
ein einfacher Kreis, der den gestellten Bedingungen genügt, so lässt

ich ein neuer Kreis K entwerfen, welcher jenen nur einmal in positivem

^inne durchkreuzt (S. 320); mit den anderen 2;* Kreisen kann er eine be-

iebige Anzahl von Stellen gemein haben. Mit Hülfe dieses Kreises kann

lan dann endlich einen Kreis K\^ herstellen, für welchen die Durchkreuzung

lit K^^^ dieselbe geblieben ist, der aber mit den ersten 2f<. Kreisen an

Keiner Stelle coincidirt. Dann ist also ein neues Paar von Kreisen Ä"
^. , K'

,

gefunden, welches dieselben Eigenschaften hat wie die ersten 2ft Paare.

)ieses Verfahren lässt sich fortsetzen, bis man q Paare von Kreisen hat;

für f*
= p aber können die Grössen c^, c'^ nicht mehr so bestimmt werden,

iass die auf S. 328 angegebenen Relationen bestehen, und es bleiben daher

kuch die auf diese Gleichungen gegründeten Schlüsse nicht mehr gültig.

Es ist jetzt leicht, die Relationen aufzustellen, die unter den 4p^ durch

ie 2p Kreise bestimmten Grössen u)^ und yj^ bestehen. Es war (S. 313)

Abelsehe Functionen. 42
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Setzt man nun, indem man die Kreise, über welche die vollständigen Inte-

grale erstreckt werden sollen, in die Bezeichnung au.fnimmt.

/ H{xyXäx = 2ü)„., / H'{xy)Jx = 27)^^,

\S:,) -^{KA

I
E{xy)„dx = 2(ü'

, / H\xy)„dx = 27j;^

(cC,ß=l,...Q)

und beachtet, dass die Kreise iT^ und Ky, K'^ und Ky sich nie schneiden,

die Kreise K^ und Ky aber nur dann, wenn ß ^ y, und zwar in einer ein-

zigen Stelle, so erhält man aus der vorhergehenden Formel

l>
iP^y)

S (l«,S">oy-<"a^Tlay) ==
] Tri iKjt,K'y)

2
iß = V)-

Die Anzahl dieser Relationen unter den 49" Grössen ist, wie sofort zu sehen,

2-^^ + 0^ = 9(29-1).

Diese Gleichungen, die sich für p = 1, also in der Theorie der ellipti-

schen Functionen, auf eine einzige reduciren, sind für das Folgende von der

wesentlichsten Bedeutung. Sie sind von mir zuerst für die hyperelliptischen

Functionen gefunden und im Jahre 1849 bekannt gemacht worden.*) Ihre

Ausdehnung auf Integrale beliebiger algebraischer Differentiale bot in so fern

einige Schwierigkeiten dar, als die für den Fall der hyperelliptischen Functio-

nen gebrauchten Hülfsmittel sich allgemein nicht unmittelbar in Anwendung

bringen Hessen. Für die hyperelliptischen Functionen brauchte man eigent-

lich nur die Analogie mit den elliptischen Functionen genau in's Auge zu

fassen. Die Bedeutung der Zahl p stellte sich für sie leicht heraus, und

man kam bei der Lösung des in der Einleitung gestellten Umkehrungsproblems

auf eine später von mir mit Al{u^, . . . u ) bezeichnete Function, die für q =^ 1

im Wesentlichen mit der a- Function übereinstimmt und die Eigenschaft

*) Vgl. Bd. I, S. 124—128 dieser Ausgabe.
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hat, dass

Al(M,+ 2a)„...M^+2u)j) = 06" = ' Al(M,,.,.Mp)

;ist. *) Auf diese Weise sind die Grössen lo^ und tj^ zuerst eingeführt und

leinander zugeordnet worden. Es giebt 2q Grössensysteme , wofür eine solche

Gleichung besteht. Welcher Art die unter ihnen stattfindenden Eelationen

sein müssen, erkennt man auf folgende Weise. Es ist, wenn cü^ und ^
Grössen derselben Beschaffenheit wie (u und yi sind,

o

t 2r]„(M„ + 2(5j
Al{u,+ 2w,+ 2oi„...) = 06" = ' A1(m,+ 25),,...)

a _ y _

= CC'e"= ' « = ' A1(m,,...).

[Vertauscht man nun die beiden Grössensysteme w^, tj^ und ü)^, y]^ mit ein-

fander, so bleibt die linke Seite ungeändert, und es folgt daher

e"-
2 4r)a< 2 4T)„tUa

[oder

2 (4i'l„<u„-4u)„r;„) = 2kizi.

[Die Bestimmung der ganzen Zahl k wurde dann zuerst in der Weise ausge-

iführt, dass (o^, ... (u , yj^, ... vj für bestimmte Integrationswege in Form von

[Reihen dargestellt und das Anfangsglied der Entwickelung der Summe auf der

flinken Seite bestimmt wurde. Bei der Ausdehnung der Theorie auf die all-

jgemeinen Abelschen Functionen musste aber ein anderer Weg eingeschlagen

[werden. Es handelte sich zunächst um den Beweis der Existenz von genau

\1q solchen Kreisen, wie sie oben eingeführt worden sind; dann Hessen sich

Idie Formeln ohne jede Rechnung herleiten.

Andere Relationen unter den Grössen (o und ti erhalten wir aus dem
[System (A.) durch folgendes Verfahren. Wir setzen, unter jo,, •••

J»,,, ^ii ••• q

[beliebige Grössen verstehend,

o

*) Vgl. Bd. I, S. 146 dieser Ausgabe.

(a = 1, 2, . .
.
«.)

42^
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Mit Hülfe unserer Gleichungen können wir p^, P^, g^, g^ leicht durch

P , ... P , Q , . . . Q ausdrücken. Es wird nämlich

TTl

'IliPaKy-Qcc^'cY) = S 2 ^Pßi^na;iKy- <"a ßfi'ay) = ^PyT'
a = I 1^= 1

(y=i,...e)

Das heisst also, die angenommenen Gleichungen sind für beliebige Werthe

der Grössen P^ und Q^ auflösbar. Daraus ergiebt sich, dass die Determinante

">11 •
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Diese Relationen sind also eine Folge der Formeln (A.) (S. 330). Während

in jenen in Bezug auf den ersten Index « summirt wird, so bezieht sich in

(B.) die Summation auf den zweiten Index y, der nicht die if- Functionen,

sondern die Kreise kennzeichnet, welche die einzelnen Perioden liefern. Die

beiden ersten Formeln des Gleichungssystems (B.) sind deshalb besonders be-

merkenswerth , weil in ihnen die vollständigen Integrale der Functionen

H{xy\ und H'{xy)^ getrennt auftreten.

Bei Einführung von Grössen j»^, q'^, PJ, Q^, die durch dieselben Glei-

chungen mit einander verbunden sind wie die Grössen p^, q^, P, Q^ (S. 331),

lassen sich die beiden Systeme (A., B.) in die eine Formel

a=l «=1

zusammenfassen.

Nach Aufstellung dieser fundamentalen Relationen kann man nun die

[Aufgabe lösen, sämmtliche Perioden der Integrale erster und zweiter Art zu

ibestimmen.

Für irgend zwei Systeme solcher Perioden galt die Gleichung (S. 313)

JNimmt man nun für 2u)^, 2yj^ ein beliebiges System simultaner, d. h. (S. 306)

[auf demselben Wege bestimmter Perioden und setzt für 205^, 2^^ der Reihe

[nach alle diejenigen Periodensysteme, welche durch die 2q Kreise geliefert

[werden, so folgt

2 S (T^a(j'»o -«>«,» >lo) = »iß^i,

2 S (^«,«">«-"'ä^^a) = m'^-"i-

(ß^l,2,...(f)

[Diese Gleichungen stimmen mit dem ersten System der Formeln auf S. 332,

Lin denen p^, q^, P^, Q^ auftreten, für

^Ol Qa =
_ m'^ _ niß
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überein, können daher auch in der Form

y
(« = 1,2,.. .9)

geschrieben werden. D. h. jede Periode 2u)^ eines Integrales erster Art lässt

sich darstellen als ganzzahlige homogene lineare Function der 2 p Perioden

desselben Integrales, welche durch die 2 p angenommenen Kreise geliefert

werden; Entsprechendes gilt für die Integrale zweiter Art. Die Zahlen-

coefficienten sind nicht von der zu integrirenden Function, sondern nur vom

Integrationswege abhängig. Ihre Bedeutung ist leicht anzugeben, wenn man
sich erinnert, dass in der Ausgangsgleichung

2 (27i„.2<-2«>„.2^„) = 2s7rj
a= l

die Zahl

die Anzahl der Durchkreuzungen des Weges, auf dem die Grössen 2(u^, 2r^^

entstehen, mit demjenigen, auf welchem 2ö>^, 2\ erhalten werden, bezeichnete;

jedes e„ war dabei gleich +1 oder gleich —1 zu setzen, wie auf S. 312

erörtert worden ist. Für unseren Fall sind —m^ und — wl gleich solchen

Zahlen e, und bei ihrer Bestimmung ist der Integrationsweg, der eben an

zweiter Stelle genannt wurde, der Eeihe nach als mit jedem der Kreise K^

und K'ß identisch anzunehmen.

Die gewonnenen Ergebnisse lassen sich in einfacher Weise aussprechen,

wenn man den Begriff eines Systems primitiver Perioden einführt.

Es sei wieder F{xy) eine beliebige rationale Function des Paares {xy),

und

J'F(xy)dx = 25

irgend eine Periode der aus F{xy) entspringenden Integralfunction. Durch-

läuft man den geschlossenen Integrationsweg, der diese Periode liefert, in

umgekehrter Richtung, so erhält das Integral denselben Werth mit entgegen-

gesetztem Vorzeichen. Es wird daher — 2ü) ebenfalls durch ein vollständiges

Integral von F{xy)dx dargestellt; d. h. wenn 2(1) eine Periode ist, so ist es
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auch — 2ü>. Bestimmt man ferner auf einem anderen geschlossenen Wege
eine zweite Periode

'jF{xy)dx = 25',

so kann man leicht beweisen, dass auch 2(5 + 20)' eine Periode sein muss. Aus

der Irreductibilität der Gleichung f{x^ v) = ^ des algebraischen Gebildes folgte

nämlich, dass es möglich ist, eine Stelle («„«/J mit einer anderen {x y') so

zu verbinden, dass die zwischenliegenden Stellen stetig auf einander folgen,

oder dass eine stetige Linie von x^ nach x'^ so hinführt, dass für diesen

Weg auch «/„ in y[ übergeht (S. 241). Nehmen wir,nun {x^y^) auf dem ersten,

{Ky'a) S'U-fdem zweiten geschlossenen Integrationswege an, und verbinden {x y)
lit {x'^y[) durch eine stetige Folge von Paaren, die wir zweimal in entgegen-

tesetzten Richtungen durchlaufen, so erhalten wir einen geschlossenen Inte-

rationsweg, und dieser liefert, wie sofort zu sehen, 2(5 + 2 üi' als Resultat der

itegi'ation.

Aus dem ersten dieser Sätze folgt, dass auch 2m (5 eine Periode sein muss,

fo m eine beliebige positive oder negative ganze Zahl bedeutet; und weiter

|urch wiederholte Anwendung beider Sätze, dass wenn

2«), 2ü)', 2Si", ...

Perioden des Integrals

JF{xy)dx

id, auch jeder Ausdruck

2m(ü + 2m'(ü'+ 2m"(ü"+ ••,

er sich durch Addition und Subtraction aus jenen Grössen zusammensetzen

Bst, eine Periode darstellt.

Wir nennen nun ein System von Perioden eines Integrales pri-

litiv, wenn sich aus den einzelnen Grössen des Systems alle Perioden des

itegrals durch Addition und Subtraction zusammensetzen lassen, von diesen

rossen selbst jedoch keine in derselben Weise durch die übrigen ausgedrückt

lerden kann (S. 4). Die Definition simultaner oder zusammengehöriger
ferioden zweier oder mehrerer zu demselben algebraischen Gebilde ge-

iörenden Integralfunctionen wird genau so gestellt wie für die Integrale

erster und zweiter Art (S. 306); es sollen darunter solche verstanden werden.
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die sich auf demselben geschlossenen Wege ergeben. Sind für die Integrale

J'F^{xy)dx, J'F^{xy)dx, ... der aus demselben Gebilde f{x,y) = entsprin-

genden rationalen Functionen F^{xy), FJ^xy), ...

2Ä,, 2a;, ... 2ar",

simultane Perioden der Art, dass die unter einander stehenden Perioden durch

Integration über denselben geschlossenen Weg erhalten werden , so heisst

dieses System simultaner Perioden für die betrachteten Integral-

functionen ein primitives, wenn sich, falls 20)^,20)^,... irgendwelche

simultane Perioden dieser Integralfunctionen sind, alle Grössen ui^, to^, ... stets

in der Gestalt:

u), = vü)^+v'&'^-{---- + v"'''"w^'~"

darstellen lassen, während für keinen Werth von x gleichzeitig Relationen

der Form:

a;^' =- vs>,+v'(ö[+--- + v™-" a'."--" + v»'+" &';"*"+• + v"-" &';-"

,

bestehen; die Coefficienten v, v', . . . v"^ " sind dabei ganze Zahlen oder Null.

Die sämmtlichen Grössen

2(Ui^, 2u)2^, ... 2w^^,

2''ii(*) ^'ia/S) • • • ^\li

werden durch Integration über denselben Kreis K^ erhalten (S. 330) und sind

daher simultane Perioden für die 2p Integrale erster und zweiter Art; das-

selbe gilt für die Perioden

2">;^, 2(ü;^, ... 2(0^^,

2Vi,*, äri;^, ... 27)p^,

die sich durch Integration längs des Kreises K's ergeben. Ebenso bilden die

früher (S. 334) für die Integrale erster und zweiter Art eingeführten Perioden

2u),, 2u>,, ,. . 2(Ug,

2t^j) 2rj,, ,,. 2tj
,
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weil die Zahlen m^ und m'^ in den beiden Ausdrücken für 2u)^ und 2-/)^ die-

selben Werthe haben, ein System zusammengehöriger Perioden der Integrale

erster und zweiter Art.

Es soll nun gezeigt werden, dass für die ^q Integrale

JH{xy)„dx und j'H'{xy)Jx

die 4^" Grössen

und

2o>„,, 2(ü„,,

2^1«») 27i„j,,

äf^aj, 2a);,, 2(1);,, .

2T^„g, St;;,, 2r;^,, .

(« = 1, 2, . . . p)

2(i):„ (« = 1,2,... 9)«?

2>)' («=1,2,.. .9)

ein primitives System simultaner Perioden bilden. Dass sich jede Periode

3ines Integrales erster oder zweiter Art diu-ch Addition und Subtraction aus

ien Grössen der ersten oder zweiten HorizontaLreihe in der erforderlichen

'"eise zusammensetzen lässt, haben wir bereits gesehen (S. 334). Es genügt

iaher zu beweisen, dass nicht 2q lineare Relationen mit ganzzahligen Coefficienten

»'»">ai+-" + Vs«"aü+v;«>;.+--- + v;u);g = o,

v,7)„, +--- + v^iri„j + v;Yj;, +--. + v>iip =
(a=l,2,...e)

)estehen können.

Wir setzen

»'i^iai + ---+v5,7j„„ + v;ti;, + --- + v^r|;j = r^^.

Lus diesen beiden Gleichungen erhält man, wenn man mit tj^,, u)„. multiplicirt,

ibtrahirt und über alle q Werthe von « summirt.

, Tri

id ähnlich

S k^ia^'^a-'^a^-ria) = f'p

Sollten nun 2p identische Relationen, wie wir sie angenommen haben, unter

Ien Grössen (o^^, 7]„^ bestehen, sollten also alle Perioden 2a)^ und 27)^ gleich

Null sein, so würden sämmtliche Coefficienten v^ und v' verschwinden

lüssen. Das heisst also, wie behauptet, die Grössen, die durch Integration

Iber einen bestimmten der Kreise K^, K[, ... K^, K erhalten werden, lassen

Abelaehe Fonctionen. 43
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sich nicht durch die Perioden ausdrücken, welche die übrigen 2p — 1 Kreise

liefern. Die Integrale erster und zweiter Art, die aus einem algebraischen

Gebilde vom Range q entspringen, sind mithin sämmtlich 2p -fach periodisch

in dem Sinne, dass alle Perioden jedes solchen Integrals durch Addition und

Subtraction aus 2q von ihnen zusammengesetzt werden können und die simul-

tanen Perioden der 2q Integrale erster und zweiter Art sich niemals durch

weniger als 2p Systeme von je 2p simultanen Perioden ganzzahlig darstellen

lassen.

Bezeichnet jetzt F{xy) eine rationale Function des Paares {xy)^ deren

Integration ausser einer rationalen Function nur Integrale erster und zweiter

Art liefert, so ist (S. 264)

F{xy)dx = 2 CaS{xy)Jx + S c',H'{xy\dx + dF{xy).

Denken wir uns auf irgend einem geschlossenen Wege eine Integration aus-

geführt, so folge

2m = i:2c„u,„+S2c;yi„.

Setzt man nun für 2u)^, 27j„ die auf S. 334 gefundenen Ausdrücke und führt

die Bezeichnungen

S 2c„ü>„^ + 2 2c;7)„^ = 25^,
o^l a=l

(^=1,2,...(.)

ein, so wird

S2c„<^+S2c;7);^ = 2S>'

2Ä = S (-2»»|i«>^+2mj,5p.

Jedes Integral, das nur aus Integralen erster und zweiter Art zusammen-

gesetzt ist, hat also ein primitives System von nicht mehr als 2p Perioden

(S. 335); man erhält sie, indem man das Differential F{xy)dx längs der

2p Kreise K^^ K'^ vollständig integrirt. Für das Inte^dX jF{xy)dx spielt 2(5

dieselbe Rolle wie die Grössen 2u)^ und 2yj^ für die einzelnen Integrale erster

und zweiter Art (S. 334); jene Periode wird auf demselben Integrationswege

bestimmt wie diese. Es bec^utet daher auch in der letzten Formel m^ und
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»^ jedesmal die Anzahl der Punkte, in denen die beiden Wege, die 2(0^ und

l&'^ liefern, durch den die Periode 2(5 bestimmenden Integrationsweg gekreuzt

irerden. Wenn mithin die 2p Integrationskreise gegeben sind und es möglich

Bt, die Anzahl der Durchkreuzungen eines beliebig angenommenen geschlosse-

nen Integrationsweges mit jedem von ihnen zu bestimmen, so kann man auch

die Periode, welche dieser Weg liefert, wirklich herstellen; allerdings kommt
eine derartige Bestimmung nur selten vor, aber es ist wesentlich, ihre Mög-
lichkeit erkannt zu haben.

43*



Siebzehntes Kapitel.

Die Perioden der hyperelliptischen Integrale.

Die im vorigen Kapitel entwickelte Theorie soll jetzt an dem Beispiel

des hyperelliptischen Gebildes vom Range p

für
i? (a;) = (a; -«„) (a; -«,)... (a;- ajg)

,

erläutert werden (vgl. S. 131). Da iJ(a;) von ungeradem Grade ist, so ist,

wie wir gesehen haben, die unendlich ferne Stelle eine einfach zu zählende

wesentlich singulare (S. 133).

Um zunächst die Function H{xy^x'y') aufzustellen, die an den Stellen

{x'y'); (x,yj, ... (x^y^)

unendlich gross und für die unendlich ferne Stelle Null werden möge,

setzen wir

{x-x,){x-x^)...(x-x^) = nix),

so ist (vgl. S. 343)

H(xv x'v') - - ^^^1 ^— ^JiKxy,xy)—
2y' \ {x-x'){x-x,) ...{x-x^) {x'-x){x'-x,) ...{x'-x^)

h: Vi |.

{x,-x){x,-x')...{x,-x^) {.x^-x){x^-x')...{x^-x^_;)S

Nimmt man insbesondere, was für die meisten Untersuchungen ausreicht, die

Stellen

(a,0), («,0),... (a.^_,0)
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als die Unendlichkeitsstellen

an lind setzt

{x- a^) {x-a^)...{x- a,^_J = P{x)

,

so wird

^(-^.-y) = ^7l^i-i^+^''2{x'-x)y'\P{x) ^ Pix')

Zum Beweise der Richtigkeit dieser Formel bilden wir zunächst das

Functionenpaar {x^y^ für die Umgebung der Stelle («,„_, 0). Dazu setzen wir

{x-a^){x-a^) ...{x-a^^) = Q{x),

sodass

Pix)Q{x) = B(x)

list, und definiren die Hülfsgrösse t durch die Gleichung

IM.- ^__ /

Diese Grösse ist also eine rationale Function des Paares (xy). Aus

folgt durch Entwickelung nach Potenzen von x— a,^_,

und hieraus

^t — «sa-i + ^y-- rf +•••

sowie X

Von diesen beiden Reihen enthält die erste nur gerade, die zweite nur un-

gerade Potenzen von t.

Wollte man

Qi^) y
P(x)

= t

setzen, so würde man ganz entsprechend auch die Umgebung jeder der Stellen

('"iH^) durch ein Functionenpaar dieser Grösse t darstellen können.
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Das unendlich ferne Element des Gebildes wird durch ein Functionen-

paar der Form

geliefert (S. 133).

Für das hyperelliptische Gebilde f{x^y) — i/—R{x) = ist die Function

.
n-«.>) = ^.

von der wir bei der Bildung von H{xy,x'y') ausgingen (S. 62), gleich

'S 2

mithin ergiebt sich

f{xy,y') ^ y + y'

x'—x x'—x

Diese Function wird, ausser für a; = oo, noch für x = x\ y = y' unendlich

gross, und zwar von der ersten Ordnung, während sie für x =^ x\ y =^ —y'

endlich bleibt. Bilden wir nun die Function

x'-x \ P{x) ^^y
j x'-x \ F{x) ^ P{x') V

so verhält sich diese für die Stellen {x'y') und {x, —y') genau wie die vorher-

gehende, bleibt aber im Unendlichen endlich. Denn für das unendlich ferne

Element

erhält man

^.{T^y^y) - -'P(«')«+-;
X

die Function verschwindet also im Unendlichen. Ferner wird sie unendlich

gross und zwar von der ersten Ordnung, wenn P{x) Null wird, d. h. an

den Q Stellen («jO), («^,0), ... (a^ ^^0); denn für die Umgebung der Stelle

ka-O) ist

a

Vi _ 1.
P(4) *
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iDie Function

Pix')
\

y , y \

x'-x \P{x)
"^

P{x')\

jhat also nur die p + 1 Unendliclikeitsstellen («, 0),(ajO), ... («,„_, 0) und («'«/)?

[und die unendlich ferne Stelle ist eine ihrer Nullstellen. Durch diese Eigen-

schaften war die Function H(xy,x'y') nur bis auf einen von (xy) unab-

1 hängigen Factor bestimmt; es wurde deshalb festgesetzt (S. 66 und 73), dass

jihre Entwickelung nach Potenzen von x'—x mit dem Gliede ._ beginnen

soll. Nun ist

y y 2y'

p(^)
+ pFy= p^äi+(-'-)*(-'-^)l>

also ergiebt sich

H{xy,x'y') = Pix') y ^ _y
2{x'-x)y' \P{x) ' Pix')

Durch ganz ähnliche Betrachtungen lässt sich auch leicht die Richtigkeit des

für die allgemeinere J?-Function zu Anfang dieses Kapitels aufgestellten Aus-

: drucks nachweisen.

Die Functionen H(x'y')^ und H'{x'y')^ ergeben sich mittels der Gleichung

|(S. 252)

Hix,y„x'y') = t-^Hix'y'), + Hixy),-tH'ix'y')„+..-

Die Einführung von

^ - a I

<g («'>-.) /'
I

-^ \"'ia-i)

Vt = Qiata-t)t + ---

in H{x^y^,x'y') liefert zunächst

^(^'''^'> = iiSr^l'-'+p&rl-

Hierin ist

x — x.

2ix'-x^y'\ -P(^')

_ 1
,

?___£(«ja^^,^...
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mithin folgt, wenn ic, y für x\ y geschrieben wird,

Auf anderem Wege ist ein vollständiges System von Functionen H{xy)^ be-

reits im fünften Kapitel. (S. 134— 135) hergestellt worden.

Jetzt wollen wir untersuchen, wie man für das hyperelliptische Gebilde

die Kreise K^ und K'^^ die zur Berechnung der Perioden erforderlich sind,

wirklich finden kann.

Wie schon erwähnt (S. 323), kann man sich die «-Linien der Kreise

jfiL, KL für die wir Polygone angenommen hatten, durch andere geschlossene

Linien ersetzt denken, wenn diese nur denselben Bedingungen unterworfen

werden wie jene Polygone. Um für einen Kreis von Paaren JK^^, für den die

iC-Linie z. B. ein wirklicher Kreis ist, den zugehörigen Kreis K'^ zu bestimmen,

kann man die iC-Linie durch ein eingeschriebenes Polygon ersetzen und dann

auf die früher (S. 320) erläuterte Weise ein neues Polygon construiren,

welches das erste nur einmal in positivem Sinne durchkreuzt. Die Anzahl

der Polygonseiten darf beliebig gross und ihre Länge beliebig klein sein;

man kann daher durch Übergang zur Grenze auch das zweite Polygon in

eine geschlossene Curve verwandeln.

Bei der Anwendung auf den Fall des hyperelliptischen Gebildes handelt

es sich zunächst um die Construction einer x- Linie von der Art, dass wenn

man sie von irgend einem Punkte x^ bis zu x^ zurück durchläuft, y stetig

von «/, wieder in y^ übergeht. Da x^ ein Punkt der Linie, also nach den

früher für die Integrationswege festgesetzten Bedingungen von den singulären

Punkten a„, «,, ... a verschieden ist, so ist der zu ihm gehörige Werth y^

von Null verschieden, und man kann schreiben

\yj x„-a„ x„-a,
'"

x^-a,

Diese Gleichung ersetzen wir durch

1 , X —ao ^ 1 , 00 —0,0

Vo^
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und fixiren ' dabei jeden einzelnen Logarithmus so, dass sein Werth für x = x

gleich XuU ist. Es ist leicht zu beurtheilen, wie jeder dieser Logarithmen

sich ändert, wenn x von x^ ausgehend eine geschlossene Curve durchläuft.

Zieht man z. B. vom Punkte a^ aus in beliebiger Richtung eine unbegrenzte

Gerade, so ist ihre positive und ihre negative Seite nach S. 288 bestimmt.

Bezeichnet man nun die Durchschnitte der geschlossenen Linie mit dieser

Geraden mit +1 oder —1, je nachdem das Schneiden in positivem oder in

negativem Sinne vor sich geht (S. 311), und nennt dann ^i.^ die Summe dieser

Zahlen, sodass ft.^ die Windungszahl der geschlossenen Curve für den Punkt

a^ ist, so ändert sich y log ^ ^a""
^^

^r."^^ (^- 293), folglich die Summe der

Logarithmen im Exponenten um
So

x = o

ys,t nun S;t^ gerade, so erhält y den Werth y^ wieder, wenn x einen Umlauf

vollendet hat, im anderen Falle geht y in —y^ über. Um die vorgeschrie-

)ene Bedingung zu erfüllen, hat man daher die ic- Linie so zu wählen, dass

if*^ gerade ist. Dies tritt z. B. ein, wenn man für diese Linie eine be-

liebige geschlossene Curve nimmt, die durch jeden Punkt nur einmal hin-

durchgeht und eine gerade Anzahl von Punkten a^ umschliesst. Denn die

/"indungszahl
f».^

einer solchen Curve ist für jeden dieser Punkte gleich ±1,

Jür jeden der übrigen Punkte a.^ gleich Null, mithin ist 2(t.^ jedenfalls gerade.

In ganz ähnlicher Weise würde man verfahren können, wenn das be-

rachtete Gebilde die Gleichung

if = Rix)

lätte (vgl. S. 135).

Durch die in der Theorie der elliptischen Functionen auftretenden For-

leln wird man veranlasst, die eben betrachteten geschlossenen Curven als

Sllipsen anzunehmen. Bevor wir aber in dieser Weise die Perioden der

lyperelliptischen Integrale berechnen, wollen wir das vollständige Integral

|es Differentials

dx

\J{x-a'){x-W)'

Erstreckt über den Umfang einer Ellipse mit den Brennpunkten a und a",

betrachten.

Abelscbe Functionen. 44
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Schon in den Elementen der Integralrechnung wird gezeigt, dass dieses

Differential am einfachsten durch die Substitution

_ a'^d' a'-a" g + g~'

^ — 2~ + 2
2~

von der Irrationalität befreit werden kann. Substituirt man

so ergiebt sich

a'+d' 1 a'-a" '

X = —s— +
2 2

IrH— jcoscp + iir
j
sin cp

und es folgt, wenn man

X — a + a

^ u + vt

setzt.

= f/-+ -jcoscp, V = (^r--~jsinf,

hrfh^)'
= 1,

Dies ist die Gleichung einer Ellipse mit dem Mittelpunkte (u = 0, v = 0).

Aus den Werthen r±— der Halbaxen ergeben sich die Abscissen der Brenn-

punkte gleich ± 2. Wenn daher | einen Kreis mit beliebigem Radius um
den Nullpunkt als Mittelpunkt durchläuft, so beschreibt x eine EUipse mit

dem Mittelpunkte
a'+a"

m = —;;

—

und den Brennpunkten a', a" (Fig. 16). Diese Thatsache giebt der ange-

Fig. 16.

wendeten Substitution eine sehr anschauliche Bedeutung.
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Es ist noch zu untersuchen, durch welche analytischen Festsetzungen

man bewirken kann, dass der Umfang der Ellipse in einer bestimmten

Richtung durchlaufen und die Gerade ma in dem a' zunächst gelegenen

Scheitelpunkt x in einem vorgeschriebenen Sinne geschnitten wird. Der

Punkt X beschreibe die Ellipse in positivem Sinne (S. 317), also so, dass die

von der Curve umschlossene Fläche zur Linken bleibt. Das Schneiden ge-

schehe ebenfalls in positivem Sinne, sodass sich der Punkt x von dem
Scheitel x aus anfänglich auf der positiven Seite von ma bewegt.

Um etwas Bestimmtes festzusetzen, nehmen wir

a'>a"

in. Dieser Ungleichung soll auch dann eine Bedeutung beigelegt werden,

renn a und a" complexe Grössen sind; und zwar soll sie für

a' = tt'+ß'i, a" = a"+ß"i

gleichbedeutend sein, wenn «' von a" verschieden ist, dagegen mit

ß' > ß",

alls a'= «" ist. Aus «'— a" > folgt

a'—w > 0.

)er Punkt x Hegt auf der positiven Seite der Geraden ma\ wenn

X
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sein. Setzt man also zwischen x und | die obige Beziehung fest (S. 346),

substituirt % = re'f* und nimmt r > 1 an, so beschreibt der Punkt x den Um-

fang einer Ellipse mit den Brennpunkten a und a" in positivem Sinne, wenn

cp die Werthe (0 . . . 2ir) stetig durchläuft ; und zwar schneidet diese Ellipse

die Gerade ma im Punkte x' im gleichen Sinne. Der Punkt \ durchläuft

hierbei, ebenfalls in positivem Sinne, die Peripherie eines Kreises vom Eadius

r. Der Scheitel x' gehört zu 9 = 0, der jenseit a" gelegene x" zu ^ = -k.

Die durch Veränderung von r entstehenden Ellipsen sind confocal. Lässt

man r von Werthen > 1 her sich unbegrenzt der Einheit nähern, so schliessen

sich die Ellipsen der Strecke a'a" beliebig nahe an. Für den Grenzfall r = 1

wird

al^d' a'-a"
X = —^— +—i—^^S'P-

Für cp = ist dann x = a\ für cp = tc x =^ a", für cp = 211 wieder x = a'\

der Punkt x durchläuft, wenn | den Kreis vom Radius Eins beschreibt, die

gerade Linie a'a" von a nach a" und wieder nach a zurück.

Bei beliebigen Werthen von r ist

a;— a' =

X

{x-a'){x-a) = - ^
.

' , ü+TTl _ (g-g")' (l-T')'
' 4 4

Ein Werth der Wurzelgrösse \j{x— a'){x — d') wird mithin gleich

2
2'

Für viele Untersuchungen ist es zweckmässig, von den beiden Werthen,

die eine Quadratwurzel aus einer complexen Grösse haben kann, einen als

den Hauptwerth auszuzeichnen. Cauchy hat als Principalwerth von

denjenigen definirt, dessen zweite Coordinate dasselbe Zeichen hat, wie die

zweite Coordinate h der Grösse a + hi. Wir wollen eine etwas andere Be-
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Stimmung treffen. Unter einer positiven complexen Grösse soll eine

solche verstanden werden, deren erste Coordinate positiv ist; ist diese jedoch

gleich Null, so soll die complexe Grösse positiv oder negativ heissen, je nach-

dem die zweite Coordinate positiv oder negativ ist. Diese Bestimmung kann

als Specialfall der auf S. 347 eingeführten Definition der Ungleichung a -> a

betrachtet werden. Dies vorausgesetzt, möge, wenn die complexe Grösse x

positiv ist, unter dem Hauptwerth von V^ der positive Werth verstanden

werden. Ist dagegen x eine negative complexe Grösse, so soll der Haupt-

werth von V^ gleich %\[^ sein, wo s^—x positiv ist.

Man kann den so erklärten Hauptwerth für alle Punkte der complexen

Ebene mit Ausnahme der Geraden, die vom Nullpunkt durch den Punkt —i

indurch in's Unendliche verläuft, durch einen einzigen Ausdruck darstellen.

5s werde

a; := l + T,! = pe

3setzt, so erhält man, wenn

< <p <; 2ir

Bt, für den Hauptwerth der Quadratwurzel aus x den Ausdruck

ro Vp positiv zu nehmen ist. Ist nämlich

I = pcos(<p-|-j

positiv, liegt also 9 zwischen den Grenzen und tc, so wird auch die erste

Coordinate von

nämlich

positiv. Für cp = tt, d. h. 5 = 0, ist x ebenfalls positiv, nämlich gleich p«.
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und der Hauptwerth von Vl + ^z* wi^^i nach der ursprünglichen Definition

derselbe Werth
7t

-l,-4 1 + * ./-

folgt aber auch aus dem angenommenen Ausdruck.

Ist femer |, also auch x, negativ, d. h.

Tt <: Cp < 2Tt,

so soll nach der Definition der Hauptwerth von \ff^^ gleich

gesetzt werden. Nun ist

und für

-i^ + rit) = ge
\

Weil 9' zwischen den Grenzen und % liegt, so ergiebt sich nach dem

bereits Bewiesenen als Hauptwerth der Quadratwurzel

woraus

,- }(^--f)*

wieder mit der angenommenen Formel übereinstimmend.

Für 9 = dagegen wird

l + iji ^ pc = — pi,

mithin nach der Definition für den Hauptwerth

^ 1 + i

S/^ + r^i = iSjgi = S/g.
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)er Ausdruck

liefert jedoch

d. h. der Hauptwerth der Quadratwurzel wird für 9 = 0, also für diejenige

Gerade, die sich von durch —i in's Unendliche erstreckt, durch jene

Formel nicht dargestellt.

Bestimmt man, dem Vorhergehenden entsprechend, den Hauptwerth

^on \Jx—a durch einen analytischen Ausdruck, so wird dieser Hauptwerth

idurch für die ganze Ebene dargestellt mit Ausnahme einer geraden Linie,

\e vom Punkte a aus der Strecke (O i) parallel läuft.

Unter dem Hauptwerth der Quadratwurzel aus einem Product soll das

roduct der Hauptwerthe der Wurzeln aus den einzelnen Factoren verstanden

Verden. Im Besonderen ist der Hauptwerth der Grösse \]{x— a'){x— a") gleich

em Product der beiden Hauptwerthe von Sjx—a' und ^x— a". Auf Grund

ieser Definition wollen wir untersuchen, ob der auf S. 348 für jene Wurzel-

rösse gefundene Werth der Hauptwerth ist.

Für den Scheitelpunkt x der Ellipse ist

x'—a = k\a'—a"),

x'-a" = h"{a'-a"),

^0 k', Je" reelle positive Grössen bedeuten. Der Hauptwerth von \l(x'—a')(x'—a")

ird demnach gleich

\l¥¥{a'-a").

)ieser Werth ist positiv. Nun ändert sich der Hauptwerth von \Jx—a' stetig,

80 lange x nicht den Strahl überschreitet, der von a aus parallel zu (0 i)

gfezogen ist, und dasselbe gilt für den von \Jx—a", so lange x nicht die Linie

passirt, die von a" aus jener Geraden parallel geht; daher ändert sich auch

1er Hauptwerth von \l{x— a'){x— a") in der ganzen Ebene mit Ausnahme jener

beiden Linien stetig. Für alle Punkte a;, die in der Nähe von x gelegen

sind, muss hiemach der Hauptwerth der Wurzelgi-össe positiv sein. Diese
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Bedingung erfüllt in der That der Ausdruck (S. 348)

a'-a" %-%-'

2 2 '

denn er ist für x = x positiv, da dort | > 1 ist. Dieser Ausdruck stellt also

für denjenigen EUipsenbogen, der nicht zwischen den betrachteten, von den

Brennpunkten a und a" ausgehenden Strahlen liegt, den Hauptwerth von

\^{x— a'){x— a") dar; dagegen für den zwischen diesen Strahlen liegenden

Bogen den dem Hauptwerth entgegengesetzten.

Das Differential

dx

\f(x^a'){x-a")

(S. 345) nimmt nun vermöge der betrachteten Substitution

_ a'+ a" a'-u" | + ^~'

* - ~T~+~"2 2~

eine sehr einfache Form an. Es ist

a'-a" 1-r' ..

mithin
dx d^

\J{x-a'){x-a")
~

i

Bei einer Integration, bei der x in positivem Sinne den Umfang einer Ellipse

mit den Brennpunkten a und a", also |, ebenfalls in positivem Sinne, den

Umfang eines Kreises beschreibt (S. 348), wird demnach

dx f dl

J \/{x-a'){x-a") J l J
2Tzi.

Die Wurzelgrösse ist hierbei so zu wählen, dass sie in dem auf der positiven

Seite von ma' gelegenen Theil der Ellipse dem Hauptwerth gleich wird.

Die entsprechende Substitution soll jetzt auf ein vollständiges hyper-

elliptisches Integral

/f{x) dx < .^M

angewendet werden, in welchem f{x) eine ganze Function bedeutet. Die Er-

gebnisse, die sich hierbei herausstellen, werden ohne Weiteres für die Be-

rechnung der Perioden der Integrale erster Art verwerthet werden können.

1)

I
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Die Grössen a^, a^, . .. a^ in dem Ausdruck

R{x) = {x-aj{x-a,)...(x-a,^)

rollen wir uns so geordnet denken, dass die Differenzen

353

%~^i) ^1 ^j I
•• '^aii-i~^2Q

pmmtlicli positiv sind. Das Integral soll in positivem Sinne über den Um-
fang einer Ellipse erstreckt werden, die nur die Punkte a^ und a^^, um-

schliesst und diese zu Brennpunkten hat. Demgemäss setzen wir

^ ^ «a + ««+l
I

««-«g+l l + S '

und erhalten

V(a;-aJ(a; -«„+,) =

2 2

2 2

einen bestimmten, dem Vorhergehenden entsprechend zu erklärenden

''erth der Quadratwurzel.

Ist ferner ß eine von a und « + 1 verschiedene Zahl aus der Reihe

1, .. . 2q, so wird

^~"? — ~~2 ""!»+ 2 2

[an kann die rechte Seite als ein Product der Form

irstellen, indem man die Coefficienten g^ h^ den Gleichungen

»?+"; = ^^ — a?,

9?"'f
j ^ ag-ag^.

itsprechend wählt, aus denen die Ausdrücke

9tt = 2-(Vaa-ö^+Vaa+i-a^),

h. — (Va„-««-V««+i-«,*)

hervorgehen. Welche Werthe den beiden Quadratwurzeln hierbei gegeben

werden, ist willkürlich, nur müssen sie in beiden Formeln übereinstimmen.

Durch passende Wahl der Wurzelwerthe kann man bewirken, dass |Ä|,| <:|^i,|
AbtiKhe Fanctionen. 45
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wird. Setzt man nämlich

sodass

SIEBZEHNTES KAPITEL.

— L — ^i + vi
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[wenn die Hauptwerthe der beiden Wurzeln genommen werden (S. 349).

)a nun den gemachten Bemerkungen zufolge immer

[oder
9i-

R 1 . N
' '^

-2 < 2^^'-^«)< 2

[ist, so wird der Quotient der Hauptwerthe der beiden "Wurzeln in der That

im reellen Theile positiv.

Nach Einführung von </^ und ha erhält man einen Werth von S/x— a^

|in der Form

[dargestellt. Die rechte Seite dieser Gleichung ist vollständig bestimmt, denn

tdie beiden gebrochenen Potenzen sind so zu nehmen, dass die erste für

r| = 0, die zweite für |"' = gleich 1 wird, und für die in g^ und h^ vor-

[kommenden beiden Wurzeln sind die Hauptwerthe zu setzen. Es fragt sich

[dann, ob vermöge dieser Formel auch der Quadratwurzel auf der linken

Seite ihr Hauptwerth beizulegen ist.

Der Hauptwerth von \jx — a^ ändert sich stetig in der ganzen Ebene mit

[Ausnahme einer Linie, die von a^ aus parallel der Geraden (0 i) in's

Unendliche gezogen werden kann. Der Punkt a^ liegt der auf S. 353 ge-

[machten Voraussetzung nach ausserhalb der Ellipse, welche die Punkte a

ind a^^j umgiebt, und man kann diese Ellipse der Strecke («„-.. «„+,) so nahe

lanschliessen, dass auch jene, vom Punkte a^ ausgehende Gerade ganz ausser-

Ihalb der Curve liegt. Der Hauptwerth von \[x— a^ ändert sich dann im Innern

[und auf dem Umfange der Ellipse stetig, und es genügt daher nachzuweisen,

Idass für x = a^^ d. h. für S = 1, der Ausdruck auf der rechten Seite der

[obigen Gleichung den Hauptwerth von \Jx^—a^ darstellt. Nun wird für S = 1

[dieser Ausdruck gleich

9^ + hf = \/a„-a^,

70 nach dem Vorhergehenden unter \Ja^ — a^ der Hauptwerth zu verstehen ist.

)aher ist auch auf der linken Seite der obigen Gleichung für x = a^ der

[Hauptwerth von ^x— a^ zu nehmen. Es wird also für alle Punkte innerhalb

45*
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und auf der Ellipse, und überhaupt für die ganze Ebene mit Ausnahme der

vorher ausgeschlossenen Geraden, der Hauptwerth von \/x— a^ durch die Formel

gegeben, wenn für die in g^ und h^ auftretenden Wurzelgrössen die Haupt-

werthe gesetzt werden. Wenn die drei Punkte a^, a^^^, a„ auf der imaginären

Axe liegen, so brauchen diese Betrachtungen nicht unmittelbar zu gelten; es

genügt aber dann eine Drehung der reellen und imaginären Axe, um auf

den vorhergehenden Fall zurückzukommen.

Zum Zwecke der Darstellung von \/E{x) als Ftmction von | hat man die

Ausdrücke sämmtlicher Grössen \Jx— a^ mit einander und mit dem von

\/(a;— a„)(a;— a„+i) zu multipliciren. Dabei ist zu unterscheiden, oh ß> u + i oder

ß <: a ist. Im ersten Falle wird nach der für die Grössen a^ (A = 0, 1, ... 2p)

getroffenen Anordnung g^ eine positive complexe Grösse; ist jedoch ß<a^ so

wird g^ gleich einer solchen Grösse, multiplicirt mit i (S. 349). Es werde

nun allgemein

- ( \J±{a^ - a^) + V± («„+, - a^) ) = g^,

gesetzt, wo das obere oder das untere Zeichen gelten soll, je nachdem /3 > a + 1

oder /3 < « ist. Dann ist also g^ stets eine positive complexe Grösse. Definirt

man femer das Zeichen «|/J durch die Bestimmungen

«1^ = !'''^'^^

I 1, a>ß,
SO ist immer

9? = i'"''9?,

und der Hauptwerth von \]x— a^ wird mithin gleich

Für das Product aller dieser Hauptwerthe II' V^— ««) erstreckt über sämmtliche

von « und a + 1 verschiedenen Werthe von ^, oder, was dasselbe ist (S. 351),

für den Hauptwerth der Quadratwurzel aus dem Product II'(ä;— a^), besteht
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iher, weil « der Zahlen ß kleiner sind als «, also

S'«l^ = «

it, die Gleichung

v/rf(-.,) = .-m-,rr'|(i+^i)*(..^i-fj

357

Jenau wie auf S. 352 wird nun

dx

\J{x-a„){x-a„^,)

also ergiebt sich

dx

'^-'fVj;¥h^^)>MS/B(x) § T 9? T (^ ^(s V V 9ß

Für den in dieser Formel vorkommenden Werth von \/JR{x) gilt dabei

algende Bestimmung. Man denke sich von den beiden Punkten a^ und a^^^

IS zwei gerade Linien parallel der Strecke (0 i) in's Unendliche gezogen.

rersteht man dann unter \J(x^^^^^ä^J(x^^^^(i^^ denjenigen Werth dieser Quadrat-

rzel, der für das nicht von diesen beiden Geraden eingeschlossene Stück

BS Ellipsenumfanges mit dem Hauptwerth übereinstimmt, für das einge-

ßhlossene Stück aber ihm entgegengesetzt gleich ist, und legt auch jeder

er Quadratwurzeln Sjx— af, (/J < « oder /3>a + l) ihren Hauptwerth bei, so

^B(x) gleich dem Product aller dieser Grössen:

»e

v^^ = nv^-^.
Wird noch

i=

7(-^^)
gesetzt, so folgt

Um das Integral
f

Ausdruck mit

1>(l)

(vgl. S. 352) zu berechnen, hat man diesen
f(x)dx

>/Iiix)

m = c{x-c,p(z-cy'

zu multipliciren. Nun lässt sich jeder der Linearfactoren x— c^,x—c^,... in
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ähnlicher Weise wie vorher a;— a^ als Product einer Function von g und der-

selben Function von |"' darstellen (S. 353), demnach ergiebt sich

fix) = 9(i)<p(r),

wo (f(|)
eine ganze rationale Function ihres Arguments bedeutet.

Zum Zweck der Integration hatte man

ZU setzen (S. 346). Nimmt man nun die Grösse r so nahe der Einheit an,

dass gleichzeitig

9? 9?

wird, so kann man 0(|) und O(r') und damit auch 4'(g)cp(|) und C>(r')cp(r')

nach Potenzen von | und von |~' entwickeln. Es sei

(D(|)9(|) - x„ + x.| + x,r+---,

mithin
cD(r)?(r') = xo+^r'+\r^+---,

so folgt, da die vollständigen Integrale

J|"'-'d| und /|-"-'d[|

für jeden positiven ganzzahligen Werth von m gleich Null sind.

/fi=^/f«-<-)
2 TT

*-"*•'

i

Aus diesem Ergebniss ist jede Beziehung auf die Grösse r verschwunden.

Man kann demnach r = 1, also | = e''* setzen und erhält dann, für

<I)(|)cp(|) = Fil),

Das Product F{e'^^)F{e~'^^) lässt sich als eine Reihe von Cosinus der

Form cos wcp darstellen, und da

/2lt /"TT

COSMCpdtp = 21 COSM(p(
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ist, SO hat man auch

'f{x)dx

P
o,'-a+l /»IC

)Fie~'^')d^
-i

'*<'+if{x)dx

Damit ist das Integral links, das über den Umfang einer Ellipse zu erstrecken

war, auf ein Integral reducirt, das sich auf die geradlinige Strecke (a„ ... a„^,)

bezieht.

Ganz ähnlich würde man bei der Berechnung des Integrals verfahren

können, wenn f{x) eine gebrochene rationale Function bedeutete.

Um die gefundenen Eesultate auf die hyperelliptischen Integrale erster

imd zweiter Art anzuwenden, gehen wir zu den Functionen (S. 344)

(^ = i,2,...e)

S'{xy),

H(xy), =
2y{x-a,ß_,)'

P{x)

ick. Integrirt man diese 2p Functionen über einen und denselben ge-

chlossenen Weg, so erhält man ein System zusammengehöriger Perioden der

itegrale erster und zweiter Art. Für die Integrale erster Art lässt sich die

Berechnung nach dem eben entwickelten Verfahren ohne Weiteres ausführen,

enn
F(x)

x— a.3,9-1

It eine ganze Function. Es werde nun

(P = i,2,...e)

Ifesetzt. Diese Perioden werden, wie aus dem bei der Berechnung ange-

wendeten Verfahren selbst hervorgeht,- eindeutige analytische Functionen der

össen o^; sie ergeben sich nämlich als gleichmässig convergente Reihen

leset Grössen.

Dieser Eigenschaft zufolge kann man die Ableitung von 2«)|, nach «,._,

Jurch Differentiation unter dem Integralzeichen herstellen. Es wird

ä(2o)^)
= I -^ l-r—

t

öa,^_, J da^jt-i \«-«8^-i 22//
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Pix)Nun ist _ ^ ' von «j^_j unabhängig, und y von der Form

y = (x-a,.J'Y,

wo Y die Grösse a^^,, nicht mehr enthält; es folgt also

ö(2a.^)

da.'«/»

E = 1. f
^(^) dx

Setzt man noch

jH'{xy\dx = 2ti^, (p = i,2,...e)

die Integrale über denselben Weg erstreckt wie vorher, so erhält man

''fi^ (p = i,2,..e).

Diese Formeln lehren, wie man aus einer Periode eines hyperelliptischen

Integrals erster Art die zugehörige Periode des entsprechenden Integrals

zweiter Art durch blosse Differentiation nach a„. , finden kann.

Zu dem einen bisher allein betrachteten geschlossenen Integrationswege,

dessen «-Linie eine Ellipse mit den Brennpunkten a^ und a^^^ war, nehmen

wir jetzt einen zweiten hinzu, und zwar sei die a; -Linie eine Ellipse mit den

Brennpunkten a^_, und a^.

Fig. 17.

Denken wir uns dann die beiden Curven in positivem Sinne von den Punkten
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aus durchlaufen, in denen sie von den Geraden a„+,ö„ und «„«„_, geschnitten

werden, so stimmen in den Integralen J'H{xyYdx die Werthe von \jE{x) in

dem ersten, in der Figur gekennzeichneten Schnittpunkte überein. In dem

zweiten Schnittpunkte dagegen findet keine Übereinstimmung statt, denn in

den auf die Ellipse mit den Brennpunkten a^ und a^^^ sich beziehenden In-

tegralen hat y = \jR{x) auch in diesem Schnittpunkte den Hauptwerth, in

den über die andere Ellipse erstreckten Integralen dagegen nicht. Daraus

folgt, dass diese beiden Ellipsen, wenn sie in richtigem Sinne durchlaufen

werden, die eine der Bedingungen erfüllen, die früher für die Kreise Kp und

Kg festgesetzt wurden, dass sie sich nämlich nur in einem Punkte in posi-

tivem Sinne durchkreuzen.

Wenn die Perioden 2u)^, 27)^ der Integrale erster und zweiter Art durch

Integration längs der Ellipse mit den Brennpunkten a^ und a„^, entstehen,

während die Perioden 2 u)^, 2 tj^ in derselben Weise der Ellipse mit den

Brennpunkten a^_^ und a^ zugeordnet sind, so ist

denn die zweite Ellipse schneidet die erste einmal in positivem Sinne (S. 313).

'Diese Relation gilt für je zwei auf einander folgende Ellipsen, die sich in

gleicher Weise um drei benachbarte der Punkte a^, a^, ... a^^ construiren lassen.

Handelt es sich jetzt um die Bestimmung eines primitiven Systems

simultaner Perioden der hyperelliptischen Integrale erster und zweiter Art, so

hat man 2q Integrationswege K^, K[', . . . K , K' von der Beschaffenheit auf-

zusuchen, dass nur der zweite den ersten, der vierte den dritten, u. s. f.

einmal in positivem Sinne durchlcreuzt (S. 327). Die bis jetzt eingeführten

Ellipsen haben nicht diese Beschaffenheit, da sich ja immer zwei auf ein-

ander folgende schneiden. Nun treffen die q Ellipsen mit den Brennpunkten

<^ii ^2? ^3) '''li ^5)^6) ••• ^ao-i^so ^^^ geeigneter Wahl der Grösse ihrer Axen

einander nicht; man findet daher Integrationswege der verlangten Eigenschaft,

wenn man jenen Ellipsen q andere zuordnet, deren jede eine von ihnen ein-

mal in positivem Sinne schneidet und ausserdem alle vorhergehenden Ellipsen

umschliesst.

Abelscbe Fonctionen. 46
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Die Figur veranschaulicht dies für p = 2 unter der Annahme, dass die

Grössen a^, ... a^ reell sind. Auch steht es frei, diese Ellipsen diu'ch Kreise

Fig. 18.

zu ersetzen, die also der Reihe nach die zwei Punkte a^,, a^, die vier Punkte

a , a . a , a , die sechs Punkte a....a^ u. s. w. umfassen. Diese Kreise können

noch speciellen Bedingungen unterworfen werden.

Es ist jedoch nicht nöthig, die Integration längs dieser oder äquivalenter

Curven wirklich auszuführen, wenn es überhaupt nur darauf ankommt, ein

primitives System simultaner Perioden zu bilden. Man kann dann bei den

2p Ellipsen stehen bleiben, die je zwei auf einander folgende Punkte aus

der Reihe a^^a^^...a^ zu Brennpunkten haben und für welche die Be-

rechnung der vollständigen Integrale im Vorhergehenden entwickelt worden

ist. Es werde nämlich gesetzt:

2o)„^ = 2u)„, 27j„^ = 2 7)„,

2">L^ = 2 S «>„, 2r{,^ ^ 2 2 7j„.

Dass diese Grössen als ein primitives Periodensystem betrachtet werden

können, beweisen wir, indem wir zeigen, dass sie den für solche Perioden

charakteristischen Relationen genügen. Eine Gruppe dieser Relationen ist

in der Formel

j
(/3 ^ y)

l

(S. 330, (A.)) enthalten. Setzt man nun für «>„^, T)a^, «"l,,,
t)'«,? ^^^ obigen Aus-

drücke, so ergiebt sich

a ()= o= 1



DIE PERIODEN DER HTPERELLIPTISCHEN INTEGRALE. 363

Ist hierin /3 > y, so wird die (2/3)*" Ellipse nicht von der (a^ + l)*"" geschnitten,

denn es ist dann

2d+ 1 <2y-l <;2/J-l,

Tind der Ausdruck rechts ist Null (S. 313). Für /3 = y wird er gleich

2( ^;« "*« - <"« ^i« ) = -g"'

Endlich erhält man für ß < y

S( T^a ">a - ">« ^« ) + S( ^« «"« - "»« ^o) = -^ S- = 0-
« o i2

— ^

Die obige Formel besteht also in jedem einzelnen Falle.

Ebenso kann man beweisen, dass die anderen Relationen, die für

[ein primitives System simultaner Perioden gelten (S. 330, (A.)), durch die für

f f

"^aßt *"«!*) ''i«!?) "^aj)

^angenommenen Grössen erfüllt werden.

Als ich mich zuerst mit den hyperelliptischen Functionen beschäftigte,

Ihat mir die Auffindung dieses Systems von Fundamentalperioden grosse Mühe
[gemacht. In der Theorie der elliptischen Functionen boten sich die Perioden

Ivon selbst dar, als vollständige Integrale über die beiden Ellipsen mit den

Brennpunkten a^, a, und a^, a^. Es lag nahe, auch für den allgemeinen Fall

diejenigen Perioden als primitiv anzunehmen, die durch Integration über die

2(» hier zuerst betrachteten Ellipsen mit den Brennpunkten a„, a^; a^,a^-...

a, j,
a^,^ erhalten werden. Dann stimmte aber Manches nicht, z. B. bei den

Eigenschaften der Thetafunctionen.

Weitere Resultate aus der Theorie der hyperelliptischen Functionen

habe ich in einer Abhandlung »Zur Theorie der Abelschen Functionen«,

Grelle' s Journal Bd. 47, veröffentlicht.*) Die Theorie stützt sich dort haupt-

sächlich auf das Abelsche Theorem.

*) Bd. I, S. 133—152 dieser Ausgabe.

46"



Achtzehntes Kapitel.

Die Functionen E{xy)^ und E'(xy)^.

. Am Schlüsse des fünfzehnten Kapitels wurde eine allenthalben eindeutige

Function E{xy) eingeführt, die mit

Q{xy) =jH{xy,x'y')dx'

durch die Gleichung

göC^y) _ E{xy)

zusammenhängt. Es ist demnach der Werth der Function ü{xy) gleich einem

der Werthe von logjE(ict/), und es soll zunächst dieser Werth genauer be-

stimmt werden.

Wir haben gesehen, dass die Function ü{xy) beim Übergange von irgend

einer Stelle, z. B. («„ij, zu einer anderen {xy) sich stetig ändert, so lange der

von («„6,) nach [xy) führende Weg weder den zur Definition von Q{xy)

(S. 306) dienenden Kreis von Paaren kreuzt, noch durch eine der Stellen

(a, 6j), ... (a h) hindm-chgeht. Wird nun der Logarithmus von E{xy) so ge-

wählt, dass er an der Stelle («„i;,), für die H{xy,x'y') gleich Null ist, ver-

schwindet, und wird der Weg von (a^b^) nach (xy) fixirt, so ist logE{xy)

eindeutig bestimmt, und es ist Q{xy) mit diesem Werth von logE(xy) jeden-

falls so lange identisch, wie an den genannten Bedingungen festgehalten

wird. Wir haben aber der Function Q{xy) auch dann noch eine Bedeutung

beilegen können, wenn {xy) auf jenem Kreise von Paaren liegt (S. 310). Es

convergirte nämlich Q(x^y^)— Q{x^yJ gegen die Grenze

^{x,y„)-Q{x„y„) = 27ti,



^Krenn sich (x^yj von der negativen, (x^y,) von der positiven Seite des Kreises

her der auf ihm gelegenen Stelle {x^yj näherte (vgl. S. 318). Bezeichnet man

daher mit d und d' dem absoluten Betrage nach hinreichend kleine Grössen,

nimmt (a;,«/,), (^,^2) zu beiden Seiten des Kreises und der Stelle {x^yj unendlich

nahe an, und fixirt einen bestimmten Integrationsweg {{a^h^) ... [x^y^) ... («,«/,)),

der an der Stelle (^^,^0) *^^u betrachteten Kreis kreuzt, so ist

und auch, weil sich \ogE{xy) stetig ändert,

\ogE{x,y,) = \ogE{x,y,) + S'= Ü{x,y,) + S'.

Hieraus folgt

logiJ(a;.y,) = ü{x^y^)-2Tzi;

lenn da \o^E{Xj^y^) sich von ö(ic,</,) jedenfalls nur durch ein Vielfaches von

i unterscheiden kann, so muss 8'— 8 = sein. Schneidet der "Weg von

\^b^) nach (x^y^) den ausgeschlossenen Kreis in negativem Sinne, so tritt

der eben aufgestellten Gleichung + 2iri an die Stelle von — 2iri. Wenn
an überhaupt alle Durchkreuzungen eines von (a^bj nach (xy) führenden

eges mit dem Kreise, auf den sich Q{xy) = jH{xy,x'y')dx' bezieht, auf-

cht, ihnen je nach dem Sinne die Zahl +1 oder —1 zuordnet und die

me dieser Zahlen fi nennt, so ergiebt sich

logE{xy) = Q{xy) — 2inzi.

an sieht aus dieser Formel unmittelbar, welcher Werth dem Logarithmus

jeder Stelle beigelegt werden muss, wenn der Weg gegeben ist, der von

[,6,) nach (xy) führt. Liegt die Stelle (xy) auf dem ausgeschlossenen Kreise

ilbst, so hat man für Q{xy) nach der Definition Q{xy) oder Q(xy) zu setzen.

Nun wollen wir die Function E{xy) näher untersuchen. Wir haben für

sie die Gleichungen

Eix^y^) = E\l + t^it)\,

E{xa,) = i;„e2"'«'"'jl + ^5ß„(0|, (« = 1,2,...«)

gefunden (S. 314), in denen E, E^, ... E^ von Null verschiedene Constanten

sind, während die Grössen 2u)j, 2ta^, ... 2«) simultane Perioden der Integrale



366 ACHTZEHNTES KAPITEL.

erster Art jH{ay)^dx bedeuten. Den gesclilossenen Integrationsweg für das

Integral jH{xy,x'y')dx', der mit demjenigen für die q vollständigen Integrale

2 «>„ = jH{xy\ dx (« = 1, 2, . . . q)

übereinstimmt, dachten wir uns in bestimmter Weise gewählt; er war nur an

die Bedingung geknüpft, keine der Stellen («o^o), (a,&i)) ••• («„ö„) zu enthalten

(S. 304).

Die Werthepaare («,^,)» ••• («„^„) sind wesentlich singulare Stellen der

Function E{xy), da diese an ihnen den Charakter einer rationalen Function

verliert; an jeder anderen Stelle hat sie einen bestimmten endlichen, von

Null verschiedenen Werth. Wir bezeichnen daher die Function JE(xy), im

Gegensatz zu der im nächsten Kapitel zu betrachtenden Function E{xy] x^y^, ^o%)'

als eine nicht verschwindende jB-Function.

Verändern wir den geschlossenen Integrationsweg, so erhalten wir im

Allgemeinen andere Werthe des vollständigen Integrals J'H(xy, x'y') dx' und

damit neue Functionen E{xy).

Wenn
2o),, 2o),, ... 2 (U

?

ein beliebiges System simultaner Perioden der Abelschen Integrale erster

Art ist, so lässt sich immer eine Function E{xy) bilden, für welche die

Gleichungen

bestehen. Denn es sei K der Kreis von Paaren, über den erstreckt die

Integrale J'H(xy)^dx, ... fH{xy)dx die Werthe 210^, ...2(0^ annehmen, so

braucht man nur

f H(xy,x'y')dx'

E{xy) = e^'"
,

27)„ = / H'(xy)Jx (a = 1, 2, . . . e)
(JT)

zu setzen. Dann ist für die so definirte ^-Function (S. 306)

und (S. 314)

^^^^^ = ±\2^.EXxy).-2rM^yU

^(^"ii) = ^.^'"'"'"'{i + <$„(0| (a = l,2, .q).
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Zu verschiedenen Systemen simultaner Perioden der Integrale erster Art

gehören also verschiedene Functionen E{xy)- wir wollen mit

diejenige bezeichnen, welche dem Periodensystem 2u)j, 2u>j, ... 2ü) entspricht.

Es soll nun gezeigt werden, dass die durch die Gleichungen auf S. 365

dargestellten Eigenschaften für die Function charakteristisch sind, d. h. dass

jede Function E{xy), die den Gleichungen

enügt, eine nicht verschwindende ^-Function ist, sodass E{xy) bei passender

estimmung des Integrationsweges auf die Form

CH{xy,a!y')dx'

ebracht werden kann; E, E^, . .. E^, c^, . . . c sind dabei Constanten.

Zunächst werde bewiesen, dass die Grössen 2Cj, 2Cj, ... 2c ein System

lultaner Perioden der Integrale

jH{xy\dx {a = \,2,...Q)

Iden. Führen wir statt {xy) ein Element {Xfy^ des algebraischen Gebildes

i, so wird

_ ä\og Ejxtyt)

d log E(xy) dt

dx dXf

IT

^m Zähler lässt sich \ogE[x^y^^ wie die der Voraussetzung nach bestehenden

Gleichungen zeigen, in eine nach steigenden Potenzen von t fortschreitende

Reihe entwickeln, die für ein Element {x^y^ die Potenz ^~', sonst aber nie-

mals negative Potenzen enthält. Daher treten in der Entwickelung der

Ableitung

dlogEjXtyt)

dt
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nur für eine endliche Anzahl nicht äquivalenter Elemente negative Potenzen

von t auf. Der Nenner -~ kann nur für einzelne Elemente (a?^«/,) mit einer

positiven Potenz von t beginnen, demnach kommen- auch in dem Quotienten

dt

dXf

IF

negative Potenzen von t nur für eine endliche Anzahl von Functionenpaaren

und stets nur in endlicher Anzahl vor. Die eindeutige Function des Paares {xy)

dlogEjxy)

dx

hat also an allen Stellen des Gebildes f{x, y) = den Charakter' einer ratio-

nalen Function, mithin ist sie eine rationale Function des Paares (xy) (S. 244),

die mit F(xy) bezeichnet v?erden möge.

Die Entwickelung von

enthält, wenn der Mittelpunkt des Elementes {x^y^) nicht eine der Stellen

(^o^a) i^*-) keine negativen Potenzen von t, also ist

dagegen hat man

Fi^iVt)^ = m);

a a fix.

Nun gelten die Gleichungen (S. 257)

a

H\XtyX~l- = -r' + i5ß(0, (.= l,2,...e)

während für kein von {x^y^ verschiedenes Element in der Entwickelung von

H'{x^y^\-^ negative Potenzen von t auftreten. Führen wir daher die ratio-

nale Function

F.ixy) = Fixy)-±2c^H'ixy)^



DIE FUNCTIONEN E(xy)ß UND E'{xy)^. 369

ein, so wird für jedes beliebige Element des Gebildes

denn die negativen Potenzen, die in

vorkommen, heben sich in

a a flT..

weg. Die Function F^{xy) hat demnach die charakteristische Eigenschaft einer

Function H(xy), sodass (S. 105) bei passender Bestimmung der Constanten

e

lithin

rd.

Um die Beschaffenheit der Constanten c,, ... c zu erkennen, wollen wir

kun diejenigen 2p vollständigen Integrale

fdlogEjxy)^^ .

J ax

iietrachten, deren Integrationswege die im sechzehnten Kapitel eingeführten

Iq Kreise K^ und Kj, sind, über welche erstreckt die Integrale (S. 330)

/ H{xyXdx = 2a>„^, / E(xy)„dx = 20»;^,

I
H'{xy\dx = 27)„^, f H'{xy)^dx = 2r{„^

bin primitives System simultaner Perioden der Abelschen Integrale erster und

zweiter Art bilden (S. 337). Dann ergiebt sich, wenn m^ und m'^ ganze Zahlen

oder Null sind,

Je
dlogE(xy) , „ , •

Abeltche Fonetionen. 47
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mithin folgt

e

?

0=1

Löst man diese Gleichungen auf, so wird (S. 331— 332)

Q

2c; = 2 |-2»^;?^a,^ + 2W|,Yj;|,|,•

die Grössen 2c , ... 2c sind also simultane Perioden der q Abelschen

Integrale erster Art und sollen deshalb mit 2(0^,... 2tD bezeichnet werden.

Der Voraussetzung nach gelten nun die Gleichungen

und der Quotient

Ejxy)

wird eine eindeutige Function des Paares (xy), die überall den Charakter einer

rationalen Function hat. Denn auch für die Umgebung der Stellen (a^b^)

hebt sich nach Einführung des Functionenpaares (4£) die Exponentialgrösse

weg, und die Entwickelung des Quotienten beginnt mit einer von Null ver-

schiedenen Constanten. Mithin ist dieser Quotient eine rationale Function

des Paares {xy), die sich aber auf eine Constante reduciren muss, da sie an

keiner Stelle unendlich gross werden kann. Für (xy) = (a„6J haben Zähler

und Nenner beide den Werth 1, also folgt

E{xy) = E(zy\m„...m^).

Damit ist bewiesen, dass jede Function, welche die Fundamentaleigenschaften

eiuer nicht verschwindenden ÜJ-Function hat, selbst eine solche ist.

Unter

Q{xy)^ imd Q'{xy)^ ((3 = 1,2,...?)

wollen wir nun diejenigen Functionen

Qixy)=jE{xy,x'y')dx'
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verstellen, für welche der geschlossene Integrationsweg mit einem der Kreise

Ka und K'^ übereinstimmt.

Bezeichnen wir in der Theorie der hyperelliptischen Transcendenten die
a

Function ü{xy) mit ü{xy)^ wenn das zu ihrer Definition dienende voll-

ständige Integral über die Ellipse mit den Brennpunkten a^ und a^^^

erstreckt wird (S. 360), so können wir, der Definition von w^ und yj^ , uj'

und Tfj' entsprechend (S. 362),

^{xy\ = ß {x.y),

d=a

stzen.

Aus Q{xy) und Q!{xy)„ sollen die Functionen E{xy)^ und E'{xy)^ mittels

ler Gleichungen

E{xy), = e^-^''^^? = e^^?^
f mxy,x'y')dx'

(ß = i,2,...e)

lervorgehen. Sind wieder 2(o^^, . . . 2üi^^ und 2a)j^, . .. 2u)' die Perioden

ler Abelschen Integrale erster Art, die sich durch Integration über die

reise Äj, und K'^ ergeben, so ist

E(xy)^ = i:(xy\i,>,^,...ix>^,^),

E'{xy\ = E{xy
| (»i^, . . . w^^)

;

gelten daher für die Umgebung der Stellen (a^ij, ... (a 6 ) die Ent-

ickelungen

E\x,y,\ = E'„^e^<?'~\l + t%'^{t)\-

Jedes System simultaner Perioden 2(0^,... 2u) lässt sich nun als' lineares

homogenes Aggregat mit ganzzahligen Coefficienten der 1q Systeme

2(u„,, 2o)„,, ... 2o)„p,

2a);,, 2«,;,, ... 2ü,;„

(a=l,2,...e)

47*
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darstellen (S. 334); es sei

Dann wird

die Entwickelung des Products auf der rechten Seite giebt nämlich für die

Umgebung von («„&„)

C„e ^='
.

{l + mM-f^^e^""" |l + ^*«(0!,

und für die Umgebung einer von («,ö,), ••• («„^o) verschiedenen Stelle

Da ferner

E{<^oh)!i = 1 und i^K^-oV = 1

ist, so hat auch das Product an der Stelle (a^bj den Werth 1. Es kommen

ihm also die charakteristischen Eigenschaften der Function E{xy\ui^, ... w) ^
zu, womit die Übereinstimmung beider Seiten der Gleichung bewiesen ist. "

Demnach hat sich ergeben, dass jede nicht verschwindende jE?-Function

durch Multiplication und Division aus 2p speciellen von ihnen, den Functio-

nen E{xy)g und E'{xy\, in der Form

E(xy\o,„...«.^) = Um^y)/nE'ixy)/^

gebildet werden kann, wo (ig und (ig ganze positive oder negative Zahlen

oder Null sind.

Bei passender Wahl der q Paare von Kreisen K^ und K'^ ist stets zu

erreichen, dass keine der Zahlen fig und jtl einen negativen Werth hat. Die

Function E(xy\u)^^ ... lo) kann daher auch durch ein aus 2q Functionen

E{xy)g und E'(xy)g gebildetes Product dargestellt werden.

Zum Schlüsse des Kapitels wollen wir zu den Formeln zurückkehren

(S. 316), welche die Darstellung der Functionen H{xy\ und H'{xy)^ durch
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jOgaiithmen der JJ-Functionen liefern. Wir gehen von der Gleichung (S. 313)

lus und führen für 2(i)^, 2yj^ die speciellen Perioden 2a)„^, 27]„^ und 2ü)^^,

iYj^j, ein; dann erhalten wir

[ieraus folgt, wenn wir in dem ersten Gleichungssystem auf S. 332

H
d\ogE{xyy

Kl = = —

2p. Ki

dx

d\ogE'(xy)^

dx

Q,, = H{xy),,

P„ = E'{xy\

|ietzen, mittels der letzten Relationen auf S. 331

bder

H{xy\ dx = dy-^^\ («„^Jog E'{xy\ - w;^ log E(xy)^
\ j

,

H'[xy)^ dx = d(^ Sh«^ log E'{xy)^ - t,;^ log E{xy)^
}

)•

Wir wollen nun für die Integralfunctionen erster und zweiter Art die

jfolgenden bleibenden Bezeichnungen einführen:

•(«y)

H(x'y\dx' = J(xy),,

/ H'{x'y\dx' = J\xy)„

(a=l,2,...p)
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Die so erklärten Functionen J{xy)^ und J'(xy)^ sind für alle Stellen des Ge-

bildes definirt und verschwinden an der Stelle («„&„)•

Durch Integration der für H{xy)^dx und II'{xy)^dx gefundenen Formeln

zwischen den Grenzen {%b^ und {xy) ergiebt sich sodann

1 •?

^-'
(a = l,2,...e)

1 ^

Hierbei sind den Logarithmen von E{xy), und E\xy), diejenigen ihrer Werthe

beizulegen, die durch stetigen Übergang auf dem Integrationswege ((«„&,) ... {xy))

erhalten werden und für die Stelle (a„6J verschwinden.

Diese Gleichungen lassen das periodische Verhalten der Integralfunctionen

erster und zweiter Art deutlich hervortreten. Die allgemeinen Ausdrücke für

die Logarithmen der Functionen E{xy), und E'{xy)^ erhält man (S. 365), indem

man von der Stelle {%h^) zu der Stelle {xy) auf einem Wege übergeht, welcher

unter Berücksichtigung des Sinnes der Durchkreuzung den Kreis K^ »i«-mal

und den Kreis K'^ ?wj,-mal schneidet; andererseits lässt sich auch der Inte-

grationsweg stets so wählen, dass m.j und m'ß beliebig vorgeschriebene, ganz-

zahlige Werthe erhalten. Es ist daher

log E{xy)ß = Q,{xy)ß-2mß'Ki,

log E'{xy)ß = Q'{xy)^-2m-ß'Ki,

wo m^ und m'^ ganze positive oder negative Zahlen oder Null sind. Setzt

man für einen Augenblick

^2 i
«>«,j ß'(a^«/)(j - <? ß {xy)^

\
= 'J{xy)a

,

^^h^ß ^'i^y)s>- ri'afQixy)^] = 'J'ixy),,

so sind alle Werthe der vorher gefundenen Ausdrücke für J{xy)^ und J\xy)^

in den Formeln

'J'i?^y)a + 2(- 2»»;, -na? + 2>w^ r;,ß)
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enthalten, sie unterscheiden sich mithin von den eindeutig fixirten Werthen

'J{xy)^ und 'J\xy)^ nur um eine beliebige Periode (S. 334). In dem

ersten Gleichungssystem auf v. S. ist daher jeder Werth einer der Summen
rechts gleich einem Werthe der Integralfunctionen J{xy) oder J'{xy) , und

umgekehrt.

Ein Ausdruck der Form

i I
A^ log E'{xy\ + A^ log E{xy)^]

ist immer eine Summe von Integralfunctionen erster und zweiter Art, da er

differentiirt ein Aggregat von Functionen H(xy)^ und H'{xy)^ ergiebt. Die

»Grösse

st der allgemeinste Ausdruck für eine Periode dieser Function; man kann

laher eine Summe von Integralfunctionen erster und zweiter Art bilden, der

fcin beliebig vorgeschriebenes System von 2p Perioden zukommt.

Integrirt man die Formeln für H{xy)^dx und H'(xy)^dx (S. 373) auf

lern Wege {{x^y,) . . {x^y,)), so folgt

(u=^1,2,...q)

Während hierin die Functionen E{xy)^ und E\xy)„ selbst von der Stelle

*o^o) abhängen, sind die auf den rechten Seiten auftretenden Qifotienten

\lx y)
"^"^^

E'(x y)
^°" dieser Stelle unabhängig. Es seien nämlich E{xy)

id E{xy) zwei Functionen, welche dieselben wesentlich singulären Stellen

('*j^i)' ('^s^J' ••• (^'o^j)
haben und deren Entwickelungen in der Umgebung

dieser Stellen dieselben Exponentialfactoren

e ,
e

, . . . e '

enthalten. Die erste Function E{xy) werde für (a„6J, die zweite E(xy)

jedoch für {a'gb'J gleich 1. Dann ist der Quotient

E{xy)
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eine rationale Function des Paares {xy)^ die sich auf eine Constante reducirt,

da sie nirgends unendlich gross werden kann. In Folge der Relation

JS(a„6J = 1 wird

III = m^M.

mithin folgt, wie bewiesen werden sollte,



Neunzehntes Kapitel.

Die Functionen ü{xy', x^ij^, x^y^) und E{xy- x^y^, x^yj.

Die Function Q (xy) war durch das vollständige Integral jH(xy, x'y') dx'

fefinirt worden; wir hatten aber bereits im fünfzehnten Kapitel (S. 305)

äben diesem vollständigen Integrale auch das zwischen den beliebigen

renzen {x^y^) und {x^y^) erstreckte betrachtet und

/
(«lyi)

H{xy ,x'y') dx = il {xy
; a;, y. , x^

«/

J

(a;o2/o)

setzt. Die Eigenschaften dieser Function Qiooy; Xj^y^,x^y^) sind, wie wir

en werden, ganz ähnlich denen von Q(xy).

Bei der Ausführung der Integration darf {x'y') mit keiner der beiden

;ellen (.ry) oder (a^b^) zusammenfallen, an denen die zu integrirende Func-

in unendlich gross wird (S. 197). Wählen wir daher einen bestimmten

tegrationsweg ((a;^^^) . . . (a;, yj), der aber ein für alle Mal nicht durch die

lUe («„ij hindurchgehen darf, so ist die Function Qixy]x^y^, x^yj für alle

llen (xy) definirt, die ihm nicht angehören. Die frühere Bedingung

. 304), dass (x^y^) und {x^yj Stellen desselben Elements des algebraischen

Gebildes seien, können wir jetzt fallen lassen.

Ist (x^yi) ein beliebiges Element, dessen Mittelpunkt aber weder eine

der Stellen («j6,), ... (« &„) noch eine Stelle des Integrationsweges ist, so

iobt die Gleichung (S. 85, (III, 3))

n{x,y„x',y',)^ = vß(^T>

Abelscfae Fanctionou. 48



378 NEUNZEHNTES KAPITEL.
I I

unmittelbar die Entwickelung

wenn (ic,«/,) ^ii<i (^o%) demselben Element {pciy'S) des Gebildes angehören.

Ist dies aber nicht der Fall, so zerlegen wir das die Function Q (ic?/ ; ic^ i/ , o; t/J

definirende Integral in mehrere und gelangen so zu derselben Formel.

Um ferner die FiUtwickelung der betrachteten Function für die Um-
gebung einer Stelle («„&„) zu untersuchen, nehmen wir zunächst wieder an,

dass [x^y^ unA.{x^y^) Stellen desselben Elements {oc.yS) sind, und zwar mögen

sie den Werthen t = x^ und t — t„ entsprechen. Dann wird nach S. 85, (III, 2)

=^ £'\r^H{x,yX^-^W,-^)\ä^ («=l,2,...e)

/•(«i2/i)= rM H{xy\dx + ^,{t).

An jeder der q Stellen («,&,), ••• (ß^^,,) wird also die Function Q(xy;x^y^,x^yJ

von der ersten Ordnung unendlich gross. Gehören (x^yj und {x^yj nicht

beide demselben Element an, so schalten wir auf dem Integrationswege eine

Reihe von Stellen der Art ein, dass dies für je zwei auf einander folgendel

der Fall ist; wenden wir dann die vorhergehenden Betrachtungen auf diej

einzelnen Theilintegrale an, so tritt im Ergebniss keine Änderung ein.

Nachdem wir das Verhalten der Function ö(a;?/; a;j2/j,i»„2/o) ausserhalb des''

Integrationsweges untersucht haben, können wir ihr auch eine Bedeutung

beilegen, wenn (xy) mit irgend einer Stelle (|„7]J des Integrationsweges

zusammenfällt; wir verfahren dabei genau so wie bei der Function Q{xy)

(S. 307). Zu beiden Seiten von (|,v]J nehmen wir auf dem Integi-ationswege

zwei Stellen (l^vj^) und (l^'^J an, so ist

Ü{xy]X,y„x,y,) = + + /

(iili) /-(Sü^s) /-(^iZ/i)

Liegt nun, wenn (xy) sich der Stelle (I^yjJ nähert, x zuerst auf der

positiven Seite der Integrationslinie in der a;-Ebene (S. 317), so werde auf
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ihrer negativen Seite in der Nähe des Punktes |^ ein Punkt x[ fixirt, dem

der Werth y[ von y entsprechen möge, und

/•(lili) ri^y'o) riii-ni) ri^iVi.)

/ +/ +/ +/ = ß.(a;y;a;,yi,a;„2/J

•^(*«2/o) -^(lili) "^K2/o) -^(Isi.)

gesetzt. Diese Function hat für die Stelle (IjirjJ eine Bedeutung, und ihr Werth.

stimmt für alle Paare {xy)., für die x ausserhalb des Dreiecks (g^ .. . a;^' . . . |J

liegt, mit dem von Q'ixy^x^y^^x^y^) überein, wofür der Beweis ebenso ge-

führt wird, wie früher (S. 308) der entsprechende für die Function Q^{xy)

in ihrer Beziehung zu ü{xy). Daher sagen wir auch hier, der Werth der

Function Q{xy^x^y^.,x^y^ an der Stelle (§„"']„) des Integrationsweges ist gleich

i (^0^0) ^1 2/1) ^0 2^0)' ^'^^ ^^^ Punkt X von der positiven Seite her sich
1^, nä-

ert. Diesen Werth wollen wir jetzt mit

+

^zeichnen.

Wenn aber x auf der negativen Seite der Integrationslinie liegt, so

ilden wir in entsprechender Weise eine Function ü^{xy^x^y^^x^y^) und defi-

len auch hier

Führen wir nun für ß,(So"1o; 2^,«/,, ^o2/o) ^^^ Bezeichnung

fin, so ist in diesem Falle

Da die Differenz

ein vollständiges Integral j'Hii,ji^^x'y')dx' ist, dessen Werth gleich 2%i ge-

funden wurde (S. 310), so wird für eine Stelle (§„"/](,) des Integrationsweges

48*
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Diese Betrachtung gilt für alle "VVerthepaare (fo'^j) des Integrationsweges

((*o2/o) ••• K^i)) mit Ausnahme der beiden ihn begrenzenden Stellen (x^y^) und

(oc^yj, denn für diese können wir nicht (l,"l,) und {^^\) in einer solchen

Lage einführen, wie sie oben vorausgesetzt wurde. Wir müssen daher das

Verhalten von 2(a'?/; a?,2/i) ^o^o) ^'^ ^^''^ Umgebung dieser beiden Stellen be-

sonders untersuchen.

Es seien {x^'l/^) und {x^y^) die Elemente des algebraischen Gebildes mit

den Mittelpunkten {x^yj und {x^yj, wobei eine Verwechselung von (x^y^)

mit dem Element (x^y^), das die Umgebung der Stelle (a, i,) darstellt, ausge-

schlossen ist. Vorläufig soll angenommen werden, keine der beiden Stellen

(x^yj und (x^yj falle mit einer der Stellen (a,/^,), ... (« &„) zusammen. Um
nun die Form der Entwickelung von Q{x^y^;x^y^,x^yJ zu ermitteln, fixiren

wir auf dem Integrationswege in hinreichender Nähe von (x^yj eine Stelle

(x[y[), die sich aus dem Functionenpaare (x^y^) für ^ = x' ergeben möge;

dann ist t' eine von Null verschiedene Constante, und es folgt

(1) (I) rK^iVi) (1) (1) /"O
(1) (1) (1) (1) ^x

^i^tVi^^iyv^oyo) = I H{Xtyt,xy')dx'+ H{Xtyi,x.y;)-^äx.

Nach dem Vorhergehenden wird nun

/ H{x,yt,x'y')dx' ^%{t).
*'(«o2/o)

In dem zweiten Integral ist (S. 85, (III, 1))

(1)

(1) (1) (1) (1) ß,x 1
H{x,y„x^y^)-^ = -—^ + ^(t,-),

da die Stellen (a^h^) und (x^y^) nicht zusammenfallen können (S. 377), also

ergiebt sich

J
S{xtyt,x^y;)~j_^-d- = logj^^+J^ ^(<,t)c?t.

"Wird log-r—r nach steigenden Potenzen von t entwickelt, so erhält man

(1)

J'H&l,ll)'^d.=^logt + Ut),
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Q{xtt/t;x,ij„x,y,) = logt + ^{t).

381

Die Function Qi^y^x^y^jX^yJ wird demnach logarithmisch unendlich,

wenn sich (xy) der Stelle (x^yj nähert, worin ein charakteristischer Unter-

schied der beiden Functionen Q{xy]X^y^,x^yJ und Q(xy) enthalten ist.

Hieraus folgt mit Hülfe der Gleichung

iie sich unmittelbar aus der Definition der Function ergiebt,

(0) (0)

^{xtyt;x,y„x,y,) = -\ogt+'^{t).

Es falle nun {x^y^) mit {a^bj zusammen, und es liege (xy) in der Um-

gebung dieser Stelle. Dann schalten wir auf dem Integrationswege in hin-

reichender Nähe von (x^y^) eine Stelle {x[y'J ein und zerlegen ^{xy] x^y^,XgyJ

die Summe zweier Functionen derselben Art:

<^ÖVo) '(«i^i)

Q{xy; x^ y„ x, yj = / Sixy, x'y') dx + / B:{xy, x'tj') dx'

= ii(xy; x'^y'„, a:„yj + Q(a;«/; x,y„ x'^y',).

liefert nun das Element (x^y^), dessen Mittelpunkt («„&„) = {x^yj ist, für

= t' die Stelle (x'^yl), so ist xj, nicht gleich Null. Daher wird (S. 85, (IV, 1))

^{Xiyt]<y',i«^,y,) =J Sixtyt,x^y^)-^d-

= logi—^ + r'/ H{xy\dx + ^{t)

= -log« +r' / H(xy\dx + %{t).

(a^oJ/o)

In der zweiten Function Q{xy;x^y^,x[y'^) ist nach dem schon behandelten
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FaU

^ixtijt^x.y^x'.y;) = t" { ' ' H{xy)Jx + %{t),

mithin ergiebig sich dm-ch Addition

.'(»12/1)

''(«o^o)

(Xtyt;x,y„x,y,) = -logt+f' f
' ' Hixy)Jx +^,{t),

oder da {xjjj = {aJJ ist,

^iXiyt;x,y„aM - -logt + r'
f

' ' H{xy),dx + ^,it) (a = i,2,...e).

Hieraus folgt unmittelbar

Qikyt;(iccK,^oyo) = log« + r' /" " "
fi-(a;«/)„cZa;+^^ä„(0 (« = 1,2,. ..e).

Schliesslich ist, weil H{xy,x'y') für (a;?/) = (a„5J identisch verschwindet,

ß(a<,6„;a;. 2/,, «„«/„) =: 0.

Damit haben wir das Verhalten* der Function

Q{xy;x,y„x,y,) = / H{xy,x'y')dx'

untersucht und für sie das folgende System von Gleichungen gefunden:

(1) Q{xy; x,ij„ x,y,) ^ -9.{xy;x„y„x^yJ,

(2) Q{a,h„; x.y^, x^yj = 0,

(3) ß {Xi^jt ,x,y„ X, 2/0) = ^ (0

.

(4) ü{Xtlt]X,y„x,y,) = t-'
f '

' H{xy\dx + '^S), (« = 1,2,. ..e)

(5) ß(äiyoic,2/,,a;„yJ = logi + ^(0,

(0) (0)

(6) Q{xtyt;x,y„x,y,) = -logt + '^{t),

(7) Q(x,y,;a„K,x,y,) = logt+r' f"
" H{xy)Jx + %{t), (« = 1,2,...^)

''(•«oJ/.)

(8) ß(«i^,;a;,y„a„&„) = -log^ + r' r ' 'ff(a;2/)„(7a;+^„(0 (« = l,2,...e).
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diesen Formeln haben die Elemente {x^y^ und {x^y^ die von (a„6„) ver-

chiedenen Stellen {x^y^) und [x^y^ zu Mittelpunkten, und die Integrale

8ter Art

/ H{xy\dx (« = i,2,...p)

lind über denselben Weg {{x^y^) ... [x^y^^ zu erstrecken, wie das die Function

|(a;^; iCj^j, iCjt/J definirende Integral

/
(a;i2/i)

H{xy,x'y')dx'.

Die Function Q{xy]x^y^^x^y^) hat also an allen von («^JJ, ... (a 6 ),

CjT/J und (ic„2/o) verschiedenen Stellen des Gebildes den Charakter einer

ganzen Function; sie wird an den g Stellen (a^JJ,... (a^6,,) von der ersten

)rdnung und an den beiden Stellen {x^y^) und [x^y^) logarithmisch unendlich

ross. Mit Ausnahme der dem Integrationsweg angehörigen Stellen ist sie

bindeutig definirt, für diese aber wird sie zweiwerthig, und zwar unterscheiden

ich ihre beiden Werthe um iTzi.

Führen wir nun eine Function

Eixy;x,y„x,y,) = e ^ "' '"" """ = e

J H{xy,x'y')dx'

•in, die also mit ^{xy\x^y^,x^y^ in derselben Weise zusammenhängt, wie

^i{xy) mit Q(x»/), so ergeben sich aus den für Q{xy\x^y^^x^y^) aufgestellten

jrleichungen unmittelbar die folgenden für E(xy;x^y^,x^yJ:

(1) E{xy;x,y„x,y,)
J^(xy]X^y^,x^y,)

(2) E{a,h,; x,y„x,y,) = 1,

(3) E{x,y,; x,y„ x,y,) = E\l + t%{t)\,

(4) E{x;y,;x,y,,x,y,) = £:„ {l + <$„(Oj.e ^"^»^"^

(5) e(x, y,; x, y, , x„ y,) = £"> t\l + i^{t)\,

t
'J

H(xy)^dx

(a = i,2,...e)
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(6) E{ly\;x,y„x,y,)^ E'n-'[l + t^{t)\,

t-^ j Hixyjadx

(7) E{xJjt;a,K,x,y,) = E'J^t{l + t^„(t)]-e ^^»^/o)
^ (a = i,2,...^)

""'nixy),dx

(8) E{x,y,;x,y„aM = Ei'H-'{l + t^^{t)\-e ^""^"^ (« = 1,2, ...9).

Hierbei sind die Grössen- JS, JS„, jE'", E"", E'^\ E'^ von Null verschiedene Con-

stanten; die auf den rechten Seiten der Gleichungen (4), (7) und (8) ent-

haltenen Integrale erster Art sind auf demselben Wege wie das in der Defi-

nitionsgleichung der Function auftretende Integral dritter Art zu bestimmen.

Da für jede Stelle (xy) des Integrationsweges die beiden Werthe

von Q{xyjx^y^,XgyJ nur um 2tcj von einander verschieden sind, so ist

E{xy^x^y^,x^^y^), ebenso wie E(xy), eine allenthalben eindeutige Function

des Paares (xy); sie unterscheidet sich aber von der Function E{xy) wesent-

lich dadurch, dass sie an der Stelle {x^y^ verschwindet und an der Stelle

{x y ) unendlich gross wird, und zwar in beiden Fällen mit der Ordnungs-

zahl 1. Für {x^y^) hat E{xy;x^y^,x^yJ den Charakter einer gebrochenen ra-

tionalen Function, an allen übrigen von {a^bj, ... (ab) verschiedenen Stellen

den einer ganzen Function; die q Stellen (a^bj,... (ab) sind dagegen we-

sentlich singulare.

Es ist leicht nachzuweisen, dass die in den vorhergehenden Glei-

chungen ausgesprochenen Eigenschaften für E(xy',x^y^,x^yJ charakteristisch

sind. Eine Function E{xy\ or-^y^^cc^yj möge nämlich den folgenden Gleichungen

genügen

:

Eia,b,;x,y„x,y,) = 1,

E{xtyt;x,y„x,y,) = E\l + t^{t)\,

E{x^yt;x,y,,x,y,) = E'^Hll + f^it)],

(0) (0) , ,

E{x,y,;x,y„x,y,) = £«»r>jl + i$(0|,

< '
/ H{xy)adx

EixJ,;x,y„x,y,)^ Pit).e
(^«2'»>

, (^ = 1,2,...?)



DIE FUNCTIONEN ö(«2/; «i^i, a;,, J/o) UND E(xy;x^yi, x^y^). 385

^^obei die nach steigenden Potenzen von t fortschreitende Reihe P{t) mit

einer Constanten oder mit der ersten Potenz oder mit der (—1)'^" Potenz

beginnen soll, je nachdem die Stellen (x^y^) und (or^y^) von (a„&„) verschieden

sind, oder («,2/i) oder {x^yj mit dieser Stelle zusammenfällt. Der Integrations-

weg für die Integrale in den Exponenten der letzten q Gleichungen ist be-

liebig, muss aber für alle q Integrale

H{xy\dx (a = l,2,...e)

derselbe sein. Der Annahme nach hat also E(xy;Xj^y^,x^yJ für alle Werthe-

)aare (xy) mit Ausnahme der q Stellen (a^bj,... {a b \ den Charakter einer

mzen oder gebrochenen rationalen Function.

Wir bilden nun die vorher definirte Function

E{xy;x,y„x,y,) = e

/(*! Vi )

R{xy,x'y')dx'

(.XoVo)

ro der Integrationsweg nicht derselbe zu sein braucht, wie eben für die

itegrale erster Art. Die Entwickelung des Quotienten

rgiebt dann, auch wenn {x^y^ oder {x^y^) mit der Stelle («„i„) zusammen-

mt.

lenn der Unterschied der beiden Werthe des Integrals

'

H{xy), dx

in der im Zähler und im Nenner auftretenden Exponentialfunction kann nur

eine Periode

jH(xy)^dx =: 2(u„

Abelscbe Functionen. 49



386 NEUNZEHNTES KAPITEL.

a a

sein. Für jedes von {x^y,) verschiedene Fiinctionenpaar (x^yf) besteht aber

die Entwickelung

und da ferner

•^K^o;^iyi.^o?/o)

ist, so wird nach dem im vorigen Kapitel (S. 367— 370) Bewiesenen der

Quotient

E(xy;x,y„x,y,)

E{xy;x,y„x,y,)

die nicht verschwindende Function l?(rr?/|u)j, . .. w ), d. h. es ist

^(«y; ^12/1,^0 Z/o)
= F.{xy\m„...i»^).E{xy]X,y„x^y,).

Umgekehrt bleiben für das Product einer bestimmten Function

E{xy]X^y^^x^y^) und einer Function JE(,r?/j lo^, ... u) ) die charakteristischen

Gleichungen bestehen, nur ändern sich die IntegTale in den Exponenten

für die in der Umgebung der wesentlich singulären Stellen gültigen Ent-

wickelungen um ein System simultaner Perioden, d. h. ein solches Product

ist eine Function E{xy\x^y^,x^y^), bei welcher der Weg für das Integral

1
H{xy,x'y')dx' ein anderer ist.

•'(^oS'o)

In dem letzten Abschnitt dieser Vorlesungen wird von der Gleichung

T., .
E{xy;x,y^,a^h^)

in der- («1,5^) eine beliebige der q Stellen (öi^ij, ... («„^„) ist, Gebrauch ge-

macht werden. Die Integrationen sind dabei so auszuführen, dass

fi^iVi) ri^iVi) ri^oVo)

I
H{xy)„dx =

j
H{xy)„dx-j H{xy)„dx (a = i,2,...e)

•^(a-o^o) -^(«,96.^) *^(«;»*,j)

ist. Die Richtigkeit der Formel erkennt man unmittelbar daraus, dass der

Quotient rechts sämmtliche Eigenschaften hat, die als charakteristisch für

die Function auf der linken Seite nachgewiesen worden sind.
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Eine ähnliche Bedeutung, wie sie E{xy;x^y^,x^yJ für die rationalen

Functionen des Paares (xy) hat, kommt für die rationalen Functionen einer

Variablen x derjenigen Function zu, welche im Punkte x^ gleich Null und

im Punkte x mit der Ordnungszahl 1 unendlich gross wird, im Punkte a^

aber den Werth 1 annimmt. Sie ist gleich

x— x„ X,

'tind werde mit

bezeichnet.

Jede rationale Function R(x) einer Variablen wird für ebenso viele

Werthe des Arguments Null wie unendlich gross, vorausgesetzt dass die Null-

und Unendlichkeitsstellen mit den richtigen Ordnungszahlen gerechnet werden.

Es seien

•^1 ) •''i )
•

die Werthe, für welche R{x) verschwindet, und

diejenigen, für welche die Function unendlich gross wird; ein Wertii, dessen

• Ordnungszahl grösser als 1 ist, soll dabei mehrfach gesetzt werden. Dann ist

Mix) = B{d,).Uix;x,,x:),
V=I

d. h. es lässt sich R(x) als Product von Functionen darstellen, die nur an

einer Stelle Null und an einer Stelle unendlich gross werden. Nennen wir

eine solche Function {x\ x^^ x[) eine rationale Primfunction, so ist also

jede rationale Function einer Veränderlichen als Product von rationalen

Primfunctionen und einer Constanten darstellbar.

Die Function E{xy^x^y^,x^y^) verschwindet, abgesehen von den wesent-

lich sing-ulären Stellen (a,^,), • •• («„^„), nur an der Stelle (^,yj und wird

für {x^y„) unendlich gross, in beiden Fällen mit der Ordnungszahl 1; sie hat

daher den Charakter einer Primfunction, und wir wollen sie im Gegensatz

zu der eben betrachteten rationalen als eine transcendente Primfunction

bezeichnen. Jede rationale Function R{xy) des durch eine algebraische

49*
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Gleichung f{x^ y) = ^ verbundenen Paares (xy) lässt sich nun in ähnlicher

Weise als Product von transcendenten Primfunctionen darstellen, wie die

rationalen Functionen einer Veränderlichen durch rationale Primfunctionen.

Die Function R{xy) verschwinde an den Stellen

und werde unendlich gross für

«y'i), i^li/>), ••• (.^y'r),

wobei jedes Werthepaar so oft aufzunehmen ist, wie die zugehörige Ord-

nungszahl angiebt. Jeder Stelle der ersten Reihe ordnen wir eine der zweiten

zu, z.B. seien (x^yj und {x[,yl) für v = l,2, ...r zusammengehörig. Sodann

bilden wir für jedes dieser Paare von Stellen die Function

J H(xy,x'y')cbs'

E{xy;x,y,,x;y\) = e
^'"'^'^

;

die }• Integrationswege ({^lyD (p^yy)) können hierbei beliebig angenommen

werden. Setzen wir nun

IlE{xy;x,y„x',y',) = B.ixy),

so lässt sich der Quotient

R(xy)

R.ixy)

in der Umgebung einer von (a^ij, ... (a^i^), {x^y,), ... {x,y,), {x[y[), {Ky',)

verschiedenen Stelle in eine nach steigenden Potenzen von t fortschreitende

Reihe entwickeln, deren Anfangsglied eine von Null verschiedene Constante

ist, denn diese Form hat sowohl die Entwickelung des Zählers, wie die des

Nenners. Ferner ist

I^ikvt) = ^(0 (« = i,2,...e)

und
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'enn («,^„) nicht zu den Null- oder Unendlichkeitsstellen der Function

'(xy) gehört, so fangen P(t) und P^{t) mit constanten Gliedern an. Ver-

gehwindet aber -R(a";?/) für («,i„) mit der Ordnungszahl A, so beginnt

\t) mit dem Gliede t''. Diese Stelle kommt dann auch in der Reihe der

[Ifullstellen (x^i/,) A-mal vor, sodass in dem Product RX^V) ^ Factoren

E{ocy\x^y^^x[.y'^) vorhanden sind, deren Entwickelung , von der Exponential-

rösse abgesehen, mit dem Gliede t^ beginnt; also ist t auch das Anfangs-

^glied in P^{t). Ebenso folgt, wenn («„&„) mit einer Stelle {x[y[) zusammen-

fallt, an welcher die Function JR{xy) mit der Ordnungszahl A unendlich gross

wird, dass dann sowohl P(0) '^^'i^ -^iCO ™^^ ^^^ Potenz t~^ anfängt. Die
pro •

Entwickelung des Quotienten -p^ beginnt daher mit einer Constanten und

enthält nur positive Potenzen von t\ es ist demnach

a « ~^ 2j J H{xy)c,dx

-^^ = C^l + tS^M-e
'=' ^''^''^

(« = t.2,...,).

Stellt (x^yi) ein Element des Gebildes dar, dessen Mittelpunkt eine von

(a^bj, ... (ab) verschiedene Stelle (x^y^) oder {xly[) ist, so wird

id aus den für E{xy;x^y^,x^yJ aufgestellten Formeln (S. 383— 384) ergiebt

ich, dass P{t) und P^{t) mit derselben Potenz von t beginnen. Mithin folgt

)a schliesslich

^^ = c\.^m)\

J^:K6.)

ist, wobei wir voraussetzen, dass die Stelle (a„ij weder zu den Null-, noch

zu den Unendlichkeitsstellen der Function R{xy) gehört, so hat der Quotient

1 Rixy)

E{aM E,{xy)

die für eine nicht verschwindende £!- Function charakteristischen Eigen-
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Schäften (S. 367). Demnach ist

also

Damit ist die Zerlegbarkeit jeder rationalen Function des Paares {xy) in

transcendente Primfunctionen bewiesen. Nachdem man die r Werthepaare

{x^y^) und {x[y[) beliebig in r Gruppen von je einer Null- und Unendlichkeits-

stelle gesondert hat, bildet man das Product R^{xy) der r Primfunctionen

E(ji'y]x^,y ,xl,yl). Dann wird Ii^{o'y) nach Multiplication mit einer nicht ver-

schwindenden Function E{xy) gleich jj^^^j--

Wir können in der vorstehenden Gleichung die Function

fs(xy,x'y')dx'
E{xij) = e-'

auch zu einer der Functionen E{xy]X^y^,x[y[)^ z.B. zu E{xy]X^y^.,xlyl), hin-

zuziehen. Es ist nämlich

H{xy, x'y') dx' + H(xy, x'y') cLx'

(x' v'

)

E{xy).E{xy]X,y^,x'ry',) = e " •"'
;

bezeichnen wir also dieses Product wieder mit E{xy'jX^y^.,xl.y'.), so unter-

scheiden sich die beiden gleich bezeichneten Functionen nur durch den

Integrationsweg {f^x^yl) . . . {x^.y^)). Wir erhalten so

Rixy) A TTt/ •\= Y[E{xy;x,y,,,x,y,),

wo die Stelle (ab) von den Null- und Unendlichkeitsstellen der Function

R{xy) verschieden anzunehmen ist.

Jede rationale Function des Paares (xy) lässt sich also als Product

von }• transcendenten Primfunctionen E{xy
',
x^y^^ x[,y[) darstellen. In r — \

von ihnen können die Integrationswege für die Integrale

rixyy,)
/ H{xy,x'y')dx'

A<y'v)
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willkürlich gewählt werden, während in der r'™ Function der Integrations-

weg durch die übrigen insoweit bestimmt ist, als nur solche Änderungen

für ihn zulässig sind, die den Werth des Integrals unberührt lassen.

Die Darstellung als Product von ÜJ- Functionen gilt auch für eine

rationale Function des Paares {ocy)^ deren Grad < q ist.

Diese Sätze bieten eine bemerkenswerthe Analogie mit solchen aus der

Zahlentheorie dar. Zimächst gilt im Gebiete der reellen ganzen Zahlen der

Satz, dass jede Zahl entweder selbst nicht in Factoren zerlegbar ist oder aus

solchen " unzerlegbaren Zahlen durch Multiplication gebildet werden kann.

Dies führt zu dem Begriff der Primzahlen. Nimmt man die Primzahlen

sämmtlich als positiv an, so kann man jede Zahl als Product von Primzahlen

und einer Einheit +1 oder —1 darstellen, iind zwar auf eine einzige AVeise.

Der Begriff der Primzahlen kann im Gebiete der complexen ganzen

Zahlen, die aus den vier Einheiten 1, — 1, ?', — i durch Addition zusammen-

resetzt sind, aufrecht erhalten werden. Denn jede Zahl a+bi lässt sich auf

eine einzige Weise durch ein Product von primären Primzahlen ixnd einer

1er vier Einheiten ausdrücken.

Es wurde nun versucht, diese Zerlegung auf die verallgemeinerten

jmplexen ganzen Zahlen, die ganzen algebraischen Zahlen, auszudehnen.

Sine Zahl « heisst eine algebraische Zahl, wenn sie einer Gleichung

änügt , in der die Coefficienten A^, A^, ... A^ reelle ganze Zahlen sind. Ist

|ler Coefficient A^ der höchsten Potenz gleich 1, so heisst a eine ganze

jebraische Zahl; ist ausserdem auch der Coefficient yl,, gleich ± 1, so heisst

eine algebraische Einheit. Jede rationale Function cf («) von « ist ebenfalls

le algebraische Zahl, und zwar wird sie als eine aus a gebildete alge-

Iraische Zahl bezeichnet. Unter diesen Zahlen cp(ß) giebt es wieder solche,

|ie nach der vorhergehenden Definition ganze algebraische Zahlen sind. Bei

lern Bestreben nun, im Gebiete dieser aus a gebildeten Zahlen den Begriff

ler Primzahlen einzuführen, versuchte man zunächst folgende Definition auf-

instellen: Die ganze algebraische Zahl cp(«) wird eine Primzahl genannt, wenn

ie sich nicht als Product zweier Zahlen derselben Art darstellen lässt, von

lenen keine eine Einheit ist. Es fand sich aber, dass das Product zweier so
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definirten Primzahlen noch durch andere dem betrachteten Gebiete angehörige

Zahlen, als diese selbst, theilbar sein kann. Es blieb also nicht der funda-

mentale Satz bestehen, dass eine Zahl nur auf eine einzige Weise in Prim-

zahlen zerlegbar ist.

Diesen Übelstand beseitigte Kummer durch Einführung der sogenannten

idealen Primfactoren. Die Primzahlen, aus denen sich jede ganze alge-

braische Zahl cp(a) auf nur eine Art durch Multiplication zusammensetzen

lässt, sind nämlich nicht in dem Gebiete dieser Zahlen selbst, sondern in

einem ausgedehnteren zu suchen. Nimmt man eine ganze algebraische Zahl

ß an, die mit a durch eine gewisse algebraische Gleichung verbunden ist, so

lässt sich jede ganze Zahl (f(a) auf eine einzige Weise als Product von Zahlen

darstellen, die in « und ß rational sind. Die Zahl ß muss für jede Zahl a

besonders bestimmt werden.

In der Functionentheorie versteht man unter Primfunctionen solche,

die an je einer Stelle von der ersten Ordnung unendlich gross werden und

verschwinden. Wenn der Eang des algebraischen Gebildes gleich Null ist, so

lässt sich jede rationale Function des Paares (xy) mittels Multiplication aus

Primfunctionen bilden, die ebenfalls in (xy) rational sind. Ist aber der Eang

grösser als Null, so giebt es im Gebiete der rationalen Functionen des Paares

(xy) keine Primfunctionen; man muss unter den transcendenten Functionen

solche aufsuchen, welche nur an einer Stelle unendlich gross werden und

an einer Stelle verschwinden und sich den rationalen Functionen möglichst

eng anschliessen. Dies sind die Functionen E{xy-x^.y^,,x[yl), als deren Pro-

duct, wie gezeigt worden ist, sich jede rationale Function des Paares (xy)

darstellen lässt, wenn man noch eine Function E{xy)^ die nicht verschwindet

und nicht unendlich gross wird, als Factor hinzunimmt.

Die Functionen E{xy) sind mit den Einheiten in der Theorie der com-

plexen Zahlen zu vergleichen. Denn nach der obigen Definition ist eine

ganze algebraische Zahl eine Einheit, wenn ihr reciproker AVerth ebenfalls

ganz ist. Ebenso ist die Function ^^^y von derselben Beschaffenheit, wie

E{xy) selbst, da E(xy) an keiner Stelle Null oder unendlich gross wird.

Es hat sich nun im vorigen Kapitel (S. 372) ergeben, dass jede Function

E(xy) aus 2q speciellen Functionen

£ {xy)^ und E'(xy),, (ß = i,2,...Q)
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rch Multiplication erhalten werden kann, sodass stets

E{xy) = Yl\{E{xy)^p{E'{xy)i,fy

393

ist. Entsprechend giebt es in der Theorie der algebraischen Zahlen cp(a)

eine geschlossene Anzahl Einheiten E^{a)^ -E,(«)> ••• E^{a), aus denen sich alle

übrigen in der Form

p <'(«)^r'(«)-.-^r(«)

zusammensetzen lassen, wobei die Exponenten ft^, ft^, ... jx,, ganze positive

Zahlen oder Null sind.

Sowohl für die idealen Primfactoren, wie für die Einheiten in der

.'heorie der algebraischen Zahlen findet sich also bei den rationalen Functio-

,en des durch eine algebraische Gleichung verbundenen Paares {xy) ein

nalogon.

Abalacbe Fnnctiosen. 50



Zwanzigstes Kapitel.

Darstellung des Integrals dritter Art durch Logarithmen

der JS-Functionen.

Durch die Logarithmen der in den beiden vorhergehenden Kapiteln be-

handelten Functionen E{xy)„, E'{xy)^ und E{xp; x^y^,x^y^) können die Inte-

grale dritter Art in ähnlicher Weise dargestellt werden, wie die Integrale

erster und zweiter Art durch die Logarithmen der Functionen E{xy). und

E\xy)^ allein (S. 374).

Um dies zu beweisen, gehen wir von der Gleichung (S. 304 und S. 383)

-^\ogE{xy;x^y,,x,y,) =
-^J

'
' H{xy,x'y)dx'

e ( /-(«iZ/i) riociy,)
)= H{x,y„ xy)- Hix,y„ xy)+ 2 \S'i^y)a / H{x'y')^äx' - E{xy)^ I H'{x'y\äx'\

aus, die zunächst nur unter der Voraussetzung abgeleitet worden ist, dass die

beiden Stellen {p^y^ und (a^,y,) demselben Element des Gebildes angehören.

Ist dies nicht der Fall, so denken wir uns, wie früher (S. 305) bei der

Function Q{xy), das Integral

1 H{xy,x'y')dx'

als eine Summe von Integralen so dargestellt, dass die Grenzen jedes einzel-

nen Stellen desselben Elements sind. Da die Gleichung für jedes Theil-

integral besteht, so folgt durch Addition ihre Allgemeingültigkeit. Wir

müssen auch hier annehmen, dass die Stellen (xy) und («^ij nicht auf dem

Integrationswege liegen, und zunächst auch, dass («„«/„) und {x^y^) mit keiner

der Stellen (öj^,), ... {ah) zusammenfallen.



DARSTELLUNG DES INTEGRALS DRITTER ART DURCH LOGARITHMEN DER i;-FUNCTIONEN. 395

Für die Integrale erster und zweiter Art haben wir die Gleichungen

gefunden (S. 375):

1 S E\x,y,)f E{x,y,),
Jix.yX- Ji-.yo). = 1^ Sj">«,log^^-">;,log^(^

•J^'Ky.V -^(^.J/x)«
^V.yX-J\-oyX = .T,Si^«.^^°°^#-^«^^°s^(^y^

(a = l,2,...e)

,dx'

denen die Werthe der rechts auftretenden Logarithmen eindeutig bestimmt

lind, sobald der Integrationsweg (K?/») • • • (^i?/,))
fixirt ist. Addiren wir

iiese 'Iq Gleichungen nach Multiplication mit H'{xy)_^ und —H{xij)^, so folgt

S H'(xy)^
/

H{x'y\ dx'- H{xy)^
/

H'{x'y\

p)ie Summen, mit denen die liOgarithmen auf der rechten Seite multiplicirt

pind, kann man mit Hülfe der Relationen umformen, die sich aus der

rleichung (S. 313)

^M^ = ^[2..H-ixy)^-2r,^Hixy)^\

für die Functionen E{xy)^ und E'{xy)^ ergeben, wenn man to^, rj^ durch (o^,, rj^^

ind durch ^o'^fl^^ ersetzt. Dann wird

S H'(^2/)«
/

Hix'y\dx'-H{xyl
/

fi'(^y)«<^a;'

_ J^ P ( E\x,y,\ d \ogE{xy\ -E(a;. y.)^ dlog-E'Ca;;/)^

2j i^og RY^ «, ^ ^^ ^"g
2Tzi

f,-^,\^^^
E'{x^y;)^ dx

^'^^
E{x,y^)^ dx

mithin erhält man aus der ersten Gleichung dieses Kapitels

B{x^y„xy)-H{x,y„xy) = -^^ogE{xy;x,y„x,y,)

öO*
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Wenn («,&„), wie immer, diejenige Stelle ist, für welche die Function

H{xy,x'y') verschwindet, die Functionen E{xy)^ E\xy)^ und E{xy\x^y^,x^yJ

demnach gleich 1 werden, so setzen wir

I
Six, y^,xy)- H{x, y„xy)\äx = J{xy ;x,y„ x, y,) ;

dann ist J{xy\x^y^.,x^y^) ein Abelsches Integral dritter Art. Denken wir

uns nun beide Seiten der vorhergehenden Gleichung zwischen den Grenzen

{ab) und (xy) integrirt und zwar auf einem beliebigen Wege, der aber

keine der beiden Stellen {x^yj imd {x^yj enthalten darf, so ergiebt sich

J(,xy;x^y„x,y,) = log E{xy;x,y„x,y,)

-^'- i \log4P^losEixy),-los^^tlogE'ixyl

Die Werthe von

\ogE{xy;x,y„x,y,),

\ogE{xy)^, log E'{xy)i„ (ß^i,2,...Q)

in denen das unbestimmte Werthepaar (xy) vorkommt, werden durch den

Integrationsweg {[a^h^] . . . [xy)) bestimmt; für die Anfangsstelle («„ij sind sie

sämmtlich gleich Null zu nehmen.

Ausserdem treten in der Formel noch die Logarithmen

,_ E'{x,y,)i, E{x,y,)f
,« , o

''^mx:^,^ '''^-EiK^, (^ = i,V...)

auf, deren Werthe von dem Integrationswege ((^«^o) • • • (^i^/J) ^^^^ ^i^ I^~

tegrale

H{x'y\dx', / H'ix'y\dx'

abhängen. Dieser Weg stimmt mit dem für das Integral

Vo2/o)

iiberein, das in der Definitionsgleichung der Function E{xy]Xjy^,x^yJ auftritt

f n{xy,x'y')dx'
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Wir wollen nun untersuchen, ob die verschiedenen Werthe, welche die

beiden Seiten der Gleichung

J{xy;x,y„x,y,) =-- \ogE{xy;x,y„x,y^)

Jt:? «= i( Ji (x^yj^ ' ±j{x^yj.

für ein bestimmtes Werthepaar (xy) nach Fixirung des AVeges ((a^o^/o) •••
(^i2/i))

annehmen können, sämmtlich übereinstimmen. Die Mehrdeutigkeit des Aus-

drucks auf der rechten Seite rührt von den von (xp) abhängigen Logarithmen

her. Demnach ergiebt sich jeder Werth der rechten Seite durch Hinzufügung

der Summe

e
( , JE'(x,y,)g ,, E(x,y.)A

zu einem beliebigen ihrer Werthe, wobei jt^,, ft^ und ft'^ (j3 = 1, 2, ... p) gleich

Null oder gleich ganzen positiven oder negativen Zahlen sind.

Nun muss aber gezeigt werden, dass alle so erhaltenen Werthe sich auch

, als Werthe des Integi'als Jipcy'iX^y^^x^y^) bei Ausführung der Integration auf

rerschiedenen Wegen ergeben. Wie bewiesen worden ist (S. 365), besteht

le Gleichung

\ogE{xy) = f
""^ ^^^sßMldx = il{xy)-2iLizi.

)abei ist der geschlossene Integrationsweg von

Q{xy) = j'H{xy,x'y')dx'

beliebiger Weise zu fixiren, während dann \o^E{xy) den eindeutig be-

stimmten Werth hat, der sich bei Ausführung der Integration auf dem Wege

((ö, 6J . . . (a;t/)) ergiebt; jt ist die Anzahl der mit dem richtigen Vorzeichen

versehenen Durchkreuzungen dieses Weges mit dem geschlossenen Inte-

grationswege des Integrals fH{xy, x'y')dx'. Im Speciellen ergiebt sich

hieraus (vgl. S. 371)

log E{xy)ft = 9.{xy)^-2^^i:i,

log E'{xy)^ = ir{xy)^-2ii'^-i:i,
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WO die vollständigen Integrale Q{xy)^ und Q'{xy)^ sich über die Kreise K^

und K'^ erstrecken und jt ^ und (i',^ die Anzahlen der Durchkreuzungen des AVeges

((a b^) ... {xy)) mit diesen Kreisen sind.

Der Beweis der Gleichung

log E{xy) = il {xy) — 2nT.i

lässt sich nun wörtlich auf den Fall übertragen, dass der Integrationsweg

von fH{xy,x'y')dx' kein geschlossener ist, sondern von {x^yj zu einer be-

liebigen Stelle (x^y,) führt. Daher wird

logE{xy;x,y„x,y,) = ii{xy;x,y„x,y,)-2^rJ.

Auch hier ist der Werth von log E{xy]X^y^,x^yJ eindeutig durch den

Integrationsweg {{%b^) . . . {xy)) bestimmt, und (i ist gleich der Summe der

Zahlen +1 und —1, welche die Schnittpunkte dieses Weges mit dem von

(xy) nach (x^y^) führenden Integrationswege charakterisiren.

Durch Integration der Gleichung

11(3;, y, , xy) - H{x, y^,xy) = -^ log E{xy;x,y„ x, y,)

J_ V 11 -^'(^.y.)i^
ä '^osE{xy)^ E{x,y,)^ d\ogE'{xy)^

]

2^i f'h.r^ E'{x,y,)^ dx ^£(^„2/o)^ ^^
i

zwischen den Grenzen {a^h^) und {xy) ergiebt sich daher

J{xy;x^y„x^yJ = 9.{xy; x^y^, x„y^)-2(i„Ki

-^ S iiogl^ff^^ [^{^y),- 2f^,«-] - log 11^;^ m^y), - 2^^',^i]
\

,

wobei auf der rechten Seite die Werthe der Logarithmen und die Zahlen

^„, fi^, fij; nach Fixirung der Wege {{a^h^) .. . {xy)) und {{x^y,) ... {x^y^)) be-

stimmt sind.

Wird der Weg {{a^h^ . . . {xy)) so gewählt, dass er M'eder den Integrations-

weg {{x^y^) -..{x^yj) noch einen der Kreise K^, K'^ schneidet, so werden für

ihn die sämmtlichen Zahlen fi„, Hß, (i'^ gleich Null. Bezeichnen wir nun den

Werth des Integrals dritter Art, der sich bei Integi-ation über diesen speciellen
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Weg ergiebt, mit 'Ji^yi^jPt^x^yJi so wird für einen beliebigen Weg

^M^^''^~mx:y:)--^^''^-mKy:^\-

Nach der vorhergehenden Feststellung der Bedeutung der Zahlen jt^, ;*,, ft'^ ist

dabei unmittelbar klar, dass sie jeden beliebigen ganzzahligen Werth er-

lalten können.

Damit ist die auf S. 397 ausgesprochene Behauptung bewiesen und der

gesuchte Ausdruck für das Integral dritter Art durch Logarithmen von

-Functionen gefunden.

Die Summe

Bt eine allgemeine Periode des betrachteten Integrals, d. h. jede seiner

Perioden ist für specielle Werthe der Zahlen j*^, ^i^^ ftjj darin enthalten.

)araus ergiebt sich sofort, dass die 2p + 1 Grössen

id

logl^"''' (^=l,2,...p)

Jrixy)
f { H{x^ ?/. , xy) - H{x, ?/„ ,xy)\dx
in h \

Hn primitives System von Perioden des Integrals

'{xy)

id (S. 335), das Abelsche Integral dritter Art also (2p + l)-fach periodisch

bt. Wenn wir den Logarithmen in diesen Perioden andere als die vorher

(S. 396) lixirten Werthe geben, so ändert sich der Ausdruck der allgemeinen

Periode der Form nach nicht, da wir Vielfache von Itzi zu 2(i,^%i hinzuziehen

können; nur erhält die Zahl jt^ eine andere, als die oben festgesetzte Be-

deutung.

Bei diesen Betrachtungen ist der Fall ausgeschlossen worden, dass {x^y^)

oder (a;,yj mit einer Stelle (rt,JJ, ... {ah) zusammenfällt (S. 394). Ist jetzt
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z. B. (oJjV/j) = (a^hj, so haben wir in der Formel, die das Integral dritter

Art durch die Logarithmen der £- Functionen ausdrückt,

statt
H{x^y^yXi/) zu setzen und gleichzeitig für die Logarithmen überall die

Constanten Glieder der betreffenden Entwickelungen einzuführen, also z. B.

hi
E'{s;,yi),

für

zu nehmen.

Da jede rationale Function F{xy) des Paares {xy) als eine Summe von

JT- Functionen dargestellt werden kann, so lässt sich auch jedes Abelsche

Integral durch Logarithmen von JE-Functionen ausdrücken. Wir haben

F{xy) = ± c,H{x,y„ xy) - ± \y;H{xy),-g^H'{xy)^] + -^^
gefunden (S. 264), wobei

Sc. =
V =1

ist. Daher kann auf der rechten Seite das Glied

r

-2 c,H(x,y„xy)

hinzugefügt werden, und es ergiebt sich durch Ausführung der Integration

fF(xy)dx = C,+ 2 CylogE(xy;x,y^,x,tj„)

+ ±JC'^logEixy)^ + C^logE\xy)/^ + Fixy).
\

Die Perioden des Abelschen Integrals JF{xy)dx sind gleich den Werthen

um welche die rechte Seite sich ändert, wenn den IjOgarithmen ihre ver-

schiedenen Werthe beigelegt werden.



»
Einundzwanzigstes Kapitel.

Das Abelsche Theorem.

Das Abelsche Theorem, zu dessen Beweis wir jetzt übergehen, ist von

[acobi als die grösste mathematische Entdeckung seiner Zeit bezeichnet

rorden. *) Es wird sich hier als eine einfache Folgerung aus den Sätzen

Iber die ^-Functionen ergeben, während Abel selbst das Theorem in ganz

iderer Weise bewiesen hat; in der zweiten Hälfte des Kapitels werden wir

rz auf seine Beweismethode eingehen.

Von Abel rühren drei Mittheilungen über das Theorem her. Zuerst

Veröffentlichte er darüber im Jahre 1828 eine Abhandlung »Remarques sur

|uelques proprietes generales d'une certaine sorte de fonctions transcendantes«

3. Bande des Crelleschen Journals,**) die sich auf die hyperelliptischen

itegrale bezieht, wahrscheinlich aber am spätesten von ihm verfasst worden

Bt. Seine zweite Veröffentlichung »Demonstration d'une propriete generale

l'une certaine classe de fonctions transcendantes« erschien 1829 im 4. Bande

les Crelleschen Journals;***) sie enthält eine kurze Ankündigung des allge-

leinen Theorems. Aber bereits im Jahre 1826 hatte Abel der Pariser

Lkademie eine umfangi'eiche Arbeit »Memoire sur une propriete generale

i'une classe tres-ötendue de fonctions transcendantes« eingereicht, die fi^eilich

"^erst lange nach Abel's Tode herausgegeben wurde.''') Ausserdem ist in den

*) Anzeige von Legendre, Theorie des fonctions elliptiqnes, troisieme Supplement, Jacobi's

Ges. Werke, Bd. I (1881), S. 379.

**) Abel, ffiuvres complfetes, Nouvelle ddition, T. I (1881), p. 444—456.
***) Ebenda, p. 515—517.

t) Memoires prösentös par divers savants , T. 'VII (1841) ; Abel, (Euvres complfetes , Nouvelle

<?dition, T. I (1881), p. 145—211.

AbeUche Functionen. 51
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gesammelten Werken Abel's*) ein von ihm hinterlassenes Manuscript »Sur

la comparaison des fonctions transcendantes« veröfFentliclit , worin ebenfalls

das allgemeine Theorem enthalten ist.

Nach dem damaligen Gebrauche der Pariser Akademie wurde das eben

erwähnte Abelsche Memoire zwei Mathematikern, Cauchy und Legendre,

zur Beurtheilung übergeben. Cauchy scheint die Wichtigkeit der eingereichten

Abhandlung nicht erkannt zu haben; sie blieb in Folge dessen bei ihm liegen,

ohne an Legendre zu gelangen, dem wohl die fundamentale Bedeutung der Ar-

beit nicht entgangen sein würde. Inzwischen starb Abel. Doch hatte Steiner

von Abel selbst die Einreichung der Abhandlung an die Akademie er-

fahren. Als später Jacobi durch Steiner hiervon Kenntniss erhalten hatte,

bemühte er sich um die Veröffentlichung , die endlich im Jahre 1841 er-

folgte.

Die Abelschen Abhandlungen beginnen mit der Bemerkung, dass eine

Summe von Integralen eines algebraischen Differentials stets durch alge-

braische und logarithmische Ausdrücke dargestellt werden kann, wenn zwischen

den Grenzen der Integrale gewisse algebraische Relationen bestehen. Hieraus

lässt sich erkennen, dass Abel auf seinen Satz durch die Untersuchung ge-

führt worden ist, welche algebraischen Differentiale sich durch Logarithmen

und algebraische Functionen integriren lassen. Dabei hatte er gefunden,

dass das Integi-al einer rationalen Function F{xy) des durch eine alge-

braische Gleichung f{x,y) = verbundenen Paares (xy), wenn es sich über-

haupt durch algebraische und logarithmische Operationen ausführen lässt,

stets in der Form

fF{xy) dx = F„ {xy) + 2 c^. log F,, {xy) (x = i, 2, . . .)

darstellbar ist, wobei F^{xy), F^{xy), ... wieder rationale Functionen des Paares

(xy) bedeuten.

Abel stellt das Theorem aber auch schon in der Form auf, wie es

gegenwärtig meistens ausgesprochen wird, dass nämlich die Summe von be-

liebig vielen Integralen eines algebraischen Differentials sich auf die Summe
einer gewissen Anzahl von Integralen desselben Differentials und einen alge-

*) Abel, OEuvres complfetes, Nouvelle Edition, T. II (1881), p. 55—66.
^
\

«
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braisch- logarithmischen Ausdruck reduciren lässt. Allein die Bestimmung

dieser geringsten Anzahl, d. h. in unserer Bezeichnung der Zahl p, ist bei

ihm unzureichend, sie gilt nur, wenn das zu Grunde gelegte algebraische

Gebilde f{x, y) = beschränkenden Bedingungen unterworfen ist.

Das Abelsche Theorem für die Integrale erster Art lautet

folgendermassen: Die Summe beliebig vieler Integrale

2 /
H(xij)^dx, (^ = 1,2,...?)

deren obere und untere Grenzen ix^.y,) und (xly'J willkürlich gegeben sind,

_lässt sich stets als eine Summe von q Integralen

H{xy)^dx (^ = i,2,...e)

9 fK^r+cLyr

2 /

larstellen, in denen die unteren Grenzen {g„\) ebenfalls beliebig gewählt

f^erden können, während die oberen Grenzen (^r+„2/r+a) algebraische Functio-

len der Paare {x^yj, {x[y'y) und {g„hj sind, und zwar dieselben Functionen

für jeden Werth des Index ß.

Ist also f{x, y) — die Gleichung des gegebenen algebraischen Gebildes,

ind bestehen zwischen den 2p Unbekannten x^^^, i/r+a ^^^ den 2r + Q ge-

gebenen Werthepaaren {x^yj, {^lyD und {g„h^) die q transcendenten und die

algebraischen Gleichungen

:

S /
H(xy)^dx = j;, / H(xy)^dx (ß = i,2,...Q)

/(a;r+„, «/r+„) = 0, (« = 1,2,...«,)

fso sagt das Abelsche Theorem aus, dass die 1q Unbekannten sich sämmtlich

algebraisch bestimmen lassen.

Dieser Ausspruch des Theorems leidet noch an einer gewissen Unbestimmt-

heit, die zu Abel's Zeit nicht erkannt wurde und auch nicht bemerkt werden

konnte , weil die Theorie der Perioden der Integrale algebraischer Differentiale

noch nicht entwickelt war. Der Satz sagt in dieser Form nur aus, dass es

bei geeigneter Wahl der Integrationswege möglich ist, die 2p vorher auf-

51*
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gestellten Gleichungen algebraisch zu lösen. Wir werden jedoch sehen, dass

die Integrationswege in den r Integralen links und in p — 1 der Integrale

rechts sich in ganz beliebiger Weise wählen lassen, wenn nur in allen

Q Gleichungen, die sich für /3 = i, 2, .. . p ergeben, entsprechende Integra-

tionen auf denselben Wegen ausgeführt werden. Der Weg für das p*° In-

tegral auf der rechten Seite lässt sich dann stets so bestimmen, dass der

Ausspruch in der angefiihrten Form gilt.

Das Abelsche Theorem erstreckt sich auch auf die Integrale zweiter

und dritter Art, nur kommt zu den q Integralen, auf w^eiche die Summe von

beliebig vielen reducirt wird, in dem einen Falle eine rationale Function der

gegebenen Grenzen {x^ijj, {KvDi iffaK)^ ^^ ^^™ anderen der Logarithmus

einer solchen hinzu. Werden nämlich die Integrationswege ebenso gewählt,

wie bei dem Theorem für die Integrale erster Art, so ist

(ß = l,2,...Q)

r r[.X,y,) ? n^r+ayr+a),

S/ \H{U,^y)-Hi^,ri„xy)\dx=-Z {H{U,xy)-Hi^,ri„xy)\dx

wo F^ und F^ rationale Functionen ihrer Argumente, also algebraische

Functionen von x^, . . . x^, x[, . .. x'^, g^, ... g sind. Und zwar sind in diesen

Gleichungen die oberen Grenzen x^_^^, y^_^_^ der Integrale auf den rechten

Seiten dieselben algebraischen Functionen von {x^y^)i {x'^y'y)i {9a^a)i ^^^ ^®^ ^^"^

Abelschen Theorem für die Integrale erster Art.

Da sich das Integral jeder rationalen Function des Paares {xy) aus den

Integralen der drei verschiedenen Arten zusammensetzen lässt (S. 264), so

lautet das allgemeine Abelsche Theorem: Die Summe von beliebig vielen

Integralen einer rationalen Function des Paares {xy) lässt sich auf die Summe
von Q Integralen derselben Function zurückführen, vermehrt um einen aus

den gegebenen Integrationsgrenzen gebildeten algebraisch - logarithmischen

Ausdruck.
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Der Beweis des Abelschen Theorems für die Integrale erster Art hängt

nun mit folgenden Betrachtungen unmittelbar zusammen. Es sei B,{xy) eine

rationale Function des Paares {xy), die an den Stellen

Null und an den Stellen

unendlich gi'oss wird, wobei jede Stelle so oft aufzunehmen ist, wie die zu-

gehörige Ordnungszahl angiebt; r bezeichnet also den Grad der rationalen

t'unction R{xy) (S. 50 u. 56). Diese Null- und Unendlichkeitsstellen ordnen

in willkürlicher Weise einander zu, und zwar mögen {x^y^) und {x[y[)

isammengehören. Durch Zerlegung der Function R{xy) in Primfunctionen

bgiebt sich dann (S. 390)

Ii(xy) W Ti/ I '\

-RK^-o)

renn (a„6„) die beliebige, aber von den Paaren (x^yj und (x'^yl) verschieden

izunehmende Stelle des Gebildes ist, für welche H(xy,x'y') verschwindet,

ie Primfunction E{xy\x^y^,x[,y[) wird durch die Gleichung

H(xy,afy')daf

E{xy;x,y„x'M = e
^^^^^'^

efinirt; dabei können in r — \ der r Primfunctionen die Integrationswege

Ikürlich gewählt werden, der r** ist dann insoweit bestimmt, als seine

iderung keinen Einfiuss auf den Werth des Integrals haben darf.

Für die Umgebung einer der Stellen {a^h^) wird das Verhalten der

JS-Function durch die Gleichung (S. 383 u. 384)

"^ H{xy)^dx

E{S:,^,;x,y,,x,y\) = F{t).e ^'^'2''>

gegeben. P{t) bezeichnet hierin eine nach steigenden Potenzen von t fort-

schreitende Reihe, die mit der (— 1)**°, O**" oder 1**° Potenz von t beginnt,
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und der gemeinsame Integrationsweg der q Integrale

XyiB,yv)H{xy\dx (ß = i,2,...e)

\Ay'v)

ist derselbe, wie in dem Integral

H{xy,x'y')dx'.

)

Führen wir das Element {x^y^) in die Function Ti{xy) ein, so folgt aus

ihrer Darstellung als Product von Primfunctionen

^(cc'.yl)

l°gwfv = ^" S f^''''^Hixy)^dx+logF{t).

J ß-

Die EntWickelungen von ^7^^ ^^^ -^(0 sind beide von der Form

wo (i eine ganze positive oder negative Zahl oder Null ist. Weder
ß (i

log^^i^^ noch logP(^) liefert, nach Potenzen von t entwickelt, ein Glied

mit f , demnach muss

S /
H(xy).dx ^ (p = l,2,...e)

sein. Hierbei ist der Integrationsweg {[oc'^y'^) .- [of>^y^)) ebenso zu wählen, wie

in dem Integral dritter Art, das in der Definitionsgleichung der Function

E{xy]X^y^,xlyl) auftritt. Die r Integrationswege sind daher nach dem

Vorangeschickten bis auf einen willkürlich, müssen aber in den sämmt-

lichen für ß = i, 2, . . . q sich ergebenden Gleichungen für die entsprechenden

Integrale in gleicher Weise gewählt werden.

Für ein anderes System von q linear unabhängigen Functionen II(xy),

die ebenfalls für alle Elemente des Gebildes der Gleichung
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genügen, ist (S. 108)

H{xy) = i,C^^H{xy\,

mithin wird

folglich

2 / H{xy)dx = ^C,,^
/

H{xy\dx, (^ = 1,2,...?)

r rixyy,) ?

2 / H{xy)clx ^ (^=l,2,...(.).

Diese p Gleichungen bestehen also für jedes System von q linear unab-

längigen Integralen erster Art.

Demnach sind wir zu dem Resultat gekommen: Wenn man die Null-

id Unendlichkeitsstellen einer rationalen Function r**" Grades paarweise

feinander zuordnet und von den r Integralen j'll(xy) dx, deren obere und

itere Grenzen durch je ein solches Paar gebildet werden, r — i auf be-

iebigem Wege ausführt, so lässt sich der r'° Integrationsweg stets so

wählen, dass die Summe der r Integrale verschwindet; und zwar gilt dies für

sden der q Indices ß ^ i, 2, . .. q. Hierbei kann auch r < p sein (S. 391).

Führt man aber alle r Integi-ale auf beliebigen Wegen aus, so ändert

ich die Summe nur um eine Periode, d. h. es ist dann

•(a;»2/,)

S / H{xy),dx = 2co., (p = i,2,...e)

FC 2a>j, ... 2ü) simultane Perioden der q Integrale erster Art sind (S. 306).

Es seien nun unter der Annahme, dass p>Q ist,

a^j, \ip-^ftp-Q

zwei gegebene Reihen von Werthepaaren, wobei die Paare einer und der-

selben Reihe theilweise übereinstimmen können. Dann lässt sich, wie ge-

zeigt werden soU, stets die zweite Reihe durch q Stellen

V'p-e+i^p-s+i/' ••• K^p^p)
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SO ergänzen, dass eine rationale Function existirt, die nur an den Stellen

der ersten Reihe unendlich gross und an denen der zweiten Reihe Null

wird. Es kann indess vorkommen, dass die hinzuzufügenden Nullstellen

sämmtlich oder zum Theil mit den gegebenen Unendlichkeitsstellen über-

einstimmen. In allen Fällen sei [i'—fi die Ordnungszahl des Unendlich-

werdens, wenn eine Stelle jt'-mal in der ersten und ft-mal in der zweiten

Reihe vorkommt und (i' > (i ist; dagegen sei ft — ft' die Ordnungszahl des Ver-

schwindens, falls jit'<fi.; ist aber (i' = (i, so soll an jener Stelle die Function

einen von Null verschiedenen, endlichen Werth haben. Die Voraussetzung

p > Q ist erforderlich, weil im Allgemeinen eine Function, die an weniger

als p + 1 vorgeschriebenen Stellen mit der Ordnungszahl 1 unendlich gross

wird, nicht existirt (S. 69).

Die Stellen («,ij), ••• (« bj, die bei der Bildung der Function H{xy,x'y')

auftreten, mögen von den sämmtlichen Paaren (||, vj[) und (|,, /),,) verschieden

angenommen werden; (I^ttj^) und {lf(]^ seien die Elemente mit den Mittel-

punkten d^Y];,) und (I^YjJ.

Ist R{xy) eine rationale Function, die an keinen anderen als den Stellen

(^i'^i)' ••• (^ %) unendlich gross wird, so kann sie auf die Form:

gebracht werden (S. 100). Unter den Unendlichkeitsstellen seien

(i;^;)> ••• (l'mVm)

die von einander verschiedenen und

X,
, ... x^

deren Ordnungszahlen, sodass die Relation

y-i + ••• + '''•,« = 2J

besteht, dann stimmen H{xy,i[ri\), ... H{xy,^^y() mit den Functionen

H{xy,i:X\, H{xy,li[r{X, • .ff(rci/, i;^);),.^.. ;

für V = 1, 2, ... »w überein. Damit aber R{xy) für die Paare («j^J, ...{ah)

endlich bleibt, müssen C^, ... C den q Gleichungen

0. H{1[ rix + C,H% r!X + - + C, m'p ri'X = (« = 1, 2, . . . p)
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genügen, wobei

ist, wenn der Stelle (I^tj'J noch h gleiche vorausgehen. Soll ferner R{xy)

für {i,^\) mit der Ordnungszahl A^ verschwinden, so müssen in der Ent-

Wickelung von J?(|^7)^) die Coefficienten von f,t\ ... t
'~ gleich Null sein.

Demnach ergeben sich für die p — Q Nullstellen p — Q Gleichungen, die in

Bezug auf C^, C^, ... C linear und homogen sind. Man hat also im Ganzen

p + (
jo — p) = j9 Gleichungen dieser Beschaffenheit , aus denen sich die Verhält-

nisse der Constanten C , C , ... C bestimmen lassen. Die Coefficienten dieser
' 1 ' p

rleichungen sind rational in Bezug auf die Werthepaare (Ijirj'J, ... (!' v]' ) und

l^fl^ji i^p'flp_„), mithin haben auch die Verhältnisse der Constanten

^, Cj, ... Cp die gleiche Eigenschaft.

Bei der Auflösung sind zwei Fälle zu unterscheiden. Erstens können

immtliche Constanten C, die als Coefficienten der Functionen

ftreten, von Null verschiedene Werthe erhalten, sodass der Grad von R{xy)

rklich gleich p ist (vgl. S. 84, (I, 1)). Die Function R{xy) hat dann ausser

^n p — Q gegebenen Nullstellen noch q andere:

ie aber auch sämmtlich oder theilweise mit (S,i'li)> ••• (I _ ») _„), dagegen

dt keiner der p Unendlichkeitsstellen zusammenfallen können, und erfüllt

lie Bedingung, für

lendlich gross und für

\.fei''iJ) ••• (.*p-(i'*lp-gj ) (,5p-o+] 'ip-j+t)) ••• (Spi'ip)

Null zu werden.

Zweitens mögen zu Folge jener linearen Gleichungen solche Constanten

C den Werth Null annehmen, deren Verschwinden den Grad der rationalen

Function R{Ty) erniedrigt, sodass sie nicht an allen Stellen (l'^v)^), ... (1^,7)'^)

Abelxshe Functionen. 52
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mit den Ordnungszahlen x^, ... x unendlich gross wird. Es seien jetzt

die von einander verschiedenen Unendlichkeitsstellen yon R{xy),

Xj, . . . Xj

die zugehörigen Ordnungszahlen, so ist der Grad von R{xy) gleich p\ wenn

x;+--- + x; = p'

gesetzt wird. Den Werthepaaren

sind daher nur noch Q —ip—p) hinzuzufügen, da. p' <: p ist.

Um aber den im ersten Falle gültigen Satz aufrecht zu erhalten, dass

die gegebenen p — Q Nullstellen noch durch p weitere ergänzt werden können,

schliessen wir folgendermassen. Da die Unendlichkeitsstellen der eben ge-

bildeten Function R{xy) sämmtlich unter den Stellen

"
il'A),... (i;ri;)

enthalten sein müssen, so ist

m>.l,

und

P-P' = {^^- ''[) + •• + {^l--*-'l) + ^1+1-^ +
-^m-

Wenn wir nun die Null- und Unendlichkeitsstellen in der oben (S. 408) an-

gegebenen Art zählen, so können wir sagen, die Function R(xy) wird für

die Werthepaare

(IlTi';), ... d'^Ti',), (luVm), •••(i;.VJ

mit den Ordnungszahlen

unendlich gross, sobald wir diese Paare auch zu den vorher gefundenen

Q— ip—p') Nullstellen und zwar mit den Ordnungszahlen
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hinzufügen. Die gegebenen p — g Stellen

für welche R{xy) verschwinden soll, sind demnach noch durch

Werthepaare zu ergänzen.

Es gilt mithin der Satz : Sind für p > q zwei Reihen von p und p— Q

Stellen gegeben , so lässt sich stets eine rationale Function des Paares (xy)

bilden, welche für die Stellen der ersten Reihe unendlich gross wird und

ausser für diejenigen der zweiten Reihe noch an q Stellen verschwindet;

iabei sind die Null- und Unendlichkeitsstellen in der auf S. 408 angegebenen

''eise zu zählen.

Wir wollen jetzt unter der Annahme, dass die Function R{xy) vom
*" Grade ist, den Zusammenhang zwischen ihren noch zu bestimmenden q

Tullstellen

(Sp-g+i 'ip-f+1 j )
••• Kip'^p)

ad den gegebenen p Unendlichkeits- und p — g Nullstellen

(Si^ji)) ••• (Sp-j""/?-?)» (Sp-g+i ''Ip-p+i)» ••• (5p''ip)

(li'^/i)) • • • (5p-5^jp-g)

läher untersuchen. Dazu gehen wir auf die früher (S. 47— 56) durch-

geführte Bestimmung der Werthepaare {xy) zurück, für welche eine ratio-

ile Function ^**"' Grades des durch eine Gleichung f{x^ y) = o verbundenen

*aares (xy) einen vorgeschriebenen Werth s annimmt. Durch Elimination

^on y aus den beiden Gleichungen f{x,y) = und R(xy) ^= s ergab sich

eine Gleichimg zwischen s und x, deren linke Seite irreductibel oder Potenz

einer irreductiblen Function ist. Um diese beiden Fälle gemeinsam zu be-

handeln, führten wir statt x und y zwei neue Variable x' und y' durch die

Substitution

x' = x + ky, y' = y
52*

iM
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ein, wobei die Constante k so zu wählen war, dass die aus

f(x'-Jctj',y') =
und

B{x'-Jcy',y') = s

durch Elimination von y' hervorgehende Gleichung

G{s,x') =

irreductibel ist; ihr Griad in Bezug auf x' ist dann gleich p. Werden für

x' der Reihe nach die Wurzeln dieser Gleichung gesetzt, so ergeben sich die

p Werthepaare (xy), für die R(xy) = s wird, in der Form

X = x'—]c^{s,x'), y = 'iR{s,x');

?li(s,x') ist dabei eine rationale Function ihrer Argumente.

Diese allgemeinen Betrachtungen mögen jetzt auf die eben bestimmte

rationale Function

R(^y) = C,+ C,H{xy,^[r:,)+C,H{xy,^',ri,) + ... + CpH{xy,^'^ri'^)

angewendet werden. Der Grösse s legen wir zunächst einen unendlich kleinen

Werth bei und setzen sie zum Schluss der Untersuchung gleich Null; wollten

wir von vorn herein * = annehmen, so könnten die auf S. 52 erwähnten Aus-

nahmefälle eintreten. Werden die p Wurzeln der Gleichung G{s, x') = mit

•''1 > • • • •^p-q> •''p-g+ii • • • ^p

bezeichnet, so liefern die Relationen

I, = x:-m{s,x',), 7). = 9t(s,a;;) (v = i,2,...p)

die p Stellen (S^tjJ, für welche R(xy) = s ist; und zwar mögen die Wurzeln

<»•••<-„) =^p-j+i' •••
^P

so geordnet werden, dass (l.v).), ••• (Sp.^i^p.g) für

s = in die gegebenen Nullstellen von R{xy), dagegen (|^_„+, vj^_^^J, ... (I^tj^)

in die zu bestimmenden übergehen.

Aus der Entstehung der Function

G(s,x') = x"'-Ä,x'^-' + ---±Äp ^

ergiebt sich, dass ihre Coefficienten rational durch die in R{xy) auftretenden

Grössen C^, C^, . . . C^, also auch rational durch die Werthepaare {^[\), ••• (IpTj'p)



I
^V^^ (^j''!i)>

••• i^p-a'^i - ) darstellbar sind (S. 409). Setzen wir femer

so bestehen für die Coefficienten B^, ... B die Kelationen

B, = A,- B,ix[ + x', + -\r x;_^)-(xX + x\x'^ + + x; X'p )

,

A^,...A sind die elementaren symmetrischen Functionen von x[^...x' und

5j, ... B diejenigen von «^_„+,, ••• -Cy Die Coefficienten B^, ... B sind mit-

hin ganze rationale Functionen von A^^ ... A und von

)emnach ergeben sich die p Grössen ic^_j, ... x'^ als Wurzeln einer Gleichung

•" Grades

x'^-B,x'--' + ---±B„ = 0,

sren Coefficienten rational in Bezug auf (l["l[)> • • • (l'p^'^) und (IjYjJ, ...

1] ) sind. Mit diesen Werthepaaren hängen sodann die Stellen

roh die Gleichungen

»P-J+a ^^ ^p-ii+a~"'"^(*> ^p-g+a)> ''ip-o+a ^= "" (*I '^-g+a) (« = 1> 2, . . . p)

isammen. Setzt man nun schliesslich s = 0, so kommt man zu dem Re-

Itat: Sind von einer rationalen Function R{xy) die sämmtlichen p ünend-

Ichkeitsstellen , aber nur p — Q Nullstellen gegeben, so lassen sich ihre übrigen

I
Nullstellen durch Auflösung einer algebraischen Gleichung ß**° Grades finden,

Bren Coefficienten rational aus den gegebenen Unendlichkeits- und Null-

"stellen gebildet sind.

Das Verfahren zur Aufstellung der Gleichung erleidet keine wesentliche

Änderung, wenn sich der Grad der Function R{xy) erniedrigt (S. 410). Nttr tritt

dann eine Gleichung niedrigeren Grades an die Stelle derjenigen vom Grade q.

Das Abelsche Theorem für die Integrale erster Art ist nun eine un-

mittelbare Folgerung aus den vorhergehenden Betrachtungen. Nach dem

Theorem sollen die Summen von r gegebenen Integralen, wo r eine beliebige
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ganze Zahl ist

auf Summen von p Integralen

'(«r+a2/,-+a)

1- r{!ß,yv)

S / S{xy)ßdx (^ = 1, 2, ...e)

S / H{xy)iidx (ß = i,2,...e)

reducirt werden können, wobei die unteren Grenzen {ffjij gegeben, die

oberen Grenzen dagegen zu bestimmen sind. Dabei können die gegebenen

Werthepaare (^^ «/,,), (x'^yl) nnd (g^hj auch theilweise unter einander ' identisch

sein, doch werde stets an der Annahme festgehalten, dass wenn diejenigen

Stellen in der Reihe

(x,y,), ... (x,y,); (gji,), ... (g^h^)

weggelassen werden, welche einer der Stellen

{x[y[), ... (x'.y',.)

gleich sind, die erste Reihe wenigstens noch p + 1 Stellen enthält. Nun ist

bei willkürlicher Annahme von r + Q — 1 Integrationswegen und passender

Fixirung des letzten die Summe

S / H(xy)iiclx+'Z^ / H{xy)^dx (^ = 1,2,...?)

gleich Null, wenn es eine rationale Function R(xy) giebt, die für die Paare

(x.y,), ... {x,y,.); (gji,), ... (g^K)

unendlich gross wird und für

{x[y[), ... (Ky;.); ix,+,y,^,), ... {x,+^y,^^)

verschwindet (S. 407). Der Beweis des Abelschen Theorems kommt also auf

den Nachweis der Existenz einer solchen Function R{xy) zurück.

Zunächst werde angenommen, dass alle Stellen {x^.y^) und {g^hj von

{x[y[), ... (x'^yl) verschieden sind. Dann können die beiden Reihen

(x,y,), ... {x,y,); {gjt,), ... {g^\)
und

{x[y\), ... {x',y',)
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nicht weiter reducirt werden, und da die Anzahl der Stellen in der ersten

Keihe grösser als p ist, so existirt eine rationale Function R{xy), die an

den Stellen der ' ersten Reihe unendlich gioss und ausser an denen der

zweiten Reihe noch für g Paare Null wird, die mit

bezeichnet werden mögen (S. 411). Es besteht also das System von Gleichungen

'(42/v) c /•(a;r+a2/.-+«)

H{xy)^dx + 2 /

oder

2 / H{xy\(U ^ ^ /
H{xy),dx = (^ = 1,2,...?)

•(«»yv)_ ± /•(«r+«y,+o)_
(ß=l,2,...Q)S / H{xy),dx = ^ /

n{xtj)^dx,

robei alle Integi-ationswege bis auf einen beliebig gewählt werden können,

jährend der letzte bestimmt ist.

Nun seien zwar alle Stellen (^„Ä^), nicht aber die Stellen (a?,«/^) von

enen der zweiten Rfeihe (a;^«/^) verschieden, z. B. sei (iP^^j) = (x'y). Dann

das Integral •

I
H{xy)^dx

''{o'iyi)

jeden Integi'ationsweg gleich einer Periode 2<o^. Die Summe der übrigen

•1 Integrale lässt sich nach dem eben behandelten Fall durch q Integrale

irstellen, von denen eines auf einem bestimmten Wege auszuführen ist.

idem wir nun diesen so ab, dass dadurch der Werth des Integrals um

jfe Periode 2to^ vermehrt wird, so erhalten wir wieder

JKXyyv) e /'(^f+oy.+o)
' H{xy)i,dx = 'Z ; H(xy)^dx, (^=1,2,...?)
(x'vl) " = ''^{a„h„)

wobei nur einer der Integrationswege nicht beliebig ist. Gleiches gilt, wenn

mehrere Paare gleicher Stellen (ic^</,) und {x[y[) vorhanden sind.

Sind aber zwei Stellen {g^,hj und {x'^yD einander gleich, so möge z. B.

(fl Ä ) = (x'^yl) sein. Nach dem Abelschen Theorem für die Summe von
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r — l Integralen:

2 /
H{xy)^dx ^ ^ /

H(xij),(lx+ H{xy)^dx

(^ = i,2,...e)

folgt dann

S / H{xy\dx+\ B.{xy\dx = ^ /
H{xy\dx + l H{xy\dx,

(^ = 1,2,...$)

mithin

S / H(xy)t,dx = -^
/

Hixy)^dx (ß = 1,2,...q).

Sind mehrere der Stellen {g^hj oder sind gleichzeitig Stellen (x^yj und

(^„Ä_^) mit Stellen {xly'J identisch, so verfahren wir entsprechend, wie in den

beiden eben behandelten Fällen.

Ergiebt sich ein Werthepaar (a;^+„«/^+„) gleich einem der Paare (gjtj,

so reducirt sich die rechte Seite auf eine Summe von p — l Integralen, wobei

aber der Integrationsweg eines dieser Integrale in geeigneter Weise zu

wählen ist.

Die oberen Grenzen (a;r+„ «/,+„) auf den rechten Seiten der Gleichungen

des Abelschen Theorems sind dadurch bestimmt, dass es eine rationale Func-

tion R{pcy) giebt, die an den Stellen

{x,y,), ... {x,yr), (gjit), (g^Jig)

unendlich gross wird und an den r gegebenen Stellen

(x',y[), ... «.«/;)

und den q gesuchten Stellen

verschwindet. Demnach lassen sich nach den vorher (S. 413) angestellten

Erörterungen die q gesuchten Werthepaare («",+„ «/r+„)
hei passender Bestimmung

der Constanten k als rationale Functionen:

^r+a == ^r+a-^^^i^r+a), 2/.+« = 9*(^r+a) (a = 1, 2, . .
. p)
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ier Q Wurzeln ^^^^j, ... ^^^„ einer Gleichung p*"" Grades

inden, deren Coefficienten B^,...B rational von den gegebenen Grenzen

i'^ryv)y (Kyl) "iid (^«^J abhängen.

Oder, wie man auch sagen kann: Die gesuchten Grössen x^

iie Wurzeln einer Gleichung p'^" Grades

P„^<'+P.a;^'-' + ••• + ?„ == 0,

leren Coefficienten ganze rationale Functionen der Paare (oc^yj), {^IpD und

{g^Ji„) sind. Im Falle der Irreductibilität dieser Gleichung lässt sich y^^^ in

1er Form

>+„••• a^r+? sind

Pr+cc
Qo

iarstellen, wo die Functionen Q^, ... Q ebenso beschaffen sind wie P^, ... P .

Das Abelsche Theorem hat sich als einfache Folgerung des Satzes

[S. 407) erwiesen, dass die Summe von r Integralen erster Art J'H{xy)^dx,

ieren Grenzen die Null- und Unendlichkeitsstellen einer rationalen Function

Isind, bei passender Bestimmung eines einzigen Integrationsweges für jeden

[ndex ß = i, 2, .. . Q gleich Null ist ; dieser Satz erlaubt auch eine Um-
tehrung. Wenn nämlich für die 2r Werthepaare

(x.y,), ... {x,y,)

{x\y\), ... «t/;)

las System von q Gleichungen

S /
H{xy)^dx = (^ = i,2,...e)

;)

[besteht, so giebt es stets eine rationale Function des Paares {xy) vom

Grade r, die an den Stellen der ersten Reihe verschwindet und an denen

der zweiten unendlich gross wird.

Zum Beweise wollen wir die eindeutige Function des Paares [xy)

r

IlE{xy;x,y„x',y',)

untersuchen. Ist der Mittelpunkt des Elements (x^y^) eine beliebige, im End-
Abelache Functionen, 53
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liclien gelegene oder unendlich ferne, von (ßj^,), ••• (%^g) verschiedene Stelle

des Gebildes, so enthält die Entwickelung von £!{:>i:tyt]OC^y^iXlyl) keine nega-

tive Potenz von t oder nur die eine t~^ (S. 383 u. 384), mithin können auch

in der des Productes negative Potenzen von t nur in endlicher Anzahl vor-

kommen. Dagegen folgt aus

t-^J H{xy)^dx

die Gleichung

ilE{x,y,;x,y,,x[y-;) ^ F{t).e
'-' ^^^2'^)

(^ = 1,2, ...p).

Bestimmen wir nun das Integral dritter Art in der Definitionsgleichung:

J H{xy,x'y')dx'

E(xy;x,y„xly:) = e
^'"'^"^

auf demselben Wege, wie in den der Annahme nach bestehenden Gleichungen
r(x,yv)

das entsprechende Integral erster Art / H(xy)^dx, so lässt sich das Pro-
^(Ky'y)

r

duct Yl ^i^y^^yy^iKyl) ^^ch für die Umgebung jeder Stelle (a^b/j) in eine

Potenzreihe von t entwickeln, die höchstens eine endliche Anzahl negativer

Potenzen enthält. Mithin ist

JlE{xy;x,y„xly',)

eine rationale Function des Paares (xy) (S. 244— 246), und zwar folgt aus den

Eigenschaften der i^- Function unmittelbar, dass dieses Product die gesuchte

rationale Function ist, die an den Stellen (xlyl) unendlich gross und an den

Stellen (x^y^) gleich Null wird.

Das Bestehen der p Gleichungen

S / H(xy),dx = (ß = l,2,...Q)

'{x.y,)

ist also hinreichend und nothwendig dafür, dass die Stellen

(a;,yj, ... {x,y,)
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und
{x[y[), ... ««/;)

die Null- und Unendlichkeitsstellen einer rationalen Function des Paares (xy)

sind. Ist r^Q, und haben die Stellen {x[y[), . . {x'^yD eine solche specielle

Lage, dass eine rationale Function existirt, die nur für sie und zwar jedes

Mal von der ersten Ordnung unendlich gross wird, so bleibt der Satz un-

verändert bestehen.

Nun lässt sich leicht beweisen, dass die Darstellung der Summen von

je r Integralen erster Art durch Summen von q Integralen, wie sie mittels

des Abelschen Theorems gegeben wird, im Allgemeinen nur auf eine einzige

Weise möglich ist. Gesetzt nämlich, es wäre gleichzeitig

2 /
H{xy)^dx = S / H{xy)^dx

id

2 /
H{xy)^äx = ^ /

H{xy)ßdx, (ß = \,2,...Q)

würde hieraus

e /•(«t-+a2/r+a)

S / H{xy\äx = (^ = l,2,...<.)

"-^"^{X'r^ay'r+a)

>lgen. Demnach müsste eine rationale Function des Paares {xy) existiren,

|fie nur an den q Stellen
(^r+,«/r+i)' ••• (^v+i^r+o)

'^'^^ ^^^ ersten Ordnung un-

idlich gross wird. Eine solche Function lässt sich aber nur für specielle

'^erthepaare bilden (S. 69).

Ist jedoch

2 / H{xy).dx = '^
/

H{xy\dx, (^ = i,2,...e)

und giebt es eine rationale Function, welche nur an den Stellen (a?^^,2/r+,), ...

(^r+o^r+o) ^^^ ^^^' ersten Ordnung unendlich gross wird, so ist, wenn mit

(*r+i2/r+i)) ••• (^r+D^r+p) ^^^'^ Q NuUsteUcn bezeichnet werden,

H{xy)^dx = 0, (^ = i,2,...e)

e rK^r+ayr-^i

53*
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mithin besteht auch das Gleichungssystem

2 / H{xy)^dx = -^
/

H{xy\dx, (ß = l,2,...Q)

d. h. die Reduction der Summen von r Integralen auf q Glieder ist dann

auf verschiedene Weisen möglich. Da man die rationale Function um eine

Constante vermehren kann, ohne ihre Unendlichkeitsstellen zu beeinflussen,

so darf eine der Stellen (x^^^y^^^J willkürlich angenommen werden.

Wenn eine rationale Function existirt, die nur an p — x der p Stellen

i^r+ayr+a) uneudlich gross wird, so ergiebt sich auf dieselbe Weise, dass in

der Gleichung

2 /
H{xij),dx ^ ^ /

H{xy),dx (p = i,2,...e)

diese p — x Stellen durch andere ersetzt werden können. Damit gewinnen die

Unendlichkeitsstellen einer rationalen Function p*°° oder niedrigeren Grades

eine neue eigenthümliche Bedeutung.

Der Nachweis, dass sich ein Integral / H(xy) dx bei beliebigen
''Qn'iy'i)

"^

Grenzen (x^yj und {x[y[) für ß = 1, 2, ... q durch eine Summe von q Inte-

gralen derselben Art in der Form

/ E{xy)^dx = S /
H{xy)^dx

darstellen lässt, wobei die unteren Grenzen (y^hj willkürlich und die oberen

Grenzen (x^y„) algebraische Functionen von (ic,«/j), (ic,'^,')? iffi\), • {ff„K)

sind, genügt zum Beweise des Abelschen Theorems für die Summe beliebig

vieler Integrale. Denn dann lässt sich

/
Hixy)^dx = 2 / Si^y)?

setzen, mithin folgt

/ H(xy)^dx+f H{xy\dx = ^ f
H{xy)^dx; (^ = l,2,...p)

'

hierin sind x^ und y^ algebraische Functionen der Grenzen der Integrale auf

,dx ((S = l,2,...p)
t

•
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der linken Seite und der Werthepaare (.^j^,), ••• (^„^J- Schliessen wir so

weiter, so erhalten wir den Satz für die Summen von r Integralen erster Art.

Dass die kleinste Anzahl von Integralen, auf die für jeden Werth des

Index ß eine Summe von beliebig vielen Integralen jH{xy)^dx zurückgeführt

werden kann, im Allgemeinen wirklich gleich q ist, ergiebt sich folgender-

massen. Ist die Reduction der Summe von r Integralen auf eine solche von

p— 1 Integralen möglich, so liefert die Hinzufügung eines 9*"° Integrals, dessen

beide Grenzen einander gleich sind, eine Darstellung der gegebenen Summe
durch eine von q Integralen. Die Anwendung der vorhergehenden Be-

trachtungen liefert aber noch eine zweite Art der Zurückführung auf q Inte-

ale. Da es nun im Allgemeinen nicht zwei verschiedene solche Dar-

lUungen giebt (S. 419), so kann die Reduction der Summe von p oder

hr Integralen erster Art auf weniger als p Integrale nur für specielle

erthe der Integrationsgi-enzen möglich sein.

Im Laufe unserer Untersuchungen haben wir demnach sechs verschiedene

deutungen für die Zahl q erhalten. Ursprünglich wurde sie dadurch de-

Irt, dass zwar stets eine rationale Function des Paares {xy) existirt, welche

Q + 1 willkürlich gewählten Stellen von der ersten Ordnung unendlich

gross wird, aber keine solche, die nur an p, nicht speciellen Bedingungen

unterworfenen Stellen in gleicher Weise unendlich wird (S. 65). Sodann ergab

sich Q als die Anzahl der linear unabhängigen i'unctionen II{xy), (S. 107).

Drittens erhielten wir einen Zusammenhang des Ranges des algebraischen Ge-

bildes mit seinen singulären Stellen (S. 130 und S. 171). Ferner war p gleich

der Anzahl der Zahlen x^ , x^ , . .
.

, die dadurch definirt wurden , dass keine ratio-

nalen Functionen von den Graden x^, x^, ... vorhanden sind, die nur an einer

einzigen Stelle unendlich gross werden (S. 225). In der Theorie der Abel-

en Integrale fanden wir, dass für die 2p Integrale erster und zweiter Art

primitives System simultaner Perioden aus 2p Reihen von je 2p Perioden

gebildet wird (S. 337), und schliesslich stimmt, wie eben bewiesen worden ist,

P auch mit der kleinsten Anzahl von Integralen überein, auf welche im All-

gemeinen die Summe von beliebig vielen Integralen erster Art

S / H{xy\dx

für jeden der p Werthe des Index ß reducirt werden kann.

eins
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Wir gehen nun zu dem Ab eischen Theorem für die Integrale

dritter Art über. Es mögen die Paare

und
{x[y\), ... ««/;)

2 / S(xy),dx = . (ß = i,2,...e)

so bestimmt werden, dass die g Relationen

erfüllt sind, sodass eine rationale Function R{xy) existirt, die an den Stellen

der ersten Reihe verschwindet und an denen der zweiten unendlich gross

wird. Ihre Zerlegung in Primfunctionen ergiebt

— ri E{xy; x,y„ x',y[),

wobei der Integrationsweg des in der Function

H{xy,x'y')dx'

E{xy;x,y^,x-X) = e
(^'"^'^^

vorkommenden Integrals ebenso zu wählen ist, wie in dem entsprechenden

Integrale erster Art. Aus der Gleichung

/
H{i,-ti,xij)dx = log E{%r^;x,y„x',y',) \\

folgt nun, wenn (|„v]J eine beliebige Stelle des Gebildes ist,

und daher

S / \Hari,xy)-Ha,ri„xy)\dx = log-^^^-

Diese Gleichung enthält das Abelsche Theorem für die Integrale dritter Art.

Die Paare (|7j) und (|„TrjJ sind hierbei von den Stellen (x^yj und (xlyl) ver-

schieden anzunehmen, da sonst ein oder mehrere Integrale unendlich gross
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werden (S. 260); und wenn (|7]) oder (|,vj„) mit einer Stelle {a^bß) zusammen-

fällt, so ist unter der betreffenden if- Function der Coefficient von t° in

der Entwickelung von H{x^y^,xy) zu verstehen (S. 262).

Wenn die Integrationswege {{oolyD ... [x^y^]) fixirt sind, so ist auch auf der

rechten Seite der Werth des Logarithmus der rationalen Function eindeutig

bestimmt. Umgekehrt können aber auch, nachdem über den Werth des

Logarithmus in beliebiger Weise verfügt worden ist, stets Integrationswege

gefunden werden, für welche die Summe der r Integrale links gleich dem

vorgeschriebenen Werthe von log pA \ ist; denn jedes Vielfache von 2Tri

ist eine Periode des Integrals dritter Art (S. 399).

Die zu Anfang des Kapitels (S. 404) ausgesprochene Form des Abelschen

eorems für die Integi'ale dritter Art, dass die Summe beliebig vieler

[tegrale auf eine Summe von q Integralen reducirt werden kann, vermehrt

einen algebraisch - logarithmischen Ausdruck, ist eine unmittelbare Folge-

g aus der 'vorhergehenden Gleichung.

Ist jetzt F(xy) eine beliebige rationale Function des Paares (xy), so

de die Summe

S /
F{xy)dx

itersucht, unter der Annahme, dass die Stellen {x^y^) und {x[y[) wieder die

imtlichen Null- und Unendlichkeitsstellen einer rationalen Function R{xy) sind.

Diejenigen Elemente (x^y^) des Gebildes, für welche in der Entwickelung

F{x^y^)-7^ negative Potenzen von t auftreten, mögen mit (l"'rj*"),

'tt)™), ... bezeichnet werden; ihre Mittelpunkte seien (I,''),), (Ij^lJ, ••• • Die

die Bildung der Function H{%r^^xy) erforderlichen Stellen («„öj, («,*,)» •••

fS 6 ) sollen zur Vermeidung von Weitläufigkeiten von (§, if),), (I,t)j), • • • ver-

schieden angenommen werden. Auch die Paare {x^y^ und {x'^y'^ sind der

Bedingung zu unterwerfen, nicht mit (S, t'),), C?,''],)! ••• zusammenzufallen, und

die Integrationswege {{x'^y'^) ... ix^y^)) mögen so gewählt werden, dass sie

durch keine dieser Stellen hindvirchgehen. Dann hat jedes der r Integrale

in der vorhergehenden Summe einen endlichen Werth.

Nach dem Früheren (S. 260) ist nun

F{xy) = s[^(r/"-V/")^P-^(irV/",^2/)] +^[F{.kyt)^f-BALxy)
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Käme unter den Paaren (l^vj ), entgegen der Annahme, eine Stelle (a^b^)

vor, so dürfte das betreffende Glied auf der rechten Seite nur einmal

aufgenommen werden, worauf früher durch einen Accent aufmerksam ge-

macht wurde. Aus der vorstehenden Gleichung folgt durch Integration und

Summation

'(XvVv)

2 / F{xy)dx = S S

+ S S Fi^tVt)-
dt

H{xtyt,xy)dx

Der absolute Betrag von t soll dabei so klein angenommen werden, dass das

Element (If'"']^'"')
nur solche Stellen des Gebildes liefert, die keinem der

Integrationswege angehören, was nach der Voraussetzung über die Stellen

(I 7] ) möglich ist. Die erste Summe auf der rechten Seite kann nun mittels

der Gleichung

mrrns / fi-(r ir, xy) dx = log ^y/ i\

umgeformt werden, die aus dem Abelschen Theorem für die Integrale dritter

Art folgt, denn es ist H(a^b^,xy) = 0. Der Werth des Logarithmus ist hier-

bei eindeutig bestimmt, wenn die Integrationswege fixirt sind. Zu Folge der

auf S. 79 aufgestellten Gleichung (A.) ist

J ?

mithin wird die zweite Summe auf der rechten Seite der obigen Formel:

»= 1 (S = 1

Fix,
' « dx, ri^rVv) ß ß

'^y^^üt'l
S{xtyi,xy)dx

\)

Fikvt)^ -S / H{xy\dx,

denn in der Entwickelung von F{x^yf)-^ kommen keine negativen Potenzen

von t vor.

Bei willkürlicher Wahl von r — 1 Integrationswegen und geeigneter Be-

stimmung des r*™ verschwindet nun die Summe der Integrale erster Art, es



DAS ABELSCHE THEOREM. 425

ird daher

2 / F{xy)ix - S

= 2

J^(rrr)^1^•log
dir
dt

Biir-rit)

R{aX)„j jj-i

jj-«

log Ii{a,\) 11 Filfrin
dl'l

ift)

dt <-•

Tür jede rationale Function F(xy) ist aber zu Folge der Definition der

Functionenpaare (l^'"'»]'/") i^- ^^)

= 0,

iemnach ergiebt sich

'«y'r)

r riXyy,)

S /
F{xy)dx = 2 Fi^r-rin^-iogTtiiTrtn

Lus dieser Formel ist Alles weggefallen, was sich auf die Werthepaare («„6J,

jj6J, .. . (a 6 ) bezieht, daher wird durch die vorher für diese Paare ge-

lachte specielle Annahme die Allgemeinheit des Schlussresultats nicht be-

chränkt. Man kommt aber auch ohne diese vorläufige Einschränkung bei

feiner geringen Abänderung des Beweises zu demselben Eesultat.

Um den Coefficienten von t~^ in der Entwickelung von

^(rrrr)^-iogi?(irrr)

berechnen, bilden wir

R{irr,r) = ^A'^+t%{t)\,

log 7?(irrD = log i?^+i?;^+ i?: <'+...

und erhalten dann

2 /
F{xy)dx = 'EhlogB, + c:R-^ + CB;+-\-

Abgliche FonctioBen. 54
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Da die Anzahl der Coefficienten c . c', ... endlich ist, so enthält diese Summe

nur eine endliche Anzahl von Gliedern. In R.R',... kommen die Coeffi-

cienten der Function R{xy) und der Eeihen |'/' und irj'^"' rational vor. Die

ersteren sind rational in Bezug auf die Paare {x^yj und {x[,yl), die letzteren

in Bezug auf (I^t]^.), mithin sind R^, R'^, ... rational aus den Werthepaaren

(I Tfj ), (oc^y^), i^lyD und den Coefficienten von f{x,y) gebildet. Die rechte

Seite der vorstehenden. Gleichung besteht also aus einem logarithmischen

Theil

und einem algebraischen

Dies ist das Abelsche Theorem für das Integral einer be-

liebigen rationalen Function des Paares (xy). Sind

und
{x[y[), ... (xlyl)

die Werthepaare, für die eine rationale Function R{xy) Null und unendlich

gross wird, jedes Paar so oft gesetzt, wie die zugehörige Ordnungszahl an-

giebt, so stelle man diese Null- und Unendlichkeitsstellen irgendwie paar-

weise zusammen; dann kann in

2 /
F{xy) dx

bei willkürlicher Annahme von ?• — 1 Integrationswegen der »•'* so gewählt

werden, dass diese Summe gleich wird einer algebraisch - logarithmischen

Function der Werthepaare (x^y^), (^^2/») ^^^ ^^^ Stellen, für deren Umgebung

die Entwickelung von F{x^y^~ negative Potenzen von t enthält. Auch lässt

sich mit Leichtigkeit nachweisen, dass die Summe von beliebig vielen Inte-

gralen einer rationalen Function des Paares {xy) stets dargestellt werden kann

durch eine Summe von q Integralen derselben Function, vermehrt um einen

aus den gegebenen Integrationsgrenzen gebildeten algebraisch -logarithmischen

Ausdruck.
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Die vorher für die Integrale erster und dritter Art aufgestellten Gleichun-

gen sind specielle Fälle der eben bewiesenen. Es ist für jedes Element (x^y^)

s^^iVt)?^ = ny, (ß=l,2,...Q)

führt man daher die Functionen H{xy\, . . . H{xy) der Reihe nach statt

^{xy) ein, so sind die Coefficienten c^, c'^, ... sämmtlich gleich Null, und es

rgiebt sich

2 /
H{xy\dx = (^ = 1,2,. ..e).

Setzt man aber

F{xy) ^ H{'i-ri,xy)-H{l^-q„xy),

»0 sind die Stellen (?^v) ) mit den beiden Werthepaaren (Itj) und (|„Tr]J

Identisch. Für die Umgebung dieser tritt in der Entwickelung von F(Xfy^)-~

iur ein Glied mit einer negativen Potenz und zwar ±r' auf (S. 197), daher

st Cj = 1, c[ — Q, c" = 0, ... und c^ = —\, c^ = 0, c^' = 0, ... . Demnach

It der algebraische Theil weg, wähi-end der logarithmische, genau wie

rüher (S. 422), gleich log^^ wird.

Wir wollen nun noch in die Gleichung des allgemeinen Theorems die

imction H'{xy)^ statt F{xy) einführen. Es ist (S. 257, (I))

B'\
•C dt

s'ikk)?^ = tW)

(ß = i,2,...e)

(a^ß; a,ß=:l,2,...Q).

)a nun die Stelle (a^bf,) nicht auf den Integrationswegen liegen darf und

iaher von den Null- und Unendlichkeitsstellen (x^y^) und (x^y'J der Function

*(xy) verschieden sein muss, so kann

rfi !>

lii^tVi) = RCo,*^,?) + -Bi («,»&/»)< + •

.1» ^.
loeR{x,y,) = logR{a^b^) +^^^t + ...

64:*



428 EINUNDZWANZIGSTES KAPITEL.

gesetzt werden, und es folgt

S /
^"'^^'^ZTV^.A ^„ r,_„T,/i?.^. -R.(«,**,*)

H'{xy)^dx = -[\ogR{xtyt)\ = -
jnf \\ (p = 1,2,...?).

Dieses System von Gleichungen stellt das Abelsche Theorem für die

Integrale zweiter Art dar; die rechten Seiten sind rational in Bezug auf

die Werthepaare {x^%) und (x'^yl). Das Theorem hätte sich auch unmittelbar

aus dem Satze für das Integral dritter Art herleiten lassen. Man braucht dazu

nur für {^^\) die Stelle (a„ö„) zu wählen, an der die Function H{^ri, xy)
11 Q Q

verschwindet, und für (Itj) der Reihe nach die Elemente {x^y^, ... {x^y^) ein-

zusetzen, deren Mittelpunkte die Stellen
(«i &,),•• («&„) sind. Die Ent-

wickelung der beiden Seiten der Gleichungen

2 /V = 1 J{„'
H{x,y„xy)dx = log^^

und die Vergleichung der Coefficienten von t^ ergiebt dann das Theorem für

die Integrale der zweiten Art (S. 252).

Bei der Untersuchung der Frage, welche algebraischen Differentiale sich

durch Logarithmen integriren lassen, hat Abel nicht zuerst den Satz für die

Integrale erster Art, sondern das allgemeine Theorem

<a;,j/v)

2 /
Wyi)

^(ir^iD^-iogi^cir^r)

gefunden. Auf den von Abel selbst gegebenen Beweis dieser Gleichung gehe

ich jetzt etwas näher ein und stütze mich dabei auf eine Aufzeichnung, die

ich vor der Veröffentlichung des Abelschen Memoires gemacht habe.

Um den Beweis möglichst einfach zu gestalten, wollen wir voraussetzen,

dass die Dimension der Gleichung /"(«, 2/) = des gegebenen algebraischen

Gebildes gleich dem Grade n in Bezug auf y sei, sodass das Gebilde keine

unendlich fernen Stellen der Form (a, 00) hat (S. 33). Die ?i Werthe von y,

die zu einem Werthe von x gehören, mögen mit y.iy, ... y bezeichnet werden.

Wir betrachten nun gleichzeitig mit f{x, y) = eine algebraische Gleichung

g(x^y) = 0, deren Coefficienten eindeutige Functionen von gewissen variablen

Grössen v,v',... sind; es sei also g{x,y) eine ganze rationale Function des
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'aares (xy), die zu Folge der gemachten Voraussetzung nur gleichzeitig mit

X unendlich gross werden kann. F{xy) sei dagegen eine rationale Function

des Paares {xy) mit constanten Coefficienten.

Die den beiden Gleichungen f{x,y) = und g{x^y) = gemeinsamen

Werthepaare sind die Stellen des Gebildes f{x,y) = 0, für welche die ratio-

nale Function g{x,y) verschwindet. Mit (vc^y^) (v = 1, 2, ... r) wollen wir

diejenigen bezeichnen, die von den Variablen v,v',... abhängen, dagegen mit

(5 ^ )
(x = 1, 2, .. .) die von ihnen unabhängigen Stellen. Dabei werde jede

Stelle so oft in die betreffende Reihe aufgenommen, wie die zugehörige Ord-

nungszahl angiebt.

Die Art der Abhängigkeit der Function g(x,y) von v,v',... und die

f'eränderlichkeit dieser Grössen unterwerfen wir folgenden Beschränkungen,

le Stellen (x yj mögen im Endlichen liegen, und für jeden der Werthe x^

Wlen die ?i zugehörigen Werthe y, y, ... y von y sämmtlich unter einander

Brschieden sein. Liegt x in der Umgebung des Punktes x^, so sei

g{x,y) = c,{x-x,)'\l-\-{x-x,)'^{x-x;}\,

g{x,y) = cl{x-xj-'''\l-^{x-x,)^{x~x,)\,

ro keine der ganzen Zahlen A[,, A", ... negativ und wenigstens eine grösser

Null ist. Die Coefficienten c^, c", ... sind von v,v',... abhängig, und

wollen auch diejenigen Werthsysteme dieser Variablen ausschliessen , für

le einer dieser n Coefficienten verschwindet Die Exponenten l[, A", ...,

felche angeben, wie oft die Stellen {x^y^),{x^yj, .. . in der Reihe (x^yj,...

^y^) enthalten sind, sollen demnach von v,v', ... unabhängige Werthe haben.

Ferner werde die I'unction F{xy) für keines der Werthepaare {x^yj Null

1er unendlich gi-oss. Sind schliesslich (|„vju) (f* = l)2, ...) die sämmtlichen

Jnendlichkeitsstellen der Function F{xy), für welche |^ einen endlichen

Werth hat, so werde für x = ^ der Werth y von y gleich ir]^, wobei aber

nicht ausgeschlossen ist, dass ausser y noch andere der Grössen y, . . . y den

Werth T^ für a; = | annehmen. Es sei ein Element des Gebildes f{x, y) =
mit dem Mittelpunkt (5^vj^) durch das Functionenpaar

11
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dargestellt, und es mögen die Entwickelungen von ffixy), ... g(xy) für die

Umgebung der Stelle (I iQ^) sich aus der Reihe

ergeben, wo der Exponent l nur dann grösser als Null ist, wenn (|„tq ) mit

einer Stelle {x^y.J zusammenfällt. Diejenigen speciellen Werthe der Variablen

v,v', ... sollen nun ausgeschlossen werden, für welche der Coefficient g ver-

schwindet. Entsprechendes werde auch vorausgesetzt, wenn statt (l^'" '»)<'") ein

unendlich fernes Element x^ = ^~"',
y^ == -P(0 ^^^ Gebildes betrachtet wird.

Zum Beweise des Abelschen Theorems gehen wir nun von der Function

9ixy) g{xy) g{xy)

aus. Die durch den Buchstaben ö angedeutete Operation bedeute dabei

die vollständige Differentiation der hinter S stehenden Function in Bezug auf

die Variablen v, v', ... . ^(x) ist eine rationale symmetrische Function von

y-ilfi •••
y-i

mithin eine rationale Function von a;, deren Coefficienten rational

aus denen von F{xy) und g{x.,y) und linear und homogen aus den DiflFeren-

tialen d«, 8v\ . . . gebildet sind.

Aus der Entwickelung

g{x,y) = c',{x-x,)'\'i.-\-{x-x,)'^{x-x,)\

erhalten wir durch logarithmische Differentiation nach v, v', ...

Sg(x,y) ,, dx^ ^, .

g(x,y) *-*v

wobei die Coefficienten in ^{x— x^) auch von den Differentialen Sv,Sv',...

abhängen. Für die Umgebung der Stelle (pi\,y^) ist nun

F{xy ) = Fix, y,) + (x-x,)%{x-x,),

mithin folgt

g{x,y) '^-^y
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In gleicher Weise ergiebt sich

g{x,y) ^-^^

demnach wird

[^(*)V-a;,)-
= -\KF{x,k) + KF{x/y,) + ...]äx,,

wo auf der rechten Seite diejenigen Glieder von selbst wegfallen, in denen

die zugehörigen Exponenten A^, A", ... gleich Null sind. Ist aber z. B. A' nicht

gleich Null, so kommt die Stelle {x^y^) in der Reihe (ic,^,), ... {x^y^) A'^-mal

ror, und da der Annahme nach die Function F{xy) für keines dieser

Werthepaare verschwindet, so hat dann auch F{x^y^) einen von Null ver-

bhiedenen Werth. Daher erhält man

2[9*(^)](a,_a;,)-i
= -\F{x,y,)dx, + F{x,y,)dx, + : + F{x,y,)äx,\.

Nun müssen noch die Stellen der zweiten Art {x^y^ (x = l,2, ...), für

eiche ebenfalls die Function g(x,y) verschwindet, betrachtet werden. Ent-

Kckeln wir für die Umgebung des Punktes x^ die n Werthe y^y, ... y von

nach Potenzen von x— x^, so reducire sich y für x = x^ auf y^, und es sei

g{x,y) = c,{x-x.J^ + --

)abei ist ^ ^ 1 , denn es können mehrere der Grössen y^y, ... y für x ^=x

en gemeinsamen Werth y.^ annehmen. Die Entwickelung von

^9{x,y)

g{x,y)

enthält demnach keine negative Potenz von x—x^., und es findet daher, falls

x^ nicht unter den Grössen |j,|,, ... vorkommt, das Gleiche für 9t(a;) statt,

sodass sich in diesem Falle

ergiebt.

Ausser für « = 00 und für die Paare («,y,), ... (a;,.«/^) kann die Function

^{x) noch an den Stellen (I^ttj^) (fi = l,2, ...) unendlich gross werden, da
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diese Unendlichkeitsstellen der Function F{xy) sind; mithin folgt nach dem

zu Anfang des dritten Kapitels (S. 88) bewiesenen Satze aus der Theorie der

rationalen Functionen die Gleichung

wobei [8t(«)] _, den Coefficienten von x~^ in der Entwickelung von 91 (ic) nach

fallenden Potenzen von x bedeutet. Demnach wird

^F{x^y.)äx, = S[9i(^)](a,_|„)-i-[9i(^)]«,-x.

Auf der rechten Seite führen wir jetzt statt ^{x) die Function

0(a;) = F{xy)\ogg{x,y)^-F{xy)\ogy{x,y) + --- + F{xy)\ogg{x,y)

ein, dann ist

'St{x) = 8<i>{x)

und, wie sogleich gezeigt werden soll.

Denn ist x— ^ dem absoluten Betrage nach hinreichend klein, so haben

die Entwickelungen von F{xy) und g{x^y) nach Potenzen von x— % die

Form

F{xy) = F{x-i;) "'+...,

l_

Hieraus folgt

1

^ogg(x,y) = log5r + — log(a;-|J + ^((a;-|J'»
j,

mithin, da | und die Zahlen l und m von den Variablen v,v\... unab-

hängig sind,

ai^,y) ^ \ ' I
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Vergleicht man nun die Coefficienten von (^— L)~* in den Entwickelungen
1

^

von F{xy) ^^'"'fl und F{xy)logg{x,y), so wird
ir(a;,2/)

ri.(^^)M^] = S[FMlogg(,x,y)]

Die Addition dieser Gleichung zu den entsprechenden, die durch Vertauschung

von y mit y, • y hervorgehen, ergiebt

1-1

'

tanzen von x entwickelt,

und ebenso erhält man, wenn man dt(x) statt nach x— ^ nach fallenden Po-

Demnach folgt

J/(^.y,)^^v = *|s[*(^%_|^)-.-[<i>(«)]^-|

Formel keine Schwierigkeit, denn werden ihnen irgend welche andere ihrer

erthe beigelegt, so tritt auf der rechten Seite unter dem Differentialzeichen

ein von v, v', ... unabhängiges Glied hinzu, das also beim Differentiiren

,ch diesen Variablen wegfällt.

Die letzte Gleichung wollen wir nun noch weiter umformen. Führt

,n statt (xy) das Element

i, dessen Mittelpunkt die Stelle (Lt1„) ist, so wird

Nun sollten y, «/, ... y diejenigen m der Grössen y, y, ... y sein, die durch

ebendasselbe Functionenpaar dargestellt werden, daher geht die linke Seite

der vorstehenden Gleichung in

s s m m
[Fixy)logg{x,y)]^^_^^^_,, ... [F{xy)\Qgg{x,y)]^^_^

^_,

Akelieh« Fnnetioun. 55
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Über, wenn rechts der Reihe nach statt t das Product von t mit den m—

1

von 1 verschiedenen »»''"' Wurzeln der Einheit gesetzt wird. Bei diesen Ver-

tauschungen ändert

[F(ir#')iog^(r.^r)]j-„.

seinen Werth nicht, mithin folgt112 9 mm
[F{xy)\Qgg{x,y) + F{xy)\ogg{x,y) + ••• + F{xy)\ogg{x,y)]^^_^

j_.

= m[F(irTr)iog5'(rA#')vJ

Andererseits ist

daher besteht die Gleichung

1 I M 2 ta m
[F(xy)logg{x,y) + F{xy)logg(x, «/) + ••• + F{xy)\ogg{x,y)]^^_^

^_,

= '-F(r#o^-iog^(ir,^/r)]
_;

In genau derselben Weise ergiebt sich für ein unendlich fernes Element

^t = r-, y, = F{t),

dessen Mittelpunkt eine Stelle der Form (oo,oo) oder (oo,&) ist, die Glei-

chung

[F{xy)\Qgg{x, y) + F{xy)\og g [x
, y) + ••• + F{xy)\ogg{x, y)\_,

F{Xtyt)-^-'^ogg{Xt,yt)^
_^.

Die Entwickelung von \o%g{x^^y^ enthält für kein einziges Element {x^y^)

des Gebildes eine negative Potenz von i, mithin kann nur dann in

F(Xty,)--^ -log g{xt,yi)
dt

eine solche auftreten, wenn in F{x^y^)-^ eine negative Potenz vorkommt.
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Demnach ist

S[*(^)](^_|^)-.-[<I>(^)]a,-. = ll[FiXtyt)-^-'^ogg{x„i,,)
dxt

r>

und daher

'^F{x,y^)dx^ = ^2 F{Xtyt)-^-\ogg{Xt,yt)

die Summe rechts auf alle Elemente {x^y^) des Gebildes bezogen, für welche

die Entwickelung von F(x^yf)-^ negative Potenzen von t enthält.

Diese Formel ist unter Ausschluss gewisser specieller Werthsysteme v, v', ...

abgeleitet worden; hinterher können wir schliessen, dass sie allgemein gilt.

Nun werde für die algebraische Gleichung g(x,y) =^ eine Gleichung

er speciellen Form

* E(xy) = V

gnommen, wobei R(xy) irgend eine rationale Function des Paares (xy) mit

instanten Coefficienten sei. Ist

fo G^{xy) und G^{xy) ganze rationale Functionen des Paares {xy) sein sollen,

ist also

g(x,y) = G,{xy)-vG,(xy)

zu setzen.

I
Irgend zwei Werthe v^ und v^ der Variablen v mögen durch eine stetige

olge von Punkten v der Art verbunden werden, dass vermöge der Gleichung

'.{xy) = V zu keinem der Zwischenpunkte eine Stelle des Gebildes f{x,y) =
gehört, für welche die rationale Function F{xy) unendlich gross wird oder

die partielle Ableitung f{x,y\ verschwindet (vgl. S. 42); für v^ und v^ selbst

kann dagegen das Letztere der Fall sein. Wie vorher seien {x^yj, . .. {x y )

die den beiden Gleichungen f{x,y) = und g{x,y) == 0, d. h.

imd

f(x,y) =

R{xy)-v =
55*
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gemeinsamen, von v abhängigen Werthepaare. Für die zwischen v^ und v

eingeschaltete stetige Folge von Werthen v ändern sich auch x^ und y^ stetig,

und es gehe {x^y^) für « = % in (x^i/J und für v — v^ in. (x^y^) über. Dann

ergiebt sich durch Integration zwischen den Grenzen v^ und v^ aus der

vorhergehenden DiflFerentialformel

:

'(«v2/r)

2J^ ^
F{xy)4x = [^[F{x^yt)-^-log{G,{x,y,)-vG,{x^y,))\_^^

- ^\f(x v^^^' lor
^^^'^tyt)-VoGA^tyt) 1

(P^rVv)

S[^(*.2/.)
dx. ^(xtyt)-Vo'
dt

''^°^
R{x,y,)-v,

Um hieraus die frühere Form des Abelschen Theorems herzuleiten,

gehen wir für v„ = und «^ = oo zur Grenze über, ziehen also in der Ebene

der Variablen v vom Nullpunkt in das Unendliche eine stetige Linie der

Art, dass die vorher aufgestellten Bedingungen erfüllt sind. Für v^ = oo

werde {x^yj = (Kvl) ^^^ ^^^ % = (xj^) ^ (x^yj, dann sind wie früher

(S. 423) (^,2/i))
••• (^r^r) ^^^ Nullstellen und (x[y[)^ ... (xlyl) die Unendlich-

keitsstellen der gegebenen rationalen Function R(xy). Durch diesen Grenz-

übergang sind die Stellen (x^y^) und {xly'J in bestimmter Weise zu zweien

einander zugeordnet.

Da

Fi.^y,)^ =

ist (S. 95), so wird

F{x,yi)^-\ogiR(Xtyt)-v,)

^(«,.,)^-log(l-Äi^)l_,

mithin folgt für v„ = und v^ = oo

dxt
S / Fixy)dx = S F{x,y,)^.logR(.̂ tyt)

<-'

In der Entwickelung des rechts in der Klammer stehenden Ausdrucks können
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negative Potenzen nur vorkommen, wenn sie in

auftreten. Die Elemente, für welche dies der Fall ist, wollen wir jetzt,

etwas abweichend von der bei dieser letzten Untersuchung für (If t)^'") zu

Grunde gelegten Definition (S. 429), wieder wie früher (S. 423) mit i^ftif)

bezeichnen; dann ergiebt sich für die Summe der Integrale einer rationalen

Function des Paares {^y) die Gleichung

•(«»yv).

ie das Abelsche Theorem für das Integral einer beliebigen rationalen Func-

ion des Paares {xy) enthält (S. 425 u. 426).

Der Beweis kann in ähnlicher Weise durchgeführt werden, auch wenn

lan die über die Gleichung f{x^ V) =" ^ gemachte beschränkende Voraus-

setzung (S. 428) fallen lässt..

Nach Abel hat sich zuerst Jacobi eingehend mit dem Abelschen Theo-

Bm beschäftigt, doch stets nur für die hyperelliptischen Integrale. Jacobi

Beigte, dass die vollständige Integration des Systems von p Differential-

gleichungen zwischen den p + 1 Veränderlichen a;,, a;,, ... a;

denen

E{x) = {x-aj(x-a\)...{x-a,^)

id

P{x) = (x- «J {x-a,)...{x- a,y_.)

gesetzt ist, durch das Abelsche Theorem gegeben wird. Um dies nach-

zuweisen, denken wir uns eine rationale Function R(xy) des durch die

Gleichung eines hyperelliptischen Gebildes «/' = R{x) verbundenen Paares

{xy) der Art bestimmt, dass sie an p + 1 willkürlich angenommenen Stellen

{9oh)^ {9iK)j ••• (^«^)

von der ersten Ordnung unendlich gross und an einer beliebig gewählten
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SteUe

gleich Null wird. Diese Function verschwindet dann noch an q anderen

Stellen

und zwar hängen diese Werthepaare von (^„^0), {ffoK)i • • (9^^) algebraisch

ab (S. 413). Da nun, wie wir gefunden haben (S. 344), für das hyper-

elHptische Gebilde ?/' = R(x) die q linear unabhängigen Functionen H{xy)^

gleich

sind, so folgt nach dem Abelschen Theorem für die Integrale erster Art

mithin wird

Aus diesen Integralgleichungen ergiebt sich durch Differentiation das gegebene

System von Differentialgleichungen, dessen Integration damit geliefert ist;

{oo^y^^ ... {x y) sind algebraische Functionen von (a;„«/J und den willkürlich

angenommenen Werthepaaren {g^\)i {9i\)i ••• iff^\)-
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DIE ABELSCHEN FUNCTIONEN.





Zweiundzwanzigstes Kapitel.

Definition der Abelschen Functionen.

Bezeichnet R{x) eine ganze rationale Function dritten oder vierten Grä-

fes mit lauter verschiedenen Linearfactoren, und wird y durch die Gleichung

R(x) = als algebraische Function von x definirt, so kann der Theorie

JBr elliptischen Functionen die Differentialgleichung

du
dx

IT
Grunde gelegt werden. Wenn

E{x) = A{x— a^){x— a^)(x— a^){x— a^)

t, so werde als Nebenbedingung hinzugefügt, dass x für u = einen be-

^mmten der Werthe a^, a^, a^, a^ annehme. Falls aber R(x) vom dritten

rade ist:

R(x) = A(x-a,){x-a,){x-a,),

werde festgesetzt, dass x für m = entweder gleich einem der Werthe
L a^, a^ oder unendlich gross werde.

Die Grundlage für die Theorie der elliptischen Functionen bildet der

ichweis, dass es zwei eindeutige, für alle endlichen Werthe des Arguments

definirte Functionen mit dem Charakter rationaler Functionen giebt, welche

für X und y gesetzt die Differentialgleichung identisch befriedigen. Um
diesen Beweis kurz zu charakterisiren , zeigen wir zunächst, dass zu jedem

Werthe von u, dessen absoluter Betrag eine gewisse positive Grösse J7„ nicht

überschreitet, nur ein einziges Werthepaar (xy) gehört. Wie aus den Re-

sultaten über das hyperelliptische Gebilde hervorgeht (S. 132— 133), wird die

AMache Fnnctionen. 56
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Umgebung der Stelle (a , 0) stets durch das eine Functionenpaar

dargestellt. Ferner sind, wenn R(x) vom vierten Grade ist, zwei unendlich

ferne Elemente

und

vorhanden; ist aber der Grad von R{x) gleich drei, so hat das Gebilde nur

das eine unendlich ferne Element

Setzt man je nach der vorgeschriebenen Nebenbedingung die für die

Umgebung von (a^, 0) oder von (oo, oo) gültigen Entwickelungen in die Diffe-

rentialgleichung ein, so erhält man durch Integration

U = Cj^t + CjP-^—

,

wo die Constante c^ von Null verschieden ist. Hieraus kann man t durch

eine nach Potenzen von u fortschreitende Reihe darstellen, deren Convergenz

innerhalb eines gewissen Bereiches aus allgemeinen Sätzen der Functionen-

lehre folgt. Ihre Substitution in das Functionenpaar (x^y^) liefert für x und

y zwei Potenzreihen:

X = <f{u), y = <Km),

-die für m = das Werthepaar (a.^, 0) oder (oo,oo) ergeben und die Differential-

gleichung identisch befriedigen, sobald u dem absoluten Betrage nach unter-

halb einer gewissen positiven Grösse TJ^ liegt.

Das Abelsche Theorem geht für p = 1 in das Eulersche Additions-

theorem für die elliptischen Integrale über (S. 6). Mit Hülfe des

letzteren lässt sich nun zeigen, dass die Grössen x und y für alle endlichen

Werthe des Arguments u eindeutig definirt sind und den Charakter einer

rationalen Function haben. Es sei nämlich U eine beliebig grosse, positive

Grösse, so werde eine ganze positive Zahl n der Art bestimmt, dass
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Dann sind

Potenzreihen von w, die für \u\<U convergiren, der algebraischen Gleichung

T^-R{i) = und der Differentialgleichung

d

genügen und für m = die vorgeschriebenen Werthe (a^,0) oder {00,00) an-

nehmen. Mithin ist

/•(Sl) dx
u = n —

-,

-'(a^o) y

bei, falls Ii{oc) vom dritten Grade ist, die untere Grenze dieses und der

enden Integrale auch die Stelle (cxd,co) sein kann. Wird nun

r(^n) dx^ _ r^.o'y) dx_

setzt, so sind nach dem Eulerschen Additionstheorem x und y rationale

mctionen des Paares (|rj). Jede der beiden Grössen x und y lässt sich

ler als Quotient zweier Potenzreihen von u darstellen, die für \u\<.U

Invergiren; jedoch ist der Zähler und der Nenner dieser Darstellung von

Zahl n abhängig. Für jeden beliebig grossen Bereich haben wir dem-

ch zwei Functionen x und y gefunden, welche für alle seinem Inneren

gehörigen Punkte u den Charakter rationaler Functionen haben und der

ferentialgleichung

, dx
du = —

y

mit der vorgeschriebenen Nebenbedingung genügen; bei Zugrundelegung eines

speciellen Werthes für die Zahl n sind diese Functionen eindeutig bestimmt.

Für \w\ <cU^ müssen ihre Werthe mit denen der Functionenelemente cp (u)

und '\>{u) übereinstimmen.

Es lässt sich nun zeigen, dass man zu jedem Werthe von u dasselbe

Werthepaar (xy) erhält, wenn n auf verschiedene Weisen, doch so gewählt

wird, dass — < U^ ist. Denn es sei bei zwei verschiedenen Festsetzungen

56*
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Über die Zahl n einmal

das andere Mal

m

wo f{u), g{u), f^{u), gX^). Potenzreihen von u sind, von denen die beiden ersten

für \u\ <:U, die beiden letzten für
| «< | < f7' convergiren mögen. Die Werthe

der Quotienten —^ und ~^ müssen nun für alle Argumente ti, die dem

absoluten Betrage nach hinreichend klein sind, mit den Werthen der Reihe

(f{u) übereinstimmen, demnach ist für diese Argumente

und
f{u)g^{u) = f^{u)g{u).

Entwickelt man beide Seiten dieser Gleichung nach Potenzen von ^*, so sind

die Coefficienten der entsprechenden Potenzen einander gleich; es besteht

daher diese Gleichung, mithin auch die zwischen den Quotienten, für alle

Argumente, welche den Convergenzbereichen der vier Reihen f(^<), g{u),

f{u), g {u) gleichzeitig angehören. Dabei kann für specielle Werthe von u

ein Quotient auch in der Form -^ auftreten. In derselben Weise wird der

Satz für die Function y bewiesen.

Die Werthe der Functionen x und y sind daher für jeden endlichen

Werth von u eindeutig bestimmt. Wie man hiernach vermuthen kann, lassen

sie sich auch in einer für alle endlichen Argumente u gültigen Form, näm-

lich als Quotienten zweier beständig convergenten Potenzreihen, darstellen,

doch gehen wir hierauf nicht näher ein.

Es kam nun darauf an, diese Aufgabe, die für das eben zu Grunde

gelegte Gebilde y'^R{x) = auf die elliptischen Functionen führt, richtig

zu erweitern. Diese Verallgemeinerung ist in dem Jacobischen Um-
kehrungsproblem enthalten (vgl. S. 7— 9), das Jacobi zwar nicht gelöst,

durch dessen genaue Formulirung er sich aber ein wesentliches Verdienst

um die Theorie der Abelschen Functionen erworben hat. Die richtige Er-

kenntniss der Bedeutung der Zahl q in dem Abelschen Theorem für die



DEFINITION DER ABELSCHEN FUNCTIONEN. 445

itegrale erster Art (S. 415)

2 / H{xy)^dx = -^
/

S{xy)^dx (ß = i,2,...q)

führte ihn zunächst zu dem folgenden Problem, das hier gleich für die aus

einem beliebigen algebraischen Gebilde f{x, y) = entspringenden Functionen

ausgesprochen werden soll; Jacobi selbst hat stets nur den speciellen Fall

der hyperelliptischen Functionen betrachtet.

Aus den q algebraischen Gleichungen

id den q Differentialgleichungen

du^ = 2 S(x„y„\dx„,

Q

du„ = 2 Ii{^aya)J^a

Üt der Nebenbedingung, dass für «^ = o, ... u = d die Paare {x^y^) gleich

Bgebenen Werthepaaren (a„i„) werden, sind die 2p Grössen x^, y^ als

ictionen der q unabhängigen Veränderlichen u^^...u darzustellen. Dabei

jllen (flii,), ... (a h\ die q von einander verschiedenen ünendlichkeitsstellen

er Function H{xy,x'y') sein; es wird also vorausgesetzt, dass die De-

erminante

\E(a„bJ^\ (a,^ = i,2,...(.)

icht gleich Null ist (S. 68).

Dies ist ein wohl definirtes Problem. Allerdings wäre auch die Aufgabe

le bestimmte, x und y als Functionen der einen Variablen u aus den

Gleichungen f{x^ y) = ^ und

H{xy) dx
yUb)

darzustellen. Aber es würde sich zeigen, dass diese F'unctionen einer Varia-

blen durchaus keine Analogie mit den elliptischen Functionen haben, während

dies bei den aus dem Jacobischen Umkehrungsproblem sich ergebenden

Functionen mehrerer Veränderlichen der Fall ist.
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Geht man bei dem Umkehrungsproblem statt von den Functionen

H(xy\, ... H(xy) , die in bestimmter Weise aus H(xy,x'y') als Entwickelungs-

coefficienten entspringen (S. 79, (A.)), von irgend einem System von q linear

unabhängigen Functionen H{xy), ... H(xy) aus, setzt also

du. = 2 H{x^y„)dx^, (^ = 1,2,...?)
a=l

SO ändert sich nichts Wesentliches. Denn wenn aus dem Gleichungssysteme

(S. 108)

S{xy) = 2 0,s Iiixy\ (y = 1, 2, . . . e)

umgekehrt

folgt, so ist

Durch die Substitution

II{xy)^ = ic;^ä{xy)
y= i

2 C;^My = m' (p = i,2,...e)

erhält man daher das System von Differentialgleichungen

e

^^'? = ^S^-S"(^a 2/J;* C^«a (P = 1, 2, . . . e)

.

Die Einführung von q neuen Variablen, die homogene lineare Functionen

der ursprünglichen sind, führt also auf das Umkehrungsproblem mit den

speciellen Functionen H{xy)^ zurück; wir legen daher diese unseren Be-

trachtungen zu Grunde.

Zunächst weisen wir nun nach, dass für Werthe m^, ...m, die dem
absoluten Betrage nach hinreichend klein sind, die Grössen x^^ y^ sich so

nach Potenzen von u^, ... u^ entwickeln lassen, dass die Differentialgleichungen

Q

du^ = 2 -ff(a;„ 2/„L dx„ (p = i, 2, . . . e)

mit der festgesetzten Nebenbedingung identisch befriedigt werden. Das
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l'unctionenpaar, welches das Element des algebraischen Gebildes f(a;, y) =
mit dem Mittelpunkt («„&„) darstellt, bezeichnen wir mit

denn da wir jetzt die Elemente für die Umgebung der verschiedenen Stellen

(a b), ... (a b) gleichzeitig betrachten, so müssen wir die unabhängigen Va-

riablen t in den verschiedenen Functionenpaaren durch Indices unterscheiden.

Für M, = 0, ... «„ = soll (a^„2/o) = (^a^a) wetdeu, mithin muss dann f, = 0, ...

^ = sein.

Führen wir nun in die Differentialgleichungen die Entwickelungen (S. 257)

a a dXt

bn, so erhalten wir mit Rücksicht auf die Nebenbedingung durch Integration

To (^1» ••• ^o)j > •• • Glieder zweiter und höherer Dimension von ^^,...15 sein

illen. Diese q Reihen convergiren , wenn
| ^J , ...

|

^
|

eine gewisse Grenze

icht überschreiten, und ihre Coefficienten sind rational aus den g Werthe-

jjaaren (a,^,)? • • • («o^o) ^^^ ^^^ Coefficienten der Gleichung f(x,y)^0 zu-

immengesetzt.

Da die Determinante der homogenen Functionen erster Dimension von

füll verschieden ist, so können wir auch t^,...t als Potenzreihen von

I
, ... u darstellen , und zwar erhalten wir Entwickelungen

iu = M„+ («,,-. •M^r + ---, («=l,2,...p)

deren Coefficienten aus denen der für u^, ... u bestehenden Reihen rational

zusammengesetzt sind. Führen wir nun diesen Ausdruck für t^ in das Func-

tionenpaar (x^ y^ ) ein, so ergeben sich x^ und y^ als Potenzreihen von m^, ... u :

aJ« = ?a(M,,...M„), y« = l-a («.,••• «o) (« = 1, 2, . .
. (.).
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Wenn wir voraussetzen, dass alle Stellen («„&„) im Endlichen liegen, so

enthalten die Reihen <f^{u^, .. . u) nnd <\)^{u^, . . . tt) nur positive Potenzen ihrer

Argumente. Ihre Coefficienten sind rational in Bezug auf die Paare («,&,), ...

(ab) und die Coefficienten der Gleichung f{x, y) — Q. Für ti^ = 0, ... u —
wird ^^ = 0, ... ^^

= 0, mithin (x^yj = (aJJ.

Somit haben wir für x^ und y^ völlig bestimmte Potenzreihen von

n,...u gefunden, welche das gegebene System von Differentialgleichungen

identisch befriedigen und für «/^ = 0, ... u — die vorgeschriebenen Werthe

annehmen, oder mit anderen "Worten den q Integralgleichungen

M« ^ S /
H{xy\dx (/3 = i,2,...e)

'(«a2/a).

genügen. Sobald die absoluten Beträge von «^,, ... u^ eine gewisse Grenze U^

nicht überschreiten, oder, wie wir auch sagen wollen, dem Bereiche TJ^ an-

gehören, sind diese Potenzreihen die einzigen, welche die genannten Be-

dingungen erfüllen. Welches der wirkliche Werth von U^ ist, ist für die

anzustellenden Untersuchungen gleichgültig.

Die Functionenelemente

c?„(m,,...m^) und <J;„(m,,...m^) («=1,2,...?)

besitzen ein algebraisches Additionstheorem. Die Bedeutung hiervon

erkennen wir aus folgender allgemeinen Betrachtung.

Es seien

71 unabhängige Functionen von n Veränderlichen. In der Umgebung des

Werthsystems (a^, ... a^) mögen sie sämmtlich den Charakter ganzer Functio-

nen haben, und zwar sei

^X = ^x + KMl -«,) + ••• + KnK- ««) + • • •
.

(x == 1, 2, . . .
W)

wobei wir voraussetzen können, dass die aus den Coefficienten der linearen

Glieder gebildete Determinante

\K).\ (x,X=l,2,...»0

von Null verschieden ist; sonst werde statt (a^,...«^) ein anderes, dieser Vor-



aussetzung entsprechendes Werthsystem angenommen. Dann ergiebt sich

und zwar convergiren diese Reihen jedenfalls für alle Werthsysteme (ic,, ... xj,

für welche die absoluten Beträge von x^ — b^, ... x^— h^ hinreichend klein sind.

Nun möge

gesetzt werden, wobei (m,, . . . w„) und («,,•-• *'„) zwei von einander unabhängige

'^erthsysteme sein sollen, die in der Umgebung von (a^,...«^) so gelegen

id, dass auch das zusammengesetzte System («<j + ^,, ••• «*„+^„) noch dieser

fmgebung angehört und dass die Reihen

{'A = 12... ft)

Jnvergiren. Führt man diese Entwickelungen für u^ und v.^ in die

ictionen cp^Tw + w , . .. « +u ) ein, so bestehen n Relationen der Form

< ^ Ki'^l, ^n-, <,<), (X=1,2,...W)

denen die Coefficienten der Functionen F^ von den Argumenten tc^, ... u^

id Vj,...v^ unabhängig sind. Wenn nun die Functionen <^^(u^, ... u^)^ ...

,(Mj, ...«^) die bemerkenswerthe Eigenschaft haben, dass sich diese n Relatio-

Bn sämmtlich auf algebraische Gleichungen

G'x«; a;,,...a;„; x[,-...x'„) = (x = l,2,...n)

rückführen lassen, so sagt man, das System der n Functionen besitze ein

jebraisches Additionstheorem.

Aus dem Abelschen Theorem für die Integrale erster Art folgt un-

mittelbar, dass die 2q Functionenelemente

und

Va = l-aK,---"«). («=l,2,...p)

die vorher (S. 447) gebildet worden sind, ein algebraisches Additionstheorem

Äbelache Fanctionen. 57
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haben. Es werde nämlicli

9 pK^aVa)

«V
= S /

H{xy).dx,

n r(.<y'a)

^ß = 1, H{xy)^dx, (|S = i,2,...e)

(? riKy'ä)
"«*« + ^^ = S /

n{xy)^dx

gesetzt, wobei (m,, ... u) und (v^, ... v) so klein angenommen werden mögen,

dass nicht nur diese Werthsysteme selbst, sondern auch {u^ + v^, . . . u + v ) dem

Bereiche U^ angehören (S. 448); dann folgt

< = TaK- ••• V' y'a == '\'a{v„...V^), {a=l,2,...e)

Nach dem Abelschen Theorem sind .«" und «/" algebraische Functionen der

Paare {x^y,), ... {x^y^), {x[y[), (%«/g), und da zwischen x^ und y^ und

zwischen ic^ und y'^ die Gleichung f{x,y) = besteht, so ist

cp„(M, + «;,, ...Mp + v^) = ii;((p.(M,,...Mp, ... (pg(M,,...Mp); T,(«'i.---i'e).--- 9^(«',,-.- V)

und

<^«(m, + v., ...Mp + Vg) = F„(<J;,(M,,...Mg), ... ^j;^XM,,...Mp); 'l^,(«'„...t^p,... -1/^ («;,,... Vg)),

(a = i,2,...e)

wo F^ und JF"^ algebraische Functionen ihrer Argumente sind.

Den Functionenelementen ^^{u^,...u^) und <{'„(w,, .. . « ) kommt demnach

ein algebraisches Additionstheorem zu. Aber gleich bei der ersten Be-

schäftigung mit dem Umkehrungsproblem leuchtet ein, dass die durch analy-

tische Fortsetzung aus diesen Elementen entspringenden Functionen nicht das

vollständige Analogon zu den eindeutigen elliptischen Functionen bilden.

Denn bei Ausdehnung des Bereichs ihrer Argumente bleiben sie nicht ein-

deutig, ergeben sich vielmehr als Wurzeln einer Gleichung p'*" Grades,

deren Coefficienten sich eindeutig durch die Veränderlichen m^, ... u darstellen

lassen. Diesen Nachweis führen wir wieder mittels des Abelschen Theorems.

i
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Es sei U eine beliebig gi'osse, positive Grösse, und es werde eine ganze

Positive Zahl n so gewählt, dass

n "

St. Beschränkt man dann die Werthe der Veränderlichen «,, ... u der Art,

dass ihre absoluten Beträge unterhalb U liegen, so convergiren die Reihen

und genügen den Differentialgleichungen

für «, = 0, ... «^ = (g„-rjj = (a„6J wird, so ist

e /"(lala)

2 / ll{xy)ßdx

(a = l,2,...e)

(^ = i,2,...e).

n
{ß=l,2,...Q).

e /"(lala),

efinirt man andererseits die Werthepaare (a^,«/,), . . . (x^y^) durch die Gleichungen

w« = S /
H(xy).dx, (^=1,2,...?)

bestehen die Relationen

S / H{xy)^dx = » S / H{xy).dx, {ß = l,2,...e)

sich auch in der Form

'(««ya) '(ffla&a)

2 /
fl'(a;«/)^(ia;+(«-l)2

/ £r(a;«/).f7a; = (^ = 1,2,. ..9)

schreiben lassen. Ist demnach It{xy) eine rationale Function des Paares (xy),

die an den q Stellen (IjYjJ, ... (| r, ) von der «*™ Ordnung unendlich gross

wird und an den Stellen («,&,),•• («i.) niit der Ordnungszahl w — 1 ver-

schwindet, so sind (x^yj, ... (xy) die p übrigen Stellen, an denen R(xy)

noch verschwinden muss (S. 418— 419). Wir wollen nun zunächst die

Bildungsweise dieser rationalen Function R{xy) genauer untersuchen.

57*
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Da sich die Werthe der stetigen Functionen

für u^ = 0, ... u ==0 auf a^,6„ reduciren und der Voraussetzung nach (S. 445)

die Determinante

\H{a^b„)^\ (a,^=i,2,...p)

nicht verschwindet, so können wir die positive Grösse U^, unterhalb deren

i^ ... ili liegen müssen, so klein annehmen, dass die Determinante
\ n i' \ n \ ° ' '

|-ff(Lv]„)^i (£.,^=1,2,...«.)

ebenfalls für alle in Betracht kommenden Werthsysteme (u^,...u) nicht

gleich Null ist. Dann giebt es keine rationale Function des Paares (xy), die

nur an den Stellen (|,i'j,), ... (L'"]«) ^^n der ersten Ordnung unendlich gross

wird; wir können demnach eine Function H{xy,x'y'- ^^rj^, .. . Lf]) ebenso aus

{xy),{x'y'), d.-»],), ... (I^vj^ zusammensetzen, wie H{xy,x'y') aus (xy), (x'y),

(a^bj, ... (a^b^), sodass J3'(a;</, «>'; |,7j^, . . . |^7j^) an jeder der Stellen {x'y'),

(IjTjJ, ... (I Tj ) von der ersten Ordnung unendlich gross wird.

Für die Functionen H{xy, ab) , die als Coefficienten in der Entwickelung

H{xy,x^y^)-^' = -^H{xy,ah)^x^

definirt worden sind (S. 79, (B.)), wobei der Mittelpunkt des Elements {x^y^

die Stelle {ab) ist, bestehen die Gleichungen (S. 84, (II, 1 und 2))

H{x,y„a,hX = r>^-'-t'

-I» t>

a u (Ix
+ Sß{t), (« = 1,2,. ..e)

H{xtyt,a,b^)^ = -t ' n{x^y^)^-^
dx^

+ $(0 (a,^=l,2,...e; a^^).

teilDie Function H{xy,a^b) wird also an der Stelle {a^b^) von der (ft + l)

Ordnung und an den Stellen («< bA (
/3 ^ a) von der ersten Ordnung unend-

lich gross. Bilden wir daher aus jff(ic«/, «'«/'; I^yj^, ... I^yj) die Functionen.

H{xy, S^Tj^) in gleicher Weise, wie aus H{xy, x'y') die Fimctionen H{xy, a^b^)^^

so wird H{xy,^^riJ^ an der Stelle (S^vj^) von der (/t + l)'"" Ordnung und an

den übrigen Stellen {^^%), {^o\) ^'^^ ^^^' ersten Ordnung unendlich gross.
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Nun sollte die rationale Function R{xy) an jeder der Stellen (| /]),...(! tj
)

mit der Ordnungszahl n unendlich gross werden, wir können demnach

a = 1 r =

setzen (S. 97). Zwischen den gn + l hierin enthaltenen Constanten bestehen

erstens die q Relationen

^{Xtyt)H{Xiyt\-^ = 0, {cc=\,2,...q)
«->

denen jede rationale Function des Paares {xy) genügt (S. 98). Femer müssen

in der Entwickelung von R{x^y^ für a = 1, 2, ... p die Coefficienten von

t", t', ... t""" gleich Null sein, da R(xy) an der Stelle (a^bj mit der Ordnungs-

zahl n — \ verschwinden soll. Wir haben mithin insgesammt q + Q(n— l) = gn

lineare homogene Gleichungen vmter den gn + i Constanten, sodass deren Ver-

hältnisse bestimmt sind.

Werden die absoluten Beträge der Variablen u^, ... ti hinreichend klein

angenommen, so sind die Werthe der Paare (a^„y„), die sich als die noch zu

)estimmenden Nullstellen der rationalen Function It{xy) ergeben, mit den

'"erthen von ^^(Wj, . .. ^<;) und i^J^u^., .. . u^ identisch, reduciren sich also für

P«^ ^ 0, ... u^^ = auf die Paare («^ bj. Denn wird für einen Augenblick

cp^(M,, ...u^) = x'^ und i^^{u^, ...uj = y^ gesetzt, so ist gleichzeitig

"/* = S /
H{xy).dx

tmd

" ^ = S / H{xy\dx,
« = 1 Jt„ -

(««6a)

mithin

2 /
H{xy\dx = (^ = l,2,...p).

'Nach der Umkehrung des Abelschen Theorems (S. 417) würde hieraus die

Üxistenz einer rationalen Function folgen, deren Null- und Unendlichkeits-

BteUen die Paare (x^y^), {x y ) und {x[y'J, .. . {x'^y'^) sind. Dies ist aber
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für Werthe von w , ... « , die dem Bereiche U^ angehören, unmöglich,

da für diese die Determinante \H{x'^y'^)
\
nicht verschwindet. Jene Glei-

chungen können mithin nur bestehen, wenn für diesen Bereich die Paare

{«.«/,),••• {x^y^) und {x[y[),... {x'^y'^) übereinstimmen.

Mittels der Function R{xy) lässt sich nach dem Früheren (S. 417) die

Gleichung p**" Grades

bilden, welche die Grössen x^,...x zu Wurzeln hat; ihre Coefficienten

sind ganz und rational in Bezug auf (li '/],), ... {L\)- Die Function auf der

linken Seite dieser Gleichung ist entweder irreductibel oder ' Potenz einer

irreductiblen Function. Im letzteren Falle müssten zwei Grössen x^ be-

ständig denselben Werth haben, was unmöglich ist, denn für kleine Werthe

von |mJ, ...|w.
I

ist x^ — (f^(u^,...u ), und nur für specielle Werthsysteme

(«j, ... u) können zwei der Functionenelemente '-f^iu^, • • • ^g)» • • • 9„(^i) • • • **o)

übereinstimmen. Demnach ist die Gleichung p'™ Grades irreductibel, und es

lässt sich y rational durch x in der Form

darstellen, wo die Grössen Q^, ... Q dieselbe Eigenschaft haben, wie P,, ... P^.

Führen wir die Reihen

in die Coefficienten ein, so werden P^^...P, Q^,...Q Potenzreihen von

u^,...u, die innerhalb des Bereiches U convergiren. Da der Werth der

positiven Grösse ü keiner Beschränkung unterworfen ist, so sind wir daher

zu folgendem Resultat gekommen:

Das System von Differentialgleichungen

Q

du. = 2 S(x„ y„)a dx„ (ß = l,2,...Q)
«=i

mit der Nebenbedingung, dass für w^ = 0, ... «* =
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st, kann durch die p Wurzeln x^, . . . x einer Gleichung p"» Grades

455

P„a;? + P.a;?-' + -.. + P^

befriedigt werden, während sich die zu x^ zugehörige Grösse y^ als eine ganze

rationale Function (p— 1)'°° Grades von x^:

Va =

ergiebt. Für jeden beliebig gTossen Bereich lassen sich die Coefficienten

P„, ... P^, Q^, ... Q^ als convergirende Potenzreihen von u^^ ... u darstellen.

Jetzt muss nachgewiesen werden, dass die Werthe der Functionen

und y^ von der Grösse V und der ganzen Zahl n unabhängig sind. Gehen
rir in den vorhergehenden Betrachtungen statt von V und n von einer posi-

iven Grösse V und einer ganzen positiven Zahl ri aus, wobei aber

V
n

<U.

ein muss, so möge sich zur Bestimmung von x^^ ... x die Gleichung

P„'a;? + P>9-' + "- + P; -

ergeben. Da für alle Werthe von u^^...u, die dem absoluten Betrage

laach unterhalb TJ^ liegen, sowohl die Wurzeln dieser, wie die der obigen

irleichung mit den Werthen der Functionenelemente

?«(«.,••• Mo) (a = l,2,.-..p)

Übereinstimmen müssen und beide Gleichungen irreductibel sind, so ist für

le jene Werthsysteme (w^,...«)

-P. ~ P'o

mithin

P P' =^ P'P

Demnach sind die Coefficienten der entsprechenden Potenzen von w,, ...m

auf beiden Seiten dieser Gleichungen einander gleich, und die Relationen

p.

Po ~
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bestehen für alle Werthsysteme , die dem kleineren der beiden Bereiche ü
und ü' angehören. Für jedes den beiden Bereichen gemeinsame Werth-

system («*j, ..u) stimmen daher die Wurzeln r^, ... x der beiden Gleichungen

und

. P>? + P>?- + --- + P^ =

ihren Werthen nach überein.

Durch ähnliche Schlüsse lässt sich zeigen, dass die Werthe von y^^ ...
y^

nicht von der Grösse ü und der Zahl n abhängen.

Für singulare Werthsysteme der Argumente u^^.. u kann eine Unbe-

stimmtheit in den Werthen der zugehörigen Paare
(^i^/i)? • •• fe^o) dadurch

eintreten, dass die sämmtlichen Coefficienten P^^P^^... P der algebraischen

Gleichung p*™ Grades gleichzeitig verschwinden. Wenn der Coefficient P^

gleich Null, P^ aber von Null verschieden ist, so wird eine Wurzel der

Gleichung

P„ic?+P,«P-'+--- + P(, =

tmendlich gross; verschwinden gleichzeitig P^ und P^, während P, nicht

gleich Null ist, so werden zwei Wurzeln unendlich gross, u. s. f. Wenn
aber alle q + \ Coefficienten P^ , P^ , ... P für ein Werthsystem [u^, ... ti)

verschwinden, so können alle Wurzeln x^,...x der Gleichung unbestimmt

werden.

In dem Auftreten solcher singulären Werthsysteme besteht ein beachtens-

werther Unterschied zwischen Functionen einer und mehrerer Veränderlichen.

Der Quotient zweier gewöhnlichen Potenzreihen einer Veränderlichen u, die

gleichzeitig für u = a verschwinden, hat für u = a einen bestimmten, wenn

auch vielleicht unendlich grossen Werth. Um ihn zu finden, entwickelt man

Zähler und Nenner nach Potenzen von u— a und dividirt durch die höchste

als gemeinsamer Factor auftretende Potenz dieser Grösse.

Anders verhält es sich bei dem Quotienten zweier Reihen, die nach

ganzen positiven Potenzen mehrerer Variablen fortschreiten. Wenn nämlich

Zähler und Nenner für ein bestimmtes, dem gemeinsamen Convergenzbereich

angehörendes Werthsystem gleichzeitig verschwinden, so kann der Quotient
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für dieses Werthsystem jeden beliebigen Werth annehmen,*) falls sich nicht

die Division ausführen, d. h. der Quotient als gewöhnliche Potenzreihe oder

als reciproker Werth einer solchen darstellen lässt. Z. B. kann der Quotient

zweier homogenen linearen Functionen mehrerer Variablen nicht in dieser

Weise reducirt werden.

Es sei jetzt (c,, ... c ) irgend ein dem gemeinsamen Convergenzbereich der

Reihen P^, P^, . . . P angehörendes Werthsystem. Dann werde für die Um-
gebung dieses Systems

i M, = c, + ä-;t, ... u^ = c^ + 7c'^T

gesetzt, wo i eine Variable und k[, . . . k' beliebige Constanten bedeuten.

Führt man diese Ausdrücke in die Gleichung

ein, so gehe sie nach Division durch P^ in

*- + X,W ^'-' + /..W ^- -' + • • • + ZoW =
über. Die Coefficienten xW» ••• XoW ^^^^ Quotienten von Potenzreihen der

Veränderlichen x,. erhalten daher für x = bestimmte Werthe, auch wenn sie

zunächst in der Form -pr auftreten. Ist nun (c , ... c) keines der eben be-

trachteten singulären Werthsysteme , so sind X (^)) ••• X (^) ^^^ ^^^ Grössen

//
, . . . k' unabhängig , mithin haben auch für u^ = c^, ... u = c die Wurzeln

(j, ... X der algebraischen Gleichung bestimmte Werthe. Wenn aber (c^, . . . c)

ein solches singuläres Werthsystem ist, welches von jetzt an mit

[bezeichnet werden möge, so hängen die Grössen / (0), -. X (*^) "^^^ Ki ••• K
,b, sodass bei verschiedener Wahl dieser Constanten auch die Wurzeln

: , ... X verschiedene Werthe erhalten. Die Werthe von x , ... x ändern

ch also mit der Art der Annäherung der Variablen u^, ... u an das singu-

lare System («*,,...«). Der zu x^ gehörige Werth y^ kann aus der Gleichung

Va
Qo

*) Vgl. Art. 3 der Abhandlung »Einige auf die Theorie der analytischen Functionen mehrerer Ver-

iderlichen sich beziehende Sätze« ; Bd. II, S. 154— 162 dieser Ausgabe.

Abelmhe Functionen. 58
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berechnet werden, wobei in Q^, Q^, ... Q statt u^.,...u die linearen Aus-

drücke Mj + //t, ... ü +k'T einzuführen sind und dann x gleich Null zu setzen

ist. Auch für die symmetrischen Functionen, die im Folgenden aus den Paaren

(x^yj, ... {x y) gebildet werden, sind diese Werthsysteme {ü^, ... ü) singulär.

Da das zu dem singulären System («*,,... ü) gehörende System von q Werthe-

paaren (x^yj, ... {x y ) nicht eindeutig bestimmt ist, so sei gleichzeitig

"(««2/«)

= 1^^

und

_ e

M^ = S

(ß=l,2,...Q)
9 f(:«c<ya)

(S
= 2 ./

H{xy)^dx

e /-«2/ä)

^ = 2l \ H{xy)^dx, (^ = 1,2,. ..e)
« = »>/(•„ ?, ^

woraus

H{xy)^dx = (/3 = i,2,...e)2 /

folgt. Nach der Umkehrung des Abelschen Theorems (S. 417) giebt es dem-

nach eine rationale Function p*"" Grades des Paares {xy)., die nur an den

Stellen {xji^., ... {xy^ von der ersten Ordnung unendlich gross und für

(^i'^i)»
••• (Ky) ^^ derselben Weise Null wird; mithin muss die Determinante

\S{x^y„)^\ (<.,/? = 1,2,. ..e)

gleich Null sein (S. 68).

Sind umgekehrt die Stellen (x^y^), .. . (xy) so beschaffen, dass eine

rationale Function R{xy) des Paares (xy) existirt, die nur für sie von der

ersten Ordnung unendlich gross wird, und setzt man

Uß = S / H{xy),dx, (p=i,2,...e)

so ist (Wj,...m) ein singuläres Werthsystem. Denn es seien {x[y[),... {x y')

die Nullstellen von R{xy), wobei eine dieser Stellen willkürlich gewählt

werden kann, so ist nach dem Abelschen Theorem

Q r(?>'ay'a)

S / H(xy)odx = (ß=i,2,...Q).
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Demnach wird auch

",» = S /
H{xy)^dx] (^ = i,2,...e)

dem Werthsystem {u^,...u) entsprechen also verschiedene Systeme {x^y^, ...

(^y^)» d.h. (m,,...?7^) ist Singular.

Jede veränderliche complexe Grösse repräsentirt zwei Dimensionen, die

Gesammtheit aller Werthsysteme der Veränderlichen u^, ... u^ bildet daher

ein Continuum von 2p Dimensionen. Verschwindet aber die Determinante

H{x^y^)A, so besteht auch zwischen den Variablen m^, ... ü eine Gleichung,

|ie singulären Systeme scheinen also ein Continuum von 2q — 2 Dimensionen

bilden.

Es soll jedoch bewiesen werden, dass die Gesammtheit der singulären

Werthsysteme («j,...««) ein Continuum von nur 2p — 4 Dimensionen bildet.

für die elliptischen Functionen, d. h. für p = 1, führt das Umkehrungsproblem

Functionen einer Veränderlichen, die keine singulären Argumente dieser

rt haben. Für p = 2 treten nur einzelne singulare Werthsysteme auf, und

st für p = 3 existirt eine continuirliche Folge von zwei Dimensionen. In

len Fällen bewirkt aber die Ausschliessung der singulären Werthsysteme

eine wesentliche Beschränkung, denn es bleibt auch dann noch die Mög-

ßhkeit bestehen, von jedem regulären System zu jedem anderen durch eine

Btige Folge nicht ausgeschlossener Werthsysteme zu gelangen.

Ist

«« = 2 / H{xy).dx, {ß = \,%...Q)

BD existirt nach dem Vorhergehenden eine Function R{xy) vom p**" Grade,

die an den Stellen (aj^^J,... {x,/y,) von der ersten Ordnung unendlich gross

wird. Die Function

B{xy)-B{ah)

hat nun, wenn {ah) eine beliebige Stelle des algebraischen Gebildes ist, die-

selben Unendlichkeitsstellen wie R{xy) und verschwindet ausser für (xy) = {ab)

noch an p — 1 Stellen, die mit {x'^y'J, ... {x'_^y' ) bezeichnet werden mögen.

Ö8*
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Nach dem Abelschen Theorem ist daher

2 /
H{xy)^dx+ j H{xy)^(lx (^=l,2,...p)

oder

2 /
If(a;»/)^(7a; .= 2 /

H{xy)^dx+\ H{xy)^dx (|3 = 1,2, ...?).

Wählen wir nun für (a6) die Stelle (a^b^), so folgt

M^ S /
S{xy)^dx ((J = i,2,...e).

Wenn also («,...«?) ein singuläres Werthsystem ist, so lässt sich jede der

Grössen m, als Summe von p — 1 Integralen erster Art darstellen, d. h. als

Function von p — 1 Werthepaaren {x[y[)^ ... {x'^_^y'^_^). Diese Paare sind aber

nicht von einander unabhängig. Denn die Function

E{xy)- R{a^b^)

wird nur an den 9 Stellen (x[y[), ... (oc',_^y'^_J, (a^b^) von der ersten Ordnung

unendlich gross, es muss daher die Determinante

i

S{x'„ ij'„)^
I

(a, /3 = 1, 2, . . . e; i^x'^y'^] = [a^h^])

verschwinden. Nur q — 1 der Werthepaare {x[y[)^... {x y'
) können dem-

nach beliebig gewählt werden , sodass ü^., . .. ü nur Functionen von p — 2 un-

abhängigen Grössen, z. B. x[, x'^, ... x\_^ sind; denn die Werthe von y[t y'^, . . . y[_^

sind durch
*i',

«,>••• *', n- deutig bestimmt. Die singulären Werthsysteme

(^*J,... ü^ bilden also ein Continuum von 2p — 4 Dimensionen.

Dass der Fall wirklich eintritt, dass die p + 1 Functionen P^., P^^ ... P^

der Q Veränderlichen u^^ ... u für eine continuirliche Folge von Werthsystemen

gleichzeitig verschwinden, ist nicht unmittelbar einleuchtend. Wir haben diese

Möglichkeit hier daraus erkannt, dass es rationale Functionen des Paares (xy)

vom p'^" Grade giebt. Die Nichtbeachtung dieser singulären Werthsysteme

kann leicht Fehler bewirken.
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Die vorhergehenden Betrachtungen haben also zu dem Resultat geführt:

Die Coefficienten -w^, ••• -# und -^, - -
—

^

Qo

- in der Gleichung 9**° Grades

^0 -^

und in der ganzen rationalen Function (p — 1)'™ Grades

II — -iLr?-' -4- -^re-''4. +
^0

(a = 1, 2, . . . (.)

sind innerhalb jedes noch so grossen Bereiches eindeutige Functionen der

veränderlichen Grössen u^^ ... u \ diese Functionen haben stets bestimmte

Berthe, wenn gewisse singulare Systeme der Veränderlichen, die ein Conti-

lum von 2p — 4 Dimensionen bilden, ausgeschlossen werden.

Es sei nun

F(x,y^,x,tj„...x,,y^)

jend eine Function, die rational und symmetrisch in Bezug auf die Werthe-

lare (x y^) ist, d. h. bei Vertauschung irgend zweier der Paare (x^^J, ... {x y^)

igeändert bleibt. Führen wir für y^ den vorhergehenden Ausdruck ein,

wird F{x y , ... x^^yj eine rationale symmetrische Function von x,...x,
^

• Q
' ?'

Bren Coefficienten rational aus ~^ , • • -tt zusammengesetzt sind ; mithin lässt
Vo Vo

loh F{x y ,...x y) rational durch ^-,---^, "X^,
•••-^ ausdrücken. Setzen

r
" " -'0 "^0 xo Vo

lun

ist 0(««j, ...w, ) für jedes endliche Werthsystem (u^, ... u) eine eindeutige

inction, denn der Bereich, innerhalb dessen die Quotienten ^,-'--^,
Q . .

-Ml "0

•• — eindeutig definirt sind, kann beliebig ausgedehnt werden. Und zwar
Vo

it <I>(Mj, ... u) im Endlichen überall den Charakter einer rationalen Function.

Wenn zwischen den Paaren {x^yj, ... {x y ) und den Variablen u^, ... u

Be Gleichungen

«« = S / H{xij%dx (|3 = 1,2,...(.)

^stehen, so heisst jede rationale symmetrische Function der Werthepaare
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(x y ), als Function von w,, ... ?f aufgefasst, eine Abelsche Function der

Q Variablen et^, ... m . Doch ist bereits in der Einleitung (S. 9) bemerkt wor-

den, dass auch algebraische symmetrische Functionen der Paare (iP,«/,), ...{xy)^

wenn sie eindeutige Functionen von u^^ ... u sind, Abelsche Functionen ge-

nannt werden.

Da den Functionenelementen x^ = 9„(«,, ...u) und y^ = 4'a(^i> • • • ^ ) für

Werthsysteme (u^^ ...u\^ die dem absoluten Betrage nach hinreichend klein

sind, ein algebraisches Additionstheorem zukommt (S. 450), so folgt das

Gleiche für ein System von q Abelschen Functionen. Es möge

ein System von q von einander unabhängigen rationalen symmetrischen Func-

tionen der Werthepaare {cc^yj, ... {x y ) sein und

F„{x,y^,...x^y^) = (D,(w,, ... w^) (« = 1,2, ... g)

gesetzt werden, so sagt, entsprechend den allgemeinen Erörterungen (S. 449),

das algebraische Additionstheorem dieser q Abelschen Functionen aus, dass

in dem System

<D,(M„...?t^,), ... <Dg(M„...M^),

jede Function der dritten Reihe sich algebraisch durch die Functionen der

beiden ersten Reihen ausdrücken lässt. Dabei können die Argumente u , ... u

und Vj, ... V beliebige endliche Werthe haben.

Es sei nämlich

H{xy)^dx = Mo

und

wird dann

S / H{xy)^dx = V.;

^«6«)
jidx
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besetzt, so ist

Nach dem Abelschen Theorem ergeben sich die Grössen x", ... x" durch Auf-

lösung einer Gleichung p*™ Grades, deren Coefficienten rationale Functionen

der Paare (x^pj, ... (x^y^), {x[y[), ... {x'^y'^) sind, während yl rational in Be-

zug auf x'l ist. Daher lässt sich F^{x"y", ... x'^y'^), als symmetrische Function

der Wurzeln x", ... x'^, rational durch die Paare (x.yj, ... (x^y^), {x[y[),... {x'^y'^)

darstellen. Setzt man nun

i^„«yi', ... a;;'yp = F„{x,tj„ ...x^y^; x[y[, ... x'^y'^),

folgt

F„(x,y„...x^y^;x[y[,...x'^y'^) = ^„{u^ + v„ ... u^ + v^).

?ür die 4p Grössen x^, y^, x'^, y'^ bestehen die 4p Gleichungen

Fa{xi y„...x^tj„) = <I)„(m„ ... Mg)
,

F„{x[y[,...x'^y'„) = (t>„(v„...v),

(a = l,2,...e)

fK,y'a) ^ 0,

lemnach sind x^, y^, x'^, y^ algebraische Functionen von <i^^{u^, ... u), . .

.

f^v-,» • • • «g)) ^.(«„ • • • Vg), • • • %iv^, • • • fg), deren Einführung in

F„(x,y^,...x,y^;x[y[,...xly'^)

Fischen ^„(w, + t>,, ... «< +w ) und denselben Functionen mit den einfachen

Lrgumenten u^, ... u und v^, ... v eine algebraische Gleichung liefert. Auf

ie wirkliche Bildung dieser q Gleichungen, in denen das Additionstheo-

Bm für die gegebenen Abelschen Functionen enthalten ist, kommt es hier

icICi an.

Das Additionstheorem lässt sich auch in der Form aufstellen, dass jede

Function <l>^{u^ + v^, ... u +« ) rational durch die Functionen mit den einfachen

Argumenten und deren erste partielle Ableitungen ausgedrückt wird.

Wie eine elliptische Function doppelt periodisch ist, so ist eine Abelsche

Function

F{x,y„...x^y^) = ^{u„...u^)



2 /
H{xy).dx = u. (p = l,2,...(?)
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in Bezug auf die q unabliängigen Variablen u^,...u 2p -fach periodisch.

Für eine bestimmte Wahl der q Wege {{a„bj---{\yj) möge

sein, und es ergebe sich aus diesen Gleichu.ngen

Bei Festhaltung der unteren und oberen Grenzen, aber einer anderen Fixirung

der Integrationswege sei dagegen

-(a;„2/a).

2 /
H(xy\dx =^ u^+2m^, (^=1,2,...?)

wo (2(ü , . . . 2u) ) ein System simultaner Perioden der q Integrale erster Art

ist (S. 306). Zu den q Werthepaaren (x^yj, ... (x y )
gehören also unendlich

viele verschiedene Werthsysteme der Variablen u^, ... u ,
während umgekehrt

nach Ausschluss der singulären jedem System (u^, ... u) nur ein einziges be-

stimmtes System («, ^/J»
••• (^ ^n) entspricht (S. 456). Dann folgt aus den

letzten Gleichungen

^ F(x,y„...x^y^) = ^{u, + 2m„ ... u^+2m^),

mithin ist

^(u,+ 2uy„...u^+2io„) ^ <l>{u„...u^).

Die Abelsche Function ^{u^,...ti) bleibt ungeändert, wenn die Argumente

gleichzeitig um die simultanen Perioden 2(0^,... 2(o vermehrt werden; wir

nennen daher die Grössen

2(u,, 2ü),, ... 2co„

ein Periodensystem der Abelschen Function.

Bilden

20)^,, ... 2(1,^,,, 2«;;,, ... 2«,^^ (ß = l,2,...e)

und

2yi^,, ... 271^^,, 27i^,, ... 275;;^ (^ = 1,2,. ..e)

ein .primitives System von simultanen Perioden der Integrale

J'H(xy)ji dx und j E'(xy)^ dx, (^ = 1, 2, . . . e)
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las sich durch Integration über die Kreise K^,...K. K[,...K'^ ergiebt

|[S. 337), so können alle Systeme von simultanen Perioden (2(0^,... 2(u ) der

Integrale erster Art in der Form

2w^ = S (-2>w>^a+2««„«);^„) (^=l,2,...e)

iargestellt werden, wobei m^ und m'^ ganze Zahlen oder Null sind (S. 334).

'^ählt man daher im Vorhergehenden die Integrationswege ([a^bj...{x^yj)

geeigneter Weise, so folgt unmittelbar, dass die q Grössen jeder der

Iq Horizontalreihen

2">„. 2u)„, ... 2u> ,

S«".«, 2iu
,

2(u
??

2«,;,, 2(ü;., "gl)

2tulg, 2«;^, ... 2(ügg

bin Periodensystem der Abelschen Function <^(m,, u^, ... u) bilden. Es existiren

Iso 2q Systeme von je p constanten Grössen der Beschaffenheit, dass die

''ermehrung der Argumente u^, ... u um die q Grössen eines Systems den

''erth der Function ungeändert lässt. Alle Periodensysteme (2(0^, . . . 2(u
)

ier Abelschen Function lassen sich durch Addition und Subtraction aus

liesen 2p Systemen zusammensetzen. Andererseits ist es unmöglich, aus

rgend welchen 2p — 1 Periodensystemen in gleicher Weise alle übrigen Pe-

iodensysteme einer Abelschen Function von p Veränderlichen abzuleiten.

Dies ergiebt sich aus der Abhandlung: »Neuer Beweis eines Hauptsatzes der

Theorie der periodischen Functionen von mehreren Veränderlichen«.*) Auf

einige Betrachtungen, welche noch erforderlich sind, um die dort bewiesenen

Sätze hier anwenden zu können, kommen wir später zurück.

Aus diesen Gründen nennt man die Abelsche Function 0(Wj,

2p-fach periodisch.

«*g)

*) Monatsbericht der Akademie der Wissenschaften vom 9. November 1876 ; Bd. II S. 55—69 dieser

Ausgabe.

Abtliehe Functionen. 59
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Für die singulären Werthsysteme (S. 458) gilt bei Änderung um ein

System simultaner Perioden der Satz: Ist (2«)^,... 2(0 ) irgend eia System

simultaner Perioden der Abelschen Function ^{u^, ... u), so sind

und
(m.+ 2ü),, ... M„+2ü)

)

gleichzeitig singulare Werthsysteme der Argumente. Denn ist,, wie früher,

und zugleich

u^
9 ri^aVa)= S / H{xy)^dx (^ = i,2,...e)

M^ = S /
" "

H{xy)f,dx, (^ = 1,2,. ..e)= S /
S{xy\dx,

und werden die Integrationswege in beiden Formeln so geändert, dass die

Summen auf den rechten Seiten sich um dieselbe Periode 2u)^ vermehren,

so folgt

M^ + 2(ü^ = 2 /
-ö'(aJ«/)^f?a; = 2 /

H{xtj)^dx, (ß = i,2,...e)

wobei sich die Integrale auf die neuen Integrationswege beziehen. Mithin

gehören auch den Argumenten ü +2(ü , ... ü +2«) verschiedene Systeme von

Werthepaaren {x^y^), ...{xy) zu, d. h. sie bilden ein singuläres System.

Umgekehrt, wenn {ti^, ... u) kein singuläres System ist, so ist dies auch

mit (««,+ 2ü)j, ... M + 2u) ) nicht der Fall, denn das erste System unterscheidet

sich von dem zweiten nur durch die simultanen Perioden — 2(0^, ••• — 2to .

Die im Folgenden zu lösende Aufgabe besteht nun darin, die in diesem

Kapitel definirten Abelschen Functionen durch analytische Ausdrücke dar-

zustellen. Hierzu können wir nicht den Weg benvitzen, der zum Beweise

der Existenz dieser Functionen geführt hat, denn wir würden auf ihm nicht

zu Darstellungen gelangen, die für alle endlichen Werthsysteme der Argu-

mente gültig sind.



Dreiundzwanzigstes Kapitel.

Die Functionen E (xy; u^, u^, . . . u^) und J{u^,u^, ... u) .

;
Im neunzehnten Kapitel haben wir die eindeutige transcendente Function

des Paares (xy)

J H(xy,x'y')dx'

E{xy;x,y„x,y,) ^e ^'""^"^

mit Q wesentlich singulären Stellen («,i,), ... («o^«) eingeführt und die Formen

ihrer Entwickelung für die verschiedenen Elemente des algebraischen Ge-

bildes zusammengestellt (S. 383 u. 384). Für alle von (a^bj,...{ab) ver-

schiedenen Stellen hat E{xy'.iX^y^,x^yJ den Charakter einer rationalen, und

ar mit Ausnahme der Stelle (x^y^) den einer ganzen Function. Die Func-

,on verschwindet nur für das Paar (x^y^) und wird für (x^^y^) unendlich gross,

beiden Fällen mit der Ordnungszahl 1.

Wir wollen jetzt das System von q iJ- Functionen

E(xy; x„ y„,a„h^) (« = i, 2, . .

.

q)

betrachten, bei denen das vorher mit {x^y^) bezeichnete Werthepaar der

Reihe nach durch die q wesentlich singulären Stellen (0^6,),... (a t ), das

Paar {x^y^) aber durch q beliebige Stellen (^,2/,)) ••• fe^/g) ersetzt ist. Das

Product dieser q Functionen:

= 1

ist eine eindeutige transcendente, in Bezug auf die g Werthepaare (ic^«/,), . .. (x y )

symmetrische Function des Paares (xy). Zwischen (x^y^),... (x y ) und den

69*
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Variablen u^, ... u bestehe nun das System von Gleichungen

M« = S /
H{xy).dx, ((3 = 1,2,. ..e)

in denen die Integrationswege beliebig bestimmt sein mögen. Die Wege

ii^^a) (Payj) ^^^ ^^^ Integrale dritter Art J " " H(xy,x'y')dx', welche

in den Exponenten der Functionen E{xy]X^y^,a^bJ auftreten, seien mit

diesen identisch. Dann soll zunächst gezeigt werden, dass der Werth des

Productes der jE - Functionen sich nicht ändert, wenn sowohl in den vor-

stehenden Gleichungen, als auch in den Integralen dritter Art die Integrations-

wege ((o„^„) •• (*„?/„)) beliebig, aber so verändert werden, dass ti^, ••• ^„ ihre

Werthe beibehalten; d. h. dass das Product eine eindeutige Function der Ar-

gumente u^, ... u ist. Dabei werde aber in diesem Kapitel angenommen, dass

das Werthsystem (^<.^ , ... ti) mit keinem der singulären Systeme der Variablen

zusammenfalle.

Um diesen Beweis zu führen, setzen wir zur Abkürzung

s

HE{xy;x^y„,a„l^) =- F{xy),

so ergiebt sich für die Umgebung einer singulären Stelle {a^h^)

oder

JF(4fo = E^r^\l + t^^(t)\-e'"'''<

wobei E^ eine von Null verschiedene Constante ist. Nun sei F{xy) gleich

dem Product derjenigen JE - Functionen , die sich auf die in der angegebenen

Weise veränderten Integrationswege beziehen. Dann ist auch

F{xJ,) = £>r'{l + ^f/Oi•«*""^

mithin wird

^^^^ = ^{t) {§ = 1,2,. ..e).

FixJ,)
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US der Tabelle auf S. 383 u. 384 folgt unmittelbar, dass für die Umgebung
jeder anderen Stelle des Gebildes ebenfalls

ist. Der Quotient p^Jl hat demnach überall den Charakter einer ganzen

Function, d. h. er reducirt sich auf eine Constante. Für (xy) = (a^b ) nimmt
aber jede Function E{xy\x^y^,a^h^ den Werth 1 an, es ist daher

F{xy) = F(xy).

Zu jedem Werthsystem {u^,...uj gehört nur ein einziges System von Paaren

c,«/J, ... (x^yj (S. 464), und da eine zulässige Abänderung der Integrations-

rege den Werth des Productes nicht ändert, so ist Yl Eixy;x^y^,a^b^) eine

bndeutige Function von u^, ... u .

Wenn zwischen den g Werthepaaren (x^yj, ... (x y ) und den p Variablen

^j
, ... u die Gleichungen

w^ = S / H{xy)adx (ß = i,2,...Q)

« = •-'(«„&„)

sstehen, so werde nun bleibend

o

tlE{xy;x^ij„,a„b„) = E(xy; u^, ... u)
= 1

gesetzt. Die so definirte Function E{xy;Uj^, . .. u) ist eine transcendente

Tunction des durch die algebraische Gleichung f(x, y) = verbundenen

*aares (xy) und der g variablen Parameter u^, ... u . und zwar ist sie, wie

rir bewiesen haben, sowohl in Bezug auf das Paar (xy), wie in Bezug

^uf u^,...u eindeutig. Dabei haben wir allerdings diejenigen singulären

^erthsysteme {u^,...u) von der Betrachtung ausgeschlossen, denen ver-

schiedene Systeme von Werthepaaren (x^yj, ... (x y) und folglich auch ver-

schiedene Systeme von Functionen E(xy'X^y^,a^bJ entsprechen. Da aber

E(xy', ?<|, ... u) im Allgemeinen in Bezug auf u^, ... u eindeutig ist, so lässt sich

vermuthen, dass diese Function für die singulären Werthsysteme unbestimmt

wird; in' der That lässt sie sich als Quotient zweier beständig convergenten

Potenzreihen darstellen, welche für die singulären Systeme gleichzeitig ver-

schwinden.
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Als Function des Paares {xy) hat E(xy',u^, ... u) die in den Gleichungen

(1) Eixtyt,n^,...u,) = JE\l + tSß{t)\,

(2) E{xtyt;u„...u^) = l + t^{t),

<o) (a)

(3) E{xaöu„...u^) = E'''H{l + tr"it)}, (« = 1,2,.. .9)

(4) £(4ln- «,,••• w?) = E^r'{l + ^^^(0!-«*"'"'* (p = l,2,...e)

enthaltenen Eigenschaften. Hierbei darf der Mittelpunkt des Elements {x^y^)

mit keiner der Stellen (ic,^,), ... {oc y ) oder der wesentlich singulären Stellen

(a^JJ, ... (a &„) zusammenfallen; das Element (x^y^) hat den Mittelj)unkt («„ij);

{x^y^) ist das von (a;^Jf^) zu unterscheidende Element für die Umgebung der

Stelle (x^yj, während (x^y^), wie immer, die Umgebung von (a^b^) darstellt.

Die erste, zweite und dritte dieser Gleichungen ergiebt sich unmittelbar aus

den Eigenschaften der einzelnen Factoren .E(a;«/; x y^^a b ) von E{xy] u^, ... uj,

die vierte Gleichung haben wir eben bewiesen. Da die linken Seiten dieser

Gleichungen eindeutige Functionen von u^, ... u sind , so hängen auch die

Coefficienten der Potenzreihen auf den rechten Seiten von diesen Variablen

eindeutig ab. E(xy]U^,...u) verschwindet an den Stellen (ic,yj, ... (« y ),

und nur an diesen, mit der Ordnungszahl 1.

Diese vier Gleichungen sind für die Function E{xy]U^, ... u) charak-

teristisch, d. h. eine eindeutige Function F{xy) des Paares {xy) und der mit

den Stellen (*,«/,), ••. (a; 2/„) durch die Relationen

«^ = S / S{xy),dx (^ = i,2,...e)

verbundenen Parameter u^, ... u^^ welche den Gleichungen

F{x^yt) = ^{t),

FixjM) = l + t^{t),

F{xJ,) = C'">^{l + fr'(0!, (a = i,2....e)

i^(4fo = C^r'jl + ^^ß^COj-e'"'"'' (^ = 1,2,...«,)

genügt, ist mit der Function E{xy]U^, ... u) identisch. Denn aus diesen und
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den vorhergehenden vier Gleichungen folgt für jedes beliebige Element {x^iJt)

des Gebildes

E{xtyt;u„...u^) ^ ''

wobei höchstens für eine endliche Anzahl nicht äquivalenter Elemente in

den Reihen P{t) negative Potenzen von t auftreten könnten. Der Quotient

F{xy)

E{xy;u„...u^)

hat demnach an allen Stellen den Charakter einer rationalen Function des

Paares {xy) und ist daher eine solche (S. 244— 246). Die Function im Nenner

wird nur an den q Stellen (a;,?/,), ... {x y) und zwar mit der Ordnungszahl 1

gleich Null; da aber der Annahme nach die Function F{xy) ebenfalls an

diesen Stellen mit der gleichen Ordnungszahl verschwindet, so bleibt der

Quotient für (a^, y,), ... {x^y^ endlich. Auch an den Stellen («,&,), ... («, 6
),

für die F{xy) unendlich gross wird, hat der Quotient einen endlichen Werth,

demnach muss er sich auf eine Constante reduciren, und zwar auf 1, da Zähler

und Nenner an der Stelle («,&„) beide diesen Werth haben. Es wird daher,

wie behauptet,»F{xy) = E{xy;u„...ti^).

Jetzt gehen wir dazu über, E{xy]u^, .. . u) als Function der variablen

Parameter u^, . . . u zn betrachten, und ermitteln zunächst, wie sich der Werth
der Function für jedes endliche Werthsystem {u^,...u) berechnen lässt.

Wir wenden dabei dieselbe Methode an wie im vorhergehenden Kapitel

(S. 451—456) bei dem Nachweise, dass sich die Paare {x^yj, {x y ) aus

den Gleichungen

? fi^„yc)
«^ = S / II(xy}^ äx (^ = 1, 2, . . . e)

für beliebige Werthsysteme {u^^ ... u) bestimmen lassen. Wir haben (S. 447)

diese Gleichungen durch Einführung des Elements {x^ y^ ) mit dem Mittel-

punkt («„i„) für Werthe t^, . . . t , deren absolute Beträge hinreichend klein

sind, in der Form

f

«f»
= t^+{f„...t^f/^+- (^=l,2,...(.)
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dargestellt und dann die Grössen t^ durch Potenzreihen von u , ... u aus-

gedrückt. Für x^ und y^ haben sich die Functionenelemente

:

ergeben, welche für einen gewissen Bereich C7 gelten und für alle ihm

angehörigen Werthsysteme {u^,...u) die vorhergehenden Integi-algleichungen

identisch befriedigen. Um nun Ausdrücke für die Werthepaare {x^y ) zu

erhalten, die in einem beliebig grossen Bereich ü gültig sind, haben wir

eine ganze positive Zahl n der Ungleichung

n — °

gemäss gewählt und

gesetzt. Diese Reihen convergiren dann für alle Werthsysteme (e«,...«),

für welche \u^\<:U, ... |e*
|

<; ?7 ist, und genügen den Gleichungen

In den Functionen

/ = S /
H{xy\dx (^ = 1,2,. ..(.).

f^'''^'''^H{xy,^^)d^'

mögen nun die rechts auftretenden Integrale dritter Art auf denselben Wegen
ausgeführt werden, wie die entsprechenden Integrale erster Art in den vorher-

gehenden Gleichungen für — , dann ist das Product

Q

a= I

als Function von u^, ... u betrachtet, gleich

e(xv^ -^]

und zwar ist diese Function für alle Werthsysteme (et^, ... u) bestimmt, die
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dem absoluten Betrage nach kleiner sind als die beliebig grosse, positive

Grösse U.

Nun muss der Zusammenhang der beiden Functionen E{xy\u ^ . ..u)

und E\xy\^,--- ^\ näher untersucht werden. Hierzu bilden wir eine

rationale Function R{xy) des Paares {xy) vom (»ip)**" Grade, die an den

Stellen (liiQ^), . . . {i^fl^ mit der Ordnungszahl n unendlich gross wird, für

(a, ij, ... (a 6 ) mit der Ordnungszahl n — \ verschwindet und für {a^b^) den

Werth 1 annimmt; durch diese Bedingungen ist die Function bestimmt (S. 411).

Ausser für (a^JJ, . . . (a 6 ) verschwindet R{xy) noch an q anderen Stellen

(x^yj, ... (x^y), welche rational von den Wurzeln einer Gleichung p'^" Grades

abhängen, deren Coefficienten rationale Functionen der Paare (l,Trj,), ... (| t]
)

sind (S. 413).

Nach der Formel, die wir im neunzehnten Kapitel (S. 390) für die Dar-

stellung einer rationalen Function des durch eine Gleichung f(x, y) = ver-

bundenen Paares {xy) als Product von Primfunctionen gefunden haben, ist

lt{xy) = n [E{«:y; a^K, Lrta)T~'. n E(.xr, x^Va, Lr^a),
o=l a=l

denn der Annahme nach ist R(a^b^) = 1. In Folge der beiden Eigenschaften

der i;-Function (S. 383 (1) u. 386)

-E(a;2/;a;„«/„,|„T|„)
E{xy;^„yi„,a„b^)

lässt sich diese Gleichung auch in der Form

'n.JE{xy;x„y„,a„b„)

B{xy) = -^
Ii[E(xy]l„T,„,a,h,)r

schreiben. Hierbei kann man die Integi-ationswege in den bestimmenden

Integralen der einzelnen £- Functionen mit Ausnahme eines einzigen will-

kürlich annehmen, der Integrationsweg des letzten ist dann aber bestimmt.

Und zwar muss er so gewählt werden, dass die rechte Seite dieser Gleichung

Abelscbe Fnnctionen. 60
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auch für die singulären Stellen {a^bj,... {a„b) den Charakter einer ratio-

nalen Function hat, d. h. es muss sein

e /•(Sei«) ? /'('"«2/«)„,
, ,«S / H(xy)^dx ^ X /

S{xy\äx, (^=1,2,...?)

wobei die Integrale in den Summen links auf denselben "Wegen, wie die ent-

sprechenden Integrale in den Gleichungen

= S / S{xy\

genommen werden mögen, sodass

ist. Dann wird

mithin folgt

und demnach ist

? /•(^c,2/«)

S /
n(xy)ßdx = u,,

n -E («2/ ;«„«/„, a„6„) = E(xy;u„ ...u),

E(xy;u„...u^) = i?(a;w). ^(a;^/; ^, •••

-Jj

Mittels dieser Gleichung lässt sich der Werth der Function E{xy^ u^, ... u)

für jedes Werthsystem (u^,...u) berechnen, für das die absoluten Beträge der

einzelnen Variablen kleiner als die beliebig grosse, positive Grösse U sind.

Denn die Function Elxy]—,---—) ist für alle diese Werthsysteme bestimmt,

und die Coefficienten von R{xy) sind rationale Functionen von (§, i^jj, ... (lo^„))

lassen sich daher als Quotienten zweier Potenzreihen von u^, ... u darstellen,

die für \u^\ <: U, . . . \u
\
<: U convergiren. Um den Werth der Function

Q

E{xy;u„...u) = H ^{^ey, x^y^, ^M
für ein beliebiges Werthsystem {t\,.... u) zu ermitteln, ist es demnach nicht
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nöthig, die Gleichung p*°° Grades aufzulösen, welche die für jenes Werth-

system gültigen Ausdrücke der Grössen x^,...x liefert, man kann vielmehr

den Werth von E{xy]U^, .. . u) mit Hülfe der in einem hinreichend kleinen

Bereiche gültigen Functionenelemente ^„(«^j, ... u) und <\)^(u^, . . . zi ) finden.

Für alle endlichen "Werthsysteme (Uj^,...u) ist also E(:i'y;u^, ... uj eindeutig

definirt und lässt ?ich berechnen, sobald man die Argumente auf einen be-

stimmten Bereich U, der beliebig gross angenommen werden kann, beschränkt.

Die Function hat im Endlichen keine wesentlich singulären Stellen (it , ... u).

Wir wenden uns jetzt zu der Frage, welche Änderung die Function

E{xy;u^, ... uj erleidet, wenn die Parameter «*j, ... u um ein System simul-

aner Perioden vermehrt werden. Es mögen in den Gleichungen

y — ^ '«•^ = S / H{xtj\dx {§ = 1,2,. ..q)

^tai

die Integrationswege so geändert werden, dass u,u,...u um die Perioden

[achsen; sind dann E{xy', x^y^, a^bj die J? - Functionen , die sich auf die

Buen Integrationswege beziehen, so ist

n^(a;«/;a:„2/„,a„&„) = E{xy; u, + 2üi^, ... u +2m).

fQY Quotient:

s _
YlE{xy;x^y„,a„h^)

<I>(^2/) =
t̂iE{xy]x^y„,a„h^)
a= i

wird an einer von («, &J, ••• i(i„b) verschiedenen Stelle weder Null noch un-

endlich gross (S. 383 u. 384); wenn daher der Mittelpunkt des Elements (a;^i/J

nicht mit einer dieser singulären Stellen zusammenfällt, so gilt die Ent-

wickelung

(t>ix,y,) = C\l + t^{t)\,

wo C eine von Null verschiedene Constante ist. Für die Umgebung einer

60*
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Stelle (a„6„) aber wird

und da

(t>(aM = 1

ist, so ist ^{xy) die zu dem Periodensystem (2u)j, ... 2u)
) gehörende, nicht

verschwindende £- Function (S. 365 u. 367):
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Diese Functionen haben eine einfache Beziehung zu den Functionen

H'{xy)^. Aus der Gleichung (S. 467 und 469)

logJ5:(a;y;M,,...M ) = 2 /
H{xy,x'y')dx'

ergiebt sich nämlich durch vollständige Differentiation in Bezug auf die Va-

riablen «j, ... u
e

d log i:(xy;u„...u^) = ^H{xy, x„y„)dx^,

jmithin nach Einführung des Elements ^x^y^) statt {xy)

d log E{xtyi;u„...u) = ^ II{xtyi,x„y„)dx„.

Entwickelt man nun beide Seiten nach Potenzen von t und vergleicht die

Joefficienten von i', so folgt (S. 252)

dJ(m„ . . . M„), = 2 ^\^a y.)f d^a , (^ = 1, 2, . . . e)
o = i

eine Gleichung, von der ebenfalls bei der Definition von J{u^, ... u)^ hätte

uisgegangen werden können.

Die Function E{xy]U^, . . . u) ist für endliche Werthsysteme (w^, ...«)

ideutig definirt und hat im Endlichen keine wesentlich singulare Stelle;

it Hülfe der Gleichung

J{u„ . . . Mp)^ = - [log Eixti/i; M„ . . . M^)]^

jeben sich daher dieselben Eigenschaften für die Functionen J{u^^ ... u )^.

Es sei nun

«^ = S /
H{xy\dx, (^ = l,2,...(.)

und es seien

m; , . . . M^ und u'l, ... u'^

diejenigen Werthsysteme der Variablen u^., ... u , die den Stellen

{x[y\),...{x'^y',) und «y;'), • • • «yp
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entsprechen, sodass also

Q f(.«!ay'a) Q rdc'äy'ä)

«; = 2 /
H{xy).dx und

«JJ
= S / H{xy).dx

ist, dann folgt

e ri^y'L)
w'i-"'« = S / H{xy)odx (^ = 1,2,...?).

Andererseits ergiebt sich durch Integration der Differentialgleichungen für die

Functionen J{u^^ ... u)^ zwischen den Grenzen {\y'J und {x'^y"^)

± r«y'ä).

'iKy'u)

In den beiden vorstehenden Gleichungssystemen müssen die Integrationswege

für die einander entsprechenden Integiale erster und zweiter Art dieselben

sein, weil in den Gleichungen

e ri«>aya)
log E{xy; w, ,•••«?) = S / II{xy, x'y') dx'

und

«,? = S / H{xy).dx (^ = 1,2,. ..e)

_£. ri«>aya)

die Integrale zwischen den Grenzen {a^h^) und (*„«/„) auf gleichen Wegen zu

nehmen sind.

Lässt man die Paare {x[y[) imd ix"y"), («j^/j) ^^^ (^iVi)) u. s. w. zu-

sammenfallen, so bilden die Differenzen

<-< = S / H{xy\dx, ... m"-m; = S /
H{xy\dx

ein System simultaner Perioden

(2«,., ... 20,^)

der Q Integrale erster Art, und es werden daher die Summen

S / H\xy\dx, ... S / B'{xy)äx,
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la sich die Integrale auf dieselben Wege beziehen, gleich dem zugehörigen

System simultaner Perioden

(2vi., ... 2r,g)

ier Q Integrale zweiter Art. Demnach ergeben sich die Relationen

J-(M.+ 2ü)„...M^+2a)^)^ = «?(«„.•. Vi« +2ti^, (ß=l,2,...e)

[renn jetzt w^, ... u statt 2*^, ... m' geschrieben wird. Die geschlossenen Wege

K^l^l) ••• (^1^1)) können willkürlich gewählt werden, es ist daher in die-

len Gleichungen (2(1)^,... 2u) , 2y]j, ... 2y) ) ein beliebiges System simultaner

Perioden der Integrale erster iind zweiter Art.



Vierundzwanzigstes Kapitel.

Darstellung der Function E{xij,x^y^;u^, ... u) durch einen Quotien-
ten zweier beständig convergenten Potenzreihen.

Während die Function JS(a;«/; Mj, ... «/ ) den Werth 1 an der Stelle («„^J

annimmt, für welche H(xy, x'y') verschwindet, sei

^(a;«/,a;„2/,;M„...Mg)

eine Function, die zwar die erste, dritte und vierte der früher (S. 470) für

E(xy]u^, ... u) als charakteristisch erkannten Eigenschaften hat, aber an der

beliebig gewählten Stelle («,«/„) gleich 1 wird. Diese etwas allgemeinere

Function wollen wir jetzt unseren Betrachtungen zu Grunde legen.

Wenn die Elemente (x^y^) und {x^y^) die Umgebungen der Stellen {x^y,^)

und {x^y^) darstellen und

H{xy)^dx (p = i,2,...e)u^ = j: f

gesetzt wird, so soll

(1) E{xtyt,x,y,;u^,...u^) ^ E{l + t^it)\,

(0) (0)

(2) E{xtyt,x,y,;u„...u^) = l + t^{t),

(a) !a) ,

(3) E{xt yt, X, y,;u„... u^) = E"" t\l + t ^""(0 }

,

(« = i, 2, . . . p)

(4) i?(4y«,x„y„;«„...w^) = i;^r'jl + «$ß^(OH*""^ (^ = 1,2,. ..p)
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1

sein. Dann ist

T-T/ ^ E(xy, U,, ...Ug)

wie sich unmittelbar aus den Eigenschaften der Functionen auf der rechten

Seite ergiebt. Die im vorhergehenden Kapitel untersuchte Function

E{xy;u^,...u^) ist also gleich E{xy, a^b^-u^, ... u^).

Aus der Gleichung (S. 477)

log£(a;y;M,,...M ) = 2 /
H{xy,x'y')dx'

folgt für die allgemeinere Function:

log E(xy, x^y,; m., ... m^) = 2 / {H{xy, x'y') - H{x^y^, x'y')\dx'.

Als Function der Paare {xy) und {x^y^) betrachtet, ist E{xy, x^y^'i'U^^ ... u)

ine eindeutige transcendente Function (S. 469), und auch in Bezug auf die

Parameter u^,...u ist sie, ebenso wie E{xy,u^,...u) (S. 475), innerhalb

Bdes noch so grossen Bereiches eindeutig definirt.

Nun tritt die wichtige Frage auf, ob die Darstellung von E{xy, x^y^'^ u^, . . . u )

Form eines Quotienten zweier beständig convergenten Potenzreihen möglich

Bt. Ihre Beantwortung bot zunächst erhebliche Schwierigkeiten; sie lässt

ich auf den folgenden allgemeinen Satz stützen, dessen Beweis sich in der

ßhon im ersten Kapitel (S. 15) erwähnten Abhandlung »Einige auf die Theorie

|er analytischen Functionen mehrerer Veränderlichen sich beziehende Sätze«*)

idet:

»Es seien p Functionen

/.(«i. •••«?), ••• /?(«..•••%)

gegeben, welche den folgenden Bedingungen genügen:

1) Sie sollen eindeutige Functionen sein, für die wesentlich singulare

Stellen im Endlichen des Grössengebiets (u^,...u) nicht existiren.

2) Der DifFerentialausdruck

2 />(«,. •••Mf)<?«,»

*) Vgl. Art. 4 der Abhandlung; Bd. II S. 163—177 dieser Ausgabe.

Abslieh» Fsiietioneo, 31
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soll die durch die Gleichungen

^/'A'^"-^) = ^fMr,-^,)
(„,ß = l,2,...p)

ausgedrückten IntegTabilitätsbedingungen erfüllen.

3) Es soll, wenn man für u^^...u^ irgend welche ganze lineare

Functionen einer Veränderlichen t substituirt:

u^=: \ + h[x, ... Mg = \-\-'k'^r,

für hinlänglich kleine Werthe von |t|

e

ß=t ' ^ '

die Form
(flT- + $(T))c?t

,

annehmen, und dann ft entweder gleich Null oder eine positive ganze

Zahl sein, vorausgesetzt, dass von den beiden Potenzreihen von

u —k , ... u —1c ^ als deren Quotient

in der Umgebung der Stelle (\,...Jc^) dargestellt werden kann, der Divisor

durch die angegebenen Substitutionen nicht identisch gleich Null werde.

Alsdann existirt eine ganze Function f{u^,...u^), welche der Differential-

gleichung
Q

d\ogf{u„...u) = 2 f^{u„...u)diip

genügt und völlig bestimmt ist, wenn der Werth irgend eines ihrer Coeffi-

cienten, der in Folge der vorstehenden Gleichung nicht nothwendig gleich

Null ist, fixirt wird, was in beliebiger Weise geschehen kann.«

Nach der in jener Abhandlung gebrauchten Terminologie ist eine tran-

scendente ganze Function f{u^,...u) eine solche, die durch eine für jedes

System endlicher Werthe von m,, ... u^ convergirende Potenzreihe '^{u^^...u^)

ausgedrückt werden kann.*)

*) Bd. II S. 163 dieser Ausgabe.
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Um mittels dieses Satzes nachzuweisen, dass sich die Function

als Quotient zweier beständig convergenten Potenzreihen darstellen lässt, ist

erstens zu zeigen, dass eine Gleichung der Form

besteht, in der die 2p Functionen fJu^,---^) und g (u^, ... u) eindeutige

Functionen ohne wesentlich singulare Stellen im Endlichen sind, zweitens,

dass die Integrabilitätsbedingungen

df^(u„...u^) ^ a/;(M.,...Mg)

und (o!,^ = i,2,...e)

du„ dUf

It sind, und drittens, dass nach Substitution der linearen Functionen

^
+ k['z, ... k+k'x für die Veränderlichen u^,...u bei hinlänglich kleinen

R^erthen von |t| die Gleichungen

a

2 5r^ (m. , . . . Mg) C^Mj, = (ft, T ' + <ß, (t)) (Zt

lestehen, wo (i^ und (i^ ganze positive Zahlen oder Null sind. Dann existiren

nach dem angeführten Satze zwei beständig convergente Potenzreihen F{u^, ...u)

und G (Mj, ...u), für welche

e

S /'^(«i.---Mn)<?w,^ = dlogF(u^,...u),

e

S 9^(^i> •••"?) <^Uß = dlogG{u^,... Mg)

ist, mithin wird, wie behauptet,

Eixy,x,y,;u„...u^) = c||i^j.
61*
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Die Zerlegung des Differentials dlogE{xy,x^y^'^u^, ... u) in die ange-

gebenen beiden Bestandtheile habe ich zunächst für die hyperelliptischen

Functionen auf einem sehr mühsamen Wege durchgeführt.*) Aus der Glei-

chung

log E{xy, x,y,;u„...u^) = '^ /
j
H{xy, x'y') - H(x^ y„ x'y)

\
dx'

erhält man für das vollständige Differential in Bezug auf u^^ ... u

e

älog E{xy,x^y^;u,,...u) = S [S^i^V, '»^aV«)- S{x^y^,x^y^)\dx^.

Auf der rechten Seite wurden nun mittels der Gleichungen

w^ = 2 /
H{xy),dx (ß = l,2,...Q)

die Differentiale dx^,...dx durch du^,...du dargestellt, und sodann jeder

Coefficient eines Differentials du^ in zwei Theile zerlegt , wodurch sich schliesslich

d log E{xy,x^y,;u„...u^) = 1, fß{u„ ...u^)du^- -^ g^(u„ ...u^)du^
(S= I (1 = 1

ergab. Hinterher zeigte sich, dass die Functionen fJu^, •u) und gJu^, K)
mit Summen von Integralen zweiter Art zusammenhängen, was für den Fall

der hyperelliptischen Functionen nicht sogleich erkannt werden konnte, weil

die Function logE{xy^x^y^]u^, ... u) nur in einer Form dargestellt war, aus

der ihre Entstehung aus H(xy,x'y') nicht deutlich hervorging. Nach Er-

mittelung dieser Beziehung kann man aber durch eine verhältnissmässig ein-

fache Rechnung zum Ziele gelangen, wenn man von vornherein die Integrale

zweiter Art einführt. Als ich diese Untersuchungen in Angriff nahm, waren

überhaupt die Abelschen Integrale der drei verschiedenen Arten noch nicht

aus der gemeinsamen Quelle der JEf- Function hergeleitet worden.

Aus dem Gebiete der Variablen u^, ... u scheiden wir vorläufig alle

diejenigen singulären Systeme aus, für welche zu Folge der Gleichungen

«jj S /
H{xy)^dx (^ = i,2,...e)

*) Vgl. Bd. I S. 140—143 dieser Ausgabe.
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ie zugehörigen Werthepaare (^, «/,),••• (^„y„) nicht eindeutig bestimmt sind

(S. 458— 459).

Dann sind, wie wir gesehen haben, die übrig bleibenden Werthsysteme

(Wj, ...m) so beschaffen, dass es keine rationale Function des Paares (xy)

giebt, welche nur für die ihnen entsprechenden Stellen (xy), ... {x y

)

mit der Ordnungszahl 1 unendlich gross wird. Es ist mithin möglich, an-

statt (a^bj, ... (a^b^) die Paare {x^yj, ... (x^y^) zu Unendlichkeitsstellen einer

Function H{xy,x'y') zu wählen, während statt {x'y') jetzt die Stelle (x y )

genommen werden soll. Wird für einen Augenblick die bisherige if- Func-

tion mit H{xy,x'y'] dib^, . . . a b ) bezeichnet, so haben wir

H{xy,x'y';a,h,,...a„h)
F{xy,x'y'; a,b^, ...a^\)- F{aX,x'y'; a^h„...a^\)

gefunden (S. 73). Setzen wir daher zur Abkürzung

IF{xy,x,y,;x,y„...x^,y^)-F{a,b„,x,y„;x,y„...x^tj^)
= F(xy),

bildet F{xy) den Zähler der neuen Ä"- Function, sodass

H{xy,x,y,;x,y„...x y) = jr~^

rd.

Es sei nun (Itj) ein zweites variables Werthepaar, dann ist

F{xy)-F{ir,)

F{aX)-F{U)

le rationale Function (9+1)'°" Grades des Paares {xy), die an denselben

1 SteUen («„«/J, (x,«/J, ... {x^y^) wie

S{xy,x,y,;x,y,,...x^y^)

mit der Ordnungszahl 1 unendlich gross wird, an der Stelle (|Tf]) verschwindet

und für {xy) = («„ij den Werth 1 annimmt. Diese Function muss ausser

für (Stj) noch an q anderen Stellen

(^;2/;), K^;), ... (x^y'^)

gleich Null werden; ihre Darstellung als Product von Primfunctionen, die an
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der Stelle (a„&J den Werth 1 haben, ergiebt daher (S. 390 u. 386)

tlE{xy;x„y^,a„bJ
o= l

Nach dem Abelschen Theorem bestehen die Relationen (S. 406)

/•(!')) 9 riKy'a)

f
H{xy)ßdx+'^ / H{xy)^dx = 0, (^ = 1,2,...?)

wobei die Integrale auf denselben Wegen zu nehmen sind, wie die ihnen

entsprechenden bestimmenden Integrale in den JS- Functionen. Wenn die

Integrationswege i{a„b^) . . . [x'^yD) so gewählt werden, dass für die eben be-

trachteten Summen die Gleichungen

2 /
E{xy).dx = '^

f
H{xy)^dx-u^ (^ = l,2,...e)

gelten, so folgt

2 /
H{xy)^dx = Uß- H{xy)ßdx (^ = i,2,...e).

Zur Abkürzung wollen wir nun die folgenden bleibenden Bezeichnungen

einführen

:

ri.xy)

^? —
1

H{xy)^dx = J{xy)^,

^?=
\

Sixy)^ dx = J{x^ yj^

,

(^ = 1, 2, . . . q)

/•(il)

'"fi
=

I
E{xy).dx = J{lt\)^,

'(o„&a)

W,?«
[(flofia)— I S(xy)^ dx = J(a„b„)^

;
ia,ß = l,2,...g)
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ie Integrationswege sollen hierbei in jedem einzelnen Falle näher angegeben

Cerden.

Dann ist

(««&«)

robei die Integrationswege in v^ und w^ so zu wählen sind, dass v^— w^ mit

dem Integral

J(v «. >

,dx

''(a'oyo)

übereinstimmt. In Folge dieser Relationen gehören die Werthepaare

, {x y").i ... {x y'^ zu dem zusammengesetzten System

genau so, wie vermöge der Gleichungen

e nx„ya)
S /

E{xy)^dx = u^ (^ = l,2,...p)

ie Paare (a;,y,), ... {x y) zu dem einfachen System

Jnter Berücksichtigung der Definition der Function E{xy'^ u^, ... u) ergiebt

tch daher

F{xy)-Fa-,^) _ ^. , E(xy;u,-v, + w„...)

Wir können uns auch hinterher von der Identität der beiden Seiten

ieser Gleichung leicht überzeugen. Denn wie aus den Eigenschaften

(S. 383, 384 u. 470) der Functionen jB(a;?/; |7j, a;,«/J und E{xyjU^, . .. u) her-

vorgeht, hat der Ausdruck auf der rechten Seite, zunächst mit Ausnahme

der Stellen {a^jb.), überall den Charakter einer rationalen Function des Paares

(xy). Für die Umgebung der Stelle {afjb^) lässt sich aber

E{x,yt,u„...)
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ebenfalls nach steigenden Potenzen von t entwickeln, denn der Exponent

des auf der rechten Seite auftretenden Exponentialfactors wird

t~^{v^ — W^) + t \Uß — V^ + W^) — t ^Uft = 0.

Mithin hat die Function

E{xy, Ir,, x,y,)
E(xy;u„...)

auch an den Stellen (a^
&J , . . . (a b ) den Charakter einer rationalen Function,

sie ist demnach eine solche (S. 244— 246), und zwar wird sie für («„2/«) ^^d

i^iVi)-! ••• {^ y) unendlich gross, denn an den letzteren Stellen verschwindet

der Nenner. Ferner ist die Function für die Werthepaare (Itj), {x[y'^,...

{x'y') gleich Null und nimmt für {pcy) ^=^ {a^h^) den Werth 1 an. Da der

Quotient

Fixy)-F{U)
FiaM-FiU)

dieselben Eigenschaften hat, so müssen beide Seiten der obigen Gleichung

einander identisch gleich sein.

Vertauschen wir in der Formel

F{xy) — F{^ri) E{xy] u,— v^ + w^, ...)

die Paare (xy) und (|vj), so ergiebt sich

F(xy)-Fi^ri) _ ^.j . Ei^rr,u,--w,+ w„...)

F{xy)-FiaM -M^r^,^y,xM
E{U;u„...) '

wobei der Integrationsweg in den Integralen w^ so zu wählen ist, dass

w^— Wß mit dem Integrale erster Art übereinstimmt, das in der Entwickelung

von JS(|7j;««/, a7„«/J für die Umgebung der Stelle (a^b^) auftritt. Durch Über-

gang zu den Logarithmen und Differentiation nach x und | gehen die linken

Seiten der beiden vorstehenden Gleichungen übereinstimmend in

^log (Fixy)-FiU))

über. Demnach muss auch die entsprechende Diiferentiation der Logarithmen
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der rechten Seiten gleiche Kesultate liefern, wodurch sich

^\-^'^og E{xy; ^71, x^yj + -^log E{xy; u^-v, + w„ ...)^

= -^\-^^og Ei^ri; xy, x,y^) + -^log E{^ri; u,-w, + w„ ..
.)^

ergiebt. Nun ist

log E{xy;^ri, x^ y,) = / H(xy , x'y') dx

,

489

mithin wird

-^log E{xy;^rt,x^yJ = H(xy,^rt);

gubstituirt man diesen Werth in die vorhergehende Gleichung und führt für

(girj) das Functionenpaar (Xf^f) ein, so folgt nach Multiplication beider Seiten

a

^
i TT/ " " . dx, d , -^, » ,

-^>^H{xy,Xtyi)-^ + j^\ogE{xy;u,-v,->rW„..)

= ^\-^^<iZE{xtyt\xy,x,y,)-{--^\ogE{Xtyt-,u^-w, + w,,...)

lierbei muss aber beachtet werden, dass jetzt v^ gleich J{Xfy\ ist, also von

abhängt.

Beide Seiten dieser Gleichung entwickeln wir nach Potenzen von t

id setzen die Coefficienten von f einander gleich. Das erste Glied links

iefert nur Potenzen, welche die 0'° übersteigen, denn es ist (S. 198)

a

S{xy,Xiyi)-^ = -^H{xy,a„K\ti'.

Ferner wird

dt
-^logE(xr,u,-v, + :o„...)= i

eiogE(xy;u,-v, + w,,...)diu,-v+u.,)

^ _ ? dlogE{xy;u^-Vi + w„...) dv^

(5= 1 ÖMj, dt '

Abolsche Functionen. 62



490 VIERUNDZWANZIGSTES KAPITEL.

mit Hülfe der Gleichung
a

ergiebt sich demnach

Benutzt man nun die in den Formeln (S. 107)

u
a a dXf

0,

= 1

(a,^=l,2,...e; a^ß)

f

ausgedrückten Eigenschaften der Functionen H{xy)g, sowie die Relation

so erhält man

d

dt
log E(xi/;u,-v, + w„ ...)

eiog JEixy; u^— w^^ + w^,...)

ÖM„

Der Coefficient von t" in der Entwickelung der linken Seite der obigen

Gleichung ist daher gleich

d dlogE{xy;u^-w,„ + w^,...)

dx du„

Aus der Relation

logE{xtijt;xy,x,y,)= / H{Xtijt; x'y')dx
•i^y)r

ergiebt sich (S. 252) für das erste Glied auf der Rechten jener Gleichung

d_

dt
logE{Xtyt;xy,x,y,) =x

(«y)

t" -"(^oVo)
dt

S{xtyt, x'y') dx'

t"

/
\H{xty,;x-y')

•^(a^oyo)"-

- / H'{x'y\dx'.,

dx'

^(«oyo)
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oder wenn die auf S. 373 eingeführte Bezeichnung für die Integrale zweiter

Art gebraucht wird,

log E{Xtyt;xy,x^y,)
dt

= -{J'ixtjX-J'ix.yX]-

Die Integration ist hierbei so auszuführen, dass J'{py)a~'^\^<,yo)a ^^

J H'{x'y')^dx' übereinstimmt, wobei das letztere Integral sich über den-

selben Weg erstrecken muss, wie das Integral dritter Art

/ H{lr,,x'y')dx';

^^^R können demnach (S. 488) für J{xy)^ = w^ und J'{xy)^ dieselben Integrations-

wege angenommen werden, wenn das Gleiche für J{x^y^)„ = w„ und J'{x^y^)

geschieht.

Im zweiten Gliede der rechten Seite wird (S. 476)

d

dt
logE{xtyf;u,-w, + iv„...) = [log E{xtyi; u,-w, + w„ ...)\

ithin folgt, wenn wir die Coefficienten von t" auf beiden Seiten der obigen

Heichung einander gleich setzen,

d dlogE(xy;tij— w^„ + w^,...) ä , ^,. . _,, . . r/ " %>! '- = --^\J{xy},-J(x,yX + JiUi-w, + w„...)„\
dx ÖM„

(a = l,2,...e).

Da die Variablen u^f und die Grössen w^^ — w^ nicht von x abhängen, so

mn man in der vorstehenden Formel u^ durch u^ + w^^ — '^v^ ersetzen; dann

ergiebt sich

d d log E(xy ; u., ...Ug) d , t.,, . ^,, ^ ,/ vi
1^ eü/

—-- -d^\'ri^y)''-J(^>yo)a + J{u-w,+w,„,. ..)„}.
.

Hieraus folgt durch Ausführung der Integi-ation in Bezug auf x

d log E(xy; u,, ...Uo) -r,, , -r-r ^ -r, s ^^
g^J

" '- = JVy)a - J{^o y.)a + J{U,-W, + M>.„, . . .)„ + C„

n
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WO C„ eine nicht von dem Werthepaar (xy)^ aber von u^,...u abhängige

Grösse ist. Um sie zu bestimmen, kann man (xy) = (a^bj setzen.

Wenn das Element (x^y^) den Mittelpunkt (a,6J hat, so ist (S. 470, (2))

mithin folgt

d logE{Xtyt;u„...u^) ^ ^^

und man erhält daher für ^ = 0, d. h. für (xy) — («„&„),

d log E(a,b,;u,,...u^) ^ ^^

Auf der rechten Seite gehen für (xy) — (a^bj die Integrale w^,...w

und J'{xy)^, ... J\xy) in simultane Perioden 2(Uj, ... 2(1)^ und 27)^, ... 27] über,

sodass

J'{xy\-\- J{u^-W, + W^a, •••)a = 2 r,„ + (^(«1 + if, „,...)„- 27)„) = J"(M, + tO, „,...)„

ist. Demnach ergiebt sich zur Bestimmung der Grösse C„ die Gleichung

= - J\x^yX + Ji^i + «'!«,• •)« + Co,

,

mit Hülfe deren

^^^S^i'^y^y--''^) = J'ixy),+ J(u-w, + w,„,...)^-Jiu, + w,,,...)^ (« = 1,2,. ..e)

wird.

Diese Ausdrücke, für die partiellen Ableitungen in das vollständige Diffe-

rential

dlogE{xy;u„...u^) = S ^ ' ^'
" '-du^

eingesetzt, liefern die wichtige Gleichung

dlogE{xy;u„...u^) = S ^'(«2/)^ + «^K-M'i + w.,«, ••),»- «^(«i + w. /»'•••)/( |<^«,j-

"'^

.. . a
In dieser Formel kann nun der gemeinsame Integrationsweg für die Inte-^

grale w^, ... w und J'ixy)^, ... J'ixy\ beliebig angenommen werden, und das

Gleiche gilt auch für die Integrale ui^^ = J{a^b^)^, ... w^^ = J{a^b^)^] denn
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ändern sich z. B. w., ... w - um die Perioden 2«) . ... 2üj , so erhalten die

Werthe der Functionen

^(Mj-m;, + «;,(,,...),, und J'(m, + w,^, ...)j,

beide den Zuwachs 2-/] , ihre Differenz bleibt also ungeändert.

Aus dieser Darstellung von d\ogE(xy,u^,...u) ergiebt sich sofort eine

entsprechende für das vollständige Differential des Logarithmus von

TT/ \ E{xy') w,, ...u,i)

es wird nämlich

d log E{xy,x^y^;u^,...u^) = ^\J{u^-w^-\-w^^, ...\ + J'{xy)^\du^

e

Die Stellen (xi/) und {x^y^) müssen dabei von (a^bj,...(ab) verschieden

angenommen werden, damit die Integrale J\xy) und J'{x^y^, endliche Werthe

haben (S. 259).

Setzen wir nun

J(u^-w, + w^ii,...)^ + J'(xy)^ = /"^(«„...Mg),

(ß=l,2,...Q)
J{u^- w. + w,^, . . .)^ + J'{x, y^\ = g^(u^,... u^)

,

so besteht die Gleichung

dlogE(xy,x^y,;u^,...u^) = S /J*
(".>•••«?) ^«^ - S £',* («i .•••V ^"i"

id die Functionen fju^,...u) und g (u^, . .. u) sind für alle endlichen

'erthsysteme {u^, . .. ti ) eindeutig definirt und haben im Endlichen keine

resentlich singulare Stelle (S. 477).

Mit dieser Zerlegung des Differentials von log E{xy, x^y^'^ u^, ... u) in zwei

teile ist die erste Bedingung (S. 483) für die Gültigkeit des allgemeinen

- Satzes über die Darstellung einer Function durch einen Quotienten zweier

beständig convergenten Potenzreihen erfüllt.

Nun müssen wir zweitens nachweisen, dass die beiden Theile
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und

vollständige Differentiale sind, dass also die Integrabilitätsbedingungen

du,
-

du^
(c.,p-l,2,...e)

und

befriedigt werden, d. h. dass

und

\J{U,-W,+ W,^, ...)ß + J'iX^yo)ß\ = -^\Jiu,-W^ + tV^„, ...)„ + J'(^oyo)a\

ist. Da die Grössen J'{xy)^ und J'{oc^yJ. nicht von u^,...u abhängen, so

lassen sich die zu beweisenden Gleichungen auch in der Form

und

schreiben, und diese sind erfüllt, wenn das eine Gleichungssystem

besteht. Denn aus ihm folgen die beiden vorhergehenden Systeme, wenn

oder '

statt

gesetzt wird.

m,-m;„
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Die Gleichungen

495

du,

können nun mittels der für die Zerlegung von dlogE{xy]U^, ... u) ent-

wickelten Formeln bewiesen werden, ein Kennzeichen dafür, dass der hier

eingeschlagene Weg naturgemäss ist. Wird in

d log E{xy; m,, ...u^)

ÖM«
J'{xy)^ + J{^h -tv, + w,ii,...)^- J(u, + w,ß,...)^

für (xy) das Functionenpaar {x^l/^) eingesetzt und dann die Gleichung nach t

differentiixt, so folgt

dt d^^
~

dt
'^ ^^'^'^^ + dt

''^"' «'i + «<'.(*' •'•)?

a a
" ". dXf ^ d

\ TT," "
s dXi= t^i^iyt)i>-^ - S^^^'^K-Wj + tf.^, ...)^.H{Xtyt\-^.

Da die Variablen e^,, ... u von t unabhängig sind, so kann man links die

Reihenfolge der Differentiationen vertauschen. Entwickelt man sodann beide

Seiten nach Potenzen von t und setzt die Coefficienten von t" einander gleich,

so ergiebt sich für cc^ ß mit Rücksicht auf die Gleichungen

-^ log E{xty,;u„...u^) = - J(w^, ...u^)„,

H-(«i,V^

a a dXf

= 0, (« ^ ß)

(a^y)

1, (« = y)

[WyV = J'K^a\ = '^ya

le Relation

— J{U, , . . . M^)„ = -^ J{U,- tu,« + W,^, . . .)^ ,

oder nach Vertauschung von w^, ... u mit
«^i
+ w;^^, ... w +w; :

P 1 Xu' Q ' "QU

„ , ,-, . ,,. , - -Till _L 111
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Hieraus folgt aber, wie vorher gezeigt worden ist, dass die Integrabilitäts-

bedingungen erfüllt sind. Die beiden Summen auf der rechten Seite der

Gleichung

e

dlogE(xij,x^y,;u„...u^) = ^ \J{u,-w, + w^i„ ...)ß + J'{xy)^](lu^
/S = I

e

- ^JJiu,-w, + tv,^, ...)ß + J'{x^y„y\dUß

sind demnach vollständige Differentiale, womit der zweite Punkt in dem zu

führenden Beweise erledigt ist.

Die dritte Eigenschaft der Functionen /^(«*,j ••• ^„) und gJu^,...u),

die für die Darstellbarkeit von E(xy,x^y^jU^, ... u) durch einen Quotienten

zweier beständig convergenten Potenzreihen erforderlich ist, besteht darin,

dass nach Einführung der linearen Functionen k^ + k'^x, ... k +k'T an Stelle

der Veränderlichen u^, ... u für hinlänglich kleine Werthe von
|

t
|

die

Gleichungen

bestehen; ft^ und ft, müssen dabei ganze positive Zahlen oder Null sein.

Die Existenz von singulären Werthsystemen (u^, ... ü) ist sorgfältig in Be-

tracht zu ziehen.

Wird in die für d log E{xy, x^y^; u^, ... u ) bestehende Gleichung

up + w^ = Uß + J{x^y,)^

statt u^ eingeführt, so geht sie über in

d\ogE{xy,x^y„;u^^-w^,...) = J^ J{u,+ w.-w^ + tv,., ...).du.- ';^ J{u, + w^., ...)jidu.
(»=i III ^_, I I 1

Q

Wir substituiren nun auf der linken Seite dieser Gleichung für u^, ... u

die linearen Functionen k^ + k[T, ... k +k'T und untersuchen, welche Form die
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Entwickelung nach Potenzen von x annimmt. Es ist

log E{xy, x,y^; u„... u^) =^ ^ / \H{xy,x'y')- H(x^y^, x'y')\dx',

mithin folgt durch Differentiation in Bezug auf die Variablen u^, ... u^

Q

d log E{xy,x^y,;ti^,...u) = 2 \S{xy , x„y^) - H{x^y^, x^y„)]dx„.

Hierin sind die Grössen x^., ... x Wm-zeln einer Gleichung p*'" Grades (S. 455)

P,a;?+P,a;9-' + -" + Pj = 0,

deren Coefficienten P^^ P^., ... P Potenzreihen der Variablen u^^...u sind.

Der zu x^ gehörige Werth y^ ist dagegen eine rationale Function von x :

in welcher die Coefficienten Q„, Q^, ... Q die gleiche Beschaff'enheit wie

P^,P^.,...P haben. Durch Einführung der linearen Functionen gehen

P,,, . . . P , Q,, . . . Q in Potenzreihen von t über, und zwar verschwinden für

T = in den sämmtlichen Quotienten -^ (« = 1, 2, ... p) die Zähler und der

Nenner nur dann gleichzeitig , wenn das Werthsystem (ä;^ , . . . Ä ) mit einem

der früher betrachteten singulären Systeme (««^, ... ü ) zusammenfällt. In

diesem Falle haben die Quotienten -5^, ••• -~- für x = zwar noch bestimmte

Werthe, diese hängen jedoch von den Constanten äj^, . . . F ab, d. h. von der

Art der Annäherung der Variablen «^,...2* an das Werthsystem {u^.,...ü)

(S. 457). Da aber die Grössen m^, ... u ein Continuum von 2^ Dimensionen

bilden, die singulären Systeme ein solches von nur 2p — 4 Dimensionen, so

eiebt es in der Umgebung jedes Systems {ü^t...u) unendlich viele nicht sin-

^Biläre. Wir nehmen stets an, dass die linearen Functionen w^ = Ai^ + Z/t, . .

.

^B=ä;^+ ä;'t 80 beschaffen sind, dass sie nur für singulare Werthe von x

^^nguläre Systeme (Mj,...m,J liefern, und zunächst wollen wir auch voraus-

setzen, dass (A;^, ...itj nicht zu diesen letzteren gehört.

Aus der Gleichung 9'°° Grades ergiebt sich für jede der Wurzeln x^, ... x

eine Potenzreihe:

x^ = F^{x'-),

Aheliche Fnnetionea. 68
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in der A > 1 ist. Substituirt man diese Reihe in den Ausdruck für y^ , so

erhält man eine Potenzreihe derselben Beschaffenheit:

Beide Reihen enthalten keine oder nur eine endliche Anzahl negativer Po-

tenzen von x^ und convergiren, wenn x dem absoluten Betrage nach hin-

reichend klein angenommen wird. Ist A > 1 und e eine primitive A** Wurzel

der Einheit, so liefern die beiden Potenzreihen P„(x^) und Q„(x^) k Paare

(^o^a)) W6im für x^ der Reihe nach

gesetzt wird.

Führt man nun diese Reihen in die Summe

p

S 1
B{xy,x^y„)- H{z, «/„ > «« 2/«) | f'««

a = l

ein, so geht sie in

über. Die Entwickelung von

— — — — ilP
\H{xy,F^Q;)-H{x,y„F^Q^)]^

1

enthält negative Potenzen von x ^ nur dann , wenn die Reihen P^ , Q^ für

X = eines der beiden Werthepaare (xy) oder {x^yj ergeben, und zwar
_ I _i^

im ersten Fall nur das eine Glied x ^, im zweiten — x * (S. 197).

Wenn daher zunächst die Stellen (xy) und (x^yj so gewählt werden,

dass keines der q Paare (P^ Q„) für x = eine dieser beiden Stellen liefert,

so ist

dp 1
\Hixy, P^Q^)-Hix,y„ P„Q„)\^ = 5ß„(T^),

mithin

\Hixy,P^Q,)-H{x,y„PM\^<J^ = {r^"^ $„(,i)c?x.
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Falls A = 1 ist, treten auf der rechten Seite dieser Gleichung ausser dem

Constanten Gliede nur Glieder mit ganzen positiven Potenzen von x auf. Ist

aber A > 1, so kommen in der Summe

A — 1 Glieder vor, deren Entwickelungen aus

1 1-1 1

L JL 1 1
entstehen, wenn x^ mit ex^, e'x^, . .. e^~'x^ vertauscht wird. Die Summe
dieser Gruppe von A Reihen enthält daher weder gebrochene Potenzen von

X, noch negative, da y —1>— 1 ist. Das Gleiche gilt für die Entwickelung

der übrigen Gruppen, in welche die Summe der q Glieder zerfallen kann.

Es ist daher

d. h. es ergiebt sich

d\ogE{xy,x,y,;u^,...u^) = «ß^^T,

wenn

gesetzt wird und sich keines der q Werthepaare (^„«Z«) = (-P„Q„) für x =
auf eine der Stellen {xy) oder {x^y^ reducirt.

»Zweitens gehe {x^y^ für x = in die Stelle {xy) über, so ist

\U{xy,F^Q:)-H{x,y,,F^Q:)\-^ = x ^ + $„(t^),

folglich wird

\H{xy,T^Q„)-H{x,y,,P„Q„)]^dz = -i(x- + $„(TT),T-i)dT.

Addirt man nun wieder die A zusammengehörigen Potenzreihen, so kommt in

der Summe das Glied yx"' genau A-mal vor, während alle gebrochenen

Potenzen herausfallen; die Entwickelung hat daher die Form

(T-' + ^(T))(?t.

63*
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Reduciren sich daher v Werthepaare (po^y^), die verschiedenen Gruppen an-

gehören, sich also unter einander nicht nur dadurch unterscheiden, dass in
_ \_

den Reihen P„ , Q^ das Argument x '' mit verschiedenen Einheitswurzeln mul-

tiplicirt ist, für x = auf das Paar {xy), während hierfür kein Werthepaar

{x^y^ in (iC„«/J übergeht, so erhält man

d log E{xy, x^y^;ii^,... u^) = (vr'' + «ß (t)) d-z.

Ergiebt sich drittens aus den Reihen

Xa = il(T^), y. = Qui-^n

für X =: die Stelle (ic„^„), so hat die Summe der K zusammengehörigen

Reihen eine Entwickelung der Form

liefern daher jt Gruppen der Paare (x^y^) für x = die Stelle (x^yj, jedoch

keines dieser Paare die Stelle (xy), so ist

d\ogE(xy,x^y„;u„...u^) = (-^:-' + '^(x))dT.

Aus dem Vorhergehenden folgt nun der Satz: Wenn von den q Paaren

(x^y^) für X = V Gruppen in die Stelle (xy) und ^ Gruppen in die Stelle

{x^yj übergehen, während die übrigen Gruppen für x = beliebige, hiervon

verschiedene Werthepaare liefern , so ist für u^j = hß + k'^T

ä log E{xy, x^
2/o; «1 . • • • «g) = i'^'^'^- ftr-' + ^ (t)) d^

;

hierbei sind ^ und v ganze positive Zahlen oder Null.

Ehe wir diese Gleichung auf die Entwickelung von

d\ogE{xy,x^y^]U,-irW„...)

anwenden können, müssen wir zeigen, dass bei geeigneter Wahl der Stelle

{x^y^ die linearen Functionen

up + w^ = lCß + J{x^yJj, + k'^-c (^ = i,2,...p)
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für T = kein singuläres Werthsystem der hier in Frage kommenden Art

liefern und dass dies überhaupt nur für singulare Werthe von t der Fall sein

kann, denn wir hatten dies in den vorhergehenden Betrachtungen für die

Functionen kg + h'^z vorausgesetzt. Wir beweisen dazu allgemeiner: Wenn das

System u^ = ko + k'iji nur für singulare Werthe von x ein singuläres Werth-

system ergiebt, so können in der Umgebung zweier beliebigen Stellen (ab)

und {ab') des Gebildes stets zwei Paare (|y)) und (l'if]') so angenommen

werden, dass das System

M^ + J'(|7i)^-J-(rVV = ^> + J'(|rj),-J-(rr/)^ + Z;;,T (^ = 1,2,...?)

die gleiche Eigenschaft hat. Nachher werden wir (Itj) — (^„^o) ''^^^ (^ '^') — (^o^o)

setzen.

Von den Systemen

(U,+ Jar,\-Ja'ri')i, ... U^+JiU\-Ja'-nV

und
(m,, ... Mp)

kann das eine nur dann singulär sein, wenn das andere es ist, vorausgesetzt

dass keine der Stellen (|-/;) und (^'ttj') mit einem der Paare (x^yj, ... {cc v ) zu-

sammenfällt. Bei dem Beweise dieses Satzes können wir (|7j) und (I't)') unter

einander verschieden annehmen, sonst kommen wir auf den früher (S. 466)

bewiesenen Satz zurück. Unter der Voraussetzung, dass das System {u^,...u)

nicht singulär ist, haben die durch die Gleichungen

stimmten Stellen (^,^,), . • fe?y ) die Eigenschaft, dass es keine rationale

mction des Paares (xy) giebt, die nur für sie von der ersten Ordnung

endlich gross wird. Es sei nun F{xy) eine Function (9 + 1)*°° Grades,

die ausser den Paaren («,?/,), ... {xy) noch (|t)) zur Unendlichkeitsstelle hat.

Die Function

F{xy)-F{%'-n')

wird an denselben Stellen wie F{.ry) unendlich gross und verschwindet für

(I't]'); werden daher ihre q übrigen Nullstellen mit {x[y[)^ ... {x'y'^ bezeichnet,

: S / H{xy\dx (ß = i,2,...e)
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SO ist nach dem Abelschen Theorem

/ Hixy)^dx+^ / H{xy\dx = Q, (^ = 1,2,...?)

^ßdx,

mithin

e ri^^aVa) /•dl) e r^^aVa)

S /
H{xy\dx+\ H{xy\dx=^

/
H{xy\

d. h.

e /"Kj/ä)
M,* + '^(t^j)^-«^(l'V),s = S / H{xy\dx (|S=l,2,...p).

Wenn nun das durch die Grössen

gebildete Werthsystem singulär wäre, so würden q von {x[y[)^ ... {x y) ver-

schiedene Paare (a;"«/"), ... {x'y'l,) existiren, für die auch

M/*+«^(l^.),*-«^(l'V),* = S / H{xy),dx (p = l,2,...e)

ist, folglich wäre

2 /
H{xy)odx = 2 / H{xy).dx,

und daher

/
H{xy\dx-\-^

/
H{xy)itdx = (^ = 1,2,...?).

Nach der Umkehrung des Abelschen Theorems (S. 417) ist das Bestehen

dieser q Gleichungen gleichbedeutend mit der Existenz einer rationalen

Function des Paares {xy), die an den Stellen

{x,y,), ... {x^y^), (|t))

von der ersten Ordnung unendlich gross wird und an den Stellen

«y;'), ... (a:;>;:), (rv) \

mit derselben Ordnungszahl verschwindet. Nun ist eine Function, welche für

die Paare der ersten Reihe unendlich gross und für (S'tt]') gleich Null wird,
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bis auf eine multiplicative Constante bestimmt, ihre Nullstellen müssen daher

dieselben, wie die der Function F {xy) — F {i,' rl) sein, d.h. die Gesammtheit

der Stellen

{x'iy'D, ... {x;y;)

stimmt mit der der Paare

{x[y[), ...ix'^y',)

überein.

Aus den Gleichungen

¥ay'a)

ergiebt sich mithin nur ein einziges System von Paaren {x[y[), ... {os'y')] das

System

ist daher nur singulär, falls

(W,, . . . Mg)

diese Eigenschaft hat, und umgekehrt.

Wenn demnach das System (k^,...k) nicht singulär ist und die linearen

Functionen

«. = 1\ + 1c[t, ... u^ = k^+lc'^T

nur für singulare Werthe von x ein solches Werthsystem liefern, so bilden

auch die Grössen

^i>
+ Jih)ß - J{l'-n'\ = Ä;^ + e7-(|7i)^ - J{i;-ri'\ + h'^T (p = 1, 2, . . . p)

^Kir für singulare Werthe von x ein singuläres System, und insbesondere

nicht für x ^ 0. Hierbei mussten die Stellen (|7]) und (l'irj') von den

Werthepaaren (^,y,)j ••• (^,,2/„) verschieden sein. Diese Bedingung lässt sich

erfüllen, auch wenn (Ivj) und (l'/j') in der Umgebung von beliebig vor-

geschriebenen Stellen {ah) und {ab') liegen sollen.

Wählen wir jetzt für (Itj) die beliebige Stelle {x^y^) und für (!'»)') die

Stelle («„ij, für welche die Function H{xy,x'y') verschwindet, so kann

/(I't)') := J{a„h^)^ gleich angenommen werden, und aus dem Vorhergehenden

folgt, dass unter der für die linearen Functionen u^ = Tc^-\-li^'^ gemachten



504 VIERUNDZWANZIGSTES KAPITEL.

Annahme die Grössen

^(i + iV^i = M^ + Ji^o 2/0V = ^V + J(P^o yo)[l + J^'ß~ (P = 1, 2, . .
. e)

nur für singulare Werthe von x, und jedenfalls nicht für ~ = 0, ein singuläres

System bilden.

Nun vertauschen wir in der Gleichung (S. 500)

dlogHix.y, x^ij^] «(„ ...u^) = (vT-'-ft-r-' + 5p(T))(ZT

die Variablen ti^, ... u^ mit u^ + w^,... u +w , was nach dem eben Bewiesenen

zulässig ist. Wird die Stelle {xy) so angenommen, dass keines der durch

die Gleichungen

M +«; = 2 / E{xy).dx (^ = 1,2,. ..e)

definirten Paare {x^y^) für t = mit ihr zusammenfällt, so ist in der Formel,

die aus der vorhergehenden bei dieser Vertauschung entsteht, v gleich Null

zu setzen, und es ergiebt sich

d\ogE{xy,x^y,;ri^-\-w^,...) = {-iix-' + %{-)) dx,

wo ft eine ganze positive Zahl oder Null ist.

Führen wir diese Entwickelung in die Gleichung (S. 496)

? Q

+ 2 |J"(a:y)^-J-K2/o)^!*V

2 J(u, + w,ß,.. .)^ du^ = 2 Ji^i + w^-w, + w,^,.. .)ß du^ + (
^T-' + 5ß (t)) dx

,

ein, so folgt

^ - -, , ,
s

,? = (S= I

wobei

«1 = K + /<-, • • • «e
=

^e + ^-^

gesetzt ist. Dabei darf (ä:^, ...ä;) kein singuläres Werthsystem sein, und es

dürfen überhaupt die linearen Functionen rechts nur für singulare Werthe

von T solche Werthsysteme liefern. Die Paare (x,y) und {x^y^) müssen von

den Stellen («, i,), •• • (« i„) verschieden angenommen werden, und die Inte-
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grationswege der Integrale J'{xy)g und
«/'(*o2/o)«

dürfen durch keine dieser

Stellen hindurchführen.

Ist der Rang des Gebildes gleich 1, so ergiebt sich das gesuchte Resultat

unmittelbar aus dieser Gleichung, die dann in

J(u + W^)du = J'(m + W — W + ?fJf?(t + (jlT~' + ^(t))(?t

übergeht. Die Stelle (xy) möge nun so gewählt werden, dass die Function

J{u + W — W + w^)

für T = einen endlichen Werth hat, mithin in ihrer Entwickelung nur

positive Potenzen von t auftreten. Dann ergiebt sich

Da die Function J(ti + wJ die erste Bedingung des allgemeinen Satzes (S. 481)

erfüllt, die zweite für p = 1 aber ihre Bedeutung verliert, so ist diese

Gleichung die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass die der

Differentialgleichung

ä log f{u) = J{u + Wi)du

genügende Function f(u) sich in eine beständig convergente Potenzreihe von

u entwickeln lässt.

Wenn aber der Rang des Gebildes grösser als 1 ist, so gestaltet sich

die Untersuchung nicht so einfach , da für p ^ 2 singulare Werthsysteme

(u^,...u) existiren. Sind die Stellen (xy) wid {x^y^) so beschaffen, dass das

Werthsystem

I(m, + w,-«;, + m;,^, ... "^ + M>^-M'j+%^) (^ = 1,2,. ..e)

I T = sich weder auf ein singuläres noch auf ein solches reducirt, wofür

e Function J(u^,...u) unendlich gross wird, so können wir dieselben

Schlüsse wie für p = 1 machen; aber es lässt sich nicht von vornherein er-

kennen, ob diese Bedingungen stets erfüllbar sind. Um dennoch ähnlich, wie

in diesem speciellen Falle, schliessen zu können, wenden wir die Gleichung

d log E{xy ,x„y^;u^ + w„...) = 2 «^("i + ^i- «'i + «f, « , • • 0^ ^«^ - S «^("i + «>.«>•••),* <^«/i

ib«Udie Fnnctionen. 64



506 VIEKUNDZWANZIGSTES KAPITEL.

wiederholt an. Wir schreiben dabei der Gleichmässigkeit der Bezeichnung

wegen (l,t],) statt {xy) und (|,v),) statt (aj„%), wobei wir also annehmen

müssen, dass die Integrationswege der ' Integrale J\%^ri^^ und «^'(S„tjJ^ nicht

durch eine der Stellen («jfe,), ... {.%ig) hindurchführen. Setzen wir dann

'^(lo^/oV = ^^- J{l.\\ = v^, (^ = 1,2,. ..e)

so geht die vorhergehende Formel in

' ? 1 e

über. Führt man nun die Werthepaare (^jTtjJ und (Sjir),) an Stelle von {x^y^)

und (ic?/) und das System (Mj+ 1?^— ?;^, ... m^ + v„—«) statt («<j, ...«) ein und setzt

<^(l.^2),* = V J^CIb^s)^ = «V (ß = i,2,...e)

so folgt

(? log ^( 1. 7)„ I, r;, ; M, + z;.- «;, + v, , . .
.)

? 0193 Q Ol

+ i K'(l3^is)^-'^m^h)^i*V•

Für die Stellen (l.rj, (l^r^J, ... (!,,_, 7],,_,), (§,,_, rj„_J werde

(^ = 1,2,. ..e)

HiJf — ^ßi

gesetzt, so ergiebt sich schliesslich die Gleichung

Q 12 3 2v— 3 av— 2 2V-1

= 2 <^K + i'i-^i + ^'i-«'i +— «'i + ^. - ^1 +^iß'---),i<^^ß

I

ß=i

+ ,S 1 JUiv-t T^ar-.)^ - «^'(lar-j ^2»-»),* j
«^«^
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Durch Addition aller dieser Gleichungen erhält man
Q

9 12 3 av— » SV—s IV—t= ^J{»i + Vi-v, + v,-v^+ v,+ v^- v^+w,^,...)^du^
(S = l

Q

- S |«^'(lo^io)^-'^'(l,^J.)(i + <^'(i,^iJ*-J"(l»^is)/J+-" + '^'(l»-.^i2V-2)^-'^'(?2V-.T^2V-l)^!**;S
(9= 1

- d log £(1. T|,, |„rj„; Wj + v„...)-d log ^'(l, r,,, |, r,,; u, + v,-v, + v„ . ..)

Ol 9 V^3 2 V ** 2

-(ilogJ?(|„_,7]„,_,,|,,_,7j„_,;M, + t>.-«;, + «, + f. ,...)•

Nun mögen für u^, ... u die linearen Functionen Jc^ + k[x, ... \+h'~ ein-

geführt und die Werthepaare (l„\), (!,>].),.•• (I„_,t^„_,) den folgenden Be-

dingungen gemäss gewählt werden: Erstens seien sie von den Stellen

(a,6J, ... («„^„) verschieden; zweitens sollen sie successive so bestimmt werden,

dass die Systeme, die sich aus den Grössen

21—3 2V-

U^ + Vfi, U^ + V^-V^ + V^, ... Ui^ + V^-Vj^ + V^ v^+v^

für ß = \,2,...Q ergeben, nur für einzelne Werthe von i und jedenfalls

nicht für t = singulär sind (S. 500—«503); drittens dürfen sich für keinen

der Werthe x = 1, 2, ... v die durch das Gleichungssystem

1 2X-3 2-/C-J
" rK^aya)

u^-\-v^-Vii + v^+ V. ^ ^ i R(xy\dx (^ = 1,2,...?)

definirten Paare {x^y^)^ ... (x y) auf (l,x-i^2x-t) reduciren, wenn x gleich Null

gesetzt wird (S. 504). Dann nimmt die Entwickelung jedes der in der letzten

Gleichung vorkommenden Differentiale des Logarithmus einer £- Function

die Form

, und es wird

„o ft'" eine ganze, nicht negative Zahl ist.

Die Zahl v ist in dieser Formel beliebig. Wir wollen nun v = q setzen,

da, selbst wenn die linearen Functionen

64*
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sich für T = auf ein singuläres Werthsystem {ü^,...ü) reduciren, also

K + ^^iß = «*.' ••• \+%f> = \ i^*' ^^6 Werthepaare (|„7]J, (|,7j,), ... {X,^_,\^_,)

so bestimmt werden können, dass das System

_ I 2g-! Jg—

1

_ 1 sp—a 2g— 1

(m, + i;,-v,+ ---+ ^ - fi ,
... \ + '^^-\+---+ V^- V^)

nicht singulär ist.

Es sei nämlich

«/* = 2 /
B:{xy)gdx (ß = i,2,...e)= S /
H(xy)^(lx

und

2 /
H{xy)^dx = -^

/
H{xy)^dx (^ = l,2,...e).

Dann sind nach dem Abelschen Theorem die Paare {g^hj algebraisch von

{9[K)^ ••• (^g^p) (KK)^ K^g)' K^i')' •••
K'^g)

abhängig, man kann daher

{a[b'J, ... (a^ft'), {a"b"), ... (a"6'') in der Umgebung von 2p beliebigen Stellen

so wählen, dass es keine rationale Function giebt, die nur für (ö'jÄJ, ... (g h)

von der ersten Ordnung unendlich gross wird. Setzt man dann

«« = S /
H{xtj\dx, (^ = 1,2,...«.)

so ist das System

«« + «** = S /^ H{xy).dx (^ = 1,2,. ..e)

nicht singulär (S. 458— 459). Die Annahme

zeigt daher, dass die 2p Paare (|, /],), (?.v],), ... (|,g_,vi,g_J in der Umgebung

von 2q beliebigen Stellen so bestimmt werden können, dass die Grössen

M^ + M =«+2 / H{xy\dx
'(SjK-alja-i)

(Saa-i 120-1)

I

_ 1 2g— 2 2g—

1

= M^ + v^- «;,, + •••+ t;^ - v^



DARSTELLUNG DER FUNCTION E{xy ,x„y^\u^, . . .u„). 509

ein nicht singuläres Werthsystem bilden. Durch Hinzufügung der geeignet

bestimmten Constanten

Vji-V^ + --'+ v^ — v^

geht also aus dem singulären Systeme {ü^,...ü) ein nicht singuläres hervor.

Da ferner die Function J(^u^, ... u)^ in einem endlichen Bereich nur eine

endliche Anzahl Unendlichkeitsstellen haben kann, so ist es immer möglich

den Werthepaaren (?„v]J, ... (Ij<,_,7] J ausser den obigen Bedingungen (S. 507)

noch die aufzuerlegen, dass für das System

1 »Q— 2 20-1 1 8g— a 2g—

1

die Function /(m,, . . . «<^) , endlich bleibt, selbst wenn sie für das System

(Ä;, + M) , ... Ä; + w ) unendlich gross werden sollte. Dann enthält die Ent-

wickelung der Function
1 20— 2 2g—

1

keine negativen Potenzen von x; mithin folgt aus der Gleichung

P Pol» 2g-« 2g-l

2 «/"(«, + w,^, ...LfZw^ = "^ J{u. + v. — v^ + v^ + V,— v^+w^/,,...)gdug
ß=i ' '

' (»=i '
' '

auch für den Fall, dass sich das System («*, + «',«, ... «<p+%s) für x = auf

ein singuläres reduciren sollte,

S <?(". + w,^, • • )ß du^ = (;*'"' ^-' + ^W) dT.
ß=i '

'

Demnach ist auch für

L hinreichend kleinen Werthen von |x|

S /(}(«., ••Mg) ^«^ = ^\Ji»i-'"'r + w,f„...)^ + J'{xy)^\du^ = ((t»T-' + ^,(T))dx

und, wenn man (xy) mit {x^%) vertauscht,

P f ,

p —

1

^='

WO /tj und ft, ganze positive Zahlen oder Null sind.
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Damit ist die dritte Eigenschaft der Functionen fJu^,... tij und g Ju^, ... u)

bewiesen, die für den Nachweis der Uarstellbarkeit von E{xy,x^y^\u^^ ...u)

durch einen Quotienten zweier beständig convergenten Potenzreihen erforder-

lich war (S. 483).

Die entwickelten Formeln zeigen sofort, dass die im Zähler und Nenner

von ^(a;?/, a;^«/^; «*j, ... M ) auftretenden Potenzreihen in einfacher Weise zu-

sammenhängen. Um dies noch deutlicher hervortreten zu lassen, definiren

wir eine Function f(tt^,...u) durch die Gleichung

d log f{u„...u^) = '^J(t<, + iv,^,...u^+w^^)^dUß.

Da die Functionen J{u^ + w^^,...)„ eindeutig und ohne wesentlich singulare

Stellen im Endlichen sind, den Integrabilitätsbedingungen

dJ{u^+w,s, )!< dJ{u, + ic,,,...)„
, „ ,„-—-—T

—

- = ^--—— («,P = i.2,...e)
0M„ OM^ .

genügen (S. 494) und für u^ = k^ + Jc'^T die Summe 2 «^(^i + ^i,?) •••)<<^^f(
gleich

vdxd, so lässt sich nach dem allgemeinen, zu Anfang des Kapitels ange-

führten Satze die Function f{u^, ••• ^„) durch eine beständig convergente Potenz-

reihe darstellen.

Nun ist

d log E{xy,x^y^;u„...Uy) = dlogf{H^-w„ ... u„-iv^) -d log f{u^-iv„ ...u^-w^)

Q

+ rf 2 1
J'i^y)^ - J'i^o 2/o)|S ! »ß .

wobei sich die Differentiation auf die Variablen u , ... u bezieht. Mithin

ergiebt sich durch Integration

/(m, -w„...u -w) IJ •^'(«2')i^
- ''(«'o yo)ß \ »ß

E{xy,x^y,;u„...u) = 5 5 e^ '
.

j
f{u,-w^,...u^-w^)

Hierbei sind die Integrale J{xy)^ = w,, ... J{xy) = ii\ und J'(ory)^, ... J'{xy)

über einen gemeinsamen, beliebig anzunehmenden Integrationsweg zu er-
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Strecken , und das Gleiche gilt auch für die Integrale J{wX= w^,... J{x^ y^ )^
= w^

und J'{x y ) , . . . J'{x^yJ (S. 492). Eine IntegTationsconstante braucht nicht

hinzugefügt zu werden, denn für (xy) = {x^yj kann man w^ = w^ setzen,

mithin werden beide Seiten der Gleichung gleich 1.

Schreibt man die Gleichung in der Form

Eixy,x,y,,u,,...u^) = ^ ^ yx..y.),u,
'

so ist E{xy,x^y^-^ti^,...u) der Art als Quotient zweier beständig convergenten

Potenzreihen dargestellt, dass der Zähler ausser von u^,...u nur von dem

Paare (xy), der Nenner nur von {x^yj abhängt. f{u^,---u) entspricht der

(3 -Function in der Theorie der elliptischen Transcendenten.

Die in der Definitionsgleichung der Function f(ti^,...u) vorkommenden

Integrale erster Art"O^

wtß J{a^b^\, ... w^^ = J{a^h^)„

haben unendlich viele Werthe. Bei einer anderen Bestimmung des Integrations-

weges ((«o^o) •••
(^i*^/*))

können sich die q Integrale um ein System simultaner

Perioden ändern. Es giebt daher unendlich viele Functionen /(m^, ...e*),

von denen wir uns eine bestimmte herausgehoben denken. Wir haben bereits

gesehen (S. 492—493), dass diese Vieldeutigkeit der Grössen w^^,...Wg

auf den Ausdruck von d\ogE{xy',u^,...u), mithin auch auf den von

dlogE{xy,x^y^]u^, . .. u), keinen Einfluss hat.

Für den Fall der hyperelliptischen Functionen habe ich die Darstellung

der Function ^(«</; Wj, ... m) durch einen Quotienten zweier beständig conver-

genten Potenzreihen bereits in der im Jahre 1853 verfassten Abhandlung »Zur

Theorie der Abelschen Functionen«*) gegeben. Für das hyperelliptische Ge-

bilde

y* == (x-a,)(x-a,)...(x-a,^)

ist

S{xy,x'y')= ,,5^IJ^+ ''

2{x'-x)y' \F{x) ' P(x')

*) Crelle's Journal, Bd. 47 (1854); Bd. I S. 133—152 dieser Ausgabe.
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WO

gesetzt ist (S. 341). Dabei fällt die Stelle («„&„) mit der unendlich fernen

Stelle des Gebildes zusammen, während für {a^bj,(a^bj,... (« &„) die Paare

(ßjO), (a,0), ... (ö _, O) gewählt sind. Mithin wird in diesem Falle

S, A!«aya) l^i p(x') y j
dx'

_ «= •>.„-. 0) 2 1 "^PW y'U'-a;

und genau diese Function ist in der erwähnten Abhandlung*) in der Form

-^u„ AI («;. ,
. . .) AlK + W.,...)

A1(m;,,...)A1(m,, ...)

dargestellt worden, wo Al(«*j,...) eine für alle Werthe von Mj,«*^, ... con-

vergente Potenzreihe ist.

Im nächsten Kapitel soll aus f(u^,...u) eine neue Function hergeleitet

werden, die den Thetafunctionen in der Theorie der elliptischen Transcendenten

entspricht. Durch diese stellen wir dann zunächst E{xy,x^y^;u^, ... u) und

später die Abelschen Functionen dar.

*) Bd. I S. 146 dieser Ausgabe.

I



Fünfundzwanzigstes Kapitel.

Einführung der Function Q(ti^,...u).

Die als beständig convergente Potenzreihe darstellbare Function f(u^, ...u)

ist durch die Differentialgleichung

e

dlogf(ii^,...u) = ^ J{tii + w^„, ...u +Wg„)„du„

definirt worden (S. 510). Bevor wir zu ihrer wirklichen Darstellung über-

[gehen können, müssen wir noch für sie Relationen entwickeln, welche den

[für die Thetafunctionen einer Variablen aus der Theorie der elliptischen

[Transcendenten bekannten entsprechen.

Wird mit

(2«,., ... 2ü>^, 2ri„ ... 27]^)

l«in System simultaner Perioden der Abelschen Integrale erster und zweiter

rt bezeichnet, so ist (S. 479)

J-(M.+ 2a,„...Mj+2<o^)„ = J'(M.,...Mj)„+2r;„ (« = l,2,...e).

[Demnach erhält man aus der Definitionsgleichung der Function f(u , ...u)

dlog/'(M,+ 2o).,,..Mg+2a>j) = (Z log /(«„... M^)+_S 2 >!„<?«<,,

oder nach Ausführung der Integration

Q

s

A«i+2«)„...Mj+2a,^) =C/-(M„...ttj).e

Setzt man nun für

2u)„ ... 2a>j, 27j„ ... 2y)^

Abtlicha Fanctiontn.

2 2ri„t«B
assi

65
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der Reihe nach die simultanen Perioden eines primitiven Systems (S. 337)

2o>,^, ... 2«)^^, 2tj,^, ... 2y)^|, (^ = 1,2,. ..e)

xmä

2«>;^, ... 2«,;^, 27);^, ... 27j;^, (^ = 1,2,. ..e)

so ergeben sich die 2q Fundamentalgleichungen

/(M, + 2«,,^,...M^+2o)p^) = C^f(M„...M^).e"-' (p = i,2,...e)

und

Y(M,+ 2o,;^,...«^+2a,;^) = C^/^(M,,...Mp.e''= ' "^ "
(^ = 1,2,. ..(.).

In der Theorie der elliptischen Transcendenten ist 6j(m) die einfachste

der vier Functionen Qg{u), 6j(m), Öj(«), ÖjW» ""'^^^ ^^^ Fundamentalgleichungen

für sie die Form

e,(t*+2.) = e3W..2'i(«+-r

haben, während bei den drei anderen Functionen wenigstens in einer der

beiden Gleichungen ein negatives Zeichen auf der rechten Seite hinzukommt.

Hierdurch geleitet, wollen wir die Constanten C. und C» durch 2q andere

der Art ersetzen, dass in den Exponentialfactoren

2 2t)„^u„ 2 2t)J,«u„
€"=' and «"=•

welche auf den rechten Seiten der Fundamentalgleichungen vorkommen,

^a + ^aß und Ua + o>'„^ an die Stelle von u„ treten. Dazu bestimmen wir die

2q neuen Grössen

P» > • • • f*g > /*j ) • • • /*g

mittels der Formeln

C. = e

2 2iJo,5n)„s+ (tii:«
a=zt ' '

>

V
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Zu jeder der Grössen fi^ und n'^, die nicht etwa ganze Zahlen zu sein brauchen,

können wir ein beliebiges, positives oder negatives Vielfaches von 2 hinzufügen,

da die Exponentialgrössen dadurch keine Änderung erleiden. Die Fundamental-

gleichungen für die Function f{u^, ... u) nehmen jetzt die Gestalt an

9

/(Mi+2«.;^,. ..«,+ 2«.;^) = /•(«„. ..M^).e"='

"
">i, ">5, 1^1, ••• \

beliebige Constanten sein, so werde eine Function

F(u„...u)

(P = i,2,...e)

durch die Gleichung

1

lefinirt. Dann ist F(u^, ...u), ebenso wie f(««,,.. «*„), durch eine beständig

convergente Potenzreihe darstellbar und genügt den 2q Gleichungen

? 9 _ _

e e _ _

,«:=! «= i

(^ = i,2,...e).

"Werden aber nun zwischen den 4p Constanten

">i, ... S^, rii, ... \
tmd

die 2p Relationen

^, ... ftj, ft,, ••• ftj

_ e

1« = S(^i»v + '*^^'«i')

(« = l,2,...p)

65*
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aDgenommen, aus denen umgekehrt

^
(^ = 1,2,. ..p)

folgt (S. 331— 332), so erhält man für F{u^,...u) die 2p Gleichungen

e

F(m, + 2ü),«,...m +2(0 «) = i!'(M„...M).e°-'
,

(p = i,2,...e)

Diese bilden das vollkommene Analogon zu den vorher aus der Theorie der

elliptischen Transcendenten für die Function Q^{u) angeführten.

Aus diesem Grunde schreiben wir von jetzt an

e(M.,...«p)

statt F(u^, ... u), sodass d(u^, ... u) eine bis auf einen constanten Factor be-

stimmte, durch eine beständig convergente Potenzreihe darstellbare Function

ist, für welche die 29 Fundamentalgleichungen

e(M.+ 2a),^,...M^+2tOg^) = e(M,,...Mj).e"-'
,

(ß—i,2,...e)

e(M,+2u.;^,...Mg+2ü,;^) = e(M.,...Mg).e"-'

bestehen.

Ist (2a)j, ... 2a), 2y],, ... 27j ) ein beliebiges System simultaner Perioden

der Abelschen Integrale erster und zweiter Art und wird

e

2a)„ = S (2»M^">„^ + 2w^<p),
^~'

(a = l,2,...rt

27j„ = 2 (2»w^vj„^+2W(,7i;^)

gesetzt (S. 334), so ergiebt sich 1

2 «a»a 2 2l)a(Ma+ "»a)

, eK+2„,„...M^+ 2«,^) = (-!)<"=• eK,...M^).e"='
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.Diese Gleichung lässt sich leicht mit Hülfe der unter den Perioden eines primi-

tiven Systems bestehenden Relationen (S. 330) beweisen. Denn unter der An-
' nähme ihrer Gültigkeit folgt mittels der vorhergehenden Fundamentalgleichungen

e(M, + 2«,,±2ü,,^,...)

(-1)« e(u„...).e''

fun ist

litbin wird

e(M.+2ü,.±2<ü,^,...) = (-1)" e(M„...).e"

Auf gleiche Weise ergiebt sich

e(M,+ 2«,.±2cu:^,...) = (-1)« e(«.,...).e"

Die als richtig angenommene Gleichung bleibt also bestehen, veenn man eine

der Zahlen m^,...m, n^,...n um eine Einheit vermehrt oder vermindert,

lie übrigen aber ungeändert lässt; sie ist daher allgemein bewiesen, da ihre

rültigkeit für m^ = 0, ... m = 0, n^ = 0, ... n = unmittelbar klar ist.

Die Functionen f(u^,...u) und d(u^,...u) hängen nach dem Vorher-

gehenden durch die Gleichung

/(»,-u>,,...Wj-a)j) = Ce(M„...Wj).« "-'

»der die damit identische
f _ _

_
- 2 ^«(Ma+ ^a)

isammen, wobei die in den Fundamentalgleichungen für f{u^,...u^) ent-

haltenen Constanten /*,,...;»„, (i[, ... ii und die Grössen ü>j, ... iü^, ij^, ... tj^

durch die Relationen

<»a = S (f»|S«»a|! + f*ij«>a|s)>

(a = l,2,...e)

^o = S (f*,?T1a(9 + f*^Vo^)

mit einander verbunden sind.
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Führt man nun in die am Schlüsse des vorigen Kapitels (S. 510) ge-

fundene Formel

^(«2/.^oyo;«i.---Mj) = 5 ^

—

ö—-e"~'

die Function Q(u^^...u) statt f{u^,...u) ein, so ergiebt sich

6(^,-^,4- W,,...) 2 l'^(«ä')a-'^'(^oyo)a}M«

E{xy,x^y^]u„...u^) = A 5— --e""'
,

e(?(,-M;, + ü).,...)

wo A eine von «^^ , ... u^^ unabhängige Grösse ist. Diese Gleichung lässt un-

mittelbar erkennen, dass bei der Bestimmung der Grössen w^, ...cü, die

später durchgeführt werden muss, die Werthsysteme {u^^...ii) in Betracht

kommen, für welche E{xy,x^y^\u^^ ...u) verschwindet und unendlich gross

wird.

Um die Grösse A zu ermitteln, geben wir den sämmtlichen Variablen

Wj, ... u den Werth Null. Dann fallen zu Folge der Gleichungen

«« = S / H{xy).äx (|3 = i,2,...{.)

die Stellen {x^yj) und (a„6„) zusammen, und aus der Formel (S. 481)

E{xy,x,y,]u,,...u^) = e"''
^''"^«^

ergiebt sich

Eixy,x,y,; 0,...0) = 1,

Daher wird

^ ^ e(-M;, + m,,...)

e(-M;,+ «>.,...)'

mithin folgt

Man sieht unmittelbar, dass der constante Factor, der zu der Function
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6(Mj, ...w) hinzugefügt weiden kann, auf die rechte Seite dieser Gleichung

keinen Einfluss hat.

Da 6(m, ...w,) als beständig convergente Potenzreihe eine eindeutige

Function der Argumente ist, so zeigt die vorstehende Formel explicite, dass

JE{xy,x^y^'^u^, .. .u) eindeutig von den Parametern u^, ... u abhängt (S. 481).

Die Function E{Ty,x^y^', u^, ... ti) ist auch in Bezug auf die Werthepaare

(ocy) und (x^y^) eindeutig (S. 481), was sich ebenfalls an dem für sie ge-

fundenen Aiisdruck erkennen lässt. Das Paar (xy) kommt nämlich nur in

den über denselben Weg {{a^bj . . . (xy)) zu erstreckenden Integralen (S. 510)

J(xy\ = w^, ... J(xy) = w

J'(xy\ , ... J'{xy)„

^Kor. Ändert man nun diesen Integrationsweg so ab, dass die Werthe der

Integrale um die einem primitiven System angehörigen simultanen Perioden

«".,5' •••2%^, Hi^J-'-H?) wachsen, so folgt

e _

9

e(-M',+s;.-2ü).^,...) = e(-w.+u)„...).e "-'

lithin wird
e

e(M,-i(,,+s.-2co.^, ...) ^ eK-M>. + s.,...) ^-„1.^^°^""

S{-w,+ w,-2w,^,...) e(-w,+ u).,...)

Gleichzeitig geht J'{xy)^ in «^'(^2/)a+ ^t]«« über (S. 374), es bleibt daher

e(-M),+u),,...)

tmgeändert, woraus sich das Gleiche für E{xy^x^y^'^u^^...u^ ergiebt. In

derselben Weise lässt sich zeigen, dass JE(iCt/, ic„?/,; w^, ...«)• seinen Werth bei

einer Vermehrung der Integrale J{xy)^ = w^, ... J{xy) = iv , J'ixy)^, ... J'{xy)^
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um die Grössen 2(i)' , ... 2ü)'
,

27)'
, ... 2rj'^ beibehält, womit die Unabhängig-

keit dieser Function von dem Integrationsweg ((a„ &„)... (««/)) und damit ihre

Eindeutigkeit in Bezug auf das Paar (xij) bewiesen ist. Durch dieselben

Schlüsse wird dieser Nachweis für das Paar (x^y^) geführt.

Wenn (20)^,... 2u) , 2yJj,
... 2y]J ein beliebiges System simultaner Perioden

der Abelschen Integrale ist, so genügt die Function Q{u^, ... u) einer Gleichung

der Form

Können nun ausser den simultanen Perioden noch andere Systeme von 2p

Grössen

der Art existiren, dass für jedes Werthsystem {u^,...u) die Gleichung

e

besteht? c, A, und im Folgenden c^ und c^, bedeuten dabei von u^,...u

unabhängige Grössen. Führen wir hier Wj+ 2u) , ... w + 2(0 „ statt u^f...u

ein, so ergiebt sich mit Hülfe der Gleichung

Q

2 2tj„^m„

die Formel
e

I ,

e(M, + 2a),^ + a,,...Mg+2a)^^ + a^) = Ac^S{u„ .. .u^) .e"-'

Wenn aber in der vorletzten Gleichung M, + a,, ...M+a statt u^,...u ge-

setzt wird, so folgt

Demnach muss |

Hi^-rtaßO'a-^'OaßK) = 2Wa1Ct (^ = 1, 2, . . . p)
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;sein. In derselben Weise werden mit Hülfe von

521

2 27jo»U„

; die Relationen

S (2r,;^a„-2u>;^6„) = 2m'^%i (ß = i,2,...e)

abgeleitet, wobei m^ und m'^ ganze Zahlen oder Null sind. Durch Auflösung

dieser 2p Relationen nach a^ und b^ erhält man (S. 331— 332)

(a=l,2,...e)

d. h. die Grössen a^, ... a^, b^, ... b bilden ein System simultaner Perioden

der Integrale erster und zweiter Art. Es giebt also nur die schon vorher

gefundenen Grössensysteme , welche die der Annahme nach für die 6-Function

bestehende Gleichung befriedigen.

Nun handelt es sich darum , die Function 6 («^ , . . . u) durch einen analy-

tischen Ausdruck darzustellen. Wir werden sehen, dass wir dazu keine

anderen Eigenschaften der Function zu kennen brauchen, als dass sie für

[alle endlichen Werthsysteme (u^,...u) den Charakter einer ganzen Function

ihat und den 2p Fundamentalgleichungen

e(M. + 2(ü,^, ...Mp+2ü>j^) = 0(M,,...M^).e'

2 2tj„^(m„+ u)„|,)

ÖK +2 ««;,„... Mg+ 2 m;^) = e(M„...M^).e

g (p = i,2,...e)

2 27);,^(m„+u.;.)

genügt. Daraus ergiebt sich sofort, dass die Function jedenfalls nur bis auf

einen constanten Factor bestimmt sein kann. Von den Grössen 2ü) . und

2ri^^ braucht nichts weiter vorausgesetzt zu werden, als dass sie den Relationen

(S. 330, (A.)) genügen, die zwischen den Perioden eines primitiven Systems

bestehen.

Abelaehe Functionen. 66
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In der Theorie der elliptischen Transcendenten wird die Function Q^{u)

zunächst auf eine Function ^^(v) zurückgeführt; setzt man

M U)'

so ist

Während Qg{u) sich bei Vermehrung des Arguments um 2ü> oder 2«)' um
einen Exponentialfactor ändert (S. 514), bestehen für Q^{v) die Gleichungen

»3(t;+l) = »,(«;),

In ganz ähnlicher Weise wollen wir nun auch in die 0- Function von

Q Variablen statt m, , ... u neue Veränderliche v^, ... v so einführen , dass

einer Änderung von

"i; W,, ... It^

um die in einer der q Horizontalreihen

2(u„, 2<ü„, ... 2a)gj,

2o),g, 2ü),^, ... 2(0^^

enthaltenen Perioden eine Vermehrung der Argumente

v„ v„ ... v^

um die in der gleichen Horizontalreihe des Systems

1, 0, ... 0,

0, 1, ... 0,

0, 0, ... 1

enthaltenen Zahlen entspricht. Dazu haben wir

M„ = 2 2«>„^^« (« = 1>2,...(>)

ß= i '
'

zu setzen, denn vermehren wir Vy um 1 und lassen v^, ... Vj,_,, v^^,, ... v un-

verändert, so wachsen u^, ... u um die Perioden 2(0^^, ... 20)^^, und umgekehrt.
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Eine derartige Zurückführung der beiden Systeme m^, ... u und r^, ... v

von je Q unabhängigen Variablen auf einander ist aber offenbar nur dann

möglich, wenn die Determinante

l">a,si (a,^ = l,2,...e)

nicht verschwindet. Denn sonst haben die zu einem beliebigen System end-

licher Grössen u^^...u gehörigen v^^...v nicht sämmtlich bestimmte end-

liche Werthe.

Aus der Definition der Perioden der Abelschen Integrale erster Art lässt

sich nicht beweisen, dass die Determinante |t«a^| von Null verschieden ist.

Es kann von vornherein nicht einmal behauptet werden, dass sie im Allge-

meinen nicht verschwindet. Ich habe früher den Beweis für das Nicht-

verschwinden dieser Determinante ausschliesslich aus den Relationen unter

den Grössen (u^^ und tj^^ (S. 330, (A.)) herzuleiten versucht, gelangte jedoch

damit nicht vollständig zum Ziel. Es konnte auf diese Weise nur gezeigt

werden, dass es unter den möglichen Systemen der Grössen u)„» solche giebt,

leren Determinante von Null verschieden ist. Im weiteren Verlauf der Unter-

suchung stellte sich jedoch mit Hülfe der Eigenschaften der Thetafunctionen

leraus, dass für jedes primitive System von simultanen Perioden der Integrale

erster und zweiter Art die Determinante
|

a)„o
|
nicht verschwindet. Dies gilt,

renn die Gleichung /"(«, y) = d des algebraischen Gebildes wirklich vom
lange q ist. Lassen wir aber die Constanten in dieser Gleichung solche

fWerthe annehmen, für die |w„^| gleich Null wird, so erniedrigt sich der

Rang des Gebildes.

Wir gehen nun zvir Untersuchung dieser Determinante über.

66"
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Die Determinante |<«>a«|-

Im sechzehnten Kapitel ist gezeigt worden, dass sich für die 2q Abel-

schen Integrale erster und zweiter Art

J{xy\, ... J{xy)^, J'{xy\,

ein primitives System simultaner Perioden

2«»;.,

2( '«9'

2^„

2".,,,

2">ju

2>lu,

2i'l,j,

21^;.,

2">p„, 27)'
,

2V'

2^,I??

bestimmen lässt. Um nun die eben aufgeworfene, wichtige Frage zu be-

antworten, ob die aus den Grössen

. (U
"9'

">?.) "*ft. •

gebildete Determinante

l*»««!

?e

(«,/»= 1, 2,. ..p)

verschwinden könne, zeigen wir zunächst, dass wenn dies der Fall sein sollte,

sich jedenfalls eine von Null verschiedene Determinante dadurch bilden lässt,

dass man eine hinreichende Anzahl geeignet gewählter Verticalreihen des

vorstehenden Systems durch die gleichstelligen Verticalreihen des Systems
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t

tu.

«»fl> «J.»
••• «"jg

ersetzt.

Hängen 3p Grössen P^, ... P, P^, ... P', j»j, ...jo durch die 2q Glei-

chlingen
« e

-Py = Si'a'^or. -P;=Si'a«>ay (y = l,2,...p)

zusammen, so erhält man mittels der Relationen (S. 332, (B.))

e

y= I

I

(^^«)

I
zwischen P^, ... P^ P[, ... P' die q Gleichungen

y

2 (a)„,P;-«.;,P,) = 0, (a = l,2,...p)
y= i

end sich p^, •••Po ^^^t Hülfe der Formeln

1 P

-S-i^ati = 2(^ay-P;-11ay-Py) (« = 1, 2, . . . p)
^ y= i

rch P,, . . . P darstellen lassen. Es sind daher P^,...P. P[^... P' nur dann

sämmtlich gleich Null, wenn auch alle Grössen jo^, ... p diesen Werth hahen.

t

Verschwindet nun die Determinante |«>a^| dadurch, dass sich ihre sämmt-

hen Elemente ia^^ einzeln auf Null reduciren, so ist P^ = 0, ... P = 0,

thin können die q Gleichimgen

p; = 0, p; = 0, . . . p; =

nur befriedigt werden, wenn jede der Grössen p^i...p gleich Null gesetzt

wird, d. h. es ist in diesem Falle die Determinante

|«>;,s|
(a,p==l,2,...j)

Ton Null verschieden.

Ist aber zweitens die Determinante |«)a|,| gleich Null, ohne dass der eben

behandelte specielle Fall eintritt, so wählen wir unter denjenigen ihrer Unter-
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determinanten, die von Null verschieden sind, eine möglichst hohen Grades

aus. Sie sei vom r*"* Grade, wo r auch gleich Eins sein kann, und aus den

Elementen der «j*'", . . . a^*"" Horizontalreihe und der /J/™, . . . jS,.*'" Verticalreihe

von |«>a«| gebildet; /3^^j, .. ß seien die von /S^, ... ß^ verschiedenen der Zahlen

1, 2, ... p. Dann verschwinden alle Grössen P^, ... P, wenn wir p^, ...p so

bestimmen, dass P» , Pg , ... P« gleich Null sind. Sobald daher die Werthe

von ^,, -..p die Gleichungen

P^
0, ... P^,, = 0, P^,,. = 0, ^K

befriedigen, was jedenfalls für ^, = 0, ^, = 0, ... w = der Fall ist, so sind

sämmtliche Grössen P^, ... P gleich Null, und aus den Relationen

2S (">ay ?/-<"«/-?/)

ergiebt sich

«c^p, P^. + '»«p, P^, + ••• + «>«(?, P^, = (.. = 1,2,. ..e).

Behalten wir von diesen q Gleichungen nur diejenigen r bei, in denen

a = «j, .. . «^ ist, und berücksichtigen, dass die Determinante

• • t • •

nicht verschwindet, so folgt

P^^ = 0, P^, = 0, ... P^^ = 0.

Für jedes System p^^ •• Pni das den Gleichungen

^P. = 0, Pßr - 0, P^, =0, ... Pß =

genügt, sind daher aUe Grössen P^^ ... P , P[, ... P' gleich Null. Dies

zu Folge der Relationen

ist

Pa-^i = S(^«y-Py-^ayPy)
y= i

nur für p^ = 0, .../»= der Fall. "Wenn aber das Gleichungssystem

P,,_0, ... P„,-0, Pj„. = 0, ... Ff^ =

I



DIE DETERMINANTE
|
iü„|, |. 527

nur dadurch befriedigt werden kann, dass p^i-.-Pg sämmtlich gleich Null

angenommen werden, so ist die Determinante

I
"»l^, • • • «>l^, ">l^r+, • • • "»l^o

»ep, • • • ">e^, ">e^,+. • • • ">e^„

von Null verschieden.

Auch das Ergebniss des zuerst behandelten Falles, bei dem alle Elemente

der Determinante |«>a|j| einzeln verschwinden sollten, ist für r = als Grenz-

fall hierin enthalten.

Das gegebene primitive System simultaner Perioden

'i/ji 2«)„*, 2y!,., ... 27)?' ''??

(^ = i^2,...e)

2(o;^, ... 2u)^^, 27);^, ... 27)^1,

sst sich auf mannigfaltige Weise durch ein anderes ersetzen, für welches

jenfalls die Relationen (A.) auf S. 330 bestehen, aus denen die vorher be-

itzten folgen (S. 331— 332). Im Speciellen kann dies dadurch geschehen,

SS für

27]jx, ... 27J^,,2o>ix> ••• 2«)^^,

|0 X eine bestimmte der Zahlen 1, 2, ... q bezeichnen soll, die Perioden

2«,;^,... 2o)', 27); 2>Jpe«

igeführt werden, und an die Stelle der letzteren

- 2o>,x) • • • - 2«Jjx, - 27),^, • • • - 27),

treten (vgl. S. 326). Denn setzen wir

px

»avi = «>«X) ^a ^ax
(a = l,2,...p)

^ax = — T^a

und für jede von x verschiedene Zahl ß

"ttjli lai* — ''laßt

»Oj»! ''laß = ^oj9)

(a=l,2,...p)



528 SECHSUNDZWANZIGSTES KAPITEL.

80 geht jeder der Ausdrücke

e _ _ _ _

= 1

0=1

9 _ _ _ _

wenn y ^ /3 ist, in eine Summe über, die zu Folge der unter den Grössen

*"o«» "*!«» 'ia,*) ''laß
bestehenden Gleichungen den Werth Null hat; ist aber

y = j3, so verschwinden die beiden ersten Ausdrücke identisch, während der

dritte gleich

wird. Dabei kann ß auch gleich x sein.

Durch wiederholte Anwendung dieser Vertauschung ergiebt sich unmittel-

bar das gesuchte Resultat. Es seien a^, ... a^, und ß^,...ß^ die oben be-

stimmten Zahlen aus der Reihe 1, 2, ... p, für welche die Determinante

nicht Null ist, so werde für ß = ß^, ... ß^

'^aji *"o/J) ^ia/9 '(«1^1

<"a;9 = «"«,9. '^iccß = yiaß

und für ß = ß,^,,---ß,

""?

"-ß

"*«/?) 'io/J — fo/ä

"ofi» ''/«j»
~

'tafl

(« = l,2,...p)

(a = l,2,...p)

gesetzt. Dann bestehen unter den Grössen ä^ ,
ä'

, ^_^ , -^[^ die Relationen

= 1

S (^a,?«>;y-Ä„|,Tj„y) = 0,

«='
( -Y' (-P = W

I
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und es ist

"«l?!

">i^, ••• <"ip, "»1^,+. ••• ">i^„

"?^. • • '"eßr '"e^r. ^^o

von der Determinante auf der rechten Seite ist aber bewiesen worden (S. 527),

dass sie nicht den Werth Null hat.

Die Function 6(«j, ...m), die wir im vorigen Kapitel definirt haben,

genügt den 2p Fundamentalgleichungen (S. 516)

e(M,+ 2(u.^,...Mj+2(Ug^) = e(M,,...Mg).e
S 2r,„|,(l«„+ (o„^)

U {§ = \,2,...Q)

e(M,+ 2«,;^,...M,,+ 2a>;^) = 0(M.,...M^).e"-'

Wir müssen nun noch untersuchen, wie sich diese Formeln ändern, wenn

die Argumente u„ statt um 2ü)„^ und 2u)^^ um die simultanen Perioden 2<J5„g

und 2(5^^ vermehrt werden. Führen wir wieder

ü>' , = — u>„v , f,' = — r,„"aX ! 'ioy. '/ccx

Bin, während für jede von x verschiedene Zahl /3 die Grössen u)^„, u)' , yj^^,, yj'

lit (u„„, tu' , Tj^^, Y)' übereinstimmen sollen, so ergiebt sich

e(M,+ 2ü>,^,...M^+2(Up^) = e(M,,...My).e'

ö(«i+2w;^,...M^+2u);^) = e(M.,...M^).e

2 2r]„„(Mo + m„|,)

2 2^;„(«„+ mU)
x = l

'

)enn ist ß von x verschieden, so sind diese Gleichungen mit den vorher-

gehenden identisch; ist aber /3 = x, so sind sie gleichbedeutend mit den

Formeln

e(M.+ 2tu;.,,...M +2ü);,j = 0(M,,...M„).e'
S 2rj^,.(«a+ ">Ly.)

- 2 2r,„^(M„-m„x)

e(«.-2ü,.^,...M^-2ü,^,J = e(M„...M,J.e "-•

Zu Folge der Definition der Perioden 2(5^», 2<ü^«, 2^„„, 2-^' erhält man
Abelache Functionen. 67
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daher

e(M,+2ä>:^, ...M^+25;^) = e(M„...Mg).e"-*

sodass die Fundamentalgleichungen, denen die Function Q{u^,...u^) genügt,

ihrer Form nach ungeändert bleiben, wenn man statt 2«)^^, 2(o^^, 27]„^, 2y]^^

ein anderes System simultaner Perioden in der angegebenen Weise einführt.

Es wird sich zeigen, dass zur wirklichen Darstellung der Function

Q{u,...u) irgend 2q simultane Periodensysteme ausreichen, für welche die

Relationen

= 1

l (ß^Y)

(-3- (P = w

bestehen und die Determinante |ü)„.| nicht verschwindet.



Siebenundzwanzigstes Kapitel.

Einführung der Function b{v^,...v^).

Die Grössen &^„ und
yi^„,

die am Schlüsse des vorigen Kapitels ein-

geführt worden sind, mögen jetzt einfach mit u)„^ und 7]„^ bezeichnet werden.

Setzt man die Determinante

|">„^|, (a,ß = l,2,...Q)

deren Werth also von Null verschieden ist, gleich (u, und ferner

so folgen aus den Gleichungen (S. 522)

Q

«a = S 2<Ü„«V« («=1,2,...(.)

die nachstehenden:

^t>
= i^»a (ß=l,2,...,).

Es ist a. a. (). bereits erwähnt worden, dass wenn man die Grösse v^ um 1

vermehrt und die übrigen Grössen des Systems {v^, . . . v) ungeändert lässt,

u^ um 2u)„y vermehrt wird. Auch ist sofort zu sehen, dass man auf keine

andere Art eine Vermehrung von u„ um 2(ü„j, bewirken kann; d. h. die beiden

auf S. 522 angegebenen Periodensysteme der Grössen u^ und v^ entsprechen

einander vollständig. Bezeichnet man nun

e(M„...M^),

67*
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als Function von v^, ... v betrachtet, mit

so ergeben sich aus den ersten q der für die 6 -Function aufgestellten

Gleichungen (S. 521) die folgenden:

Q(v„v, + l,...v.) = eiv^v^.-.v^.e"-'
2 27)„,(M„+ a)„,)

Z 2ti„„(m„+(u„„)
a^i

Führt man in die Summe
e

a = 1

für die Grössen u„ ihre Ausdrücke durch v^, ... v ein, so ergiebt sich

Wird sodann
e

S"»««^ay = s.y (^,y = l,2,...e)
a= l

gesetzt, so besteht zu Folge der Gleichung (S. 530)

die Relation

und man erhält

^r? — ^?r>

e 9

y= i

Man kann demnach die Exponenten, die auf den rechten Seiten der für die

6 -Function gefundenen Formeln auftreten, durch die Grössen auf den rechten

Seiten der eben aufgestellten Gleichungen ersetzen.

Es lässt sich nun zeigen, dass durch Multiplication mit einem Expo-

nentialfactor aus der Function d(v^,...v) eine periodische Function gebildet
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werden kann. Durch die Gleichung

werde eine homogene Function zweiten Grades von v^,...v eingeführt, so

hat man bei beliebigen Werthen der Constanten ft,, f*,, ... (i

oder, da e^^ — t^^ ist,

e(v, + ft„...t;„+ft^)-£(t'„...v^) =^ S2Vf*(*f*y + S4sy^f*,,«y

Mithin ergiebt sich

2 2v*c(2t;y + ;t,).

y=:l

Setzt man daher .

roraus umgekehrt

folgt, so erhält man

Man kann also in der That aus der ursprünglichen Function

9(m,,...m^)

herleiten, die in Bezug auf jedes einzelne Argument, unabhängig von den

eine andere
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Übrigen, periodisch ist und zwar mit der Periode 1. Die Function b{v^,...v)

ist als beständig convergente Potenzreihe von v^, ... v darstellbar, da 8(«*,, ... u)

in Bezug auf u^, ... u diese Eigenschaft hat (S. 516). Jedes aus den Perioden

des Systems

1, 0, ... 0,

0, 1, ... 0,

0, 0, ... 1

durch Addition und Subtraction zusammengesetzte Periodensystem hat die

Gestalt
(i„ 0, ... 0,

0, ;*.,

0, 0, ..

wo ftj, ...jit beliebige ganze Zahlen sind

0,

Wie sofort ersichtlich ist, erhält

man bei gleichzeitiger Vermehrung von v^, ... v um ft^, ... (i^

Diese Eigenschaft der 9 -Function, auf welcher ihre Darstellbarkeit in Form

einer Fourierschen Reihe beruht, hat im Wesentlichen ihren Grund in der

Gleichung

d. h. in dem einen System von Relationen, die unter den Grössen ü)„|, und

T]„^ bestehen.

Es soll nun untersucht werden, welche Eigenschaft der Function ö(Vj, ... v)

sich aus dem zweiten für d{u^,...u) gefundenen Gleichungssystem (S. 521)

Q

e(M,+ 2ü,;^,...M^,+ 2ü,;^) == eK,...»^).^"-' (p = i,2,...e)

ergiebt. Es mögen, wenn

Ml, •
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sich um die Grössen

ändern. Da

^i/?» ••• ^g/«

_ 4 HayK
^r = 2

ist, so ergiebt sich

t,. = 2g. HalKß ^ _ ^ W«i<L
'^""«-^x "> '

T,
^^ a^. «>

'

^a« = 2
i, («")y« <"y|?

(<.,^=l,2,...e).
r=i

Für diese Grössen bestehen, wie jetzt bewiesen werden soll, die Relationen

^ß^ =- t„^ (a,ß=l,2,...Q).

Ans den Gleichungen zwischen den Perioden 2tt>„^ und 2u}'„ß (S. 332 (B.))

2 «»«yw^r == 2 "»«/"»or
y= i r = i

folgt sofort

2 Hrfa We« ">*y ">ey = 2 W.»a (">)e« «ey <"*y (a, |J = 1, 2, . .
. f).

r,o,t y,d,s

(Tun ist

(">)<»« «><» _ j
(y ^ «)

0=1
''

(
<u (y = «)

^ , ^ ( (y ^ ^)

e= i ( u>, (y = /J)

mithin wird

2 We« «»Eo "> = 2 (">)*« «»i« "» (a, P = 1, 2, . .
. e).

<) = i

Da nun die Determinante u) von Null verschieden ist, so erhält man, wie be-

hauptet.

^^o — "^«1»
(«,|J=l,2,...p).

Diese Beziehungen sind also eine einfache Folge eines anderen Systems der

unter den Perioden 2u)„^ und 2a)^|, bestehenden Relationen.
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Es werde jetzt untersucht, welche Veränderung die ö-Function erfährt,

wenn man die Variablen

V,, ... v^

um

vermehrt. Zunächst erhält man

Nun ist (S. 533)

Nach der Definition der Grössen t„^ hat man aber

y= i

mithin folgt

Wird
für /3 ^ d

{S,ß) =
1 für ^ = d

gesetzt, so lässt sich ein drittes der unter den Perioden bestehenden Gleichungs-

systeme in der Form

a=l a=i

schreiben. Mit Hülfe hiervon ergiebt sich

e (tJ, + T., ,...«„+ T^) - £(t;., ... v) = Tzi{2Vi + xss) + 22
ril,,

<u„«(2t;^ + x^j)

und daher, wenn man die Gleichung

benutzt.
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Demnacli erhält man das Resultat

Nunmehr seien

V, , ... v^

beliebige ganze Zahlen oder Null, und es werde

n

S"^^«« = ^a (a = l,2,...e)

gesetzt. Dann folgt, wie jetzt bewiesen werden soll, durch wiederholte An-

wendung der vorhergehenden Formel

fix wollen annehmen, diese Gleichung gelte für ein gewisses System der

ahlen v^, ... v , und zeigen, dass sie auch noch gilt, wenn man die /3'° dieser

/iahlen um eine Einheit vermehrt oder vermindert. Es treten dann

die Stelle der Grössen
T,, ... Tj.

)arau8 ist ersichtlich , dass die Vermehrung der Zahl v^ um ± 1 einer Ver-

lehrung der Grössen

v„ ... v^

lleichkommt. Nun ist nach der bevtäesenen Formel

mithin, wenn

< = T„ ± -„,, (a = 1, 2, . . . e)

gesetzt wird.

Bezeichnet man das veränderte Grössensystem v„ mit v'„, sodass

v' ^ V
",

"
(a = l,2,...e; a^p)

Abelscbe Fanctionen. 68
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ist, SO erhält man

folglich

Der für

aufgestellte Ausdruck bleibt also bestehen, wenn irgend eine der Zahlen v„

um 1 vermehrt oder vermindert wird, und da er gilt, wenn sämmtliche Zahlen

v„ gleich Null sind, so ist er allgemein richtig.

Die eben bewiesene Formel kann noch mit der auf S. 534 gefundenen

zu der allgemeineren

vereinigt werden, in der (i^, ... (i , v^, . . . v beliebige ganze Zahlen oder Null

bedeuten. Wir hätten diese Gleichung auch aus der ebenfalls auf induc-

tivem Wege bewiesenen Formel (S. 516)

2 l^<.v„ i 2ii)„(m„+ (b„)

e(M.+ 2«,„...M^+2u.p = (-1)«=' e(M.,...Mp.e"-'

in der

"»« = S (f»/9">«,? + l'(?<|9))

ist, durch Übergang von der Function Q{u^,...u) zur Function d(v,, ... v^)

herleiten können.



I

Achtundzwanzigstes Kapitel.

Darstellung der Function xi{v^, . .. v ).

Um die für die ö- Function aufgestellten Formeln zur Entwickelung

dieser Function zu verwenden, schicken wir einige Erörterungen über die

^ Darstellung einer Function durch eine trigonometrische Reihe voraus.

Es sei V eine reelle, zwischen den Grenzen und 1 gelegene Variable

id (f(v) eine in dem Intervall (0... 1) stetige Function, die nur eine end-

Iche Anzahl Maxima und Minima besitzt, so ist nach dem Fourierschen

Lehrsatz

Ire die Zahl n alle ganzzahligen Werthe von — oo bis + oo durchläuft. Dabei ist

C'o — 2"^»'

C„ = ~iA„-iB„), ^{Ä„+iS„), («>0)

vmd

An den Grenzen und 1 liefert die Reihe den Mittelwerth von cp(0) und

(p(l). Ist cp(v) für alle endlichen reellen Werthe des Arguments als stetige

Function mit der Periode 1 definirt, so gilt die obige Entwickelung von <f(v)

68*
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für alle diese Werthe von v. Dabei ist es gleichgültig, ob cp(i;) eine reelle

oder complexe Function ist; denn der Satz besteht für eine complexe Func-

tion, wenn er für ihren reellen und ihren imaginären Bestandtheil gilt.

Nun werde angenommen, dass die Function cp(v) auch noch für alle

im Endlichen gelegenen, complexen Werthe des Arguments definirt sei, für

diese den Charakter einer ganzen Function besitze, und die Periode 1 habe;

dann soll gezeigt werden, dass die obige E-eihenentwickelung auch für com-

plexe Werthe von v den Werth der Function giebt.

Es sei

V == t + si,

wo t und s reell sind. Dann kann

als eine complexe Function der reellen Grösse t betrachtet werden, welche

für alle endlichen Werthe von t stetig ist und die Periode 1 hat. Diese

Function lässt sich daher in der Form:

entwickeln, wo

ist. Wird

gesetzt, so folgt

C'n = f\{t + Si) e dt

CL = Ce-^'''''

^e-'^''^^'''''^^'dL

Wenn nun die Entwickelung für complexe Werthe von v dieselbe sein soll

wie für reelle, so muss dieser Werth von C^ mit dem vorher angegebenen

übereinstimmen, d. h. es müssen sämmtliche Coefficienten C von s unab-

hängig sein. Unter dem Integi'alzeichen steht eine analytische Function von *;

denn sowohl ^{t-k-si) als die Exponentialgrösse sind in beständig convergente

\
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Potenzreihen von s entwickelbar. Man kann daher die Ableitung von

C^ nach s durch Differentiation unter dem Integralzeichen bilden. Wird

zur Abkürzung

mithin

gesetzt, so folgt demnach

¥- = '

"0

i

I
<]i'{t + si)cU = i((j>(l + si)-<];(si)).

Da nun die Functionen (f{v) und e
^"*"^* beide die Periode 1 haben, so ist

t}*(l + si) = ^(«0»

folglich

d. h. C^ ist von s unabhängig. Das Integral C^ muss aber, als stetige Func-

tion des Parameters s, stets denselben constanten Werth haben; es ergiebt

sich daher für s =

*7i"0

d. h. die Coefficienten C_ in der Reihe

<?{t + si) = 2C„e ^^ '

n

haben unter den über die Function 9 (v) gemachten Voraussetzungen die-

selben Werthe wie in der für reelle Argumente v gültigen Entwickelung

/ \ -«7-1 /-T 2nvT:i

n

Dieser Satz lässt sich nun leicht auf Functionen von mehreren Veränder-

lichen ausdehnen.*)

*) Vgl. für das Folgende Bd. U S. 183—188 dieser Ausgabe.
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Die Function

habe für jedes beliebige System endlicher Werthe der Argumente v^,...v

den Charakter einer ganzen Function und in Bezug auf jede einzelne Variable

die Periode 1. Wenn v^,...v reell sind, so lautet der Fouriersche Satz

über die Entwickelung dieser Function:

wo das Zeichen S die q - fache Summe , ausgedehnt über die Zahlen n^, ... n
,

bedeutet, deren jede alle ganzzahligen Werthe von — oo bis +00 durchläuft.

Diese Entwickelung gilt zunächst, wenn jede der Grössen v,,...v in dem

Intervall (0...1) liegt; da aber die Function '^{v^, ... v ) in Bezug auf jede

Variable die Periode 1 hat, so besteht die obige Gleichung für alle end-

lichen reellen Werthe der Argumente. Die Coefficienten werden durch die

Formeln

bestimmt. Man kann nun ähnlich wie in dem Falle einer Variablen beweisen,

dass die eben betrachtete Entwickelung der Function cp (v^, ... v ) auch gilt,

wenn man für «,, ... v beliebige complexe Werthe einführt, da vorausgesetzt

worden ist, dass die Function (f(v^, ... v^) auch für solche Werthe den Cha-

rakter einer ganzen Function hat; und zwar sind die Coefficienten C^ ^

dabei in derselben Weise wie für reelle Argumente zu berechnen. Be-

trachtet man nämlich <f{t^ + sj, . .. t^+s i) als Function der reellen Variablen

t^, ... t , so kann nach dem Vorhergehenden für beliebige reelle Werthe der

Grössen *, , ... s

(II) !•

gesetzt werden, wobei

ist. Um nun zu zeigen, dass diese Coefficienten von ä^, ...* unabhängig
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sind, setze man zur Abkürzung

543

Q'JJ

so folgt, da man aus denselben Gründen wie für den Fall einer Variablen

(S. 540— 541) auch hier unter dem Integralzeichen difFerentiiren kann,

d<!^{t^ + sj, ... tg + s^i)

dt
dt, ...dt

= i f ...
j \<!^{1 + s,i, t, + sj, ...) - ^{s,i, t, + s,i, ...)\dt,

.

»4 "n

dt„

"0 "0

Weil aber die Function '^{t, + sj, t^+ s^i) in Bezug auf t, die Periode 1

hat, so ergiebt sich hieraus

dC„

ÖS.
0,

d. h. die Coefficienten C^ „ sind von «. unabhängig. Ebenso wird auch

die Unabhängigkeit von den Grössen s^,...s bewiesen. Man erhält daher,

wenn man ä., ... s gleich Null setzt,

^«....«.^/•-/^(^.••g«-^''''*'-*--'''^'«^"*^^. .dt„

Damit ist gezeigt, dass die Entwickelung der Function <p(v., ...v), die für

reelle Werthe der Argumente gilt, unter den gemachten Voraussetzungen auch

für complexe "Werthe der Veränderlichen bestehen bleibt.

Man hat hiemach folgenden Satz:

»Eine für jedes System endlicher Werthe der Veränderlichen v,,...m

eindeutig definirte Function cp(Vj, ...v) ändere ihren Werth nicht, wenn ein

beliebiges ihrer Argumente um eine Einheit vermehrt wird, während die

übrigen unverändert bleiben; und sie besitze überall den Charakter einer

ganzen Function, sodass sie als beständig convergirende Potenzreihe von

V,, ... V darstellbar ist. Dann lässt sie sich auch stets in der Form

{")

' ^n, ...fio^

2(n,i;,H f-w^^j)™»
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darstellen , wo ??j , ... n alle ganzen positiven oder negativen Zahlen mit Ein-

schluss der Null durchlaufen. Die Coefticienten C„ „ sind von v , . . . v

unabhängige Grössen, und zwar ist

Der hier mit Hülfe des Fourierschen Theorems geführte Beweis dieses

Satzes kann auch ohne Voraussetzung desselben aus den Fundamentalsätzen

der Theorie der gewöhnlichen Potenzreihen abgeleitet werden. Aus den

Gleichungen

<f(v,+ l,v„...v^) = <f{v„v v^),

folgt die allgemeinere

in welcher w,, w,, .-. n beliebige ganze Zahlen bedeuten.

Setzt man nun

\<f{v„v„...v^) + {^{-v„v„...v^) = t?„(f,,f„...t'j),

sin 2t;, TT
~ 'fiK^u'>^i, •^q),

so ist auch

^,{v, + n„v,+ n„ ...v^+n^) = ?o(«,, «^2. ••• «'(,)>

Die Function 9„(v,, ...t') ist als eine Potenzreihe von v^,...v^ in der nur

gerade Potenzen von r, vorkommen, darstellbar; dasselbe gilt aber auch von

cpj(v,, . . . V ). Denn die Function
00

verschwindet bei beliebigen Werthen von v^^...v für v, = und v, = y,
also auch, wenn v, = ~ ist, wo m eine ganze Zahl bedeutet. Nur für diese

Werthe von v^ wird aber sin2v,7c gleich Null, und zwar mit der Ordnungs-
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zahl 1. Daraus folgt, dass sich 9, (f,, •••«„) in eine beständig convergirende

[fc Potenzreihe von v,,...r entwickeln lässt, die wir erhalten, indem wir die

vorstehende Reihe für den Zähler von 9^(1;^,...«) mit der für hinlänglich

kleine Werthe von
1 1»,

|

geltenden Entwickelung

I

^ ' ^ +v\nv\)
sin 2t;, TT v, | 2ir

mnltipliciren. So ergiebt sich

V =

Zugleich ist ersichtlich, dass wenn in der Entwickelung von ^(v,, ...v„)

nur gerade Potenzen einer der Grössen v^,...v vorkommen, auch die Ent-

wickelungen von ^„(v,, •••%) und 9,(v,, ...v„) nur solche Potenzen dieser

Grösse enthalten.

Hiemach kann man

1=0 »=0

setzen, wobei man auf der rechten Seite statt r, auch eine der anderen

Variablen bevorzugen darf.

IFür

9 = 1 hat man

ür p = 2 erhält man zunächst

e.=

ad hieraus, da

ist,

9K^\) = ± ± (siii2„.r)^'(sin2t;,r)''^(t>:,t;i) ,.

Für p = 3 ergiebt sich weiter

9(Vr,v„v,) = ± ± (sin 2v,u/'(sin 2v,iz)''^(v\, v], v,\^
t, = e,=

Ak«Iach« Fanctionra, 69
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und daher, wenn ^{vIjvIjvJ^ ^ auf die Form

gebracht wird,

So fortfahrend erhält man allgemein

«PK,..-V = ± S ••• 2 (Sin2t;.u)^'(siii2i>.u)''...(sin2t,^:r/?^(t;j,...t;p

wobei sämmtliche Reihen

als Functionen von v^, ... v betrachtet, dieselbe Beschaffenheit wie
<f («,, ... v)

haben.

Wird nun eine dieser Functionen herausgehoben und mit

bezeichnet, so lässt sich zeigen, dass sie nach Potenzen von cos 2«^ ir, . .

.

cos 2 t) TC entwickelt werden kann.

Es seien «,,...« unbeschränkt veränderliche Grössen, so bestimmen wir

zu jedem Werthsystem (*,, ... s^) ein Werthsystem (»,, ... v^) der Art, dass

cos2t;jir = s,, cos2j;,it ^ Sj, • . . cos2?;^7t = s^

wird, und definiren eine Function (];(•*,)•••*) durch die Gleichung

Dann hat <^{s^,...s) für jedes System endlicher Werthe von *,,...* einen

bestimmten endlichen Werth. Denn ist {v[, ... v') irgend eines der unend-

lich vielen, zu einem Werthsystem {s^,...s) gehörigen Systeme iv^,...v\,

so werden alle übrigen durch die Formeln

I
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regeben, wo n^, ... n beliebige ganze Zablen bedeuten. Hierfür ist aber stets

?K.---Vo = ?«,••• «'Po.

also ({^(.Sj, ... .s ) eindeutig bestimmt. Ferner gebort zu jedem System end-

licher Werthe *j, ... s auch ein gleiches System (v^,... v), und es hat daher

[.auch die Function (}*(*j, ...*) einen endlichen Werth.

Nun sei (?j, ...s) irgend ein bestimmtes System der Grössen 5^, ... s und

,(i),, ...v) eines der zugehörigen Werthsysteme der Grössen v^, ...r. Wir

(nehmen s^ hinlänglich nahe bei s^ an und bringen, um einen die Gleichung

cos2t)„it = s„

befriedigenden, in der Nähe von v„ gelegenen Werth von v^ zu erhalten, diese

Gleichung auf die Form

C03 2r„it — cos2t;„Tr = s„— s„

.oder

C03 2i;„ir(c03 2(tJ„— 1)^)^— 1) — sin 2 v„ir sin 2 («„—!;„) it = S„— s„,

[woraus sich, wenn sin2v„'re nicht gleich Null ist,

lergiebt. Ist aber sin2v„'n: = 0, so wird

K-VaY = ^(Sa-sJ,

[tmd entwickelt man dann 9(v,, •••vV nach Potenzen von

v,-i7„ ... v^-v^,

so enthält diese Reihe nur gerade Potenzen von v^—v^. Denn ist z. B.

8in2Vjic = 0, also v, = ~, so hat man (S. 544)

oder

Hf+(''--x)'---4=''(f-(-.-f)'" ".),
s

69*
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und daher

Daraus folgt, dass sich 9(v,, ...v)„ in beiden Fällen mit Hülfe der Gleichung

auf die Form

bringen lässt, sodass man in der Umgebung jedes im Endlichen gelegenen

Werthsystems (s^, ...s)

hat. Es besitzt also ({<(*j, ... .s ) im Endlichen überall den Charakter einer

ganzen Function und lässt sich somit durch eine beständig convergirende

Reihe

darstellen. Aus der Definition von tj;(.yj, ... 5 ) ergiebt sich mithin

für jedes System endlicher Werthe von v^, ... v .

Setzt man nun, unter t^, t[, ... t , t\ unbeschränkt veränderliche Grössen

verstehend,

*i = ^1 + <i , ... s^ ^ t^+ t^,

so geht ^o(.s,, . . . s) in eine beständig convergente Potenzreihe

m, <;,... <„g

über, aus der man für

«^a — 2
«

> 'o — 2
*

erhält.

Wendet man dieses Resultat auf jede der in dem obigen Ausdruck (S. 546)

von <f(v,, ...f^) vorkommenden Potenzreihen ^K, •••v*),
^

an, so ergiebt
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sich, dass auch <p(v,,...v^) durch eine Reihe von der vorstehenden Form dar-

gestellt werden kann. Jedes Glied dieser Reihe ist das Product aus einem

Exponentialfactor

2(n,v, + "-+ njV„)it»

in welchem n^, ... n ganze positive oder negative Zahlen oder Null sind, und

einer von v^,...v unabhängigen Grösse, und da die Reihe unbedingt con-

vergent ist, so kann man alle Glieder, für welche das System der Zahlen

Wj,...M dasselbe ist, in ein einziges zusammenziehen. Auf diese Weise er-

hält man

(«) ' '^

und zwar ist diese Reihe ebenfalls unbedingt convergent.

Die Reihe ^{t^,t[, ...t^t') ist ferner, wenn jede der Grössen t^,t[, ... t .t'

auf einen im Endlichen liegenden Bereich beschränkt wird, für alle alsdann

zulässigen Werthsysteme dieser Grössen gleichmässig convergent. Daraus

folgt, dass auch die vorstehende Reihe für alle Systeme {v^,...v) eines end-

lichen Bereiches dieselbe Eigenschaft hat. Mithin ist das p -fache Integral

sollen, für ein gegebenes System ganzer Zahlen {v^^...v) gleich

also ergiebt sich

Damit ist der vorher mittels des Fourierschen Theorems bewiesene Satz auf

eine andere Art begründet.

Nun hat die Function ^{v^,...v) dieselben Eigenschaften wie die im

Vorhergehenden mit <^{v^^...v) bezeichnete Function, denn sie ist in der

Form einer beständig convergirenden Potenzreihe darstellbar (S. 534) und hat
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in Bezug auf jede Variable die Periode 1. Man kann daher

setzen, und es handelt sich jetzt darum, die Coefficienten

genauer zu bestimmen. Multiplicirt man beide Seiten dieser Gleichung, in

der V,, ... V bei der Integration reelle Werthe zu durchlaufen haben, mit

wo wie früher (S. 537)

ß= l
'

gesetzt ist, so folgt mit Hülfe der Relation

9

die Gleichung

'n,...»j-

Nun kann man durch ganz ähnliche Schlüsse wie auf S. 542—543 be-

weisen, dass das p- fache Integral von x^, ...x unabhängig ist, und erhält

mithin

Die rechte Seite ist eine Constante, die mit S bezeichnet werden soll; dann

ergiebt sich

V

T.i 2 W„T„

womit die Bestimmung der Entwickelungscoefficienten auch für die ö-Function

vollständig durchgeführt ist.



DARSTELLUNG DEK FUNCTION »(«j,...»^).

Setzt man den Werth von C'^ ,_„ ein, so folgt

551

Nun ist aber auf S. 521 gezeigt worden, dass die Function 6(Mj,.,.m), aus

welcher die Function yi(v^,...v) abgeleitet wurde, nur bis auf einen con-

stanten Factor bestimmt ist; man kann daher S = 1, mithin

* ('0

setzen, womit auch über die willkürliche Constante in der Function 6 («,... m
)

verfügt ist, da die Gleichung (S. 533)

bestehen bleiben soll.

Für e = 1 ergiebt sich hieraus die Darstellung der elliptischen Theta-

function öj(v) in der Form

n

[Da die Zahl n alle Werthe von — oo bis +oo durchläuft, so kann man —n
[für n setzen und erhält dann

n

[Addirt man diesen Ausdruck zu dem ersten und dividirt durch 2, so folgt

^.W = S«'""^cos2nv7r = 1 + 2 2 e
Ttjn'x

COS 2nvK.

Auf eine ganz ähnliche Form lässt sich auch die Entwickelung der

l^ö-Function von q Variablen bringen. Es werde

gesetzt, sodass x("i»"-^e) ^^^^ homogene Function zweiten Grades der ganzen

Zahlen w^, ... n^ ist. Dann ergiebt sich
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Jede der Zahlen \, ... n durchläuft unabhängig von den übrigen alle Werthe

von — CO bis + CX3 ; daher ist auch

Addirt man jetzt wieder die beiden Ausdrücke und dividirt durch 2, so folgt

^
. (») ^ ^

Aus der Gestalt dieser Reihe ist ersichtlich, dass sie einen hohen Grad von

Convergenz besitzt.

Besonders hervorzuheben ist, dass in der Reihe ausser den Variablen

Vj, ... V nur die Constanten x„^ auftreten, die aus den Grössen ü)„» und <o„ß

zusammengesetzt sind (S. 535), während die Grössen 7]„„ und rj^. nicht vor-

kommen.

Aus dieser für die ö-Function geltenden Reihe kann man mit Hülfe

der Gleichung

e(tt.,...«^) = e'(''---V.o(„„...c^)

eine Entwickelung der Function Q{u^,...u) ableiten, wenn man die Grössen

Vj, ...V durch u^,...u ersetzt (S. 531). In dieser werden aber auch die

Grössen ij^^ auftreten, denn sie kommen in den Coefficienten der Function

vor (S. 533).

Die Function

xK,...n.,) + (2w,f, + --- + 2w r )iri = r.i'^n„n.T„. + Tzi';^2n„v„

in den Exponenten der Reihe für die 0- Function ist eine homogene Function

zweiten Grades von

«,, ... v^, «,, ... »»(,,

in der aber v,, ... v nicht mit einander multiplicirt oder zur zweiten Potenz

erhoben vorkommen. Bei der Entwickelung von B [u^, ...u^) tritt im Expo-

nenten des allgemeinen Gliedes die Function

x(n.,...n^) + (2n.t), + --- + 2MgV^)ui + e(i;,,...»^)
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auf, also eine vollständige homogene Function zweiten Grades der 2p Argu-

mente. Bezeichnet man sie nach Einführang der Variablen u , . . . u statt

Vj, ... V mit g{u^^

.

. «* ; w^, . . . wj, so erhält die Entwickelung von 6(m,, ... u)

die Form

Das hier auseinandergesetzte Verfahren zur Herstellung der 6 -Function

ist genau dasselbe, welches ich in den vierziger Jahren gefunden habe.*)

Göpel und Rosenhain haben sich gleichzeitig mit mir mit den Abelschen

Functionen zweier unabhängigen Variablen beschäftigt und sind zu derselben

Form ihrer Darstellung gelangt, aber auf einem anderen Wege. Die Reihe

^e aw^ + 6w + c

in der b und c als lineare Functionen einer Variablen u betrachtet werden,

während a eine Constante bedeutet, war den Schülern Jacobi's sehr geläufig;

sie geht z. B. für

7 Mirt
-Kl = TTtr, = • = 2vTzt, c =

tu

in die Function öj(w) über (S. 551). Göpel und Rosenhain kamen nun auf

den glücklichen Gedanken, sie in der Form

: ZU verallgemeinern, wo a, a', a" Constanten, b, b' und c dagegen lineare Func-

I

tionen zweier Veränderlichen u^ und u^ sind. Sie gaben auch die Bedingung

dafür an, dass diese Reihe beständig convergent ist, und stellten mit ihrer

Hülfe periodische Functionen her.

Mir war die Entwickelung

j:e
n''zr.i+ 2nvr.i

für die Function ^^{v) und die entsprechenden für die anderen elliptischen

Thetafunctionen geläufiger als die eben erwähnte Jacobische Form. Es lag

*) Vgl. Bd. I S. 131 dieser Ausgabe.

Abeliche Fsnctionen. 70
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mir daher nicht nahe, denselben Weg einzuschlagen wie Göpel und Rosen-

hain. Ihr Verfahren, für zwei Variable die ö- Function in einer bestimmten

Form von vornherein anzunehmen und aus ihr periodische Functionen zu

bilden, bietet übrigens bei Verallgemeinerung auf mehrere Veränderliche

grosse Schwierigkeiten dar; für mehr als drei Variable ist es überhaupt

noch nicht durchgeführt worden. Auf den von mir eingeschlagenen Weg
wurde ich durch die Analogie mit der Theorie der elliptischen Functionen

in dem Punkte geführt, dass sich die Integrale erster und zweiter Art durch

Logarithmen von nicht verschwindenden ^-Functionen darstellen lassen (S. 374).



Neunundzwanzigstes Kapitel.

Beweis für das Nichtverschwinden der Determinante \o>„ß\.

Der Übergang von der Function B(u^^...u) zu der Function ö(v,, ...v^)

erforderte (S. 523), dass die Determinante |«)„^| einen von Null verschiede-

nen Werth hat. Es würde daher, wenn ein bestimmtes Periodensystem

(2ü)„^, 2(o\, 2rj„„, 2i(]L) gegeben ist, zunächst zu untersuchen sein, ob sie

nicht etwa für dieses System verschwindet. Nun wird für 9 = 1 in der

Theorie der elliptischen Functionen gezeigt, dass keine der Grössen 2u) und

12«)', die zusammen ein primitives Periodenpaar bilden, jemals verschwindet.

Tür die Perioden der Abelschen Integrale

Jixy\, ... J{xy\

lässt sich ein analoger Satz begründen, der folgendermassen lautet:

Sind für die Integrale erster und zweiter Art

Jixy\, . . . J{xy\, J'{xy\, . . . J'{xy\

irgend 2p Systeme von je Ig zusammengehörigen Perioden

'«?

2«:,

2«;,

2">et, 2ri,p ..

2«>g,, 2rj;, ..

2«^^, 27);„ ..

'*\ou

2^)'
,

H'??

so bestimmt, dass die Relationen (A.) auf S. 330 bestehen, so hat die De-

70*



556 NEUNUNBZWANZIGSTES KAPITEL.

terminante

">11 ••• "^IQ

%. • • • %e

stets einen von Null verschiedenen Werth.

Das vorstehende System der Grössen (o„^, u)L, iQ„^, "»jL werde mit

bezeichnet, und es bedeute, wenn x eine der Zahlen 1, 2, ... p ist,

das Grössensystem , welches aus (ui, -q) hervorgeht, indem jedes Glied der

X*™ Reihe durch das gleichstellige der (p + x)*™ Reihe und zugleich das letztere

durch jenes mit entgegengesetztem Zeichen ersetzt wird.

Ferner werde mit (u))" die Determinante bezeichnet, in welche w über-

geht, wenn das System (o), rj)"'' an die Stelle von («),'/j) tritt.

Dann lässt sich zuerst zeigen, dass wenn für das System (">, '»]) die De-

terminante u) nicht gleich Null ist, auch sämmtliche Determinanten (u))* von

Null verschieden sind.

Es war (S. 535)

^K^ (.,^ = 1,2,..,,)

gesetzt worden, daher ergiebt sich

Unter der über die Determinante ta gemachten Annahme verschwindet also

auch keine der Determinanten ((o)"", wenn die Grössen x^,^ nicht gleich Null

sind. Die Reihe

(«)

(S. 551) ist für alle endlichen Werthsysteme (f,, ... v^) convergent, also auch

für das specielle System

V, = 0, . . . v^ = 0.
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Man betrachte nun die Gesammtheit der Grössen, die durch den Ausdruck

dargestellt werden, wenn n^, ... n unabhängig von einander alle ganzen Zahlen

von — oo bis +00 durchlaufen. Sondert man alle diejenigen aus, für welche

jede der Zahlen w^, ... n zwischen zwei Grenzen

— N und +N

liegt, so muss es aus dem eben angegebenen Grunde möglich sein, nach An-

nahme einer beliebig kleinen positiven Grösse d die Zahl N so gross zu

wählen, dass jede der übrig bleibenden Grössen ihrem absoluten Betrage

nach kleiner als d ist. Daraus folgt, dass für einen hinreichend grossen

Werth der ganzen Zahl x

sein muss , wenn man für v^ , ... v irgend ein System bestimmter ganzer Zahlen

(annimmt, die nicht sämmtlich gleich Null sind. Denn welchen Werth auch

haben möge, immer sind unter den Zahlen

XV,, XV,, ... XVg,

abald der absolute Betrag von •/ eine gewisse Grenze überschreitet, solche

vorhanden, die nicht zwischen —N und +iV liegen. Daraus ergiebt sich nun

Tweiter, dass der reelle Theil der Grösse

[negativ sein muss. Nimmt man insbesondere eine der Zahlen v„ gleich

Eins, alle übrigen aber gleich Null an, so findet sich, dass die reellen

Theile von

"n. "m. ••• ",?e

sämmtlich negativ sind, sodass also keine der Grössen

'h I ^JJ ! • • • ^Jf
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und somit auch keine der Determinanten

HS (0,)% ... (o,)«

gleich Null sein kann.

Nunmehr werde von dem Grössensystem («u,^)) nur angenommen, dass

für dasselbe die Relationen

a = 1

i {rLf Ky- <!, ri'ay) = 0, (ß, y = 1,2, . .
. g)

bestehen und dass eine Function B(Mj, ...u^) existire, die für alle im Endlichen

gelegenen Werthsysteme den Charakter einer ganzen Function hat und den

29 Gleichungen

e(M, + 2tO,^,...Mg+2(üg^) = 0(M,,...Mg).e''
,

genügt (S. 516).

Wir bezeichnen, wenn Xj,Xj,. .. beliebig viele Zahlen aus der Reihe

1, 2, ... p sind, wobei es gestattet sein soll, dass jede einzelne wiederholt vor-

komme, mit

das Grössensystem, welches aus (w, yj)' durch dieselbe Operation hervorgeht

wie ((o,T^f* aus (tü,rj); ferner mit

dasjenige Grössensystem, welches aus («),'»])
' * durch dieselbe Operation her-

vorgeht wie («J, vj) ' aus («),7]); u. s. w.

Femer werde mit (w) ' ' die Determinante bezeichnet, in welche u)

übergeht, wenn das System (u), v]) durch (tu, tq
)*'"'

ersetzt wird.
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Wt Wie im sechsundzwanzigsten Kapitel bewiesen worden ist, existirt nun

jedenfalls ein System (u),7j)' " "", für welches die Determinante («))

'

I einen von Null verschiedenen Werth hat (S. 529). Bezeichnet man die Ele-

mente desselben mit w««» "^„«j ">'
,
^'

, so gelten für die Function Q(u^,...u)

auch die 2p Gleichungen (S. 530)

Ö(«.+ 25:^,...t'^+2(ö;^) = S(u„...u^).e''

Nach dem eben Bewiesenen ist also auch

für einen beliebigen Werth von x^^j nicht gleich Null. Daraus folgt weiter,

dass jede Determinante

einen von Null verschiedenen Werth hat, wenn man von den Zahlen

\^---\+s ^® ** ßJ^sten so wählt, dass (tu)' ' nicht gleich Null ist, die

ihrigen aber willkürlich annimmt. Nun lässt sich aber zeigen, dass in dem

irrössensystem

(a>,7))''''-''''-'^+'
•••*'+»,

ie auch x^, ...x^ gewählt sein mögen, das ursprüngliche (u), tj) enthalten

Bt. Denn es ist für jeden Werth von x das System

(o>,7i)**** identisch mit («>,i'i),

Iso auch, wenn x^, ... x^_j, x,,, beliebig angenommen werden,

(u),T|)'''
•••'"'-''''"'*"'''"'*"'

identisch mit (u), t)
)*'•••*"-'.

Daraus folgt, dass bei beliebigen Werthen von x^, ... x^ das System

mit dem zuerst angenommenen identisch wird, wenn man ä ^ 3r und für die

Reihe der Zahlen x^^^ . . . x^^ die folgende annimmt

:

"r\ "r \-i ^r-i '^r-i • • "l ''i ''i •
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Hiermit ist bewiesen, dass auch die zu dem ursprünglichen System (<ü,v]) ge-

hörige Determinante m einen von Null verschiedenen Werth hat.

Die 49" Grössen

2(o„j, ... 2o)„g, 2(u;,, .. . 2u);^ (o! = l,2,...e)

und

2tj„j, ... 2t(„„, 2/,;^, . .. 2r;;g, (« = 1,2,. ..p)

die gleich den Werthen der Integrale jH{xy\dx und jH\xy)^dx (a = 1,2, ...p)

sind, wenn die Integration über die Kreise K^,...K^ K[,...K' erstreckt

wird, bilden ein primitives System simultaner Perioden dieser 2q Integrale

erster und zweiter Art (S. 337). Jetzt soll gezeigt werden, dass es keine

reellen ganzen Zahlen ft^, . . . ft, , v,, .. . v giebt, welche, ohne sämmtlich gleich

Null zu sein, den q linearen homogenen Relationen

;^i">„, + "- + ftpU)„„+ v,(u;, + --- + v^^uj;,^ = (« = i,2,...e)

genügen. Daraus folgt dann, dass die 2p' Grössen

2(u„j, . .. 2u)„„, 2u);,, ... 2«);^ (« = 1,2,. ..p)

für die Abelschen Integrale erster Art allein ein primitives Periodensystem

bilden (S. 336).

Mit Hülfe der Formeln

Q

ergiebt sich, wenn wieder

y-

gesetzt wird,

" {<^)af

und
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Existiren also reelle ganze Zahlen (i^, ... « , v^, ... v . für welche

^ät, so genügen diese Zahlen den q Gleichungen

m f»,j + V = 0' (^ = 1,2,. ..p)

und umgekehrt. Oder wenn

^ai» — faß + *^a|»

gesetzt wird, wo t„^ und t'^^ reelle Grössen sein sollen, so müssen ft^, ... /( ,

v^, ... V. die 2^ Gleichungen

.,,,., n (^ = 1,2,. ..p)

befriedigen.

Um zu zeigen, dass die Determinante dieses Gleichungssystems von Null

verschieden ist, schicken wir folgenden Hülfssatz voraus. Sind «/j, ... y^ be-

logene lineare Functionen von k Variablen x^, ... x^ mit reellen Coefficienten,

id ist die Determinante dieser Functionen gleich Null, so lassen sich stets

Systeme reeller ganzzahliger Werthe von a;^, ...a;^ angeben, welche nicht

Bämmtlich gleich Null sind und für welche jede der Functionen y,, ... y^

einen Werth erhält, dessen absoluter Betrag unterhalb einer beliebig klein

ingenommenen, positiven Grösse liegt.*)

Ist die Determinante der Functionen y^, ... y^ nicht gleich Null, so kann

lan a;,, ... a;^ als homogene lineare Functionen von y^^ ... y^ darstellen; es ist

Mäher unmöglich, für ganzzahlige Werthe von a;,, ...a;^, die nicht alle ver-

schwinden, die zugehörigen Werthe von y,,...«/^ sämmtlich dem absoluten

Betrage nach beliebig klein zu machen.

Verschwindet dagegen die Determinante, so mögen zunächst den unab-

hängigen Variablen a;,, ... x^ reelle Werthe zwischen und 1 beigelegt werden;

dann sind die zugehörigen Werthe von y^,...yi endlich, d.h. es lässt sich

*) Vgl. Bd. III S. 117—119 dieser Ausgabe.

AbalMha Faaetitiiaa. 71
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eine positive Grösse G so angeben, dass für

0<a;, <1, ,..0<a;i<l

die absoluten Beträge von y^,, ... t/^ sämmtlich kleiner als G sind. Zu Folge

der über die Determinante gemachten Voraussetzung kann man mindestens

einer der Variablen x^, ... x^, z. B. a*,, einen beliebigen ganzzahligen "Werth n^

geben und dann x^,...Xj^ so annehmen, dass y^ = 0, . . . y^ = wird. Sind

dann n^,...nj^ die grössten, in den so bestimmten Werthen von x^^.-.x,^

enthaltenen ganzen Zahlen, und werden die Werthe, welche die Functionen

y , ... y^ für x^ = n^, ... a*^ = n^ annehmen, mit iV^, • N^ bezeichnet, so ist

2VJ<:(?, ... \N^\<G.

Nun sei S eine beliebig kleine, positive Grösse und m^,...mj^ die giössten

ganzen, in -r-i •'• -^ enthaltenen Zahlen. "Wird dann

gesetzt, so ist

mithin

N, = m,ö + d„ ... N, = m,d-v8,

0<tf, <*, ... 0<di. <:d,

I'mJ<-^ + i> ••• l'«il<y + i-

Jedem bestimmten Werth von d entspricht demnach nur eine endliche An-

zahl möglicher Systeme (»»„ ...m^. Wenn man daher für die ganze Zahl n^

mehr Werthe annimmt, als die Anzahl der möglichen Systeme (w, , . . . wj^^)

beträgt, so muss man mindestens zwei verschiedene Systeme (w,,...wj er-

halten, zu denen identische Systeme (m,,...»«J gehören. Bezeichnet man

nun zwei solche Systeme von n^,...n^ mit (w^, ...w^) und (w", ...w^) und die

zugehörigen Werthe von y^., ... y^ mit iV,', ... N'^ und N", ... iV^', so ist für

die reellen ganzzähligen Werthe x, = n[ — n"., ... ^t = ^i— ^i'

mithin

\yA<2S, ... |2/ii<2d,

womit der Hülfssatz bewiesen ist.
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Aus der Annahme, dass die Determinante
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Wählt man hierin für {v^,...v) ein Werthsystem , wofür b{v^,...v) nicht

Null ist, und setzt /t^, ...u, v^,...v gleich den eben bestimmten ganzen

Zahlen, für welche |ft, + xj, ... |ftg+T
|
kleiner als e sind, so können die ab-

soluten Beträge der linken Seiten dieser g Gleichungen durch passende Wahl

von e beliebig klein gemacht werden, während wenigstens eine der Grössen

]
— 2i','ni|, ...

\

— 2v %i\ nicht kleiner als 2tc ist.

Demnach ist die Determinante der obigen 2q Functionen nicht gleich

Null, woraus sich sofort ergiebt, dass auch

\taß\ {a,|3 = l,2,...e)

nicht verschwindet, was für manche Untersuchungen von Wichtigkeit ist.

Daher lassen sich die 2q linearen homogenen Gleichungen

nur durch die Werthe p, = 0, . . . ^^ = 0, v^ = 0, ... v^ = befriedigen, d. h.

es existiren keine reellen, ganzen Zahlen jt,, ... u , r,, ... v^, die nicht sämmt-

lich gleich Null sind, für welche die q Relationen

gleichzeitig bestehen. Dies ist aber der zu beweisende Satz,

Hieraus ergiebt sich auch, dass man für eine Abelsche Function

(S. 461— 462) nicht sämmtliche Periodensysteme aus irgend welchen r von

ihnen durch Addition und Subtraction ableiten kann, sobald »•<2p — 1 ist.

Denn angenommen, es sei r<2(» — 1, und es seien

(2ß,j,... 2fl^J (X = l,2,...r)

r Periodensysteme der Function, durch die alle übrigen Systeme in der an-

gegebenen Weise dargestellt werden können, während sie selbst sich nicht

weiter rediiciren lassen. Ist dann

(2ü)„., ... 2(ü„g, 2«;,, ... 2(ü;^), (« = i,2,...e)

oder wenn
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gesetzt wird,

(2u)„,, ... 2ü)„p, 2u)„_g^,, ... 2u)„,,j) (a = l,2,...(.)

das vorhin betrachtete primitive Periodensystem der Abelschen Integrale erster

Art, so lassen sich reelle, ganze, von « unabhängige Zahlen m^^ so be-

stimmen j dass
r

«ay. = 2 '»-/.i Kx (x = 1, 2, . .
. 2e)

1 = 1

ist, wo »»XI' •••'"xr ^^ keinen Werth von x sämmtlich verschwinden. Die

Determinante

|»Wx
!

(x,X=l,2,...r)

r r

der r Aggregate ^'"a^ai»"- S "*r;i^<<A
i^* ^*^^ Null verschieden, da sonst

zwischen w^j, ... to^^ q lineare homogene Gleichungen mit ganzzahligen Coeffi.-

cienten der Form

Jf.<ü„, + J[f, «>„, + ••• + ilf,o>„, = (« = i,2,...e)

bestehen würden. Daher giebt es r reelle, rationale Zahlen \^ ... \^ welche

nicht sämmtlich gleich Null sind und die Gleichungen

r

2 »»xi^x = »»r+i.i (1=1,2,. ..r)

X=:l

erfüllen, mithin wird
r

">«,r+i = S ^x «>ox (« = 1, 2, . .
. p).

x= i

Setzt man nun

K = - '«-
*x — TT i

Kr...

wo JBCj, ... JK",, ÜT^^, reelle, ganze Zahlen bedeuten, von denen ausser Ä"^^, wenig-

stens noch eine von Null verschieden ist, so ergeben sich die Gleichungen

Ä-, a)„,+ .-. + Z,u)„,+ Z,+. «„,,+, = (« = 1,2,. ..p).

Da aber die Grössen 2(ü^,, ... 2ü)^ , ein primitives Periodensystem der Abel-

schen Integrale erster Art bilden, so führen diese Gleichungen ebenso wie

die vorangehenden, zwischen cu ,, ... ü> ,.
bestehenden auf einen Widerspruch.

Eine Abelsche Function von q Variablen ist also in der That 2(»-fach

periodisch. Dies kann auch mit Hülfe der vorangeschickten Betrachtungen

aus der früher (S. 465) erwähnten Abhandlung gefolgert werden.



Dreissigstes Kapitel.

Die allgemeinen Thetafunctionen.

Auf Grund der für die Function f{u^^...u) geltenden Gleichungen

(S. 515)

/•(«,+ 20),^, ...Mp+2tüjj,) = f{u„...ti^).e"~'
'

e . (ß = l,2,...Q)

S 2Ti:,|,(M„+u);,^)-fij,M

in denen jt^, ...;»,, ft^, ...ft' Constanten bedeuten, lässt die 9 -Function eine

Verallgemeinerung zu. Es war

_ e

">« = S (f»,*">o/» + f*i«">ö,»).

_ 9

gesetzt und dann 6 (2«,, . . . 2<^) durch die Gleichung

e _ _- 2 laK+ u'a)

deiinirt worden (S. 517). Die Fundamentalgleichungen für die Function

f{u^,...u) unterscheiden sich von denen der Function S(u^,...u^) (S. 516)

nur durch das Auftreten der die Parameter f*,, ... ft^, (*',,••• f*^
enthaltenden

Factoren

e'^'f'^' und e'''^'"' iß = 1,2,. ..q).
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Wir wollen daher auch f{u^^ ••• «J eine 6-Function, und zwar die Ö-Function

mit den 2p Parametern /i^, ... «
, ft|, ... ft' nennen und

setzen, wobei C eine Constante sein soll; dann ergiebt sich

Es möge nun die Summe

2 pa(»a + -2-"'a)--jf*«'*«'^^|

mit

7) («,,... M^jft,^')

bezeichnet und die bisher willkürliche Constante C so bestimmt werden, dass

e(M,,...M^;ft,(t') = 8(w,+ iü,, ...j<^,+ ü>^,).e'
-ti(m,,...m„; fi,^')

ist.

Am Schlüsse des achtundzwanzigsten Kapitels haben wir gesehen, dass

die Entwickelung von 6 (m^, ...««) auf die Form

W

gebracht werden kann, wo ^(«^j, ... « • w,, ... w ) eine homogene Function

zweiten Grades ist. Demnach erhalten wir für 6(Wj, .. . m
;

ji, /*') eine Summe

^^(?(u,,...Mg;n,,...w^)

(»)
'

in der G^(«j, ... « ; w^, . . . w^) eine nicht homogene Function zweiten Grades

ihrer 2 p Argumente bedeutet.

Nun liegt die Frage nahe, ob bei willkürlicher Annahme einer allge-

meinen Function zweiten Grades G(w,, . .. m; m^, ... w ) durch die Summe

2«
(»0

ö(m,,...m^; n,,...«g)

in der, wie vorher, w^, ... w unabhängig von einander alle ganzen Zahlen von

— oo bis +00 durchlaufen sollen, eine analytische Function von u^^... u mit
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den charakteristischen Eigenschaften einer Thetafunction definirt wird. Damit

diese Reihe für ein beliebig angenommenes System endlicher Werthe von

Mj, ... u^ convergirt, müssen die Coefficienten der Function G(u^, ... u ]n , ... n )

so beschaffen sein, dass der reelle Bestandtheil von

für reelle Werthe von w^,. ..w, die nicht sämmtlich gleich Null sind, be-

ständig negativ ist; und ist diese Bedingung erfüllt, so stellt diese Reihe eine

transcendente ganze Function von «f^, ... u^ dar. Der Beweis für diesen Satz

soll hier übergangen werden.*) Ferner darf die Determinante

d'G

du„dn^
{cc,ß = i,2,...e)

nicht verschwinden, da sonst die Summe nach Multiplication mit dem Factor
g-w («,,... M^; ,... ) ^ gj^j^g Function von weniger als p Argumenten übergeht.

Zunächst betrachten wir den speciellen Fall, dass an die Stelle der all-

gemeinen Function eine homogene Function zweiten Grades g{u^, . . . u : n^, . . . n)

tritt, deren Coefficienten die beiden vorher aufgestellten Bedingungen er-

füllen, und setzen zur Abkürzung

^ = 9{»i,---;n„...)„,

dn.

Dann ist die Summe

—— — g{u^, ..,; Wj, ...)j+a'

(a = l,2,...p)

Sf(u,,...Mg; M„...nj)

eine für alle endlichen Werthsysteme der Veränderlichen m,, ... m in Form

einer beständig convergenten Potenzreihe darstellbare analytische Function,

welche wieder mit

e(M„...Mj)

bezeichnet und die allgemeine 9-Function ohne Parameter genannt

*) Siehe Bd. III S. 115—122 dieser Ausgabe.
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werden möge. *) Die für die Convergenz dieser Reihe erforderliche Bedingung

kann jetzt so ausgesprochen werden, dass bei reellen Werthen von n^, ... w
,

die nicht sämmtlich gleich Null sind, der reelle Theil von 5» (0, ... 0; »,,... n
)

beständig negativ sein muss, während die zweite unter den Coefficienten von

g{u^, ... u ; n^, ... n) bestehende Bedingung aussagt, dass die aus den Coeffi-

cienten der Q linearen homogenen Functionen g(u^,...u: 0, ...0) , oder was

dasselbe ist, aus denen der Functionen g{0, . . .0; n^, .. . n )^ gebildete Determi-

nante nicht verschwindet.

Aus der Relation

g{u„ ...;»„...) = -^2 JM« .9(w., • . .; w,, . ..)„ + n„g(u„ . . .; w„ .

.

.\^^\

folgt, wenn (m^, . . . w^), (w^, ...w^) und (A^, . . . A^) drei zunächst beliebige Grössen-

systeme sind,

g{u^ + w„...; w. + A.,...) = 9{u^, ...; n„ .. .) + -^(u^ + ^w„)g(w„ ...; A„...)„

[woraus sich nach Einführung von — A für A und n -]- k für n
1 <D a u a a u

giu, + w„...; w,,...) = g{u„...; «, + A,, ...) +2K + vM'„)gr(w,, ..,; -A., ...)„

[ergiebt.

Jetzt mögen x^, ...x beliebige Grössen sein, w^, . . . w aber aus den

[linearen Gleichungen

fif(w.,...;-A,,...),Q+a 2x„Tzi (a = 1, 2, . . . e)

(bestimmt werden, die mit Hülfe der Relation

die Form

g(w„...;0,...\^„ = 2x„7:i + (7(0, ...; A„...)^^„ (a=l,2,...p)

annehmen. Da die aus den Coefficienten der Functionen q(w , ...: 0, ...)

*) Vgl, für das Folgende Bd. m S. 54—62 dieser Ausgabe.

AbelBche Fnnctioneii. 72
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gebildete Determinante der Voraussetzung nach von Null verschieden ist, so

erhält man für w^, ... w lineare homogene Functionen von x^, . . . x , A^, . . . A
,

sodass

tv„ ^i^^ß'^afi + ^^ßKß) (« = l,2,...j)

gesetzt werden kann. Durch die Gleichungen

5r(«ü., ...;-A„...)„ = W„, (« = 1,2,...«.)

d. h.

Sr(M;.,...;0, ...)„-sf(0, ...; A,,...)„ = W^,

in denen w^,...w die eben bestimmten Werthe haben sollen, mögen nun

die Grössen W^,... W eingeführt werden, so ist W^ ebenfalls eine lineare

homogene Function von x,, ... x , A^, ... A , und zwar sei

W„ = SCS'^^vj^^ + aA^Ti;^) (a^i,2,...e).

Dabei sind die Grössen «)„„, w'
, rj^,, tj^^ rational aus den Coefficienten der

Function g{u^^ ...u\n^^...n\ zusammengesetzt.

Da in der homogenen Function ^'(Mj, ... 2<: w^, ... «) nvir (»(2() + l) will-

kürliche Coefficienten vorkommen, so müssen p(2p — 1) Relationen unter den

4?° Grössen u)^„, to' , 7]„„, tj^^ bestehen, die sich leicht aus der in der Gleichung

ausgesprochenen Eigenschaft einer quadratischen Form 9 (^»1? • •• a; ) herleiten

lassen. Denn sind (Xj, ...x') und (A'^, ...A') zwei beliebige Grössensysteme , so

ist für die quadratische Form g{w^^ ...; — A^, . .
.)

a

= 2f<6'K.---;-'^:,---)«-^aö'K.-";-'iu---)o+«!-
a

Setzt man mithin

S(2x;,">„^ + 2A;,a,;^) = <,
?

I*

so erhält man >
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Zu Folge der Willkürlichkeit der Grössen x^, A^, x^, A^ ergeben sich hier-

aus die 9(2p — 1) Relationen:

e

2 ("naßKr-^^aß-riay) = 0,

(ß^y)

= 1 |__^ (|3
= y)

und umgekehrt geht die allgemeine Relation auch aus diesen speciellen

wieder hervor. Dieses System von q{2q — 1) Gleichungen entspricht dem auf

S. 330 (A.) gefundenen, und es lassen sich aus ihm auch für die hier be-

trachteten Grössen ü>„,, w' , yj^., tj' die Gleichungen (B.) auf S. 332 herleiten.

Die Formelsysteme (A.) und (B.) werden also nicht dadurch bedingt, dass

2u)^., 2u)^., 2y]„., 2yjL Perioden der Abelschen Integrale erster und zweiter

Art sind.

Nimmt man nun die bisher noch beliebigen Grössensysteme {n^,...n),

(x , . . . X ), (Aj, . . . A ) sämmtlich als ganzzahlig an, so folgt

Ve^("»+'*"--'; *") = Vg
</(«,,...; W,+ X,,...)+ STfa(M(,+ YW'a) + S2xa(w„+ Y;la)T:i

(»)

!d. h.

(«)

eK+M;,,...) = (-1)« eK,...).e«

Als Specialfälle sind hierin die 2 p Fundamentalgleichungen für die

6 - Function

eK + 2a,.^,...) = e(M.,...).e«

eK+2a>;^,...) = e(«.,...).e»

enthalten.

Wir kehren jetzt zur Betrachtung der Summe

,G(u,,...Mj;n„...ng)

72*
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zurück, bei der die im Exponenten auftretende Function G {u^, . . . u^; 71^, , . . nj

eine allgemeine, nicht homogene Function zweiten Grades ihrer sämmtlichen

Argumente bedeutet, für welche die für die Convergenz erforderliche Bedingung

erfüllt ist und die Determinante -ä—3— nicht verschwindet. Es werde

gesetzt, wo g{u^, . . .] n^, . . .) eine homogene Function zweiten Grades,

g^(u , ...] n , ...) eine solche ersten Grades und g^ eine Constante sei. Aus

der Eelation (S. 569)

in der ((*',...;*') ein System willkürlicher Grössen sein soll, ergiebt sich für

w = 0, . . . w =0

g(u„...; w.,...) = fifC«,,...; n, + -^(i[,...)-'^Kg{0,...; ^(i[,...)„

a ^

mithin wird, da für die homogene Function ersten Grades die Gleichung

besteht,

ö(m.,...; M.,.,.)

Die Grössen ft',, ... jt' bestimmen wir nun mittels der linearen Gleichungen

^(0,...;-!^;, ...)„= ^, (« = 1,2,. ..e)

in denen die rechten Seiten Constanten sind; unter der über die Determi-

nante
I

g-^^-^1 gemachten Voraussetzung ist dies stets möglich (S. 569). Füh-
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ren wir femer q neue constante Grössen (i^, ... (i^ ein , indem wir

I
^-fl-CO,...; Ik, •••),+«= fta't* (a = i,2,...e)

setzen, so erhalten wir

wobei ^j eine von u^, ... u^, n^, ... n unabhängige Grösse ist. Hieraus er-

giebt sich, wenn e ° mit C bezeichnet wird,

2e^ "•••'"••'' = C^e
(>) (n)

Die durch diese Reihe definirte Function hängt ausser von den p(2p + l)

in ^(Mj, ...; Wp ...) enthaltenen Constanten noch von den 2^ Constanten in

g^{u^, . . .', n^, . . .) und von g^ ab, und in der That treten in der Entwickelung

auf der rechten Seite zu den Constanten der Function g(u^, . ..', n^, ...) noch

die 2p + 1 Grössen C, (t„, fi^ hinzu, welche man bei passender Bestimmung der

Coefficienten in G(u^, ...] n^, ...) willkürlich annehmen kann.

Wird nun durch die Gleichung

m ff («1, •• •;»»i+yftl. •) + "»' 2 f*«K+yf»'o)

die allgemeine 6-Function mit den 2p Parametern /»,, ... ft , (*j, ... ft'

definirt, so ist Q{u^,...u: ft, ft'), abgesehen von einem von «*j, ... u unabhän-

gigen Factor, die allgemeinste Function, die aus der Reihe

^g(?(M,,...;w,,...)

(»)

entspringt. Die vorher betrachtete Function Q{u^,... u) ist gleich 6 (u^^ ••u : 0, 0).

Die allgemeine 9 -Function mit Parametern lässt sich nun wieder auf

die ohne Parameter zurückführen. Sind nämlich (u^„, w', 7]_^^, tj' die oben

definirten, rational aus den Coefficienten der Function ^(m^, .. .; w,, ...) ge-

bildeten Grössen, und wird

^

(of=l,2,...p)
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gesetzt, so ist (S. 569 und 570)

und

folglich

= 9(m.,
•••;«!+ Yi^i."0 + '^^S/*«K+ yfta) + SpaK+ y<"«)-T '*«'*«''*}*

Führt man nun die Function 7](m^, ... m
;
jt,;*') durch die Gleichung

S j^cK+y ">a)-x'*« '*«''*
I

= ^K> •••"?; J*>^')

ein, so wird

Diese Beziehung zwischen den beiden allgemeinen 9 -Functionen entspricht

derjenigen zwischen den speciellen 6 -Functionen, die wir zu Anfang dieses

Kapitels (S. 567) aufgestellt haben.

Es sollen jetzt die wichtigsten Relationen für die allgemeine 8 -Function

mit Parametern abgeleitet werden, und zwar wollen wir zunächst den Zu-

sammenhang zwischen zwei 6-Functionen mit verschiedenen Parametern unter-

suchen. Wird entsprechend der Definition von ü)„ und r^^

"*

_ (a=l,2,...p)

gesetzt, wo (v^, ...v) und (v^, ...v') zwei Systeme von beliebigen Grössen

sind, so bestehen die Relationen
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Aus der Gleichung

folgt nun, wenn w'^ statt w„ und w„ + -g- (f*! + "D s*^^** ^„ eingeführt wird,

mithin erhält man

" a " " a

+ 7i(M,,...;v,v'),

roraus sich

rgiebt.

Sind (j9j, . . . ö ) und {q^^ ••q^ zwei beliebige Systeme von ganzen Zahlen,

folgt aus der Darstellung von 8(«j, . .. e<
; ft, ft') durch die Summe

unmittelbar

= i

2e
(»)

eK,...;ft+2i),ft'+2g)

= 8(M„...;^,^').e "

da bei der Summation die ganzen Zahlen n^^ q^i n+ q durch n,, ...»^
e 2?
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ersetzt werden können. Hieraus erhält man die beiden Relationen

e(«,,...; ft, ft'+2g) ::=: (Mj
, . . . ;

(l,(l')

und

S{u^,...;n + 2p,n') = &{u^,...;fi,(i').e "

Führt man femer die Grössen 2u)^, 27]^ durch die Gleichungen

**

(a = 1, 2, . . . e)

ein, so folgt aus der Relation zwischen zwei 6 -Functionen mit verschiedenen

Parametern

7i(M,,...; 2i5,22)-7ti23afi«

0(m,+ 2ü)„ ...; ,t,^') ^ e(M„...; ^ + 2p,^'+22).e

1 («*1 . • • ; 2i), 2 3)+ jr« 2 (i^ß (i'a - äa (^o)

Nach der Definition der Function 7](«*j, ...; ;*,;*') (S. 574) ist nun

7j(m„..,; 2p, 2q) = S {2Y)„(M„ + a)J-25„g„Tri},

sodass sich

eK+2<«„...;^,,i') = (-1)" e " 0K,...;^,ft').«"

ergiebt. Wenn also in 6(2*^, . . .;
jt, ft') die Argumente u^^...u um die

Grössen 2«)^, ... 2to vermehrt werden, so ändert sich die Function um einen

Exponentialfactor.

Im Besonderen ergiebt sich, dass für 6(Mj, ..
.;

ji, ft') die 2p Fundamental-

gleichungen

0(M,+ 2a),^,,..Mg+2u)j,^; ft,ft') = e'^f''' %{u„ . ..u^; ^, ii') .e
"

,

e(M,+ 2ü,;^,...M^+2(u;^;^,^') = e
''?''' &(u„ ,..u^; 11, fi') .e

"

(ß=l,2,...Q)

befriedigt werden (vgl. S. 566—567). Hieraus lässt sich durch dieselben

Schlüsse wie auf S. 520— 521 folgern, dass es keine anderen Systeme von
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Grössen (2«)^, ... 2u) , 2y]j,... 2TrjJ giebt, für welche eine Gleichung der Form

e(u,+ 2m„...; (i,fi') = Ce(M„...;ft,ft').e"

besteht, als die in den Formeln

2>Ja = S(2iJ^V*+23,^T);^)

für specielle Werthe der ganzen Zahlen p^, ••p„, g^, •• g^ enthaltenen.

Die 2(> für die Function Q(u^, ... u : (i,ii') aufgestellten Gleichungen sind

für diese charakteristisch, d. h. wenn eine Function f(u^,...u) für alle end-

lichen Werthsysteme der Variablen den Charakter einer ganzen Function hat

und den 2p Gleichungen

f{u,+ 2m ...) = fiu„...).e"
((3 = 1, 2, ... e)

227);,j,(u„+u>;,j})-fi^i:»

f(«, + 2o,;^,...) = /•(«„.. .).c«

genügt, so ist

mk f{u^,...u^) = cB(u„...n^;(i,(i'),

wo c nicht von u^^...u abhängt. Dabei müssen die Grössen 2ü)„,, 2(ü'
,

\_ 2tj^., 2yj' die Relationen auf S. 571 befriedigen. Sind nämlich a^, ...a,

; c , ... c zunächst beliebige Constanten, so werde die Function F(u^,...u)

durch die Gleichung

F{u„...)^fiu,-a„. ..).€"

eingeführt; dann ist

Fiu,+ 2,^,l„...)
= F(u„...).e''

F(M.+ 2a,;„...) = J^(w.,...).e"

Bestimmt man nun die Grössen a^ und c^ mittels der Gleichungen

S2(rj„^a„-(ü„|,c„) = (i'^tA,

(l» = i.2,...e)

Abeliche FnnctioBen. 73
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SO ergiebt sich

22,):.^K+u,i^) (P = i,2,...e)

FK+2«.;^, ...) = F{u,,...).e''

und (S. 331— 332)

es sind demnach a und c die vorher (S. 573) mit üö und in bezeichneten
et B \ / a ia

Grössen. Für die Function J^(«*j, ...w) bestehen daher dieselben 2p Funda-

mentalgleichungen wie für 6(Mj, ... « ) (S. 516 und 571), und da eine Function

durch diese und durch die Eigenschaft, für alle endlichen Werthsysteme

(m,...m) den Charakter einer ganzen Function zu haben, bis auf einen con-

stanten Factor bestimmt ist (S. 550— 551), so erhält man

fk,...) = ce(M,,...),

mithin

= ceK,...;ft,^')-

Von den allgemeinen 9 - Functionen mit den Argumenten u^^ ... ti kann

man nun, entsprechend den Erörterungen im siebenundzwanzigsten Kapitel,

zu d-Functionen mit den Argumenten v^,...v übergehen. Die Constanten

in der homogenen Function zweiten Grades g(u^, ... U' n^, ... n) mögen die

auf S. 569 angegebenen Bedingungen erfüllen, sodass
j

für jedes im Endlichen gelegene Werthsystem {u^,...u) den Charakter einer

ganzen Function hat. Haben dann die Grössen u)^., w' , 7]^., t]^^ die in diesem

Kapitel festgestellte Bedeutung, so werde wieder
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gesetzt. Die Determinante w ist dann von Null verschieden (S. 558— 560),

und wie früher (S. 532 und 535) lässt sich beweisen, dass auch jetzt die Re-

lationen

bestehen. Die quadratische Form

die durch Einführung von w,, ... u statt v^, ... v in

'äUJ a,ß,y '

Übergeht, werde wieder mit

e(r„...Vg)

bezeichnet, und sodann die Function b(v^,...v) durch die Gleichung

definirt. Diese Function, die für alle endlichen Werthsysteme (v^,...v) den

Charakter einer ganzen Function hat, soll die allgemeine ö-Function

ohne Parameter genannt werden. Aus den Fundamentalgleichungen für

die allgemeine 0- Function lassen sich dem Früheren (S. 534 und 537) ent-

sprechend die Gleichungen

c

herleiten, in denen (jt^, .../u) und (y^,...v) zwei beliebige Systeme ganzer

Zahlen sind und

gesetzt ist.

Das Bestehen der vorstehenden Gleichungen war nun allein für die Ent-

wickelung der 0-Function in eine Fouriersche Reihe erforderlich (S. 549— 551),

demnach gilt auch bei geeigneter "Wahl des constanten Factors für die allge-

meine d-Function die Darstellung

73
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und durcli Vergleichung der Eeihen für die Functionen Q{u^^...u) und

ö(Vj, . .. v) ergiebt sich

Wählt man andererseits -^q{q + 1) Grössen t„^ beliebig, nur so, dass

T„» = T^„ und der reelle Bestandtheil von

für reelle, von Null verschiedene Werthe von w,, ... n beständig negativ ist,

so convergirt die Summe

7ri5;»r„(2i)„ + w,T„i + "-+ MgT„g)

für alle endlichen Werthsysteme (v^,...v). Dies ergiebt sich, wenn man in

den auf S. 569 angestellten Betrachtungen

a fi

an die Stelle von

setzt; die zweite früher für die Function g(u^, ... u ] n^, ... n) aufgestellte Be-

dingung ist dagegen hier von selbst erfüllt. Die durch die obige Summe
definirte Function genügt dann stets den für die d-Function geltenden

Fundamentalgleichungen.

Da diese ö-Function — p(p + l) unabhängige Grössen t„^ enthält, so ist

sie allgemeiner, als die in den vorhergehenden Kapiteln untersuchte. Denn

dort sind die Grössen t^^ durch die Constanten der Gleichung f{x, y) = des

den Betrachtungen zu Grunde gelegten algebraischen Gebildes bestimmt.

Eine gegebene algebraische Gleichung lässt sich nun, wie schon auf S. 6ü

erwähnt worden ist, rational so transformiren , dass die transformirte Gleichung

ein Minimum von Constanten enthält. Durch Untersuchungen, auf die wir in

diesen Vorlesungen nicht eingegangen sind, kann gezeigt werden, dass dieses

Minimum für p = 1 gleich 1 und für p> 2 höchstens gleich 3p — 3 ist; d. h.

die allgemeinste algebraische Gleichung vom Range p ^ 2 enthält 3p — 3
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Wesentliche Constanten, und diese Anzahl lässt sich durch rationale Trans-

formation nicht weiter reduciren. Für p ^ 4 hängen also die ö-Functionen,

b welche mittels der Perioden der aus einem gegebenen algebraischen Gebilde

K entspringenden Integrale erster und zweiter Art gebildet werden, von weniger

unabhängigen Constanten ab, als die hier definirten. Es tritt demnach bei

r ' den Thetafunctionen der merkwürdige Umstand ein, dass man durch Lösung

I

des Jacobischen Umkehrungsproblems nicht zu den allgemeinsten Functionen

der gleichen Beschaffenheit gelangt.

Entsprechend der zwischen den Functionen Q(u^,...u) und ö(v,...v)

angenommenen Relation definiren wir jetzt die allgemeine ö-Function
mit den Parametern ft^, ... u

, ft^, ... [i durch die Gleichung

Die Entwickelung von %(v^j...v: (^, ft') ergiebt sich sofort aus der Summe

p(mi, • • ; «1+4- K, • • ) + '^» 2 f^aK+Y f*ä)

He
(n)

^

durch welche die Function 8 (»,,... m; ft, /»') erklärt worden ist (S. 573).

Denn es ist

mithin

%iv„...v^;(i,(i') = g
e

wenn

f

f

gesetzt wird. Die Eeihe für ö(tJ,, ... v
;

(t, jt') geht durch Vertauschung von

n^ mit «„+2"<*1 ^"^^ ^O'i K ^^^ K+J^« ^"^ ^^^ ^^^ ^K»---*'^) liervor.

Wir wollen jetzt noch einige Eigenschaften der Function ö(v,, ... f^; ?*,(*')

entwickeln. In der für sie gefundenen Summe werde zunächst an Stelle von

K, ... n)
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das Grössensystem

(n,+ q„ ... n^+q^)

gesetzt, wo q^, ... q^ beliebige ganze Zahlen bedeuten. Dann ändert sich die

Function nicht, denn jede der Zahlen n^ + q„ durchläuft ebenso alle Werthe

von — oo bis +00 wie n^ selbst. Man kann aber statt dessen auch jeden der

Parameter (i^ um die gerade Zahl 2q^ vermehren und erhält daher

b{v„...v^;ii,li'+2q) = b (v^, . . . v^,; (i
,
(i')

.

Vermehrt man dagegen die Parameter ft^ , ... u um die geraden Zahlen

2j0j, ... 2p^, so tritt aus jedem Gliede der Reihe der Factor

e " = e "

heraus, mithin ergiebt sich

ü{v„...v^;(i + 2p,ii')^i){v„...v^;(i,li').e "

Durch Zusammenziehung beider Formeln folgt

Wenn man also die Parameter der &- Function um beliebige gerade Zahlen

ändert, so geht die Function in sich selbst über, multiplicirt mit einer von

V , ... V unabhängigen Grösse. Diese Gleichungen hätten sich auch aus den

entsprechenden für die Function Q(u^, ... u : ^, (i') herleiten lassen.

Nimmt man die Parameter (i^, ... (i^, ^[, ... (i als ganze Zahlen an,

so erkennt man hieraus, dass sich alle zugehörigen Thetafunctionen auf eine

geschlossene. Anzahl, nämlich 2^^, zurückführen lassen, in denen sämmtliche

Zahlen tig und fi'^ z. B. die Werthe und 1 haben. In der Theorie der

hyperelliptischen Functionen werden diese Parameter zweckmässig so ge-

wählt, dass die Zahlen ^^ sämmtlich gleich oder gleich —1, die Zahlen fi^

gleich oder gleich + 1 sind.

Die Functionen 0(Wj, ... «^
; ft, ft') und b[v^, ... v : fi, ^i') mit ganzzahligen

Parametern ft^, ...ft, ft'^, ...fi' sind durch einige wesentliche Eigenschaften

vor denen mit beliebigen Parametern ausgezeichnet; insbesondere sind

sie stets gerade oder ungerade Functionen ihrer Argumente. Die Glei-
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chung (S. 573)

ö(-Mi,— M.; f*,ft') = 2e
fl-C-Ml, »Q-, «1 + Y fl'i. • • •) + '^» 2 fo(»ta+ y <*i)

(,'0

lässt sich, nämlich, da

Öf(-M,,...; n, + ^fi[,...) = g(u^,...; -w.-^ft'., ...)

ist, auf die Form

e(-M.,...-„-^,ft') = (-i)» 2«
2f*afa i'(Mn.--«e;-«i-yK.--0-"»2f'aK+Yiitä)

(«)

bringen. Setzt man nun hier — «„— f^l
statt «^, so ergiebt sich

e(-w„--M,;,.,^') = (-1)" 2«

= (-1)" eK,...w^;ft,i^').

Je nachdem also Sf*„f*l eine gerade oder ungerade Zahl ist, ist 8(«',, ... m
;
/t,ft')

eine gerade oder ungerade Function von u^^ ... u .

Führt man in den Ausdruck der Function 9(Vj, ...«;;*, ^') wieder

—n—u an Stelle von n ein, so erhält man

"» 2 («a+ y f*ö) (-Sl'a - /*a+ 'ra+ Y ^«)
' -''

Addirt man diesen Ausdruck zu dem ursprünglichen und dividirt durch 2,

so folgt, wenn wie früher (S. 551) die Function x(^ii---^g) durch die Glei-

chung

o

definirt wird,

Wenn man nun den Cosinus des zusammengesetzten Arguments auflost und

-gSftaftä = (t
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setzt, so ergiebt sich, für

I) 2,t„f*; = (inod2):

(«)

und für

n) 2ft„ft; = 1 (mod2):

(-1) 0(f„...r'„;ft,;t') = S(-l)" « sin{S(2»„ + ^;)t;„ir|.

(")

Im ersten Falle ist also auch, die Function ö(«j, ... r
;

jt, ft') gerade, im zweiten

ungerade.

Jetzt kehren wir zu den speciellen Thetafunctionen zurück, auf die uns

die Lösung des Umkehrungsproblems geführt hat, bei denen also die Grössen

2<o^., 2u)' , 2y)^., 2y)' Perioden der Abelschen Integrale erster und zweiter

Art sind.



Einunddreissigstes Kapitel.

Darstellung der Abelschen Integrale zweiter und dritter Art

mit Hülfe der 8-Function.

Um die 0-Function mit Hülfe der Function f{u^, ... u) zu definiren,

hatten wir die in den Fundamentalgleichungen für /"(«,, ... w) (S. 514)

auftretenden constanten, bisher noch nicht bestimmten Factoren C , ... C

,

Cj, ... C'^ durch 2q andere Grössen ft^, ... ft^, (i[, ... fi' ersetzt und an Stelle

von diesen wieder ebenso viele Constanten cü^, ... tö^, -^j, . . . ^ eingeführt (S. 515).

Ueber die Bestimmung dieser Constanten ist Folgendes zu bemerken.

Die beiden Functionen f(u^,...u) und Q{u^,...u) waren durch die

Gleichung (S. 517)

verbunden, aus der, wenn

gesetzt wird,
(o) _ _

folgt. Andererseits ist (S. 510)

Kay

dlog/"(M,,...M) = '^J{u^ + w,„,...u+wXdu,
a = l

mithin erhält man

6(m,+ u),, ... Mg+a)g)

Abellohe Fonetionea. 74

j{u,^w,^,...u^+w^x =
9k+ü;;;

.'.'.'

«;+üj^)
-^"'
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oder wenn man «. — w. für «. setzt,

(o)

(a)

Da nun 9(m,,...m) eine gerade Function ist (S. 583), also 6(«*j,...m) eine

ungerade, so ergiebt sich

oder

J"(-m.+ 2m;,„-2S^, Mg+2tOg„-2J5^)„+ J"(m,,...m^)„ = - 2^„ (c(= 1,2, ...p).

Hängen nun die Variablen m^, ... « mit den Paaren {x^y^)i ... {x y ) durch,

die Gleichungen

w^ = S /
E{xy\dx = 2 K(^y2/r)«-«'"K^)s (^ = 1,2,...?)

zusammen, so ist (S. 477)

mithin

y= i

y = l

WO Cj, ... c' Constanten sind. Dabei sollen die Integrationswege {{a^h^). ..{a^hy))

beliebig fixirt werden und diejenigen der einander entsprechenden Integrale

J{^yyy)a ^^^ "^'(^r^/y)«
dieselben sein.

Setzt man zur Abkürzung

2 J{(^yh)? = S W/*y = <^^,

y=i y=i

SO gelten gleichzeitig die beiden Gleichungssysteme

e

«a = S '^(«y2/y)a-C„, (« = 1, 2, . .
. p)

y= i

?

J(m, , . . . M )„ = 2 J'i^y yy)a " "„ (« = 1, 2, . .
. p).

y= i

Lässt man nun alle Stellen {x^y^^ ...{x y ) mit (a^fcj zusammenfallen und
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wählt die Integrationswege so, dass

587

wird, so ergiebt sich

und die Formel

J{-u, + 2w,^-2^^,...-u^+2w^-2w^)„+J{u„...u^X = -2^„

liefert

J(c, + 2M;,„-2w,,,..c^+2M;j„-2wg)„-c; = -2^„.

Erklärt man femer g Grössenpaare {x[y'J, ... (xy) für einen bestimmten

Werth von u durch die Gleichungen

•K^y)
Cp iß = l,2,...Q)

und erstreckt die Integrale J(a?yf/^)- und J'ix'^y'y)ß wieder über dieselben Wege,

so kann man

y= l

setzen; dieGleichung zwischen den Functionen J(—Mj+2mJj^—2(üj, . . . —u+2w „— 2to )^

und J(Mj, . . . u)^ lässt sich demnach auf die Form

il'r'i^yyy)a+i,J'i^'ryy)a = J.

bringen, wo J^ eine Constante bedeutet.

Nun ergiebt sich aus den Ausdrücken für u^ und —Uß + 2Wß„— 2töß

S J{Xyyy)l>+ S JiKyy):i = 2m)^„-2 W.+ 2 ^ J'K ^). (P= l,2,...e).
y= i y = i }' = i

'

Denkt man sich die rechten Seiten dieser Gleichungen auf die Form

lj«K)ß
r= l

gebracht, wo {a[b'J, ... («' i^
)
passend zu bestimmende Werthepaare sind, so

folgt aus der Umkehrung des Abelschen Theorems für die Integrale erster

Art (S. 417), dass eine rationale Function R[xy)^ vom Grade 2p existirt, die

74*
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für die 2q Paare (x^y^), ...
(-^o^/g)? (^^2/i))

••• i^Jj'o) verschwindet und für die

2q Paare {^[b[), ...(«, b') unendlich gross wird,

umgekehrt, wenn eine rationale Function (2())'°° Grades II (xy)^ für

(xy) = (iCy«/y) (y = 1, 2, ... p) verschwindet, und wenn ihre übrigen Nullstellen

mit {x[y[), ...{x' y') und ihre 2p Unendlichkeitsstellen mit {(^[b^), ... {a'^ b'^)

bezeichnet werden, so besteht ein Gleichungssystem der Form

S J(x^ y^\ + i J{x\ y'^)^ = J:JiK K)^ , (ß = i,2,...e)

und nach dem Abelschen Theorem für das Integral jH'{xy)^dx ist (S. 428)

i J'i^ryr)a+ i; J'i^'yy'y). = S J'^b^- [\og R (x, ^, )„]^.

Hat dann die Function R(xy)^ die weitere Eigenschaft, dass [^ogR{x^y^)^^f

gleich Null ist, und werden die Grössen u^,...u durch die Gleichungen

M^ 2 / H{xy),dx, (^ = l,2,...e)

''='-^(a,6y)

«,, ... V durch

^« -
"f(
= S / -ffCa;«/)« äx (^ = 1, 2, . .

. e)

definirt, wobei eine Verwechselung mit den auf S. 506—509 ebenso bezeich-

neten Grössen nicht eintreten kann, so bestehen die Relationen

« o »e

J(«.-M„...t; -M )„ + J"(m,,...M V = S J"K^r)a-2c; (a = 1, 2 . . . p).

r=:l

Um eine solche Function zu ermitteln, setzen wir zunächst voraus, das

algebraische Gebilde

f(x,y) =

sei so beschaffen, dass die zu a; ^ oo gehörigen n Werthe von y sämmtlich

endlich und von einander verschieden sind (S. 117). Dann ist, wie im fünften

Kapitel bei der Bestimmung der Zahl q gezeigt worden,

K,H(xy\ + .- + K.H(xy\
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eine rationale Function des Grades s = 2Q + 2n—2 (S. 125— 126); dabei sollen

specielle Relationen unter den Constanten K^, .. . K ausgeschlossen werden.

Von den 2p + 2n — 2 NuUstellen Hessen sich 2n unmittelbar angeben: es sind

die n Paare, für die x unendlich gross wird, jedes mit der Ordnungszahl 2

gezählt. Für die Unendlichkeitsstellen
(5',ÄJ, (^r^ÄJ, .. . ist f(x,y\ gleich Null

(S. 119), und es sei für die Umgebung von {9x\) (S. 118)

^t = 9x + 9'it^+---,

k = h + t%{t).

Wir wollen jetzt den Grad der Function

untersuchen. An jeder von (g^^), {(J^\), und von («„&„) verschiedenen

Stelle (ab) bleibt sie endlich; denn ist [x^t/f) das Element mit dem Mittel-

punkt (ab), so hat man

?=i

dx.
und -^ beginnt nicht mit einer positiven Potenz. Was femer die Paare (ö'iÄJ,

(^,ÄJ,... angeht, so seien diese erstens sämmtlich von {a^b ) verschieden,

dann gilt die Gleichung (S. 257, (I, 1 und 3))

^ ^ dxt

I mithin folgt

Da aber *, ^ 2 ist (S. 119), so wird H'{xy)^ für {xy) = {g^hj) unendlich gross

und zwar mit der Ordnungszahl
*i
— 1, die sich erniedrigt, wenn ^{t) nicht

mit einer Constanten beginnt. Die Stelle («„ö„) ist, wie aus der Formel

1^
(S. 257, (1,2))

a

_

hervorgeht, in die Reihe der Unendlichkeitsstellen mit der Ordnungszahl 2 auf-
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zunehmen. Unter der gemachten Voraussetzung wird also H'{xy)^ + '^K^H{xy)^

nur an den Stellen (g^hj, (g^hj, ... mit den Ordnungszahlen «^—1,5^—1,...

und für die Stelle («„&„) mit der Ordnungszahl 2 unendlich gross, der Grad

der Function ist gleich

S(s;i-l) + 2.

w

Wenn zweitens (g li ) mit der Stelle (a„i„) zusammenfällt, so liefert die Ein-

führung, des Functionenpaares (x^y^) für {x^y^) in die Formel

als Anfangsglied der Entwickelung von H'^x^y^)^ die Potenz t~^^^^^\ sodass

das Paar («• +l)-mal unter die Unendlichkeitsstellen von H'{xy)^ aufgenommen

werden muss. Der Grad von H\xy)^ + '^K H{xy)^ wird daher jetzt
f

also wieder gleich

Nun war (S. 120)

g(s,-l) + 2.

S(s,-1) = s,

mithin ist H'(xy)^ + ^K^H{xy)^ vom Grade

2p + 2m.

Wir betrachten nun den Quotienten zweier solchen Functionen:

^^ = B{xy)^

S'{xy\+^K'^H{xy)^

und sehen zu, an welchen Stellen er unendlich gross wird, wenn die Constanten

K , ... K , K' , ... K' beliebige Werthe haben. Die Unendlichkeitsstellen des

Zählers sind («„&„), (^i^J, (^'j^J» • ••; für dieselben Paare wird aber auch

der Nenner, und zwar jedesmal von derselben Ordnung, unendlich gross,

sodass der Quotient endlich bleibt. Er kann demnach nur dann unendlich
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werden, wenn der Nenner verschwindet, was für 2Q + 2n Stellen eintritt.

Allein von diesen Werthepaaren kommen diejenigen, für die a; = c» wird,

nicht in Betracht, weil sie auch Nullstellen des Zählers sind; denn es lässt

sich genau so wie auf S. 118 auch für die Function II'{xy\ zeigen, dass sie

für a; = oo wenigstens von der zweiten Ordnung verschwindet. Die Anzahl

dieser Stellen ist, wenn man jede mit der zugehörigen Ordnungszahl rechnet,

gleich 2n. Demnach wird die Function R{xy)^ an 2q Stellen unendlich gross,

d. h. ihr Grad ist 2q.

Es seien nun

«6;),. ..(«;,&;,)

die von den unendlich fernen Stellen verschiedenen Nullstellen des Nenners

der Function R(xy)^. Die Coefficienten K^,...K mögen jetzt so bestimmt

werden, dass der Zähler

E'{xy),+ J:K^Hixy)^
•

(9= 1

für die beliebig gegebenen Paare («i^,), ••• fey„) verschwindet. Dann wird

R{xy)^ noch an q anderen Stellen Null, die mit

{x[y[),...{x'^y'^)

bezeichnet werden sollen. Nach dem Abelschen Theorem für das Integral

fH'{xy\dx ist, wie schon vorher bemerkt worden,

i J'{x, y,\ + 2 J'{x'^ y\), = S J'K K)a- [log R {x.yXl .

y= l y= l v= i

Da aber

lii^^y.). = Sllf^ = i + t^W)

wird, so ergiebt sich

[logR(xty,)„]^ = 0,

d. h. die Function R{xy)^ hat die Eigenschaft, dass bei ihrer Einführung in

die Formel des Abelschen Theorems für das Integral zweiter Art jH\xy)^ dx
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das algebraische Glied wegfallt. Demnacli erhält man

y= 1 y= « » = I

und nach dem Abelschen Theorem für die Integrale erster Art

S Ji^Y Vy)? + S Ji^'y y'y\ = S «^K ^r);» (^ = 1, 2, .
. . p) .

y= i y = i »= 1

Setzt man daher (vgl. S. 588)

e

«« = S KKyy);j-J'(ay^),s
'

y= i

und

so erhält man

xmd

J'(tS,-M,,...V„-M„)„ + J'(M„...M)„ = S'^K&r)a-2c;9 e

"Werden nun die Grössen «0^ , . . . lö' durch die Gleichungen

eingeführt, wo

ist (S. 486), so wird

_ _ "S

J{-u^+2w,^-2„>[,...-u +2w -2o>'X + J{u„...uX = S «^K^r)a-2c;,
* ' v=l

und für wj^ gilt die Formel

^'ß = 'r{aM^-^%Jia'X)^+±J(a,b^)ß (ß = 1,2,...,).

Die Grössen w^, ... w' können noch in einer etwas anderen Weise dar-

gestellt werden. Es werde eine neue rationale Function des Paares (xy)
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durch die Gleichung

,9 = 1

= ii{xy)a

definirt. Auch für sie werden Zähler und Nenner an jeder der Stellen {gjij^

(g h), ... mit derselben Ordnungszahl unendlich gross , sodass die Function

nur an den Nullstellen des Nenners unendlich werden kann, und von diesen

kommen die Stellen, für welche x = oo ist, nicht in Betracht, da für sie

auch der Zähler verschwindet. Daher bleiben als Unendlichkeitsstellen nur

die auf S. 591 eingeführten Werthepaare {'^[b'J , . . . {a'^^b' ) übrig, die Function

R{xy) ist vom Grade 2p. Sie verschwindet an der zweimal zu zählenden

Stelle («„fe„), für die der Nenner von der zweiten Ordnung unendlich gross

wird, und für 2p— 2 andere Werthepaare (j», ^'Ji •• • (jöjo_jÖ'j„_,), die übrigen

Nullstellen des Zählers.

Nach dem Abelschen Theorem für die Integrale erster Art ist daher

Sg—

2

S J{Prir)l>+^JiaaK)ß = S ^iKK)?, (ß = l,2,...e)

und man erhält

SJ—

«

Endlich kann die Bestimmung der Werthepaare {p^q^) noch durch Ein-

führung der Function

±K;H(xy)
= B{xy)

vereinfacht werden. Mit Hülfe der vorangehenden Betrachtungen ergiebt sich

nämlich unmittelbar, dass R{xy) vom Grade 2p — 2 ist und an den Stellen

iPi^Ji ••• iPto-t ^iQ-i) verschwindet. Diese Stellen und damit auch die Grössen

<ü'^,...«)' sind demnach von dem Index a unabhängig.

Setzt man nun nach S. 109

„, ,
G{xy)^

Abelflche Fanctlonen. 75
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SO kann man die zuletzt eingeführte Function auch in der Form

schreiben, wo Zähler und Nenner ganze Functionen des Paares (xy) sind.

Sucht man die Stellen auf, an denen der Zähler, aber nicht zugleich der

Nenner verschwindet, so erhält man die Werthepaare {p^q,)-

Bei der Bestimmung der Constanten m'^ scheint insofern noch eine grosse

Willkür zu herrschen, als man die Grössen K^ auf unendlich viele Weisen

annehmen darf und daher auch unendlich viele Werthsysteme (p^g^) erhält.

Es sei nun (^i^,), ••• (^„.»^»o-J ^^^ System der Nullstellen einer durch

Veränderung der Coefficienten K^, unter Festhaltung der Grössen Ä^, er-

haltenen rationalen Function der zuletzt betrachteten Form. Dann ergiebt

sich, wenn man das Abelsche Theorem auf die ursprüngliche und die ver-

änderte Function anwendet und die ihnen beiden gemeinsamen ünendlichkeits-

stellen eliminirt,

^JiPr 2rV = SV(1>, gj^ (^ = 1, 2, . .
. e).

v=l 1=1

Hieraus ist ersichtlich, dass bei einer Veränderung der Constanten K^ die

Grössen öül ihre Werthe behalten.

Diese Ergebnisse gelten zunächst nur unter der Voraussetzung, dass das

algebraische Gebilde im Unendlichen die specielle, auf S. 588 angenommene

Beschaffenheit hat. Allein es ist leicht, sich von dieser Beschränkung frei

zu machen. Transformirt man nämlich die Gleichung

eines beliebigen algebraischen Gebildes durch rationale Substitution in eine

andere

fi^,y) = 0,

welche die vorausgesetzte Eigenschaft hat, so wird

i C^Hi^rij.d^ = S K,H{xy),dx.
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Multiplicirt man demnach Zähler und Nenner der rationalen Function

T_ _ = JR(U)

mit «?|, so erhält man

und gewinnt daher, wie auch die Gleichung des Gebildes beschaffen sein

möge, auf die angegebene Weise immer eine rationale Function (2p— 2)'*°

Grades von den verlangten Eigenschaften. Dasselbe gilt auch von den

Functionen R{xi/)^ und R{xy)^, mit deren Hülfe die Grössen m[,...(ö' zuerst

bestimmt worden sind.

Mit den Grössen öü'^, ...cö' stehen die gesuchten m^,...(Ö in einem ein-

fachen Zusammenhange. Aus einem Gleichungssystem der Form (vgl. S. 592)

in dem ^^,.-.^' von u^,...u unabhängige Grössen sein soUen, folgt nämlich

in Verbindung mit

J{-u, + 2w,„-2:H^, ...)„ + J'{Ui,...)a = -2^„ (« = 1,2,. ..e)

die Gleichung

J(-U, + 2w,,-2m[,..X-Ji-U, + 2w,^-2m„...), = 2^„-2^;,

d. h. (S. 585)

'e(«, + 2(E,-^;),...) '^(».„...) _ _
e(M. + 2(sj,-s;;),...) e(t*„...) - ^^^'« ^«>'

und demnach

wo A eine Constante bedeutet. Nach dem auf S. 520— 521 Bewiesenen kann

diese Gleichung aber nur bestehen, wenn

2< = 2m„ + 2ü>„,
(o = 1, 2, . . . p)

2^; = 2^„+2>,„

75*
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ist, WO (2ü)j, ... 2(0 , 27]^, ... 27] ) ein System simultaner Perioden der Abelschen

Integrale erster und zweiter Art bedeutet. Es unterscheiden sich also im Be-

sonderen cDj , . . . w von den Grössen to^ , ... w' nur durch ein System simul-

taner halber Perioden der Integrale erster Art; durch welches, bleibt hier

unentschieden. Man kann daher die Integrationswege der Integrale J{]p,q^)ß

immer so bestimmen, dass

">,* = --^ S J{PAv)ß+ S -^(«r^V (/? = i,2,...e)

wird.

Es sei noch bemerkt, dass die Grössen t , ... t mit den auf S. 586 ein-

geführten c[, ... c' in einfacher Weise zusammenhängen. Aus den beiden

Gleichungen (S. 586 und 592)

deren zweite wegen

2w'^ = 2iS„ + 2ü,„

auch in der Form

geschrieben werden kann, folgt nämlich

^/„ = - -^ S J\< K)a + c;- rj„ (cc = 1, 2, . .
. e).

Wenn man die Grössen Wj, ... üä kennt, so kann man vermittelst der auf

S. 518 aufgestellten Gleichung

E{xy,x,y,]u^,...u^)= ^ '-—^ ^._Lj—_i n—L.e"-'
e(-M;,+ü,,,...) e(M,-M;, + t.i,,...)

einen Ausdruck für das Integral dritter Art herleiten. Hierin ist (S. 481

und 469)

c,/ s
E{xy]u^,...u.j) V E{xy;x y a.h)

E(xy, x.y-u,, ...u„) = -=Y7 r == !!-;=;- ** ^ "^
>*

eine eindeutige Function sämmtlicher Grössen, von denen sie abhängt.
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An Stelle von m,, ... u werde in diese Gleichung ein anderes Grössensystem

u[, ... u' eingeführt, zu dem die Paare («,'«/,'), ... {x'y') gehören mögen, sodass

< = S { Ji^'y y'y). - J'K ^)«

}

(« = 1,2,... Q)

ist. Aus der so entstehenden und der ursprünglichen Formel folgt durch

Division (S. 386), wenn statt «öj,... ü) die durch die Gleichungen

w« = -ra„ (cc = i,2,...q)

definirten Grössen w^, ... w^ eingesetzt werden,

E{xy,x,y,; u\,... u') /i. E{x,y,; xj^, a^J^)

Q

6(m,— W,— W,, ...) 9{u[— W^— W^,...)

Man kann diese Gleichung dadurch specialisiren , dass man sämmtliche

Paare {x^y^) und {x'^y'^) bis auf zwei zusammengehörige, etwa {x^y^) und

(ic,' «/,'), gleich («„&,) annimmt. Setzt man dann, der Definition von w^ = J{xy)

(S. 486) entsprechend,

(« = 1,2,...«.)

a a

so reduciren sich m„ und m„ auf w— c„ und w'-^c^. Führt man ferner zur Ab-

kürzung

I sV(iJ,g,)„ = «r„ (a=l,2,...,)
* v = l

folgt (S. 586 und 596), so ergiebt sich

E{xy;x,y,,x\y',)

E{x,y^;x,y,,x[y[)

— — ~ - . _ __-_— . ß

e(t<; — m;, — mT,, ...) 6(to'— «),— «;,, ...)
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Nun ist

mithin lassen sich, ähnlich wie in der Theorie der elliptischen Functionen,

die Integrale dritter Art durch Logarithmen von 9 -Functionen ausdrücken,

deren Argumente Integrale erster Art sind. Allerdings treten dabei zunächst

noch Integrale zweiter Art auf, doch können diese ebenfalls durch 6 -Func-

tionen und ihre Ableitungen dargestellt werden.

Wir greifen, um dies zu beweisen, auf die Gleichung

(a) _
_, , 0(«, + <u,, ...)

zurück, die, wenn u^— w^^ für u^ und w^ = —w^ gesetzt wird, die Form

(a) __

erhält. Nimmt man hierin u^ = — c^, benutzt die Relation (S. 587)

und subtrahirt die entstehende Formel von der ersten, so erhält man wegen

(S. 586) die Gleichung

(n) _ (o) _

Setzt man jetzt sämmtliche Paare {cc^y^) gleich (a„ij bis auf eines, das

mit {xy) bezeichnet werden möge, so folgt, da

wird,

_ B(w,-w,-to,„,...) _ e(-w.-M;,„,...)
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oder allgemeiner, wenn J{x^yJa "^ ^a gesetzt wird,

8(10,-«;. -M>,„, ...)

599

J'{xy)a-J'ix<>yo)a =
eiw,-w,-w^„, ...) e(w,-w,-M;,„, ...)

I Dies ist der Ausdruck für das Integral zweiter Art durch die 9 -Function.

Denkt man sich ihn in die Formeln für

^iä;y,x„y^;u„...u.)

und
'(«i^i).

/
{
H{xy , x'y') - H{x^ «/„, x'y) \

dx'

eingesetzt, so sieht man, dass auf den rechten Seiten nur noch 0- Functionen,

deren Argumente aus Integralen erster Art gebildet sind, und die ersten Ab-

leitungen solcher Functionen vorkommen.

i



Zweiunddreissigstes Kapitel.

Die Werthsysteme, für welche die Ö-Function verschwindet.

Aus der im vorigen Kapitel (S. 597) aufgestellten Formel für die Function

lassen sich die Argumentensysteme bestimmen, für die die Function Q{u^,...u)

gleich Null wird. Die Function auf der linken Seite dieser Formel, in der

die Paare (p[;[y[) , • • {x y ) so gewählt werden sollen, dass Q(u[ — w^ — iVj^,...)

nicht gleich Null ist, verschwindet, wenn man (xy) gleich (a;^^^) (a = 1, 2, ... p)

setzt (S. 480, (3)), und aus der Gleichung

= 8(Mj— w,— Wj, .,.)0(mJ— Wj— w,, ...).e "

folgt alsdann

Nun ist

9

Ua-Wa = ^J{x^yf)„-J{xy)a-Ca;

nimmt man also z. B,

{xy) = {x^y^)

und setzt zur Abkürzung

S Ji^ßyß)a = t„, (a=l,2,...p)
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80 verschwindet die Function Q(u^— w^ — w^,...) für

I
Mit anderen Worten, die Gleichung

e(M„...M^) =
h gilt, wenn

»a = L—Ca-^a («=1,2,. ..p)

oder, da

ist (S. 597),

U„ = t„~W„ (a = 1, 2, . . . q)

gesetzt wird. Die in t^ enthaltenen Integrale können dabei über beliebige

Wege erstreckt werden, wenn nur die einander entsprechenden Integrale

/(ic.i/o)^, ... J(Xgy^) sich auf denselben Weg beziehen. Denn vermehrt man

die Grössen u^, ... u um ein beliebiges System zusammengehöriger Perioden,

so geht die 0- Function in sich selbst über, multiplicirt mit einem Exponential-

factor (S. 516), d. h. sie wird auch für das veränderte Grössensystem gleich

Null.

Es könnte sein, dass ausser den Werthsystemen (t^—w^,...t—w) noch

andere existiren, für welche d(u^, . . . u) — ist, da auch der zweite Factor

auf der Hnken Seite der Ausgangsgleichung verschwinden^ kann. Wir müssen

daher noch auf einem anderen Wege sämmtliche Werthsysteme ermitteln,

für welche die 6 -Function gleich Null wird.

Angenommen zunächst, die Gleichung

S(u,-w„ ...u^-w^) =

gelte für ein nicht singuläres Grössensystem

M„ = K, (o£ = i,2,...e)

sodass man nur ein einziges System von Werthepaaren {x^y^) den Gleichungen

e

gemäss finden kann (S. 457— 459). Nach den Formeln auf S. 585 in Ver-

Abelsche Fanctionen. 76
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bindung mit der Gleichung öö^ = — m;_^ ist

_ Q _

und hieraus folgt, wenn k[,...k' beliebige Constanten und x eine Variable

bedeutet,

g _
d log Q (Jc^ + ]c[r- tv^, ...) = S K(^i + ^i" + *<'ia! •••)«+ T«|^L<^^-

Für hinreichend kleine Werthe von
|

x
|

besteht nach S. 5 1 eine Entwickelung

der Form

dlogQ{Jc, + ]c[z-w„ ) ^ jt-r-' + ^(T),

wo n positiv sein muss, denn für ft = würde Q (k^ — Wj., . . .) nicht ver-

schwinden. Demnach wird in der Summe

mindestens eine der Functionen J{\ + k[z + Wj^, ...)^ für x = unendlich gross.

Da nun das Grössensystem (\, .. .k) nicht singulär ist, so kann man die

Grösse x dem absoluten Betrage nach hinreichend klein und so annehmen,

dass das Gleiche auch für das System (k^ + k'^x + w^^, ... k+k'x + w ) gilt

(vgl. S. 501— 503). Gehört zu ihm das System von Werthepaaren ix[y[), . . . (x y)
vermöge der Gleichungen

?

K+K'^+^ay = '^J(^'ßy'ß)a-<'a, (« = 1,2,...?)

SO wird (S. 477)

Auf Grund dieser Gleichungen kann aber ein Unendlichwerden einer der

Functionen Ji^^^ + k'^T + w^^, .. .)^ für x = nur dadurch eintreten, dass eines

der Paare {x'^y'^) mit einem der Paare («y&y) zusammenfällt (S. 257). Bei

passender Wahl der Bezeichnungen ergiebt sich dann für x =

f*
= l

oder

K = L-f^u (a = 1,2, ...(.).
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Wenn also 6(Mj, ...u) für ein nicht singuläres System («,,... u) verschwindet,

so ist hinreichend und nothwendig, dass u^,...u die Gestalt

«a = ia-W„ («=l,2,...p)

haben.

Es sei zweitens {ü^,...ll) ein singuläres Werthsystem, sodass die Glei-

chungen
_ e

«« = ^Ji^liVA-Ca (a = l,2,...e)

dm-ch unendlich viele Systeme von Grössenpaaren (cc^yj,... (x y) befriedigt

werden können. Dann existirt (S. 458) eine rationale Function p'™ Grades

B,{xy\ die nur an den Stellen (^,^,), • • • (^„^o) von der ersten Ordnung un-

endlich gross wird. Die Function R{xy)—R{a^bJ hat dieselben Unendlich-

keitsstellen wie R{xy)', sind daher («',2/,)) ••• (*l_i^l_i) i^ire von {a^bj ver-

schiedenen Nullstellen, so ist

Q _ _ J-1

1iJ'{^!iyß)a = 'EJi^YPr)'" («=1,2,...?)
(* = » y= i

mithin erhält m die Form:
a

y= l

und daher wird

e-1 r(Xyt/y) r(<«y)
w„ + w« = S / S[{xy)„ dx +

I
H(xy)„ dx («=1,2,. ..(.).

Da jetzt das Paar {xy) als Grenze der Integrale erster Art erscheint, also an

die Stelle eines Paares (x^y^) getreten ist, so wird (S. 480, (3))

E{xy, x^y„; ü, + w,, ...) = 0.

Schreibt man demnach die Gleichung, von der wir in diesem Kapitel ausge-

gangen sind, in der Form

E(xy, Xay„; ü. + w., ...) „._ « _ ,„,, _ ,

_ 2 (««-<) K'(a'!/)a-J'(^oä'o)a!

= e(M,— m;,, ...) B{u\ + w^-w^-w^, ...).e "
,

so ergiebt sich, dass für alle singulären Werthsysteme {ü^, ...ü) die Gleichung

e(w.-M;.,...Mg-Mij) =
besteht.

76*
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Darstellung Abelscher Functionen.

Schon im zweiundzwanzigsten Kapitel (S. 461—462) sind die rationalen

symmetrischen Functionen der durch die Gleichungen

W(j = S / H{xy).dx (p = i,2,...e)

definirten Werthepaare (a?i «/,),••• (a? w) als Abelsche Functionen der Argumente

Mj, ... u bezeichnet worden. Eine ausgedehnte Klasse solcher Functionen hat

die Form

wo F{xy) eine beliebige rationale Function des Paares (xy) bedeutet. Nach

dem im vorigen Kapitel Bewiesenen hat es keine Schwierigkeit, Functionen

dieser Art durch 9 -Functionen darzustellen.

Es seien

(II ^i), (l>iD. •••

die Unendlichkeitsstellen und

die Nullstellen der Function F{xy). Ferner sei (1)'' vj^") das die Umgebung

von (l^"/],) darstellende Functionenpaar , l^ die zu dieser Stelle gehörige Ord-

nungszahl, sodass
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ist. Dann folgt

und für die Entwickelung in der Nähe der Unendlichkeitsstelle {^[\) mit

der Ordnungszahl T gilt eine ähnliche Formel, in der nur —V an die Stelle

von l^ tritt. Nach S. 264 kann daher

gesetzt werden. Wie aus den dort angegebenen Formeln ersichtlich, treten

zu dem Ausdrucke rechts weder Functionen H'(xy)^ noch die Ableitung

einer rationalen Function des Paares (xy) hinzu. Da nun für jede rationale

Function die Anzahl der Nullstellen gleich der der ünendlichkeitsstellen ist,

wenn jede mit der zugehörigen Ordnungszahl gerechnet wird, so kann man,

indem man in die Reihen (§,vji),--- und ih[f}[),--- jede Stelle so oft auf-

nimmt wie die Ordnungszahl angiebt, auch einfach schreiben:

Hierin ist

F^^^i=h^''H-
Bezeichnet jetzt (ab) eine beliebige, nur von den Null- und ünendlichkeits-

stellen der Function F{xy) verschiedene Stelle des algebraischen Gebildes,

so folgt durch Integration

logÄf = S (^''''\H{%^r,^,x'y-)-H%r,'^,x'y')\dx'+ S c^^^ f^''^\{x'y')^dx'.

Nun ist (S. 598)

'(a6)

mithin wird

rV(M. ^y)-^a;v. .y)H.' = logfllt^^

Fjxy) _ ^ E^,,,; xy, al>) |.c^^V(«^).-^(«^).l

F{ab) V Ei^'^r^'^; xy, ab)
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Während früher (S. 390) eine rationale Function F{xy) durch ein Product

von £- Functionen des Paares {xy) ausgedrückt wurde, erscheint sie hier dar-

gestellt mittels eines Productes von £- Functionen, in denen das Paar {xy)

als Parameter auftritt. Setzen wir in die letzte Formel statt (xy) der Eeihe

nach die q Werthepaare {x^y^)^ . .. {x y ) ein, so erhalten wir durch Multiplication

M Fiab) -RY m',%; x^y,, ah)
'^

Werden sodann die Variablen u^,...u und u[^...u' durch die Gleichungen

e

«,» = 2 «^(««yJ/^-c^ (^ = 1,2,. ..(.j

und

eingeführt, und wird

u'^ = Qj{ah)^-c^ (^ = 1,2,. ..e)

/ß = i,2,...e\

V=1,2,...J

gesetzt, wobei eine Verwechselung mit den auf S. 486 eingeführten Grössen

w , ... Wg ausgeschlossen ist, so folgt (S. 597)

„üi F{ab) V -£'(Im^m' ^I'^/mJ "'.' •••"'?)

^ ( «(Mi-Wi-w;^, ...) e(M;-M>,-w.^, ...)

s

Setzt man endlich

so ergiebt sich

2 2 (««-<) iJ'(i^r)^)a-j'(s;.i;.)a| 2c'^'(««-<)

2 i<^'(S,vi^)a- J^'(i;vi;)„j + c«-> = K,

Nun hat' man nach dem Abelschen Theorem für die Integrale erster
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und zweiter Art

,dx = 0,

(ö = i,2,...e)

S /
^'(rcy)„ c^a; = - [log F{x,y,)] = - c«"

,

wenn die Integrationswege passend und in beiden Gleichungssystemen über-

einstimmend gewählt werden. Fixirt man daher die Integrationswege der

Integrale w und w in geeigneter Weise, so ist

und

u

mithin

K = 0.

In der obigen Formel fällt demnach der Exponentialfactor weg, und man erhält

A F{x„yJ ^ e(M.-g,-M),^, ...) S(u[-w,-w[f„ ...)

Dabei sind die Integrationswege für die in m^, . . . m und u[, . . .u' vorkommenden

Integrale willkürlich, während für die Grössen w^ und w'^ die Bedingungen

2K^-<^) = (« = 1,2,. ..e)

bestehen.

Es verdient hervorgehoben zu werden, dass die betrachtete Function

unabhängig von dem Werthe der Zahl q durch ein Product von Quotienten

von 0- Functionen dargestellt werden kann, deren Anzahl gleich der der Null-

oder Unendlichkeitsstellen der Function F{xy) ist.

Ist z. B. F(xy) eine lineare Function von x und «/, so giebt es r Werthe-

paare (S. 155), wofür sie Null wird, wenn r, wie früher, die Dimension der

Gleichung f(x, y) ^ bedeutet. Die Anzahl der Factoren auf der rechten

Seite wird also in diesem Falle gleich r.

Stellt man sich die Aufgabe, eine beliebige rationale symmetrische

Function der Paare (x^yj,... {x y ) als Function der Grössen u^,...u dar-
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zustellen , so wird man die Lösung dieser Aufgabe dann , wenn das algebraische

Gebilde durch eine specielle Gleichung gegeben ist, leicht dadurch verein-

fachen können, dass man zunächst gewisse einfache symmetrische Functionen,

aus denen sich alle übrigen Functionen derselben Art zusammensetzen lassen,

in der verlangten Form ausdrückt. So spielt für p = 1 die j<?- Function eine

ausgezeichnete Rolle, insofern alle elliptischen Functionen rational durch ^u
und p'u darstellbar sind.

Wie in der Theorie der elliptischen Transcendenten bewiesen wird, lässt

sich jede elliptische Function auch in der Form

„ S(m — M,) S(«t— M,) ... 6(m— My)

5(m— Vj) 6(m— «;,) ... ß{u — v,)

darstellen, wobei zwischen den Grössen u^^ ... u^. und v^, ... v^ die Beziehung

besteht. Umgekehrt, wenn u^^ ... n^^ v^, ... v^ beliebig, aber dieser Bedingung

gemäss angenommen werden, so ist dieser Quotient eine elliptische Function.

Diese Resultate bleiben bestehen, wenn statt der S- Function eine der

6 -Functionen einer Variablen eingeführt wird.

Der letzte, eben erwähnte Satz lässt sich nun leicht auf Functionen von

q Variablen ausdehnen. Es sei

"^ = i / H{xy)^dx (^ = l,2,...p)

Kö„)

und (2(üj, . . . 2(1) , 27],, . . . 2'»] ) ein System simultaner Perioden der Abelschen

Integrale erster vmd zweiter Art, so ist bei beliebigen Werthen der Grössen

<»••• \^ <) ••• \ (S- 516)

Der Quotient

0(m.-«;,...m^-«;)

ändert sich demnach um einen Exponentialfactor, wenn die Argumente
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u ., ... u um 2(u , ... 2(ü vermehrt werden. Sind nun

(m,, ... M , f., ...v) (x=l,2,...r)

r Systeme von je 2p beliebigen Grössen, so ergiebt sich aus der vorhergehenden

Eelation
X

1

1

5i
— AI y.

• «=

«=' e(M,+2ü,.-i;., ...) ''=' e(M,-«;„ ...)

Genügen daher die Grössen «i,, ... v^ den q Bedingungen

SWa = S^«. (a = l,2,...?)
-/ = 1 X = 1

so ist, wenn C eine willkürliche Constante bedeutet, die durch die Gleichung

^^ e(«,-M,,.,.M -m)

'' = • e(M,-v,,...Mg-t;g)

definirte Function ^(«j, ...«) 2p -fach periodisch, da für sie die Relationen

<P(m,+ 2(ü,.,...m +2m ^) = ?(m.,...m„),

TK+2">;^, ...M^+2u>;,^) = rp(M„...M^)

bestehen.

Führt man für das Paar («„«/„) ein Element {x^y^ ein, dessen Mittel-

punkt eine beliebige Stelle des algebraischen Gebildes ist, so lassen sich

u , ... u für hinreichend kleine Werthe von \t\ als Potenzreihen von t dar-

darstellen. Bei der Entwickelung des Products

y.

,iu .,)=.cri "^'^'-r ^^-r^^
''~'Ö(m,-z;., ...u^-v^)

i

können dann nur in der Umgebung einer endlichen Anzahl Stellen negative

Potenzen auftreten. Es ist demnach ^{u^^ ...u) eine rationale Function des

Paares {x^y^) (S. 244— 246) und daher auch eine rationale und symmetrische

Fimction der Paare {x^y^)i •.- {x y^), d.h. eine Abelsche Function der Va-

riablen «j, ... u .

Für »- = 1 wird «„ = f^, und cp(«j, ...m) reducirt sich auf eine Con-

stante. Nehmen wir aber r = 2 an und geben, \un eine möglichst ein-

Abelicbe Functionen. 77
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fache Abelsche Function zu erhalten, den sämmtlichen Grössen v,...v

und Vj, ... V den Werth Null, so wird

mithin

?(".,-• -«o) = G

1 1

M„ = - M„

,

(a = 1, 2, ... (?)

9(M,-t«,,...Mg-Mg)9(M, + M,,...Mg+Mg)

Es seien nun jt^, ... u
,

;»[,...;»' beliebige ganze Zahlen, und es werde

(a = l,2,...p)

gesetzt, sodass 2ü)j, ... 2ü) , 27]^, ... 2t] dieselbe Bedeutung haben wie vorher.

Dann wird für u^ = to^, ... u = (o (S. 574)

und da die 9 -Functionen mit ganzzahligen Parametern gerade oder ungerade

sind und

ist, so folgt

tK...«.) = c
e'K..^,)-'

wo C" wieder eine Constante bedeutet. Das Quadrat des Quotienten einer

6-Function mit ganzzahligen Parametern und der Function 6(«*j, . . . «* ) ist daher

eine Abelsche Function. Das Gleiche ergiebt sich hieraus auch für das

Quadrat des Quotienten irgend zweier 6 -Functionen mit ganzzahligen Para-

metern. Auf die Quotienten selbst wollen wir hier nicht eingehen.



Vierunddreissigstes Kapitel.

Relationen unter Producten von Thetafunctionen.

Es seien

(ft.,---^e, K,---K) (x = l,2,...r)

r Systeme von je 2q beliebigen Parametern, wo r eine beliebige ganze Zahl

bedeutet, und

S{u^,...u^;(i,H') (x=l,2,...r)

die r zugehörigen allgemeinen 6 - Functionen , wie wir sie im dreissigsten

Kapitel untersucht haben. Dann soll das Product dieser r Functionen

X X.

n8(M„...Mn; ft,;*')
%=i

betrachtet und mit

bezeichnet werden.

Wird

n («,,...«)

?
(«=: 1,2, ...(.)

gesetzt, wo p^^-.-p und g^,---g irgend welche ganzen Zahlen sein sollen,

i so besteht die Relation (S. 576)

e(M.+ 2«,.,...;^,^') = (-1)" e " e{u„...;n,(i').e''

77*
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Setzt man daher zur Abkürzung

1 1 r (a=l,2,...p)

SO folgt

nK + 2„,„...) = (-l) " e " n(«.,...).e
"

woraus sich

n(M.+2„,,^,...) = nK,...).e "

n(M.+ 2(o;^,...) = nK,...).e "

ergiebt.

Ist auch (Vj, ... V , Vj, ... v') ein System von 2p beliebigen Grössen, und

wird wie früher (S. 574)

**

_ (a = l,2...p)

P

gesetzt, so werde eine Function

n(M,,...Mg; v,v')

mit den 2q Parametern i/^, .. . v , vj, .. . v' durch die der Gleichung

entsprechende

n{u„...;v,v') = nK+s;,...).^-'"''^""---''''''')

eingeführt; dann ist Yl{u^, ...• 0,0) mit ll(u^,...) identisch. Zunächst mögen

nun einige Eigenschaften der Function n(u^, ...• v,v') entwickelt werden.

Nimmt man für die Parameter v und v' beliebige ganze, und zwar ge-

rade Zahlen 2p und 2q , so treten 2(o^ und 2yj^ an die Stelle von (ü^ und ^^,
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und man erhält

Wenn femer (\,...l) und (A',, .../) zwei Systeme von je q beliebigen

Grössen bedeuten und

^ (a=l,2,...?)

gesetzt wird, so findet sich zunächst

II(t(, + m", .,.; v,v')

Mit Hülfe der Relation (vgl. S. 570)

folgt dann

7)(m„...; v + A, v'+A')-7i(m, + SJ;',...;v,v') = Tr)(M„ ...; A, A')- -^ittS«'«*«»

sodass sich

fi) («„...; i, r) - -i- rnt 2 *« ii
n(M,+ <, ...; v,v') = n(M„...; v + A, v'+A').e a

ergiebt.

Werden wieder für (v^, ... v ) und (v^', ... v'\ zwei Systeme gerader Zahlen

(2/)j, . . . 2^^) und (25^^, ...2ö) angenommen, so liefert die vorstehende Glei-

chung in Verbindung mit der ersten auf dieser und der letzten auf der

vorigen Seite:

n(M„...; A + 2^, A'+23) = n(M„...;A,A').e "

Setzt man aber bei beliebigen Werthen von v^, ...v für (A^,.../)

und (Aj, ...A') zwei Systeme gerader Zahlen (2;?^, . .. 2/) ) und (2^^, ...2^), so

erhält man
riri(«,,...;2i3,2g)-rjtt29B»'<.

n(M,+ 2o>,,...; v,v') = I1(m,,...; v+22),i;'+2g).e "
,
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woraus mit Hülfe der eben bewiesenen Relation

n(M,+ 2a),, ...; v,v') = n(M„ ...; V, v').e

folgt.

Mittels dieser Formeln lässt sich das mit U(u^, ... u) bezeichnete Product

von 6 -Functionen linear und homogen durch transformirte Thetafunc-

tionen

darstellen, die aus Q(u^, ... u : ii,(i') bei Einführung der Grössen

""aß-—
I ">0(») ^o,»! *"^aß

an Stelle von
r r

<"a|») '"ap ^lo,») ^o^S

hervorgehen. Die Summe

ni

s
(m)

e ' « n(M.,...;-^,0)
,

in deren allgemeinem Gliede für (m,, . . . ?w ) der Eeihe nach alle r^ Variationen

(»*" Klasse mit Wiederholung aus den Zahlen 0, 1, ... r — \ zu setzen sind,

wollen wir zur Abkürzung mit

S(u„...u^)

bezeichnen; femer sei

<U„o

<*

(«=l,2,...p)

wobei (2^j, . . . 2 w ) und {2q^, . . . 2q ) wieder zwei beliebige Systeme gerader

Zahlen sein sollen. Wir untersuchen nun das Verhalten der Function S(u^,. ..u

bei Vermehrung der Argumente u^, . . . u um 2(«j, ... 2(1) .

Aus der Gleichung

rT)(M,, ...; X,i')--2-»''^»S»'i^a

n(u,-i-^;,...;vrv') = n(«.,...; v + k,v'+k-).e
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ergiebt sich für A^ = -^, X'^ = 2q^, v^ = -^, v'^ =

n(«.+ 2a„...; ^,0) = n(M„...;-^i^^,22).e"

Ist nun p'^ die grösste, in - " ^" enthaltene ganze Zahl, und wird

gesetzt, so ist

"("..-••; V. >2g) = n(M,,...;-—
,
0).e

;

r

man erhält demnach

r
n(M,+ 2m„...; -— ,0)

r

TT»

= « n(M„...; -y-,0).e

Diese Gleichung bleibt bestehen, wenn man (i[,...fi' um beliebige gerade

Zahlen 2«^, ... 2w vermehrt, da sich dann beide Seiten um den Exponential-

factor

e

ändern.

Wenn für (m^, ... m) der Reihe nach die r^ Variationen (»**' Klasse mit

Wiederholung aus den r Elementen 0, 1, ...r— 1 gesetzt werden, so ist die

Gesammtheit der Systeme (m^, . . . m) mit der der Systeme (m^, ...»»') identisch,

mithin ergiebt sich aus der vorhergehenden Formel

S|2?)„(M„+a„)-i>a3ait»}+itt2(Pa-7r-9«f*o)

S(«,+2üi.,. ..) = ÄK,. ..).«"

Als Specialfälle sind hierin die 29 Gleichungen

2(0,. "T- 227)„^(m„+ _^)
«(«.+-/,••) = « SK,...).e"

(/J = l,2,...»)

enthalten.
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Für die allgemeine 6 -Function mit 2^ Parametern haben wir nun die

Fundamentalgleichungen (S. 576)

e(M. + 2a>;^,...;^,^') = e-''?'^*eK,... ;,*,,*')•«"

gefunden. Führen wir in diese statt

«"oj») "'o|S) "^aßl "HafS

die Grössen

^ -, «>a^. -naß, ^fiaß

ein, was erlaubt ist, da sie ebenfalls die auf S. 571 aufgestellten (»(2p— 1)

Relationen befriedigen, so ist

e(M,,...M^; II, ii)

die zu den Grössen der zweiten Reihe gehörende allgemeine 9 -Function mit

den 2p Parametern ft^, ... jt^, ft^, ... yJ . und es bestehen für

OK,.--; f*. 7")

die 2p Gleichungen

Da nun /S(m,, ...m), als Summe von Producten von 6 - Functionen , in

der Umgebung jedes im Endlichen gelegenen Werthsystems («*,, ...u^) den

Charakter einer ganzen Function hat und denselben 2p Fundamentalgleichungen

wie

e(M„...M^; ft,-^)

genügt, so ist

S(m,,...) = c6(m„...; ft,-^),

wo c eine Constante bedeutet (S. 577— 578).
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Wie auf S. 615 kann man sich davon überzeugen, dass diese Gleichung

gültig bleibt, wenn ft^, ... ^' um beliebige gerade Zahlen 2w,, ... 2n^ vermehrt

werden. Demnach erhält man mit Hülfe der Definition der Function S(u^, •••K)

die Gleichung

S^ HK,...; -^,0)j = (7„^,...„^e(M.,...;^,-^?l^^ ),

in welcher C„ „ eine in Bezug auf u , ... u constante Grösse bezeichnet,

die sich bestimmen lässt, indem man für {u^,...u) ein geeignetes specielles

Werthsystem einführt.

Setzen wir nun für die Zahlen n^, ... n der Reihe nach dieselben r- Va-

riationen wie vorher für m^, ... m, und addiren alle so entstehenden Glei-

chungen, so geht aus der linken Seite die Grösse

1t» _
,

271» „

hervor. Da aber die Summe

2"*v-„ *,
2i:iOT,w, 2ittmnno

r- !»»«*»„ ^_, ,._, ^^
Se " = 2 « "...Sc
(n) «1= Mg=

gleich Null ist, wenn irgend eine der Zahlen m^, ... m einen von Null ver-

schiedenen Werth hat, dagegen gleich r^, wenn gleichzeitig m^ = 0, . . . m =0
ist, so erhält man

nK,...) = ^2C„„...„^eK,...;^,A±l!L).
' (")

^ '

Diese Formel giebt die Darstellung des Products

als lineare homogene Function der r^ transformirten Thetafunctionen.

Wenn man die Werthe der Grössen (i^, ... (i
,

(t'^, ... ft' fixirt, so sind in

der eben aufgestellten Gleichung die r* Functionen

Abeluclie FnncUoiien. 78
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bestimmt, während die einzelnen in Il(u^,...) enthaltenen 8 -Functionen noch

auf beliebig viele Weisen gewählt werden können. Zerlegt man nämlich das

gegebene System (ft^, ... u
,

jt^, ... jt') auf verschiedene Arten in Summen (vgl.

S. 612):

19 r 13 r

ft« = /*a+ft„+ •••+;*„, fl'a = f^L+f*a +••• + /*;,

ft» = l'a + »'o + ••• + I'a, (i'a = K + v'a + '-- + v'^,

• •* • • t • • •

80 liefern die Producta

ne(M„...,- v,v'),
x= i

• • •

im Allgemeinen verschiedene Functionen U(u^,...). Bildet man nun in dieser

Weise r^+1 verschiedene Functionen U(ü^,...), so kann man aus den r^+1

Gleichungen der Form

deren rechte Seiten sich nur durch die Coefficienten C „ unterscheiden,

die r^ ö- Functionen eliminiren, wodurch sich eine lineare homogene Gleichung

zwischen den r^+l Functionen ll(u^,...) ergiebt.

Die Gleichung zwischen dem Product von 6 -Functionen und den trans-

formirten Thetafunctionen lässt sich noch etwas verallgemeinern. Es seien

rg nur den Bedingungen

r r r

V,, V,, ... V.

2 v„ = (« = i,2,...e)
x= i

unterworfene Grössen. Definirt man nun eine Function

n(M„...M(,)
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durch die Gleichung

619

% XX
T[^i»i-v„...u -v; (l,ll') = n(M,,...M),
X= l

^

SO genügt sie derselben Relation (S. 612)

n(M,+ 2«..,...) = (-1) " e " n(u„...).e
"

wie die bisher mit 11 (w^, . . .) bezeichnete. Denn die Gleichung zwischen

6(Wj— t5j + 2tOj, ...; ft,^') und ©(w^ — v^, ...; fi, ji') unterscheidet sich von der

zwischen e(M, + 2(0^, ..
.; j^, ^') und Q{u^, . . .-/(i,^') (S. 611) nur dadurch, dass

auf der rechten Seite der Factor

-2 Slot)«

L
hinzutritt, und es wird

Ue
-E2r)Ja 2 2r)„«„

Dieselben Schlüsse, durch welche die Darstellung der Function U(u^,...) in

Form einer Summe von transformirten Thetafunctionen hergeleitet wurde,

und die wesentlich auf jener Relation beruhten, führen zu der Gleichung

x=i r^ (H) " e r

^und

r."C— ,.-... a. o... ,.„....
^B Mit einer kleinen Änderung bleibt dieses Resultat bestehen, wenn von

^M den Q Bedingungen
>• X

X= I

(a=l,2,...e)

abgesehen wird. Denn führen wir alsdann die Grössen v,, ... v durch die

Gleichungen

ein, so ist

• X

S fa = rv„
X= I
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Wegen
V

"X, V. 0^0 OCX

folgt daher

• * XX 1 r u'+2w
n0(M,-v„...; ^,ft') = --^'EC„ e{u,-v„...; ft,

^^—— )•

x=i ^ (n) " e r

Wird im Folgenden r = 2, v^ = —v^ angenommen und v^ für v^ geschrieben,

so ergiebt sich

wobei
1 3

, ,
(C£=l,2,...p)

/*« + ft; = f*;

sein muss und unter v^, ... v beliebige, von u^, ... u unabhängige Variable

verstanden werden können. Da die Grössen C„ „ ausser von n. ... n nur

von den Parametern und von v^ , ... v abhängen , so kommen auf der rechten

Seite der Gleichung die Variablen u^., ... u und v, , ... v getrennt vor.

Die Parameter [i^y...(i
, [i[,...fi' mögen jetzt als ganzzahlig angenommen

werden, und zwar mögen ft^, ... fi einen der Werthe oder —1 und ft',, ... fi'^118 8

einen der Werthe oder 1 haben. Wenn für (i^, (t^ und /a^, fi'^ ebenfalls

ganze Zahlen gesetzt werden, so genügt es zu Folge der Formel (S. 575)

%

y. X XX '^»Si'afa

e(u^,...; li + 2p,(i'+2q) = S{u„...; (i,(i').e "

X X,

m der /)j, ... p und 5'^, ... q ganze Zahlen bedeuten, die Grössen /t^ und ^^ so

zu wählen, dass

1 2

. ,
(mod 2)

wird, und ihre Werthe in derselben Weise wie die von jt^ und ft^ zu be-

schränken. Dann erhält man für (f*„,ft^) = (0,0)

ik,k,k^k) = (0,0,0,0), (0,0,1,1), (-1,-1,0,0), (-1,-1,1,1),
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und ebenso können zu jedem der drei anderen mögliclien Werthsysteme

(0,1), (-1,0), (-1,1) von (ft„,ftl) die Parameter /i„, ^„, ji;,, /!;, auf vier ver-

schiedene Arten angenommen werden. Für ein bestimmtes, in der angegebe-

nen Weise aus den Zahlen (0,-1) und (0,1) gebildetes System der Parameter

ftj, ... ^^ und ft[, ... ji' gehen demnach aus der Gleichung

e(M, + i;„...; fi,^')-ö(«,-«i, •••; ^.^') = ^SC'w„...«jÖ(m„...,- (1,-^ + n)

insgesammt 4^ Gleichungen hervor, in denen auf den linken Seiten die

0- Functionen verschiedene Systeme von Parametern enthalten, während die

rechten Seiten sich nur durch die Werthe der Coefficienten C„ unter-

scheiden. Wird von je zweien dieser Gleichungen, deren linke Seiten bei

Vertauschung von v,, ... v mit —v^, v in einander übergehen, nur eine

beibehalten, so bleiben, jedenfalls für p > 1, noch mehr als 2* Gleichungen

übrig. Die rechten Seiten:

enthalten nun für ein bestimmtes Werthsystem der Parameter fi^, ... /t ,;*',... jt'

nur 2* verschiedene 9 -Functionen, durch deren Elimination aus 2^+1 dieser

Gleichungen sich eine lineare homogene Relation zwischen 2*+l Producten

e(M.+ t;,, ...; ii,ii').S{u,-v„ ...; ^/[i')

ergiebt, die sich durch die Systeme der Parameter unterscheiden. Die Coef-

ficienten sind Functionen von v , ... v . Es steht frei, diesen Grössen vor der

Elimination der Functionen Ö(«*j, ...; ^, -|- + w) in den verschiedenen Gleichungen

verschiedene Werthe beizulegen.

Setzen wir in allen 2*+l Gleichungen v,, ... v gleich Null, so erhalten

wir durch Elimination der Functionen Q{u^, ...• (i,^ + n) eine lineare homo-

gene Relation zwischen 2*+l Producten

wo aber stets

e(M.,...; f*,ft').e(M,,...; (i,ii'),

1 9

, , (mod 2)
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sein muss. Demnach gilt der Satz: Wenn die ganzen Zahlen [i^ und ft^ be-

liebig angenommen und alle Producte

e(M,,...; ft,fi').6(M,,...; fi,(i')

112 2

gebildet werden, in denen (i^, (i'^, (i^, j*'^ den vorstehenden Congruenzen ge-

nügen, so besteht zwischen je 2^+1 dieser Producte eine lineare homogene

Relation. Setzt man z. B. die sämmtlichen Parameter (t^, ... jt
,

(i[, ... (i gleich12 1, 2, ...
Null, so kann (i^ ^= (i^ und ji^ = ^^ angenommen werden, mithin gehen die

eben betrachteten Producte in die Quadrate von B- Functionen über, und es

ergiebt sich unter den Quadraten von je 2^+1 0- Functionen mit beliebigen

ganzzahligen Parametern eine solche Relation.

Wird aber nur in 2^ der Producte

den Grössen v^,...v der Werth Null beigelegt, während die Werthe von

V , ... V in einem Product beliebig bleiben, so entsteht eine Gleichung

0(m, + «„ ...; ft,fi')-6K-«^., •••; v,v') = SK,...)j0(m„...; fi,(i').e(u„...; v,v'),
1= i

in der die Parameter (i^, v^, [i^, v^ gleich oder —1, die Parameter ^^, v„, jt^, v'^

gleich oder 1 sind und
i i

(l„ + V„ = ft„ + v„,

, i
(mod 2)

(i'a + K = !^'a+ K

ist. Dabei soll der Beweis für die Möglichkeit übergangen werden, die in

dieser Relation benutzten Producte von Thetafunctionen so zu wählen, dass

sie von einander linear unabhängig sind. Die Coefficienten {v^, .

.

.), lassen

sich bestimmen, indem man für u Grössen der Form

?

einführt. Da die Parameter ft^, ft^ und v^, v'^ ganze Zahlen, die 0-Functionen

mithin gerade oder ungerade sind, so besteht die Relation (vgl. S. 575)

= C6{v^,...; n-\-p,fi'+q).Q{v^,...;v+p,v'+q).e" ,
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in der rechts die Parameter (i^'^Pa^ '"a'^Pa wieder durch die ihnen mod 2

congruenten Zahlen 0,-1, die Parameter
f*' + ^„ , v^ + 5'„ durch die congruenten

Zahlen 0, 1 ersetzt werden sollen. C bedeutet eine von fi^, ^'^, v^, v[,Pg, q^ ab-

hängige Potenz von i. Formt man in gleicher Weise jedes der Producte

II II
e(tu„...; ^,^').e(a),,,..; v,v')

um , so liefert die in Eede stehende Gleichung für m^ = (o^ , ... u = % die

Relation

S(v„...; (i+p, fi'+q).S{v^,...; v+p,v'+q)

= ^Ciiv„...\Q{0,...; (i+p,il'+q).S(p,...; v+p,v'+q),
1=1

wenn mit c^ eine Potenz von i bezeichnet wird. Auf diese "Weise kann man
durch geeignete Wahl verschiedener Systeme {(o^,...(o) die zur Bestimmung

der Coefficienten (v^, . . .); erforderliche Anzahl von unabhängigen Relationen

finden, durch deren Auflösung (v^, ...)^ sich als lineare homogene Function

von Producten je zweier 6 -Functionen der Form

e(v,,...; (i+p,(i'+q).Qiv„...; v+p,v'+q)

ergiebt. Dann nimmt die betrachtete Gleichung die Gestalt

e{u,+ v,,...; fi,(i').S(u,-v„...; v,v')

(I) (1) , C) 13) (1) (1) (1) (9)= ^{^,X)^{u„...', x,x')e(M„...; x,x')e(r„...; X, X')Q{v„ ...; X,X')

i an, wobei die Parameter x , x , A , A die Werthe und —1, die Parameter
(1) (•) (I) <«) ,. ^,-. , 111
X' , X' , A' , X' die Werthe und 1 haben.

In dieser Gleichung setzen wir jetzt die Parameter v^, ...v, v[,...v'

sämmtlich gleich Null, so folgt, da

e(M,,...M„; 0,0) = e(M,,...M^)

ist,

e(M.+«.,...; (i,(i').e{u,-v„...)

(I) (1) (» <« „ ,
(I) (1) „ (») m= ^(^,X)S(u„...; x,x')ÖK,---; x,x')8(v„...; X, X')S(v„ ...; X, X').

Ist nun (ftj, ...jt) irgend eine von (^j, ...u) verschiedene Variation der

Zahlen und —1 und {]i[, . . . Ji) eine von ((i[, . . . fif) verschiedene der Zahlen
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und 1, SO werde der Quotient

9(M.,...Mg; (1,(1')

e(M,,...Mg; jt.ft')

mit

bezeichnet, wobei die Indices n die 2^^ Quotienten unterscheiden, die sich

für die verschiedenen zulässigen Werthsysteme der Parameter ft^, . . . f»^, ft^, . . . fi'

ergeben und von denen sich einer auf 1 reducirt. Für das Product

lässt sich nun eine der vorhergehenden entsprechende Gleichung aufstellen,

und man erhält, indem man die obige Gleichung durch diese dividirt, für

einen Quotienten von zwei Summen. Nach Division durch

ergeben sich für den Zähler und den Nenner dieses Quotienten Ausdrücke

der Form
(I) (l) (2) (» (t) (1) <«) (1)

eK,...; x,x') e(M.,...; x,x') efc.,...; A,A') e(t;., .. .; A, A')

^ e(M„...;^,(t') e{u„...;(i,(i') e («;„...; ft,fi') B{v„ ...; Ji, ^t')

Der Quotient zweier 0- Functionen mit den zusammengesetzten Argumenten

^i + v^, ... u^ + v ist damit rational durch Quotienten von 6 -Functionen mit

den einfachen Argumenten u^, ... u^ und v^, ... v dargestellt.
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ir(a;j/,a;'y'); Darstellung der !Differenz -=- H(xy,x'y')— j-j- H(x'y',xy) in der

FoTm2\H(x'y')^H'(xy)„-H{xy)„H'Cx'y'-)J 251-254.
dx' "

H(Xiy{, x'.^y'^) ——', Entwickelnng 73—78.

H{xy)\ Erklärung . 104.

S(xy)a; Erklärung 79.

— Fundamentaleigenschaften 86, 109—112, 257.

— lineare Unabhängigkeit der q Functionen 105— 107.

— Grad und Dimension der im Zähler auftretenden ganzen Function von a; undy 108—112, 116.

— Verhalten bei einer rationalen Transformation 112—116.

— Grad 118-127.

— Bildung für das Gebilde 2/"-iJ(a;) = 140-145.

— Bildung für ein Gebilde ohne singulare Stellen 177—178.

— Bildung für ein beliebiges algebraisches Gebilde 178—192.

Darstellung durch logarithmische Ableitungen der Functionen E[xy)

und JB'ixy),^ 315-316, 373.

H'{xy)u; Erklärung 79, 252.

— Eigenschaften 254—257.

— Darstellung durch logarithmische Ableitungen der Functionen E(xy)ß

und E'ixy),, 815-316, 373.

— Grad 589-590.

E(xy,ab}fi; Erklärung 79.

— Eigenschaften 79—84.

H(iri,|'T)'); Erklärung 219.

— Eigenschaften 219—225.

H{%ri)a; Erklärung und Eigenschaften 223—224.

Integral einer rationalen Function des Paares (xy); Erklärung 2—4,249—251,295—299.

— Darstellung durch Abelsche Integrale erster, zweiter und dritter Art 260—266, 275.

— Darstellung durch Logarithmen der J?- Functionen 400.

Integration einer rationalen Function einer Veränderlichen auf directem Wege . 277—280.

Integrationsweg; geschlossener 4, 281, 299.

Integrationswege; einfache und zusammengesetzte 301.

J{xy)a und J'ixy)^; Erklärung 373.

— Darstellung durch Logarithmen der Functionen E{xy)ß und E'{xy)g 373—376.

J'(xy)a; Darstellung durch die 6-Function 598—599.

J'Ca;!/; «12/,, a;o2/o); Erklärung 396.

J(«i, ...Mg)|9; Erklärung 476.

— Eigenschaften 477-479, 585-588.

Jacobi 1, 7, 9, 401-402, 437,

444-445, 553.

Jacobisches Umkehrungsproblem ; Erklärung 7—9, 444—445, 450.

— Lösung 446-448, 450-462.

Kreise von Werthepaaren , 299, 318—829.
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Kummers ideale Primfactoren 391—393.

Legendre . 402.

Logarithmus 281—294.

L{x); Erklärung 282.

Mehrfache Stellen eines Gebildes 32.

Mittelpunkt eines Elementes 16.

Monogeneität eines algebraischen Gebildes 13, 241.

Nullstellen einer rationalen Function des Paares {xy); ihre Anzahl ist gleich der

der Unendlichkeitsstellen 56.

Ordnung einer algebraischen Gleichung in Bezug auf die Stelle (0, 0) 19.

Ordnungszahl einer Stelle 54.

Q{xy)\ Erklärung 305-306.

— Eigenschaften 306— 313.

Q{xy)^ und 9.'{xy)i 370.

Q(a;y;a;,j/,,a;„yo); Erklärung 305,377.
— Eigenschaften 377— 383.

(Oßjj und (u'„|, ; Erklärung 324, 570.

|iu„j,|; Determinante 523, 524-529, 555-560.

ü>„; Erklärung und Bestimmung 515, 585—596.

Periode des Logarithmus 294.

Perioden der Abelschen Integrale erster und zweiter Art; Relationen unter ihnen 311—313, 330—334.
— des Abelschen Integrals dritter Art 399.

— der hyperelliptischen Integrale 344-345, 357-363.

Periodicität der Abelschen Functionen 8, 463—465 564—565.

Positive complexe Grösse 349.

Positive und negative Seite einer Geraden 288.

— einer gebrochenen Linie 317.

Primfunctionen ; Darstellung einer rationalen Function des Paares (xy) durch solche 387—391.

Primitives Periodensystem eines Integrals 4^ 335.

Primitives System simultaner Perioden mehrerer Integralfunctionen 336.

— der Abelschen Integrale erster und zweiter Art 837—338.

Punkt in einem algebraischen Gebilde 13.

SP(t); Erklärung 18.

P(<, t) ; Erklärung 76.

n(M,,...M(,) 611-612,617.

n{M,,...Ug;r,r') 612-614.

Quotient zweier Potenzreihen ; Bedingung für die Entwickelbarkeit in eine gewöhn-

liche Potenzreihe 74.

Rang p des algebraischen Gebildes; Erklärung 69.

— ünveränderlichkeit bei einer rationalen Transformation des Gebildes . . . 69—70.

— mit der Anzahl der linear unabhängigen Functionen i/(a!!/)„ übereinstimmend 105— 107.
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Kang Q des algebraischen Gebildes; erste Art der Berechnung 117— 130.

— — zweite Art der;'Berechnung 155— 175.

— — gleich der Anzahl der Zahlen x, , Xj , . .
.

, wenn unter

den rationalen Functionen mit einer einzigen Unend-

lichkeitsstelle solche xl°°, xa"", ... Grades fehlen . 219-225.

— — Zusammenstellung der verschiedenen Bedeutungen . 421.

— eines Gebildes ohne singulare Stellen 172.

— eines Gebildes mit nur gewöhnlichen singulären Punkten 172.

— eines hyperelliptischen Gebildes 131— 134, 189—140.

— des Gebildes y^-Bix) = 137-139.

Rationale Function des Paares (xy); Erklärung 46.

— Bestimmung der Paare (xy), für die sie einen gegebenen Werth annimmt . 47—56.

— mit gegebenen Unendlichkeitsstellen 68—69, 98—103.

— Bedingung für die Existenz einer Function, die an weniger als p+l Stellen

von der ersten Ordnung unendlich gross wird 68, 198.

— Beweis der Gleichung 2 [F(a;(j/i)-^]_ =0 88-95.

— Darstellung durch die Functionen H{xy,Xyyy);_ 95—98.

— mit einer einzigen Unendlichkeitsstelle 2U— 225.

— charakteristische Eigenschaften 244—246.

— Darstellung durch die Functionen E(Xfy,,xy), H{xy)a und H'{xy)a 260—264.

Rationale Transformation des algebraischen Gebildes 56—60.

— specieller Art 112-116, 117, 160-161,

175, 200, 216-218.

Relationen unter den Grössen m„j5, <ui^, i)„j?, ?)% 330—332, 571.

Riemann 10.

Rosenhain 9, 553—554.

Simultane Perioden mehrerer Integralfunctionen 835.

— der Abelschen Integrale erster und zweiter Art 306, 837.

Singulare Stelle eines algebraischen Gebildes ; Erklärung 14.

— Darstellung der Elemente für die Umgebung einer solchen Stelle 19—32.

Singulare Werthe des Arguments einer algebraischen Function 42.

Singulare Werthsysteme der Argumente Abelscher Functionen 456—460,466,501—503,603.

Steiner . 402.

Stelle eines algebraischen Gebildes 13.

Theilbarkeit einer Potenzreihe durch eine andere 74. •

Transformirte 9 -Functionen 614—616.

9{M,,...Mg); Erklärung 516, 568.

— die 2q Fundamentalgleichungen 516, 571.

— sonstige Eigenschaften 516—521.

— Darstellung 521-523,552-553.

— Werthsysteme, für welche die Function verschwindet 600—603.

— Historisches 553—554.
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e(M,,...Uj;)*,fi'); Erklärung 578.

— die 2q Fundamentalgleichungen 576.

— Belationen unter Functionen mit verschiedenen Parametern. . 573—576.

— — unter Producten solcher Functionen 611—624.

— mit ganzzahligen Parametern 582—583.

— Quadrat des Quotienten zweier solchen Functionen 610.

e(M,,...«o; (*,;*') 614-616.

»(«,,... r^); Erklärung 533, 579. ,

— Periodicität
' 533-534.

— sonstige Eigenschaften 534— 538.

— Darstellung durch eine Fouriersche Keihe 550—552, 579—580.

%(v„...v^;ii,ix') 581-582.

— mit ganzzahligen Parametern 583 — 584.

T„^; Erklärung 585, 578.

— Beweis der Relation t^^ = t„^ 535.

Umgebung einer Stelle 14, 36.

Umkehrungsproblem in der Theorie der elliptischen Transcendenten 6, 441—444.

— in der Theorie der Abelschen Transcendenten 7—9,444—448,450—462.

Unendlich ferne Stellen des Gebildes 13, 32-36.

— Elemente 36-41.

— singulare Stellen 162.

Unendlichkeitsstellen einer rationalen Function des Paares (xy) ; ihre Anzahl ist

gleich der der Nullstellen 56.

Variation eines Integrationsweges 299—300.

Vollständiges Integral 281, 299.

Viij Erklärung 486.

Wesentlich singulare Werthe des Arguments einer algebraischen Function ... 45.

V)ß,Wfl,w^^,Wif,,w'^^; ErUäTvmg 486,606.

w„, «;„; Erklärung 597.

(Xfi/i); Bezeichnung für ein beliebiges Functionenpaar 54.

(,Xtyt}; Functionenpaar für die Umgebung der Stelle (a„&„) 79.

Zusammengehörige Perioden mehrerer Integralfunctionen 885.

Zusammengesetzte Integrationswege 301.



Das Manuscript für die Einleitung und die Kapitel 1, 5-10, 13, 18-26, 29 (S. 560-565), 30, 33

(S. 608-610) und 34 ist von G. Hettner, das für die Kapitel 2-4, 11, 12, 14-17, 27, 28, 29 (S. 555-559),

31, 32 und 33 (S. 600—607) von J. Knoblauch verfasst worden, doch hat jeder die von dem Anderen

bearbeiteten Theile eingehend geprüft. Eine Correctur sämmtlicher Bogen hat Herr R. Rothe gelesen;

von Herrn C. Barich, der vor Beendigung des Druckes gestorben ist, sind die Bogen 1—67 in typo-

graphischer Hinsicht revidirt worden.

Berichtigungen.

S. 47 Z. 15 statt s und x lies s.

S. 115 Z. 10 v. u. statt (p, 2o) lies (p, g)^.

S. 254 Z. 4 statt 253 Ues 252.

Göttingen, Druck der Dieterich'schen Univ.-Buchdrnckerei (W. Fr. Kästner).
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