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VORWORT.

Der folgenden Darstellung der Theorie der elliptischen Functionen liegt

für die Kapitel 1 bis 9, 12 und 13 ein Manuscript zu Grunde, das Weier-

strass im Jahre 1863 Herrn F. Hertens dictirt hat. Für einige specielle

Abschnitte der Anfangskapitel ist eine Ausarbeitung von Herrn Felix Müller

aus dem Winter- Semester 1864— 65 zu Rathe gezogen worden.

Die Grundlage des 31. Kapitels bildet ein Weierstrasssches Manuscript,

dessen Entstehungszeit nicht bekannt ist.

Das Übrige ist nach meiner Nachschrift einer von Weierstrass im Winter-

Semester 1874— 75 gehaltenen Vorlesung ausgearbeitet worden, in wenigen

Einzelheiten unter Heranziehung einer Ausarbeitung von Georg Hettner. Nach

dem Gesammtplan von Weierstrass' Mathematischen Werken giebt die vor-

liegende Darstellung nicht Alles wieder, was in dieser Vorlesung und in dem

erstgenannten Manuscript enthalten war. Dagegen kommt der Beweis für die

Nichtexistenz von mehr als zwei Perioden in der Weierstrassschen Vorlesung

über elliptische Functionen nicht vor.

Herr Rudolf Rothe hat sich der dankenswerthen Mühe unterzogen, die

meisten Formeln zu controliren und von sämmtlichen Bogen mehrere Cor-

recturen zu lesen.

Berlin, den 7. Februar 1915.

Johannes Knoblauch.
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EINLEITUNG.

Die für reelle und complexe Werthe des Argumentes u eindeutig erklärte

[Exponentialfunction E{u) = e" hat folgende Haupteigenschaften:

1) Sind die Argumente m, v und w durch die Gleichung

W = U + V

[verbunden, so besteht zwischen den zugehörigen Functionswerthen

E(u) = X, E{v) = y, E{w) = z

die algebraische Gleichung

z = xy.

•

2) Die Function E{u) genügt der algebraischen Differentialgleichung erster

Ordnung ^ = E{u).
du '

3) Zu einem gegebenen Werthe der Function gehören unendlich viele

Werthe des Argumentes. Ist einer von ihnen bekannt, so erhält man jeden

anderen durch Addition oder Subtraction eines Vielfachen von 1-k%\ die

Function ist periodisch mit der primitiven Periode Itii.

Diese Eigenschaften lassen sich, sinngemäss verallgemeinert, auf ratio-

nale, und weiter auf beliebige algebraische Functionen von E{u) übertragen.

Man kann von einer solchen Function z. B. ohne Schwierigkeit beweisen,

dass ihre Werthe für die Argumente «, v und uw durch eine algebraische

Gleichung verbunden sind, dass also, wie man sagt, die Function ein alge-

braisches Additionstheorem hat. Betrachtet man aber umgekehrt die Existenz

EUiptlaclie Fnnctioaaa. 1



EINLEITUNG.

eines solchen Additionstheorems als Fundamentaleigenschaft einer noch zu

bestimmenden Function, so findet man, dass die algebraisch von E{u) ab-

hängigen Ausdrücke in einer Classe allgemeinerer Functionen enthalten sind,

denen diese Eigenschaft zukommt, und die man als elliptische Functionen

bezeichnet. Man könnte zu ihnen auch durch Verallgemeinerung einer der

beiden anderen Grundeigenschaften von E{u) gelangen. Denn jede elliptische

Function genügt einer algebraischen Differentialgleichung erster Ordnung, in

der u nicht explicite vorkommt, und ferner sind diese Functionen periodisch,

und zwar in allgemeinerem Sinne als die I'unction E{u). Es existiren näm-

lich für jede solche Function cp(«*) zwei constante Grössen 2(o und 2u)' von

der Art, dass für beliebige ganze Zahlen m vmd n die Gleichung

stattfindet, während die beiden Grössen 2a> und 2«>' sich nicht, wie bei der

Exponentialfunction , auf eine zurückführen lassen; ihr Verhältniss ist nicht

rational und nicht reell. Man bezeichnet deshalb die elliptischen Functionen

als doppelt periodisch.

Wollte man nun von der ersten Haupteigenschaft, also von der Forderung

eines algebraischen Additionstheorems ausgehend in die Theorie der ellipti-

schen Functionen einzudringen versuchen, so würde man, wie sich schon

nach den ersten Schritten zeigt, eine grössere Anzahl von Sätzen der allge-

meinen Functionenlehre kennen oder im voraus beweisen müssen. Es soll

deshalb hier der historische Weg eingeschlagen werden, der von der Um-
kehrung eines sogenannten elliptischen Integrals erster Art

dx

I JR{x)

ausgeht. Ein Integral heisst dann ein elliptisches, wenn es die Form

fF{x,\Jlt(xj)dx

hat, worin R(x) eine ganze Function dritten oder vierten Grades ohne qua-

dratischen Theiler, F eine rationale Function der beiden Argumente x und

\/R{x) bedeutet. Diese Integrale führen ihren Namen nach dem für die

Theorie völlig gleichgiltigen Umstände, dass eines von ihnen geeignet ist,

den Bogen einer Ellipse darzustellen. Es war natürlich, dass man anfing
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ich mit solchen Integralen zu beschäftigen, nachdem man sich davon über-

Eeugt hatte, dass Integrale derselben Form, in denen der Grad von R{x)

gleich 1 oder 2 ist, durch Kreisfunctionen und Logarithmen ausdrückbar

bnd. Der von Abel herrührende Gedanke , ein specielles elliptisches Integral

imzukehren, nämlich in der Gleichung

/
dx

\lR{x)
=:l- = U

lie obere Grenze x als Function des Integralwerthes ti zu betrachten, hat

ich für die gesammte Analysis als besonders fruchtbar erwiesen.

Eine solche Umkehrung ist gleichbedeutend mit der Integration der

)ifferentialgleichung

\du)
R{x).

)ass das Integral dieser Gleichung ein algebraisches Additionstheorem hat,

iässt sich leicht mit Hilfe des von Euler gefundenen Resultates zeigen, wo-

lach die Differentialgleichung

dx dx^

\Jlf(^ ~ SfB(k)

lalgebraisch integrirbar ist. Es ist zweckmässig, sich des von Euler in seinen

Jntersuchungen über das Differential
dx

y/B(x)
angewendeten Verfahrens zu einem

mderen Zweck zu bedienen, nämlich zur formalen Vereinfachung dieses Diffe-

rentials, d. h. zur Herstellung einer Gleichung

dx dx.

siRix) \jR,{x,)

in der R. eine von J? verschiedene Function bedeutet. Durch Umkehrung

[des aus dem transformirten Differential '— entspringenden Integrals ergiebt

I . , „ vü;,(a;,)

Isich, wenn R^{x^) passenden Bedingungen unterworfen wird, eine Function

i^on besonders einfachen Eigenschaften, die den weiteren Untersuchungen zu

[Grunde gelegt werden soll.



Erstes Kapitel.

Transformation des Differentials

Das elliptische Differential , in dem R{x) eine allgemeine ganze

Function vierten Grades bedeuten soll, ändert seine Form nicht, wenn an

Stelle von x eine ganze oder gebrochene lineare Function von x eingeführt

wird:

(1) X - i^^±A.

Hierin bedeuten «, ß, y, S reelle oder complexe Constanten, deren Determi-

nante uS — ßy nicht verschwinden soll.

Um diese wichtige Eigenschaft des elliptischen Differentials zu beweisen,

setze man den aus (1.) folgenden Werth

(2.) X = *^^
^ u — yx^

zunächst in lR{x) ein, so geht diese Function in einen Quotienten über, dessen

Nenner {a— yx^' und dessen Zähler wieder eine ganze Function vierten Grades

ist. Es werde dann

oder, hiermit gleichbedeutend,

gesetzt. Ist ^R{x) ein beliebiger der beiden Werthe, die die Quadratwurzel

aus R{x) haben kann, so soll ^Rjx^ durch die Gleichung



TRANSFORMATION DES DIFFERENTIALS da;l\/B(^sc).

oder

(4-) V^) = -(-"-^^Vä.(^")

definirt werden. Aus dieser Formel in Verbindung mit

folgt dann in der That

Ct30 — "7 TS" C*OCt

dx dx^

\lR{x) \lR,{x,)

Die Gleichungen (1.) und (3.) lehren, dass nicht nur x^ eine rationale

Function von x ist, sondern auch \jR^{x^) eine rationale Function von x und

\AR(xj. Setzt man ^R{x) = ?/, \[RJ^ — Vit so erhalten die beiden Gleichungen

(3.) und (4.) die Form

{ad-ßy)y
(5.) y,

(«•) y
(aS~ßy)y,-

' - {a-YX,r

Es werde nun umgekehrt zu der Gleichung (l.) von vornherein eine

Gleichung (5.) hinzugenommen, durch die y^ als rationale Function von x

und y erklärt wird, und zwischen x und y die Beziehung y* = R{x) fest-

gesetzt. Aus (1.) und (5.) folgen durch Auflösung die beiden Gleichungen

(2.) und (6.), die x und y rational durch x^ und y^ ausdrücken, und femer

sieht man, dass x^ und y^ durch eine Gleichung y\ = -ß,(*,) verbunden sind,

wo Ri{xJ eine Function derselben Art wie R{x) bedeutet.

Dieses Ergebniss legt es nahe, sich folgende Aufgabe zu stellen:

Sind zwei Veränderliche x und y durch eine Gleichung

(7.) j/' = R(x)

verbunden, wo R{x) eine ganze Function ohne quadratischen Theiler bedeutet,

über deren Grad keine besondere Annahme gemacht wird, so sollen zwei

rationale Functionen dieser Veränderlichen, F{x^y) und G(x,y), derart be-

stimmt werden, dass wenn man

y. = (^ix,y)
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setzt, zwischen x^ und y^ eine Gleichung derselben Form

(9.) y\ = B,(x,)

besteht, während zugleich x und y rational durch x^ und y ausgedrückt

werden können:

Vermöge (7.) lässt sich die erste Gleichung (8.) auf die Form

X, = P+Qy

bringen, wo P und Q rationale Functionen von x sind. Die Elimination von

y ergiebt dann zwischen x und x^ eine Gleichung der Form

(11.) Lx\ + Mx, + N = 0,

in der L, M, N ganze Functionen von x ohne gemeinsamen Theiler bezeichnen.

Unter der Voraussetzung, dass x^ die irrationale Function \lB(x) wirklich ent-

halte, d. h. dass Q nicht Null sei, ist der Ausdruck auf der linken Seite

dieser Gleichung nicht als Product zweier ganzen Functionen von x und x

darstellbar. Denn wäre dies der Fall, so müsste jede der Functionen in

Bezug auf x^ vom ersten Grade sein, sodass x^ rational durch x allein dar-

stellbar sein würde.

Wendet man dieselben Schlüsse auf die Gleichungen (9.) und (10.) an,

die der Annahme nach geeignet sein sollen, (7.) und (8.) zu ersetzen, so sieht

man, dass die Beziehung (11.) zwischen x und x^ auch in der Form

(12.) L^x^ + M,x + N, =

geschrieben werden kann, wo L^, M^, iV ganze Functionen von x^ sind. Die

Functionen L, M, N können also nicht von höherem als dem zweiten Grade

sein. Die Vergleichung von

X, = P+Q\/R{x)

mit dem aus (11.) folgenden Ausdruck

_ -M+\/M'-4:LN

ergiebt dann weiter, dass R{x) höchstens vom vierten Grade sein kann.
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Nimmt man nun die ganze Function R{x) als gegeben an, so hat man

zur Lösung der gestellten Aufgabe i, ilf, N so zu bestimmen, dass

(13.) 3P-4LN =: Jc'E{x)

wird, unter k eine Constante verstanden. Setzt man dann, nach Fixirung

eines Werthes von \Jk'R{x), der mit ky bezeichnet werden soll,

so ergiebt sich zwischen x und a\ eine Gleichung der Form (11.) oder (12.),

wo i,, M^, N^ ganze Functionen zweiten Grades sind, oder auch

{2L,x + 3IJ = Ml-^L,N^.

AVird nunmehr eine ganze Function -R,(icJ durch die Gleichung

Ml-i.L,N, = l'R,{x,)

erklärt und ein Werth von \jk*R^{x^), der ky^ heissen möge, mittels der

Formel

fixirt, in der L^ und M^ durch Einsetzen des Werthes (14.) für x^ rational

durch X und y dargestellt zu denken sind, so sind x^ und «/, rationale Func-

tionen von X und y und mit einander durch die Gleichung

y\ = ^.(^.)

verbunden. Umgekehrt folgt

(16.) X =

(17.) y =

24
2Lx^ + M

k

sodass, wenn noch der Ausdruck von x in die letzte Gleichung eingesetzt

wird, X und y als rationale Functionen von x^ und y^ erscheinen.

Endlich ergiebt sich aus der Gleichung zwischen x und x
,

f{x,x,) = 0,

die Differentialgleichung

-J-dx + -J-dx, = 0,
ax ax,

'
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die, wenn man f(x,xj einmal gleich L^x' + M^x+ N^, dann gleich Lxl+ Mx^ +N
setzt, die Form annimmt:

{2L,x + M,)dx + {2Lx^+M)dx, =
oder

dx dx.

y y.

d.h.

(18.)
^'^ ^'''

\lR{x) slB^ix,)

Man kann also noch hinzufügen, dass die Lösung der gestellten Aufgabe die

Transformation des Differentials
,

in eines von derselben Form,
,

~
L

,

\lB{x) ' \lBi(Xi)
'

nach sich zieht. Der Werth der Quadratwurzel aus B,{x) kann dabei beliebig

fixirt werden, dagegen ist der Grösse ^B^{x^) der Werth beizulegen, der durch

die Gleichungen (14., 15.) bestimmt wird. Diese Überführung des Diffe-

rentials -=^ in ein anderes von derselben Gestalt ist zugleich die einzig

mögliche, wenn, wie es hier der Fall ist, auch x und \jR{x) durch x^ und

V'^,(a;J rational ausdrückbar sein sollen.

Wir gehen nun auf die Bestimmung von L, M und N näher ein. Wird

L ^= Kx^ + fta; + V,

M = AV + ft'ic + v\

N = k"x^ + (tl'x + v"

gesetzt, so erfordert das Bestehen der Gleichung (13.), in der

B{x) = Ax* + 4:Bx^+ GCx^ + ^B'x + A'

sein möge , fünf Bedingungsgleichungen , die in Bezug auf die zehn Constanten

A, fi, ... v" und li homogen und von der zweiten Dimension sind. Der Homo-

geneität wegen kann man, ohne die Allgemeinheit einzuschränken, zunächst

eine dieser Grössen gleich 1 setzen. Durch drei weitere Relationen kann

bewirkt werden, dass JR,(a?,) nur zwei, anstatt, wie R{x), fünf Coefficienten

enthält. Endlich lässt sich dadurch, dass eine der Constanten unbestimmt

bleibt, erreichen, dass zu einem willkürlichen Werthe von x und einem der

zugehörigen Werthe von \lR{x) ein ein für alle Mal bestimmter Werth von

ajj gehört, der auch unendlich gross sein kann.

Die drei an zweiter Stelle genannten Bedingungen sollen so beschaffen

sein, dass R^^^) nur vom dritten Grade wird und ausserdem das Glied mit



TRANSFORMATION DES DIFFERENTIALS dx\\lB{x). 9

x\ nicht enthält, der Coefficient von x\ aber einen festen Zahlenwerth hat.

Die Bestimmung des Systems der Constanten wird sehr erleichtert, wenn mau

eine dieser Bedingungen vorwegnimmt.

Ordnet man Lx\-¥ Mx^-\-N nach Potenzen von a;, so findet man

i. = Kx\ + k'x, + r,

-ZV, = vx] + v'x^ + v".

Die Bedingung dafür, dass in

Ml-4.L,N^ = Jc'R,{xJ

das Glied mit x*^ fehlt, lautet

ft'-4Av = 0,

sodass

IL

wird. JDer oben gemachten Bemerkung gemäss nehme man

l = 1

und setze ausserdem, nur die Bezeichnung ändernd,

80 erhält L die Form

2 ~^»'

L = (x-xj.

Der Inhalt der nunmehr zu berücksichtigenden Gleichung (13.) lässt sich

dahin aussprechen, dass M^ — k'R{x) durch L theilbar werden muss. Sind M
und k dieser Bedingung gemäss bestimmt, so ergiebt sich N von selbst durch

Ausführung einer Division.

Es sei

M = m^ + m^(x— xj + m,{x— xj\

Sind m^, w,, «t, und x^ gefunden, so kennt man auch A', jt', v'. Ferner sei

R{x) = r, + r^{x-xj + r,{x-xj + r^(x-xj+<r,(x-x,y.

Wenn nun M'—k^R^x) durch L — {x—x^ theilbar sein, d. h. in diesem

Elliptisch« Functionen. 2
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Ausdruck die Glieder mit (x — xj" und (x — x^Y fehlen sollen, so müssen die

Bedingungen

ml = Ic'r,,

2m^ni^ = Fr,

bestehen. Hieraus folgt, da nach der über die Function R{x) gemachten

Annahme r^ und r^ nicht gleichzeitig verschwinden können,

2m, r,

'

sodass man setzen kann:

unter g eine willkürliche Constante verstanden. Es sei noch

m, = --,

wo h die Grösse m^ vertreten soll, so wird

_ M'-k'R{x) _ g'M'-r^Bjx)
iL i9\x-xj

= -^Yh"-r,r,){x-xJ+{hr^-r^r,){x-x,) + {^r\^-2hr^-r^r)i .

Man kann sagen, dass durch die für L, M, N gefundenen Ausdrücke die fünf

auf S. 8 erwähnten Bedingungsgleichungen und zwei von den noch hinzuzu-

nehmenden Festsetzungen erfüllt werden. Um die noch übrigen Bedingungen

aufzustellen, muss man -R,(«, ) bilden.

Es sei

Lxl + Mx, + N = L'{x - x,y- \M.'{x- x^) + iV',

so hat man

M' - -^x I

^^-^^ _ -L^(x _ A'i-Iofl
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Nun war -R,(^,) durch die Gleichung (S. 7)

definirt, und da aus

L,x' + M,x + N, = L'(x-x,y + M'{x-x,) + N'

die Beziehungen

L, = L', M, = M'-2L'x„ N^ = N'-M'x, + L'xl,

M',-iL,N^ = 3I"-4:L'N'

folgen, so ergiebt sich

'o

oder

Hierin ist ig der Coefficient von ic^, i\— Qh der von aj^. Beide sollen vor-

läufig beibehalten, nur statt ä eine Grösse g^ mittels der Gleichung

»•,-6/1 = Ggf,

eingeführt werden. Die Rechnung liefert alsdann, wenn

6
*'«*'»'"«"'

48 ^'^2^3
le"*^"'^' 16

'^^^ 216 ^* ~ ^'

gesetzt wird,

«.(^.) = 4,(., + ^)'-a(...i)- ö:».

3

Um die Transformation zu Ende zu führen, braucht man noch den Werth

von M. Es ist

-gM = r, + -r,{x-x,) + -r,{x-xj-g,{x-xj,

woraus in Verbindung mit (14.) und g*¥ == r^ folgt:

_„ , 1„ _ V^ y/J? {x) + r,^-\r,{x-x,)-\-\ r,{x-xj
9^1 + 2 ?.

-
2{x-xJ

In diesen Formeln ist

r, = R{x,), r, = R(x,), r, = ~R"ix,), r, = jR"(x,), r, = -^R'^ix,) = A,



12

also

"0

ERSTES
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Wenn man bei willkürlicher Annahme der Constanten g,g^,x^

setzt, unter g^ und g^ die beiden Invarianten von R(x) verstanden, ferner x

durch die Gleichung (19.) definirt und unter \jB^(x^) denjenigen Werth dieser

Wurzelgrösse versteht, der durch die Formel (20.) bestimmt wird, so besteht

zwischen x und aj, die Differentialgleichung

dx dx,

\/ii(x)
~ ~

v^KT"

Der Ausdruck von Il^{x^) lässt es als zweckmässig erscheinen,

U = 1

anzunehmen, d. h. dem Coefficienten der höchsten Potenz in -R,(a;J den Werth

4 beizulegen. Ferner sollte die zweite Potenz nicht vorkommen (S. 9), was

durch

9^ =

erreicht wird. Unter diesen Voraussetzungen soll s für x^ geschrieben und

R,{s) = S

gesetzt werden, sodass

(21.) S=4s'-g,s-g,

wird. Bei Berücksichtigung der Werthe von g^ und g^ erhält man

(22.) S = -

Wir sind somit zu folgendem Ergebniss gelangt: •

Versteht man unter R(x) eine beliebige ganze rationale

Function dritten oder vierten Grades ohne quadratischen

Theiler, unter \/R{x) einen beliebigen der beiden Werthe, die

diese Wurzelgrösse haben kann, setzt dann

Ä,
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und definirt \ß durch die Formel

so wird
dx ds

7^'(III.)
SjR{x) \JS

d. h. das elliptische Differential
,

lässt sich mittels der Glei-

chungen (I.), (II.), die eine willkürliche Constante x^ enthalten, in

die specielle Form ^^^^-, die die Normalform heissen möge, trans-

forrairen. Die Coefficienten der ganzen Function dritten Grades

'S = is'—g^s—g^ sind von x^ unabhängig.

Nach der Theorie, die zu diesem Resultat geführt hat, müssen sich

auch umgekehrt x und \jB{x) rational durch s und VS darstellen lassen. Es

war (S. 7 (16.))

-M, + ky.

Führt man U und M statt h^ und M^ ein (S. 11), so kann man setzen:

X — x,+
2X'

Hierin ist noch

Je = \/R{x,), y, = \ß
zu nehmen, ferner

in die auf S. 10 angegebenen Ausdrücke von L' und M' einzuführen. Dann

ergiebt sich

2is-i,M"ix,)y-iAB{x,)
oder auch

_ P+\/R{x,)\JS^~
2Q

wo P und Q bei Einführung der Coefficienten von R(x) die Wcithe annehmen:

P= 2xy+2{Bxl+2Cx,+ B')s + {ÄB'-BC)xl + ^{ÄÄ'+4:BB'-bC')x,+ BÄ'-£'C,

Q ^ s'-{Ax\+2Bx, + C)s^-{B'-AC)xl-{-{BC-AB')x,^^{C^-AA').
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Der Werth von \lR{x) würde auch hier wieder am einfachsten nach dem

auf S. 1 2 angewendeten Verfahren bestimmt werden können.

Für verschiedene Zwecke ist es nützlich, die Gleichung (I.) noch weiter

umzuformen. Zieht man das auf den Quotienten folgende Glied -^R"{x^) zu

ihm hinzu, setzt für R{x^)^ R'{x^), R"{3)J ihre Werthe und definirt eine ganze

Function von x und x^ durch die Formel

B(x,x,) = Ax^xl+ 2Bxx„(x + x„) + 6Cxx„+ 2B' {x + x„) + Ä',

so wird

,Tv^ _ \ßj£)^RK) + R{x,x,) 1
^^^•> ^~ 2{x-xJ ^2^'

Schreibt man andererseits in der Gleichung (I.)

und entwickelt — y^(«) nach Potenzen von x — x^, so ergiebt sich

Die Formeln (I.) und (II.) vereinfachen sich sehr, wenn die willkürliche

Constante x^ gleich einer Wurzel a der Gleichung R{x) = angenommen

wird. Man hat dann

4: x — a 24 ^
'

(VI.)

* 4 {x— af ^ ^
^

Weil R{x) keinen quadratischen Theiler haben sollte, so kann R'{a) nicht

gleich Null sein.

Will man ferner prüfen, was aus s für a?, = oo wird, so bedient man

sich zweckmässig der Gleichung (IV.). Es ist

der Grenzwerth dieses Ausdrucks für unendlich grosses x^ wird einer der

Werthe der Quadratwarzel aus Ä, der jetzt, ebenso wie im allgemeinen Falle

der von \/R{x^), beliebig zu fixiren ist. Femer hat man

lim ^(%f»l = Ax'+2Bx,
a;o = oo
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und da endlicli der Nenner des Quotienten in (IV.) sich nach Absonderung

des Factors «^ dem Werthe 2 nähert, so wird für den Grenzfall

1
(Vn.) s = j\/AS/R{x) + j Ax' + Bx + ^C.

In der Formel (II.) verschwindet für ic^ = oo das erste Glied, das zweite wird

nach dem eben Bemerkten gleich —-^^AR'{oc), und das dritte und vierte zu-

sammen ergeben, da x^ sich aus R{x^)--jR'{x^){x^-x) weghebt, ebenfalls

einen endlichen Grenzwerth. Das Resultat ist

(VIII.) \IS = -^\ß R'{z) - {Ax + B) \fR(x).

Diese Untersuchung lässt zunächst nur erkennen, dass die Formeln für s und

Vä auch noch für x^ = oo einen Sinn behalten. Dass sie nach wie vor ge-

eignet sind, die Differentialgleichung

dx ds

^B{x) \IS

nach sich zu ziehen, kann durch Ausführung der Differentiation leicht fest-

gestellt werden.

Nimmt man noch

^ =

hinzu, d. h. fordert, das Differential - für R{x} als beliebige ganze

Function dritten Grades auf die Normalform —^ zu bringen, wobei * = oo

zu a; ^ oo gehören soll, so geben die Gleichungen

s = Bx + ~C,
(IX.) 2 '

V^= -B\[R(x)

die Lösung dieser Aufgabe.



Zweites Kapitel.

Integration der Differentialgleichung l-^j = R{x) durch

Reihenentwickelung.

Nach den Ergebnissen des ersten Kapitels lässt sich die Integration der

Differentialgleichung

die jetzt in Angriff genommen werden soll, auf die der einfacheren

zurückführen. Dennoch bleiben wir, um uns von der Tragweite der Ergeb-

nisse eine klare Vorstellung zu bilden, zunächst bei der Gleichung (1.) stehen.

Der Aufgabe werde die Nebenbedingung hinzugefügt, dass x für u =
den beliebig vorgeschriebenen, endlichen Werth x^ annehmen solle. Wir ver-

suchen dann, der Differentialgleichung durch eine gewöhnliche Potenzreihe

(2.) X =^ x,+ ^ a,iC

zu genügen. Anstatt jedoch diese in (l.), d. h. in die Gleichung

(0= R{x,) + R'{x,){x-x,) ^^E'{x,){x-xJ ^^E"{x:){x-xJ + A{x-x:)*

einzusetzen, differentiiren wir noch einmal nach u und stellen die Gleichung

(^•^ S =
l^'^"^)

= \b'{x,) + jE'{x,){x-x,) + \e"{x,){x-xJ+2A{x-xJ

mit (2.) zusammen.

Elliptiacb« Fanctionen. 3
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Da aus (2.)

folgt, so wird der Coefficient von u' auf der linken Seite von (3.) gleich

{v + l){v + 2)a,^,.

Auf der rechten Seite ergiebt sich dafür ein Ausdruck, der ausser x^ und den

Coefficienten der Function

E{x) = Ax* + iBr' + eCx" + iS'x + Ä'

nur solche Grössen der Reihe a^, a^, ... enthält, deren Index nicht grösser als

V ist, und zwar ist dieser Ausdruck eine ganze rationale Function aller vor-

kommenden Grössen, mit rationalen Zahlcoefficienten; diese Function werde

mit G^{x^, a^, . . . aj bezeichnet. Die Vergleichung beider Seiten liefert

1.2 a, = G,{x,),

2.3 a, = G,{x„a,),

SAa^ = G^{x,,a^,a^),

{v + l){v + 2)a^^, = G,{x^,a^,a^,...a,),

Diese Formeln bestimmen nach willkürlicher Annahme von x^ und a^ der

Reihe nach a^,a^,..., und zwar wieder als ganze Functionen von x^, a^, A,

B, ... A\ mit rationalen Zahlcoefficienten. Aus der Gleichung (3.), der dann

formal durch die Annahme (2.) genügt wird, folgt aber rückwärts nur

m= -(^> + c,

sodass die Constante c zu Null gemacht werden muss. Da nun für u =
dx

•^ - -<" du - ""

mithin
c = al — R{x^)

ist, so muss man
a, = S/Ri^)

setzen, um die gegebene Differentialgleichung (1.) zu befriedigen. Welcher

ihrer beiden Werthe dabei der Wurzelgrösse beigelegt wird, bleibt gleichgiltig.
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9

Nachdem so eine Reihe (2.) aufgestellt worden ist, die der Differential-

gleichung (1.) formal genügt, kann man die Coefficienten a^ von v := 2 an

auch nach der Formel

1 /d'x\

bestimmen, indem man mittels der Differentialgleichung die Ausdrücke von

i^ 1 d'x

2 'di^' YTä'di^'

durch X und -r- darstellt und in ihnen
du

setzt. Die ersten Werthe der Differentialquotienten sind

Allgemein werden die Ableitungen gerader Ordnung ganze Functionen von x,

die ungerader Ordnung Producte aus solchen Functionen mit -j- = \/R{x).

Setzt man
Gl 30 ^-j - > Ol X -j-j , s. ivw

so kann man die ganzen Functionen F^(x), F^{x), . .. aus den Recursionsformeln

in Verbindung mit den Anfangswerthen

F,{x) = X, F,{x) = 1

bestimmen. Wird noch

^o + jF,{x,)u^ + ^-F,ix,)u* + ... = S^^^M" = <p(«),

gesetzt, so ist

(6.) x = <f{u) + \jBK)9M)
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der allgemeinste Ausdruck von x in Form einer gewöhnlichen Potenzreihe,

der der Differentialgleichung (1.) formal genügt und die Nebenbedingung er-

füllt, für « = den endlichen Werth x^ anzunehmen.

Allein dieses Ergebniss würde bedeutungslos sein, wenn die Potenzreihe

nicht innerhalb eines bestimmten Bereiches convergirte. Um die Convergenz

zu beweisen, beachten wir zunächst, dass in den Reihen cp(w) und 9,(m) jeder

Coefficient einer Potenz von u ein Product aus ganzen positiven Potenzen

der Grössen x^^ A^B^ ... Ä und einer positiven Zahl ist, wie sich dies aus

der Bildungsweise der Functionen F^(x) (A = 2, 3, ...) unmittelbar zu erkennen

giebt, und dass in der zu untersuchenden Potenzreihe die Coefficienten theils

den Werthen F^{x^) gleich, theils Producte aus solchen Werthen mit V-^K)
sind. Unter einer ganzen positiven Potenz soll dabei stets eine Potenz mit

ganzzahligem positivem Exponenten verstanden werden. Aus der genannten

Eigenschaft der Reihe folgt, dass der absolute Betrag eines jeden Coefficienten

nicht gi'össer ist als der Werth, den man erhält, wenn man in der Formel für

den Coefficienten jede der Constanten ic^,, ^, 5, ., .
^' durch eine andere, die

positiv und dem absoluten Betrage nach nicht kleiner ist, ersetzt. Convergirt

demnach die dann entstehende Reihe, so wird die ursprüngliche mindestens

innerhalb desselben Bereiches convergent sein. Nun genügt ferner die neue

Reihe, ebenfalls zunächst formal, der Differentialgleichung, die aus (1.) ent-

steht, wenn A.^ ... Ä durch jene positiven Zahlen ersetzt werden, und der

Nebenbedingung, für m = den Werth 1,, zu liefern, wenn §„ diejenige posi-

tive Zahl bedeutet, die an die Stelle von x^ tritt. Durch passende Wahl der

neuen Zahlgrössen kann man aber bewirken, dass nach ihrer Einführung das

Integral der Differentialgleichung f-^J = R{x) eine einfache Beurtheilung

seiner Convergenz gestattet.

Setzt man z. B.

cc{x+ßy

für R(x), so erhält man

woraus durch Integration unter Berücksichtigung der Nebenbedingung

^, + ß x + ß
V
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1

oder

folgt. Die Potenzreihe, in die dieser Ausdruck entwickelt werden kann, con-

vergirt, wenn
1

gesetzt wird, für \u\ < r.

Giebt man also a und ß positive Werthe der Art, dass

a, ttß, aß\ aß\ aß*

der Reihe nach nicht kleiner sind als die absoluten Werthe von

A, JS, C, B', A',

und versteht unter |^ den absoluten Betrag von a;„, so kann man sicher sein,

dass die ursprünglich für x angenommene Reihe wenigstens für alle diejenigen

Werthe von u convergirt, die dem absoluten Betrage nach kleiner als r sind.

Der absoluten Convergenz wegen kann die Reihe im Besonderen so ange-

ordnet werden, wie in der Gleichung (6.) geschehen ist.

Diese Ergebnisse gelten nur für einen endlichen Werth x^. Doch lässt

sich mit ihrer Hilfe leicht die Frage beantworten, ob es auch convergente

Ausdi'ücke für x giebt, die der Diiferentialgleichung (l.) genügen und für

M = unendlich gross werden. Vermöge der Substitution

1
X ^= —

z

geht nämlich (1.) in

über, wo

(8.) M{z) = A'z* + 4 B'z' +%Cz^ + ^Bz + A

aus JR(a;), von der Bezeichnung der Variablen abgesehen, durch Vertauschung

von A mit Ä, B mit B' hervorgeht. Zu ic = oo gehört ^^ = 0. Man hat

also in den Ausdrücken (5.), nachdem man

A, B, C, B', A'
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der Reihe nach in

A', B', C, B, A

verwandelt hat, «„ = anzunehmen, wodurch cp(M) in ^(m),
<f,(«*)

in ^J^u)

übergehen möge, und

z = ^(m) + Vb(0)^.(m)

zu setzen. Die Gleichung zwischen x und z liefert dann für x den Quotienten

1

der für hinreichend kleine Werthe von u wieder in eine absolut convergente

Reihe entwickelt werden kann. Ist A nicht Null, d. h. die ganze Function

R(x) wirklich vom vierten Grade, so hat diese Reihe die Form

X = CM"' + Co + Ci w + Cj M* + • • •,

für
1

Ist dagegen R{x) nur vom dritten Grade, so fallen alle Potenzen von u mit

ungeradem Exponenten weg, und es wird

wo
1'- B

ist.



Drittes Kapitel.

Die Function ^u.

Nach der am Anfang des vorigen Kapitels gemachten Bemerkung kann

die Integration der allgemeinen Differentialgleichung

(f
)'- «(«)

auf die der einfacheren

zurückgeführt werden, mit der wir uns im Nächstfolgenden beschäftigen

wollen. Es sei
s = pu

eine specielle Lösung dieser Differentialgleichung, und zwar

diejenige, die für u = unendlich gross wird. Die letzte Formel

für X auf S. 22 lehrt ein Element dieser Function kennen. Für hinreichend

kleine Werthe von u ist nämlich wegen B = l

(2.) p« = -j- + c;+ c',tt'+c>*+ •• •

Eine Hauptaufgabe, die wir zu lösen haben, ist die, eine Darstellung für pu

zu finden, die für alle endlichen Werthe des Arguments u Giltigkeit hat.

Wenn man eine Formel kennte, mit deren Hilfe die ^-Function eines

zusammengesetzten Arguments u + v rational durch pu, pv und die zugehörigen

Werthe der Ableitungen p'u, p'v dargestellt wird, wie es entsprechend z. B.

bei der Sinus -Function der Fall ist, so würde man sofort den Giltigkeits-

bereich der Function erweitern können. Man brauchte nur f = M zu setzen,

danach ^ für u zu schreiben, sodass pu durch p-^ und p'^ rational

ausgedrückt erscheint, und für p^ und p'^ die aus (2.) folgenden Reihen



24 DRITTES KAPITEL.

einzuführen. Convergirt dann die Reihe (2.) für |«|<r, so gilt die neue

Darstellung von pu für y < »' oder \u\ < 2>-. Durch "Wiederholung dieses

Verfahrens kann man den Bereich, in dem die Function definirt ist, beliebig

weit ausdehnen.

Eine Formel für p{u + v) lässt sich nun durch folgende Überlegung her-

stellen. Da die Diiferentialgleichung (1.) u nicht explicite enthält, so bleibt

sie ungeändert, wenn u + v für u gesetzt wird; d. h. es ist

Mit anderen Worten, die Function p{u+v) genügt derselben Differential-

gleichung wie pu, nur wird sie für u = nicht unendlich gross, sondern

gleich pv. Eine solche Function lässt sich aber nach den im ersten Kapitel

entwickelten Transformationsformeln durch pu und p'u darstellen. Denn

setzt man
dx äs

^

\JRix)- \JS

so sind jene Gleichungen geeignet, eine Beziehung zwischen einer Function

X zu vermitteln, die der Differentialgleichung

(£)'= ^w

genügt und für u = den Werth x^ annimmt, und einer Function s, die die

Gleichung
//7o\2

S
\du)

befriedigt und für u = unendlich gross wird. Für den hier vorliegenden

Zweck hat man

R{x) = ia^-g^x-g,, x = p{u + v), x„ = pv

zu setzen, also

R(«o) = ^P^v-g^pv-g^ = {p'v)\

Der in den Formeln auf S. 13, 14 vorkommende Werth \JR{x^) ist hiernach

gleich ±p'v, ebenso wie ^S = ±p'u. Die Einführung von

^ = 0, B = 1, C = 0, B' = -jg„ A' = -g,
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in jene Formeln liefert

.^(.,j.,A — (f" + F^) i^P'* 9^ -\9%) - ff. + g^'" 9^

wo ± 1 = E gesetzt ist. Den Werth von e kann man mit Hilfe der Trans-

formationsformeln selbst bestimmen, indem man die Beziehung zwischen

\lR{x) und \[S in Betracht zieht. Allein einfacher ist es, für die vorkom-

menden Functionen die für hinreichend kleine Werthe von n geltenden

Reihenentwicklungen einzusetzen und die Anfangsglieder links und rechts zu

vergleichen. Aus der Reihe (2.) oder

wo % eine Potenzreihe mit nur positiven Potenzen bedeutet, folgt

femer zwei entsprechende Gleichungen für fv und p'v, sowie

9 (m + V) = -^-i^ + $ ((M + vf).

Die Durchführung der Rechnung ergiebt

s = -1,

also

Wollte man hieraus in Verbindung mit

{p'uf = ip'u-(f,pu-(j„

die Ableitungen p'u und g)'v eliminiren, so würde man eine algebraische

Gleichung zwischen pu,pv und p{u + v) erhalten. Das heisst:

Die ^-Function hat ein algebraisches Additionstheorem.

Doch soll auch der Inhalt der Formel (3.) selbst, in der p{u + v) als

rationale Function von pu, pv und p'tt, p'v erscheint, als Additionstheorem

der ^-Function bezeichnet werden.

Wir ziehen aus (3.) einige Folgerungen.

EUiptuclio FnnctiODOn. 4
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Da

(4.) F(-") = P"»

so ist

(6.) F'(-") == -P'«.

mitMn

Durch Addition und Subtraction folgt aus (3.) und (6.)

(7.) ,o{u + v)^p{u-v) = ii ^

(V»-U' '

(8.) , ^{u-irv)-^{u-v) =
{pu-pvf

Multiplicirt man ferner beiderseits (3.) mit (6.), so erhält man unter Be-

rücksichtigung der Ausdrücke von {p'tiY und {f'vY als Functionen von pu

und pv für den Zähler der rechten Seite

({pu + pv){2pupv -jg,) - gj- - {ip' H-g,pu-g,){ip'v-g,pv-g,).

Diese ganze Function von pu und pv ist durch (pu — pvY theilbar, und es wird

(9.) ^(»+»)rt»-.) = (ei£i±j^|i±|lfi±ei.

Nach Division durch den Werth (6.) von p{u— v) ergiebt sich hieraus

(10.) Pin + v)=
2ipupv + ^,gJ+2gipu + ,ov)_^_

Im Gegensatz zu der Ausgangsformel (3.) ist diese auch für v = u brauchbar

und liefert

(11.) P{2u) = (P]^ + T9J+2g,pu

p{1ti) lässt sich also rational durch pu allein, ohne p'ti, darstellen. Diese

Eigenschaft bleibt, wenn n eine positive ganze Zahl ist, für p{nu) bestehen.

Denn angenommen, es sei für einen bestimmten Werth von n eine Formel

(12.) p{nu) = F{pu),

in der F eine rationale Function bedeutet, als giltig nachgewiesen, dann
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liefert das Additionstheorem:

ipu + p(nu))(2pup{nii)~ig,)-g,-p'uf'(nu)
p ((« + 1) «)

=
2ipu-p{nu)y

_ (pu + Fipu)){2puF{pu)-ig,)-g,-^F'{pu)(io'uy-
2{pu-F{pu)y

Es lässt sich also, da (^'u)' durch ^p'u — g^pu — g^ ersetzt werden kann,

p(Jn + l]ii) wieder als rationale Function A'on pti darstellen.

Nunmehr können die oben (S. 23, 24) angedeuteten Schlüsse angewendet

werden, nur insofern vereinfacht, als in der Formel für p{nu) die Ableitung

<p'ic nicht vorkommt. Es sei

wo Gj und G^ ganze rationale Functionen bezeichnen. Setzt man im Zähler

und Nenner die unter der Annahme \u\ <.r geltende Reihe für pu ein , die

nur die eine negative Potenz u~^ enthält, und ordnet wieder nach Potenzen

von u, so entstehen zwei Potenzreihen, die ebenfalls innerhalb jenes Be-

reiches convergiren und nur eine endliche Anzahl negativer Potenzen auf-

weisen. Durch Erweiterung des Quotienten mit einer passend gewählten

positiven Potenz kann man die Reihen in gewöhnliche Potenzreihen über-

führen, sodass

p{nu) =

oder

pu =

MO

m
wird. Die beiden Potenzreihen gelten für

vermittelst des Multiplicationstheorems , wie man den Inhalt der Formel (12.)

bezeichnen kann, ergiebt sich also eine Darstellung der ^-Function, die für

4*
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d. h. , da w willkürlich angenommen werden darf, für beliebig grosse Werthe

des Arguments Geltung hat.

Freilich muss bewiesen werden, dass die Function bei Erweiterung

ihres Giltigkeitsbereiches fortfährt, der Differentialgleichung (l.) zu genügen.

Es werde

gesetzt, d. h. die Potenzen der Zahl w in die Reihen -Coefficienten auf-

genommen, sodass

wird. Für \u\ < »• muss der Quotient der beiden Potenzreihen sich in die

Reihe (2.) entwickeln lassen. Für diesen Bereich gilt also die Gleichung

[du $J *UJ ^^^. ^^

oder

Hier sind die Ausdrücke auf der linken und rechten Seite gewöhnliche Potenz-

reihen von u. Sollen sie für alle "Werthe des angegebenen Bereiches einander

gleich sein, so' müssen in ihnen die Coefficienten gleicher Potenzen paarweise

übereinstimmen. Dann gilt aber die Gleichung (13.) oder die unmittelbar

vorhergehende für alle Werthe des Bereiches, innerhalb dessen die beiden

Reihen überhaupt convergiren, d. h. für \u\<nr.

Die Darstellung der p-Function durch den Quotienten der beiden Potenz-

reihen ^,(m) und ^J^u) hat den Übelstand, dass sie noch von der Zahl n ab-

hängt. Im nächsten Kapitel wird gezeigt werden, dass man pu durch den

Quotienten zweier beständig convergenten Reihen ausdrücken kann, deren

Coefficienten allein Functionen von g^ und g^ sind. Zunächst aber wollen

wir in der Reihe (2.) die Coefficienten c^, c^', c[ bestimmen, die dort ebenfalls

gebraucht werden.

Diese Reihe ist aus der Entwickelung des reciproken Werthes einer

gewöhnlichen Potenzreihe ^{u) entstanden (S. 22). Dabei war ^(m) allgemein
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ine für « = verschwindende Lösung der Differentialgleichung

(£)= --«.

in der -R(^) die für A = aus der Formel (8.) (S. 21) hervorgehende Function

bedeutet. Im vorliegenden Falle, wo

B{x) = 4:X'-g^x-g3

ist, hat man noch

B = 1, C=0, B'=~jg„ Ä'=-g,

zu setzen. Unter diesen Annahmen, deren erste zur Bestimmung des Coeffi-

cienten von u~* in der Reihe für pu benutzt worden ist (S. 23), möge G{z)

für Ii{2) geschrieben werden, sodass

G(z) = 4:e-g^0'-g^z*

wird. Anstatt nun das auf S. 18 entwickelte Recursionsverfahren anzuwenden,

kann man die Coefficienten von cp(««) direct mittels der Differentialgleichung

(.4.) (^)'= ffW

berechnen, indem man, weil nur gerade Potenzen vorkommen und das Anfangs-

glied gleich Null ist,

-=?(«) = S(^^(2^

setzt. Um die Coefficienten in der Reihe (2.) bis zu dem von u* zu be-

stimmen, muss man in der Reihe für ^(«) bis u^ fortgehen.

Xun folgt aus (14.)

(1^2 _ 1 ^n, . dz

Da 3 für M = (I verschwindet und

(^(0) = 0, G'(0) = 4, G"{0) = 0, G"'(0) = -6^„ G^» = -24^,
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ist, SO ergiebt sich

2 Wl
und

fd*2

(£).= »•

Die weiteren Differentiationen liefern folgende Ergebnisse, in denen zur Ab-
kürzung

gesetzt ist:

d'^ dz

du' du '

1^ = !<?«+ §ew-
Diese Formeln ergeben

(1^1= ¥^»^'(0) = 15G'(0)Gi'^(0) = -4,15.24^3,

also

woraus

<P(w)
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entwickeln, wo die nur angedeuteten Glieder mindestens die' achte Potenz

von u enthalten. Hiernach wird schliesslich

(15.) i^«=l!- + t'*' + -i"^ +
'

d. h.

e' = 0, c'. =
> "i 20 ' ' ~ 28

Dass ^(m) kein Glied mit «*, also pu kein constantes Glied enthält, rührt,

wie man sieht, daher, dass in der ganzen Function dritten Grades R(x) die

zweite Potenz von x fehlt. Denn hierdurch wird das Fehlen von / in G{z),

d. h. die Gleichung G"{0) = bedingt.

Die Coefficienten von 9(«) sind ganze rationale Functionen der Invarianten

g^ und g^ (S. 18), und dasselbe gilt für die Coefficienten der Reihe für pu.
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WO die hingeschriebenen Glieder die einzigen sind, die keine höhere als die

siebente Potenz von u enthalten.

Die beiden der' Differentialgleichung (2.) hinzugefügten Nebenbedingungen

lassen sich dahin aussprechen, es solle für M =

d log— _
ti (5u

du ' M

sein. ,

Nach der Entstehung der Reihe (4.) sind ihre Coefficienten wieder ganze

rationale Functionen der Invarianten. Ferner ist hervorzuheben, dass 6u eine

ungerade Function ist:

(5.) 6(— m) = — Sm,

also (5'u gerade:

(6.) 5'(-m) = S'm.

Wir werden häufig auch die ungerade Function —^

—

- = -g— gebrauchen,

für die zur Abkürzung -^u geschrieben werden soll. Die Gleichung (3.)

liefert für sie die Entwickelung

(7.) ^u = i_i^«<'_ Jf?-M^ + ....
^ ^ 6 M 60 140 ^

Nach der Herleitung der Gleichung (4.) convergirt die Reihe für Qu

zunächst nur innerhalb eines beschränkten Bereiches, |«<|<:r. Es ist jedoch

von der grössten Wichtigkeit, dass sie beständig, d. h. für aUe endlichen

Werthe von u convergent ist. Um dies zu beweisen, stellen wir p{'2tc) in

einer anderen Form dar als auf S. 26, und leiten aus dem neuen Ausdruck

einen solchen für S(2m) her.

Setzen wir zu diesem Zweck in der Formel des Additionstheorems

(S. 25 (3.)) v = ti + h und entwickeln nach Potenzen von Ä, so ergiebt sich

als Anfangsglied Unks ^(2m), rechts im Nenner 2h'p"u. Im Zähler ver-

schwinden, wie es hiernach sein muss, die Coefficienten von A° und h\ und

zwar auf Grund der Differentialgleichung der ^3- Function und der aus ihr

abgeleiteten

Elliptische Functionen. 5
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Der Coefficient von h* liefert, durch 2^"w dividirt, die Formel

,„ . 3 p*up"u 1 p"u 1 p"'u

Entfernt man noch die Invariante g^ mittels der Gleichung für ^"m, so er-

hält man

Die Beziehung (2.) zwischen der j3- Function und der 6-Function er-

giebt nun
1 (flog 6(2«) _ dnogQu 1 d p"u

4 du* du* 4 du p'u '

und nach Ausführung einer Integration

dlog6(2M) d\og6u f"u
du du p'u

Zur Bestimmung der Integrationsconstanten c beachte man, dass die links

und an erster Stelle rechts stehenden Functionen in Folge von (7.) kein

constantes Glied enthalten. Dieselbe Thatsache tritt für den Quotienten an

zweiter Stelle nach Einführung der Reihenentwicklungen

2 ff,

hervor. Mithin muss
c =

sein. Die nochmalige Integration liefert nach Bestimmung der multiplicativen

Constanten aus den Anfangsgliedem

(9.) 5(2«) = -5*u.p'u,

d.h.

r/o \ r* d^logSu

oder

(10.) 6(2m) = 6'«5"'m-36'mS'm5"m + 2Sm6"m.

"Wird hierin y für u gesetzt, so stehen in der Gleichung
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links und rechts gewöhnliche Potenzreihen von u, die für alle Werthe

übereinstimmen und demnach identisch sein müssen. Da aber die einzelnen

Bestandtheile des rechts stehenden Ausdruckes für

convergiren, so muss auch die Reihe für 6m innerhalb des Bereiches

I

m| < 2r

convergent sein. Die "Wiederholung dieses Schlusses ergiebt unmittelbar die

beständige Convergenz der S- Reihe.

Durch die Formel (2.) oder die mit ihr übereinstimmende

6'"« — 6mS"m
(11.) pu

6'm

wird nunmehr die p-Function für alle endlichen Werthe des

Arguments als Quotient zweier beständig convergenten Potenz-

reihen definirt. Dass der Ausdruck (H.) der Differentialgleichung

genügt, ergiebt sich durch dieselben Schlüsse wie auf S. 28. Und ferner

leuchtet nach dem für das Additionstheorem (S. 25) gegebenen Beweise ein,

dass auch dieses Theorem für beliebige Werthe des Arguments giltig bleibt.

Freilich würden diese Resultate einen gi'ossen Theil ihrer Bedeutung

einbüssen, wenn es nicht gelänge, die Coefficienten der 6-Reihe auf einem

weniger beschwerlichen Wege zu bestimmen als dem, der zu den Ausdrücken

für die ersten dieser Coefficienten geführt hat. Wir werden im nächsten

Kapitel auf die Ermittelung des Bildungsgesetzes ausgehen. An dieser Stelle

möge noch eine von Differentialquotienten freie Relation zwischen den beiden

Functionen <5u und ptt, hergeleitet werden, die für die Theorie von grund-

legender Wichtigkeit ist.

Mittels der Differentialgleichung der j3- Function ist es möglich, die

zweite Ableitung des Logarithmus von pu oder von einer linearen Function

von pu durch die ^3-Function selbst darzustellen. Gelingt es, einen solchen
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Ausdruck so umzuformen, dass er eine lineare Function von ja-Functionen

wird, so kann man nach Benutzung der Gleichung (2.) durch zweimalige

Integration zum Ziel kommen. Nun ist

d^ log ipu— fv) 1 d'{pu — pv) 1 / d{pu — pv) V
du' pu — ^v du* {pu— pvf\ du )

pu-(pv {pu-pvy

{pu-pvf

Das Aggregat der drei ersten Glieder des Zählers weist auf die Benutzung

des Additionstheorems oder, da p'u und p'v nicht auftreten, der aus ihm fol-

genden Formel

(S. 26 (7.)) hin. Der Zähler erhält hierbei den Factor {pu — pvf, der sich

gegen den Nenner hebt, sodass

(12.)
^___LJ. = 2pu-p(u + v)- p (m- v)

wird. Die rechte Seite hat die gewünschte, oben erwähnte Eigenschaft.

Mittels der Gleichung (2.) folgt nun

d'log{pu— pv) d'logSu d'log6(u + v) d'log6{u— v)~
du'

~~
du^

*'

di? du'
'

und die Integration ergiebt

—s = _2-— M + -—(« + «;) + ---(m-ü) + C.
p^l — pv 5 5 ^ ' ö ^

Zur Bestimmung vonC setze man —u für u, so wird

— p'u „ S' 6' .6'
, ^

pu — pv 5 5 ^ ' 5 ^ '

Die Addition zur vorangehenden Gleichung liefert dann

(7 = 0.

Durch nochmalige Integration der so gefundenen Formel

(13.) —5_ = (u + v) + -^(u-v)-2-^u
^ pu — pv 5^ '5^ ' 5
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erhält man weiter

fu-fo = C -^ g^' '-

Bei der Entwickelung nach Potenzen von u entsteht links das Anfangsglied

-V, rechts C ^ ^, — ; es muss also

sein. Daraus folgt die gesuchte Relation

(14-) pv-pu^ g.^^:^
^

.

Man kann sie z. B. dazu benutzen, die Gleichung (9.), auf die sich die

Erweiterung des Convergenzbereichs der S- Reihe stützte, auf anderem Wege
herzuleiten als vorher. Setzt man nämlich in (14.)

V =: u + h

und entwickelt nach Potenzen von h, so folgt

(6(2u) + h6'(2u) + -:)
i-h + ..-)

'^(l"' + -- -
5*m(5'm + ...")

und durch Vergleichung der Anfangsglieder

6(2«)pu =
5*u

Um auch von der Formel (13.) eine Anwendung zu machen, setzen wir

mit ihrer Hilfe das Additionstheorem der ^-Function in eine andere Gestalt.

Die Vertauschung von u und v liefert}'

— p'v 6'
, 5'

s „ S'

pu — pv 6 -^6 6

und die Addition dieser Gleichung zu der ursprünglichen:

/^ - \ S' , S' 6' 1 p'u — p'v
(lo.)

-r-(« + ^') = -r-u + -r^ + -^- ^

ö ^ ' 6 5 2 pu — pv

DifFerentiirt man nach u und geht allenthalben zur ^-Function zurück, so

erhält man
,^„ ^ , , 1 d p'u — p'v
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Dies ist schon ein Ausdruck für p{u + v), der von dem auf S. 25 gegebenen

nur der Form nach verschieden ist.

Führt man nun weiter die angedeutete Differentiation aus, vertauscht

nochmals ti mit v und addirt beide Gleichungen, so erhält man

* ^ ' "
" 2 pit — pv 2\pu — pvj

Nun ist (S. 33)

'u = Gp'ti — i2'

Ersetzt man hierin u durch v und subtrahirt, so folgt

(17.)
^'"''~^"" =Hpu + pv),

und mit Hilfe dieser Formel geht die vorstehende über in

(18.) Piu + v) = ^{^^J- ^" - ^^-



Fünftes Kapitel.

Die partielle Differentialgleichung der 6-Function.

Die ungerade Function (5u konnte nach S. 35 u. 33 durch eine beständig

'convergente Potenzreihe dargestellt werden, deren Coefficienten ganze rationale

Functionen von g^ und g^ sind,

r = o

Aus der Gleichung (4.) des vorigen Kapitels, nämlich

(1.) 5„ = „__^___6ör3_ + .

lassen sich die Ausdrücke der vier ersten Functionen f^fftiffs) ablesen. Zu

ihrer allgemeinen Bestimmung bietet sich der Weg dar, durch Zusammen-

stellung der Differentialgleichung der ^-Function mit

d' log 6m
(2.)

du'
= 0U

eine Differentialgleichung für die S-Function zu bilden. Allein die hierauf

zu gründende Methode würde namentlich deshalb unzweckmässig sein, weil

jene Differentialgleichung p'u in der zweiten, pu selbst sogar in der dritten

Potenz enthält.

Wir betrachten von vornherein Sm, und demnach auch pu, als Function

der drei Argumente u, g^, g^ und setzen, wo dies ausdrücklich hervorgehoben

werden soll,

5u = 6{u;(j^,g,), pu = piu;g„g,).

Werden die Grössen
f^,

als ganze Functionen von g^ und g^ mit unbestimmten
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Coefficienten eingeführt, so lässt sich schreiben:

(3.) 6m == 2 C,,„5f.V."""^',

wo A, ji, V unabhängig von einander alle positiven ganzzahligen Werthe, Null

eingeschlossen, zu durchlaufen haben. Die Bestimmung der Grössen C^^^

gelingt mit Hilfe einer partiellen Differentialgleichung, der die Function

'^{^'t9ti9a) genügt und die zunächst hergeleitet werden soll.

Die Grundlage der folgenden Untersuchung bildet wieder die Differential-

gleichung der ^3-Function, die jetzt, wenn der Einfachheit wegen auch das

Argument u weggelassen wird, in der Form

(*.)
(IfJ= Ho^-9Ao-9.

zu schreiben ist. Differentiirt man sie nach u^g^ und g^ einzeln, so erhält man

du dudg^ ^ ^ "''•' dg^

Wir richten im Folgenden unser Augenmerk auf die beständige Elimination

der Potenzen von p und auf die Herstellung linearer Verbindungen von Diffe-

rentialquotienten.

Zunächst liefert die Elimination von p'' aus den drei letzten Gleichungen

(dp ay dp d'p\

\du du dg, dg, du') ~ * '

jap d'p dp d\<,\ _ _^
\du dudg^ ö(/, du'/

oder

dp_

^ ^ du dp_ ^\du) '

du

dp_

(6.) 2-^-^ = - (^r.
^ ^ du dp_ \du)

du
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Andererseits kann man eine homogene lineare Function der rechten Seiten

dieser Gleichungen und der ^,?- Function selbst dadurch herstellen, dass man

bildet

:

und wieder die höheren Potenzen von p entfernt. Weil nach (4.)

ist, so wird die Gleichung (8.):

Durch Elimination von p^ aus dieser und der Gleichung (7.) folgt

iHm-imi = »-'«'©"-^'*

Zieht man nun (5.) imd (6.) hinzu, so erhält man

dp_ dp

du df
* ^^ du dp_ •'^ du Ö£ '

du du du

und hieraus durch Integration in Bezug auf u, nachdem man rechts im ersten

Gliede -g^- an Stelle von p gesetzt hat,

,. , „
ö log 6 öp dp dp dp

Da nun die mit C multiplicirte Grösse -^— eine ungerade, die in den übrigen

Gliedern auftretenden Grössen aber sämmtlich gerade Functionen von u sind,

so muss C = sein. Man setze jetzt

_ ölogG Ö£ _ alog6 d' log 6 _ 1 jö^ / aiQg Sy / ö^logGy
du du du du^ 2 du^ \ du ) \ du^ )

und eliminire p^ mittels der Gleichung

^ 2^' du' du'
'

Elliptische Functionen. 6
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SO erhält man

3 ö' / alog Gy d" log 6 , a' log 6 3 aMog6 £ _

Integrirt man weiter nach u, und zwar zweimal, so folgt

3/ölog6\' aiogg „. ölogS 3a^Iog_5 1

Die früher (S. 32) aufgestellte Reihenentwicklung

logS = logM-^^t**-^«»+...

und die daraus abgeleiteten

ölogS u* d log S m'

dg,
~~24Ö'^'"'

d^,
~~840+""

lehren, dass, von C'm+C" abgesehen, nirgends die Potenzen u^ oder ^*° vor-

kommen, dass also C und C" verschwinden müssen. Wird endlich das erste

Glied vermöge der Relation

ö'logS 1 ö'S/61og6y
l du ) öm' 5 du'

mit dem vierten zusammengezogen, so ergiebt sich für die 6-Function die

homogene lineare partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung

Auf den ersten Anblick scheint es am nächsten zu liegen, an Stelle der

beiden Ableitungen auf den linken Seiten von (7.) und (8.) nur eine, und

zwar die von pi-J^) zu berechnen und demnach jene beiden Gleichungen

durch

zu ersetzen. Alsdann könnte man p' mittels der Differentialgleichung (4.)

eliminiren und weiter so verfahren wie vorher. Auf diesem Wege ergiebt

sich zunächst

du[^[du) )- J^^^-^-df'^^^'du^
du du
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Die Integration nach u liefert

(10.) f = -

43

"^!r+2fi'ai^ + 3^3
^9i dg/

dp
denn das noch auftretende Glied C-J- muss wegfallen, wie man sich durch

du
ö^logS

Einsetzen der Reihenentwicklung für p überzeugt. Führt man nun p = g^
ein und integrirt noch zweimal nach ti, so ergiebt sich

2 du ^' dg^ ^' dg.

Die Bestimmung der beiden Constanten lässt sich mittels der auf der vorigen

Seite angegebenen Reihenentwicklungen ausführen; danach wird

C = 0, C" =
sodass die partielle Differentialgleichung

(11.)
66 , öS

du
R ^^ r =

gilt. Sie ist insofern einfacher als die Gleichung (9.), als sie keine Ableitung

zweiter Ordnung enthält. Allein für die Bestimmung der Coefficienten C^^^

ist sie nicht brauchbar, weil diese Grössen beim Einsetzen der Reihe (3.)

herausfallen. Was die Differentialgleichung liefert, ist eine Relation zwischen

den Exponenten A, f^, v.

Eine genauere Einsicht in die Bedeutung dieser Relation, die zur Ver-

einfachung der Coefficientenbestimmung benutzt werden soll, erhält man

durch folgendes kürzere Verfahren. Es werde

n = mv
und gleichzeitig

F =

gesetzt, unter m eine willkürliche Constante verstanden, sodass in der Diffe-

rentialgleichung (4.) der J3-Function die linke Seite und das erste Glied der

rechten formal ungeändert bleiben. Zusammen mit der Nebenbedingung, q

solle für V = unendlich gross werden, lehrt die aus (4.) hervorgehende

Differentialgleichung

\£) ^ ^i''-'»i*92i-m'g„
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dass q eine p-Function von v mit den Invarianten m*g^, in'g^ ist. Die

Gleichung p ^ -^ kann demnach in der Form

(12.) F(M;£'.,i7.) = -5^F(-J;'«*5'a, '»"S'aJ

geschrieben werden. Die Einführung der 6 -Function ergiebt

,,, ^, . öMoffSf

—

•. m*n,,m'qA
d' log 6 (u;g„fi,) _ ^ \m' ^" ^V

und durch Integration folgt hieraus

dlog6{u;g„g,) ^ e y^, y». y«^

WO eine Constante nicht hinzutritt, weil, wie die Reihenentwicklung für log

6

auf S. 42 zeigt, die beiden links und rechts stehenden Functionen kein con-

stantes Glied enthalten. Eine nochmalige Integi-ation ergiebt, nachdem die

Constante aus derselben Reihenentwicklung bestimmt ist,

(13-) S(m; g^, g^) = «2g(-^; m*g„ m'g^.

Die Formeln (12.) und (13.) geben den wesentlichen Inhalt der Diffe-

rentialgleichungen (10.) und (11.) wieder.

Wendet man nun die in der Gleichung (13.) ausgesprochene Eigenschaft

auf die Reihe (3.) an, so wird

Es darf also, da m beliebig ist, diese Grösse nicht vorkommen, d. h. es muss

4A+6ft-2v =

sein. Führt man den hieraus folgenden Werth von v in die Reihenentwicklung

ein und bezeichnet den Coefficienten C. ^, der dann nur noch von den beiden

Zahlenwerthen A und ft abhängt, mit Cj^ , so kann man schreiben:

(14.) ^u = •Z%9',9':u*'^"'^\

Setzt man diese Reihe für (5u in die partielle Differentialgleichung (9.)

ein, so erhält man die Recursionsformel

(15.) (4A + 6,t + l)(4A + 6ft)c,^ = 12(A + l)c,+.,^_,+ |-((t + l)Ci_,.^^.-^Ci_,.^,
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in der c^^ = 1 und alle Grössen c^^^, in denen ein Index negativ ist, gleich

Null zu setzen sind. Es ist zweckmässig, die Bezeichnung der Reihencoeffi-

cienten durch die Substitution

^ ^^iM

% 2^-".(4;i + 6ji + l)!

zu ändern und demnach

/rt \' ,,4i+ 6,u+l

(16.) 6«-g«,.(f)W (,,^e^^l)!

zu schreiben. Die aus der Formel

(17.) a,„ = 3(A + l)a,.„,„_. + ^(;t + l)a,_,,„^,-|(2A+3^-l)(4A + 6^-l)a,_,,^

der Reihe nach zu bestimmenden Grössen a^_^ werden nämlich dann sämmtlich

ganze Zahlen, wie nachher (S. 50) bewiesen werden wird.

Man kann von den Grössen c, zu einem System ganzer Zahlen auch

dadurch übergehen, dass man

. K
2.6''-'(4>l+6fi+l)!

setzt. Die Relation (15.) verwandelt sich dann in

(18.) 6,„ = 2(;i + l)?.,^,,_.+ 24(^ + l)ö,_,,^+.-(2A + 3.a-l)(4A + 6^-l)&,_,_„,

und diese Gleichung liefert für die Grössen \^^, abgesehen von der ersten,

7 - 1— 3 '

in der That ganzzahlige Werthe, wenn man, dem Vorhergehenden ent-

sprechend, alle diejenigen gleich Null setzt, in denen ein Index negativ wird.

Die 6-Reihe erhält hierbei die Form

oder

(20.) 6u = « + g'^-|^^,.^^^^,^-^,

wo der Strich an dem Summenzeichen, wie üblich, andeutet, dass die Com-

bination A = 0, jt = auszuschliessen ist.
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Die partielle Differentialgleichung (9.), die zur Herleitung von Recursions-

formeln für die Coefficienten der 6-Eeihe benutzt worden ist, lässt mancherlei

Umformungen zu, von denen hier einige ausgeführt werden sollen.

Es seien e^, e^, e^ die drei Werthe, die für s gesetzt die Gleichung

S = is'-g^s-g^ =
befnedigen, also

S = 4(s-eJ(s-eJ(s-eJ.

Die drei Grössen e^ sind durch die Gleichung

(21.) e, + e, + e, =

verbunden und hängen mit g^ und g^ vermöge der Formeln

1
(22.) 6,63 + 636^ + 6,6, = --^g^,

(23.) e,e,p, = -gr,

zusammen.

Aus (21.) und (22.) folgt

(24.) el + el + el = jg„

(25.) eUl + elel + ele] = ^9l,

(26.)
'

e\ + et + el = ^g\.

Aus (21.) ergiebt sich ferner

el + el + el-de,e,e, = 0,

also nach (23.)

(27.) el + el + el = ^g,.^

Man führe nun statt der Invarianten g^, g^ zwei lineare Verbindungen

der Grössen 6^, e,, e , nämlich

(28.) e,-e, = cc, e,-e, = ß

ein. Aus (21.) folgt dann

(29) e=^^^^ c - ^^-" e--i^^
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und es ist daher

(30.) g, = ~ia' + ß'-aß), g^ = - ±{a + ß){2a- ß)i2ß-a).

Die Formeln (24.) und (27.) liefern

dg^ = 4 e, (Ze, + 4 gj, de^ + 46, de,

,

dg^ = ielde^ + 4e|d'e, + 4e|(?e,,

woraus mit Benutzung von (29.)

dg, _ 8 ^ ^ — A

da ~ "3^' 3^' "3^= ~ ^"

öo„ 4 8 4
,

ö^
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sodass die Differentialgleichung (9.) schliesslich in

übergeht.

Jetzt werde

(32.)
«^"'"'g?* = S,{u)

gesetzt, und somit

(33.) 6u^ e" SM-

Dann hat man

öm'

(-^+3(«+^)«4
es
du

= e

1

öS .6'(«+ ^)«VöS,-- Ct-h'')'

(f + l«^^o)'

und die Gleichung (31.) transformirt sich daher in die folgende:

Setzt man, unter m eine willkürliche Constante verstehend, jw'a und m^ß für

« und ^, so geht
ff^

in w*^^, ^^ in m'^^ über. Der durch die Gleichung (13.)

dargestellten Eigenschaft der 6-Function entspricht demnach folgende der

Function S-.

(35.) S,{u; a, ß) = mS, (^; mV, nfß^

Aus der Form der Entwickelung von 6u (S. 39 (l.)) geht hervor, dass sich

S^(u) durch eine Reihe

darstellen lässt, in der s^ eine ganze Function von
ff^

und
ff^^

also auch von



DIE PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNG DER S- FUNCTION. 49

und ß ist. Die vorstehende Relation (35.) zeigt, dass

1. h. * eine homogene Function v'°° Grades von « und ß sein muss, sodass man

(36.)

lat. Die Gleichung (34.) aber führt zu der Relation

s^_l(2a;-l)(« + ^)s,_,-4(2/3-«)«%^-4(2a-^)^-^'^->
dcc dß

+ {2v-2){2v-l)aßs,_,-
a + ß

Sv-i = 0,

lie man, unter Berücksichtigung von (36.), mit Hilfe der Gleichungen

(2ß-a)a^ + i2a-ß)ß^''-'
eß --K'fe^-^^l-^-K^'fc^^^^^)

(37.) s, = (« + ^)s.., + 4a^(-^ + ^)-2(r-l)(2t;-l)«^S,_,

iberführen kann. In dieser Recursionsformel ist

Bu nehmen. Sie lehrt, dass die Coefficienten der ganzen Functionen s^ ganze

Wahlen sind.

Aus der Gleichung (32.), nämlich

— -;, e, M- w ,»+1

6m = . 2/-l)*«.-(2^r)T'(38.)

iergiebt sich nun, wenn man

einführt, 6u als Function von «« und e^., e^^ e^. Setzt man noch für die Ex-

)onentialgrösse die Reihenentwicklung,

1
'I

= 1
e.w

4 21
All
"2^ vi

+ (-l)'-Sr— +

Biliptiacha Fanctioaeii.
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und schreibt (38.) in der Form

(39.) 6m = 2 >•»

.-i-o M2V + 1)!'

so erkennt man, dass die ganzen Functionen r^ der Grössen e^, e^, e mit den

Functionen s^ derselben Art durch die Gleichung

(2v + l)! ~ '^ ^ (2v+l)! ^ ^ (2v-l)! 2'^'-
^ (2v-3)! 2! 4 "

oder

verbunden sind. Der Coefficient von {—iyels^_j^ hat hierin den Werth

(2v + l)! _ (2i/ + l)2t;...(2t/-2 A + 2)

2'(2j;-2A + l)!A! ~ 2^!

= (2v + l)(2,;-l)...(2,.-2A+3) ^^'^-^^-;f^-^
+ ^)

,

ist also eine ganze Zahl; demnach sind auch die Coefficienten der ganzen

Functionen i\ sämmtlich ganze Zahlen. Da nun die Function 6u ihren Werth

nicht ändert, wenn die Grössen e^, e^, e^ in beliebiger Weise unter einander

vertauscht werden, so ist auch 9\ eine ganze symmetrische Function, mit

ganzzahligen Coefficienten, von e^, e^, e^, und also auch eine Function der

elementaren symmetrischen Functionen dieser Grössen, d. h. nach (22.) und

(23.) von ^ und
-f

•

Durch Vergleich mit der Reihenentwicklung (16.) ergiebt sich

s%(f-)\2ö'3)^

wo die Summe über alle ganzzahligen Werthe von A und (t zu erstrecken ist,

die durch die Bedingung

2A + 3^ = V

verknüpft sind. Mittels dieser Formel kann man nun leicht zeigen, dass die

Grössen a^^ sämmtlich ganze Zahlen sein müssen. Wäre nämlich eine von

ihnen ein Bruch, so würde der Recursionsformel (17.) zufolge der Nenner

eine Potenz von 3 sein; dies ist aber nach dem vorher über i\ Bemerkten

nicht statthaft.
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Lösung der Gleichung (pu ^= s durch Reihenentwicklung.

Um den analytischen Zusammenhang zwischen der ^^- Function und

ihrem Argumente vollständig darzulegen, genügt es nicht, wie im Vorher-

gehenden geschehen ist, ^ou mit Hilfe von Reihen, die nach Potenzen von u

fortschreiten, auszudrücken, sondern es müssen auch Formeln entwickelt

werden, vermittelst deren man alle Argumente finden kann, für welche die

Function einen gegebenen Werth annimmt. Wir beginnen diese Untersuchung

mit dem Nachweise, dass wenn s eine willkürlich angenommene Grösse be-

deutet, sich stets Werthe von u finden lassen, die der Gleichung

(1.) pu = s

genügen.

Zu diesem Zweck setzen wir

und entnehmen aus der Differentialgleichung

den Ausdruck

(^•)
ITtT

= -2^(VF^r(l-e.p-''0~^(l-e.p-'«)~ = (l-e,p-'«)"'.

Unter
(1 + xT

soll dabei, wenn x dem absoluten Betrage nach kleiner als Eins ist, stets

derjenige Werth dieser Potenz verstanden werden, der durch die binomische

Reihe
m (vi — 1) ,

1 + "iaj + —Y^—^ a; + • • •
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gegeben wird. Dann gilt die Gleichung (2.), deren linke Seite eindeutig be-

stimmt ist, bei passender Wahl des Werthes von ^pu. Das negative Zeichen

auf der rechten Seite ist dabei aus dem Grunde gesetzt, damit dieser Werth

für reelle Invarianten und bei reellen, hinreichend kleinen Werthen von u

negativ vrerde.

Nach Multiplication der drei Reihen für

{l-ej,p-'u)~^ a = i,2,3)

erhält man

wo G^,G^,... ganze rationale symmetrische Functionen von e^, e^^ e^, d. h.

ganze rationale Functionen von g^ und g^ sind, und demnach

2 \pu \ I

Daraus folgt, mit Berücksichtigung der Eigenschaft von <pu^ für m = un-

endlich gross zu werden.

(3.) „ = -^(l + iG,^-« + -iG,,.-« + -)-

Diese Beziehung zwischen u und <pu gilt, so lange

(4.) \e^^-'u\<\ (X = i,2,3)

ist, d. h. für alle Werthe von u, für die <pu dem absoluten Betrage nach

grösser ist als jede der Grössen e^, e , e .

Nun besteht für alle endlichen Werthe von u eine Entwickelung der Form

in der G(u) und Hiu) beständig convergirende, nach ganzen positiven Potenzen

des Arguments fortschreitende Eeihen bedeuten (S. 28), die nur gerade Potenzen

enthalten. Betrachtet man im Besonderen alle Werthe des Bereiches, für den

die Ungleichungen (4.) gelten, so kann man setzen:
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[oder

(5.) i(p 'u)(f)U = ^{<p 'm),

[wo auch ® und ^ gewöhnliche Potenzreihen sind. Da aber die Reihen auf

der linken und rechten Seite dieser Gleichung für alle Werthe des Argu-

ments ifiu innerhalb eines bestimmten Bereiches einander gleich sind, so

[müssen sie in den Coefficienten übereinstimmen.

Dieses vorausgeschickt, sei nun s ein beliebiger Werth, der dem absoluten

Betrage nach gi'össer als ^,,^,,^3 ist, und es werde bei beliebiger Annahme

j
des Zeichens von \js

(I.) « = ^(l + i^.*- + >.«-' + -)

.gesetzt, so ist

G{u) = ®(s-'), H{u) = ;e(s-),

also

^« = IH"
[Aus dieser Gleichung folgt in Verbindung mit der Identität

%{s-').s = $(s-'):

pu = s,

'd. h. die Gleichung (1.) wird durch die Formel (I.) erfüllt, wenn nur

\s\>\en\ (^= 1,2,3)

[ist.

Angenommen weiter, es sei für irgend einen bestimmten, von e^, e,, e,

[verschiedenen "Werth s^ ein Argument u^ gefunden, für das

F«o

ist, so hat man

toder wenn

gesetzt wird.

if'uy ^ ip'u-gj^u- g^ ^ F»-fii F"-^2 F»-^»
(f'Wo)' ^K-ff^s.-g, «o-e. s,-e, s,-e.
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Nimmt man u so nahe bei u^ an, dass pu— s^ dem absoluten Betrage nach,

kleiner ist als jede der Differenzen ei— s^,e^— s^,e^— s^, so lässt sich aus

1^1/-,^ P^-SqY^L pu-sA ~^/ pu-sA ~^

eine Darstellung der Form

ableiten, in der die Coefficienten G^i^J, G^{sJ, ... aus s^, g^ und g^ rational

zusammengesetzt sind. Nach Multiplication mit dpu liefert die Ausführung

der Integration

Genau wie vorher kann man sich mittels der Gleichung

G{u)^)U = H(u)

davon überzeugen, dass wenn man

(n.) u-u, = j^{(s-s,) + ^G,is,)is-sJ + ^G,(s,)is-sJ + -)

setzt, die Gleichung

pM = S

gelten muss, sobald nur s — s^ dem absoluten Betrage nach kleiner ist als

jede der Differenzen ^^ — s^^e^— s^^e^—s^, was mit dem Ausdrucke: s liege in

der Umgebung von s^, bezeichnet werden soll.

Die Formeln (I., IL) reichen nun aus, um zu jedem gegebenen, nur von

(?,, «j, e, verschiedenen Werthe von s einen "Werth von u zu berechnen, der

die Gleichung (1.) befriedigt. Man nehme nämlich, was auf unendlich viele

Weisen geschehen kann, eine Reihe von Grössen s^^ s^, .. . s^ dergestalt an,

dass die erste dem absoluten Betrage nach grösser ist als e^, e^, e^, jede der

übrigen in der Umgebung der ihr in der Reihe vorangehenden liegt, imd

schliesslich s in der Umgebung von s^. Dann bestimme man vermittelst der

Formel (I.) ein Argument m„, für das
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ist, darauf nach der Formel (II.) > indem man in ihr

nimmt, ein zweites, u^, für das

ist; aus diesem auf dieselbe Weise ein drittes, z«,, wofür

wird, bis man, so fortfahrend, zu einem Argumente zi^^ gelangt, für das

$'«» = s„

ist, und von dem man dann zu dem gesuchten übergehen kann. Über das

Zeichen von V^o darf man bei der Berechnung von ti^ willkürlich verfügen.

Ist dieses Zeichen aber fixirt, so sind die Grössen zi^, tt^, •••«„, u eindeutig

bestimmt, und es ist leicht zu sehen, dass wenn man den entgegengesetzten

Werth von V'^ nimmt, man schliesslich auch —u für u erhält. Man kann

daher bewirken, dass p'u sowohl dem einen als dem anderen der beiden

Werthe von Sfis'— f/^s — f/^ gleich wird; das erhaltene Resultat lässt sich somit

folgendermassen aussprechen ;

Sind s und t irgend zwei durch die Gleichung

verbundene Grössen, so lässt sich durch eine endliche Anzahl
von Reihenentwicklungen stets ein Argument tc dergestalt be-

stimmen, dass

^,)U = ,5, j^j'u = t

wird.

Hierbei ist jedoch der Fall, dass s einer der Grössen e^, e^, e^ gleich ist,

noch nicht berücksichtigt und muss besonders behandelt werden.

Zu dem Ende nehme man einen Werth s^ in der Umgebung von i\ an,

denke sich auf die angegebene Weise ein zugehöriges Argument u^ bestimmt

und beschränke dann u auf einen diesen Werth enthaltenden Bereich von

so geringer Ausdehnung, dass (f)u beständig in der Umgebung von e^ liegt.

Dann setze man

1 ^ 1 '^

/, _ pM-e,\~'/ <,>u-p,\~^
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nach willkürlicher Annahme des Werthes von \/iei
— e^){e^— e,), wodurch dann

auch der von Vf" — ^i bestimmt ist; durch Reihenentwicklung folgt hieraus

-^ = i#=ir^ v;ib:('+^'(''''<«'"-''''+^-('''(«"«-''-)"+---)'

wo die Coefficienten G^{eJ, G^(e^), .. . aus e^, g^ und g^ rational zusammen-

gesetzt sind. Durch das schon zweimal angewendete Verfahren ergiebt sich

M = U)j + -

V(e^eJ (6,-63)
{l + ~G,{e,)ifu-e,) + ^G,{eJ{pu-e,y + -^,

unter u), eine Constante verstanden. Zu ihrer Bestimmung setze man u = u^,

so wird

vÄ^('^^''-<'-'<'--'-'^-)
oder

Aus der letzteren Darstellung geht hervor, dass to, durch e«^ eindeutig be-

stimmt ist.

Wie vorher folgt dann weiter, dass wenn man

(III.) u = ^^ + -^JEI^==^(l + ^G,ie,)is-e,) + ^G,{e,){s-cJ + ..)

setzt und dabei das Zeichen von \/s — e^ beliebig annimmt, man immer

pM = S

erhält, sobald nur s in der Umgebung von e^ liegt. Für s gleich e^ selbst

ergiebt sich

F">. = e.-

Vertauscht man endlich e^ mit e^ oder e^ und nimmt u^ so an, dass pu^

in der Umgebung von e^ oder e^ liegt, so erhält man, der Formel (8.) ent-

sprechend, zwei Argumente w^, oj^, die den Gleichungen

genügen.



Siebentes Kapitel.

Bestimmung aller Lösungen der Gleichung pu = s.

Nachdem im vorigen Kapitel bewiesen worden ist, dass man stets einen

oder vielmehr zwei nur durch das Vorzeichen unterschiedene Werthe von u

finden kann, für welche pu einen gegebenen Werth s annimmt, kommt es

jetzt darauf an, alle Argumente zu ermitteln, die die Gleichung

pu = s

befriedigen. Die Beantwortung der Frage, ob es, wenn pti' = s ist, ausser

±u' überhaupt Argumentwerthe giebt, für welche die j3- Function denselben

Werth erhält, kann mit Hilfe des Additionstheorems angebahnt werden.

Hierbei wird es zum ersten Mal von praktischer Bedeutung, dass dieses

Theorem für beliebige Werthe von u gilt. Dass dem in der That so ist,

ersieht man aus dem im dritten Kapitel geführten Beweise. Wenn die ab-

geleiteten Resultate dort auf die Werthe innerhalb eines bestimmten Be-

reiches beschränkt blieben, so hatte dies seinen Grund nur darin, dass die

^j-Function noch nicht darüber hinaus definirt war.

Es werde nun angenommen, für einen von ±u' verschiedenen Werth u" sei

Aus

oder

folgt dann
(p'u'J = {p-uj

p'u" = ± p'u'.

Falls hierin das obere Zeichen gilt, so ergiebt sich aus der Formel des

Elliptische Functionen. 8
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Additionstheorems (S. 25),

^(,LA.»'\ — (f» + F^') (^F" F»'- yg») - g» - 9'u ^'W
^[u + u) - - 2{pm-pm7 •

in der w irgend einen endlichen Werth bezeichnen soll, für den auch pu

endlich ist, die Gleichung

ja(M + M') = j3(u + m").

Ist aber

^'u" = -f'm'.

so folgt

f(«— "') = f("+«")'

Im ersten Falle ersetze man u durch u— u\ im zweiten durch u-\-u\ so wird

jOM = ^(m + m"— m')

und
jat« = ja(M + M"+u')

und weiter, wenn
m" ± m' = M)

gesetzt wird,

F« = F (" + "')•

Da die ^3-Function für % = unendlich wird, so. muss auch ^w unendlich

gross sein. Das heisst:

Wenn es Werthe u" ausser u' giebt, für die die ^-Function den Werth

^u' annimmt, so muss sich u" in der Form

u" = ±u'-\-w

darstellen lassen, wo w eine Unendlichkeitsstelle der ^-Function bedeutet.

Ob es solche Stellen ausser % = wirklich giebt, ist bis jetzt freilich

nicht entschieden. Um aber überhaupt die Frage nach der Existenz von

Argumenten u" auf die nach dem Vorhandensein der Unendlichkeitsstellen w
zurückführen zu können, hat man zuerst noch zu untersuchen, ob jede Un-

endlichkeitsstelle für den vorliegenden Zweck brauchbar ist, ob also, wenn

von w nichts weiter bekannt ist, als dass ^u für u ^= w unendlich gross wird,

immer behauptet werden kann, es sei

F(±«'+m') = F«*'«
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Das doppelte Vorzeichen kann weggelassen werden; denn wenn

ist, so folgt daraus

Der Werth von p{u + w) kann aus dem Additionstheorem durch einen

Grenzübergang abgeleitet werden. Sondert man im Zähler und Nenner der

Formel für p{u + v) den Factor p^v ab und lässt v sich einem Werthe w nähern,

für den pw unendlich gross wird, so wird der Nenner gleich 2. Im Zähler

reducirt sich das von den Ableitungen freie Aggregat auf 2pu, und das letzte

Glied fällt weg, weil p'v von derselben Ordnung unendlich wird wie (pvy.

Demnach ist in der That

p{u + w) = pu,

woraus folgt, dass wenn w eine beliebige Unendlichkeitsstelle der ^,?- Function

bedeutet, die Annahme

U" = ± m'+ IV

immer die Gleichung

pu" = pu'

nach sich zieht.

Um nun zu zeigen, dass solche Werthe w, für die pw unendlich gross

wird, wirklich existiren, gehen wir von der Bemerkung aus, dass für jeden

Werth von u die Gleichung

besteht, wenn p'v verschwindet, d. h. wenn pv einen der Werthe e,, e^, e^

hat; daraus folgt dann

also

p(2?;) = oo.

Man kann daher für w jede der Grössen

2u>j, 2w,, 2(U3

(S. 56) nehmen, von denen unter der hier zu machenden Voraussetzung, dass

8*
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keine der Differenzen e^— e^, ^s~^ij ^i~^2 verschwinde, keine zwei einander

gleich sind.

Dieses vorausgeschickt, seien w' und iv" irgend zwei solche Werthe von w,

so folgt aus der Gleichung

p{u + w') = pu:

f>u = f{u + iv') = (f){u + 2w') = p(u + 3w') = ••

und auch

pu = io{u— tv') = p{u — 2w') = p{u — 3w') = •••;

d. h. es ist für jeden ganzzahligen Werth von ni

(p{u + mio') = pu.

Ebenso hat man, wenn auch n eine beliebige ganze Zahl bedeutet,

p{u + mü") = pu.

Setzt man in dieser Gleichung u + mw' für ««, so ergiebt sich

p{u + mw'+ntv") = pu,

also

p(mtv'+nw") = oo.

Auf diese Weise lassen sich aus w' und w" unendlich viele andere Unendlich-

keitsstellen w ableiten. Es lässt sich aber auch zeigen, und für die Theorie

der ^j-Function ist dies von der wesentlichsten Bedeutung, dass bei passender

Wahl von w' und w" der Ausdruck

mio'+ nw"

alle Unendlichkeitsstellen der ^-Function enthält.

Um diesen Satz zu beweisen, denken wir uns sämmtliche Werthe w in

bekannter Weise durch Punkte in einer Ebene dargestellt. Zu den Un-

endlichkeitsstellen gehört auch der Nullpunkt, der jetzt mit w^ bezeichnet

werden soll. Man verbinde ihn mit irgend einem anderen der betrachteten

Punkte, w\ und bezeichne mit w^ diejenige Stelle w auf der Geraden w^iv',

die der Stelle w^ am nächsten liegt. Da die in der Nähe des Nullpunkts

geltende Entwickelung

für alle Werthe eines bestimmten Bereiches convergirt, d, h. die ^-Function
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innerhalb dieses Bereiches nur für u = unendlich gross wird, so muss iv

nothwendig einen endlichen Abstand von w^ haben.

Alle für ein beliebiges ganzzahliges m durch den Ausdruck

mw^

dargestellten Punkte gehören ebenfalls dem System iv an und liegen auf der

durch M?„ und w, gehenden unbegrenzten geraden Linie. Ein in dieser Ge-

raden ganz •willkürlich angenommener Punkt ist durch

darstellbar, wo (i eine reelle Grösse bedeutet. Gehört er zu den Unendlich-

keitsstellen, so gehört dazu auch

ftlf, — m'lv^,

wenn m' die grösste in (i enthaltene ganze Zahl ist. Dieser Punkt liegt auf

der Strecke w^w^, fällt aber nicht mit w, zusammen. Nach der Erklärung

von ti\ muss er daher mit w^ zusammenfallen, d. h. es muss ^ gleich der

ganzen Zahl m' sein. Hiernach liefert der Ausdruck mw^ alle in der ge-

nannten Linie enthaltenen Punkte des Systems.

Es giebt aber nothAvendig noch Punkte tv ausserhalb dieser Geraden.

Denn aus

p(u + ivj = pu

folgt

p'{ii + tv,) = p'u,

und hieraus für u = —~, wo -^ keine Unendlichkeitsstelle ist,

d. h.

Es muss also f?(^) gleich einer der Grössen e^, e,, e^ sein, die mit e be-

zeichnet werde. Versteht man nun unter tv" einen Werth, für den ^(^)
einer der beiden anderen Grössen, die e' heisse, gleich wird, so hat man auch

piv" = oo.

Läge nun w" auf der geraden Linie w^w^, so müsste bei passender Wahl von m
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sein. Dann wäre aber weiter für einen geraden Wertli, m — 21,

und für einen ungeraden, m = 2/+1,

also in keinem Falle gleich e'.

Hiemach bilden die Punkte w^, w,, w" ein Dreieck. Sind in diesem noch

andere Stellen w vorhanden, so liegen sie doch sicher alle in endlichen Ab-

ständen von der Linie w^w^. Denn in der Umgebung jedes zwischen w^ und

w^ gelegenen Punktes lässt sich die ^3-Function in eine gewöhnliche Potenz-

reihe entwickeln, die für alle Stellen eines bestimmten Bereiches convergirt,

also nicht unendlich gross wird. In der Nähe von w^ gilt die Entwickelung

die, wie bereits benutzt, innerhalb eines gewissen, den Punkt w^ umgebenden

Ki"eises nur in diesem Punkte eine Unendlichkeitsstelle hat. Endlich erhält

man, wenn man u — w = Ji setzt, die vorstehende Gleichung in der Form

benutzt und

berücksichtigt, für die j(?-Function in der Nähe irgend einer Unendlichkeits-

stelle w, z. B. züj, die Darstellung

wo die Potenzreihe wieder einen endlichen Convergenzbereich hat.

Es sei nun w^ diejenige in dem Dreieck w^w^w" gelegene Unendlichkeits-

stelle, die von w w den kleinsten Abstand hat. Sind mehrere Stellen in
' Ol

gleichem kürzesten Abstände vorhanden, so behalte man eine beliebige von

ihnen bei, z. B. die dem Punkte w^ zunächst gelegene. Innerhalb des Dreiecks

w^w^w^ befinden sich keine Unendlichkeitsstellen mehr. Zieht man dann von

w, und w^ aus Parallelen zu tv^iv^ und if„w,, die sich in w^ schneiden mögen,
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SO enthält auch das Parallelogramm w^w^w^w^ ausser seinen vier Ecken keinen

weiteren Punkt des Systems w. Alle Punkte dieses Parallelogramms, die auf

den Seiten eingeschlossen, werden nämlich durch den Ausdruck

dargestellt, wenn den Zahlen (i und v alle Werthe von bis 1 beigelegt

werden. Dabei liegt ein solcher Punkt in dem Dreieck w^tv^w^ oder w^w^w^,

je nachdem (i + v kleiner oder grösser als Eins ist. Jedem Punkte in dem

ersten Dreieck entspricht nun einer in dem zweiten, der durch

{l — n)^v^ + {l—v)w^ = ^V^+ W^ — {HlVi + VtvJ

dargestellt wird. Beide gehören also gleichzeitig dem System an oder nicht

an, woraus unmittelbar folgt, dass von den Punkten des zweiten Dreiecks nur

diejenigen, die den Ecken des ersten entsprechen, Unendlichkeitsstellen sein

können, d. h. ausser w^ und w^ nur noch w,.

Endlich kann ein beliebiger Punkt der complexen Ebene, weil das Ver-

hältniss w^ : w^ nicht reell ist, durch den Ausdruck

dargestellt werden, wo « und ß reelle Zahlen sind. Bestimmt man zwei ganze

Zahlen m und n so, dass für

0</i<:l, 0<v<l
die Gleichungen

a ^= m + (i, ß = 11 + V

gelten, so wird hierdurch jedem Punkte der Ebene ein Punkt im Innern und

auf den Seiten w„w,, w^w^ des Parallelogramms w^tv^tv^w^, deren Endpunkte

Wj, u\ ausgeschlossen, zugeordnet, und der angenommene Punkt gehört nach

dem eben Bewiesenen nur dann zu den Unendlichkeitsstellen, wenn ft = v =
ist. Das heisst:

Es existiren zwei Werthe w^, w^ des Arguments der ^.»-Function von der

Art, dass sämmtliche Unendlichkeitsstellen der Function in der Form

enthalten sind; w, und w^ sind dabei nur an die Bedingung gebunden, dass

in dem Dreieck w^w^w^ kein weiterer Unendlichkeitspunkt gelegen istr
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Nach der Erörterung, die auf die Stelle w geführt hat, kann man nun

Tveiter behaupten:

Für jeden Werth s giebt es unendlich viele Werthe u, für die pu = s

wird. Ist u' einer von ihnen, so sind alle übrigen in der Form

jt = ±u' + mw^ + mv^

enthalten, und für das obere Vorzeichen hat p'u dasselbe Zeichen wie p'u\

für das untere das entgegengesetzte.

Schon in der Einleitung ist als Periode einer Function eine Constante

bezeichnet worden , deren Hinzufügung zum Argument den Werth der Function

nicht ändert. Wir erkennen hier, für die ^^- Function, die Existenz zweier

Perioden ?«, und Wj, deren Verhältniss jü| : w^ nicht reell ist, und durch die sich

sämmtliche Perioden in der Form

mw^ + nw,

darstellen lassen, unter m und n ganze Zahlen verstanden. Die p -Function

wird deshalb als doppelt periodisch bezeichnet, die beiden Grössen w^

und w^ bilden ein primitives Periodenpaar.

Wie schon aus der Construction auf S. 62 geschlossen werden kann, ist

ein solches Periodenpaar nicht eindeu^tig bestimmt. Rein analytisch lässt sich

dies in folgender Art beweisen: Es seien W^ imd W^ zunächst zwei beliebige

Perioden der ^,?-Function, die sich also als homogene lineare Functionen von

Wj und w^ mit ganzzahligen Coefficienten darstellen lassen müssen:

Wi = pw, + qti\,

W^ — p'iVi + g'Wj.

Unendlich viele Perioden werden durch den Ausdruck

gegeben, in dem a und h ebenfalls ganze Zahlen bezeichnen. Sollen sämmt-

liche Perioden durch diesen Ausdruck darstellbar sein, so müssen a,b,p,q,

p\ q' sich so bestimmen lassen, dass für jedes Paar ganzer Zahlen m, n

m w, + n 10^ = a TF, + b W^

gesetzt werden kann, was die Gleichungen

ap + bp' =: m,

aq + bq' = n
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nach sich zieht. Die nothwendige imd hinreichende Bedingung für die ge-

stellte Forderung folgt hieraus in der I^orm

Man kann also, nachdem man p und q als ganze Zahlen ohne gemeinsamen

Theiler angenommen hat, noch auf unendlich viele Weisen j)' '^^^ 9 so

wählen, dass aW+bW^ dieselbe Mannigfaltigkeit von Grössen darstellt wie

mu\+ntv^, d.h. dass (TT^, W^) an die Stelle des primitiven Periodenpaares

{w^,wj treten darf.

Irgend eine Periode w, die mit einer anderen w' zusammen ein primitives

Periodenpaar bilden kann, soll als primitive Periode bezeichnet werden.

Setzt man
«c z= 2u),

so ist (o keine Unendlichkeitsstelle der ^,;>- Function, denn (u = y lässt sich

nicht in der Form mw + 7iiv' darstellen; a> soll als halbe Periode bezeichnet

werden. Nach S. 56 ist dann ^i*u) gleich einer der Grössen e^, wir wollen

annehmen: gleich e,.

Es soll untersucht werden, wie die ^^- Function sich ändert, wenn ihr

Argument um eine solche halbe Periode vermehrt wird. Nach dem Additions-

theorem ist wegen g)'(a = 0:

p(;u + m) -
2{pu-eJ

Nun ist (S. 46 (22., 23.))

1
6263 + 63 e, + e.e, = -^^'2.

_ 1
^1 ^2 63 "4" Ö's I

mithin

Im Zähler fällt e^p'u weg, wenn e^ auf beiden Seiten der Gleichung subtrahirt

Avird. Unter Benutzung der Relation

e, + e, + 63 =
erhält man dann

/, \ / . \ (^i — Cj)(e, — e.)

^ ' \ / 1 ji»« — e,

ElliptUcbe Fonctiontn. 9
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Es sei to' eine halbe Periode, die zu e^ gehört, sodass

ist. Aus der eben abgeleiteten Gleichung folgt dann

ja(o> + u)') = e,.

Setzt man nun
tu = O),,

u) + w' = O),,

">' = «8,

SO ergiebt sich in gleicher Weise wie vorher die allgemeinere Formel

(2.) K« + ">„)-«„ =
J^_,^

,

wo a, ß, y die Zahlen 1, 2, 3 in irgend einer Reihenfolge bedeuten.
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Grundformeln der Theorie der S-Function.

Mit der p-Function war die 6-Function durch die Relation (S. 35 (11.))

6"m — 6m6"m
pti =

6'm

verbunden. Soll nun pu für u = w unendlich gross werden, so muss, weil

(5'*u— 6u(5"u wegen der beständigen Convergenz der S- Reihe für keinen end-

lichen Werth von u unehdlich werden kann, der Nenner der rechten Seite,

also 6u selbst, für das Argument w verschwinden. D. h. jede Unendlichkeits-

stelle der ji>-Function ist Nullstelle der 6-Function.

Aber auch das Umgekehrte gilt. Es werde nämlich angenommen, die

Function (5u verschwinde für ti = w, und zwar nebst ihren n — l ersten Ab-

leitungen, sodass für hinreichend kleine Werthe von |m — w|

m!
w + '

oder
6u = c{u-wy(l + ^^{u-iv))

gesetzt werden kann. Behufs Herstellung von

cP log Sw
pu = -

bilde man
du^

log 5m = \ogc + nlog{u — tv) + Sß{u— w),

WO die Potenzreihe ^(ti — w), immer für Werthe von u, die hinreichend nahe

^bei w liegen, aus der Entwickelung von log {l + ^^{u — w)) entstanden ist; dann



68 ACHTES KAPITEL.

ergiebt sich

-^"{u-w)
(V log 6 II n

du" {u — wy

Hiernach wird in der That pu für u = w unendlich gi'oss, und zwar von der

zweiten Ordnung.

Vergleicht man nun andererseits diese Entwickelung mit der, die aus

der Gleichung (S. 25)

pu^jr + n^n

dadurch folgt, dass u — w für u gesetzt wird, nämlich

p{u-tv) =
^^_^^y

+^{iu-tvf),

so sieht man, dass

n = 1

sein muss. Die Unendlichkeitsstellen der ji>- Function sind also Nullstellen

erster Ordnung der 6- Function; schon die erste Ableitung, S'm, verschwindet

für u ==: w nicht mehr.

Aus der Gleichung

iF log 6{u + mw, + nw^) d° log S ?t

durch welche die doppelte Periodicität der ^i?- Function gekennzeichnet werden

kann, folgt nun durch wiederholtes DifFerentiiren

d '' log 6 (u + m w, + 11 w, )
d'' log S u

du" du'' '

d. h. alle Ableitungen des Logarithmus der 5-Function, deren Ordnung gi-össer

als Eins ist, sind doppelt periodische Functionen. Es kommt jedoch darauf

an, die Änderung der ersten Ableitung dieses Logarithmus und namentlich

auch die der S- Function selbst bei einer Vermehrung ihres Arguments um
eine Periode der ^-Function zu untersuchen.

Im Folgenden sollen nur solche Perioden betrachtet werden, deren Hälften

nicht wieder Perioden oder Unendlichkeitsstellen der ^.:>-Function sind.

Aus
jj(m+ 2(ü) = pu
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folgt

f (u + (o) = ^j {u — Ol)

oder
d 5', . d 5' , ,

Eine einmalige Integi'ation liefert

Znr Bestimmung der Constanten C darf man w = setzen, weil die in der

entstehenden Gleichung

5 5 ^ '

auftretende Grösse 6io von XuU verschieden ist. Da

5'
,

5'

ist (S. 33), so hat man

5

zu setzen und erhält dann

(1.) ^(^u + m) = -^(u-o,)+2^m.

Daraus ergiebt sich schliesslich

(2.) |-(«+2<.) = |-„+2-|a..

Es sei nun to' eine von w verschiedene halbe Periode der ^i^- Function,

in dem Sinne, dass pio und ^w' verschiedenen Wurzeln der Gleichung

gleich sind. Dann ist auch

(3. ^ (W + 2m') =. 4- M + 2^ «,'.

Ersetzt man in (2.) u durch ?< + 2cu und benutzt die Gleichung selbst, so be-

kommt man
S' ^ . .

6' ^ .

6'
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und bei wiederholter Anwendung desselben Verfahrens

S' 5' S'
(4.) -^(m + 2wjo)) = -z=-u + 2m-z^(o.

In gleicher Weise folgt aus (3.)

S' 6' 6'

(5.) _(„ + 2n«)') = _M + 2«-g-«,'

und durch Vereinigung beider Formeln

S' S' 5' 6'

(6.) -^(m+ 2m(u + 2ww') = --^M + 2w-^o> + 2n-^u)'.

Versteht man unter (2u), 2(u') ein primitives Periodenpaar, sodass der Aus-

druck 2mui + 2n(o' geeignet ist, alle Perioden darzustellen, so kennzeichnet

die letzte Gleichung das Verhalten der Function -g-« bei einer Änderung

ihres Arguments um eine beliebige Periode der ^,?- Function.

Werden die Bezeichnungen

(7.) ^o) = r,, -g-tu = r,

eingeführt, so heisst die Formel (6.):

G' 6'
-p-(M+ 2w<u + 2wa)') = -=-u + 2mri + 2nri'.

mo) + wtu = üj,

«JTj + WY]' = ^

5' S'_(M + 2a) = -ö-»+2r,.

Bei einer Vermehrung ihres Arguments um eine Periode der p-Function

ändert sich hiernach die Function -^-u um eine additive Constante, die aus

den beiden Grössen 27j und 2y]' ebenso zusammengesetzt ist wie die Periode

aus 2u) und 2(o'.

Ersetzt man « durch u — &, so geht die Gleichung (9.) in

(8.)
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Sind nun m und n nicht beide gerade, also <ü nicht selbst eine Periode

»nd demnach 6ü) nicht Null, so kann man in dieser Formel m = setzen

and erhält

5' S'

ler

S' .

h.

S' ,
6' S' ,

(11,) — (mctt + Mw') = m ~p^ (u + w -^- u)'.

lese Relation ist für die Theorie der Function -^u wichtig, wenn man diese

Function ausser von dem Argument ti noch als abhängig von zwei anderen

Grössen betrachtet, nämlich von (u und u>' oder, was auf dasselbe hinaus-

kommt, von zweien der Grössen c^, g^, e^ oder von den beiden Invarianten

9, und g^.

Durch Integration nach u folgt aus (10.) nun weiter:

S(m + (Jü) = Ce ''"6(«— (ü)

oder

S(ü) + ?t) = —Ce ^ 6(5 — ?«).

Zur Bestimmung der Constanten C kann man, wenn S(ü nicht Null ist, « =
setzen und erhält

(7 = - 1.

Dieses Verfahren ist nicht mehr anwendbar, wenn m und n beide gerade sind.

Eine Reihenentwicklung liefert dann

mS'(Ü + --- = — C(1 + 2y;m + ---)(— it6'Ä + ---),

und durch Vergleichung der Anfangsglieder findet sich, weil ö'ä nicht ver-

schwindet (S. 68),

C = 1.

Hiernach ist

5 (ii + üi) = ± e
'^ 5 (m— tu)

,

also

I- / . n ~\ 1 2f](«+(ü)_
5(u + 2iu) = ±e '^ '^u,



72 ACHTES KAPITEL.

WO das obere oder untere /eichen gilt, jenachdem 6(ö verschwindet oder

nicht, d. h. jenachdem m und n beide gerade sind oder nicht. Um das

Vorzeichen durch eine Potenz (—1)' zu ersetzen, hat man nur zu beachten,

dass das Product (m + l)(?i + l) stets gerade ist, ausser wenn ni und n gleich-

zeitig gerade sind, dass also

Je = (m + 1) (n + 1) - 1

die gestellte Bedingung erfüllt. Die gefundene Formel lautet demnach, ge-

nauer geschrieben:

(12.) (5{ii + 27nm + 2nfo) = (— 1) e ' 6u.

Bei Vermehrung ihres Argumentes um eine Periode der p- Function ändert

sich die S- Function um einen Exponentialfactor, in dem der Exponent eine

lineare Function von 7t ist.

Im Besonderen wird

(13.)
^ ^ '

r/ , n '\ 2r,'(H + (u') _

Ersetzt man ti in der ersten dieser Gleichungen durch u + 2«)', in der zweiten

durch w + 2ü), so erhält man zwei verschiedene Ausdrücke für 6{u+2io + 2u)'),

die mit einander verglichen

2ti(u + 2(o'+io) + 2i\'(u+ iü') 2r/(u + 2iu + u)') + 2rj(«(+(u)

liefern. Die Differenz der Exponenten, aus der u von selbst wegfällt, kann

nur gleich einem Vielfachen von 2%i sein, d. h. man hat

In dieser wichtigen Relation muss die ganze Zahl l sich ermitteln lassen, weil

die linke Seite nach Annahme von <o und to' eindeutig definirt ist. Diese

Bestimmung soll später ausgeführt, hier aber nur gezeigt werden, dass l eine

ungerade Zahl ist.

Formt man nämlich den ersten Ausdruck für S(«/ + 2tD + 2(»'), zu dem

man durch das beschriebene Verfahren kommt, dadurch um, dass man ein-

mal 27jcu' durch den aus der Relation folgenden Werth 2(ori'+li:i ersetzt,
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80 wird

5(M + 2«, + 2«.') = ,2r,(«+ a.+ a.') + 2,'(«+ ".') + 2V«. + i«g^

= (_1)'<,2(1+ 1') («+ ">+ «»')
5„^

Für m = n — i wird aber der Zahlenfactor in der Gleichung (12.) gleich —1,

also muss / von der Form 2k + 1 und

,,.. , , (2^• + l)1T^•

(14.) TjW-tUT] = -^^ ^—
sein. .

Elllptiichc Functionen. 10



Neuntes Kapitel.

Die Perioden der js-Function für reelle Invarianten.

Der in den Anwendungen der elliptischen Functionen am häufigsten vor-

kommende Fall ist der, dass die Invarianten g^ und g^ reell sind. Dabei hat

man aber noch die beiden Möglichkeiten zu unterscheiden, dass die Grössen

«j, gj, e^ alle drei reell oder zwei von ihnen conjugirt complex sind. Be-

zeichnet man mit G die Discriminante der ganzen Function

S = is'-g^s-g^ = 4(s-eJ(s-c,)(s-e,),

setzt also

(e-e,yie,-ej{e,-ej = G
oder

(1.) -^{.91-^^1)= O,

so werden diese beiden Annahmen durch das Vorzeichen von G gekennzeichnet.

Es sei nun erstens

g\-21g\>0,

und die drei alsdann reellen Grössen e^, e^, e^ in absteigender Folge geordnet:

(2.) e. >ej>e,.

Wir betrachten die ^-Function zunächst für kleine reelle positive Werthe

des Argumentes. Für solche ist (S. 23)

wenn in der Bezeichnung kein Gewicht darauf gelegt wird, dass in der ge-

wöhnlichen Potenzreihe ^ nur gerade Potenzen vorkommen; daraus folgt
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Zu M = gehört ^u = oo. Wächst u, so nimmt pu ab, wie der Ausdruck

von p'u lehrt, und dieses Abnehmen dauert sicher so lange, bis die stetige

Function p'u zum ersten Mal gleich Null geworden ist, was für u = (o ein-

treten möge. Wegen

und der zwischen e,, e,, e^ festgesetzten Grössenordnung muss dann die

^-Function den Werth e^ annehmen, also die Gleichung

(3.) po) = e^

gelten. Dem Intervall . . . (o des Arguments tt ist das Intervall + oo . . . e^ der

Function pu eindeutig zugeordnet.

Jenseits des Argumentwerthes to kann der Verlauf der J9-Function mittels

der Gleichung

ja(M + (u) = p(«-tu)

oder

(4.) f{"> + u) = piii-u)

verfolgt werden. Denkt man sich die Gleichung

s = pu

durch eine Cui-ve veranschaulicht, die auf ein rechtwinkliges cartesisches

Coordinatensystem (u, s) bezogen ist, so gehören zu den Argumentwerthen

*o + u und o)— u zwei Punkte der u-Axe, die vom Punkte u) gleich weit ent-

fernt sind. Nach der Gleichung (4.) kommen diesen Punkten gleiche Ordi-

naten der Curve zu, d. h. die Curve verläuft symmetrisch zu der der s-Axe

im Abstände (o parallelen Geraden u = w. Die Geraden tt = und m = 2io

sind Asymptoten der Curve.

Der Periodicität wegen erstrecken sich die übrigen Zweige der Curve in

gleicher Weise zwischen den Geraden u = 2(o und u == i(o, u = iu) und

«* = 6(0, u. s. f. ; und entsprechend auf der negativen Seite der *-Axe.

Zu bemerken ist noch, dass das IMinimum e^ von s nothwendig positiv

ist. Denn wegen

e, + Cj + e, =

können nicht alle drei "Grössen e,, e,, e^ negativ sein, und e^ war die grösste

10*
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von ihnen. Ein reelles Argument u, für welches pu gleich e, oder e, würde,

existirt daher nicht.

Es sei nun u^ irgend ein reeller Werth von u, für den die ^-Function

unendlich gross wird. Man kann eine ganze Zahl m so bestimmen, dass wenn

M, = 2mm + w,

gesetzt wird, u^ zwischen und 2(0 liegt, 2u) selbst ausgeschlossen. Wegen

ist dann auch u^ eine Unendlichkeitsstelle der ^-Function. In dem Intervall

< M < 2ü) wird aber diese Function nur für u = unendlich gross. Denn

wäre 2u) nicht die kleinste positive Unendlichkeitsstelle, so würde auch lo

nicht der kleinste positive Werth sein, für den pu gleich einer der Grössen

e^, nämlich gleich e^ wird. Aus m^ = folgt nun

d. h. alle reellen Unendlichkeitsstellen der ^-Function sind für ganzzahliges

m in dieser Form enthalten.

Ausser diesen reellen Unendlichkeitsstellen giebt es unendlich viele rein

imaginäre. Wird nämlich in der Formel S. 44 (12.) m = i gesetzt und zu-

gleich ui für u geschrieben, so folgt

(6-) F(«t;6'..fi'.) = -F(«;fl'»>-i'.);

hiernach entspricht jedem reellen Werthe, für den die ^-Function mit den

Invarianten ^,, —g^ unendlich gross wird, eine rein imaginäre Unendlichkeits-

stelle der ^-Function mit den Invarianten g^^g^. Und zwar sind alle diese

Werthe Vielfache des mit i multiplicirten kleinsten positiven Werthes 2(ö,

für den die Function * = ^(w; ^,, — ö',) unendlich wird. Dem oben Aus-

einandergesetzten zufolge ist dabei ü> der kleinste positive Werth, für den

diese Fimction der grössten Wurzel der Gleichung

S= 45»-(7,s + sr, =

gleich wird. Weil sich diese Gleichung auch in der Form

schreiben lässt, so folgt, dass ihre Wurzeln i^, e,, i^, von der Reihenfolge
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ibgesehen, mit — <?,)— ^,,
— e, übereinstimmen müssen. Da ferner

ei>ej>e3, also — e, > — e, > — e,

lein sollte, so muss, wenn auch hier

ssetzt wird,

Bein. Bestimmt man demnach u), wie angegeben, der Gleichung

(6.) , Pi^;9,,-9s) = -^3

remäss und setzt

(7.) mi = (o'j

IC ist co' der dem absoluten Betrage nach kleinste rein imaginäre Werth, für •

'den p{u;g^,gj unendlich gross wird, und alle Unendlichkeitsstellen derselben

Art sind in der Form 2nu>' enthalten. Die Gleichung (5.) liefert in Ver-

bindung mit (6.) und (7.)

(8.) pm' - e,.

Man kann die vorher definirte Grösse w durch ein bestimmtes Integral

darstellen, indem man zunächst

0} = I du

setzt und dann die Transformation

, ds
du = p=r

V-s

anwendet, wo unter \JS für grosse positive Werthe von s der positive Werth

zu verstehen ist. Durchläuft u das Intervall von bis w, so geht s = pu
von +00 bis ßj, also wird

Nun hat <ü für die Function s = p{u] ff^,—g^) dieselbe Bedeutung wie u>

für piu',g^,gj, und man kann daher setzen

- — f^^-d^
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Demnach wird schliesslich

= x:

ds

.

<''
. .;- 1.

w = l
I

Da 2u) und 2«)' Unendlichkeitsstellen und damit Perioden der p-Function

sind, so müssen unendlich viele Perioden in der Form

2muj + 2wa)'

enthalten sein. Das Periodenpaar (2«), 2ü>') würde primitiv genannt werden

dürfen, wenn alle Perioden sich durch diesen Ausdruck darstellen Hessen.

Nach S. 63 ist dies sicher dann der Fall, wenn in der Ebene der com-

plexen Grösse u innerhalb und auf dem Umfange des Dreiecks mit den Eck-

punkten 0, 2(0, 2(ü', das im Nullpunkt rechtwinklig ist, ausser den Eckpunkten

selbst keine Unendlichkeitsstelle liegt. Nun sind zwar dem bereits Bewiesenen

zufolge auf den Seiten 0, 2(o und 0, 2to' keine weiteren Unendlichkeitspunkte

gelegen; es ist aber noch nicht nachgewiesen, dass es keine complexen, zu

Punkten innerhalb des Dreiecks oder auf dessen dritter Seite gehörenden

Werthe giebt, für die pu unendlich gross wird. Es sei u' ein solcher Werth,

und es werde

u' = 2jiu) + 2v(o'

gesetzt, so sind ft und v reelle, den Bedingungen

0<:ft<;i, 0<:v<;i, fi + v<l

unterworfene Zahlen. Dass pu' nicht unendlich gross sein kann, erkennt

man am deutlichsten, wenn man mittels des Additionstheorems pu' auf

^(2ftü)) und p{2vtü') zurückführt. Nach der Formel S. 25 (3.) ist

^ 2{p{2^io)-p{2vm')y

In dem Quotienten kann der Zähler nicht unendlich gross werden. Dass

nämlich innerhalb der Strecken 0, 2(o und 0, 2to' keine Unendlichkeitsstellen

liegen, findet seinen Ausdruck darin, dass p{2mo) und p{2vw!) nicht unend-

lich werden, wenn ft und v alle Werthe von bis 1, die Grenzen ausge-

schlossen, durchlaufen; und nach der Differentialgleichung der p- Function
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der Nenner des Quotienten verschwinden, so müsste ^(2^to) = f?(2vco') sein.

Diese Gleichung kann aber nicht stattfinden, denn p(2iiui) liegt zwischen

+ 00 und e^, und p{2vuy'), wie die Beziehungen (5.) und (8.) lehren, in dem

Intervall — 00...^^, das sich mit dem ersten an keiner Stelle deckt.

Hiermit ist bewiesen, dass die durch die Formeln (9.) definirten Aus-

drücke nach Multiplication mit 2 ein primitives Periodenpaar liefern.

Die beiden eben betrachteten Intervalle von Werthen der ^-Function

sind durch das Intervall e^ ... e^ von einander getrennt. Man kann nach den

Argumenten u fragen, die dieser Werthereihe zugehören. Zunächst ergiebt

sich aus der Formel (l.) auf S. 65

für M = u>'

Man setze femer in der Formel (2.) auf S. 66 a= 2 und —u für «, so

wird

(e,-e,)(e,-e,)
(10.) f{<o + <o'—u) = e,+

pu - c.

Durchläuft jetzt u stetig das Intervall ...w, der das Argument u dar-

stellende Punkt also das Stück Oco der Axe des Reellen, so läuft (a + <o'—u stetig

längs der durch die Punkte 10 + uj' und o>' gehenden Parallelen zu dieser Axe

von dem ersten Punkte zum zweiten. Die Function p((o + io'—u) nimmt dann

alle Werthe zwischen e und e^ an. Mit anderen Worten, pu durchläuft das

Intervall e^...e^, wenn u auf directem Wege von lo + w' bis to' geht. Genau

ebenso folgt, dass wenn u die Strecke von (o + u)' bis co, der Axe des Imagi-

nären parallel, durchläuft, die ^-Function alle Werthe des Intervalles e, ...e,

annimmt.

Diese Ergebnisse mögen in einer Tabelle vereinigt werden, die zugleich

das Vorzeichen von p'u für die vier Theilintervalle erkennen lässt. Für

kleine reelle positive Werthe des Argumentes war

tv
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Die erste Ableitung der ^-Function ist also für solche Werthe negativ, und

zwar gilt dies, nach der Definition von to (S. 7 5), bis zu diesem Werthe hin.

Für kleine positiv imaginäre Argumentvverthe ist

Man kann demnach sagen, dass p'u für Werthe von u zwischen und tu'

negativ imaginär ist.

In den beiden noch fehlenden Intervallen kann das Zeichen der ^'-Func-

tion mittels der aus (10.) folgenden Gleichung

p'{u) + I m) = -!^ gi)(g»-gj ,.>„ _ (c.-e,)fe- e.)
-pu =: - pti

(pu-e,y (FM-e,)'

bestimmt werden. Der Factor von p'u ist reell und negativ; hiernach hat

p'u zwischen to + w' und to' das entgegengesetzte Vorzeichen wie in dem Inter-

vall ... ü), und zwischen co + tu' und to das entgegengesetzte Zeichen wie für

die Werthe zwischen und u)'. In der folgenden Tabelle enthält die zweite

Spalte die zu dem nebenstehenden Intervall des Arguments u gehörigen Werthe

der ^-Function, die dritte die zugehörigen Werthe der Grösse p'u: \p'u\ = s.
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Vermöge der Gleichung

pu = s

\vird der Umfang des Rechtecks mit den Eckpunkten 0, u), (0 + tu', w' in der

Ebene der Grösse u auf die Axe des Reellen in der Ebene der Grösse s ab-

gebildet. Durchläuft u den Umfang im positiven Sinne, nämlich so, dass

die eingeschlossene Fläche zur Linken bleibt, so durchläuft s die Axe des

Reellen im negativen Sinne.

Es sei jetzt zweitens (vgl. S. 74) die Discriminante G von /S negativ, also

gl- 21 gl <0.

Von den Grössen e^ ist dann nur eine reell, es sei e^] e^ und e, sind conjugirt

complex.

Wir beginnen wieder damit, dem Argument u reelle, wenig von Null

verschiedene Werthe beizulegen. Für « = ist die p- Function unendlich

gross, für wachsende Argumente pu und p'u reell, p'u ausserdem negativ, also

wenn nach wie vor unter \ß der reelle positive Werth der Quadratwurzel

verstanden wird. Der Werth von ä, bis zu dem die Abnahme dieser Grösse

sicher dauert, für den also ^'u zum ersten Mal verschwindet, ist hier

wo e^ positiv oder negativ sein kann. Und zwar ist dies unter der jetzigen

Annahme der einzige reelle Werth, für den die Ableitung gleich Null wird.

Ist u), der kleinste positive Werth, der die Gleichung

befriedigt, so ist 2(0^ die kleinste positive Unendlichkeitsstelle der ^-Function,

und ö)j lässt sich, wie aus der auf S. 77 angestellten Überlegung durch Ver-

tauschung der Bezeichnungen folgt, durch ein bestimmtes Integral darstellen:

(...) .=/•,."-

Femer sind alle reellen Unendlichkeitsstellen der ^-Function in der Form

2nna^ enthalten.

£lliptisc1ie FuDctioscn. 11
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Um ZU untersuchen, ob es rein imaginäre Unendlichkeitsstellen giebt,

beziehen wir uns wieder auf die Gleichung (5.). Die Discriminante der

ganzen Function S ist mit der von S identisch, und die Gleichung S =
hat nur eine reelle Wurzel, —e^. Ist to, der kleinste positive Werth, für den

die Gleichung

stattfindet, und wird

gesetzt, so ist

(13.) pu>; = e,

und, der zweiten Formel (9.) entsprechend,

ds

'f.

Geht u auf directem Wege von nach to',, so nimmt pu die Werthe

von — oo bis Cj an. Im Besonderen erhält die Function den Werth e, sowohl

für das reelle Argument to, wie für das rein imaginäre u)^. Der Tabelle auf

S. 80 entspricht für G <c einfach folgende:
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)enn die Intervalle +00... e^ und —oo...e^, in denen für < ft < 1 und

V < 1 die Grössen ^(2ft(t)j) und p(2vu>[) liegen, hängen in e^ zusammen,

id der Nenner wird gleich Null, vpenn gleichzeitig

jj(2(HD,) =: e, und p(2v(o',) ^= e,

t, was für ft = V = — eintritt. Es kann also pu' für

m' = <üj + tuj

Inendlich gross werden, und dass dies wirklich zutrifft, erkennt man, ohne

genauere Untersuchung des Zählers von pu\ einfach mittels der Formel

Denn für u = u)[ verschwindet pu— e^, während (e,— e, )
(e,— e,) nicht Null,

sondern als Product zweier conjugirt complexen Grössen reell und positiv ist.

Die Unendlichkeitsstelle to^ + u>^ liegt auf der Hypotenuse des vorher erwähnten

rechtwinkligen Dreiecks.

Da sich nun tu, + w'^ nicht für ganzzahlige Werthe von m und n in der

Form 2nno_^+2nto[ darstellen lässt, so kann {2u)^, 2ta'J nicht als primitives

Periodenpaar bezeichnet werden. Man könnte aber weiter untersuchen, ob

im Innern oder auf dem Umfange des durch die Punkte 0, 2ui^,to^+o>[ ge-

bildeten Dreiecks ausser diesen Eckpunkten selbst noch andere Unendlich-

keitsstellen der ^-Function liegen. Wäre dies nämlich nicht der Fall, so

würde man nach dem Früheren behaupten können, dass (2u),, (Uj+to^) ein

primitives Periodenpaar ist.

Wir wollen für eine negative Discriminante sämmtliche Unendlichkeits-

stellen aufsuchen. Die reellen und die rein imaginären sind bereits bekannt,

2m(o^ und 2mü)^. Es sei jetzt ti = u + ßi. Nach dem Additionstheorem ist

Die Annahme p{a) = p{ßi), für die der Nenner verschwindet, werde zunächst

ausgeschlossen. Nun ist auf S. 59 bewiesen worden, dass wenn pu endlich

ist, pw aber unendlich gross, die Gleichung

p{u + w) = pu
11*
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gilt. Hierin sei u reell, gleich «, w eine der bereits gefundenen nicht reellen

Unendlichkeitsstellen, also rein imaginär, von der Form 2w(o^, so ist

also endlich, wenn a nicht selbst eine Unendlichkeitsstelle ist. Ebenso ist,

wenn p(ßi) als endlich, a = 2m(o^ vorausgesetzt wird,

f{ßi + 2mw,) = p{ßi)

wieder eine endliche Grösse. Mit anderen Worten: Wenn man einen com-

plexen Werth aufsuchen will, der möglicherweise Unendlichkeitsstelle der

^-Function ist, und dessen reeller und imaginärer Bestandtheil, als Argu-

mente von pu gesetzt, verschiedene Functionswerthe ergeben, so muss man

beide Bestandtheile als Unendlichkeitsstellen annehmen. Auf diese Weise

kommt man zu den Werthen

2mi3i,+ 2nw[,

von denen man in der That bereits weiss, dass sie Unendlichkeitsstellen sind.

Ausserdem aber können solche Stellen auch aus dem Verschwinden des

Nenners der Additionsformel entspringen. Wie aus der Tabelle auf S. 82

hervorgeht, wird nun p(a) nur dann gleich p{ßi), wenn der gemeinsame

Werth gleich e^ ist.

Die allgemeine Lösung der Gleichung

F(«) = e.

ist

a = ± w^+ w.

Da aber a reell sein soll, so muss auch w reell, gleich 2m'tOj sein. Und

weil das Vorzeichen ausser Betracht bleiben darf, so ist

a = u)j+ 2m'<u,

zu setzen. Ebenso gilt die Gleichung

p{ßi) = c,

für

ßi = m',+ 2n'm'^.

Demnach wird

a + ßi — ü),+ cu;+2m'o), + 2n'a);«
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lass die j3-Function für u = (o^ + (o[ wirklich unendlich gross wird, ist be-

eits gezeigt worden. Hiemach sind für G < sämmtliche Unendlichkeits-

tellen in einer der Formen

w = 2mo), + 2no)J,

M) =zr (2 m'+ 1) CO, + (2 W'+ 1) U>;
,

h. in dem Ausdruck

enthalten, wo die ganzen Zahlen k und k' gleichzeitig gerade oder gleichzeitig

ungerade sind.

Schreibt man

h — h'
w = —^ 2w, + Ä'(ü>, + «>;),

so lässt diese Darstellung das Periodenpaar (2u)^, ü),+ (ü') als primitiv erkennen.

Da p<o,^ = ^ü)'j = e^ war, so muss p
'"»+"''

gleich einer der beiden von e^

verschiedenen Grössen e^ sein. Nun ist nach der Erklärung der Grössen w^

und ia\ und nach der Tabelle auf S. 82 p^ reell und p'^ negativ, p^
reell und p'^ negativ imaginär. Wegen •

/«^ a.;\_ iF-2- + F-2-J(2F^F-ä--2g3j-g,-F-fF^

stimmt in Folge dessen das Vorzeichen des imaginären Theiles von p ^'^'V"' -

mit dem von —p'^p'~- überein und ist negativ. Welcher der beiden

Grössen e^^ e, der Ausdruck p*^^-—- gleich wird, richtet sich daher nach dem
Vorzeichen ihrer imaginären Theile. Ist z. B. e, im imaginären Theile negativ,

so ist

und demnach

zu setzen.



Zehntes Kapitel.

Die Functionen S^m und die 6-Quotienten.

Eine Grundformel der Theorie der 6-Function, die die Änderung dieser

Function bei einer Vermehrung ihres Argumentes um eine Periode der

^-Function erkennen lässt, ist (S. 72 (12.))

/< \ t-r , n , a '\ I ix^M + W + W ,2(»ni+nYl')(M+»tU) + niu') ^
(1.) 6(m + 2jku) + 2mu) ) ^ (— 1) e ' '

'^ ' <ÖU,

wobei (2u), 2u)') ein primitives Periodenpaar der ^-Function bedeutet. Wird

hierin

»KU + MO)' =r (ü,

»ITj + W7)' = T\

gesetzt, so erhält die Gleichung die Form

(m + 2(u) = (— 1) e ^ öM.

Im Folgenden werde angenommen, dass die ganzen Zahlen m und n nicht

beide gerade, also & nicht gleich einer ganzen Periode der ^(?- Function sei,

und u— (ö an Stelle von u eingeführt, so heisst die Formel

6(m + ü)) = —e ^ S(m— ül)

oder, weil 6«* eine ungerade Function ist (S. 33),

S(m + ü)) = e ^' S(üj — m),

oder auch

e~^ 6(ü) + m) = e''"S(m — m).

Die Function auf der linken oder rechten Seite dieser Gleichung, durch ihren

Werth für M = dividirt, soll, als von dem Zahlenpaar (m, n) abhängig,
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lit 6 u bezeichnet werden:mn

(2-) 6Ä = 5ä = ^-"-

)iese Bezeichnung soll aber keine bleibende sein, weil, wie leicht bewiesen

werden kann, sich sämmtliche Functionen S u auf nur drei wesentlich ver-

Bchiedene zurückfuhren lassen.

Es sei

»JjU) + Mjio' = (ü,

leine von & verschiedene halbe Periode, jedoch so beschaffen, dass m, und »t,

ij und n gleichzeitig gerade oder gleichzeitig ungerade sind, dass also

m^ — m = 2m',

rtj — M = 2w'

gesetzt werden kann. Zu dem Zahlenpaar (tn^,nj gehört die Function

In dem ersten Ausdruck ersetze man ä^ durch seinen aus

w, — ö) = 2j»'iu + 2M'a>'

folgenden Werth. Dann kann 6((ö^ + u) mittels der Ausgangsgleichung (l.) um-

geformt werden, wenn darin m und n durch m' und n, u durch üi + M ersetzt

wird. Es entsteht

6(w, + m) = 6(w + M+ 2m(u + 2w(u ) = ee v i-t-
/ ^v -r -r -r

'S^tö + w).

Das Vorzeichen

wird nicht explicite gebraucht, weil der obige Ausdruck durch den aus ihm

für M = folgenden, 6(5^, zu dividiren ist. Führt man die Division wirklich

aus und multiplicirt mit e
'''

, wo

\ = WjT; + w.y)' = Tj + 2{m'ri + n'r{)

ist, so erhält man

6(u, 5u)
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d. h.

Hiernach kommt es bei der Bildung solcher Functionen nicht sowohl auf

die Werthe der ganzen Zahlen m und n, als auf ihre kleinsten Reste nach

dem Modul 2 an. Da nun der Grundannahme über m und n gemäss nicht

beide Reste gleich Null sein können, so darf man sich auf die drei Fälle

m = 1, w = 0; m =: 1, n = 1; m ^= 0, w = 1

beschränken. Die ihnen entsprechenden Functionen S^j*, S,,«*, (o^^u seien mit

6jW, 6jM, 6^u bezeichnet; dann gelten die Definitionsgleichungen:

^''•-'
^ * 6(o> + ü>') ~ ^

5(ü, + ü,') - ^»"

-n'u 6(m'+u) ri'u S(u>'— m)

Setzt man
, / ^ n , f . ff

so kann die zweite von ihnen auch in der Form

n"u 6(i^"+u
) _ w'u 5(«)"-m) _ ^*

6(ü" " ^
6m" — ^«"

geschrieben werden. Endlich kann man, unter Anwendung der Bezeichnungen

auf S. 66 und der ihnen entsprechenden

^ = ^1,

V) + 7)' = 7j„

die drei Gleichungen in die eine

(4.) e-"«"-^^"^ = .''"'*-^^^ = S„« («=1,2,8)

zusammenziehen.

Bei der Einführung von —u statt u gehen die beiden Ausdrücke für 6^u

in einander über, d. h. es wird

(5-) S„(-M) = S„«;

G^u,6^u,6^u sind gerade Functionen.
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Dass sie wirklich alle drei von einander verscliieden sind, ersieht man

selir einfach aus ihrer Beziehung zur p- Function. Setzt man in der Gleichung

6(u + v)6(u — v)

(S. 37 (14.)) ?; = («„ und kehrt das Zeichen um, so folgt

y^_ ^ = SK + m)5K-m) ^ ^-7i„« GK + t<) ^ri,M 6(«)„-m
)^

d. h. wegen ^u)^ = ^„:

>U)-

(6.) • F«-^« = (^) ((. = 1,2,3).

Wären nun für zwei verschiedene Zahlen « und /? aus der Reihe 1, 2, 3 die

Functionen 6^u und 6 u einander gleich, so müsste e^ = e sein, was aus-

geschlossen war.

Eliminirt man aus den drei, in (6.) enthaltenen Relationen die Function

^u, so erhält man folgende drei Gleichungen, die zwei unabhängigen äqui-

valent sind:

t,

/ S'm — 63M + (gj— e,)6't{ =
i (7.)

I
5>-5> + (e,-eJS'M =:

F
' 6Jm — S'm + (e,— e,)6*M == 0.

jlultiplicirt man der Reihe nach mit e^, e,, e, und addirt, so ergiebt sich weiter

(8.) (e.- e.) 5> + (e,- fJ 6> + (e.- ej S> = 0,

d. h. zwischen den Quadraten der drei neu eingeführten Functionen besteht

eine homogene lineare Relation mit constanten Coefficienten.

Kennt man die Stammfunction (5u und eine der aus ihr abgeleiteten

Functionen ^^u, so kann man mittels der Formeln (7.) die beiden anderen

algebraisch bestimmen.

Eine Relation von anderer Form unter den vier Functionen 6u und 6 u
a

erhält man aus (6.) in Verbindung mit der Differentialgleichung der ^3-Function

(f'm)' = 4(pw-«i)(f>M-e,)(F"-«.)»

nämlich

:

- S.M 6,M S.M

Om 6m 5u
Elliptiiche Fanctionen. 12
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Da <p'u und die drei Quotienten auf der rechten Seite eindeutig definirt sind,

so muss das Vorzeichen e sich bestimmen lassen. Die Entwickelung in der

Nähe der Stelle « = liefert als Anfangsglied links —j-, rechts, weil die

drei Functionen 6 u für « = den Werth 1 annehmen, —^, also wird

e = -1
und demnach

(9.) ^u = -2 '

(3^^
' •

Nun war (S. 34 (9.))

mithin folgt

(10.) S(2m) = 2Sm5,mS,m53«.

Vermehrt man in der Gleichung (6.) das Argument um eine beliebige

Periode 2(5 der ^-Function, so ergiebt sich

/6„(M + 2a)\'^ /6„M\'

\5 (M+2a)/ V6m /

'

Der Quotient -~ selbst kann also bei einer solchen Vermehrung höchstens

sein Vorzeichen ändern. Um dies genauer zu untersuchen, kann man sich

einer Formel bedienen, die in der Theorie der Functionen S u der Grund-

gleichung (1.) für die Stammfunction an die Seite zu stellen ist. Es werde

nämlich

"^ ' 6u)„

berechnet. Die Benutzung von (l.) liefert, für e = (.i)-»»*™*«^

6 (M + 2Ä) = ^g-^.(«+2'5)g2^iK + «+a>) SK + w)

oder

(11.) S„(M + 2a)) = ee '^ -^ ^' ° '"-^G^M.

Bei einer Vermehrung des Arguments um eine Periode der ^-Function wird

also jede Function 6^a mit einem Exponentialfactor derselben Art multiplicirt,

wie er bei der Stammfunction (Su aufgetreten war; der Exponent ist nämlich

eine lineare Function von u. Die speciellen, in (U.) enthaltenen Formeln

hängen ihrer Gestalt nach von der Form der Periode 2(J5 und von deren Be-
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Ziehung zu der besonderen Periode ab, die wegen ^to^ = e^ zu dem Index

a gehört.

Specialisirt man zunächst a, lässt aber die Periode 2(3 beliebig, so kommt

es auf den Ausdruck

^u)„ — <Ü7j„ = (mifj + M7i')u)„ — (ma) + «(u')Y]„

an, der für

« = 1, U)„ = U), Y)„ = 7)

den Werth

(S. 73 (14.)), und für

den Werth

'annimmt, für

, , ,
- (2h+l)T:i

w(7i'a>-a)'7i) = -n^ ^

« = 3, tu„ = u)', iri„ = »)'

. , ,, (2k + l)t:i
m{-fim —uifi) = m- ^—

« = 2, ü)„ = w + <ü', r|„ =
7J + TTj'

[aber der Summe dieser beiden Werthe gleich wird. Man erhält, wenn man

die in den drei Fällen auftretenden Potenzen

(-1)-", (-ir, (-1)"""

mit s zusammenzieht,

/ 5,(«+ 25) = (-1^" + "' «''!("+''> S,M

(12.) S,(« + 2Ä) = (-1)'"%2''(«+ ''>S,«

\ 6,{u + 2u}) = (—1) e "- -^6,M.

Wir specialisiren diese Formeln nun weiter zuerst in der Weise, dass

wir in jeder einzelnen & gleich einer zu dem auftretenden Index gehörenden

halben Periode setzen, und zwar gleich <o in der ersten, gleich to + ia in der

zweiten und gleich <o in der dritten. Die so entstehenden Gleichungen lassen

sich, wie sofort 'ersichtlich, in die eine

(13.) 6,(M+2«,„) = -e^i'«("+"'''^6„« (« = 1,2,8)

zusammenziehen, die natürlich auch direct aus (11.) unter der Annahme tö = u)^

hervorgeht. Es bleibt übrig, in jeder der Formeln (12.) <5 gleich den beiden

12*
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niclit ZU dem Index gehörigen halben Perioden aus der Reihe lu, u) + u)', cu',

d. h. in (11.) (u := (0 zu nehmen. Dann ergiebt sich

(14.) 6„(u + 2.,) = e^^^(«+"'^)6„«
f^Jji''')-

In Verbindung mit

(15.) S(m + 2ü>J = -e^'l"^"+"''')5M

lassen diese Gleichungen das periodische Verhalten aller zwölf Quotienten

erkennen, die man aus den vier Functionen 6u, (5^u,6^u,(5^u bilden kann.

Für eine beliebige Periode 2(J5 folgt aus (12.), wenn man jede der For-

meln durch die für die Stammfunction dividirt, das Argument aber in jedem

Quotienten nur einmal schreibt:

•§(« + 2a) = (-i)"|-M

(16.) {
|l(„ + 2ä) = (-1)''-''|im

|t(M + 2üi) = (-l)-|lM.

Stellt man dagegen die Formeln (12.) nur unter einander durch Division

zusammen, so liefern sie

|(. + 2.I>) = (-1)«|«

(17.) {
|^(M + 2üi) = (-!)"'•*- -|m

|l(u+2äi) = (-l)™-|«.

Bei der Specialisirung der Periode benutzt man zweckmässiger die Gleichungen

(13.), (14.), (15.), und erhält zunächst aus (43.) und (15.):

(18.) |^(«+2«.J = |^«;

d. h. der Quotient -J^u hat die Periode 2u)^. Ferner ergiebt sich aus (14.)

und (15.), nachdem man diese Gleichung in der Form

6(M + 2u,,) = -e^'>?('*+'"^)SM
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geschrieben hat,

(19.) |^(„4-2«,_,) = -|^M,

und wenn man hierin u nochmals um 2ü) vermehrt und die Gleichung selbst

wieder benutzt:

(20.) |^(„ + 4„,^) = |^„.

Der betrachtete Quotient hat also auch die Periode 4(ü..

Nimmt man zu der Function 6„w noch eine andere, von ihr verschiedene

^ u hinzu, für die mithin nach (14.) die Gleichung

S,(M+2«,„) = ^2i«^"+'"«>5,M

gilt, so erhält man weiter durch Zusammenstellung mit (13.):

(21.) |^(w+2«,J = -|i^M, (^^a)

und wie eben:

(22.) ^(„ + 4ü,„)= -^M {p^a\

Ist endlich y die von a. und /3 verschiedene Zahl aus der Reihe 1, 2, 3,

gelten also nach (14.) die Formeln

so findet sich durch Division

(23.) ^(„ + 2«,) = -|^M («^P^y).

Hiemach sind die Quotienten -^u^ -p-«*) -^u doppeltperiodische Functio-

|^(M+2«,J =
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vier Functionen zerfallen, die dasselbe periodische Verhalten zeigen, und zwar

haben

(3 G (3 (5

-~u, ^^u, ^u, -p~u die Perioden 2m, 4u)'
ö öl 5j ' 6,

' '

#"' "G""' #"' #" » » 2(u) + ü)'), 4ü>',

s-M, ö;"' #"' #" » » *"»' 2o>'.

Es entsteh* die Frage, ob diese Periodenpaare für die nebenstehenden

Functionen primitiv sind, ob demnach z. B. sämmtliche Perioden der Function

~^u in der Form 2m(o+4nta' dargestellt werden können. Es sei 2w irgend

eine Periode eines S- Quotienten, also von dieser Grösse nichts weiter bekannt,

als dass z. B.

6 S

oder

ist, wo 2ü) nicht in beiden Gleichungen denselben Werth zu haben braucht.

Durch Quadriren der ersten Formel und unter Benutzung von (6.) ergiebt sich

I

f(u + 20)) = pu.

Und da sich aus der zweiten Formel in Verbindung mit

dieselbe Folgerung ziehen lässt, so sind nothwendigerweise alle Perioden der

S-Quotienten auch Perioden der ^-Function. Dass das Umgekehrte nicht

gilt, lehren die Gleichungen (19.) und (21.). Vielmehr müssen in den Formeln

(16.) und (17.), die für eine beliebige Periode der ^-Function gelten, die

Potenzen von —1 einzeln den Werth +1 haben, wenn 2ü) eine Periode eines

S-Quotienten sein soll. Ist nun (2u), 2iu') ein primitives Periodenpaar der

p- Function, und wird wieder

2(5 =: 2mm + 2nm'

gesetzt, so muss z. B. n eine gerade Zahl, 2n', sein, wenn 2(0 eine Periode
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von ~u und ~u sein soll. Dies liefert die Darstellung;
5 5, °

2ü> = 2wu) + 4m'u)',

in der die ganzen Zahlen m und n keiner weiteren Beschränkung unterworfen

sind. Hiernach ist (2u), 4(i)') für die betrachteten Functionen ein primitives

Periodenpaar, und ebenso (4(0, 2(o') für die Functionen der dritten Reihe.

Für die der zweiten Gruppe muss

m = M mod 2

,

d. h. in

2(ü = m(2(u+2u)') + (M — m)2a)'

n—m eine gerade Zahl, oder (2u) + 2<o', 4a)') ein primitives Periodenpaar sein.

Es ist klar, dass hierin 4a)' auch durch 4u) ersetzt werden kann.



Elftes Kapitel.

Die Differentialgleichungen der S-Quotienten.

Aus der Gleichung (6.) des vorigen Kapitels (S. 89)

(1.) (#") = ^^"~'«

kann man durch Differentiation und Benutzung des Ausdruckes von ^'u

(S. 90 (9.)) simultane Differentialgleichungen zwischen den S-Quotienten her-

stellen und aus ihnen weiter mittels der Relation

(2.) S>-6^M + (e„-e^)S'M =

Differentialgleichungen für die einzelnen Quotienten ableiten.

So folgt unmittelbar aus (1.):

S„ d S„ 6i S, S, S„ 6. S

ööMö 566 665'
wenn wieder «, /3, y die Zahlen 1, 2, 3, von der Reihenfolge abgesehen, be-

deuten; d. h.

Nach (2.) ist dann

und

(-r")'=(l"«J+^--v
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Die Elimination von -p~u und -J-u liefert
6 S

(4.) [v^-hm^'-'-mv--')-
Der Quotient -^u genügt also der DifFerentialgleichung

(5.) (^J=(^=+e,-e^)(x' + e,-«,),

und zwar gehören in der Lösung

5

die Werthe u = 0, « = oo zusammen.

Durch Einführung des reciproken Werthes von x könnte man aus (5.)

unmittelbar eine Differentialgleichung für -j^u ablesen. Um jedoch zunächst

wieder eine solche zwischen drei 6- Quotienten herzustellen, nehme man die

Ausgangsgleichung (1.) in der Form

an und verfahre im Übrigen wie vorher; dann ergiebt sich

d 6 6„ S«
(6.)

du 5y (5y Öy

Die aus (2.) folgenden Ausdrücke

(|.„)'=i-(«,-.,)(|-„)-,

liefern in Verbindung mit der Formel (6.)

(') (srl:«)'=(-(».-'.)(|-")")(-(».-'')(f«)>

d. h. es ist

BUiptUchu Functionen.

t
^

13
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ein Integral der Differentialgleichung

(8.) (2:)'= (i-(ea-ey)n(i-(e.-e,)r),

und zwar unter der Bedingung, dass für m ==

wird. Der Anfangswerth von -— ergiebt sich aus der Gleichung (6.), da die

drei Functionen S^m, 6^«*, S^« für m = den Werth 1 annehmen (S. 90).

Wendet man endlich dasselbe Verfahren auf die aus (l.) folgende Formel

(t»)=3y / &u-e^

an, so ergiebt sich, den Gleichungen (3.) und (6.) entsprechend,

(9.) ^5;"^-(^''-^v)6;"5;"'

und die Relation (2.) ist wieder zur Elimination der beiden S- Quotienten

auf der rechten Seite zu benutzen. Die entstehende Differentialgleichung

JlGlSSt

(•«•) (lrl;»)'=(-(|«)')(».-.-^(«.-««)(l;")>

Nebenbedingung für die Integration der Gleichung

(11.) (£)'= (l-V)(e„-e^ + (e;,-e,)V)

durch die Lösung

5,
y

ist hier ») = 1 für m = 0, während -~- für den Anfangswerth von u ver-

schwindet.

Die Differentialgleichungen (4.), (7.) und (10.), von denen die beiden ersten

je drei, die dritte sechs Formeln enthält, lassen erkennen, dass jeder der

zwölf S- Quotienten einer Differentialgleichung von der Form

(0= «(^)
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genügt. Hierin bedeutet R{x) eine ganze Function vierten Grades, die nur

die geraden Potenzen enthält.

Es seien im Besonderen die drei Grössen e^, e^, e^ reell und, wie früher,

den Ungleichungen

gemäss geordnet. Setzt man in (8.)

« ^ 1, ß = 2, y = 3,

so kann man auf Grund dieser Differentialgleichung und der Nebenbedingung

schreiben

:

X \/a-(e,-\J(i-ie-e,n')il-(e-e,)r)'

eine Darstellung, die ohne genauere Festsetzungen über das Integral freilich

nur für reelle Werthe der Variablen gilt. Die Function | = -g-M erscheint

dann als Umkehrung dieses Integrals im Sinne Abels. Durch die Trans-

formation

V^i-esl = I', Ve.-e,«

erhält man

U = I
•——

z

ä^'

h \/(i-n(i-Ä'n'

wo die reelle, positive und unterhalb Eins gelegene Grösse ¥ durch die

Gleichung
e,— e.

e,-e.

erklärt ist. Die Umkehrungsfunction dieses Integi-als erster Gattung in der

Legendreschen Normalform ist eine der drei elliptischen Functionen Jacobis,

I' = sin am u'.

Die Beziehung zwischen ihr und einem bestimmten S- Quotienten wird durch

die Gleichung

(12.) -=- M = ,- sin am (u \Je, — e.)
5, Ve.-e,

wiedergegeben, durch die man die Jacobische Function auch für nicht reelle

Grössen e^ und für beliebige complexe Argumente u definiren kann. Nun.

13*
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ist (S. 97)

WV ^
^~(^i-^»)(s~*') = 1 - sin" am m',

|—?-mJ = i_(e_^_ej| j(| = 1 — Ä' sin" am m',

d. h. die beiden anderen Jacobischen Functionen werden durch die Gleichungen

(13.)
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und die des Quotienten -^w

Die Einführung von |' und m' liefert

also, mit Rücksicht auf die Nebenbedingung,

I" = sin'M',

und es wird demnach

>M = e, +

Da e +e^+ e^ = ist, so müssen sich im vorliegenden Falle die drei Grössen

e„ durch eine einzige, z. B. e^, darstellen lassen:

Dann wird

(19.) pti -f-

1

3e,
~2'

^m)sm

Die zweimalige Integration dieser Gleichung und die Bestimmung der Con-

stanten aus den Anfangsgliedern • ergiebt

(20.) 6m

Die Functionen 6^u werden bei passender Wahl des Quadratwurzelwerthes

durch die Relationen

S^M = 6uSlfU — e^ (a = l,2, 3)

gegeben, und zwar bestimmt sich das Vorzeichen daraus, dass alle drei

Functionen für u = den Werth 1 annehmen. So findet sich

e,u'

(21.)

(22.) S,M = 63M = e
4
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Alle bis jetzt eingeführten Functionen entarten also für e^ = e, in Exponential-

grössen und trigonometrische Functionen.

Sind alle drei Grössen e^ einander gleich, so ist wegen

e. + e. + Cj =

der gemeinsame Werth gleich Null; die Invarianten g^ und g^ verschwinden

einzeln. Aus der Differentialgleichung der ^3-Function

' ds'
(-] =
\duj

4 s'
\au/

ergiebt sich

und hieraus weiter, immer in Verbindung mit den bekannten Nebenbedingungen,

S' 1

5 u

<öu = u,

6„M = 1 («= 1,2,3).

Sämmtliche Functionen reduciren sich also auf ihre Anfangsglieder.



Zwölftes Kapitel.

Darstellung der S-Function durch ein unendliches Product.

Die Eigenschaft der G- Function, durch eine beständig convergente Po-

tenzreihe darstellbar zu sein, hat es ermöglicht, sie für alle endlichen Werthe

des Argumentes zu definiren (S. 35). Aber das Bildungsgesetz jener Potenz-

reihe (S. 32) lässt eine wichtige Eigenschaft der S-Function nicht hervortreten,

nämlich die, für eine bestimmte zweifache Mannigfaltigkeit von Stellen, die

Perioden der p-Function, mit der Ordnungszahl Eins za verschwinden (S. 68).

Wäre die Anzahl der Nullstellen a^, a^, . . . endlich, gleich w, so würde

man die Function gleich dem Ausdruck

Ciu-a,)...(u-a„)

setzen, in dem die Constante C als bekannt zu gelten hat, wenn der Werth

der Function für einen von den Nullstellen verschiedenen Argumentwerth be-

kannt ist. Eine unmittelbare Verallgemeinerung dieses Ausdruckes für un-

endlich viele Nullstellen ist nicht statthaft, weil das dabei entstehende un-

endliche Product nicht convergiren würde. Aber man kann versuchen, unter

Voraussetzung bestimmter Eigenschaften der Nullstellen das Product

unter den Nullstellen zunächstzu verallgemeinem, wobei der Werth u

nicht enthalten sein soll.

Entsprechend der Identität

.n.('-i)
= .iM"x)
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definiren wir, wenn

convergent ist, ein unendliches Product mit den Nullstellen a^,a^,... durch

die Gleichung

,J,'-(-f)
n('-i)

Jedoch untersuchen wir gleich die Convergenz einer allgemeineren Reihe

als der im Exponenten auftretenden; sie soll aus dieser entstehen, wenn jedem

GHede log ( 1 — —
j
eine Anzahl von Anfangsgliedern seiner Entwickelung nach

Potenzen von — mit entgegengesetztem Vorzeichen hinzugefügt wird. An
die Stelle des unendlichen Productes II 1 tritt dann ebenfalls ein allge-

meinerer Ausdruck, dessen Bildungsgesetz im Laufe der Untersuchung selbst

erörtert werden soll.

Mit a^,a^,... mögen jetzt die Nullstellen 2(0 der S- Function mit Aus-

nahme der Stelle u = 0, nach der Grösse ihrer absoluten Beträge in auf-

steigender Folge geordnet, bezeichnet werden. Sie erscheinen bei der Dar-

stellung in der Ebene der Grösse u als Eckpunkte von Perioden-Parallelogram-

men. In jedem endlichen Bereiche liegt also nur eine endliche Anzahl dieser

Stellen. Das heisst: Nach Annahme einer beliebig grossen positiven Zahl G
lässt sich immer eine positive ganze Zahl q so bestimmen, dass für alle n>q

\a„\>G,

oder für
I
a I = .4_

I n I n

1 1^

ist. Diese Voraussetzung über die Vertheilung der Nullstellen soll für die

folgende allgemeinere Untersuchung beibehalten, ausserdem aber angenommen

werden, es existiere eine ganze positive Zahl r von der Beschaffenheit, dass

für A>/- absolut convergirt, dass mithin für solche Werthe von A die Reihe
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convergent ist. Da es bei der Beurtheilung der Convergenz einer Reihe auf

eine endliche Zahl von Anfangsgliedern niemals ankommt, so reicht es aus,

die Summation über n von « = ^ an vorzunehmen.

Die für l«<|<|fl„| convergente Reihenentwickelung von logfl—^j lautet

^ / M \ u Im' Im"

Wie schon angedeutet, betrachten wir statt dessen den Ausdruck

, /, M\ M 1 m' 1 M'-' ^ 1 M*

und zwar soll darin r die eben eingeführte Bedeutung haben. Wir unter-

I suchen, ob unter den gemachten Voraussetzungen die Reihe convergirt, die

man erhält, wenn man diese Ausdrücke für alle a^ summirt, deren absolute

Beträge grösser als G sind; d. h., vom Vorzeichen abgesehen, die Reihe

CO 00 «,A

K = 5 i.z=r '^"'n

Angenommen, es werde die absolute Convergenz, d. h. für

die Convergenz der Reihe
00 05 TT*

_ s-2 -Sx^r

gefordert, so kann die Folge der Glieder beliebig vertauscht, und insbesondere

die Summe in der Form
00 77^ «0 1

angeordnet werden. Setzt man noch zur Abkürzung

1« 1

n= 3

wo Bj^ der Annahme (S. 104) gemäss für A. > r endlich ist, so kommt Alles

auf die Prüfung der Convergenz der Reihe

hinaus.

Elliptische Fnnctionen. 14
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Für diesen Zweck kann der folgende Satz benutzt werden. Es sei

U ü' U'

eine nach Potenzen von -^ fortschreitende, mit nur positiven Coefficienten c^

behaftete Reihe, deren Convergenz aus dem Grunde feststehen soll, weil von

einem bestimmten Werthe r des Index A an der Quotient zweier aufeinander

folgenden Glieder

kleiner als Eins bleibt. Oder es sei, nach Abtrennung einer endlichen An-

zahl von Anfangsgliedern,

eine Reihe, für die dieses Convergenz -Kriterium schon vom ersten Gliede

an gilt. Dann ist, so wird behauptet, auch

eine convergente Reihe.

Nun ist nach der Definition von B^

" 1

"X+i = S aX+i I

und da für alle bei dieser Summation in Betracht kommenden Werthe die

Ungleichung

A„>G
besteht, so hat man

1 _ J^ 1 J^ 1

und nach Ausführung der Summation

^X+l'^-Q^X-

Für den Quotienten zweier aufeinander folgenden Glieder der zweiten Reihe

gilt also

c,B, ""^
c, G'
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WO die rechte Seite nach Voraussetzung kleiner als Eins ist. Die Convergenz

der ersten Reihe zieht also in der That die der zweiten nach sich.

Auf die Reihe

ist dieses Ergebniss ohne Weiteres anwendbar, wenn

U<G
genommen wird; denn es ist

1

'^ = T'

und der Quotient

cj, G k + 1 G
bleibt kleiner als Eins.

Auf Grund der vorher angestellten Erörterungen ergiebt sich demnach,

dass die Reihe
CO 00 «y*

für |«|<:G absolut convergirt. Nun ist, wenn

gesetzt wird,

H(i-^)+.,-,(i) = -i ^-

Man kann also behaupten: Die Reihe

Jj'-('-i)-'-.(t)l

ist für |«*| < G absolut convergent und lässt sich, wenn

«=? «„

gesetzt wird, auch in der Form

14*



108 ZWÖLFTES KAPITEL.

darstellen. Durch Übergang zu den Exponentialgrössen erhält man, bei De-

finition des unendlichen Productes nach S. 104,

Da die rechts im Exponenten stehende Reihe absolut, mithin auch unbedingt

convergent ist, so kann auch das unendliche Product auf der linken Seite

als unbedingt convergent bezeichnet werden. Der Ausdruck rechter Hand,

also auch das unendliche Product selbst, lässt sich in eine Potenzreihe ent-

wickeln, die sicher für alle Werthe \u\<G convergirt. Fügt man beider-

seits das Product der endlichen Anzahl von Factoren hinzu, die zu den Null-

stellen |o„|<G gehören, so erhält man

(3.) n (i-^)/'"'^'^1 = e^- '
. H (i--)/'"'^^i

wo das unendliche Product links sich über alle Nullstellen a„ erstreckt. Die

Entwickelbarkeit des Ausdrucks auf der rechten Seite in eine nach ganzen

positiven Potenzen fortschreitende , für \u\ <: G convergirende Reihe bleibt be-

stehen. Da endlich G beliebig gross angenommen werden kann, so hat das

Product

''--(i)l

für alle endlichen Werthe von u den Charakter einer ganzen Function.

Der bis jetzt ausgeschlossen gewesene Fall, dass m = zu den Null-

stellen gehört, erledigt sich einfach dadurch, dass wenn u = eine Nullstelle

j)*" Ordnung ist, dem vorstehenden unendlichen Product noch u' als Factor

hinzuzufügen ist.

Wenn man hiernach unter einer bestimmten Annahme über die Stellen

a^ eine Function bilden kann, die diese Stellen zu Nullstellen hat, so bleibt

doch noch die Aufgabe zu lösen, eine Function, die diese Eigenschaft besitzt

und ausserdem überall den Charakter einer ganzen Function hat, aber ander-

weitig bereits definirt ist, mittels eines unendlichen Productes darzustellen.

Die gegebene Function sei mit f{u), das vorher erklärte unendliche Product
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mit 9(m) bezeiclinet. Wir betrachten den Quotienten

Da Zähler und Nenner im" Endlichen nirgends unendlich gross werden, so

kann <!^{u) jedenfalls nur dann Null werden, wenn der Zähler verschwindet,

und nur unendlich gross , wenn der Nenner Null wird. Ist nun a irgend eine

Nullstelle von f{u), l die zugehörige Ordnungszahl, gilt also in der Nähe von

a für die Function die Entwickelung

wo c[ von Null verschieden ist, so denke man sich a /-mal in die Reihe der

Nullstellen aufgenommen, sodass auch cp(M) den Factor (l — — ) /-mal enthält.

Man kann sagen, dass sich auf diese Weise jede Nullstelle des Zählers

gegen eine Nullstelle des Nenners hebt, und umgekehrt. Die Function if[u)

wird also für endliche Werthe ihres Arguments weder Null noch unendlich

gross. Vermöge der letzteren Eigenschaft lässt sich i^{u) als beständig con-

vergente Potenzreihe darstellen, während die erste Eigenschaft gestattet, diese

Reihe noch in eine besondere Form zu setzen. Es wird nämlich -r-rv nicht

unendlich gross, und dasselbe gilt für -^y, sodass auch dieser Quotient als

beständig convergirende Reihe, die mit
J^^

bezeichnet werden möge, dar-

gestellt werden kann. Aus
'i/'{u) ^ dg{u)

4» (m) du
folgt dann

^(«) = /(">.

Eine multiplicative Constante braucht nicht hinzugefügt zu werden, weil g{u)

nur bis auf eine additive Constante bestimmt ist. Hiernach wird

f{u) ^ cp(M)e^(«>.

Gehört auch der Werth m = zu den Nullstellen von /"(m), und zwar

mit der Ordnungszahl />, so hat man <^{u) durch ^^9(2*) zu ersetzen, und er-

hält dann

/•(«) = m''<p(m)c^("1

Hiemach lässt sich schliesslich folgender Satz aussprechen : Es sei f{u) eine

Function, die im Endlichen überall den Character einer ganzen Function hat;
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sie verschwinde für unendlich viele Stellen a^, von denen aber in jedem

endlichen Bereiche nur eine endliche Anzahl liegt und die ausserdem die

Eigenschaft haben, dass bei passender Annahme einer positiven ganzen Zahl

r die Reihe 2"^ für A>r absolut convergirt. Dann kann

(4.) f{u) = e^ («^ u^n (f1 - —]
/'"' ^^^!

W (V ««/
)

gesetzt werden.

Wir bezeichnen eine Function der Form

(-t)
9t

e
-(i)

die nur eine einzige Nullstelle a„ hat, als eine Primfunction. Die Gleichung

(4.) liefert also die Darstellung von f{u) als Product von Primfunctionen.

Wir brauchen für die folgenden Untersuchungen noch den Ausdruck

für eine Ableitung beliebiger Ordnung des Logarithmus des unendlichen Pro-

ductes
<:f>(2<).

Für die Annahme \u\<G, die zunächst festgehalten werden

möge, war cp(M) durch die Gleichung (3.)

^(m) = e^=' ^

definirt. Aus ihr folgt

^rio£,(„)_.-.(^" '»«('- „:),Mt) d" " 6,M*

Die Differentiation der Potenzreihe darf gliedweise ausgeführt werden, d. h.

man kann setzen

^^,2 -V -J (A-l)(A-2)...(A-m + l)&,M^-",

oder wenn für b^ sein Werth (S. 107) eingeführt wird,

Die absoluten Beträge der Glieder der abgeleiteten Reihe bilden ebenfalls
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eine convergente Reihe, denn diese würde aus

CO 00 7T^

durch m-malige Differentiation hervorgehen. Die abgeleitete Reihe convergirt

demnach auch unbedingt, und man kann im Besonderen

/in CO 7, **^ CO 00 4/^— *"

(6.) ^S^^-S :E(X-l)...(l-m + l)^-

setzen.

Nun war andererseits (S. 107)

('•) ,|¥ = ih(-t)--(~)|.
mithin ist auch die m}" Ableitung der linken Seite gleich der »i*™ Ableitung

der rechten. Wir betrachten statt dieser das Ergebniss der gliedweisen Diffe-

rentiation. Aus

'-(-i)-'-.(K) = -lx$
folgt

c?"log(i-f) d-gj-f)

woraus sich durch Summation

:<<-%(.-t) , ^-m) u'-V \ "»^ + 2 }
= -S 2 a-l)...(A-m + l)^-

ergiebt. Nach der Formel (6.) ist aber die rechte Seite gleich

mit anderen Worten, die Differentiation der Reihe auf der rechten Seite der

Gleichung (7.) kann gliedweise ausgeführt werden. Setzt man das Resultat

dieser Differentiation in (5.) ein, so erhält man

CR ->

d'logfiu) _ \
^\ a„J ' \«„/ (

* -" duT ~ w\ du" ^ du'' j'

wo jetzt die Summation wieder über sämmtliche Nullstellen a^ zu erstrecken
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ist; d. h. unter den gemachten Voraussetzungen ist die Regel für die Diffe-

rentiation des Logarithmus des unendlichen Productes dieselbe wie für ein

endliches Product.

Man kann noch schreiben

V «„/ _ 1 _ <?log(M-a„J
du u — a„ du

also

d^\og<p (u) _ ^ \ d'^ log (u-a„) ^-At]
^' duT ttA duT ^ du

und wie vorher gilt diese zunächst nur für
|

M
|

< G bewiesene Formel für

alle endlichen Werthe des Argumentes.

Zur Erläuterung des Vorstehenden und weil das Resultat später gebraucht

werden wird, möge die Sinusfunction durch ein unendliches Product dargestellt

werden. Die Function

sin MIT

verschwindet, und zwar mit der Ordnungszahl 1, für alle positiven und nega-

tiven ganzzahligen Argumentwerthe m = v, die Null eingeschlossen. Nun
convergirt die Reihe

unbedingt, während

+ 00 1

r= — OD «^

+ 00 1

S' -

noch nicht oder wenigstens nur bedingt convergent ist. Man kann demnach

/ := 2 annehmen, wobei sich die ganze Function g^i-^\ auf ihr Anfangsglied

— reducirt. Hiernach darf

gesetzt werden. Zur Bestimmung von g(t() bilde man

(ilogsinuir . ,..1 +?, / cZ loff (m — v) 1\
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also ^ •

_^ =-^"(«)+.,J^-(^)T-

Wird hierin ti-\-l für u gesetzt, so geht die Summe über in

,5=0 {U-{V-I)y ^v5„ {U-Vf

da V — 1 ebenso wie v alle ganzzahligen Werthe von — oo bis +00 durchläuft;

d. h. die Summe ist periodisch mit der Periode 1, und daher auch mit der

Periode m, wenn dieses irgend eine ganze Zahl bedeutet. Da die linke Seite

der abgeleiteten Gleichung dieselbe Periode hat, so muss auch

g"{u + m) ^<j"{u)

sein. Auf Grund dieser Eigenschaft kann man die weitere Untersuchung von

g"{u) auf solche Werthe des Arguments beschränken, deren reeller Theil

zwischen und 1 liegt.

In der aus

1 ==^00 («« — v) sm'itir

folgenden Ungleichung
+ =0 1 7C»

(10.) i/'(«)l< S 1 iT+
I

•
I»

werde
M = « + /3i,

und demnach
|m-v|» = («_v)> + /3«

gesetzt. Die Summe wird dann

Wegen

+» j 1 " 1 "1

\

0<a<l
ist für jeden Werth von v

V — a> V — 1, V + a^v,
also

00
][

00
j^

** 1

2 TTZT^nTÄ»^ ^^ ^
r^l {v- «)' + ^' ^ ,^. {v - 1)' + /3' .-^0 v' + ^"

* 1 ® 1

EIliptijcliQ FunctioDOn. 15
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und ir^ Folge dessen

mithin schliesslicli

(11-) 2 ü7-:n^<2S
Femer ist

also

ainuTz = sin {u + ßi)n = -^{{^e^^+e '^^j sin ccn + iie'^^—e ^'^jcosaTtj,

4
1
sin MTT r = (/'' + e- '''^j"

sin' a^ + ie^'^-e' ^""f cos' «a

2|37i
,

-2071 „= e
'^ + e '^ — 2cos2aw

^ '' Isinwirl' =\g^i_e-P'^j'

Aus (11.) und (12.) folgt in Verbindung mit (10.)

d. li. der absolute Werth der beständig convergenten Potenzreihe bleibt für

jedes Argument unterhalb einer angebbaren Grenze.

Nun gilt der Satz, dass eine beständig convergente Potenzreihe f(u),

deren AVerth dem absoluten Betrage nach auch für beliebig wachsendes Ar-

gument eine endliche positive Grösse G nicht überschreitet, sich auf eine

Constante reduciren muss. Es sei nämlich

so gilt die Ungleichung

wo M die obere Grenze der absoluten Beträge aller Werthe bezeichnet, die

die Function auf einem um den Nullpunkt beschriebenen Kreise vom Radius

r in der Ebene der complexen Variablen u annehmen kann. Nach der Vor-

aussetzung ist demnach

I

c„
I

< Gr-".

Lässt man nun r beliebig wachsen, so wird

c„ =
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für jeden gar-üzaUigen Werth von n, Null ausgeschlossen, d. h. die Potenz-

reihe reducirt sich auf ihr Anfangsglied c^.

Im vorliegenden Falle muss aber wegen der für g"{u) oder c^ geltenden

Ungleichung (13.) auch c^ verschwinden, wie man erkennt, wenn man ß in's

Unendliche wachsen lässt. Aus

g"iu) =
folgt dann

g'iu) = c;

mithin nach S. 1 1

2

r ctg MIT = c'+-+ 2' + - = c' + ^+ S —^ r-

Die linke Seite und, abgesehen von c', die rechte sind ungerade Functionen,

demnach muss
c' = 0,

und g{u), also auch e , eine Constante sein. Setzt man C für e^ , so

ergiebt sich

sin •«

=

"".kii'-Ty'

Zur Bestimmung von C entwickele man links und rechts in Potenzreihen. Da
die linke Seite mit utz, die rechte mit Cu anfängt, so wird

(14.) sin Mu = Mu TT' Hl )e
v=-oo \ vJ I

oder wenn in dem unendlichen Product je zwei Factoren, die zu entgegen-

gesetzt gleichen Werthen von v gehören, zusammengefasst werden:

(15.) sin Mit = MIT TT 1 rl'

Um nun auch die S-Function als unendliches Product darzustellen, hat

man sich zu erinnern, dass die Nullstellen dieser Function mit den Unend-

lichkeitsstellen w der j3-Function übereinstimmen, und dass 6'w nicht gleich-

zeitig mit (5w gleich Null wird, dass also die Ordnungszahl des Verschwindens

für jede solche Stelle gleich Eins ist (S. 68). Man hat demnach

a„ = 2>«'tü + 2w'u»'

lö"
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ZU setzen, d. h. jedem Zahlenpaar (m',n') eine Zahl n zuzuordnen, und das

unendliche Product über alle Nullstellen a^, jede einmal gesetzt, zu erstrecken.

Dies kommt darauf hinaus, bei der Multiplication jede der beiden Zahlen m'

und n' alle positiven und negativen ganzzahligen Werthe, Null eingeschlossen,

durchlaufen zu lassen. Für m' und n' möge jedoch, da die Bezeichnung a^

nicht mehr gebraucht wird, m und n geschrieben werden.

Es ist vor allem zu untersuchen, ob eine Zahl r der Art existirt, dass
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positive ganze Zahlen, so sind die beiden convergenten Reihen

00 J "^ 1

2 -r and 2 tt,

und zwar jede mit dem Factor 2, Bestandtheile der letzteren Reihe. Zu

ihnen tritt noch

2 F. (^1- = 1,2,.. .00)

versehen mit dem Factor 4. Diese Reihe convergirt aber ebenfalls; denn da

so ist
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oder

(17.) -p'm = f;"'(«) +S (m-w)"

wo jetzt die Summation auf sämmtliche Stellen w (Null eingeschlossen) aus-

zudehnen ist. Vermehrt man in dieser Gleichung u um 2(ü, so geht die

Grösse

u — W = M — (2fMtü + 2M(u')

über in m — (2(m — 1)u) + 2wü)'). Da m — 1 dieselben Werthe wie m durch-

läuft, so bleibt die Summe ^ , _ --^ ungeändert. Dasselbe gilt für eine Ver-

mehrung von u um 2ü>'. Da ferner p'u die Perioden 2(u und 2u)' hat, so

muss auch

eine doppelt periodische Function oder aber eine Constante sein.

Der erste Fall kann nicht eintreten, weil, wie leicht zu sehen, eine be-

ständig convergente Potenzreihe nicht doppelt periodisch sein kann. Es ist

vorhin bewiesen worden, dass der Werth einer solchen Reihe f{u), wenn sie

sich nicht von vornherein auf ihr Anfangsglied reduciren soll, mit unbegrenzt

wachsendem u selbst jede angebbare Grenze übersteigen muss. Ein Werth u,

für den die Ungleichung

gilt, werde auf die Form

u = 2a<o + 2bw'

gebracht, von a und b die grössten darin enthaltenen gar";en Zahlen m und

n abgesondert und die Reste mit (i und v bezeichnet, also

u = 2mw + 2m<u'+ 2ftto + 2vio'

gesetzt, so ist der Periodicität zufolge

f(u) — f{2ii(o + 2v(ü').

Lässt man ft und v alle Werthe von Null bis Eins durchlaufen, so kann, weil

die Reihe f(u) für alle endlichen Argumente convergirt, eine Zahl g so ange-

geben werden, dass

l/"(2fKu + 2vu)')| <:ör
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ist. Wählt man nun G>-g, bestimmt einen Werth u der ersten Ungleichung

gemäss und denkt sich dann für diesen die beiden Zahlen fi und v ermittelt,

80 widerspricht die zweite Ungleichung der ersten. Eine doppelt periodische

Function ist also niemals durch eine beständig convergente Potenzreihe dar-

stellbar.

Für den vorliegenden Fall rauss demnach g"'(u) eine Constante werden.

Vertauscht man, um ihren Werth zu ermitteln, in (17.) ti mit —u, so geht

der Summenausdruck in

^ (-u-wy if {u + wf

über, und wenn noch w du'-ch —w ersetzt wird, in

-s-{u-wy

weil —m und —n dieselben Werthe durchlaufen wie m und n; d. h. die Summe

ist eine ungerade Function von u. Da dasselbe für p'u gilt, so muss

g"'iu) =
sein.

Bei der Differentiation des Logarithmus der 6 -Function gehen der Glei-

chung (16.) die folgenden voran:

(18.) -^u= 9'iu) + -+^'(-^^^ +- + -,),

(19.) ^, = _,» + _L +S'((^-^)-

Die Constante, der g"{u) nimmehr gleich sein muss, kann aus (19.) durch die

Annahme u = bestimmt werden. Denn hierfür verschwindet die Summe

rechts, und ebenso die Grösse pu—j, weil die bei kleinen Werthen von u

geltende Reihe für pu mit -^ anfängt und kein constantes Glied enthält. Es

ist daher

g"iu) = 0,

(20-) ^^" = V+?'((^-^)-

Genau auf dieselbe Weise folgt aus Gleichung (18.), dass auch

g'{u) = 0,
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also

(21.) |:« = i+2'(-^+^+4)
5 u „ \u — w tc w )

sein muss.

Endlich ergiebt die Bestimmung der in

noch auftretenden Constanten den Werth

C=l,

weil die Entwickelung des unendlichen Productes mit Eins anfängt und

um = 1
M = M

ist.

Die gesuchte Darstellung der S- Function wird also durch die Formel

(22.) s„ = „n'(i-i]
M 1 U'

e

geliefert.

Setzt man för w seinen Werth ein und nimmt unter derselben Voraus-

setzung die Gleichungen (21.) und (20.) hinzu, so erhält man folgende, für

alle endlichen Argumente gültigen Ausdrücke von (ou^-^u und pu:

(28.) s. = „n.|(._^_±^),~.' ^ U~..«.'j
j,

G M ^ ( M — 2wü> — 2«(ü' 2m(o + 2n<o' {2mio + 2n<o'y y

{ •)
&u — "^ + 2i^|(j(_2»ito-2wu)7'~ (2m(o + 2w«)')'

j

Hierin bedeutet, wie immer, der Strich an dem Product- und dem
Summenzeichen, dass das Werthepaar ?w = ?i = ausgeschlossen werden soll,

während im Übrigen m und n alle ganzzahligen Werthe von — oo bis +oo

durchlaufen.
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Umwandlung des unendlichen Productes für die S-Function.

Das unbedingt convergente unendliche Product auf S. 120, durch welches

die S-Fun'ction dargestellt wird, kann durch passende Anordnung der Factoren

in ein solches von stärkerer Convergenz verwandelt werden.

Wir vereinigen zunächst alle Factoren, für die w = ist, und ziehen zu

ihnen auch den Factor u hinzu, so entsteht das Product!M 1 «g

Sein Werth darf sicher dann gleich

2mu>\
e

gesetzt werden, wenn die beiden hierin mit einander multiplicirten unend-

lichen Producte einzeln convprgent sind. Dies unterliegt aber keinem Zweifel,

denn der erste Factor ist gleich

WO 2 "^ eine endliche bestimmte Grösse ist, und der zweite lässt sich aus

der Formel (14.) auf S. 115 dadurch herleiten, dass -^ an Stelle von u ge-

schrieben wird, wobei sich

ergiebt

/1 \ .Wir M7t TT, l/^ U \ 2mwl
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Der Productausdruck für den Sinus kann auch dazu benutzt werden, den

Werth von 2 ^f zu finden. Durcli Differentiation von log sin utz folgt

nämlich

(2.)

(3.)

TtctgMK = - + 2'( ^+—))M -^ \u — m mj

t = — + y\' =
sin' Mit m" m (u— mf

Entwickelt man nun den Sinus in eine Potenzreihe,

sin M7t = MTT

setzt also

sm Mit
+
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hervorgeht. Die Division des ersten Ausdruckes durch den zvreiten liefert

(6.)
^ " ^'"^ = fi_ " H' 1 -

]

u

2mm \

sm l

(U

Es erscheint also bei dieser Operation unter dem Productzeichen der Factor

(l — — 1, aber noch nicht mit demselben Exponentialfactor behaftet wie in dem
Productausdruck für die 6 -Function. Um nun — statt -s^^ in den Expo-

nenten zu bringen, setze man in der durch Differentiation von log sin -^
folgenden, der Gleichung (2.) entsprechenden Formel '

. TTMIt 1/1 i\
^ '

,
'2^^^'2^ ~ ü'^if \u-2mu} "^ J^)

u = — 2WO)', vpodurch sich

2(0 ° o) 2nu)' " \w 2mio)

und weiter
Mit , nu> TT M MM

Ctg-
2u) u) „ 2nuj' T-r» lo 2mu>

ergiebt. Vereinigt man dann diese Gleichung durch Multiplication mit (5.),

so wird

("•) ^ ^ = U — -s

—

T]e n {1 ——K
M ,

mV W/
w

Es fehlt im Exponenten noch y -^- Nun folgt durch Differentiation der

Gleichung (6.)

V2(u/ . jMTT m' -^ (m — 2m(u)*
sm

Wird auch hierin « = — 2wü)' gesetzt, so erhält man

\2u)/ . ,
w«)'tt (2wa>')» ^t" (2m(ü + 2wu>')» t'

w"
sm
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und hieraus in Verbindung mit (7.):

, , . «71 , nuj'r:
, \2(u/

' o «.,2 1 \ in 2 m I i Sin

\e } = }

— e
. nu) TT

sin—

Multiplicirt man diesen Ausdruck über alle von Null verschiedenen Werthe

von n und vereinigt das Product mit dem vorher berechneten, das aus der

Annahme « = entstanden war, so gewinnt man für die S- Function folgende

Darstellung:

(8.) S« = 1^,6 Ucoj
sin-g^n' ^ "

>

^ '^ 7: 2(1) V 1 . W(U TT

/ sm

ur. , nm'v. , 1 / 2u)
ctg— + -s- r-

2iu <u 2 1. nu) 7c

\ Sin
>

\ lU

Durch eine veränderte Anordnung der Operationen, die zu dieser Formel

geführt haben, kann man sich davon überzeugen, dass alle Exponentialgrössen

auf der rechten Seite, die u' enthalten, zusammengefasst werden dürfen. Man

multiplicire beide Seiten der Gleichung (7.), die rechte, nachdem man sie in

der Form

n 1--U \Ue

geschrieben hat, über die von Null verschiedenen Werthe von n, so ergiebt

sich unter Voraussetzung der Convergenz des unendlichen Productes

/ «71

1 / '2^

"o"^ '9 ^ «|2 \ Sin

die Formel
/ «it

l I ~2^

« . 1 tt*

«^9!,«>J \ \ (u 2(u/ 2u>^ u) ( \""-

\ /
f sm 1

\ 0) • /

r
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oder, nachdem wieder die zu w = gehörenden Primfactoren und der Factor

u hinzugezogen sind,

1 /M7r\2 , 1
,

, ,

-M ^M F-r»"^ sin {~-~]r.

d. h., wenn

öM = e ^ ' sm -r

—

e *" -TT {
^^

;

— e

sm-

('•) 14?'Tdsr.r = ^
sin'

gesetzt wird,

«/'"'^V (sin/'— ^W «'^ .
'»'»'^

(10.) Sm = -^e ^"""^ sin^n\
ir 2u) ,1 i . WO) it

[
sm-

Die Convergenz des Productes

• ± fi^V L 1 I^^Y V ' i
2 V2w/ .

a
neu' TT 2 \2u>/ t" .^nw'r.

U'e "" = e ">

n

wird nun allein durch die Existenz der Zahl g bedingt. Um sie zu prüfen,

setze man
(ncu'iri «tu'Tri-,

üJ üi
I

e -e
,

ferner bleibend

(11.) e
•" =

also

. Moj'tt 1 ,,„ , „^
sin = -— (A»-7r"),

y'-_J__ = _v—1— - _ V ^

« sin'i^^ t' (A"-r")' „e', (A»-7r")^

oder

y 1 = _8 V
^'" _ _8 V ^^""'

U)

Aus elementaren Convergenzsätzen folgt, je nachdem man die Reihe in der
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ersten oder in der zweiten Form schreibt, dass für |Ä|<:1 und |Ä|>1 Con-

vergenz stattfindet. Gleich Eins aber kann der absolute Betrag von h nicht

sein, weil das Verhältnis — nicht reell ist. Die Grösse g hat also unter

allen Umständen einen endlichen bestimmten Werth.

Übrigens darf man, ohne die Allgemeinheit zu beeinträchtigen, •

annehmen. Setzt man nämlich

«»'— = cc + ßt,
tu

also

so erkennt man aus

, (a + ßi)T.i — ßr.

,

... \

h = e = e "^ (cosan + tsmair),

d.h.

\h\ = e '^
,

dass diese Bedingung dann erfüllt sein würde, wenn

ß>0
wäre. Dies kann aber nöthigenfalls durch Umkehrung des Vorzeichens von

ü)' erreicht werden, die für die Formeln ohne Bedeutung ist, weil in dem

Ausdruck von w,

W = 2mm + 2w(u',

n alle positiven und negativen ganzzahligen Werthe zu durchlaufen hat.

Die Formel (10.) kann in mannigfacher Weise weiter umgestaltet werden.

Trennt man das unendliche Product in zwei, die sich auf n = 1, 2, 3, ... und

w = — 1,— 2,— 3,... beziehen, und multiplicirt diese gliedweise, so erhält man

/«-\« / . /mcu' m \ . /mw' u \
1 —\ sm -Ti—W sin + -S—
\2iu/ . Mit "

) \ u) 2u)/ \ tu 2u)/
(12.) Gm = ^^e ^^'"' sin-^ n >^ ^ -^ 2(U „— , J . WU> TT . MtO IT

sm sin
tu

oder auch, nach Anwendung einer elementaren Relation unter Sinusfunctionen,

^2«, 4j^j . MTT » A ^'°'^^

(13.) 6m = — e ^ ' 8in-;r— n 1-- r-
\ am'
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Andererseits kann man, indem man überall statt des Sinus die Exponential-

function einführt, setzen:

(( nw' u \ . ( nm' u \ A

e^ ' -e ^ ' I

um

2i

Wird hierin das Vorzeichen von ti umgekehrt, ferner u = angenommen,

und werden die entstehenden Ausdrücke in (12.) eingeführt, so folgt

(14.) 6. =. lii/^^) -
"^ -'~— n

^^-^^'"^
" JU-^'v"""^)

eine Formel, die auch in der Gestalt

„ g(^X ^ l-27*^»cos— + Ä*"

. (15.) Gm = —-e ^ ' sm-— 17

geschrieben werden kann. Für

(16.)
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und aus (14.)

(19.)
-f

u
gun it« e

UTIl

2u>
+ e

U-Kl

2u)
TCl

e —

c

UTtJ

2(u
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und bei Einführung von e = h und Berücksichtigung der Beziehung

zwischen g und rj:

Die Summe der n ersten Glieder der unendlichen Reihe, von dem Factor

abgesehen, heisse S^, sodass
711

ist. Man hat

Ist nun |A| <: 1, so nähert sich mit unbegrenzt wachsendem n der zweite Theil

der Grenze Null, und es wird

, ni h + 1 . h
7)U) = TiU) +-Z--T r + ltl

2 h-1 1-h
oder

,
Tri

T)ü)-(ür) = —

•

Ist aber |Ä| >1, so nähert sich der zweite Theil, nämlich •

1

dem Werthe —1, und es wird

, ,
Ttt

/jü) -ü>7) = -—

•

Damit ist der Werth der auf S. 73 mit 2k + i bezeichneten ungeraden Zahl

gleich ± 1 gefunden. Zusammenfassend kann man sagen , dass in der Re-

lation

(23.) 7iCü'-«,T/= ±^
das obere oder das untere Zeichen entsprechend der Ungleichung

gilt.
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Die Gleichung (23.), die ihrem Inhalt nach, aber nicht in dieser Form,

von Legendre aufgestellt worden ist, wird als Legendresche Relation be-

zeichnet.

DifFerentiirt man die beiden Gleichungen (18.) und (19.), nachdem man

für g seinen Werth aus (20.) eingeführt hat, so erhält man folgende Aus-

drücke für die ^-Function:

(24.) pu = -^

und

/ K y 1 / 7t y = \ 1 1 I

2u) l \ tu 2(u/ \ tt) 2u)/ J

T) TT' hTz^ Ä'"^-

(25.) pM - ^ o)» (^-^-')'' u)»„l.j(l-Ä"'^')'
*

(l-A'"^-^)'!

17*



Vierzehntes Kapitel.

Darstellung elliptischer Functionen mittels der S-Function.

Eine besonders hervorstechende Eigenschaft der ^-Function und mehrerer

anderer Ausdrücke, die im Verlaufe der Untersuchung aufgetreten sind, näm-

lich der 6- Quotienten, ist ihi'e doppelte Periodicität. Sie giebt Veranlassung,

sich mit doppelt periodischen Functionen überhaupt zu beschäftigen und

namentlich die Frage nach deren Darstellbarkeit durch bekannte Functionen

aufzuwerfen. Für die ^-Function waren die Perioden mit den Unendlichkeits-

stellen identisch, und es ist ferner (S. 62) bewiesen worden, dass die Ent-

wickelung von pu in der Nähe einer solchen Stelle die Form

hat, also nur die eine negative Potenz (« — w)"' enthält. Wir sagen von einer

Function, dass sie für eine bestimmte Stelle den Charakter einer ratio-

nalen Function habe, wenn sie sich in der Umgebung dieser Stelle in eine

Potenzreihe entwickeln lässt, die nur eine endliche Anzahl negativer Potenzen

aufweist. Im Besonderen würde sie den Charakter einer ganzen Function

haben, wenn negative Potenzen garnicht vorkämen. Dies vorausgeschickt,

soll unter einer elliptischen Function eine solche verstanden werden, die

doppelt periodisch ist und für alle endlichen Werthe des Arguments den

Charakter einer rationalen Function hat. Dann sind pu und die 6 -Quo-

tienten spezielle elliptische Functionen.

Die doppelte Periodicität einer Function cp(M) bedingt die Existenz eines

Paares constanter Grössen w, w' der Art, dass

<p(M + M)) = cp(m),

<P(m + m»') = f{u)
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ist und dass sicli alle Grössen W, für die eine Gleichung

<p{u + W) = f(u)

besteht, in der Form

W = mtv + m'w'

darstellen lassen, wo m und m positive oder negative ganze Zahlen bedeuten.

In der Theorie der ^-Function ist bewiesen worden, dass das Verhältniss der

beiden Bestandtheile w^ p' eines primitiven Periodenpaares nicht reell ist;

doch war der Beweis an die besonderen Eigenschaften der ^-Function ge-

bunden. Aber man kann allgemein für irgend eine doppelt periodische

Function zeigen, dass das Periodenverhältniss — nicht reell sein kann.
W
w

Es sei

w •__

tv

gesetzt, also (w,rw) als primitives Periodenpaar angenommen; durch passende

Wahl der Bezeichnungen kann erreicht werden, dass die Grösse r, wenn reell,

zugleich positiv und kleiner als Eins ist. Setzt man

1 z= qr + »•',

wo qr das grösste unterhalb Eins liegende Vielfache von r, und demnach

r' < r

ist, so muss auch

r'w = w — qtv'

eine Periode der Function ^(u) sein. Der Ansatz

r = q'r' + r" (r"<:r')

führt in gleicher Weise auf die Periode r"w, und da die Reste r\r", ... be-

ständig und unbegrenzt abnehmen, so müsste es eine unendlich kleine Periode

geben, was mit dem Begriff der Periode, als einer Constanten, nicht vereinbar

ist. Ein Widerspruch würde nur dann nicht vorliegen, wenn in der Reihe

der Reste

r' r" r'"

nach einer endlichen Anzahl von Gliedern der Werth Null vorkäme, d. h.

wenn r rational wäre. Was lässt sich dann über die Perioden aussagen?

b
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Setzt man
r'tv = w",

so kann man wegen
w = qw'+ w"

jede Periode W, die ursprünglich als homogene lineare ganzzahlige Function

von w und w' angenommen war, als ebensolche Function von w' und w" dar-

stellen; bei Fortsetzung der Operationen wird das primitive Periodenpaar

(m)', w") weiter durch (w", w'") ersetzt, wo

w =z r w

y(n-s)
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Um nun einen Weg zu ermitteln, auf dem man zu Ausdrücken elliptischer

Functionen von gegebenen speciellen Eigenschaften gelangen könnte, gehen

wir von der Formel (S. 37)

6(u + v) 6(u — v)

aus. Durch sie wird eine besondere elliptische Function, die für u = ±v
verschwindet und für « = von der zweiten Ordnung unendlich gross wird,

als Quotient von Producten von 6-Functionen dargestellt. Die S-Functionen

im Zähler haben die Nullstellen, die im Nenner die Unendlichkeitsstellen der

elliptischen Function zu Nullstellen; ausserdem erscheint der Quotient mit der

Constanten — -g^— multiplicirt. Behufs Verallgemeinerung eines solchen Aus-

druckes bilde man

C~ H-p) H-
—

-f^, H- = <p(m)
ö(m— vj 5(m — «;,).., 5 (m— v,)

und untersuche, ob cp(M) doppelt periodisch sein kann. Aus den Gleichungen

(S. 72 (13.))

6(tt+2«>-«J = -e2''(«-«' + '">6(M-Mj,

folgt für

«i + M, + ••• + M,. = «',

V, + f, + ••• + v, = v':

f , n \ r ^\'r — i 2>l[(r— «)(M+ U))— U'+ «)'] / V
(p(«t + 2u)) = (— 1) e "-' >^ ^ ' ^ ?(«),

und entsprechend

cp(w+2c«') = (_l)'-%2V[('--»)(«+«.')-«'+ «']^(„).

Für die Periodicität von ^{u) mit den Perioden 2o) iind 2to' ist vor allem

nöthig, dass u aus den Exponentialfactoren wegfällt. Dazu muss

7j(r-s) =
und

rj'(r-s) =
sein; und da wegen der Legendreschen Relation (S. 130)

T^o) — (OTj ^ ——

-

(e = ± 1)
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nicht beide Grössen yj und t)' Null sein können, so muss

r — s =
gesetzt, d. h. die Anzahl der Nullstellen der Function cp(M) gleich der Anzahl

der Unendlichkeitsstellen angenommen werden. Was von den Exponential-

factoren übrig bleibt, wird sicher dann gleich Eins, wenn

u'-v' =
gemacht wird. Da nun ferner cp(M) offenbar für alle endlichen Werthe des

Arguments den Charakter einer rationalen Function hat, so ergiebt sich: Der

Ausdruck

stellt unter der Bedingung

i ", = s ^

eine elliptische Function dar.

Besteht diese Bedingung nicht, so kann man versuchen, cp(w) durch

Multiplication mit einer Exponentialgrösse , deren Argument eine lineare

Function von u ist, in eine doppelt periodische Function überzuführen.

Wegen des Auftretens der willkürlichen Constanten C genügt es dabei, den

Exponentialfactor gleich e°" statt gleich e""'^^ anzunehmen.- Wird nun

e'"'<f(u) = .}/(«)

gesetzt, so ergiebt sich

4-(M + 2«>') = e'"*"'(-i)'-%2'''«'-*>^"+"'')-*'+^'J4,W,

und somit wie vorher r = s. Für das vollständige Wegfallen der Exponential-

factoren sind die Gleichungen

aiü + ») (v'—u') = IcTzi,

««)'+ 7)'(t;'— m') = Ic'tzi,

in denen h und h' ganze Zahlen sind, nothwendig und hinreichend. Mit

Hilfe der Legendreschen Relation erhält man aus ihnen für e = +

1

v'-u' = -2]c'<o + 2km',

a = 2Ä;'7j-2Ä7)'.
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Sind demnach u^, . . . u^, v^, ... v^. zwei Reihen von je r Argumenten, so ge-

wählt, dass

ist, so setze man

dann wird

25 = -2/t'(u + 2hm';

\

eine elliptische Function.

Dieser Satz gestattet, mittels der einen Function 6u beliebig viele ellip-

tische Functionen zu bilden. Besonders wichtig aber ist die Thatsache, dass

sich jede elliptische Function in der Form
(J;(«<)

darstellen lässt.

Um dies zu beweisen, ist es nöthig, den Begriff einer Unendlichkeits-

oder Nullstelle einer elliptischen Function genauer zu definiren. Vor allem

ist zu bemerken, dass die Eigenschaft einer elliptischen Function f(u), im

Endlichen überall den Charakter einer rationalen Function zu haben, es mit

sich bringt, dass in jedem endlichen Bereiche nur eine endliche Anzahl von

Unendlichkeitsstellen liegen kann. Und da -^-rr eine Function von denselben

wesentlichen Eigenschaften ist wie f{u), ihre Unendlichkeitsstellen aber mit

den Nullstellen von f{u) zusammenfallen, so gilt dasselbe, auch für die Null-

stellen. Es sei nun u^ eine beliebige Nullstelle von f{u). Da das Ver-

hältniss — nicht reell ist, so kann man u als homogene lineare Function

von 2u) und 2a)' darstellen und im Besonderen

Mj =: 2(m + (i)to + 2(n + v) lo'

setzen, wo m, w ganze Zahlen und

0<ft < 1, 0<v<:l

sein soll; d. h. man kann der Stelle u^ eine andere

Mj — (2t«o)+ 2n(u') = «ö

in dem Periodenparallelogramm mit den Ecken 0, 2u), 2(o + 2u)', 2to' eindeutig

zuordnen, in welchem übrigens die Punkte auf den in der Ecke 2co + 2u)'

zusammenstossenden Seiten nicht mitgezählt, sondern zu angrenzenden Perioden-

parallelogrammen gerechnet werden. Alle von u'^ um eine beliebige Periode

ElüptUcba Fanctionen. 18
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verschiedenen Nullstellen führen hierbei auf u'^ zurück. Es seien r Stellen

dieser Art im Periodenparallelogramm gelegen, wobei jede einzelne Stelle

in die Reihe

«,, Mo, •• %

so oft aufgenommen werden soll wie die Ordnungszahl des Verschwindens

angiebt. Entsprechendes gilt für die im PeriodenparallelogTamm liegenden

Unendlichkeitsstellen

^, r,, ... v^.

Versteht man nun unter cp(M) denselben Ausdruck wie auf S. 135, so ver-

schwinden f{u) und cp(M) an den Stellen u (9 = l,..-»') und den ihnen con-

gruenten, d. h. von ihnen um eine beliebige Periode verschiedenen Stellen;

und unendlich gross werden beide Functionen für die Argumentwerthe

Vjj (a = l,...5) und die ihnen congruenten. Der Quotient -^^ wird hier-

nach für keinen endlichen Werth von u Null oder unendlich gross, lässt sich

also in der Form e darstellen (S. 109). Vermehrt man nun u um 2u), dann

um 2ü)' und setzt wegen der Periodicität von f(u) die auftretenden Expo-

nentialfactoren gleich Eins, so erhält man als Bedingungen:

5f(M+2(u) — §f(M) + (r— s)7ti + 2y) (r — s)(m + (u) + Sttj («;'— m') = 2/i;7ii,

5r(M + 2ü)')-^(M) + (>--s)Tri+ 2yi'(r-s)(M + (ü') + 2r/(t;'-M') =^ ll'rÄ.

Um die lineare Function von u zum Wegfall zu bringen, differentiire man
zweimal hinter einander nach m, so wird

/'(«+2a>) -g"{n) = 0,

Sr"(M+ 2 «>')-/'W = 0.

Die beständig convergente Potenzreihe g"{u) muss sich aber, wenn sie doppelt

periodisch sein soll, auf eine Constante reduciren (S. 118). Setzt man dem-

entsprechend

g{u) = a2<'+aM + /3,

wo e^ wieder zu der multiplicativen Constanten C hinzugezogen werden kann,

so ergiebt sich

g(ii\2iü) — g{xi) = 4a(uM + 4acu'+ 2ao),

und die Bedingung für das Wegfallen von u aus dem ersten Exponential-
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factor liefert nun
4au) + 2?) {r — s) = 0.

In gleicher Weise folgt

4aa)'+ 2ri'(r-s) = 0.

Die Determinante dieser beiden in a und r — s homogenen linearen Glei-

chungen ist nach der Legendreschen Relation von Null verschieden; mithin

müssen die beiden Gleichungen

a = 0, r — s =

bestehen. Nachdem nun e =e und cp(M) gleich der auf S. 136 so be-

zeichneten F'unction geworden ist, gelten für a und v'—u' dieselben Glei-

chungen wie dort mit denselben Folgerungen, d. h. es ergiebt sich für die

elliptische Function f{u), wie behauptet, die Darstellung

^ ' ^ ' 5(m— vj ... 5(m — v^)

Verzichtet man darauf, dass die Null- und Unendlichkeitsstellen, die in

dieser Formel vorkommen, sämmtlich im Periodenparallelogramm liegen sollen,

so kann man den Exponentialfactor weglassen. Dies wird z. B. dadurch er-

reicht, dass v^ durch

D,-2Ä;'to + 2k(o' — v\

ersetzt wird. Man kann dann entweder, weil

V, + •• • + f,._, + < = M, + • • • + Mr

wird, die Schlüsse von S. 135 anwenden oder auch

5(tt-i;,.) = 5(M-t;;+2Ä;'(ü-2Ä(u')

mittels der Formel S. 72 (12.) auf S(m-v') zurückführen.

Der constante Factor C in der Darstellung (1.) bestimmt sich in jedem

FaUe durch Angabe eines Werthes von f{u)^ den diese Function für ein von

den Null- und Unendlichkeitsstellen verschiedenes Argument annimmt.

Die Anzahl der Unendlichkeitsstellen einer elliptischen Function im

Periodenparallelogramm, jede mit der zugehörigen Ordnungszahl gerechnet,

bezeichnen wir als Grad der elliptischen Function. Er kann auch als An-

zahl der Nullstellen der Function im Periodenparallelogramm erklärt werden,

18*
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wenn man jede von ihnen so oft zählt wie die Ordnungszahl der Stelle

angiebt. Denn die Gleichung

r-s =
besagt, dass eine elliptische Function innerhalb dieses Gebietes ebenso oft

Null wie unendlich gross wird.

Dieser »Satz lässt sich dahin verallgemeinern, dass eine elliptische Function

im Periodenparallelogramm jeden beliebigen Werth A gleich oft annimmt.

Die Function f{u) — A nämlich wird an denselben r Stellen unendlich gross

wie f\u) selbst. Sie muss also auch an r Stellen Null werden, d. h. die

Gleichung

f{u) = A

wird durch r Werthe des Arguments befriedigt.

Nach dem oben bei der Bestimmung von g"{u) wieder benutzten Satze

giebt es keine elliptische Function vom Grade Null. Denn da eine solche

im Endlichen nirgends unendlich gross wird, so müsste sie sich *als beständig

convergente Potenzreihe darstellen lassen.

Aber auch elliptische Functionen ersten Grades können nicht existiren.

Denn die Gleichung

2 ^- t M, = 20)

würde für eine solche in

v^ — u^ = 2 Ä

übergehen, die, weil m, und v^ im Periodenparallelogramm liegen, niu" für

2ü> = bestehen könnte. Dann würde der Exponentialfactor und, wegen

i>j = Mj, auch der Quotient von S-Functionen gleich Eins werden, die Function

f{u) sich also auf eine Constante reduciren.

Dagegen giebt es elliptische Functionen zweiten Grades. Die p-Function

ist eine solche, und zwar zeichnet sie sich durch die Eigenschaft aus, dass

ihre beiden Unendlichkeitsstellen in eine, u = 0, zusammenfallen.



Fünfzehntes Kapitel.

Darstellung elliptischer Functionen durch die ^-Function.

Die im vorigen Kapitel besprochene Darstellung einer elliptischen

Function durch einen Quotienten von 6-Producten entspricht dem Ausdruck

einer rationalen Function durch einen Quotienten zweier ganzen Functionen.

Es giebt für die rationalen Functionen eine andere wichtige Darstellung, die

ebenfalls in der Theorie der elliptischen Functionen ihr Analogon hat, näm-

lich als Aggregat von Partialbrüchen, d. h. von rationalen Functionen, die

nur an je einer Stelle unendlich gross werden. Dabei können noch solche

Partialbrüche, für welche die Ordnung des Unendlichwerdens grösser als Eins

ist, als Ableitungen anderer betrachtet werden, die nur Unendlichkeitsstellen

erster Ordnung haben.

Es sei

»u «'s.
••• ^m

ein System incongruenter Unendlichkeitsstellen der elliptischen Function f(u);

diese Stellen mögen sämmtlich im Periodenparallelogramm liegen und, im

Gegensatz zu der Voraussetzung auf S. 138, alle unter einander verschieden

sein. Die zugehörigen Ordnungszahlen seien

'li 'jt • • • 'm-

Wird eine beliebige Stelle der Reihe vorläufig mit v, ihre Ordnungszahl mit

l bezeichnet, so gilt für die Function f{u) in der Nähe des Argumentwerthes

V die Entwickelung



142 FÜNFZEHNTES KAPITEL.

d. h., wenn für c auch c"" geschrieben wird,

r=o

Anstatt der negativen Potenzen von [u—v) ' an kann man elliptische Functio-

nen einführen, die nur je eine negative Potenz aufweisen; denn es ist

p{u-v) = (M-i;)-' + <JS„(M-'y),

Aber das Anfangsglied c(m — u)"' kann auf diese Art nicht zum Wegfall ge-

bracht werden. Dem wird abgeholfen, wenn man an Stelle der Function

f{u) zunächst ihre erste Ableitung betrachtet, denn deren Entwickelung in

der Nähe der Stelle v liefert

Da nun allgemein

^<-' (u-v) = (- \y{v + l)\(u- v)-'-' + $r' (u-v)

ist, so definiren wir eine Function <f'(u) durch die Formel

und betrachten die Diiferenz

sie wird für u = v nicht mehr unendlich gross.

Erklärt man jetzt m Functionen

<PI(m), • • • ?m(«)

für die Stellen

t)., ... v„

der Function <f'{u) entsprechend, d. h. setzt man, wenn in der Nähe der

Stelle v^ die Entwickelung

f{u) = 's'c("-".)"""' + *^(«-^m)1=0
gilt,

Ifi—i c_iy+i
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und subtrahirt die Summe

(?;(«) + ••• + «;(«) = f(M)

von /''(m), so wird die Differenz

/•'(M)-f(M)

an keiner im Periodenparallelogramm gelegenen Stelle, und demnach über-

haupt für keinen endlichen Werth, unendlich gross. Da nun, wie sich von

selbst versteht, die in (f[(u), . . . ^'^{u) enthaltenen ^-Functionen so gewählt

sind, dass sie dasselbe Periodenpaar haben wie die elliptische Function f{u),

so ist f'(u) — <!^'{u) eine elliptische Function. Nach dem im Vorhergehenden

wiederholt herangezogenen Satze (S. 118) kann eine solche nicht, wie es doch

nach dem eben Bewiesenen sein müsste, als beständig convergente Potenzreihe

darstellbar sein, ausser wenn sich diese auf ihr Anfangsglied reducirt. D. h.

es muss

rw-f(M) = c',

f(u) = <ij{u) + C'u+C"
sein. Wegen

gilt für ([»(m) die Formel

In ihr sind sämmtliche Glieder periodisch bis auf die Summe an erster Stelle,

die sich bei einer Vermehrung des Argumentes um die Periode 2(u der

Function f{u) um die Constante

M =1

ändert. Die in dem Ausdruck von f{u) enthaltene lineare Function C'u+C"

ändert sich dabei um 2C"a); es muss also

m
CCO + T) 2<>. =

werden. Ebenso erhält man bei Vermehrung von u um eine von 2u) unab-

hängige Periode 2(u' von f{u)
m

C"o/+Y]' S <> = 0. ^

Wird noch angenommen, das Periodenpaar (2ü), 2ü>') sei für die ^-Function
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primitiv, so ist die Determinante dieser beiden in C und 2 c homogenen

linearen Gleichungen nach der Legendreschen Relation von Null verschieden,

mithin
m

C =0, 2 0, = 0.

Die zweite dieser beiden Relationen, die mit Rücksicht auf die Be-

deutung von c die J'orm
m

(1.) :sy^^\u-.,)-
=

'

annimmt, enthält einen wichtigen allgemeinen Satz der Theorie der elliptischen

Functionen. Entwickelt man nämlich eine beliebige elliptische Function in

der Nähe aller Unendlichkeitsstellen eines incongruenten Systems, so ist die

Summe der Coefficienten der (— i)*'" Potenzen, bezogen auf alle diese Stellen,

gleich Null.

Mit Hilfe dieses Satzes kann man der Darstellung einer elliptischen

Function, die wegen C" = zunächst die Gestalt

/(«) = '}(«) + C",

d. h.

(2.) f{u) = (7"+ S \c,^{u-v^) + c'^^{u-v^)-^c;p'{u-v^)^...

,

{-^f il,-l) (1.-2)
\

annimmt, noch eine veränderte Form geben. Ersetzt man nämlich in der

Gleichung S. 37 (15.) v durch —v , multiplicirt mit c und summirt über ^,

so ergiebt sich

Des in Rede stehenden Satzes wegen fällt rechts die erste Summe, aus der

-^u herausgezogen werden kann, weg, die zweite kann beim Einsetzen in (2.)

mit der Constanten C" zu einer neuen Constanten C vereinigt werden, und

man erhält, wenn noch

(3.)
--? ^1^— = fiu,v)
2 pu — pv i> \ ' j

gesetzt wird,

m ( l^— l (_ 1 V+i )

(4.) f{u) = C+ S Wp{^,v,)+ S -M-<>"-"(m-^.) •
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Diese Darstellung entspricht, soweit es der Natur der Sache nach mög-

lich ist, der einer rationalen Function durch eine Summe von Partialbrüchen.

Der nächstliegende Gedanke würde allerdings der gewesen sein, elliptische

Functionen mit nur einer Unendlichkeitsstelle für die Darstellung zu ver-

wenden. Aber nach dem auf S. 140 bewiesenen Satze können solche Functio-

nen nicht existiren.

Die in der Gleichung (4.) vorkommenden ^-Functionen und ihre Ab-

leitungen beziehen sich auf die zusammengesetzten Argumente u — v^, ... u — v .

Nun ist nach dem Additionstheorem

f{u-v) = R{pu, p'u, pv, p'v),

wo R eine rationale Function der vier Argumente pu,...p'v bezeichnet.

Diiferentiirt man den Ausdruck nach u und lässt dieses Argument weg, so

erhält man

,, , dR , dR ,,

Wird jetzt

eingesetzt, so erscheint p'{u— v) wieder als rationale Function der ursprüng-

lichen vier Argumente:

p'{u-v) = R,(pu,p'u,pv,p'v).

So weiter schliessend gewinnt man den Ausdruck

p"'{u-v) = R,(fu,p'u,pv,p'v),

der nur dann seine Bedeutung verliert, wenn unter den Unendlichkeitsstellen

von f{u) die Stelle v = enthalten ist. Denn für diese werden pv und p'v

unendlich gross. Aber für eine solche Annahme kommt in dem auf v =
bezüglichen Theile der Darstellung (4.) gar kein zusammengesetztes Argument

vor, und man braucht nur p"u, p"'u, .,.. durch pu und p'u auszudrücken,

um diesen Theil als rationale, und zwar als ganze rationale Function von pu
und der ersten Ableitung dieser Function zu erhalten.

Setzt man die Ausdrücke aller vorkommenden Ableitungen in (4.) ein

und nimmt das Aggregat '^c p(u, v ) hinzu, das bereits in pu und p'u rational

Elliptiaehe Fnnctionen. 19
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ist, SO wird schliesslicli

(5.) /(«) = R(pu, p'u).

Ist also f{u) eine elliptische Function mit den beiden Perioden

2(1) und 2to', deren Verhältniss nicht reell ist, und denkt man sich,

etwa nach der Formel S. 120(25.), eine ^-Function gebildet, für

die das Periodenpaar (2tD, 2tD') ein primitives ist, so lässt sich

f{u) rational durch diese specielle elliptische Function und ihre

erste Ableitung darstellen.

Für die wirkliche Herleitung eines solchen Ausdruckes hat man, wie

wir sehen, die Unendlichkeitsstellen der elliptischen Function und die Coeffi-

cienten der negativen Potenzen, die bei der Entwickelung in der Nähe dieser

Stellen auftreten, als bekannt anzunehmen. Ausserdem muss man, um die in

(4.) vorkommende Constante C zu bestimmen, den Werth von f(u) für einen

von den Unendlichkeitsstellen verschiedenen Werth des Argumentes kennen.

Da p'u mit pu durch eine in p'u quadratische Gleichung zusammen-

hängt, so ist die rationale Function R{pu,p'u) als lineare Function von p'u

darstellbar. Der Ausdruck der elliptischen Function,

(6.) f{u) = R,{pu) + p'(u)B,{pu),

vereinfacht sich noch weiter, wenn f{u) gerade oder ungerade ist. Im ersten

Falle wird

/•(«)== fi-u) = R,{pu)-p'u.B,(pu),

im zweiten

f{u) = -/•(-«) = - B.ifu) + p'u . R, (pu).

Diese beiden Gleichungen können mit (6.) zusammen nur dann bestehen,

wenn für die erste Annahme R^{pu), für die zweite R^{pu) verschwindet.

Das heisst: Eine gerade elliptische Function lässt sich als ratio-

nale Function von pu allein, eine ungerade als Product einer

solchen Function mit p'u darstellen.

Hat eine elliptische Function nur eine einzige Unendlichkeitsstelle v, so

heisst die Gleichung (2.):

fiu) = C" + c^iu-v) + c'p{u-v)-jc"p'{u-v) + - + -^=;^c''-''p^'-'\u-v),

und die Relation
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liefert nichts weiter als

c = 0.

Eine elliptische Function mit nur einer Unendlichkeitsstelle muss daher nicht

blos von höherer als der ersten Ordnung unendlich gross werden, sondern

sie enthält überhaupt kein Glied mit der (— l)"" Potenz von u — v.

Ist im Besonderen

V = 0,

so wird

Nun ist

p"'u =: 12pup'u,.

p^'^u = 12pup"u+12{p'uy,

>

d. h. sämmtliche Ableitungen sind ganze rationale Functionen von pu und

p'u (S. 14 5). Demnach ist jede elliptische Function, die nur die eine Un-

endlichkeitsstelle Null hat, durch die Stammfunction pu und ihre erste Ab-

leitung als ganze Function darstellbar.

Nimmt man diese wieder als linear in p'u an,

(7.) f(u) = G,{pu) + p'uG^{pu),

so schliesst man wie oben, dass eine gerade elliptische Function mit der ein-

zigen Unendlichkeitsstelle Null als ganze Function von pu, eine ungerade als

Product einer solchen mit p'u darstellbar sein muss.

Man kann den Ausdruck (4.) von f{u) noch etwas übersichtlicher ge-

stalten, indem man alle seine Bestandtheile, nicht blos den ersten, mit der

durch die Gleichung (3.) deiinirten Function p{u,v) in Zusammenhang bringt.

Betrachtet man u als einen Parameter, v als das Argument dieser Function,

so sieht man, dass p{u,v) als elliptische Function von v mit den ünendlich-

keitsstellen v = u und v ^= aufgefasst werden kann. Wir bestimmen die

Coefficienten der auftretenden negativen Potenzen, indem wir zuerst v = u + h,

dann v = Ä setzen. Nun ist

/ N S' ,5' 5'

19*
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also

6' S' S'
p{u,u + h) = -g- (— 7t) — -^ M + -^ (m + 7*).

Eine negative Potenz der unendlich kleinen Grösse h kommt nur aus dem

ersten Gliede, und zwar wird

(8.) p{u,u + h} = -h-' + ^{h).

Ferner ist

6' 6' 6'

F (m, Ä) = -Q- (m - Ä) - g- « + Q- '*'

und eine negative Potenz von h, nämlich Ä~', erscheint hier nur in der Ent-

wickelung des dritten Gliedes, sodass

(9.) p{u,h)- =h-' + Sß(h)

wird. Die betrachtete Function ist also eine elliptische Function zweiten

Grades von v, und die gesuchten Entwickelungscoefficienten haben die Werthe

Unter Benutzung der Eigenschaften der Function p(u,v) schreibe man in

dem Satze (1.) <p(v) statt f(u) und setze dann

9(v) = f(v)p{u,v),

so lautet, für v[, ... v'^ als Unendlichkeitsstellen von <f(f), die Gleichung (1.):

(10-) SJ/"WF(«,^')](,_,p-i = 0.

Die Stellen v' setzen sich aus den Unendlichkeitsstellen des ersten und denen

des zweiten Factors von cp(v) zusammen, sind also, wenn die Null unter den

ersten nicht enthalten ist,

v„ ... v„, u, 0.

Demnach ist r = m + 2, und für v = v' + h wird

m

[fiu + h)p{u,u + h\_, + [f(h)p(u,h\_,+ ^[f{v^ + h)p(u,v^+h\_, = 0.

Der erste Coefficient ist unmittelbar zu bestimmen. Für jeden Argument-

werth, der von den Unendlichkeitsstellen der Function f verschieden ist, hat
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man nämlich

/•(m + ä) = /•(„) + ;»/•'(„) + ...,

t und die Zusammenstellung dieser Gleichung mit (8.) liefert

[f(u + h)p (u , n + h\_, = - f{u)

,

mithin
m •

(11.) /•(«) =^^y{v,+h)p{u,v^+h)]j^.,+[nh)p{u,h)i_,.

Der gesuchte Ausdruck von f{u) erscheint also zunächst durch eine Summe
von Entwickelungscoefficienten dargestellt. Nun ist (S. 142)

Es wird noch '

gebraucht, eine Entwickelung, in der

gesetzt werden möge, sodass sie die Form

P(m, v^ + Ä) = piu,Vi,) + h(p{u,v^\ + h''f(u,v^), +

annimmt. Dann erhält man

oder, wenn

(13-) ''£c^;'pi^hv,l = f(u,v^)

gesetzt wird,

Die Gleichung (11.) geht daher über in

m
(16.) f(u) = S fiu, vj + [mp{u, Ä)] _,.

Da nun die Stelle u = unter den Unendlichkeitsstellen von f{u) nicht vor-

kommt, so kann man behufs Umwandlung des letzten Entwickelungscoeffi-
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cienten setzen:

f{h) = fio)+hno) + ...,

d. h. nach Hinzuziehung von (9.):

m
, (16.) fiu) = f{0)+^fiu,v^).

Wild f{v) selbst, ebenso wie p{u,v), für v = unendlich gross, so nehme

man v^ = 0, sodass

die ünendlichkeitsstellen von cp(v) sind. An die Stelle von (15.) tritt dann

m—

1

(17.) f{u) =^^f{u, v^) + [m fp{u, h)] .

|U= 1
'•

Die Ordnungszahl des Unendlichwerdens von f{v) für v = heisse l, dann hat

f{h) die Form

m = c„ Ä- + c; r« + • • + c«-" r' + /. + ä 5is,(ä),

wo f^ die Constante bezeichnet, mit der die in f{h) enthaltene gewöhnliche

Potenzreihe anfängt. Ferner ist

S' 6' 6'
P(m,ä) = -ö-(m-ä)--ö-m + -ö-ä
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Durch Zusammenstellung mit dem Ausdruck von f{h) ergiebt sich mithin

{f{h)p{u,h\_, = ^+cXm,o),+<>(m,o),+.- + c«-v(«,o),_. = /; + /-(m,o),

wenn

(20.) 2 cf>(«,0)i = /(«, 0)

gesetzt wird. Diese Definition entspricht der Formel (13.),. und man darf

auch hier von A = an summiren, wenn man

f(m-O), =

hinzunimmt. Endlich kann man noch, wegen = v^,

/•(m, 0) = f{u, vj

setzen und dies Glied in die Summe auf der rechten Seite von (17.) auf-

nehmen. Das Resultat heisst dann, der Darstellung (16.) entsprechend,

(21.) m = fo+i:f{u,v^).

Dies ist der allgemeinste Ausdruck der elliptischen Function f{u). Nach

seiner Herleitung bedeutet f^ das constante Glied in der Entwickelung von

f{h) nach Potenzen von h, die Grössen /"(«*, v ) sind durch die Formeln (13.)

und (20.) erklärt, die in ihnen vorkommenden p{u,v)^ durch (12.) und (19).

Kommt V = Q nicht unter den Unendlichkeitsstellen der Function vor, so ist

von den Gleichungen (19.) und (20.) abzusehen und

f. = m
zu setzen.

Der Vorzug der Darstellung (21.) vor der zuerst abgeleiteten (4.) besteht

darin, dass in (21.) nur die ^-Function des Argumentes u nebst ihren Ab-

leitungen auftritt, während vorher die zusammengesetzten Argumente u— v^

vorkamen. Das Additionstheorem braucht also hier nicht angewendet zu

werden.

Aus der Darstellung (5.) der elliptischen Function f(u) durch eine ratio-

nale Function von pu und p'u lassen sich wichtige Folgerungen ableiten.

DifFerentiirt man nach u, so wird

,,, , dR , dR „
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d. h. nach Einführung von

f'{u) = B{pu,f'u).

Eliminirt man pu und p'u aus dieser Gleichung in Verbindung mit (5.) und

(p'uy = Ap'u-g^pu-g,,

so ergiebt sich zwischen f(u) und f'{u) eine algebraische Gleichung. Jede

elliptische Function genügt also einer algebraischen Differentialgleichung erster

Ordnung.

Es sei ferner f^{u) eine zweite elliptische Function mit denselben Pe-

rioden wie f(u) , sodass man

/;(«) = E,{pu,p'u)

setzen kann. Dieselbe Elimination wie eben liefert den Satz, dass zwei

elliptische Functionen mit übereinstimmenden Perioden durch eine alge-

braische Gleichung verbunden sind.

Setzt man drittens die Gleichung (5.) auch für die Argumente v und

u + v an,

f(v) = B(fv,p'v),

f(u + v) = B(p{u + v), p'{u + v)),

drückt p{u + v) und p'{u + v) nach dem Additionstheorem durch pu, pv, p'u,

p'v aus und eliminirt diese vier Grössen aus den Formeln für f{u), f{v), f{u + v),

(p'u)* und {p'vf, so erhält man eine algebraische Gleichung zwischen f(u),

f{v) und f{u + v). Das heisst : Jede elliptische Function hat ein algebraisches

Additionstheorem.



Sechzehntes Kapitel.

Darstellung der Functionen 6^u durch unendliche Producte.

Im dreizehnten Kapitel sind für die S- Function mehrere Darstellungen

durch einfach unendliche Producte gegeben worden. Die Formeln (12.), (14.)

und (15.) (S. 127— 128) werden, wenn für den Exponentialfactor der auf

S. 129 angegebene Werth eingeführt wird,

(1.) 6m = -—e sin—- 11
7C als) n^i

I

Sin
/«tu' M \ . /MU)' M N

1

\ m 2(0/ , \ (o 2(ü/ I

sm-
W(0 TZ

Sin-
ne» it

,„, ^ 2(0 L«''"-^ 2-" A il-Ä'V "^ )il-A'V
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2e = zi ersetzt werden muss. Es folgt

(l + Ä'")'
(15.) 6.M = ^.... ^:_,_^ -^

Der Schreibweise (3.) oder

(16.)

entspricht

,.„s r 2o)TiD» A l + 2fe'"cos2i;7r + Ä"'

(17.) 6,M = e ' COS Vit n^
(T+^^^T

Vermehrt man zweitens, für « = 3, Xi um to', ersetzt also v durch v+-|t

multiplicirt mit e ' und dividirt durch Stu', so erscheint als Argument der

Exponentialgrösse

2<u7)(t;'+ üt) — 7]'. 2(üt; = 2tuTjt»' + 2t;(Tj(u'— wr/) = 2u)7)«' + vuj

wegen |Ä|<1 (S. 127, 130). Die Grösse z wird durch zh^ vertreten. Vor

dem Product steht, wenn jetzt die Transformation mit der Formel (6.) beginnt,

e ' e-

und unter dem Productzeichen

(l-fe'"-^'^')(l-^'— .g-')

(l_A»»«)(l-Ä«»-)

Die Producte der einzelnen Theile dieses Ausdruckes können, wieder in Folge

von |Ä|<:1, von einander getrennt werden; das ist ein ganz specieller Fall

des auf S. 104— 110 bewiesenen Satzes. Nun beginnt

" 1-^""+'^'

n= i
^

mit
1-h'z'

1-h'
m 1 _ l»"-» »->l-h'"-'z-* ., l-hs

mit
1-h

Um das erste Product dem zweiten gleichgebildet zu machen, hat man also

mit ~
l zu erweitem. Vor dem Productzeichen steht dann, von ei-h

20'
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abgesehen, im Ganzen

Hiernach ist, wenn die beiden Theile wieder zusammengezogen werden,

(18.) 6,u = e n^ ^,-^, '-,

oder

(19.) 5.„ = .^-"'n '-"^";':',;.^:;-^*""
.

Die Wiedereinführung der trigonometrischen statt der Exponentialfunctionen

liefert

(20.) S M = e^
""'"'

TT
s^Q((^-i)^-^)^-^™((^-i)^ + ^)^

'

«=i sin(n— })T7t.sin(w— ~)Tit

Um endlich den Übergang von 6u zu 6^u zu machen, hätte man u um
(o + ü)', also V um | + |t zu vermehren, mit e ''zu multipliciren und dann

durch den für u — entstehenden Ausdruck zu dividiren. Einfacher ist es,

6Ju + ü.) = e
- V("+-") 6(t< + u> + a)')

6to'

durch

5, tu = e ' ^ ;

—

<-

6u>

zu dividiren. Man erhält dann

(21.) 5^ti = e-^t.6,0. + «)|

d. h. 5j geht aus S^ in derselben Weise hervor wie S^ aus S. Die ent-

stehenden Gleichungen lauten

(22.) 6u = e^'"'^"' TT
^Q^((^~-i-)''~'^)^-"Q^((^~i)^ + '^)^

'

«=i cos (w — {) tt: . cos (n — y) Tit
'

Man kann den gefundenen Formeln einen allgemeineren Inhalt geben,

wenn man an die Stelle von (2tt), 2a)') ein anderes primitives Periodenpaar
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(2ü), 2(J5') treten lässt. Es sei

2(ü = 223U) + 251(0',

2ä' = 2^/u) + 2g'u)'

mit der Bedingung

r pq'—qp' = ± 1.

Der Ausdruck der 6-Function durch das unendliche Doppelproduct kann von

der Wahl des primitiven Periodenpaares nicht abhängen; denn die 5-Function

ist durch ihre Nullstellen vollständig bestimmt, und es muss daher gleich-

giltig sein, ob man diese in der Form tv = 2ni(o + 2n(o oder w^ = 2m^(ö + 2w &'

schreibt. Aus dem Ausdruck selbst kann man dies in folgender Weise ab-

leiten. Es sei (S. 120 (22.))

\ "'1/
j

wo also das Product über alle positiven und negativen ganzen Zahlen m und

n^, ausgenommen m^ = w, = 0, zu erstrecken ist. Nun ist bei der Darstellung

durch 2u) und 2u)'

Schreibt man dies in der Form

2»Ma> + 2mu)',

sodass

tn = pm^ + p'n^, n = 2»», + g''M,

P ist, so entspricht jedem Paare ganzer Zahlen (»1^, wj ein ebensolches Paar

(jw, n), und wenn man m^ und n^ unabhängig von einander alle Werthe von

— oo bis +00 annehmen lässt, so durchlaufen auch m und n diese Werthe.

Umgekehrt gehören zu jedem Paar ganzer Zahlen (w, n) dann und nur dann

auch ganzzahlige Werthe von m^, w,, wenn, wie hier bereits vorausgesetzt,

q'—qp' — ±^ ist (vgl. S. 64— 65). Unter dieser Bedingung ist die Gesammt-

eit der in dem Product

lenthaltenen Factoren mit der Gesammtheit der in jenem Product vorkommenden
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identisch, d. h.

6(m|ä, Ä') = 5(i< |u>, o)').

Aus denselben Gründen ist auch die ^-Function von der Wahl des

primitiven Periodenpaares unabhängig. Betrachtet man die elliptischen und

die mit ihnen zusammenhängenden Functionen als nicht nur von dem Argu-

ment u, sondern auch von den Grössen u) und oj' abhängend, so kann man

sagen: Die 6-Function und die ^-Function bleiben ungeändert, wenn auf

u), (o eine homogene lineare Substitution mit der Determinante ± 1 angewendet

wird; sie haben für eine solche Substitution den Charakter von Invarianten.

Von den Functionen (5^u lässt sich nicht dasselbe behaupten, wenigstens

nicht von 6^«, 6^«, 6^« einzeln, sondern nur von ihrer Gesammtheit. Be-

trachtet man z. B. die Function 6^{u\S>, S>'), die durch die Gleichung

-- , ,- ~,s — fiM 6(t( + wlü), Üi')

*^
'

^ 6((ü|w, (u)

definirt ist, so hat man nach der eben bewiesenen Invarianz

(25.) 6Ju\w,(o) = e ' rr~\ '\^ ^ i\i7/ 5(u>|(ü, od)
«

Da nun & = pm + qw 5. B. beliebig gleich 10, u) + u>' oder to' gesetzt werden

darf, so geht die rechte Seite der Reihe nach in eine der drei Functionen

6j(M|a), ü)'), Sj(M|a), ü)'), Sj(mJu), (ü') über.

Ist

(26.) p& = e„, p(üi + a') = e^, fm = e^,

wo ce, ß, y, wie früher, von einander verschieden, also gleich den Zahlen

1, 2, 3, abgesehen von der Reihenfolge, sein sollen, so möge

!S, (m
j
ü), 5') = S„ (m

I

u>, u)')

6j,(M|a, Ä') = 6,(m|(ü, u)')

S,(m1ü>, m) = Sy(Mlo>, u)')

gesetzt werden. Von den Functionen auf den rechten Seiten können nicht

zwei einander gleich werden, sonst würden nach der Formel

(S. 89) auch zwei der Grössen e^, e^, e^ einander gleich sein.
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Die erste Aufgabe ist, festzustellen, wie man aus dem Bildungsgesetz

des neuen primitiven Periodenpaares, d. h. aus den beiden Paaren ganzer

Zahlen (pq), {p'q')i die Werthe der Indices cc, ß, y finden kann. Schon früher

(S. 88) ist bewiesen worden, dass es dabei nicht sowohl auf die Werthe dieser

Zahlen als auf ihre Keste für den Modul 2 ankommt, sodass für p ^. p,

q, ^ q mod 2

ist. Hiernach genügt es, p,q,p\q' die Werthe und l beizulegen, wobei

selbstverständlich noch j>=:^ = o, ^>' = ^'=0 auszuschliessen ist. Die Fälle,

die der Bedingung

pci-qp' = ±1

zufolge möglich sind, sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt. Die

Grösse & ist darin der Reihe nach gleich «> , (u + tu', lo' gesetzt; die eben ge-

nannte Bedingung ergiebt dann die zugehörigen Werthe von d>', und zwar sind

jeder der drei Annahmen über das Zahlenpaar {pq) nur zwei für {p'q') zu-

zuordnen, weil auch die gleichzeitigen Annahmen p' ^=p, q ^= q nicht zu-

lässig sind.
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stimmen, so lässt sicli der Werth von ß in jedem Falle sofort angeben, und

es entsteht folgende Tabelle.
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Weitere Umwandlung der Productausdrücke für die 6-Functionen.

Aus den gefundenen Formeln können durch Einführung der Quadrat-

wurzeln aus den Differenzen der Grössen e,, e,, e^ die in den Nennern vor-

kommenden Functionen von h entfernt werden.

Zunächst ergeben sich mittels der Beziehungen

Fw-eA-(-^) (i = «,fty)

für bestimmte Werthe der Quadratwurzeln aus diesen Differenzen die nach-

stehenden Ausdrücke:

A = « : M ^ ü> + üi', \/eo —e — >./- , -'^ >
' ' p " 5 (tu + u>

)

I G öi'

;~ ^iS
''*'

(U

)(U

6y(Ü

\JVJ

Diese Wurzelwerthe gehören paarweise derart zusammen, dass sich immer zwei

Wurzeln eines und desselben Paares auf dieselbe Differenz mit entgegengesetz-

ten Vorzeichen beziehen. Der Zusammenhang zwischen zwei solchen Grössen

Klliptischu FuucUoneu. 21
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ergiebt sich aus der eindeutigen Darstellung sofort. So erhält man mittels

der Formeln S. 88 (4.) z. B.

^^((ü + (ü') Sä'

6(ü.S(Ä + iö')
'

S'n+fi')'^ 6a'

55.6(<ü + &') '

also

fim'—üif}' 2
e

'
' — —e ,

wo £ = +1 ist, wenn der Annahme auf S. 127 entsprechend

vorausgesetzt wird.

ye^-
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sodass die in den Nennern von Sm, 6 u, 6 u, 6 u vorkommenden Functionena p y

von h der Reihe nach gleich h^, hl, h], hl sind. Die Division von 6((I) + tt>') in

6^((ö + (ü') liefert, wenn die einzelnen Producte von einander getrennt und

n (1 + A'"-^') -- -T^ n (1 + Ä'"-'), n (1

+

ä"-») = 2 ft (i

+

^n
n= t -'T»« = i »= 1 i»= l

gesetzt wird,

Noch einfacher ergiebt sich

71 hl hl
^^^ ^'' 2Ä AJ AJ

'

Hiernach lassen sich auch noch bestimmte Werthe der vierten Wurzeln aus

e^ — e. ..., mit y—^ multiplicirt, als eindeutige Functionen von h darstellen:

(5.) \/-^^^7^ =

(6.) \j'^re

2^iÄ„Ä,
Kh,a"3

('.) v^^^^

'0 "»

'-KK
Unter Ä' wird dabei der durch die Reihe für e* bestimmte Werth ver-

standen. Definirt man nun z. B. y —^ als positiv, wenn & reell und positiv

ist, sonst als im reellen Theile positiv, so sind die Werthe der vierten

Wurzeln völlig bestimmt.

Die Ausdrücke selbst können in Folge einer zwischen h^, h^, h^, h^ statt-

findenden Beziehung noch vereinfacht werden. Multiplicirt man diese vier

unendlichen Producte gliedweise, so findet man

Ä.A.Ä,//, = (i-A')(i-Ä')(l-Ä«)... = h„

also

(8.) Ä,M, = h

und demnach

21*
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(9.) V/^V^V-^ = 2}i^\h\ = 2A* n (l-/i'")(l + Ä'")',

(10-) ^~ \l'^I^y = h K = n (1- Ä"')(l + Ä'"-')',

(11.) i/li^^;^^ = ÄoÄj - n (i-Ä-)(i-A-')'.

Ist, wie schon früher (S. 74), G die Discriminante der cubischen Glei-

chung 5f = , also

^ = (e.-0'(e,-e.)'(e.-0'

= (e^-e^)'(e„-ey)'(e„-ej,)*,

und wird ein bestimmter Werth der achten Wurzel aus G durch die Formel

erklärt, so folgt aus (9.), (10.), (1 1.)

(12.) ^sJJ^^G = 2h^hl = 2Ä* n (1-n'.

Man multiplicire nun die letzte Gleichung mit der für 5^*, die drei, aus

denen sie abgeleitet ist, der Keihe nach mit denen für 6^u, 6„u, S^M, schreibe

ausserdem den Exponentialfactor wieder als Function von u, so erhält man
für die 6-Functionen folgende Ausdrücke:

/
e
^^ -•

(13.) 5u = ^/-^—^f^Ai^n(l-Ä^")(l-?''"^*)(l-^^'"0,2m ^ i

(14.) 6„M = y^^ :r{2 + S-')h^ n (1-/»'")(1 + Ä"'^')(1+Ä'«.?-'),
' '^'^ ve^ — e.. >'=i\/eg-e,.

Tj«"1

/
z> ^"^ 00

(15.) 6.M = \/~ j_ , n (i-h"')(i+h"'-'2'){i+h*''-'0-''),
V^e„-ej.«=i

(16.) S^M = Vt^ ./ ^ n (l-Ä'")(l-Ä'"-'^')(l-Ä'"-'^-).

Darin ist y -^ als reciproker Werth der oben eingeführten Wurzelgrösse

y —^ definirt.
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Die vier Theta-Functionen.

Von besonderer Wichtigkeit ist die Transformation der für die 5-Functio-

nen gefundenen Productausdrücke in unendliche Reihen. Dass eine solche

Umwandlung möglich ist, ergiebt sich aus dem schon auf S. 155 herange-

zogenen Satze durch Vertauschung von Bezeichnungen. Die unendlichen

Reihen enthalten unendlichviele Potenzen von / mit positiven und negativen

Exponenten. Bei der wirkliÄien Darstellung wird man eine der eben ab-

geleiteten Formeln (15.), (16.) vor (13.) und (14.) bevorzugen, weil diese im

Gegensatz zu jenen vor dem Productzeichen noch z + 2~^ enthalten. Ferner

ist QgU noch vor 6 u dadurch ausgezeichnet, dass die beiden Bestandtheile im

zweiten und dritten Factor des allgemeinen Gliedes durch das Pluszeichen

verbunden sind. Wir gehen also von 6 u aus; die Ausdrücke für die übrigen

6-Functionen lassen sich dann durch einfache Substitutionen herleiten.

Es sei

(1.) n {l-h''){l + h"'-'2'){l + h"'-'0-') = F{z),
»1=1

und es werde

(2.) F{z) = 2 Ay
y ^—00

gesetzt, wo die Coefficienten A^ zu bestimmende Functionen von h sind. Für

die Berechnung soll untersucht werden, wie F{z) sich ändert, wenn das Argu-

ment u um eine Periode vermehrt wird. Die Vermehrung um 2<J5 ist aller-

[dings ohne Wirkung auf JP(^), denn z ändert dann nur sein Vorzeichen.

[Aber bei der Änderung von u um 2uj geht v in v + x, ^ in Ä^r über. In
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F{hz) kommt vor

(H-Ä»^^i)(H-A'^')...

(l + r'^-')(l + Ä^.-')...;

will man F{z) daraus wieder erhalten, so hat man mit 1 + Ä/ zu multipliciren

und mit 1 + Ä~' z'^ zu dividiren

:

oder

(3.) F{z) = h^'Fihz);

also

Um links und rechts die Coefficienten vergleichen zu können, ersetze man

rechts v durch v— 1; dann durchläuft v wieder die Werthe von — oo bis + oo.

Aus

folgt

oder

«2

d. h. A^h " bleibt ungeändert, wenn man v durch v — 1 ersetzt. Durch

weiteres Hinabsteigen zu v — 2, v— 3, ... findet man

Ah = A^,

(4.) A, = Ay\
wo A^ noch zu bestimmen ist.

Nun lassen sich die drei unendlichen Producte, die in der Formel (1.)

für F{z) mit einander multiplicirt sind, aus einem und demselben Ausdruck

herleiten. Es sei

(5.) f[(l + h-z) == f{h,^),
n= i

SO wird

n(i-Ä"') =f{h\-\),
n= 1

n(i+Ä'"-^') =fih\h-'z'),
n= i

n (l + h^'-'z-') = f{h\h-'z-').
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Solche Producte kommen schon bei Euler in der Introductio in analysin

infinitorum vor, wo von der Theilung der Zahlen die Rede ist. Ferner

werde

(6-) /•(Ä,^) = i«„^"
»1 =

gesetzt. Da für 2=0 f{h, z) gleich Eins wird und die Reihe sich auf das

I Anfangsglied reducirt, so ist

«0=1.

Zur Bestimmung der übrigen Coefficienten ersetze man wieder z durch hz

und vergleiche die neue Function mit der ursprünglichen. Es ist

I

«=1 1 + «z

Multiplicirt man links aus, so fällt das Anfangsglied a^ der ersten Summe gegen

kdas Anfangsglied der rechten Seite weg; schreibt man dann in der zweiten

Summe links n für « + 1, so erhält man

M= l M = l «=l

und durch Coefficientenvergleichung

K + «»-.)/*" = a„,

(7-) a„ = Y3Ä^a„-..

Da a^ bekannt ist, so sind sämmtliche Coefficienten bekannt, und zwar wird

— ^" ^""' h

n(n+l)

(8-)
(i-a)(i-a')...(i-ä;|)

Setzt man nun, um die einzelnen Theile von F{z) zu bilden,

»1 =

80 findet man die Coefficienten c^ dadurch, dass man erstens in ajji) h* für h
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schreibt und zweitens die aus der Substitution Ä"'/ für z hervorgehende Po-

tenz von Ä berücksichtigt. Dann wird

(9.) c. = *-..(*•) =
(i_,.)(,_fj,.,(,_,..)

-

Ebenso ist

wo c^ denselben Werth hat wie vorher, da nur z durch ^"* vertreten wird.

Aus diesen Eeihen setzt sich F{z) in folgender Weise zusammen:

und die Coefficientenvergleichung ergiebt z. B. für irgend einen positiven

Werth von v

(10.) ^, = m',-i)sc,c,^,.
Ä =

Die Gleichung (4.) könnte hieraus sofort wieder abgeleitet werden. Benutzt

man sie in der Form

und setzt

SO findet man

(11.) ^„ = 2 C;iÄ^'
+ 2^''(l-Ä»^+=''+«)(l_Ä»^+"'+*)....

Dieser Ausdruck gilt für beliebige Werthe von v, und man kann A^ gleich

seinem Grenzwerth für v = oo setzen, wenn ein solcher existirt. Nun ist

der Annahme nach |Ä|<1, mithin verschwinden mit unbegrenzt wachsen-

dem V alle Potenzen von Ä, in deren Exponenten v überhaupt A'orkommt;

die unendlichen Producte werden zu Eins, ihre Coefficienten c^Ä^'"*"^^" für

A > zu Null. Nur für A = ist v hierin gamicht enthalten. Das ent-

sprechende GHed von J. ist
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C„(l-/i"+')(l-/i"+*)...

und nähert sich für v = cx) der Grenze c^. Diese Grösse hat aber den Werth

Eins, wie aus

n^i

sofort folgt. Also ist schliesslich

. (12.) F{e) = 2 ^'''•^"-

Hiernach ist die Reihenentwickelung des in (S^u vorkommenden unendlichen

Productes bekannt, und damit auch des in (5 u enthaltenen, denn dieses ist

gleich F{zi).

Es sei ferner die in ß^u auftretende Function von z und h mit F^{z)

bezeichnet, also

{z + z-')h^ n (l-Ä'")(l + /i"'^')(l + /i'"^-=) = F^{z)
« = 1

gesetzt. Diese Grösse kann mit

z + z'

»1= 1

-1 eo

n (1 - Ä") (1 + Ä'".s') (1 + Ä'-^-')
*- n= i

JP' verglichen werden, es ist

F^{z) = zh^F{zy).

Endlich wird

F^{ie) = i{z-z-')h^ fl (1-A'")(1-Ä'»^')(1-A'"^-'),
.1=

1

und dieser Ausdruck kommt, vom Zeichen abgesehen, in 6u vor.

Die Zusammenstellung der vier Formeln ergiebt

(13.) 5m = \J^ -?-_ ^-Ä^J'U-A*),
T 2o> ^Q. %

"

(14.) 5„« = y/^^l=_^Ä*FU*),

ElliptUcbe Functionea. 22 ^
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(15.) ^- = ^i^i^^^^)^

(16.) ^r--\/i^^r=r7^^''^-

2m

Die aus den rechten Seiten hervorgehenden Reihenentwickelungen können

in verschiedenen Formen geschrieben werden, wenn für 2 und h ihre Werthe

als Exponentialgrössen wieder eingesetzt oder auch h beibehalten und die

Potenzen von 2 zu trigonometrischen Functionen von v vereinigt werden.

Man kommt hierauf unmittelbar, wenn man die Glieder mit gleichen Potenzen

von h zusammenzieht:

TT/ \ 1 , -^ 7"V 2m
,

-2w\
F{g) = 1 + S '« U + ^ 1

M = l

< , ^ tU^ ( 2nvrJ , —2nVTzi\— 1+ ^h [e +e
}

n= i

= 1 + 2 "^ h^ C082nVK,
n = t

F{si) = 1 + ^{-^) h \s +2 1

n= i

= 1 + 2 ^(~lfh*^\o8 2nvi:.
n= i

In

hat man zu demselben Zweck die Glieder mit v = n und v = — (w + l) zu-

sammenzunehmen. Das allgemeine Glied heisst dann

(2w+l)« i2n + iy

h ^ {.^^+' + ,-^^^'-') = 2h * cos(2n + l)t;u.

Ebenso ist in der Reihe für Qu zu verfahren, nur erhalten dort die Potenzen

von ^, die mit derselben Potenz von h multiplicirt sind, entgegengesetzte

Vorzeichen. Das allgemeine Glied wird:

^ (2w+l)^ (2w+l)'

tS-n * (^2«+ l__^-(2n+l)) _ 2(_^)n^ 4 ^1^(2^+1)^^.
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Für diese Reihen sollen, wenn mit der in 6u vorkommenden begonnen

wird, folgende Bezeichnungen gelten, in die das in h enthaltene Perioden-

verhältniss x aufgenommen wird:

(2w+l)'

(17.) 2 2 (-1)*** ^ 8in(2w + l)'üic = 2A^siBt;7t-2Ä"^sin3v7r
« =

+ 2Ä*sin5v7r = &,(y|T),

{2n+lf

(18.) 2 2 Ä * cos(2H + l)üJt = 2Ä*cos^ic + 2Ä''cos3t;Tr

+ 2Ä* COS 5t;7r ^ ^ b^{v\x),

(19.) 1+2 2 ä" cos 2nvT: = 1 + 2Ä cos 2i;it + 2h* cos ivn

+ 2h'C08&VK + --- = &,(flT),

(20.) 1 + 2 2 (-1)"/«**' cos 2m« TT = l-2/iCOs2t;7: + 2A*cos4t;7:

-2A*cos6üir + --- = 8,(t;lT).

Die Ausdrücke der 6- Functionen durch die 8 -Functionen werden:

(21.)

(22.)

(23.)

(24.)

6m
V 2üi A^ ''\2m aj'

nu^
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und ebenso aus (23.) und (24.)

(26.) . ^/^v'eT^ = Ö,(01-) = 1+2Ä+2Ä«+2A'+....,

(27.) \/— V'e;^ = »,(0|t) := l-2h + 2h*-2h' + --

Sind beispielsweise e^, e,, e^ reell, so giebt es ein primitives Periodenpaar

(2o>, 2u)') mit einer reellen positiven und einer positiv imaginären Periode.

Es sei dann <J5 = to, wozu,« = 1 gehört, und femer /S = 2, y = 3. Wegen

(u' -— = iii, fi r>

ist

reell, positiv und kleiner als Eins. Die Werthe der beiden Reihen auf

den rechten Seiten von (25.) und (26.) sind, wie unmittelbar zu sehen, reell

und positiv. Von der dritten kann man dies in folgender Art beweisen.

Für hinreichend kleine Werthe von h ist 0,(0 1^) sicher positiv. Um negativ

zu werden, müsste es der Stetigkeit wegen durch Null hindurchgehen. Nun

verschwindet aber öj(v|x) allgemein nur dann, wenn Sj(m|ü),u)') verschwindet,

also für

u = 2mtu + 2(w — -i-)«»'.

Welches auch die Werthe von to und \w!\ sein mögen, so ist hierunter kein

reeller Werth enthalten.

Hiernach ergeben sich aus den obigen Formeln, nachdem y-^ als

positiv erklärt ist (S. 163), die Werthe der vierten Wurzeln V^c,— e,, y'e, — e,,

V'e, — c, ebenfalls als positiv.

Was die Darstellung von e^, e^, e^ selbst durch öi und öi' angeht, so folgt

diese aus (25.), (26.), (27.), nämlich
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in Verbindung mit

in der Form

(28.)

e„ + c^ + e^ =

(^)>J(0) + OJ(0)).
1 / r
3"

Die drei hierin vorkommenden AVerthe der Theta- Functionen für das

Argument Null sind durch eine einfache Relation verbunden. Da nämlich in

. (25.), (26.), (27.) nur die Differenzen der Grössen e^ auftreten, so ergiebt sich

(29.) Öt(0) + 8J(0) = Ö*(0).'

Man kann auch die Function %^ oder \ielmehr ihre erste Ableitung für

i; = in die Relationen einbeziehen, indem man die Gleichung (21.) hinzu-

nimmt. Es ist (S. 32)

Qu = «< + c,m'+--- = 2<üt; + ---,

P öo(^0 = ^•»;(0) + >'ö;"(0) + ••••

Durch Vergleichung der Coefficienten von v' ergiebt sich

d. h.

(30.)

oder, da

^"-v'i^p- »;(•".

v^¥^ = ^«o)

(2«+!)^

W,{v) = 27: 2 (-l)*'(2n + l)A * cos(2n + l)t)«

(31.)

,
(2n + l)'

= -^ Ä^ (1 - 3 Ä'- + 5 Ä*'- 7 ;»'•+•..).
u>
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Nun war

\/G = \/e^-e^\/e,-e^\/e„-eii,

also wird

(32.) &;(0) = u».(0)»,(0)i).(0).

Endlich kann man aus derselben Potenzentwickelung einen Ausdruck von

T] mittels der Theta-Reihen ableiten. Ein Glied mit v' kommt auf der linken

Seite der Gleichung (21.) nicht vor; die Nullsetzung des Coefficienten dieser

Potenz auf der rechten Seite liefert

(33.)
«,_-i»»'-

6
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oder

(35.) 25rj =

2Ä^ =

-2e„m' +

.2e^a.+4u---^27.
+ 2A*+2A' + .

« .. . , 7»-4Ä*+9A''



Neunzehntes Kapitel.

Die allgemeine Theta-Function.

Die Theta-Functionen sind von Jacobi in die Analysis eingeführt worden.

In seinem Werke Fundamenta nova theoriae functionum ellipticarum (1829)

kommen erst zwei von ihnen vor, die mit 0(w) und H(m) bezeichnet werden;

und zwar stimmt H(m) überein mit der Reihe, durch die wir 6u dargestellt

haben, 6(m) mit der in 6^u auftretenden. Die hier mit /* bezeichnete Grösse

heisst bei Jacobi q, und demgemäss erscheinen die Functionen ö als abhängig

von den beiden Argumenten v und q. Den Functionen

».(^h), Mv\r), b,(v\r), ^,{v\x)

entsprechen bei Jacobi

^,ivK,q), &,(ü7r,3), %{vK,q), 0(j;Tt, g).

Man hat also, um zu den Jacobischen Functionen überzugehen, überall den

Index um eine Einheit zu vermehren und den Index 4 wegzulassen.

Während Jacobi bei der Begründung der elliptischen Functionen ur-

sprünglich von der Umkehrung eines Integrals ausgegangen war, hat er später

den Gang der Theorie ganz geändert. Unter der Voraussetzung, dass in

r'' dx n d<if = M

X und It reell sind, konnte man leicht beweisen, dass sin tp, cos cp u. s. w.

reguläre Functionen von u sind. Sobald man aber sin am u allgemein für

complexe Werthe von u und k erklären wollte, stiess man auf Schwierig-

keiten. Sie hatten hauptsächlich darin ihren Grund, dass man die Theorie

der Functionen complexer Argumente damals noch nicht so weit ausgebildet
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hatte, um sich von der Bedeutung eines Integrals mit complexer oberer

Grenze eine hinreichend genaue Vorstellung machen zu können. In der

obigen Gleichung zwischen x und «< gehören zu einem Werthe von x un-

endlich viele Werthe von u. Hat man einen solchen, so ergiebt sich ein

zweiter in der Form lJ^—u^ wo

xr C^ dx

r \/(l-a;*)(l-Fa;')'

und dann alle übrigen durch Addition einer beliebigen Periode. Die Aufgabe

wäre nun gewesen, aus der Theorie der complexen Integrale nachzuweisen, dass

das elliptische Integral alle diese unendlich vielen Werthe hat. Dann aber ist

es leicht zu zeigen, dass umgekehrt, wenn x als Function von u betrachtet wird,

X eine einwerthige Function von u ist. Jacobi bemerkt in seinen hinterlassenen

Papieren, dass diese Schwierigkeit ihn bewogen habe, den ursprünglich ein-

geschlagenen Weg zu verlassen. Er nimmt die Theta-Reihen als gegeben an,,

gleichgiltig wie sie gefunden sind, und untersucht sie. Zuerst zeigt er, dass

sie unter der hier immer festgehaltenen Voraussetzung über x reguläre Functio-

nen dieser Grösse sind, sodann, wie die vier Reihen aus einander entspringen.

Weitere Sätze führen auf die Additionstheoreme der elliptischen Functionen.

Endlich beweist Jacobi die Existenz einer Differentialgleichung erster Ord-

nung von ^der bekannten Form. Er bemerkt in jener Notiz : Wenn einst die

Theorie der Integrale mit complexen Grenzen so ausgebildet sein wird, dass

man sofort in die functionale Beziehung zwischen u und der oberen Grenze eine

Einsicht erhält, so wird es vortheilhafter sein, von dem Integral auszugehen.

Nach den Formeln auf S. 169— 171 erscheinen die vier Functionen ö

ursprünglich, d. h. vor Einführung trigonometrischer Functionen, als Reihen,

die nach beiden Seiten in's Unendliche fortschreiten. Es ist

(2.) a.(.|x)= s /^^"'*^'"-'\
M :=—X

(3.) \iv\i) = S '"^'^
M ^ — CO

(4.) »,(fix)= s (-irr%2«

Ellipliich« Fanctionen. * 23
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Setzt man für h und 2 die Exponentialgrössen ein, durch die sie definirt sind

(S. 160), so findet man

tt ^ — 00

n = — 00

Auch kann man noch (—1)" in dem allgemeinen Gliede von ö^, —(—1)" in

dem von ö^ als Exponentialgrösse schreiben und erhält dann, unter Weg-

lassung des zweiten Arguments t,

(5.)
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Multiplicirt man, den Gleichungen S. 171 (21.), (22.), (23.), (24.) gemäss,

die ö-Reihen mit e
*" und setzt

(12.) 2 e'" ^
'^^^ \ 2) .) ^ %{u;i,,v),

+ 00

2
« = -«

so sieht man, dass die S- und ö-Functionen übereinstimmend in dem Aus-

druck

enthalten sind, wo der constante Factor C für die verschiedenen C5-Functionen

verschiedene Werthe hat, -^ aber eine Constante bedeutet, die für die d-Functio-

nen gleich Null, für die (3-Functionen gleich -^-(1) zu setzen ist. ;* und v haben

die oben angegebenen speciellen Werthe. Abgesehen davon heisst 9(«;ft,v)

eine 0-Function mit den Parametern ft und v.

Für die allgemeine Theorie der 0- Functionen ist es wichtig, dass man

die Function mit zwei Parametern aus 0(«; 0, 0) durch Vermehrung des Argu-

ments um eine passend gewählte, von den Parametern abhängige Grösse und

Multiplication mit einem Exponentialfactor herleiten kann. Es sei

(13.) e(M;o,o) = e(M).

Man bilde ©(m + cö), wo

(14.) ü) = flu) + vm

sein soll. Der Exponent im allgemeinen Gliede setzt sich dann zusammen

aus dem Aggregat, das in 0(2*; (t, v) als Exponent vorkommt, und den Gliedern

TiM , _ _,^ vu-Ki x , _ ,,., v'üi' iti uviii

(u ^' ' 2(0 2u>
^ '

(ju 4 2

Diese können vereinfacht werden, wenn man eine durch die Gleichung

(i-o.) Tjw — tuTj = -"2"

definirte Grösse ^' einführt. Der Coefficient von u wird nämlich ff^ + v^', und

die von u freien Glieder erhalten die Form

fiSt + vSt' , _ ,,. uvkI
2 if^'^i + ^'^i)-^

23*
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Mithin ist

(firi + xr)') M+-C—s - 4~
(16.) Q{u + (l& + vm') — Q{u; [l,v)e ^ ^

/ 4
^

oder umgekehrt, wenn noch, dem Ansatz (14.) entsprechend,

(17.) (iri + VT^' = ^

geschrieben wird,

(18.) e(t*;ft,v) = 0(M + (S)e \ ^ I 4
_

Diese Gleichung ist deshalb von Bedeutung, weil sie gestattet, die Unter-

suchung der allgemeinen Theta- Function auf die der Function 8(m) zurück-

zuführen. Das Argument der Exponentialfunction in dem allgemeinen Gliede

der Reihe, die die (5- und d-Functionen umfasst, nämlich, für C = e%

^m' / v\{u l V\ tü'\
TIJ+C,

ist eine vollständige ganze Function zweiten Grades der Variablen w und der

ganzen Zahl w, über die summirt wird. Setzt man sie gleich

a^^u^ -V 2a^,un + a^^n' + 2a^^u + 2a^^n + a,^,

so haben a^^, ... a^^ folgende Werthe:

2a„ -2Ä-' '«» = r + ^j'^*' "-=
2r+2^)"* + ^-

Denkt man sich umgekehrt a,^, ... a^^ gegeben, so wird (5 durch die zweite

dieser Gleichungen bestimmt, dann G>' und -^ durch die dritte und erste, v

und sodann ;* durch die vierte und fünfte, c durch die letzte Gleichung.

Das heisst, man kann, wie auch a^^, ... a^^ gewählt sein mögen,

H = — 00

setzen, bei passender Annahme der sechs Constanten (J5, ä', ^, ft, v, C. Frei-

lich hat dieses Resultat nur eine Bedeutung, wenn die Exponentialreihe con-
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vergilt. Wegen des eben bewiesenen Zusammenhanges zwischen Q(u] n^v)

und 9(«; 0,0) kommt es aber bei der Beurtheilung der Convergenz nur auf

diese Reihe an. Für ft = 0, v = wird a^^ = 0, a,, = 0, a^^ = c] mithin

handelt es sich, von dem constanten Factor C abgesehen, um die Conver-

genz von

n^ — 00

Nun ist

8(«)= 2 e'" ^" -^ ^,2. ö/JL M
n= -oo \ ^(U

I

U) /

und für die Convergenz der Reihe ö, gilt die Bedingung

Allerdings ist sie nur unter den Voraussetzungen abgeleitet worden, die in

der Theorie der elliptischen Functionen gelten, dass nämlich (2ü), 2üi') ein

primitives Periodenpaar der ^-Function bedeute, die der ganzen Theorie zu

Grunde liegt, und dass

G' -

sei. Aber der Werth von i^ ist offenbar nicht von Belang, da -^ in ^, nicht

vorkommt, vielmehr der Factor e " herausgezogen worden ist, wie man dies

von vornherein auch mit e " hätte machen können. Und ebenso ist die

Bedeutung von 2ui und 2(i)' als Perioden in der Theorie der ö- Reihen ganz

in den Hintergrund getreten. Man sieht daher, dass die obige Convergenz-

bedingung nur in die neuen Bezeichnungen umgesetzt zu werden braucht. Da

tu

"
13)1

ist, so lautet sie

?R(aJ<0.

Ganz direct kann diese Bedingung in folgender Weise abgeleitet

werden.
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Zunächst sieht man sofort, dass sie nothwendig ist. Denn wäre ^{a^J ^0,
so würde in

6(0) = 2 e""**'
n= — 00

das allgemeine Glied nicht mit wachsendem n beliebig klein werden.

Um zu untersuchen, ob die Bedingung auch hinreicht, setze man

a..u' + 2a,,un + a,.n^ = a,An + t'f(--6»-23 /

2

e(M) = e^ ""/
• S e ^ "

,

n= — CO

wo es auf den Exponentialfactor vor dem Summenzeichen nicht ankommt.

Es sei

a,j = K + ßi,

also der Exponent im allgemeinen Gliede

(a + /3i) ((w + D» + 2 (w + 1) Yj i- V).

Betrachtet man die Reihe der absoluten Beträge,

und setzt

«

so kommt die absolute Convergenz der Reihe für 9 (u) auf die Convergenz von

hinaus. Bei positivem n wird der Quotient zweier aufeinanderfolgender Glieder,

e
'- _ 2an a(l + 2C)

für di{a^J = tt'<0 mit wachsendem /i kleiner als Eins, ja sogar beliebig
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klein. Ist n negativ, n = —m, handelt es sich also um den Bestandtheil

SO bleibt das Ergebniss bestehen, weil sich nur das Zeichen von C, geändert

hat. Demnach ist die Bedingung

(19.)
. SR(a„)<0

für die Convergenz der allgemeinen Theta-Reihe nothwendig und hinreichend.



Zwanzigstes Kapitel.

Die Theta-Function mit zwei Parametern.

Verwandlungsformeln für die 6- und S-Functionen.

Im zehnten Kapitel ist untersucht worden, wie die 6-Functionen sich

ändern, wenn das Argument um eine der Grössen 2(2 oder 2(35' vermehrt wird.

Die Resultate wurden gebraucht, um das periodische Verhalten der S- Quo-

tienten genau festzustellen. Die entsprechenden Ergebnisse für die ö-Functio-

nen würde man mit einem Blick übersehen können, wenn man die Verände-

rung der 9 -Function mit zwei Parametern bei der Vermehrung des Argu-

ments um eine beliebige Grösse kennte. Denn von dieser Function konnte

man zu den ö-Functionen dadurch übergehen, dass man -^ = setzte, ohne

Rücksicht darauf, welche Bedeutung dieser Grösse ursprünglich zukam, und

ausserdem noch andere Constanten specialisirte (S. 179). Man steht daher

vor der Aufgabe, die Änderung von Q{u-[i,v) bei Vermehrung von u um
einen beliebigen Zuwachs zu untersuchen, unter der einzigen Annahme, dass

die vorhin ermittelte Convergenzbedingung gelte. In Folge dieser Bedingung

können St und ui' kein reelles Verhältniss haben, und man darf daher eine

beliebige complexe Grösse cü' in die Form

' * I *.' *

'

ft tu + V (U

setzen, für ft' und v' als reelle Grössen.

Nach der Formel S. 180 (18.) wird nun

_/ , 1 _
, _,\

,
iivni- '^{u + -^ <o + Ui' ) +~—

e(M + w';/*,v) = 8(M + « + tS')e ^ ^ * .
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Da aber

Ö)+(Ü' = (ft + ft')<ü + (v + v')w'

ist, so kann man dieselbe Formel auch umgekehrt dazu verwenden, d{u + tö + <o)

durch eine 0- Function mit den beiden Parametern (i + (i\ v + v' darzustellen.

Setzt man, entsprechend S. 179 (14.) und S. 180 (17.),

(1-)
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Nun hatten in den Theta- Reihen, die aus der Theorie der elliptischen

Functionen entspringen, die Parameter ft und v nur die Werthe —1, und

+ 1,0. Um die Formel (3.) auf diesen Fall anwenden zu können, braucht

man eine Relation, durch die man, wenn yi! und v' ganze Zahlen sind, die

neuen Parameter ft + ft', v + v' wieder auf jene speciellen Werthe zurückführen

kann. Es ist leicht, die Veränderung zu beurtheilen, die die Function

T)M^ I v\ I U I V\ üi'\ .

erfährt, wenn die Parameter um gerade Zahlen vermehrt werden. Ersetzt

man ft durch fi + 2jo, so ändert sich das allgemeine Glied um den Factor

2/ vp-ni

der herausgezogen werden kann. Es wird also

(4.) e(M;ft + 2i;,v) = e''^"*0(M;^,v).

Vermehrt man v um 2q^ so tritt nur n + q an die Stelle von w, und durch-

läuft ebenso wie dieses alle ganzzahligen Werthe von — oo bis + oo. Die

6 -Function bleibt ungeändert:

(5.) 0(m; jti, v + eg) = e(M; ft, v).

Beide Formeln zusammen geben

(6.) %{u;(i + 2p,v+2q) = e"^""' e(u; fi, v).

Durch wiederholte Anwendung dieser Gleichung kann man die Werthe der

(ganzzahligen) Parameter auf ihre kleinsten Reste für den Modul 2, also auf

und + 1 oder — 1 zurückführen.

Für die elliptischen 6-Functionen werde nun, den Gleichungen S. 178 (10.)

gemäss,

8(m;-1,1) = e„(M)

e(u; 0,1) = 0.(m)

e(«; 0,0) = e,(M)

e(M;-i,o) = e,(M)

gesetzt. Bei der Beurtheilung der Veränderung dieser Functionen der Formel
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(3.) zufolge hat man vier Fälle zu unterscheiden, weil die (nunmehr ganz-

zahligen) Coefficienten ^', v' des Incrementes fi'ui + v'u)', jeder für sich, gerade

oder ungerade sein können. Es sei erstens

üj' = 2p{i> + 2qü>',

Die 0-Function auf der rechten Seite von (3.) hat die Parameter (i + 2p,

v+2q, reducirt sich also nach (6.), von dem Exponentialfactor abgesehen,

auf 6(e«;ft,v) selbst. Das heisst in den Bezeichnungen (7.): Die Indices der

8-Functionen bleiben ungeändert. Der an letzter Stelle in (3.) stehende, für

alle vier Functionen übereinstimmende Factor lautet

^irj'(u + i(u')-_pgTit

ftr nt

Ausserdem treten die beiden Exponentialfactoren e und
g'^^'^^

hinzu.

Sie liefern, zusammengefasst, der Reihe nach

für
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e(M;-l,l) = -0(m; 1,1).

Die Function 0^ verwandelt sich also in — 9^. Aus den Parameterwerthen ,

von 6j gehen die Werthe 1, hervor, die wegen (8.), nämlich

Q(u;-1,0) = e(M; 1,0)

durch —1 und ersetzt werden können. 9^ führt mithin auf 9^. Endlich

geben die Parameterwerthe —1 und von 9^ die "Werthe und 0, 9^ geht in

9 über. In allen vier Fällen kommen auch hier die vorher ermittelten, aus

(IVTZl
+ vpTzi

entstandenen Vorzeichen hinzu, weil der allein geänderte Parameter jt' in

diesem Ausdruck nicht enthalten ist. Der für die vier Theta-Functionen

übereinstimmende Exponentialfactor heisst

({2p+ l)r]+ 2g[fi'){u + {p + i]S>+ q&' ) - (p + {) qni
• 6 .

Die Formeln sind in der zweiten Zeile der Tabelle enthalten.

In derselben Weise erledigen sich die beiden noch übrigen Annahmen

und

cü' = 2pm + (2q + l)Si'.

Die Eesultate sind in der dritten und vierten Zeile der Tabelle zusammen-

gestellt.

E'
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Alle hierin enthaltenen Formeln gehen also aus (3.) hervor, wenn die

zusammengesetzten Parameter mittels (6.) reducirt werden. Sämmtliche sech-

zehn Verwandlungsformeln kann man sich in einer einzigen enthalten denken,

wenn man (3.) und (6.) in passender Weise vereinigt. Es sei ft„ gleich —1

oder 0, v^ gleich +1 oder und in jedem Falle so gewählt, dass

11 + fi' = (i^ mod 2,

V + v' = v^ mod 2, I

d. h.

v + v' = v„ + 2q^.

Übrigens wird q^ nicht gebraucht, wie aus der speciellen Beziehung (5.) er-

sichtlich ist. Es folgt

"o—2
—

und demnach in Verbindung mit (3.)

(v„(fH-ft'-fto)-fH')-5- r/ M+— w' --5:--

(9.) Q{u + ^';t,,v) = e 'e(M;^„^Je V 2 / 4 _

Diese Gleichung enthält, der Definition der Zahlen (i^ und v^ gemäss, auch

rechts nur wieder eine der Functionen S^,, 9^, 0^, 9^.

Aus den Verwandlungsformeln für diese Functionen bei Vermehrung des

Arguments um eine beliebige ganzzahlige homogene lineare Function von to

und w! lassen sich die entsprechenden für ö^, d^, d,, d, fast ohne Rechnung ab-

leiten. Die Function

« = —CO

geht in

^iy;i^,v) = 2 e^
'^ '

Über, wenn

f, = 0, w = I, m = fr
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gesetzt und v für u geschrieben wird (S. 179). Bei dieser Specialisirung der

Constanten entsprechen den Functionen 6^, 6^, 0^, O^ der Reihe nach ö^, ö^,

dj,d,. Der Tabelle für jene Functionen lässt sich daher eine für diese an

die Seite stellen, die erkennen lässt, Avie die Functionen ö sich ändern,

wenn das Argument um p + qx oder p + j + qx u. s. w. vermehrt wird.

Der bei allen Functionen auftretende Exponentialfactor

lässt sich hier vereinfachen. In der Definitionsgleichung für
yf (S. 179 (15.))

fällt das erste Glied weg, und wegen «> = ^ wird

f/ = — Tti.

Der Exponentialfactor heisst somit

, ./ 1 , 1 , \ li'v'r.i

e
' '

oder
, ./ ,1 , \ fi'i-'Tri— v itiId +— r TJ— —

oder, da v eine ganze Zahl sein sollte,

2 —v'vni, 4
e eh 1 ,»— r

Danach lautet die Tabelle für die Transformation der d-Functionen jetzt

folgendermassen

:

tu'
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sind, dass die vier Functionen bei der Verwandlung in sich selbst über-

gehen. Sie heissen, vollständig ausgeschrieben:

Besonders bemerkenswerth sind unter diesen wieder die für q = 0, in

denen keine Potenz von /* und auch kein von v abhängiger Factor, sondern

höchstens ein Vorzeichen auftritt. Es sei noch p = i-^ dann ergiebt sich

^ 8.(t;+l)= Mv)

Diese Gleichungen lassen das periodische Verhalten der 9-Functionen hervor-

treten. Von welchem primitiven Periodenpaar (2(J5, 2&') man auch ausgehen

möge, so haben doch die ö- Functionen immer bestimmte ganze Zahlen zu

Perioden; und zwar ö^ und ö^ die Zahl Eins, d^ und d^, wie durch Iterirung

der beiden ersten Gleichungen folgt, die Zahl Zwei.

Man hätte dies auch aus den trigonometrischen Reihen ablesen können,

durch die die vier Functionen erklärt worden sind (S. 171). Es war z. B.

d,(t;) = 22 (-1)"/* * sin(2w + l)t'Tr.

« = o

Vermehrt man v um Eins, so ändert sich das Argument des Sinus um
(2m + ])t:, und der Sinus wechselt sein Zeichen. Ebenso verhält sich der

Cosinus in ^^{v). Dagegen enthalten ö^ und ö^ im allgemeinen Gliede cos inviz,

und bei einer Vermehrung des Arguments um ein gerades Vielfaches von ir

bleiben die trigonometrischen Functionen ungeändert.

Der Änderung von v um die Zahl Eins in den Formeln für die ö-Functio-

nen entspricht wegen

u
~ ~2&



Mv + t) =
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die Werthe 0,u,ß,y annehmen, wobei unter 6^u die Function 6u selbst

zu verstehen ist. ^' und v' bedeuten, wie zuletzt immer, ganze Zahlen.

Nun ist

wo / für jedes X eine bestimmte, aus den Beziehungen (14.) zu entnehmende

Zahl der Reihe 0, 1, 2, 3 bezeichnet. Aus der Tabelle auf S. 188 folgt dann

_, / ,1 „\ fi'v'Tzi

r bedeutet wieder eine bestimmte Zahl 0, 1, 2 oder 3 und e^, den in der

Tabelle vor 6^ {u) stehenden Factor ± 1 oder ± i. Geht man nun vermöge

der Gleichung

6,,(m) = Q.e,(w)

von der neuen 6 -Function zu der entsprechenden S- Function zurück, so er-

hält man

(16.) S,(m + ü)') '" a.

r »! « + -TT <" -
-^-i

—

6^,{u)e

Was durch die Tabelle nicht mit gegeben wird, sind allein die Quotienten

--;• Bei ihrer Zusammenstellung hat hian zu berücksichtigen, dass die in der

ersten Gleichung (15.) vorko.mmende achte Wurzel durch den Ausdruck

\IG = yje,-e \Je^-ey\le„-e,

bestimmt ist.

(U
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Zur Erläuterung dieser Tabelle möge beispielsweise

6^{u + (2m + 1) io + {2n + 1)(ü')

berechnet werden. Man setze

(17.) a = 1, /J := 2, y = 3; üi = (u, m = m'; p = m, q = n.

Die letzte Formel (14.) lautet

Nach der Tabelle auf S. 188 — vierte Spalte, dritte Zeile — wird Q^(u + iö')

im vorliegenden Falle in (— l)^'*^'i9 (m) übergeführt, und von («*) leitet die

c
zweite Formel (14.) zu (o^u zurück. Das Constantenverhältniss -^ ist gleich

-^, sein Werth nach der Tabelle auf voriger Seite

fe

Der noch hinzutretende Exponentialfactor findet sich in der ersten Tabelle

vor. Die gesuchte Formel ist

(18.) S,(M + (2m + l)m + (2n + l)u>')

= (_l)"'+«i V^E^S j^_g({2j»+ l)il + (2n+l)r,')(w+(m4-i)ui + (n+ i)">')-(»« + i)(n+5)zt^

Setzt man noch specieller
*

m = 0, w =: 0,

so findet man
Ki , ,. / U) + (u'\

) = e \/ e
^ SiW-

Da jede der Zahlen a, ß, y für sich die Werthe 1, 2, 3 annehmen kann,

wenn nur a, ß, y insgesammt und von der Reihenfolge abgesehen den Zahlen

1, 2, 3 gleich sind, so kann man den Werth der linken Seite von (18.) aus

den vorangehenden Formeln noch auf verschiedenen anderen Wegen herleiten.

Es sei z. B. « = 3, ä = o)', und etwa w = — u). Man hat aus

fi'm + v'm = (2m + l)(u + (2m+ l)u)'

die ganzen Zahlen n' und v' zu bestimmen und die beiden Tabellen aufs
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neue zu benutzen. Die allgemeine Verwandlungsformel führt dann, wie von

vornherein klar, wieder auf 6^u, und auch der erste Bestandtheil des Expo-

nentialfactors,

(^
>

bleibt ungeändert. Was sich im Allgemeinen ändert, sind die vierten Wur-
zeln, das Vorzeichen und der zweite Theil des Exponentialfactors. Bei der

Überführung des einen Ausdruckes in den andern ist nun zu beachten, dass

die vierten Wurzeln, nach Festsetzung eines Werthes von y-^, eindeutig be-

stimmt waren (S. 163), dass aber für die zweite Annahme die Grösse h, durch

die die Bestimmung sich vollzieht, einen anderen Werth hat als für die

erste (S. 160 (29.)).

Handelt es sich nur um die Darstellung von

5j^{u + (i<ü + viu'), (^ = 0,1,2,3)

SO kann man sich bei Anwendung der Formeln (14.), (15.) und der Tabelle

mit der Annahme (17.) begnügen.

Die Verwandlungsformeln enthalten insbesondere auch die Gleichungen

S. 72 (12.) und S. 91 (12.), von denen zu Anfang dieses Kapitels schon die

Rede gewesen ist.

26^
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Einundzwanzigstes Kapitel.

Beziehungen zwischen 6-Functionen von mehrgliedrigen Argu-
menten.

Wir kommen jetzt zu einer Gruppe von Gleichungen zwischen 6-Functio-

nen, deren Argumente aus mehrgliedrigen Ausdrücken bestehen. Diese Glei-

chungen lassen eine grosse Anzahl von Folgerungen zu, und namentlich kann

man aus ihnen die Additionstheoreme der 6-Quotienten herstellen, die auf

anderem Wege weit -schwieriger abzuleiten sind. Man kann von der Formel

6(u + v)(5(u — v)

ausgehen. Stellt man sie noch für zwei andere Argumente «', v" auf, befreit

beide Formeln von den Nennern und multiplicirt, so erhält man

6(u + v)6(u — v) 6(v'+v")6(v'—v") = {fu — pv){fv'—pv")6''u 5^v 6*t>'6't;".

Hierin werde mit v, v', v" zweimal hintereinander eine cyklische Vertauschung

vorgenommen. Bei der Addition aller drei Gleichungen verschwindet die

rechte Seite identisch, und es wird

(1.) 5(u + v)6{u-v)6(v' + v")6{v'-v") + 6{u + v')6(u-v')5{v" + v)5(v"-v)

+ 5{u + v")6(u-v")6(v + v')5{v — v') = 0.

Aus dieser Grundformel lassen sich solche für S- Functionen mit Index

dadurch ableiten, dass die Argumente um halbe Perioden vermehrt werden.

Es seien

p q q' q"

Incremente der Veränderlichen
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Dann muss z. B.

p + q = (ü^

p-q = S>[

sein, wo ui^^, &[ incongruente halbe Perioden bedeuten. Es folgt

2p ^ Ä^+w;, 2q = 5;- tu;,

sodass auch 2p und 2q im Allgemeinen gleich oder congruent halben Perioden

werden. Setzt man nun weiter, der Gleichung

P + q = S».

entsprechend

,

p + q' = f!>u, P + q" = ^y, 2p = Ä^,

also

(2.) p = jü>^, q = <^i-\^^, 2' = %-iüij,, 2" = %-fÄ^,

so wird

p-q = (ö^^-ü>j., ...

q'+q" = Ä^+Ä,-Äp, ...

q'-q" =^ '",.-">v) -,

d. h. alle zwölf in der Formel (1.) vorkommenden Argumente werden um
halbe oder auch um ganze Perioden vermehrt.

Die formale Bevorzugung von u soll im Folgenden festgehalten werden,

obgleich, wie unmittelbar ersichtlich, die Formel (1.) auch bei cyklischer

Vertauschung aller vier Grossen u, v, v', v" ungeändert bleibt.

Von halben Perioden kommen nur drei in Betracht, nämlich aJ, &' und

tb + w', für die

ist. Zu ihnen gehören die Functionen S^m, S «, <5 u vermöge dreier Glei-

chungen, deren erste

lautet. Setzt man demgemäss

(3.) G(« + Äj = S<L,e^'"S^M
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und wendet dieselbe Bezeichnungsweise auch für (i, v und p an, so müssen,

wenn Gi^^^ ... (5 wirklich halbe (nicht ganze) Perioden sind, von den Functio-

nen S^M, ... S M mindestens zwei einander gleich sein. Ist dagegen das Incre-

ment für irgend eines der in (1.) vorkommenden Argumente eine ganze Pe-

riode, so muss die Übergangsformel (3.) durch eine andere, S. 72 (12.), ersetzt

werden. Man kann diese in der Form

6(m + 2ä,) = ±e2^^^"+''^)sM

schreiben.

Es sei noch

diese Grössen sind dann wieder halbe Perioden oder auch gleich Null. Ord-

net man ihnen Functionen S;i^(m), S^ (m) zu, so geht z. B. aus dem ersten

Gliede der Formel (1.), von constanten und Exponentialfactoren abgesehen,

das Product

(4.) 6, {u + v) 6^ {u- V) 6^,^ {v +v")6^,{v'-v")

hervor.

Die zu den zusammengesetzten halben Perioden gehörenden Grössen

\^^ ... bestimmen sich aus der Formel

S' S' G'
(^•) -g-C^A + Ä^) = -5-5,+ g-Ä^

(vgl. S. 71 (11.)), die freilich für A = ft nicht gilt. In diesem Falle tritt an

die Stelle von (3.) die obige Gleichung für (S{u+2Gi^. Ihre Anwendung hat

auf den Coefficienten von u im Exponentialfactor dieselbe Wirkung, als wenn

man die Relation (5.),

auch für k = n gelten lassen wollte (vgl. S. 70 (9.)).

Zieht man nun aus dem im ersten Gliede von (l.) auftretenden Expo-

nentialfactor alle Ausdrücke zusammen, die die Variablen enthalten, so findet

man als Theil des Exponenten
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ra{u + v) + (;ip-T,J(M-f) + (%^ + ri,-r,^){v' + v") + (r,^-r,^)(v' -v")

= 2ri^v + 2r,^y+2-7t^v"+ri^{u — v — v'—v").

Die übrigen Theile kommen nur für den constanten Factor in Betracht, mit

dem das Product (4.) noch behaftet ist.

Der eben angegebene Ausdruck bleibt nun ungeändert, wenn v, v', v" und

demnach auch X, (i, v cyklisch unter einander vertauscht werden. Soweit die

Exponentialgrössen von den Variablen abhängen, fallen sie also aus der

Gleichung weg, und es bleibt *

c,5^{u + v) 6i^{u-v) 6^,,j(v'+v")6^„(v'-v")

(6.) +c,6^i^^ + v')6^,^iu-v')6^^(v" + v) 6,,iv"-v)

+ c,6,{u + v'')5,^{u-v")5^^^{v +v')6j,^Xv -v') = 0.

Die Coefficienten, die eigentlich mit c. , c^' ,^, c" bezeichnet werden müssten,

sind von den vorkommenden halben Perioden abhängig, ändern sich also im

Allgemeinen von einer Annahme zur anderen. Sie sind stets von Null ver-

schieden.

Es sei nun beispielsweise

tüi = «"^ = ">, = «ü, "»j =
vorausgesetzt, so ist

A = ft = v=a, Q = 0.

Die Zusammensetzung mit q trägt zu dem Werthe eines Index nichts bei,

d. h. es ist, in sofort verständlicher Bezeichnung,

(Xq) = i^Q) = (vq) = tt.

Der zweigliedrige Index {(tv) weist auf die Vermehrung des Arguments der

Stammfunction um ui + ai^ hin. Diese Grösse ist hier eine ganze Periode,

20, die S- Function geht in sich selbst über, es ist

iliv) = 0,

und ebenso

{vX\ = 0, {X(i) = 0,

ilivQ) = 0, (vXq) = 0, (A^e) = 0.

jDie Formel (6.) lautet also
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<'i^o("+.'^) "^aC**""^) G{v' +v")6{v' —v")

(7.) +c^5^{u + v') 6„(u-v') 6{v" + v) 6{v"-v)

+ c^5^{u + v")6^(u — v")5{v +v')6{v —v') = 0.

Zur Bestimmung der Coefficienten kann man einigen Veränderlichen

specielle Werthe beilegen, z. B.

v' = v" —

setzen. Die übrig bleibende Gleichung liefert dann

und wegen der Symmetrie der Gleichung (7.) muss der gemeinsame Werth

von Cj und c^ auch gleich dem von c^ sein. Da er nicht verschwindet, so

heisst die Formel

(8.) 6^{u + v) 6^{u-v)6{v'+v")5{v'- v") + S„(m + v') 5^{u-v')(5{v" + v)6{v"-v)

+ 5^{u + v")6^{u— v")6(v + v')6{v — v') — 0.

Wie es sich von selbst versteht, vertritt diese Gleichung ein System von

dreien, weil « gleich 1, 2, 3 gesetzt werden kann.

Hiervon abgesehen, handelt es sich jetzt darum, sämmtliche Gleichungen

zu bilden, die in (6.) für die verschiedenen Annahmen über die halben Pe-

rioden ü)^, ... Ä enthalten sind. Die Ergebnisse sind in der folgenden Tabelle

zusammengestellt. Bei der äusserlichen Bevorzugung von u, also auch von c5^,

lassen z. B. die ersten sieben Zeilen, ausser der an die Spitze gestellten Glei-

chung (1.), folgende für & = geltenden Möglichkeiten hervortreten.

Zweite Zeile: die drei ersten halben Perioden einander gleich und von

Null verschieden;

dritte Zeile: zwei von diesen Grössen einander gleich und gleich Null;

vierte und fünfte Zeile: zwei einander gleich und von Null verschieden,

die dritte gleich Null oder nicht;

sechste und siebente Zeile: alle drei von einander verschieden, und zwar

eine gleich Null oder nicht.

Die noch übrigen Zeilen geben dann alle für ui =i= möglichen An-

nahmen wieder.
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Aber die Zusammenstellung enthält einige Gleichungen mehrfach. So

lassen sich z. B. die S-Producte, die der dritten Zeile entsprechen,

SaS&S„cS„ö, Sa'5i'S„c'S„ö', S„a"S„&"Sc"Sö",

aus den zu der zweiten Zeile gehörenden

6„aS„&Sc6ö, S„a'S„&'6c'Sö', Q„a"6„6"Sc"6ö",

die dieselben Indices, nur in anderer Reihenfolge, enthalten, durch Ver-

tauschung von Bezeichnungen ableiten. Aus (9.), (10.), (11.) folgt nämlich

I

o! = l.(a + b + c + d), V = |(a + 6-c-ö)

I c' = '\{a-h + c-d), d' — {(-a + b + c-d),

j
a" = }(a + 6 + c-ö), b" = \{a + b-c + d)

\ c" = \{a-b + c + d), d" = \{a-b-c-d).

Vertauscht man nun a mit c, setzt —d für b und —b für d, um zunächst das

Product 6 aS b6c6d, vom Vorzeichen abgesehen, in das darüberstehende zu

verwandeln, so gehen

(13.)

(14.)

in

a' y c' d' a" b" c" d"

c' d' a' b' a" -b" c" - d"

über, und damit auch 6^a' 6^b' (5c' 6d' in 6a' 6b' 6^c' 6^d\ während das dritte

Product nur sein Zeichen ändert.

Die Tabelle

3
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enthält in der ersten Spalte die Nummern der Gleichungen, die mit anderen,

daneben angezeigten, inhaltlich übereinstimmen. In der dritten Spalte sind

Substitutionen (im Allgemeinen blosse Vertauschungen) angegeben, durch die

die Gleichungen der zweiten Spalte in die entsprechenden der ersten über-

geführt werden können.

Es kommt jetzt darauf an, die sechs unabhängigen Relationen, die zu

den Zeilen 1, 2, 4, 5, 7 und 10 der Tabelle auf S. 201 gehören, vollständig her-

zustellen, d. h. für jede dieser Gleichungen die Verhältnisse der Coefficienten

c^j c , c^ zu berechnen. Von der Ausgangsgleichung abgesehen, ist dies für

die Annahme 2 bereits geschehen (S. 200). Die Voraussetzung 4 führt auf

c,6„a5„ö5„c6„ä + c,S„a'5„6'S„c'6„ö'+C3Sa"6&"Sc"Sä" = 0.

Nimmt man v = «' ^ v" = , so sieht man , dass

c, = 1, c, = -1

gesetzt werden darf. Eine zweite Gleichung, in der nunmehr der dritte Co-

efficient stehen bleibt, folgt dann für-

v' ^= v" = 0, V = u,

nämlich

6„(2m)-6*m + CjG'm = 0.

Die linke Seite ist nach Potenzen von u zu entwickeln und der Coefficient

von u* gleich Null zu setzen. Dazu kann man die Formeln

S> = (pM-eJS'M,

5u = u-^^^u^ + ...,

benutzen, aus denen

6"m = u'-~^-u' + ^

26*
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hervorgeht. Die Bestimmungsgleichung für c, lautet

und liefert

Ca == («„-e^)(e„-ey).

Hiemach gilt die Relation

(15.) 5,{u + v) 5,(u-v) 6^{v'+v") 5^{v'-v")-6„{u + v') S„(m-j;') 5,{v" + v) 6,{v''-v)

+ (ea-e^)(e^-e^)5{u + v")5{u-v")5{v + v')5(v-v') = 0.

Die Annahme 5 liefert die Gleichungsform

Dieselbe Specialisirung wie im vorigen Fall,

V = v' = v" = 0,

führt zu demselben Ergebniss

c, = 1, c, = -1.

Setzt man ferner

u = v' = v" = 0,

so findet man
5'^v-5'^v + c^6^v = 0,

d. h. wegen der Identität

5lv-6}v + (e„-e^)6'v =
(S. 89(7.)):

Die neue Formel lautet

(16.) <5^{u + v)5^(u-v)5^(v' + v")5^(v'-v")-6„(u + v')6,(u-v')6f{v"+v)6^{v''-v)

+ (e„-e^)Sy(M + !'")S^(M-f")<5(ü + i?')S(«;-t;') = 0.

Die Annahme 7 ergiebt

c,S„aS„&S„cS„ö + c,6^a'S^6'5^c'S^a' + c,S^a"6y6"SyC"S^«3" = 0.

Setzt man wieder v,v' und v" gleich Null, sodass

c, e^u + c, 6^M + c, G^M =
wird, und führt die auf der vorigen Seite benutzte Reihenentwickelung für
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6" u auch für (S\ u und 6^ u ein , so erhält man

c,+ c,+ C3 = 0,

^aC. + e^Cj + e^c, = 0,

und daraus

•ej,:e^-e„:e„-

(e^-e^)G„ (« + «;) 5„(?*-«;) S„(?;' + «")S„(t;'-?;")

(17.) +{e^-e„)6^{u-irv') ^.^{u-v') 6^{v" + v) 6^{v"-v)

+ {e^— e^)6^{u + v")(o^{u— v")6^{v + v') 6^{v — v') = 0.

Die letzte Annahme, zur Zeile 10 der Tabelle gehörend, liefert eine

Gleichung der Form

c,S„a6^66yC5ö + c,6„a'S,6'5^c'5ö'+c,S„a"S^6"5yC"Sö" = 0.

Die Coefficientenbestimmung vollzieht sich genau wie auf S. 200, mithin wird

(18.) <5^{u-{-v)(ö^{u— v)6^{v'-\-v")ß{v'—v") + 6^{u-\-v')6^{u—v')<Ö^{v"-\-v)6{v"—v)

+ 6„(M + i;")S^(M-v")Sy(v + t;')S(t'-v') = 0.



Zweiundzwanzigstes Kapitel.

Die Additionstheoreme der S-Quotienten.

Relationen zwischen Theta-Functionen von mehrgliedrigen

Argumenten.

Aus der grossen Anzahl von Folgerungen, die sich, aus den sechs For-

meln (1.), (8.), (15.), (16.), (17.), (18.) des vorigen Kapitels ziehen lassen, soll

eine Gruppe hervorgehoben werden. Man kann die vier unabhängigen Va-

riablen, von denen die Argumente sämmtlicher S- Functionen abhängen, so

wählen, dass als zusammengesetzte Argumente nur noch u + v und u— v auf-

treten, alle übrigen aber eingliedrig werden. Entfernt man dann aus zwei

Formeln, in denen «* — v in einer und derselben S- Function vorkommt, diese

durch Division, so bekommt man eine Relation zwischen 6- Quotienten für

die Argumente u,v und u+v.

Die sechs Ausgangsformeln lauten, für die Bezeichnungen a,...d" zu-

sammengestellt :

(1.) 5a 6b 6c 6d + 6a' 6b' 5c' 6d' + 6a" 6b" 6c" 6d" = 0,

(2.) 6^a6„b6c6d + 6„a'6J'6c'5d'+5^a"6„b"6c"5d" = 0,

(3.) 5„a6„66„cS„ö-5„a'6„6'6<.c'6„ä' + (e„-e^)(e„-ey)6a"56"5c"5ä" = 0,

(4.) 6„a6^h6^c5^d-5,a'6,b'6^c'6^d' + {e^-e^)5^a"6^V6c"6d" = 0,

(5.) (e^-e^)5„a6„6 6„cS„d + (e^-e„)6^a'S^6'5^c'S^ä'

+ (e„ - e^) 5, a" S, b" 6, c" S, ö" = ,

(6.) 6„a5^b6^c6d + 6^a'6^b'6^c'6d'+6^a"5^b"6^c"6d" = 0.

Hierin mögen a, b, c, d als unabhängige Variable betrachtet werden, a', ... d"

als deren Functionen, bestimmt durch die Ausdrücke (13.) und (14.) auf
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S. 202. Es werde femer

(7.) b = 0, c =
angenommen, und die Bezeichnungen a, d dadurch verändert, dass

(8.) a = u — v, d = u + V

:
gesetzt wird, wo demnach jetzt u und v andere Bedeutung haben als vorher.

iDie übrigen Argumente erhalten die Werthe

(9.)

Hierfür werden die Gleichungen (l.) und (2.) identisch erfüllt; die übrigen

liefern

(10.) 6^{u-v)6^(u + v) = 6luQlv-(e„-eß){e„-e^)6*u6*v,

(11.) 6^(u — v)5^{u + v) = 6aU6aV 6^u5^v + {ea — efj)6u6v6yu6yV,

(12.) {eji-e^)6^{u-v)5„(u + v) = (e„-ey)S^u6^t;-(e„-e^)G^«t SJ«,

(13.) 6„(m — i))S (u + v) = 6u5„tt5^v5yV + 6v5aV 6iju6yU.

Es werde nun vorübergehend

a' = u,
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und demnach aus (15.) durch Elimination von cp^ und cp^ eine algebraische

Gleichung zwischen cp(M), cp(i;) und (f>(u + v).

Stellt man ferner (10.) und (11.) durch Division zusammen, so findet man

/ifiN , ^ s ?i («)?> («^) + (e„- 6;* )?(M)cp(«^) ?,(«)?,(«')

und nach Vertauschung von ß und y, also cp^ und 9^

Diese Gleichungen lassen für die Functionen (f^{tt) und cp, (w) einzeln dieselbe

Folgerung zu wie für cp(«*).

Aus (15.), (16.), (17.) kann man die Additionstheoreme herleiten, die

Jacobi für die Functionen sin am«, cos am m, A am e* in seinem Grundwerk

(vgl. S. .176) ohne Beweis mitgetheilt hat. Setzt man nämlich in (14.) «=3,
ß = i, y = 2, benutzt die Gleichungen S. 99 (12.) und S. 100 (13.), (14.),

sowie die Definitionsgleichung für Jc^,

^2 __ ^i~ ^3

e,-e'

schreibt endlich für uS/e^ — e^ und v\/e^ — e, wieder u und v, so findet man

,, „ . . , V sin am u cos am v A am v + sin am v cos am u A am u
(18.) smsm(u + v) = —,„ . „ ^-, ,
^ '

1 — ir sm am u sin am v

,, „ , , > cos am u cos am v — sin am u sin am v A am ti A am v
(19.) cosam(M + t;) = ,. . . ,—. ,

^ ' ^ ' l — k' sm am u sm' am v
'

,„- , . , , A am u A am v — Je' sin am u sin am v cos am u cos am v
(20.) A am (« + «;) = ;

—

,, . ^ ^^
^ '

^
, 1 — A; sm am t« sm am v

Die in den Gleichungen (15.), (16.), (17.) enthaltenen Additionstheoreme

für die 6 -Quotienten sind nicht etwa die einzigen. Man erhält andere For-

men theils durch anderweite Zusammenstellung der Formeln (10.) bis (13.),

theils durch Veränderung der Annahmen (7, 8) in den Gleichungen (1.) bis (6.).

Den letzteren Gleichungen lassen sich entsprechende für die Theta-

Functionen mit Hilfe der Beziehungen S. 192 (14.) und (15.) an die Seite

stellen. Die beiden Gleichungen (l.) und (2.) liefern sofort:

(21.) 0,a0„6e„c0,ö + e,o'e„&'0„c'e„ö' + 0,a"e„6"e„c''e„ö" = 0,

(22.) 0;ia0;i60<,c0„ö + 0;ia'0;i6'0,c'0,ö' + 0ja"0;i6"0„c"0„(3" = (X = l,2,8).



DIE ADDITIONSTHEOREME DER S - QUOTIENTEN. 209

In den drei Gliedern auf der linken Seite von (3.) erscheint nicht unmittel-

bar ein gemeinsamer Factor. Von den beiden ersten sondert sich C* ab,

und von dem dritten (e„— e„){e^—e)Cl. Die Ausdrücke von C^ und C^

lehren jedoch, dass diese beiden Werthe einander gleich sind. Es wird also

Aber die Gleichung bleibt nicht in dieser Form bestehen, wenn man den

Index 1 in 2 verändert, d. h. in (3.) den Index a mit ß vertauscht. Ver-

gleicht man nämlich C* mit {eß— e^){e—eJCl, so sieht man, dass diese Werthe

entgegengesetzt gleich sind, dass also

e,ae,je,c0,a-e,a'e,6'e,c'e,a'-e„a"e„6"e„c"e„a'' = o

wird. Bei Vertauschung von 1 mit 3, d. h. a mit y erscheinen dieselben

Vorzeichen wie im ersten Fall; es ergiebt sich

03ae3&e3c0,a-03a'e36'e,c'e3a' + e„a"8„6"e,c"0,a" = o.

Die drei Relationen lassen sich in die eine

(23.) 0,a0,60,c0,a-0,a'0,J'0,c'0,a'+e,0„a"0<,i"0,c"0„a" =

H zusammenziehen, wo

_( + lfürA = l,A = 3
''~

j-1 „ A = 2.

Führt man die entsprechende Überlegung für die Gleichung (4.) durch,

wobei im Ganzen sechs Fälle zu berücksichtigen sind, so findet man

(24.) 0;^a0;i60^c0^a-0,a'0;i6'0^c'0^a'+s0,a"0,t"0,c"0oa" =

unter der Bedingung

_ j
+ 1 für {X(iv) = (123), (231), (132)

'~(-l , (A^,/) = (312), (213), (321).

Bei der Transformation der beiden noch übrigen Gleichungen (5.) und

(6.) kann nirgends ein doppeltes Vorzeichen auftreten. Es wird

(25.) 0,a0,60,c0.a-0,a'0,6'0,c'0,ö' + 0,a"0,6"03c"03a" = 0,

(26.) e,a%be,c^,d + S^a' %b' Q,c' e,d' + Sj,a" S^b".S,c" B,d" = 0.

Sehr einfach ist der Übergang von den 6- zu den ö- Functionen. Je

Ellipüsclio Fniictioiieii. 27
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zwei entsprechende Functionen unterscheiden sich durch den Factor e
^"^

.

Aus den einzelnen Producten von vier Functionen treten also die Factoren

e
"*

, e "
, e

'"

heraus. In Folge der Gleichungen S. 202 (13.), (14.) ist aber

a* + 6« + c' + ö' = a'» + h" + c" + d" = a'" + 6"' + c'" + d '",

die Exponentialfactoren fallen weg, und es ergiebt sich für die Functionen

^i(v) genau dasselbe Formelsystem wie für die Functionen Q^{u).



Dreiundzwanzigstes Kapitel.

Das Multiplicationstheorem der ^-Function.

Schon im dritten Kapitel (S. 26— 27) ist bewiesen worden, dass p{nu),

wenn n eine positive ganze Zahl ist, rational durch pu ausgedrückt werden

kann. Es liegt nahe, zum Zweck der wirklichen Darstellung p(nu) mit 6(nu)

ebenso in Verbindung zu bringen wie pu mit (5u.

Aus
d^ log Sm

pu =
4a'

folgt durch Einführung von nu statt u

n'p(nu) = d' log 6 (nu)

du'

Allerdings ist 6(nu) ebensowenig bekannt wie p{nu) selbst. Aber man kann

mit Hilfe von <o{nu) eine elliptische Function herstellen, mit der dann p{nu)

unmittelbar zusammenhängt.

Ersetzt man nämlich in der Formel

(vgl. S. 72 (12.)) u durch nu, so erhält man

(1.) 5(n(u + 2m)) = (—1) e '^ '6{nu).

Derselbe Exponentialfactor wie hier tritt auch auf, wenn in

Q(M + 2«,) = -e^'l("+"')SM

Jbeide Seiten zur Potenz «' erhoben werden:

(2.) 6 {u + 2to) = (— 1) e >^ ' (o (m).

27*
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Wird nun mit (2.) in (1.) dividirt, so fällt ausser dem Exponentialfactor auch

die Potenz von (—1) weg, sodass

(3.)
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kann, so fallen diese Stellen mit den Nullstellen des Nenners von tp„(«*) zu-

sammen. Aber (5u verschwindet im Periodenparallelogramm nur einmal, für

M = 0, und zwar von der ersten Ordnung. Und da w = auch für 6(nu)

eine Nullstelle erster Ordnung ist,, aber für den Nenner w'mal gezählt werden

muss, so wird <f^(«) an der Stelle m =^ (und den congruenten) mit der Ord-

nungszahl w'— 1 unendlich gross. Setzt man also

1 = l,

so erhält man nach S. 147 die Darstellung

<P„(m) = c + c'pu-jc"p'u + ... + {-iyj^^p^'-'\u).

Der Ausdruck

auf den die rechte Seite führt, lässt sich hier von vornherein vereinfachen,

weil <f„{u) entweder gerade oder ungerade ist. Denn bei einer Änderung des

Vorzeichens von u ändert 6{nu) ebenfalls das Zeichen, 6 (m) bleibt unge-

ändert oder geht in — S (u) über, je nachdem n gerade oder ungerade ist.

Es wird also 9„(«*) eine ungerade Function bei geradem, eine gerade bei un-

geradem n. Im ersten Falle ist 9„(m) das Product von p'u mit einer ganzen

Function von pu, im zweiten eine ganze Function von pu allein.

Um die Grade dieser ganzen rationalen Functionen zu bestimmen, hat

man zu beachten, dass

ist, wo die rechts beigefügten Indices die Grade von G und G bedeuten.

Die höchste in p'u.G^(pu) oder in G^(pu) vorkommende Potenz von pu ent-

springt aus der höchsten, nämlich der (/-2)*°'' Ableitung. Bei ungeradem n,

wo l gerade ist, muss für diese

bei geradem n

gesetzt werden, d. h. es ist
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bei ungeradem n
n-— \

bei geradem «

wo G und G' eine andere Bedeutung haben als vorher. Die vollständige

Darstellung von 9„(m) und damit auch von (p{nu) würde die Bestimmung der

Coefficienten A^ und -B^ als Functionen von g^ und g^ erfordern. Sie hängt

mit der Ermittelung der Nullstellen der beiden ganzen Functionen auf das

Engste zusammen.

Die Function <p„(«*) kann nur verschwinden, wenn der Zähler Null wird,

also für

2w 2^(0 + 2v«)'

n n

Die incongruenten unter diesen Stellen findet man, wenn man den ganzen

Zahlen \x, und v unabhängig von einander die Werthe 0, 1, ... n— \ beilegt.

Von den so entstehenden Zahlenpaaren (ft,i') ist das Paar (O, 0) auszuschliessen,

denn für «* = wird cp„(M) nicht Null, sondern unendlich gross. Die Anzahl

der übrig bleibenden Stellen ist w' — 1, übereinstimmend mit dem Satze, dass

die Anzahl der Nullstellen der der Unendlichkeitsstellen gleich sein muss.

Um die ganze Function von <pu darzustellen, die für alle u = — ver-

schwindet, hat man eine weitere B,eduction vorzunehmen, in Folge der Glei-

chungen

J3(2(0
— m) = pM, ji>(2(u'— t() = fU.

Es sei zuerst n ungerade. Dann genügt es z. B. für v = 0, die Zahl yi, die

Hälfte aller eben genannten Zahlenwerthe durchlaufen zu lassen; und ent-

sprechend für fi = 0. Ist (i von Null verschieden, so reicht es ebenfalls aus,

dieser Zahl die Werthe 1 , 2 , • • -^^^ zu ertheilen , wenn nur v alle Werthe

von 1 bis n— \ annimmt oder, was auf dasselbe hinauskommt, die Werthe

±1, ±2, ••• ±-^^— Bei Vertauschung von ^ mit v ergiebt sich offenbar nichts
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Neues. Die Zusammenstellungen

^ = 0; V = 1, 2,-.-

n — 1
(^ = 1,2, g— ; V =

geben insgesammt

2

n — 1

-/w — 1\'' « — 1 n—1

Nullstellen ~- Bezeichnet man sie in irgend einer Folge mit v^U = !,•••
**

j,

so kann die Function

von G(pu)
, , nur um einen Constanten Factor verschieden sein. Nun be-

ginnt das Product mit (u~*) ,
die Function ..

"^ mit nu , also muss

(9.) <^(F«)^2_1 = «'ll(f'^-Ph)

werden.

Zweitens sei n gerade. Unter den Zahlenpaaren (ft, v) sind drei be-

I sonders' ausgezeichnet,

Sie liefern die Nullstellen

tO, Ü) + tu', U)'

der in der Formel (8.) enthaltenen Function p'u. Zur Darstellung der ausser-

dem vorkommenden ganzen Function von pu hat man zu setzen — unter

Berücksichtigung der Gleichungen p(o) + u) = p((o — u), p((a + u) = p(<o'—u):

2 '
--,--, - 2

« w < n n—

2

^ = 0, -; v= 1, 2,... —^
, „ « — 2 „ M^= 1,2,...-^-; v = 0, -.
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Die Gesammtanzahl der Nullstellen ist:

n—2 «' — 4

2 2

2-4
sodass, wenn jetzt X die Werthe l,---^-^— durchläuft, das Product

X

von G(pu) j nur um einen constanten Factor verschieden ist. p'u fängt

»»''—4

mit — 2w ' an, das Product mit (« ") . Vergleicht man das Product dieser

Glieder mit dem Anfangsgliede von „f
"-^

, so sieht man, dass
5 (m)

AI

(10-) ö(Fw)w._4 = -g-nC^'w-F^'i)

2

ist.

Der wirkliche Ausdruck der beiden ganzen Functionen wird freilich durch

die Formeln (9.) und (10.) nicht geliefert, denn die Werthe pv^^ können nicht

als bekannt gelten. Vielmehr erscheint das Problem der Perioden theilung,

nämlich der Aufsuchung der Grössen p-^, an die Lösung der algebraischen

Gleichungen G = und G = geknüpft, deren Coefficienten anderweitig er-

mittelt werden müssen.

Kiepert hat im 76. Bande des Journals für die reine und angewandte

Mathematik (1873) ein Verfahren angegeben, durch das zwar nicht un-

mittelbar die betrachteten Ausdrücke gefunden, aber doch füi- 9„(m) eine

independente Darstellung durch die Function pu und ihre Ableitungen, und

zwar in Form einer Determinante, geliefert wird.

Eine einfache Abzahlung lehrt, dass auf Grund der Formel (6.) in Ver-

bindung mit den Bildungsgesetzen (7.) und (8.) das Multiplicationstheorem

der ^-Function die Form hat

(11.) p(nu)
Ö'(fm),«"-1

WO die Indices der ganzen Functionen im Zähler und Nenner deren Grade in

Bezug auf pu bedeuten.
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Für den Nenner möge die Bezeichnung <^l{u) beibehalten, der Zähler gleich

P^{pu) gesetzt werden, sodass

(12.) p(nu) = A
in

:. ist. Es sollen für P^ und cp^ Recursionsformeln entwickelt werden. Der

grösseren Übersichtlichkeit der Rechnung wegen empfiehlt es sich dabei,

gleichzeitig p'{nu) und p"{nu) einzuführen. Setzt man

(13.) ^'(««) = %-,

so ist

Q„ = l{'f„PL{pu)p'io-2'f'„P„ifu)).

Die Striche an p und "^p^ kennzeichnen hierin die Ableitungen nach u, da-

I

gegen die an P^ die Ableitungen nach dem Argument pu. Bei ungeradem n

war 9^ eine ganze Function von pu, also tp^ das Product aus einer solchen

mit p'u, und demnach weiter auch Q^ ein ebensolches Product. Für gerades

n hatte 9^ die Form p'u.G{pu), also wird
(fl
= p"G' + Gp", eine ganze

Function von pu allein, und dieselbe Form hat auch Q^. Wird endlich

(14.) p"(nu) =
T̂n

gesetzt, so ist jR^ offenbar eine ganze Function von pu.

Die Benutzung der Formel (12.) hat mit n=2 zu beginnen. Nach

S. 37. ist

(15.) T.W =^ = -P'u,

also

P, = {p'uyp{2u),

und da p{2u) nach S. 26 (11.) bekannt ist, so gilt dasselbe auch für P,.

Für das Folgende ist es zweckmässiger, pi^u) in eine andere Form zu

setzen. Unter Benutzung von (15.) liefert die Gleichung (5.), nämlich

(16.) f(nu) = pii + -T -"^^^
f V >M ?nW

Elliptisclie Fanctionen. 28
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für n = 2:

/o \ 1 (p"uy—p'up"'u

Wegen
p"'u = 12 fup'u

kann man auch schreiben

(17.) i<'-) = -'P- + j{^^J-
Die Differentiation ergiebt

(18.) p'{2u) = -p'ti + S
U(a"u 1 /0"u

4 V^'m

und hieraus könnte Q^ gebildet werden.

Nun möge in (17.) und (18.) w«* statt u geschrieben und dann ^12.), (13.)

und (14.) hinzugezogen werden. Der Factor 2 in (14.) ist wegen des in (17.)

und (18.) auftretenden Factors -j- eingeführt worden. Es ergiebt sich

(19.) p(2nu) = ^- ^—

,

und es fragt sich jetzt, ob in diesen Formeln Zähler und Zähler, Nenner u.nd

Nenner einander gleichgesetzt werden dürfen. Zunächst soll bewiesen werden,

dass in den Quotienten

^ und -%
CD CS

Zähler und Nenner keinen gemeinsamen Theiler haben können. Die Function

fnW verschwindet, wenn (o{nu) = 0, nu gleich einer Periode ist, Null aus-

genommen. Es sei w„ = —^ (w>l) eine solche Nullstelle. Sie ist von der

ersten Ordnung, sodass man setzen kann

cp„(M) = (M-Mj(^ + (M_MjSß„(M-M,)),

für A als eine von Null verschiedene Constante. Daraus folgt weiter

dlog<f„(u) 1

du u — u^

dnog ^„{u) 1

dti^ (u — uj
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und nach (5.), da <pu in der Nähe der von Null verschiedenen Stelle u in

eine gewöhnliche Potenzreihe entwickelt werden kann,

•p

Wenn nun P für u = u^ verschwände, so würde —f nicht, wie es doch der

Fall ist, mit («<
— mJ~* beginnen.

Dasselbe f(jjgt für Q^ aus der Vergleichung von -%- mit

, , , 1 , 1 d' loff cp„ [uS
p'inu) = —pu &_l»\_j_

vermöge der Darstellung

(?'logy„(M) _
du' J^^^, + \{U-U,).

»

Da diese Schlüsse für jeden Werth von n gelten, so erscheint auch ^(2ww),

in der Form -—^ geschrieben, als Bruch mit dem kleinsten Nenner. Der in

(19.) rechts vorkommende Nenner Q^/^l muss also von der Form S^\^ sein,

wo <S, ebenso wie Q^<f^ und cp^^, eine ganze Function von pu bedeutet. Zur

Berechnung von S bestimme man die Anfangsglieder der Entwickelung in

der Nähe der Stelle « = :

<P„(m) = 71U ^ '+•••,

^{nu) =: n~^u~^ + ••,

np'{nu) = — 2n~'M~°+ •••,

woraus

Da die Anfangsglieder von cp^ und Q\^\ übereinstimmen, so muss >S = 1,

und weiter, wie aus den Anfangsgliedern ersichtlich,

(21.) ?»„ = -«.?„

sein.

28*
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Hiernach werden in den beiden Ausdrücken (20.) von selbst die Nenner

bis auf das Vorzeichen einander gleich, und die Gleichsetzung der Zähler in

(19.) und (20.) liefert nun

(22.) P.„ = -2P„«+i?L

(23.) Q,n= Qn-GPnQlK+^Iil-

ZnT Berechnung von R^^ kann man sich der Gleichung

bedienen, nachdem man darin' wieder u durch nti ersetzt hat. Es folgt

d. h. die linke Seite behält bei Änderung von n ihren Werth. Demnach wird

2-K,n „ P;„ 2if„
a, ^n

o* ~ CS* ~ tp* %* '

(24.) B,„-3Pl„ = {R^--dPl)Ql

In ähnlicher Weise können die Ausdrücke mit dem Index 2w + l aus

denen mit den Indices n und n + l zusammengesetzt werden. Man hat dazu

in dem Additionstheorem der ^-Function {n + i)u für u^ nu für v zu schreiben,

den Werth von p'({2n + l)u) hinzuzunehmen und wie vorher die Gleichungen

(12.), (13.) und (14.) zu benutzen. Von cp^ = i, P^ z= pu, Q, = p'u, R^ = \p"u

und den nach dem Vorhergehenden als bekannt zu betrachtenden Werthen

von 9 , P , ... ausgehend kann man dann der Reihe nach p{^u) aus pu und

pi'iu), pi'iu) und p{5u) aus p{2u) und p{du) berechnen, u. s. w. Es könnte

einfacher erscheinen, ^((n + l)^) aus p(nu) und pu nach dem Additionstheorem

zu entwickeln. Dann enthalten aber Zähler und Nenner einen gemeinschaft-

lichen Theiler, dessen Aufsuchung viel schwieriger ist als die Anwendung des

eben besprochenen Verfahrens.

Das Studium der Multiplicationsformeln ist für die Theorie der ellipti-

schen Functionen von grosser Bedeutung gewesen, namentlich ist Ab eh da-

durch zu seinen Untersuchungen veranlasst worden. Vor Abel und Jacobi

hatte man nur die elliptischen Integrale betrachtet. Wird die Beziehung



f

DAS MULTIPLICATIONSTHEOREM DER ^-FUNCTION.

zwischen tc und s (= pu) in der Form

ds'

221

^ CD

angenommen, und ist p{nu) = s^, so hat man

äs'

9,

fnu = —
I

also

n
j
Jen

ds'

\jis"-g,s'-g,'

ds'

'00 \lis"-g,s'-ff, Joo \/4:s"-g,s'-9,

Dass s eine rationale Function von s wird, hatten schon Euler und La-

grange gefunden. Wenn nun das Integral mit der Grenze s^ gegeben ist,

und sein «*" Theil wieder als Integi-al dargestellt werden soll, so wird s

Wurzel einer algebraischen Gleichung. In der Theorie der trigonometrischen

Functionen lautet die entsprechende Aufgabe, x und x^ vermöge der Gleichung

dx' r""" dx'

"/ VT^^

zu bestimmen, und wenn speciell die rechte Seite gleich 2tc angenommen wird,
2n

so ist cos ^^^ zu ermitteln. Die Verallgemeinerung dieser functionalen Be-

ziehung ist in Legendr escher Form

dx'

-X =/ da;

'0 V(l-^")(1-Ä"^") J, V(l-«")(l-fc'a;")

Während man nun in der Theorie der trigonometrischen Functionen auf eine

Gleichung w*'" Grades kam, wurde die entsprechende in der Theorie der

elliptischen Functionen von höherem Grade, n von deren Wurzeln geben

eine Function von —^, —^, —^, •••; durch das Vorhandensein von mehr als

n Wurzeln wurde Abel auf die Existenz einer imaginären Periode geführt.
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Die Multiplicationstheoreme der S-Quotienten.

"Will man untersuchen, wie die S-Quotienten sich darstellen, wenn das

Argument mit einer beliebigen positiven ganzen Zahl multiplicirt wird, so

kann man sich dazu eines ähnlichen Verfahrens bedienen wie im vorigen

Kapitel. Entsprechend der Gleichung S. 212 (4.) kann man nämlich ver-

suchen, eine elliptische Function zu bilden, deren Zähler S^(wtt) ist.

Nach S. 91 (13.) war

(1.) 6„(« + 2coJ = -e2l«(«+'»«)s„M

und nach S. 92 (14.)

(2.) S„(M+2<o,)= e'l^("+'»^)s„M; (ß^.)

die wiederholte Anwendung dieser Formeln ergiebt

(3,) S,(«+2««.J = (-l)%2n^o, («+«">.)
5^,,^

(4.) S„(«+2wa,^)= e'^1^("+ '''"^^>S„...

Setzt man nu für u, so wird

(5.) S„(«(« + 2«>J) = (-l)%2''^1«(''+-«>5„(nM),

(6.) 5„(n(u + 2,nß= e2'*'''/'(«+'"^)6„(nM).

Um den Exponentialfactor und gleichzeitig das Vorzeichen zum Wegfall zu

bringen, dividire man 6^{nu) für ungerades n durch 6^u . {6uf'' ~^ , für ge-

rades n durch {6u) . Die Formeln (l.) und

S(m+2(ü„) = -e^'i" («+•"«) 6m (« = 1,2,3)
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lassen dann erkennen, dass wenn man für ungerades n

5„m.(5m)

für gerades n

(5m)
(«•) %^# = ^n(«)

setzt , die Eigenschaften

<}.„(«+ 2a)J = <{;„(«), ^„(m + 2 ü>^) - <{;„(«),

i^nC« + 2cuJ = ;j;„(m), '^„{u + 2«,^) = ^„(m)

gelten. i>„iu) und (};^(m) sind also elliptische Functionen, und ausserdem

gerade. Die Stelle u = ist Unendlichkeitsstelle beider Functionen, und

zwar für <1^^ mit der Ordnungszahl w'-l, für ^^ mit der Ordnungszahl n'.

Die zweite Function wird offenbar im Periodenparallelogramm an keiner

weiteren Stelle unendlich gross. Aber auch die erste nicht: denn S u ver-

schwindet zwar für m = to^, allein da n ungerade ist, so wird rna^ der Grösse

ü)^ congruent, und der Zähler verschwindet ebenfalls mit der Ordnungszahl

Eins. Hiernach lassen sich beide Functionen als ganze Functionen von pu
darstellen; den Gleichungen S. 214 (7.) und (8.) entsprechend ist

(9.) U^*)= C,+ C,pu + - + C^,_^ipu) ^ = ö„(fm)„,_i

(10.) U^)= C,+ C,pu + ... + C. ipu)^ = G,(pu)

Auch hier mögen die Coefficienten in Beziehung zu den Nullstellen ge-

setzt werden. Die Werthe, für die der Zähler von ^^{u) verschwindet, haben

die Form

(2/i+l)to,+ 2vu)^

K n
'

Scheidet man zunächst, wie immer, die congruenten Stellen aus, so sieht

man, dass höchstens folgende Zahlenwerthe in Betracht kommen können:
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2|H- 1 = 1, 3, ... 2m-1, d. h. f*'= 0, 1, ... m-1,

2v = 0, 2, ... 2m-2, d.h. v = 0, 1, ... n-1.

Aber für ungerades n fällt das Werthepaar

M — 1

das 0)^ liefert, weg, weil u)^ auch, Nullstelle des Nenners ist, und es bleiben,

wie es sein muss, n'—l Nullstellen für '^„(u) übrig.

Dieselben Überlegungen wie auf S. 213

—

216 zeigen nun, dass für die

Darstellung von <^„{u) als ganze Function von pu folgende Zahlenwerthe in

Betracht kommen:

^ = 0,1,...-^; v = 0,±l,±2,...±^

. = ^; .v== - 1, 2,... ^
M— 1/^ . „« — 1\ w — 1 n'—

1

Ihre Zusammenstellung ergiebt

Grössen

(2^ + l)a)„+2v(ü.

Es wird

2

denn <}'„(«) und das Product rechts beginnen beide mit
«~^"'~^\

Bei geradem n ist keiner der betrachteten Argumentwerthe auch Null-

stelle des Nenners, die Anzahl dieser. Werthe also gleich n\ Für den Aus-

druck von '^„{u) durch pu sind beizubehalten

f»
= 0,l, g-; ,; = 0, ±1,...+-^-, -,

insgesammt

Zusammenstellungen. Es wird



DIE MULTIPLICATIONSTHEOREME DER S-QUOTIENTEN. 225

(12.) G,ipu)^=JX{pu-pv,),
"2" *

wenn jetzt X die Werthe 1, 2, ••• -^ durchläuft.

Man kann diese Formeln und schon die entsprechenden des vorigen

Kapitels anders schreiben, indem man die Relation

pu-pv = (pu-e,)-i(pv-e,) = (^-^j _ ^-^j

benutzt. Wiederum Sei zuerst n ungerade. Die Gleichungen S. 214 (7.) und

S. 215 (9.) geben
m'-1

5 (mm) ^ „ -A- 5>6'va-6'm6>x

d. h. bei richtiger Bestimmung des Vorzeichens

n'-l

In gleicher Weise folgt aus S. 223 (7.), (9.) und (11.)

n'-l

S.M(5u)"'-' ^=' ö'm6'«,

also

n'-l

(14.) s.(„«) = (s.«f n (i--^)-

Man kann rechts auch noch eine S-Function mit einem anderen Index ein-

führen, indem man in der oben benutzten Relation ß statt a annimmt. Dann

wird

n'-l

(15.) s.(„.) _ s..(s,»)--' n (i-i?-^;^)-

Mittels der Formeln (13.), (14.) und (15.) werden die (3-Functionen des »fachen

Arguments rational durch S- Functionen des einfachen Arguments dargestellt.

Durch Division erhält man aus (13.) und (14.)

£UipUache Fuuctionoa. 29
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(16.) ^inu) = n^uE({^u)y,

ferner aus (14.) und

S,M=.5,u(S„.)"^-^ n (l-^^):

(17.) ^(»„) = -|»ü,((|;.)") = S.(f »);

endlich durch Vertauschung von ß mit y

S„ . , 6.,

(18.) ^(.») = s^»ü.((|;»)")
= ^(^»).

Die mit R,R^,... bezeichneten Functionen hängen rational von ihren

Argumenten ab. Die zweiten Ausdrücke auf den rechten Seiten von (17.)

und (18.) rühren daher, dass sich nach der Formel

6'm — (5^M + (e„— e„)S''i{ =
^

(S. 96 (2.)) das Quadrat jedes 6-Quotienten rational durch einen beliebigen

anderen S- Quotienten darstellen lässt.

Für gerades n ist von der aus S. 214 (8.) und S. 216 (10.) folgenden

Formel

6(nu) n , ^ . .

(6uf
^ x=i

auszugehen, in der ausser dem Product auch die ^'-Function durch S- Func-

tionen zu ersetzen ist, vermittelst

„ S,m6,mS,m S„mS«mSm

(S. 90 (9.)). Der Gleichung (13.) entspricht jetzt

n'-4

(19.) 6(«M) = n6ui5„uf-^6^u6^u U (l-|f^^)-

Aus S. 223 (8.), (10.) und S. 225 (12.) folgt

2

(20.) 6Änu) = i6^ufu(l-pp-)
Ä= i\ QviGlu/
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oder auch

2 / QJ^2S"M^
(21.) s„(«t*) = {<5^uf n i-^cV, •

Die Division liefert

(22.) („„) = „«^ „ r uB[[-^u\\,

(23.) .|(„„) = B.((|^.y) = s,(i„),

(24.) |(„») = Ü.((|-„)') = S.(|„).

Die Gleichungen (16.), (17.), (18.) und (22.), (23.), (24.) geben für unge-

rades und gerades n die Multiplicationstheoreme der S- Quotienten. Im Be-

sonderen enthalten sie auch die ganzzahlige Multiplication für die Functionen

sin am M, cosam«*, A am «.

I

29"



Fünfundzwanzigstes Kapitel.

Die elliptischen Integrale.

Ein beliebiges elliptisches Integral

J = Jf{x, \lR{x))dx

(S. 2) oder, in anderer Schreibweise,

\/B(xj

kann durch die im ersten Kapitel besprochene rationale Transformation auf

die Form

gebracht und sodann mittels der Substitution

s = pu

weiter umgewandelt werden. Die zu integrirende Function geht damit in eine

rationale Function von pu und p'u über, und / selbst ist als Integral einer

beliebigen elliptischen Function aufzufassen.

Nun ist eine solche Function auf S. 144 in eine für die Integration un-

mittelbar brauchbare Form gesetzt worden. Aus der Gleichung

/(«) = C"
+JJc^-|(w-«,)

+ cXM-^;,)--^c»-^;,) + ...
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folgt

(1.) //•(«) dw = C + (7'M + S c^ log 6 (M

-

v^) -c;-^(u- v^)
. ^ 1 (

^

[Wird auf den zweiten Bestandtheil der Summe die auch a. a. O. vorgenommene

[Transformation

[angewendet, die folgenden Bestandtheile nebst der letzten Summe in (2.) zu

einer elliptischen Function f^{u) vereinigt und die Constante "^c'-^v mit C
zusammengezogen, so ergiebt sich

fn' m m
(3.) ffiu) du = f,{u) + C'+C"u-~uJ,c'^+^ n log 5{u- vj.

Auf den Integrationsweg, längs dessen das Integral erstreckt wird, ist dabei

keine Rücksicht genommen. Die Rechnung hat nur den Zweck, eine Function

darzustellen, deren erste Ableitung der gegebenen Function gleich ist.

Die rechte Seite von (3.) entspricht in ihren einzelnen Theilen der aus

^ der Integralrechnung bekannten Zerlegung des Integrals /, betrachtet als

Function von s. Das Integral zerfällt nämlich in eine rationale Function

-^ und /^ und eine endliche Anzahl

von Integralen /- -=r. Um den Zusammenhang genauer zu untersuchen,

hat man vor allem zu beachten,, dass die Gesammtheit der Werthe von u,

die für ein gegebenes Werthepaar («, \/ä) durch die Gleichungen

definirt werden, mit den durch das Integral

äs ^ C"^ AsC^ -äs , /•» As ^,

,

dargestellten Werthen übereinstimmt, wenn dieses Integral auf beliebigem

Wege von dem gegebenen Werthe s in's Unendliche erstreckt wird. Aus

irgendeinem Werthe von u gehen alle übrigen durch Addition von lima + 2wu)'
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hervor. Die Perioden der zu dem Integral gehörenden ^-Function werden

deshalb auch als Perioden des Integrales selbst bezeichnet.

Entwickelt man das elliptische Integral erster Art J{s) für hin-

reichend grosse Werthe von s nach fallenden Potenzen dieser Grösse (vgl.

S. 53), so findet man

Jis) = -l^{l + ^G,s-^ + jG,s-^ + \G,s-^ + ...y

Die Coefficienten lassen sich nach dem auf S. 51 und 52 angegebenen Ver-

fahren berechnen, wobei noch von den Formeln auf S. 46 Gebrauch zu

machen ist:

G, = 0, G, = jg„ G, = jg,,

Es ergiebt sich danach

--^, so ist einer von dessen Werthen

gleich J{sJ-J{s).

Für das elliptische Integral zweiter Art J'{s) besteht bei Ein-

führung von u die Beziehung

JW^-^'"^ "^^^5— ^"==^+5"-

Es gilt also die Gleichung

in dem Sinne, dass durch die Function -^u ein Werth der Integralfunction

dargestellt wird. Dieser Zusammenhang lässt sich genauer aussprechen. Ent-

wickelt man nämlich auch hier das Integral für grosse Werthe von s, so

erhält man unter Weglassung der additiven Constante

(6.) J.„=V»(.-|^i-t^-}

Dieselbe Darstellung ergiebt sich aber auch für -^u, wenn in die Reihe S. 33 (7.)

u = J(s) aus (4.) eingesetzt wird. Der durch -^u bestimmte Werth heisst

das Normalintegral zweiter Art.
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Bei Änderung des Integi-ationsweges von J{s) geht u in u+2nno+2n<ü'

iber, und bei entsprechender Änderung des Integrationsweges von J'(s) die

unction -^-u in -ö"^+ ^''^^ + 2«^'- Die Grössen 2y), 2t]' können daher als die

Fden Perioden 2u) und 2(o' von J(s) entsprechenden Perioden des Normal-

integrales zweiter Art bezeichnet werden.

Als elliptisches Integral dritter Art soll nicht / =r, sondern

betrachtet werden. Der Übergang zu u und s^ {= pv) liefert

(8.) j^s,s,)=f^^^^^±^du.

Benutzt man auf's neue die Beziehung

j'u + p'v

2 pu — pv

so findet man

6' 5' S', ,
"6' 6'

J(s, sj = log ^^ ^ +u^v + C.
6m 5

)ie Gleichung (bei passender Wahl der Integrationsconstante C)

(9.)
-.-, N . (5(v — u) 6'

J^(S,SJ = log ^\.^./ +M—

f

6M6f

besteht also in demselben Sinne wie vorher die Gleichung (5.). Die rechte

Seite definirt das Normalintegral dritter Art.

Der Werth « = «, ist hier vor den übrigen ausgezeichnet. Entwickelt

lan in dessen Nähe, so erhält man

~ ~ ao„ , , 1 d o„ , ,, 1 » o„ , ,,

2 dsl 6 dsl

-^ = -^{l + G{s-s,))~*

s — s. 8-S,
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mithin

d.h.

(10.) J(s, So) = log (s- sj + ^, (s - sj.

Für grosse Werthe von s wird

*~^''o * 1_^

folglich

und weiter

V/S+ v/^ 1 1 /, s. v/s„

s \ s 2s \/s /s - «0 V^ « \ s 2s V«

(11.) J{s,s,) = i(logs-^ + ...),

wieder bei Weglassung einer Integrationsconstante.

Die Entwickelungen (10.) und (11.) lehren, dass das Integral dritter Art

für s = s^ und * = oo logarithmisch unendlich gross wird.

Für kleine Werthe von u, die zu grossen Werthen von s gehören, ist

andererseits

, - , ^ , - d loa: G^ m' ö!' log 6v
log6iv-u) = log6t;-M—^ + -

^J
+ ...,

mithin nach (9.)

oder nach S. 32

J{s,s^) = -log6u-~fv +

u u
(12-) ^(8,8^) = -logu-— fV + g,-^^ +

Um die rechte Seite in eine Function von s zu verwandeln, hat man aus (4.)

" = '"('- ?*(7)).
also

log« = _liogs + -i^(i)
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einzusetzen. Aus —^pv ergiebt sich — y^o *' ^^ Anfangsglied, ein con-

stantes Glied kommt nirgends vor, die Darstellung (12.) geht in (11.)

über.

Um nun zu dem allgemeinen elliptischen Integral zurückzukehren, so

kann man in der Formel (3.) das letzte Glied rechts wegen (9.) schreiben

m m mm m Q'

Die zweite Summe fällt wegen S'^,. = ^ weg, die dritte ändert nur die Con-

stante C\ und die letzte den Coefficienten von u. Es wird also

OS, jFi,,s)^ = a..F.is,^sUvf'^-J^U

" fi \js+)ß; ds

+ ,^/"J 2 s-s, VS'

d. h. jedes elliptische Integral lässt sich darstellen als Summe einer rationalen

Function von s und \fs, je eines Integrals erster und zweiter Art und einer end-

lichen Anzahl von Integralen dritter Art in der hier angenommenen Normal-

form.

Bei der Anwendung dieser Formel treten häufig Vereinfachungen ein.

Wird z. B. die zu integrirende elliptische Function an allen Stellen v nur

von der ersten Ordnung unendlich gross, so fällt nicht blos das Integral

zweiter Art, sondern auch die Function F^{s,\fS) weg, wie man aus ihrer

Entstehung erkennt. Es bleiben also nur Integrale erster und dritter Art

übrig.

Vertauscht man in (9.) u mit v und stellt die beiden Formeln durch

Subtraction zusammen, so erhält man, unter k eine ganze Zahl verstehend,

S' 6'

(14.) J{s,s^)-J{s^,s) = u-^v-v— u + (2k+l)i:i.

Diese Gleichung enthält den Satz über die Vertauschung von Argument und

Parameter bei elliptischen Integralen dritter Art.

Das elliptische Integral zweiter Art kann als Entwickelungscoefficient des

Integrales dritter Art dargestellt werden. Wird nämlich die rechte Seite von

(9.) jetzt nach Potenzen von v entwickelt, indem

EllipUache Fanctianen. 30
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(5(v — u) = —(d(u — v) = — Sm + dS'mH ,

gesetzt wird (S. 32 (4.)), so ergiebt sich

— (ou + v(5'u-\---- ,/ 6' \= -V ^{l-v-=-u + ---]-
<5u<5v

Der Logarithmus der Klammergrösse lässt sich als Reihe darstellen, die mit

beginnt. Aus

6'

5

1 9i s

V 60

kommt kein Glied mit der ersten Potenz von v. Demnach kann man setzen

(16.)
S

, G(v — u) <5'
'

log ^ ^ ' +u-^v
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Die Additionstheoreme der Integrale erster, zweiter und
.

dritter Art.

Es war ein Hauptsatz der Theorie der ^-Function, dass die Function

der Summe zweier Argumente mit den Functionswerthen für die einzelnen

Argumente durch eine algebraische Gleichung verbunden ist. Meist ist dieses

Additionstheorem in der Form

(1-) '{^i + ^Kj ^^ o7
—

~^^S

benutzt worden, die aussagt, dass sich piu^ + u^) rational durch die Werthe

der Function selbst und ihrer ersten Ableitung für die Einzelargumente dar-

stellen lässt. Wird
M ^ J{s)

gesetzt, so erscheint der Inhalt dieses Satzes in einer anderen Gestalt. Es

sei für u^ + u^ = u^:

pMi = «1, P'»i = -\JK, (1=1,2,3)

80 besteht die Gleichung

(2.) J{s,) + Jis,)=.Jis,)

oder

'00 \/s'
~ '

gleichzeitig mit

(3.)

Jr*'
-ds /•*» -ds _ r

(s, + *•,) (2 s, s,- i ,9,) -g,-\fS, \JS,
s. =

2{s,-sJ
80"
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Das heisst : Zwei elliptische Integrale erster Art mit einer Grenze oo (Normal-

integrale) lassen sich durch Addition zu einem einzigen solchen Integral ver-

einigen, dessen andere Grenze algebraisch aus den anderen Grenzen der beiden

gegebenen Integrale zusammengesetzt ist. Dieser Satz heisst das Additions-

theorem der Integrale erster Art. Um ihn auf Normalintegrale zweiter Art

auszudehnen, hat man für J'{s^) + J'{s^)=^-qU^ + -^u einen Ausdruck durch

g- («, + «,) zu suchen. Ein solcher ergiebt sich aber unmittelbar aus der oft

benutzten Formel (S. 37 (15.))

Es wird •

(4.) J'(s^) + J'{s,) = J'(s,) + i ^_f'
oder

'^^ sds
,
f''sds _ f^^sds 1 sj8,-\/S,/*i sds /"*« sds _ /**8 sds

\ß J \/S J \JS ^

wo die Integrale durch die Festsetzungen auf S. 230 genauer bestimmt sind.

Die Summe zweier Normalintegrale zweiter Art lässt sich also durch ein

ebensolches Integral darstellen, vermehrt um einen algebraischen Ausdruck.

Die obere Grenze s^ des neuen Integrales wird, wie vorher, durch die Formel

(3.) gegeben.

Für die entsprechende Untersuchung beim Integral dritter Art sind einige

Vorbereitungen nötig. Es sollen nur Integrale mit demselben Parameter be-

trachtet werden. Vergleicht man dann

6(v-u^ S' , Q(t;-M,) 5'

mit

As„s,) + J{s„s,) = log-A_^ + ^,._, + log-A__^£+,,^^^,

T/ \ 1 ö(v — Mj) ,

6'

Jis„s,) = log-^^ + u,-^v,

so sieht man, dass aus J{s^,sJ + J{s^,s^) — J{s^,sJ die Glieder mit g-f von

vornherein wegfallen. Die unter dem Zeichen log stehende Function werde»

wenn u statt v geschrieben wird, mit f{u) bezeichnet, sodass

6(m — mJS(m — M,) SwSzt,

S't*SM,6M, S(m— M,)
f{u)
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; ist. Der erste der hierin miteinander multiplicirten Quotienten kann nach

dem Hauptsatze auf S. 139 durch Multiplication mit
^'^+"'>

in eine elliptische

;
Function verwandelt werden; durch Multiplication mit dem reciproken Factor

geht dann' zugleich auch aus dem zweiten Quotienten eine elliptische Function

hervor. Es sei

^^'^
6'u6u,<5u,6u, - f^""^'

6(m + m,)6(m-m.) _

I

also

Wird weiter

gesetzt, so ist

Es handelt sich darum, in

f(u) - iM.

auch den Zähler durch die ^-Function auszudrücken.

Die Function ^{u) hat nur eine einzige Unendlichkeitsstelle, m = 0, und

es gilt in Folge dessen für sie die Darstellung auf S. 147, die sich hier,

wegen der Ordnungszahl 3, auf

?(«) = Co+ c>« - T c'V'm

reducirt. Die Coefficienten c' und c" sind aus der Entwickelung

<p(u) = c'u-' + c"u-' + ^{u).

zu entnehmen.

Nun geht aus der Definitionsgleichung (5.) hervor, dass der Coefficient

von u~* gleich + 1 ist. Zur Bestimmung von c' hat man den Coefficienten

von u^'im Zähler durch 6u^(ou^(ou^ zu dividiren. Es ist

6(«— «,) = — 6(m,— m) = — 6m, + m5'm,H—

,

und entsprechend für (5(u— u^) und (5{u— u^). Mithin wird

Sm,6m,6m,c' = — 6'm, 6m,6m, — 6'm,6m, 6m, + 6m, 6m,5'm,,

, 6'
V .

6' 6' 1 p'u. — p'u.



238 SECHSUNDZWANZIÜSTES KAPITEL.

und es muss sein

<f{u) = C, + ^ -5 ! ? S- pu - -5- p M.

Die Constante c, kann aus cp(«*,) = 0, nämlich

1 e>'u, — (»'m, 1 ,

bestimmt werden. Der gesuchte Ausdruck lautet

Nun ist die Function cp(e*) durch <\i{u) = pu^— fu zu dividiren, dann

« = V zu setzen; an Stelle von u^, u^, u^ sind überall die zugehörigen p-

Functionen * , s^, s^ einzuführen, für s^ der Ausdruck aus (3.) zu schreiben.

Man kann jedoch den Quotienten —^ noch weiter so umformen, dass s
->

ij; (u) ' »

darin garnicht enthalten ist. Die algebraische Beziehung zwischen s^, *,, s^

kommt dann nur insoweit in Betracht, als ä, obere Grenze des Integrales

dritter Art ist, mittels dessen die Summe der beiden gegebenen ausgedrückt

werden soll.

Als lineare Function von p'u werde (p(u) mit

G - Hp'u

bezeichnet. Hierin ist G eine lineare Function von fu, H eine Constante,

gleich ~. Das Product

(G-Hp'u)(G + Hp'u) = G*-H'(p'uy

ist eine ganze Function dritten Grades von pu, die für die Nullstellen von

<f
(m), nämlich u = u^, u^ und —u^, d. h. für pu = s^, ä, und «,, zu Null wird.

Sie kann sich von

i^U-S,){fU-S,)(fU-S,)

nur durch einen constanten Factor unterscheiden. Nun beginnt dieses Pro-

duct, in der Nähe von u = entwickelt, mit u~*. Das Anfangsglied von

G*—H*{p'uy ist das des zweiten Bestandtheils , also ~u~*. Mithin wird

G'-H'{p'uy = -ipu-s,){pu-s,)(pu-s,)

und
?(m) ^ G-Hp'n _ {pu-s,)(pu-s^)

^(m) «,— jOM G + Hp'u
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Für die Darstellung von Jis^,sJ + J{s,,sJ-J(s^,sJ wird

l0gf(v) = log-fff = -log 7 "
,

/'
-r-

gebraucht. Dabei ist «

und eine einfache Umformung liefert schliesslich

(e., .,»„.,..(.,., = .,.,.,->„.(i^(^f±f-^M)).

Die Summe zweier elliptischen Integrale dritter Art mit demselben Parameter

lässt sich also darstellen durch ein Integral derselben Beschaffenheit, vermehrt

um den Logarithmus eines algebraischen Ausdrucks.

Auf die Ausdehnung der Additionstheoreme (2.), (4.) und (6.) auf Summen
von mehr als zwei Integralen soll hier nicht eingegangen werden, und ebenso-

wenig auf die Herleitung des Additionstheorems der Integrale zweiter Art aus

dem der Integrale dritter Art, die mittels der Formel S. 234 (15.) ausgeführt

werden kann.



Siebenundzwanzigstes Kapitel.

Formeln zur Berechnung der Perioden.

Im neunten Kapitel sind zwei primitive Perioden der jo- Function für

reelle Invarianten durch bestimmte Integrale dargestellt worden, und zwar

war bei positiver Discriminante

(2.) m' = i C
ds

(S. 78 (9.)). Die Ausdrücke können leicht so umgeformt werden, dass sie

unter dem Integralzeichen blos eine Constante enthalten, und zwar liegt der

Grund hiervon in dem Zusammenhange zwischen der Differentialgleichung der

^-Function mit denen für die S- Quotienten, wie er durch die Gleichung

vermittelt wird. Aus der Form z. B. der Differentialgleichung S. 97 (7.) ist

ersichtlich, dass man nur \Je„ — ey -g-u gleich einer neuen Grösse zu setzen

braucht, um auf eine Normalform eines elliptischen Differentials mit einer

einzigen Constanten zu kommen (vgl. S. 99).

Um die Transformation direct an dem bestimmten Integral (l.) durch-

zuführen, setze man in

ds

*>i
V/4(s-e,)(s-eJ(s-c,)

(3.) s-e, = ^^,
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SO wird

_ r^ dt

Gilt, wie auf S. 99, die Definitionsgleichung

(4.) ^^^^ = F,

wo ft' unterhalb Eins liegt, und ferner ^

(6.) r-=j_ = x,

80 geht die Gleichung für a> in

(6.) 0. = -r^K
Über.

Aus dem Integralausdruck für u) folgte der für -^ durch Vertauschung von

^1 » ^9 » ^a^1 > "j J ^s

mit

Macht man diese Vertauschungen auch in der Substitutionsgleichung und

dem Resultat, so erhält man, wenn man

(7.) .^iH^ = k",

(8.) r ät _^ ^,

setzt,

(9.)
• «,' =

,

' K.

Die beiden in K und K' vorkommenden Constanten Je und k\ die Moduln
der elliptischen Integrale, sind durch die Gleichung

(10.) k* + h" = 1

verbunden. Der eine heisst der Complementärmodul des anderen.

Um nun K in eine für die Berechnung zweckmässige Form zu setzen,

Elliptische Fosctionen, 31



242 SIEBENUNDZWANZIGSTES KAPITEL.

entwickele man für k*t* <.!

oder, wenn

definirt wird,

1.3...(2»-1)

(111^ (1-kH') * = S c„Jc"'f.
,-i ^

n= o

Bei der Multiplication mit , erscheint im allgemeinen Gliede
**

, und

man kann nach einer aus der Integralrechnung' bekannten Reductionsformel

schreiben

:

(12.) .^^ = c„.^j^-c„ditG„it)\/r^), (n>0)

WO

ö,(0 = 1, 6^,(0 = 1 + 1^',

(la.^ G m- 14.^ /»+ ,

2.4...(2w-2)
(13^) G„{t) - 1+3^+-+

3.5...(2«-l)^
m-i

Demnach wird

Nun werde bleibend

(14.) S cifc'» = Ä
11=0

und ausserdem

±cl,Jc^''tG„it) = G(t)
n= l

gesetzt. Was die Convergenz der Reihen Ä und G(t) angeht, so ist die erste

wegen c^^l füx k* <c l convergent, weil ihre Glieder nicht grösser sind als

die entsprechenden der geometrischen Reihe

l + ¥ + k*+-. = ^
^

1 - k' fc'»

Die Reihe G(t) convergirt, wenn die durch UmOrdnung ihrer Glieder ent-
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standene

t(clF + clk* + clk'+---)

2

3
+ ^f{c\¥+c\h'^+...)

+ • •
•

convergent ist. Die in den Klammern stehenden Reihen convergiren nun aus

demselben Grunde wie vorher die Reihe Ä, und ihre Summen sind kleiner als

•pj-, pj-, -pi",— Die betrachtete Reihe ist demnach Glied für Glied kleiner als

Durch Vergleichung mit der geometrischen Reihe

erkennt man jetzt, dass ihre Summe und demnach auch ö(<) einen endlichen

Werth hat, sobald i'Ä;' < 1 ist. Und diese Bedingung ist auch für t = \ erfüllt.

Man darf daher die Gleichung

zwischen den Grenzen und 1 integriren. Dabei fallt der zweite Bestand-

theil weg, und es wird

(15.) -^ = f «

und ebenso

(16.) E! = l^r.

Die Reihe Ä convergirt um so stärker, je näher Ä' bei Null liegt. Da
nun Ä' die Grösse 1 — A' ebenso enthält wie Ä die Grösse Ä', so tritt im All-

gemeinen der Übelstand ein, dass von den beiden gleichzeitig gebrauchten

Reihen Ä imd Ä' die eine schwach convergirt, wenn die andere stark con-

vergent ist. Durch eine Transformation kann dem abgeholfen werden.

In der Formel (5.) werde

1
(17.) 1_Ä'^' =

^.

31*
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gesetzt. Ausserdem soll die Definition der Grösse k\ von der bis jetzt nur

das Quadrat vorgekommen ist, durch die Bestimmung

vervollständigt werden. Dann findet man

dt^

l){l-k-H{)

Es werde nun zwischen 1 und ^ ein beliebiger Werth t^ eingeschoben.

Durch eine weitere Transformation des zweiten Bestandtheils in

(18.) K = /"°__JL_- + P ^^'

A V«-i)(i-A;"<:) \ siit\-i){i-h-u\)

kann bewirkt werden, dass die eine Grenze gleich Eins wird, während die

Form des Difi'erentials sich nicht ändert. Dies hat den Vortheil, dass man
allein das erste der beiden Integrale weiter zu behandeln braucht und bei

der Reihenentwickelung des zweiten nur t^ durch die noch zu bestimmende

obere Grenze des zweiten zu ersetzen hat. Da K von t^ unabhängig ist, so

sind von beiden Entwickelungen schliesslich blos die von t^ freien Glieder

beizubehalten.

Eine Substitution, durch welche die Grenze -c- in 1 verwandelt wird, ist

Mit der ursprünglichen Grösse t hängt t' durch die Gleichung

(20.) Ä;'<' + Ä;"r = 1

zusammen. Die andere Grenze wird -jtt-, und es handelt sich demnach, wenn

die Integrationsvariable wieder mit t bezeichnet wird, um die Entwickelung von
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MT ZU setzen, was dem Integrations- Intervall nach offenbar gestattet ist, und die

Formel (12.) in der Gestalt

(22.) -^£=. = c„-j£=. + c„d{tQ,{t)\f^^)

zu benutzen. Sie gilt nicht für ra = 0, aber man kann bei der Summation,

wie schon vorher, das zu c^ gehörende Glied in den ersten Theil des bei der

Integration entstehenden Ausdruckes aufnehmen. Wird alles dieses zunächst

auf das erste in (18.) enthaltene Integral angewendet, so ergiebt sich

In dem zweiten Integral ist dann also t^ durch -^^— zu ersetzen:

l Beide Ausdrücke sind nach Potenzen von t^ zu entwickeln und die constanten

Glieder beizubehalten. Es wird

log (<o + V^ 1 ) = log 2 + log ^, + -^ ^ (-^)

,

woraus

log
^ + Vl-^"^; _ log 2 - log k'- log t, + ¥' tl ^ (Ä" «J).

Bei der Addition fällt log t^ weg; der erste Theil von K wird also

riog-i.

Dazu tritt noch

'^aV^r=^i<fc""G=,(o

und zwar mit dem Factor 2, weil es für das constante Glied nicht darauf

ankommt, ob die Variable in der Potenzreihe mit t^ oder -^j- bezeichnet wird.
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Um ^tl — 1 ZU entwickeln, hat man von

auszugehen; nach (11.) sind die Coefficienten der hieraus entstehenden Reihe

bereits bekannt. Es ist

dt, - s/^i - V ti) -„h"^ '

also

«=o —'Sn + i

da die hinzutretende Constante, wie der directe Ansatz der Anfangsglieder

von \/tl — i lehrt, gleich Null ist.

Es sei nun

sodass die noch zu berechnende Grösse gleich

2 ± cir-a,

ist. Man findet a^ durch Multiplication von

Alt

taa^-tJ^'^i-^^-^i^A. I

2.4...(2«-2)
^tr»(U — *« + -3^' + ^75-^0 + ••+

3.5...(2«-l)^»

und Beibehaltung des constanten Gliedes:

2 c, . 2.4 c, 2.4...(2n-2) c,

"n '^l
~ "ö"

3 3 3.5 5 3.5...(2n-l) 2m-1
1 2 1 1.3 2.4 1 1.3.5_ 2.4...(2w-2) 1 1. 3.5 .. (2m-1)
2 3 3 2.4 ~ 3.5 "5 2.4.6 3.5...(2m-1) 2n-l 2.4.6... 2m111 1

1.2 3.4 5.6 (2w-1)2w

Hiernach wird schliesslich

(23.) ^=«'1«4-^|<*""1(27^
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Das zweite Glied der rechten Seite kann noch in anderer Form ge-

schrieben werden. Von dem Factor —2 abgesehen, heissen die Anfangsglieder

1.2 „-e. » 3.4 „^, » 5.6 „^.

Hierin ist die erste Summe bis auf das Anfangsglied gleich der Reihe Ä', also

S c^Ä'« = ß'-l;

ebenso

S 4^"" = r-i-cir-cjÄ", ... .

n= s

Die n Anfangsglieder zusammen mögen ^^ geben, also

P (24.) i + clk" + clk" + :- + c» _,
Ä""- = ä;

sein, so ist ,

r
(25.) K= &'log~-2-^

k' „=i (2w-l)2n

Wenn nun die Reihe Ä schwach, demnach Ä' stark convergent ist, so

benutze man diese Formel, worauf u) und m selbst durch (6.) und (9.)

bestimmt werden. Dies gilt also, wenn k* nahe bei Eins, Ä" nahe bei Null

liegt. Ist dagegen k* wenig von Null verschieden, so hat man umgekehrt zu

verfahren, nämlich zu setzen

^ = 1».

(26.) Z' = glog^-2S
k „-e. (2m-1)2» '

wo Ä„ für Ä dieselbe Bedeutung hat wie Ä^ für Ä'.

1

L



Achtundzwanzigstes Kapitel.

Bestimmung eines primitiven Periodenpaares der ^-Function
für beliebige Grössen e^.

Die im vorigen Kapitel gewonnenen Formeln können unter allgemeineren

Voraussetzungen zur Bestimmung eines primitiven Periodenpaares von pu
dienen. Es seien e^, e^, e^ beliebige complexe, nur durch die Gleichung

c, + Cj + 63 =

verbundene Grössen, und es sei wie bisher

(1.) ^^^^^ = h\ ^^^^ = Je",

Die Functionen unter den Integralzeichen sind jetzt im Allgemeinen complex.

Der Integrationsweg sei die gerade Verbindungslinie der beiden Punkte und 1

in der Ebene der Grösse t, also ein Stück der Axe des Reellen; die zu

integrirenden Ausdrücke werden demnach längs des Integrationsweges als

complexe Functionen einer reellen Veränderlichen betrachtet. Endlich werde

(3.) 0)

Ve,-c,
'

sie, - e,

gesetzt. Alle vorkommenden Quadratwurzeln mögen im reellen Theile positiv sein.

Zunächst ist leicht zu sehen, dass die beiden Grössen u) und o)' den Glei-

chungen
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genügen müssen. Denn durch Umkehrung der Transformation S. 240 (3.)

kann man von K zu der Integraldarstellung S. 240 (1.) für u) zurückkehren,

die pta ^ e^ nach sich zieht, und für pta ergiebt sich das Entsprechende aus

S. 76— 78. Um zu zeigen, dass (2ü), 2ü)') ein primitives Periodenpaar ist,

brauchte man nur die Legendresche Relation

(4.) 7ju> -a)T( = -g-

(S. 130 (23.)) als giltig nachzuweisen. Zwar ist diese bis jetzt nur als noth-

wendig für ein primitives Periodenpaar hingestellt worden; dass sie aber auch

hinreichend ist, erkennt man durch folgende Schlüsse.

Ist <J5, m ein beliebiges Paar halber Perioden, so ergiebt sich durch wört-

liche Wiederholung der Überlegung auf S. 72, wenn man von S(m+2(i))

(S. 71 unten) und 6(m+2ü)') ausgeht, die Gleichung

also speciell

TjW — <OYj
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setzt, SO erhält man

Nun war (S. 100 (18.))

Aamw' = -^ , ,

also wird für u' = u \je^ — e^

-du
.0 ^«*-«8

Aus
_ - r,'M S ((u' + m)
' ÖU)

folgt aber

d*iog<OsU _ a!'log5(u)' + M) _ -
, ,a _ ^ (e,-e.)(e,- e.)

und demnach

(6.) / V dt =
,

e.M+T^M.

Giebt man jetzt der oberen Grenze t den Werth 1, d. h. lässt man die Inte-

grationsvariable die gerade Verbindungslinie der Punkte und 1 durchlaufen,

so geht u auf directem Wege von Null bis

/*! dt K
'0 \le,-e,\J{l-e){l-kU') S/T;^,

sodass

wird. Aus der eben benutzten Formel für 6^u folgt aber
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S' S'

6, ''S

s.

und daraus schliesslich

(7.) E= ^— (e.») + 7i).

Durch Vertauschung von e^ mit e^ ergiebt sich

(8.) E ^ J_ (e;»>' + V)-

Berechnet man umgekehrt aus (7.) und (8.)

(9.) 7) = \/e^-e,E-e,m,

(10.) V = -«Ve.-e,-E'-e,«'

und setzt diese Werthe zusammen mit denen für u> und w' in (4.) ein, so erhält

man die gesuchte Legen dresche Gleichung in der Form

(1 1
.)

EK' + E'K-KK' = ~;

denn in Folge der auf S. 127 gemachten Festsetzungen wird e = +1.

Nach dem auf S. 249 Gesagten kommt es also nun auf die Feststellung

an, dass die Gleichung
IT*

YiU) -<U7i = -g-

wirklich gilt. Für diesen Nachweis bedarf es einer weiteren Umwandlung

der Formel (9.). Es ist

oder

Jc'fdt
(12.) r^^--^i^K-S/e,-e,r-—J

<')(1-Ä'f)

Die wirkliche Berechnung des rechts stehen gebliebenen Integrals kann nach

derselben Methode ausgeführt werden wie die von K. Man setzt unter Vor-

aussetzung der Convergenz

¥ t' (1 - k* t*)~ ' = 2 c„ jfc*"+«
<'»+'

n=
32*
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(vgl. S. 242), multiplicirt mit und integrirt gliedweise unter Benutzung

der Formel

r+'(?< dt
c„^MtG«..ii)\ß^^)-

Wegen der Grenzen und 1 föllt das zweite Glied weg, und es bleibt

•'n

Aus der Erklärung der Grösse c^ folgt

2n + l
c„.

2n + 2 "

Wird demnach

^''^ 11^4''"^^"*^ = ^

gesetzt, woraus

kW dt t: ^
3

/o V(l-0(l-7^'^') 2

hervorgeht, so liefert die Gleichung (12.)

Es bedarf nun noch der Darstellung von tj' als Function von k^. Von
den beiden Gliedern der rechten Seite von (10.) ist das zweite wegen (3.)

und S. 247 (26.) bekannt. Im ersten kommt das Integral E' vor, das Function

von ifc" ist, und dieses werde durch eine . der Substitution S. 243 (17.) ent-

sprechende, nämlich

umgewandelt

:

(16.) E' = n ^^'

J, r\/(^"-i)(i-fc'n

Bei der Transformation von K, um die es sich a. a. O. handelte, bestand der

zweite Schritt darin, zwischen die Grenzen einen Werth einzuschieben, das

Integral zu zerlegen und den zweiten Theil nochmals umzuwandeln, um dann

von beiden Theilen die constanten Glieder beizubehalten. Der Substitution
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S. 244 (19.) entspricht hier

und nach deren Anwendung auf das Integral mit den Grenzen t^ und -r- wird

J^ t*\/{t'-l){l-k*f) J, Sj(t'-l)(l-k'C)

Aber die beiden Differentiale haben hier nicht, wie dort, dieselbe Form.

Um dies zu erreichen, kann man

d \/(f-l){l-Ff) _ 1-kU*

bilden und daraus

_ ^
\i{F::i){\-k^ f)

^

¥f

in das erste Integral einsetzen; dann kommt

Sj{t\-\){l-kHl)
,

rh kH'dt
, rjr T^fdt

l){l-¥f)

Benutzt man jetzt die Formel S. 244 (22.) für w + 1 statt w, so erhält man
für das Integral

k^t'dt

I.
1

^if-i){i-k'n

den Ausdruck 3 log (^, + V^J- 1), vermehrt um das Product von \ßl'-i mit

einer nach Potenzen von Je' und t^ fortschreitenden Reihe, deren Bildungs-

gesetz in genau derselben Weise ermittelt werden kann wie dort. Dem Loga-

rithmus ist hier und im Folgenden sein Hauptwerth beizulegen. Der Werth
des anderen Integrals folgt aus dem des ersten durch die Einführung von

-^ anstatt t^. Entwickelt man nun nach Potenzen von t^, so hat das con-

stante Glied aus der Summe der beiden Integi-ale den Werth

3flog|- + r^.(Ä')

(vgl. S. 245). Aber ausserdem ist hier noch das constante Glied aus dem
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von Integralzeichen freien Ausdruck

i<S=iKlr£i:) = y',_-ivnrF^

hinzuzunehmen. Die Entwickelung beider Factoren ist aus S. 245 abzulesen.

Wesentlich ist, dass ein von k freies Glied, nämlich +1, auftritt, und dazu

ein Potenzreihe von K', die gleichzeitig mit Ä verschwindet. Danach wird

(19.) E' = ^logj + l + k'^,{¥),

(20.) V = - i V^^^ (S log I + l) - e, o' + Ä' %{F).

In Verbindving mit (14.) und

(22.) «.' = --J=- 1 log4 + Ä' ^ß (Ä«)

(nach S. 247 (26.) und S. 242 (14.)) ergiebt sich nun aus dieser Formel

Es muss aber

, ,
Ivi

sein, für l als ganze Zahl (S. 249). Andererseits erscheint nach der vorher-

gehenden Gleichung tju)'— toY]' als stetige Function von k. Und da sich l nur

sprungweise ändern könnte, so muss es für alle Werthe von k denselben Werth

haben. Für Ä; = folgt

Ttt

und dies war es, was bewiesen werden sollte.



I

Neunundzwanzigstes Kapitel.

Bestimmung von u aus der Gleichung pu = s.

Die Formeln und Entwickelungen des vorigen Kapitels lassen sich in

mehreren Richtungen verallgemeinern. Erstens darf man e,, e^, «, durch e^, e^, e^

ersetzen, wobei nur darauf zu achten ist, dass diese Grössen der Convergenz

der vorkommenden Reihen wegen bei der Bildung von ¥ in passender Weise

angeordnet werden. Zweitens gelten die Methoden nicht nur für die Be-

rechnung einer halben Periode, also einer Grösse aJ, die der Gleichung

genügt, sondern allgemein für die Bestimmung einer Grösse u aus der

Gleichung

(1.) ^u = s

bei gegebenem s. Zwar ist schon im sechsten Kapitel gezeigt worden, dass

man diese Gleichung mittels einer endlichen Anzahl von Reihenentwickelungen

lösen kann; aber für die praktische Berechnung sind jene Reihen wenig

brauchbar.

Der in den beiden letzten Kapiteln beständig benutzte Zusammenhang

zwischen den Differentialen -=• und , beruhte auf der Beziehung

zwischen der ^-Function und den 6- Quotienten (S. 89). Es ist gleichgiltig,

ob man u der Gleichung (1.) oder z. B. der Gleichung

(!"«)'= ^-'

gemäss zu bestimmen sucht. An Stelle von -^ soll jetzt der Quotient -^
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bevorzugt werden. Wird

(2.) h' = ^

gesetzt, so ist wegen

\6^ ) fu-e^

I mit Ä durch die Bedingung

(3.) I»

^~^"
s-e^

verbunden. Die Function -^u genügt nach S. 98 (10.) der Differentialgleichung

Wird also

(4.)
^i^ = Ä«

gesetzt, so ist

(5.) u —
\

—
:

ein Ausdruck, der die Gleichung (2.) befriedigt. Verfährt man nun nach der

Methode auf S. 244, so findet man

(6.) u = -ßL= log (I + i vrri?)- -—L= G{i) v/r^i?,

wo der Logarithmus für | = 1 verschwindet. Der Werth von u ist demnach

eindeutig bestimmt, wenn VV"^ und \/l — S' fixirt sind. Aber für die Auf-

gabe selbst sind diese Wurzelwerthe ohne Bedeutung. Denn ihre Änderung

kann höchstens das Vorzeichen von u umkehren, und die Gleichung (2.)

bleibt erfüllt, weil (Ö^u und (S^u gerade Functionen von u sind. Denkt man
sich nun für ein gegebenes s die Grösse | durch die Gleichung (3.) erklärt, und

zwar unter der Bedingung, dass | = + 1, ä = oo zusammengehören, so erhält man

d.h.

>M — e« s — c»
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rOder, weil e ^ e^

iu = s.

1

"Giebt man auch dem Logarithmus einen beliebigen seiner Werthe, so ändert

sich u um ein positives oder negatives Vielfaches von

Nun darf man nach dem oben zuerst Bemerkten in Verbindung mit S. 254 (21.)

als bewiesen betrachten, dass

g^t 9-

Ve„-ey

eine Periode der ^-Function ist. Das Doppelte hiervon ist eine Periode des

Quotienten ~ (S. 93). Mithin bleibt auch der geänderte Werth von u eine

Lösung der Gleichung (2.).

Die Formel (6.) liefert hiernach eine bestimmte Lösung der Aufgabe, ferner

den entgegengesetzten "Werth und alle die Werthe, die sich durch Vielfache

einer bestimmten Periode von diesen unterscheiden. Die Giltigkeit der Formel

ist an die Convergenz der darin vorkommenden Reihen gebunden. Von ejner

der Bedingungen,

kann man sich dadurch frei machen, dass man statt Ä' eine andere Grösse in

die Reihenentwickelungen einführt.

Aus den Beziehungen zwischen 6- und &-Functionen (S. 17t) folgt für

die linke Seite der Gleichung (2.)

(7.)

und ebenso

(8.)

Aus (8.) ergiebt sich

g.M _ \Je„-e, 0.(t;|T)

S^M

re

\lea-^

(9.)

V^e,-ey(5^M-V^e„-e^6yM ^ &, (t;
|
t) - 8. (t>

1 1)

V^eJ^SjjM+v'i^^SyM Ö.(i'l^) + ö.(«'|T)
"

Ellipttscho Functionon. 33
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Nun ist nach S. 171 (19.) und (20.)

&,(ü|t) + &,(«|t) = 2^1+2 (l + {-lT)h'''cos2nv^\,

d,(t;|T)-ö,(t)|T) = 22 (l-(-l)'');i"'cos2Mt;ir.

In der vorletzten Formel wird der Coefficient von h cos invit für ungerades,

in der letzten für gerades n zu Null, mithin

ö,(i;|T) + 8,(t'|T) = 2(1 + 2 2 h^'^'cosimvn],
\ m=l /

ft,(t)|T)-ö,(o|T) = 42 Ä^^'"+^^'cos2(2w + l)t)ir.

m= o

Die rechten Seiten dieser Gleichungen können, von dem Factor 2 abgesehen,

aus den Reihen für öj(t)|x) und öj(v|t) dadurch hergeleitet werden, dass h

durch h*, v durch 2v ersetzt wird. Die erste Annahme kommt darauf hinaus,

4x für T zu setzen, d. h. 4(3' für ä', während ä ungeändert bleibt. Es wird also

(10.) ö.(f|T) + ».(«;|T) = 29,(2t;|4T),

(11.) »»(«'K)-*3(«'iT) = 2&^(2«;|4t).

Geht man von dem primitiven Periodenpaar (2t5, 8(5') aus, so ändert sich

naturgemäss die ^-Function, und damit auch die Grössen e^, e,, e^. Werden

die neuen Grössen mit e[, e[, e\ bezeichnet, so entspricht der Gleichung (7.)

die folgende:

(3,(m|(Ü, 4a') ^ V^e;-e; 0,(y|4T)

^
''

(5^(M|a, 4a') ^^—^^ ».(H4t)"

Und da aus (9.), (10.) und (11.)

V^Cc— CyS^M — V^e^ — e^gyM _ ö,(2«|4t)

V^e„-eyG^M + V^e„-e^S^M ~ 0,(21^1 4t)

hervorgeht, so ergiebt sich schliesslich

(-13 1

V^e„- Cy S
^

jM - v^e„- e^ (o^u ^ y^ej^ - e'^ 6„(2M|a, 4a')

v'v^s^w + v^e^^SyM ~
v^e;-e; S^,(2M|a, 4a')

Nach S. 171, 172 (25.), (26.) und (27.) wird
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Setzt man also in (10.) und (11.) v = 0, so findet man

(14-)
{ 1

Zusammen mit

e„ + e;, + e;

stellen diese Formeln die neuen Grössen e[, e[, e'^, die der Multiplication der

Periode 2u)' mit 4 entsprechen, algebraisch durch die ursprünglichen dar.

Angenommen nun, es sei ein Werth u ermittelt, für den

(15.)

wird, so würde, wenn
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d. h. wieder
pu =: s.

Die Lösung der an die Spitze gestellten Aufgabe kann hiernach auch von

der der Gleichung (15.) abhängig gemacht werden.

Verföhrt man zu diesem Zweck genau wie vorher, so findet man, dem
Ausdruck (5.) als Lösung von (2.) entsprechend,

(19.) 2u = _^. f^'

^^' -

Die Formeln, die aus den Reihenentwickelungen entspringen, mögen hier

zusammengestellt werden.

Es sei

(20.) l = I^HI^-
(aus (16.) und (14.)),

foi \ IV V^e«-eyVs-e^-V^e»-e^Vs-ey

(aus (17.)),

7»B

2«—

J

(der Grösse ^, S. 242 (14.) entsprechend),

ras^ ßrn-i + ^/'4- ,

2.4... (2^-2)
(23.) G„(.t) - 1+3^+ +3.5...(2n-l)^

(S. 242 (13.)),

(24.) ^(o=j^ (^;!:;;^;:-^^)'r^^„(o,

so wird nach S. 256 (6.)

(25.) I (v'i:^

+

\/^~^^y u = i2 log (r + 1 vi^^) - G (r ) vi"=T'-

Die Reihen convergiren für

(vgl. S. 242).

Es fragt sich noch, ob und aus welchen Gründen diese Bedingungen

als erfüllt vorausgesetzt werden dürfen. Nach (20.) und (21.) sind l und /g'
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von der Form

l-(p + qi)

Der absolute Betrag einer solchen Grösse ist kleiner als Eins für

p>0.
Der Quotient

Ce«- •e,
ß

\l^a-«y

müsste also, wenn die Reihe C convergiren soll, im reellen Theile positiv

sein. Durch passende Wahl einer der beiden vierten Wurzeln kann man

dies zwar stets erreichen; es bleibt dann aber zu untersuchen, ob die oben

benutzten Formeln S. 171, 172 (25.), (26.), (27.) und die bei Einführung von

e[^ e[, e[ ihnen entsprechenden (S. 259), für die die Gleichung

(/eP4 &,(0|4t)

(/i^TTi;
- »,(0|4t)'

d. h.

(26.) l = 2-?^^^

1 + 2 SÄ*"'
« = i

nothwendig ist, bestehen bleiben. Man erreicht dies am einfachsten, indem

man bei gegebenem l die Grösse h durch diese Gleichung bestimmt. Dabei

ergiebt sich eine Reihe von besonders starker Convergenz, sodass wenige

Anfangsglieder praktisch ausreichen:

("•) " = hi¥j*Hjh'''{i)
u
+

Die Einzelheiten der hierzu erforderlichen Rechnung, sowie die einfachen

Überlegungen über die Folge der Definitionen und die Verkettung der Glei-

chungen, durch die man schliesslich zu der Formel (25.) zurückgelangt,

mögen hier übergangen werden. Das, worauf es im Wesentlichen ankommt,

wird bei der Anwendung auf besondere Fälle, im dreissigsten Kapitel, hervor-

treten.
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Was die Bedingung |^|'|<1 angeht, so kann sie wegen

?!' =

durch passende Wahl eines der Jbeiden Quadratwurzelwerthe immer erfüllt

werden. Es könnte höchstens zweifelhaft erscheinen, ob eine solche Annahme

nach der Natur der Functionen, aus denen der Ausdruck entstanden war, ge-

stattet ist. Von allgemeinen Erwägungen abgesehen, kann man hier einfach

so schliessen: Da nach S. 93

1 -
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Diese Vorlesungen sind (S. 4) mit einer linearen Transformation eines

elliptischen Differentials erster Art begonnen worden. Die Untersuchungen

von Legendre hatten ergeben, dass ein solches Differential in eins von der-

selben Form übergeht, wenn man eine Transformation zweiten oder dritten

Grades anwendet, und Legendre glaubte, dass hiermit die rationalen Trans-

formationen abgeschlossen wären. Aber Jacobi, dessen erste Untersuchungen

über elliptische Functionen an die Ergebnisse von Legendre anknüpften, fand

durch eine einfache Constanten-Abzählung, dass das Bestehen einer Gleichung

da;, dx

wo M eine rationale Function von x oder eine Constante bedeutet, auch

durch die Substitution

X, =
Qn{^)

bewirkt werden kann, in der P„{x) und Q„{x) ganze Functionen beliebigen

(n'"') Grades bezeichnen. Für unseren Fall wäre die Aufgabe, durch eine An-

nahme der Form (28.) das Differential —^ in die Legendresche Normalform

überzuführen und zwar so, dass die dann auftretenden Reihenentwickelungen

möglichst stark convergent sind. Offenbar hätte man zu diesem Zweck ziem-

lich verwickelte Rechnungen durchzuführen. Es ist hier einer der vielen

Fälle, in denen sich die besondere Brauchbarkeit der ö-Functionen zeigt. Die

Formeln, auf die es ankommt, wenn man sich von der Nothwendigkeit einer be-

stimmten Anordnung der Grössen e^, «^, e befreien will, sind ohne die geringste

Schwierigkeit aus dem Bildungsgesetz dieser Functionen erschlossen worden.

Die Aufgabe, die nunmehr als gelöst gelten kann, ist für die Anwendungen

wichtig. Die dort vorkommenden elliptischen Integrale können durch Integrale

der drei Arten dargestellt werden, und die der zweiten und dritten Art mittels

der S-Functionen, deren Argument u ist, also der Werth des Integrales erster

Art. Lässt man an die Stelle der S-Functionen die d-Functionen treten, so

wird u durch das Argument v ersetzt, das sich von jenem nur um einen

Constanten Factor unterscheidet.



Dreissigstes Kapitel.

Anwendung der Formeln des achtzehnten und neunundzwanzig-

sten Kapitels auf den Fall reeller Invarianten.

Obgleich man die Reihen, die für die Berechnung von u als Function

von s gebraucht werden, bei jeder Anordnung der Grössen e^, e^, e^ convergent

machen kann, so wird man doch bei den Anwendungen darauf achten, dass

die Convergenz möglichst stark werde. Dies soll für reelle Invarianten weiter

verfolgt werden.

Es sei

I. (?> 0,

also «j, e^, Cj reell, und es werde dann, wie früher,

e, > e^ > 63

vorausgesetzt. Man nehme

a. u = l, ß=:2, y = 3

und wähle die vierten Wurzeln reell und positiv. Die Formel S. 260 (20.)

liefert

Ve, - 63 + Ve, - e.

Die ursprünglich zur Berechnung benutzte Grösse

wird gleich der im siebenundzwanzigsten Kapitel definirten (S. 241 (4.)),
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Setzt man allgemein

Ä^Ä" = 1,

also

so kann man

(2.) i =
1 + VF 1 + v^i - Ä«

sckreiben, und diese Formel lässt unmittelbar erkennen, dass l um so kleiner

wird, je näher h'^ bei 1, also Ä' bei Null liegt, d. h. je weniger e. von e .

hier e von e^ verschieden ist.

Nach S. 172 (26.) und (27.) ist

(3.) \/4r^^^^^ + ^^^^ = 2(1 + 2Ä*+2A" + ...)-

Im vorliegenden Falle ist die durch die Formel S. 261 (27.) bestimmte Grösse

Ä gleichzeitig mit l reell und positiv, sodass sich aus (3.) 2(u als reelle Grösse

ergiebt. Bezeichnet man sie mit 2a), so liefert die Gleichung

(4.) \/-^ = -
., l. (l + 2fe«+2A"+-)

zugleich den Werth der Quadratwurzel als positiv. Der Formel

U)' .— wt

h = e

gemäss definire man nun w' durch den Ausdruck

, , , ü>i 1 1
(5.) --^^l^g-Ä'

wo dem Logarithmus der reelle Werth beizulegen ist. u)' wird rein imaginär.

Zur Darstellung der 6- Functionen durch die ö-Reihen fehlt noch die Grösse

7], die z. B. nach S. 174 (33.) aus

t:' l-3'Ä'+5=7t'-7'fe"+-..
(6.) 2(U7) =

6 l-3A''+5/i"'-7A"+---

Elliptiacho Fmietiotoii. 34
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bestimmt werden kann. Die Formeln S. 171 (21.) bis (24.) geben für
M cu'

2tu ' u)

i/^"* .«/TT f 2(07]«% , , ,

V Vea-«8Ö.M = e ' ^i(v\i:)

(7.) ( _

, /2tu 4/ 2(0111)« o , 1 >

y-^VCi-e.SjM = e ' »»(^It).

Ist k' wenig von 1, also e^ wenig von e, verschieden, so bekommt man

stärker convergente Reihen, wenn man

b. a = 3, /3 = 2, y = 1

setzt. In der allgemeinen Formel

l = \/ea-ey-\/e„-ef

werden dann die Radicanden

e„-ey = Cj-Cj und e„-e^ = e,-e,

negativ, und es sei für e = sß

wo die Wurzelwerthe auf den rechten Seiten reell und positiv sind. Die

Grössen l und h mögen hier zur Unterscheidung mit l^ und h^ bezeichnet

werden, sodass

(8.) l = V^^--^»-V^^'-^» =, luVL
\/ex-e, + \/e,-e, 1 + V*

und

(9.) Ä. = | + 2(A)Vl5(l)Vl50(iy'+...

wiederum reell, positiv und kleiner als Eins ausfallen. Die aus (3.) hervor-

gehende Gleichung gilt in der Form
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(10.) \J^ = -,=..:.^j==^{l + 2h\+2h\' + ...),

wenn u) positiv imaginär und der Werth der Quadratwurzel reell und positiv

ist. Wird die rein imaginäre Periode, wie vorher, nait 2u)' bezeichnet, so ist

jetzt

2Ä = 2u)',

und weiter

(11.) «. = — i'^si:'

Ä' also eine reelle negative Grösse; es sei

2w' = - 2u).

(2ü), 2o)') ist dann wieder ein primitives Periodenpaar. Der Unterschied gegen

vorher ist nur der, dass man, wenn / eine kleine Grösse ist, zuerst u) be-

rechnen wird, dagegen bei kleinem l^ zuerst u)'. Ebenso wie unter (6.) wird

(12.) 2coV = -^ ^-^'^''+^'^'---
.

Der in der Formel für Sm vorkommende Werth der achten Wurzel aus

G ist, wie immer, gleich

\le^-e,\le^~e^\je^-e, = (- i V»
)' V'e,- e, y'e, - e, \Je^ - e,

,

also, wenn jetzt unter ^G der reelle positive Werth verstanden wird, gleich

t\i

I

Es sei noch

ui ui

t

2S> 2(u'

sodass v' gleichzeitig mit u reell ist; femer

= V,

V

i

Da öj(t;) eine ungerade Function, so wird

ö«(x)
= ».(-»''i) = -»o(«'0,

34^
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und die erste Übergangsformel lautet, wenn
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und
7./» __ ^» ^1

^ e,-«.

ferner längs des Integrationsweges \/l — k^t' und \^—k'*t*, endlich auch

,
und Demnach sind (o und u>' ebenfalls' conjugirt, und wenn

man
(o = A — Bi,

mithin

w' = Ä + Bi

setzt, so ist den damaligen Festsetzungen zufolge

A>0.

Es soll auch hier, wie für Gs^O, zu einem primitiven Periodenpaar über-

gegangen werden, dessen eine Periode 2üi reell ist, und zwar sei

ä> = Vi \- oi' ^ 2 A.

Die andere Periode 26}' ist so zu wählen, dass -^ im reellen Theile positiv

t wird, und wegen

trifft dies für

zu. Daher ist, in Folge von ^A' = e
,

a. Y =

ferner, aus p& = e^^ ^((o + o)') = e,:

a = 2,

und sonach

^ = 1.

Die Grösse l wird durch die Formel

l
^ V^e.-e,-v^,-e,

bestimmt.

Man setze nun

Cj— e, = re^
,

(o <.]>--. t:)
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also
— i/i

<", — e, = re ' .

Die vierten Wurzeln können, unter Wahrung der für ihren Quotienten be-

ständig festzuhaltenden Bedingung, ebenfalls als conjugirt angenommen werden,

sodass der Nenner von l reell wird. Es sei

V'e.-e, = \/re *
,

wo v''"
reell und positiv ist, so kommt

also

(18.) -
1 = il„

wo l^ reell, positiv und kleiner als Eins. Hieraus folgt weiter

Zur wirklichen Berechnung von & und gleichzeitig zur Fixirung des Werthes

von \/-^ dient die Gleichung

V^^ = 1 (H.2AH2A- + -)-

Setzt man nach (19.)

(20.) h = i\,

WO auch \ reell und positiv ist, und beachtet, dass Ä*" = Ä*", so erhält man

(21-) \/-^ = -^^^{l + 2h\+2h\' +...).

\/r cos

2(5 wird danach, wie es sein muss, reell und positiv, w bestimmt sich dann aus

Ä' i
^

1
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wobei der Logarithmus so gewählt werden muss, dass die zweite Coordinate

von -^ positiv ausfällt. Dies erreicht man, indem man fwegen logi= ^j
&' 1 i , 1

• (22.) — = -5- + - log T-

setzt, unter log-r- den reellen Werth verstehend.

Es werde jetzt

«o + tu = U)

gesetzt, sodass
EL w = u>

wird; ausserdem sei

^ (O — (U = (U ,

also

" Von den beiden Bestandtheilen des nicht primitiven Periodenpaares (2«)", 2u)"')

ist der erste reell und positiv, der zweite positiv imaginär. Ist weiter

(0

so kommt

mithin nach (22.)

tö' 11,

2i- 1

auch t' ist positiv imaginär. In Folge von (19.) und (20.) bestimmt sich

dabei Ä, aus der Formel

In der Gleichung (21.) ist links l/-^ für U-^ zu schreiben. Hierzu tritt

6 i + 3Äj-5;i5-7/»;' +

Für die erste Übergangsformel braucht man
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Da G < , so ist als reelle positive Grösse \J— G einzuführen. Es ist

61 — 65 =r 2risin <^,

und es werde

gesetzt, die vierte Wurzel rechts als positiv angenommen. Dann kommt

X 8;-

(/& = «« ^re.

Die vier Übergangsformeln lauten für v
u

(25.) \/^F
femer wegen

7T-. 8 2(u'

wo «(ßj— ej eine reelle positive Grösse,

.
(26.) Sß^^lW?^)^.

endlich

^ 8 2u)'"V'D'a / IIA

(27.)

./2w\t/ _
2(u"7i"ij2 / 1 1 ,\

Die Anfangsglieder der d- Reihen sind:

1 1

2 + 2^)

Oo(v y + Yt'I = 2Ä, (sint;7r + Ä'sin3t)iT — Ä^sinöüTT — Ä"sin 7t;:t+ ••))

wo immer zwei positive und zwei negative Zeichen abwechseln;

e *»(^ T''""2"'^')
~ 2Ä*(cosW7r— ä^cos3z;tu— Ä^cos 5t;7r + Ä5'cos7t;7r + ---),

*'(^ ¥'*"¥^j ~ ^"^ 2Ä*cos4v7r+ 2ÄJ« cos 8ü7t + --- + i(2Ä,cos2?;w + 2Ä^cos6t>T: + •),

*• V ["2
"*"

T'^j ~ ^^ ^^^ *^°® *^" "*" ^^" ^''^ ^"'^ "^ i(2ÄjC0S 2ü7c + 2Ä» cos 6t)ir + • • •)•
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Auch in diesem Falle werden also für reelles u <5u und (5^u reell, (o^u und

(5^u dagegen conjugirt complex.

Die Formeln sind wegen

'. = %!
(aus (17.) und (18.)) besonders brauchbar für 0<(j;<:-|-- Dieser Fall lässt

sich von dem, wo c}; zwischen y und tc liegt, durch das Vorzeichen von e^

unterscheiden. Denn es ist

(^s~^s) + (^2~^i) = ^^i = 2rcost{'.

Für die erste Annahme ist ^j < f ; für die zweite wählt man zweckmässiger

ein anderes primitives Periodenpaar, dessen einer Bestandtheil rein imaginär

statt, wie vorher, reell ist.

Es sei nämlich
* I in
(1) :^ OD — U) = (U

//' //

">=-"> = —ö—

'

d. h. wegen
pS) = p(<a'— u)) = p((u' + o») = e,,

p&' = pm =z e^:

b. y = 1,

« = 2, /J = 3.

Die vierten Wurzeln aus den Differenzen der Grössen e^ seien jetzt in fol-

gender Weise fixirt:

ni

*l 4/- 4 4 4/— 4
Ve,-e, = yre = e \Jr e

,

Tri ij** '^* (''-""}')*

*r 2 4/- 4 4 4/— 4
ye,— e, = e \/r e — e \/re

Aus

l
= V^e,-e.-v^,-e,

folgt

(2

/, ist also unterhalb y gelegen, wenn t}* dem Intervall (-^•••''^) angehört.

(28.) l = itg^V^ = ü,.

Slliptüolie FiinctioDtn. _ 35
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Die weiteren Bestimmungsgleichungen werden

(29.) Ä = t(A. + 2(1)V 15(1)V 150(1)%...) = i/,,

(30.)
» Itt

v/r cos
it — tp

(1 + 2ÄJ+2ä;«+...),

(Ol ,1 S> Sil , 1= ^logTT^ = -0- +— logT- =
ih. k

tO «) , 1

Nachdem also 2a)'" (positiv imaginär) aus (30.) berechnet ist, findet man 2(o"

mittels der Formel
2«,'" 1

O) = r- log

Hat x' denselben Werth —jr wie vorher, so wird jetzt

(U

(Ö

1 1 m"

2 2 to'"

1 1

Y~ 2t'

2™"'r"' - ^' i + 3'fe;-5'fe;-.
^

6 1 + 3AI-5A«-.

Die Gleichung für ^ = >)'" heisst

(31.)

und die Bestimmung für \[G:

Aus demselben Grunde wie auf S. 267 werde

M»
, V

2(0

gesetzt. Dann vermitteln folgende Formeln den Zusammenhang zwischen den

S- und d-Functionen

:

(32.)

G Stt = 1 ~"8~ -2(o"'7i'"»" Q / ,-l 1 1 \

»/2(0"' «;

zt

8 —2(0'"«''

2 u>"' ()'"»'

C, S.M = 2(u"'»i'

\ |2 2t/

V
I

2 2t'/

»" a / ' •
I

1 1 \

^'ri2~^)'
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Für die in den letzten beiden Formeln vorkommenden vierten Wurzeln gelten

die Definitionen

T *r
\/e,-e, = e \/e,-e„

T.t

Die d-Keihen haben folgende Ausdrücke:

TCt

l

71»

},t\{e''+e-'"^-K{e'"^'^^e-'>'^')-K(e"''+e-"'^') + \,

„ / ,.| 1 1 \ -, . -Lil iV- -4ü'j:\
, ,,./ 8»'ti ,

-8i;'7t\
,

Ky>A-2--2^j ^ ^ + K\e +e j + hl'ie +e ) + •

+ t\h,[e +e l + K\e +e ) + ••],

'\ ¥~¥rj "" •" ^^'^ +« j + Äj'le +e
] + •••

Sämmtliche Formeln dieses Kapitels beruhen auf der Annahme, dass eine

Periode entweder reell oder rein imaginär sei. Da man die primitiven Pe-

rioden auf unendlichviele Weisen ändern kann, so giebt es auch unendlich-

viele Möglichkeiten der Darstellung der S- durch die ö-Functionen. Während

die Gesaramtheit der S-Functionen bei einem Übergange von einem primitiven

Periodenpaare zu einem beliebigen anderen ungeändert bleibt, ist dies für die

d-Functionen nicht der Fall.

36*



Einunddreissigstes Kapitel.

Transformation der elliptischen Functionen.

Im Vorhergehenden sind die elliptischen Functionen fast überall als

Functionen von u allein betrachtet worden. Nur an wenigen Stellen, z. B.

bei der Untersuchung des Bildungsgesetzes der S- und damit auch der ^-Reihe,

wurden ausser u auch die Invarianten oder die Perioden ausdrücklich als

Argumente behandelt. Es kann vorkommen, dass zwischen elliptischen Func-

tionen mit verschiedenen Fundamentalperioden algebraische Beziehungen be-

stehen. So hat die Function -~- mit der zugehörigen ^-Function eine Periode,

2ü), gemein, während die andere primitive Periode 2u)' durch 4u>' vertreten

wird (S. 94). Zwischen diesen beiden elliptischen Functionen besteht die

Gleichung

\6u} ~ pu~e^.

Nach einem Hauptsätze der Theorie kann man eine Function p^u mit den

Fundamentalperioden des (5-Quotienten bilden, durch die sich dann -4^ alge-

braisch darstellen lässt (S. 146). Mithin besteht zwischen pu und p^u eine

algebraische Gleichung.

Diese einfachen Überlegungen führen auf die allgemeine Aufgabe, die

Bedingungen zu suchen, unter denen zwischen zwei elliptischen Functionen

(f{u) und ip,(«) eine algebraische Gleichung besteht.

Mit dieser Aufgabe, deren Lösung auf den ersten Anblick sehr schwierig

scheint, beginnt Jacobi seine Fundamenta, nachdem schon Legendre einige

specielle Fälle entdeckt hatte. Sie hängt mit der Transformation der ellipti-

schen Integrale eng zusammen. Von dem hier eingenommenen Standpunkt
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aus lässt sich die ganze Theorie ohne Schwierigkeit entwickeln, und nament-

lich kann man die Aufgabe selbst sogleich sehr vereinfachen.

Ü Da nämlich jede elliptische Function durch eine passend gewählte p-

Function und ihre erste Ableitung rational ausdrückbar ist, so muss eine

algebraische Gleichung zwischen <f{u) und <f^{u) auch eine solche zwischen

pti und p^u nach sich ziehen. Dies folgt sofort durch ein Eliminations-

A'erfahren, das die beiden Ableitungen p'u und p[u mit umfasst. Umgekehrt

ergiebt sich aus einer algebraischen Gleichung zwischen pu und p^u eine

ebensolche zwischen cp(M) und 9,(««).

Die Aufgabe wird nicht allgemeiner, wenn man in einer der beiden

Functionen das Argument u durch mu ersetzt, unter m eine beliebige Con-

stante verstanden. Denn nach S. 44 ist

I
Man kommt also wieder auf eine Beziehung zwischen zwei ^-Functionen von

demselben Argument u und verschiedenen Invariantenpaaren.

Trotz der Vereinfachungs-Möglichkeit sollen die GrundbegriflPe und einige

Hauptergebnisse der Transformationstheorie an die algebraische Gleichung

zwischen zwei beliebigen elliptischen Functionen

(1.) G(cp(M), 9,(m)) =

angeschlossen werden, weil sie dort ebenso einfach formulirt werden können

wie in dem besonderen Falle der |3- Functionen. Es ist sogar nicht einmal

nöthig, in der Gleichung (l.) beide Functionen als elliptische vorauszusetzen

es sei vielmehr nur '^(m) eine solche, ^^{u) dagegen blos eine eindeutige

Function, die überall im Endlichen den Charakter einer rationalen Function

hat. Ersetzt man in (1.) das Argument u durch u+2vio, wo 2ü) eine Periode

von cp(M), so erhält man

6r(<p(M), 9,C«+2va))) = 0.

Die Gleichung (1.) sei in Bezug auf <p,(m) vom «*" Grade. Giebt man dann

V der Reihe nach die Werthe 1, 2, ... n, so erhält man, die Ausgangsgleichung

eingerechnet, n + 1 Gleichungen, alle von derselben Form

G(^(u),z) = 0,
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die durch

z = '?,(«), »i(m+2<ü), ... cp,(«t + 2w(u)

befriedigt werden. Da aber eine Gleichung w*™ Grades höchstens n ver-

schiedene Wurzeln haben kann, so müssen in dieser Reihe mindestens zwei

Werthe einander gleich sein:

«p,(«+2v,u)) = <p,(m+2v,u>)

oder, wenn u — lv^vn statt u eingeführt und

V, — V, = m
gesetzt wird,

«p,(it+2wtu)) = (p, (m).

Ebenso ündet man

«P,(m+ 2m'u)') = ?i(«*),

d. h.
<f, («*) ist ebenfalls eine elliptische Function.

^{u) und 9,(m) haben das Periodenpaar (2jw(i), 2/»'u)') gemein und lassen

sich demnach rational durch die Function

Ji>(M|»MU), fw'ü)')

und ihre erste Ableitung darstellen. Solche elliptischen Functionen nun, die

durch eine und dieselbe dritte und deren Ableitung rational ausdrückbar sind,

werden als verwandt bezeichnet. Man hat also den Satz, dass zwischen

zwei Functionen, unter denen eine algebraische Beziehung besteht, Verwandt-

schaft stattfindet. Dass umgekehrt zwei verwandte elliptische Functionen

durch eine algebraische Gleichung verbunden sind, ist schon oben erwähnt

worden. Mithin kann die Verwandtschaft auch durch das Bestehen einer

Gleichung der Form (1.) gekennzeichnet werden.

Zwei Functionen, die mit einer dritten verwandt sind, sind unter einander

verwandt. Denn sind

<^. (?(«), ?.(w)) =

zwei algebraische Gleichungen, so folgt durch Elimination von cp(M) wieder

eine algebraische Gleichung



TRANSFORMATION DER ELLIPTISCHEN FUNCTIONEN. 279

Der Zusammenhang zwischen den Perioden zweier verwandten Functionen

soll jetzt genauer untersucht werden. Es sei (2(o^, 2(o^) ein beiden Functionen

gemeinsames Periodenpaar, (2(i), 2(ü') ein beliebiges Periodenpaar von 9(m),

(2u)^, 2a>'J ein solches von 9,(w). Ein primitives Periodenpaar von cp(«) sei

mit (2ü), 2(1)') bezeichnet, sodass sowohl 2(0, 2(o' wie auch 2(0^, 2fa\ als homo-

gene lineare Functionen mit ganzzahligen Coefficienten durch 2c5, 1&' dar-

gestellt werden können. Es sei

(Uu = a tt) + jS Si

,

lü'f, = «'w + ß' m,

(Ü = A (Ü + fi Ö)',

Ol' = A'üJ + ft'w'.

Aus den beiden letzten Gleichungen folgt durch Auflösung

(Aft' — ftA') tu = ft'o) — jiiu»',

(Aft'— ftA') üi' = — A'o) + A(o'.

Die Determinante Xji'— fiX' ist nicht Null, weil sonst 2u) und 2(o' in einem

rationalen Verhältniss stünden. Ebensowenig verschwindet aß'— ßu'. Die Ein-

führung der Werthe von m und &' in die beiden ersten Gleichungen liefert

«)(, ^ p io +q m',

(o^ = p'(o + g'o)',

wo /), ... q' rationale Zahlen bedeuten. Ihre Determinante ist ebenfalls nicht

Null, denn sie ist gleich

aß'-ßa

In der gleichen Weise findet man

"»0 = PiU'i + S'i'"!.

und durch Gleichsetzung beider Werthepaare und Auflösung:

/o \
( (ü = a «u, + 6 u)',i'—'i7''
f (U =: a (li^ + m^.

Auch hier sind a, . . .
6' rationale Zahlen von nicht verschwindender Determinante.
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Gleichungen der Form (2.) müssen also immer stattfinden, wenn <f{u)

und cpj(2/) verwandte elliptische Functionen, (2(ü, 2(i)') und (2(0^, 2w[) beliebige

Periodenpaare dieser Functionen sind.

Es sei jetzt <f{u) eine beliebige elliptische Function. Eines ihrer Pe-

riodenpaare (2(1), 2u)') werde beliebig ausgewählt und vier rationale Zahlen

a, ... b' willkürlich, nur so angenommen, dass ah'— ab von Null verschieden

ist. Alsdann sollen w^ und (o^ durch die Ausdrücke

(3.)

6'o

ah'—ha
aoi'— a'u)

ab'— ha'

(wie sie aus (2.) durch Auflösung folgen würden) definirt und unter cp,(«)

irgend eine elliptische Function mit den Perioden 2(0^, 2(0^ verstanden werden.

Dann sind, so wird behauptet, <^{u) und <?>,(«) verwandte Functionen. Es

seien nämlich g,g' zwei ganze Zahlen, die so beschaffen sind, dass die Pro-

ducte ga, gb, g'a', g'b' ganze Zahlen werden. Dann lässt sich in den Gleichungen

(2.), die ja mit (3.) identisch sind,

2g'io' — 2m'u), + 2m'u);

setzen, für wi, . . .
«' als ganze Zahlen. Die Function cp(M) hat die Perioden

2^ü), 2^'u)', und da sich die Grössen als homogene lineare ganzzahlige Func-

tionen von 2ü)j und 1ia\ darstellen lassen, so müssen sie auch Perioden von

cPj(m) sein. Beide Functionen sind demnach rational darstellbar durch die

^-Function mit den primitiven Perioden 20» (o, 2^'(u',

^{u\go>,g'iä'),

und ihre erste Ableitung.

Dieser Satz ist die Umkehrung des vorher bewiesenen. Beide zusammen

geben Veranlassung zu der Frage, in welcher Weise die Verwandtschaft

zweier elliptischen Functionen genauer charakterisirt werden kann, wenn

die Gleichungen (2.) nicht nur der Form nach, sondern auch in ihren Coeffi-

cienten gegeben sind. D. h. es ist zu untersuchen, was sich unter dieser

Voraussetzung über die zwischen cp(M) und 9,(«) bestehende algebraische
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Gleichung oder, nach der ursprünglichen Definition der Verwandtschaft, über

die Form der Darstellung dieser beiden Functionen durch eine und dieselbe

^-Function aussagen lässt.

Zuerst sollen die Gleichungen (2.) auf eine möglichst einfache Form ge-

bracht werden.

Die rationalen Zahlen a, ... h\ die nicht etwa sämmtlich positiv zu sein

brauchen, können durch Multiplication mit einer und derselben ganzen

Zahl in ganze Zahlen verwandelt werden. Unter den unendlichvielen Zahlen,

durch die dieser Zweck erreicht werden kann, sei c die kleinste positive.

Die ganzen Zahlen ca, cb, ca', cb' können einen gemeinsamen Theiler haben,

der ebenfalls als positiv vorausgesetzt werden soll, und zwar sei m der grösste

Theiler. Setzt man

ca = ma, cb = mß, ca' = m«', cb' = mß',

so enthalten also «, ... ß' keinen Theiler mehr, der allen vier Zahlen gemein-

sam wäre. Femer sind offenbar c und m relative Primzahlen.

Werden nun «, ... ß' statt a, . .. &' in (3.) eingeführt, so ergiebt sich z. B.

c /3'(o — /3u>'

*"' "^
ni ttß'-ßa '

c kann mit aß'—ßu' einen gemeinsamen Theiler haben; der grösste positive

, heisse n^, und es sei

c = w,«,, aß'—ßu' =: nn^.

Durch Einsetzen der umgeformten Ausdrücke von a,...b' in (2.) und (3.)

erhält man
m

(*•)

(««,. + ^ m[)

(« (u + ß mA,

(5.)

[—am + « oj )

.

mn

Der in den Gleichungen (4.) vor den Klammern stehende Bruch
*"

erscheint

in der reducirten Form, weil m mit c = m^n^ keinen gemeinsamen Theiler

haben konnte. Aus demselben Grunde sind in den Formeln (5.) m^ und m
EUiptiselt« FunctioneD, 36
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relativ prim. Man überblickt aber sofort, dass m^ auch mit n keinen gemein-

samen Theiler haben kann. Denn wäre

f», = m[d, n = n'd,

so würde

c := m[n^d, ccß' — ßu' = n'»,d

sein. Der Voraussetzung entgegen wäre also n^ nicht der grösste gemeinsame

Theiler der Zahl c und der Determinante.

Was die Vorzeichen der eingeführten ganzen Zahlen angeht, so war

oO, m:>0, »»1 > 0.

Wegen c = m^n^ ist also auch
•

rn, > 0.

Nimmt man das Periodenpaar (2u), 2(b') so an, dass ~ im reellen Theile

positiv ist, und setzt die entsprechende Eigenschaft von (2a)^,
2«)'J

voraus,

80 kann man auch über das Zeichen von n noch etwas schliessen. Es findet

sich nämlich

ah'-ba'>0,

also, wegen
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Es seien (2ü), 2Si') und (2(«^, 2{i>'J diese Periodenpaare. Die Bedingungen

9i|-^.j>0, 3t(-^l>»0 sollen festgehalten werden, sodass die Determinanten

der Substitutions - Coefficienten den Werth + 1 haben. Die Elimination der

ursprünglichen Periodenpaare liefert

m , . ,.

WO «,,... ßl wieder ganze Zahlen und

ist. Man kann beweisen, dass bei passender Wahl der primitiven Perioden-

paare jede Periode der einen Function sich mittels einer einzigen Periode der

anderen darstellen lässt, dass nämlich

«; = 0, /So = 0, ^; = 1

und demnach
«, = nw,

gesetzt werden darf.

Zu dem Ende nehme man, indem man nach wie vor «, .../3' als ge-

geben betrachtet, zwei ganze Zahlen «^ und ß^ so an, dass a^ß— ß^a und

a^ß'—ß^a relative Primzahlen sind. Dies ist möglich, weil a, ß, a\ ß' keinen

gemeinsamen Theiler haben. Wenn z. B. « und ß relativ prim sind, so kann

man u^ß — ß^a = 1 machen und dann die Determinante a^ß'—ß^a gleich irgend

einer anderen Zahl setzen, wie sie sich durch Einführung der Zahlenwerthe

«j und /3j ergiebt. Dann mögen weiter «^ und ß^ so bestimmt werden, dass

(6.) «,(«.^-^.«) + ^,(«.^'- /?.«') = 1

ist, und für tu und ä' die Definitionen

üi' = a, (u + /}, «u'

('•)

gelten. Hierin sind also je zwei in einer und derselben Gleichung vor-

kommende Coefficienten relativ prim, und die Determinante aller vier Coeffi-

cienten gleich Eins, wie es unter den gemachten Voraussetzungen für den

Übergang von einem primitiven Periodenpaar zu einem anderen erfordert wird.

36*
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Die Gleichung (6.) kann auch in der Form

(8.) a^{aj + ßj')-ß^(a,a + ß,a) = 1

geschrieben werden. Betrachtet man die linke Seite als Determinante eines

Paares linearer Formen, so sieht man, dass man setzen kann:

i ä; = (a,a + ß,a')oy^ + {aj + ß,ß')o^[.

Diese Formeln enthalten für die zweite Function den Übergang von einem

primitiven Periodenpaar zu einem anderen.

Eliminirt man jetzt wieder die ursprünglichen Periodenpaare (2u>, 2ü)')

und (2u>j, 2a)j) mittels (4.) oder (5.), so findet man

(10.)

oder umgekehrt

(11.)
I -r '

f •"! = -
V m

Damit ist die auf S. 283 ausgesprochene Behauptung bewiesen, und es zeigt

sich, dass jede Verwandtschaft zwischen zwei elliptischen Functionen durch

vier positive ganze Zahlen charakterisirt werden kann.

Die Bedeutung dieser Zahlen lässt sich in folgender Weise noch deut-

licher erkennen.

Es sei 2a)j eine primitive Periode der Function 9,(m), also eine solche,

die geeignet ist, mit einer anderen zusammen ein primitives Periodenpaar zu

bilden. Sie drückt sich durch die Bestandtheile eines anderen primitiven

Periodenpaares- in der Form

aus, wo Aj und ft^ relative Primzahlen sind. Nach S. 280muss bei passender

Wahl der ganzen Zahl g^

2g, m. = 2g, L—'-iö + 2g,(i, ' ' o>'

s>
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eine Periode von cp(M) sein. Da aber 2&, 2(5' ein primitives Periodenpaar

dieser Function bedeutet, so sind g A -^ und g u. -^^ ganze Zahlen: d. h.,

weil —'- und '
' reducirte Brüche sind, es muss g X durch mn^ g u durch m

theilbar sein. Fasst man jetzt irgend einen Primfactor von m in's Auge, so

muss er nach der zweiten Bedingung in g^ii^ aufgehen. Angenommen, er sei

Factor von ft^, so kann er A^ nicht theilen, weil A^ und n^ überhaupt keinen

gemeinsamen Theiler haben. Da aber nach der ersten Bedingung ff^l^ durch

m theilbar sein muss, so geht der Factor in g^ auf. Dies gilt für alle Prim-

factoren von m, von denen man nicht von vornherein weiss, dass sie in g
enthalten sind. Also: Sämmtüche Primfactoren von m müssen auch Theiler

von g^ sein, und zwar ebenso oft, wie sie in m vorkommen; g^ ist durch m
theilbar.

Ist nun

so muss noch h^X^ durch n theilbar sein.

Es sei n" der grösste gemeinsame Theiler von A^ und n, und

Dann muss n' in h^ aufgehen,

also

sein. Es werde im Besonderen

mithin

angenommen, sodass

n = nn .

Ä, = kn',

g^ = lin'm

Ä = 1,

9i = mn'

2^,(0, = 2mn'o), := 2 '—i-üi + 2n'ft,m,»,tö'

wird. Der Coefficient von 1& erscheint dann nur als Bruch, denn es war

n = n'n" und n" Theiler von A^. Es ist also

2mn'a>j

eine Periode von 9 («), d. h. es reicht aus, die Zahl g^ gleich mn zu nehmen,

ohne noch einen Factor k hinzuzufügen. Dies gilt für irgend eine primitive
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Periode 2«)^ der Function 9,(m): wie aucli diese Periode beschaffen sein möge,

so ist doch stets die ganze Zahl g^^ die bewirkt, dass S^'^co^ eine Periode von

(f
(m) wird, ein Vielfaches von m. Der Factor n bestimmt sich hierauf wie

angegeben; ist der Ausdruck von 2(0^ durch 2(i>p 2(«'j bekannt, so suche man
den grössten gemeinsamen Theiler n" von A^ und n, dann ist n' = -\-

Man gehe nun umgekehrt, anstatt 2(0^ als gegeben anzunehmen, von

einem bestimmten Zahlenwerthe n aus und suche diesem gemäss 2u)j so zu

wählen, wie es die Bedeutung von n erfordert. Es sei also n' ein beliebiger

Theiler von w, diese Zahl selbst und die Einheit eingeschlossen, und

—r = »
n

gesetzt. Auf unendlichviele Weisen lässt sich eine Zahl k^ so bestimmen,

dass n" der grösste gemeinsame Theiler von n und k^ ist, und alsdann noch

auf unendlichviele Weisen eine Zahl /»j, die mit k^ keinen gemeinsamen

Theiler hat. Setzt man dann

wo u>| und a)j mit !a und a>' durch die beiden Gleichungen (1 1 .) zusammen-

hängen, so ist 2ü)^ eine Periode von 9j(«*), die mit mn' multiplicirt in eine

Periode von <f(M) übergeht. Die kleinste Zahl, mit der multiplicirt über-

haupt eine Grösse 20)^ eine Periode von cp(««) liefert, wird für w' = 1 erhalten,

ist also gleich m. Alle anderen Zahlen, die dies bewirken, haben die Form

mn\ sind mithin durch m theilbar.

Geht man von der Gleichungsform (11.) aus, so sieht man, dass m^ die

entsprechende Bedeutung für die Perioden der Function ^{u) haben muss.

Es ist die kleinste positive ganze Zahl, mit der multiplicirt eine primitive

Periode von <p(«) eine Periode von cp (u) ergiebt.

Die beiden Zahlen m und m^ gewinnen hierdurch für die Theorie der

Verwandtschaft eine Bedeutung, die in der Rechnung, durch welche die

Zahlen eingeführt wurden, nicht hervortritt.

Was n und n^ angeht, so nehme man, wenn m und m^ als bekannt

gelten, n beliebig, nur relativ prim zu m^ an, bestimme vier ganze Zahlen

a, /3, «', /?', die nicht alle einen gemeinsamen Theiler haben, so, dass aß'—ßa'

durch n theilbar wird, und setze
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aß'-ßa = n«!.

Dann definiren die Gleichungen zwischen primitiven halben Perioden

m , a ,s
0) = (au), + fl(u,),

eine Verwandtschaft, die durch die vier Zahlen m, m^, n, n charakterisirt wird;

in dem Sinne, dass es möglich ist, bei Einführung anderer primitiver Perioden-

paare den Inhalt dieser beiden Gleichungen auch durch die Formeln (10.)

wiederzugeben.

Durch dieses Ergebniss wird die Theorie der Verwandtschaft auf die

sogenannte Transformation der elliptischen Functionen zurückgeführt.

Eine elliptische Function heisst nämlich dann durch Transformation aus einer

anderen entstanden, wenn eines ihrer primitiven Periodenpaare sich einem

primitiven Periodenpaare der anderen so zuordnen lässt, dass jeder Bestand-

theil des einen Paares aus einem Bestandtheil des zweiten durch Multiplication

mit einer rationalen Zahl hervorgeht.



Zweiunddreissigstes Kapitel.

Transformation specieller Functionen.

Kehrt man zu den ^-Functionen (S. 277) zurück, so hat man nach den

allgemeinen Ergebnissen des letzten Kapitels nur nach der Verwandtschaft

zwischen solchen Functionen zu fragen, für die zwei primitive Periodenpaare

durch die Relationen

mn , ., m
-ü),, (u = u>

verbunden sind.

Wird

Wj " m,w, '

a>

mn m, m »m,w,

gesetzt, so ergiebt sich

(1.) plu , — = plU]—-, 5—1 = ©(m u>„, U)„).

Die dritte ^-Function, p(u\m^,u}'J, geht also aus der ersten dadurch hervor,

dass die erste Periode durch mn, die zweite durch m getheilt wird; aus der

zweiten mittels Theilung der ersten Periode durch m^, der zweiten durch »w^n,.

Könnte man p{u\*o^,m[) sowohl durch p(m| «),£)') wie durch p{u\S)^,u>[) dar-

stellen, so würde das Transformationsproblem gelöst sein.

Nun folgt aus S. 120 (25.)

(2.) (iX^M|u),u)') = p(u\~,~]-
\

I
ft f* /

Die Anwendung dieser Eigenschaft auf (l.) liefert
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(3.) m'
p
(m?J ^ , a'j = in\ p{m,u\m^, ^j,

wo die linke und rechte Seite nach wie vor gleich p(uüi^,to'J ist.

Man sagt, eine p-Function entstehe aus einer anderen durch primitive

Transformation, wenn eine Periode der neuen Function einer Periode

der gegebenen Function gleich ist, während die zweite Periode jener Function

aus der zweiten Periode der ursprünglichen durch Division mit einer posi-

tiven ganzen Zahl hervorgeht. Diese Zahl heisst die Ordnung der Trans-

formation.

Hiernach enthält die Gleichung (3.) den Satz, dass jede Transformation

sich auf zwei Multiplicationen und zwei primitive Transformationen zurück-

führen lässt.

Die Multiplication ist im dreiundzwanzigsten Kapitel behandelt worden.

Es bleibt daher nur übrig, eine primitive Transformation durchzuführen, d. h.

weil die beiden Perioden in gleichem Rechte sind, die Function

HM , U) 1

für eine beliebige ganze Zahl n durch (p{u\ü>,(o) darzustellen. Diese Dar-

stellung muss in rationaler Form möglich sein. Denn die transformirte

Function, die die primitiven Perioden —^ und 2«il' hat, besitzt auch die Pe-

rioden 2tt> und 2<S', und der Satz S. 146 findet Anwendung. Nimmt man das

obige Ergebniss hinzu, so erkennt man aus (3.), dass die algebraische Glei-

chung, die die Verwandtschaft der beiden ^-Functionen kennzeichnet, in der

Form

B(p{u\S>,S>')) = R,(p{u\ &„&[))

geschrieben werden kann, unter R, -R, rationale Functionen verstanden.

Die Benutzung von / statt k im neunundzwanzigsten Kapitel hängt, wie

die Formeln auf S. 258 erkennen lassen, mit einer Transformation vierter Ord-

nung zusammen.

Zur wirklichen Herstellung des Ausdruckes von p(u — , to'j durch p(u\vi>, £>')

braucht man ein vollständiges System von Unendlichkeitsstellen der trans-

formirten Function, die in Bezug auf 2 £5, 2to' incongruent sind, und ferner

die Coefficienten der negativen Potenzen für die Entwickelungen in der Nähe

EllfptiKlio Fnnctionan. 37
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dieser Stellen. Alle Unendlichkeitsstellen sind in der Formel

m ,

V = 2A— + 2ftü>
n

enthalten. Es sei

l = Xn + V,

also

V = 2A'w + 2u(ü'+ 2v —

•

n

Hierin hat man A' und jt alle ganzzahligen AVerthe, v aber nur die Reste

nach dem Modul w,

v=:0, l,...n — 1,

durchlaufen zu lassen. Jede Unendlichkeitsstelle ist demnach einer der Grössen

-'^ congruent, diese aber sind unter einander incongruent. Und da die

elliptische Function ^m -^,d)'j als ^-Function von der zweiten Ordnung un-

endlichgross wird, so muss man setzen können:

/
I

<ü \ " -' / 6'/ 2vÄ\ , / 2i;<ö\\

Eine ^-Function enthält aber kein Glied mit der (—1)'*° Potenz, und der

Coefficient der (—2)**° ist gleich Eins, mithin wird

Zur Bestimmung von c entwickele man links und rechts in der Nähe der

Stelle M = 0. Auf der linken Seite und in dem ersten Gliede der rechten,

das gleich ^u selbst ist, kommt kein constantes Glied vor, also muss

»-' /2vü>\

tA\ / •" -A , "^V / 2vm\ 2vÄ\
(4.) ^\u _,<„j= ^».+ S^^(^,-__)-^__j

sein.

Für die weitere Berechnung, die die Wegschaffung des zusammengesetzten

Argumentes u ^ zum Zweck hat, ist ungerades und gerades n zu unter-

scheiden. Zur Abkürzung sei —^ = w.
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I. n ungerade.

Man zerlege die Summe in zwei Theile, indem man v von 1 bis —^, dann

von "j"
bis n gehen lässt, und setze in dem zweiten n— v statt v. Wegen

p{u — {n — v)tc) = p((t — 2ü) + vw) = p{ii-^viv)

wird
»—1

(5.) jsIm — ,

«ü'l
= fpu—G^-V '^{p{u — vw)-iir piti + vw)),

wo
n—

1

(6.) G, = 2 FC"«') =22 fC"«')
r= l

ist. Die Gleichung (5.) ist insofern zweckmässiger als (4.), als sie sofort er-

kennen lässt, dass, wie es sein muss, bei Anwendung des Additionstheorems

die Function p'u nicht auftritt. Es kommt

u + p {vw)) (2pup{vw)-\ g^)-g.

Der Ausdruck wird eine rationale Function, deren Nenner das Quadrat der

ganzen Function
n-i

(7.) n (f«-p (''«')) = <^(f«)«-.

ist. Der Index kennzeichnet den Grad. Eine leichte Abzahlung führt auf

die Formel

(8.) ,pü^, Ä'j
(G(F~W)'

Die ganze Function im Zähler enthält ausser fpu auch g^, g^ und pw, p(2m)), . .

.

^(^T^"') i^^tional, und zwar diese ^^^ Grössen symmetrisch. Die Coeffi-

cienten von H{pu\ hängen also rational von denen der Function G{pu)^_^ ab.

II. n gerade.

Die Summe in der Formel (4.) enthält eine ungerade Anzahl von Gliedern,

und unter den Grössen vw kommt jetzt, für v = -, eine halbe Periode vor,

nämlich &. Dem ersten Fall entsprechend tindet man

-5^ — 1

M — , ü>'\ = pu + p{u — w) — G^+ 2 {piu — vw) + f{u + vw))
I

** / »= 1

37*
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für

(10.) G, = P& + 2 2 P{vw).
rz=l

Nun ist (S. 66 (2.))

ein Ausdruck, der bei Benutzung der ohnedies auftretenden Invarianten oder

auch nur einer von ihnen auf e^ allein zurückgeführt werden kann:

Es sei jetzt

so wird

>(«— &) = c.

+

e)u-e„

(11.) Ju\^,ö.\ = ?k^

über das rationale Vorkommen der Grössen g^iQ^ nndi p{vw) gilt dasselbe wie

vorher, nur tritt jetzt zu ^m>, ^(2w), •• • ^f-^^it>J noch die Grösse e^ hinzu.

In beiden Fällen steht im Zähler eine ganze Function n'*", im Nenner

eine ganze Function (w — 1)'*° Grades.

Um die Verwandtschaft zwischen zwei ^-Functionen vollständig darzustellen,

hat man noch die Multiplication hinzuzunehmen (S. 289 (3.)). Nun war p{inu)

eine rationale Function des Grades nt' von pu, d. h. bei der Darstellung von

p{mu) durch pu tritt als höchster Potenzexponent »w' auf (S. 216 (H.)),

(P(mu) = B{pu)„i.

Hiernach wird die algebraische Gleichung zwischen den beiden ^-Functionen

Mit der transformirten Function piu — ,Ä'j, die jetzt mit pu bezeichnet

werden soll, hängt eine »transformirte S-Function« mittels der Gleichung

d" loe 6m _
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zusammen. Ihr Ausdruck ergiebt sich, zuerst wieder für ungerades n, aus (5.)

71—1

3

pu = pu — G^+ 2 (p(u— vw) + p{u + vw))
> = 1

durch Integration. Der erste Schritt liefert

n-l
6' 6' » / 6' 6'

\
-=-M = -qU + G,u + ^^^\^-^{u- vw) + -^(u + vw)j.

Eine Constante tritt nicht hinzu, weil

«1—1

'5',
.

5'.

ist und in den von dem Summenzeichen freien Gliedern u" überhaupt nicht

vorkommt. Weiter folgt

n—I

Qu = C6ue ' n S(m — j/w)6(M + i'tü),

1 = 1

und aus dem Coefficienten von «' in der Entwickelung nach Potenzen von u:

n-i

1 = Cf[6{-vw)5{vw).

Mithin ist

(12.) S« = ,i(}^u'Q^f^ <5iv^o-u)6(vw + u)
_

^ ' r = i 5'(vm;)

Für gerades n ist von der Gleichung (9.) auszugehen,

2

fpu = fu — G^ + p{u — w)+ 2 (p{u — vw) + p{u + vw)).
»=i

Die erste Integration und Constantenbestimmung ergiebt

S' S' S' "^/5' S' \
-=-« = g- M + G. M + -g

(m - <ü) + f( + ^2 (^5-
("-""») + -g (" + ''«')]

'

und die zweite

Q^^ ^ c*^'"'6tfc^"
6(<»- m) ^ 6(i;m;-m)6(i/m> + m)

Sä v= , 6'(vm')

oder

/<o\ 7= iffi«*/- r- A GCvt« — M)6(vtü + M)
(13.) Sm = e' ' öu5„mTT —^^

?T7—\ ~
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Unter Benutzung von

Q(v — u)5(v + u)

können die beiden Formeln durch folgende ersetzt werden:

n—i

(14.) 6m = e '" S^iiYl (fu— fp{vtv)),
»'=1

11-2

(15.) 6m = e
'** G^~ M 6„M JJ (jSM — p(vtp)).

Da man durch Differentiation von Qu zu pzi zurückkehren kann, so lehren

diese Ausdrücke, dass man in jedem Falle, um das Transformationsproblem

zu lösen, nur das Product zu kennen braucht, das für ungerades n mit

ö(^m)„_, , für gerades n mit G{pu)^ bezeichnet worden ist. Denn auch

Gj lässt sich (nach (6.) und (10.)) durch die Coefficienten dieser Functionen

darstellen. Einer besonderen Berechnung von H(pu)^ und H(pu)^ bedarf

es nicht.

Während die ^-Function in der Transformationstheorie als von «, 2(3

und 2(5' abhängig erscheint, pflegt man (ou als Function von u, g und g zu

betrachten. Es seien G^, G^ die Invarianten von <5u. Um sie darzustellen,

gehe man zu den Gleichungen S. 121 (26.)

ü^ = 60 2'(2ft<" + 2va')-,

9z = 140 2'(2F'Ü + 2j/ü)')-*

zurück. Bei einer primitiven Transformation n'" Ordnung werden sie durch

ö, = 140 2'(2ft— + 2rÄ']

vertreten. Setzt man

fi = In + Q,

so erhält man alle Zahlen ;* und jede nur einmal, wenn man A alle ganz-

zahligen Werthe, q die Werthe 0, 1, ... n— i ertheilt. Die Summen zerlegen
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sich dann in Gruppen, z. B. wird

G. = 60 S S ßl^~ + 2A«i + 2^5')";

dabei ist die Annahme p = A = v = auszuschliessen.

Mittels der Gleichung S. 120 (25.)

1
pu = ^ + 2'((«-2/t«i-2vfi'r'-(2(töi + 2va')-')

lassen sich diese Ausdrücke anders darstellen. Es wird

p' u = -22(«*-2fi(ü-2j/5>')-',

p" u ~ 2.3 2(«-2ftÄ-2vüi')-*,

^i^M = 2.3.4.5 2(«-2ftÄ-2v(ü')-'.

Setzt man in den beiden letzten Formeln

2ptö
u = —

n

und schreibt k für ft, so werden p"(~^) und ^^[-^—\, von Zahlfactoren ab-

gesehen, gleich bestimmten Bestandtheilen von G^ und G,. Nur für p = ist

die Einführung des speciellen Argumentwerthes nicht zulässig, weil für u =
die ^-Function und alle ihre Ableitungen unendlichgross werden. Aber der

Bestandtheil von G^ für p =: ist gleich g^^ der entsprechende von G^ gleich

g^. Hiemach kommt, wenn schliesslich für p wieder v gesetzt wird,

(16.)
r^ 1

G. =?a+-! SV(''«')-

Die geraden Ableitungen der ^-Function können als ganze rationale Functionen

von pu selbst, und demnach die Summen in den Formeln (16.) als ganze ratio-

nale symmetrische Functionen der Grössen ^ — ,
^—— , ••• g?

*"

-, d. h. als

rationale Functionen der Coefficienten der oben genannten Gleichungen dar-

gestellt werden.

Für eine beliebige, durch vier Zahlen gekennzeichnete Transformation

erledigt sich die Darstellung von G^ und G^ in fast ebenso einfacher Weise.
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Bevor nun auf die Bildung der Gleichung eingegangen wird, deren

Wurzeln die Grössen p(vw) sind, sollen auch die Functionen <5^u, (5^u,(5^u

transformirt werden. Die neuen Functionen würden bekannt sein, wenn

pu— e^ für a = 1, 2, 3 bekannt wäre, wo e^, e^, e^ zu —^, 2&' oder zu G,, G,

gehören. Es sei N der Nenner in der Formel für pu, also

n-i
«N= Ylipu— plvw))* für ungerades »,

v=l
«1—

»

iN = (pu — pS)) Yi ipu— p{vw)y für gerades n.
v= 1

Setzt man
_ _ P

(17.) pu-pv = -^,

so verschwindet P für alle Werthe

u = ±v + 2u,— + 2v(ä',

und nach Ausscheidung der congruenten unter diesen für

/ 21S>\
pu = P[v + —^) (l = 0,l,...n-l).

Demnach muss, da P nach (8.) und (11.) vom »**" Grade ist,

(.8.) P = _H(,„_,(„^1^»))

sein; denn die multiplicative Constante ergiebt sich gleich Eins bei der Ent-

wickelung der Formel (17.) und Beibehaltung von u~'.

Für den genannten Zweck werde dieser Ausdruck auf

n ' n

angewendet, wegen

Es sei dann

im = gj,.

P»-«a = ^,
P,

- - -P.



I
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Bei ungeradem n ist

N = M\
wo

«1-1

ferner

^. = .n(.»-.(|.^f))

2

/ \'7t( (2v-1)Ü)\ jT/ (2w-2v+l)a\= (f« - ej n i^FM - F -^—^"-j • n [pu - p -—~—'—j

p. = n(Fu-F(- + -'+-—
))

= (F«-e,s)^.

p. = n(...-.(^'.^))

= (FW-F«>')n^(F"-F("''+-~))

= (F « - e^) _rt (f« - F(—— + ^'))

= (FW-e^)-^)

also z. B.

^"-''' ==
[tri ^ (^"-^«^1^ = i^j #•

Zieht man die Quadratwurzel und bestimmt das Vorzeichen aus den An-

fangsgliedem , so findet man

5„M 5„M M,

Sm
"~ Sm M '

ElliptUclie FuMtioam. 38
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und ebenso

5m
"~ 5m Jf '

Qu 6u M
Nun ist nach (14.)

folglich wird

S„ = e*^''*'s%.M,

Die hierin enthaltenen Ausdrücke M, M^, M^, M^ lassen sich in verschiedenen
Formen schreiben. Eine besonders wichtige Darstellung erhält man, wenn
man aus

die Relation

15«; \(5v ) \<5u)\ S't) 5> j

ableitet und auf die in M, . . . vorkommenden Argumente v anwendet

.*^'«^s„«sr^ n{ 1-A-^--^^
'= '\ g.

/(2t>-l)a \ 5|,

— \ S'(li''-')°' + s\ ®>

(19.)

S„M =

Ö.
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Auch hier sieht man unmittelbar, dass die Vorzeichen richtig bestimmt

sind.

Für gerades n hat man

WO

Femer wird

VV/ /"> 2vtü\\
p. = n>.-F(-+-^))

» / (2v-l)Ä\

= n (f« - F-^-^j • n (f« - F
-'—,r-^)

^/ (2v-l)Ä\'= n(F«-F—^J

JH.,,

— —1 - — -H
-P. = (^M- jP5') (F«- F ("»'+ ">)) ]n (f« - F (-p- + Ä')) • n. (f« - F(-^ + <»'))

= (F"-e;»)(F«-Cy) 'n (f" - f(-^ + ">
j)

= (F«-«J(FW-ey)^^

Aus diesen Formeln folgt jetzt

6^M _ 6m .M,

5yU _ 5m 6^m 6yM Jlf,

Gm
~ 6„M 5u 5u M '

und da (15.) in der Gestalt

38*
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geschrieben werden kann, so ist

^M = e* ' 6 u.M^,

Dieselbe Veränderung wie oben liefert

5m = e Sm 6„mG- «

s„M = g^ '
6i M n

(20.)

g,/(2i/-l)a\ 5;

6^

'B^-^j
Aus den Gleichungen (19.) und (20.) kann die Transformation der S-Quo-

tienten sofort abgeleitet werden; im Besonderen auch die Formeln, die Jacobi

für seine Functionen in den Fundamenten, doch nur für ungerades n, ent-

wickelt hat. Der Index A in den Formeln ist beliebig, gleich « oder ß oder y.

Wählt man ihn so, dass er mit dem links vorkommenden übereinstimmt, und

stellt dann zuerst die Formeln (19.) durch Division zusammen, so erhält man

den wichtigen Satz, dass jeder S-Quotient 9(2*), der aus einem gegebenen <p(m)

durch primitive Transformation ungerader Ordnung hervorgeht, sich rational

durch <^(u) ausdrücken lässt.

Für gerades n ändert sich dies etwas. Man kann dann nicht immer be-

haupten, dass ^{u) eine rationale Function von cp(M) allein ist. Es werde die

letzte Formel (20.) betrachtet und darin etwa k = a gesetzt, ebenso in der
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ersten, dann die erste durch die letzte dividirt, so ergiebt sich

Qu (5u 6„u

\%

Die rationale Function J2 ist auch als rational in -^— aufzufassen, weil die

Quadrate der S- Quotienten rational durch einander ausdrückbar sind. Der

Factor kann geschrieben werden:

6m 5„m _ 6m 6*m 6„m6^m

6^M6yM 6j,i< 6]^M 5*M

In Folge von S. 97 (6.) wird dann

5m 5^/ 6m \ (? 6m

5j,M

P / 6m \ a 6m
\6„M/ du 5yU '

d. h. für cp(t*) = Y— lässt sich die transformirte Function (f{u) rational durch
5j,w

(f(u) und cp'(M) darstellen.

Die Formeln (19.) und (20.) können auch dazu benutzt werden, die

Werthe der Grössen i^ für die transformirten Functionen durch die ursprüng-

lichen auszudrücken. Man bildet zu diesem Zweck die Entwickelungen

6^« = l-iey+-',
•

6,M = i_ ig, «•+...

und behält die Coefficienten von m' bei. Die noch auftretende Grösse G^

kann durch Subtraction eliminirt werden, denn man braucht wegen der

Identität

e, + e,+ e, =

nur die Differenzen der Grössen i^ zu berechnen.



Dreiunddreissigstes Kapitel.

Zur Transformation der ^-Function.

In der Formel S. 290 (4.) war 2(5 eine beliebige primitive Periode. Es

scheint daher auf den ersten Anblick, dass die Anzahl der durch Trans-

formation aus einer gegebenen ^-Function hervorgehenden Functionen unend-

lich gross sein müsste. Allein in der Darstellung von 2(5 durch ein spezielles

primitives Periodenpaar,

25 = 2Ato + 2fttu',

dürfen die ganzen Zahlen A und ft nach dem Modul n reducirt werden, wie

die Formel (4.) selbst lehrt. Von den Zahlenpaaren, die dadurch entstehen,

dass l und (i unabhängig von einander die Werthe , 1 , ... ra — l durchlaufen,

sind ausser (0, 0) alle diejenigen wegzulassen, deren Bestandtheile einen ge-

meinsamen Factor haben. Denn solche Paare können keine Periode liefern,

die mit einer anderen zusammen ein primitives Periodenpaar bildet.

Aber die Anzahl kann noch weiter verringert werden. Wir ersetzen die

Annahme, dass A und [i keinen gemeinsamen Theiler haben sollen, durch die

allgemeinere, dass sie keinen gemeinsamen Theiler mit n haben. Zuerst soll

gezeigt werden, dass sich jedem Zahlenpaare (A', ;*') von dieser Beschaffenheit

ein anderes (A, fi) so zuordnen lässt, dass A und ft relative Primzahlen sind.

Es sei

A' = A,r, n' = fi.r,

wo also A^, (i^ und r zu n relativ prim sind. An Stelle von

2A'(ü + 2u'<u'
w = —
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werde

tv' = w + 2sm

eingeführt, wo s eine passend zu bestimmende ganze Zahl bedeutet. In

2(X„r + ns)ui + 2(i^ro)'W =
n

kann man s immer so wählen, dass X^r-f-ns und /ü^r keinen gemeinsamen

Theiler haben. In dem Ausdruck

2A(o + 2uu)'
w = —

n

sind dann ü und /* Zahlen von der verlangten Beschaffenheit. Die Bestimmung

von s ist möglich, weil X^r, fi^r und n nicht alle drei einen gemeinsamen

Theiler haben.

Dass man hierbei sämmtliche Zahlenpaare (A, jt) erhalten muss, ist klar;

denn die Paare, die überhaupt keinen gemeinsamen Theiler haben, sind bereits

unter denen enthalten, die keinen Theiler mit n gemein haben. Doch könlate

es sein, dass man bei der Reduction nach dem Modul n zwei Zahlen, die

relativ prim sind, mehrmals erhielte. Man wird also bei der Anwendung der

Grössen w, die zu den Paaren (X', fi') gehören, darauf zu sehen haben, dass

nur von einander verschiedene transformirte ^-Functionen auftreten.

Um eine deutliche Übersicht über die Grössen w dieser Art zu gewinnen

hat man vor allem noch zu beachten, dass die transformirte |?- Function un-

geändert bleibt, falls man w durch kw ersetzt, wenn nur k irgend eine ganze

Zahl bedeutet, die zu n relativ prim ist. Zunächst ist kw wieder von der

Form
^^'"' + ^^X. Bei der Bildung der Summen '^p{u-vw) und S^(»'^')

nach S. 290 (4.) tritt kv an die Stelle von v. Setzt man nun

kv = qn -{ v'

und nimmt für v der Reihe nach die Werthe 0,1,...«— 1, so durchläuft v

dieselben Werthe, .abgesehen von der Reihenfolge, während das aus qn her-

rührende Vielfache von 2(5 nicht in Betracht kommt. Die Summen ändern

sich also durcli die Substitution von kw für w nicht. Eine Grösse w, soll nun

als zu w gehörig bezeichnet werden, wenn w^ einem solchen kw gleich oder

congrueut ist. Dann lässt sich beweisen, dass auch umgekehrt w zu w^ gehört.
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Es sei

sodass

ist. Die ganze Zahl k und eine zweite k' können, weil k^ relativ prim zu n

ist, so gewählt werden, dass

kk^— k'n = 1,

also

kWi — w + k'nw = w + k'.2iii,

»

d. h., wie behauptet,

IcWi = w

ist. Hiernach kann man w und w, als zusammengehörig' bezeichnen.

Sind zwei Grössen w^, w^ einer dritten zugehörig, so sind sie zusammen-

gehörig. Denn ist

.

und wird nach dem eben Bewiesenen

tV = ÄW,

gesetzt, so findet sich

tüj =r kjkw^.

Fassen wir jetzt die Reihe aller Grössen w in's Auge, wie sie auf S. 302

definirt worden sind, und bezeichnen, eine dieser Grössen mit w,, femer mit

k^,k^, ... k^ alle Zahlen, die kleiner als n und zu n relativ prim sind, so ist

kw^ (p = l,2,...r) wieder einer Grösse w gleich oder congruent. Unter den

Zahlen k ist die Eins enthalten, sie sei mit k^ bezeichnet. Dann entspringen

also aus einem gegebenen w^ r Grössen der Art, dass

in den Ausdruck der transformirten ^-Function eingeführt, sämmtlich dieselbe

Function liefern. Diese r Grössen sind auch wirklich von einander verschieden.

Denn wäre

so müsste

iK-kß){2k'ui + 2fi'<o')

n
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eine Periode, d. h. (k^— k^)k' und (k^ — k^)ti,' durch n theilbar sein. Und da

X' und ft' mit n keinen gemeinsamen Theiler haben, so müsste k^ — k durch n

theilbar sein, was nicht angeht, weil k^ und k^ kleiner als n sind.

Dagegen muss jedes zu w^ gehörige w einer Grösse der vorstehenden

Reihe gleich oder congruent sein. Es sei k irgend eine Zahl, die zu n relativ

prim ist, und
Äw, = w'.

Man setze

k = lh-\-li',

wo k' relativ prim zu n und kleiner als w, so wird

w' = {ln + k')w^ = k,'w^•,

hier ist k' in der Reihe 1, \^ ... \_^ enthalten.

Wenn nun w und die hieraus abgeleitete Reihe von r — 1 Grössen nicht

sämmtliche incongruenten Grössen w erschöpfen, so sei w^ eine neue Grösse

dieser Art, die demnach nicht zu w, gehört. Es entsteht wie vorher eine

neue Reihe zusammengehöriger Grössen

die sämmtlich mitzuzählen sind. Denn dass keine Grösse k w^ zu w^ gehören

kann, ist leicht zu sehen. Wäre dies der Fall, so würde auch w^ zu k^w^

gehören; und da für w^ dasselbe gilt, so würde auch w^ zu w^ gehören.

Enthalten auch die beiden aus w^ und w^ abgeleiteten Reihen zusammen

noch nicht alle Grössen w, so nehme man eine neue w^ an, die weder zu w^

noch zu u), gehört, und bilde aus ihr r — 1 andere Grössen, die von einander

und von denen der beiden ersten Reihen verschieden sind. Die Gesammt-

anzahl N der Grössen w. zerfällt so in Gruppen von je r und ist demnach

durch r theilbar,

(1.) N = rr'.

Um hieraus schliessen zu können, dass die Anzahl der verschiedenen trans-

formirten ^-Functionen gleich r' ist, muss man sich überzeugen, dass von

den Functionen, die aus den r' Grössen m»,, w,, ... entstehen, keine zwei ein-

ander gleich sind. Die zu w^ und Wg gehörenden ^-Functionen haben die

Unendlichkeitsstellen pw^ + iqia und p'w +2q'S>'. Sollen sie übereinstimmen,

EUiptiscbe Ponctioneii. 39
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80 muss z. B. w einem Vielfachen von w^ congruent sein, und zwar, nach

der Definition der Grössen w überhaupt, einem solchen Vielfachen, in dem

der Multiplicator relativ prim zu n ist. w müsste also dann zu w^^ gehören.

Nun ist die Zahl r, die Anzahl der relativen Primzahlen zu n, die kleiner

als n sind, aus der Zahlentheorie bekannt. Sind a,6, c, ... die verschiedenen

in n enthaltenen Primfactoren, und

n = a^b>'c\..,

so ist

(^•) -«(-l)(-i)('-4)- = «'('4)"('-l)"-(-l)-

Zu bestimmen bleibt die Zahl N, die Anzahl der Paare von Zahlen A', (i',

die kleiner als n sind und mit n keinen gemeinsamen Theiler haben. Man
setze, vorläufig ohne Rücksicht darauf, ob X' und ^' kleiner als n sind oder

nicht,

n

n

wo «,, a,, ... a^_^ kleiner als a; 6^, 6^, ... 6^_, kleiner als 6; u. s. f. Sollten A

und ii' einen gemeinsamen Theiler mit n haben, so müsste das einer der

Primfactoren a,b,c, ... von n sein oder allgemein ein Product von Potenzen

dieser Primfactoren. Aus

Ol

sieht man, dass wenn a^ und aj gleich Null sind, A' und (i' den Factor a

haben. Ist aber z. B. a^ von Null verschieden, so kann a kein Theiler von

X' sein: denn sämmtliche Glieder bis auf x«» sind von vornherein durch a

theilbar, —r aber nicht, weil a^ die höchste in n enthaltene Potenz von a,

und a^ ebensowenig, weil es kleiner als a ist. Die nothwendige und hin-

reichende Bedingung dafür, dass A' den Theiler a mit n gemein hat, ist also

a^ = 0. Sie ist auszuschliessen, wenn A', wie gefordert, zu n relativ prim sein

soll. Im übrigen können a^, a^, ... a^^ unabhängig von einander alle Werthe
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0, 1, ... a annehmen, was im ganzen a Werthsysteme liefert. Für a^, a,', ... o^_,

gilt dasselbe, und da A' und yJ zu einem Zahlenpaar vereinigt werden sollen,

so ist jedes Werthsystem (a^, ... a^_J mit jedem Werthsystem (a^', ... a^J zu-

sammenzustellen; das sind im Ganzen a'^ Möglichkeiten. Von diesen sind alle,

die zu a^ = 0,, «^ = gehören, abzuziehen, also, da «,,... a^_,, a^, ... a^'_,

wieder je a Werthe annehmen, a"^"" Systeme. Es bleiben

o^^-a''^-' ''•'(-^)

Combinationen übrig. Ebenso W\\. — -jA Combinationen , wenn A' und ft' nicht

durch h theilbar sein sollen, u. s. w. Die Gesammtheit aller für die Her-

stellung von Grössen w möglichen Annahmen ist

'^{^-^Y{^-tY[^-¥)
Es fragt sich aber noch, ob diese bei der Reduction nach dem Modul n

wirklich verschiedene Zahlenpaare liefern. Wird

, nA nB

-, - nA nB

gesetzt, und soll

A'= A' modn

sein, so heisst das, es ist

(A- Ä)b''c'' + {B - B)a^e + •

durch ah^c"... theilbar. Alle Glieder bis auf das erste sind durch a* theil-

bar, folglich muss A — A durch a theilbar sein. Es ist aber

A = a„ + a^a + • + a^_, a^"' < a^,

und ebenso Ä, mithin kann nur A = Ä sein, und ebenso B = B, ... . Immer

gilt das Gleiche für jt'. Das heisst: Wenn die Coefficientensysteme in den

Zahlenpaaren (A', jt') und (A', ji') verschieden sind, wie es angenommen worden

ist, so kommt man auch bei der Reduction nach dem Modul n zu verschie-

denen Zahlenpaaren. Deren Anzahl ist demnach gleich der eben ermittelten,

(3.) ^=<^i'-^y'i'-vyi'-iy
39«
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Die Anzahl der verschiedenen j<?- Functionen, die aus einer gegebenen durch

primitive Transformation n*" Ordnung entstehen, war

r

Demnach wird schliesslich

(4.) ^
.' = 4+i).''(l + |)c^(l + l)....

Ist die Ordnung n eine Primzahl a, also X = l, ft = i' = --=0, so

hat man

(5.)
»' = o + 1.

Dass die primitiven Transformationen von zusammengesetzter Ordnung

sich auf solche von Primzahlordnung zurückführen lassen, erkennt man un-

mittelbar. Es sei

n = Wj«,,

so wird

e>(u\ , Si'\ = It,[a(u\— , «)'1|,

also

wo jR bekannt ist, sobald R^ und jR^ bestimmt sind. Zerlegt man nun n,

und w,, wenn sie zusammengesetzt sind, weiter, so kann man bis zu den

Primfactoren von n hinabsteigen.

Hierbei tritt hinsichtlich der Anzahl der transformirten Functionen eine

kleine Schwierigkeit auf. Wenn man bis zu einer Primzahlpotenz gekommen

ist, z. B. Wj = a', und nun die transformirten Functionen dadurch herstellen

will, dass man der Reihe nach zwei Transformationen a*" Ordnung anwendet,

so erhält man aus jeder der a + 1 Functionen, die durch die erste Trans-

formation entstehen, a + 1 neue, sodass die Gesammtanzahl (a + 1)' wird,

während nach der allgemeinen Formel (4.) nur

a»(l + |j
= a' + ,
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herauskommen können. Es erscheinen also a + l Functionen zuviel. Dies

findet seine Erklärung darin, dass nicht alle Functionen, die die zweimalige

Transformation a*" Ordnung liefert, als solche zu betrachten sind, die auch

durch Transformation der Ordnung a' entstehen. Wendet man nämlich die

ursprüngliche Definition einer primitiv - transformirten Function — wonach

eine beliebige Periode durch a getheilt wird, während die andere ungeändert

bleibt — auf eine Function der ersten Keihe

Ht'^')

an, für welche 2«)' eine Periode ist, so erhält man u. a.

Es ist aber

(6.) f\u\^-^,^j = a'f{au\S>,S>').

Diese Function gehört nicht zu den gesuchten, denn sie entsteht nicht dadurch

aus der gegebenen, dass eine Periode durch a* getheilt, die andere ungeändert

gelassen wird. Vielmehr sind beide Perioden ungeändert geblieben, das Argu-

ment aber mit a multiplicirt worden. Bei der ersten Transformation erhält

man sicher a + l transformirte Functionen, dann aus jeder von diesen minde-

stens eine, in der, bei ungeänderten Perioden, das Argument u durch au ersetzt

ist. Auf diese Weise würde man

(a + l)'-(a + l) = a' + a

transformirte Functionen der Ordnung a" bekommen. Da man aber schon

weiss, dass dies die richtige Anzahl ist, so hat man zu schliessen, dass aus

jeder Function der ersten Reihe nur eine einzige Function hervorgeht, die

nicht zu den gesuchten zu rechnen ist.

Die schon öfters benutzte Gleichung (6.) enthält den Satz, dass zwei

primitive Transformationen derselben Ordnung, nacheinander auf jede der

Perioden angewendet, zur Multiplication führen.

Sind die Factoren von n relativ prim, so tritt der eben gekennzeichnete

Umstand nicht ein, sondern jede transformirte Function der ersten Reihe

liefert wirklich eine transformirte Function der zusammengesetzten Ordnung.
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Es sei

Die Anzahl primitiv-transformirter Functionen der Ordnung n^ ist

Aus jeder gehen durch Transformation der Ordnung n^

Functionen hervor. Das Product liefert, da a^, 6^, ... sämmtlich von a^, 6^, ...

verschieden sind,

'•(-^)(-|)(-7)-

Functionen, also die richtige Anzahl.

Die vollständige Lösung des Transformationsproblems kommt auf die

Bildung einer Function

2vS>\
n(pu-p

hinaus (S. 291, 292). Verschwindet diese Function, so wird die trans-

formirte ^-Function unendlich gross. Andererseits wird für u = ^ auch

p{nu\ ui, ia) unendlich. Demnach müssen die Werthe p{vw) unter den Wurzeln

der Theilungsgleichung enthalten sein, die man erhält, wenn man in den

Formeln des Multiplicationstheorems (S. 215, 216) den Nenner gleich Null setzt.

Bei der Möglichkeit, eine beliebige Transformation auf primitive, eine

primitive Transformation von zusammengesetzter Ordnung auf solche von

Primzahlordnung zurückzubringen, braucht man die eben genannte Function

nur für n gleich 2 und gleich einer beliebigen ungeraden Primzahl zu kennen.

Bei der wirklichen Durchführung der Transformation ist darauf zu achten, dass

überall die Functionen weggelassen werden, die nicht mit einer Transformation

höherer Ordnung, sondern mit der Multiplication zusammenhängen (S. 309).

Für w = 2 werden die Formeln sehr einfach, und man kann sich sofort

auf die transformirte Function pu selbst beziehen, ohne erst Qu zu benutzen.
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Nach S. 290 (4.) wird

/ I
^ -A pu + p(u— ä>) — ji>m,

d. h.

(7.) f,M = f>M + ^ -^- 2-,
>M — e„

eine rationale Function zweiten Grades (vgl. S. 292 (11.)). Setzt man a = 1, 2, 3,

so erhält man drei transformirte Functionen, wie es nach S. 308 (5.) sein muss.

Für ungerades », gleichgiltig ob Primzahl oder nicht, sei

(8.) Ü{s-Hvw)) = <f{s).

Die Frage nach der Herstellung dieser Function soll nicht unter der Voraus-

setzung discutirt werden, dass die Periode, deren n*" Theil gleich w ist, ge-

geben ist; das Hauptaugenmerk wird vielmehr auf die Ordnung n der Trans-

formation selbst gerichtet, also hier auf die Gesammtheit aller verschiedenen

Functionen cp(«), die bei der w-Theilung irgend einer Periode entstehen.

Es sei

w^, w,, . . . w^

(S. 305) ein vollständiges System von Grössen w, deren keine zwei zusammen-

gehören. Multiplicirt man sie mit den Zahlen

«,, «,, ... Kf,

die relativ prim zu n und kleiner als n sind, so erhält man das System

^iW^, k,io^, ... kfW^,

von der Beschaffenheit, dass keine darin vorkommende Grösse einer anderen

congruent ist, dass aber jedes w, das es überhaupt giebt, einer von ihnen con-

gruent ist. Betrachtet man demnach den Ausdruck piv, so kann dieser

höchstens so viele Werthe haben, wie Grössen w in diesem Systeme ent-

halten sind. Nun ist, wenn k <:n und relativ prim zu w, auch n — k eine
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Zahl derselben Eigenschaft, und man hat

p{{n-]c^)w) = p{\iv),

d. h. die in dem System enthaltenen Grössen lassen sich paarweise so zu-

sammenstellen, dass die entsprechenden ^-Functionen einander gleich werden.

Bei der Reduction mögen

w., w„ ... <« \
'•

(t-0
W,, Wj, ... <' %

w^, w^, ... wy

übrig bleiben; und es sollen die Functionen cc = <^(s,pw) untersucht werden,

die durch Einführung aller dieser Grössen für w entstehen. Aus der Defi-

nitiqnsgleichung (8.)

M-l

Tlis-pivw)) = <f{s, pw)

folgt, dass cp sich nicht ändert, wenn w durch hw ersetzt wird, denn es

ändert sich dann nur die Folge der Factoren (vgl. S. 304). Demnach ist

<p(s, pw^) = <p(s, pto\) = = ^(s, piv\^ '-') = cp,,

tp(s, pw;) = cp(s, pO = ... = (p(s, ptvl^~'^>) = cp,,

Die Anzahl dieser Functionen ist gleich r'. Fasst man sie als Wurzeln einer

Gleichung vom Grade r' auf, so werden deren Coefficienten ganze symmetrische

Functionen von pw^^ ... pw,,. Diese Grössen wieder sind Wurzeln einer Glei-

chung desselben Grades, die mit der Theilungsgleichung in einem leicht er-

kennbaren Zusammenhange steht. Die Theilungsgleichung entstand durch

Nullsetzung des Nenners von p{nu) oder des Zählers von ^^' (S. 216). Ihre

Wurzeln sind

2ao) + 2/3u)'

ausser den Grössen w liefern sie auch solche Argumente, in denen « und ß

einen gemeinsamen Theiler mit n haben. Diese können als Wurzeln von
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Theilungsgleichungen für kleinere Zahlen n gekennzeichnet werden, denn sie

haben nach Weglassung des gemeinsamen Factors die Form

2a' 0) + 2/3' u)'

Hat man also ra in Factoren zerlegt, die Theilungsgleichungen für n selbst und

für die Factoren aufgestellt, so hat man die Wurzeln der letzteren Gleichungen,

soweit sie zugleich Wurzeln der ersten sind, abzutrennen und weiss dann von

vornherein, dass die reducirte Theilungsgleichung vom Grade r' sein muss.

Diese Absonderung, die auf die Aufsuchung des grössten gemeinsamen Theilers

zweier ganzer rationaler Functionen hinauskommt, ist eine rationale Operation.

Und da die Coefficienten der Theilungsgleichungen rationale Functionen von

,9, und g^ sind, so werden auch die Coefficienten der reducirten Theilungs-

gleichung in g^ und g^ rational.

Dies festgestellt, werden auch die Coefficienten der Gleichung, durch die

die verschiedenen Functionen cp bestimmt werden, rationale Functionen von

g^ und g^. Es giebt specielle Methoden, die Rechnung, die auf dem "be-

schriebenen Wege sehr umständlich werden würde, zu vereinfachen. Das

Hauptergebniss aber ist, dass die Gleichung für ^{s) gleichzeitig mit der

Theilungsgleichung als bekannt zu betrachten ist.

UllpUiche FsuciioDU. 40



Vierunddreissigstes Kapitel.

Die Transformation zweiter Ordnung.

Die einfachste besondere Annahme über die Ordnung der Transformation,

n = 2, giebt zu verschiedenen bemerkenswerthen Folgerungen Veranlassung.

Für

(1.) ja^MJy, Ä'j = pu

galt nach S. 311 (7.) die Darstellung

(2.) <ou = spu + —^ -^--•
^ ^ "^ » pu-e^

Die Grössen «,,«,,«,, die zu pu gehören, werden wegen

(p'uy = 4:{pu-e,){pu-e,)(pu-e,)

durch Nullsetzung von p'u gefunden. Nun ist nach (2.)

(3.) p'u = ,

J^_"^ y
((g>u - ej - (e„- e^) (e„- e^)).

Um also die Gleichung

^'m =:

zu befriedigen, hat man entweder

p'u = 0,

d.h.

(pw-eJ(j3M-ep(ji>?<-ey) = 0,

oder

(P«-««)'-(«„-e«)(e„-Cy) =
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ZU setzen. Nach der Form des Ausdruckes von p'« ist ^u = e^ auszuscheiden,

und die Annahmen pu = e
,
pu = e^ liefern übereinstimmend

Ci = e^ + ey-e„ = -2e„.

Die beiden anderen gesuchten Grössen folgen aus der zweiten Bedingung:

Es seien insbesondere die Grössen e,, e^, e^ reell, und, wie gewöhnlich,

e, > Cj > e,.

Dann sind für « = 1, ß = 2, y — ^ auch i,, e^, e^ reell und genügen den Be-

dingungen

wenn V(^,
— «,)(c,— «,) den reellen positiven Werth bedeutet. Wird auch

e, > e, > £3

vorausgesetzt, so hat man also

(4^1, V = 2, A = 3,

d. h.

e, = e. + 2V(e,-e.)(c,-e,)

(4.) { e, = e,-2V(e.-e,)(e,-e,)

e, = - 2e.

zu nehmen.

Aus diesen Formeln folgt

(5.) { e.-e, = (Ve.-«3 + Vei-eJ*

also we



316 VIERUNDDREISSIGSTES KAPITEL.

(9-) \—

Es ist demnach a'.das arithmetische, b' das geometrische Mittel der beiden

entsprechenden Grössen a und b.

Diese einfachen Beziehungen regen die Frage an, zu welcher p-Function

e'y «j, e'^ gehören. Multiplicirt man für irgend eine ^-Function die Grössen e

mit —j-, so kommt das darauf hinaus, g^ mit -^, g^ mit -^ zu multipliciren.

Nun ist (S. 44 (12.))

f(w; 5-..?,) = ^«'(^i »»*^e> »«'^s),

also für »» = —
n

(10.) F (m
; ^. , ^.) = ">(""'•§-' 1^)-

Ferner war (S. 288 (2.))

oder, falls to, tu' durch nto, nw ersetzt werden,

(11.) j3(M|tD, u)') = w'^(wm| WO), nu)').

Die Vergleichung von (10.) und (11.) liefert, wenn wieder u für nu, cu, ui'

für u), co' geschrieben wird:

(12.) F(«;|r,|r) = F(«l«Ä,«fi').

Wendet man diesen Zusammenhang auf die p- Function mit dem primi-

tiven Periodenpaar [—^, 2(a\ den Invarianten G,, G^ (S. 294) und den Grössen

i,, ij, ij an, so sieht man, dass zu

< = ^e„ («=1,2,3)

. die Function

^{u\!i>, nS)')

gehört. Diese entsteht also aus der ursprünglichen, ^(«|oi, ä'), durch Multi-

plication einer primitiven Periode mit w, während die andere primitive Periode

ungeändert bleibt.
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Für w = 2 hängt die Function p(u\Si, 2tü') mit der ursprünglichen

p(u\S}, w) in derselben Weise zusammen wie diese mit ^(«lai, ^J, nur hat

man in der aus (2.) bei Vertauschung von « mit y folgenden Gleichung

(e„-ey)(e^-ey)

'(«1^'t)
)M +

die Grössen e^, e,, e^ durch e[, e[, e'^ zu ersetzen, um p(u\m, o)') als rationale

Function von p(u\u>, 2u>') darzustellen. Es wird also

(e' —e')(e'^ — e')

(13.) p{u\&,5>') = p(u\S>,2m') + ^^-^- y'^-'' ^
»(m|ä, 2a') — e'y

'

und speciell für « = 1, ß = 2, y = 3 und wenn noch

(14.) p(u\io, 2(u') = s,

gesetzt wird,

(15.) s = s, + --J ^^^——•

Da beständig e^, e^, e als bekannt gelten sollen, so sind aus dieser Re-

lation noch e\ e' , e zu entfernen. Dazu können die Gleichungen (5.) bis (9.)

und die aus der letzten Formel (4.) hervorgehende

dienen. Es ergiebt sich

1 («,-eJ'
(16.) s = s,+

16 s. + |e^

Die Gleichung lässt eine andere Deutung zu, wenn auf das Integral

erster Art
•» -ds

»/cd

zurückgegriffen wird. Da nämlich gleichzeitig

J''*!

— ds,

00 ~W^
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ist, für

S. = i(s-e',){s-e;,)is,-e',),

und ferner vermöge der Relation (16.) s = oo und ^^ = 00 zusammengehören,

so kann man sagen, dass das Integral j -^^^=r- durch diese Substitution in

—~- Übergeführt wird; oder, was dasselbe ist, dass die Differential-

gleichung

ds ds.

ein Particularlösung der Form (16.) hat.

Die Fortsetzung dieser Transformation kann zur angenäherten Berech-

nung eines elliptischen Integrals erster Art zweckmässig verwendet werden.

Es sei

f(u\m, 4(u') = s,,

so gilt zwischen s^ und s^ die Beziehung

und wenn e", e", e^ zu der ^-Function mit den Perioden 2u), 8(u' gehören und

4(s.-e;')(s.-<)(s.-<) = s,

gesetzt wird, so ergiebt sich

•'OD

'*« — ds.

Werden noch die Grössen a" und b" den Formeln (6.) und (8.) entsprechend

definirt, so ist

«" = !(«'+&'),

b" = s/¥F.

Wie die Kette von Gleichungen, -die mit (16.) und (17.) beginnt, weiter-

zuführen ist, leuchtet unmittelbar ein. Dabei wird der Unterschied zwischen

a'" und b'",
«"*' und b'*\ ..., kleiner und kleiner; der gemeinsame Grenzwerth

heisst nach Gauss das arithmetisch-geometrische Mittel der beiden

Grössen a und b. Wegen
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werden beim Übergang zur Grenze die Grössen «j"' und e*' einander gleich,

das elliptische Integral reducirt sich auf ein elementares, die ^-Functionen,

die die Integrationsgrenzen bilden, gehen in trigonometrische Functionen über.

Auf was für Functionen man kommt, wird am deutlichsten, wenn man

u durch einen Integralausdruck ersetzt, der die Differenz e^—e^ enthält. Es

ist der, der am directesten zur Legendreschen Normalform führt,

u = I
—

Jo V(l-(c,-e,)r)(l-(e,-e3)r)

(S. 99). Vermöge dieser Gleichung ist

und femer war

6 ö

{hj = ju — e.

Dieselben Schlüsse wie vorher leiten demnach zu dem Ergebniss, dass die

Gleichung

•5 di fi. d|.
(18.) r, '^ =r V(i-K-e;)g;)(i-(e;-<)ij)

in Folge einer Transformation zwischen | und 1^ stattfindet, die aus (16.) und

(19-) Y ^ ^~^" Y ^ ^'~^''

durch Elimination von s und s^ hervorgeht. Anstatt diese rein algebraisch

auszuführen, wollen wir einen etwas anderen Weg einschlagen, auf dem sich

Gelegenheit bietet, die Ausgangsgleichung (16.) in eine interessante Form zu

setzen.

Die Auflösung nach s^ liefert

«. = I 5--i-«x + V{(«-|e.)'+i-e.s-^(e.-0'



320 VIERUNDDREISSIGSTES KAPITEL.

Hier und im unmittelbar Folgenden sollen die Quadratwurzelwerthe zunächst

unbestimmt gelassen werden. Der Radicandus lässt sich in zwei Factoren

zerlegen

,

1 1

Man erhält dann

Nunmehr setze man

'"-^a = Q^"

und belege die zu s^ gehörenden S- Functionen mit einem oberen Index 1;

dann folgt schliesslich

S"' 1 /S S \

In dieser Formel ist das Vorzeichen richtig bestimmt, denn die linke und die

rechte Seite beginnen mit u~\

Werden jetzt g und g^ vermöge (19.) eingeführt und die Relation

benutzt, so ergiebt sich durch Auflösung nach |

I.
(21.) I =

i + i»_„A|;

Dies ist die Substitution, die die Gleichung (18.) nach sich zieht.

Setzt man
e,— e, = a' — b* = c'

und entsprechend
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80 kann man das Ergebniss dahin aussprechen, dass die Gleichung

' 1 V/(l-a'|')(l-c'r) 1'0 V(i-«'r)(i-c'r) ^0 v(i-«"i:)(i-c"i:)

vermöge der speciellen rationalen Substitution

I =
' + T^'

stattfindet. Die Grössen a\ c' sind dabei mit den ursprünglichen a, c durch

die Relationen

c' = i-(a-v/^JZT')

verbunden.

Bei Fortsetzung der Transformation und Übergang zur Grenze tritt

schliesslich Null an die Stelle von c, und das elliptische Integral geht in

einen Arcussinus über.

Durch eine weitere Veränderung der Bezeichnungen kann man mittels

dieser Resultate den von Gauss gefundenen Ausdruck für das arithmetisch-

geometrische Mittel ableiten. Einfacher aber gelangt man zu dieser Grösse,

wenn man sich der ö- Functionen bedient. Es war (S. 172)

\/~\f^:^s = ».(Oh).

mithin wird

^ = ^»5(0|x).

Denn dass hierin die linken Seiten die positiven Werthe der Quadratwurzeln

aus e^— e^ und e, — e, bedeuten, leuchtet ein.

Der Übergang zu den Grössen e[, e[, e^, d. h. zu a' und b' war gleich-

bedeutend mit der Multiplication der Periode 2to' mit Zwei. Wegen
EUiptitche FaDcUoncD. 41
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ist also

und allgemein

(U

U)

2(u

6'"' = -j^Ö»(0i2»T).

Nun gelten für

ATTT» U)= e = e

-TTl

die Reihenentwickelungen

&j(0|t) = l + 2/H-2Ä* + 2A'+...,

Ö,(0|t) = l-2/i+2Ä*-2Ä'+-.. •

Bei der Multiplication von x mit 2" tritt Ä^" an die Stelle von h und wird

wegen
|
A

|

< 1 mit unbegrenzt wachsendem w beliebig klein , die beiden Reihen

reduciren sich auf ihr Anfangsglied Eins, und es kommt

(22.) lim a'"' = lim ¥"' = -^.

Die Darstellung des arithmetisch- geometrischen Mittels von a und b durch

ein elliptisches Integral ist damit gefunden, denn es ist

(o = —-==^ = I —
Sß^. Jo ^(^-V)(e-e,-{e,-e,)r)

oder in den hier gebrauchten Bezeichnungen

(23.) . = r
^

'^

Jo V(l-r)(a'-(a'-6')r)
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