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ROYALE DES SCIENCES DE BRUXELLES,
POUR L’ANNEE 1825.

« UN FIL FLEXIBLE ET UNIFORMEMENT PESANT , ETANT SUSPENDU PAR
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»

L'UNE DE SES EXTREMITES A UN POINT FIXE , ET SOULEVE PAR
SON AUTRE EXTREMITE A UNE HAUTEUR ET UNE DISTANCE QUEL-~
CONQUE , SI L'ON VIENT A LACHER CETTE SECONDE EXTREMITE,
ET A ABANDONNER AINSI CE FIL A L’'ACTION LIBRE DE LA PESAN-
TEUR , ON DEMANDE LES CIRCONSTANCES DE SON MOUVEMENT DANS
L’ESPACE. SUPPOSE VIDE. »
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INTRODUCTION.

La question proposée est un veéritable probléeme de calcul in-
tégral, et, sous un énoncé aussi simple, elle sera encore long-
temps I'écueil contre lequel viendront se briser les efforts de
Panalyse actuelle. Cette assertion n’aura rien de surprenant
aux yeux des personnes versées dans l’histoire des mathéma-
tiques. En effet, on a vu de tout temps les plus grands géo-
metres arrétés par des obstacles qui paraissaient sf simples, au
premier abord, mais qui n’étaient pas moins invincibles par
les forces actuelles de la science. C’est ainsi que toute la géo-
métrie de Platon et tous les géometres du premier ordre de
Pantiquité se sont trouvés incapables de résoudre le fameux
probléme dela duplication du cube; et c'est ainsi que, dans les
temps modernes, tout le savoir de Galilée a été insuffisant
lorsqu’il s’est agi de déterminer la courbe de la chainette.

Les développemens que les mathématiques ont re¢us depuis
Newton et Leibnitz, ont mis les géométres en état de résoudre
facilement les questions qui avaient arrété leurs devanciers,
et d’apprécier en méme temps les raisons pour lesquelles ils
avaient échoué. Malheureusement il arrive toujours qu’une

difficulté vaincue, en étendant le champ de la science, donme
' : I.
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origine & plusieurs difficultés nouvelles qui peuvent arréter
long-temps encore I'essor de Iesprit humain , tout en laffer-
missant davantage sur le terrain nouvellement conquis. Cest
1a T'histoire de toutes nos connaissances; mais il faut convenir
que nous devons la plupart des beaux résultats dans les ma-
thématiques aux obstacles qui ont souvent entravé la marche
naturelle des géomeétres dans la carriére des sciences exactes.

Les questions mathématiques qui restent insolubles & une
époque quelconque de histoire de la science, peuvent étre de
deux sortes; les premiéres n’exigent qu’un seul pas en avant,
et elles entrent tout de suite dans le domaine de la science;
les antres exigent un développament bien plus grand, et sou-
vent tel, quil donne & la science primitive une nouvelle face
et un objet différent. Pour donner un exemple des premiéres
nous nous contenterons de rappeler le fameux probléme du
Centre d’Oscillation ; et le probleme de la Trisection de PA4n-
gle était, pour les anciens, un probléme de la seconde espéce.
Mais aussi long-temps que I'on ne possede pas la solution
d’une question, il est souvent difficile d’assigner a laquelle des
deux classes elle appartient; et c’est a 'analogie seule qu’il faut
avoir recours pour porter un jugement dans le plus grand
nombre des cas. Quoi qu’il en soit, I'histoire des découvertes
nous démontre que des questions, méme impossibles & résou-
dre, ont. quelquefois donné lieu & plusieurs théorémes nou-
veaux et importans, de méme que les problémes qu'on est
parvenu A résoudre complétement. Ainsi Pon doit regarder
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toute question comme propre 4 amener des résultats utiles et
heureux, quelle que soit d’ailleurs sa nature ou sa place natu-
. relle dans I'ordre progressif des développemens que la science
peut recevoir.

Nous pensons que c’est d’aprés des considérations semblables
aux précédentes, que ’Académie royale des sciences et helles-
lettres de Bruxelles s’est décidée @ mettre au concours la ques-
tion que nous avons rapportée littéralement en téte de ce me-
moire. Nous pensons en outre que son intention n’a pu étre
celle d’exiger une solution ad litteram du probléme proposé,
ce qui excederait de beaucoup les forces actuelles de l'analyse
algébriqueé ; mais bien dc rappeler l'attention des géométres
sur une question qui peat donner lieu a beaucoup de recher-
ches utiles aux progrés des mathématiques. Si nous entrons
bien dans les vues de ’Académie royale , nous croyons qu’en
proposant le probleme du fil flexible, elle a en pour objet prin-
cipal de- demander aux géométres jusqu’a quel point les res- -
sources de l'analyse actuelle peuvent résoudre cette question;
car il est de fait que, de nos jours; la théorie de l'intégration
des équations aux différentielles partielles ayant fait beaucoup
de progres, I'on doit s'attendre & quelque chose de nouveau
sur cette matiére. Et puisqu’on est parvenu & résoudre, par
Panalyse moderne, des questions qui n’auraient pu Pétre avec
les armes des Bernouilli et des Euler, que reste-t-il encore & faire
pour attaquer le probleme du mouvement quelconque d’un fil
flexible? Les procédés des nouveaux calculs peavent:ils servir
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a résoudre plus simplement les questions relatives aux oscilla-
tions d’'un systeme linéaire quelconque de masses pesantes ,
qu’on aurait pu le faire en suivant les méthodes d’Euler et de
Lagrange ? Ces procédés ne laissent-ils pas encore a désirer
quelques développemens ultérieurs? Enfin le mouvement d’un
systéme flexible quelconque, comparé aux problémes physi-
ques de la propagation du son, de celle des ondes et de la
chaleur, estil du méme ordre? Quelles sont les circonstances
ou cela a lieu?

Voila, me suis-je dit, ce que I'Académie royale a voulu de-
mander en proposant la question du fil flexible; et la réponse
a toutes ces questions doit nécessairement remplir le but et
satisfaire & la demande de Académie ; puisqu’autrement, au

point ou en est encore la science, il serait impossible de don-
ner une réponse satisfaisante. Nous pensons avoir compléte-
ment résolu toutes les questions qui précédent; c’est Pobjet
du mémoire que nous soumettons au jugement de PAcadémie
royale.

Mais pour embrasser la question dans toute sa généralité et
pour offrir un ensemble d’opérations qui s'éclairent mutuelle-
ment, nous avons pensé de nous occuper d’abord du cas le
plus simple, qui est celui des vibrations des cordes élastiques,
et de passer ensuite aux oscillations d’un systeme linéaire flexi-
ble. Ainsi nous avons considéré non-seulement le mouvement
d’un fil homogene flexible suspendu par un bout a un point
fixe, mais nous avons traité la question du mouvement d’un
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systéme quelconque linédire de corps pesans, savoir : celle da
mouvement d’'un nombre quelconque de corps ‘liés ensemble
par un fil flexible, extensible ou non, et disposés de maniere
a former une courbe quelconque. On voit aisément que le mou-
vement du fil flexible, tel que le donunerait Phypothese de la
question du concours, n'est qu'un cas particulier de celui que
nous nous sommes proposé et que nous avons completement
résolu dans tous les cas que nous avons considérés.

La marche que nous avons suivie est uniforme et par consé-
quent trés-propre a porter un nouveau jour sur des questions
trés-importantes et tygs-difficiles. Nous nous sommes servis de
toutes les ressources de Panalyse telle qu’elle a été perfection-
née , méme depuis Lagrange; et nous pensons avoir ajouté
quelque chose, comme on pourra le voir dans le cours du mé-
moire. Enfin nous croyons avoir rendu quelque service a la
science en renfermant , dans un seul écrit, une théorie compléte
des mouvemens oscillatoires d’un systeme quelconque linéaire
de corps pesans, en nous servant constamment des mémes
procédés , et en discutant les divers problémes comme nous -
Pavons fait.

Notre mémoire est divisé en cinqg chapitres dans lesquels
nous donnons successivement les formules qui représentent les
intégrales complétes des équations différentielles des mouve-
mens que nous avons analysés. Dans le premier nous nous
occupons des vibrations des systémes linéaires élastiques; dans
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le second nous considérons les oscillations d’un systeme linéaire
flexible. Ce n’est que dans le troisitme chapitre, que nous don-
nons les équations générales de tous ces mouvemens; et cela
parce que nous avons jugé plus important de faire connafitre
d’abord la méthode d’intégration, d’autant plus que l'on trouve
dans plusieurs traités de mécanique les équations différentielles
de tous les mouvemens possibles. Dans le chapitre quatriéme
nous nous occupons de divers cas particuliers des oscillations
d’un systéme flexible ; et nous terminons le mémoire avec le
chapitre cinquiéme par des réflexions sur la nature des ques-
tions que nous avons traitées, et sur le probleme tel qu'il a
été proposé.
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LEMOUVEMENT DU FIL FLEXIBLE.

CHAPITRE PREMIER.

DE LA VIBRATION DES CORDES ELASTIQUES ET FLEXIBLES.

I. QUOIQU’ON puisse facilement déduire des formules géné-
rales de la dynamique, les équations différentielles du mouve-
ment oscillatoire d’une corde élastique flexible , chargée en
différens points d’'un nombre quelconque de petits poids, nous
donnerons cependant Péquation fondamentale de la théorie des
cordes vibrantes, en nous appuyant seulement sur des consi-
dérations simples et ¢lémentaires. Nous avons cru que cela
devenait important dans un mémoire ou il s'agit d’exposer
clairement les principes d’'une méthode générale d'intégrer les
équations de ce genre. Mais, comme il est toujours utile de ra-
mener les questions au plus petit nombre possible de principes,
nous déduirons la méme équation et les autres, dont nous nous
-servirons, des formules qui dérivent immédiatement du prin-
clpe des vitesses virtuelles, ou, plus simplement encore, des

principes les plus connus de la dynamlque
2
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2. Supposons une corde d’une longueur AB=/, élastique,
sans masse, flexible, et fixement attachée par ses deux bouts
A et B. Que on imagine cette corde, qui est d’abord tendue
en ligne droite par une force constante, transformée en un
lygone plan dont les angles soient tous trés-peu éloignés de la
droite AB. Que I'on place, au sommet de chaque angle mobile
du polygone, une masse Am trés-petite et la méme popr tous
les ‘angles dont le nombre sera—n-—1. Que du sommet quel-
conque m; d'un angle du polygone on abaisse une perpendicu-
laire mp; sur la droite AB; et soit fait Api=xi, mipi=y:; il
est clair que

Ap., Ap., Aps...... Api—, Api, Apii...... Ap,._.

seront les abscisses des sommets des angles mobiles du poly-
gone, et que leurs ordonnees seront successivement

m "P "m’p” msps...m._:p._..x, mlpl,mi-q- xpi-o- x,...mn— lp,.-—;.

Faisons maintenant, pour plus de simplicité, ¥i—x;—, —Ax;
et supposons que le polygone soit tel que Ax soit une quantité

constante, et par. conséquent €gale é -

Le polygone étant disposé de la maniere dont nous venons
de parler, supposons qu'on imprime a chaque masse Am une
vitesse ipitiale quelconque dans le sens des ordonnées. 1 s'agit de
déterminer toutes les circonstances du mouvement de la corde
ainsi chax:gée de tous ces petits: p01ds et animée, dans tous
ces points, de mouvemens instantanés arbitraires. Quoique l'a-
nalyse que nous allons entreprendre ait. pour objet le seul.cas
d’un polygone plan, on verra, dans la suite, qu'elle s'applique
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directement au cas d’un polygone gauche, pourvu qu’alors on
considére séparément les mouvemens des projections orthogo-
nales de chaque corps Am.

: 3. Toutes les circonstances précédentes étant les mémes ,
mais seulement si le nombre des masses A m devient:infini, et si

chaque masse est remplacée par I'élément d’uné corde élastique .
d’une épaisseur finie, il est clair que notre systéme se chan--

gera dans une espéce de monocorde. Ainsi, le seul passage du
fini a l'infini suffira pour nous faire connaitre les formules né-
cessaires pour la théorie des vibrations des cordes de musique.
D'ailleurs, ces passages étant d’un usage frequent dans Pappli-
cation des mathématiques 4 la physique, nous en établirons
les principes, et nous en ferons Papplication au probléeme ac-
tuel. Mais, pour mieux éclairer notre marche, nous traiterons
ensuite le méme probleme directement, en partant de I'équa-
tion différentielle méme. L’accord des resultats et leur analo-
gie avec le fameux probleme de Poscillation d’une chatne pe-
sante , seront tres-propres 4 jeter un nouvéau jour sur des

estions aussi délicates et dont la solutmn tient aux dermers

progrés de Panalyse mathématique. - - °

SECTION PBEMIERE

"Analyse da mouvement de vibration d’ame corde éla.mgue -

chargée d'un nombre fini de petits poids.

4. Considérons, aprés un temps quelconque t, trois ‘masses.

consécutives Amplacees aux sommets 7; — s, mi, m; .. , du poly-,
gone formé par la corde vibrante en-cet instdnt du mouvement.
.

)
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Soit F; la force motrice qui anime le corps Am placé en m;;
et ¢; I'angle du polygone dont m: est le sommet; il est clair
qu’en nommant P le poids qui tend la corde AB, on aura
F:;=Psin. ¢; car on sait que la force élastique est proportion-
nelle au sinus de Pangle formé par deux élémens consécutifs de
la substance. Donc, si 'on nomme g le coefficient de la gravité,
on aura la force accélératrice de la masse Am exprimée par

%%sin. ¢i. Mais, d’'un autre cété, on sait que cette force est expri-

meée par —%{—,‘; par conséquent, le mouvement du corps placé
en m; sera déterminé par I'équation ’

(l)....“zi-’T‘y,‘+%I;-8in.e,'=0.

On aura ensuite autant d’équations, semblables a la précé-
dente, qu’il y aura de corps mobiles, et qui serviront a déter-
miner les mouvemens de chacun d'eux. Il faut maintenant
exprimer sin.e; en fonction des coordonnées des corps mo-
biles. Pour cela observons que, puisque nous avons fait
si=angl.m; _ ,mimi + 1, 8i nous faisons, pour plus de simpli-
cité, ei=angl.mi—:mipi,¢i=pimimi .+, nous aurons d’a-

’ x L)
bord ei=¢i+ ¢"i, et en outre tang. ”=J’i"—',7:'— ) tang. 8=
Ax ; dou nous déduirons successivement
JYi—Yi+:
. , Ax 08, ¢/ — Yi—Yi—1:
Sin. &; = ﬁx,—‘-(ji—yi-:?, o & — fo:_'_(.’-‘._r.._l)!’

. e
L
M=V RE + (i riw 1)

CO8.¢" — i=Yi+.t
) X

VAR +(Ji—yiva)
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Soit fait, en général, d’aprés la notation des différences, Ay,=
yr+1—Yr, et Fon obtiendra aisément

Ax(Az;;_,—Ay;)
+AyiVAZ Ay

(2).... 8iB. (€ 4 ¢";) ==8in. ;= IS

D’aprés Phypothése du mouvement de la corde, on aura Ay
infiniment petit par rapport a Ax, et Pon pourra négliger ,
dans le second membre de I'équation ci-dessus, les carrés Ay,

Ay*i—.; ainsi Pon aura plus simplement sin. i =——"——-

Substituons cette valeur dans I'équation (1) et nous aurons

' d']‘i_ A’yi—r;
S il Ly vy

- Posons czﬁ » et développons le second membre de I'é-

quation (3), en donnant a Pindice i toutes ses valeurs succes-
sives; nous obtiendrons le systéme d'équations

dy, dy,
'72-7:—=C(y.'—2yl),7{;—=0(y9—2y3 +yl),
dy, | '

(4) d—{::c(y‘ —Y:+ ﬂy,) ..................
ayi
7= C(Yiv1—2YitYim1)eeerrennn e
A Yn—r
—‘st’——=C(—2)’n—-l +Yn—-1a),

ayant soin d’observer que, par la nature du systéme, on doit
toujours avoir y,=o0, y.=o.

5. Le systéine des équations (4) reﬁferme‘tout ce quil faut
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pour déterminer les mouvemens de tous. les corps attachés 4
la ‘corde; et toute la difficulté se réduit & intégrer ces équations.
Mais comme elles sont toutes 1mphc1tement contenues dans
équation (3), nous nous bornerons a cette derniere; car.il est
facile de voir quayant I'intégrale de celle-ci, on en déduira trés-
aisément "celle de toutes les autres, en attribuant des valeurs
“successives a I'indice ¢, depuis 1 jusqu'a n— 1 inclusivement.
Or, il n’est pas difficilede prévoir qu'en supposant y:—aX;cos.£ v&
a éant une constante, X; une fonction inconnue de i, et £ une
indéterminée, I'équation (3) sera satisfaite, pourvu que Fon ait

5).... kX + cA 'Xa’ —~:1=0.

11 s'agit maintenant d’intégrer cette derniére équation,-en
observant qu'on doit avoir X,—o et X,=o0, puisque la va-
leur de y; se réduit a y;—=aX. lorsque z—=o0; et 'on a fait ob-.-
server plus hautque y, et y. doivent toujours étre nuls, quelle
que soit la valeur du temps ¢, a cause que les points auxquels
répondent ces deux ordonnées sont supposés immobiles.

6. Nous pourrions facilement trouver l'intégrale de I'équa-
tion (5), sous forme finie, en la dérivant des formules génera-
les de Pintégration des équations aux différences finies; mais
comme, dans la plupart des cas, ces intégrations ne sont pas
possibles sous forme finie, nous allons parvenir a Pexpression
générale de X; d’'une maniére qui s’appliquera facilement a
tous les cas semblables, et qui nous fera connaitre, en méme
temps, intégrale sous forme finie dans le cas présent. Pour,
cela, nous transformerons d’abord I’équation (5) en developpant
son second terme, et nous aurons
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(6).... kX:+ C(Xi-o- 1 — 2X; 4+ Xi—1)=0,

ou bien X; ., ,=(2a— f)X.--—-X.-_ :; et si nous faisons, pour

. IR TCY! & . .
plus de simplicité, 2 — = =2a#, nous aurons I'é¢quation
(4

(F)oere Xi e 1= 2hXi—Xi— ,
- de laquelle nous déduirons successivement

,=2hX. —Xo=2AX,
X, =ahX,—X,=(2" A" —1)X,
Xi=2hX, —X.=(2°A° -—n.alz)X,
Xs=2hX, —X,=(2*A* —3.2* %" + 1)X,
. Xi==2hX, —Xi==(2°A° —4.2°h> + 3.2A)X,

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

8i Pon poussait plus loin ces développemens, on ne tarderait’
pas & étre assuré que les seconds membres des valeurs succes-
sives de la fonction X;, suivent la loi du développement des
sinus multiples d’un arc quelconque dont X, serait le sinus et
h le cosinus. Nommons « cet arc inconnu, et nous aurons par
conséquent, A= cos.a, X ; =sin.«, X,=sin.2q,.. X;=sin.ia.

11 est méme trés-facile de s'assurer que la fonction Xi=sin.ia
satisfait & Péquation (7), quel que soit «, pourvu que Fon sup-
pose h=cos.a.

‘6. Nous voila dorrcarrivés & la connaissance de cette fonction X ;
qui entre dans la valeur de y:; mais nous devons encore rem-
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plir les deux conditions X, =0 et X,=0, ce qui nous donnera,
pour déterminer «, la condition sin.na=o. 1l y aura donc un
nombre n— 1 de valeurs différentes pour «; et ces valeurs nous

v o o
les aurons en posant «=—, = dénotant la moiti¢ de la circon-
férence et v un nombre entier quelconque moindre que n. Mais

k ; .
nous avons posé¢ ah—2 — <5 par conséquent nous obtien-

drons k=2c(1—cos.a)==4c.8in.2%a. On pourra donc pren-
dre pour v’k un nombre quelconque compris dans la formule

2 ( sin.-;—:-) V', en donnant & v toutes les valeurs, en nombres
entiers, depuis 1 jusqu'a (n— 1) inclusivement.

7. Concluous de 1a que, si on prend pour y; la fonction
a.sin.i. %"oos (nt V csin. g) » aetant unecenstantearbitraireet v

un nombre entier compris entre 1 et #— 1, équation (3) sera
satisfaite; et que, par conséquent, cette fonction représente une
valeur particuliere de lintégrale de la méme équation (3).
Mais qu’est-ce qui constitue une intégrale compléte d’'une équa-
tion différentielle? Clest la propriété que doit avoir cette inté-
grale de satisfaire non-seulement & I'équation différentielle,
‘mais encore aux conditions données par des équations qui se
rapportent a certains points ou a des époques déterminées.
Ainsi nous ne pourrons regarder la valeur de y; comme com-
pléte que lorsqu’elle deviendra zéro, pour des valeurs quelcon-
ques du temps, si i=0 ou bien i =n; en outre, si nous dési-
goons par Y; Pordonnée du polygone initial, et par V; la vitesse
initiale du corps Am placé en m:, on devra avoir, lorsque

t=o,yi=Yi, et% ou v;=Vi. Mais il est aisé de voir que la
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valeur de y: donnée ci-dessus fournit pour v; ume quantité
nulle, lorsque ¢=o0; et, par conséquent, cette valeur exprime
seulement une intégrale particuliére. Observons maintenant
que, si nous avions supposé d'abord y;=>4X;sin.z2v'k, nous
aurions trouvé¢, pour déterminer X; et /£, les mémes équations

. . i s g s VT . VT .
que ci-dessus; et quainsi bsin.i— sm.( a2t \/csm.m) expri
‘mera une autre intégrale particuliere de I'équation (3).

8. Ajoutons Fune & Pautre les deux valeurs particuliéres de

Yi trouvées dans Particle précédent, et nous aurons une nou-
velle intégrale exprimée par la formule suivante

(8. y._asm z—ws (at v'esin. —)

+ b sm. i —sm. (2t Vcsm -—)

dans laquelle @ et b sont des constantes arbitraires, v un nom-

8P ot
bre entier quelconque <n et ¢= =——5i nous différencions

une fois P'équation (8) par rapport a ¢, nous trouverons

‘ . . yeE . <Y . . vy
(Q)vi=—2a ‘_/CSII!--Q—nSlD- ¢ —sIn. (nt Vi sm.;)
o + 2b Vesin. = sin.i — cos. (2t Vcsin'.lf-)-
£ 4 ) . 2n . n .« van
La valeur de y: exprimée par la formule (8) satisfait & Péqua-

tion différentielle (3), et donne pour Y; et V; des valeurs nul-
3
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les pour les indices i=0 et i—n; mais lorsquon y fait t=0

on . VT
m trouve (10)..co. yi=asin.i—

R

« YT . .
(r¥).....0i=2b v/csin.—8in.; —-
an n

9. Supposons maintenant que la figure initiale soit donnée par

r . . VT . . . 12 .
cette eguatmn Y;=A sin. =) et que la vitesse soit exprimée,

. s YT
dans le commencement du mouvement, par Vi=Bsin.i—, A

et B étant des constantes quelconques et v un nombre entier

quelconque <7n. Nous aurons, en comparant ces valeurs i celles-

de y: et v; données par les équations (10) et (11), 3=A,b=
B . '

: ; et en substitnant les valeurs des constantes a et b

. b
2V sm.;—’,'l

dans les formules @) et (9), on aura les intégrales completes

) . YT . YT
(13).... yi=A.sin.2— cos. (nt Vesin. -2—;)

B . YT . - . vx
+ sin.2 —sin. ( 2 Vv/csin, —
2Viegn, = n an

. VE . VT . .
(13).cw vi==—2A V¢ sin. — ain. = sin. (at Vesin.~%
an n an
+ Bsin. i cos. (2t l/csin.—"') ;
n an

et ces deux formules nous feront connaitre toutes les circon-
stances du, mouvement de la corde. Elles sout, comme on voit,
trés-simples et élégantes; mais elles supposent un certain état
initial de la corde, qui ne se rencontre pas toujours en nature.
'On voit aussi qu’il peut y avoir un nombre n— 1 de divers
états primordiaux qui fourniront tous les: mémes formules ( 12)
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et (13), puisque le nombre v peut recevoir toutes les valeurs
entiéres entre o et n. Dans tous les autres cas, les formules (8)
_et (9) ne représenteront plus que des intégrales particulieres.
Mais si on donne a v successivement toutes ses valeurs, et si
on multiplie successivement par des constantes a, , b,, a., b,,
as, bs, etc., les diverses valeurs particuli¢res que les formu-
les (8) et (g) peuvent fournir, il viendra pour y; une somme
d'intégrales particulieres ainsi exprimée et composée de n— 1
termes;

- . <I.° . I.%®
(14)...y._.a. 8. 2 -n—cog. (st \/csm.;-)
e I . . 1.7
+ b, sin.z—— sm.(ztt/csm. -—)
n -an
+a,éin.i33—'cos.(2t\/c sin.’—'*) '
n an
. «c 2.7 .- T e 2.
+ b.sin. ¢z -—sm.(atl/csm. 2.7
n an
: . 3= . 3.
+ a sin, z—cos.(zt Ve sm.—’-')
n an 4

+ bysin.i S sin.(2zv/c sin. "ﬂ)
n an

. . VT . Y.
4+ a, Sin. 2 ~— cos.(at Vcsin, —
n an

. L . Y. ®
+ b,sin. i — sin. (2t V’csm.—s)
n an

oooooooooooooooooooooooooooooo

Y e e n—1.T . N—1.T
+ An—iSiNL2 cos.(zt Ve sm.-—-)
n an

. A—LE.. [ . n—1.m
. 4bp—isin.Z sm.(athsm." 2 )
n . . an

3.
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Ennous servant du signe sommatoire 2, nous pourrons écrire
plus simplement
=n

('15),,,_,7:2 [a,sin.iv—:cos. (thc sm?;)

=0

+ b,sin.iifsin.(at Ve sin.ll)]
n an

la somme étant prise entre les limites qui correspondent &
v=o0 et v=n.

Différencions Péquation (15) par rapport a la variable ¢, et
il viendra, pour déterminer v;, la formule

« YT . VT . . YR
(16).... vi=2 | —2a, l{csm.;—; sin.z —sin. (at l/csm.;)

1

. y%® . « V% . ye :
4 ab,Vesin. —sin.i — cos.(st \/csm.—) ]
an n an

10. Toute la difficulté se réduit donc a la détermination des
constantes a., b:, a., b., etc., de maniére que les formules
(15) et (16) donnent pour y; et v; les valeurs qui conviennent a
Pétat initial et arbitraire de la corde. Pour ne pas confondre les
indices qui se rapportent a une époque quelconque et que nous
-avons nommés #, avec les indices qui se rapportent au com-

mencement du mouvement, nous désignerons ces derniers par
la lettre .. D'apres cette convention, nous devons avoir

(17) Y,.v..—__z? a,sin. y.i;—' ’

=—==n

(18)...Y.=2 ab, Vcsin.—: sin.

v yvE
=0 2 n.
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Mu.ltiplions les deux membres de I'équation (17) par une
fonction inconnue z,. de Pindice p, et prenons-en lmtégrale
totale de chaque membre ; nous aurons

=n l‘—ll
(19)... S Y,.z,‘__ 2 a,S z,sin. y. —
“=o’ F==0 u==o0

Observons que, si nous dénotons par X, la fonction sin‘.y.'%‘,
. - . (4

nous aurons, en vertn de I’équation (5), X p=—7 A" X, —sset

qWainsi Pon pourra faire

£k . k
(20)...— ESz,.sm. pv—:-z——; Sz, X.=8z,.4:X,_,.

Aumoyen de 'intégration par parties, on trouvera facilement

(2000 SZuA Xy =—(Zp+ : Xy — 22, X+ 2, X —:)
-+ SX.,.-Q- A Zus

mais il est aisé de voir qu’on doit trouver aussi

“=n
SX“-'-[A Z,.--SX A Z,.—l-l'an Zu.—;-—'on z_.x,
Mn=0 M=o

et, A cause que la foncuon X, est telle que Xo=0, X,=o0,
on aura simplement

. u=n u=n '
(22)--. S X,...-. A? Zu= S\XPA’Z#_;.

nw=0o M==0
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Substituons cette derniere valeur dans Péquation (21), et
nous obtiendrons

(23)...“5 2, A Xy i = (2 1 X — 22, X+ 2, X0u—1)

p=0 M=o

—(Zu+ 1 X — 22, X+ 2, Xp—)
uE==n w=r

' + S Xp A2 p=1)
- M“==0
ce qui est clair, en observant que les deux quantités renfermées
entre les parenthéses se rapportent aux deux limites de I'inté-
gration pour lesquelles on doit avoir p—0 et w=n. Mais, a
cause de X,=—o0 ¢ X,=—0, on aura simplement

(24) S Z“A Xp—-l—(Zp ,4—-!) —(prh—x) + S X A Z,....
“w—e M==n x=o

Si nous déterminons maintenant la fonction z,, de maniere
. 4 S .
qu'on ait A*Zu—:=-——2Zu, I'équation (20), par la substitu-

tion de la valeur donnée par I'équation (24), prendra la forme

suivante

(2 5) b“s=.zp X =(2uXp—1) —(2uXp—1)
w=0 o

us=n

Nousavonstrouveéalart. 6,k=/ csin.*> P Z. faisons &' = 4csm

v étant un nombre entier quelconque <n et différent de v. Il
est clair qu’alors la fonction z, sera donnée par la méme équa-

. . 9 s s . vE
tion que la fonction X, et qu'ainsi on aura z, = sin. p — ;
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d’ou Pon tire z,=0 zx=0. En faisant les substitutions conve-
nables dans I'équation (25), on trouvera

’ (4 sin yr — /4 sin."~= “gnsin vE sin.p==—=0:
<8102 == . 3"),.—o .y.n % ‘R, =0;
= 4 i ¥y 4
partant S sin.p. v—;—-’ sin. p. v—:—: o autant que v’ sera différent de v.
=0
Mais en posant v’ =y, le premier membre de cette derniére équa-
tion deviendrait="2. On pourrait facilement déterminer a priori
. ' p=n . ;
la véritable valeur de S sin., p. Ynl , et Fon trouverait, par les

=0
principes du calcul inverse des différences, que cette somme
)] n L3 . o . .
est égale 4 ~; mais voici un moyen plus général de parvenir a
cette valeur. .

11. Reprenons I'équation (25) dans laquelle nous mettrons
les valeurs générales des coefficiens &' et £, et de la fonction
z, dans le second membre seulement. Nous aurons

. VT R & ‘ vw
4 ( sin. * — —sin. "7’-> Sz,.X,.=(X,._ 1 SiM. —u—)
p:'_'.‘o

— (X,_ L 8in.p. ‘%’)

p==n,
Différencions les deux membres de cette équation. par rapport
a v et faisons v'=v apres la différenciation; et nous trouverons

T UL v ' e
/JSln.s—n(‘.OS.;'- SZpXF=(¥Xp—xm80P§)—(HXp—I COS8. ';;)3

=0 p==n
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. YR Yy .
ou hien 4 sm.aﬂmm.-;,-zSz,. X,==—nX,—sco8.vyx , en faisant

Jew réductions dans le second membre. Mais il est facile de voir
. YR .« Y® e - e
(que Xn. .o --~8in— cos,vx, ct que 48in.— cos.—=a2asin. —;
n n an n
n n
par conséquent yon trouvera Sz, X, = S o8 vE=" a cause que

v st néeessairemnent un nombre entier.

t4, Kn réunissant les résultats auxquels nous sommes par-
venus dans les deux articles précédens, nous pouvons affirmer
.

P WL T | .
(que la fonction 8§ sin. w —sin. . — est toujours égale a zéro,
430 n n

tant uo v oty sont des nombres entiers quelconques, moindres
(ue n, et indgaux; mais si v'=v, alors cette fonction devient

': Coes propriétés des fonctions trigonométriques sont con-

" nuen dopuis long-temps, et clles ont été démontrées par les plus
célohros géometres. Mais la manitre par laquelle nous venons
de les démontrer, est trés-générale et s'applique & une infinité
d'autrea fonctions, autres que les trigonométriques ; fonctions
qui ont cependant beaucoup d'analogie avec ces lignes, mais
qui sunt délinies par des déquations plus compliquées que
Uéquation (3), la seule qui nous ait servi aux démonstrations
que nous venons de donner.

Daprds oex propridtes, il est clair que si on développait le
aecond membre de Iéquation (19), en donnant successivement
A v touter ses valeurs, et en prenant pour z. la fonction

S R M . . N - -’
LN p:.- » tous lestermes . a Fexception de celui qui est multiplié par
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. . o e o e n
a,, disparaftraient, et que celui-ci seréduiraitaa, x 5 Par con-

séquent I'équation (19) nous fournira la formule

.

a »=n . re
26).....a,—- S Yeu sin.p —
(26)..... a- a3 e

qui servira a déterminer toutes les constantes @, , a,, a,, etc.,
en faisant successivement r=—1, 2, 3, etc. En répétant les mé.
mes raisonnemens on parviendra a la formule

1 p=m

T esn S V,.sin. p.—-

Vesin. - u=o

(27).-. br =

qui nous fournira les valeurs des constantes &,, 6,, &, etc.

13. Substituons dans Péquation (15) les valeurs de a, et 3,
que nous donnent les formules (26) et (27), et supprimons
pour plus de simplicité les indices des signes sommatoires S
et 2, en observant toutefois que le signe S indique une inté-
grale qul gétend & toute la longueur de'la corde, tandis que
2 exprime la somme des termes de la suite de toutes les inté-
grales particuliéres qui satisfont & l’équanon (3), et qui répon-
dent aux différentes valeurs que regoit le nombre entier v de-
puis 1 jusqu’a n— 1 inclusivement. Nous aurons ainsi !'in

grale compléte de l’équation (3) exprimée par la formule

(28)... y._..z[ sin. ¢ —-oos.(st V¢ sin. —)SY am.y._

Ve ;::sin (zt Vesin 57:> SV,,siny.%]
4

1 sz~

<+
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Différencions cette derni¢re équation par rapport & la seule
variable ¢, et nous obtiendrons sur le champ

Ve . . . . .
4Voin 1m suu—”sm. (st Vcam."—")SY,.sm.y.!f
an an. n

(29)jn'=3[

2 . .Vm . YT . VT
+ 8in.2 -;z-oos.(nt V'esin. -;;) SV,.sln.y.-n—]

Les formules (28) et (29) renferment la solution compléte
du probleme qui nous a conduit d P'équation différentielle (3).
Elles font connaftre pour une valeur quelconque du temps ¢,

les valeurs de ordonnée y: a laquelle répond une des masses
Am, dont la corde est chargée, et elles donnent I'expression de

la vitesse qui anime cette masse aprés le temps £ écoulé depuis
le commencement du mouvement. En changeant simplement
lindice ¢ on obtiendrait les équations qui se rapportent aux
autres corps du systéme. Si 'on devait faire Papplication des
formules précédentes a des cas particuliers, voici 'ordre des
opérations a suivre. Ce que nous allons dire se rapporte a la
formule (28), mais il sera trés-facile de I'étendre a la formule
(29); et I'on aura ensuite, par la, une idée plus nette des mé-
mes formules.

13. Supposons , pour fixer les idées, que le nombre des
corps mobiles attachés & la corde, soit égal & 5, et que I'on
veuille connaitre le mouvement du corps du mlheu , savoir,
de celui qui répond & lindice i=3. On fera d’abord n=6
dans la formule (28), et Pon donnera ensuite & v succes




DU FIL FLEXIBLE. 2y

sivement les valeurs 1,2,3,4, 5;ce qm nous fournira pout -
i la formule suivante

TS § .3 . Im . I
(30)... yi=7 sin.2--cos. (:at v csm.l—g) SY,.sm.p.—G-

!smz

Ve = -‘_'sm (zti/csm —) SV,,smy. 6

. . o an
+ 3sin. zg—cos.(zt l/_csm.T;)SY,.sm.y,-g
sin. t——
+5 |I/c = sin. (zt Vcsin. —) SV.sin.p Qg
sin.

+ 3sin. i—cos. (zt Ve sin.g-g)SY,.sin. y.%'—’

I sm li-
+6vec

—sin. (at V/csin. —-) SV,.sin.p %’5

lﬁ

+ $sin. z cos (nt v esin. -—)SY sin. 51.4"

1 S

10.1—6- .- . 4w . 4
+577% — yrac (2t V csin. l—n)SV,.sm.y. =
b 4

6

. .« Jbm . bnm . 5=
~+ 38, zg-cos.(zt v csm.—l-g—) SY .sin.p '3

5w
; Sinig

+3 Vcsm

5n
6

- sin, (zt V'esin. -—-) SV .sin.p o~

l’

Cette formule est générale pour tous les cmq corps mobiles;
et si on désire de connaitre le mouvement de celui du milieu,
il faut attribuer a Findice ¢ sa valeur — 3. Mais il restera tou-

4.
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jours & déterminer les sommes indiquées par la caractéristi-
que S. En observant que Y, et V, désignent Pordonnée et la -
vitesse du corps Am, qui répond a Findice y, lorsque t=o,
et que ces quantités sont supposées connues, il ne sera pas dif-
ficile de calculer les termes précédés du signe sommatoire S.
Pour cela on devra prendre

(3[) SY,. sin. 3---Y-Sln -€-+Y sin. 6 +Y sin. ?%t

+Y‘8in.%+Yssin.3-
SY,.sin. —3—=Y. sin. —6-+Y » 8in. T+ Y, sin. T

+ Y.sin. 4—6—+ Y, sin. T

SY,.sin.-g’—Ef-—__-Y. sin.-é—r +Y, sin.3—'6-1-‘-+ Y, sin. é?
+Y ‘sin.i'gz-l-'Y, sin.-5-'§'—"

SY,.sin.é%“—_:Y. sin.%t+Y sin.%f+Y sin,%

+ Y, sin. S= 447 | v sin. 54"
'SY,.s'm.i‘éE=Y.sin 56 + Y. sin. -3—+Y, sin. 3%
- +Y,sin. 4‘2 +Y, sm5—65-

En changeant Y en V on aura les autres termes sommes qlll

entrent dans la fonmule (30).
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Faisons maintenant , pour plus de simplicité, «, = sin. &
. am . 3=n . 4 . 5n

e, = 8iD.T ya, =8Il = ya, =8I0 & ya, =8I0, F;lesnombres«

seront tous connus; et puisque tous les Y aussi bien queles Vsont
donnés, on verra facilement que tous les premiers membres
des équations (31) seront des nombres connus, et trés-faciles
a trouver. En effet, il viendra

(32)... SY,‘sin.-%r- =Y, 4+, Y, 4+, Y, +a, Y, +a, Y,

SY,‘sin.ﬂé—“=¢, Y +4Y, +0Y,—e, Y, —e, Y,

SY,.sin. -?3'3"1':«, Y +0Y, —«, Y, +0Y,+4+4a,Y,

SY,sin. 4§“=a‘ Y,—a, Y, +0Y, 4« Y‘ —a, Y,

SY,.sin.5—g'3=a, Y,—« Y +e,Y, —a, Y, +a Y,

14. Nous pouvons conséquemment nommer A,,A.,As,A A,
les premiers membres des équations (32), et regarder ces quan-
tités comme des nombres complétement déterminés; et si
nous changeons les Y en V, nous obtiendrons les autres ter-
mes, que nous désignerons plus simplement par B. , B., B,

. pes o W . an . 3
B, et B,. Soit fait sin. — =, ,8i0. — =8, si0.— =8, etc;

et mettonsle iombre 3 i la place de Findice i dans Péquation (30).
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Aprés les réductions convenables, cette formule deviendra

Bl BG

(33)...)'3:'%-" BaCOS.(ﬁtp: \/C)+6—73-p—'8in.(2tﬂl \/C)

A, B,
+F X0+ X0
B, B

A : '
—=3 B cos.(2¢8, \/C)_B—V—Ep—‘ sin. (2tg, V' ©)

A, o g—B‘ X O

;Aip cos.(atB, V¢c)+ s Bogin (2tps Ve);

3" s 6Vegs s ?
maissi on observe queas —u,, s =a,,a, =T, €t que, par con-

séquent, on aura

(34)A. = (Yl +Y5)+ [ 39 (Ya +Y4)+Y”As =Y| -+ Ys —Y,,
As—a: (Yu +Ys)'—'¢a(Y= +Y4)+Y,
B.=ua. (V- +V5)+¢s (Vs +V4)+V3,B3 =V, +V5—V,,
Bs—a. (V. 4+ V) —as (Vo 4+ Vi) + V45

en outre il est clair que gs=1; on pourrra donc mettre la for-
mule (33) sous la forme suivante

(3o =3 (e (Y, +Y,) 40 (Y, + Y1)+ ¥s)c0. 226, Ve
+6p.l\/c (u, (V. —+ V5)+¢: (Vg +V4)’+ V,) Sin-ntﬁu ve.
—2(Y,+Y,—Y:)cos.2tp, Ve

L (V.+V,—V,)sin.atBs Ve

T 68, Ve
4—.%(&' (YI +Ys_)""‘¢z (Y:+ Y6)+Y!)003-2tpa Ve

+ggrvel (V) —=(V: #V.)+Vs)sin.atps Ve. -
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De cette formule on déduira sans peine, par la différencia-
tion, la vitesse

(36).vs = — 2B 0 (0, (V4 Y )+ au (V4 Yo)+ Y s )sin. 228, Ve
+’;'(¢: (Vl +Vs )+ As (Va +V4)+V3 )cos.atﬁ. Ve '

+2‘3’3‘/C(Y, +Y;—Y,)sin. 228, Ve

-.;-(V,+V,-V;)cos.2tﬂ;.‘/c -
2BV (Y (Yo Y )+ Y Jsin. atf, e
+%’(¢l (VI +v! )"_ag (V: +V‘)+V))008o2‘p5 VC.

16. Les deux derniéres formules nous représentent toutes
les circonstances du mouvement du petit poids Am placé au
milieu de la corde, lorsque celle-ci est chargée de cinq poids
égaux placés a des distances égales sur sa longueur; et il nous
aurait été trés-facile de trouver les équations qui conviennent
aux autres petites masses. Les formules (35) et (36) ne seront
tout-a-fait réductibles en nombres que lorsqu’on aura assigné -
des valeurs quelconques a toutes les quantités connues. Alors
il ne restera plus, dans les formules, d’autres indéterminées
que la seule variable z, laquelle devra recevoir toutes les va-
leurs possibles, depuis 0 jusqu’a une valeur aussi grande que
Pon voudra. Mais pour particulariser encore davantage les der-
nitres formules, supposons que la.figure initiale de Ja corde
soit une droite AB; et que l'on ait imprimé une vitesse quel-
conque au seul carps placé au milieu de la droite. 1l est clair
qualors toutes les quantités Y seront nulles, et que la seule
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vitesse V, aura une valeur différente de zéro. En faisant ces
substitutions dans les formules (35) et (36), nous aurons

V, rsin.22f,Vc  sin.2#f,Vc  sin.atB, Ve
Cryr=gy [ =+, + %, ]

‘ (38)...u;=-‘;—’[cos.zt(3. V/C 4 Co8. 218, V'C + C08. 2B, \/c]-

Ces derniers résultats sont trop simples pour que nous nous
y arrétions un seul moment; c’est pour cela que nous allons
entreprendre de ramener les formules générales (28) et (29),
qui se rapportent 3 un nombre déterminé n— 1 de corps mo-
biles, a celles qui doivent représenter le mouvement d’une
corde élastique dont Pépaisseur est finie et donmée; ce sera
Pobjet de la section suivante.

SECTION DEUXIEME.
Passage du nombre fini de corpé mabiles & un nombre infini.

17. Lorsque les anciens avaient & comparer des figures cur-
vilignes a des figures rectilignes, ils commengaient par suppo-
ser la figure curviligne transformée en un polygone d’un nom-
bre déterminé de cdtés; ensuite, le nombre des cotés augmen-
tant indéfiniment, et les polygones successifs s’approchant de
plus en plus de la figure curviligne, ils cherchaient & déterminer

‘la limite des valeurs vers laquelle ces polygones tendaient; et
ils prouvalent enfin que cette limite expnmalt réellement la
valeur qui convenait & la courbe proposée. Cette marche était
“pénible et extrémement laborieuse; cependant, c’est a elle que
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nous devons les plus beaux reésultats auxquels le génie d’Archi-
méde est arrivé. Aprés l'invention de Panalyse infinitésimale,
on a eu des moyens pour résoudre directement les questions
qui exigeaient, autrefois, la méthode d’exhaustion; et I'on
peut presque dire, abstraction faite du perfectionnement du
langage algébrique, que cest en cela que consiste P'immense
avantage de la géométrie moderne sur la géométrie des anciens.
Mon but ne peut étre celui de soutenir une proposition admise
depuis long-temps par tous les géométres; mais j’ai di rappe-
ler-les principes précédens pour faire remarquer que, peut-
étre, on a trop négligé, de nos jours, la méthode des premiers
géométres. En effet, il se présente souvent des questions qu’il
~ serait trés-difficile d'attaquer directement, dans la supposition

d’un nombre infini de certaines données ; et alors on doit com-
- mencer par étudier le probléme, en limitant ce nombre, sauf
a passer ensuite au cas ou le nombre devient infini. Ceci est
absolument analogue a ce que les anciens pratiquaient; mais,
a cause du progres de lanalyse, et grice aux algorithmes que
Pon a introduits dans cette science, il nous est bien plus facile
d’effectuer cespassages. On en aura un exemple dans ce quisuit.

18. Supposons que le nombre r devienne infini dans la for-
mule (28); il s'agit de trouver ce que le second membre de
cette équation va devenir dans cette hypothese. Pour cela, ob-
servons d’abord qu’ayant en général nAx=17, on aura, lors-

que 7 est infini , n =—— Mais en nommant M la somme de
toutes les masses 4 m supposées égales, on a, en général,
M=(n—1)Am; et lorsque n devient infini, on peut écrire
n=-L. d'ot Fon tirera o=t et ensuite dm— 9%, N

l
5
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»
nvons puond: i 'srt, 4, ¢ - :K&—

[
infiniyon trouverac - h--.-ﬁ%,oubnen Ve= 7= ‘/ M .

Fainonn, pour mmphlwr,\/‘l-r = va,etil viendra vc= Ti?

- l )V 4, en mettant lh la place dea-;; Soit maintenant x I'abs-

; ¢t par consequent, lorsque n est

cinne b laquelle répond, aprés un temps ¢, la masse dm cor-
respondante & Pindice £, il est clair que Yon aura /:x :: n: i

-'-';’ -;-’-- ol ai l'on disigne la méme abscisse par X lorsque

£ .o, onnuracncorel: X:n: P=r"7)£'=d'£w'

to. En récapitulant los diverses formules auxquelles nous
sommen parvonus dana Particle précédent, nous pourrons les
rdunie commo il suit:

‘wrmules qui servent d dtablir le passage de n fini d n—= o

. B TR Y X _n glP
S\ w 2wt TmET V¢_7\/a,a_ M

) X l\ld
’.:‘y‘\,;' ,p...T ”‘( dm ,x

& Wdique le coeflicient de la gravité; P le poids qui tend la
cade s M I masse de toute la corde; (x,J ) les coordonnées
Q' paint quelcongue de la corde, aprés un temps ¢; (X,Y)
It coatthniees d'un: paint quelcongue de la corde, lorsque
L \N
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Cela posé, nous allons apphquer ces formules a la transfor-
mation des termes qui se trouvent sous le signe S, dans la for-
mule (28). On trouvera sans peine

T *SY, sin. y.—-= desm v( )

'—lSV sin. y.——dexsm. ( )

en observant que les intégrations doivent s'étendre a toute la
longueur de la corde.

. .« YW vl
De plus, & cause de n= o, on pourra faire sin—=—; et

Pon aura ensuite
. YE nt R . X
2t Vvcsin. =" (—) va, sm.z-;;:sm.v(T) ’
Voesin —=1v;Va.
an~ al
Substituons maintenant dans les formules (28) et (2g) les

valeurs que nous venons de trouver, et nous aurons, pour le
mouvement d’'une corde élastique,

]
(40):".7:%2 [Siﬂ.v(%f) CO8. v (1:7t Va)dex sin.v (’-‘;E)

B (s ()]



36 SUR LE MOUVEMENT
i
(41) u=:2[—-v(g Va) sin, v(’-tlj) sin.vy ’-El-t Va)ﬁdxsin.v(f%()

1
+ s8in.y ("I—x COS.v % Va)dexsin.v ("l—x)]
o

Pour faire usage de ces formules on développera les termes
qui se trouvent sous le signe sommatoire 3 en donnant & v
toutes les valeurs, en nombres entiers, depuis o jusqu’a l'in-
fini. On voitque les séries qui résulteraient du développement
des valeurs de y et de v ne sont point convergentes, en géné-
ral; mais dans les applications les plus importantes, les mémes
formules ci-dessus le deviennent toujours; et dans les autres
cas il sera toujours facile de transformer les formules de ma-
ni¢re a les rendre convergentes. D’ailleurs nous reviendrons
sur ce méme sujet dans la section suivante. Nous nous borne-
rons donc & une seule application des formules (40) et (41); ce
qui servira du reste a faire mieux comprendre leur composi-
tion.

20. Considérons le cas d'une corde, tendue en ligne droite,
et qui regoit une impulsion dans une partie trés-petite de sa
lIongueur, c'est-adire qui est animée dans tous les points com-
pris entre les abscisses « et 8 d’'une vitesse constante et égale
a 4. Nous aurons alors Y—o, et V=4 entre les limites « et g,
tandis que pour tous les autres points on aura aussi V=o: Il
résulte donc de la que

! B} |
dexSin.v(EZ’E)=o
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et que fl Vdxsin.y (’515) = j dxsin.v (#) ; par conséquent si

Pon achéve intégration on trouvera
1
. fV dx sin. v(#):f—:(cos.v (1-?-‘) — CO08.y (ﬂ—f> )

; . )
ou bien f Vdzsin.y (#):%lsin.vxﬁ—?) sip.z}'(ﬁ :“)

Substituons dans les derniéres formules et nous aurons,

(@93 = A 3% 28 () ain. 2 ()
sin. v (%‘2) sin. v (;t Va)-

491 . vR/Bta\ . yn/Bm—g
(43)0:;- Zv—sul.-z-(-2 sm.——l-( 3 )X

sin. v (%’3) coé.v (Elf Va )

On voit maintenant, & la simple inspection de ces formules )
que la série des termes donnés par le développement, doit
étre toujours convergente; et si la quantité p—x est tres-petite,
il suffira de tenir compte des premiers termes des séries. 1l
serait trés-facile d’expliquer, & Paide des formules (42) et (43),
ce que les physiciens nomment, d’aprés Rameau, la réson-
nance des corps sonores, et de faire voir que le célebre La-
grange, en combattant la théorie de Daniel Bernouilli, s’était
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trompé en disant que, dans ’hypothése d'un corps continu,
les termes de la série ne subsistaient plus. Mais cela nous en-
trainerait trop loin et sortirait du but que nous nous sommes
proposé en écrivant ce Mémoire. Mais pour faire mieux appré-
cier les principes de la méthode que nous avons employée ,
nous allons résoudre directement le probleme des vibrations
d’une corde élastique.

SECTION TROISIEME.
Analyse du mouvement d’une corde élastique tendue. -

21. En conservant toutes les dénominations dont neus avons
fait usage jusqu’a présent, et en opérant sur I'équation (3)
pour passer du fini 4 Pinfini , on trouvera facilement que
Péquation différentielle du mouvement vibratoire d’une corde,
sera C

d: d:
(44)- ?.u_r== a c-l-xl,-

Pour intégrer cette équation nous supposerons d’abord
y=Asin.pxcos.gt+ Bsin.pxsin.q¢;

A, B, étant deux constantes arbitraires, on trouvera, par la
substitution dans Péquation (44), que les indéterminées p et ¢
devront satisfaire A la condition g—=p v/ a. En outre il est clair
que y doit étre égal & zéro, pour une valeur quelconque de ¢,

. . ) T
lorsque % = 0,0u ¥ =/ Onauradonc, sin.p/=o;doup=v 7,
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en prenant pour v un nombre entier quelconque. Partant
(45)...y =Asin.y (fzf COS. v <£; v a)
+ Bsin. v (1;) sin. v (ﬁ; v a)-

Cette valeur de y n’est encore qu’une intégrale particuliére
de Péquation (44), et pour quelle fiit compléte il faudrait
qu’elle satisfit également a P’état initial de la corde. C’est ordi-
nairement cette derniére condition qui est la plus difficile a
remplir dans lintégration des équations analogues a I'équa-
tion (44). Taylor, qui est le premier qui ait fait connaitre Fin-
tégrale de Péquation (44), était parvenu a la formule (45),
et Daniel Bernouilli fit voir ensuite que cette formule se dé-
composait en une infinité de termes, qu’on obtient aisément
en donnant successivement a v toutes les valeurs, en nombres
entiers, et en changeant les constantes arbitraires & chaque
‘nouvelle valeur de v. Mais avant Lagrange on n’avait jamais
pu déterminer les constantes arbitraires de maniere a satis-
faire a D’état initial et arbitraire du systéme. Lagrange est en
effet le premier qui ait résolu cette importante question; et
cependant il parait que la réussite est due plutdt & son génie
qua une véritable méthode; car sa marche est extrémement
pénible; et il paratt méme qwil ne la croyait pas propre pour
le cas d'un nombre infini de corps. Cest parce qu'on ignorait
comment on pourrait déterminer les constantes arbitraires
dans tous les cas possibles, et parce que quelques géométres
croyaient la chose impossible en général, que sont nés les dis-
cussions et les avis divers entre les plus grands géometres de la fin
du siécle dernier. Cette matiere a été toujours dans 'obscurité
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jusqu'a ce que M: Fourier et démontré , le premier, cette im-
portante vérité, qu’il est toujours possible de déterminer les
constantes arbitraires de sorte que la somme des intégrales
particulié¢res devienne une intégrale compléte. C’est sur la théo-
rie des intégrales définies que repose le principe fondamental
de cette démonstration. Mais nous ignorons si quelque géome-
tre a déja entrepris de traiter 4 fond la théorie du mouvement
des cordes, en s'aidant des derniéres découvertes. C'est pour
cela que nous croyons chose utile de réunir sous un point de
vue unique et lumineux les théories plus ou moins imparfaites
de tous ceux qui ont traité jusqu’ici les mémes questions.
Revenons maintenant & notre équation.

22. Si Pon fait £=o0 dans la formule (45) on trouve

y=sina (55, Zm v asin (5
et pour que ces valeurs convinssent a I'état initial de la corde,
il faudrait que I'on eit

. X . e T

Y=Csm.m(—l- ),V:C sin.m(—-)»
C et C étant deux constantes quelconques et 7z un nombre
entier. Alors, en comparant y 3 Y et % a V, on trouverait

l M ) 14

A=C, B=mC', v=m; et l'intégrale compléte de I'équa-
tion (44) serait exprimée par la formule

(46)... y=Csin.m (f;) cos. m ("Tt v a)

: sin.m (n—;-) sin. m(l; Va)-

+m1r Va
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En différenciant cette derniére équatxon par rapport aton
obtiendrait facilement la valeur de la vitesse v.

Le cas que nous venons de résoudre est le plus simple de
tous ceux qui peuvent se présenter dans la théorie des cordes
vibrantes; et la formule (46) représente exactement la solution
de Taylor, et elle renferme celle de Daniel Bernouilli. Mais on
voit que ce cas est trés-particulier et qu’il ne pourrait méme
g'appliquer aux phénomeénes acoustiques; puisqu’il serait pres.
quimpossible de donner a la corde d’'un instrument la forme
et la vitesse initiales que’ cette splution exige. Dans tous les
autres cas Pintégrale (46) ne pourra point donner la solution
complete. Nous allons cependant déduire cette solution de la

formule (45).

23. Supposons que lorsque z—o, on ait Y = f(x),V=F (),
S et F désignant des fonctions connues de Pabscisse . Donnons
a v toutes les valeurs enti¢res successives depuis Punité jusqu’a
Pinfini, et nommons a,, a,, a... b,, b,, b,... ce que deviennent
les constantes A et B; on pourra développer la formule (45)

sous la forme suivante
(47)...y =a,sin. 1 (21_‘!_) Co8s. 1 (3; Va)
+ b, sin. 1 (-1-'7'”-) sin. I (l;- Va)
+ a,sin, 2 ("—;—) c08.2 (1;- \/a)
+ b,sin. 2 (%) sin. 2 ("Tt v a)
+ a,8in.3 (I;) cos8.3 (-"l—t Va)

+ b,8in.3 (_1_:;) sin. 3 (1;- va ) + etc.,a Iinf.
: 6
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On trouvera, par la différenciation de cette derniére équa-
tion, en considérant ¢ seul variable,

(48)...0 =— -’;— Vaa,s8in. I (-";—) sin. l(f‘i \/a)
+ % Vab,sin. 1 (-’%)COS.I (? Va)
—Q%Vaa,sin.n ("—lx) sin.z(-"l—t \/a)

L3

+25 Vab,sin.z(%)cos.a(%f \/a)+etc.

Si Pon fait maintenant Z—o dans les deux derniéres formu-
les, on devra avoir identiquement

(49)...f(x)=a,sin. 1 (.7%)'_,_ a,sin. 2! ( _1% )

+ a,sin. 3 (1;) +a,sin.4 (1;) t+etc., a
Pinfini.

l

(50).... —a F(x)= b‘, sin. 1 (?—) + 2b,sin. 2 (n—lx-)

+3 b,si_n.3(%‘?—) + 4 a,sin. 4(—“,1) +etc,,
a Pinfini.

11 s'agit de déterminer les constantes qui entrent dans les
seconds membres de ces deux équations,

Multiplions d’abord les deux nombres de I'équation (49) par
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une fonction inconnue zd x de la variable x et intégrons entre
les limites o et /; nous aurons

BD)... [zf(x) dw:a:fzdxsin. I (3{5)

1

+afzdxsin.2(f;) | .

o

4

+ a,f zdzsin. 3 ("—;) +etc.

o

Considérouns seulement un terme quelconque

i

a~,f zdxsin.r (—Elf-)

du second membre de cette derniére équation, et posons, pour

plusdesim plicité,sin.r(ﬁlf) =, ce qui nous fournira Péquation

ds  rv

dx* ™~ 7

] /] .
Partant, a, zdxsin.r(ﬁ)=a, zsdx;

(]

f sdx—= fd ,zdx._z ds_ d:v+ d.z"’dx
6.
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en observant qu'on arrive a ce dernier résultat par lintégra-
tion par parties. Nous déduirons de la derniere équation

1
(k—r;f’)fzsdx=(z%-—sg>l—( zg—sg o’
o

si 'on prend la fonction inconnue z de sorte qu’elle satisfasse

a Iéquation 5—5 = —k z, et si 'on observe que les deux ter-

mes du second membre de cette derniére équation se rappor-
tent aux deux limites de l'intégration. Mais lorsque x—=o ou
bien =/, la fonction s est nulle; ainsi Fon aura plus simplement

() frsan= (=200 (52,

. . n*n?
Prenons la constante indéterminée k=T, étant 7 un nom-

bre entier quelconque; et cette derniere équation deviendra

4
2y o(w—r)fzsda=(23)— (22 ),

. . nx
en outre, la fonction z sera =sin. n (T)’ et 'on aura z—o0
pour les limites de l'intégration; d’ou il suit que Fon aura, en

1
général , Sz sdx =o,silonprend les deux fonctionsset z , telles
(]

que s=sin.r (#), z=sin. n(lla-’-),étant r etndeuxnombresen-

tiers quelconques. Ceci aura toujours lieu tant que n et r seront
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i
deux nombres différens; mais lorsque n=r,il viendra fzsdx=:.
o

Pour déterminer la véritable valeur de cette intégrale définie, je
différencie les deux anembres de 'équation (52) par rapport a
n, sans faire varier la quantité qui est sous le signe/; car on
doit opérer tout de méme que si on différenciait le numérateur

1
et le dénominateur de la valeur de la fonction _/‘ 2 sdx qui de-

vient £ lorsque n=—r; je fals n=r apres la dlfférenclauon ce
qui nous donne

]
an? dzds dzda n ds X
Tt frsds=(GE )~ (G5 )e=1*Z s 7 ()],

o
-f—’l—‘[xé‘l—;cos.r(-’fli)]o,

1
. . - z
ou bien, en substituant et réduisant; zsdx=r

o

24. Dans larticle préoédent nous avons démontré cette pro-
position importante, savoir : que

4

. X . nx
fsm.n (T) sm.r(T dx—o

.0
tant que 7 et r sont deux nombres entiers différens, et que

[

jsin.'r (1!7.1‘ =-2fl-

o



1

46 - SUR LE MOUVEMENT

On aurait pu démontrer ce théoréme directement, en effectuant
les intégrations indéfinies; ce qui du reste est tres-facile. Mais
la mani¢re dont nous sommes parvenus au méme résultat peut
s'appliquer avec autant de facilité a une foule d’autres fonc-
tions qui jouissent de propriétés analogues; et elle ne suppose
point qu’on connaisse d’avance la fonction z que Fon prend
pour multiplicateur. On doit donc considérer notre démonstra- -
tion comme plus générale; et nous verrons dans le chapitre
suivant quelle s'applique trés-facilement a des fonctions bien

différentes des lignes trigonométriques.
Cela posé, faisons z=sin.r(f-;-) dans Iéquation (51), et

il viendra z
ff(x) sin. r(%x) dx=i—a,;

et de cette formule nous déduirons successivement

1 ) 1
a=; [ sin.1 (F)dz,a.=] [f(x)sin.a (%) dx,

7
a,=;ff(x) sin. 3 (E;) dx,etc.
On trouvera de la méme maniére

1 :
l 2 . Uy y L P r .
b’=;?:T/—a X 7/F(x)sm.r<7) dzx; dol 'on déduira

: 1
_b.—":ﬂ:/afF(x)Sin' I ("‘T‘”) dx,b,=2—;WfF(aé)sin.2(x—;)dx,

1
b= ?)—ﬂ?-l/—;fF () sin. 3(’3;—:) dx,etc.
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Comme la yariable x doit disparaitre aprés les intégrations,
on pourra la-changer en une autre «, pour ne pas confondre
les abscisses des divers points de la corde avec cette variable.

25. Faisons les substitutions des valeurs des constantes ar-
bitraires, que nous venons de déterminer, dans la formule (47),
et nous aurons lexpression de l'intégrale complete de I'équa-
tion (44) au moyen de l’équation suivante

y=j3sin. 1 (%) cos. x(l Va/f(a)dasm (%)

. + g in. 1 (5)sin.1 (Fva) f F(@)dasin. 1 ()
+2sin. 2 (%) cos. 2 (v a) j Fle)dasin.a (%)
vrdaoin (%) i (';Va ) jF(a)dasin.:aC%)

7sin. 3 (5) cos. 3 (5 Va)ff(a)dasm 3(%) |

| +5— V sin. 3( )sm 3 (— |/a fF(a)dasin.S("—;‘)

+ etc., a linfini.

On peut mettre cettederniére formule sous une forme plus sim-
ple enintroduisant la caractéristique sommatoire 3 ; et 'on aura
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. ' l
(53)...y=;23in.v<’5;) COS. v ("{Va)ff(a)dasin.v(?)

1
2 1 . TX . e . T
+nyaz ” sin. v (7—) sin. v (7 Va)fF(a)dasm.v (T);
[»]
ensuite en différenciant,

z
(54).. u_..-— Vv alvsin. v( [x) sin. v (’—;-t Va)ff(a)dasin.‘v ('51‘3)
1 o
+lzzsin.v(’-';) COS. v ("7‘ Va)fF (a)dasin.y(“_;‘).

1] est trés-aisé de voir que ces deux dernieres formules coin-
cident parfaitement avec les formules (o) et (41) qui se rap-
portent au méme probléme.

26. D’Alembert qui a résolu, le premier, le probléme des
cordes vibrantes dans toute sa généralité, était parvenu a I'in-
tégrale générale de I'équation (44) exprimée par deux fonctions
arbitraires dont la nature se déterminait d’aprés I'état initial
de la corde. Pour démontrer comment notre solution rentre
dans celles que D’Alembert, Euler et Lagrange ont données,
Iun a la suite de Pautre, nous remarquerons quon peut met-
tre I'équation (45) sous la forme suivante

Ar . vr . vr
y=;[sm.(x+t \/a)7+sm.(x—t Va)T]
B L, \VT
-—;[ C0s. (X +¢ Va)T—cos. (x—t Va)'%'] )
ou bieny:%[sin. (% +t‘\/a)?+ sin.(x —¢ \/a)'%r]

+g ?[fsin.((x+t Va) '%)dx—fsin.((x-—t Va) 5}') dx]-
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Donnons successivement a v toutes les valeurs dont elle est
susceptible, et multiplions ensuite chaque résultat partiel par
de nouvelles constantes arbitraires A', B', A", B’, etc.; il est
clair que la somme de tous les termes, a l'infini, pourra étre
remplacée par une fonction arbitraire. Ainsi nous aurons

y=¢ (z+t Va)to(x—t Va)+/' Y (z+tvVa)de—S} (x—t vVa)dx

¢ et.§ représentant deux fonctions arbitraires dont la nature
dépend de Pétat initial de la corde. Pour déterminer ces fonc-
tions, soit

y =A%), S =F @)
~ lorsque ¢=0; on aufa visiblement : - -
Fe)=24(=), F@=24(2).
Partant l'intégrale compléte de I'équation (44) sera
oy (44+-1V @)+ @2V @)+ F (@4 1/ a) dz—/F (x—t v/ a)dx

ce qui rentre tout a fait dans ce que Lagrange a donné. (Voy.
Miscell. Taur. tom. 2.)
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CHAPITRE DEUXIEME.

DES OSCILLATIONS D'UN FIL FLEXIBLE DONT UN DES BOUTS E§T SUPPOSE FIXE.

27. On a vu dans le chapitre précédent que, pour trouver
Pintégrale compléte de 'équation différentielle du mouvement
d'une corde élastique, nous -avons déterminé d’abord une va-
leur particuliere de cette intégrale dans-laquelle il entrait des
constantes arbitraires et des quantités indéterminées, que les
conditions particuli¢res du systeme seules faisaient connaitre.
Ensuite nous avons pris la somme de toutes les intégrales par-
ticuli¢res possibles, et nous avons déterminé les constantes
arbitraires par la condition qu’en faisant #=o dans cette somme,
. la valeur qui en résultait, dit satisfaire a I'état initial qui est

supposé connu et arbitraire. C'est encore a Lagrange que nous
devons cette méthode ingénieuse d’intégrer les équations diffé-
rentielles partielles lindaires; et’il Pa déduite, lui-méme, en
généralisant le procédé de D’Alembert. Mais il se présentait tou-
jours de trés-grandes difficultés a vaincre pour Ja détermination
" des constantes arbitraires; et c’est en ramenant cette détermi-
nation a lintégration définie de fonctions explicites d’une seule
variable que M. Fourier compléta cette théorie. Cependant ce
n'est que lorsque la somme des intégrales particuliéres forme
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un développement de fonctions trigonométriques que le théo-
reme de M. Fourier peut sappliquer directement, et il parait
que dans tous les autres cas il faut avoir recours a des artifi-
ces analytiques particuliers. La question la plus difficile qu’ait
résolue M. Fourier dans son excellente Théorie de la chaleur
est celle dans laquelle il détermine le mouvement de la chaleur
dans un corps cylindrique. En parlant de cette solution
M. Fourier ajoute, (Voyez Théorie de la chaleur, pag. 583):
Dans d’autres recherches, la détermination des coefficiens
(les constantes arbitraires dont nous avons parlé ) exigerait
des procédés -de calcul que nous ne connaissons point encore.
Nous pensons que le procédé que nous avons’ employé dans le
chapitre précédent pour déterminer ces coefficiens, étant indé-
pendant de la forme explicite des fonctions qui doivent se
trouver sous le signe d’intégration, et étre telles que cette inté-
grale définie s’évanouisse, en général, i Pexception d’'un seul
cas, il doit réussir, en général , toutes les fois que Pintégration
par parties donne des termes nuls hors du signe d’intégration.
Notre procédé suppose que Fon connaisse seulement I'équation
différentielle’ déterminée -qui doit donner, pour intégrale, une
certaine fonction de la variable, et que cette fonction, pour
certaines valeurs déterminées de la variable, recoive des va-

leurs connues. Cest ainsi, qu’en partant de Péquation gxif =—kX
qui doit faire connaitre la fonction X, avéc cette condition

que Pon ait X=—=o lorsque x=0, ou bien x=17, nous avons
démo’ntré qu’en’ déterminant une autre fonction z de la varia-

ble w, de mamére quelle pulsse sansfalre a I’equatxon:—;—z =

—kz,etala condition z=0 lorsque =0 ou bien =1, on
7.
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. 1
a,en général, [Xzdx=o0. Il est bon de remarquer que ce
o

procédé s'applique également aux équations aux différences
finies; car nous avons prouvé, dans la section premiére da
chapitre précédent, qu'ayant une fonction X, donnée par Ié-

_— k |

quation A X"—‘=’,—E X,, et telle que X, =X,==0; en pre-

nant une autre fonction z, donnée par I'équation A‘z,.,=
£ . . re s ;

—= X, et telle que z,=z,=o, l’mtégrale§X,‘ z, était, en gé-

néral, égale a zéro. Nous ajouterons encore que notre démons-
tration ne suppose pas que l'on connaisse d’avance ni la forme
de la fonction z, ni la nature de la fonction x; et qu’ainsi elle
pourra sappliquer quand méme Pintégrale de I'équation diffé-
rentielle ne serait point connue. On en verra un exemple
dans le probleme des oscillations d’une chatne pesante.

28. Supposons maintenant qu’un fil AB, dont la longueur /
est partagée en un nombre n de parties égales, soit suspendu
par son extrémité A & un point fixe et que son autre extrémité
B tombe a l'origine des axes des coordonnées rectangles x et y.
Prenons l'axe des x dirigé de bas en haut dans le sens de la verti-
cale, et 'axe des y horizontal. Supposons en outre le fil AB par-
faitement délié, et sans pesanteur; mais chargé d’autant de
petits poids Am égaux entre eux et placés aux points de divi-
sion du fil, de sorte que le nombre des corps mobiles Am soit
=n. Si P'on vient a déranger trés-peu la figure verticale du
fil AB en imprimant, en méme temps, & chaque petit poids
Am une vitesse horizontale arbitraire, le fil fera des oscilla-
tions tres-petites en affectant continuellement des formes dif-
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férentes. Il s’agit de résoudre le probléme par lequel on de-
mande de déterminer toutes les circonstances du mouvement
du fil. 11 est clair qu’en faisant n==coon passera facilement de
ce probléme a celui des oscillations d’'une chaine pesante.

SECTION PREMIERE.

Analyse du cas ol le nombre des corps mobiles est fini.

29. Dénotons par i I'ndice du rang auquel se trouve placé
un corps queloonque Am, en commencant par celui qui occupe
Pextrémité inférieure du fil. Soit toujours g le coefficient de la
gravité , et nommons y; I'ordonnée d’'un quelconque des petits
poids, aprés un temps ¢ Il n’est pas difficile de trouver que
Péquation différentiell e du mouvement de ce petit corps (et
Pon en verra, d’ailleurs, la démonstration directe dans le cha-
pitre suivant) doit étre

(55)... ‘f;—{,-:g%‘[ AYimy +i8'Yie, ]

En faisant successivement i=1, 2, 3.... n, dans cette équa-
tion, on aurait celle de tous les corps attachés au fil. Posons,

pour plus de simplicité, c=%z » et Péquation ci-dessus deviendra

'(56). % =C<Ayi_.; -4 iA'yi_ .’)'
3o. Pour intégrer cette équation nous ferons d’abord

- (59)...y;=aX,co8.t vk +bX;sin, t vk, |
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a, b et k étant des constantes indéterminées. En substituant
cette valeur dans P’équation (56) on trouvera pour déterminer
la fonction X;, Péquation déterminée

(68)-. X+ 7 [ AXims 4 88 Xi, | =0
qui est analogue de celle que nous avons trouvée dans la sec-
tion premiére du chapitre précédent, mais dont I'intégrale, sous
forme finie, n’est pas encore connue. Heureusement que , d’aprés
notre remarque, ( Voy. art. 27) cela n’est pas absolument né-
cessaire pour déterminer l'intégrale compléte de I'équation (56),
comme nous allons le prouver. Observons pour cela que, par
la nature du systeme dont nous considérons le mouvement,
on doit avoir ,=0, yn. =0, puisqu’a I'indice o il n’y cor-
respond aucun corps, et que le point qui répond a Pindice
n+1 est supposé fixe; et cela quelle que soit la valeur du temps
t. Il faudra donc d’aprés la formule (67), que I'on ait X,=o et
Xn . :=0. Cela posé, écrivons Péquation (58) de la maniére -
‘qui suit, :

(59)... Xi, =21 "Ax i1y, |,

[/ 14

ce qui n'est pas difficile si Pon développe d’abord les termes

AXi—;, a'X;—, en X,i—X;_,, et X;.,—2X;+X;_,, qui leur
.. . . £k k
sont équivalens, et si 'on fait p=f_E,
. c gn

. . Loooh . :
Donnons a ¢ successivement toutes les valeurs entiéres de-
puis 1 jusqu’a { + 1, et nous aurons les développemens suivans




DU FIL FLEXIBLE. 55

qui nous feront connaitre la fonction X; exprimée en un poly-
nome multiplié par la fonction X, qui reste indéterminée; savoir ,

(60)...X, =(1—h)X,
h-
X, —_—<1——2h+;)X,

X,. =(1—3h + 3—%-—-%)7{ |

h* I At
X =(I —4h+6 ;—'4m + 3—-3-_4)X‘

. i(i—1) A i(i—1)(i—2) A
X’*‘""‘(I—Zh-'_ .2 f.a 1.2.3 1.2.3
i(i—1)(i—a)(i—3) A ‘ .
+ 1.2.3.4 1.2.3.4 te. )X‘

Maintenant, puisqu’on doit avoir X, , , =o, il est clair qu’on
aura, pour déterminer la constante £, équation suivante du

nme degré, en observant que A= g ,
nlk n(n—-:) ’E . n(n—l)(n;n) B

(61)0:'——;‘}"_" 1.2.m" 1.2.3" ‘1'2'3"13 1-2.3'8_,+etc-

31. Une des propriétés remarquables de cette derniére équa-
tion,et de toutes celles qui lui sont analogues dans P'intégration des
équations différentielles- partielles, c’est que toutes les racines
sont essentiellement réelles et positives, quel que soit le nom-
bre entier n. Jusqu'a présent on n’a pas encore de méthodes
générales pour avoir, en nombres, toutes les racines de Péqua-
tion (61); cependant nous pouvons supposer teutes ces raci-
nes- connues ; car il est toujours possible de les assigner,
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en faisant usage des méthodes d’approximation pour la réso-
lution des équations numériques. Mais pour donner une idée
de ces sortes de racines, et pour faire mieux comprendre la
nature de la fonction X;, imaginons une courbe quelconque
LQRS fermée et symétrique par rapport a deux axes rectan-
gles LR, QS. Partageons la périférie de cette courbe en un
nombre quelconque 2 n de parties égales; et des points de di-
vision M,, M,, M,... M,... abaissons sur Paxe LR des perpendi-
culaires M,P,, M,P,, M;P... M,P,..,

Cela posé, supposons d’abord que la courbe LQRS soit la
circonférence d’un cercle, et nommons « un arc quelconque de
la circonférence, compté du point L & un point de division
quelconque, M, par exemple; c’est-a-dire faisons a—=LM,. En
outre dénotons par X la perpendiculaire M;P; abaissée du point
M; correspondant & un nombre de divisions donné par ia. Il est
clair, d’aprés ce que nons avons démontré a l'art. 6, que cette
fonction X, sera donnée par cette équation X; ., , =—2AX.—X;_,,
si on prend pour % la quantité O P;. Mais on aurait pu prendre
pour « un autre arc quelconque compté depuis L jusqu’a M, ;
par conséquent on aura pour % autant de valeurs qu’il y aura
d’unités dans le nombre 7. Dela on voit pourquoi I'é¢quation du
(n— 1)me degré qui résulterait en faisant X,=o dans les dé-
veloppemens de Part. 6, doit avoir toutes ses racines réelles;
et pourquoi ces racines sont toutes contenues dans la formule

% arx 3n (n—1)n
’ —..‘—wur

h=wco0s.a, en prenant successivement -, —
n’ n’n n

Parc «.

Si maintenant on prend toute autre courbe que le cercle, et
si lon retient les dénominations précédentes, il est certain
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-que X, sera une fonction différente de sin. i«, et qu'il est pos.
sible que cette fonction X soit définie par une équation diffé-
rentielle. Vice-vers4 si la fonction X; était définie par une équa-
tion différente de P'équation (7), la courbe LQRS ne serait
plus une circonférence de cercle, mais une autre courbe fer-
mée. Supposons pour un moment que la courbe LQRS soit
telle que la fonction X, satisfasse a I'équation (5g), et que la
constante Z soit une certaine fonction de la longueur OP,; il est
visible que pouvant prendre n valeurs différentes pour OP,,
il y aura nécessairement r valeurs pour %2 qui toutes auront
la propriété de rendre nulle la fonction X,. Mais la difficulté se
réduit & déterminer la nature de la courbe L QRS pour laquelle -
on aurait M; P;=X,= a Pintégrale de I’équation (59). Si I'on
Ppouvait assigner cette courbe par une équation algébrique, on
pourrait déterminer , par des comparaisons, la nature de la
fonction que % représente ; et on aurait sur-lechamp, par
une simple construction, toutes les racines de Iéquation
Xn4+1=0. '

32. D’apres ce qui précéde on voit que la fonction X, don-
née par I'équation (5g) a beaucoup d’analogie avec les lignes
trigonométriques; et que les racines de I’équation algébrique
Xn+ =0 dont le degré est n, ou bien, que les valeurs de £
qui satisfont a l’équation (61), dépendent de la division, en
parties égales, de la moitié de la circonférence d’une certaine
courbe rentrante dont la nature nous est encore inconnue. On
voit de plus que toutes ces racines doivent. étre nécessairement
réelles, puisque la division de l'arc de la courbe est toujours
possible, Mais lors méme que Ion aurait la fonction X, expri-
mée sous forme finie, et que I'on pourrait tracer facilement la

8



58 SUR LE MOUVEMENT

courbe LQRS, on serait encore loin d’avoir les valeurs numé-
riques des racines de équation (61). Et si la chose réussit pour
Péquation (7), ce n’est pas autant a cause que la courbe LQRS
est un cercle; mais parce que Ion a des tables ou I'on trouve
les sinus et les cosinus déja tous calculés. Ainsi, connaissant
tout de suite les racines de Péquation sin.na==o0; a l'aide des
tables, on calcule, sans peine, toutes les valeurs de cos.«, ou
In
n
presqu’assurés que la connaissance de l'intégrale de I'équation
(69) n’avancerait pas de beaucoup la solution du probléme des
oscillations d’un fil flexihle ; et qu’il resterait toujours a calculer,
par les méthodes d’approximation, toutes les racines numeériques
de Péquation (61), qui sont les seules qu’il nous importe de con-
naitre. On verra plus loin que la fonction X, de I’équation (59)
a aussi d'autres propriétés communes avec les sinus.

. g ar
bien de cos. -, cos. —, cos. —, etc. Nous pouvons donc étre

33. Dénotons par £,, £,, k... k... £, les valeurs numériques

des racines de Iéquation (61), et par ¢(i,%) la fonction %—

dont nous connaissons le développement, a aide des formules
(60). En substituant dans la valeur de y; (équation (57)) pour
X, la quantité X, ¢ (z,£,), et pour £ une de ses valeurs repré-
sentée par £,, on aura cette intégrale particuliére

(62)...y,=aX, §(i,k)cos.t Vk + bX,y(i,k)sin. £ V£,

Si Pétat initial du systeme était tel que I'on elt

. dy; .
)’i=A'~P(l7 kv)"djsz‘l‘(%k')’
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Péquation (61) serait, en méme temps, Pintégrale compléte de
Péquation (55) , en prenant a=§—l, b=x ]‘3/ z5 o Pon aurait
“ainsi la solution la plus simple du probléme. Mais lorsqu’on
suppose un état initial quelconque, il faut déterminer d’abord
la somme de toutes les intégrales particuliéres, renfermées dans
la formule (62),multipliées chacune par des constantes arbitraires
différentes. Cette somme pourra s’exprimer comme il suit;

(63)...y;=2¢ (i, k)[ a.cos.t V’k,+ b,sin.t VL, ].

Différencions maintenant cette derniére formule par rapport &
la variable ¢ seulement, et dénotons a Pordinaire, par v; la vi-

tesse ou le coefficient dnfferentLel d t ; et nous aurons

(64)...vi=2¢ (i, k )Vk[— a,sin.t VK, + b,cos.t V'E,].

34. Soit Y, la valeur de y; correspondante & t=o0, et nom- -
mons V, la vitesse initiale imprimée au corps dont I'ordonnée
est Y.. En faisant £=o0 dans les formules (63) et (64), et en
développant les quantités qui sont sous le signe 2, on devra
avoir les équations identiques

(65).. Yu=a.4(u, k) +a.¢ (, k) + as§ (g, ks)oeoe
+ad (s k)t @ (s, £).

(66)... V=0, 4 (s £.)VE, + b, (s k) VE A+ By § (i k) V.
B (i, )V Rt by (s KV RS

qui doivent nous servir & la détermination des coefficiens

a;, a,, ag, etc-, b.’ b., bs, etc:
8.
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Pour cela, soit z, une fonction inconnue de p. analogue a
¢ (, £,) ; multiplions les deux membres de P'équation (65) par
Z., et intégrons. Le terme général du second membre nous
donnera visiblement Pexpression ,Sz,¢ (x,%)=a.52.X,, en
faisant, pour plus de simplicité, ¢ (x,£)=X,. Cela posé, il est
aisé de voir que la fonction X, doit satisfaire a I'équation

Xut+ %(AX,._, +pA X )=o.... Voyez P'équation (58).
Partant

i’Sz,,X,,:Sz,.(AX,._,+y.A'X,...,),.. (a)

Mais, en faisant usage de I'intégration par parties, on aura
Sz, AX, 1 =2, X, -, —SX, Az.. (B)

Sp.z,.A'X,._,=QLZ,.(X,.——X,._,)—X,.[(]L + 1) 21— 2]
+SX, 418" 1 2. (C)

Observons maintenant que on doit avoir identiquement
p==n41 M=R+1 N
S X,, +1 A (J.Z,.:S X“A' ((-"—I)zp—l""xu + lA‘ (n)Z.—-X.A'(—I)z_.;
=0 . u=0

et comme, par la nature de la fonction X,, on a toujours
X,=0 X,. =0, il viendra simplement

8K A2, =S X A (p—1) Zuy,

si lon étend lintégration a toute la longueur du fil
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En substituant cette derniére valeur dans le second membre
de Péquation (c); ensuite les valeurs des premiers membres
des équations (b) et (c) dans I'équation (a), on trouvera

£, :
-3 82, X =2 Xu— 1+t B (X oK )X [(p+ 1) 20 41—t 2]

—SX, Az, +SX A (p—1) By
Mais on a,
A(p—1)Zum i =p 8 2pms + A2, + 8245

et si Pon réduit les termes qui se trouvent hors du signe S, en
observant qu’ils doivent aussi se rapporter aux deux limites
de l'intégration, on parviendra, sans peine, a Péquation

£,
s Sz, Xu=[(p+ 1) 24+  Xu—2p 2. Xp 5+ (p— I)zl‘xﬁ—ll

— [+ D) 2ur  Xa—2p 2. X+ (p—1) 2. X i]
+SX.(AzZumr+p A2 y)

n+1I

laquelle, a cause de X,—o et X,, ,=o0, donnera seulement

i, N,
— Esz.“x#:[(("'—'l)zt‘xl“-']o —[(e—1)z.Xu=1]
+SX, (AZuey +p A2, y)

n+1

Déterminons la fonction z, de maniére qu'on ait

, &
AZpe - p A By = — 2,



62 SUR LE MOUVEMENT

k- étant une racine quelconque de I'équation (61), mais diffé-
rente de 4,; alors on pourra réduire les denx quantités inté-
grales en une seule, et Pon aura

: b, "—"

§$z,X.,—o

puisque la fonetion z, doit donner z,—=o, z,.,=o0.

35. Ainsi nous voila parvenus a la découverte d’une pro-
priété de la fonction, que nous avons désignée par §(u, £,); ce
qui fournit une nouvelle preuve de I'analogie qui existe entre

cette fonction et sin. g.%' ; car de méme qu’on a

. ve . rE
S sin.p— x 8in.p—=o0,
@w=0 n n

nous venons de prouver que

"SR (e k) =o

Mais si l'on suppose £-==%,, on verra que I'équation

, ISk (w k) |
(DT OO A (e CHOTT N Y

donne 2 pour la valeur du premier membre. Pour trouver sa -
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valeur véritable, différencions le numérateur et le dénomina-
teur du second membre par rapport a £, et faisons k=%, apres
la différenciation ; nous aurons |

LISy (k) =[e—1) ¥ (R (e — 1, R)L
— [ — D@k =1, ) s

d(p, &),

§ désignant la fonction — 7

Mais, lorsque p—=o0, on a § (g, £,)==0; conséquemment aussi ,
¢ (u, £)=o0. Ainsi le premier terme du second membre de cette
dérni¢re équation s’évanouit; et 'on aura seulement

(67). S4"(u, R)y=—cry (n, k)Y (n+ 1, &)
=g_ln_ [d‘l'gv:.-;'r AN ¢ (“’k')],.—_,.

formule qui nous servira pour calculer intégrale totale de la
fonction ¢* (., £,).

" 11 résulte donc de ce qui préctde que si-Fon multiplie les
deux membres de I'équation (65) par ¢(u,%,), et qu'on intégre
ensuite depuis p==0 jusqu'a p=n-+ 1, on aura

SY,.¢(psk)=aS¢' (p,k);

on trouverait de méme

SV,.u];(y.,](.):b, Vk's’l”(!"’k')'
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36. Substituons maintenant dans les équations (63) et (64)
les valeurs de a, et de b que nous venons de trouver, et nous
aurons enfin

r=n411

(68)..7i =24 (irk)

=0
“a=n+x

©08. t\/k,SY tl;(y.,ﬁ)+——fsm VA, SV,.q;(g.,&)

MmM=n-+1

S¢= (,4)

“w=0

»=n+1

(69).. vi=2¢ (l, k.)

=0

— Vhsin. e VESY (i, £,) 4 cos.t VA, s{r,.‘p(p,é )l
p._o
p:n-’-l ‘ |

S¢*(w, 4)-

pH=0

Si on compare ces formules avec les formules (28) et (29) de
Farticle 12, on pourra juger de I'analogie qui existe entre les
oscillations d’un fil flexible attaché par un de ses bouts et
chargé par autant de petits corps qu’on voudra, et les vibra-
tions d’un fil élastique fixé & ses deux bouts et tendu par une
force constante. On verra aisément que le probleme des oscil-
lations est plus composé a cause de la fonction ¢ (i, %,) dont la
nature est analogue a celle d’'un sinus, mais dont la forme
nous est seulement donnée par un développement. Les formu-
les (68) et (69) sont donc plus difficiles & étre traduites en nom-
bres, sans qu’elles soient, cependant, jamais impossibles. Nous
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pouvons affirmer, en conséquence, que ces formules renfer-
ment la solution la plus compléte et la plus générale de I'équa-
tion (55). Pour expliquer 'usage des formules ci-dessus nous
allons, comme au chapitre premier, en faire I'application au

probléme suivant.

37. Un fil flexible et sans pesanteur étant suspendu par un
de ses bouts & un point fixe, si 'on divise sa longueur / en 5
parties égales et, qua commencer de son extrémité inférieure,
on place un petit poids a4 chaque point de division du fil; en-
suite, le fil ainsi chargé étant dans sa position verticale, sil'on
imprime-un petit mouvement 4 la masse qui se trouve placée
au milieu des autres quatre petites masses; on demande quel
serait le mouvement du petit poids qui est suspendu & l'ex-
trémité du fil ainsi ébranlé.

Observons d’abord que I'on doit avoir Y.=o0, et V,=const.,
et que, par conséquent, on aura

SYud(s,k)=0, SV, 4(u, k)= V. §(3,k,).
En faisant ces réductions dans la formule (68) elle deviendra

~ .' sin.2V'k, § (3, &,y
(70)"".7(_Vs zq’(l)k,') ‘/k' S *.(",k') ’

et il faudra développer le second membre de cette équation, -

en donnant a v toutes ses valeurs, depuis 1 jusqu’a 5.

9
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Ainsi Pon formera P'équation
1) yi=

$(3,4) ¢(i54,) . $(3,4.) ¢(,4.)
V[Sgb(p,k)\/k mtt/k-}-s"(J A VA, sin.t V'k,

SO Ukl g 1 SOk SR 1,

$(3,%,) ¢(i,&,)
+ So ety Ve itV k]

dans laquelle il reste encore & calculer les formules ¢ (3, &.),
y (i,%,), 8¢ (»,%,), et V' k,; ol v exprime un nombre entier
compris entre o et 6. Cette formule est générale par rap-
port aux mouvemens des cinq masses; mais en faisant i=1
on aura celle qui convienta la masse inférieure. Occupons-nous
" maintenant du calcul des différens termes qui entrent dans
la formule (71). Pour cela nous avons, en général, ( voyez
art. 32)

(i—1)(i—2a) 2k,
' l. 2. gOuI

Y k)=t (im 1) 2+

_ (i—1) (i—a) (i—3) ' &,

1* 2° 33 g!ns

+ etc.,
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d’olt nous déduirons d’abord, pour notre cas;

Lk A B alk 1k
By=1—22%, ' ‘5 :
b3, k)=1 5 g MY E g’ 73 8 T5 g

y(1,&,)=1.

Ensuite les cinq valeurs de £, seront données par Péquation
(61), en y faisant n=>5; ce qui conduit & Péquation

1 l‘l:’_ 5 l‘l:‘+ 10 l’l:’_:ol’l:’
1.23.455%g° 12345 1.235°g°’ 1.a5°'g’

+ == —I1=0
1 b

ou bien

0 ° — 12506 ‘+ 50006°— 75000 6°+ 375000 6 — 375000 =0;..(L)
en mettant 6 a la place de 5;71

L'équation (L) fera aisément connaftre les cinq racines que
nous désignerons par §,, 0,, 0, 6,, et 6, en les disposant par
ordre de grandeur; et il serait méme trés-aisé de trouver les
nombres entiers, entre lesquels les valeurs de 8 doivent tomber,
d’aprés les régles connues pour la résolution des équations nu-
mériques. C'est pourquoi nous supposerons les nombres 6,,6,,

9.
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0,, 6, et 6, comme tout-a-fait connus. Nous aurons donc

k' =% 6.5 et ensuite

) §

3 2
V(3 k)=t —F 0+ 0 (o).

11 nous reste encore .4 trouver la valeur du terme S¢* (s, &);
et il faudra, pour cela, avoir recours & la formule (67). Puis-
que nous avons (art. 32)

Lk p(e—) 0k
(72)’°’¢(P+I’b')—l !"gn+ 1‘2. gan.

(=) (p—2) 0%k,
1:2333 gans

+ etc,,
on trouvera, par la différenciation par rapport a %,

, N | Codd L2
¢ (p+1,8,)= l'-g,,‘*"T,T‘g.n.

_3p(p—1)(p—2)¢ ,b, +etc.,
1*2°3° 8g’'n

et, en faisant p =n=>5, il viendra

, _ l 2 I, 1 . 1
¢ (675,)_—é[l—30,+5?)0. .7?'00. +:7-§-0—°30,t]
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Mais, d’'un auire\ cdté, on a, en faisant p=14, k;=%0.dans
Péquation (72);

— & 3,042 45 _ b 4
40(5,1?,)—-—1—30,4—-2—5-0, +'37—59. 150000- ’

d’ou Pon tire

Sq,’(y.,l'.)=—358‘«l;(5 k) (6,%.), ou bien
S¢*(p, k) =2b b+ 30, 4+ 20 ——0,)x
(e k) =2 (1—3' 257" 7 3757 " 15000’ )

( 5°"‘ 8 T°’ 750000>(p)

On voit maintenant, quen supposant 'équation numérique (L)
résolue, les formules (a) et (8) donneront toujours, en nombres,
les deux fonctions ¢ (3, #,) et S¢§ * (., #,). Dénotons pour abré-
ger, par ¢, et g,, ces deux derniéres fonctions; et, en observant
que ¢ (1,%,)= 1, Péquation (71) nous donnera, en faisanti=1,

¢, sm tl/l: " Y,.sineVE, | ¢, sintVE,

L4 12 ke
?a Vba Ps Vb;

(73)-y .=V, (£

ila_‘sin.tv’b‘_'_gi,'sin.tl/b, )
9. VE, 9, VE, /7

de laquelle équation on déduira tout de suite, par la différen-
ciation relativement a la seule variable ¢,
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(74)...9: =V, (Z’T cos.tV'E, + %cos.tl/b,+ ?—’cos.t\/b,

3

+ ﬂcos.tl/l?‘ + ¥ oos.tl/b,).
P Ps

4

Ces deux derniéres formules nous démontrent que le mou-
vement de la masse qui occupe lextrémité inférienre du fil
flexible est composé de cinq petits mouvemens analogues a ceux
d’une pendule simple. On serait parvenu a des résultats analo-
gues si on avait considéré le mouvement de toute autre masse.

SECTION DEUXIEME.
Passage du fini d Pinfini.

38. Pour rendre les formules (68) et (6g) applicables au cas
ou le nombre des corps mobiles devient infini; c'est-a-dire lors-
que le fil flexible, chargé d’'un nombre fini de corps pesans,
se transforme en une chaine uniformement épaisse et homogéne;;
il faut avoir présentes les formules que nous avons données °
a Tarticle 19. Nous commencerons la transformation sur le
termeSY, ¢ (g, £,). ~

Si, dans P'équation

(e E,  (p—1)(p—2) &
b(p,£)=1 n 'g+ 2*n® z

_ (=) (p—a}(p—3)0°%,>
2*3°n’ g’

+ etc.,
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on met d'abord > X ala placede ; on trouvera, lorsque n=co,
7 P 5 q

E, kX RS X?

5t (o by =1 —Erx e X B T
£ X N

+? m — etc., a llnﬁm,

et par conséquent nous pourrons faire ¢ (u,£,) =?(k,'X); la
fonction ¢(#,X) sera déterminée par la série (75) qui exprime
son développement. On aura ensuite

1 B=n<I

l
+
S N a (e )= Y o X ) d,

.=

1#

]
=n+41 _1
7 5, Vatlme =y VetkX)de

Passons, en second lieu, & la transformation de la fonction
S¢*(w,#,) qui nous est donnée par cette équation (voyez la

formule 67) $¢* (,%.)=£3- [-"—"(—“-*—‘i)w(p,b.)],

ayant soin de faire p=n apres les différenciations. Or, lorsque

n=cw, on a, engénéral ¢ (p+1,8,)= \[:(y.,b)--q(l‘ X), et
do(£,X) -
A'{a(p,b)—-—ﬁ—dx, d'ou l'on tire

d JE, do (4£,X)do(k,X
"’(l‘d';'l )A‘l‘( L‘)‘-: ?( ) ?EIX )d
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TR do(#,X)__ o de(k.X)
En outre il est aisé de voir que & dE = X— 53

. ] . . (e g
et puisquen=y—; si on nomme o' (£,X) la fonction dérivée

dp (#X)
X —x

, On aura;

£ [d‘”“*""w( 8) |=£% ¢ (kX).

Maintenant il faut observer quétant n=co , on a, en général,

= ﬁl)—{ ; et que par conséquent X =1{doit correspondreap=—=n.

11 suit de laquel’ona S qa (g, &7)= 'Iqa"( &,1), lorsque

n=—n.

Substituons dans les formules (68) et (69), en observant que
¢ (¢, %,) doit devenir ¢(%,x); et nous trouverons

]
(96).gy =2 ',1’&'7)) [cos.ev & [¥ dng (k. X)

1l
+ppsinvk, [Vdze(hX)]

!
(77).. gv=2 'zg";))[ Vb,sin.t\/l:Jdeqa(k,X)

1
+ cos.t\/b:/'de P (k,X)]-
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39. Les formules (76) et (77) renferment la solution compléte
et la plus générale, en méme temps, du fameux probléme des
oscillations d’une chaine pesante souvent agité par les plus cé-
lebres géométres. Les intégrales définies qui entrent dans ces
formules, ainsi que les fonctions désignées par ¢ et ¢, expri-
ment des nombres qu'il sera toujours possible de calculer, par
approximation du moins, soit par les quadratures, soit par les
séries. La plus grande difficulté consistera toujours dans la

_détermination des racines £, £, ... données par une équa-
tion de degré infini. Cependant lorsque les valeurs de y et de
y formeront une série convergente provenant du développement
des formules (76) et (77), on pourra se contenter d’un certain
nombre de ces racines que I'on saura toujours calculer par les
méthodes connues. Du reste nous reviendrons bientét sur la
solution que nous venons de donner, et nous analyserons da-
vantage les formules (76) et (77). Nous allons faire maintenant
une application de nos formules a un exemple trés-simple,
mais qui sera trés-propre d donner une 1dée plus nette des .

mémes formules.

4o. Nous supposerons que la chaine soit dans la position
verticale, et qu'on imprime un petit mouvement & tous les
points de sa partie inférieure, depuis x=0 jusqu’a z=au, étant
w une trés-petite quantité. Soit A Ja vitesse communiquée 2 la
partie o de la chaine; il 'agit de déterminer toutes les circon-
stances des oscillations progressives dela chaine.

La figure initiale étant une droite qui se confond avec 'axe
des x, on aura nécessairement y=<0. En outre V étant cons-
tante et égale 4 A depuis =0 jusqu’a x=a; et de plus, nulle

10
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pour tous les autres points de la chaine, il est clair qu'on devra
avon’,dexp(k X) —Afcp(k X)d=.
En faisant ces réductions dans la formule (76), il viendra;

n(k I)

Maintenant, comme nous avons, d’apres la formule (75),

(78).. y—-;A $(E2) V ksin. ¢ \/k,./:p(l:,X)d:c.

on trouvera facilement

£,

| f 9 (kX)dz=w

et, en négligeant les puissances supérieures de » qui est une
quantité fort petite, on aura simplement S ¢ (bX)dr=0.
Partant

wA

k,x
(79)°-~.7— E%Ti‘;-‘/l:.sm tVE,

Cette formule, trés-simple en apparence, exigerait encore de
longs calculs a cause que les fonctions ¢ et ¢’, nous étant don-
nées seulement par un développement selon les puissances
ascendantes de la variable, seront trés-pénibles a étre calculées.
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Admettons, pour un instant, que les termes qui résulteraient
de la fonction ¢ (£,2), pour la méme valeur de z, par la sub-
stitution successive des différentes racines £, £, £,... etc., &
la place de £., forment une série convergente, ce qui doit avoir
lieu en effet, comme nous le prouverons plus loin ; alors, en

désignant les valeurs successives du termeﬁ:%l) par H ,H,,
H,, etc., la formule (79g), étant développée, donnera

(80)...y=%A( H,o(k,x)sin.eV &, +H,o(k,z)sin.eV E,
+H o(k,x)sin.tV'E, +etc.);
d’oli Fon déduira, par la différentiation,

(81)...v='i§(H, VE.o(k &)cos. tVE,
+H,VEk o(k,x)cos.tVEk,
+H,VE,o(k,2)co8.tVE, +etc.).

Les premiers termes des seconds membres de ces derniéres
formules pourront suffire au calcul approximatif des valeurs
de y et de v pour une valeur quelconque du temps. Mais n’ou-
blions pas que cette propriété des équations (80) et (81) repose
sur la condition que les termes des séries aillent toujours en
diminuant; ou bien que les quantités H, v %, H,V %, etc.,
et H, H,, etc., conservent toujours des valeurs finies. Cette
supposition sera mieux appréciée dans la section suivante.

10,
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SECTION TROISIEME.

Analyse directe du probléme des oscillations d’une chalnette.

41. Faisons, dans Péquation (55), y,=y, =2 T’ n_a et
changeons le A en d; nous aurons

82)... dt’ -—g(dr+ xd 7)

cest 'équation différentielle du mouvement oscillatoire d’une
chaine pesante suspendue par une de ses extrémités a un point
de Paxe des x a la distance / de l'origine, étant / la longueur
de la chatne.

Pour intégrer maintenant Péquation (82) supposons d’abord,
comme a lart. 3o,

(83)..y=aXcos.tV E+bXsin.tVk;

a et b sont deux constantes arbitraires, # un nombre indéter-
miné; et X désigne une fonction inconnue de la seule variable
z. En substituant cette valeur de y dans Péquation différen-
tielle, on trouve que pour déterminer X il faudra satisfaire a
Péquation suivante qui est du second ordre.

dX d*X
(84)... kX +g(a;+ xa—;)zo.

Cette derniére équation peut se ramener a la forme de celle
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de Ricati; mais elle ne rentre pas dans les équations intégra-
bles par la méthode de ce géometre. Contentons-nous, pour le
moment, d’exprimer son intégrale en série. Pour cela, diffe-
rencions plusieurs fois de suite équation (84), et nous trou-
verons

¥ dX  _d*'X __

§' X +T +-Z-a-—-;-—0

& dX sd X+ d*X

g d= az " Yde

kd*X a*X a‘X

zdz s+ 30 tag =0

kdmX dm+1X dm+3X
(85) °°°° ' e éﬂw—m +(m+‘[) daxm+t +xd3m+n ==o0.

Mais comme on a X=f(z),f(z) dénotant une fonction
quelconque de 2 si nous nommons f°, /”, f", etc., les dérivées
successives de la fonction [, on sait, par le théoréme de Ma-
claurin, que I'on doit avoir :

F(@)=F0) +F ()& +1"(0)Z + 1" (0) 25 + ete.
Or en faisant, pour plus de simplicité, f (o)_x la formule

(85) nous donnera

ba
3g”

o)==t o= 0=

” £
I (o)=;ﬁ? y etc.
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/

Partant

£ bz E z? Et x¢

(86) X—-l—-gz’-{-g e g’ﬁ +g‘2,3,4,— etc.

On pourrait facilement prouver, & postériori, que la fonction
de x donnée par le second membre de I'équation (86) substi-
toée a la place de X dans Péquation (84) rend son premier
membre identiquement nul. Par conséquent la formule (86)
nous représente une intégrale particuliere de Péquation (84);
€'est tout ce qu’il nous faut pour Pintégration de Féquation (82).

42. La condition y—o lorsque x=1I, quelque soit ¢, néces-
saire pour que Pextrémité supérieure de la chaine soit fixe,
nous donne X =o, étant z =/ En substituant / i la place de
z, dans le second membre de F'équation (86), il viendra, pour
la détermination de £, Péquation de degreé infini

®7).. o—l-——k+l b’ E—f’-;—,-i-etc

Cette équation aura nécessairement une infinité de racines
réelles et positives; c’est une propriété qui convient & toutes
les équations analogues de I'équation (87); et Fon prouve cette
vérité par des raisonnemens fondés soit sur les principes élé-
mentaires de la théorie des équations numériques, soit sur des
propriétés déduites de la mécanique. (Voyez Théorie de la
Chaleur, et la Mécanique analytique).

Dénotons par £,, £,, £;..., £,... les racines de I'équation (87);
et comme la formule (86) nous fournit le développement de la




DU FIL FLEXIBLE. 79

fonction X, nous pourrons regarder cette fonction comme con-
nue, ainsi qu’une racine quelconque £,. En substituant done
£, a la place de k dans la formule (83) on aura une intégrale
particuliére de Péquation (82); et si I'état initial de la chaine
était celui que donne cette intégrale, on aurait Ja solution la
plus simple que puisse comporter le probleme des oscillations
d’une chaine pesante et homogéne. Dans tous les autres cas il
reste encore a passer de Pintégrale particuliére & intégrale
compléte, ce qui s'obtient par la détermination convenable des
constantes arbitraires; et ce qui constitue la véritable difficulté
inhérente & ces sortes d’équations. Mais avant d’aller plus loin
nous allons donner P'expression de la somme de la série (86).

Faisons dans cette équation %’:—E— » eton pourra la mettre sous
la forme suivante

4 6 8

a a

+214:6g8-

a* «
x_l—ﬂ—;+2.4.—2.4‘6’

— ate.

On assurera facilement que le second membre de cette der-
ni¢re équation équivaut & %fcos.(asin.z)dz, I'intégrale étant
prise depuis z=o0 jusqu’a z==r. Cette dernié¢re formule est due
a M. Fourier qui, en résolvant le probléme de la distribution
de la chaleur dans um cylindre infini, est tombé sur Péquation
(84). (Voyez Théorie de la Chaleur, chap. v1.) I est assez re-
marquable que deux problemes aussi différens que celui de la
propagation de la chaleur & travers un corps cylindrique de
longueur infinie, et celui des oscillations d’une chatne de lon-
gueur finie et homogene, conduisent aux mémes équations, et
dépendent, I'un et Pautre, des mémes ressources analytiques,
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si Pon peut s’exprimer ainsi. Nous remarquerons encore que
les équations différentielles de ces deux problémes ne sont pas
les mémes, et quela théorie du mouvement de la chaleur dans
un cylindre, forme la question la plus difficile de toutes celles
que M. Fourier a résolues dans son excellent ouvrage.

43. Lexpression finie de lintégrale de I'équation (84) sera,
d’apres ce qui précede,

X=%jcos. (s\/%sin.z)dz, a cause de ¢=2\/%.

La variable z doit disparaitre aprés l'intégration, de sorte
quon pourra écrire simplement X —=¢ (£ ), en dénotant de
cette maniére la fonction de k2 a laquelle doit se réduire la

formule :—r f CO8. (zw%sin.z) d z aprés Vintégration définie

A .
achevée. 1l ne parait pas que cette intégrale définie ait quelque
avantage sur la série (86) malgré sa forme élégante; et nous
pensons méme que le moyen le plus simple de calculer cette
intégrale serait de la ramener & la série dont nous venons de
parler. On doit donc regarder cette expression comme étant
seulement propreareprésenter la fonction X, ce qui, du reste,
est toujours de quelque utilité¢ sous le rapport dau langage
algébrique. Cependant P'expression de X sous forme d'intégrale
définie, telle que nous venons de la rapporter, quoique insuf-
fisante pour le calcul de la valeur numérique de cette fonction
lorsqu’on assigne, en nombres, la valeur de la variable z, peut
servir a nous faire découvrir les limites de toutes les racines -
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de 'équation (87).11 fant, pour cela, observer d’abord que cette
équation a son second membre identique avec le développement

de la formule;' f cos. (2\/ ?—sin. z) dz; et que par conséquent

toutes les valeurs numériques de £ qui rendront
fcos. (2\/ %—zsin.z dz=o

serontracines de Péquation (87). Faisons maintenant a \/?-:Iz,

et considérons la formule / cos. (A sin. z)dz pour une valeur

o
quelconque de la constante 4. Si I'on construit la courbe donnée
par Péquation w=cos.(%sin.z), en prenant I'axe des z hori-
zontal et Paxe des o vertical; il est clair que FPaire comprise
entre la courbe, 'axe de z, et les ordonnées w correspondantes

a z=o0, et z=m=, sera égale a f'cos. (% sin.z)dz. Pour que cette

o
intégrale se réduise & zéro il faut nécessairement que la valeur
numeérique de % soit telle que la courbe, dont Péquation est
w=cos. (/sin.z) coupe axe des z, et de maniére, que l'aire
qui est placée au dessous de l'axe des z soit égale a Faire qui
est au dessus. Mais il est aisé de voir aussi que la courbe, dont
nous parlons, doit étre symétrique de part et d’autre de I'or-

donnée qui répond a‘az=§; et il résulte de la que si Fon a
" fcos.(Asin. z)dz=o0, on doit avoir pareillement
o -

;ms.(hsin.z)dz=o,

.

Ir -
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On cherchera donc seulement les valeurs de % qui peuvent
rendre nulle cette derni¢re formule; et 'on s’assurera facile-
ment, par la construction de la courbe, que la formule ci-dessus
* peut devenir égale & zéro lorsque entre les abscisses z—o et

™ ’ . .
z= la courbe, dont I'équation est »=cos. (& sin. z), passe au

dessous de I'axe des z une fois; et que, dans ce cas, il faut

'

nécessairement que Pon ait 4 > . Mais la méme formule

sin. 7
4
peut se réduire a zéro lorsque la courbe coupe deux fois I'axe

. . . ~ 3 . . .
des z, depuis z=0 jusqu’a z=-; ét alors il est aussi aisé¢ de
’ } 2

s'assurer, par des constructions, que la valeur numérique de
k doit étre plus grande que——._. En continuant de cette ma-

. 8 )
niére on arrivera a cette conclusion, savoir; que si Fon dénote

par k., &, hs.... k... les racines de I'équation o= f cos. (hsin.z) dz,

disposées par ordre de ;grandeur, en commenqant par la plus
petite, on aura

12

k>—-,h> ,h,>.°'..h,>.°,
sin.§ sin.; sing;  sing;

Et puisque nous avons fait l-=‘%’i4-, il Sensuit que les Jimites

inférieures des valeurs des racines %, £,, £,, etc., seront suc-
cessivement
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1(4) cosec. 4, l(4> cosec. 2.4, I<4> coSsecC. 54 .

%’(})’cose&fz""""-

D’ou il est facile de conclure que les quantités £,, £,, £;, etc.,
doivent former une série dont lés termes croiteront extréme-
ment vite; et lorsqu'on voudra calculer ces racines par ap-
proximation, on substituera dans I’équation (87) la quantité

%(E)'cosec.’;{:—i+%¢o a la place de %, et 'on déterminera la

quantité inconnue o par des substitutions successives. Du reste
ces détails d’'opérations sortent du but que nous nous sommes
proposé; et il serait souvent trés-facile d’y suppléer par d’autres
moyens plus expéditifs. Mais, ce qui n'est pas indifférent pour
nous, ce sont les limites inférieures des racines de I'équation
(87) que nous venons d’assigner et qui vont nous servir a dis-
cuter plus a fond la théorie des oscillations de la chainette.

44. Examinons maintenant la fonction X, que nous avons
désignée par ¢ (kx), et qui est équivalente &

5 f ::os. (2\/ -?sin.z dz.

En mettant successivement £,, %,, £;, etc., a la place de & dans
cette derni¢re formule on verra que la courbe dont I'équation

serait o==cos. (n\/ig’-’ sin. z) , formerait, pour une valeur quel-

conque de x finie, des sinuosités qui augmenteraient.conti-
l ‘ .
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nuellement, en nombre, et qui passeraient au-dessous de Paxe
des’z ; et que, plus la valeur de £ serait grande, plus la somme
des aires négatives et celle des aires positives se rapproche-
raient Pune de FPautre; d’ou il suit que si on donne & x une
valeur quelconque, qui ne soit pas tres-petite, la formule

Fl: ] CcO8. (a\/%sin. z)dz

doit prendre des valeurs d’autant plus petites que £ est un
nombre plus grand. S

11 suit de 13 que les valeurs successives de la fonction ¢(kx),
en y mettant pour £ les racines £,, %, £;...., doivent former
une série convergente, toutes les fois que la variable x n’est
pas trés-petite. 11 nous reste encore a analyser la fonction

¢ (k) que nous savons étre égale a k%). Or nous avons vu,

ci-dessus, que ¢ (k7) =‘,—lr [ cos.(n\/z-gsin. z)dz 5 d’ou il résulte

que Pon aura ¢'(kl)=— i-\/%—:l j sin. (2\/¥§in. z) sin.zd z.

Si Pon cherche actuellement & déterminer, par les quadratures,
* les limites de cette derniére intégrale définie 4 mesure que la
quantité £ augmente de valeur, on s’assurera aisément qu’elles
doivent tendre de plus en plus vers zéro; mais comme, d’'un

autre cdté, le facteur\/&} au‘gmente de plus en plus, on ne

saurait dire si la fonction ¢”(4£?/) doit conserver une valeur
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finie, ou bien, croitre ou décroitre indéfiniment, a mesure que
'on donnera a & une valeur de plus en plus grande. Cette in-
certitude nous empéche de connaitre, en général, si les séries,
que fourniraient les développemens des formules (76) et (77),
seront convergentes ou non; mais il ne serait pas difficile de
gen assurer dans les divers cas particuliers. Revenons a I'e-

* quation (83).

45. Si Pon substitue a la place de X la fonction que nous
avons désignée par ¢ (£x), et si on met pour £ une quelconque
des racines £,de Péquation (87), on aura P'intégrale particuliere

(88).... y=a¢(4,x)cos.tV'E,+ bo(k,x)s8in.tV k..

La formule (88) sera aussi I'intégrale compléte de 'équation
(82) si elle peut représenter état initial de la chaine qui est
supposé arbitraire. Et il est bien facile de prouver qu’il peut
exister une infinité d'états primitifs de la chaine pour lesquels
la formule (88) en devient Fintégrale compléte, et par consé-
. quent la solution ]a plus simple et la plus exacte en' méme temps.
Dans tous les autres cas il faudra prendre la somme de toutes
les intégrales particuliéres que peut fournir la formule (88) en
les multipliant successivement par des coefficiens arbitraires ;
et déterminer ensuite ces coefficiens de maniére que la somme
des intégrales particuliéres satisfasse a I'état initial. Nommons
Y et V I'ordonnée y et la vitesse v correspondantes a ¢=—o; et
pour distinguer les abscisses qui répondenta t=o de celles que
Pon prend pour une valeur quelconque du temps, désignons
les premieres par X. En nommant de plus a,, b,,a.,5., a;, b;, etc.,
les constantes successives indéterminées, on devra avoir
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(89)... Y=a,¢(£.X)+ a,9( £,X) +asp(k;X)... +a,9(kX).....

(90)-.. V=b,V'k, o(kX)+ b,V k.g(k.X)+ b,V ks (k:X)......
+ bV ko (kX ). '

46. Multiplions les deux membres de I'équation (89) par
o(kX)dx et intégrons depuis X—=o0 jusqu’a X=/. Le premier
membre deviendra f Ydze(k.X); et le terme général du second
sera afq»(f X)«p(/c X)dx.

Observons que la fonction ¢(k X) doit satisfaire a Péquation

-

_k _de(£X) ,  e(£X).
g R X)=— g + X5

et sinous faisons, pour plus de simplicité, ¢ (k,X)=F, ¢(kX)=F.,,
nous trouverons

—-fF Fdw—fF o dz +xdx,d z):

En intégrant par parties le second membre de cette derniere
équation, il viendra

—%f R do=X(F. gy —F 'dx)"'f " dF" X x5 =

Les termes qui se trouvent hors des signes d’intégration
doivent se rapporter aux deux limites des intégrales que nous
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désignerons, en général, par « et . Maintenant la fonctiou F,
. Ku, _dF d'Fu
donne aussi— gF d{ + X~ par conséquent la derniére

équation se réduira a la suivante

(b5 fr.rde={xr g —xr 4]

—[xF.2%

vgx —XF

K.

Prenons pour limites «=—0 et o=1I; cClest.a~dire intégrons
depuis X=0 jusqua X=I/; il est clair que le terme qui a Iin
dice « dans le second membre se réduit A zéro; et I'on aura
seulement

91)- (———-—)fFFdw-— "dX —XF &k ]z

Mais lorsque X =1 on a Fu=¢(k.l)=0, F,=¢9 (k) =o, si
Pon prend pour %, et &, deux racmes de I'équation q;(l'l)—-o,

et par conséquent on trouvera / ¢ (ku X)q(lr X)dx=o.

11 faut cependant excepter le cas ou k.=k,; car la valeurde
j‘ F.F,dx donnée par I'équation (91) devient alorsg; et nous

allons la déterminer par les régles connues.
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47. Mettons dans P'équation (gr1) les fonctions désignées, et
nous aurons

99/ 9 (hX)q(h.X)da =

kX £~X
|X9(k,,X)d%—2—-X9(k,X)d?( .y
ko F.

& & ‘

équation dont le second membre se réduit & > lorsque i« = .
o

Différentions maintenant le numérateur et le dénominateur,
en c¢onsidérant k, comme seule variable, et mettons k*=k,,
X =1, aprés les différenciations; nous trouverons

14
N

Mais la fonction ¢.est telle que l'on doit avoir &, —+ d: =x2

ainsi, en dénotant par ¢'(%,/) la fonction k,%)- » Péquation
(93) deviendra '

f? (’fX)dx—g v (k=g [ (:")].’
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D’aprés ce qui précide il est facile de voir que Péquation (89)
doit nous donner la relation suivante

dewv(k X)=2E ¢*(kD),

d’ou1 on déduira successivement toutes les valeurs des coeffi- -
ciens a,, a,, @;..... en faisant v=1, 2, 3.... On trouverait de la

méme maniére, que Péquation (go) doit fournir la formule
générale

]
[VdagtX)="E 2 g k)

de laquelle on tirera toutes les valeurs des coefficiens b,, b,, b;...

48. Ayant ainsi déterminé tous les coefficiens qui multiplient
les intégrales particulieres dont la somme doit représenter

Iintégrale complete de l’equatlon (82), on pourra mettre cette
intégrale sous la forme suivante

r:éz‘;?,((i' z)) cos.tVk dexq;(l'.X)+ JreinevE, / Vdag(4X));

formule qui coincide parfaitement avec la formule (76) que
nous avons dérivée de I'équation plus générale (68), en passant
du fini a Pinfini. Il n’est pas nécessaire d’ajouter que nous trou-
verions la formule (77) en prenant la valeur de %dans la for-
mule ci-dessus. -

12



90 SUR LE MOUVEMENT

Wmmmmmmmﬂmw

CHAPITRE TROISIEME.

'ANALYSE DU MOUVEMENT D'UN SYSTEME LINEAIRE QUELCONQUE
DE COREPS.

49. On trouve a la page 371 du tome premier de la Mécani-
que analytique, les équations rigoureuses.du mouvement d’un
systéme quelconque linéaire de corps. Mais comme ces équa-

_tionsont été déduites du principe général des vitesses virtuelles
apres avoir fait subir plusieurs transformations a la formule
fondamentale, nous croyons qu'il ne sera pas indifférent de
démontrer directement les mémes équations; ce quon peut
faire, d’ailleurs, d’'une maniere extrémement simple. Imaginons
un nombre quelconque de masses Am,, Am,, Am,..... Am.......
disposées, les unes par rapport aux autres, sur une ligne
courbe quelconque, dont tous les points seront rapportés a
trois axes rectangles x, y, z, en prenant axe des z vertical
et de bas en haut. Considérons deux masses consécutives Am;_,
et Am; dont la distance sera représentée par As;_, aprés un temps
quelconque 2. Les forces accélératrices qui animent la masse
Am’, apres le temps ¢, étant décomposées en trois forces diri-
gées selon les axes des coordonnées, nommons X; la résultante
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de ces forces qui est censée tendre a diminuer les abscisses ,
Y; celle qm tend a4 diminuer les ordonnées ¥, et de méme Z;
celle qui agit en sens contraire des z.

- En outre, soit ¢;_, la force qui tend, aprés le méme temps¢,
a transporter la masse Am,_, vers la masse Am;, ou bien lac-
tion de Am; sur Am,_,; il est clair que Paction de Am,_, sur Am:
sera égale et contraire & ¢,_,. Par la méme raison ¢; étant l'ac-
tion de Am: sur la masse consécutive Am,,, ¢; seralaforce qui
tendra a transporter la masse Am: vers la masse Am,,,. Ainsi,
aprés le temps ¢, la masse Am,, placée entre les masses Am,_,
et Am;y, sera sollicitée vers Am,_, par une force ¢, et vers
Amyy, par la force ¢, Chacune de ces forces étant décomposée

dans le sens des coordonnées, il est clan' que ¢, x:x sera la

composante de ¢;—, selon l'axe des z, composante qui tendra
Ax

a diminuer cette abscisse; et que %A sera la_composante

de ¢, dans le sens des' z et qui tendra a l'augmenter. Ainsi
la masse Am, sera sollicitée, en sens contran'e des z, par une

Ax‘_, A-Ti
force égale ag,_, —— A %s

'

50. Gela posé, il est facile de voir quaprés le temps z la
masse Am, sera sollicitée, en sens contralre des x, par une
force accelératrice égale 4

1 Axe_, - Az .
Xk, (9“‘_153‘_. “?'R)

12,
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en sens contraire des y par une force accélératrice égale a

o+ (o i,

Pi—pg, . ASi, ASi_,

et en sens contraire des z par une force accélératrice égale a

1 Az, Az
Zot g (g 0, )

" Le premier terme de chacune des trois dernieres expressions
est dii aux forces sollicitantes, ou forces motrices, et l'autre
partie est due aux forces intérieures, dépendantes de la liaison
ou des attractions réciproques des corps du systéme. Or on sait
que les forces accélératrices sont équlvalentes a la différentielle
seconde de P'espace divisée par le carré de la différentielle da
temps, et prise avec le signe négatif, lorsque ces forces tendent
"a diminuer le espace que le corps décrirait en s'éloignant de
Porigine. Par conséquent on aura, pour déterminer le mouve-
ment du corps Am, dans le sens de z, l’equauon

d.m

2+, +Am‘ (‘P Az A“‘) —

"~ As.  FAs,
u’on peut mettre sous la forme plus simple
q P P P

”fi:f‘Am,+x am— 8 (B g Y=o

=17 Si—
On trouvera de méme

(94)-- d: A
Yi—
di,: m{+Y‘Am"_A (?‘.'AS:_, =0,‘
d 28 Az{-—l
yr ——Am,+ ZiAm —A (?,_, 3 1_)—0.
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Ces équations rentrent parfaitement dans celles que Lagrange
a données, dans Pouvrage cité au commencement de ce cha-
pitre, en les déduisant du principe général des vitesses vir-
tuelles. Cependant nous croyons que notre démonstration peut
étre préferée comme étant beaucoup plus simple et €élémentaire.

51. Dans I’état actuel de nos connaissances mathématiques
on est bien loin encore de pouveir résoudre, en général, les
équations (94); et 'on peut affirmer qu’il s'écoulera bien des
années encore avant quon ait découvert des moyens pour les
attaquer, méme en les restreignant de beaucoup. Le seul cas
qu’il soit possible d’intégrer, dans toute la généralité, par la-
nalyse moderne est celui des oscillations du systéme autour
de sa position d’équilibre. Encore arrive-t-il, comme nous la-
vons vu-dans le chapitre précédent, que la solution reste in-
compléte dans quelques cas, quoique lintégration soit possible
dans tous. A plus forte raison doit-on trouver des difficultés
énormes lorsqu’on veut résoudre le probléme des mouvemens
quelconques. Mais pourquoi -chercher a résoudre un probléme
aussi difficile tandis qu’il reste .encore des obstacles 4 vaincre
dans les hypothéses qui conduisent aux équations différentiel-
les les plus simples? On ne peut marcher dans les sciences que
‘progressivement et en s’¢levant du plus facile au plus difficile,
en passant par les degrés intermeédiaires. Or, avant d’entre-
prendre la solution du probleme des oscillations finies d’une
chatnette, il nous semble qu’il est indispensable de discuter, 3
fond, celui des -oscillations trés-petites; car si dans Panalyse
de ce probléeme on rencontre des difficultés du premier ordre
dont la solution exige I'emploi des transformations les plus
compliquées, on doit penser qu'il ne sera guére possible d'en
'venir 4 bout dans l'autre probleme.
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§i, malheureusement, le probleme des oscillations finies d'un
fil flexible excéde encore de beaucoup les forces actuelles de
Panalyse algébrique, toujours doit-on se consoler, d’'un autre
coté, en réflechissant que I'explication des phénomeénes les plus
intéressans de la physique, tels que Pacoustique, Poptique, et
Pexpansion de la chaleur, dépend de la résolution d’équations
qui ne sont pas plus difficiles que celles des mouvemens trés-
petits d’une chaine pesante. On peut donc contribuer plus effi-
cacement & Pavancement des sciences exactes, en perfectionnant
la théorie de ces petits mouvemens, que si I'on parvenait, par
un heureux hasard peut-étre, a la solution de quelques cas
trés-particuliers des oscillations finies. C’est pour cette raison
que nous reviendrons, dans le chapitre suivant, a analyse de
quelques problemes particuliers sur les oscillations d’un sys-
teme linéaire flexible. Nous nous occuperons, dans celui-ci, de
la démonstration des équations différentielles qui nous ont servi
dans les chapitres précédens, et de la recherche d’autres équa-
tions dont Panalyse sera donnée plus loin.

5a. Pour se former une idée nette des équations (g4) il faut
observer que le & indique des différentielles prises uniquement
en faisant varier la seule variable ¢, tandis que le A marque
les différences des quantités qui se rapportent aux divers corps
du systeme considérés aprés un temps quelconque. En outre
les quantités X,, Y,, Z,, peuvent étre des fonctions du temps
et des coordonnées des divers corps du systeme, et I'on aura
toujours As,= VAx,; + Ay, + Az". Dans plusieurs circonstan-
ceson aura ¢,=f(As,), f dénotant une fonction quelconque qui
sera, le plus souvent, inconnue. :




.
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Considérons le cas ol toutes les forces accélératrices se ré-
duisent 4 la gravité g. On aura alors X,=g, Yi=0, Z:=0; et
les équations (94) deviendront °

a & A.l‘f_, _
ar Anu-i-gAm,—-A(?,_,As‘_‘)—o,
d Af‘-—n —
(95)-... . dt' Amy —A(?,_, Fyoe =o,

'z Az __
e am—A(%_ 7o) =o;

et ces équations auront toujours lien pour le mouvement d’un
systeme linéaire quelconque de corps pesans qui ne seraient:
point soumis a l'action d’autres forces accélératrices.

Si le nombre des corps devient infini, la masse de chacun -
devenant infiniment petite, et si, en méme temps, les distances
mutuelles de ces corps deviennent infiniment petites, on fera
Am,=dm, As,—ds, et en supprimant l'indice ; dans les équa-
tions (g5), on aura

dt,+g)dm—~ (‘:}:)ds =02 dmi— d(?\d,)ds—o,
S

(96)-.

d—t,dm— d(? )ds—-c




96 SUR LE MOUVEMENT

Les équations qu’on vient d’écrire se rapportent au mouve-
ment quelconque d’un fil pesant quelconque, et renferment,
par conséquent celles du mouvement d’un fil homogéne et
flexible suspendu par une de ses extrémités, et libre dans toute
sa longueur.

53. Supposons maintenant que des masses, en nombre quel-
conque, soient attachées & un fil flexible, élastique ou non,
dont nous ferons abstraction du poids. Supposons de plus que,
lorsque t=o, le fil soit placé sur 'axe des z dirigé de bas en
haut, et que, dans cette situation du fil, son extrémité inférieure
tombe al'origine, et que tousles corps soient également éloignés
les uns des autres d’une quantité A. Il est clair que dans la
position d’équilibre da fil en devra toujours trouver y,=eo,
zy=0, x;=F§ et As;=—h, en nommant & l'abscisse du corps
Am; lorsque t=o.

Cela posé, si 'on écarte tant soit peu le fil de sa pesition
verticale en le forgant de faire de tres-petites oscillations au-
tour de l'axe des x, et si on nomme & + x;, y;, z, les coor-
données du corps Amu, et £+ w, sa distance au corps Amy.,,
apres un temps quelconque ¢, les quantités z,, y,, z, et o, au-
ront nécessairement des valeurs trés-petites, et I'on pourra
prendre, sans erreur sensible,

W= A8 s) =1 (h+a)=fUh) +F (B)ay=F+ ro,,

en faisant pour abréger,

Fi=f(h), Fi=hf (k).
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De la il est facile de conclure

97

Pi—1 __F i—1 + Fo o —Fi_ 0,

—_—

A St _h— h h ’

en négligeant les puissances supérieures de w;—,. Et, en faisant
les substitutions dans les équations (95), on trouvera

Fl—-x

%;‘Am,+gAm‘—A[(F‘-—;-'+ —&‘)(A&.‘+Aw«.;)]=o

45.3:{ ATU— A[(Ft-x Fi.— - Fe, W—n)Ay‘-l] —o,

G am—al (s T han ] =0

Observons que AE_,=#%, et quen vertu de Péquilibre du fil,
lorsque ¢=o, on doit aussi avoir gam;—AF,_; ‘et Pon trou-
vera que les trois derniéres équations se réduiront aux sui-
vantes, en négligeant les infiniment petits des ordres supérieurs;

i:: Amy— (E—' = "‘F"f'—h-F""’ co.-_.) =1o,
(97)--. “i;t,' Ami—A —-Ay,_,)._o,
‘g:. (——Az;..) =0.

13
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54. Nous allons déduire successivement des formules (97) les
équations différentielles des cordes vibrantes et celles des oscil-
lations d’un fil ou chaine pesans. Et d’abord si le fil est supposé
élastique et tant soit peu extensible, on aura As,=A+o; et
comme nous supposons que les vibrations sont infiniment peu
étendues, on pourra faire a tous les instans du mouvement
As—=h+Ax, ce qui nous donnera w,_,=Ax._,. Dailleurs
comme on a gAm,=F,_,, on trouvera AF.,=o, si 'on fait
abstraction des poids infiniment petits des corps, relatlvement
a celui quitend la corde et qui est constant.

On aura donc F._,= const. =gP, en nommant P le poids
qui tend la corde. On aura en outre F. ,=gP, P désignant
une constante inconnue mais différente de P; et les équations
(97) nous donneront

dx, _ gP, _ dy 8Py, _
5 AM—S5 AT =0 Aam—S Ay, =
(98).0'. ’
‘ “d*zi P
¢ ZAmi—8iArz . —o.
I Ami 5% =0

La seconde de ces derniéres équations est parfaitement sem-
blable a Péquation (3) de la section premiére; et on voit, en
méme temps, que les autres équations sintégreront de méme,
et que la considération des mouvemens de la corde dans le sens
des trois axes, n’exige pas des:transformations différentes de
celles que nous avons employées pour la résolution d’une seule
de ces équations.

Nous supposons maintenant que le fil soit suspendu contre
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laxe des x par son extrémité supérieure seulement, et qu'il
soit inextensible; on auraalors A s,=17 quelle que soit la valeur
de ¢; partant v.,=0; et en outre F._,=gSAm,, lintégrale
étant prise depuis i=o jusqu’a i. Les équations (97) nous four- °
niront dans ce cas

‘gt, Am;— A (Ax,-_, SAm;) =o0,

(99)-.- dt‘r,‘Am, -A(Ay.._,SAm)._o,

d’z:
dt*

am—& A(Az._,SAm )_o.

Ces équations sont toutes trois parfaitement semblables en-
‘tre elles; ce qui nous démontre que les oscillations des diffé-
rens points d’une chaine homogene ou non, décomposées selon
les directions des trois axes rectangles, sont parfaitement sem-
blables entre elles. Si nous supposons que toutes les masses Am;
soient égales entreelles,on aura évidemment SAm,—=(i—1)am,
et la seconde des équations (gg) coincidera avec Péquation (55).

55. En passant du nombre de corps fini au nombre infini,
les équations (99) se changeront dans les . équations différen-
tielles du mouvement d’une chatne pesante, homogéne ou non,
qui oscille autour de Faxe des z. Pour cela nous ferons remar-
quer qu'on doit avoir A=dxz, et Am;=/(x)dzx, en désignant
par la lettre f'la fonction quelconque qui dépend de la relation
qui doit exister entre la densité des différens points de la chatne
et la variable z. Apres cela il est facile de voir que les équa-
tions (99) doivent donner

13.
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%;Txf(x) dx—gd(j—:ff(x) dx) =o0,

(100).... %{f(w)dw—gd<g{/f(x)d~”) =0,

if(@)de—gd(E [fx)dz)=o ;

ol il faut observer que les. différenciations indiquées doivent
étre effectuées en regardant dz comme constant. La loi la plus
simple qu'on puisse supposer entre la densité de la chaine et
la variable x, c’est qu’elle soit proportionnelle a cette variable.
Alors on a f{(x)=const., et la seconde des équations (100) se

changera en‘fhr —g %+x gw—f ) =0 qui n'est autre chose
quel’équation (82). Nous pouvons donc étre assurés que toutes
les équations différentielles dont nous avons fait usage dans
les deux chapitres précédens, sont non-seulement vraies, mais

aussi qu'elles se déduisent toutes des mémes équations (g4) qui
sont beaucoup plus générales.
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CHAPITRE QUATRIEME.

ANALYSE DE QUELQUES CAS PARTICULIERS DES OSCILLATIONS D’UN FIL PLEXIBLE.

56. Dansla section troisi¢me du chapitre I nous avons résolu
complétement le probléme des oscillations d’une chaine pesante
homogene; et Péquation différentielle de ce probléme se déduit
de la seconde des équations (100) en y supposant f(x)==const.;
ce qui est en effet le cas d’une densité uniforme. Mais pour dter
toute espéce de doute sur la nature des séries auxquelles nous
avons été conduits, il faudrait résoudre une équation numéri-
que de degré infini; ce qui offre encore de trop grandes diffi-
cultés a surmonter. Il paraitrait, au premier abord, que ce
cas est le plus facile de tous ceux qu’on pourrait se proposer
sur ce probleme, et quen faisant f(x)= a quelque fonction
de z, les équations (100) devraient présenter de plus grandes
difficultés & vaincre pour arriver a une intégrale compléte. Le
contraire a lieu cependant; et nous allons voir qu’en supposant
JS(z) proportionnelle & #*, on peut assigner une infinité de va.
leurs & Pexposant 7 pour lesquelles 'intégration des équations
différentielles devient plus facile que lorsque n=o0.
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Comme les équations (100) sont tout-a-fait semblables, nous
nous contenterons d’en considérer une seule; et nous choisi-
rons laseconde, parce que c’est de celle-ci que nous nous som-
mes déja occupés dans le cas de 'homogénéité de la chaine.
Faisons donc f(x)=~%A2" étant & une constante quelconque,
et nous aurons

o d
n+idz* )’

d d
(ro1).. 72 =g (d-%—i-

La supposition de n=o nous ferait retomber sur I'équation
(82); mais en faisant n—=1: dans I’équation (101) on aura une
équation bien plus facile a traiter, comme nous allons le prou-
ver dans la section suivante.

SECTION PREMIERE.

Intégration compléte de Péquation (101) lorsque n==1.

57. Supposons qu’un fil flexible, dont la masse, censée varia-
ble et donnée par cette équation dm =~z % dx, soit suspendu
par une de ses extrémités ( celle ou la masse est plus grande)

a un point fixe. L’équation différentielle du mouvement de ce

fil, ou plan flexible, sera, d’aprés ce qu’on a vu dans larticle
précédent, .

Iy — g (U 4225
(102)...5% _g(dx"'?:xZF .
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Il g'agit d'intégrer cette équation de maniere a satisfaire a
toutes les conditions du probl¢me. Pour cela nous ferons d’abord

(103)...y=aXcos.tVg &+ bXsin.tvigk,

a et b étant deux constantes arbitraires, £ un nombre indéter-
miné, et X une fonction inconnue de la seule variable x. La
substitution de cette valeur de y dans Péquation différentielle,
nous fournira, pour la détermination de X, 'équation suivante
du second ordre :

dX 2a_d'X )
(104).... bx+z~r +§x-‘g, =o0..

On verra plus loin une méthode générale pour l'intégration
des équations plus générales que I'équation (r04). Qu'il nous
8in. V6 k x

; 33
satisfait a 'équation (104), comme il est trés<isé de s’en con-
vainere d.posteriori.-Ainsi nons regarderons cette fonction X
comme étant donnée; et la condition de Yimmmobilité de lex-
trémité de la chalne qui correspond a x=/, nous fera connai-
tre les valeurs de £, puisque nous devons avoir X—=o lorsque
x=L 1l faut donc que l'on ait sin.V6%Z/=o0; d’ou I'on déduit

suffise, pour le moment, de savoir que la valeur X=

vE %’ en prenant pour v un nombre entier quelconque.

Substituons maintenant. ces valeurs dans la formule (103), en
changeant les constantes a et b en 4,61 et 4,V67; et nous
trouverons ' ‘
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(io5)...y~— 7= sin. v( \/,)008 "("‘\/5;1)

+ \% sin. v(w\/‘%) sin. v(-u t\/—%)
. F]

58. Faisons, comme nous Pavons déja pratiqué, y =Y, j;—V

lorsque z=o0; et donnons successivement a v toutes ses valeurs;
Péquation (1 05) nous fournira les deux suwantes

(106) Y—‘/ [a sin. 1( /)+a sin. 2( \/I)

l

+ a,sin.3(w\/-l).... +a,sin. v(«\/;>+.... ] ,

(107)..V= \é-l 1b,sin. 1= \/;)+26 sin.a((w \/;)
‘ +3b,8in.3(xV/3).c+-vbisins (sV/ ). |

Ces équations nous feront connaitre les coefficiens indéter-
minés qui entrent dans leurs seconds membres. Et pour cela,
multiplions d’abord les deux membres de I'équation (106) par

dxsin.p (1:\/ ;), p étant un nombre entier quelconque, et
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intégrons ensuite entre les limites o et Z Le terme général du
second membre sera exprimé par

1 _
a, f sin.y(n\/'-;) sin.v( =
Mais on a, en général,

sin. p. (1:\/ zl’) sin.y (1:\/51):::
g[cos. (y.—v 1:\/'1:;) —CO08. (p. -+ vw\/‘%) ] ’
par conséquent
/Sle. w\/l>8m v 1:\/1)7:_.
1 sin.(p. —'v'n\/’%) Sil].(y.-l-vw\/?—) .
™ pe—v ety

Nous déduirons tout de suite, de cette derniére formule,

jsin.,‘(,\/i;) o (D) o f'sin.av(u\/i;)%:a

De la il est facile de conclure que l’équatlon (106) doit nous
14
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.-
fournir la relation suivante a,/= f Ydxsin.v (w\/"—D, for-
s :

mule de laquelle on déduirait sans peine, les yaleurs des coef-
ficiens a,, a,, @...... a 'nfini.

En opérant de la méme maniére sur P'équation (107), on
parviendra i cette autre formule

‘ -
bynl 6'&1: Vdxsin.y (ﬂ:\/%)

qui servira A la détermination des coefficiens b,, b, b,....... &
Pinfini.

59. Substituons maintenant dans Péquation (105) les valeurs
que nous venons de trouver pour @ et b; et prenant ensuite
la somme du second membre depuis v=1 jusqu'da v=c0, on
pourra indiquer le résultat de la maniere suivante

(108)...y VI =

S siny (,,\/ f;)coé.v(nt\/éz7> j Ydz sin.v(u\/%
.+ : 1 _égi %sin.v(n\/%)SinN(ﬂt\/gﬁj"d@‘ﬁn-’(7’\/%)» ‘

" Différencions par rapport a ¢ seulement, et nous aurons
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(109)..¥ Viz=

g@E-vSﬁD.v(nV%}sin.v(nt\/%)ijxsin&(w\/?) .
+ Zsin.v(w\/§)cos.v(n t\/aZszdesin-v (n\/f;")

Ces derni¢res formules ont une analogie frappante avec les
formules (40) et (41) qui se rapportent aux vibrations d’une
corde élastique tendue et fixée a ses deux extrémités. En les
comparant aux équations (76) et (77) on verra que ces derniéres
sont beaucoup moins simples; et qu’ainsi les oscillations d’un
fil flexible et uniformément pesant dépendent de formules plus
compliquées que les oscillations d’un fil qui ne serait pas éga-
lement épais dans toute sa longueur. Les formules ci-dessus
peuvent se rapporter aux oscillations d’'un petit plan flexible
uniformément épais d’une longueur =/ mais d’une largeur va-
riable. Pour déterminer le contour du plan flexible qui est sup-
posé osciller dans notre probléme, on imaginera I'axe de ce
plan passant par P'origine et par le point de suspension; et Fon
déterminera sa largeur variable en observant qu’elle doit étre
proportionnelle a vz. '

60. Pour faire une application des formules (108) et (10g),
nous supposerons que I'état initial soit déterminé par les con-
ditions Y= o, et V=A, depuis x=0 jusqu’a x=w, et que pour
tous les autres points on ait V=o. Il est clair qu’on aura

14.
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[l Vdxsina(z\/2) =A _[ dzsin.y(sy/%);
et n inégrant, on trouvers
Jiesanoy/2) =2 i/ G D)

d’'ou Pon tire

A f dzsin. v 1:\/7 2Al[—snn v( \/fl;)
Vo)

Substituons d’abord cette valeur dans I'équation (108); nous
aurons

(110)..yy = '—:‘l/‘./__ :,sin v (x\/:;) sin.y (1:\/‘;”) sin.y (xt\/g)
2:::_% 2:,003 v (z\/:;) sin.y (1:\/?) sin.v (-:t ‘/()El)

Les séries qu’on obtiendrait en donnant successivement a v
toutes ses valeurs, depuis 1 jusqu’a infini, seraient nécessai-
rement convergentes; et, en se bornant aux premiers termes

" du développement, on aurait des valeurs suffisamment exactes.
Il ne sera pas difficile de trouver que I'équation (109) doit de-
venir
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(rrn)..y= ?i,\——-‘f_lzisin. v (w\/%) sin.v(n\/;)cos.v (wt\/%)
tﬁf_—z:cos v( \/?)sin.v (wV?)COS.v(wt\/%);

d’oti 'on voit que cette valeur de v sera aussi donnée par des
séries convergentes.

61. Le procédé de l'article 26 étant appliqué a la formule
~ (105) nous conduira a Pexpression de Fintégrale compléte de
Péquation’ (102) au moyen des fonctions arbitraires. En effet
on peut d’'abord mettre la formule (105)-sous la forme

2y

[sm m(\/ +t\/—)+3m ""(\/‘ ‘\/61)]
+,b.[cos.m(\/§—-,t\/ — cos. "(\/ 'H‘/ z)]

ou bien

2y

o [sinv=(V/ 5+ E) +sinss (V/ i1t/ B)]
2] S (onn(V 540/ &) —sinn(V/ 51/ 6.7z
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Donnons maintenant successivement toutes les valeurs au
nombre entier v, en attribuant différentes valeurs aux coeffi-
ciens g, et b,; la somme de toutes les valeurs particuliéres
pourra étre remplacée par une fonction arbitraire; et si nous
désignons par ¢ et ¢ des fonctions quelconques, nous aurons

AV a0 )
+ﬂ(‘/ +t\/61 \/ ﬁ'(\/x ¢ 61) ‘/1]

La détermination des fonctions arbitraires dépend de I'état
initial qui doit étre donné dans tous les cas proposés; mais
" qui peut étre quelconque; et il ne serait pas difficile d’exprimer
les fonctious ¢ et ¢ au moyen des fonctions qui déterminent
la courbe et la vitesse du fil lorsque z=o."

SECTION DEUXIEME.

3

Intégration de Péquation (101) lorsque n=2.
62. Si la densité du fil flexible est donnée par cette équation

. .
dm=hz* dx, étant } une constante quelconque, les oscilla-
tions du fil seront déterminées par l'intégration compléte de

Péquation

(112)....3;,-— [gl_,_’ d'f]
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Faisons toujours
(113)...y=aXces.tVgk+bX sin.tVgk,

" a, b, X et k ayant la méme signification que dans la section
- précédente. Substituons cette valeur de y dans I'équation (112)
et nous aurons, pour déterminer X,

dX , 2 d'X _
. (I 14)...bX+-‘75+ gx'd;; =o0.

On pourra, maintenant, s'assurer aisément qu’en prenant

___1 [sin.Viok IR
—“m[———m — V% cos. V?Bl:.r], Péquation (114) est sa-

tisfaite; et 'on pourra ainsi regarder cette valeur de X comme
une intégrale particuli¢re de cette équation.

Pour avoir toutes les valeurs possibles de £, observons que,
lorsque x =1, on doit avoir X=o0. Partant

sin. V'10kl—V'10k2cos.V'1iokl=o,

‘ou bien tang. V'1okl= V"10F2. Faisons, pour abréger, V'10k=0;

et nous aurons, pour déterminer §, I'équation transcendante
(115)...6=tang.6.

63. Soit 2% —e¢, le plus petit arc dont la longueur égale celle
de sa tangente, il est clair qu’il yaura encore une infinité dau-
tres arcs qui seront chacun de méme longueur que leurs tan-

- gentes respectives; et que-ces arcs seront supcessivement
5

7 -9
2 1’3 39 2 49
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Il n’est pas moins évident que les arcs «,, «,, ¢, ¢, etc., for-
" meront une série qui convergera rapidement vers zéro, sans
pouvoir cependant jamais atteindre cette limite. Notre objet
n’est pas de donner ici des méthodes expéditives pour calculer
tous ces arcs ¢,, ¢,, ¢, a l'infini; nous observerons que Péqua-
tion (115) a été traitée par Euler; et I'on pourra lire aussi ce
que M. Fourier en a dit dans sa Théorie de la chaleur. Il nous
suffit de faire remarquer qu’il doit exister une infinité de va-
leurs réelles pour 6 qui seront toutes racines de I'équation (115),
et que ces valeurs seront, de plus en plus, grandes. Chaque
valeur positive de 6 nous donnera une valeur pour V'Z; puis-

0 .
1 & Vi—em———. 4 1
que nous avons, en général,V'k = Ainsi la résolution de

Péquation (115) nous fournira un moyen facile pour calculer
toutes les valeurs de %, et si nous dénotons par £,, £,, %,..£,...
les valeurs correspondantes aux arcs e,, ¢,, ¢,...e,...; il est clair
que la série des valeurs de £ sera divergente. Cette conclusion,
analogue a celle que nous avons déduite de notre démonstra-
tion a l'article 43, peut servir de confirmation a notre raison-
nement de larticle cité.

64. Prenons pour # la valeur générale £,; et nous pourrons
mettre la fonction X, qui satisfait a équation (114), sous la
forme suivante

(11 6)"X'=(l_o;:—x)§[8in' V10k,z — V'iokx cos. V1 oz,a:]zq;(l/}:'v).

En substituant ¢ (VZz) 4 la place de X dans la formule
(113), et en changeant a et & dans les nouvelles constantes a,
b,, on trouvera
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" (119).. y=a,9(V'F,z) cos.tV gk, + b,¢ (V'E,x) sin. £ V gk,

Cette valeur de y n’exprime encore qu’une intégrale parti-
culi¢re de I'équation (112), et ne deviendrait lintégrale com-
plete que dans FPhypothese particuliere ou I'état initial du fil
serait exprime par les équations Y=—=A ¢(V'%,2), et V=Bo(V %),
A et B étant deux constantes.

En general pour passer de lintégrale particuliere (r 17) a
Pintégrale compléte, il faut prendre la somme

y=23[a,o(VEx)cos.tVgh,+b,eo(VEz)sin.tVgh]

depuis y=1 jusqu’a ¥=0, et déterminer les constantes a,, 5.
de maniére & avoir identiquement

(118)... Y=a,9(VE,2) +a,¢(VE.2)+aso(VFE,2)....

+a,9(V%z)+..... a Iinfini.

(119).. V=5,V gk.¢(VFE.x)+b, Vgk.o(VE.x)
+ b,V gh;9(V Esx)....+ b,V gk,(V £x)+.... & linfini.
65. Multiplions les deux membres de Péquation (118) par

une fonction inconnue {dx de la variable x, et intégrons en-
tre les limites « et v; le terme général du second membre sera

exprimé par @ f $¢dx, en nommant. slmplement gla fonctlon

o (VED).
15
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La fonction g est telle qu'on doit avoir £,p=— g: ;xz-f,

- en vertu de Péquation (114); on aura par conséquent
d a
(120).. -qu,?dz—ﬂ d:dz+&/ § d

En intégrant par parties les termes du second membre de
cette équation, on trouve

ﬁ, dr=ye f? d"’dx, ijbd,.dr— W+x[\°d—'x—?di]

+2f9%dx+/‘x9§—gdz;

substituons dans Péquation (120), et nous aurons

_k:/¢9dz=g¢9+§x[¢ dx 5fd [Z—axd.ﬂ.

Si nous prenons la fonction ¢ telle que I'on ait
(121). k=5t —% x -

on pourra réunir en un seul terme les quantités qui se trou-
vent sous le signe d’intégration, et la derniére équation de-
viendra

(139).. Ch— k] fada=Zue+ § s [455 —o 7]
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Nous avons maintenant I'équation (121) pour la détermina-

. . . ! -
tion de la fonction §. Mais en faisant ¢{—=x"0, ¢ étant une

nouvelle fonction de x inconnue, on trouve que I'équation (121)
se change en

de -3 _d’
Ko+ d_.:+§x7;:=°;

et comme cette derniére équation est la méme que I'équation
(114), il est clair que I'on peut prendre o=¢(V'Z.x); dott 'on

tire (|a=x':-<p( VES).

Substituons cette valeur dans I'équation (122); mettons, pour

abréger, ¢’ a la placede g—:, et prenons Pintégrale du premier

membre entre les limites « et w; nous aurons, aprés les reé-
ductions,

(193)-(ke—4) fo(VE=) 9 (VER) 2 d=
B[ 2V EL)§ (VERVE—g(VEe)§(VE)VE, | —

Fle(VED (VE)VE—o(VER) W (VER)VE -

Faisons d’abord z=o0, et nous aurons seulement
15.
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| (IM).'.(k”—k')f?( Vm)?( l/['_x)x%dw_—_- .

e (VR (VI E—o(VER)s (VE)VR |

mais en prenant Pautre limite w=/, et en supposant que £,
représente une racine quelconque de I'équation (115), on aura
¢(VE.0)=0, ¢(VEw)=0; par conséquent le second membre
de Péquation (124) se réduira a zéro. Partant

(195)./ 5 (VER)o(VEz) 7 dz=0.

L’équation (125) est vraie autant que £, est différent de £,;
mais en faisant £,=%, on voit que le premier membre de I'é-
quation (125) doit se réduire a ; et Fon devra déterminer sa
valeur par les méthodes connues.

66. Soit m=V%,, et n=V7%,; Péquation (124) nous donnera

j?(VZF)?(m)widx=

g‘[nv(mﬁ)?'(n%)—m(nVB)?'(mfw)],

5 m*—n?

Différencions le numeérateur et le dénominateur du second
membre de cette derniére équation par rapport a m, et faisons
m=n apres les différenciations; nous aurons
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jp'(VZ',—:t:)x7(l.z'=

lon[n?,.( Viko)Ve—o(VEw)g (Vie)—nee"(VEe) Vm]

Mais, lorsque o=/, on a ¢(Viw)=o0. Partant

5

(126). f?(VEx)x rdx=L o (VE).

Observons que

T B o

10k,%

puis, en différenciant les deux membres de cette équation, et
en faisant x=I aprés la différenciation, on trouvera, apres
avoir effectué les calculs et les réductiens,

, 1 sin. Viokl
¢(VE1 a2l Vhiokl

En substituant cette valeur dans I'équation (126) il viendra

Viokl
" (129). f?(VEE)x dx_4 V—FZ“]'

En rapprochant cette équation de la formule (125) on en
conclut, qu’en multipliant les deux membres de I'équation (118)
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par la fonction x%q>(\/17,:r)d x, et en intégrant ensuite entre
les limites o et /, tous les termes du second membre, a I'ex-
ception de celui qui -est multiplié par a,, disparaitront; et que,
par conséquent, I'on doit avoir

(a8). / Yt day (VI =2 (B

On trouvera de méme

(129).. f Vatde ?(‘/F‘”)—b fl[&nv:'gn]

67. Les deux formules (128) et (129) nous fournissent un -
moyen pour calculer successivement toutes les valeurs des
coefficiens qui doivent entrer-dans l'intégrale complete de I'é-
quation (112); et 'on pourra représenter cette intégrale par

i
(130).. y=2 1 %,[9( VE,x)cos.t vngdex? (VFz)

1l
+T,;79( VEZ)sin.tv gk fvg?dx?( VEz))-

En différenciant cette derniére équation par rapport a ¢,
on.aura tout de suite
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l
(130).0m St |V kol Eoin o b [V duglv E)

!
+o(ViEx)cos.tVgh :/Vx%(lr?( VZ:',E)].

Pour faire usage des formules (130) et (131) on observera
que le signe = se rapporte aux valeurs de v; et qu’il faut don-
ner 4 cet indice toutes les valeurs, en nombres entiers, depuis
1 jusqu’a Pinfini. Les fonctions Y et V expriment les ordonnées
et les vitesses d’'un point quelconque du fil lorsque z=o0; et ces
fonctions sont supposées tout-a-fait arbitraires. Les intégrales
définies doivent étre prises entre les limites indiquées o et Z,
étant Z la longueur du fil. La fonction ¢ (V% x) exprime Pinté-
grale de I'équation (r14), et 'on doit prendre, d’aprés la for-
male (116), ’

in. V'1ok,x

~_ 1 [s
7(‘/17.1:, lolx[ Viokx

— Co0s. VT&]}]-

Enfin £, est une racine de Péquation transcendante

tang. V'10kl .
Viekd
en prenant les racines k,, £,, %;, etc., d'aprés l'ordre de leur
grandeur, en commencant par la plus petite de toutes.

Nous pourrions maintenant appliquer facilement nos for-
mules (130) et (131) & divers cas particuliers, et juger si les
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développemens de leurs seconds membres deviennent conver-
gens, au quel cas on pourrait avoir une solution approchée en
se bornant aux premiéres valeurs de l'indice v. Mais comme
nous avons déja fait plusieurs applications semblables, nous
nous dispenserons d’en faire des nouvelles qui, du reste, aprés
tout ce que nous avons dit dans les chapitres précédens, ne
peuvent présenter aucune difficulté.

SECTION TROISIEME.
Intégration de Péquation (vo1) pour des valeurs quelconques den.

68. Nous allons maintenant nous occuper de Fintégration de
Péquation

' a: d a:
(o) - - =]

qui se rapporte aux oscillations d’un fil flexible dont la densité

variable est exprimée par Péquation dm=~hz"dz, étant dm

la densité d’'un élément quelconque du fil, et % une constante.

Lorsque n—o0 le fil devient homogeéne et 'on retombe sur I’é-

quation (82) que nous avons intégrée dans le chapitre deuxieme.

Nous avons examiné, dans les deux sections qui précédent, les

cas ou n=r7; et n==1; et nous avons vu que I'intégration pou-
vait s’'achever rigoureusement et de maniére a embrasser tous

les états arbitraires du fil au commencement du mouvement.

Actuellement ;

Soit fait, comme précédemment,

y=aXoos.tV§k+bXsih.tVE&;
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et substituons dans Péquation (1or); nous aurons

x d*X

—_ ——=0.
n+1dx’

(t32)...lcx+%+

Pour intégrer cette équation nous ferons usage d’une meé-
thode que Lagrange a employée, le premier, dans le tome II
des Mélanges de Turin.

69. L’équation intégrée par Lagrange est celle-ci;

dedM

dx* zdzx =

mais si nous faisons, dans Iéquation (132), x ; et si
4( +1)

nous considérons X comme une fonction de z, elle se changera

dans Ia suivante

an+1dX d'X__

(133)...£X + — Lt

qui rentre facilement dans celle de Lagrange, et qui doit, par
conséquent, étre susceptible des mémes transformations. Posons,
pour abréger, an-+1=p, sin.zV%=s, et prenons

X—a8+ﬂd +7:’,+33 ,+etc.

a, B, vy ¢... sont des fonctions inconnues de la variable z qu’il
g'agit de déterminer. Substituons, pour cela, cette valeur de X
dans Péquation (133), aprés avoir mis p a la place de an-+1,

et nous obtiendrons
’ ’ ' 16
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pda )

0o=s
zdz

a » a
+ Z g P T+ TG a2 D)

.....................

dy  pds, d« )+

PY
+Iz (lz’( +2dz+ zdz dz

Cette derniere équation sera satisfaite en faisant

d’a pda J’p P‘Iﬂ pr__
T 0d zdz+ Jz+——o’

d'y pd‘r ,4q8, PP )
=V t23: v =0, etc.;

et ces dernitres équations nous fourniront les valeurs des
fonctions a, g, 7, etc., propres a rendre expression de X, ci-
dessus, une intégrale particuliére de Péquation (132).

11 n’est pas difficile de trouver maintenant qu’en prenant

(l34)....[¢=z"",ﬁ=—-z’—';7—3P(P__f3)z"’,
o (—i)(p—b)
=]

les derni¢res équations différentielles seront satisfaites, et que
par conséquent il sera toujours possible de calculer tous les

termes de la valeur de X, ou de I'intégrale particuliére de Pé
quation (132).
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70. Nous pouvons donc regarder les quantités «, g, 7, etc.,
comme déterminées a 'aide des formules (134), et les supposer,
en conséquence, des fonctions connues dans la série qui ex-
prime la valeur de X; et si Pon met sin. zV'% a la place de s,
on verra ‘qu’en faisant )

(135)... X=asin.zVE+ pkl'oos.z VE—ﬂ:%sin.z Vi
—ek%eos.z\/}+ etc.,

a, B, 7, ¢ etc., ayant les valeurs données par les formules (134),
Iéquation (133) sera satisfaite.

Mais nous aurions pu aussi bien prendre s—cos.zV%; et
" alors nous aurions trouvé que

X=uacos.zVi—p Fsin.zVE— 'yk%OOB. 2VE+eksinzVE+etc..

est aussi une intégrale particuliere de Péquation (133). Cepen-
dant, hors les cas ol p est négatif ou <1, comme cette der-
nitre valeur de X devient infinie lorsque z=o0; on ne peut
prendre une telle valeur a cause que les ordonnées du fil doi-
vent toujours étre infiniment petites.

 Nous substituerons donc seulement la valear de X donnée
par la formule (135) et nous aurons

16.
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Yy=aasin. 2V'E c0s. tVgk + basin.zVEsin.tVgk
+ak*c0s.zV Fcos.tVgh + B K cos. sV Fsin. eV g
—ayksin.zVE cos.tV gk —by K sin. 2V E sin. ¢V gk

s 3
—ack’cos.zV'Ecos.tVgk—bek cos. zV'Esin. tV gk

ou bien

y=§ [ a (sin.(z+2Vg)VA+sin.(z—1Vg)VE)
+b (c0s.(z— 1tV g)Vi—cos(z+1Vg)VE)]

+ Prak (cos.(z+2v ) VE+cosa—1vg) V)
— b (sin(z—2V'g)VE—sin.(z+ V) VA)]

| +§[-akf(sin.(z-+tv;) VE+-sin(z—tVg)VE)
—bk+(c08.(2—2V )V A—cos.(z+tVR)VR)]

+ S[—ak¥(c0s.(z+1V )V +cos.(z—tVg) VE)

+ bk (sin.(z—tV PV E—sin.(z-+1V ) VE)]

Maintenant il est visible que la quantité qui multiplie E, dans
2
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cette dernitre expression de y, est la dérivée premitre du
coefficient def, et que celles qui multiplient les autres termes
;’-', -, etc., sont les dérivées seconde, troisi¢me, etc., de la méme

quantité qui multlphe—

Faisons, pour abréger, z+tVig= 5? z—thr:-;i,etnous

pourrons mettre la derni¢re valeur de y sous cette forme

y_-[a(sm u+sin.w) 4 b(cos.w —cos. u)]

p[ (dsm u dsm w +b do((l)sww dc;z a)]

[ (d’smu d’smw B d‘;t:w d’;ousu)]

[ d’smu d’smw b dPcos.w  dPcos. ]
w )Y\, T as

71. Cette expression de y n’est encore qu’une intégrale par-
ticuliere de Péquation (ro1); mais si nous dennons successive-
ment 4 Pindéterminée & toutes les valeurs qui peuvent rendre
la fonction X nulle lorsque x=1, et si nous changeons conti-
nuellement les valeurs des constantes arbitraires a et 4; la -
somme de toutes ces intégrales particuliéres sera aussi une
intégrale de Péquation (101). Alors la valeur de y contiendra
une infinité de termes tels que asin. u+a'sin.u'+- @"sin.u"+etc.,
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a l'infini; et si nous remplagons cette somme par une fonction
arbitraire de uz, que nous désignerons par ¢ () ; que l'on dé-
note, en outre, par §(z) la somme des termes b cos.u+5'cos.u’
+b6"cos. 1"+ etc., a Pinfini; on verra que Pintégrale générale
de I'équation (101) sera exprimée par la formule

y="[o@)+oWw)+¥(w)—y (u)]+§ (¢ (W)+¢ (w)+ ¥ (W) —§ (@)}
+ 10" (@) + ¢ ()4 ()= ()] [5 (@) +9 (W) +§ " (w)—4 ()]

B 1. N .

On peut simplifier cette derniere expression de y en substi-

tuant des nouvelles fonctions arbitraires A (u), [(w) a la place

de ¢ (1) — (), (W) + ¢ (w); et il viendra
(136)...ay=a[A(u)+(w)]+B [\ (&)+(w)]
+ () + () ]+ X"(1)+ M(w)] + ete.

1l est important d’observer que, pour faire usage de cette
derni¢re valeur de y, il faudra substituer a la place des lettres
u et w les binomes z+¢V'g et z—¢V'g, et a la place des lettres
«, B, v, etc., leurs valeurs déterminées par les formules (134),

' . - 7
en se rappelant que nous avons fait pP=2n+y w=z(—n:—l—),
d’out z=2V{n+1)x. 1l est superflu d'ajouter que les accens
désignent les dérivées successives des fonctions auxquelles ils
sont unis, et que la détermination des fonctions 2 et I dépend
de Pétat initial du fil ou de la chaine pesante.
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72. Pour faire nne application de la formule (136), com-

. 1 .. ’
mengons par supposer p=2, ce qui donne n=-_,ou bien I'é-

quation différentielle (102). On trouve alors que Péquation (133),

. e Vi
est satisfaite en prenant X=E=sm : ;d’ou I'on dedulta—z

’

g=o0, y==0, ¢=o0, etc. Partant P'équation (125) se réduira
seulement a

)

y=2 Dz + V) +[(z— V)]

= e (VB +tVE) +1(VBe—tVE)];
ou il ne reste plus qu’a déuermmer les fonctions 1 et .

Soient y=/1(x) et ‘-l—{ =F () les valeurs initiales des ordon-

nées et des vitesses des différens points du ﬁl ; on devra trouver
F@) = [(VB2)+ V6], Fz)= & [N(V )N V&,
d’ou I'on déduit

\(VBa)+(VBa)=aV Baflw); iV Bx)—dI(v Ba)= V% F(2)dx,
ou bien | |

X(VBa)—((VBa}=—o- (¥ (x)dz. Partant
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(V= Bile) + P, (B Gaf (o) o Flos.

£+2tV 6z :
Changeons x en xtung——sg , et nous trouverons

W(VEe+tv (VB + v Rif [ (L LE) ]
+fH (o
(v Ba—tv =V Ba—tv D[

357 F[ L":‘ﬁ) ]dx

6s+tl/
st—tt/‘ ]

En substituant ces valeurs dans Pexpression de y, on pourra
écrire F(z), f(z) au lien de F (%) ,f(%) set 'on aura plussim-
plgment
(137 =r e l(VBo+tV VotV )
+(V 62—tVg)f(VEa—tVg)
+[F(VBa+tV g)da—[F(VBr—tV 3)da];

< e et dy Vg .
mais ici on suppose y=/{ V&),#TKF( V&) lorsque £=o,

en attribuant, d’ailleurs, des valeurs quelconques arbitraires
aux fonctions f et F.
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La valeur de y que nous avons trouvée a la fin de Fart. 61
coinciderait facilement avec la formule (137) en déterminant
convenablement les fonctions arbitraires dans la premieére. Mais
il faut avouer que ces sortes d’intégrales, exprimées par des
fonctions arbitraires, quoique trés-simples, et pouvant servir
a la discussion des valeurs successives des ordonnées et des
vitesses de chaque point, au moyen de constructions géomé-
triques, sont loin de se préter facilement aux calculs numéri-
ques; et C’est pour cette raison que les intégrales que nous
avons déduites, dans les différentes sections précédentes, de la
sommation d’une infinité d’intégrales particulieres, doivent étre
préferées, lorsqu’il s'agit de calculer les valeurs des fonctions
dont la recherche constitue le probleme quon s'est proposé.

73. Supposons maintenant p==4, et cherchons ce que devient
dans ce cas, qui est celui de l'article 62, la formule (136). Nous

aurons n——--if,' z==V'10z; et les équations (134) nous donneront

°‘=§3’ ‘3:—%’ Y=0, :=0, etc.; ce qui nous apprend déja

que I'équation (132) est satisfaite en prenant

__sin.zVE  VEkcos.zVE

z? z®

X

(Voyez Péquation 135); ou bien

__sin. Vi_t')fx_ V'Ecos. V' 1okx
— (1oxp 102 ?

valear dont nous avons fait usage a Particle 62. En substi-
tuant, dans I'équation (136), z+¢V'g, ou Vios +tVg,z—tVy,
17
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— € 1 : !
u Viox g a la place de u et de w, et( Vies)’ (Vies)

au lien de « et de g; il viendra

Y= S Vies+1Vg)+I([Viea—tVg)]

2—‘/%—_0;), [X(V iox+tVg)+ (v Toz—tVE)]

ou il ne reste plus qu’a déterminer la forme des fonctions x et
[ d’aprés les conditions données de Pétat initial du fil; mais
cette détermination exige encore des transformations et des
calculs assez compliqués; et voila encore un inconvénient in-
hérent a cette méthode d’intégrer les équations aux différences
partielles: Nous n’entrerons pas dansde plus grands détails sur
cette maniére d'intégrer qui, ayant été premiérement employée
par D’Alembert, ensuite par Euler,a été beaucoup étendue par
Lagrange dans les Mémoires de Turin; mais nous ferons re-
marquer seulement que cette méthode ne conduit pas toujours
aux formules explicites les plus simples et les mieux appro-
~ priées aux différens cas particuliers que I'on a en vue; tandis
que l'autre dont se sont servis Taylor, Daniel Bernouilli, La-
grange lui-méme, et dernierement, les plus illustres géometres
de France, est souvent préférable sous plusieurs rapports.

74. Nous allons terminer cette section par la remarque que
le second membre de Yéquation (136) aura un nombre finj de
termes toutes les fois que p sera un nombre divisible par 4;



DU FIL FLEXIBLE. 131

et que, la supposition de p=1ou, ce qui revient au méme,
de n=o0 nous donnant pour X une série infinie, on aurait, dans
ce cas, la valeur de y exprimée par une infinité de termes. Ce
cas, qui est celui de 'homogénéité du {il, est donc moins aisé
a résoudre que d’autres; et I'on voit que ceux que nous avons
analysés dans les deux sections précédentes sont les plus sim-
ples de tous ceux que I'on pourrait se proposer.

7.
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CHAPITRE CINQUIEME.

REFLEXIONS SUR LES CHAPITRES PRECEDENS ET SUR LE PROBLEME DU FIL
FLEXIBLE.

75. La marche que nous avons suivie dans les chapitres
précédens pour intégrer les équations du mouvement oscilla-
toire d'un fil élastique ou flexible, a toujours été la méme et
se compose de trois opérations principales. La premiére opé-
ration consiste dans la détermination de la forme d’une inté-
grale particuliére quelconque; ce qui-ne présente ordinairement
aucune difficulté. La seconde opération se compose de linté-
gration d’une équation aux différences finies ou infiniment
petites, du second ordre, et entre deux variables; elle sert a
trouver la fonction inconnue de la variable principale ou de
Pabscisse, et souvent elle n’est pas intégrable en termes finis;
mais elle I'est toujours au moyen d’une série. Un complément
nécessaire de cette opération a lieu dans plusieurs cas; c'est la
résolution d’une équation algébrique d'un degré tréséleve et
méme infini, & cause des conditions particuliéres auxquelles
sont soumises les extrémités du fil, ou une seule de ces extre-
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" mités. Enfin il y a une troisiéme opération, la plus laborieuse
de toutes, et par laquelle on réduit la somme de toutes les in-
tégrales particuli¢res & Vintégrale compléte, d'apresI'état initial
supposé donné et arbitraire.

76. 1l est prouvé, par les nombreuses applications que les
plus célebres géométres modernes en ont faites a la résolution
des questions les plus intéressantes de la physique, que cette
marche est la plus féconde de toutes celles qui nous sont con-
nues, en résultats vraiment utiles, et d’une application numé-
rique facile et rigoureuse. Nous avons déja observé que I'origine
de cette méthode remonte jusqu’a Taylor ; que Daniel Bernouilli
Pa considérablement généralisée et que Lagrange I'a complétée
dans le probleme des cordes vibrantes. Mais c’est a M. Fourier
qu'elle doit la supériorité qu’elle a obtenue, apres lui, sur
toutes les autres méthodes. Cet illustre savant Pa exclusivement
employée dans sa Théorie de la Chaleur, en la perfectionnant
considérablement, et en la rendant applicable & presque toutes
les questions physiques les plus importantes. Elle réussit dans
tous les cas ou 'on consideére des mouvemens oscillatoires tres-
petits, et, en général, dans I'intégration des équations knéaires,
comme Pa fait voir M. Cauchy dans un mémoire sur le méme
sujet. »

11 était donc de la plus grande importance d’appliquer au
mouvement d’un fil flexible cette méthode, la meilleure de
toutes, pour étre en état d’apprécier les difficultés que la solu-
tion de ce probléme devait présenter, et pour juger la nature
du probleme proposé par 'Académie royale, comparativement
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a Détat actuel de Panalyse algébrique. Cest ce que nous avons
fait dans le mémoire que nous soumettons. maintenant au ju-
gement de ’Académie.

.Les problemes que nous nous sommes proposés et que nous
avons complétement résolus dans ce mémoire peuvent se ranger
sous trois chefs différens, relativement a la plus ou moins
grande difficulté de Fintégration. Le premier probléme est celui
des vibrations d’une corde élastique; et nous pouvons mettre
sur le méme rang celui des oscillations d’'un plan flexible de
forme parabolique; ou d’un fil flexible dont la densité, depuis
Pextrémité inférieure jusqu’a l'autre, croitrait comme les ra-
cines carrées des abscisses. Nous désignerons ce chef par lenom
de probléme du plun flexible parabolique. Le second chef com-
prend le probléme des oscillations d’'un plan flexible dont la

- figure serait déterminée par Péquation y—=Ax*, en comptant
les abscisses de bas en haut; nous le nommerons le probléme
des oscillations du plan flexible de forme parabolique cubique.
Enfin le plus difficile de tous les problémes que nous ayons
résolus est celui des oscillations d’'un fil flexible homogéne, ou
du plan flexible rectangle. 11 est inutile de faire observer que
cette méthode s'applique avec la méme facilité et le méme
succés aux-problemes qui ont rapport 4 un nombre déterminé
de masses liées ensemble et rangées en une ligne quelconque.

77. Si nous comparons maintenant les solutions que nous
avons données avec celles que les autres géométres ont obte-
nues en résolvant d’autres problémes de physique, voici quelles
en seront les conséquences remarquables.
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.

1°. Le probléme des oscillations d’un plan flexible paraboli-
que, quoique dépendant d’équations différentielles différentes,
exige les mémes artifices de calcul, et présente absolument les
mémes diffioultés algebnques que oelm des vibrations des cor-
des élastiques; et, ce qui est plus remarquable encore, il est
du méme genre que celui de la propagation de la chaleur dans
une direction rectiligne.

2¢. L'intégration par laquelle on obtient la solution du pro-
bléme des oscillations d’un plan flexible parabolique cubique,
conduit presque aux mémes formules que le probléme de la
propagation da son dans les fluides élastiques, et celui du
mouvement et de la dispersion de la chaleur a travers une
sphére homogeéne.

3e. Enfin le probleme des oscillations d’un fil flexible homo-
géne présente les mémes difficultés & vaincre que celui de la
propagation du son sur une surface plane de fluide elasthue,
et celui de la propagation et du mouvement de la chaleur a
travers un cylindre.

Le dernier de ces problémes étant le plus difficile de tous
- ceux que M. Fourier a résolus dans sa Théorie de la Chaleur,
on doit juger par la de quel ordre est déja la question des oscil-
lations trés-petxtes d’un fil homogéne flexible suspendu par une
de ses extrémités. :

Ce que nous allons ajouter jettera un nouveau jour sur la
nature du probléme tel qu'il a été proposé par PAcadémie.
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8. Le probléme dont nous parlons est exprimé en ces ter-
mes; « Un fil flexible et uniformément pesant, étant suspendu
par Pune de ses extrémités & un point fixe, et soulevé par son
autre extrémité a une hauteur et une distance quelconque, si
Pon vient & lacher cette seconde extrémité, et a abandonner
ainsi ce fil & Paction libre de la pesanteur, on demande les cir-
constances de son mouvement dans I'espace supposé vide. »

Supposons que le fil soit suspendu a un point fixe pris sur
Paxe des z, dirige de bas en haut, a une distance de l'origine
égale a sa longueur =/; et supposons en outre qu’il soit écarté,
par son extrémité inférieure, d’une quantité » trés-petite, dans
le sens de P'axe des y. Si I'on vient a lacher cette extrémité et
a abandonner ainsi ce fil & Paction libre de la pesanteur, les
circonstances de son mouvement dans P'espace supposé vide
seront déterminées complétement par les formules (76) et (77)
qui renferment le cas général des oscillations d’un fil flexible
homogene. Ce qui distingue les différens cas particuliers com-
pris dans ces forthules générales, ce sont les valeurs des inté-
grales définies qui en font partie, et qui dépendent uniquement
de P'état initial du fil. Pour faire Papplication des formules (76)
et (77) aux oscillations du fil flexible, dans le cas actuel, on
observera premlérement que l'on a Y=o0; ce qui réduit la for—
mule (76) a la suivante.

(138)..y =35 2k2) ?,((:l))cos VI dex«p(&X),

ou il reste encore  déterminer la valeur d’une intégrale définie.
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Cette opération exige que 'on connaisse Y en fonctionde X, c’est-
a-dire, la figure initiale du fil. Or il est clair que, dans le cas
que nous considérons, cette figure doit étre celle d'une chai-
nette, et qu'ainsi Y sera une fonction transcendante de X; et
Pon sait, depuis long-temps, que cette fonction est une transcen-
dante logarithmique.

. 79. L’étjuation de la courbe du fil flexible lorsque £=o, est
rigoureusement

(139)... Y=o+ log, (R VI Py

une des extrémités du fil étant fixée sur Paxe de X, dirigé de
bas en haut, et 'autre extrémité étant fixée sur I'axe des Y,
men¢ horizontalement, & la distance » du c6té des Y positifs;
la quantité b est une constante qui doit étre déterminée de
maniere & avoir Y=o lorsque X=a .= a Pabscisse de P'extré-
mité supérieure du fil. Mais lorsqu'on sappose o trés-petite,
I'équation transcendante ci-dessus prend une forme algébrique
beaucoup plus simple. En effet équation (139) peut se mettre

sous la forme '

Y—» log, (X:£5= vm)

et, en passant des logarithmes aux nombres, on trouvera

—Y

be ™ T =X+5—V{XTEH—F;
18



138 SUR LE MOUVEMENT

en développant le premier membre de cette équation et en

, qe . W —— . .
négligeant les puissances de—— qui sera toujours une quan-

tité fort petite, on aura

b(l_‘“;'Y)'=X+(;—vm;-—:T-,;

ou, en réduisant,

(140)... o0 —Y=VX: 25X —X;

c'est 'équation de la courbe que formera notre fil flexible; ct
pour déterminer la constante b, on aura I'équation

of‘—‘V 2’+n$2—l

qui résulte de Péquation (140) en y faisant X—=/et Y=0; ce
qui doit étre, & raison du trés-petit écart de I'extrémité infé-
rieure du fil. On aura donc b=w, en négligeant toujours les
puissances du second ordre. Partant .

- (140).. Y=o+ X—VXFaeX.

Cette équation peut servir, dans notre cas, au lieu de Péquation
(139), rigoureusement exacte, mais qui est beaucoup plus com-
pliquée.
8o. La figure initiale du fil étant donnée par I'équation (141)
on aura la valeur de la fonction Y qui entre dans l'intégrale
! .
JY dzg(kX); et puisque la fonction ¢ est représentée par la

~

A |
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série (75), on pourra toujours assigner la valeur de cette inté-
grale définie. Développons le second membre de I'équation
(142), et nous trouverons

w’ ? 50*

Y=ot

etc.,

. :
ce qui nous démontre qu'aussitét qu'on donne a X une valeur

sensible, la fonction Y acquiert des valeurs infiniment petites.
Nous pouvons donc regarder Y comme nulle depuis X—=a jus-
qu'a X=I/, en prenant pour a une quantitt —ma, étant m
un nombre assez considérable.

Cela posé, il est clair que Ion aura sensiblement
l a
JYdxe(kX)=/Y dxo(kX).

Cependant, malgré toutes ces réductions et toutes ces simpli-
fications, la détermination, en nombre, de I'intégrale deﬁme
ne laisse pas d’étre encore extrémement compliquée, a cause
de la fonction ¢ donnée seulement par un développement. Mais

il est certain que l'intégrale définie /'Ydxo(%X) aura toujours
] .

des valeurs extrémement petites; et si nous admettons que les

valeurs de cette intégrale soient du méme ordre que la fonction

. . I:J'Y dzo(£X
/—IE ?"(l',l); savoir que la quantité_- (&(l) ) conserve tou-
’ ? )
jours une valeur finie, ou méme une valeur toujours trés-petite,
pour les valeurs successives de #,; alors la formule (138) don~

18.

-
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nera y exprimeé en série convergente. Faisons, pour abréger,
1

EfYdxe(£X)
K= ___ ; et noys aurons
89(kL)

y=K,¢(k,x)cos.tV'E,+K,o(k,x)cos.tV'E,

+K;p(k;z)cos.tV Ey+ etc.

En prenant seulement les premiers termes de cette série on
aura une valeur tres-approchée de I'ordonnée d’un point quel-
conque du fil aprés un temps quelconque; mais le calcul des
termes K, K,, K;, etc., exige beaucoup de temps et de patience,
sans étre pourtant impraticable.

81. 1l résulte de Panalyse précédente que le probléme des
oscillations d’un fil flexible homogene, quoique résolu d’une
maniére générale et compléte, par les formules (76) et (77),
présente encore des difficultés, a raison-des intégrales définies
que ces formules renferment. Ces difficultés sont plus ou moins
grandes selon que ces intégrales sont plus ou moins difficiles
a étre réduites en nombres; ce qui-dépend absolument et ex-
clusivement de I’état initial du fil. Nous avons vu a Particle (45)
quil y a toujours une infinité d’états pour lesquels les oscilla-
tions sont trés-réguliéres; et qu’alors les circonstances du mou.
vement du fil sont exprimées par des formules trés-simples.
‘Nous venons de voir que le cas ou le fil aurait la forme d’une
chainette au commencement da temps, quoique. plus simple
que d’autres cas, a cause de V=0, est cependant assez com-
pliqué pour exiger de longs calculs trés-pénibles. Cette singu-
larité ou, pour mieux dire, cette propriét¢ du mouvement du
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fil flexible n’est qu’une conséquence d’une propriété plus géné-
rale, devinée par Daniel Bernouilli, en vertu de laquelle tous
les petits mouvemens se composent de la somme de plusieurs
mouvemens simples. M. Fourier a étendu cette propriété, en
démontrant qu’elle a lieu aussi dans la propagation de la cha-
leur. Cet illustre savant pense que cela tient a une loi de la
nature et non a la maniére dont le calcul exprime les circon-
stances mathématiques du probléme; mais il nous semble que
la nature doit opérer par des moyens beancoup plus simples,
et il nous répugne d’admettre que ce soit par une infinité de
mouvemens simples qu’elle exécute des petits mouvemens quel-
conques. Quoi qu’il en soit, on doit regarder la découverte de
ce fait comme une des plus belles découvertes de Pesprit hu-

main.

82. D’aprés les remarques que nous venons de faire, on doit
désespérer de pouvoir déterminer les circonstances du mouve-
ment du fil flexible liché par une de ses extrémités, lorsque
cette extrémité est soulevée a une hauteur et a une distance
finies, l'autre extrémité restant immobile. Les équations diffé-
rentielles de ce mouvement sont données par les formules
(96); et en conservant toutes les dénominations de Particle 52,
on aura seulement '

(142)... (:li—tx +g>dm-d(q% =o,%}—’,’dm—d (93—%:0), _

si Pon prend pour plan des (2, y) le plan de la courbe formée '
par le fil dans son état d'équilibre lorsque ces deux extrémités
sont fixes, et si Pon observe que les différenciations indiquées .
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se rapportent seulement a la variable s, dont on peut prendre
Pélement ds pour constant. Faisons dm=ds, puisque le fil
est homogene, et les équations (142) deviendront

d'x d'z dpde . d'y d'y dedy _
() T8V s~ dr  Yde dsds
La difficulté d'intégrer ces derniéres équations tient a la
fonction inconnue ¢ que on doit éliminer d'abord ; ce qui con-
duirait & une équation finale tres-compliquée.

Cette fonction ¢ exprime la tension du fil au point qui a =
et y pour coordonnées apres un temps ¢; et sa valeur dépend
de la courbe que le fil doit avoir au méme instant, et de la
vitesse dont chaque pomt est animé; et cette forme du fil et
cette vitesse dépendent 4 leur tour de la tension ¢. C'est cette
espéce de cercle vicieux qui rend les équations (143) rebelles
a toute espéce de transformation vers l'intégration.

83. Cependant nous avons intégré ces mémes équations dans
Ihypothé¢se des mouvemens tres-petits; mais on s’apercevra
facilement que cela nous a reussi precisément parce que la fonc-
tion ¢ s'est trouvée déterminée d priori, étant alors indépen-
dante du temps; ce qui ne peut se faire dans le cas des mou-
vemens finis. Ce qu’il y aurait dé mieux a tenter dans ce cas,
ce serait de supposer que P'état initial du fil est tel que ¢ de-
vienne une fonction périodique du temps. On pourrait espérer
alors de trouver quelque solution pour tous les cas ou la dé-
termination de ¢ d priori conduirait a une intégrale particulire;
mais on dériverait I'état initial de Fintégrale méme; c’estadire
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que Pon chercherait quelles formes et quelles vitesses on devrait
communiquer anx différens points d’un fil flexible pour que
les équations (143) devinssent intégrables. Mais on doit, sans
aucun doute, étre assuré d’avance que Iétat initial du fil, tel
qu’il est donné par le probléme proposé, ne saurait y étre
compris.

Nous pourrions terminer ici notre mémoire, va Fimpossibi-
lité dans laquelle on se trouve a Pégard de Pintégration com-
pléte des équations (143), et la possibilité hypothétique d’intégrer
les mémes équations, dans certains cas, en assignant des formes
connues & la fonction ¢. Car, en admettant méme que I'on puisse
effectuer Pintégration dans cette hypothése, on ne doit point
espérer de pouvoir éclaircir davantage le probleme du mou-
vement d’une chainette lorsqu’une de ses extrémités vient a
étre lachée. D’ailleurs cela nous entrainerait trop loin et sorti-
rait du but de notre mémoire qui est déja assez long; et nous
pensons qu’il vaudrait mieux encore d’analyser les vibrations
et les oscillations dans un milieu résistant. Nous allons toute-
fois donner deux transformations générales des équations (143);
les seules que I'on puisse faire dans I’état actuel de la science. .

84. Multiplions les premiers membres des €quations (143),
celui de la premiére par yds, et celui de la seconde par zds,
et retranchons le premier résultat du second ; nous aurons

e LN TN e LEy N Gl BN

ou bien
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(”d”d?’ 22 gy)ds+d[o(L27EL) |=o;

intégrons maintenant depuis s=o jusqu’a s=I, ou bien, pre-
nons la somme du premier membre de cette équation par rap-
port a tous les élémens du fil; et, en désignant cette somme
totale par S, nous trouverons ’
xd'y —yd'z
S( de

8 y)ds +9 (‘Ld”—;;fi’ ):—

Supposons que l'origine des coordonnées soit transportée au
point de suspension du fil; et si 'on observe que les termes
qui se trouvent hors du signe d’intégration doivent se rappor-
ter aux limites extrémes de l'intégrale, et que pour une de ces
limites on a x==0, y=o0, et pour lautre ¢=o, puisque ¢ est
égale 2 la tension du fil au point dont les coordonnées sont x
et y; on aura seulement

. zd’vy—yd*z
s(Z " ds=gSyds.

Le signe S se rapporte uniquement a la masse du fil; et I'on
pourra par conséquent écrire

( )ds—gSy ds
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ou bien, en intégrant par rapport a ¢,
zdy—yda\ ;,
s(—_dt'L_ )d:—-A +jgdt8yds.

Cette équation est analogue de celle qui renferme le prin-
cipe des aires; elle exprime une des propriétés générales du
mouvement du fil flexible, quelle que soit la maniere dont il
ait été primitivement mis dans cet état; c’est la premiere
transformation générale dont nous avons parlé i la fin de Par-
ticle précédent. Passons maintenant & la seconde transfor-
mation.

85. Que I'on multiplie tous les termes de la premiére des
équations (143) par dxds, et tous les termes de la seconde
par dyds, et que I'on ajoute les produits, il viendra

(dxd’x+dyd’y

. ded’z+dyd’
s +gdx)ds—9 A

I ds

(dm +dy® )ds'—o

les différentielles étant prises par rapport & x et y dans la
supposition de ds constante, on a

dad'z+dyd'y 1 g1 .
a5 2da’,d.(dx +dy )—2—d;:dds =0;

.!9
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