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SORA NNOT > L BR OP. 0 8. 

Lorsqu'en 1826, époque de sa fête séculaire, l'Académie 

prit la résolution de faire commencer avec le nouveau siècle de 

son existence, une nouvelle série de ses Mémoires, elle arrêta en 

 tuème temps de publier dans un volume à part, formant le sup- 

plément de la série qui venait d’être terminée, tous les mémoires 

posthumes qui se trouvaient dans ses archives, et dont la publica- 

tion avait été décrétée du vivant des auteurs. À ce nombre ap- 

partenaient les mémoires encore inédits d’ÆEuler. On sait que ce 

grand homme avait désiré que les volumes du recueil académique 

pussent contenir de ses mémoires encore quarante ans après sa 

mort. Il ne s’agit pas ici de discuter si l’Académie a eu tort ou 

non de se conformer aussi strictement à la volonté du plus grand 

Géomètre qu’elle ait eu le bonheur de possèder. Le fait est que 

le nombre de ses mémoires posthumes a suffi non seulement pour 

en remplir, immédiatement après sa mort arrivée en 1783, trois 

gros volumes in 4° (Les Opuscula Analytica et le 4%° volume 

de la 2% édition de ses Institutiones Calculi integralis), mais en- 

core pour en orner les vingt-cinq volumes des Nova Acta et des 

4 » Mémoires qu. ont paru depuis cette époque, et en 1823, à l’é- 



chéanee du terme de 40 ans il en restait encore quatorze aux 

archives, que l’Académie offre actuellement au public dans ce vo- 

lume, A ces mémoires on en a joint quatre de Schubert et treize 

de N. Fufs. 

Pour le format et les caractères, on a cru devoir se con- 

former à l’ancienne série dont ce volume est le dernier. 
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DE INSIGNI PROMOTIONE 

BNALYSTS DIOP'H'ANT AE AE. 

Conventui exhibita die 12. Junii 1780. 

k: "+ ‘ES 

| Quando in Analysi Diophantaea ad formulas biquadraticas, 

quadrato aequandas, pervenitur, methodus eas tractandi adhuc parum 

est exculta et nimis taediosas ambages requirit, quando plures so- 

- lutiones desideramus. Qualibet enim solutione inventa formula bi- 

quadratica per substitutionem continuo in alias formas transmutari 

debet, quibus ‘operationibus mox ad tam enormes numeros perveni- 

tur, ut vix quicquam tantum laborem suscipere voluerit. 

. 2. Cum igitur nuper pro Problemate notissimo, quo duo 

Mnumeri requiruntur, quorum summa sit quadratum, quadratorum ve- 

ro sümma biquadratum, in solutionem satis commodam et cocinnam . 

incidissem , mox perspexi, eandem methodum multo magis genera- 

lem, reddi posse. ,Semper enim in usum vocari poterit, quoties ta- 

lis formula biquadratica ad quadratum reducenda proponitur : 

aax\ + 2abay + cxxyy + 2bdxy + ddy* = Q. 

Sert aux Mémoires de l'Acad. L 
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Quia enim ad hamc formam reduci potest : 
(axx + bxy + dyyY +- (ec — bb — 2ad) xxyy 

ponamus brevitatis gratia © — bb — 2ad — mn ut habeamus 

Caxx + bxy + dyy)* + mnrx'yÿ = Q 

huic satisfiet, statuendo. 1 

axx +-bxy +- dyy — X(mpp — ngq) et xy — 2kpq 

tum enim nostra formula evadet quadratum, scilicet XX (npp-+ngq)”; 

ubi notetur, quo plures numerus mn habeat factures, eo pluribus 

‘ modis banc expressionem. immutari posse. 

$. % Hic omnes mumeros m;, #, p, q, tanquam integres 

spectamus; sin autem fractos admittere velimus, loco y unitatem 

scribere licebit, sicque erit x 2Àpq, qui valor in praecedente 

aequatione substitutus praebet "QE 
AAXGppqgq + 2\bpq +- d == Ampp — Ang, x 

quae aequatio cum sit quadratica respect utriusque litterae p et nu. 

pro. utraque radicem extrahendo inveniemus has duas formulas : 

p == = Ma VXnd + Rhag pad mn) — 4h nrge 
4ÀXaqgq — Àm 

— PEN — And EAU 4 À + mn) pp + 4h amp* à 
4— Re Ha) + 

{ 4. Quia littera À nostro axbitrio est relicta haud difcile 

erit ei talem. valorem. tribuere, ut in altera saltem formula extractio 

radicis quadratae succedat, quam si fuerimus nacti, ita ut pro p et 

q determiratos valores impetravimus, inde sequenti modo. plures 

alios valores, atque adeo infinitos eruere licebit. Sint enim p.et q… 

valores, inventi atque ob ambiguitatem signi xadicalis pro. p simuk 

alius valor innotescit, qui si ponatur p’ erit pp = Ten 

Hic jam valor p’ im altera formula loco p substitutus dabit quoque 
movum valorera pro q, qui sit g/, eritque simii modo 

OR 
| Emo Da El 
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Neque vero opus est, istam alteram substitutionem facere, cum im- 
ventio novorum valorum pro p et g sequenti modo facillime expe- 

diri queat. 
L 

Ÿ. 5. Simul enim atque duos valores p et q faerimus RE 
inde statim sequens series assignari poterit: P,9,p',q', 34 2p "34" 

etc. cum sit 

a Te mage 
+ er rs RPRAUE pas — 9 
p!!— PTE _ pl; g" = PU mas gh 

etc. etc. 

f. 6. Quin etiam ambas litteras p et q permutare possn- 
"mus, ut obtineamus hanc seriem: g,p, gq', p, gqg”,p”, ete., 
_ubi iterum erit: 

RES — 2bp se d VO — 2bq/ LA 

D — pp +n PRIT ps à P 
NT jet à RO RE Le ER: 

M RE en Jet 2 lag — P 
F etc. ‘etc, 

. Sicque sine ulla transformatione et substitutione ex binis valoribus 

initio cognitis p et q, quoteunque libuerit, alios valores elicere po- 

terimus, quorum adeo lex progressionis innotescit. Unde patet hanc 

methodum vulgari plurimum antecellere. 

f. 7. Inventa aûtem tali serie litterarum p et g binis qui- 
buslibet conjungendis adipiscemur totidem valores idoneos pro ipsa 

littera quaesita x quippe cujus valores ex priori serie erunt 

2Xpq 3; 2Agp'; 2Apq'; 2Agp'; etc 

ex altera verq serie valores ipsius x erunt 

2Agp; 2XApg'; 2Xgp; 2Apq”; ‘ete. 

posito scilicet y — 1; unde patet, si äli valores fuerint fractio. 
1 + 
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nes, earum denominatores pro 7 assumi posse, dum soli numerate- 

res ipsi æ tribuuntur. 
1 

$. 8. Totum ergo negotium eo redit, ut bini saltem valo- 

res initiales p et g investigentur, id quod plerumque facile fieri 

poterit, quia littera À a lubitu nostro pendet. Interim tamen tales 

valores initiales ex ipsa formula biquadratica per methodum vulga- 

rem derivari poterunt. Sumto enim y —=4{ hujus formulae bi 

quadraticae : : 

aax + 2abx5 + cxx + 2bdx + dd 

radix statuat axx +-bx — d et calculo subducto fiet 
RUN NERO 1 

En eh era 711. ob © — mn +- bb +- 2ad. 

Simili modo posita radice axx — bx — d. fiet 
— bb— 2ad—c ES =mn—4ad, 

PES RE TU 

$£. 9. idem valores alio quoque modo obtineri possunt. 
— mn — 4ad 

&ab  »? 

quae cum praecedentium posteriore convenit. Simili modo si radix 
© — bb I APP 

fingeretur d+bx+ xx foret æ —— ri”. 

praccedentis. Interim tamen duobus valoribus inventis annumerari 

possunt etiam hi: xæ—0 et y — 0, unde autem raro aliquid de- 
L © 

duci potest. 

: : ; — bb 2 à 
Posita enim radice axx + DRE, colligitur x — 

prior valor f. 

Ÿ. #0. Invento autem valore idoneo pro x manente y —1 
haud dificulter pro eo ltterae p et q reperiri poterunt. Cum 

enim posueriuus axx —- bx + d —X (mpp — ngq) et æ = 2Àpq. 
axx + bx + d ___ mpp — nqq 

x FRET re 
axx +bx+d __ À 

x F: CN L 

erit Ex cognito ergo valore fiat 

ut habeamus mpp — ngq —2Apq, colligitur e == 

ubi radix certo extrahi poterit, unde oriatur fractio 
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to igitur p—/f et g—g sponte patescet quid pra À accipi de- 

beat ut fiat 2Apg zx hincque statim binae series memoratae for- 

mari poterunt.  Ceterum superfluum foret hanc methodum per 

exempla illustrare , quia insignis casus jam in dissertatione praece- 

dente (*), accurate est pertractatus. 

£. #1. Etsi formula hic tractata non parum restricta vide- 

tur, tamen plurimae aliae formulae maxime discrepantes ope ido- 

neae substitutionis ad eam reduci possunt, cujusmodi est ista satis 

Tgeneralis a A “is BB" — [, vel posito 7 = € haec simplicior 

aC'+ B—©, dummodo casus praesto sit, quo ea fit quadratum, 

veluti casu C1, ita ut tum sit æ+ {8 —=[]. Omnes autem 

hujusmodi formulae ad nostram formam reducentur ope substitutio- 

nis C — art tum enim post a+ fB— aa, ista formula in- 

duet hanc formam : 

aa-+A(a—ff}x+ 6 aaxx + 4 (a —f3) x°+- aax ==], 

quae pro casu, quo a — 4, manifesto reducitur ad hanc: 

(a+ 2(a — fB}r +axx) + 16afxx, 

quam ergo secundum praecepta praescripta tractare licebit, id quod 

aliquot exemplis illustrasse juvabit. 

Exemplum 1. 

Formulae 2A% — Bi — mr 

{. 12. Haec formula convenit cum ea, unde vulgo bini 

nmumeri quorum summa sit quadratum quadratorum vero summa bi- 
Si UE A : 

quadratum derivari solet. Facto ergo  —C ut sit Cie), 

Mba—2 et 1, undesg ff —t— ad ergo a — 1. 

€) Solutio Problematis Fermaiani de duobus numeris , quorum summa sit qua- 
dratum quadratorum vero summa biquadratum (7. Mém, Tom. IX. pag. 3) 
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Quocirca posito me prodibit ista er ; 

impor ti2 at O sive haec: 

(+ 6x Hxx) — 32zx = [. 

Statuatur ergo secandum praecepta tradita 

41 + 6x + xx = X(pp +-2qq) et Àx — 2pq, 

sive æ —1Apq vel ut fractiones evitemus, si loco g scribamus 2q 

ut habeamus 1 + 6x + æx = X (pp + 8qg) et x AP, nas- 

citur ista aequatio : 

4 + 6 À pq +- App gq = ÀPp + 8 gg- 

Hinc deducuntur sequentes radices 

_— — 3M4 HV 8MG HA 
= AN qq —X 

6 —3àp HV Apt + 8x É 
ARE © 1) 

wnde cum quaelibet involvat duos valores sequitur fore 

E 5. pente 2° 
P+p = TT Àgq— et g +q—= 7 App —8 

Videamus nunc quinam ue pro p et q ex priore saltem for- 

mula prodeant, unde sumto À — { statim se offert casus q = 0, 

unde fit p—f{: Praeterea vero alius casus se offert, quo g — 1, 
; 33 

qui dat p — — 

p—+Z%. Statuamus ergo À — 1 et geminos prœp et q habe- 

mus valores satisfacientes quorum alteri surt q — 0 et p —1, al- 

teri vero g = À, et P— +E ex quibus fit æ—=pg. Relationes 

inter valores ex p et g derivatos erunt: 

; at vero hoc casu ipsa aequatio quadratica dat 

PT PRE 0P pe PP SE g+g — ëp—5 

Quocirca si constituamus seriem g, Pa g’, P’, q”, etc. rit 
NES PRE GI 

gg — mP—8 © q ; p° — tes P 

HER à SP Ne tr 6ds / 
Tir pps D PE EC HR A 

etc. etc. 

Ex valoribus igitur g — 0 et p— 1 nascetur ista series : 
Di Es Pos etes | 

Le 
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Jam ommia producta ex binis terminis contiguis hujns seriei dabunt 
: 1+x . 4 

valores idoneos pro æ ((. 7.), —;+ Hinc ergo 

pro x ebtinentw hi valores: 0; £; 14%; etc. unde pro C dedu- 
cuntur sequentes: 1; 13; —1%$. etc. Alteri valores. inventi g—=t 

et p—;% pro serie g,p, q',p',etc. hos dant numeros f, 6 2 etc. 
unde patet priores. valores pro g et p assumtos solutionem penitus 

exhaurire neque adeo. posterioribus ad Problema solvendum opus 

fuisse. 

Exemplum Z. 

Formulae 3AÏ+ Bi—ry. 

{ #3. Ad quadratum ergo redigi debet haec formulz 

3C#+ +, cui statim tres valores satisfacere EE Rob , Sciicet 

CIC Ur CES 2; 

Cum igitur bic sit a—3 et B—1 posito C— LE nascetur 

sequens formula 4 + 8x + 24 œx — 825 + 4h — [O1 quae per 

À divisa fit t + 2x + 6xx +22 + xi—1r] quae ita reprae- 

sentata (1 + x—+ xx) + 3xx — [] dabit has substitutiones: 

4+z<+ zx —X (pp —3qq} ei x —2Àpq, 

unde ista aequatio. inter p et qg emergit 

# + 2Apg + 4XXppqq — App — 3Xqq, 
unde pro easu À —f et g —3} statim deducitur p——7. Binæe 
autem radices quadratae pro p et q erunt 

__—AFHVX rage 
PTT AM A 
— —APEVEN PIE 

P— sp +sx | 

Ex his ergo formulis erit 
Ce RL D 

P EP TT 4AX gg — À et q + = — ANXPR HR 

Quoniam jam casum invenimus À 4 et g —}, unde fit p=—? 
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htnc statim nostra series q, p, g', p, g”, p”, etc. formari potest, 

ope formularum : t 

PHP LEE 

atque termini hujus seriei Pa 1, m4 SE, ete. unde cum sit 

æ—Z2pq, hinc nanciscimur istos. valores, D et x ES 

unde fit C——; tum enim erit VC Po ve 

Exemplum 3. 

3A4 — B4 
Formuhe = =, Hi: 

{. 14. Quia ïigitur quadratum esse debet 3C1— 3% erit 

a—3, B——3}, ideoque a 1 et a —fB—2, oritur hace 

formula biquadratica 
; GEIE Li 1+8xz<+6xx + 82x+zr =] 

sive 

AH Ax + xx) —13 (2x)ÿ =. 
Quamobrem statuatur 

1 + 4x + xx — X (pp + 3 qq) et z hr. 

unde prodit ista aequatio inter p et q 

1 + 4 pq + À ppqgg ZE APP + 3À qq, 
unde statim quosdam valores satisfacientes eruere, possumus ita ut 

non opus sit ad extractionem radicis confugere. Primo enim sumto 

1 ct g— {1 ista aequatio dabit p—1 et sumto À —3 et 

Di Let Ke 3 Hos ergo ambos casus evolvamus. Sit igitur 

DEMO À — 41, “a ut sit M=py tt novimus casum ubi J = 

et p —!, et quia aequatio quadratica 

PP (qq — 1) + 4pq + 1 — 5 qq 
evidens est summam radicum ipsius p esse p -p'— ne simili- 

qq 

que modo cum sit, gg{pp — 3)+-Apq +-1 —=pp erit g+g re 

Hinc ergo formetur : series d, P, g°, p', etc. quae in numeris itaïse 

TR ET OR PT SE 
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habebit 1,7, +, #, etc. unde deducuntur hi valores pro x, 
L 

— 141 £ ju 19 419 Dr 5 3 » ideoque pro C sequentes 3, =, ,6, €tc. 

Simili modo pro altero casu ubi A3, pi et qg —XZ 
! te AS NT NE aps ob formulas generales p + p ar: " 4 + q jp a it 

/ — hi 1 = AP PHP ES € 9 +0 5 5" 
: ; ; “ L . —3 —} 

hinc series p, q, p’, q’, ete. ita se habebit 1, ?, —; Re» etc. 
Ag FA ; pare = d/f à 

Quia igitur hic x — 3pq erit iterum æ—3, — ; Rs sicque 

amplissimurm usum hujus methodi me satis abunde declarasse video. 

{. 15. Haec exempla nonnulla insignia compendia nobis 

suppeditarunt, quibus totum hoc negotium multo facilius et elegantius 

expediri potest, quee in sequenti Problemate clarius explicabimus. 

Probiema. 

Proposita formula biquadratica in hac forma contenta : 

(axx 4 2bx + c) — 4mnxx 

_invenire infinilos valores ipsius x, quibus ista formula 

<vadit quadratum. 
e 

Solutio. 

%. 16. Primo ista formula fit quadratum, si fuerit 
axx + 2bx + © ZX (mpp — ngg) et x API 

tum enim ejus radix erit À (mpp— nqg). Posito igitur x = pq 

prior aequatio induet hanc. formam : 

AX app qq —- 2 Xbpq + cc Akmpp + ÀnGg; 

unde statim unus casus quaesito satisfaciens elicitur sumendo p—0, 

tum enim erit c — Àngq. Sumto igitur À nc fiet q= = »  hicque 

solus casus innumerabiles alios sequenti modo producet. 

0 
22 Suppl. aux Mémoires de l' Acad. 
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$. 17. Cum aequatio modo inventa tam pro p quam pro 

g sit quadratica, pro utraque etiam geminum valorem eontinebit, 

unde si pro quovis g gemini valores ipsius p ponantur p et p, 

erit ex natura aequationum 
Piotr: AN LEP T I ESERS 12 get abatten 

Simili modo pro. quovis p si gemini valores ipsius q ponantur g 

et g’ erit g+g = TT . Quare cum pro casu cognito in- 

_ venerimus À — AC, ubi scilicet erat p == 0. et q — = erit pro: 

omnibus. reliquis casibus: 

ee 
Harum igitur formularum ope sequentem seriem formare licebit : 

P; q; pe g', ne ge etc. 

quippe pro qua erit 
SR AN 2bq à TRES TUE 

P —— M—nacqq SR an —nachp 

RER RER LEON ANNE HU Lt 320" / 
P TT Mm— nac q{ p ME ME n— nach? 7 

f, 18. Cum igitur hujus seriei ex casu cognito p—0 et 

= ope harum formularum termini sequentes haud. difiiculter 

formari possint, erit 
DRE ER y _ Gmnbb— (mn — ac)? : 

P — mn a ? 7 TT n(mn— ac)? — 4nabbo- 

Si hoc modo etiam sequentes definire vellemus, ad expressiones ni- 

mis prolixas pexveniremus, verum in exemplis numericis hunc la- 

borem quousque libuerit haud diffculter continuare licebit. 

f. 19. Inventa autem hac serie valores idonei pro ipsa 

quantitate æ expedite assignari poterunt. Cum enim ob À —ue 

sit x — ncpq ejus valores successivi erunt 

ER æ = ncpq = —?° 
ECHATE PP Gt uer 

abc (4mnbb — (mn — ac)2), 64 HE Bt: PEER Get 103 — jabbe (mn — ac) 
“et ita porro. 
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f. 20. Ex singulis autem istis valoribus ipsius æ totidem 

ali affines sine ullo labore exhiberi poterunt. Cum enim ipsa for- 

ma proposita posito æ —=— induat hanc formam : 
{a+ by + cyy)* MNT: LES on 

ne a. BAT 4 
quae per y multiplicata praebet istam formulam quadrato aequan- 

dam: (a +- 2by + cyy) — Amnyy, quae a proposita aliter non 

differt, nisi ut literae æ et © sint permutatae, Quamobrem si in 

omnibus valoribus pro æ inventis litteras & et c inter se permute- 

mus, totidem valores pro littera y obtinebimus, qui inversi dabunt 

_ totidem novos valores pro x, scilicet si valor quicunque pro x in- 

ventus fuerit x =", atque in quantitatibus Ÿ et g literae & et c 

permutentur, unde prodeant f! et g, tum quoque erit x = Ë 

hocque modo vix ullum dubium superesse poterit, quin pro æ omnes 

plane valores satisfacientes eruantur. 

" 

2 
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FE. 

SOL: UF LOG 

PROBLEMATIS DIFFICILLIME, 

QUO HAE DUAE FORMULAE: 

aaxx + bbyy & aayy + bbxx 

QUADRATA REDDI DEBENT. 

Conventui exhibita die 3. Julii 17804 

‘ Ÿ #. 

Hanc quaestionem non solum solutu difficillimam sed etiam 
maximi in Analysi momenti pronuaciare non dubito. Primo enim 

in ea evolvenda satis diu frustra desudavi; deinde vero solutio 

quam tandem sum adeptus plura insignia artificia calculi postulat 

quae haud contemnenda incrementa in universam Analysin Diophan- 

team inferre videntur. Cum autem haec quaestio ceirca bina qua- 

dratorum paria aa, bb et xx, yy verseter, eorum meutrum pro lu- 

bitu assumi potest, sed ambo parem industriam et sagacitatem 
requirunt. 

$. 2. Ponamus igitur 
aazxx +- bbyy —zz et aayy + bbxx = ve, 

atque his formulis tam addendis quam subtrahendis prodit 

(aa + bb) (xx + yy) = zz +- vu et 

(aa — bb) (xx — yy) = zz — vw, 

ex quibus quidem primum speravi solutionem derivare posse; prop- 

terea quod summa quadratorum 22 + uv pluribus modis in duo 

quadrata resolubilis requiritur: tum vero etiam manifestum est, 

formulam zz — vu plures factores involvere debere. Interim tamem 
“ 
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haec consideratio vix quiequam ad solutionem inveniendam conferre 

videtur. Inde enim multo labore vix tandem unicam solutionem 

elicere potui, qua inveni a— 5, b—3, x—7, y—4. Hine 

enim fit | 

aazæ +-bbyy = 35° +127 — 37° et 

aayy +- bbxx = 20° + 21° — 29°. 

Verum nihil prorsus attinet conatus irritos meos fusius exponere 

propterea quod tandem ad solutionem generalem et satis elegan- 
tem perveni. 

$. 3. Primo iïgitur ut formula aaxx + bbyy quadratum 

reddatur pono D — PP; bro altera vero formula pono = = 7% 
2?4 ; ) by ars ? 

' 1 es : xx _—_ rs (PP — 44) CU : quarum ïla per hanc divisa praebet y BG 55) rs Si utrin- 

- . PP qq DRE : : . Pbqqxx ___ Pa (Pb — qq) : que per —. multiplicetur, orietur Frss93 —rs{rr= ss)? Sicque to- 

tam resolutionem perduximus ad binas has formulas inter se pror- 

sus similés pq (pp — qq) et rs (rr — ss), quarum altera per alte- 
xam divisa quadratum producere debeat, vel quod eodem xedit, ut 
earum productum evadat quadratum, in quo negotio plures Geome- 
trac ingenti studio sunt versati, neque tamen a quoquam resolutio 
satis generalis est inventa, unde non solum plures solutiones parti- 
culares ad hoc institutum satis accomodatas sum adeptus, sed etiam 
tandem mihi contigit in solutionem generalem incidere, qua fines 
Analyseos diophantaeae plurimum proferentur. 

f. 4. Quod si autem hujusmodi casu invenerimus quo 
papp—at) tt. 
TS(rT— ss) uw 

x rst statim inde deducimus RE ideoque 5 — pau? qua fractione 

. ad minimos terminos reducta ponatur æ —7rsf et y —pqu. Hinc 
cum habuerimus 5 ce En , ideoque + — =œe. 4), qua fractio- 
me ad minimos terminos reducta capiatur iterum 
L jé a—u(pp — qq) et b — 2rst. 
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% 6. Hic ügitnr commode in usum vocari potest tabula 

quam non ita pridem än dissertatione dedi, in qua hujus formulae: 

AB (AA — BB), à 

factores non quadratos exhibui. Quod si enim inde depromantur duo 

casus eosdem factores non quadratos continentes, ‘«eorum ’productum 

utique <erit quadratum, ideoque solutionem nostri Problematis suppedi. 

tabit. In ea autem ‘tabula statim se offerunt tales valores: p=5,g=2, 

r =90, s —"1" "Hinc Eu. ent 2261) 1, IOEUQUÉ PEUR 

et u — { unde ergo habebimus s = — get _ = P=u RE 

Hinc ergo colligimus a 7, b—4, x—56,4y—3 quandoqui- 
dem tam litteras a et b, quam x et y inter se permutare licet, 

sicque iste casus cum ante memorato cenvenit. 

%. ‘6. Simili modo ‘tabula ‘allegata ‘etiam dat hos valores : 
pa bp — qq) 

P—=5; g—2; r—8, 5—T, und ft 
ZX, erge 

£— 1 et u—=2. Minc «ergo habebimus 

MTS — et PER — 3. 
PT NM 24 513 D arr 

Quamobrem sumi potest a—8, b—3, æx—=14, y —5 unde 

ft aaxx + bbyy —= 113 et aayy + bbxx — 38° quae solutio a 

praccedente parum discrepat. 

%. 7. Adhuc alius casus ex tabula depromi potest, quo 

pd, Jet, T8 SE 7"S, qui dat PURE — I crgo ite- 

rum £==1{ “et 4 — 2, «wnde colligitur 

ETS —2 et L— PP — 7% 
C'homet T7 0) GENS LE 

Santo ‘igitér va 22 4,7 DE 2 22 Yi) het 

* aa zx + bbyy — 12% et aayy + bbxx — 737. 

$. 8. Quoniam autem hoc modo solutiones tantum singula- 

res reperiuntur, atque tabula illa ad imites satis arctos restringitär, 
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hic potissimum in formulas generaliores sumus. inquisituri, quae si- 

mul infintanr multitudinem solutionum contincant, id quod pluribus 

modis fieri posse observavi, etsi hae formulac tantum solutiones 

particulares exhibeant. : Quamobrem aliquot hujusmodi soluiones 

particulares in medium afferamus, ex quibus innumerabiles alias s0- 

lationes derivare liceat, quibus expositis solutionem demum genera- 

kem, aggrediemur. 

Prinra solutio particulariïs. 

f 9. Sumamus statim s—gq et r —p+-g, quo pacto 

fractio nostra generalis À? LR — ad hanc simplicem formam 

itur 4 — tt P'— Et mobren reducitur D Eag — mi, unde deducimus TZ — ut Quamobrem 

si sumamus p == uu —- 2{t et q — uu — tt fiet r == Quu + té et 

3 — uu — tt. Ex his ergo valoribus colligitur 
x ___t(cuu +-tt) a 31 
— t — — 

y 7 u(uu—att) D —— 2{uu—tt} 
ideoque 

a 3lu, D—J(uu—tt), x—t(2uu + tt), y—=u(uu +24). 
Ex his autem valoribus erit 

ax — Sltuç2uu- tt) et by — 2u(uu —tt) (uu +- 244). 
Hinc igitur colligimus 

Z = u((uu — tt)? + (ui + 2uÿ)—=u Q2uË + 2Htuu — 54). 
Simili modo. cum sit 

ay — 3tuu (uu <- 2H), et bx —= 24Cu-T #0) Q2uu + 16), 
unde colligimus 

L (tes EL) + Ç2 uu + 47) — LÇ2L + 2ttuu.+ But). 

$. 10. Hinc igitur facili negotio plurimae solutiones singu- 
ares deduci poterunt, quia pro litteris £ et w numeros quoscunque 
assumere licet, non solum im numeris exiguis sed etiam valores 
quantumvis grandes assamere licebit, ,cujus modi ope tabulae ante 
usitatae neutiquam obtineri possunt. Opcrae igitur pretium erit has 
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formulas per exempla illustrare, dum scilicet litteris # et x valores 
pro arbitrio assignamus. At quia litterae # et u inter se permu- 

tantur ipsi x valores majores, f vero minores tribuamus, quia casus 

t —u nihil daret. Hinc in sequentem tabulam plura exempla si- 

mul ante oculos ponamus: 

UE 2109.47 30 4 4 5 5 5 5 6.| .6 

lil a le Lait SEPT S 4 | 1 | $ 
aPuL 9 | o dot as sl PRE 40 | 0 | 728 
AU 6! 5€"5 À 7 VAE MMaT eut 35 | 

als! 10 | 441 14 | 4123/4171 36! 177 | 88 | 73 | 485 
ylil 331 51] 24 | 186| 45] 55| 215 | 96] 228 | 516 
2l51555l4711122 24101725|425/10525/925 8007 22561 
v}5l4251509 13 2595 353/373|11211|086|3277|23825 

Solutio particulares secunda. 

$. 11. Maneat 7 —p +-q et sumatur s —p fietque 
papa) 2 bte PE, 
TT SIN TE NOR TPE ET 

igitur À — ti : = uu + # | unde colligitur q — ui cat: Sumatur ergo p—uu+tt atque 

g —uu— 2tE, eritque r 2 2uu—it et sZ=uu+it Ex his 

valoribus sequitur fore 

Sc rs "Faut pt) = t a Tu (bp—q) =: BTE: A 

y 7 pqu —— u(uu —att) be Lie. 2rst 7 a (uu + tt) 

Quamobrem radices quatuor nostrorum quadratorum erunt : 

a3tu; b—2(uutt); m—I2uu—tt); y—=u(uu — 218), 

quae solutio a praecedente hoc tantum differt, quod fl hic sit ne- 

gative sumtum, manente tamen radice £ eadem, unde deducuntur 

pro z et v sequentes valores : 

z—u(2u— Zttuu 51h) et v—#(21}— 92 Hluu 4 su“), 
sive in gratiam calculi 

z = u (Quu + tt) 4 (uu — 24) 

v — t (Guu + 6) + (a uu — ty). 
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f. 12. Etsi hae formulae tam parum a praecedentibus dif- 
ferunt, tamen prorsus diversas in numeris solutiones suppeditant ; 

quocirca ut ante loco £ et u valores simpliciores accipiamus et so- 

lutiones numericas in sequenti tabula repraesentemus, ubi notandum, 

si loco &, b, x, y prodeant valores negativi, eorum loco semper 

positivos scribi posse. 

u 2 3 8 À À { 

{ 

AS ‘o | 9 6 18 15 | 45 | 30 9 
US | 20! 43 | 17 | 26 | 52 | .68 | 41 37 
1 

1 
717 | 28 | 314 | 69 | 49 | 123 | 136 | 71 
Pau la lec le are tluas.| 36. l'20 

5|29|4471255|070|1258 | 6025 6025 |4325|7875 
51371350|365|1062511731|3077 851115674|13205 e ue 8 a 

Solutio particularis tertia, 

f. 13. Sumamus hic s—q ac ponamus 7 

eritque p (pp — qq) —=r(rr — qq) unde fit 
3— p3 

g= = ir pr +pp, 
_quae ergo formula quadratum esse debet. Cum igitur sit 

g=C+ip) +3(2), 
sumatur 7 + 1p—ft— 3uu et 1p —2t{u, eritque g tt +3uu, 

Quoniam ergo p—4tu erit r tt — 21u — Buu —=(tH+u)(É— Zu). 

Quare cum pro praecedentibus formulis sit = 1 et u —1, quos 

valores cum praesentibus confundi non oportet, erit : 
ETS LR Se CC 
y 7— pq BE T ors 

Habebimus ergo æ —(t—-u)(t— 3u) et y— Atu; tum vero 
a (t—u)(t+3u) et b — 2 (tt + 3uu). 

Cum igitur sit 

ax — (tt — uu) (EE — Quu) et by — Stu (tt + 3uu) 

3 Suppl. aux Mémoires de l'Acad. 
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ponatur (ét — uu) (tt — 9uu) — A? — B° atque esse oportét 
Stu(tt = 3 uu) —'2ABS ‘4 

ut fiat z—A°-+ B% Erit ergo AB — 4 {u (tt +- 3 uu), unde su- 

mamus À — tt + Buu et B—4Atu, eritque 

A+B—=(t+3uy(t+u) et À — B—K(t — 3u) ( — u) 

quocirca erit A D — (tu) CE —19 un) prorsus uti requi- 

ritur, consequenter erit nunc 

z— (it + Suu) + 16 ftuu — t} + 22 ttuu + Qui. 

Simili modo sit ay — Atu (É — u) (t + 3u) +- 4 AB ct 

bx —= 2 (tu) (t — 3u) (ét — Suu) — 2 (À? —/BŸ: 

Hinc enim fiet v — 2(A°+ B°). Statuamus ergo A+ B —tt + 3uu 

et A— B—tt—2lu—Buu unde fit À = tf—tu et B— 3uu+tu, 

quod cum positione egregie convenit, consequenter erit 

v — 2(Ht(t—u) + uu (Et + 3uŸ). 

En ergo solutionem nostri problematis tertiam particularem 
a—(t—u)(t-+8u); b—=2 (tt + 3uu) 

xz—=(t+u)(l{— Bu); y—Âtiu 

z = (tt + 3uu) + 16ttuu 

v— 24 (t— u) + 2 uu(E +- 3u}°, | 

Ubi iterum notandum est si pro his litteris valores prodeant nega- 

tivi, eos tuto in positivos verti posse. Tribuamus igitur binis lit- 

teris é et u simpliciores ‘valores numericos, unde quidem casus 

t—u, et { — 3u excludi debent, itemque casus ubi £ et w sunt 

impares, et solutiones hinc oriundas in sequenti tabula stipemus 

t 2 1 À 1 4 5 2 5 À 

u { 2 1 4 3 2 5 | 4 5 

ele ll et | So 148 | as | TEE one 
bf 14 | 26 | 38 98 86 TA 158 146 182 

45 RE M NS 55 35 7 CE 63 99 
yl 8 | 8 h16 | 46 | 48 |40 40 80 80 
z re Es 4153/2919 | 7841 | 11729 | 14681 
vh 58 [3941368 |642613074 en) 9298 | 18082 
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Solutio generalis. 

{ 14 Cum totum negotium reductum sit ad resolutionem 
7 | 

Porx RC ne ag) tt tt Ë 2 
 hüjus aequationis: ns (rr = 55) — du? loco = scribamus brevitatis 

gratia litteram n, ïta ut sit É = yn et u—1, unde ex litteris 

g, r, s, inventis numeri quaesiti @, b, æ, y ita determinabuntur, 
EN GC PPS Ê : . 

ut sit —— ya et -—"., , vel, cum litterae @et b inter 

se permutari queant, poni poterit ner HV, quibus fractio- 

nibus ad minimos terminos reductis EAP utue ipsi numeri quaesiti 
a, b,"æ, y. Nunc quemadmodum illa aequatio principalis : 

Mopr(r-on) — , 
rs(rr—ss) — - 

resolvi debeat hic prorsus novam methodum apperiam, unde maxi- 

ma incrementa in universam Analysin Diophantaeam redundabunt, 

cum a nemine adhuc ista aequatio generaliter sit evoluta. 

%. 15. Quoniam hic sola relatio inter binas litteras p et q et in- 

ter binas r et s in computum venit, sine ulla restrictione assumere licet 

MS — a ita ut sit ur css Zn; hinc re 09 —= tt . Hic jam 

. porro statuatur p = rv se 11 == T— , Sicque tota invetigatio eo 

_redit, ut ista formula PTE quadrato aequetur. Communi igitur me- 

thodo utentes, productum ex numeratore in denominatorem, quod 

est ul — 05 — nu —+-nn quadratum reddi deberet cujus quidem 

ope statim aliquot valores pro v erui possent, quibus inventis ipsa 

haec formula per novas substitutiones transformari deberet, unde 

_ denuo novi valores erui possent, verum mox ad numeros tam enor- 

mes perveniretur, ut non nisi paucissimi valores modicae magnitu- 

dinis erui possent. At vero methodus mea nova nobis plurimas 
. solutiones in numeris satis exiguis suppeditabit. 

f. 16. Statuo autem tue), ita ut sit T=v—z, 

dum, ut ante vidimus, est 2. Facta igitur evolutione prodit 
a L 2 
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haec aequatio : 

(n + 22) vu — z(2n + z)u + n(zz — 1)=0, 

quae tam respectu ipsius v quam ipsius Z est quadratica, ideoque 

duas radices exhibet. ‘At vero termini secundum Z dispositi prae- 

bebunt hanc aequationem : 

(n — v) 23 — 20h —V)3 —n(1i — V0) — 0. 

Quoniam igitur cuilibet factori ipsius v gemini ipsius z respondent, 

si hi designentur per z et z’ erit ex natura aequationum z+z"=2v. 
Simili modo cuilibet valori ipsius z respondent gemini ipsius v, qui 

, + HEURE y _— %(&—+n) 
si ponantur v et v erit v+Hv—-—, 

pro v et z quicunque habeantur, ex ïüis novi pro iisdem litteris, 

scilicet v’ et z/ erit 2/=— 20 — 3 et w —*E+2 __ y, Simili- 
23% +R 

que modo ex his valoribus denuo bini novi, hincque porro alii in 

infinitum reperiri poterunt, idque facili negotio, atque in hac duplici 

evolutione tota vis novae solutionis consistit, ita ut hoc modo plu- 

rimi valores sine ulla molesta transformatione obtineri queant sta- 

tim atque binos tantum valores pro v et z cognoverimus. 

unde, si jam valores 

{. 17. Tales autem valores primitivos ipsa aequatio qua- 

dratica quasi sponte nobis offert. Posito enim v= 0 fiet zz—1=0 

unde duo valores oriuntur 3 +41 et z———1. Simil modo 

posito z—O0 fit vv—1—O0 ideoque tam v—+1 quam v——1, 

ita ut hinc jam habeamus quatuor casus, unde continuo novi valo- 

res pro litteris v et Z derivari queant. Praeterea vero etiam 

quintus casus adjici poterit, ex positione v—c oriundus; tum 

enim coëfficiens ipsius vv qui est 7 + 23 nihilo aequari debet, unde 
n so é 

cum fiat z=—- nunc aequatio induet hanc formam: 3nv+nn—4, 
sue _— nn . RE « 

unde colligitur w—=—, qui est alter valor ipsius v, valori 

ME _ respondens, dum alter erat 1, atque ex his duo- 
. 4 — 

bus valoribus z— — _ etui LT, ope nostrarum formularum 
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continuo plures novi elici poterunt. Hinc ergo istos quinque casus 

ulterius evolvamus, 

Casus I, 

AO = 04 ét SZ tite 

$. 18. Hinc igitur per nostras formulas alternatim appli- 
candas novi valores inde oriundi reperiuntur : 

oO _1—+an es LR 

M ie it: 
2°) 2 —— RU ES) — 4fm—a), Z'— 6n1— 167 10! 

nn —HionH+A16 — n+8 ? nn + ion 16 : 

In genere autem vix ulterius progredi licet. Loco n nunce restitus- 
gr . MN ret2n —— 1 

mus >, et cum secundus valor sit V— et v — 2 5» 
. D ___ uu—+ott q tf— uu — À? Te me EE mobrem 

erit U — TO auu tt et vu QE TT tt+ouu Qua 

sumamus p —uu + 2lt, q—=ii—uu, r = 2uu+tt, s —ti— uu, 

qui casus prorsus congruit cum solutione particulari prima supra 

data. Simili modo evolvamus valorem tertium ipsius v qui erat 
4&(n—:) : + “on __ ni—2on—8 . As Cu respondet z — — —, unde fit VTT) 

À - D __ 4(tt— uu) q __  1#—92ottuu — Bu 

Hinc ergo erit + et + — Quu tt) Guu + ft) * 
tur ergo r — (2uu + tt) (8 uu + tt) eritque 

p—A(t—uu)({t+2uu) et q=s = tt_20 ttuu— 8 uñ, 

Hince igitur porro reperitur 

Suma- 

x ___ t(8un—+tt) et 2 — __3tu(5t4— 16ttuu — 16 u4) 
7 4u(tt— uu) Bb 2 (auu +11) (1 —2ottuu — 8u#) 

unde innumerabiles novae solutiones reperiuntur. 

Casus II, 

quorve== Olett si 4, 

f. 19. Hic ergo formulis supra datis sequentes valores de- 
ducuntur : 2%, 3— — 5%, y ——4G—tHi 

n—2 “= —g + Evolvamus 
secundum valorem ipsius v scilicet 2", cui respondet z = — 1; 
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n Û tt 
unde ft u—z—""t; ergo loco n posito — fiet 

2—1N uu 

Pare su ait LR 2 2222-1t US 

T bent ET À T À Re cum —tt 

Sumto ergo r —{t — 2uu erit p—uu—2tt et q =s —tt +uu 

unde jam patet hunc casum cum solutione particulari secunda con- 

venire, quia litteras p et q inter se permutare licet, neque ergo 

opus est hunc casum ulterius prosequi. 

f. 26. Consideremus igitur tertium valorem ipsius v qui 

erat pe cui respondet 2= +. His duobus valoribus 

cognitis habebimus ? QE a v— z, sicque obtinebuntur 

quatuor litterae p, g, r, s, ex quibus porro facile deducuntur nu- 

meri quaesiti a, b, x, y, ope RE supra datarum 
a TAUESEES x 
= moe n. 
—— pp V 2h 

Ad quod He PRE Re ca quo n=® eritque z == 
= 52 _— 675 p 25:58 et v De Hine fit vu — z a Hinc ergo erit = Et 

QUES. 675 ; PURÉE — — $ p 523" OUMAMD Crée sr 23) 00 pe — DCE ge OA 
3.23 

unde porro sequitur . ÆS z. SE et = es = . Quatuor ergo 
‘F . Le É . 

aumeri quaesiti erunt 

a DO TS D'ESSAI 62003: 23% ASS LORS 

Ciaismess TETE 

QUO Zi AUrREL em 

f. 24. Ex formulis supra datis pro hoc casa deducuntur 

sequentes valores : 3 
ss 3n 4in— 2) Snn—2/4n + 16 2: D — — HRTU, y— Ra pale 
RL — SES — n+4 ? v— nn + ion — 6 ; 

: - te 2,7, OU ubi primus valor ipsius v nihil prodest; secundus vero V= 

cui respondet z2— 2, ita &t sit u — me dat 
FL 3tt t HA he AUL 

5 ft quu 7 TT fi+qu 
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Sumto ergo r—{t+Auu habebimus p = 8 et q —s —it—Suu 

ex qubus porro deducimus : 

EE Une) eo , — (tam), 
b —— 4u(tf—2uu) DUT T 3tu 

Hae formulae reddentur concinniores, si loco w scribamus Eu, tum 

enim erit: 
a t (tt — auu) — 

7 re ile ee 
consequenter quatuor numeri nostri quaesiti erunt ; 

a—t(tt— 2uu) bu (2tt—uu); à 2 (tt-uu) ; y aitu, 

qui casus iterum convenit cum solutione secunda particulari, 

Css Ev, 

quon Zz'==n0" et ve 1: 

f. 22. Hinc igitur valores derivati ita progredientur : 

m0 Ve ds oz —— 9; Mers 22; 
D = (An 3m 16): y 

nn —12n— 16 

qui valores a praecedente casu hoc tantum differunt, quod sumto n 
— 3n 

4? negativo etiam v et z fiunt negativi. Hinc si ex valore v— 

posito 7 — D litterae p, q, r, S, derivantur érit 

, p—=äâtt; qg—s—it+Suu; r —it— Auu; 

ac si hic ut ante loco w scribamus 1w, valores litterarum &, D, 

z, y, quaesiti erunt : 

a—t(tt+2uu); b—u(2tt+uu); z—=2(it—uu); y=3tu, 

quae formulae conveniunt cum casu particulari primo. At vero 

sequentes valores ipsius v in omnibus his casibus prorsus novas 

suppeditabunt solutiones in casibus particularibus non contentos , ex 

quo generalitas hujus novae solutionis clarissime elucet. 

C'RReCV 

qui incipit à v = co. 

f. 23. Ex formulis ergo generalibus valores successive pro 
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u et Zita se habebunt: 
ent BU En), SIC Sn, = 16— mn, _n(64—nr) : 

M 005 2 SV sum cn * RTE) 
. . . . . — "1 

Hic jam secundus valor ipsius v qui est 4 ; Cui respondet 

mn 7. . __ 8—+nn- . RSS 

RSR ita ut St U—2—— 5 — ; posito 7 — +2? hos praebet 
NT 4 ts 5 

valores: 2 — 4%? « 2 — BUT unde deducimus 
T 7 3ttuu r Gttuu ? 

P= sut 51: r—GCliuus gs — sut 42e 

ex quibus colligimus fore 
a ___4u(out+f#) EAN 627 
5 — item) À your? 

ideoque sumi 

a—du(sut tt); b—+t(16ul—tt); m—6fu; y—8ut— 26}, 

Has igitur formulas ad solutiones quasdam cie accommodemus, 

tribuendo litteris £ et w valores simpliciores, quas solutiones in 

sequenti tabula SR vas 

t 3 1 1 | 2 
u 2 o 2 9 

Cali [ul 4. COM CREre 19 NT. 12 5018.43 | 5484 
es , 
1 |2 
1 |1 

b 337.266. 7.270 |6/47]706738 
x 2.81 9 2 »|::5 0 
y 17 17-ant À rl TR 

. 24. His casibus litteras z et v non ultra paucos termi- 

nos assignare licuit, si quidem litterae n valorem indefinitum relin- 

quamus ; at si ejus loco determinata quadrata assumamus, plerum- 

que has series ad plurimos terminos continuare licet, id quod 

nonnullis exemplis ostendisse juvabit, 

Evolutio solutionum 

ex casu n —= À oriundarum. 

Rs) 
/ . . . an. 

3 — 2u —z. In hujus evolutione statim a casu quinto quo 

{. 25. Hoc ergo casu erit v — — v manente 
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y — © incipiamus, quoniam mox yidebimus, in eo reliquos quatuor 

casus omnes comprehendi. Quoniam igitur pro hoc casu vidimus 
—" 4 -— nn ‘ * 

esse Zz D —— et sequens D al series harum litterarum se- 

” quenti modo se habebit : 
SE 14 ar 14 

4 D ÉENSTSEE > .2 V—HTEs 2 — 5% 
Le 

432 OT Ed LEE _ Re DE 
dd 4 VE — 4 ; a 0 NES, FEES 6 

= Fe 7 =; 3—= +2 y CU ZE 
273 31 ta 66 

: DEN he ti Vs 5 2—+x% 

LE PAC DÉNISRRREE 26 
If OX: 32 — À NES Fe Ci, = 85 

, — dre 
L — 225 22= —- 6 v — os — 187 

74x 
Y=+H 65; z3—= +16 V—= + 5; etc. 

{. 26. Hinc jam ex quovis valore v cum proximo z con- 
juncto (perinde enim est, sive cum praecedente sive cum sequente 

conjungatur) solutio nostrae quaestionis deduci potest, cum sit 

L—'Yy et 1 — y 27S, 
r (o 

hincque porro ob 4 n'— 21 Net 
\ a 4Trs x 2TS 
ee GEL 
b PP — qq J pa 

; — 5 3 : 
Ita sumto v — +, cui respondet z— —— fiet z —v — #. Hinc 

21 ? 6 42 

ergo erit À jet TJ = #. Sumiolergo r —42'erit p—8 et 

— s — 43. Ex his valoribus denique colligitur F=5S et 

LES quocirca erit 

, D 8 A9 NE AT om EI, 4 2 

Mine ecrit. ar —3.7.8.143 et by —2:6.17, qui factorem 
communem habent 2. Posito ergo 

RSI 45 ABS". Nr AN BE, 
sumtoque À — 43 et B— 42 fiet AA — BB—5.17 uti requi- 

ritur, ex quo erit V aa xx + bb yy — DICAS" 2 42°) = 1226 

&|8 © 

Suppl. aux Mémoires de ? Acad. e, 
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que numerum supra VOcavimus Z. Simili modo erit ay 16.43 

ét bx —3.5.7.17, atque hic habebimus 

AB— 8.43 et À—B—3.56.7.17. 

Sumto ergo A—=43 et B—8 erit 2_B°—35.51 quamobrem erit 

4 aayy + bbxx = 1913, quem nümerum supra indicavimus littera 

y ita ut v et z innotescunt. Ceterum quia in serie litterarum Z 

et v inventa oceurrunt valores v—0 et z——0 evidens est, omnes 

quatuor priores easus in illa involvi. 

Evolutio solutionum, 

—+ 4 : 
ex casu 7 —} oriundorum. 

: y __ 22%(2%—+ 1) 
£ 27. Hoc ergo casu erit D ——;;,  v manente 

z — 2v—z. Pro hoc jam omnes quinque casus supra constitu- 

tos percurramus :. 

I. IT. III. IV. Y. | 

== Blv== 0 | ve | 10000 

CRE Far = | — 1 lv 4 

LA 

j— #2 — _— 2 NV | LEUR Me AE ñ 

I —— 3 RTE 85 EE ss D'EELX 

a == 3 SES: es — 8 TES, 37 === 5 

ln — mg mil 
c4é. 11 He 3a 32 . 43 17 Es 

eh 35 2 CTOTA 6969 sa 56- Mn ET 

SE 33 4 7 : 31 TMC VE CE 69 Me - 10k 

evidens autem est, pro v valores inversos in praecedente casu com- 

prehendi debere, quoniam permutatis litteris p et » loco x seribi 
1 ‘ 

debet = F 

$ 28. Casum praecipuum quo 7 — 1, ideo hic non attin- 
gimus, quoniam in casu particulari tertio jam penitus est exhau- 

stus. Ceterum, quia hoc casu n — 1 aequatio quadratica inter z _ 
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et vu inventa evadit (1 + 22) vu — 2(2 + z)v+zz—1—0 

give (1 —v) z2z — 2U(1 —v)zH+vv— 10, quae aequatio 

cum divisorem habeat à — 1 , ‘evidens est, posito v 1 valorem 

respondentem Z arbitrio nostro relinqui. 

f. 29, ‘Coronidis loco problema multo magis arduum hic 
Subjungamus , quod vix aggredi ausus fuissem , nisi praeter omnem 

exspectationem .solutio particularis tertia ejus solutionem suppe- 

ditasset. 

Problema. 

Invenire qualuor numeros quadratos, aa, bb, ce, dd, ejus in- 

dolis, ut productum ex binis quibusvis, una cum pro- 

ducto binorum reliquorum jfaciat quadratum, sive ut 

ästae tres formulae evadant quadrata: 

aabb + cc dd = [ 

aacce + bbdd = 

aadd -+ bb ee = EU. 

Solutio. 

$. 30. Solutio ‘particularis tertia pro ditteris a, d, æ, y, hos 
nobis suppeditavit valores : 

a=(t—u)({4Hsu); bZ=2(tt+sSuu)s 

T—=(ÉHUu)(É— Bu); y Alu; 

ubi formula pro æ inventa ita similis est illi pro & inventae, -ut 
sumto & negativo altera in alteram vertatur. Quare cum sit 

bbxx + aayy = [, 

permutatis & et æ etiam haec formula aabb +. æxyy erit quadra- 
tum cum ex conditione problematis jam hae duae formulae ; 

aaxx + bbyy et aayy + bbxx 

sint quûdrata, sicque omnes has quatuor litteras &, b, +, y, inter 
4 Li 
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se permutare licet. Quare nil aliud opus est nisi ut loco æ et y 

scribamus €. et d, atque solutio hujus problematis maxime generalis 

sequentibus formulis satis simplicibus continetur : 

a—Atu; b—=2(t+suu); c=(E— u)(t + Bu}; 
d= (jm —|3u). 

ubi pro litteris £ et w numeros quoscunque pro lubitu accipere. 

licet. 

{. 31. Hinc simplicissimus casus orietur sumendo { — 2 

et u —= 1; tum enim fiet 

== 8% VD MEN ES" 

Ceterum omnes solutiones in solutione particulari allatae aeque sa- 

tisfaciunt quos in Le. tabula iterum ob oculos ponamus : 

5 2 5 4 eo) à ’ 114 
u À 3 

Te 10| 40 | 80 | 80 | 
È © 08!86|1741158|4146|/182 

39113133] 51 2 MIE 0 O0) 

B5 135 | 7 | 91 63%} 99 SAME 

Solutio succinctior. 

$. 32. Quacrantur duo numeri f'et g, ut sit ff +3 gg —hh, 

quod fit, uti vidimus f —{t— 3 uu, g—2tu, tum enim erit 

hit + 3uu, hincque quatuor numeri quaesiti erunt 

42951 0 92h; ef Ligue fe 

ex his porro valoribus reperitur : 

y aabb + ccd = ff + T gg, 

y'aacc + bb dd = 2 (JF — fg + 2gg), 

y aadd + bbec — 2 (ff fa + 2 gg). 

Hinc patet, in hac solutione semper fore ce — d —=a. Quoniam 
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vero haec solutio quasi praeter omnem expectationem sponte ex 

praecedentibus se obtulit solutionem directam adjungamus. 

Solutio directa. 

$. 33. Cum facta divisione per primum terminum hae tres 
formulae quadrata esse debeant : 

cc dd bb dd bb ce 

19 1 Faavw — 0; 2°) 1H ce — 0; 3°) Paie El: 

ponatur 

De Pa UD bd rrss Be tt—uu — 
Der apart er Ms aol las —R et ad — sofa —l" 

Ex his positionibus jam colligitur 
d Ce PSN LR 
fe nd 4 = y EL AE 9 

quare ad solutionem inveniendam quaeri debent tres hujusmodi for- 

"mulae P, R, T, ut producta ex binis sint quadrata Tum enim 

facile numeri quaesiti &, b, c, d, in integris definientur. Tales aus 

tem numeri obtinentur, sumendo 

p—4fg, g=$f +399; r =ff+2fg — 3gg, 
S —Jf +399; t ff —2fg —3gg; u — ff + 399, 

tum enim solutio supra data orietur, id quod nonnullis exemplis 
illustremus. 

Exemplum 14. 

Pis Sumatue D Girl 8; 

ME PE DEN ; 

ex his igitur erit P— = à : Rs 2; == + unde porro colligitur 

Din — te tum vero 

PRO, ir AT VIT = sodenique y RT —=5=—- 

Quamobrem si sumamus a—8 erit b—3, c—5, d—= 14, 
quae est solutio simplicissima jam supra eruta. 
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Exemplum 2. 

4.33. Smestut p— 6, r 8% 12127; 

=D 5 SIM, 

ER TOR LME DROLE OHPSRNÉ 2 
unde fit PS; =; L = 7 hinc porro sequitur 

fore VERRE, VÊT = EE et RT = De Sumto 
ergo 4 == 72 serit b = 36 ; c— 14; d—33, qui valores pror: 

sus discrepant ab iis quas praecedens methodus suppeditavit, unde 

patet superiorem solutionem non esse generalem sed innumeras alias 
praëterea solutiones locum habere posse, ad quas inveniendas me- 

thodus requiritur idoneos valores pro tribus formulis P, R, T, in 

genere investigandi, quod negotium -aliis evolvendum relinquo. 



31 

III. 

INWESTIGATIO 

BINORUM NUMERORUM 

FORMAE xy(æt— y!) 

QUORUM PRODUCTUM SIVE QUOTUS SIT QUADRATUM., 

Conventui exhibita die 14. Aug. 1780, 

ARE E 

In Analysi Diophantea plura occurrunt Problemata ad quae 

xesolvenda requiruntur duo numeri formae x7y(xx — yy) vel etiam 

hujus æy(xx<+yy), quorum alter per alterum divisus producat 

quadratum. At vero harum formularum evolutio nullo modo in ge- 

nere expediri potest, sed contenti esse debemus casus quosdam par- 

ticulares resolvisse qui adeo etiam haud exiguam sagacitatem postu- 

lant : quémadmodum in aliquot dissertationibus fusius ostendi, ubi 

hoc argumentum omni studio pertractavi. Quare cum formula pro- 

posita æy (x — y*), mullo magis sit complicata, atque adeo binas 
illas formulas quasi ir se complectatur, haud immerito dubitare li- 

cet, utrum ejus evolutio vires analyseos superet nec ne. 

f. 2. Edquidem ejus solutionem vix ausus essem suscipere, 

nisi felici quodam casu in solutionem dificillimi cujusdam problema- 

tis incidissem, quod binos hujusmodi numeros postulat formae 

| my (@ — y"), 
quorum productum sit quadratum. Hinc enim ex solutione a me 

veperta licuit reciproce tales numeros assignare, qui conditioni pro- 

positae satisfacerent. 
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{, 3. Cum igitur isti problemati resolutionem quaestionis 
propositae acceptam referre oporteat haud abs re erit istud pro- 

blema hic breviter commemorare; quanquam enim istud problema 

jam in Tomo XV. novorum Commentatiorun tractavi, hie solutie- 

nem multo faciliorem et elegantiorem sum traditurus. Problema 

autem ita erat enunciatum : A 

Invenire duos numeros, quorum productum sive auctum sive 

minutum tam sumima quam differentia ipsorum numero- 

rum producat numeros quadratos. 

f. 4.  Statuantur bini numeri quaesiti, quoniam integri esse 

x . 
nequeunt — et Z., atque necesse est, ut istae formulae : 

Ty + z(z +y) et xy Hz (x — y) 

fiant quadrata. Pro harum formularum priore ponamus +17/=aa+ bb, 

eique satisfiet, sumendo Zz(x +7) —2 ab. Simili modo, si pro po- 

steriore ponamus xy — cc -+- dd, esse oportebit z (x — y) = 2cd. 

Eficiendum igitur est, ut bini valores pro x7y assumti reddantur in- 

ter se aequales, sive ut fiat aa - bb — cc + dd. Deinde, cum 
b 

2, ex posteriore vero æ — y — 
ab +- cd  amabr—'et Ve le 

2cd 

2 

quorum ergo pro- 

ex priore sit æ—+ y — ? 

hinc colligitur fore æ — 

aabb— cc dd 

2% 
ductum ipsi aa-+-bb ut et cc + dd aequari debet, 

: : bb —ccdd aabb—ccadd und : : mr 00 Le ce nde feri oportebit 23: —— EE ent dd 

duplici modo in summawm duorum quadratorum resolubile esse de- ; 

beat, statuamus y — (pp + qq) (rr+-ss) hincque pro formula 

priore aa + bb accipiatur &a — pr +qs et b—ps—qr; pro 

posteriore vero c—pr—qgs, tum vero d—=ps+gr. Hinc ergo erit 

ab + cd = 2rs (pp — qq) et ab — cd == 2pq (rr — ss) 

OUib: — hpars(pp— ga) (rr —ss) und 33 PERRNRE FARINE, nde prodibit TRE DORE 

Cum igitur y 
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f. 5. ‘Cum igitur hacc fractio quadratum esse debeat, etiam 

productum ex numeratore in denominatorem, quod est 

À pqrs Cp — qg*) (rss), 

quadratum esse debebit, quod manifesto reducitur ad hoc productum 
paph ee où. x re Grh — sh), 

Lu  — n# . . 

véi etiam ista fractio PT) ad quadratum reduci debebit, quae 

ergo est ea ipsa quaestio, quam hic enodandam suscepi. . 

#6. m ji roblema mihi olim proponere {. 6. Cum aute stud probl mihi ol oponeretur 

pluribus tentaminibus frustra institutis tandem pro binis numeris 
ee. © sp de Her Ati g 5.29? 

quaesitis — et = hos elicui valores. re et 3; €X quo casu 

vicissim pro litteris p, q, r, s conclusi istos valores : 

PE=M2OMG=MNR "émet Ls= 1, 

qui quomodo nostrae quaestioni satisfaciant vidcamus. Erit igitur 

p'=="12 I eee 

qi 1 = 

D q—= 13 r+s—=27 

it EE, (9 | PEN 19 

PP qq = 5.200177. HS = 13.29. 

Hinc porro colligimus fore : 

pq — gl —1.3.13.11.6.20 
TS G% — 5) — 16.113.909 .5.13.29 
Lodtor PPS) 1 

unde concluditur rs (ri 54) FE . 

{. 7. Cum ïigitur casus nobis constet, quo quacstioni hic 

propositae satisfit, ejus consideratio nos perducere poterit ad alias 

solutiones investigandas. Quam obrem quasdam notabiles relationes 

in valoribus inventis occurrentes observemus, ubi statim ista nota- 

bilis convenientia deprehenditur, quod formulae pp + qq et rr + ss 

communem habeant factorem 29, dum alteri factores sunt 5 et 13; 

Suppl. aux Mémoires de l' Acad. 5 
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omnes scilicet summae duorum quadratorum, quemadmodum rei na- 

. tura postulat. 

. 8. Ab hac igitur conditioni incipientes statuamus 

pp+gq—=au-+ bb)(xx + yy) et rr+ss—(cc+ dd)(xxz+yy},. 

ita ut æx + yy sit factor utrique formulae communis, atque hine- 

nanciscemur sequentes valores 
p—= az by ;: rer Eddy 

g br ay... $ dure 

ideoque : 

p+g—=(a+bx+(b—-a)jy; r+s—(c+d)x+(d—ec)y 

p—q=(a—-b)x+(b+a)y; r—s—=(c—d)x+(d+0c)y. 

$. 9. Porro autem efciamus, ut utrinque duo tantum ter- 

mini se mutuo destruant, atque exemplum modo datum consideran- 

tes reperimus formulam p—g—=11 aequalem esse formulae s 11, 

unde in genere istam aequalitatem statuamus p—q——s hincque ori- 

tur ista aequatio : (a — b)x-+4-(b + a)y — dx — cy ex qua ratio 

inter æ et y sponte definitur; fit enim LR. 

rem ‘in genere statuamus æ—a+bæ+ce et y—= d+.b— a. 

Quamquam autem hoc modo quaestio restricta videatur, tamen re 

perpensa nulla plane restrictio est facta. Cum enim utrinque quae- 

cunque multipla litterarum p et qg itemque r et s perinde satisfa- 

ciant, semper talia multipla capere licebit ut fiat p— q —=s. 

Quamob- 

f. 10. Praeterea etiam observasse juvabit, formulam p + g 

in exemplo aequalem esse ipsi cc dd; quamobrem in genere 

statuamus p gcc dd, qua positione autem utique ingens 
restrictio introducitur. Substitutis ergo. loco æ et y valoribus modo: 

inventis reperietur sequens aequatio : 

G@H D) (a +b+c) + — a) — a+ d)—ec + dd sive 

Ga HD) + ca +0) + — aÿ + d(b— a) — ce + dd 
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cui aequationi si utrinque addatur :(cc <+- dd) prodibit ista : 

(a + b Æic) + — a +1dÿ — = 5 (ce +- dd) 

“bi in parte sinistra habetur summa duorum quadratorum. Evidens 
“vero est membrum dextrum duplici modo summam duorum qua- 

dratorum continere scilicet vel.(e -+- 1 dÿ + (d——1c) vel etiam 

ç —1d) + (d+z3c). Hine, prouti utrinque quodvis quadra- 

tum .sive uni sive alteri aequale statuamus, quatuor hic occurrunt 

combinationes sequentes : 

1. II. 
a+b+ic=c+id a+kb+ic—=d—i;c 

bd—a+id—=d—1c b—a+id=c+1d 

Starr IV. 
aHbHic—=ce—id a+b+ic—=d+ic 

d — a+4id= d+ic b—a+id—=c—1d. 

%. 11. Ex his autem quatuor casibus eum eligi convenit, 
qui cum exemplo congruat. At si formulas hactenus inventas cum 

exemplo conferamus reperiemus a—2, b—1, c—2, d—3, unde 

Mr 0,072, ita ut sit É 

2x + yy =29; aa +bb=5$5; cc +dd—= 13; 

hincque omnes reliqui valores cum exemplo prorsus convenient. 

Cum igitur sit aHb+ic— 4 et b— a +:d—1, eligatur ea 

combinatio, quae eosdem praebeat valores, at facile patebit quartam 

adhiberi debere. Habebimus ergo a+b—d, b—azZc—d, hine- 

que littérae c et d ita per & et à definiuntur ut sit c—26 et 

d— ab ei quibus jam porro fit = à + 3b; y—=2b. His 
igitur valoribus constitutis singuli factores utriusque formulae 

Pq @ + qg) Cp — q) (pp + gg) et rs HS) ( — s) (rr moe) 

sequenti modo expressi reperiuntur 

[SL 
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p= aa + 3 ab + 20b—(a—+-b}(a + 2} 

q = 3bb — ab—b (30 — a) 

p + g—=aa +2 ab + 5 bb- 

p— qg—=aa + 4ab — bb 

pp + qq = (aa +- bb) (xx + yy) 

r == ab + Sbb—= 4b(a+-2b) 

s — aa + 4ab — bb 

r+s—aa + 8 ab-+r 7Tbb— (a +-b}(a + TD} 

r— s —= 9bb — aa—(3b + a)(3b — a) 

rr — ss == (aa + 2 ab +- 5 bb) (xx -+ yy). 

. 12. Conjungamus jam singulos factores utriusque formu- 

Jae, ac reperiemus : 

pq(p\— gi) —=(&+ b}Ca + 2b)b(3 b — a)(aa + 2ab + 5 bb) x 

(aa + Aab—bb)(aa+ bb) (xx + yy) 

rs QG — 54) — 4b (a+2b)(aa-+ 4ab—bb)(a+b) (a+ 7b) 

(3b+ a)(3b — a)(aa+ 2ab+ 5bb)(xx +yy). 

Quod si ergo priorem per posteriorem dividamus erit 
pa(pi— gt) _— aa + bb 

PT) &Q@ + 70)(50 Fa) 

Quamobrem, ut haec fractio quadrato aequetur, ejusmodi valores 
aa +bb. 

pro litteris a et b requiruntur ; É a ne RENTE. fiat 

a a . 

quadratum, vel etiam ejus inversa Sr quod quidem pro 

nostro exemplo utique evenit, sumendo a — 2 et b —1, tum enim 

hujus posterioris fractionis valor erit 9. Totum ergo negotium 

huc redit, ut ista fractio ad quadratum reducatur. 

f. 13. Ponamus hic + —6f, ut formula quadrato aequanda 

(+3) (t+ 7) : : - : 
sit —;.5 7 atque methodum prorsus singularem hic sum tradi- 

turus, ex quoyis valore cognito innumeros alios inveniendi. Hune 

in finem plures casus, qui quasi se sponte offerunt notasse juvabit 

qui sunt {—2, (=1, (= —2, to, {=—5, tl—— 7. 
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Quemadmodum igitur ex his valoribus cognitis ali novi elicere que- 

ant, hic ostendamus. Ante omnia autem productum ex numeratore 

in denominatorem est considerandum, quod est : 

PE DROP EE 221 Ep 401-124 
quod' ergo ad quadratum reduci oportet. 

f. 14. Quoniam hic tantum primus terminus est quadra- 

tum, ejus radicem ita fingamus, ut etiam secundus terminus tolla- 

tur ; quare haec formula aequalis statuatur huic quadrato : 

CE GE + v)ÿ 

hincque orietur sequens aequatio : 

2216 106 21 — (20 + 25)tt + HO $v + vv, 
quae reducitur ad hanc : 

— 3106 + 21— 2uit + 10fv +, 

haecque aequatio duas continet littéras £ et v, quarum utraque ad 
duas dimensiones assurgit, ideoque, dum altera ut cognita spectatur 
altera geminos valores recipiet, qui si indicentur per £ et #, nec 
non per v et v° ex natura aequationum constat fore : 

t +4 =, tum vero vu +-v — — 2t(t+5), 

quarum formularum ope simulac constent valores pro £ et v inde 
uovi pro iisdem litteris eruentur atque ex his simili modo denuo 
novi, ita ut tales operationes sine fine continuari queant. 

Ÿ 45. Cum igitur pro £ jam cognitae sint aliquot valores, 
videamus quales valores ipsius v illis respondeant, quae determina- 
tio ex ultima aequatione peti potest. Ita cum sit é— 2 haec ae- 
quatio evadet vu 28v—29, unde oriuntur hi duo valores 

V—— 4 et U—— 29. Pro secundo valore { — 1 oritur 
v—2 et U—— 14. Pro tertio valore É— — 2 prodit 
V—1 et V— 11. Pro quarto É—co ambo termini qua- 

dratum ff continentes se debent destruere, sicque erit 20 — — 3 
sive v——3%, tum vero huic valori vu—— 2 respondet valor 
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t——3. Pro quinto valore £——3 nanciscimur valorem v —6. 

Denique casus = — 7 praebet v — — 14. 

. 16. Quod si jam bini hujusmodi valores pre litteris £ 

ct v accipiantur, ex üis novi formabuntur ope harum formularum : 
AR 1) | Cape) VE) É PE it AL NL =: LUE DELL 5) — v. 

Incipiamus igitur a casu £—= 2 et v— 1 atque tota operatio se- 

quenti modo procedet : : 
; — & 26 

É—2:;. —24—2, 2, —— , Er 

<Eù el DA; LTE 1 pme) 
12: 

In hac operatione jam continentur casus initio cogniti unde hos 

jam praetermittere poterimus. 

{. 17. Progrediamur igitur ad casum quartum quo v——f 

et t— —5%, ubi valores pro v et z inverso modo scribere debe- 

mus, quia alias # prodiret — ©. Operatio igitur ita se habebit : 
63 7 164.2 = De + APT, LE ae 

VSE 2h GONE Titre 

18.7 MES nee 
= 4 ? 12 ? “312 

{. 18. Sumamus nunc £— — 3 et vu — 6, similique modo 

operationem instituendo orientur hi valores : 

=, DS me ler 2 HER 27 
D fs Be 3% 31 

26 
d— 6, — ELA rence 26. 

Possunt etiam termini initiales inverti, hoc modo : 
er 26 
U— 1 Garage nt y 2.60 
== 4x 

ET SRE et 

Evidens autem est, hinc nullos novos valores emergere cum omnes 

in praecedente serie jam contineantur. 
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{. 19.  Evolvamus denique casum ultimum quo É— — 7 

et vu— — 14 pro quo sequentes valores eruuntur : 
— 1 503 

b = "SSenir de ru SE 

VA, 2, ee 

Primis autem terminis v et £ inverso modo positis fit : : 

De UAN, 144, 2, 7? 

= 7, {?. = _ 

qui autem numeri jam in praccedente serie occurrunt.  Ceterum 

notandum est, casum secundum, quo é = 1 et v veli=—=21lvel 

Z=— 14 cetiam hic reperiri, qui casus supra erat praetermussus, 
, 

. 20. Valores ergo idonei per has operationes pro £ in- 

venti sequenti modo se habebunt : 
__= 262:. ANNE ES 2 UE = © IV. ERA 

EN VI 2, VEL += — 3: 
12 ? 312 

Ds XD À XL 6 — 7; XI 4 —— 7; 

D Ce te XIV = 7. XV É— 5. 
7 329. 

Horum ïigitur valorum singuli suppeditant solutionem quaestionis 

propositae ; quemadmodum im sequente problemate ostendemus. 

Ex quolibet valore idoneo pro t invento assignare quatuor nu- 

meros p, 4, r, s, ü@ ut productum sive quotus harum 

formularum pq (es q*) et xs ai—s}) fiat quadratum. 

So lutio 

Sat; .Cum sit 3 

b in integris, ex quibus litterae p, g, r, s cum derivatis sequenti 

modo determinabuntur : 

habebuntur quoque ambo numeri & et 
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p —= (a+ b) (a + 26) r —= 4b (a + 2b) 

q = b (3b — a) À s —aa + 4ab —-bb 

p+g—=aa+ 2ab + 5bb r+s (a+ b)(a+ 7b) 

pP—q—=aa+ 4ab — bb r—s—(3b + a)(8b — a) 

pp+ qq —=(aa+bb}(x*+y) | rr+ss—(aa+2ab+ 5bb}x°+y") 

= (aa+bb)(aa +6ab+-183bb) | =(aa+2ab + 5bb)(aa+-6ab+1 3bb)}. 

$. 22. Circa has formulas observandum est 1°) si quis- 

piam numerorum hp, q, r, S, prodierit negativus, ejus loco semper 

positivum scribi posse; 2°) si prodierit vel g>p vel s>r hos 

valores inter se semper. permutari posse, jita ut littera p indicet 
numerum majorem, q vero minorem, similique modo r majorem et 

s minorem; 3°) si eveniat ut numeri p et q habeant communem 

divisorem , eum per divisionem semper tollere licet, quod idem de 

litteris r et s est tenendum. 4°) Evidens quoque est, tam loco 

binarum litterarum p et q quam r et s eorum summam et differen- 

tiam scribi posse: Si enim ponamus 

P=p+g, Q—=p—g, R=r#+s, S—=r—sS 

fiet POP — 0 —= 8pq (pÀ — q") similique modo 

fiet R5(R4 — Si) — 87rs Gi — st), 

ideoque ‘et ‘harum novarum formularum sive quotus sive produetum 

erit etiam quadratum. 5°) Ista transformatio insignem usum prae- 

stat, si litterae p, q, r, s fuerint impares; tum enim litterae ma- 

jusculae P, Q, R, S deprimi possunt, sicque ad minores numeros 

pervenietur : nam .si ponamus 

P—PEI OPA R—IFS g—T—s 
— 2 — 3 Ho — ? Pie TT 2 7 2 

et PO PE — 0h — PURES RS (RASE 

Secundum haec ergo praecepta pro valoribus ipsius £ inventis litte- 

ras }?, q, 4, S in éequentibus exemplis assignemus. 
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Exemplum 1, 

quo É — 2. 

f. 23. Mic ergo erit a—2 et b— 1 hincque fiet 

DEN Qu LOT 4 JA SE 41, 

«qui «ergo cum suis derivatis ita disponantur : 

p—=4.3 r—4.4 

g — 41 S=—"11 

p+ qg—=13 r+s—=3.9 

PRE MG r 

pp 4 9j = 5.29 Tr #iss = 13. 29. 

MR Porro 2 et MM — si — d, 1 —3%, 

hic omittamus, quia solutiones incongruas praeberent. 

Exemplum 2, 

quo t— — 5. 

f. 24. Cum igitur sit a——3 et b—4A, fier hoc casu 

Di IUES AA 

J—=4.3 nr | 

pr 918 r+s— 27 

DOM PSI 

pp + gq = 5 .29 PPEISS = MA:31 29; 

qui autem valores cum praecedentibus tantum in eo dissentiunt ut 

p et g sint permutati; hinc ergo nulla nova solutio emergit. 

Exemplum 5. 

17 / Pis Ni7 QUO ; 

Û. 25. Hi ergo sumi debet a — 17, b—% unde hi 
valores orientur per 2 et 4 scil. depressi : 

Suppl. aux Mémoires de l Acad. 6 
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DS P ==" SUR 

Die) 08 

Jam quia omnes hi numeri sunt impares, eorum loco scribantur 

semi-summae et semi-differentiae sicque haec nova problematis s0- 

dutio orietur : 

P=2,37 REA 0 

qi == 169 S==1M419 

p+g—= 133 T+Hs—659 

PIE AE ES 

PP + gg = 53.169 IT ss — 53.37. 

Ubi omnes factores non quadrati se utrinque destruunt. 

Exemplum 4, 

quo É— — £ : 

f 26. Sumto hie a — — 41 et b —3 valores p, q, r,s, 
quantum licet depressi erunt : 

PET LOTS EEE SEE UE 

qui casus cum praecedente perfecte congruit. 

Exemplum 5, 

Les 35, 
quon = É 

f. 27. Cum igitur sumi debeat a—— 35 et b12 va- 
lores pro p, q, r, s, hinc erunt: 

P=SA2: TA 852 == 590 

= M23==263 HAL; #8 2768 
P+Hg=5" 21 r+s— 23.49 

p—g9=—= 599 Ps TA 

pp + gg =31.917 | rss = 65%48 147.877 

ubi iterum omnes factores non quadrati utrinque occurrunt. Ean- 
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82 : dem porro solutionem resultare ex casu {—— + inde patet, quod 

82° 117— 5 (35° + 12°). 

f. 28. Praeter casum ergo jam pridem cognitum quo 

D'=MPPENO 1 TE M6  uSs AM, 

qui nobis instar normae in hac investigatione inserviit duas alias 

novas solutiones sumus adepti, quae numeris non nimis magnis 

constant. Reliqui vero quatuor casus pro £ inventi: 
25 267 503 262 

HONOR ONE ET MS) 

perducerent ad numeros nimis magnos, quos operae non est pre- 

tium evolvere, Ceterum in his operationibus plura occurrunt cal- 

culi artificia vix adhuc cognita quibus Analysis non exigua incre- 

menta accipere est censenda. 

{. 29. Hinc jam Problema in Tomo XV. nov. Comment. 

tractatum multo commodius et concinnius resolvi ac per numeros 

absolutos expediri poterit, quam solutionem hic subjungo. 

Problem a. 

Invenire duos numeros, quorum productum sive auctum sive 

.iminutum Lam summa quam differentia ipsorum nume- 

rorum, producat numeros quadratos. 

S'oluitito: 

$. 30. Positis numeris quaesitis _ et 2 supra jam vidimus 
ab cd b— cd : > : : . 

esse = A et ET ser _— deinde introductis litteris p, q, r,s, 

erat 

ab + cd— 2rs (pp — qq) et ab — cd — 2pq (rr — ss). 

Quamobrem numeri quaesiti erunt : 
Mars (Ph 40), pos pa (Fr ss), 

ZZ 3 
z — 

6 * 
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Inveni gs pars (bp — 24) (mess) IMUS autent porro esse 2z — Gran bre ne M Li 

lore substituto ambo numeri quaesiti erunt : 
EAN (pb + ga) (rr + ss) 2L D (PE 49) 
er 2pq (rr — 55) cars (bp — 4) 

quo va- 

{. 31. Quoniam ïgitur supra im exemplis tres solutiones ir 
numeris absolutis dedimus, si ex ïis valores pro litteris p, g, r, s 

depromamus, sequentes tres solutiones numericas nanciscemur. 

Sol bros 

ex {. 23. petita. 

CR ILE PEL ET ETRI 1E 
na CECI NT EU 

VRP TC AQM EE RNA 

Pirate ES CE CN dm TO 

quae est solutio a me primum inventa. 

H. Solutio, 

ex (. 25. petita. 

æ ___ 55 169.53.57 ___ 152.537 

Sr 5700060 ar lot 7 DU 

LEE ER CRC AND AE RE NO 

2m 07 36.401938 "T0 3:7-47.5%. 197 

FT. Solutio; 

ex (. 27. petita. 

% ___ 57% .577.5.15.17 577 ___ 5.15.17. 357? . 577? 
nn D NE eme AT EEE 1 

Y ___37°.577:5.15.17.577 ___ 13.17.372.677 

% 7 .2.518.:599-.6 271.599 00 6-7-520-59q° 

$. 32. Subjungam hic curiositatis gratia adhuc solutionem 
maximis numeris contentam, quam suppeditat casus supra inventus 
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f, 20. scilicet = unde fit a—25 et b—312. Hinc au- 

tem deducuntur sequentes valures : 

Di 3 : 8.44 br ==50 04023092. 50 
De LA 0087 S—1059519 

p+g=6.17.61.97 | r—+s—31°.01t 
P—g—=65519 W'rs= 387147 
pp+gg=313".1312897 rr+ss—56.17.61,97.1312890 7, 

ex quibus numeri quaesiti erunt : 
LPS 5.17.61.97.313? 1312897? 
us M6 5904205127 4724413572 tou 

SALES 3132: 1312897? 

TT 3. 11.13.87. 59 . 65519? na|R e|8 
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Vs 

D E k "i 

+ te) io D Sa N°" MI : ER 08 

QUORUM SUMMA SIVE AUCTA SIVE MINUTA TAM UNIUS 

QUAM ALTERIUS QUADRATO PRODUCAT QUADRATA. 

Conventui exhibita die 14. Aug, 1780. 

& 1. 
. "4,5 . .,. _ 

Quod si bini numeri quaesiti ponantur Z «€ 2 + has duas for- 

: 1 MEANS LS AN à i mulas ambiguas: —-+2 et — "+; quadrata eflci oportet. 

Hinc ergo per 2z multiplicando hae duae formulae : (x+y)z+xx 

atque (x +-y)z + yy quadratis aequari debeunt. His autem con- 

ditionibus satisfaciunt hi numeri, qui sine dubio sunt minimi : 
5.372.612 

rm I028= 4:04 31242 AN: 7ANCE 2 x: 

Tum enim erit 

(9) z= 20 237 264 %et ær — 160%: 37 164% 

quorum numerorum summa est 6°. 37°.61° et differentia 2°.37°, 61°; 
tum vero est yy — 16.141°. 71° unde.per 4 dividendo ostenden- 

dum est tam summam quam differentiam horum numerorum : 

D.37 01" ELPEMAAT 

esse quadrata. Cum autem sit 5—= 2° + 1°; 37° — 36° L 12° 
et 61*— 60°+ 11° erit 5.37 — 82° + 11°, hincque porro 
5,37". 61° — 5041°—+ 242° cui summae quadratorum sive ad- 
datur sive subtrahatur-duplum radicum productum quod est 

24 242, 5041 == "4 UPS 

qui est ipse numerus sive addendus sive subtrahendus. 
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Analysis ad hanc solutionem ducens, 

f. 2. Numerus (æ +7) z duplici modo statuatur summa 

duorum quadratorum scilicet —A°+B°? et —C°-+ D°, atque ma- 
nifestum est quaesito satisfieri, si fuerit xx — 2AB et yy == 2CD. 
Hunc in finem fiat (x + y) z — (aa bb) (cc +- dd), unde dedu- 

citur A—ac<+bd et B—ad— bc; tum vero C— ad + be 

et D—ac— bd, sicque habebimus 

zæ2(ac+-bd)(ad— be) et yy = 2(ad+ bc) (ac — bd). 

Ut jam hae formulae evadant quadrata ponatur x — (ac + bd) f 

et y—(ad—+bc)g, factaque evolutione prodibunt hae aequationes: 

2 (ad — bc) = (ac + bd) ff et 2(ac — bd) = (ad +- be) gg 

ex quarum priore deducitur . = e Has ; €xX posteriore vero 

autem valores inter se coaequati pracbent 
a ___2d + C£gg . 

Bb TT ac — dgg” Hi 

hanc aequationem : 

ce (4 + ff 99) is 4cd (ff — gg) = dd (4 + ff 99) 
unde radice extracta reperitur : 

@ d_ 2(M—s)+V4(— es) + GE) 
HN i+ fee ne 
CARRE VAE TOME a) 
CR 4 JT 88 

$. 3. Totum ergo negotium huc redit, ut hoc productum 

C4 + f") (A + gt) quadratum reddatur et, quia duas quantitates 

f et g continet, nes pro lubitu accipere lieebit.  Sumamus 

— 2 DE VS HT, tum vero regredi- on 1 fetque — LIT 

endo erit Fr — te » Porroque (ac+bd)f et y—= ad + bc. 

Denique autem habebimus z = (ee DB} (aErE A), 
x+ y 

Ponatur nune y 5 (4+f)— 5v, ut sit 

—_2(ff—r)+sr, 
4 

f À 
d 
e 
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Erit ergo 26vv — 20 4H 5f4, quae ergo formula .casu f — 1 
commode fit quadratum hoc vero modo ad solutionem incongruam 

perveniretur. Ut igitur ali valores pro f eruantur ponamus : 

f—=1+4t fietque 25vv — 25 + 2044 306 2063 4 54 
cujus radix statuatur 5 + af + fit et erit 

20+306+20/+511—104+(10B+au)t+2uftt+fBp85. 
Ut nune bina membra priora se destruant fieri debet a 2, at- 

que ut etiam secunda se destruant sumi oportet 8 — %, sicque 

habebimus 5v—5 + 2{+ it et nunc tandem remanent mem- 

bra tertium et quartum quae denuo per fé divisa praebent { —@. 
I 

L A PT 65 
Ex quo valore invento colligitur 5v =; tum vero est f T1 

: . ._ -d 12 — 112) + 11988 

ex quibus valoribus colligitr = — Eee unde sumto 
. FA SEE ZA lParisst | se E RS Eu 

signo superiore OT EE 5 Sumamus igitur 
. 14 

d=5.169. "et e==13.17veritque F = = . Sumto ergo a 147 

ct b— — 31, fet 24.44 . 15.71 et y 4.48 970 
8. 13.377.612 

Hinc ergo colligitur æ+y—4.13.2.7". 81 ideoque z — mr 

ob aa 4-6b—= 10.87.64 et cc + dd = 13" 20910000 
igitur hi tres numeri x, y, z habeant factorem communem 43, eo 

per divisionem sublato, valores harum litterarum ita fient simpliciores : 

Su JG 411.115 y A4 ET 01 EE 

unde ipsi numeri quaesiti jam erunt : 
8. 11.31.49. AA LEURS 1.49 .71 et y == 8.3r.49 3 

m5 a — 3 76.87.61 
qui sunt ipsi numeri initie allati. Quemadmodum autem hi numeri 

ex hypothesi g— 1 sunt deducti, simili modo ex alio quovis va- 

lore pro g assumto solutiones investigari poterunt. Quae autem 

mox ad immensos numeros excrescent. Ceterum notandum est, 

sumto g=2, eandem solutionem prodituram fuisse, cum g*+4=4.5 

ubi quaternarius per operationes sequentes iterum ex calculo ex- 

cedit. 

n ut 



49 
Y. 

DABAU CID ATIONES 

CIRCA BINAS SUMMAS DUORUM BIQUADRATORUM INTER 
SE AEQUALES. 

Conventui exhibita dic 28. Aug. 1790. 

RAS 

In Tomo Novor. Commentariorum XVII. pag. 64. ostendi, 

exhiberi posse duas binorum biquadratorum sive summas sive difie- 

rentias, quae sint inter se aequales, quod quidem initio non parum 

paradoxon videbatur. Cum enim tales formulae A° + B°=— 6; 

A+ B>-+ C3 — 0 demonstratae sint impossibiles, siquidem termini 
vel aequales vel evanescentes excludantur, videri poterat, etiam 

hanc formulam : 

ai Bla Ct Di 0, 
atque adeo etiam pro superibus potestatibus 

A5+B5+C5+D$+E—0 et A6+B6+C6+D6+E6+F6— 0; etc. 
esse impossibiles. Nunc.autem certi sumus, pro biquadratis hanc 

aequalitatem AM Bi C4 -Dl—10 subsistère posse, ideoque 

conjecturam illam neutiquam valere, cum loco citato hujusmodi qua- 

tuor biquadrata pluribus modis dari posse, ostenderim. Numeri au- 

tem quos ibi inveni tam sunt praegrandes, ut veritas dificulter ex- 

plorari potest; cum minimi numeri quos invenire potui, ut fiat 

: RAR EC"), Crau 
M 277000 B=8%073;)C=— 9310310; D = 428307, 

{. 2. Nuper autem, longe alia agens, casu fortuito incidi 
in tales numeros longe minores qui sunt 

D A2 Bt C —=1356590;:0D = "108% 

Suppl. aux Mémoires de l'Ac«. 7 
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qui quomodo satisfaciant huic aequationi At pen pire 

modo exploratur. Cum sit 

AB = 1056 —= 32. 3:40 NC PDE==462 29/0971. 44 

A—B—28—14.7 CLDE=2656 — 2° 

Ak-=BB—= 27037604 CCE DD 2°. 32-7000 

erit AA — BB: CC — DD —1:4, quocirca summae quadratorum 

reciprocam tenere debent rationem, ita ut sit 

A? CBC ED EME 

quod revera evenire ita commodissime ostenditur. Cum sit 

AA +- BB — 4CC -+ 4DD erit AA — 4DD — 4CC — BB 

sive (A + 2D) (A — 2D) — (2C + B) (2C — B). Est autem 

À 1: 5D= 148 4 11 AN D EE ANS A2 
2C-LB=1289 2.7 AMOR 2 28) +18 

ideoque 

AA— 4DD—26.3:7.11.17.et ACC BB=—26 3.7. 14047 
ergo AA — 4DD — 4CC — BB. 

. 3. Hic autem fateri cogor me nulla certa methodo ad 

hos numeros esse deductum , neque adhuc perspicio , quomodo per 

viam directam ad eos perveniri queat. Quamobrem operae pre- 

tium fore arbitror, totam Analysin, qua sum usus hic explicare. 

Cum inde haud contemnenda incrementa in Analysin redundandura 

videantur ; sequente igitur modo calculum institui. 

$. 4. Cum esse debeat 

Çaa +- bb) (aa — bb) = (ec + dd) (ce — dd) 

hinc formo has duas aequationes : 

Çaa + bb)p (cc + dd)q et (aa — bb)q = (ec — dd)p; 

quarum priore ducta in p posteriore vero in g, earum summa prac- 

bet 2pgcc — aa(pp +- qq) + bb (pp — qq), at differentia prae- 

bet 2pqdd = aa(qq — pp) —- bb (qq +- pp) unde patet esse de- 
bere g > p ideoque harum aequationem utraque resulutionem ad- 

mittit, si fuerit gg — pp quadratum ; quamobrem ponamus statim 
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qq — pp =ss ac prior acquatio hoc modo referatur : 
bbss = aa(pp + qq) — 2ccpq, 

quae ut ad quadratum reduci queat hac forma repraesentetur 

bbss — aa(q — p} + 2pq (aa — cc). 
Hinc jam statuamus 

bs = a(q —p)+ 2p (a — c)x. 

Hinc igitur ob bines terminos primos se destruentes, si reliqui per 
2p (@ — c) dividantur, prodibit haec aequatio : 

2p(a—c)xx + 2a(q—p}rx=q(a+o), 

unde deducitur = ia om: quocirca statuamus 

a 2pxx + q et Cc— 2pxx + 2(q —p}x — 4; 

unde deducitur bs = q(q — p) + 4pqx — 2p (q — p) xx. 

f. 5. Aggrediamur jam alteram aequationem quam ut frac- 

tiones evitemus ita referamus 

2 ddpqss = aas* — bbss (pp + qq) 3 

ubi si loco «a et sb valores modo inventos substituamus, ob 

SS—qq — pp omnes termini per 2pq divisibiles prodibunt orie- 
turque sequens aequatio : 

ddss — qq (q — pŸ— 4q Cq —p) (qq + pp) x + 2(qq —ppY xx 
+ 2 (qq — 6pq + pp) GP + qgq)xz + 8p(q —p) (pp + qq)xŸ 
+ 4p° (q —pY x°, 

in qua formula tam primus quam ultimus terminus sunt quadrata, 

eamque idcirco secundum praecepta cognita pluribus modis tractare 
licebit. 

{. 6. Quoniam autem hujus formulae evolutio in genere 
non parum esset taediosa, casum tantum simplicissimum evolvamus, 

quo gg—pp fit quadratum, quod evenit sumendo p = 3 et 9 —=5, 

unde fit ss=16 et s—4. Hoc igitur casu valores supra inventi 

evadent a— 6xx+5; c—=6xx+42x—56 et 4b—10+60x—12%% 

sive 2 — 5 +. 30x— 6xx. Nunc vero formula pro quarta lit- 
tera d invenienda erit : 

4 
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16dd— 100 — 1360x%— 32962x + 1632a$ + 144 

4dd— 25 — 340x — S24xx + 4082 + 62, 
atque denuo per 4 dividendo prodibit : 

dd=#$ — 85x — 206 xx + 102 x5 + 9x. 

s 

. 7. Ponamus hic primo secundum praecepta solita 

d—ÿ—17x + 3xx,, eritque 

dd —% — 85æ + (289 + 15) xx ZE 102a% + 9x! 
ubi termini primus, secundus et ultimus tolluntur simul vero penul- 

timus si signum inferius valeret indeque nihil concludi posset, quam- 

obrem valeat signum superius, ut sit d—$— 17x + 3xx, atque 

hinc orietur ista aequatio : 

304xx — 10225 — — 206xx + 102% 

unde fit nee 5. Hinc ergo valores nostri erunt : 

=; e—®; et een 

Hinc ergo foret ct — at et d'—b!, quae solutio jam per se 

est obvia. 

. 8. Statuamus d— 3xx +- 17x +5 eritque 2 

dd = 9 x* + 102$ + (289 + 15)2x + 85x + %, 
ubi statim patet, signum superius valere debere, unde prodit aequa- 

tio haec: 304xx+85x2=— 85x—206xx unde (TUE CT 

He porro colligitur a; C—— 5: Ergo ïiterum foret 
ee # ideoque necessario etiam d'—b!; unde nihil sequeretur. 

$. 9. Statuamus d—$ — 172% + axx pione 

dd =%$— 85x a + 289) ax -— 34ax$ + aax* 

ubi æ ita sumi oportet, ut priores tres- termini tollantur ideoque 

a — 99, et reliqua aequatio per æ° divisa erit 

90801x + 8366 = 102 9x 
3264 = — — 1 Ï É pndé ft æi= 9792 — 3 ut in casu praecedente, unde jam 

novimus hinc nihil ad scopum nostrum sequi. 
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{. 10. Statuamns denique d = 3x2 + {7x +4, ubi «& ita 
definiatur, ut terminus medius destruatur. Cum igitur sit 

dd = 9x! + 102% (289 -L6a)xxz + 34ax au 
165 

fieri debet 289 + 6æ— — 206 ideoque a — 7. tum vero 
2 

reliqua aequatio erit — 17.165x ++ 85,7 +? unde 

ft 5, uti in casu primo, sicque iterum isto casu mni suc- — 5) 

cessu caret. 

{. 11. Cum igitur hactenus nihil ad scopum nostrum simus 

assecuti secundum praecepta vulgaria oporteret formulam biquadra- 

ticam inventam ita transformare, ut ponatur vel x—5 +7, vel 

&— —}+-7y, hocque modo perveniremus ad alias formas biqua- 

draticas ejusdem indolis, quae secundum casus praecedentes tracta- 

tae utique largirentur valores idoneos pro 4, verum inde pro litte- 

ris a, b, c, d numeri vehementer magni essent prodituri neque ulla 

solutio simplicior ïilla, quam olim dederam, sperari posset, multo 

minus hinc solutio simplex nuper inventa inde exspectari posset. 

$. 12. In his operationibus loco dd tale quadratum assu- 
mitur, quo subtracto aequatio simplex relinquatur valorem ipsius 

æ pracbens, unde intelligitur, pro dd etiam tale quadratum assumi 

posse, quo subtracto aequatio quadratica relinquatur, dummodo ea 

radices habeat rationales, id quod in hac aequatione generali usu 

venire observavi : 

aa + 2 afx + yxx + 2 der + ex — zz, 
quoties fuerit BB+00-y quadratum, sive quoties fuerit v=RB+I0-È6, 
quod ergo accuratius prosequamur. 

$. 13. Sumamus pro 23 hoc quadratum: (4 + Gx)* quo 
ab illa forma subtracto, remanebit haëc quantitas : 

ax (y — BB + 20ex + ecxx), 
quae ob y — BG — 90 — Z 2 transit in hane formam 
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zx (Gex) — 8); 
ita ut sit 2z — (a + Br) + xx (ex + 0 +0) Ex +0 —Ë); 

unde patet, duplici modo fier z —a +-Bz, scilicet si fuerit vel 

x = — _ vel x = — ss sicque hoc modo duos valores 

pro æ adipiscimur, qui per vulgarem operationem non reperientur. 

Idem commodum eveniet si pro Zzz sumamus hoc quadratum 

(ex 0) xx. Hoc enim sublato remanet: «æ+ 2a{3x +(y —00)xx, 

hoc est (x + fx) — ÊÊ xx ita ut sit in genere 
œæ (ex HO) (B— Dx+a)(B+ 8x + a); 

unde patet revera fieri z = x (ex - Ô), quoties fuerit vel 

ne PF yet MCE 
her ites = MERE 

ita ut hoc casu omnino quatuor novi valores pro x reperiri queant. 

f. 14. Videamus ïgitur utrum nostra aequatio : 
25 — 85x — 206 xx + 102x% + 9 xi — dd, 

in illa forma generali contineatur nec ne. Comparatione autem in- 
stituta fet a}; B—=— 17; V—— 206; 0 — 175) E—8: 
Exit. ergo (28 + 00 — y —28° ideoque £ —28, quo circa qua- 
tuor nowi valores pro æ resultantes erunt : - 

ge 1 = EE z—=+ À. 

Hic autem probe notandum est, hunc egregium consensum exemple 

tantum deberi, quo posuimus p— 3 et g—5. Sin autem his lit- 

teris p et qg alios tribuamus valores, ita tamen, ut gq — pp eva- 

dat quadratum, rarissime iste consensus locum habebit. 

$. 15. Evolvamus igitur nunc hos valores ope hujus me- 
thodi prorsus singularis inventos. $it primo æ—— 15, quo casu 

fit d—a+fr — = ; reliquae vero litterae reperientur a 1355; 

pe c—1235, qui numeri cum sint omnes per 5 divisi- 

biles-, ad minimos terminos revocabuntur in integris multiplicando 

per 2, tum igitur quatuor nostri numeri quaesiti erunt : 
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A5 40680 0e = rt: d==108, 

qui sunt illi ipsi, quos initio exhibucram. 

$. 16. Secundus valor pro x inventus erat x; ubi fit 
359 Reliaui lor - — ——""*. Reliqui porro valores erunt: d=— 4 + Br —= = à qui p 

2007: tu EN a =," Le NN 

qui per 6 multiplicati ad hos numeros revocantur : 

Ado Nb 408);10= 942 0 d—'25 0. 

qui cum praccedentibus conveniunt. 

$. 17. Consideremus nunc tertium valorem x = %, pro 

quo erit d—x(er +0) = 
103 , 

tum vero reliquae litterae hos 108 ? 
nanciscentur valores : 

De u7cel — 3659, RÉ 
les 54? D; He 54 

multiplicando erit in numeris integris : 

Gr QUE EN I=nT PEMT EEUTER 

T 

22 

2570 PTT CR = 2710 
GES De Cr 

$. 18. Sit denique æ —— $ eritque d — 7 tum vero 

sive per 5 dividendo et per 22° multiplicando fiet in numeris 
integris : 

GeGli bi U03: 642: 143%. 

$f. 19. Practerea vero formula nostra pro dd inventa etiam 
hac insigni gaudet proprietate quod si extremi tantum termini tol- 
lantur, pars reliqua exhibeat aequationem quadraticam resolubilem. 
Posito enim loco dd hoc quadrato (j- 3xx)° hoc sublato rema- 
nebit ista aequatio: 102æxx — 2212 — 85 — 0 ; quae per 17 
divisa fit 6x7 — 132% — 5 — 0, unde fit z—i et t——Y} qui 
sunt idem valores, quos supra operatio prima et secunda prae- 
buerat. 
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Alia Analysis ad eandem solutionem ducens. 

$. 20. Ut fiat ah 2 NNENE à" ponte 

a=m(f+9); b=mÿ—g); cn); d=n(h—k). 

Tum enim erit 4/9 (ff + gg) = n#hk(hh +-kk), et nunc statim 

ponatur #99 = hh + kk, nt fiat mi/g — n'nk sive »; Eee, 

ita ut haec fractio “A reddi debeat biquadratum. ; 

f. 21. Statuamus nunc 

ff + gg = hh + kk = (ax + BB) (YY + 00), 

unde litterae ita determinari poterunt 

f=ay +65; g—aù —py; h—= a+ By; k—ay — 5; 

ns __ (ay 65) (ai — BY) mue 
me — ja PNY — À) Ut haec formu 

la ad pauciores litteras reducatur, ponamus a — Br'et y 72 

ns (ay +1) (2) 
fietque ne (y —5)x 0) 

quamobrem esse debebit 

. 22. Ista quidem formula solutu est difiicillima, si modo 

ad quadratum reduci deberet unde vix ulla spes affulget, quemad- 

modum ea adeo ad biquadratum reduci liceat. Interim tamen forte 2 

fortuna incidi in modum omnes diflicultates superandi , qui in hoc 

tum enim erit: consistit, ut ponam y — ——— 
LE LÉ CM: — 5) = 2 . 

cey AD; mg ED à ay — 15 
æ(xx — 1), 

BY Tax 
L1 LI - + . . . 

quocirca nostra aequatio erit = xx — 3, quae jam facillime ad 
mr + 

< 5 ; 
quadratum perducitur, ponendo æ — rc tum erit 

xx — 3 — (pp — 3qq) ; 

quocirca extracta radice erit = — ot , quae ergo formula 

denuo quadratum reddi debct; quadratum ergo fieri debet 

2 pq (PR — 3 qq): 
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ubi statim casus simplicissimus in oculos incurrit sumendo p 2 
. n . 

et g— 1 tum enim fiet + —2, ideoque n — 1 et m— 2. 

f. 23. Nunc igitur erit æ = 7 ideoque y — 8. ‘Quare 
a 

cum sit 5 —4 et : — y = À statuere poterimus a—7; B——4; 

y = 28 ; 9 —17 ex quibus valoribus porro colligimus 
RO Th = TO BANNUR = 128; 

ex quibus ipsi numeri quaesiti ita definiuntur ut sit: 

O2 ND e— 3608: /10,5), 

qui sunt ipsi numeri ante inventi, 

f. 24. Postquam hac occasione numeros ex Commentario- 

rum loco supra citato descriptos attentius considerassem, mox de- 

prehendi, in iis errorem calculi esse commissum, quo emendato nu- 

meri quaestioni satisfacientes multo minores reperiuntur. Erit enim 

A9 74e B— 10203 C=108813D—=.2902; 
qui post eos quos hic invenimus pro minimis videntur habendi. Ma- 

jores autem numeri ibi traditi recte se habere sunt deprehensi. 

$. 25. Quanquam autem hoc modo resolutio hujus aequatio- 

nis A4 pr Loi Di = 0 feliciter successit, tamen inde nullum 

subsidium ad istam aequationem resolvendam: At+B#+Ci—Dt—0, 

ita ut nulla summa trium biquadratorum exhiberi posse videatur :bi- 

quadrato aequalis. Quin etiam equidem hactenus sum occupatus 

in quatuor biquadratis inveniendis quorum summa esset pariter bi- 

quadratum, etiamsi iste casus secundum analogiam possibilis videa- 

tur. At vero quinque biquadrata pluribus modis dari posse 0b- 

servavi quorum summa est biquadratum, 

Suppl. aux Mémoires de l Acad. 8 
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VI. 

D E 

RESOLUTIONE HUJUS AEQUATIONIS 

0—a+br+cy+drx +exy+fyy+ gxxy + hTyy + ixxyy 

PER NUMEROS RATIONALES. 

Conventui exhibita die 9. Oct. 1780. 

ES 

Haec formula nihilo aequanda complectitur in genere omnes 

functiones rationales integras duarum variabilium æ et y, quarum 
utraque non ultra secundam dimensionem assurgit. Ista igitur ex- 

pressio comprehendere potest novem terminos omnino, quos com- 
mode sequenti Schemate quadratico repraesentari licet : 

1 æ x? 

1 & b d 

y Date g 

Circa hanc igitur expressionem istam quaestionem evolvendam sus- 

cipio, quomodo pro binis variabilibus æ et y valores rationales in- 

vestigari oporteat , quae aequationi satisfaciant. 

$. 2. Ante omnia autem hic dispiciendum est, utrum forma 

proposita resolutionem in duos factores rationales admittat nec ne, 

quando quidem priori casu quaestio nulla plane laborat difiicultate. 

Duplici autem modo evenire potest, ut tales expressiones duos fac- 

tores involvant. Primo enim ea potest esse productum ex tali- 

bus duobus factoribus : 
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Ca + Br + yax) À + ey + Êyy) = 0. 

Horum enim factorum dummodo alteruter radices rationales conti- 

neat alteram variabilem prorsus pro lubitu accipere licebit. Sin 

autem neuter horum factorum nihilo aequatus radices radionales 

complectatur, tum etiam aequationi propositae nullo modo satis- 

fieri poterit. 

$. 3. Alter modus, quo factores locum habere possunt ita 

se habet : 

Ca + Br + Vy + dry) GE + x ny HOrY) = 0. 
Resolutio enim hic infinitis modis in genere succedit. Posito enim 

priore factore à + Bx + yy—+ôxy— 0 ex eo ultro sequitur 
nd Lhre. 

T— y+ x ? 
tur, alterius valor facillime assignari possit, idque adeo duplici mo- 

do, ob geminos factores, quorum uterque nihilo aequari- potest. 

ita ut, quomodocunque alterutra variabilium accipia- 

{. 4. His autem casibus remotis resolutio quaestionis pro- 

positae non parum est ardua, siquidem methodus desideratur omnes 

plane valores investigandi, qui pro æ et y substituti aequationi sa- 

tisfaciant. Utralibet enim variabilis pro cognita accipiatur, alterius 

determinatio deducit ad resolutionem aequationis quadraticae, ideoque 

oritur formula radicalis ad rationalitatem perducenda, quam dupli- 
cem resolutionem accuratius perpendamus. 

$. 5. Consideremus igitur primo variabilem x tanquam cog- 
nitam, aç posito brevitatis gratia: 

HI OL TEA: 

Cc + ex + gxx — Q; 

f + hx +ixx =R, 

aëquatio hanc induet formam P + Qy +. Ryy 0, unde radice 

extracta oritur : 
y — = OEMPOTÉPR 

2R 

sf 

. 
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ubi ergo omnes valores ipsius æ desiderantur quibus ista formula 

radicalis : y QQ — APR rationalis reddatur. Ista autem forma ir- 

rationalis, si loco P, Q, R valores assumti restituantur , evadet : 

V (+ ex + gax) — 4 (a + bx + dxx) (f + hx + ixx), 

Facta autem evolutione prodit sequens expressio non parum com- 

plexa : ‘ 

V (ec— Aaf)+(2ce—A4ah—4Abf )x+(2cg +ee— Ad f—4bh—4ai)x" 

+ (2cq—A4dh—4bi)x3+(gg—Adi)xt, 

quam ergo ad quadratum reduci oportet. 

$. 6. Quoniam haec formula est biquadratica constat ejus 

resolutionem ne suscipi quidem posse nisi saltem unus casus inno- 

tescat quo ea evadat quadratum (ac saepenumero etiam! unicus 

talis casus non suflicit). Cognito autem uno casu, veluti x =n 

secundum praecepta Analyseos solita statui debet x—n<+z, ut 

obtineatur nova formula unde valorem ipsius z deducere liceat, qui 

sit n', tum simill modo ulterius statui solet z — n° + z” ut hoc 

modo valor z’ innotescat, eodemque modo continuo ulterius pro- 

gredi licet. j 

{. 7. Evidens autem est hanc solvendi methodum maxime 

esse molestam, ac plerumque vix ultra tertiam operationem ob nu- 

meros nimis magnos Continuari posse; quamobrem hic methodum 

plane novam sum traditurus, cujus ope sine repetitis substitutionibus 

facillime ex valore jam cognito continuo novi valores deduci queant, 

quae ergo methodus in Analysin Diopliantaeam insigne incremen- 
tum allatura est censenda. 

$. 8. Ante omnia igitur hic assumo, cognitum esse valorem 

x — m, cui respondeat y —n, et quia inter x et y nacti sumus 

istam aequationem quadraticam P + Qy + Ryy — 0, ubi est, uti 

assumsimus : out Q—=c+ex+gax et R=f+hx+ixr, 
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huic aequationi per hypothesin satisfet, sumendo æ—1n et y—n; 

at vero eidem valori æ —m gemini valores pro y convenient, 

scilicet praeter y—n adhuc alius, qui sit y—n’, qui facillime 

innotescet, cum ex natura aequationum sit n+n = — = ideo- 
# : ë P . 

que n — — & — n. Vel etiam, cum sit nn — > habebitur quo- 

que n =; hocque ergo modo ex datis valoribus æ —3n et 

y = n novus valor ipsius y, scilicet n’ obtinebitur. 

f. 9. Simili modo etiam tractari potest forma aequationis, 

unde ex dato 4 definitur æ, quae aequatio, ponendo brevitatis gra- 

ta a+cy+fyy=S; b+ey+hyy=T; d+gy+iyy =U, 

habebitur haec aequatio $S + Tx + Uxx — 0; unde patet, cuilibet 

valori ipsius y duos respondere valores ipsius æ quorum summa 
: T s 

semper erit —-— 5, productum autem 5. Quare cum 

constet valor y—n, eïique respondeat x —m, si alter valor ipsius 
: 4 T T 

RSC ICTIT OIL CN ND — — ÿ ideoque M = — 5 — "2, tum 
J t: 2 S : 

xero etiam AE ideoque m°— >5, unde jam patet, harum 

formularum ope ex binis valoribus m et n continuo novos alios 

derivari posse, ita ut non opus sit ulla substitutione uti, qua forma 
proposita in alias formas transmutetur. 

f 10. Hine igitur tradi possunt praecepta pro omnibus 
hujus generis quaestionibus resolvendis, quae in sequente problemate 

exponamus : 

. Problema. 

Proposita aequalione inter binas variabiles x et y in forma 

generali nostra contenta, si innotescant idonei valores 

pro x el y, ex iis alios novos elicere. 
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Bo lu EL, 

&. 11. Talis acquatio ob binas variabiles x et y duplici 
modo repraesentetur : 

TL P+HQy+Ryy=0, I S+Tr + Urx =0, 

ubi ergo in priore litterae P, Q, R erunt functiones ipsius æ, in 

posteriore vero litterae S, T, U, functiones ipsius 4. Jam deno- 

tent æ et y ipsos valores jam cognitos, et quia cuilibet æ respon- 

dent duae 7, quarum si altera designetur per y’, erit y+y—=— “ 

vel etiam y =+ Simill modo eum cuilibet'y respondeant duae 

x PP EE “4 | ( ED T DE. 1 
z, quarum altera si sit x ent.æ-2=—;% vel xx — ES: 

! 

{. 12. Cum nunc valores æ et y habeantur cogniti, ex for- 
s PRE T : s : mula posteriore reperitur 2 — + — x vel etiam x ==, hic 

U Ux 

novus valor pro æ inventus combinetur cum valore cognito 7, in- 

deque ex priore formula reperietur novus valor pro y, qui erit 
/ Ù : P ut : 

y = —? — y, vel etiam 7’ —R;: Hic jam valor cum imme- 

diate praecedente æ conjunctus praebebit ex forma posteriore no- 
r 7 l n s z 1 rit d —— T “ir I tiam x — #S 
vum valorem pro > qui ErIT æ Ü æ, vel eu Te 

hocque modo progrediendo series infinita orietur, alternatim valores 

idoneos pro æ et y exhibens, quorum bini contigui aequationi pro- 

positae satisfacient. 

$. 13. Quod si ambae variabiles æ et y permutentur, alia 

similis series erui poterit, scilicet incipiendo ab y et æ, ex priori 
: Dee ET es Er es 9, : formula novus valor pro y reperitur qui erit y = — —y vel 

/ P Ê : a 
PR: Ex hoc valore cum cognito æ conjuncto colligitur no- 

NE dE ALUE . AA - : vus valor 2/— -— £—x vel à ===, qui denuo conjunctus cum 
: : Q P proximo praecedente y dabit y —%—7y vel y — R3 ? hocque 

modo etiam sine fine progredi licebit. Interdum tamen alterutra 
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harum serierum abrumpi potest, quando pervenitur vel ad x — 

vel ad y —co, tum enim ulterius progredi non licet. 

f. 14. Talibus autem valoribus pro æ et y inventis cum 
R TA +V0Q— PR ex resolutione prioris formulae fiat y — — RE EU 

valores pro æ-inventi reddent formulam QQ — 4PR quadratum. 
VIS : : THVTT—4SU 

Simili modo cum ex altera aequatione sit x = — ne PE 

omnes valores pro 7 inventi reddent formulam TT — 4SU quadra- 

tum. Quo autem usus horum praeceptorum clarius appareat, ali- 
quot exempla subjungamus. 

Exemplum 1. 

f. 15. Proposita sit haec aequatio : 

2XYY — 2Y + À — ax + y, 
ubi statim patet sumto æ — 0 fore y——+2, similique modo si 

y — 0 fit æ—-H+ 2. Praeterea etiam notetur casus quo æ —{; 

tum enim fiet y — 3, eodemque modo si y 1 fit æx—3, qui 

ergo sunt casus cogniti, ex quibus innumeros alios derivare licebit. 

$. 16. Hunc in finem repraesentatur aequatio proposita du- 

plici modo : 

L O4 — xx — xy + yy (xx — 1) = 0 

IL 4 — yy — yx + xx (yy — 1) = 0. 

Ex harum prima oritur y y ——%—, vel etiam PET, 
y Eodem modo ex altera oritur x+x’= 75 vel etiam æx’= 2, 

Ÿ. 17. Incipiamus nunc a valoribus x—0 et y—2, unde 
ex formula posteriore fit x/=2 ex hoc porro cum praecedente y=2 
prior formula dat y — — %. Hic porro valor cum praecedente 

1102 

5 
— — f} ex quo porro fit W— — æ—Z% conjunctus dat 2’ 
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Hos igitur valores ordine disponamus : 

D'ENONME DE DR ET STE CE AIERRE ; etc. 

$. 18. Si incipiamus a valoribüs æ—0 et y——2 idem 

prodibunt valores signis tantum mutatis, quod etiam eveniet permu- 

tandis variabilibus, sumendo y = 0 et + 2; tum enim pro- 

dibunt pio_æ valores quos antea pro y invenimus et vicissim. In- 

vertendo porro, si incipiamus ab y —2 et x — 0, sequens valor 

pro y erit — 2, unde manifesto prodit series secundo loeo com- 

memorata. 

$. 19. Verum valor qui praeterea nobis est cognitus novos 
producit valores; incipiendo enim ab æ—1 et y—3 erit æ'=—; 

NT EE MSIE : : : J RDA Re ü 
RER CU = Mr Quod si ordine inverso incipere vel 

lemus, ponendo y = 3 et æ —1 fit statim y —co, sicque jam 

tota progressio sistitur. Valores autem hic inventi ordine dispositi 

: ST = De pe Ste UNTT ue ENS RETENNARS ELU DIEM ES TI — aol —= 75 L— LE ubi 

notandum eosdem valores etiam signis mutatis, atque adeo valoribus 
æ et 7 inter se permutatis quaesito pariter satisfacere, sicque pro 

solutione problematis duas series in infinitum procedentes sumus 

adepti. ; 

f. 20. Cum in. hoc exemplo habeamus P — 4 — x; 

Q——x;, R—zxx—1; tum vero S—4—7yy, T——-7y; U—=yy—-1; 

erit QQ — 4PR — 16— 19xx—+ 4x". Similique modo 
TT — 4SU — 16 — 19 yy + 4y!, 

quae cum sint similes inter se, ista formula: 16 = 10 =z + 4zt 

semper evadet quadratum si loco = sumamus tam valores pro & 

quam pro 7 inventos, qui ergo valores ordine dispositi sunt: 
16 78 1102 

ds sMÉS CE PL ne? 

5 77 31 É 
1 L] 3, 8 ? 39 ? 19 + 29 c 

Veluti si sum: z =— $ eri … = Lu 22 97248 umamus z 2 erit 16 192 + 4z — $5s 
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f. 21. Haec insignis proprietas isti innititur fundamento"! 
quod in sequatione proposita binae variabiles x et y inter se com: 

mutari possunt; quoties ergo aequatio proposita ita fuerit. compa- 
rata semper eadem proprietas locum habebit, ut valores pro litteris 
æ et y inventi permutationem admittant ita ut, cum series horum 

valorum fuerit inventa quilibet bini termini ejus contigui pro litteris 

æ et y sine discrimire accipi queant. Operae igitur pretium erit 
omnes istos casus in genere evolvere. 

E x.e.m,p.l um ,2. 

$. 22. Proposita inter binas variabiles x et 4 hac aequatione: 
a (x +y) +7 (xx +yy) +ÔXY HETY(T + y) + Cxxyy —0 

ubi æ et y permutationem admittunt, invVestigare omnes valores 
ipsarum x et y huic aequationi satisfacientes. 

f. 23. Reducatur aequatio proposita ad hanc formam : 

a + fx + yrx + y (BP + dx + xx) + yy (y + er + ax) — 0, 
unde fit pro forma nostra generali : 

P— a.+.fx. + yrx, 

Q = GB Ét02, re 2x , 
R =y + ex + xx, 

qui idem valores, permutatis æ et 7, valebunt pro litteris 5, T, U; 

unde pro binis valoribus ejusdem litterae habebimus y LyT 

vel etiam y =: 

$ 24. Sint nunc A et B bini valores cogniti pro litteris 
æ et y, ex lis sequentes qui sint C, D, E, etc. per sequentes for- 

= mhandses ea a+88+7B2 , mphandses «bal 2" mulas definientur: C = DER A sive C— Green) ? 

id DUT B RAM : _— :«+6c+yc 
tum, vero, D — ge B site D) 

Lis sx DEEE ut = a+f6D+7yp? ER Ÿ LED en C sive Enr 

elc. | etc. 

Suppl. aux Mémoires de l Acad. | » 
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Inventa igitur ha serie, quilibet bini termini contigui pro et y 

assumi poterunt. Ita si sumamus x — D ecrit vel y = C vel 

y LE ; :utroque enim modo aequationi nostrae satisfet. 

$. 25. lidem porro etiam termini hujus seriei semper for- 

mulam QQ —4PR reddent quadratum quae cum aeque valeat pro 

æ et y, earum loco scribamus novam litteram z et cum sit 

P—a+fiz+yzs; Q —=fR+ Oz + ezz; R — "y + es + dzz 

facta evolutione pro formula QQ — 4PR talis expressio reperietur : 

A + Dz + Er + O=° + Ezi, ubi exit: 

A = RE — 4ay : 

D — 20 — Au — 4BGy, 
E — 00 — 2e — Aug — 4Vy, 
D — 20€ — 46 4 Ve, 

E— £e — 4. 

{. 26. Igitur formula ad quartam dimensionem ipsius z ex- 

surgere potest, cujusmodi formulae in Analysi Diophantaca dificil- 

lime non nisi per longos calculos ad quadratum reduci possunt. At 

vero series terminorum A, B, C, D, etc. ita est comparata, ut 

ejus quilibet terminus pro = assumtus hanc formulam reddat qua- 

dratum, 

Exemplum 38. 

£. 27. Proposita sit ista aequatio : 

TTY = LYY TX + yy —2—=0, 
cui primo satisfaciunt valores æ — 1 et y — 1; tum vero etiam 

æ=—1 et y=—1. Hacc aequatio ad nostram formam P+Qx+Rax: 

rtductes dat PB=zr 25; 0 ri R=A — zx. Altera vero 
forma S + Ty + Uyy erit S = yy — 2; T—=— yy; Ü = Y 

unde deducimus has formulas: y+ y — Er vel etiam yy = PE 3 

tum vero æ + 2/—+ = vel etiam xx’  . : 
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. 28. Ope harum formularum si incipiamus ab his valori- 

bus æ —1 et y — { sequentas investigentur : 

/ — ché los Dani /1-shpin ae mA NET 
=}; ÿ—= … ; éÉbimass TT EN APE 

Pro altero casu cognito incipiamns ab y——1 et x — 1 et 

valores sequentes ordine erunt : 

fe: rk nn // 70 77 = 21 The 

RE dla 0 mit lune ho domi: PCT 
Hi valores posteriores conveniunt praecedentibus mutatis tam signis 

quam binis litteris æ et y cujus ratio est evidens ex ipsa aequa- 
tione proposita. 

f. 29. Cum hic sit: 

* QQ — 4PR = x 42 — xx — 8x +8. 

ista formula evadet quadratum, quoties pro æ quispiam valorum 
inventorum substituatur qui sunt ordine :. 

2 Diet 23 73 217 
1, — 1, Corn FRE RUE A RS ee eric, 

Veluti si sumamus æ —Z erit 

ar QQ — 4PR— 

Exemplum 4. 

{. 30. Proposita sit haec aequatio : 

DEYY TX = y EL 0), 

eui sumto æ—0 satisfacit y==1; at sumta y==0 satisfacit x=—={ 
re s en NS RSS nd 7 Jam quia formula nostrae erunt y + y — + et yy—"©, tum 

vero æ +-x a et æx—!=?, Minc incipiendo a valoribus 

NN ct{7—1 sequentés erunt.r’== 1 jy — 0; 27 = oo. 
Homtallerlcasus y —= 0 etix 1 dat ut ante y —= 1; 2 == 0; 

y” =>, unde patet hinc alios valores non obtineri, praeter 
9 Li 
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Li Os, Ne 

D, 5 La EU 

neque tamen hinc concludere licet nullos alios valores satisfacere. 
Si enim alius insuper valor cognitus daretur, ex co fortasse alios 
novos eruere liceret. At revera ali valores prorsus non dantur 
Constat autem plurimas dari formulas , quae paucis tantum quibus- 
dam casibus quadrata reddi possunt. 
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VIE. 

METHODUS NOVA ET FACILIS 

FORMULAS CUBICAS ET BIQUADRATICAS AD QUADRATUM 

REDUCENDI. 

Conventui exhibita die 16. Oct. 1790. 

a > 

Quando in Analysi Diophantea pervenitur ad formulas cubi- 

cas vel adeo biquadraticas quadrato aequandas, ante omnia necesse 

est, ut unus saltem casus innotescat, quo hoc eveniat; tum vero prac- 

cepta constant, ex tali casu cognito alium eruendi, quo invento for- 

mulam propositam ope certae substitutionis in aliam tranformari opor- 

- tet, unde simili modo novus valor investigari solet. Hoc modo 
per continuo repetitas substitutiones et transformationes totum nego- 
tium absolvi debet, quae autem mox ob numeros continuo majores 

occurrentes tam fiunt molestae ac taediosae, ut vix quisquam réperia- 

tur, qui has operationes aliquoties reiterare voluerit. Quamobrem non 

‘dubito, quin methodus, quam hic sum traditurus insigne incremen- 
tum Analysi sit allatura cujus beneficio sine ulla substitutione vel 

transformatione ex casu quovis cognito alios derivare licet, cujus 

quidem methodi jam aliquot specimina in medium attuli, hic autem 

eam dilucide explicare, ejusque usum ostendere accuratius constitui. 

_ {. 2. Sit igitur formula ad quadratum reducenda : 

AE Bx + C2? Dr À Ext IV, 

ac totum negotium huc redit, ut ista formula ad hanc speciem 

revocetur V = P°+ OR, ubi literae P, Q, R tales designent formas: 
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P= a + bx + cxxr 
QZ d+ ex + fxx 

gt hd 4x HT AI 

tum enim cum V debeat esse quadratum, statuatur .ejus,  radix 
— P + Qy, unde orietur ista aequatio: 2Py+Qwyy=R, 
quam in posterum canonicam Vocemus, in qua ergo duae variabiles 

æ et y xeperientur quarum utraque non ultra secundam dimensio- 

nem exsurgit, ita ut cuilibet valori ipsius æ gemini valores ipsius 

y respondeant, ac vicissim cuilibet valori ipsius y duo valores ipsius 
æ. Haec ergo aequatio, substitutis valoribus ita erit comparata : 

yy (d+ ex + fax) + 2y (a+ bx + cxx) = g — hx —ixx = 0, 

unde pro variabili æ formabitur ista aequatio : 
at (fyy + 2cy — à) + x (eyy + 2by— h) + dyy + 2ay —g— 0, 

ubi brevitatis gratia ponamus : 

Syy +2cy — à 5 
e yy + 2 by — h T 

d'yy + 2ay — g U 

ita ut habeamus hanc aequationem: Sxx + TxU—o, quam 

ergo cum altera aequatione : Qyy + 2Py —R = 0 convenire ne- 

cesse est. 

nel 

IL I] 

pi 

$. 4. Cum igitur cuilibet valori ipsius æ  respondeant duo 
valores, ipsius y, quorum alter sit y, alter, vero y, ex  natura 

aequationum habebitur : 
as 2P pris R 

YHY=—-G À = — SG: 
Simili modo cum singulis valoribus ipsius 7 respondcant duo valores 

ipsius æ, qui sint æ et x’, erit æ+2 = — = ar + 

quarum formularum ope ex cognitis quibusvis valoribus ipsarum 
æ et y, ali novi assignari poterunt, ex quibus deinde pariter ap 

novi hocque modo sine fine plures erui poterunt, in qua insigni 

proprietate consistit natura novae methodi quam hic sum traditurus, 



71 

quae ergo sine ullis substitutionibus et transformationibus continue 

plures novos valores idoneos suppeditat. 

$. 5. Quod quo clarius appareat ponamus primos valores 

ipsarum x et y cognitos esse x—a et y—f3 et quia valori y—=f 

respondent duo valores ipsius æ, quorum alter est &, alter vero, 

qui sit y reperietur ex hac formula : 
— __ (eBB—+2bB—») 

P— TT fifa —rs. 7 
eodem modo, quia ipsi y respondent duo valores ipsius 7, quorum 

alter habetur f3, si alter statuatur — 0 erit 
3 — 2(1+bYH+eYY) B 
T. Cent Zen à 22 è 

Nunc quia ipsi d respondet primo æ—"7y, si alter ponatur —e 

reperietur : 
= __ (eS+255—5) 

Es — Ms 2 à  : 
hocque modo ulterius progrediendo habebimus : 
D FN HR (SSH 26 —b) _ 

ÉET de fee MONET | férEmeer-3 
etc, etc. 

Unde patet hanc seriem secundum legem satis simplicem quousque li- 

buerit continuari posse. Inventis autem terminis hujus seriei: @, f3, y; 

Ô, e, étc. alterni &, Y, €, , etc. praebebunt valores ideoneos 

pro litera æ, quibus formula proposita revera fit quadratum. 

€; 

$. 6. Possunt etiam bini valores cognii æ—a et y —f3 
in ordine permutari, ita ut incipiamus ab y —f et x —a; atque 

ope earundem formularum similis series retrograda formari poterit, 

cujus tertius terminus erit novus valor ipsius y, quartus ipsius æ, quin- 

tus ipsius y et ita porro, ita ut istius seriei termini secundus, quar- 

tüs) Isextus, etc. etiam valores idoneos pro littera æ sint exhibituri. 

Interdum quidem usu venit ut alterutra harum serierum  alicubi 

abrumpatur , quod contingit quando ad terminum infinite magnum 

pervenitur. Quin etiam ejusmodi casus occurrere possunt, quibus valo- 
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res ipsius x iterum ad praecedentes revolvuntur, id quod necessario 
evenire debet pro ejusmodi formulis, quae vel unico tantum casu 

vel tantum duobus tribusre quadrata evadere possunt; veluti evenit 

pro hac formula 4 4x —[] quae tantum tribus casibus quadra- 

tum feri potest. 

. 7. Cum autem hac operationes institui nequeunt -nisi pro 

litteris æ et y valores idonei, quos posuimus x—«x et y—=f3, fue- 

rint cogniti, tales valores plerumque suppeditat jpsa aequatio canonica 

yy Q + 27P — R = 0. 

$i enim fieri queat Q — O0, sive d+ex + fxx — 0, quod evenit 

quando fuerit ee — 4 df = [], tum erit y — _ : 

rt R—0O, hoc est g + hx + ixx — 0, quod fit quando fuerit 

Rhh— 4gi = [ tum bini prodeunt valores pro 7, alter y—0, alter 

Deinde si fue- 

= = - Hoc ïigitur modo evenire potest, ut pro x qua- 

tuor valores idonei reperiantur, simulque ïiis valores ipsius 1 

respondentes innotescant. Praeterea vero etiam altera forma ae- 

quationis canonicae, quac erat 5xx +-TxU—Oo valores ido- 

neos praebere potest; si enim reddi queat $ = fyy + 2cy — i —=0, 

unde pro y duo valores resultare possunt, id contingit, quando fue- 

rit cc+fi[Cl; tum autem erit rs. Denique etiam 

quando fuerit U = dyy + 2 ay — g — 0, quod evenit. si 

aa +-dg = [] pro-æ gemini prodeunt valores, alter æ—0, 
y . se Le = 

alter x — —<, unde ergo etiam plures casus cogniti erui possunt. 

Omnes autem istos valores cognitos, qui immediate ex aequatione 

canonica derivantur vocemus primitivos, quandoquidem ex his per 

praecepta ante tradita innumerabiles ali deduci possunt. Ad hoc 

autem imprimis requiritur , ut formula proposita V quadrato aequan- 

da ad hanc formam: V= PP + OR redigi queat. , Hocigitur 

aliquot exemplis ‘illustremus. : 
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Exempilum ff. 

{. 8. Sit formula quadrato aequanda : 

V = 422 + (x — 1) (3xx — x — 1), sive 

D 32 CO E = 27: = 21: R—3xr— 7 — 1 
unde acquationis canonicae prior forma erit : 

(x — 1)yy + Axy —(3 2x —x— 1); 

altera vero forma : 

— 3 ax + (yy +Ay HI)xr — (yy—1)—=0, 

unde binae formulae , quas vocemus ARE erunt : 

y+y—=— te; a 
At vero ex formula priore canonica a ie oi Dh, 

cui respondet y —1; altera autcm forma, facto yy — 1 0 prae- 

bet vel y —-+1 vel y——1, quorum priori respondet vel += 0 

vel x = 2; alteri vero y —— 1 respondet etiam vel _ + — 0 

vel x = — 

$. 9. Instituamus igitur operationes supra praescriptas et in- 

cipiamus primo a valoribus æ 1 et y—} ac reperiemus se- 
quentem seriem: 

SIND 
. 

DL NY LT — 5%; 

Sumamus nunc æ—0 et y—+1, unde formulae directrices pro- 
ducent sequentem seriem valorum idoneorum : 

= 0e ur 2 y 9; z =; Y —= +- PE etc 

Invertamus ofdinem incipiendo ab y —1 et x —0 series valorum 
idoneorum erit : 

HA; LOS Y=46 DETTE; DES ete. 

In his jam seriebus omnes reliqui valores primitivi continentur. In 
praecedente autem serie ordinem valorum primitivorum x = 1{ et 

ideo non invertimus, quia sequens y jam prodiisset inf- — I 

ï + 

mitum. 

$. 10. Formula ergo proposita V — 34% { ad quadra- 
tum reducitur his valoribus ipsius x : 

Suppl. aux Mémoires de l Acad. Le 
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etc. 

Ezxempluum., Z 

{. 11.  Proposita sit haec formula quadrato aequanda : 

V= xx + (xx + 1) (œx — 2), sive 

Y—=zx*— 2, ubrest P—zx; Q—œxx LA; R—=ar—02. 

Hinc aequatio canonica erit : 

(xx + 1)-yy + 2ay — (xx — 2) = 0; 

altera autem ejus forma erit : 

QY — 1327  2y + (yy + 2) = 0 
unde formantur hac formulae directrices : 

= Ru — y et PRE ae — Xe 

Prior autem forma cum neque fieri queat Q — 0 neque R = 0 

nullos dat valores primitivos ; altera autem forma dat $ — 0 ideo- 

que y—+1,"cui respondet x — +3. Practerea vero cum 

fieri nequeat U — yy +-2 — 0, alios valores primitivos non sup- 

peditat. 

$. 12. Incipiamus'igitur a valoribus y— 1 et x — — 3 

et formulae directrices sequentem nobis administrant seriem valorum: 

JE LME A: NÉS Der 2. 
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Invertendo autemsæ— — 32; y = 1; x—oc. Alteri autem va- 
lores primitivi x = 4% et y —— 1 eosdem manifesto producent 

valores signis tantum mutatis, qui ergo, quoniam in formula pro- 

posita tantum occurrit æx, novas solutiones non dabunt.  Valores 
. . . . 113 . 

ergo ipsius æ hactenus inventi sunt x + 5 et LT 3, > quibus 

formula proposita x} — 2 quadratum redditur hoc modo : 
: 3 : 07 
DT) 2 et Vr— 5 

SLT TES FT: 70672 

ge V5 

E x'e mp'lu m-- 8: 

{. 13. Proposita sit haec formula quadrato aequanda : 

V=(æ+1) xx 1)(x — 2) sive V—ax +1, 

quam certum est aliis casibus quadratum fieri non posse practer 
æ—0, x—— 1 et x —2, id quod etiam nostrae operationes 

declarabunt. Cum autem hic sit P=x+1; et QR=x(r+1)(x— 2), 

sumamus Q — x (x +4 1) et R—zx— 2; aequatio ergo canonica 

erit æ (x + 1) yy + 2 (x + A) y — (x — 2) = O0, cujus altera 
forma erit yyæx + (yy + 2y — 1)x + (2y + 2) O0. Formu- 
lae autem directrices ita se habebunt : 

DRE 2 RE (CEE) ne or LL — "À" — x, y = # y 

Ex priori forma posito Q—O oriuntur duo valores primitivi vel 
X—0 vel æ— — 1, pro quorum priore ft y—— 1, pro al- 
tero y —co. Facto autem R—0, sive x — 2 erit vel y —0, 
vel y——1. Altera autem forma, posito S$—0 dat Yi 0. 
cui respondet x 2; at posito U—0 dat y——1, cui res- 
pondet æ — 2 quos ergo valores primitivos evolvamus. 

Ÿ. 14. Sit igitur primo æ—0 et y = 1 et formulae no- 
strae directrices producent : 

PO Yi 2, y —=0$ zx 0o. 

106% 
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Invertendo y=— 1; æ 0; y —oo. Sumamus nunc hos pri- 

mitivos valores x — 1; y —© qui dant 

DE = dy mob M 0 co; m'0M'ete 

Sumatur denique x = 2 et y—0, et valores erunt : 

ma 2 y 0 MEGo; HI «T —— OQ* EE 

Patet ergo ex omnibus primitivis, -qui erant æ—0; æ—— 1; 

æ — 2, nullos alios novos deduci posse. 

Exemplum 4. 

{. 45. Proposita sit quadrato aequanda haec formula : 
VV xx + (xx —1) (2xx +-1), sive V — 224 — : Pa 

ad quam pervenitur quando quaeruntur duo numeri, quorum summa 

sit quadratum, quadratorum vero summa biquadratum. Cum igitur 

hic sit P— zx; Q—zxx — 1; R= 2x1 crit aequatio ca- 

nonica ita expressa : 
(xx — 1) yy + 2xy —(2xx + 1)—= 0, 

ejusque inverse ë 

y — 2) xx + 2yx — Yy + 1) 0. 
Hinc formulae directrices erunt : 

2 x 2 y TS DL DAT Ge ts on ee 
EE TT CAR LITE YY — 2 

Prior forma, posito Q — 0 dat x —+ 1, cui respondet y — +5; 

at R—O nihil dat. Ex altera forma itidem nulli valores primitivi 

oriuntur. 

{ 16. Evolvamus ergo valores x —1 et y—=3 ex quibus 
per formulas directrices reperiuntur : 

DEA TR BR Re 486 Y—=— 3; ete. 

Permutando autem primos valotes fient JBL 1: J =ÉRE 

Reliqui primitivi non nisi signo differunt idevque eosdem praebent 

valores. At vero valor x — 13 dat V— 239°, 
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f. 17. Hactenus autem assumsimus formulam propositam 

quadrato aequandam : 

AE Br Cr + Dr + Ex! =, 

jam esse ad formam PP+OR revocatam, atque insuper aequationcm 

canonicam inde formatam Q yy + 2 Py— R — 0, ejusque alteram 

formam Sxx + Tx + U — 0 ïita esse comparatam, ut saltem una 

harum aequalitatum Q 0; R—=0; S—0; U—0 praebeat 

radicem rationalem, quod si non eveniat, operationes supra desrip- 

_tae ne institui quidem possunt, nisi forte divinando casus quispiam 

reperiri queat, quo formula proposita revera evadat quadratum. 

Quod si enim hoc modo innotuerit valor ipsius æ, ei respondens 

y ex aequatione canonica derivare poterit; unde deinceps operatio- 

nes praescriptae institui poterunt. 

f. 18. Verum etiam reductio formulae propositae ad for- 

mam PP+QR saepenumero maxime est difficilis, praecipue si 

nullus casus jam fuerit cognitus. Quoties autem unus saltem casus 

quo formula proposita quadratum evadit innotuerit, tum ea semper 

ad formam PPHOR reduci, et quia casus jam est cognitus, 
operationes optimo successu institui poterunt. Quemadmodom igi- 
tur ex casu cognito formula proposita ad formam PP + OR reduci 

queat imprimis nobis erit ostendendum, quo ista tractatio completa 

reddatur id quod in sequentibus Problematibus expediemus. 

Problema I. 

Si Proposita fucrit formula cubica haec : 

A + Bx +- Cxx + Dx$ = V, 

quae evadat quadratum casu x a, eam ad formam 

PP+HQR revocare , indeque aequationem canonicam 

constituere, ex qua deinceps operationes supra descrip- 

tas instituere liceat. 
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Solutio. 

{ 19. Fiat igitur, posito æ — a nostra formula : 

NS Bat Eat Dai 

tum sumto P —f semper pro QR .ejusmodi formula prodibit quae 

in factores resolyi potest, quarum ergo alter pro Q alter pro R 

accipi poterit. Tum enim erit QR.— V — ff, unde loco ff xalo- 

rem substituendo , itemque loco V, prodibit: 

OR = B (x — a)+C(x° —.a) + D (x — a), ideoque 

QR = (x'— a) (B 4 C (x + a) + D (xx + arH+a)), 

ubi jam sumi poterit Q—zx—a et 

R=B+HC(x + a) + D.(xx + ax + aa). 

Possent etiam hi valores inter se permutari; verum hinc nullum 

discrimen, in valoribus ipsius æ, quos operationes nostrae suppedi- 

tabunt , orietur. 

{. 20, ÆAnventis jam -valoribus litterarum P, Q , R, aequa- 

tio canonica erit : 

yy (x — à) + 2fy —-B—C(x +Ha)— D (xx + ax + aa) — 0 

unde pro valore cognito : | 
sh __ B<+-2Ca+-53Daa < 

DE A; SUD M. val 

et jam facile erit ex his valoribus ope formularum supra datarum 

innumerabiles alios valores litterarum x et y eruere, nisi fôrte ad 

valores infinitos perveniatur , vel ïidem recurrant. 

ÿ. 21. Hic autem non absolute necesse est, ut sumatur 

P—/f, sed pari successu ejus loco talis functio ipsius æ assumi 

posset, quae posito x — a abeat in ff, tum enim prorsus ut ante 

V — PP factorem habebit æ — «a. Interim tamen hinc mnulli alii 

valores pro æ prodibunt: tota enim res eo ridibit ac si pro y su- 

meremus y W, denotante W functionem quandam ipsius x, 

unde pro calculi facilitate expediet statui P — f. 

RS 
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Problema Il. 

Si formula proposit& cubica : 

V = AL Bs + Cx° + Dxi, 

duobus casibus x a et x —=b quadralwm evadal, eam 

ad formam PP+QR ita reducere, ut aequatio cano- 

nica. utrumque valorem x a et x —b involvat. 

Solutio. 

{ 32. Ponamus igitur casu æ — a fieri 

VA + Ba Ca HR Ddtre ff 

at vero altero casu x = b fieri À + Bb + Cb° + Dh = gg, at- 
que pro aequatione canoniea. statuamus 

V={(p <q (x + à) + y (x — a) (x — b)Ÿ sive 
V = pp + 2pq (x — a) 6 MUST — aÿ (x — b) HEAR CE — aÿ 

+ 2qy GC — a) (x — D) + yy (x — aÿ (x — bÿ 

ubi p et q denotent certas quantitates constantes ab x non pen- 

dentes, quas sequenti modo. definire liccbit.- 

$ 23. Ponamus primo æ—a, et quia tum ft V—/f ha- 

bebimus hane aequationem: ff — pp ideoque p —f; deinde po- 

namus æ — b, er quia-tum-fit V—gg nostra aequatio hanc induet 

formam : Bus 2/q(b—u)-+gqa(b— a), unde fit g=f-+ g(b—a) 

ideoque g=i= A, quibus valoribus substitutis. Inventis nunc binis 

valoribus p et g sumatur P=p+q(x--a), atque manifestum est 

formulam V — PP factorem habituram-esse (x — a) (x —- b), unde 

statuamus V —- PP M (x — a) (x — b), atque nunc fiat 

V=(P +<y(x— a)(x —b)), 

factaque evolutione et translate PP ad alteram partem tota aequa- 

tio, divisibilis.erit per (x — a) (x — b), orieturque 

M = 2Py + yy (x — a) (x — b). 
Quod autem. facta evolutione aequatio prodeat per (x — a) (x b) 
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divisibilis inde colligi potest, quod ambo casus + — a et x —b 

inter se permutari possunt; quare cum formula V — PP sponte 

factorem habeat æ — &, necesse est, ut etiam habeat factorem 

x—b. Quia enim invenimus P— f + FERME facta per- 

mutatione erit PE g ee D hae buse héhé prorsus 

inter se congruunt. Quare cum formula V — PP divisibilis fuerit 

per æ—a@, etiam divisibilis erit per æ — b, ideoque etiam per 
productum (x — a) (x — b). 

Exemplum. 

{ 24. Sit V— 3x 1, quae aequatio casu æ — 1 fit 
V—2”, casu autem æ—2 fit V—5*, ideoque habebimus a—1, 
f=2;6=2, g=—=$, unde-fiet PT 32— 1. “Hinc igitur fe 

V—PP=—32*+9xx+6x, quae est divisibilis per (æ—1)(x— 2), 

cum sit V—PP = (x—1)(x—2)3x, quamobrem hoc casu erit 

M— 3%. Quocirca pro formula 3x% + 1 quadrato aequanda ae- 

quatio canonica erit: 3% — 2(3x— 1)y + (x — 1) (x — 2) yy. 

Altera igitur forma erit yyxx+(6y— 3yy — 3)x+2 yy—2y—=0. 

Prior forma ex Q——O dat statim ipsos valores per se cognitos 
res Aeth 22; ativero, R==-0\ dat 0 rAkeTa M onmneS, 

S=0 praebet y=0 et x=0; ex U=O0 fit y=0 vel y=4{ quibus re- 

spondet x — 0 sicque habemus tres valores primitivos x—0, x=—=1, 

x=2, quibus conveniunt y—0; y—1; y—+É; y—+É. 

$. 25. Formulae jam directrices erunt : 
— 2 (5x— :) PR ed 

RTE NAT ET 
Hinc percurramus casus cognitos, ac primo quidem æ—0 ety—0 

nihil dat; at vero invertendo obtinetur: 

JUMP 0:90 "etc. 

unde patet primum valorem æ—0 ad nullos novos valores per- 

ducere. . Sumamus igitur x = 1; y — +3 atque series erit : 
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SA 5 fete ln De 25 —ÉE x = 2; 

ordinem invertendo: y +i; æx—=1; y—=; x —2. Deni- 

que si sumatur æ —2 et y —Z valores erunt : 

RENE ; Wen me 1; 4 — 00 
invertendo autem nihil prodit. Mirum est hanc aequationem cano- 

nicam pro æ alios valores non suppeditare, practer +0; += 1; 

æ—2; a —--2, cum tamen idem casus jam supra sit tractatus 

in exemplo primo, ubi adeo innumerabiles casus invenire licuit. 
Unde intelligitur plurimum interesse, ut aequatio canonica idonea 

eligatur. Praesenti scilicet casu perperam duo valores primitivi ad 

aequationem canonicam constituendam sunt adhibiti. Praestat enim 

unico valore cognito uti secundum problema I. quod operae pre- 

tium erit ostendisse. 

$. 26. Utamur ergo unico valore cognito æ—1, quo casu 
ft V— 4 = 2’, sicque habebimus a —1 et f— 2. Per primum 

igitur problema habebimus P = 2, ideoque 

QR = 3 (x? — 1) — 3 (x — 1) (xx x + 1) 
Sumamus ergo Q —x—-1 erit R— 3(xx + x11) et aequatio 
canonica erit (x — 1) yy + 4y — 8 (xx + x +1) — 0 cujus al- 

tera forma est — 32%x + (yy — 3) x + 4y — yy — 3 — 0 unde 

formulae directrices erunt : 
PEUR e PRES A LÉ ) . 4,— re y EE ——-— — x. 

Ex priore autem aequatione, posito Q — 0 fit x —1 cui respon- 
det y; at vero posito RO nullus prodit valor rationalis. 
Ex altera, aequatio $ — 0 itidem nihil dat; at vero U—0 dat 

3; praeterea dat y = 3 

cui respondet x = 2. 

$. 27. Incipiamus ab æ —41 et y —3% et reperientur sc- 
quentes valores idonei : 

5 67 
YE Sec. Bi YELLrzT © 

4 

Suppl. aux Mémoires de l Acad. SE 
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Inversio autem ordinis nihil praebet ob sequens y = co. Evolva- 

mus ergo casum primitivum y—1 et æ—=0 fietque series valorum: 

M1 LU MD, MN T6 x; etc. 

ordinem autem invertendo : 
— » —— . —— . — . =" CA AN eg qe Y —$; T —;; etc.. 

In his operationibus reliqui bini casus primitivi jam continentur, 

quos ergo superfluum furet prosequi. Atque hic jam omnes valo- 

res supra inventi prodierunt. 

$. 28. Neque vero ob hanc circumstantiam secundum pro- 

blema omni usu carere censendum est. Postquam enim pro exem- 

plo allato sumto P— 3x1, invenimus 
QR = 3 (x — 1)(x— 2) et sumsimus 

Q = 3x et R—(x — 1)(x — 2); 

unde aliquos tantum valores pro æ eruere licuit. At vero produc- 
tum illud 3æx(x—1)(x—2) als duobus modis in duos factores dis-. 

cerpi potest, sumendo vel Q = 3 (x — 1) et R—zx(x— 2), vel 

QZ3(x— 2) et R—zx(x— 1); tum vero hi duo casus secun- 

dum praecepta evoluti omnes valores idoneos pro x dedissent, 

uti tentanti facile patebit. Ex quo generatim hoc probe tenendum erit; 

quoties pro QR reperitur productum ex tribus vel quatuor factoribus 
simplicibus constans omnes plane resolutiones in duos factores pro Q 
et R sumendos in usum vocari et operationes supra traditas institui 

debere. Tum enim asseverare non dubito, omnes plane valores ido- 

neos pro æ repertum iri, id quod in sequentibus problematibus pro- 

be est observandum. Quamobrem progrediamur ad formulas biqua- 

draticas, sub hac forma generali A --Bx + Ca° + Daÿ + Ext 
contentas , ad quadratum reducendas, 

Problema lIIl. 

Proposita tali formula quadrato aequanda : 

À + Bx + Cr Das LExi=V, 

dde er en mp gr" - 
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quae quadratum evadat casu x a, cam ad formam 

P°+OR reducere, hincque aequationem Qyy+2Py-R—0 = ; 7 q à, y 
Jformare. 

Solutio. 

$. 29. Sumto x—a fiat V—/#f et supra jam ostendimus, 

sumto P=—/f, unde ft QR = V — jf, hanc expressionem facto- 

rem habituram esse æ— a; in altero ergo factore x ad tertiam 

potestatem ascendet, quem ergo neque pro Q neque pro R assu- 
mete licet, nisi forte factorem simplicem involvat, quem cum 

æ— a conjungere liceret. Quare hoc casu excepto negotium alio 

modo est instituendum, id quod facillime sequenti modo praestabitur. 

f. 30. Cum formula proposita V posito æ — a quadratum 

pracbeat — jf, ponatur statim æ —= a +-f, atque manifestum est 

talem formulam esse prodituram: V=ff+at+fiét +415 + de, 

quam ergo ad speciem PP + QR reduci oportet. Hunc in finem 

sumamus P=f+ 4 unde orietur 

QR=V—PP— (BR — Ju + y + Hi, 
quae ergo forma hos continet factores : 

LB — 55 +yi+ 0), 
. quorum alterum pro Q alterum pro R'assumere licebit; perinde 

vero est quinam pro Q vel pro R accipiatur. ‘Tum autem aequa- 

tio canonica erit Qyy + 2Py — R — 0 unde facile altera forma ad 

potestates ipsius æ accommodata formari poterit, quo facto con- 

structio seriei literarum x et y nulla amplius laborat difficultate, 

cum constet casus 6 0, sive æ a. Quin etiam hic si lubuerit 

loco £ valor x — a restitui poterit. 

f. 31. Alio autem practerea modo acquatio canonica formari 

poterit ponendo P=f ++ gét sumendo 6 ita, ut etiam termi- 

fs 
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nus fé tollatur quod fit posito ÿ — £, Hi tum autem repe- 

rietur QR— y 8 + —É(y +301), unde pro Q et R hi 
valores accipi poterunt: £ et £(y”/-1 0/4). Reliqua vero ut ante 
expedientur. 

Exemplum. 

f. 32. Sit formula proposita V — 2x* — 1 , quae cäsu 

x — 1 fit quadratum, sicque erit a = 1 et f — 1; unde posito 

x—1{ té fit V— 1 + 84 41246 + 865-p 2F*; quare ‘si pro 
priore solutione sumamus P == 1 + 4£, prodibit : 

QR = V — PP — fé (2ÉÉ + 8E — A). 

Sumto ergo Q —tf erit R—2{t+8t— 4, quocirca acquatio 

canonica erit étyy + 2 (1+ 4t)y — (2H + 8t— 4) cujus altera 

forma ad £ instructa erit (yy — 2) {t+(8y — 8) + 7% + À; 

hincque formulae nostrae directrices erunt : 

DRAP 4 CE 1 che + ee CL) Le Star 4. ME HS £. 

$. 33. Nunc vero valorem primitivum habemus { — 0, cui 
respondet y — — 2; praeterea vero aequatio U — 0 etiam dat 

y — — 2, ita ut hi duo valores primitivi conveniant. Inchoëmus 

ergo nostram seriem a terminis æ—=0 et y — 2 eaque erit 
—_— — — 5 - PENO MISE 9 IE MES yÆ etc. 

hinc ergo valores ipsius æ erunt x 1 et x — 13. 

{. 34. Applicemus etiam alteram solutionem et statuamus 

P—1—+4E — 2it fietque QR = V — PP — #4 (246 — 2tt) quia 

igitur alter factor necessario est ft sumamus Q2=fé et R = 24(12—+#), 

sicque aequatio canonica erit : 

étyy + 2 (1 + Ât — 26b)y — 212 —DH 0, 

cujus altera igitur forma ita se habebit : 
(yy — 4y+ 2) +8 (y—3)t+2y—0, 
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unde formantur directrices, qui erunt : 
/ 1 4t —ott ES 8(y— 535 2": y — au Ste) yu pv—— 805) £, 

$. 35. Quod jam ad valores primitivos attinet, ex priore 

acquationis canonicae forma Q—0 dat {= 0, cui respondet y = 0; 

aequatio vero RO dat £ — 12, cui respondet y = 0. Ex pos- 

teriore vero forma aequatio 5 O0 nullum dat valorem rationalem; 

et U—0 dat y —0, qui jam in praecedentibus continetur. In- 

cipiamus ergo seriem a É = 0 et y —0 et sequens terminus erit 

{—12; et quia alter primitivus É—12 jam occurrit, pro eo 

noyam oOperationem instituere non est opus. 

Problema IV. 

Proposita formula biquadratica : 

V = A+ Bx + Cx° HDx$ + Ext, 

si duo dentur casus x—a et x—=b, quibus ea fiat qua- 

dratum, eam reducere ad formam V—=PP +-QR, hinc- 

que aequationem canonicam constiluere. 

Solutio. 

{. 36. Pro casu æ—a fiat V—=ff, et pro altero casu 

æ —b fiat V —gg, atque nunc pro P talis formula requiritur, ut 

QR obtineat factorem (x — a) (æ — b). Quamobrem, si ponatur 

vel x—a vel x —b ‘fieri debet PP—V, ideoque P=ÿV. Hunc 

in finem statuamus P — p+gx, et quia pro casu æ —a fit 

 WV—=/f, habebitur hace aequatio p+qa—f; pro altero vero 

casu æ—+d, fiet p + bq — g; ubi probe notandum est, litteras f 

ete g tam negative quam positive accipi posse. At vero ex istis bi- 

nis aequalitatibus colligitur : pe ES ef: 
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& 37. Ex his igitur valoribus productum QR=V — PP * 

certo habebit factorem (x — a) (æ — db), Sit igitur 

QR = M (x — a) (x — b), 

ac si M nullos contineat factores rationales necessario statui debe- 

bit Q— (x — a) (æ — b) et R—M; at si M etiam involvat 

duos factores reales, puta M (x — £)(æ—-") uterque vel cum 

zx — a vel cum æ — b conjungi poterit unde duo novae positiones 
oriuntur,, sicque tres aequationes canonicae formari poterunt. 

Exemplum. 

{. 38. it V—1 + 7æx Lx, quae forma casu æ — 0 

ft 1, casu vero x —1 fit 9. Erit ergo a— 0, f=+1; de- 

inde b—1 et g—+3, unde aliud discrimen non nascitur nisi ex 

aequalitate et inaëqualitate signorum. Sint igitur signa aequalia fZ1 

et g — 3 fiet nostra formula P—p + gæ —1 +-2x. Pro casu 

vero f—= — 1 et y=3 ft P=p+qgu—= —1 + 4x; utrum- 

que ergo casum evolvamus. 

. 39. Pro priore erit OR=NV FA + 3xx — Àx 

sive QR = x (x — 1) (xx + x +- 4), ubi posterior factor nullas 

continet radices reales. Fiat ergo Q—zx(x—1) et R=xxr+x+4 

et aequatio canonica erit : 

x (a — 1)yy +24 + 2x)y — (xx + x +4) —=0, 

cujus altera forma est : 

Cyy — 1)2x + (y — yy — 1)x + 2y — —. à 

unde hae formulae directrices oriuntur : 

1 Ben 2 AT ARR CE UPS 
LEE DR Te 

f. 40. Ex priore forma aequationis canonicae aequatio 

0 praebet & — 0, cui respondet y—72; deinde etiam praebet 

{, cui respondet y — 1. Ex altera autem forma aequatio 

o fit vel y—1, cui respondet x 1, vel y —— 1, cui 

a ee SEE 
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respondet æ ——1. JDenique ex aequatione U—0O fit y —72, 

cui respondet æ — 0 et æ——1. Quia autem in formula pro- 

posita tantum potestates pares ipsius æ occurrunt, perinde est, sive 
æ habeat valorem negativum sive positivum, duo tantum valores 

primitivi relinquuntur x — 0 et æ 1, unde seriem quacramus 

D = = 2: Quae rit ar lp LB — 1 ; 

Y— 00 ; ordinem autem invertendo statim ad infinitum deducimur. 

Quare incipiamus ab + — 1 et y — 1 unde series oritur æ = {; 

Yi; z—S, atque etiam invertendo nihil oritur. Unde con- 

cludere licet , formulam propositam quadratum fieri non posse 

praeter binos casus alias cognitos æ — 0 et æ 1. 

f. 41. Consideremus interim etiam casum quo P——1+ 4x, 

eritque QR — 2h 9x + 8x x (x—1)(xx— 8) quamobrem 

sumamus Q—zx(x — 1) et R—zx—8 et aequatio canonica erit: 

mx — 1)yy + 2 (4x —1)y — (xx +z—8)ZO, 

cujus altera forma jta se habet : 

(yy — 1)xx + (8Y — yy—1)x — Iy + 8 —O. 

Formulae autem directrices erunt : 

=— DES) mngnat Lu D SN 

f. 42. Hic iterum habemus valores primitivos æ = 0 et 

æ— 1, quorum priori respondet y 4; posteriori vero y = 1. 

Ex altera forma prodit vel y + 1 vel y — 1, quorum ill 

respondet æ — — {, huic vero æ +41. Denique ex U— 0 
ft y—4, cui respondet æ—0 et x—-—1,  Incipiamus a 
terminis x — 0 et y——+ 2 series valorum erit æ — Qi "A; 
= log di; mimo0. SSumamus @Tt et y = — 2: 
fiet series x — 1 ;, y— 1; æ co. Hic jam reliqui casus om- 
nes continentur, unde certum manct, alios practerea nullos dari 
valores idoneos. 
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Problema V. 

Si in formula proposita quadrato aequanda : 

VA Bale Cr 4 Dx “Ext 
tres constent casus, quibus ea fit quadratum, scilicet 

= ab, OMS EUON EE, VE 

eam reducere ad formam PP +QR, indeque aequatio- 

nem canonicam formare. 
L 

Solutio. 

$. 43. Hic igitur quantitatem P ita definire. oportet,. ut 

productum QR — V — PP obtineat factores (x — a)(æ — b)(x—c);. 

quamobrem necesse est ut casibbus a, x —b, æ—=c, fiat 

QRZ 0, ideoque PP V et P—7yV. Hunc in finem statuatur 
P=p+qgæ+rxx et quia æ—=a fit V= ff, ideoque YV=xf, 

casu vero -æ—b erit yV—+g et pro casu æ—0 ha- 

bebitur yV —+A; unde nascuntur hae tres aequationes : 

L +<f=p+qga+raa, 

I +g=p+ gb +rbb, 

IL + =p+ gce+rec.. 

Ex his jam tribus aequationibus eliciantur valores litterarum p, q, r, . 

id quod pluribus modis fieri poterit ob signa ambigua radicum /, 

g, R;3; quibus inventis colligatur valor producti QR— V — P°, 

quod cum jam habeat tres factores simplices æ—a, x—0, x—e, 

quia non ultra quartam potestatem ipsius æ ascendit, necesse est 

ut etiam quartus factor sit simplex, qui ergo novum valorem pre 

æ suppeditabit. 

{. 44. Quoniam igitur QR quatuor factores simplices con- 

tinet, producta binorum pro litteris Q et R accipi poterunt ; : per- 

inde autem est, utrum pro Q vel R assumatur, unde tres casus 

oriri poterunt, prout primus factor æ—a vel cum secundo æ=—b, 

vel cum tertio x —-c vel cum quarto modo invento combinetur. 

at mt à 
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Quacunque autem combinatione utamur posito V = (P + Qy)°, 
ob V =PP + QR orietur ista aequatio canonica Qyy + 2Py—R= 0 

cujus deinde alteram formam Sxx + Tx+U—0 elicere possumus, 

quo facto, constitutis formulis directricibus 7 + y = — = vel 
24 ; 

= 5; tum vero x += —< sive PT et innumera- 

biles alios valores idoneos pro æ investigare licebit, nisi forte nu- 

* merus horum valorum ob indolem formulae propositae fuerit finitus. 

{. 45. Si ex tribus aequationibus pro litteris p, g, r, datis 

has litteras in genere determinare vellemus in formulas valde com- 

plexas incideremus, cum tamen quovis casu oblato negotium facillime 

_absolvatur. Quamobrem usum hujus solutionis in exemplo speciali 

ostendamus. 

Exemplum 

$. 46. Proposita sit ista formula V — { + 3x4, quae his 
tribus casibus x 0, æx—1, æ—2, evadit quadratum scilicet 

ON GE M = 1 1 casdivero m1 fit, V A4, et casu 

æ—2 fit V— 49. Quamobrem posito P = p + gx + rxx or 

entur tres sequentes aequationes : 

bob a 0e UM ps 

D e À +2=p+q+r 
Seon T2 .. HT p+2q +4r. 

- Sumamus autem omnes tres radices positive eritque p 1, duae 

reliquae vero acquationes erunt 4 —q—-7r et b — 2q + 4r, unde 

Meruitur r— 2 et q —— 1 sicque habebimus P = 1 — x + 24. 

$. 47. Hince igitur reperiemus OR == V — P° h. e. 
OR = — m4 + 428$ — bars 0r=— x (2 — 1)(x — 2)(x — 1) 

“quamobrem sumamus Q — (x — 1)? et R——x(x — 2) unde 

Suppl, aux Mémoires de l'Acad, ne 
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ob P—1—Z%-+ 2xx habebitur aequatio canonica : 

G— 1) yy +2 (1 — x + 2%2)y + x (x — 2) O0 

cujus altera forma erit : 

y + Ay + 1) xx —2 y +y+1)xz +YYH+2)—=0 
unde formulae directrices oriuntur : 

Ê =, Hal SORA x(x— 2) 
U£ FT (x—:1}? mad et ÿ = re 

7e CPE Pare Men. 204 
E — yy+p + æ et a — Go +4 +0 ° 

£. 48. Incipiamus a valore cognito æ— 0, cui respondet 

y —0, hincque series valorum erit : 

4 ee ns su 28 
; T0; y—0; x —2; y——14; x— 7%; etc. 

Invertendo autem ordinem prodeunt sequentes valores : 

— QD: — Ÿ:- — . — : — 28 
Y=0LIr= 0; y=—2; T=—2; y=— 95 MR 

Sit nunc æ — 1 , cui respondet y —1, hinc series ista æ— 1; 
5 < 

y c—; ete. At invertendo hHaec' y == & 4; Ye 

Superfiuum foret a tertio valore æ = 2, incipere, quia in praece- 

dentibus jam continetur. 

f. 49. Sumamus nunc Q—x(x—1) eritque : 

R=—(x—1) (x —2), 

unde aequatio canonica erit: 

m(æ—1)yy+2(4—x+2xx)y +(x—1)(x—2) = 0, 

cujus altera forma est: 

(yy + Ay + 1)2x — (yy +27+38)xz+2(yY+1)—=0. 

Formulae ergo directrices erunt: 
y = 2444 2(1— xxx) y > y = 

x(x—1) xy 

4— 39H27 +5 : 2(39+:) 
L' = EE — = , 

VISE ET RE CETTE TER 
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f. 50. Incipiamus jiterum ab æ—O0, cui hic respondet 

y —= — 1, unde valores idonei hinc nati: 

L'=O0 PUEEL A EENM ; (HEIN 8 5x — 2; 

Heinz — 3; etc. 

tum vero invertendo fiet ÿ——1; x —0; y co. Sit porro 

æZ 1, cui respondet y — 0, unde sequentes deducuntur valores 
Emile — 9: Le RENTRREE # na TA 

LA; y=0; 2; y=—7, x —— À; y —; etc. 

f. 51. Simili modo etiam reliqui casus aequationis canonicae 

tractari poterunt, ubi una quaepiam radicum /,g,h, sumitur nega- 

tive, unde alii valores pro P oriuntur, verum his uberius evolvendis 

non immoror, cum quae hactenus sunt allata abunde sufliciant ad 

utilitatem et praestantiam hujus novae methodi declarandam. 

LS 
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YIIL. 

SOLUTIO PROBLEMATIS 

AD ANALYSIN INFINITORUM INDETERMINATORUM 

REFERENDI. 

ee <D OS 

Conventui exhibita die 20. Aug. 1781. 

Problema, cujus heic solutionem tradere animus est, ita enun- 

ciatur: Propositis quoteunque functionibus p, g, r, s,t, etc., ejus- 

dem variabilis v, invenire functionem æ, ita comparatam, ut omnes, 

quos ecce formulae differentiales : 
pôx, qgox, r0x, sûx, tx, tte. 

evadant integrabiles, cujus solutio, breviter exposita ita se habet. 

Postquam functiones datae pro lubitu certo ordine fuerint 

dispositae, veluti hoc modo: p, q, r, s, etc. €x is deriventur. se 

quentes functiones primi gradus : 
781104 or J DOS ÉTAT: 

q 7 .0p ? r' — ap ? l D 

Ex his simili modo formentur sequentes secundi gradus : 
TI SEOT. rer œs MMA 

Fnto de = 3; 37: etc. 

quarum numerus jam unitate minor est quam numerus praeceden- 

tium. Hinc porro deducantur functiones gradus tertii, quae erunt 
TE ë s : 

s 5 in, ete. quarum numerus iterum, unitate mi- 

7 

nor est praecedentium numero, et ita porro, ita ut si functionum. 

#24 — ar" . 
—— as”! propositarum numerus fuerit 5, ultima sit 

Jam simili ratione ex functione quaesita x formemus alias 

per similes gradus, quae sint : 



ne 92 dx” AJ : OP 7 FETE 
DS = 9g # — Gr — Fr etc, 

unde vicissim habebimus séquentes determinationes : 

ÔX 0 os —rdg; 07" —x"o0r, etc 

His formulis cum praecedentibus conjunctis sequentes deter- 

DS seu reductiones formularum primi gradus : 
do ir 0 —r0r;s 0x —=xos; Vox —xot; etc, 

Eodem modo formulae secundi gradus ad primum reducentur, cum 

sit etiam 
9x” — x'dr’, sdx”— x'ds’, t/Dx” — xd, etc. ; 

porro formulae tertii gradus ad secundum, ob 
s7/9x’ = Far DO t’/0x’’’ Si æ/0t”, etc. 

et ita porro, 

; Cum jam in ordine litterarum x, x, Æ, x”, æ 

ventum fuerit ad ultimam, quae casu quinque functionum erit x", 
pro ea accipiatur ad lubitum functio quaecunque ipsius v, quae sit 

V, ïta ut habeamus æY —V, atque hine praecedentes omnes sponte 

determinabuntur , cum sit :: 

ll) 7, etc, per- 

ENARNE 0 av PPPA ITA A ax! V4 os ox” MIALEE. ox” EN, ox’ 

Tr dr*? a dé hooen 0 LRU T id ‘ET 
| 

His jam valoribus inventis integralia omnium formularum 
quae requiruntur, ita se habebunt : 

Jpdx = px — x 

fq0x— gx — qe + x” 
Made rx — a re x 

sd = sx — sx" ps "at = sx" 
ftdox NT tx’ + x xs tx 244 +é x 1V 2128 zx 

retc. e etc. 

"4 

LA 

quarum formularum veritas per differentiationem sponte elucet. 
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Ex his jam tota Problematis solutio est manifesta, sive nume- 
rus functionum propositarum fuerit major sive minor. Quovis enim 

casu valor ipsius æ semper per differentialia ejusdem gradus, quot 

fuerint functiones propositae exprimatur, ïita ut, si duae tantum 

proponantur quantitas æ ad differentialia secundi gradus ascendet , 

si ternae ad differentialia tertii ordinis et ita porro. 

Hic denique observandum occurit, prouti functiones pro- 

positae alio. atque alio modo disponantur, ad integralia maxime 

diversa perventum iri, quae tamen omnia inter se convenire neces- 

se est siquidem quilibet ordo ad solutionem generalem perducit. 

Revera autem quaelibet horum ïintegralium forma ad quamlibet 

aliam reduci potest, si loco functionis V assumamus TV. Semper 

enim littera T ita determinari potest ut quaclibet forma integralium 

ad quamlibet aliam reducatur. 

LL de 
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DE 

INFINITES CURVIS ALGEBRAICIS, 

QUARUM LONGITUDO INDEFINITA ARCUI ELLIPTICO 

AEQUATUR. 

Conventui exhibita die 20. Aug. 1781. 

f. 41. Proposueram ante aliquot annos duo Théoremata, 

quae mihi quidem omni attentione digna videbantur, quorum altero 

statui, nullam prorsus dari curvam algebraicam, cujus longitudo inde- 

finita cuipiam logarithmo aequatur ; altero vero negavi, practer 

circulum ullam exhiberi posse curvam algebraicam , cujus longitudo 

-indefinita arcui cuipiam circulari aequatur. Utrum vero aliae den- 

tur lineae curvae quarum rectificatio ita ipsis sit propria, ut eadem 

nullis aliis curvis algebraicis conveniat, quaestio est maxime ardua. 

. 2. Inveni quidem nonnullas curvas algebraicas, qua- 

rum longitudo indefinita aequatur arcui elliptico atque adeo etiam 

parabolico ; at vero nullam adhuc investigare mihi licuit ejusmodi 

curvam algebraicam, cujus rectificatio cum hyperbola conveniret. 

Nuper autem incidi in ejusmodi formulas quae ïnfinitas praebent 

curvas algebraicas quarum omnium longitudo indefinita ad arcum 
cllipticum reduci potest, quas idcirco curvas hic in medium attulisse 
operae pretium videtur, siquidem hoc argumentum plane est novum 
neque a quoquam satis dilucide pertractatum. 

f. 3. Condiseravi scilicet curvam, cujus coordinatae ortho- 
gonales æ et y his formulis exprimantur : 
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x —=#cos(n+ 1) ® Less (np 2 

n+i n—i 

De 
Hinc ergo. erit : 

S——a sin (n + 1) ® — b sin (n — 1) 

— a cos (n = 1) ® + b cos (n — 1) ®. 

Hinc ergo erit elementum curvae : 

y 02° + 07° = 00 V'aa + bb + 2 ab cos 20, 

quae formula manifesto rectificationem ellipsis involvitt Nam si co- 

ordinatae statuantur in ellipsi : 

X = f'cos O et Y — g sin ® _erit 

VOX? + OY — 00 y jf sin D + gg cosy, 
quae formula, ob sin »— Fes et cos {») — = abit in 

hanc: 00 EE RSR Mec ©, ubi, si sumamus g —«a+b 

et f— a —b ipsa os formula resultat, ïita ut ellipseos ean- 
dem rectificationem habentis sint semiaxes &@ + db et a — b. 

{. 4. Quoniam igitur in elemento curvae y 02° + 9° nu- 

merus 2 non inest, ideoque arbitrio nostro prorsus relinquitur, ma- 
nifestum est, innumerabiles exhiberi posse curvas algebraicas, qua- 

rum arcus adeo datae ellipseos arcubus aequentur, quae omnes 

curvae inter se maxime erunt diversae, atque pro variis valoribus, 

loco n assumtis, ad ordines curvarum algebraicarum plurimum di- 

versos erunt referendae. Neque tamen hinc sequitur, etiamsi cir- 

culus sit species ellipsis, pro circulo quoque alias diversas curvas 

ejusdem rectificationis hoc modo assignari posse. Cum enim circu- 
culus prodeat, si ambo semiaxes f et g statuantur aequales, ne- 

cesse est ut vel & vel b evanescat. Sumto autem 0 erit : 

a cos (n + 1) _— asin(n+1)® : 

RS M tn 

sénat. 
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sicque erit xx + yy = FE) quicquid pro n accipiatur sem- 

per igitur circulus oritur. 

. 5. Cum autem casu in istas formulas tantum incidissim, 
utique operae pretium erit in ejusmodi Analysin inquirere, quae, 

proposita Ellipsi, via directa ad formulas supra (. 3. allatas manu- 

ducat, quem in finém sequens Problema resolvendum suscipio. 

Problema. 

Proposita ellipsi, cujus coordinatae orthogonales X et F his 

formulis definiantur : 

X== 2,f to8.0. er == .2 9 sin 0. 

invenire innumerabiles alias curvas algebraicas, quae cum 

ista ellipsi communem rectificationem sortiantur. 

Solutio. 

. 6. Sint æ et y coordinataé curvarum quaesitarum, 

et cum esse oporteat dx° + 0y* — 0X° + OY* haec conditio im- 
plebitur, si sumatur : 

0x — OX cos D+OY sin D 
dy — OX sin D — 9Y cos ®. 

Jam quia hae formulae differentiales integrationem admittere de- 
bent, integrentur, qua fieri licet, more solito, ac reperietur : 

æm—=X cos O+EY sin D+/0D(X sin PD—Y cos) 
y=X sin P—Y cos D — /0D (X cos D + Y sin). 

$. 7. Cum jam sit X—2/f cosÿ et Y —2g sin0 su- 

mamus angulum À — nf eritque per notas angulorum reductiones : 

X sinŸ = f'sin(n-+ 1)09 + f sin (n — 1)0 
X cos D = f'cos (n + 1) à +- f cos (n — 1)9 

Y sin O=— 9 cos (n +- 1) ÿ + g cos (n — 1)0 
Y cos ® — g sin (n + 1)9 — g sin(n — 1)0. 

Suppi. aux Mémoires de ? Acad. 13 
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Ex his jam valoribus colligitur : 

X sin D — YcosD—(f— g) sin(n+1)0 (FES sin (nr — 1,8 

XcosD + Y snD—(f—g)cos(n+1)0+(f + g)cos(n—1)6, 

quae acquationes, ductae in 90 —n089, et integratae, si brevita- 

tis gratia ponatur f + g —b et f — g — a, dabunt: 

SD œ sinD à cos) ee nacos (n + 1) 4 me” nbcos(n—1)6 
n+-1 L—1I 

. Nr nasin(n—+i)é nbsin(n—:1})8 
SDK cos +-Y sin D) — a 

$. 8. Si igitur pro integralibus hi valores substituantur, no- 

strae coordinatae erunt: 

pause a cos (n+1)0 + b cos (n —1)0 
a 2b 

= CPE REINE. COS (A EDE 

y == a sin (nm +1)0 + b sin (n7— 1)8 
Ru b na . 11 - 

M LED ee = 6 (a — 1)\f; 

At binis membris rite conjunctis istae coordinatae pro curvis quae- 
sitis cum ellipsi communem rectificationem habentibus, ita erunt 

expressae : 

z—— cos(n+1)0— = cos(n — 1) 9 

RE sin (n+1)0 — sin(n — 1)9, 

quae expressiones a supra allatis aliter non differunt nisi quod hic 
littera db negative sit sumta. Ubi notandum, casu quo 2—0 ipsam 

ellipsin esse prodituram.  Posito enim n — 0 fet: 

æ—(a+b)cosÿ et y— (a —b)siné. 

$. 9. Si sumatur n — 2 prodibit sine dubio curva post 

ellipsin simplicissima. Reperietur autem : 

æ—+cos39—bcos@ et y— + sin3 0 — b sing. 

Loco = scribamus litteram c et quaeramus chordam yxx+yy—z, 
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eritque 23—cc+ bb — 2 bc cos 29, consequenter cos 29 — +2 2 2 bc 
ÿ "Le -5 2 2, + 

hincque sinÿ — y __—— et cosÿ — | er ra Hine, 

cum sit sin39 — 4sinÿ cos @* — sing et cos 3 4 — 4 cos 95 — 3cosb, 
si angulus @ eliminetur eruetur aequatio inter ipsas coordinatas x 

et y, quae autem ad plures dimensiones assurget. 

{. 10. Methodus, qua has formulas indagavimus etiam 

multo latius patet atque ad alias curvas loco ellipsis assumtas ex- 

tendi poterit. Si enim coordinatae pro curva data fuerint : 
X = 2/fcosaÿ + 2f° cos F0 —+ etc. 

Y = 29 sinaÿ + 2g° sin 0 + etc. 

pro reliquis curvis cum proposita communem rectificationem haben- 
tibus, ponendo iterum : 

ME 0; 7 g—betf =g —4; f Ed =, 
fiet 

D _. cos (n + a)ÿ — -*— cos(n — «)ÿ +-Ée PET B)8 

_— ue cos (n — f3)0 + etc. 

y Sin(n+ «)ÿ — > 
Brune 

n+ a 15 g Sin (n + fR)0 

(12000 
Te pol B)0 + etc. 

Ubi iterum, ob 7 numerum indefinitum innumerabiles curvae pro- 
deunt. 

13° 
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X. 

| DE S 

INFINITIS CURVIS ALGEBRAICIS, 

QUARUM LONGITUDO ARCUI PARABOLICO AEQUATUR. | 

Conventui exhibita die 20. Aug. 1784. 

L 

Pl ro blem a. 

Proposita parabola AYC, ad axem AB relata, cujus paramé- 

ter sit AB— BC, invenire innumeras curvas algebraicas 

AZ, quarum arcus AZ aequales sint arcui parabolico AF, 

Cronstructro: 

Ad axem AB, retro productam in F usque eadem describa- : 

tur Parabola AG. In hac axe capiatur pro lubitu punctum F, 

ita tamen ut, ducta applicata FG, haec recta FG ad Parametrum 
! ; .. AB : 

AB rationem teneat rationalem, quae sit ., —7. Tum enim ex 

quolibet tali puncto F construi poterit una curva AZ quaestioni sa- 

tisfaciens. 

Pro Parabolae enim puncto quocunque Y, abscissà AX et 

applicatà XV determinato, rectae FG normaliter jungatur GV —XY, 

ut obtineatur angulus GFV — ÿ; quo invento capiatur angulus 

AFZ — nf, sumaturque FZ—FX, eritque Z punctum in curva 

quaesita, cujus arcus AZ aequalis erit arcui AY. Hoc igitur mo- 
do, cum punctum F infnitis modis assumi possit, construentur 

innumerae .curvae AZ ejusdem indolis eademque proprietate gau- 

dentes. l 
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Demonstratio. 

* Posito AB —BC—2a sit AX — zx et XY — y, ideoque 

Yy = 2ax, unde fit Dr — 2e et elementum Parabolae 

ds = dy V1 + 2. 

Jam ponatur AF —/f et FG—9g erit quoque gg— 2 2af. Jam 
vocetur FZ— FX = jf + x —z atque angulus AFZ — © eritque 

elementum curvae quaesitäe — y 02°+z200). Fieri ergo debet: - 

0 +zzd0® = 0 + 2 . Cum igitur sit: 

DR O0x = 24 fiet zz 0) — 0ÿ ideoque À . Est vero 
UE 27 57 SC PAILA ES) 5e De tu; ego Dp— 22. consequenter Da Atag 

At vero est Arc tag A Arret F4 — n, ideoque O —ng. Sumto 

ergo angulo AFZ —n et recta FZ — FX punctum Z in tali erit 

curva , cujus elementum elemento Parabolae aequatur. 

. 
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XI. 

DE 

BINIS CURVIS ALGEBRAICIS 
EADEM RECTIFICATIONE GAUDENTIBUS. 

Conventui exhibita die 20. Aug. 1781. 

ÿ. 4. Sint x et y coordinatae  orthogonales unius, at X et 
Y alterius curvae, et quaestio eo redit, ut fiat 0x°+0y =O0X°+9Y?, 

ita tamen, ut omnes expressiones prodeant algebraicae. Hujus igi- 

tur Problematis duplicem hic sum traditurus solutionem, quae cum 

plurimum a se invicem discrepare videantur earum quoque consensum 

ostendere conveniet. 

Solutio prior. 

. 2. Cum igitur reddi oporteat OX? + OY’ — 0x + 9°, 
hoc praestabitur, si statuamus : 

oX —= dx cos D + Oy sin D 
OY — 0x sin D — 0y cos D 

ubi ergo angulum @ ita comparatum esse necesse est, ut hae duae 

formulae integrationem admittant. Ad hoc efficiendum utar methodo 

olim a me tradita, ubi prima quasi elementa analyseos Infinitorum 

indeterminatae exposui. Tum igitur prodibit: 

X = 2x cos D +y sin D + foD x sin D — y cos Ÿ) 
Y —=zx sin ®—7y cos D — f0P (æ cos D + y sin P). 

Ubi ergo has duas formulas integrales integrabiles reddi oportet, id 
quod nulla dificultate laborat. 

3. Statuamus enim: 

SdD (DEL D —=P; 00 (x cos D + y sin D —= 
eritque 
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: 2 NC À Ë __ 0@ æ sn® —7y cos P— 55; x cos D +7 sn = 

ubi ergo pro P et Q functiones quascunque algebraicas ipsarum 

sin ® et cos @ accipere licet. Tum vero ex his duabus aequatio- 

nibus ipsae coordinatae æ et y sequenti modo determinantur : 
___ dP sin®+0Q cos ® 

2Q sin ® 7 cos®, 

— 

Te D 
Ex quibus jam coordinatae Here curvae sponte determinantnr : 

00 = 50 +P3 Y— 2 5 — — Q. 

Hinc ergo nullo plane labore innumerabilia binarum curvarum alge- 

braicarum paria exhiberi poterunt, quae eadem rectificatione erunt 

pracditae. 

{. 4. Quo hoc clarius appareat, sumamus differentialia ca- 

piendo 0 constante, ac reperietur : 

dr — PP DQES | Dp cos D — 0Q sin O 

dy = 00Q sin D — 20P cos D + 0Q cos D + DP sin D 
unde colligitur 

CNE Qu? = Pr Do robes 200) + 3p? +. JO. 

Simili modo pro altera curva habebimus : 

OX — Fe + 0P et NY —T —0Q, 
ex pub pro arcus elemento erit 

OX DV? — PEINE + CPR ORND 4 DPS + 00 
ideoque OX° + 0Y* — 02° + 0y°, uti requiritur. 

Solutio posterior. 

{. 5. Cum effici debeat Dx° + 0yÿ OX +OY* erit 
02° — OX° — 9Y° — 9ÿ, ad quam aequationem resolvendam statu- 
= M, 2 X—=m; YHy=N; Y—y=n 

quo facto fieri debet 9MOm — ONOn, consequenter _ = qua- 

rum duarum fractionum utraque ponatur —£ ut habeamus primo 
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2M = fon, ideoque M—tn —fndt. Simili modo pro altera erit 

ON = tdm, ergo N — tm — /mot. 

{ 6. Hocigitur modo novam vyariabilem £ in calculum 

introduximus ex qua ipsas coordinatas facile definire licebit.  Pona- 
cu CA - 

mus enim /not—U, ut fiat n—=:, hinque M=S — U. 

Simili modo, ponendo /indt=V habebimus ME, hinc Ne —V, 

ubi U et V denotent functiones quascunque ipsius é. 

$. 7. Ex his jam valoribus ipsae coordinatae utriusque 

curvae sponte se produnt. Cum enim sit 

M+m Xe Mon op ne :-__ N—# 
— —  . 

2 ; 2 ? 2 5 7 2 GIE 

nihil impedit quominus has formulas duplicemus hincque coordinatae 

utriusque eurvae sequenti modo exprimentur : 

J__tOU—U0tFOV 4 = #OU-—U9r—0N | 
RG Ou QS ap ne à 
__+2V=vVat—aoU, ___+19V—vot-+au 
ne PS Cm UE OURS 

£. 8. Videamus nunc etiam, quomodo hae formulae quac- 

stioni propositae satisfaciant. Ac sumto elemento df constante ele- 

menta pro priore curva erunt : 
U LR 

de FL dy PT ARES unde fit 

2 pe (Et (09 UE ANNEXE 

D +Ooÿ FAT QE UT Lo ir) 

Pro altera curva habebimus : 

- 1H99U—99V V À DE RoU OO 2 — Pin 
-2 2 __ (+11) (QAU? +222). OX HO = 

$. 9. Quamquam hae duae solutiones toto coelo a se in- 

vicem discrepare videntur, tamen nullum dubium, quin inter se pul- 



105 

cherrime consentiant, cum utraque omnes plane casus satisfacientes 
complecti debeat. Interim tamen, si solutiones simpliciores deside- 

remus prior ad hunc scopum magis apta deprehenditur, quippe 
quae ita restricta ut ponatur Q — O0 adhuc plurimas solutiones 
memorabiles suppeditat. Posito autem Q—= 0 coordinatae binarum 
curvarum per formulas istas simplicissimas exprimentur : 

ER GD/'an OT. ER À 

ne oP'cos ISH'0P 
y — EX) CE Vu 09 * 

Ubi cum sit P — X adeo immediate ex posteriore curva ad pri- 

orem procedere licebit, ita ut altera curvarum quaesitarum nunc 

quasi cognita spectari possit, id quod in formulis generalibus nullo 
modo fieri potest. Hanc igitur solutionem, etsi maxime particula- 

rem fusius prosequi conveniet, ubi quidem litteras majusculas et 
minusculas inter se permutemus. 

Solutio particularis, 

has coordinatas complectens : 

z=P; x — 7 
Eole ___ dP cos ® 

T — 59 ; fe dŸ 4 

. 40. Cum hic pro priore curva sit P—zx erit y—= Se 

unde fit 0 — +; cum igitur 0 sit elementum arcus circularis, 
quoties pute inter æ et y ita fuerit comparata, ut formula 
integralis SE arcum circularem exprimat, toties alia curva exhi- 
beri éd din rectificationem involvens, quippe pro qua habe- 
bitur 1°) Fe tag @; deinde quoque habebitur : 

2 L'——= VE HT —E—, 
ita ut chorda curvae quaesitae semper aequalis sit applicatae alterius 
curvae. Tales igitur casus accuratius evolvere operae erit pretium. 

Suppl. aux Mémoires de l'Acad. 14 
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Evolutio casus 
2 du, QU RAR, 

quo pro curva data est y — —> 

. 41. Hic statim patet istam aequationem pertinere ad 
Parabolam, cujus parameter — D, eamque adeo permanere eandem, 

utcunque quantitas & immutetur, cum tantum initium applicata- 

rum mutetur, quamobrem si curva quaesita ab à& pendebit, hinc 

infinitae adeo curvae diversae reperientur quae cum parabola com- 

muni gaudeant rectificatione. 

. . £. A Bd: a 
- 12/0 igitur fiet 00 == ee , ubi ponamus b=na : 

s : J æ . . . s _ ut integrando prodeat @ — 7 A tag ©. Quia igitur volumus ut 
; : : BYE, = AL 

parameter b invariatus maneat, erit a—= rs SIve n =, ita ut nume- 

rus 7 rationem inter parametrum D et quantitatem arbitrariam «& 

involvat. Hinc igitur fiet x = «a tag se Unde patet, ut formulae 

mostrae prodeant algebraicae, numerum n absolute rationalem esse 

debere ; alioquin enim ad genus quantitatum quae interscendentes 

appellari solent devolveremur. 

ad 
$. 13. Cum igitur hine sit 0x = ——-73 CE erit pro curva 

n cos 

quaesita y'X° + Y—y et = tag ®. ee igitur angulus O 

ex ipsa aequatione pro curva data innotescit, haec curva facile 

geometrice construi poterit, atque constructio eadem plane prodit, 

quam non ita pridem pro infinitis curvis algebraicis, quae cum 

parabola communem rectificationem habeant, dedi. 

Evolutio casus, 

quo pro curva data est ny = y aa — xx. 
nÔx 

. 44. , Hic igitur erit © So 
& $ 8! 9 y V aa — xx q 
=. x pre sUAD NET ® : 
= nA sin 3 unde fit m—asinz et y —= cos Evidens 
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autem est hanc curvam datam esse ellipsin cujus alter semiaxis 

= 4, alter vero + Pro curva quaesita igitur habebimus ejus 
nu ——— X 3 
chordam y X° + Y° — È cos 2 et = —tag®, unde iterum con- Es 

structio facillima deducitur , si modo 7 fuerit numerus rationalis. 

 Cognita enim chorda et angulo quo ea ad axem fixum inclinatur 
constructio facillime expedietur. 

{&. 15. Hic ante omnia observasse juvabit, si pro data 

cuïva circulum accipiamus, ut sit n— 1, fore y — y aa — xx. 

Ponamus brevitatis gratia y X°+Y?=7Z, et cum sit. y=Z=y aa—xx £ y ; 

erit æ — yaa—ZZ, hincque ag D—#—?—"#% Z, Hine 
y Z 

Li — EE iive ZZ (XX + VY)— aaYY seu ZE — aaYY fet gs — —7z 
atque ZZ = aY, quae est aequatio pro circulo, ita ut etiam nunc 

nulla curva exhiberi posse videatur, quae cum circulo communi 

rectificatione gaudeat praete: ipsum circulum. 

{. 16. Consideremus etiam casum quo n 2 quo fit 
RafpeerrTrs EL P æ sin et y — — cos — 

N . 7 . Yan ® LS ë, ge. < . 
Hine igitur erit Z = — cos — Cum igitur sit tag O — ÿ cerit 

x 
cos P — ;: Cum autem cos: D — y I es9 , pro curva quae- 

sita oritur haec aequatio : 

he - VE ;, ideoque 8ZŸ — aa(Z + Y), 

quae expressio, ob Z—yXX + YY ad rationalitatem perducta 
ad gradum sextum ascendit. 

Evolutio casus, 

quo pro curva data est ny —b + y aa — xx. 

. 17. Evidens est hanc aequationem semper esse pro el- 

. lipsi, quicunque yalor litterae D tribuatur, -atque adeo casu n 1 

44% 
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5 : = nox 
hanc curvam fore cireulum. Tum autem habebimus 99 = MT 

à - DV aa—xx 
_— 2a0u(:—uu) H 5 2au 

quae expressio, posito T— 5 » unde fit 0x — Gars, et 
a no D ou) de 2 : 2na 1—uu 

V'aa—xr— te, induit hanc formam: DD — Gran) eau O0) 

quam in duas hujusmodi partes discerpere licet 
Bau (14 ou u + 

1 + uu bat (6— ajuu ” 

quarum integratio utraque ad arcum circuli deducitur, si modo 

fuerit b > a. 

£. 48. Resolutione autem facta reperitur a=2n et =—2nb, 
anou 2nb0du 
1 + uu b+a+ (b—a)uu 

genere sit EE = FF A tag ns , erit 

D—2nA tag 

ita ut habeamus 0Ÿ = Cum jam in 

= 

TRE 

Haec igitur aequatio ut primo fiat PA necesse est ut sit b > «a; 

deinde ut’ etiam algebraica fiat necesse est ut tam 27 quam 

_— sint numeri rationales. Hunc in finem ejusmodi rationem 
"0 

À ; b : 
inter d et a statui oportet, ut fiat =, — À, numerus ratlo- 

= —— qq 

: RUE 
nalis, unde fit = — =? sicque erit 

CEA EE En 1 ideoque. y —:— 22 
Bd NME NAN de b+a AH VAR =: ? 

quo valore substituto fiet 

D—2nA tagu — 2n À A tag ———. 

f. 19. Componitur ergo angulus @ ex duobus angulis quos : 
vocemus & et %, quorumque ergo tangentes per uw ita exprimuntur, 

ut sit tag =u et BA tum vero erit O=2n2—2nA"n 

sive y — An.  Nunc evidens est si modo À fuerit numerus 

rationalis etiam anguli À tangentem algebraice per u exprimi ; er- 
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go etiam tangens differentiae horum angulorum, hoc est anguli . 

aequabitur functioni algebraicae ipsius w ideoque etiam tangens ipsi- 

us anguli Q), si modo » fuerit numerus rationalis, unde patet hanc 

solutionem ad alias ellipses adaptari non posse. 

{. 20. Cum igitur ellipsis quam consideremus eadem mane- 
- ÈS * EN 

at quicunque valor ipsi b tribuatur, ad ejus indolem cognoscendam 
È Vaa — xx : 2 

sumamus b— 0, ut sit y————, unde patet ejus semiaxem 

transversum fore —a, ubi scilicet y—0, conjugatum vero EE 

Quare noster calculus ad alias ellipses accommodari nequit, nisi 

quarum axes inter se teneant rationem rationalem. Praeterea vero 
: ; LS : b 

pro b alios valores assumere non licet, nisi quibus fit Fe == nue 
7 — qa 

merus rationalis. Unde patet, nihilominus semper innumeras curvas 

algebraicas invenifi posse quae cum tali ellipsi communem rectifica- 

tionem contineant. 

f 21. Cum igitur pro curva quaesita sit aus tag ©, 
. . X . . . . . 

etiam haec fractio + per functionem algebraicam ipsius w exprime- 
é te e a — PRÉ ErEEE : 

tur. Deinde quia invenimus y X°+ Y°— y — EE, etiam 

haec chorda per functionem algebraicam ipsius w exprimetur, cum 
. 2 au TS E == 

IE æ — et yaa — xx — MR nnde (At 
1 uu 2 1—+-uu 

72 2 __ b+a+(b—a) uu 

V X'HY — nQuu) | 

Quamobrem cum ambae hae formulae : = et VX RSR per func- 

tiones algcbraicas ejusdem quantitatis w determinentur, eliminando 

hanc quantitatem w, id quod facile fit ex valore ipsius VS + Y?, 
b+a—nz Us ete RE 
cn fers Hic igitur 

valor, in formula pro tag O inventa, cui $ aequatur, substitutus, 

praebebit aequationem algebraicam inter binas coordinatas curvae 

quippe quo posito —Z, colligitur uu — 
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quaesitae X et Y, ob Z—7y X° + V*, quae autem plerumque ad 
plurimas dimensiones exsurget, 

-{ 22. Hic probe notandum est, quoniam (vid. Nov. Act. 

T. V.) infinitas curvas algebraicas determinavi, quae cum data 

Ellipsi quacunque communi gaudeant rectificatione solo circulo ex- 

cepto eas curvas ab is quas nunc invenimus -prorsus esse diver- 
sas; neque etiam patet quomodo illae ex solutione particulari qua 

hic usi sumus deduci queant, Facile autem derivari possunt ex 

formulis generalibus primae solutionis , id quod hic ostendisse ope- 

rae pretium videtur. 

{. 23. Quia ibi pro altera curva dedimus hos valores : 
_— dPsin® + àQ cosŸ _ 2Q sin® — dP cos ® 

» tt TT 7 arc CT mom Lu 
P 

sumamus 55 — — 4 COS (n + 1)0 +6 cos(n — 1)0 et 

à — a sin (n + 1) D + b sin (n — 1)0, eritque 

= (a bein bus et y—=(a— b) cos nŸ 

unde et fit PES Le ne HT = 1, quae aequatio est pro 

ellipsi, cujus semiaxes sunt & + b et a — b. 

Ÿ. 24. Ex his autem valoribus differentialibus colligitur in- 

tegrando : 
ts a sin(n + 1) ® b sin (n — 1) D 

P—=— LH 1 su n— 1 

QE 2 28008 Cr R 1)® b cos (n— 1) ® 
Pr nn Hi A A — 1 | 

isti valores ita se habebunt : 

X — "© sin (n + 1) D + sin (n — 10 n+i1 T—1 

Y=— 2 cos (n + 1) + EE cos (nr — 1) ®. 
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Unde patet, quoniam numerus z penitus arbitrio nostro relinquitur, 

ex his formulis infinitas prodire curvas algebraicas, nulla alia con- 

ditione restrictas, nisi ut » sit numerus rationalis, exceptis tantum 

duobus casibus n 1 et n——1, simul vero intelligitur, utcun- 

que ratio inter axes fuerit irrationalis ‘curvas quaesitas non turbari. 

Problem a. 

Consensum inter ambas solutiones generales monstrare et sub- 

stitutiones indagare , quibus altera in alleram converti 

queat. 

S'OLTLETIO: 

{. 25. Quoniam in formulis supra datis tam coordinatas 

quam functiones inter se permutare licet, ad caleuli commoditatem 

priores coordinatas æ et y sequenti modo repraesentemus : 

Ni pro priore solutione pro posteriore solutione 
_ 9P cos® — 9Q sin® RL AR _ 

DE T = É pe 

9P sin® + 9Q cos ® £ " 

AE 59 | Y— 5 + 5 — 
Hic- igitur ostendendum, qualem relationem primo inter ® et #, 

deinde vero inter functiones p, q et V, U statui oporteat, ut isti 

“duplices valores ipsarum æ et y ad identitatem revocentur. 

{. 26. Hunc in finem ante omnia necesse est multitudinem 

uantitatum quae hic occurrunt imminuere, id quod pulcherrime 

succedit, si pro priore solutione statuamus P+Qy —1—© ; tum 

nim fiet my I = Sn29@. Pro altera vero so- 

utionc ponamus U+-V VW — 1 —TI, ac reperietur 

4 BHyy—i= SU +IY = 1)—Hy —1. 
Haec autem expressio ad hanc formam redigitur : 

1 1V—7+} IT 
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Totum negotium ergo hue redit, ut hae duae formulae pro x +yy/—1 

inventae consentientes reddantur. 

{. 27. Quo factores priores .ad majorem uniformitatem re- 
; ue 

vocemus ponamus {—tagu eritque 1 +é 4 L 41 Me 1 Sin & 
cos w 

— 1)2 A7 2 

et PE _— unde fit nn = pr, Quam- 

obrem nunc ista aequalitas erit docenda : 
cos P + V — 1 sin@ DO AS “0 II cos w 

0 ® L FT dw * cos Wù HV —1sinw 

et nunc evidens est statui debere O —2w; tum enim dividendo : 

utrinque per LE = orietur ista aequalitas satis simplex: 
II cosw 

1 = np SE 
100 recent 

211 cos w 
Integralibus igitur sumendis debet esse DE 7 150 sive 

@ (cos w + y — 1 sin w) = 2 IT cos w. 

f. 28. Restituamus nunc loco © ët II valores assumtos 
orieturque haec aequatio : 

P+Qy—1)(cosw+y—1snmw) — 2cosW(U+ V y — 1) | 

unde partes reales et imaginarias seorsim inter se aequari oportet, 

hincque ergo duae sequentes determinationes deducuntur : 

2 U cos w = P cos y —- Q sin w ” 

2 V cosw = P sin w + Q cosw 

ubi meminisse oportet esse £ —tagw et @ — 2w sicque si in so- 

lutione posteriore loco U et V isti valores substituantur : 
P cos w& —- Q sin w P sin w + Q cos w 7j = Eos D Ron TE ANSE 

2 COS W 2 cos w 

ea in priorem convertetur. 

. 29. Vicissim igitur functiones P et Q per U et V ita 

definientur, P — 2 U cos &° + 2 V sin w cos w sive 
P = U(1 + cos 2 w) +- V sin 2w 

et Q—V (1 + cos 2w) — U sin 2 w. 
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Hoc igitur modo patet non solum binas expressiones perfecte inter 

se consentire, sed etiam substitutiones habentur, quibus altera in al- 

teram converti potest. 

. 30. Ostendamus igitur clarius quomodo posteriores for- 

mulae ad priores reduci debeant. Ac primo quidem cum sit: 
sin® mL 29 1 

1—+ cosŸ et D 9 ? t—tago—tagi D, erit 4 

tum vero erit etiam: 

ES Een ant 1:10 — © Psin® 
U—; 2 (1 + cos Ÿ) et V— 2 AS Qc) * 

Simili modo priores ex posterioribus nascentur ; namque ob 
M PE RER Er tag 10 ==\LueLIt sin — et cos ® — 1tt 

SR rat functiones vero P et Q ita definientur ut sit 

Au Nat, 
PE et Q— 1 tt 

{. 31. Sufficiet autem consensum inter formulas binas pro 

coordinatis æ et y ostendisse quandoquidem nullum dubium super- 

esse potest quin per has substitutiones etiam formulae pro coordina- 

tis X et Y alterae in alteras convertantur, atque hoc modo quae- 

Stioni principali quam hic tractare suscepimus perfecte est satis- 

factum, dum nostrae formulae omnia binarum curvarum algebraica- 

rum paria largiuntur, quae eadem rectificatione sint praeditae, 

Suppl. aux Mémoires de l'Acad. 
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XII. 

DE 

CURVIS ALGEBRAICIS 

QUARUM OMNES ARCUS PER ARCUS CIRCULARES 

METIRI LICEAT. 

Conventui exhibita die 20. Aug. 1781. 

$. 4. Non dubitavi ante aliquot annos istam propositionem 
tanquam insigne theorema in medium proferre: quod praeter cireu- 

lum nulla detur curva algebraica, cujus arcubus omnibus aequales 

arcus circulares assignari queant. Plures etiam adduxi rationes sa- 

tis probabiles, quae me ïiu hac opinione confirmabant, quanquam 

probe perspexi eas a perfecta demonstratione adhuc plurimum di- 

stare. Praecipua autem ratio mihi erat, quod, postquam in hoc 
argumento plurimum elaborassem, nullam tamen hujusmodi curvam 

elicere potuerim. 

f. 2. Quamobrem, cum nuper in simili argumento occupa- 
tus in genere binas curvas algebraicas investigassem, quae com- 

muni rectificatione gauderent, indeque infinitas curvas algebraicas 

investigassem, quarum longitudo per arcus parabolicos metiri liceret, 

tum vero etiam infnitas curvas algebraicas, cum Ellipsi eadem recti- 
ficatione gaudentes, maxime obstupui, quod, etiamsi ellipsin in cir- 

culum converterem, nihilominus curvae inventae a circulo essent di- 

versae. Sententiam igitur meam hic solenniter retractans metho- M 
dum facilem exponam cujus ope innumerabiles curvae algebraicae 

inveniri possunt, quarum omnes arcus Circularibus sunt aequales. 
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. 3. Proposito igitur circulo centro c, radio ca descripto, 

concipiamus curvam AZ jita comparatam ut ejus arcus indefinitus 

AZ semper acequalis sit arcui indefinito illius circuli 4z, quo vocato 

az —u sit quoque arcus AZ —w. Hanc jam curvam ad cen- 

trum quoddam fixum C refero, ejusque naturam per aequationem 
inter distantiqm CZ—z et angulum ACZ —@ ïinvestigabo, ut 

quacsito satisfiat. Cum igitur hinc sit arcus AZ — fy 92° +220 

fieri debet dJw° —0= +zz00), unde deducitur 00 = F=Rs 

ubi ergo totum negotium huc redit ut ejusmodi relatio inter z et w 
0w? — 9x3? exquiratur, quae integrale hujus formulae D =! = per ar- 

cum circularem simpliciter exprimat. 

$. 4. Observavi autem hoc satis commode praestari posse 

si statuamus distantiam CZ — d + cosw, quem in finem sumo inter- 

vallum cb — b, ac demisso ex z perpendiculo zp fiet cp — cosw, 

sicque distantia CZ semper aequalis capi debet intervallo bp. Unde 

patei pro initio À nostrae curvae fore distantiam CA—ba—b+ 1. 
Cum igitur hinc fiat 02 — — dw sinw formula differentialis pro 90 
data, posito z—=b -cosw, induet hanc formam satis concinnam 

DO — a cujus ergo integrale arcui circulari aequale esse 

debet. 

$. 5. Ista autem formula sponte in has partes discerpitur : 

D = dw — —?®, quarum prima per se est elementum circuli 
Fa b + cosw ? P F 

h ‘ BRPMAOÉIN 
Pro altera parte ponamus tag!w—=tf, fietque Ou ins tum 

vero fit siniw ———— et cosiu———, unde colligitur : 
£ Viit 2 Vi+ti? 8 

ne 2 RE EE nat 1 
COS W COS — Sin; Et 

nm:  b+14(b—ntt . : bdw 2b0t Erit ergo b+cosw = — + > Sicque erit ss = GFDFC-DA 

cujus integratio semper ad arcum circularem reducitur dummodo 
fuerit b> 1. 

5) 

Fig. 2. 3, 
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£. 6. Ad hoc Rene inveniendum notetur esse in genere 
MDN y DE; 

Fran yet t8 7; 
unde pro nostro casu crit Re P=u-<— Atagi Vie 

At vero ut horum angulorum differentia geometrice pee queat 
He b ‘ = - 

necesse est ut coëffciens TR sit numerus rationalis; atque adeo 
TE 

jam evidens est, quoties hoc contigerit, semper prodituram esse 

curvam algebraicam AZ cum circulo proposito arcus aequales ha- 
bentem. 

$£. 7. Cum sit z—b +-cosw plures egregiae proprietates 

hujus curvae se offerunt, quas probe notari conveniet ; namque si 

ad Z ducatur tangens ZT et vocetur angulus CZT—\, erit 
- Q] HD . 
sin =, ergo, ob 2P—= EE erit sind —cosw, ita ut 

angulus CZT semper aequetur 90° — w, ideoque, ob AZ —w seni- 

per erit wŸ = — w, denotante + angulum rectum. Hinc si ex 

C in tangentem demittatur perpendiculum CT, erit ; 

CT = zsin\d — zcosw — (b +- cosu) cos uw. 

Posito autem hoc perpendieulo CT—p, constat semper esse ra- 

dium osculi curvae — sr . Cum igitur sit 

20 —— dw sinw (b+cosw) et dP——0dwsinw(b +2 cost), 
« : : : b + cosw . 

erit radius osculi curvae in Z, quem vocemus r —, 4 CR TEEE 

ergo in initio, ubi &—=0 erit nd ideoque minor quam in 
T . . . . 

circulo. At vero pro arcu W—=— erit r—1, ideoque radio cireuli 

aequalis. Sumto autem w—x erit r — _—_ .  Unde patet, nisi sit 

b> 2 hunc radium osculi fieri negativum, sive in plagam contra- 

riam vergere, ideoque interea curvam punctum flexus contrarii esse M 

passam, quod eveniet, ubi cosw = — = ; quod ergo W— 90° 

et w— 180° cadet. Hocque loco radius osculi erit infinite 
dw cosw 

magnum. Praëterea cum sit 9® — ÉTÉ manifestum est cur- 
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vam supra ,axem ascendere, sive angulum ACZ —@ augeri ab 
w—0 ad w—90° hinc autem istum angulum iterum decrescere 

atque adeo curvam axem AC secare antequam fiat W6—=4180° quia 

tum angulus @ fiet negativus. Quia enim posito & — 180° fit 

t— co ideoque Atagty ii 90°, ideoque 
CAES o Ma BL ie HIVER 

PÆu—is0( +), vb > 4. 
5 ON < b sw = 

f. 8. Ex radio ‘osculi invento r — °° etiam com- 
TT b+2cosw 

mode assignari potest amplitudo curvae AZ —w. Si enim ampli- 
À : __— dw ___dw(b+ 2cosw) tudo ponatur #, erit 0 pe 

du — Du + RES — Ju +00, 

hoc est erit 

sicque amplitudo # semper aequatur summae angulorum & et @), 

quamdiu scilicet angulus @ supra axem cadit. Si enim infra axem 

cadat negative accipi debet, Cum autem amplitudo curvae conti- 
nuo augeatur quamdiu curva AZ versus eandem partem est con- 

cava.  Postquam autem coepit in partem contrariam vergere, quod 

evenit, ubi punctum flexus contrarii datur (jam notavimus tale 

punctum occurrere ubi b + 2cosw = 0, seu, ubi cosy = — 2) 

tum, cum sit z—b-+-cosw, fiet z —1 ïita ut punctum flexus 

contrarii semper incidat in distantiam CZ —1b; unde colligimus, 

curvam ab initio À, ubi Z—b+ {1 concavitatem axi obvertere 

- donec fiat distantia z—=1b, et quamdiu distantia minor fuerit quam 

us . _‘fémé ns 

3b, concavitatem in partem contrariam vergi, id quod evenire ne- 

quit, nisi fuerit  < 2, quia h— 4{ minima distantia curvae a cen- 

tro C, quamobrem si fuerit b > 2 tota curva nusquam habebit 

- punctum flexus contrarii. 

f. 9. Cum autem nostrae curvae algebraicae fieri nequeant, 
. b . s 

- nisi haec formula 75 = aequetur numero rationali, quem ponamus 

“n, hinc vicissim colligitur b— -———. Tum igitur erit angulus ACZ 
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—=0=02nAtagt y 
DEEE 

ubi est É—=tagio. Hic igitur erit: 
b—1 ___n—vVnn—1:1 __ 1 

b+: LA n+ Vnn—1:1 Fer: (n+-V nn — 3)? 
4 à = t = MOTS d Ë 

erit É ET —— Quia igitur necessario sicque V4 DE pe Q g sumi 

. : ” b—ù . 
debet 7 > 1 manifestum est istam tangentem £y/;-— semper mi- 

D Les ie HU / b—1 £ 
norem esse quam #  Ponamus ergo brevitatis gratia £ y pra — 

et vocemus angulum cujus tangens est u—=@, habebimus hanc for- 

mulam Ÿ—w — 270, unde deducitur sequens 

Constructio geometrica curvarum quaesitarum. 

f. 10. Monstrabimus igitur, quomodo pro quoyis circuli 

puncto z punctum ei respondens Z in qualibet curva quaesita def- 

niri queat. Sumto nimirum pro 7 numero quocunque rationali 

unitate majore, capiatur b — lt tum vero ex arcu 

az uw habebitur { —tagiu, hincque etiam innotescet 
b—1:1 __ t 

TEEN V Bel me E 

Nunc abscindatur in circulo arcus cujus tangens est 4 qui ponatur 

=@ et quia x est numerus rationalis geometrice assignabitur = 2 n$, 

quo facto construatur angulus ACZ aequalis differentiae angulorum 
w et 2nÿ, ut scilicet fiat D—w-—2n$ quo facto sumatur distan- 

tia CZ — b + cosw—bp hocque modo pro singulis cireuli punctis 

z determinabuntur puncta correspondentia Z curvae quaesitae. 

ns hot UE pen on doc. 

${. 11. Hinc patet, quando arcus az —w evanescit, tum 

punctum Z incidere in ipsum punctum A existente CA ba. At 

vero sumto arcu az — 180° — 7%, quia tum fit É— tagim— oo, 

erit etiam u—o©, unde ÿ — 90°. Pro hoc ergo casu fiet an- 

gulus D 1807 =; Sn 00 TC n). Quare cum semper sit . 

n'> 1, angulus O ad alteram axis partem cadet, eritque hic an- 
; 

TA 
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gulus —7 (2 — 1). Distantia vero puncti respondentis a centro 

C erit b— 1, quae est minima distantia ad quam nostr'a curva versus 

centrum accedere potest. Suficiet autem hoc modo tractum curvae 

tantum a distantia maxima D + 1, usque ad minimam b — 1 

descripsisse propterea quod ultra hos terminos curva utrinque aequa- 

liter porrigitur, unde intelligitur , tam distantiam maximam, quam 

minimam fore curvae diametros. Denique etiam ultro patet, longi- 

tudinem curvae a distantia ad sequentem minimam semiperipheriae 

cireuli propositi aequari. Et quia angulus inter maximam et mi- 

nimam distantiam qui est (2 — 1)7 cum peripheria circuli est 

commensurabilis sequitur numerum diametrorum semper esse debere 

finitum. 

f. 12. Hinc etiam intelligitur quomodo aequationem inter 

eoordinatas CP—zx et PZ—y erui oporteat. Cum enim sit 

tag (a) + et tag: — Vos , Cui aequari debet tag Gw — nû). 

Quia vero posuimus tagiw—{, erit cosw — ee , unde ob 
24 att yo y b—+i—z ,. _B—r ,, ___ bb—1—(b—:)2 

z=b+-——; elicitur = TE hincque UE GE +» 

sicque £ et w per functiones ipsius z, ideoque etiam tagnô per ta- 

lem functionem exprimetur, unde etiam tangens anguli 14 — n 

per functionem solius Z definietur. Hinc sumtis quadratis formula 26 | | x ' PNR DE HD At RAF > : 
pr Aequatur functioni rationali ipsius z, quae aequatio denique ob 

EE — xx + yy sumendis quadratis ad aequationem rationalem inter 

æ et y reducitur, quae autem plerumque ad plurimas dimensiones 

assurgit, siquidem pro casu simplicissimo quo 7 —2 ad sextum 

ordinem ascendit. 

Descriptio curvae simplicissimae 
OP) 2. 

à: . 13. Hic ergo ob n—2 erit DE bec 30° ideoque 

Proxime b—1,1547. Maxima igitur curvae distantia a centro C, Fig. à 
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seu quasi apsis summa erit CA—b+1—72,1547 ad quam curva 
Dre 

Reise —0,6830. ‘Mn 

nima distantia erit b—1—=0,1547 quae à maxima distabit angulo 

— 1809, ideoque in axem AC continuatum cadet, quae sit CI, ubi 

curva iterum ad axem erit normalis. At vero radius osculi in I 

est normalis, ibique radius osculi erit » — 

erit Pi —— 0,1830. Longitudo autem curvae ab abside sum- 

ma À ad imam Î protensae aequabitur semiperipheriae circuli ra- 

dio 1 descripti. 

14. Pro aliis curvae punctis memorabilibus definiendis 

sumto arcu AZ —4u erit distantia CZ —b + cosw. Pro angulo 

autem ACZ — ® habebimus tag ! LE — tag Guw—20), ubi posito 

tagiw—é erit tag (—u—t Vi = 0,26796, et vicissim 

t—uV —— = 3,7321.u.1 Cum'igitur sit tag 0 =Mdbent 

tag SR Es unde fit tag Go = = tag1 D. 

{. 45. Sumamus nune arcum AE — 90° = 17 eritque di- 

stantia CE — b et angulus \ — 90° — w — 0 unde patet rectam 

CE curvam E tangere, ibique radium osculi fore — 1. Pro an- 

gulo ACE investigando habemus 61 et u—0,2679 — tag 4. 

Exit ergo angulus 9 —15°, 0”, ideoque : D — 15°, 0’, hocque mo- 

do erit angulus ACE — 30°. 

. 16. Hinc igitur curva ad axem appropinquabit eumque 

mox secabit in F, ubi ergo, cum fiat O —0 erit £(1—uu)—2u 

sive 3,7321 (1 — uu) — 2, unde Rouet uu — 0,4641, hinc- 

que t—2,1321. Erit ergo 1w—69°,54/, te W— 1 39° 484 

Unde patet curvam hic ad axem sub angulo 49°, 48”, esse incli- 

natam, distantiam vero fore CF — b — sin (49°, 48’) — 0,3909. 

Radius osculi hoc loco erit — — 1,0483. Hic ergo curva jam 

in contrariam partem est inflexa ideoque punctum flexus contrariim 

praecessit punctum F. 

F 

l 

CREER NET Ce. 

} 
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. 17. Ad hoc ergo punctum, quod sit in G inveniendum 

jam supra notavimus id incidere ubi distantia CG —1b —0,5778, 

ta ut cosw—-—21b ideoque &w — 125°, 16. Quare hoc loco 

350 ad rectam CG inclinatur sub angulo 35°, 16. Quia por- 

ro est 10= 627, 38% erit É— 1,- 9849, -hmcque porro u — 

0, 6176, quae est tangens anguli à qui consequenter erit #7 20 

ergo 10 — 7°,54, consequenter angulus FCG — 15°, 48. Ex 
his autem principalibus curvae punctis tractus curvae facile satis 
exacte describi poterit, unde cum recta AI simul curvae sit diame- 

ter tota curva habet hanc figuram. 

Supplementum. 
* 

$. 18. Solutio sequentis problematis non parum elegantis 

? omnes curvas methodo praecedente inventas multo facilius et com- 

modius largietur. 

Problema. 

Invenire curvam EZ ad punctum fizum C relatam, cujus qui- Fig. 5, 
libet arcus EZ ad angulum EZC ubique eandem teneat ra- 

tionem. 

Solutio. 

$. 19. Hic igitur statim patet, arcum curvae EZ, quia an- 

 gulo EZC est proportionalis aequalem fore arcui circulari eundem 

angulum metientis, ideoque si hae curvae fuerint algebraicae eas 
scopo nostro esse satisfacturas. Ad eas inveniendas ponamus an- 
gulum ECZ—© et distantiam CZ —z ut habeamus pro situ 

proximo Z$S— z00 et z5=0z. Ponamus nunc angulum EZC =w, 
arcum vero EZ — aw et quia omnes curvae similes ad idem punc- 

-tum C relatae aeque satisfaciunt sumere licebit a == 1, ut sit arcus 

EZ —w, ejusque ergo elementum Zz—dw et nunc triangulum 

ZzS statim praebet has duas aequationes : 
0z — dw cos w et 200 — dw. sin w. 

16 Suppl. aux Mémoires de l' Acad. 
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$. 20. ‘Prior harum aequationum integrata statim dat 

z—b+sinw, unde ex altera fit 00 — ne 

manifestum est, in puncto E, ubi arcus E7Z evanescit fore etiam 

angulum w — 0 , ideoque distantiam CE — 6, et hanc rectam CE 

fore curvae tangentem in ipso initio E. 

.  Hince statim 

4.24: - Pro SE ergo angulari 00 habemus 
baw 

dD = dw — ee , ideoque D —= w— se 

ad quam eue integrandam ponamus tag 14 —£ unde fit 
= at ASIE 
snwW, y € OUR 

J baw LES 2bat 1 hE, , 

unde oritur formula Es nm ss” Ponamus = — cos fi 
bou 2 

ut Oriatur Din — : ft afcosp . CUJUS formulae integrale sem- 

per exprimet arcum circuli, si modo fuerit b > 1 et _ per cosi- 

num cujuspiam anguli referri queat. Constat autem hujus formulae 

integrale fore ir Aie re, ita ut jam nacti simus hanc 

‘aequationem: À — «vw — Zn A tag - rites ; unde patet, quoties 

sin ff fuerit numerus rationalis, istum ‘angulum semper geometrice 

assignari posse, ideoque curvam nostram fore algebraicam, et quia 

angulum {3 infinitis modis accipere licet, simul reperiri innumerabiles 

curvas algcbraicas scopo nostro satisfacientes, quippe quarum om- 

nes arcus per arcus circulares mensurantur. Evidens autem est has 

curvas cum iis quas ante invenimus perfecte convenire, quia hic 
tantum aliud principium est assumtum in E. 

$. 22. Quoniam igitur sinf debet esse numerus rationalis, 

ponamus HE Zn, ita ut n sit numerus quicunque unitate major 

sive integer sive fractus, ac posito br. gratia : 

À tag Lies = eit D—uw—2n9, 

qui ergo angulus in principio, ubi w —0, etiam evanescit. Erit 
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igitur 19 —}w—nf, ac positis coordinatis orthogonalibus CP — x 

ME PZ — y erit tagD= 7 (QUI ob fer pr Er Cum 
Zex TV z2+x° 

porro sit z— db + sin +, patet etiam £ acequari func- 

tioni ipsius z, hincque etiam tagÿ, ita ut hinc pro quovis casu ae- 

quatio inter coordinatas orthogonales æ et y erui queat. 

f. 23. Investigemus nunc praccipua puncta hujus curvae, 

ac primo quidem capiamus arcum EA — 90 —T, eritque angu- 

Jus w rectus et distantin CA ad curvam erit normalis, simulque 

erit curvae diameter, circa quam curva utrinque pari tractu proten- 

ditur. Hic igitur erit tag w={=1, ideoque tag = ne ae, 
1+ cos 

. . 5 a TI 

ita ut Ô—1:6B, unde vente hoc angulo G ; cujus cosinus est — 

erit angulus ECA — T — nf. Ipsa autem distantia CA erit b+1, 

quae erit maxima, ad quam curva pertingere potest. 

$. 24. Consideremus nunc portionem hujus curvae a puncto 

E retro protensam, ac sumamus arcum ET quandranti aequalem, unde 

statui oportebit w——7T atque in hoc puncto I erit distantia 

CI=b—1, quae est omnium minima ad quam curva descendere pot- 
est, hicque iterum erit CI ad curvam normalis, pariterque ejus diameter, 

unde sufliciet curvam tantum ab A per E usque ad I descripsisse. 

— sinf 
4. 25. Hoc igitur.casu ob {———1, erit p—Atag TRE? 

sicque iste angulus ÿ erit negativus, ejusque tangens —, quae 

expressio est cotangens anguli 33, sicque erit — (= — — ÉB, 

» unde prodit angulus ECI—=Ÿ—— . + 2n(= — 16) —=(n—IT—nf, 

quamobrem angulus inter distantiam maximam CA—=b-+ 1 et mi- 

» nimam CI = Dre 4 interceptus erit ACI— (n— 1)T, prorsus uti 

supra est inventus. 

16" 
L 
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&. 26. Consideremus denique casum quo arcus.EZ semiperi- * 

pheriae aequalis accipitur sive w—7m, ubi ergo distantia curvam . 

iterum tanget; tum igitur erit É—c et tag ÿ —tagf3 ideoque 

ê—=6, sicque erit angulus D—r—2nB, qu est duplo major 

quam angulus ECA, prorsus ut indoles diametri postulat. Ceterum 

hic notasse juvabit, omnes formulas hic inventas ad praecedentes 

reduci posse, si loco £ scribatur =, simulque angulus @ minua- 
Ron Te « tur angulo ECA= = — nf. 
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XIII. 

AO LOPE A Q 

PROBLEÉMATIS ANALYTICI 

DIFFICILLIMI. 

Conventui exhibita die 19. Aug. 1782. « 
“ 

$. 1. Si p, q et P, Q denotent functiones homogeneas nul- 

» lius dimensionis binarum variabilium æ et 7 datas et proposita fue- 
— p0x + Mady xt —1 
— mP+Q ? 

greditur functio indeterminata IT, quam ita determinari oportet, ut 

integratio succedat. Hujusmodi formulae mihi se obtulerunt cum 

nuper problema de trajectoriis orthogenalibus ad superficies trans- 

latum perscrutarer atque evidens est, hanc quaestionem maxime esse 

arduam, et summam sagacitatem in evolvendis functionibus duarum 

variabilium requircre, in quo negotio geometrae nunc quidem pluri- 

* mum. sunt occupati. 

- rit haec formula differentialis dv in, quam in- 

0 

K à 

” $. 2. Quod- si igitur statuamus y — fx erunt litterae p, 9, 

P,Q functiones datae ipsius Te et quia putestas indefnita ipsi- 

us æ est adjuncta, haec formula omnes complectitur casus quibus 

tam numérator quam denominator sunt functiones homogeneae ipsa- 

rum x et y. Positione igitur y—=£x tota formula ad has duas 

variabiles æ et f reducitur. Quemadmodum igitur functio illa in- 

definita IT determinari debeat hic nunc accuratius investigemus. 

__29+aA $ 3. Ac primo quidem-statuamus I —+=" ubi scilicet 

binas novas functiones incognitas À et © introducimus et facta hac 

4 | | | 
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substitutione formula nostra in sequentes duas partes discerpetur : 
Du — 19H AG) çn—: AS) — PPOX) nr 

| AP+Q AP+Q ? 

quarum priorem brevitatis gratia per Ou, posteriorem vero per dw 

designabo, atque binas litteras À et ©, ita definire conabor , ut 

utraque pars integrationem admittat. 

{ 4. Nunc loco 0y scribamus ejus valorem {0x + xdt at- 

que pars prior induet hanc formam : 
Du — xt 1 0x (p + At) xMAaqt, 
RENE. AP+Q 

quae quo facilius tractari possit statuatur Mn ep” unde fit 

D ES Op" ET eee OC 7 — EP et pro altero membro fi 3P+Q — Dar Bo sicque 

: — 10 = 
habebitur du — ZT 10x + TETE .. Quamobrem, si X 

tantum involvat variabilem £ integrale aliam formam habere nequit 

nisi hanc: u—+XZa2"; tum autem esse debet OZ sb, 

cujus aequationis resolutio, quia Z non ultra unam dimensionem as- 

cendit, est facilis. 

$. 5. Quo attem integrale commodius exprimatur ponamus 

re = = - , bincque integrale erit 2 =—n/; RE F5 ” Ergo 

quia ex praecedente positione .est 

= erit Z2——ns "fox 

quam integrationem ut concessam àssumamus et statuamus Les = 

ita ut sit 2 ——ns"T, hocque modo adepti sumus integrale prio- à 

ris partis u——x"s"T, qui valor ergo etiam pracbet valorem 

quaesitum v, pro casu quo © — 0. 

. 6. Eodem modo evolvamus alteram partem unde nee 

dy scripto valore é0æ + æOt prodit : 
@xt 0x (Qat—Pp)+extQgot 

(Qat-—.P p) : (gt—ÆZP) 
postquam scilicet loco À valorem ante inventum substituimus, qui 

dE 
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MeratiyAs — PrrE Hic igitur loco @(gt— ZP) scribamus D, 

ut habeamus : 

| dw — D (xt —! 0x + ) D (50% + xd). 

 Unde patet, integrale æ fore functionem quancunque ipsius sx, quam 

_ ita repraesentemus: w—O:xs sive, ponendo æs —2z, si Z 

functionem quancunque ipsius Z denotet, habebitur w = Z; inde 
/ 

autem si ponatur 0Z—Z"0z, erit ® — — . 

xt gs 

Ÿ. 7. Inventa igitur utraque parte w et w, erit integrale 

quaesitum nostrae formulae v = —Tz"+-7 qui valor praeter om- 

 nem expectationem tam simplex est inventus atque adeo facile ex 

: ipsa formula proposita formari poterit, cum sit LR et 

RE LE hicque est valor generalissimus pro formula nostra propo- 

sita, siquidem loco II successive valores hie assignati accipiantur, in 

quo negotio cum quaestio nostra potissimum versetur, operae pre- 

tium erit istum valorem evolvere. 

$. de Cum igitur primo posuerimus IT ee tr vero 
a D re M pH+(b+ZE)Q | esset D — F5 et 03 fet Tr = — FEES Cum 

Va 

igitur st Z——ns5"T et.D—-;—;, hincque pro quovis casu 

oblato valor debitus ipsi IL facile assignari potest. 
w 

Alia solutio multo concinnior. 

$. 9. Hic statim sine ulla praeparatione ïipsa formula pro- 

posita, clidendo dy dar 220 na)etnat — 39, 
ET, uw sit I — Le PR, hincqué porro —— — °9—? 

Ponatur nunc 

Do — y UP +Q t— Pp? 
de a dv — OxfT A dx-L a got (00 — ?),. $e À 

? ds Qat—Pp 
Qaat ee: 

QE PES 
do fit Ov — Ox"— 1 Dx + ° _ (@Q — p). Hine autem facile 

ÿ 10. Ponamus nunc ut supra , hocque mo- 
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conditio integrabilitatis obtineretur, verum nulla functio arbitraria 
praeterea in integrale introduceretur quemadmodum solutio com- 

pleta postulat. At vero singulari artificio etiam hine integrale com- 

pletum erui potest, ponendo O = M + N. Etiamsi enim haec 

positio nihil plane polliceri videatur, tamen ea totum negotium ab- 

solvetur. Hoc enim modo nostra formula distinguetur in duas par- 

tes quarum utramque seorsim tractare licebit. Reperietur enim : 

dv — Mat—!Dx + a" FM — 2)+N ET (5dx + zds). 

Ÿ. 141. Prioris partis litteram M involventis, siquidem M 

spectetur ut functio ipsius £ tantum integrale necessarium est + Mx”; 

tum autem esse Ie 
2N — F | | se 

(M — : ne nu re — nds (M — — 0, 

1 aequatio , Éebé aile Évsdit divisa per st +, ut sit 

M— 1} En nié cujus integrale est — = — nf L 

Quamobrem si ut ante ponamus fon =T habebimus M=—nTs", 

ideoque pro hac parte erit v = — Tz"s" sive v — —- Tz", posito 

scilicet 3 = xs. 

12. Pro altera parte litteram N involvente ea ob xs=Z 
xi— F 

erit N =—_— “ 20 ; quare cum N sit functio adhuc indeterminata, hu« 

jus nos integrale erit functio quaecunque pers Z, quae si designe- « 

tur per Z, existente 0Z —Z0z erit N — quocirca totum 
nn , 

integrale erit u = —Tz"+7Z. Tum autem erit O — 2e — nTs”, 
: Se £ . - __ E0Q9—#? : 

hincque colligitur ipsa functio quaesita T—,;; 55 quae solutio 
… perfecte congruit eum praecedente. 

$. 13. Quanquam autem haec solutio totum negotium feli- 

cissime absolvit, tamen dantur casus ad quos hanc solutionem vix” 

ac ne vix quidem accommodare licet. Hoc scilicet evenit, quoties 

« 

F7 Po 
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exponens 7 0, quoniam formulae fx" — 0x valor tum est /x 
quam ob caussam iste casus peculiarem evolutionem postulat, Prac- 

terea vero etiam casus quo Qqgé — Pp — 0 in superiore solutione 
: : : CEE Ci CIS 

non comprehenditur, quoniam posuimus - — CT 7% Hanc igi- 

tur ob rem etiam hunc casum seorsim evolvi conveniet. 

Evolutio casus, 

quo nn — O0. 

f 14. Hic igitur est "E eo = quae aequatio, 
: : L où ? + Hat _Haot_ t L 

eliso 97, abit in ne = ne EQ re. ne Le 

. 0? — ox got (8Q — aq tur ut ante H— ES, et habebitur CRE 

quae aequatio posito UE = + et O=M4N fit 

RE E & (MO — p) + N (E nn). 
Hic primum patet, Le. membrum integrabile esse non posse, nisi 

sit M constans, tum autem comprehendi poterit in altero membro; 

quamobrem hic statim ponere licet M—0, hincque ex priore 

parte fiet v——[f?#, ita ut, posito JET, hinc fiat v—-—T. 

Pro altera autem parte, si statuamus ut ante sx =, fit D ET dz. 

Sit igitur N—77%, fiat vu —Z, quocirea ob M—0 erit O — Z'z, 

hincque IT= ni: ER, atque hinc integrale completum erit v=Z—T, 

quae forma ex solutione generali deduci potuisset, at vero ex prae- 

sente casu promtius coiligitur 

Evolutio casus, 

quo Qgt— Pp = 0. 

$. 15. Hoc igitur casu erit P=®%%, unde aequatio nostra fit 
dv — CRC ES PH Nat) + x Tqot 

SE HQqt—+ Qp ÿ 
quae contrahitur in hanc formam : 

17 moires de ? Acad. 



130 

EE pe! xtIlpqot 

QU D OT G OF?) 
Ponatur nunc DD D NT UMR  — 55 DE : 

— P yn—: Mot _,_ NON ,n de — dv— Q® dx + (5 + He ponendo scilicet 2=M+ 

te de _— A . LE pxr : 
. 16. Hic igitur prioris Partis integrale erit v — no? Si 

modo sit ME aa 06 ? ,  Pars vero posterior statim dat v= LE 

Sit igitur [$ —u, ac si U denotet functionem quameunque ipsius 

u, sumto N— # erit ex utraque parte vi + U et nunc erit 

= : Ale — EE 
2; LE Het M; 27 

£. 17. Si fuerit n— 0, introducta littera Z crit 
__ px LCL OV, — Rss NE 

unde si statuamus . du, ponamusque ZX —M/xz+N, deno- 

tante N functionem quamceunque ipsius w, scilicet N —U”, statim 

oritur ista aequatio integralis = 4 ne + U, siquidem fuerit 

dr o —Mou. Cum igitur sit M— > 5 _.erit 5 — 50 dé U’ 

“om ex praecedente formula functio se Il HR = C5 > 

unde patet, istum casum prorsus diversae esse naturae quam ut ex 

praecedente solutione deduci potuisset. 
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IIS 

INTÉGRATION 

D'UNE ESPÈCE REMARQUABLE 

D'ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE 
DANS L'ANALYSE DES FONCTIONS À DEUX: VARIABLES. 

Présenté à l’Académie le’ 11. Déc, 1777. 

Soit z une fonction des deux variables æ et y et qu'on en 

tire les formules suivantes : 
mr or 2% 

pi SAT ty 

= 90% 200% 200% 
Q=;> TS = ÉTE 

10 2 30° 30%x° CE 

R —— 9x 0 FE 0x 9y2 mi d y5 
panne LE 495% 6d43% 304% CLE 

D 5 oo 22078 dx ps 1 594 
et ainsi de suite. 

. Cela posé je donnerai ici une méthode tout à fait singulière de 

+ trouver par une seule intégration l'intégrale complette de cette équa- 
… tion différentielle : 

Az +. BP + CQ + DR + ES + etc. — 0 

à quelque degré que les différentielles puissent monter. 

Pour cet effet il faut premièrement remarquer que toutes 

“ces formules P, Q, R, 5, etc. tiennent un très beau rapport entr- 

elles ; car comme on a E+EP, on trouvera 

= 0% , 103 , dr __ à der «-d2 
de 1 dy — 9x5 + dy + op — À 

: $j lo 
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et de la mème manière 

20 , 20. dr,,,50%, pe 502. 02 — 
Fanre tar auf (IST RS 

IH y aura de mème : 
a us FORFNE CRE 
RAC mie LUC ER 

ces rapports nous donneront donc les égalités suivantes : 

CE dz 
1 3x T9 —?» 

LA 

2Q , 2 III. 5x to — R) 

0R nt, 

et ainsi de suite. 

Après avoir remarqué ce beau rapport, je considère en général 

cette équation différentielle : mn, dont il s’agit de trou- 

ver l'intégrale complette. Pour cet effet je mets du — pôx + q9y 

et puisque p=% et 1=% cette équation différentielle prendra 

la forme suivante: nv—p+-gq et partant »v0y —poy+ q0y, 

qui étant soustraite de l'équation supposée : Ov—pox+q0y four- 
nit celle-ci: du — nudy —p(Ox —O0y) qui, étant multipliée par 

e—") pour rendre le premier membre intégrable, donne 

d.ve 9 = pe" (0x — dy) 

d’où l’on voit que le multiplicateur du dernier membre pe” doit 

nécessairement être fonction de æ — y et alors son intégrale sera 

de même une telle fonction; par conséquent l'intégration nous four- 

nit ve" — A(x—y) en employant la lettre A pour marquer 

une fonction quelconque de la quantité qui y est jointe, et je me 

servirai dans la suite pour le même effet des lettres suivantes %, 

€, D, pour en marquer d’autres fonctions. Voilà donc un beau 
lemme qui nous conduira à notre but proposé : 

| 
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De cette équation différentielle: nv 2e = + 5 

l'intégrale complette est v—= e T3 À: (x — y). 

Maintenant pour trouver l'intégrale en question supposons 
dans ce lemme v — az + bP + cQ + dR prennant pour l’équa- 

tion différentielle proposée celle - ci: 

Az + BP + CQ + DR + ES == 0 s 

d’où l’on voit que la valeur de v doit renfermer un terme de 

moins que l’équation différentielle, et l'intégrale sera en vertu de 
notre lemme : 

az + 0P + cQ + dR = ee}: (x — y). 

Qu'on met dans l’équation différentielle du lemme cette va- 

leur prise pour v et on aura: 

naz + nbP + ncQ + ndR = +a(# + 3) + BE + 

He )E 4 ei +? ï. 
Mettons donc ici au lieu des formules différentielles leurs valeurs 

finics marquées ci-dessus et notre équation tirée du lemme sera: 

naz + nbP + ncQ + ndR = aP + bQ + cR +- ds 

qui étant rangée suivant l’ordre des lettres P, Q,R, prendra cette 

forme : 

naz + (nb — a) P + (nc — b) Q + (nd — c)R — dS = 0. 

Donc puisque nous venons de trouver l'intégrale de cette équation: 

az +- bP + cQ + dR = «7 A(x — y) 

on n'a qua rendre cette équation identique avec la proposée savoir 

Az + BP + CQ + DR ES = 0 

et nous aurons les égalités suivantes : 

A=nñna,B= nb — a C=nc—bD=nd—c E—= — d 
, AI . « 

d'où nous tirons les valeurs suivantes : 



134 

= —E 

c—=—nE—D 

= — nnE — nD — C 

a — n°E — nnD — nC — B et enfin 

ntE + nD<+nnC+ nB +A—O. 

Voilà done une équation du quatrième ordre d’où l’on doit 
tirer la valeur de 7, qui aura donc quatre valeurs que nous suppo- 

serons être &«, GB, y: Ô, dont chacune nous fournira une équation 

intégrale dont la première sera 

az + bP + cQ + dR = 6e A(x — y) 

les autres valeurs f, y; Ô, produisent aussi d'autres valeurs pour 

les lettres a, b, ce, d, que nous distinguerons à la manière usitée 

et au lieu de % nous employerons les autres charactères pour les 

fonctions de (x — y): cela posé ces autres racines fourniront les 

équations intégrales suivantes : 

RP PE CU QE IR BE UN 
 z + b P=È 7 O4 R—e € (x — y) 

a!!z = OUUE ne ec” Q Le d’'R — y D(x — y). 

De ces quatre équations il ne sera pas difficile de déduire les va: 

leurs des quatre quantités z, P, Q, R. 

Or ïl est évident que chacune de ces lettres sera exprimée 

par de certains multiples des quatre formules à la droite; mais nous 

n’en avons besoin que de la première z; donc puisque les multi- 

plicateurs constans ne changent point les fonctions arbitraires nous 

n’en tiendront compte non plus et partant nous aurons pour 3 la 

valeur suivante 

22e Y:(x—y)+e D : (m—y)+eVE : (xp +) D : (x—Y) 

qui renfermant quatre constantes arbitraires exprimera l'intégrale 

, complette de léquation différentielle proposée, que nous avons 

supposée monter au quatrième degré, quoiqu'il est facile à voir 

. 
: 

Î 

. 

- 
[ 

. 
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quelle sera l'intégrale pour les cas où l’équation proposée monteroit 

ou à un plus haut degré de différentielle ou à un plus bas. 

Tout révient donc à resoudre cette équation algébrique : 

A+ nB+nC+mD+nlE + n$F + ete = 0 
dont les racines étant supposées «, 6; 2 à, etc. on sera d’abord 

en état d’assigner l'intégrale complette de toutes ces équations diffé- 

rentielles à quelque degré différentiel qu’elles puissent monter. 

Cependant ils se pourront rencontrer des cas, où l’évolution de 
l'intégrale causeroit quelque difficulté, tels par exemple, où deux ou plu- 

sieurs des racines pour le nombre 7 seroient imaginaires ou éga- 

les entr’elles. Pour le premier cas supposons que les deux raci- 

nes & et (3 soyent imaginaires et qu'on ait trouvé = n+yy—1 

et B—m—7yy —1 ct pour déterminer réellement-les deux mem- 

bres de l'intégrale 6% A (x — y) + ed) D(x — y) posons 

Ax—Y—H:w—-D+CG:œ—yY) et 
D @— Yp—=P:x — y) — G:(x — y) 

et nous parviendrons à cette forme : 

TM SD: Cœ — y) IV IH eV — y 
ri OC) CON PAT S  VE pe 

Or on sait par la réduction des imaginaires qu’il y a 

EN DY Et ENTRE GIVE 9 y — 4 sin y | 
J ER : 
donc puisqu'on peut rejetter les facteurs constans les deux mem- 
bres qui repondoient aux deux valeurs & et f3 se reduiront à cette 
orme réelle : 

M cos yy D : (x — y) + M sin yy : É5 (x — y). 

Pour l’autre cas où deux ou plusieurs des racines &, (3, y, 
eviennent égales entre elles supposons d’abord B=— « et puisqu'- 

alors les deux premiers membres se réuniroient dans un seul et 
“qu'on n'auroit plus autant de fonctions arbitraires que le degré de 
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l'équation différentielle proposée exige, supposons Bf — «a +-w en 

prennant w pour marquer une quantité infiniment petite et puisque 

ee — 1 Low yHIiw yybetc. nous aurons ed — 7 (1 LE wy) 
et puisqu'il est permis de mettre ®:(æ—#7) au lieu de &uD(x—) 

nous aurons au lieu des deux premiers termes qui repondent à 

a et 8 ces deux nouveaux e% A: (x — y) He D :(x— y). Par 

le même raisonnement on se convaincra facilement que s’il y avoit 

trois racines égales a —f3—"ÿ on auroit au lieu des trois mem- 

bres qui repondent à ces lettres ces trois autres : 

JA: (x — y) + y: (x — y) +HeVYÿE:(x — y) 
et s’il y avoit une quatrième racine égale, on n'auroit qu'à ajou- 

ter aux trois termes annoncés ce quatrième e“ y°© : (x — y), 

d'où nous pourrons resoudre les problèmes particuliers suivans. 

Problème I. 

Trouver l'intégrale complette de cette équation particulière : 

Solution. 

Puisque ici P 0, nous aurons dans l'équation générale : 

A0 BEM QC DE 10) 

d’où l'équation pour trouver le nombre n sera n — 0 ; d'où l’on 

tire «a — 0 et partant l'intégrale complette sera = = A: (x —- y). 

Problème Il. 

Trouver l'intégrale complette de cette equation Q 0 ou bien 
CCE 200% 093% __ 

D en LR Lie d 

Solution. : 

Puisque ici Q — 0, nous aurons dans la formule générale: 

A 10) BE NDNIC EME BDI IEEE == 0; 
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d'où pour déterminer le nombre 7, nous aurons cette ‘équation 
nn == 0, donc les deux racines & — 0 et f— 0 et partant éga: 
les entr’elles; par conséquent l'intégrale complette sera : 

2 À: — y) + yB:(x — y). 

Problème II. 

Trouver l'intégrale complette de cette équation 5 
0° 30% 30°z 
CEL ne mm er AE 

Solution. 

Puisque ici R 0 nous aurons dans l'équation générale : 

MDP LUCE ÉD 1; ÉD D; 

d'où l'équation pour le nombre x sera n°=0 et partant 4=f3=7y=0 
par conséquent l'intégrale complette sera : 

2 A: (x —Y +yB:x —y +yE:(x — y). 

18 Suppl. aux Mémoires de l'Acaa. 



COMMENT ATIONES 

Cel._ FT US CHU BENRIT. 

nr 

DE LA 

SOLUTION DES ÉQUATIONS 
IMPLICITES À DEUX VARIABLES. 

Présenté et lu le 27. Août 1823. 

$. 1. Une équation (A) entre deux variables, x,7, étant 

proposée , qui renferme diverses puissances de ces deux variables 

et leurs produits, ensorte que y soit une fonction implicite de x ; 

le problème dont il s’agit ici, consiste à exprimer y par une fonc- 

ion explicite de x. La solution directe ou complète de ce pro- 

tblème n’est autre chose que la solution générale des équations al- 
gébriques, en regardant y comme l’inconnue dans l’équation pro- 

posée (A), et x comme une quantité donnée qui entre dans les 

coëfficiens. Ainsi la solution n’a aucune difficulté. lorsque l’équa- 

tion (A) ne renferme pas de puissances de y, plus élevées que la 

seconde ou la troisième, ou qu’elle pourra ètre ramenée à une- 
équation du second ou du troisième degré. Dans tout autre cas 
on ne sauroit exprimer y que par une série infinie, ordonnée sui- 



DT AUS Le 

139 

vant les puissances de x; et pour que cette série soit conver- 
gente, il faut que æ soit beaucoup plus ou moiñs grand que l’u- 

nité: dans le premier cas on cherchera une série descendante de 

æ, dans le second cas une série ascendante. Si la valeur de æ=a, 

pour laquelle on cherche la valeur de 7, diffère peu de l'unité, la 

série ne pourra être rendue convergente, à moins que la solution 

directe ou les conditions du problème ne donnent la valeur de 

y ec, qui répond à une valeur b de æ, peu différente de a. 

Tout se réduit donc à former une série convergente : 
(B) .... y = Art + Brf + CxŸ + cet, 

qui satisfasse à l'équation (A): ce qui revient à déterminer les ex- 

posans &, (3, y, etc. et les coëficiens À, B,C, etc. Il serait facile 

de déterminer ces derniers, par la méthode des coëfficiens indéter- 

minés, si on connoissait les exposans ; mais la difficulté est, qu’on 

ne connaît ni le premier coëfficient æ, ni la loi suivant laquelle les 
coëfficiens f3, y, etc. procedent. 

Newton imagina pour cet effet le parallèlogramme, connu 

sous cet illustre nom, lequel, par la simple inspection ou par le 

moyen d'une règle, donne une solution aussi simple qu’ingénieuse, 

qui ne laisse rien à désirer. Le célèbre ÆXüsfner a expliqué et 

démontré cette méthode, dans son Analyse (*). Comme elle est 

cependant, pour ainsi dire, mécanique ou géométrique, Zagrange 

donna une solution purement analytique qui, dans le fond, n’est 

autre chose que la théorie du parallèlogramme de Newton, expri- 

mée dans le langage analytique, ainsi qu’on le verra. On trouve 

la méthode de Lagrange, développée et prouvée dans l'excellent 

ouvrage de M. Lacroix (**), Après avoir examiné avec attention 

ces démonstrations, dont celle de Xüstner remplit 56 pages, il 

m'a paru, vü l'importance de ce problème, qu’il ne serait pas in-. 

() Anfangsgründe der Analysis endlicher Grüfsen, pag. 324.380. 

C*) Traité du Calc. Différ. et Int. Tom: I, p. 219-231. (p. 102 - 113 de la 2€. éd.) 

N° ts 
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utite d'en donner une démonstration moins longue et moins obscure. 

Je commencerai par le parallèlogramme, et je ferai voir que la 

méthode de Lagrange est une suite immédiate de celle de Newton. 

. 2. Soit TVXY un parallèlogramme, et supposons pour 

plus de simplicité, que ce soit un rectangle, ayant deux cô- 
tés verticaux, TV, XY, et deux côtés horizontaux, TY, VX. Con- 

cevons ce rectangle partagé, par des lignes droites, parallèles à 

TV et TY, en rectangles égaux et semblables, dont les côtés ver- 

ticaux soient ak — x, et les côtés horizontaux al — À; supposons 

enfin, que. chacun des petits rectangles représente un terme 27 

de l'équation proposée, en observant que la direction de bas en 

haut, TV ou YX, indique les puissances croissantes de æ, et celle 

de gauche à droite, TY ou VX, les puissances croissantes de y; 

et désignons chaque case, comme B, par son angle b, qui est en 

bas et à gauche, et que je nommerai le coin de la case. Main- 

tenant ayant inscrit chaque terme de l'équation (A) dans la case 

qui lui. appartient, par ce qui précède, supposons qu’on se propose: 

d'exprimer y par une série ascendante, et que le terme x”7", dans 

lequel: Fexposant n de y est le moins élevé, soit. placé dans la 

première colonne verticale TU, ensorte que tout autre terme zx”4° 

de l'équation (A) se trouvera à droite de la colonne TU, s étant 

plus grand que n. Cela posé il est visible qu'en mettant la règle, 

ou menant une droite par le coin-& de la case A qui renferme le 

terme "y", et la tournant. autour de a, de la position verticale aT 

jusqu’à sa rencontre avec le coin b d’une case B qui renferme 
un autre terme 2%" de l’équation (A), de sorte qu'aucun des 

autres termes ne se trouve au-dessous de la prolongation de la 

droite ab, on aura une première solution suivant la méthode de 

Newton, qui consiste à égaler les deux termes, inscrits dans les 
cases À et B, et à faire y —Ax*, « étant l’exposant de 4, 
qui résultera de l’équation amy" — x%y". Pour vérifier cette mé- 

thode, il faut prouver qu'après avoir substitué y—Azx*, tous 
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les termes de l'équation (A), qui sont au-dessus de la droite 

abe, auront un exposant de x, plus grand que celui des termes A 

et B; que les cases au-dessous de abe auront un exposant moins 

grand; et que celles dont les coins se trouvent sur la droite 

même, auront le même exposant de x. 

Je supposerai, pour plus de simplicité, 1) qu'on cherche tou- 

jours une série ascendante, æ étant très-petit, parce qu'il est aisé 

de voir que, dans le cas contraire, on n’a qu’à substituer EEE 

et à exprimer y par une série ascendante de z, 2) que l'équation 

(A) ne renferme que des puissances de x et de y, dont les exposans 

sont des nombres entiers et positifs, parce qu'il est aisé de réduire 

à cette forme une équation quelconque, en multipliant par les puis- 

sances qui se trouvent aux dénominateurs, et substituant pour æ ou 

y, z1, q étant un nombre entier, divisible par tous les dénomina- 

teurs des exposans fractionnaires. 

$: 3. Puisqu'on se propose de déterminer le premier. terme 
de la série ascendante y — Aa + Bal + CxŸ + cet. il est 

clair qu’il faut supposer au moins deux termes de l'équation (A) 

égaux entre eux par rapport aux exposans, et qu'il faut choisir 

pour ces termes les plus considérables, parceque Ax* sera déter- 

minée par une approxmation qui néglige les autres termes. En 
effet, si le plus grand terme de l'équation (A)... 0 =, que je 

désignerai par z”y", était unique, on aurait, pour la première 

approximation, 0 —x"y", et substituant y—2*, O— at", 
done æ —0: ainsi, & restant indéterminé, on voit qu'un terme 

unique ne donnera aucune solution, C’est par cette raison qu’il 

faut égaler deux termes, ou qu’il faut mettre la règle par deux 

casés À, B, lesquelles, pour renfermer les termes les plus considéra- 

bles doivent être placées de manière que tous les autres termes de 

(A) aient leurs cases au-dessus ou à droite de la règle abe. 
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Pour le pomper désignons par A—2"y" et B— m'y" les 

deux termes qu’on suppose égaux ou du mème di et par 

R—zx"y un autre terme quelconque, renfermé dans la case KR. 

Cela posé l'égalité de A et B donnera, en substituant y — Ax°, 

l'équation m+na m +-na, d’où il suit 

ES EME Het a = TE 

n' — n étant toujours positif, parceque n est le plus petit expo- 

sant de y ({.2.), tandis que mm’, et par conséquent «, pourra 

ètre positif ou négatif. Si on désigne par p et par { les expo- 

sans de æ, qu'auront les termes A et R, après avoir substitué 

y — ax, on trouvera p—m+ na, tr +sa, ou: 

? 

(n/— n)m+ (m— mn 
(D) . . . : P Ds se al 

_— (nm —n)r + m — m x A M he LEE ee 
Nommant 2 et Q les angles que font les droites abe et ar avee 

la verticale AT, Tae=h, Tar—=©@, on aura 
"86 g tang L = a ? tang D — T£ , donc 

(F)....tang A — Gé Le (G) .…. tang D = Obs, LUE 
(m— m!) x ? = (m—r)»x° 

/ n’ et s étant plus grands que n (f. 2.). 

Maintenant il faut distinguer les cas suivans: I, 4 étant un 

angle aigu, IE un angle droit, HI. .un angle obtus. 

Cas I. tang A étant positif, m est plus grand que m’. Sup- 
posons {. que soit un angle aigu, et par conséquent m>7r: cela 

posé, @ sera 2h, selon que tang DÆtangh, ou que 
S—n > —. : 
Es en CF) (G), 

ou selon que (nm — m'}s (n/— n)r2 £ Qu — n)m+ (m=mn! 

ce qui étant comparé avec les équations (D) (E), donne le résul- 

tat, que t2p, selon que DEA. Supposant 2. que ® soit un an- 
gle droit ou obtus, et par conséquent O ÿ A, on aura 

CORRE TN OUI TTL; 
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Faisant done r me, ge étant nul ou positif, on aura (D) (E), 
G—np=t—-nm+4+(m—m)n, 

« Qu — nt —n(m+e + (m—m)s, 

donc {> p, parceque s > n, 

Cas II. Les équations (F) (D) (E) donnent pour ce cas, 

Dm M, (= 7r:. donc tp; lorsque n=m: d'où il suit 

qu'un terme quelconque R aura un exposant de æ, plus ou moins 

grand que le terme A, ou le mème exposant, selon que la case R 

est au - dessus ou au- dessous de la droite abe, ou sur cette ligne 

même qui, dans ce cas, est horizontale. 

Cas III. L'équation (F) donne m/ > m. Supposons {. que 

@ soit un angle aigu ou droit, et par conséquent O<Ah; et fai- 

sons M —mMm+M M—r+e, @ étant nul ou positif (G). Cela 

posé les équations (D) (E) donneront 

G—n)p=G@—n)m—pmn, m—nt=G-n)Mm—e)—ns, 

donc £ <p, parceque s > n. Supposant 2. Li > 90°, on aura 

(G)...r>m, ou r—=m+e, m—=m+h, 

tang À — 2? tangD— En, 

et par la nature des tangentes, @ sera Et selon Eux 

Ex = UP, ou que ( — n)e = 2 (s — n) 
x 

- Mais les équations (D) (E) donnent 

Gr’ ne —n)m—pn, pre —n) {= (nn) GRR) Hs, 

donc #2 2 p, lorsque (n/— n) 8 = = CS — n): d'où il suit que £2p, 

selon Que 22. 

Nous avons donc prouvé que, dans tous les cas, l'exposant 

de æ dans un terme quelconque R sera égal à p, ou plus ou 

- moins grand, selon que l'angle @ est égal à A, ou plus ou moins 
grand; c'est-à-dire, selon que la case R se trouvera sur la 

droite abe mème, ou au-dessus ou au- dessous: ce qu’il fallait 

prouver , 
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$. 4. Comme l'équation (A), dans laquelle y est élevé au 

delà du premier degré, aura plusieurs racines, il est clair qu’outre 
la solution, y — Ax* + cet. il y en aura encore d’autres. ‘Ces 

solutions seront trouvées, par la méthode de Newton, en tournant 

la règle autour du coin b de la case B qui, parmi toutes celles 

dans la droite abe, a le plus grand exposant de 7, jusqu'a ce* 

qu’elle rencontre le coin c d’une case C qui se trouvait au-des- 

sus de abe. Cela posé, la règle ayant la position bem, on obti- 

endra une seconde solution, en égalant les termes B— x"y" ét 

C—x"y"". La démonstration précédente sera facilement éten- 

due à la droite bem. Ayant prolongé cb jusqu'à sa rencontre avec 

la verticale VT en Ô, il est visible que les formules précédentes 

s’appliqueront au cas présent, si on substitue m’, n°, pour m®%, n, 

et m”, n”, pour m, n. Faisant done Tdm—, To =D 

on aura par ce qui précède ({. 3.), 

tG#ÿ Lastes 
(D) p= ET =r)m+(m-m)#, 

n/—7 ? .…. Pr 

En... t=T LUE Œ) tag 4 = CR, 
TU — (m'—m")»x° 

On a de plus tang D — FE” er—(s—n)A, epf—=(m —nx, 

Bb = (n/ — n}X, F5 =. CobR = "0 Gite 
DR —1"n 

Faisant donc  —n—=y, n/—n —=y,s—n—ç, on aura 
/ ES VA OX 

(GC). an Gore 
v’À 

(F7). tag Fee 

Il sera facile de tirer de ces formules le même résultat que le 
précédent ((. 3.). 

Cas I. 1. OA, selon que (n/—m”’)o = v'On/—r)+y(m/—m") 

ou (nm —m/)s+yr=(m— mn + ym, c'est-à-dire selon 
que tp, (E>(D. 

Cas 19. MO NA SRE Y LG — my 5 von = n°). 4 

Mais vr—=y t— Gn — m/)s, par l'équation (E’); d’où il suit 
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v’L es v‘m + (im — m7)(v +5), donc {> p, parcequ'en vertu de 

l'équation (D), vp = vin + Gin — m”)(y + n), ets >n. 

Cas IE mT= mm} p= mp tré d'où: il (suit tp, se- 

lon que la case R est au-dessus où au-dessous de la ligne hori- 
zontale bcm, ou sur cetie ligne mème. 

COS TILL 4. mm où m'—=m +” , et vOn'—r) = > vu, 

ou YrZvm —vp. Substituant ÿr—yt+ us, par l'équation 

(Œ, il viendra y'éZ v’m —m(y+s). Mais l'équation (D) 
donne yp — y’m'— m’(y + n); donc £ <p, à cause de n <5. 

Cas III. 2. m/=m +, vw > vCn — r), et P=n, 
À 

selon que Le = re TE? ou que 2 —V/m'+yr Eu s—p'n. 
Mais l'équation Soi donne y/r —yé+ ps; d'où il vient p= A, 

selon que y4=y nm — ya Ed n, ou SE de MEL? parcequ’en 

vertu de l'équation (D), vp—=vm— pr =y m1 (y +#n). 

f. 5. Nous avons donc prouvé, pour les positions de la 
règle, ab et bc, c’est -à -dire, pour toutes les’ solutions dont l’é- 

quation proposée est susceptible, que dans tous les cas, les termes 

ou les cases qui se trouvent au-dessus de la règle, auront un expo- 

sant de æ, plus grand que les cases dont les coins sont sur la 

prolongation de la règle, et que celles-ci auront toutes un méme 
exposant de æ. Au reste il est visible que, si on égale un terme 
C— zx" y" à B—= 2%" ; pour en tirer une seconde solution, 

n” doit être plus grand que #4. En effet lorsque n/ <n/, la 
règle tombera à gauche de la verticale DU, et par conséquent au- 

dessus de la première case A, à moins qu’elle ne coïncide avec 
la règle dans sa première position ba: dans le premier cas on 
n'aurait aucune solution, dans le FR cas on retomberait sur 

la première solution. Lorsque n° — la règle coïncidera avec 
la verticale OU, et il est aisé de voir qu’une pareille position ne 

Suppl, aux Mémoires de l'Acad. 19 
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donnera aucune solution. En effet il en suit tang À = 0 PEN, 

et l'égalité des termes B = ay" et C— 2%" donne, en divi- 

sant par y“=y"", m/—m/, de sorte que CE. —£ reste 

indéterminé. Cela nous apprend en mème tems, qu'on ne doit 

inscrire, dans chaque colonne verticale, qu'un seul terme, et nom- 

mément celui qui est le plus bas, comme C; parceque la comparai- 

son des termes C et N ne donne aucune solution, et que, si on 

fait passer la règle par N, dans une position qui n’est pas verti- 

cale, la case C se trouvera toujours au-dessous de la règle. Ain- 
si le terme N est tout -à-fait inutile, pour déterminer le premier 

exposant «. 

f. 6. Les deux remarques précédentes Cf. 5.) donnent le 

résultat suivant. 

1. Si l'équation (A) renferme plusieurs termes, qui sont 

multipliés par la mème puissance de y, on ne doit conserver que 

celui de ces termes, dans lequel l’exposant de x est le plus petit: 

on n'aura besoin des autres termes, que pour trouver les termes 

suivans, æf, æŸ, etc. de la série y — Art + Bxf + CxY + cet. 

2. Après avoir trouvé une première solution, par la com- 

paraison du premier terme À avec un autre B, on ne doit com- 
parer B qu'avec un terme €, multiplié par une plus grande puis- 

sance de y que B, pour avoir une seconde solution. Il en est de 

mème de la troisième solution, fournie par la règle cr ou cd. 

£. 7. Maintenant il sera facile de donner à la solution pré- 

cédente une forme analytique. On a vu que tout se réduit à sup- 

poser y— Az, et à égaler deux termes de l’équation proposée, 

A et B, tels qu'après la substitution de y —x"*, lexposant de x 

dans tous les autres termes de léquation (A) soit plus grand que 

dans le terme 2"y"; ou d’après la notation précédente, que é soit plus 
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grand que p. Désignant, comme ci- dessus, les deux termes de 
l'équation (A), dont l’égalité a servi à déterminer & par æ"y® et 

’ 

zvy", et tout autre terme par x’, on a (C) (&. ANS 
n'—n? 

ou faisant pour abréger, m— mm, n° — ny, (C) (D) (E), 

= - D =, er 

ainsi l'équation de condition, L>p, sera 

YrHps>ymÆ+Hmn, où Ms —n) >y(nm —7r), ou enfin 
DE en, 

Mais ne a, et si on substitue r, s, pour m’, n', c’est - à - dire, 
/ C4 

qu'on mette le terme 24 à la place de x"®y", « se changera en 

ee cette dernière quantité sera donc la valeur que prendra a, 
s 

si, au lieu du terme x y", un terme quelconque x"4° est égalé 

au premier terme 27". Si on désigne par «” cette valeur de «, 

qui résulte de la comparaison du premier terme avec un terme 

quelconque de l’équation (A), l'é mers de condition (H) se chan- 
gera en 

rudes 

c'est-à-dire, la plus grande de toutes les valeurs de &/, qu’on 

trouvera par la comparaison du terme qui a le plus petit exposant 

de y, avec tous les autres, doit être prise pour l’exposant de x 

dans le premier terme de la série y — Ax* + BxrÊ + cet. 

._ f. 8. La condition (K), et tout ce qui précède, peut être 
compris dans la règle suivante : 

» Après avoir ordonné l’équation (A)..u—0, suivant les puis- 

» Sances croissantes de y, en observant que, s’il y a plusieurs 

» termes, multipliés par la mème puissance de y, on n'aura égard 

»quà celui, dans lequel æ a le plus petit exposant ({. 6.7. 4.) 
» On égalera le premier terme A à chacun des suivans, relative- 

» ment aux exposans de æ et y ou x, savoir m+na—m+na, 
49" 
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» MmHna —rt-sa, etc. ce qui donnera autant de valeurs de 

HAL _— TT ,etce. On prendra la plus grande de ces va- 

»leurs de & ((.7.), et on égalera à zéro la totalité des termes 

» B qui, par la substitution de la plus grande valeur de «, auront 

»le mème exposant de x que le terme A: l'équation qui en ré- 

» Sulte, (et qui n’est autre chose que l’équation (A), si on néglige 

»tous les termes de y, excepté le premier) donnera lexposant «& 

» et le coëfficient À, donc le premier terme y — Ax% de la pre- 

» mière solution (. 2.). On partira ensuite du dernier des 

» termes B, pour l’égaler à chacun des suivans; et la plus grande 

» des valeurs de «&, qui en résultent, donnera, par le mème pro- 

» cédé, une seconde solution ((.6.7.2.). En continuant ainsi, 

» jusqu'à ce qu'on arrive au dernier terme de l’équation (A), on 

» trouvera toutes les solutions, dont le problème, énoncé par l’équa- 

» tion (A), est susceptible.“ 

Cette règle est précisément la même, que celle donnée par 

la méthode de Lagrange. 

. 9. Après avoir trouvé, par le procédé que nous venons 
de développer, le premier terme y — Ax* d’une solution, il faut 

changer les termes suivans. La règle qu’on donne pour cet effet, 

est de substituer dans l'équation (A), Az +p+q+r+ cet. 
et d’en conelure successivement les valeurs de p, g, etc. à peu 

près comme on trouve les racines des équations numériques d’une 

inconnue, par des approximations successives. Mais le calcul sera, dans 

notre problème, beaucoup plus long et fatiguant, parceque les exposans 

de x dans les quantités p, q, etc. ne sont pas connus, et qu’il faut une 
grande précaution, pour discerner les termes du développement de (A), 

qui serviront à déterminer chacune des quantités p, g, ete. Le parallélo- 
gramme de Vewton offre encore un moyen trés-simple de trouver, par 

une simple inspection, les exposans de æ en p, g, etc. aussi bien 

que les termes de l'équation (A), qui serviront à déterminer les 

de SE CT 
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coëfliciens de p, g, etc. Après avoir trouvé & par le moyen de 

la droite abe, il est visible, que les exposans de æ dans les autres 

termes de (A) seront d'autant plus petits, ou que les termes mé- 

mes seront d'autant plus grands, que leurs cases sont plus proches 

de la droite abe. Pour le prouver, soit S — x”"y$ une case, dont 

la distance à la droite abe sera la perpendiculaire sv —u, abais- 

sée du coin s sur abe. On a sy —(s—n)À, ay —(m — rx, 

yp—=ay.tangh, donc par l'équation Œ), yp — En , Ÿ 

étant=n/—n, a=m—m; d'où il vient ps=sy—"ypz 2 be DE, 

et Su ps. sinspv —ps.cosh; donc 

= à cos A M CG — n) + y (r — m)?,. 

Rejettant le facteur constant à cos h, et les termes constans jun et 

ym, il est évident que # dépend seulement de pis + yr —y#((.3.(E)). 
Il en suit, que l’exposant £ de æ dans un terme quelconque S sera 

plus ou moins grand que l’exposant £” dans un autre terme S’, se- 
lon que la case de 5 est plus ou moins éloignée de la droite abe 

que celle de $/, et que £ sera égal à #, si les deux cases se 

trouvent à la même distance de la règle abe: ce qu'il fallait dé- 
montrer, 

Il est aisé de conclure de là ce qui suit Le terme S=2"7° 

qui est le plus proche de la droite abe, et tous ceux, S— x", 

etc. qui se trouvent à la mème distance de abe, seront d’un ordre 

immédiatement inférieur à celui des termes A, B, situés sur la li- 

gne abe mème: en conséquence les premiers termes de leurs déve- 
loppemens, en substituant y = Ax° — pe gr + cet. seront 
du même ordre que les seconds termes de A, B: c’est-à-dire 

les termes de S,5/, qui sont indépendans de p, gq, etc. seront de 
l’ordre de ceux de À, B, qui sont multipliés par la première puis- 
sance de p. Il en suit qu’en égalant séparément à zéro la tota- 
lité des termes de À, B, qui ont la forme Mp, et des termes de 
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S, S’, qui sont de la forme Nzx°, M étant une quantité indépendante 

de p, g, ete. et N une constante, on trouvera p —=Bai. 

Le mème procédé pourrait servir à trouver les autres termes 

CET, Etc mais il est plus simple, de chercher les exposans 

B, y: à, etc. par la méthode suivante. 

$. 10. Supposons que l'équation proposée, étant ordonnée 

suivant les puissances croissantes de x, en faisant y — 2°, soit 

(A)....0 —ax"y"t+.a ay" + bat ys+ b'ar y + bat" ys" + cet. 

les deux premiers termes étant ceux qui ont fourni le premier 

terme de y — Ax*, de sorte que 0 = A'agm En D AT game 

d'où il vient 
1 

(ra, Ge ARTS 

Supposons maintenant 

CC)... y == At + Bxf + CaY + Dai + cet. 

et faisons pour abréger, 
(ds 6—d—=Bi Va") d 0 ——0 etc. 
(e) ... A + Br + Cr Dr cet. —S$. 

Cela posé l'équation (A) se changera en 

0 = aam+re sn gam tra su partsags + par+s'a Ss + cet, 

ou à cause de m+na—m na, par l'équation (a), 

GB)... 10m tre (instal) io Tres 

He parte gs JE bar” +s"u Sp cet, 

Faisant pour abréger, 

)....menak, rLsa—=t, F5", rat”, ele 

(g)-..….t—k=T, KT, =k—T”, etc. 

l'équation B deviendra, en divisant par ak, 

(C)...0 = as + a'S% + bats + ba 55 + b/x7 85° cet. 

£ étant plus grand que k, 7>T,7/>7, “>, etc. Le 
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développement de S”, sr”, SS,etc. donnera à cause de aA"+ a A — 0; 

par l’équation (b), en faisant abstraction des coëfficiens À, etc., 
parcequ’il ne s’agit ici que des exposans de x, 

(D)...0 = (an + an) (Bal + Ca + Dr +- cet.) 

+ bat SAS 5 (BaŸ + Ca’ + cet.) + cet.? 

+ b'aT SAS Es (BxŸ + cet.) + cet.? + cet. 

Puisque chacune des quantités f3/, y”, etc. doit être déterminée par 

le terme le plus considérable qui la renferme, on aura les équa- 
tions suivantes : 

7. JE 0= tan! an) Br + bAx7, 

; 0— (an + un) CaV + bs Bat + BP + D'ASET 

et ainsi du reste; où il faut observer que, parmi les termes de 

chaque équation (E), qui viennent après le premier, on ne conser- 

vera que ceux qui ont le moindre exposant de æ, les autres étant 

ajoutés à l’équation suivante; ce qui est évident par la méthode 

des coëfficiens indéterminés. On aura donc ces équations : 

Nc... Are V'—=T+$B— 27, où y'=7T, d — Tr, 
oud’—2T, oud —T+fB—T+T, où Ÿ — 37, etc. 

Il est aisé de conclure de là que, pour trouver les quantités f3, 

y, Ÿ, ete. on formera des quantités 
ENST EC NT:2T, T-LT, TN L-HITT, T1 E7, 277 ete. 

une série ascendante, en ajoutant chaque quantité 7,7’, etc. à elle- 

même et à chacune des autres, plusieurs fois; et on égalera cé 

au premier terme de cette série, au plus petit, 7, y” au second, 

9’ au troisième, etc. Ayant trouvé f3, y’, d, etc. on connaîtra en 
même tems fB— & + f3”, y — «a + y”, etc. 

Soit pour ex. l'équation a 

A)...0 = ay + my? + 2299 + YS xl) + x5yt2, 

Les deux premiers termes donnent «2, et substituant y — 2", 

il viendra 
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k== SES 6 ET pe, 7 30e 
DRE dek nr SRE 17 T'AS 

d'où naitra la série 

3NO ONU HORREUR ART OISE ROAD HE NE 0 5 Un PIS 

T, 27/37, T!, AT, THET 57, T7, 67974 T7, TT) OT | AT+T”, 8T, PES 

Il en suit 

BR VE GR, Mn M5; ete. dons 
ASS, V8, 0 A LS, CE Me 1 7; te) 

Cela posé on substituera , dans l’équation (A), 

DEitres Bx5+ Ca8+Drtt+Ert5+ Falls Gxt6 Hat7+ cet. 

et on égalera à zéro le coëfficient de chaque puissance de æ , ce 
qui donnera les coëfiiciens À, B, C, D, etc. 

. 11. Il est aisé de voir que, si les quantités 0, 7, T', T”, 

etc. forment une progression arithmétique, les exposans &, 6; °YE 

etc. formeront une progression semblable, la différence entre deux 

termes consécutifs étant — 7. En effet, 7” étant dans le cas sup- 

posé égal AT 2m, 27 87,20 ar ete monsaura Ble=r, 28 

S == 37, ete. donc B— a+ 7, Y—a+27, d —a +. 37, etc. 
‘Il en est de même, lorsque = 0, = 0, 7” = 0, etc. 

. 12, Il ne sera pas superflu d’éclaircir ce qui précède, 
par un ou deux exemples. Soit proposé l’équation 

O2 — (25 — caf) us + (b + dzi + fzju + (ei +- gzé)us. 

Faisant z —x6, u — y, cette équation se changera en 

(A)...0=23—2y + 02°y + by$ + dy + fatys + exy + gx$y", 

On aura une première solution par le moyen des deux premiers 

termes, 0 —x$ — xy, qui donnent y— 2 — Ax°, donc a — 2, 
A1. Ayant substitué y—x°, et ordonné l'équation (A) sui- 
vant les puissances de x, il viendra 
(B).,..0=2—xy + Dy$ +cxy + dry + exys + fx6y + gx$y”, 

ET 
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ce qui donne ({. 40.), 
D ST 0 NU 40, À = 1h, 
À Or DE, T'— 12; 

d'où il résulte la série 
SAPOENUIUT. 800 10) 14, 11271139 44,016, 46: étc. 

qui renferme tous les nombres entiers depuis 3, excepté le nombre 
5. On aura donc 

BRAY 4, 06 8 = 7, ét, 

dB, V— 0, ds ed, L'— 10, tte. 
(CNY = x LL Bx Cr, Dirt Er 4:10 

+ Gz'1E Hxr!? + cet. 

ce qui étant substitué dans l’équation (B), donnera 

(DL 0— 6 — B)rfE (ec = C}r! E (d + 306B — D)x° 
+ (CB H30C — Ex! + (e + cC — Fri! 
+ (+ 34B + 3bB° + 30D — G)g!? 
+ (34C + cD +- 6bBC + 30E — H}x!? 
+ (5eB + cE+- 36C? -1 36F — K)x'4 
+- (g + 3fB + 5eC + 3dB° + 3dD + cF + bBS 

+ 6bBD —+- 30G — L)x!° +- cet, 

d'où il est aisé de conclure 

EM e 5D Cd, EE = dc Fc 14e, 
G— 12% + 6bd+/f, H —21b°c+4cd, K — 10bc7 + 8be, 
L— 550Ÿ + 360°d -+- 6bf + 05 + Gce + 34 + g. 

Mont DC de, af—4, g= 9 l'équation 

O2 — 2y + 2Y9 + Day + 32 + Axys + 42698 + 9x5y5 
aura pour première racine : 

y = 2° + 22 + 276 + 1628 + 16° + 8x0 + 136x!! 
+ 192% 17 HE 4 44x83 LL 1452xt4 LE cet. 

Une autre solution résultera des termes 2y,7°, ce qui donnera 

0 =—27y + by, DRE d'où on tirera deux racines, P=YE, 
Le zx . Bi, Es ps . 

= — V5, ou faisant > —n, a}, A——+n. La substi- 

Suppl. aux Mémoires de T Acad. 20 
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tution de y — nx° changera l'équation (A) en 

Œ)...0—= — 2y + by + à + exys + dxÿyÿ 

+ cx$y + fafy$ + gx y’, 
d'où il suit 

ct D em D Ur Hé =. ht” 
Pt D er 0 PA Mit 0 es à | 

ce qui donne la série 

V3 UE 2, dd, ét. MANN, d'0Ree 

Et CA Cm Qt Nil ii ele == Het 
Y —= nxi+Bx° +Cañ+ Dri+ Ext + Frt+ Gr + Hxi + cet. 

ce qui étant substitué dans l'équation (E) donnera 

0 —(2B+1)x$+(2C+en$)x5+ (2D + 3B? yb+dn5)xi 

+ (2E-+ 6BC Vb+5en\B)x OBS 0" Vb+5en°C +cn)xs 

+ (2G + 6BD yb + bB5 + 3dn°B) x6 
+ (2H + 6 BE yb + 6 CD yb + 3bB?C + 5 eniD 

+ 10 en°B° + 3 dn°C) x? 

+ cet. 

De là on conclura 
: MENT SES TIR EL in 3b7+ 44 SEE 

Br, Ce D une : Ê 
7e 4b?e ai b _— e(b?+ 204) 

FE arrie Ge Me ol 
La seconde racine est donc 

RE Re 1 ext | 7e — bte 
Y=Vr 5 vs — spve 2 ous À povs 2 

BR e(b#—+ cod) 1x 
3 À? —- 16675 7? —- cet. 

On trouvera la troisième racine y”, en prénant yb négativement, 
ce qui donnera. 

ARRET BURN . ex 3b?+ td 7 ex* 

Me SR VE T0 no AT at 
NRESCEPE RESTE b e(b2—+20d) rx ; 
dr es = x mer. 4 le —+- cet. 

La dernière solution naîtra des termes y, xy°, qui donnent l’é- 

quation 0 —by$ + exy°, d'où il vient y? — — E . Les deux 
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racines y”,y", qui en résultent, sont imaginaires, lorsque b, e, 
sont affectés du même signe, x étant supposé positif. Mais si b 

‘Re : b 
est négatif, et qu'on fasse pour abréger, V— = M, on aura 

DL 0 @——-;, Am, Si on smbstitue y —", 
l'équation (A) deviendra 

Œ)...0——0y + exy— xy + days + gr$yS+ x3+ ex y + fx6y5, 

d'où il vient 

ce qui donne la série, 

= 0 eu, = no = 5m = 6,10 == 1% ete: 
M 2 dir Ad es ds in 46, ete. 

Substituant 

44 m £ 7 9 , Ÿ = +Bs + Cri + Dai + Ext + Fai + cet. 

l'é Fanaton om se a de en 

0— (2 B—mri+ ee C+ dm ai + CD + 7bmB°— Ba gm°)i 
+ (CPE +1)x3+ e F+ 14bmBC—C+3dm Bai de 

d'où on Ètirera 
eue re it 4 d it 5eve gVb 
D = are D Lane eo ye? 

E — eg ose 
— 5 p2? — 7826 ° etc. 

La quatrième racine est donc 
J=VE+ AVE —-ÉyÉ — CN Nue 3 

88° 2eVe 
e xt 

FLE + VE —- cet. 

* Prenant V ? négativement, on aura la cinquième racine 
res I ex° 5eve Ne 14 tee 

ÿ— PÈRE + Sy +C 87) x$  — cet. 80376 2eVe 

Ainsi nous avons trouvé les cinq racines, dont a. 
proposée est susceptible, puisqu'elle est du cinquième degré par 
rapport à y. 

20* 
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f. 13. Je donnerai encore un exemple, pour le cas du 

-f. 11. Soit PRES ie 0 

Le = + arf — = by + ca} + dx°y6 + cry. 

Comme c’est une équation du quatrième degré en y, nous ne 

trouverons que quatre valeurs de y*, dont les négatives donneront 

des racines imaginaires y. Si suivant la règle précédente ((. 8.), 

on égale l’exposant du premier terme à celui de chacun des au- 

tres termes, on trouvera ces valeurs de a: 

31 dos dd: 
dont la plus grande, 5, résulte de l'équation 0 — 2° — by"; 

d'où f—=+yT, a=S$, A +ÿi—. n: L'eqMation/|0n 

ordonnée suivant les puissances de x, Re la forme 

(Bi LL 0—-E’ ur + axy PS era) 4 1 dr°y0 + exy, d'où 

RENE NME" es PAS ; 
T 8, T3, ni 87 il 0er: | done 

Ce A € Penn 8 et NN el le —_ etc. 

Il ya donc deux racines imaginaires, résultant de y —— ' S> € 

deux racines réelles, 

y = nr + Br + Cr* + DrŸ + Ex + Fa“ + cet. 

y——y. On trouvera par la méthode des coëficiens indéterminés, 
2 8 ; 4 SE: 

D: c=(€@ ide, D = Titi Li 

Ep — (Srre+6fuad-+5o ct +Buaîc— San, 

a 20/8 b2 

LUN TAC ac 3 a° d 1e 

F— Gba Ro le 5 NON 

ÉD en 6 es PEN 100 
—— 16° \iog6 512 52 64 aa 4 

+ + 3 ce +3 d). 

Si on compare maintenant le terme y* de l'équation (A) avec 

les termes suivans (f. 8.), on trouvera que le dernier zy®s don- 

nera la plus grande valeur de a, savoir a —œ— 1, le terme zx*yf 
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On aura donc Réduatian 0 — — by + exys, donnant 4 — — f. 

=, Ê = + WE; ce qui donne deux valeurs d'où il vient 7° 

imaginaires de y, et deux valeurs réelles, 
:, b H+ 4 b 

DEEP a 4, AY Et m. 

Ayant ordonné nALon (A), il viendra 

(OC)... 0—= — by eng + dry + cry + axe A2 5; 

2 ETS: 

Re OT 7 D 2 6 A 7 
M1, Ti yat DEN D — x, ete. 

ce qui donne les deux racines réelles, 

Mme + Br L'Cr* + Drt + Enr + Fer + cet. # 

et y'——y". On trouvera 

= a (Eee) D— >, Sa — 3e — 4), 

= — ja (he — ne tiadtié+e), 
F— — sien Ga — Le RE + + 6 ac + 54). 
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LI 

DE LA 

5 O MM A T'ON EPES SUITE 

Présenté le 7 Janvier 1824. 

1. Une des parties les plus importantes de l'analyse 

est sans doute celle qui a pour objet la sommation des suites, et 

le moindre progrès de cette partie ne saurait être sans intérêt. 

Le célebre Æuler a donné la forme et les coëfficiens du ferme 

sommaltoire du premier ordre d’une suite quelconque, dont le 

terme général est une fonction donnée de son index, ou de la 

place qu’il occupe dans la série (Znstit. Calc. Differ. Pars IL, 

Cap. F.). Je vais m'occuper à développer la loi de ces coëfi- 
ciens, ainsi que la somme des sommes, ou le terme sommatoire 
d’un ordre quelconque. Pour cet effet je désignerai constamment 

l'index des termes d’une suite proposée par x, le ferme général 

par u, la somme des x premiers termes par Su, l'intégrale aux 

différences , ou la fonction primitive, dont la différence est u, par 

Zu, pour la distinguer d'avec l'intégrale aux différentielles, qui 

a le signe /'; la somme ou l'intégrale de l’ordre m sera désignée 

par Su, Zu, fMudx"®, de sorte que p. ex. 
Sudx* — fox fudx* = [dx fdx fudx, 

et Su sera la somme des x premiers termés de la série S°u, 

sommatrice de Su, dont le terme général est le terme sommatoire 

de la suite proposée, qui a w pour terme général. Je supposerai 

que uw est une fonction donnée de x, de manière que les règles 

vulgaires du calcul différentiel et intégral donneront les fonctions 
du Ou Ou 

LCLE J'udx”, fMudaT. Puisque w est la différence 
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de l'intégrale Zu, il en résulte l'équation 
(LD VOIRE Zu + a. 

$. 2. Lorsque u est une fonction quelconque de x, et 
que À — Ax soit la différence ou l’accroissement constant de l'in- 

dex x, en passant d'un terme au consécutif, Zu est donné par 
l'équation 

(A)... Eu +fudx—?+ Ah ++. RATE. 

Les coëficiens A, B, etc. étant indépendans de x et de h, le 

développement d’une fonction quelconqte w, dont l'intégrale Y u 

est eonnue, servira à les déterminer. Mais le moyen le plus - simple 
paraît de supposer 

Eu — = 
e étant le nombre, dont le logarithme naturel est l’unité, Cela 
donne 

ex 

eX+h ex ex (eh — 1) 
= —1 — pe DR 

Cela posé on à 
QUE GR ER ONE EU =. — ei DE — Das — ++ — 5m — € —U, Judx = u, done SMudr "= u. 

Divisant l'équation (A) par u—e*, et substituant Eu =, £ 

on aura 

(Ga)... 7 = % — #+ Ah + BR +... + RAT. er 

Or on sait que 4 — 1 + LL ET É + cet. ou 
' o de 

TE 1=AG + + À +. Sos 2 F5): 

Faisant donc 

(2) Ne HZ DS TR M ne 1.30,-{r 1) Er H , 

on aura 

CD 4 — AA EH): 

Ainsi l'équation (a), multipliée par h, donnera 
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: La STAR 2 BAÔ +... + RAF Mais 

nn — — { —H + H° — H? + cet. ce qui donne 

H SH NN RE À HET 

Désignant le coëfficient de 2" dans la dernière série, ou de __— 

dans la série (A), par L(), ensorte que A — L(\, B — LG), ete. 

la dernière équation se changera en 

cm)... LOL... LE Hp Hier 

&. 3. Den (a), multipliée par A, donne 

op. + E 1 LO RE LOnS+ LO RE EL 75 cet. 
D PE 

TT 2 (ea — 1) ? 

et donnant à À une valeur négative, 

(c). a = — 1-+-L6) n°2 LE) A 34 L(® h4_ LOG) h!+ cet. 

_h(i+er}#), 
eee ie 

LL r e 

Mais 2; =, Et, done ()—(), d'où il suit 
0 -— LG) R5 + LG) n5 -E L(7 h7 + cet. 

c'est-à-dire, les coëfliciens de toutes les puissances de À d'un 

exposant impair sont nuls. Cela change l'équation (B) en 

ec... LORD Rte. LD 2H + H°— H$ #cet. 

n étant un nombre pair. Ainsi, dans le développement de H, H°À 

etc. on ne prendra que les puissances de 2, qui ont un exposant 

ue et l'équation (A) ((.2.) donnera 
o2T — 14 

… Eu fudx— = + LG) $ . = +L@S se RE Cp ee F Qu) Ti 

| 
1 

parcequ’en appliquant cette équation aux suites on a ec 

de l'index) ouh ==" 

: Faisons Un abréger , 4. 
h 

OP == Er T5 mile 
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H étant —[1]+1[2] +....+[m](. 2.) (2). Le développemen 

d'un polynome quelconque H} a pour terme général, 

HA = LS [1j [2e... [mp 
la sommé des exposans Ps; +-p, + ... ere Fr Em et M 

désignant le produit des facteurs 1. AA À à SRE 

2... pa-Comme [mn] est nl par À", et par ns ébtent 

[m}?# par À "Pm , la somme p, —- 2p, + ...-+ mp}, sera l’expo- 

sant de À dans le terme général HA. Faisant donc, pour abréger, 
s MT TRS MCE Le : 

ME ET DT X 10210 Da AUD die ec UDTr —! Mb 

le coëficient de A" dans le développement de H sera 

PR = Lx [als pnf, 

où l’on doit satisfaire aux deux conditions suivantes : 

C4)... pi Pa tee HPm— 
(5)... p; +-2ps +. À Mprn AR 

MU Ex. À == , la condition (4) donnera PM tons és au 

tres exposans p étant nuls: on a donc, à cause de (5), m.1 =n, 

eu — T1, ce tqui donne: 4. 2 44. ..À — 1, M — 1, Y— 1, donc 
Qu av nes 1 3 

Œ)...L 1 == 

f. 5. En général la condition (4) présente les cas suivans, 
4) Pn — Às 2) Pm + Pm = À 3) Pm + Pm + Pm’ = À; etc. 

et la pntHon (5) donne pour ces diflérens cas, 1)mA—n ou 

Mm—; So 2) MPm +M A — Dm) nn, 3) MPm HN Pm + m7 

DA — Pr — Pm) — n, etc. 

On a donc 

D. — + ; SRE M et (6 T0 h" — EE en Era 5 Z > 
.2.(— +1 

Rp, y — er À, LD m]m PE, 

mm, m1, désignant tous. les nombres entiers et positifs qui satis- 

font à la condition (5), m-(A—1)m —n. Si on fait Pr —2, 

oO 
Suppl. aux Mémoires de l'Acad. 21 
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on aura 

Fe = == À En 2, NE —= 01, 1) LE Au _— set (m]° [m2 

2m+ A —2)m étant —n. Dans le cas 3) on a Pr — 1, 

Pa = LP NE OUPS ph, pr EN 9 Pete: 

done n—ÀA(A—1) où y— 2, etc. et ë 

LG A5 — AG — 4) [n]Im Im P — 2 
ou me ee [mj{[mŸ[m”/}—5. En poursuivant le même 

procédé on trouvera la formule suivante : 

Eye. LU = [EP À fr] REP: 
ee pe ja rs 2 {m1 [nr — (À —2) mm} + 

4 AO) Op e(f Se om AS: [m/] 

Ce LCD liG S(m’F + 2{[m/][m/18 +... 

a(a-4).….(a—B+1)-. 406 [m8 8 [m/J8- 7 a EE CU 
"TE Taka Bin C°] en nee [m/1{m'"].. cu 

aa 1)...2.42{[m [m”1 Ch... [nt] +. 

Re UE D RM ir 0 Alt da 

. 6. A l'égard du coëfficient précédent il faut observer 

ce qui suit: 

__ 4. La combinaison des nombres [y], [m”], etc. doit être 

telle, que la somme des produits qui résultent de la multiplication 

de chaque nombre [m] par son exposant, soit —7. Ainsi p. ex. 

pour le terme [nm — {mt — 5{m/} [m/1, il faut que 

A —a)m+(a— 3)m + 2m/+ mm soit =n 

2. Tous ces nombres devant être entiers, les termes 

=}, po etc. seront exclus, si n n’est pas divisible par M 
L 

À, ou n— Àm par 2. 
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3. On ne doit pas faire &« plus grand que n — À — 

Car si on suppose a —y—+f3, le terme général de LOC ab- 

straction faite des coëfficiens, deviendra 

One —8 Son +8 (m8: [m/}2 + cet. 
Le premier terme donne 

(n—2y—fBim+(y+fB)m—n, d'où m—= Cp D © NI à canot 1 

parceque ,. si on faisait m/>1, m serait moindre que l'unité: on 
258 y 

MADROUMEEN set nt égal à un nombre entier 
DATE 

r, ce qui donne B—=n—2,—— , et LD — ne mir a e 

doit se trouver déjà parmi les termes précédens, attendu qu’ils 

_ s'étendent depuis a — 9 jusqu'à a —y, c'est-à-dire depuis 
[mŸ = [m]"—" jusqu'à [mi] — 2" fm’. 

— . Or quelque 

valeur qu'on attribue à m, excepté l'unité, » aura une valeur dé- 

terminée, qui est susceptible du terme qu’on cherche: d'où il suit 

qu'il est déja renfermé dans le terme général. Il faut donc sup- 

_ poser m—1, d’où il suit que m”’ et m”, étant différens de m, 

seront au moins=—=2. Posant donc m—2+7r,m”/—=2+5s, r ous 

pouvant aussi être nul, on aura 

G+HB—-DC+D+2+s—2y +6, ou 
AHDB+G —DDr+s—o, 

ce qui est impossible, parcequ'aucun de ces trois termes ne peut 

4 

Le second terme donne m —= 

devenir négatif. Il en est de mème des termes suivans de LD, 

Ainsi B— 0, et la suite (F) ne sera continuée que jusqu’à 

a—n—), ou jusqu'au terme [mj—" ce qui suppose À >=. 

Cela posé le dernier terme de H* ou H®—"* sera 
(n—w(n—y—1)...(n—2v+7) [mi] — 2 [m, 

102... y 

les termes suivans étant impossibles par ce qui précède, Cela 
21% 
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LATE (nav hi) Lt — 2 [21 = z. 

12... «V 

donne m—= , d'où il suit m—1, m2, et le terme final 

4. Le premier terme [SP , est toujours renfermé dans 

les termes suivans. En effet ; ne peut pas être un nombre en- 

tier si À surpasse °°: ainsi le terme GO ne pourra pas avoir lieu, 

à moins que 2À ne soit plus petit que 7 + 4, ou À <n—A+tf, 

c’est-à-dire, À < y + 1. Or les termes suivans s'étendant jus- 

qu'ils vi et (par conséquent jusqu'à a À, on aura alors 

BR —}A—0, et le terme général de D Œ) donne pour ce cas 

| DD rset | EL LA 9 = Li de 

Il cn suit ÀÂM HR, Mm ee et rx 2 ES Dans le mème 

ea5,. OÙ À — , on s'arrêtera au terme, das lequel « À, et le 

terme final, au lieu du précédent z, sera 

fe LEA [mfi— 1 [m1] + ne [mf—2 $[m’ 2{m/] [m1 

- Lee [mf=5${m1$+8 En T {m1 + 6 [n°] [m/][m/"]è Lades 

Aa — 1) LAN A Dre] Pat. CET 

5. Cela posé il est visible que, sans omettre aucun 

cas, on peut supposer [m]—=[t], parceque le terme z° renferme 

tous les cas, où [mn] n’est pas —f1]. Ainsi le terme général 

‘de LA , abstraction faite des coëfficiens, aura la forme 

[ATSI2F + s[27 "131 4 cet.ÿ, 
r +5 étant À —7n — y. La partie de ee terme, qui renferme 

la puissance de } la moins élevée, est [1] [2}, et r + 2s doit 

être =77, ou S=—— ; ce qui étant combiné avec la valeur. pré- ‘ 

cédente de s=n—7y—7#, donnera r—n— 2y. On s'arré- 

tera donc au terme [1]*—*[2/]. 
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{. 7. Il suit de ce qui précède , que le terme qui est 

multiplié par A*, dans le développement de H* ou H°—*, est 

6: RO y) ECO [us 11 
CDD ip SCT + 2 [2] [y] + 2 [3] [v— 1] + cet.? 

Pali=y)(n > a )(re 2) —2) Ses v+3-3 D A + 8[m] [m]+3.2.[m][n][m"è 

+ cet. j 

la suite étant terminée par le terme, dans lequel l’exposant de [ft] 

est zéro ou n—2y. Si À ou n — y est = 1, le coëficient de 

h" dans le développement de H est — 
o ss ÉRR nu oR 0Pe 

AS m—i+i]=b=--ss 

par le premier terme, tous-les autres étant multipliés par 7 -y—170. 

D, Si À —n, L® sera Hire Si on fait successivement 

DH -0Y—2, etertou À—n— #4, X—n— 2, jusquà 
À — 2, en observant qu'il faut s'arrêter, lorsque l’exposant de [1] 

est nul ou 7 — 2y, la formule (G) donnera 

(é=ur LL, —(n2— 1117? [2], 
j en D) pl pa ES) einer, 

EL, = @—3)[1/" C4] 4m — 3) (m4) [177$ [2] [3] 
ps (nl (4 (RES) [1] 6 [2}°, 

F 
1.2.3 

10 mere Def] DES pps [a P+ 2[2J[4R 

| rm MP UE Fe 
Lu (ajn-6ç2}h, 

L® ) — Dore RE + Ce 2 [2] ET + 2[3] a 3] 
. + 2 Li — 1] CE + dY; 

(Lo = fn], 10 — 0: 

La somme de toutes les quantités précédentes (6), LOL. +LU), 

donnera le terme total L() qui est multiplié par A. 
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{. 8. Cela posé l'équation (C) (f. 3.) deviendra 

LG) =L(M LG LL) —T1G) +... 1Lm —L(® , ou 

ER n—:1 1 | 

CH)... Re ge es Ce LL ee Ie 

La formule (H) servira à calculer chaque coëfiicient L("), indépen- 
damment de ceux qui le précèdent. Elle donnera à l’aide des 

valeurs (6), 

2e .3 

Di een ren : er 2 rss 54 dom EE raie 
LT 5 LO EE a liT [8] + 6 (1027 
—3 AT TAT [1] C2] [31 — (27 + 214151 

(D HET REPAS es 

NÉE EE 
| MURS 1 PAT AC) Pa LP += SE, 

FA) ELA Me 3 (10) (ei G LODEL — LOL 
— 10 re Lo LP ele È 

On conclura de la même manière les nombres L(12), IL(1), ete. 
qu'on trouve dans l'ouvrage cité ((. 130.). 

{. 9. Tous les coëfficiens L(2), L(® ,.,.1L("), étant ainsi 
connus, l'équation (D) ((. 3) donnera Su. et en vertu de (1)($ 1), 

RD ANR Jude ER nee 

Passons maintenant aux sommes d’un ordre supérieur. 

$. 10. L'intégrale aux différences d'un ordre quelconque 

m a la forme 

de TO 
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(L) M LUE ml" u d x" + SU u9 ant 

+... + 7 Judx + Nu + PAT + cet. 

et il s’agit de déterminer les coëfficiens A, B, etc. Pour cela on 

fera, comme Due ne u—e*, ce qui donne Le reset: M 

[Mxdx"=u, et Eu=-7"— ({.2.), ou faisant pour abréger, F=—=a, 

Zu—au, done E'u—YEau—aZu—=au, et Elu au. 

Divisant donc l’équation (L) par uw, il viendra 

M he ms + pm +. HS EN EE Ph + cet. 

Mais l'équation (3) (f. 2.) donne a” nee donc 

pra à — mt RCD pe BED LED + et 
Cela donne 

1 + An + BE + Chÿ +. 

1.2.3 
+ cet. 

d’où, à cause de H —[1] +- cet. (Ÿ. 4), et A —1,. on tirera 

Ah B-mlel r ET, 

C— — m[3] mm 1)[17 02) — HI ED puy, 
et désignant généralement par N le coëfficient de /7—"u9xm—" 
dans la série (L), 

CM)... NO) ——m[n]+ 2e 11 Re ice) lee E QCO EE nl 

Ant 1). state 9 LE + + "mt en tip, 

le signe supérieur ayant lieu, lorsque n est un nombre pair, 

et l’inférieur, si n est impair. Les quantités LC ; piD PNÈEE. 

ont été données plus haut ((.7.8.), et on doit observer que, lors- 

que m—n est négatif, /M—"uÿx®—" se change en ns et 

en°u, S m—n est nul. 
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HAE R Les formules précédentes donnent, à l'aide des valeurs 

(à). 

[ AZNG)—- %,BENCEPÈr D, CN) MED 0 
; ! — 30m? 2 

«@...4 Pr Re 
NO) — — LEE) GS 

(| NÉS) 7 EN RR ER ERRe eeS 

On voit que tous les coëfficiens d’un ordre impair tels que NG), 

N(), ont le facteur mi — 1, ainsi que cela doit être, parcequ'ils 

deviennent nuls, lorsque m — 1 ($ 3). 

_{: 12. Le caleul numérique de ces coëfficiens sera assés long, 
quand les nombres m et n sont grands. Mais on pourra l’abré- 

ger beaucoup ; en observant que, tous ces coëfficiens étant des- 

fonctions entières de m, leurs différences d’un certain ordre seront l 

constantes. Ainsi N() étant composé des termes m1, m°,.. m', 

(M) (K 10), sa différence de l’ordre nm sera constante. On a en 

général 

Aa nn — A1)... —r#A)arTT 

—+- . n(n — 1). .. (CRT Dr en AR DES ET ES 

d'où il suit 

APRES NT A2: 3 Re A2 

Supposant donc u — AL + bat HE cat? HE cet., on aura 

INTUES AL BYE ETAGE î 

PANES Se 2.3...n.at+1.2...n——"a+1.2...(n—1)b. 
D D AR mu ot Get er 

Si on substitue m1 pour x, l'équation (M) donnera 

NGC DER DES MES 4) ES 
ARRET .2:...(n—1) rt ET 

TA: étant == (7 — 41) [172 [2] , par (6) (. 7.): done 
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ND — 0, SON Re A 2e qe : 
1.2...7.— 1.2. 

— (n—1) (141377 22] at 1 + cet Ma =. M1 “+ cet. 

Faisant donc NO) — + ax Æ ba, on tirera de là 
} , mn. — 

= ou 
A Hxisn? b— 7 3x1 (n—2) DT 0.9 me 

Li 

D— ex: 2..(n—2) donc 
1 1:50 1 DO ATNO) Hs 

n—1 n—1 

Es MENTEr NP Ent ea AU PTT 
A7 DNVTEZE + 5ù Fes rs = ZE 

27 2 

le signe + ou — devant être employé, selon que 7 est un nom- 

bre pair ou impair. Connaissant maintenant les deux dernières 

différences, on n’a qu'à chercher la différence APE NG, et 

celles d’un ordre inférieur, Pour cet effet il suffit de calculer 

n— 1 valeurs consécutives de N() ; et comme la suite (M) de- 

vient plus simple, lorsque m1 est négatif, on calculera Nr) pour les 

valeurs m=—1, m=z—2,....,m—=—{(n— 3), en commencant 

par la dernière; ce qui étant joint aux valeurs de NW), qui repon- 

dent à m—0 et m—— 1, dont la première est toujours nulle 

et l’autre est connue ($ 8), donnera 7 — 1 valeurs de N(n), 

f 13. Les formules (e) ({. 11.) pour NO), NG), NG), sont 

si simples, qu'on fera mieux de les calculer immédiatement. On 

aura donc 

NO — 1, NO — 4, NO — 3, NO — — 2, ete. 

le nombre au pied de Si lettre indiquant la valeur de m; 
NC 2) — rs N — == N® = et De NO — — 11 , ND — ht 

6 1,2 

NQ — a, NO — À NC) — == 3, etc. 

différence seconde étant —1— 3 et les cr premières de 12? 

» s 22 
nn Suppl. aux Mémoires de l'Acad. 



170 

NG) Ne etc. 2, #8, à, etc. 

NS 0, NO 4, NO 3, ND — 1, ND — 5, 
ND — 5, NO —__% ND — #8, te. 

{. 14. ie le coëfflcient N() on calculera (M) ({. +02 
NŸ —141= — _ —, ND — 0, NE — LU) ((. 8.) —— 

Ai NO = À, A3 NO = (f) (4. 12), donc pour 

Mit, A3 NO — 0. 

CCR 

. — d n Faisant donc 1 Re on formera la table suivante, dans 

laquelle toutes les quantités depuis m2 jusqu'à m—38, ont 

été calculées par le moyen des différences, fournies par les valeurs 

m—=—1, Mm—O0 et m— + 1. 

m1 d | Ad|d Al\d 
— 1 6 

— 6 
0 0] 5 

— 1 0 
+1 l —3 5 
EE ne: 45 

2 | +3 50 
54 90 

3 57 140 . 
194 135 

n 251 275 
469 180 

5 720 455 
924 225 

6 | 1644 680 
1604 270 

7 | 3248 950 
2554 

s | 5802 
a — 

Il est aisé d'étendre cette table aussi loin qu'on veut. La colonne 

(4) — puità: (9) — (4) 1 

d dome N°; GE A 7199252752 

N() — 1, NA — _ 7 , NO — Ne = ae? , etc. 

ete Born 

CÉe 
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{. 15. Pour le coëfficient NG) on calculera 

NO = 2[5] +L® — 2[5] + 21101) + 202] [5] (6. 7. (6)) 
SE rss ts ES DU 

|. ge =; NO INT En, 
AS NO — 1, AINO) 2 

DETTE | 
Ces données RE à former la table suivante, dans laquelle on 
a supposé N($) — 5-7. Elle donne 

NS) — 14 DNA CO 3 (ENUIET gA 
TT 72? N3 —- mo UE, Ni — 288 ? 

LED APTE (DER 49 (8) __ 69 N 1 , N; ue N 8 —, ete 

LS ue Wii ann 2 4) 00 | 
m e Ae | A\e| Mel At} 
—2 36 ST RE au NOTES 

34 
— 1 2 32 

4 : — 30 
0 0 2 30 

0 0 
+- 0 2 15 Lam En Ne — 15 

2 — 13 — 60 
— 11 — 15 

3 — 0 DE — 105 
— 99 — 180 

à | —108 — 268 — 150 
— 367 — 330 

5 | —475 — 59 — 195 
— 965 — 525 

6 | — 1410 — 1123 — 240 — 2088 — 165 T | — 3528 — 1588 
— 3976 

8 | — 7504 

$. 16. Pour N(), il faut calculer 
D CT 

+ SCT CA] + 601] [2] (91+ LP =. 
17°) tel (6) 424 + DES RTE ue » NUL» 

JDE 
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(6) pr, T 6 ss 1 T — 1 

NO 0, N° psg AN; 
ASNG) — EE hotes Does 

AT Re 
Faisant donc N— 7 ,,, on aura Aÿ/——1260, Aff= 945 

d'où il résultera la table suivante. 

NUE AV ONTRENA 
er AE 

— 2644 
— 2 381 j 2275 

: — 309 — 1918 
— 1 12 357 1575 

ir — 343 — 1260" 

0 0 14° 315 
+2 — 28 — 315 

+1 DURS — 1} 0 

ne Ch, HD — 28 “ —+- 630 
2 | —10 — 42 630 

— 54 + 692 1575 
3 | —64 +- 560 2205 | . 

+ 596 2807 2520 
4 | +422 3367: 4725 

3873 1532 3465 

5 4315 ! 10899 : 8190 
447172 15722 410 

6 | 19087 26621 12400 
41393 38322 

7 | 60480 54943 
96336 

s | 156816 

La colonne f Le cette table donne 

(G) PERS RAR (OT Me NO 234 

Fe FE AN » N5 3°.5.7° N; — 26,39,5.7° 

N(5) — En NS) — et NO) — 1, N° he etc. 

$. 17. Pour N( on calculera NG)= 417] + AGEN IAE Ne 

NA 3[17]+3L0): 109, NA 2[71+ LU, NO) [7] M). 10.), 

ND—0O, et par les équations (f) (. 12.), ATNO) = — 1 

ce qui donne par les équations (6) LTD NO — > En ; 

EC) SU 700 Ga CHOSE QG) 1 7) 
NES 32.5.7? NS — 5555» Nix 32.5.7° NS” —0, 

1 

NM—O0, et par les équations (7) (4.123, ATND— — 5 
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A6 NT) — 2, Faisant done ND — Pac pour éviter les 

fractions, on aura Ag — 1890, Ag — — 948, d'où il résultera 

y la table suivante. 

m | g | Ag 4° g A5 g | Ag 53 | A9 

EN 10600 
— 8734 

— 3 1866 7038 
— 1696 — 5509 

2 170 1529 A4 
— 167 — 1365 — 2940 

a. 3 164 1204 1890 
_— 3 — 161 — 1050 

0 0 3 154 945 
0 1 — 105 

+1 0 — 4 49 0 
a — À + 42 _— 105 

2 er + 38 — 56 — 945 
+ 34 — 14 — 1050 

3 + 30 24 — 1106 — 1890 
58 — 1120 , — 2940 

4 88 — 1096 — 4046 — 2835 
— 1038 — 5166 — 5715 

5 — 950 — 6262 — 9821 — 3780 
— 7300 — 14987 — 9555 

6 — 8250 — 21249 — 19376 
— 28549 — 31363 

7 — 367199 — 55612 
— 83161 

8 | — 120960 

: 7) RE 1 + EAAE SRE: (C2 VERRE L'OPTE Il en suit ND = — 5 NM — 25.52.77 N; = 55.5. 

(D) 95 TE 275 (ee 5257 (CHERE 
ni = CHE 7» Ne AR: sr? N7 —=— gs No ——t 

f. 18. Connaissant maintenant les intégrales ri, ET, 

> on trouvera les sommes d’un ordre quelconque, Su, à l’aide de 

» l'équation (1)({ 1). Si on substitue successivement 54 pour 4, S°u 

pour Su, etc. l'équation (1) donnera 

PR S Su 1 Su — Zu +3 Su u — Su, 

DONNE > NU Su Su su Su tu — Su; 

d’où il est aisé de conclure la forme générale 
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SL SNS EU A A Sr, Let 

ri). (TPE) sr — (=: TP) sr —p— + HEC »7 nier P—iu 
.+r.Zu+u. 

En effet, la formule ayant été prouvée pour r=2,r2=3, elle aura éga- 

lement lieu pour r = 3 +1, et en général pour r +41. Car on a 

SEE S. Su Dm 

ST Hu+r Eur ir, JTE NET PES, PS rPut.+rE u4 Su 
..(p+1) 

PEL AUS … LD ep Pr VE 

SrHuG +1 DEru Er tu. RP its Le option Ces: +-1)27 4 

res NE | 1. She ; 

le terme général étant 
Nos (TP) 741 Srp G+1)r(r—1).. {He} (r+1 

ADR P "pi -Z PES T14:2....(P F1) Z PH, 

La valeur de S' +iw est donc identique avec celle qu’on obtient, 

en écrivant dans la formule supposée, r+-1 au lieu de r; d’où 
il suit en général, 

à m(m— di. (6). Su Eu mEm tu LED Snen te, Lt mEu+u, 

Si on substitue pour les intégrales Su, 2% iu, ete. leurs valeurs 

tirées de l’équation (L) ({ 10), savoir 

Eu = [ua + NO) fr up te. NO) fr pan 
Ou = — 

en observant que /'udx —u, f—tudx* —;, etc. il viendraw 

ND Eu frudar + NO) fr ua 1 ND nina, 

NPD fox + Nu + Net + NOTE CEE 
0x2 

LAIT = PT EURE ENS (D) A Era ee 2- NT 0x 

+ NE? u + nt, ra + cet. et ainsi de suite. 

La substitution de ces valeurs dans l'équation (8) donnera 

(OP. Su = PuDTR EE sNO) HMS JTE UDATT 

+ $ND + mN,0, + E M2 udxM—2 

4 
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ect SN NC) ON MU à menu 

ee + Fe y 9 mN 0 mime) i, Mer) CORNE mè fudx 

+ NC) + MN + pie NE mn TEE tt w 

N(m+1) (m) np ntm) és MNS us 
+ MINE 4 de m—2 ox …. 

ou 

+ $ 

+ $NG) + mA) CIRE mNET 0} Sun + cet. 

Pour déterminer le dernier terme de chaque coëffcient, :ïl 

faut observer que toute fonction NU), étant multipliée par # (M) 
($ 10), s’évanouit, lorsque m1 est nul, et que le premier terme dun 

polynome (1 + H)—® ($ 10), qui n’est pas multiplié par À, ou 
ce qui revient au même, celui qui précède NO), est l’unité; d’où 

il suit NC) rer 08 NO) — 1. Cela posé, le dernier terme de chaque 

coëfficient sera celui, où la lettre au pied de N, ou celle en 

haut devient nulle: dans le premier cas N sera 0, dans le 

second N— 1; il faudra donc, dans le premier cas s'arrêter au 

terme précédent. Ainsi p. ex. le terme général du coëffcient de 

MT Gant ee. mr EN RO 0) NN: deviendra 3 ee 
1, —— lorsque r—n, ce qui a donné le dernier terme 

nt) je coëéffcient de étant 2m: rh) pr), 
rm donnera N — NN) — 0 : il faut donc s’arrèter au terme 

qui le précède, r — m — 1, ce qui donne m NC). 

Ÿ 19. La constante qu'il faut ajouter à chaque intégrale 

aux différentielles, /u0x , f‘udx*, etc. sera déterminée par la na- 

ture de la suite proposée, dont le premier terme A est donné, l’in- 

“dexz du terme précédent étant nul. Onaura donc u=A, X"u=A, 

cet DR À, lorsque x 1 ; et si u est une fonction qui s'éva- 

nouit en mème tems que x, on aura u = fu —D0, lorsque x 0. 

-Supposant pour ex. =, on aura fudrz = +4, ffudx®= + + ax + b, 
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à 0e d'où il suit, en faisant æ — 0, CN) ($. 18.), ŒSu—0—= 

a+ NO) — a+ x (À. 43,), ou am—Z, et Z'u—0 —b— a+N®, 

donc b—=0. 

. 20. Chaque terme de Su (9) ($18) a pour coëffici- 

ent une série, dont le calcul numérique paraît assés long; mais il 

pourra ètre abrégé considérablement. En effet, NU) étant = —7 

(Ç 14) Ce), lé coëflicient de fm 1 ugx®t —* sera 7 E — N() : $i 

on fait, pour abréger, 

Su = f" SET A nr €: P'lgns SU on T8 

HP [+ Qu LR + cet. 

on aura A! =— N() ; : et on trouvera pareillement NO,-e 

donc B— N®. Si on substitue 

N CG) un À Fe 0 RES 
AUS Pen El UN UT 

dans le coëfficient C”, il vient 

mNaT de G) mtm—iXm—2) mm) 0 
1.2.5 FT Ne 

2 N®, donc C’— ONE 

On trouvera par le même procédé, D NO. F'—— ee Es 

Nous aurons done 

Ce DL = UDX® — NQ) JADE + NE) [ME udam—? 

7 NO) m5 UORM SE HE ... + Nu NC Eu ‘20e 

le signe supérieur ayant lieu, lorsque m est un nombre pair, et 

l'inférieur, si m est impair. 

sg ffci = Nr — S- . Le coëfficient de fur == nee 1) est constamment 

égal à l'unité. On a vu ({.13— 417) que N)=— 1, NO =: 
T{ % — — ] — (5) =— Ÿ *: 773 N "Ve NG) — 1, No = ET 48 NY = — 45266 

il ei aisé de s'assurer que un a Pénéralraent lieu pour Nm—1) 
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En eflet, les coëffciens N:% sont des fonctions de m et n, et on 

vient de voir que, pour une certaine relation entre m et n, savoir 

m—n+-1, ces fonctions deviennent = +- { ou — 1, selon que 

m est impair ou pair. Elles sont donc, au signe près, indépen- 

dantes de m; d’où il est clair qu'elles n’éprouveront aucun chan- 

gemeht lorsqu'on mettra m + 2, m<+4, etc. à la place de m, 
parceque la relation mn +-1 a toujours lieu, Ainsi le coëff- 

cient de Juz , qui est + Nm) ou — Nm), selon que "1 

est impair ou pair, doit nécessairement être ==+-1. On con- 
clura le même résultat de la forme primitive du coëfficient de 

fudx dans l'équation (9) ({. 18.), 

p=—= lg Lo SE mNCm = 2) ee lue NME) LE 224. me, 
m — 2 

d'où il suit, par ce qui précède, si m est impair, 
EUR mm — 1) m(m—1)(m—2) mm — 1) 

ESS OT 778 Fan Ro eee UP re 176 

donc A An 4 (44 0, et 

P—1. Si m est pair, on a 

D Wim me De. m0. n — 

= Am ED D om 4 — 1) — 

{. 22. Faisant les substitutions précédentes ((. 20. 21.) 
l'équation (g) se changera en 

(P)....57u == fu —— ET 7 PRES 2 NP fn—2uDxm—2 

2h NO) m5 Dam —5 TORRES NN m2 pm 2r 

#4 ML Sert PRE + f'udx 

(m —— n(Mm+1) du s(m—+2r)  a2r LNQuT Ne ue 
moy 271), (0 
+ Nr FD Sr + cet. 

“le signe supérieur ayant lieu, lorsque m est un nombre pair, et 
- l'inférieur, si m est impair, 

2 
Suppl. aux Mémoires de P Acad. 23 
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$. 23. Si on fait successivement m— 1, m—2, etc. l'é- 

quation (P) donnéra, à laide des valeurs de NN ($. 13 — 17), 

les résultats suivans : 

er. 4 du d°u 
CRAN ME AE 

+= _ 9 Et 
555.7 : où OS 

2 ee du d°u 
Su — /"udz" + jade +" RS Cl 

1 du ] Cu 

D Toaet fpismionst Ce 
De te NT | 3u 19 du Ds N'AURE IM PEN (G fs Pen Ro 

1 u 1 ñ 1 d#u 

+ 360 * dx 7 945 Où Ze. 35,7 One + CE 

Su — fl ude + 2/$u0x + % f°udx* ME 
ou 224 ou 11 d°u Je Vis pui 2 LS HAAN RUE 1 

ton 1 210.8%,5:7 Ou 20.4. HiT “os + cet. 

Su — fSudx + 5 f'hudxt + 35 [3 u9x$ + 5 f°udx + fudz 
95 863 du EE . ddu 

38 + 5e 35.7 où À 26.30.7 ous + Cet. 

Il ne sera pas inutile, d’appliquer les formules précédentes 

à une couple d'exemples. 

f. 24. Prenons pour premier exemple [a suite des nombres 

naturels, 4, 2, 3,,4,...: d'où de ne Z 1, les différentielles 

Le 2 
x 

suivantes Fe au ; JUdr = + a, UD = + ax +-b, 

's LAN ie Rae UE = — + br+e, page DH test — +cx+d, 
5 L'ReS ax* . . li, 
Fute = EE + es + = dx. Si on fait x — 0, 

on au—0, Su—0, Su 0, etc. ce qui donne, en yertu des 

équations (A), 

0—a+zg, 0—b+a+z, 0—=c+3b+a+kxs, 

0Z=d+2c-+ yb+a+é; d’où il suit 

DO es dE 6. a — FE 



Cela donnera 
L] s 

Judx =, Ts ml TT 
4 PES __ et OMR x? 

JS'udx* = 120 — 72 #5 240 ? J'udz* = Fe 288 À 40° 

d'où l'on We. à l'aide de la dernière des équations (A), 
35x* 35x2 & œ x* x? xs 

s°u ts Te a + [288 288 — 120 

25 x? 25x ue 95x x°+15xf+85xé + 295x3 1 907/x2 20 74x27 + 120% 
He ou Fr His — 720 
— 2H) +2) (x+3) (x +4) HS), 
M 1.2.3.4.5 6 

ce qui est la formule connue des nombres figurés du cinquième 
ordre. 

f. 25. Prenons pour éecond exemple la suite des loga- 
rithmes des nombres naturels 

11, 12, 13, 14, etc. d’où l’on conclura 
ge" du _1 dd LORS | 0 N 4.3 
UE, ER no on 20 ji — 
[1 

FRERES ete. fudx = xlx — x + a, 

Sud = % x — 32 ax LENS 
3 3 2 

S'udr = À le Dern 
4 & _ xt]x 25 .x4 ax° 

J'udx = ++ + 0x +- d; etc. 

Les constantes &, b, e, d, seront déterminées parceque le premier 
“terme de la suite proposée et de ses sommatrices est 14 — 0. 
Faisant donc zu 0, Su — 0, Su — 0, Su — 0, Slu— 0, 
les équations (4) (f. 23.) Eu 

Dites 360 T2, mn ee 
D—— DT AR Eat 

ANG). 2,5 Net 2 0 +. ht — SN; 
0=—u++ Ms ce Ré Lee — 5, 

+200 4. 3.NÉD) +... 2.8 4 (n—4)N97; 
23* 
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25 b 
Re He +e+d—T+at2b +2c 

rte Pebettats ee 
— 2N0 — ..., — 2.3... (nm — 5)N0); etc." 

Ainsi Îles constantes sont données par des suites infinies. Quant à 
la première, a, Euler a prouvé (l. c. Cap. VI. (. 158.), que 
a—1l27. Posant donc : 

1127 = 0,9189385332 — K, on aura 

GR BIT UP TAN RS NE SANT )eneens 

c— 2h — À 6 END 4 3 NO 3. 4 ANÛ) + cet? 

— 280 La NM 3.4. NP) + cœt?, 
6 Ë -(6 dant S sn Las. NP + 3.4. N0 + cet 
+46 ENO + 8 ND + 3.4. N0 + cet? 

2e NC) + 3N® + 3.4.N0) + cer. ; 

ou exprimant # en nombres 

a— 0, 9189385332; 
b——0,16704.37331 + 2 SNP) + 3 NN) + 3.4.NÛD + cet}, 

c—0,018432622 — 5 NO) + 8ND) 3.4. NÛ) + cet, 
— 2$N9 +3.N0 3.4. N9 cet? 

d=—0,0019700543+ 2 N°) + 3.N0) + 3.4. N0) + cet? 
+6 $N NO.,3.N0)+5.4. NO cet? +2 SN ++ 5242 (n—5)N0)e. 

Rassemblant toutes les quantités précédentes, et introduisant 

les valeurs pe données plus haut ($. 13 — 17.), on aura 

logx — 0,0868055 ...æx! Sir Ne +Sz rt 

—0,4579547.2%—$0,5390873-60(NÉ+6N0+6.7. NT < 
fs 369198 —60(NÛ + 6NÛ) — 6.7. re} 

— 24 (NP +5. NO + EE M NE + cet 

CT CN SE 
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+ 0,6484127 + 24$N0) + 5N0) 4 5, 6. NT + cet.2 

+ 6 NO + 4N®) + 4 . 5.NÇ) + cet. 
0,075 __ 0,007308 PAPAS, | Au n(e) :2:9-804 NO 

x x 

ne — 

“ a” &° 

On trouvera de la même manière, par les équations (4) ({.23.), 

S°1Zz — 1 + 22° + x + logx— Max? — 0,6655307332° 

+ $0,21236613 + 120 (NÉ + 6N0) + 6.7. 000 à cet 2x 

+ 0,6864418 — 120 SNS) + 6NE) + cet.? 
— 24 NS + 5N0) + 6.6. (10) + cet. ? 

22 0,079166... vu 0 00625 0, 0021164 0,001488 

x HE GIOE œe PE 

DT Me (8) 2234248509 
PRÉ ANS + 2525 x) + cet. 

Six (5 + + $)lx — 32° — 0,08106147.x 

9 18) :(9) -(40) 
+ 0,7528869 + 120 (N5 + 6N;5 + 6.7.N5 + cet.) 

1 1 Mu 0,000992  0,0008 
Fo 240.x2?  360.x° HE NOT T 5 

-3.4.5 AN(S 4.2; 2; 
_— NO — ) =:6 n (9) — cet. 

2 

Les sommes de SES de quelque ordre qu’elles soient, peu- 

vent être exprimées par le logarithme d’un produit de puissances, 

Ainsi uw étant log æ, on a 

Sn M ED SEE. dr 42 34m; 

nl 12 MU SE 98. mu 0 1.322), (m1) 7, 
x(x—1)  (x—-1)(x-2) * 

Du=I2+12".3+12%.9 442 2 8 5 ….(æ—1)7, 

D l2 13 :120304 Gr. 1) Gr—2) 30, 
(n+1) (n+2) (n+3) 

le terme général étant (x — n) 2.3 , €et le dernier 

(x —1) x (x +1) 
6: 2.3 d 
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ii. 

NOUVELLE MÉTHODE 

POUR 

RÉDUIRE LES DISTANCES LUNAIRES, 

Présenté Île 14 Août 1824. 

M. Aorner ayant publié des tables qui doivent servir à 

dépouiller les distances de la lune à un autre astre, d’abord de 

l'effet de la réfraction et ensuite de celui de la parallaxe., je fus 

chargé par l'Amirauté de Îles examiner, ŒÆEn m'occupant de cet 

examen, je me suis apercu que, malgré le grand nombre de solu- 

tions qu'on a donneés de ce problème, on pourrait encore le traiter 

d'une manière neuve qui donne ce me semble, la solution la plus 

directe, la plus exacte, et la plus conforme à l’analyse mathématique. 

Toutes les méthodes qu'on peut imaginer, pour réduire les 

distances lunaires, se réduisent à deux classes, dont l’une se pro- 

pose de trouver la vraie distance, tandis que l’autre a pour but, de 

chercher sa différence, ou ce qu’il faut ajouter à la distance ob- 

servée, pour avoir la vraie. Dans la première classe il y a des 
méthodes rigoureuses, et d’autres qui approchent plus ou moins de 

la vérité; celles de la seconde qu’on a imaginées jusqu’à présent, 

ne sont qu'approximatives. Le problème consiste à déduire la vraie 
distance de celle qu’on a observée, et qui n’en diffère que par 

l'effet des réfractions et des parallaxes. Or c'est une règle géné- 
rale que, lorsque l’inconnue diffère peu de la quantité donnée, il 
vaut mieux de chercher leur petite différence que l’inconnue elle 

même. Îl en suit, qu'une exactitude parfaite ne saurait être obte- 
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nue qu'en déterminant la différence ou la correction de la distance 
observée, par une formule rigoureuse, que ne peut donner que le 

théorème de Taylor. Je me propose donc de résoudre le pro- 

blème de la réduction des distances lunaires, par le moyen de ce 
théorème. 

La distance lunaire, soit vraie soit apparente, est le troi- 

Seèmé côté d’un triangle sphérique, l'angle opposé étant la différence 

des azimuts des deux astres, et les côtés adjacens leurs distances 

zénitales. Les dgux derniers sont altérés par la réfraction et la 

parallaxe, tandis que Fangle demeure constant, vù que les réfracti- 

ons et les parallaxes ne font pas sortir les astres de leurs cercles 

verticaux. On peut donc regarder la distance comme une fonction. 

de deux variables, les hauteurs des deux astres, dont les variations 

sont leurs respectives parallaxes moins les réfractions, variations 

données par les hauteurs mèmes; et il s’agit de trouver la varia- 

tion de la fonction, qui en résulte. En regardant donc la distance 

D comme une fonction de deux variables L, $, dont les varia- 

tions AL, AS, sont données, on aura celle de la distance, À D, 

par la formule counue 

(A)... A D= GDAL+ GAS + ) + (Gen) 2 
ja AS + (GE) * _ An cet. 

Si on désigne par Z lazimut, intercepté entre les deux 

astres, par L la hauteur apparente ou observée de la lune, et par 

5 celle du soleil, d’une étoile, ou d’une planète, on aura 
… cos D—smLsinsS 

MP. cos Z — ST 

Z étant une quantité constante, la différentielle du second membre 

de l'équation (B) sera nulle: ce qui donne 

0 — — OD sin D cos L cos S + DL cos S (cos D sin L — sin 3) 

“+08 cos L(cos D sin S — sin L). 
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Il suit de la s 
' , ee) _— cosDsinL—sinS 

sin D cosL 

E dés cosDsinS—sinL, 

ET INOS 7 tT sinD cosS 

On en conclura par le moyen des différentielles partielles, 
ddD sin? D — sin?L — sin?$ +_2cos D sin L sinS 

CC): ET ae pe 
d ip sin? D — sin? L— sin? S + 2cosDsinLsinS ___ cos?L 00D° 

Cd) 9 82 — _ tangD sin2D cos?S TER 7 .cos-S NO 

(e) o00D PRE sin?L+sin?s — sin?D— 2cos DsinLsinS SE, __cosL 2) 

" 2 ANOLOS EE sin‘ D cos L cosS TT  cosDcosS \OL2/° 

En faisant pour abréger, 

L+S=R, L—S=T, sinD—sin? L—sin S+ 2 cos DsinLsinS=AÀ, 

on trouvera par les transformations trigonométriques connues, 

gin° D = sin? L — sin? $ — 1 cos 2L - 1 cos 25 — cos D — 

cos R cos T — eus? D, 

2 cos D sin L sin $ — cos D (cos T — cos R), 

denc 
A — (cos R +- cos D) (cos T — cos D) — ; 

DR D—R DT Der 
4 cos TE cos = + Ba re I ef 

En faisant donc | 

DELA ESR DT NS DA Tes SCD UTILES 
GPA SRE En ne a PES — 6, pare 

(g) .-..cos acosbsncsnd=M, 4 
20D A cotang D 
dE 5 ou on aura, par l'équation {c), ES An ES 

OdD\ __ 4M cotangD 

Ge) CFA FT EE FE sin Dcos°L ? 

formule très- commode pour lusage des logarithmes. dr: | 
ee) et (ee . . 2 

55), en multipliant (2) par e et par — 
à $2 en es 

Soient maintenant ?,s, les réfractions aux hauteurs observées 

L, 5, avec les corrections, dues à la “hauteur du thermomètre et à 

celle du baromètre, p la parallaxe de la lune à la hauteur L — ZL« 
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et sous la. latitude du lieu de l'observation , si l’on veut tenir 

compte de l’aplatissement de la terre. Cela posé, et observant que 

la réfraction s doit être diminuée de la parallaxe à la hauteur 

S, quand on a observé la distance de la lune au soleil, ou à une 
planète dont la parallaxe n’est pas insensible ; 5 On aura 

AL=p—l, AS—=—s. 

En substituant donc (a) (b) (h) (d) (e), l'équation (A) se chan- 

gera en. 

CONRAD (D (EE SPP Ce 
tang D snmD cosL sinDcosS tang D 

2(p—1)7M cotD 252M cotD A(P—1)s.M_ 

ji: sin?D cos’L sin? D cos?S fs sin° D cosL cosS 7 cet. 

La plus grande valeur que p — / puisse avoir, est de 56’, ce 

qui donne pour le maximum de (p—1lÿ = 55”, et pour celui de 

Les autres termes sont encore moins considérables : 

on peut donc, dans tous les cas, sans aucune erreur sensible, se 

borner aux termes que nous avons développés. Cela posé, le pe- 

tit arc Ô qu'il faut ajouter à la distance observée D, pour avoir 
la vraie distance D’, sera 

__ (p —1) cotD : Sins 2M sin (p — 1) CDY UE. 0 2 Par D Spas D F5 — 
cos L sin?D cosL 

s cotD çsinL 2Msins AM sin (p — 1) 

Psà cos S ge D — sins os sin? D cosS + sin2D cos D cos L 

Lorsque D est plus grand que 45°, ce qui est ordinaire- 
ment le cas, les deux premiers termes sufiront pour l'usage ordi- 
naire, et l’on aura 

né 

Ho ==  — D C5 — a) crue sÈ snL _ __ tang ss), 

inD cos S tangD 

Cette expression donne une précision suffisante ‘pour l'usage des 
navigateurs, lorsque D surpasse 50°, et il est aisé de la mettre 
en tables, ainsi qu'on le verra plus bas. On pourrait la rendre 
plus commode pour les logarithmes, en calculant deux angles À, 0, 
par les équations 

sin À = cos DsinL, snç=—cosDsinS: : 

Suppl. aux Mémoires de 7 Acad. 24 
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alors l'équation js prendra la forme 

a anne #3 2, LEA RES Ds LH 
0 — sin D Fee L 1 p) cos ar DL TE a 2 $- 

TES he «À cot D'0 PSM 
Lorsque D=—=90°, on a cot D—0, mais D D 1? 

et l'équation (D) se réduit à 

ssinL __ (p—1)sins AM(p—1)s, 
Is ‘cosS cos L me cos L cosS 

Dans le cas, où L ou S est —90°, p — Z ou s devient nul; et 
s'il y a à la fois D—90° et L—90°, le soleil est dans l'ho- 

s sin L 
be de On trouvera de 

même Ô— — (p—l), lorsque D — 90° et S— 90°. Tout cela 
est d’ailleurs évident par le triangle donné. On pourrait croire 

que l'équation (E) est en défaut, lorsque l’un des deux astres a 

rizon , S2=2 01 p 10,10 — 

été observé au zénit; parceque L étant — 90°, on a en mème 

tems p—/—0 et cos L— 0, tang L — co, donc PE Mais 

la lune étant au zénit, D sera =90°—S, et d=?= gl —sec L) 
MA A SL IBE = OUR: ER Us D) 

A) Gen D Tr tgD tang (45 À + sin?D - Le 

premier terme est — 0°, le second — 5, donc d —5, comme cela ‘ 

doit être. 

La méthode que je viens d'exposer, est, ce me semble, la 

plus directe et la plus exacte. Elle est directe, parcequ’elle donne 

immédiatement la correction cherchée, en fonction des trois angles 

donnés, D, L, S, sans qu'ils aient besoin d'aucune correction. Elle 

est exacte parce que, au lieu de la distance réduite, elle donne sa 

petite différence, non par des approximations, mais par une expres- 

sion rigoureuse. Dans toute méthode qui donne la distance même,“ 

chaque sinus ou cosinus peut être inexact de plusieurs unités dans 

la septième chiffre, parcequ'on néglige les dixièmes de secondes 

dans les angles: le sinus de la distance ou de la demi - distance,» 
qui résulte de la combinaison de six ou huit cosinus, pourras 
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ètre encore plus inexact; et une erreur de cinq unités dans la 

septième chiffre en produira une d’une demi-seconde sur la demi- 
distance, et d'une seconde sur la distance. (Comme, dans notre 

méthode, ces erreurs n'affectent que le coëfficient de la correction 

qui est presque toujours moindre que 10007, il n’en peut jamais 
résulter une erreur d’un dixième de seconde. 

M. Delambre, ayant fait dans son Æstronomie Théor. et 

Prat. (Tom. III. pag. 620.), la remarque, qu’on trouvera avec 

plus de précision la correction Ô, que la vraie distance D +0, se 

propose de déterminer 0. Mais au lieu d’une formule directe et 
rigoureuse, il trouve l'équation 

sin À . sin (D + D) = sin 2 ES sin (L — 5 +2 IS 
DS in?=L+s cosL’cosS” 

— sin 2 S 2 ( T7 cos L cosS/? 

L’ et S” étant les hauteurs, corrigées par les réfractions et les 
parallaxes. Cette équation ne peut se résoudre que par des ap- 
proximations. 

Notre méthode a encore cet avantage, qu’on peut donner 
au calcul le degré de précision, qu'exige chaque cas particulier, en 

calculant plus ou moins de termes, qu’on trouve tout développés 
dans l'équation (D). Cette équation est une source ou l’on peut 

puiser toutes les méthodes, au moins celles qui donnent la réduc- 

tion de la distance, au lieu de la distance réduite. Prenons pour 

exemple la formule de M. Æorner. Sa méthode consiste, comme 
celle de M. Zyons, à dépouiller la distance observée d’abord de 
l'effet des réfractions, et ensuite de celui des parallaxes; et il, 
trouve, pour la correction, due aux réfractions, 

(G)....9 =(m—1) $tang r —tang +(1—cosT)(cosecT—cosecD)? 
+R ce sinT 

T étant LS, LL $—5S—s, ment. 
24° 
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Pour déduire cette équation de notre formule , il faut supposer 

M—0 et p—0: alors l’équation (E) donnera 

5 — cos D s° (sinL LT cs Pains" du 1 (sinsS ee? SD , 

En substituant 

sin 5 cos (L — 5) + cos S sin (L — $) pour sin L, 

et sin L cos (L — 5) — cos L sin (L — 5) pour sins, 

on aura 

d/—cosec D $(cosT—cos D)(stgS+-/tgL) + (s—0) sinT? — 

cosec D 572282 (scos L sin $ + sin L cosS) +- (s — /) sinTé. 
cos L cosS 

Mais à cause de L’—L—7, S/—S —5s, on aura, en négli- 

geant les carrés des réfractions, 

cos L/—= cos L + 7 sin LB, cos $ == cos S +-s sims, 

d'ou il viendra * 

cos L’ cos $/ — cos L cos $ +5 cos L sin S + /sin L cos5, | 

ce qui étant substitué dans la dernière équation, donnera 

à —cosec D ee (cos L’cosS/— cosLcosS) +-(s — 2)sinT, 
cos L cosS 

=…(m—1) (coST — cos D) H+(s—DsinT , - 
(H) ..... da RS a D CT ol Ge DE , Î 

d'ou il est aisé de conclure 
3/— 2ùm— t)sins (D+-T) sims (D—T) +(s—1)sinT 

de sinD 

ou en ‘nBloyad les dénotations précédentes, 

ARRUES 5 =— __ 2(m—1)sincsin d Jr éesde (°—2) sinT . 

sic D sin D R 

La formule (K) est la plus commode pour le calcul trigonomé-M 

trique, au lieu que (H}) est plus commode pour la construction desw 

tables. Il est aisé, d'en conclure la formule (G) que M. ÆHorner 

a cru plus commode pour construire des tables. On sait qu'en 

général 

tang - = cosec D— cotO, ou co D = ms — tang L. ? É 
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ce qui donne 

CR te PSE LS DT : — cosecD —tg ? à + tgT NEC 
sin D sin D 

“> tg> — cosec D — tg r + cosecT — cotT = cos T d 

sin D 

tg : — tg z + (4 — cos T) (cosec T — cosecD), 

d'où il vient la formule (G). 

Il ne me reste qu'a comparer la formule (D) avec les mé- 

thodes connues, parmi lesquelles je choisirai celles de Borda et de 

mon illustre confrère, M. Zuss. En conservant les dénotations 

dont je me suis servi jusqu’à présent, désignant par D’, L', 5, 

la distance et les hauteurs vraies, et faisant pour abréger, 

cosa cosb cos L’cosS’ = N, Fe SEX 

” cosL cosS — €; 

Borda emploie les Re formules suivantes, 

sin® = À Re (M)....sin cos cose. 

M. 1 trouve D’ par une seule formule 

(N)....cosD'— 2N — cos 2e. 

La première méthode, qu'on déduira aisément de la dernière, parait 

un peu plus longue, parceque Borda n'a voulu employer que des 

_ logarithmes , tandis que la formule (N) est la différence ou la 

somme de deux nombres, dont l’un est un cosinus naturel, cos 2 

Prenons pour exemple celui qu’on trouve dans les Tables de Callet 

(pag. 91. 92.), qui donne ce qui suit, 

D=4108 42” 3/48 m4" #/077:8—07 27-34”; 

Rte Lt 441-0046 ss —7 40" 465 ; 

d'où l'on tire . ; 
a=84°40/47”/,6=24°1/16/,c=78°13/137,d=30°28 50”, 

| Hi=mhatus=ss, 5-26 19 497, = 30° 31048/,5. 

- Calcul suivant les formules (L) (M). 
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log cos à — 8,96718.74. log V N —9,46117.60 = 540549 18106 
I cosb— ere Icose —9,93519.20 D’—108. 27. 43. 
1cosL Z=9,76152.9 on = — 9,52598 40 D —108. 42. 3. 

1 cosS’ —9,99734.39 Lcos® — 997403.24 = ZT AL 20. 

1secL.—= 0,23286.68 , — 9,93519.20 
LsecS — 0,00276.58 1 cos e — 9,93519.20 

# 

log N—8,92235.21 sin . —9,90922.44 

Calcul suivant la formule (N). 

log cos2e —9,68478.40 Icos D’ — 9,50061{.44 (neg.) 

cos 2e — 0,48393.17 D'<106° 217437, 

2N—0,16725.62 précisément la même valeur qu'a don. 

cosD' —— 0,31667.55 née la méthode de Borda. 

Calcul suivant la formule (D). Je ferai pour abréger, 
(p—DtgL À (p—1)sins __ EPL ILE Rs EP CRE E 

Fins er sn Dcos Lee SNS Er np DNET 

(p— 1) cotD __ scotD __ 2Msin(p— 1) __ 
cosL —h, cosS — —K, sin?DcosL fe 

2M sins LM sin (p — 1) Du ae ; 

sin2D cosS 7 — 4» sin?D cosD cosL ou cos D sh 

de sorte qu'on aura, par l'équation (E), 

0 —A—B+C—E. ; 

Pour compléter l'équation (D), il faut ajouter les termes dépendans 

de M, savoir 
An 

hn +kg+kr= snL ss (0 + HS). 

log (p —1) = 3,27898.21 log (p — 1) —3,27898.21 
1tang L = 0,,14191.73 1sin S = 9,05115.22 
1 cot D — 9,52955.55 (neg.) lcosec D — 0,02355.57 

log A 2,95045,19 (neg.) . ___ sec L — 0,23286.68 
PER log B = 2,58655.68 log 5 — 2,66745.30 

1 sin L = 9,90905.04 log s = 2,66745.30 
1 cosec D = 0,02355.57 1 tang S — 9,05391.80 

1 sec S — 0,00276.58 1 cot D —9,52955.55 (neg.) 
log C = 2,60282 49 log E — 1,25092.65 (neg.} 

—_——————— —————— A — — —— 

A—— 892,185 C = + 400,705 d'—= — 859”,63 
— B—=— 385, 973 —EZ=+ 17, 821 == ‘107 Æ , =." AR =—14 1 : 

1278, 155 AS, 526 4 419.68 
© 

Cate mms 

44 ti inde made tn 
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log cos a = 8,96718.74 log 2M = 8,92485.08 log 2M = 8,92,85.08 
1 cos b = 9,96065.89 1sin (p — 1) = 7,96455.08 lsins —=7,35302.75 
1 sin c —9,99075.59 1 cosec? D = 0,04711.14 1 cosec?D — 0,04711.1%4 
] sin d = 9,70521.86 1sec L = 0,23286.68 1secS — 0,00276.58 

log M=8, 62382.08 08 logn=7,16937.98 log 4 = 6,32775.55 

log 2n = 7,41040.98 log À — 2,95045.49 (neg.) JE —1,25092.65 (n.) 
1E = 1,25092.65 (n.)  Icosec L = 0,09094.96 Icosec S — 0,94884.78 

} cosec S — 0,94884.78 log An —0,21078.43 (n.) log kq = 8.52752.98 (n.) 

Isec D —0,19400.02 (n.) An —=— 1,625 
logkr =0,16418.43 kq=—=— 0, 034 

kr =+1, 459 
— 0/,20 ” 

Ainsi la correction entière est d=—14/197,68—07/2=—14"19"83; 
qui ne diffère que de 0,17 de celle que donne la méthode pre- 

cédente. 

Comme la construction des tables a le but d’abréger le cal- 

cul, elles ne pourront jamais donner une parfaite exactitude. Si l'on 

se propose de réduire les formules précédentes en tables, on com- 

mencera par supposer M — 0, c'est-à-dire, on négligera les 

différentielles secondes de l’équation (4), on ce qui revient au 

même, les carrés des réfractiuns et des parallaxes, en se bornant 

à l'équation (E), qui donne 

Î—A—B+C—E. 
En désignant par À’, B’, C’, E”, ce que deviennent A, B, Eve, 
lorsque p — l et s of égales à 1” ou 607, et par uw, v, les 
valeurs de p—{ et de s, exprimées en minutes et leurs fractions 

decimales, on aura en secondes, 

/ — 608L 7 _— 60sirS y — 60 snmL y > 601g8 

5 7 tang D? 7— sinD cosL ? C=— 7 sinD cosS ? E = ED ” 

=uh, Bu C6 Eu, 

ce qui donnera 

deu — LE) Li = AY 

On construira donc deux tables, dont chacune aura les deux argu- 

Re D—® et L ou Re ® s'étendant depuis 20° jusqu’à 

90°, et W de 4° ou 5° à 89°, La première donnera le quotient 
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ta : sinŸ y a a à SEC D at El la seconde le quotient 53; l’un et l’autre multiplié par 60. On 

tirera donc de la première A”, en employant l'argument L, et E/ en em- 

ployant l'argument $; on trouvera dans la seconde table C’cosS=G 
avec l'argument L, et B’cos LH avec l'argument S. Comme 

les nombres G, H, pourraient s'étendre depuis 60 sin5°—5” jus- 

qu'a EU = 175”, “on construira une troisième table qui renfer- 

mera les quotiens des nombres 

1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 20, 30, 40, 50,60, 70, 80, 90,100, 
divisés par les cosinus de tous les angles entre 5° et 89°. On 

tirera de cette table, B” avec les: argumens H et L, et C” avec 

les argumens G et $S. On connaîtra donc les quantités A’, E’, 

B’, C’, dont les deux dernières sont toujours positives, tandis que 
A’ et E/ deviendront negatives, lorsque D > 90°. Cela donnera 

GE et B’+A’, selon que D est plus ou moins grand que 
00 : on multipliera CE” par v, et B'—+ 4’ par u, et l'on 

aura 0 —v (C/+E7) — u(B’ +A). 

Comme cette méthode n’exige que trois tables, elle serait 

assés commode, mais il faut s’en servir avec une grande précau- 

tion, ainsi que des tables en général, qui ne sont que des appro- 

ximations. Les termes du second ordre, qui dépendent de M, 

étant négligés dans la construction des tables, voyons à quoi peu- » 
vent monter ces termes que je désignerai par d/. Pour cet effet 

il faut d’abord déterminer la relation qui existe entre D et L, $. 

4 
On peut donner a l'équation (B), 

cos D = cos Z cos L cos $ +- sin L sin #2 

les deux formes suivantes, 

(1)....cos D = cos (L — S) — (1 — cos Z) cos Lcoss, 

(2).... cos DZ (1 +- cos Z) cos L cos 5 — cos (L +S). 

Il suit de (1), que cos D, étant positif, est toujours moindre que 
cos (L — 5), donc D >(L —5). Lorsque cos D est négatif, D, 
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étant > 90°, doit nécessairement être plus grand que (L — $), 

parceque L, s, ne peuvent jamais surpasser 90°. L’équation (2) donne, 

lorsque D<90°, cosD=(1 +cosZ) cosLcosS+cos(180°—L— 5) 

donc cos D > cos (180°— L—$S), et D < 180° — (L +5). 

Si D > 90°, on a 

(2)... cos (180° — D) = cos (L +5) — (1 + cos Z) cos L cos S, 

donc 180°—D >L-+$, et D <180° — (LS). On tirera 
immédiatement les mèmes conclusions de la considération du trian- 

gle, formé par la lune, le soleil, et le zénit, dont les trois côtés 

sont D, 90°—L, 90° —S. En effet, dans tout triangle sphé- 

rique la somme de deux côtés quelconques étant plus grande que 

le troisième, on a 

D + (90°— L) > (90°— 8), et (90° — L)+ (90° — 8) > D. 
Il suit de la premiére condition, que 

(3)....D est toujours plus grand que L — $ ou S— L, et 

de la seconde, que 

(4)....D est plus petit que 180° — (L +5). 

On sait donc, que L—5S ou $ —L et 180°— (LS) sont 
les deux limites, entre lesquelles D est toujours renfermé. Cela posé 

Door la plus grande valeur que 0” peut avoir. 

En ps pour 'abréger, 
L +sS L—S SR TES 

1 Z — V: gp —%, OT ou TZ —Y; 

t 
0 

on a pe DR (G), 

. Z cos (n + x) cos (n — x) sin (y - y) sin (n — y). 

“En Li donc D comme une quantité donnée , et faisant 

\ EE 0, CY= Z 0, on aura 

0 cos (n—x) + cos(y+x) sin (4— x) =— sin 2x, 

0 =cos(n—+y)sin(y—7)—sin(y+7y)cos(y—7)=—sin2y : 

donc, afin que, pour une valeur quelconque _äe D, M devienne un 

maximum, il faut que æ et y, ou ce qui revient au même, que 

25 

: 
« 
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L et S soient nuls. En effet on a alors 

M — cos”  sin° , | 
ce qui est toujours plus grand que 

cos ( + x) cos (y — æ) sin (ny + y) sin (n — y) = 

(cos®n cos° x — sin?" sin° æ}(sin® y cos® y — cos°y sin° y) —= 

(cos®y — sin?x)(sin®y — sin” y) — 

cos®y sin°y — cos® y sin° y — sin° (sin — sin” y), 

parceque y > y en vertu de la condition (3). M aura donc sa - 

plus grande valeur , lorsque L et S sont nuls, ou du moins aussi 

petits que possible. (Comme on n'observe guère de hauteurs au - 

dessous de 5°, nous supposerons L—$—5°, donc x—5°, y—=0, 
et la plus grande valeur de M, 

M’ = sin?" cos(n+ 5°) cos (n — 5°) — 1 sin? (cos 2 y + cos { 0°) — 
(1— cosD) (ces 109 + cosD) _— ___ cos10° + cosD les -— cos cos 10°) —cos2D __ 

Œ. 

0,2462 4 0,0038 . cos D— 0,25 . cos D. 

L étant -=5° p — l peut monter à 52/, ce qui donne 
2(p —1)? LEE LATE 7/4 Par els D042--037 

On aura done le premier et le plus grand terme de d” dans 

l'équation (C), 
D 9” — $23/,069 + 07,356 cosD— 23/,425 cos D} Pi: 

En faisant, pour abréger 

23,069 —a, 0,356 —f; 23,425 —"%Y, f étant — y —2, 
on aura 

3” — _— acos D fBcos?D — Ycos° D LP 

: sin D 

ce qui donnera pour les maxima et minima de 9”, 

5 —0——asin D — 28 sin° D cos D + 3y sin D cos D 

— 8 cos D (4 + BcosD — ycos° D) 
= — a (1 + 2 cos D) — BcosD (2 + cos" D) + 3 cos D, 

ou en faisant cos D — x, 

0 = x en 7.3 +2z+sS 
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équation divisible par æ=—4{, à cause de f—7Y—x. Le quo- 

tient donnera l'équation 0—x— 7 TG) ou 0— x — 

66,8x — 64,8, dont les racines sont æ ou cos D = 67,756 ; et 

æZ— 0, 956. La première étant impossible, on aura les deux 
valeurs 

co D— 1, cos D——0, 956, D—0, D— 162° 56’, 

distances qui ne sont jamais observées. Mais comme d” devient 
infini, lorsque D 0, on voit que l'erreur peut être très- grande, si D 

est petit Supposant p. ex. D—20°, ce qui est à peu près la 

plus petite distance qu'on observe, on aura d/—64/”, ce qui sera 

encore augmenté par les deux autres termes de d”, multipliés par 

s® et par G@—71)s. Telle est l'erreur qu'on peut commettre, en 

négligeant les termes dépendans de M, ou les carrés des réfrac- 

tions et des parallaxes. C’est donc aussi l'erreur à laquelle sont 

sujettes les tables, dans la construction desquelles ces carrés sont 

négligés. M. AÆorner évite cette erreur, en introduisant l’angle 

L’ + 1p au lieu de L’. Par ce moyen il tient effectivement 
compte du carré de la parallaxe , d’ou il vient que sa méthode 

donne presque toujours un résultat très-exact. Pour le faire voir 

par un exemple, je choisirai celui donné par Delambre (I. c. 

pag. 629.), où les valeurs de D, L, S, sont encore loin de 

celles qui donnent le maximum de l'erreur, savoir D — 20°, 

L—S—5°. Les données sont 

M0 L- 18 Se 0ma08 1 3 p41 60 8 8 207, 
MODO T/ — 18" 66/0 PES PEUT, 
DEN 3% cp == PMe— 12° 23” 207. 

Calcul suivant la méthode de Borda, ou les formules (L) (M). 

\ 26* 
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1 cos a — 9,91988.09 1 cos D —9,12871.43 ù 
1 cos b — 9,99940.44 1 cos e —9,98976.74 

1 cos L/—9,97588.70 ND 
1 cos S’ — 9,99712.37 L D = 9,41848.17 

1 sec L— 0,02179.37 D’ re 
1 sec S — 0,00288.57 3 — 15°,11/.42/°,8. 

IN — 9,94707.54 D’— 30. 23. 25,6. 
IV N=—9,97353.77 Ÿ —+ 23. 25,6. 

1 cose = 9,98976.7% 

1 sin ® —9,98377.03 

Suivant notre méthode ou la formule (D). 

1(p—1)—3,51851.39  1(b— 1) —3,51851.39 
1 tang L —9,51177.60 ] sin S = 9,01923.16 
1 cot D — 0,23856.06 1sec L — 0,02179.37 

1 A —3,26585.05  lcosec D — 0,30103.00 
1B = 2,86057.22 

15—2,69897.00 ——— j;—2,60897.00 1 sin L — 9,48998.24 Ltang S — 9,02162.02 
- 1 sec S — 0,00238.57 1 cot D — 0,23856.06 

1 cosec D — 0,30103.00 
a —— Z 1,95915.08 1C = 2,19236.81 1É— 1,95915-0 
Rene 18 M — 9,60103.69 18M—9,60103. 

1 cos a — 9,94988.09 , (b—1)= 8,20407.03 lsins — TS84S4 44 1 cos b — 9,99910.44 | sec L — 0,02179.37 1 sec S — 0,00238.57 Isnc—9,55432.92 17 — 7.82690.09 Ba 
I sin d — 9,19433.24 a pe | 

_—_1M=8,6979%69 | 1 cosec S — 0,51001.76 1 cosecS — 0,98076.54 
12n—8,12793.09 —1,60576.90 &q — 9.927883: 1E — 1 95915.08 lAzn—1,60576.9 1 Kg —9,92788.32 

1 cosec S — 0,98076,54 
Isec D — 0,06246.94 

1 Kr =1,13031.65 

A 1857165  B—1725/391 An —410”,343 
C—= 7310; 720 EM NON Ke — 10,817 
2167, 885 816, 414 Kr = 13, 499 

— 816, 414 d'—=+ 54,689 

S'—=+ 1351/4471 —+22/34/ 471 
d”=+ 54, 689 
Ÿ — + 23/26", 16; 

ce qui est à une demi-seconde près la même valeur, que celle 
que nous avons trouvée par la méthode de Borda. L'erreur qu'on 
aurait commise, en négligeant les termes du second ordre, est 

04. 

La formule (H), sur laquelle M. Æorner a construit ses 

tables pour la correction, due aux réfractions, donne ce qui suit. 

Ë 
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1 cos L/— 9,97832.93 
1 cos S — 9,99772.37 

1 sec L0,02179.37 

1 sec S—0,00238.57 

1m — 0,00023.24 
m — 1—=0,00053.53 

Pour 
emploie la formule 

M)... 
/ 

Or 0” étant inconnu, l'équation (P) 

par des approximations. 

Dés TE = 3658/,05. Cela donne, 

L° +3p =), p° 

D 104 
sin D — 

1 p/—3,56325.00 
1 sin (L) = 9,49996 33 
1 cos DZ 9,93733.87 

1 I = 3,00055,20 
1 sin D'—9, 6995/.57 
[NE ,30100, 63 

1 1= 3,00055.20 
D’ 

1 sir 2” = 9,70182.02 

1 HZ 3,29873.18 

d=0 5:37 7,8 
OME=20-A7, 2 

DR 23.125: 0! 
23:26, 2, 

4,2; 

trouver la correction d”, 

I 
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cos T — 0,97814.76 
cos D — 0,86602.5/ 

0,11212.22 
9,04969.16 

1 (m— 1) =6,72859.72 
1 cosec D —0,30103.00 

1 cosec 1/2 5,31412.51 

1 I. partie — 1,39374.39 

due à la parallaxe, 

ul = 0106080 5° SM407, 8 UE 5/:207/= 320% 
[CS — 1) = 2,50515.00 

1sin T —=9,31787.89 

1 cosec D — 0,30103.00 

LIT partie — 2,12405.89 

IT — 133/,063 
= 00 : 

8 + 157,823 
D'= 30° 2/37/,8. 

M. Æorner 

___p'(sin Œ/+ 56) cosD' —sins) 

sin + (D’+ D”) 

p” étant la parallaxe horisontale de la lune , 

sin(L) cos D’ — TI, 
Il 

sin 1(D- —+- D’ Ip — 

1p/= 3,56325.00 
1 sin S’— 9,00909.96 

1 11=2,57234.06 
1 sin D —9,69954.57 

1 » — 2,87280.39 

Es Y 

Do Mo 

1 11 =2,57234.96 
ci 

Lsin—g —9,70182.02 
é v' = 2,87052.94 

correction entière. 
valeur exacte. 

erreur des tables. 

Si l’on eût employé L/ au lieu de (L), 

et D’ = D’ + 7. 

ne peut ètre résolue que 

Pour cet effet on a p — 58” , donc 

en faisant, pour abréger, 
4 > Vie I 

P'SMO M, RE 

y”, 

B'= 1999”,9 
PM AGPT 

S"'==+1253/,8 = —20/53/,8 
valeur incorrecte. 
D°= 300..237/438 
CE 20. 53, 8. 

s D” — 30. 23. 31, 6 

PH = 309.13. 4,7 

H° = 1989/,44 
W— 742,21 

S’— 1247, 23 
valeur corrigée, 

comme cela se fait dans 
plusieurs tables, l'erreur eùt été beaucoup plus considérable. On 

voit donc, que ce n’est qu'avec beaucoup de précaution, qu'on doit 
se servir des tables en général. 
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FV: 

D E 

L'ACCOURCISSEMENT DES DIAMÈTRES 

APPARENS 

DU SOLEIL ET DE LA LUNE, 

CAUSÉ PAR LA RÉFRACTION. 

Présenté à l'Académie le 11. Mai 1825. 

f. 1. Le demi- diamètre du soleil ou de la lune, qu'on 

prend dans les Ephémérides, et que je désignerai par R°, est 

celui qu'on verrait du centre de la terre. La parallaxe le fait 

paraître plus grand à un observateur, placé à la surface du globe, 

tandis que la réfraction le diminue. Le premier effet n’est sensi- 

ble que pour la lune, maïs le dernier est de mème grandeur pour 

les deux astres. Je nommerai R7 le demi- diamètre, altéré par 
la parallaxe, R et r les demi - diamètres, tels que les fait paraître 

la réfraction, R étant parallèle à l'horison, r étant incliné sous 

un angle quelconque. 

$. 2. Si l'on désigne par & la distance apparente de la 
lune au zénit, l’augmentation de son demi - diamètre sera (*) 

(D....R/—R/—3,66394R/$R/cos a + 0,9 16 R(3-+cos2a4)i —z. 

C'est sur cette formule , que j'ai calculé la Zable I qui, par 

conséquent, a deux argumens, æ& et R’. Comme elle est plus 

exacte que celles qu'on avait calculées jusqu'a présent pour cet effet, 

il ne m'a pas paru inutile de linsérer ici, quoiqu'elle soit étrangère 
à notre sujet. ; 

@) Voy. mon Traité d'Astrom Théor. Tome II, $. 216. 
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f. 3. Pour déterminer l'effet de la réfraction À, j'em- 

ployerai la formule, donnée par M. de Laplace (*), pour des hau- 

teurs plus grandes que dix degrés; et comme il serait inutile dans 

cette recherche, de tenir compte des corrections, dues au thermo- 

mètre et au baromètre, je supposerai la hauteur moyenne du baro- 

mètre de 28 pouces ou 0,76 mètres, et le thermomètre Réaumur 

v +8 degrés; ce qui revient à supposer, dans la formule de 

M. de Laplace, y — 0 et x — 10; d’où il viendra 

À —= ns ang & +- Lip tang à (3 + tang® a) 

— 0,000293876 x 0,00125264 tang a sec° x, 

ou bien 

(1)...AZtanga $0,000283006234—0,000000327975 tang’a?, 
et en secondes 

(2).... À —tanga(58”, 37423 — 07,06765 tang” a). 

f. 4. Considérons maintenant le diamètre, parallèle à lho- 

rison , dont les deux extrémités sont également élevées par la ré- 

fraction, ensorte que chacune demeure dans le mème cerclè vertical. 

En nommant donc «&’ la distance vraie au zénit, ou plutôt celle qui 
aurait lieu sans l'effet de la réfraction, et « la distance altérée 

paï elle, on aura 

R=R/ 7); 
sin & 

et à cause de = a +, 
Hs .: sul Aa 

É 7 cos À + cot a sin À 

Si l’on fait, pour abréger, ; | 

0, 000283006234 —a, 0, 000000327975 —=b, 

ou, en secondes 

58/,31423 — a”, 0, 06765 —6”, 
l'équation (1) deviendra À —atanga — b ee æ; et mème en 

(9) Mécanique Céleste, Tome IP, pag. 211. 
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faisant 4 — 80°, on aura, sans se tromper de la dix - millième 

partie d’une seconde, 
3 . 

cos À = { — * tang*a + ab tang4 a, sin — a tanga—b tango. 

En faisant donc, pour abréger, 
1414 Dherre 

æe — A) ya —B; 

l'équation précédente donnera 
SS R” LT -HyiRs 2 Ga 4 52 == RE PR arr ae he $1+Atg'a+(A—Bjtg'ai — 

R”/ (1 — 0,000282926164)(1 + 0,000000367917 tg°« 
— 0,00000000000 3 tg*ta) — 

R” (1 — 0,000282926 + 0,0000003678 tg*æ 
—- 0,000000000093 tglx). 

Le dernier terme ne monte pas à 0”,0001, lorsque R” et æ ont 
leurs plus grandes valeurs de 17” et de 80°. Il en est de mème 

du second terme, lorsque & est plus petit que 27°. On a donc 

l’accourcissement du demi - diamètre horisontal, causé par la 

réfraction, L 

(ID)....R/—R=R/(0,000282926—0,0000003678tg"«)=Y, 
et pour les hauteurs qui sont plus grandes que 45°, 

= R7. 0,000282926 ; 

ce qui fait environ une demie - seconde pour le diamètre entier. 

f. 5. Apres avoir trouvé le demi- diametre R qui est pa- 

rallèle à l’horison, il sera facile de déterminer le demi - diamètre 

incliné 7. Soit ADBE un cercle, décrit avec le rayon -CA = CB 

—CD2=CEZR, et AFNBRG le disque du soleil ou de la lune 

tel qu'il paraît par l'effet de la réfraction. En désignant par À’ 
À”, pm’, m”, les réfractions, dues aux hauteurs des points E, D, OQ, 

M, et faisant À —N” —e,p'—p/—o, on aura 

FG—DE—p—2R—9%, NR=—MQ— 6. 

Faisons pour abréger, = —0, :% po — <> € qu donnera 
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- CF —=R (1 — d), PN— PM (1 — 6). 

Mais on peut supposer sans aucune erreur sensible, que dans 
toute l'étendue du disque les variations des réfractions sont propor- 

tionelles à celles des hauteurs ; supposition qu’on fait effectivement, 
‘en interpolant les tables de réfraction. Cela donne 

eso—2R:MQ, donc :—=0 et PN = PM(C4 — 5). 

L'équation du cercle est 

PP=R— CR: 

. en faisant donc 

| 
. 
. 

à 

arr PN EST . 

on aura - 

F8 (3»....ÿ = (A —- d) (R° — x°). 

En désignant par y l'angle NCF que le rayon incliné CN ou r 
fait avec le vertical, on aura 

sil ÊE= PSN", Y — COS Y, 

ce qui étant substitué dans l'équation (3), donnera 

, Fr (608 ML CT -—— 0) ein n) = (1.— 9) R: 

ou bien 
put 2 (1 — 5)? R2 

TR fé Gros: 4 (2-— 5) cos? 

‘où l'on tirera, en een le cube de 6, 
va ÿ (2 — 2 Ô (2— à 2" LE 4 

—=R(+T ie cosy) TIR (1 — RE HER ME 
En Meg puisque je n'étendrai pas la table à des hauteurs au-des- 

ous de dix degrés, à aura sa plus grande valeur, lorsque 4 — 80°; 

t avec cette distance zénitale on trouvera dans les tables de 

fractions d — 0,009, done d— 0,000000729, ce qui étant 
ultiplié par 17/, le maximum de R, donnera 9? R — 0”, 0007. 
a derniére équation deviendra donc 

r HER SL Ô (1 —5 «4 +- 25) cos° n +- 30° cosi y}? = 

R (1 — Ô cos” y — 30° sin° y cos? y) ; 

Fr 

où l'on conclura 

26 
Suppl. aux Mémoires de ? Acad. 
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l'accourcissement du demi - diamètre incliné , cause par la 
réfraction R — r, ou 

Gl)....æ = RÔ cos° y (1 +3 0 sin° »). 

L'angle y est toujours connu. En effet, puisque c’est : 

principalement dans les observations des distances lunaires, qu’on 

a besoin de la correction x, et que les distances ne sont d'aucune 

utilité sans les hauteurs des deux astres, observées ou calculées; . 

on connaît dans le triangle, formé par les deux astres et le zénit, ! 

les trois côtés, ce qui donnera les angles aux astres, mm On pren- 

dra toujours l’angle y qui est moindre que 90°, parceque l’équa- 1 

tion (IT) ne contient que le carré de cos n; aussi la figure 8. 

montre, que l'angle NCG donne le même rayon CN que l'angle M 

NCF. 

f. 6. Il reste maintenant à déterminer = , 2R étant 

la variation de la hauteur, et g celle de la réfraction qui lui appar- 

tient. On pourrait prendre ce rapport dans les tables de réfrac- 

tions, pour chaque degré de hauteur ; mais cela serait peu exact. 

En général, il est aisé de voir, que le rapport Ô dépend princi-: 

palement de Ja hauteur, mais qu'il dépend aussi de la grandeur 

du rayon R, quand on demande une précision parfaite; ou ce qui 

revient au même, Ô n’est pas le simple rapport différentiel de la el 

réfraction À et de la distance zenitale &«, lequel est indépendant» 

de la grandeur de ces deux quantités, mais Ô est le rapport entre 
leurs différences finies AA, Aa, parcequ'il s'étend à tout les 

disque lunaire ou solaire, 5—£{*, On a donc par le théorème 

de Taylor : 

GE UErree oai * 2 

les termes suivans étant insensibles. ‘Cela posé, l'équation (1) ({. 42} 

À = tang a (a — btg” à), 

étant diflérentice, donnera 
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D (A + tgf a) (a — 36 tg° a), 
A — 2 sec° a tang à (a — 3b — 6b tang” a), 

d'où il vient 

d —= sec? à ja + (a — 30) Aatg a — 3btg a — 6b À a tg° a, 

À x étant —2R. Cela donne 

—a+2(a— 3b)R tanga + (a — 3b) tang” a 
+2(a—9D)RtgS a — 3btg a — 120 RtgS a; 

ou en faisant a — 3b —f, 2(a— 9b) — g, 3b—h, c’est-à-dire, 
f—= 0,0002820223, g — 0,0005601089, À — 0,000000984; 

(....0—a+2fRtga+fig"a+gRtgfa—htgla—JnRtgf a. 
Comme il suffit de connaître la correction æ à 0/,01 prés, et que 
æ est toujours moindre que RÔ —0.17/, on pourra négliger 
plusieurs termes de l'équation (4), à moins que & ne soit très- grand. 

Pour la mème raison on peut se dispenser de tenir compte de la 
grandeur particulière de R, dans les termes qui sont multipliés par 

R, lorsque & est petit. Dans un pareil cas, on prendra pour R 

une valeur moyenne — 0,0045 ; ce qui donnera 
2/R = 0,000002625 —A, g R — 0,000002607 — B, 

AhRR—0,00000001832 —C, 
On aura donc, depuis & — 1° jusqu'à & —= 40°, 

(5)...0—a+Atga +ftg a +Btgfa— htgla— Ctes , 
et depuis & — 40° jusqu'à & — 80°, 
(6)....d—a+Atga+/fte"a+gRtga—htgla— 4hRtg a. 

$. 7. Quand on n'exige pas une précision parfaite, on peut. 
prendre , dans les tables dé réfractions celles qui répondent à la 
distance zénitale donnée &, et à &« + 30/: leur différence divisée 
par 30”, sera à peu près — 9. Prenons pour exemple les distan- 
ces zénitales 80° et 80° 30”, pour lesquelles les tables donnent les 
réfractions À/=5/19/,8 et À/=5/35/,9; donc $= a Z=0,008944, 
L'équation (6) donne 3 —0,008683816 ou à — 0,008741322 
selon que R— 14° 307 on R — 17/; 

26'* 
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En calculant la Zable II sur la formule (ID), et la Zable II 

sur la formule (III), j'ai porté la précision jusqu'aux centièmes 

parties d’une seconde, parcequ’autrement l'interpolation de ces fps 

pourrait occasionner des erreurs de plus de 0,1. 
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TABLE) I. 

augmentation du demi - diamètre de la Lune 

causée par la Parallaxe. 

Demi - diamètre 

15/0 

147,618 
14,610 
14,583 
14,538 
14,476 

14,396 
14,299 
14,184 
14,052 
13,903 

15/30/ 

15,617 
15,608 
15,579 
15,532 
15,465 

de la Lune. 

16/0 

167,650 
16,640 
16,609 
16,558 
16,488 

16,397 
16,286 
16,155 
16,005 
15,835 
15,646 
15,438 
15,211 
14,966 
14,703 
14,422 
14,123 
13,807 
13,475 
13,127 

16.30/ 47/0” 

177,116 
17,105 
17,673 
17,619 
17,543 

17,447 
17,329 
17,190 
17,030 
16,849 

16,648 
16,427 
16,185 
15,925 
15,644 

45,345 | 
15,028 
14,691 
14,338 
13,967 

12,162 
11,988 
11,157 
10,271 

JE, 
8,360 
7,343 
6,292 
5,211 
2,987 

0/’,110 

13,579 
42,756 
11,871 
10,930 
9,937 
8,896 
1,814 
6,696 
5,518 
3,181 
0,153 
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TABLE IL 

Accourcissement du demi - diamètre horisontal 

du Soleil ou de (la, Lune 3 

causé par la réfraction. 
vitre CRU CS ie HS EN CR ZT 2 

Distance Demi - diamètre du Soleil ou de [a Lune 

mit 14307 | 15/0” | 15307 || 16/07 | 16307] 170. 
GEME ere" CEST Ne es ere £ = 

> 50° 07,246 | 0”,255 | 0,263 |10/,272 | 0”,280 | 07,289 
60 0,245 | 0,254 | 0,262 : |[0,271 ; | 0,279 , | 0,287 
10 ! À 0,244 | 0,252 | 0,260 , |! 0,269 ; ;| 0,277 0,286 
15 0,242 |0,250 | 0,258 |10,267 0,215 ; | 0,283 : 
80 7,236 | 0/’,244 | 07,252 | 0/,260 | 07,268 | 0”,277 

Hat “EE 
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TABLE III. 

Accourcissement du demi - diametre incliné 

du Soleil ou de la Lune, 

causé par la réfraction. 

Distance EL. M: , 
apparenté Inclinaison du diamètre au cercle vertical. 

au - 

zénit. 0° | 40° 20 :| 809 | 410 | 500, | 60° 70° |:80° | 90° 
0 (07,246 07,239 07,217 07,185 07,145107,102)0,062|0/7,029/0/,007 |0/,000 
z 40 02254 0,247| 0,225 0,191 0,149| 0:105| 0,064! 0:030| 0,008! 0,000 
S'M5 0,264 0,256 0,234 02198| 0:155| 0:109| 0,066| 0,031| 0,008] 0,000 
T' 20 0,280 0,271 0,247 02210| 02164| 0:116| 0,070| -0,033| 0,008| 0,000 
=" 25 0,301| 0,292| 0,266| 0,226| 0,177| 0,124) 0,082| 0,035] 0,009! 0,000 
5 30 0,330| 0,320 0,291| 02247| 0:193| 02136| 0,092| 0,039] 0,010! 0,000 
S 35 0,369| 0,358 0,326 0,277| 0,216| 0,152] 0,105] 0,043] 0,011| 0,000 
2 “10 0,422 0,409 0,372 02316 0,248| 0,174] 0,075| 0,049] 0,013] 0,000 
Il 45 0,495] 0,480! 0,437| 0,371| 0,291| 0,205] 0,124| 0,058] 0,015| 0,000: 

50 0,599| 0,581| 0,529 0,450 0,352| 0,248] 0,150| 0,070! 0,018| 0,000 
& 55 0,153| 0,730 02665 02565 0,442] 0,31£| 0,188| 0,088] 0,023] 0,000 
a 60 0,990 | 02960! 02874 0:742| 0,584| 0,409! 0,247! 0:116| 0,030] 0,000 
IX 65 |1,7383 1? 341 LA 22414 2037 0”812 0/,57210/,316 0,162 0/02 l0’2000 

x ©  (0”,25510”,24710/,225 0/,19110/,149:0"”,10510",064] 0,030 07,008 10//,00 0 
ls 19 0,263| 0,255| 0,232| 0,197| 0,154! 0,109] 0,066| 0,031] 0,008| 0,000 
E00.45 0,274| 0,265| 0,242] 0,205] 9,161] 0,113] 0,068| 0,032! 0,008| 0,000 
Tr 20 | 0,289] 0,281] 0,255 02217| 0,170] 0,120] 0,072| 0,034] 0,009| 0,000: 
= 95 0,311] 0,302] 0,275| 0,233| 0,183| 0,129] 0,078| 0,036] 0,009! 0,000 
3 30 0,341| 0,331| 02301| 02256| 0,200! 0214#| 0,085] 0,040! 0,010] 0,000 
». 35 0,381| 0,370) 0,337 02286 0,224 0,158 0,095! 0,045! 0,012! 0,000 
T3 40 | 0,436| 0,423] 0,385) 0,327| 0,256] 0,180] 0,109] 0,051 02013 02000 
F0 46 0,512| 0,497| 0,452| 0,384| 0,301! 0,212] 0,128! 0,060! 0,015| 0,000 
FT -50 | 02620! 02601! 0548! 0,465| 0,364] 02256| 02155] 0,072] 02019| 02000 
n°55 0,779| 0,755| 0,688| 0,584| 0,457 02322| 02195! 0:094 0023| 0,000 
= 60 1,024] 0,993 0904 0,768 0,601 0,423 02255 0,120 02031 0,000 
S 65 H”,430/4”387l4/,263 1207310",84010/,592l0/;358 9216710 2043 |0/ 2000 
7 0 (0 26807.288023210/ 1000" 1810/2100 [0,066 07,03 11072008 107.000 
2 10 o’2re 0,264| 0,240! 0,204| 0,159] 0,112] 0,068) 0,032| 0,008] 0,000 
2 15 0,283] 0,274| 0,250! 0,212| 0,166 0,117] 0,071) 0,033) 0,009|*0,000 
"20 0,299! 0,290 02264 0,224| 0,475 02124 4]. 0,075| 0,035] 0,009! 0,0007 

5 25 0,322] 0,312| 0,284 o 211 0,189| 0,133] 0,080! 0,038| 0,010| 0,000 
3 30 |0,:52| 0,342) 0,311| 0:264| 0,207| 0,146] 0,088! 02041| 0,011] 0:000 
2. 35 0,394! 0,382| 0,348 0,296 0,231 02163 0,099! 0 2046 0,012! 0,000 
5, : 40 245: _0,437| 0,398 _0,338| 0, 0,265 _0,186 _0,113 _02053 _0,014| 0,000 

FE 0,529! 0,513| 0,467| 0,397 “0,311| 0,219| 0,132| 0,062| 0,016 70,000 
IL 50 0,641 0,621| 0,566| 0,451 6316 0,265] 0,160! 0,075| 0,019! 0,000 
% 55 0,805| 0:780| 0:710| 0,603| 0,472| 0:332| 0201! 0 09 0,024| 0:000 
# 60 12058 1,026 02934 0,794| 0,621 0,437 0,264 0212 02032 02000 
=, 65° |1”,178/1-433l1” 230511” ;109,0”:868/0/261210/2369/0/;17 3 CAT 02000 
ee nn me nn ann don 05000 
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Suite de là TABLE II. 

.Iñélinaison dw diamètre au cercle vertical 

0° 109 | 209 | 802 |! 400 1! 500 Ÿ 600 | 7o° | 80° | aov 
272 107,263 |07,240|0/,201 |0/’,159/0”,112|07,068 |07,032 10,008 |0”,00 

0,272| 0,248| 0,210| 0,165] 0,116] 03070! 0,033| 0:008| 0,00 
0,283| 0,258] 0,219/ 0:171| 0424| ‘0:073| 0:031| 0,009! 02000 

_0,299 0,272 0,231! 0,181 0:128 0,077| 0,036| 0,009| 0,000 

0,322| 0,293] 0,249) 0,195| 0,137| 0,083] 0,039! 0,010! 8,00 
0,353| 0,321| 0,273| 0,213| 0150! 0,694|. 0,043 0,011| 0,00 
02395] 0,359| 0,305] 0,239 .0168| 0,102! 0,048 02012| 0,000 

02465| 0,451] 0,111 0:349| 0,273| 0192! 0:116 _0,054 #2011| ozo0t 
0,546| 0,580] 0,483] 0,410| 0,321) 0,226| 0,137| 0,064| 0,016! 0, 
0,661| 9,641| 0,584] 0,496! 0,388] 0,273| 0,165] 0,077| 0,020 
0,831| 0,805) 0,733] 0,623| 0,487| 0,343| 0,208| 0,097| 0,025| 0,000 
1:092| 4:059| 0,964] 0,849! 0,641] 02454! 0,272] 0,128 0,033| 0,000 
1, 52617: ,480147,34711/,145 0? ,896 6”? 631 0”: 381l0°,178 0/20 046 | 0° ,00 

0”,280[0/,272[0”,24710/,21010/,16:10”,11610/,070|0//,033[0/’,00810”,00 
0,289! 0,284! 0,255 17 0,072| 0,034 c 
0,301| 0,292! 0,266 ) 7 0,075| 0,035| 0,009! 0,00: 
0,318| 0,309) 0,281 0,0#| 0,037] 0,010| 0 200€ 
0,342| 0,332| 0,302 
0,315| 0,364| 0,331 
0,449! 0,407| 0,374 
0,480| 0,465| 0,424 
0,563| 0,546| 0,498 
0,682| 0,661| 0,692| 0, 0,400 
0,857| 0,831| 0,756 0,503 s 
1126| 1:092| 0,995 _. 0,661 0,465 4,034] 0,00 
12513 4/,526 12389l1"2180/0 292410265110"? 393/0/18410/2047 0//,000 
0”’,289/0’”,28010/,225|0/,21710”,169]0/",119,0/,072/0/,034 [0,009 
0,298| 0,289 02263 ; 0175| 02123] 02075) 0 :035| 0, 2009 
0,310| 0,301| 0,274 33| 02182! 0.128] 0:077| 0,036 02009 
0,328| 0,318| 0,288 46! 0,192! 0,135] 0,082] 0,038| 0,010 

30 

0,353| 0,342| 0,311| 0, 0,207| 0,146| 0,088] 0,044| 0,011 
0,386| 0,375] 0,341| 0, 0,227| 0,160) 0,097| 0,045| 0,012 
0,432| 0,419] 0,392] 0,324] 0,254] 0,179) 0,108] 0,050! 0,013 
0,494 _0,A80 -0:437 371] 0,290| 0,204 0 124 _0,058| 0,015 
0,581| 0,563| 0,513| 0,135| 0,341| 0,240] 0,145|.0,068| 0,018 
0:703| 02682 02621 o412| 0,290! 02176| 0:082| 0,021 
0:882| 0,856 0,779] 0,662! 0,518] 0:365| 0:221| 0,103| 0,027 
1160! 1:125| 1,025] 0:870| 0,681| 0,480 0:289| 0:136| 0:035 

1//,62111,43111//,431 1221610 .952l0/2674 0”°405 0”:19010/2 204910” ,00 

"DT 7. 
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Sn ee dite, CON TASER RE ILE (pag. 208.) 

Le demi -diamètre étant —= 16/30” Le demi - diamètre étant —= 17 Le demi - diamètre étant = 14° 30 Le demi- diamètre étant 15 0 Le demi- diamètre étant — 15/30“ Le demi - diamètre étant — 16/ 0” 

Distance apparente au zénit Distance apparente au zénit Distance apparente au Zenit Distance DÉEUS au zénit Distance apparente au zénit Distance apparente au zénit 

1_76? | 78° | 80° ON EE EC ON ET NE ON CON EE ET ER CN ER RO CE CORRE EE CRE EUEz 
17 27,612137304147,213|5",643|17,825 17,418 |27,041|2",181|87,111|n7,889|57,838|87,007|1",526|2”,1142”,827]37,531|4",536|67,033|87,370|1/,573|2",182|2",918,37,644|47,682|67,229|87,644|1/,621|27,250|37, 009137, 158|17,829|67,126|87 918 

1,368| 5,809! 8,058| 1,518] 2,104| 2,814| 3,513| 4,514] 6,004| 8,329| 1,566] 2,171| 2,904 1,660] 6,199] 8,601| 1,613 2,230 32740 4,806 6395 
2,173| 3,462| 4,448] 5,916| 8,208| 1,543] 2,140] 2,858 41 4,592! 6,109! 8476] 1,590! 2,206 3,686| 4,736 62301 

17,383 
1,376 / 42078 5,421| 7,511| 1,42: 2,633| 3,288] 4,223| 5,615] 7,187| 1,471] 2,037 2,123 
1,356 2 32129 4,018! 5,342] 7,108 2,595 10! 4,161| 5,533| 7,674| 1,449] 2,007| 2,684 4,304| 5,125] 7,941| 1,496] 2,073 

3,053| 3,921 5,214| 7,232 3 3 2,532 4,060! 5,401] 7,491| 1,414] 1,958 2,618 6 5,587| 7,752] 1,460] 2,023| 2,705] 3,378| 4,340] 5.775| 8,013| 1,505] 2,088| 2,792 4,451] 5,962! 8,275| 1,551| 2,152) 2 3,596| 4,621 62150 
2,948 3,188] 5,038] 6,987 2£ 29] 2,445 3| 3,923| 5,218| 7,238| 1,366| 1,891| 2,529 5,398] 7,489] 1,410] 1,954| 2,612] 3,262| 4,193] 5,579] 7,742] 1,454] 2,016| 2,696 4,329] 5,760) 7,995| 1,498] 2,079] 2 3,473 1465 5,942 
2,819] 3,621] 4,816| 6,681| 1,2 48| 2,338] 2,919] 3,750| 4,988| 6,921) 1,305| 1,807| 2,418 5,161| 7,161] 1,347] 1,867| 2,498] 3,120| 4,009] 5,333] 7,403] 1,389] 1,927| 2,578 5,507| 7,644| 1,431] 1,987| 2,658] 3,321 1,268 5,680 
2,665! 3,424| 4,554] 6,318 ] 2,210! 2,760] 3,545] 4,117| 6,545| 1,233] 1,709| 2,256] 2 :667| 4,880) 6,713] 1,273] 1,765| 2,361] 2,949) 3,790] 5,043| 7,001| 1,313] 1,822] 2,437 44] 3,912] 5,207] 7,230| 1,353| 1,878| 2 3,139! 4,035| 5,371 
2,490! 3,199] 4,256| 5,906 ,544| 2,065| 2,579) 3,313] 4,408] 6,118] 1,153] 1,597] 2,136] 2 27| 4,560| 6,331| 1,190] 1,650) 2,206| 2,756| 3,542! 4,713] 6,544] 1,227] 1,702) 2,277 ] 4,866! 6,758 1,264] 1,755] 2,348] 2,933! 3,771| 5,020 
2,298| 2,953] 3,9 5,453 à 1,905| 2,380| 3,058| 4,069| 5,648| 1,064| 1,473] 1,971] 2,46 ,210| 5,845] 4,098] 1,522] 2,036| 2,543| 3,268] 4,351| 6,042] 1,132] 1,571] 2,101 7 42492 6,239| 1,167| 1,620| 2 17] 3,480] 4,634 
2,092 8 4,967 1| 1,135] 2 2,184| 3,705| 5,145| 0,968] 1,341] 1,194] 2,241] 2 3,833| 5,324] 1,000! 1,385) 1,853] 2,315| 2,976| 3,962| 5,503| 1,031| 1,430| 1,913 4,090! 5,683| 1,062] 1,474 ; 3,169! 4,219 
1,877 l 209! 4,457 3| 1,556| 1,943] 2,497| 3,324] 4,617| 0,868] 1,203| 1,609 3,439] 4,771| 0,896| 41,242] 1,662] 2,077! 2,669] 3,554 12938 0,924] 1,282 1,716 À/ J 3,670 5,100! 0,952] 1,322 2,842| 3,785 

1,655 27 2| 3,934] 0, à 1,372] 4,714] 2,203| 2,933] 4,075| 0,166| 1,061] 1,419 2,219] 3,034 0,190! 1,096| 1,466] 1,832| 2,355] 3,136] 4,358| 0,815] 1,131| 1,513 4,501| 0,840| 1,166 5 2,507| 3,340 
1,433] 1, 2; 3,407 ] 1,188 34| 1,907| 2,540! 3,529] 0,663] 0,918] 1,228 2,628 0,684! 0,048| 4,269] 1,586 2,039 2,716| 3,175] 0,105| 0,979 1,310 5 Ë 4| 3,898] 0,727| 1,009 2,171| 2,892 
1,213 2 2,886 1,006| 4 1,615] 2,152] 2,990] 0,561| 0,777| 1,040 2,226 0,579] 0,503| 1,075] 1,343] 1,727| 2,301| 3,198] 0,597] 0,829| 1,109 183| 2 3,303] 0,615] 0,854| 1,144] 1,429] 1,839] 2,450 
1,002| 1,28 714] 2,383 5 520| 0,830 1,333| 1,776| 2,469| 0,463| 0,641| 0,858 1,837| 2 0,478| 0,663| 0,887| 1,108| 1 712 5| 1,899] 2,641] 0,493] 0,684] 0,915 ï 2,127| 0,508| 0,705 A 1, 1,517| 2,022 
0,801 :372| 1,907| 0, 0,664 ] 1,066! 1,421] 1,976| 0,369] 0,513| 0,686 1,470| 2,0 0,381| 0,530| 0,709! 0,886 1,140 1,519| 2,113] 0,393] 0,547| 0,732 ; x 2,182| 0,405| 0,564 :943| 1,214] 1,618 
0,616| 0,792 1,467 h 0,510 0,820| 1,092! 1,520] 0,284| 0,394| 0,528 1,130| 1, 0,293! 0,407| 0,545] 0,681| 0,877| 1,168| 1,625] 0,: 0,420| 0,563| 0, 9 206! 1,679] 0,312] 0,434 E 25| 0,934] 1,244 
0,450 0,579 1,072 0,373 ? 0,599! 0,798] 1,110| 0,207| 0,287| 0,386 0,826 0,214| 0,297| 0,398] 0,498| 0,640! 0,854| 1,188] 0, 0,306| 0,411 1 12207 0,227| 0,316] 0,424] 0,530] 0,682] 0,909 
0,307| 0,394 25| 0,730| 0, 9] 0,253} 0;: 0,408| 0,543| 0,756| 0,141] 0,195| 0,261 ] 0,562 2| 0,146| 0,202| 0,270! 0,339| 0,436] 0,581| 0,809] 0, 0,208| 0,279 0,600| 0,835| 0,155] 0,215 dl 0,464| 0,619 
0,187| 0,241 0,447 0,155 4| 0,250! 0,333| 0,463| 0,087] 0,120| 0,160! 0,2 0,344 9] 0,089| 0,124| 0,166] 0,207| 0,267] 0,356| 0,496| 0,092! 0,128| 0,171 216| 0,368| 0,512] 0,095] 0,132 5] 0,: 0,284] 0,379 

0 

0 
0 
( 
0 

07 

O99090C0Coe 
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x PRE 
0,096! 0,124 54| 0,228 0,080 0,128 10] 0,236| 0,045] 0,062] 0,083 { 0,176| 0, 0,046! 0,064| 0,085] 0,106| 0,137| 0,152] 0,252] 0,047] 0,066| 0,088 0,188] 0,261| 0,049) 0,068 c 0,145] 0,194 
0,062| 0,079| 0, 0,146 28| 0, 0,051| 0,064] 0,082 9|"0,152| 0,029] 0,040! 0,053 0,113 0:029/ 0:041| 0,055] 0,068| 0,088] 0,117| 0,162 0,042] 0,057 ,091|70,121| 0,167| 0,031| 0,044 8] 0,073| 0,094| 0,124 
0,035| 0,045] 0,060| 0,083 ï 0,029| 0, 0,046 2| 0,086 02016 0,022| 0,030 0,064| 0, 0,017| 0,023| 0,031] 0,039 0,050 0,066| 0,091| 0, 0,024| 0,032| 0,0 Ë 0,068 0,094 0,018| 0,025 0,041! 0,053] 0,070 

Ki 
7 

0,016| 0,020] 0,027| 0,037 ; 0,013 0, 0,021 02038 0,007 0,010| 0,013] 0, 0,028| 0.039| 0,007! 0,010 0,014 0,017| 0,022! 0,029] 0,041] 0,008] 0,011| 0,014 0,030| 0,042! 0,008| 0,011| 0, 0,018| 0,024| 0,031 
0,010| 0; 002| 0,002] 0,003 a 0,007 El 0,002| 0.003| 0,003] 0 004! 0, 006 0,007! 0,010| 0,002| 0,003! 0,004 + H 0.008 û “ot 0,002! 0,003| 0, 0,005! Q .006 0,008 
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COMMENT ATIONES 

Ceke Ne PEU IS. 

I. 

| DEMONSTRATIO 

“THEOREMATUM QUORUNDAM POLYGONOMETRICORUM. 

, Conventui exhibita die 28. Nov. 1810. 

f 
$. 1. Ex eo tempore quo Calculus Sinuum, a summo Eu- 

lero primum in Analysin translatus, magis excoli coepit, plurimas 

sane proprietates Polygonorum multo concinnius et facilius generali- 
ter investigare et demonstrare licuit, quam ullo alio modo ante, pro 

numero laterum indefinito , fieri potuerat. Hujus asserti exempla 
quisque in promptu habebit; nemini enim, ut unicum adferam, non 

tatim in mentem veniet Theorema illud famosum, a Cotesio () 

olim sine demonstratione propositum, postea vero, primum a Moi- 

Yréo (“), dein a Johanne Bernoulli (5), ab utroque generaliter, et 

* (4) Opuscula Rogeri Cotesii. 

(=) Mém. de l'Acad. Royale des Sciences. 

(°) J: Bernoulli Opera omnia. Tom. IV, pag. 67. 

7. o 

uppi. aux Mémoires de l Acad, 21 



210 . 

G. W. Kraft ({), pro Tetragono, pro Hexagono ét pro Octogono 

demonstratum, cujus Theorematis veritas nunc ope resolutionis formu- ! 

lae: a —z" in factores trinomiales formae: &a— 2az. cos: Hbc | 

fere sine calculo, in genere, unoque quasi calami tractu, demon- 

stratur. , LE | 

Ÿ. 2. Ex novissimis poiro Geometrarum inventis, circa sum- 

mationem progressionum sinuum, cosinuum, arcuum in ratione arith- | 

metica crescentium, nec non circa producta hujus modi sinuum vel 

cosinuum factis, plures proprietates Polygonorum regularium inveniri 4 

et demonstrari possunt, alias haud facilis indaginis, id quod pluri- 

mis exemplis confirmari posset, abunde autem patebit ex- demon- R 

stratione sequentium trium theorematum: | | 

I. In omni Polygono regulari 7 laterum productum ex omnibus 

diagonalibus ex angulo quolibet ductis et binis lateribus con | 

tiguis aequale est potestati (2 — 1)%% radi circuli circum- | 

seripti tot sumptae quot sunt Jatera. 3 

II. In omni Polygono regulari summa quadratorum omnium late- 

rum et diagonalium aequalis est quadrato radii cireuli circum- 

seripti multiplicato per quadratum numerï laterum. 

IIT. In omni Polygono regulari, si ex circuli circumscripti pun- 

cto quocunque ad angulos singulos rectae educantur, summa ! 

quadratorum harum rectarum aequalis est quadrato radüi circuli M 

circumscripti ducto in numerum laterum bis sumptum. 

$ 3.  Primum horum Theorematum illud ipsum. est, cujus M 
beneficio J. Bernoulli, loco citato, Theorema minus elegans Cotesia- 

num demonstravit. Secundum Theorema Clarissimus L’Huilier ex. 

natura centri gravitatis deduxit in Dissertatione : 7heorème sur les 

centres de gravité, Tomo IV Novorum, Actorum inserta pag. 50. 

() Nov. Comment, Acad, Scient, Imp, Petrop. Tom. I. pag. 134. 
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. In tertium denique, eum hanc meémoratam dissertationem denuo nu- 

_ per perlegerem, ipse incidi. Haec igitur Theoremata, methodo 
 mihi familiari, ope Analyseos trigonometricae demonstrare in animum 

_ induxi. Ne autem lectores, in hoc calculi genere minus exercitatos, 

ad alios Auctores et libros ablegare simus coacti , propositiones 

praecipuas, quibus hic indigemus, in sequentibus Lemmatibus com- 
prehendemus. 

Lemma 1. 

{. 4. Denolante n numerum et O angulum quemcunque , sem- 

per eril: 

sin. aŸ = 2% —1 sin. @. sin. (2 — D). sin. (+ D) x 

sin. (= — D) : sin. (TE + D) . sin.  — D). etc. 
existente numero horum factorum = n. 

_ Demonstratio. 

Ex elementis constat, posito 

| cos. D+ y — 1.sin D—=p 
h cos. D — V —1. sin. Da, 

esse pt — qM— 2) — 1.sin.n. Statuatur formulae p" — g" fac- 
 tor duplex “ŒU des R COS.w +qq=0, eritque p— q.Cc0s.4 +q. y—1. sin, 

hhincque p" — q" (cos.nù + y — 1.sin. nu), ita ut sit 
Pi = g" (cos.nw + y — À . Sn: —, 1): 

Cum cie posuerimus pp —"2pq.cos. & + qq = O0, indeque fiat 
p' — q" — 0, necessario esse debèt cos. n& + y — 1 . sin. now —1, 
id quod evenit casibus nw — 0,27, 47, 67,...2im, ita ut factor 

duplex in genere fit pp — 2pq.cos. au + qq. At vero est 

PP + gg = 2 . cos. 20 et PI==A; 

ideoque 
2 in 2iT 

7 cos. Pris pol 2608 20 = 2 cos. — 

= 2 sn, CE): 2 sim. ( +). 

LE Pol 

» 
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Qüod si igitur loco à successive scribantur numeri 0, 1, 2, 3, etc. 

et loco primi factoris duplicis pp — 2pq + qq tantum ejus radix 

p—q—2y —1:sin. ®, habebimus 

pl qu = 2) — 4. sin. n — 2y — 1 . sin. D x 2 sin. (7 — x 
F 2 sin. (© + D) x 2 sin. (+ — D) x 2. sin. (T + D) 

x 2. sin. (T — ®) x 2 sin. (7 + À) 

x etc. 

quorum factorum numerus cum debeat esse 7, erit 

sin. 7@ = 2%— 1 sin. Q). sin. (éj — D) sin. + D). sin. (F — D) 

x sin. (7 + D) etc. 

L'EM AD. 

f. 5. Denotante ® angulum et n numerum quemcunque, sem- 

per erit: 

sin. @° pere Rare ee +... sim nr =; + 
sin. Dai L 

4 sin. ® Pl 

Demonstratio. 

Cum posito p — cos. D + y — 1 . sin. D 
g— cos. P — y — 1. sin, O Sit 

LIRE, TL 

sin nD=t TT et cos.n® a HE 
A UP QT 

erit sin. nQ) = pu dr) 

sive, ob pq — 1, erit 

sin. n°3 — 1 Gp + 27). 

Hinc igitur si successive loco n scribatur 1, 2, 3, 4, etc. et 
Series illa in Lemmate “aposie. littera s designetur, erit 

2 

S=Z— 4 ol PE MIE ee. ü LR A pes AN MON à 
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| sive 
qu+ fee? 4° on +2 — pa 

LE mn MC € n 

PER ol LES: 

Hoc postremum vinculum ad sequentem fractionem reéduci se patitur : 

. Te dont ans 2er cet Een 

s AP d'A 

ne restituto angulo @ prodit 
cos. 2n® — 1 cos. 20 — cos. (2n + 2) To Li LEP" 

# M à 4 C 1 — cos. 29 

sive HE 
d Ein r ; sin. 2n0 sin. 29 Me À [cos.2nŸ — 1 + PE de.10 

sive 
Sin. 22® . cos. 297 

hits 
SZ +1—: cos. 2h + 

sive denique 

ee 1 sin, (2n + 1) ® = Hi 
2 4 4 sin.® 

L'em m «4. "3. 

{. 6. Denotante n numerum et ® angulum quemcunque, seém- 

per erit: 

sin. 2° + sin. G D + TŸ + sin. (4 D + A] 

RS. + GO + 07; 

: 

Demonstratio. 

Cum sit 

0 : CRT ER LS) sin, 4 Q° — 222 

1 — cos. (D + T) 

Z 

2°) sin. D + Ty — 
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6 47 
3°.) sin. (1 D + 23 = LT cos. (Er, ) 

IL.) sim (; ® == be oi RE. HUE 
ua 

exit summa nostrae seriei, quai littera. s indicemus : É 

S—=+—3/[cos. D + cos.(D + FE) + cos.(D + 7)... 

cos. (D + Am tr 

Statuatur 

T — cos. D + cos.(D + 7) + cos. (D + if)... cos. (D+ 

ducaturque haec series in 2 sin. . atque ob 

2 sin. a. cos. b — sin. (a +- b) + sin.(a — b) , erit 

2T. sin. = sin. (© — D) + sin. (D + +) + sin. (D + î2) 

. + sin.(O + CETTE sin. (D+ +) sit (O2 _ 

ita ut deletis membris sese destruendis sit 

2T. sin. = — sin, (7 — @) Le sin, (® +- É e 

ste Dr) 

Est vero sin. (® + Lies — — sin. (7 — ), ideoque <_à 

2T. sin. À — sin. (E — D) — sin (T—)—o, 

ét Ti DLL Natatisse = —IT—=", hoc est : 

in. à D sin. (4 D + 2) sine (D EN 
Sin: (D je Le Due = L 

{. 7. His tribus Lemmatibus praemissis, ex quibus plures. 

aliae summationes memorabiles deduci possenñt, quibus autem non 

immoramur, aggrediemur demonstrationem illorum Theorematum poly- 
di 
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+ gonometricorum, quorum supra jam mentionem fecimus quacque jam 

in paragrapho secundo enunciata reperiuntur. 

Mois 
) Theorema I 

{. 8. In omni Polygono regulari, si ex uno quolibet angulo- 

| rum  A.ad reliquos B, €, D,.... N diagonales agantur, 

Jactum ex omnibus diagonalibus et binis lateribus conti- 

guis angulum À comprehendentibus aequatur potestati ra- 

dii circuli circumscripli uno gradu minori, quam Poly- 

‘ gonum habet latera, ductae in numerum laterum, hoc est: 

AOOTACT ADF re SRPET AN nr AO A, 

r 
Demonstratio. 

Ex elementis notum est esse 

AB 2 AO sin. =. 

AC — 240. sin, © 

: AD = 2 AO. sin. © 
pr * - . . 

AN — 2 AO. sin. diet, 
consequenter erit Ê 

ABS EAC ADN, ANE=a 4 AOL x. Pi) dèno- 
te Mes Mar 2m :. (n—1)x : : SIN. .Sin ..,.Ssin. ——. Hic autem duo casus dis- 

imguendi occurunt, prouti füerit numerus laterum n vel par vel 
mpar. . 

To Casus ubi n par. 
» 

ibuatur productum P in hos factores. 
. 4 x +. 2m SCA Ar sin, VEUT nu i En Œ me SI sin. — HSM Gn— 1) +: sinin. = —p 

2 s (n— 1 TA SA ’ ms sin. re . Sin. nr sin, 27 
’ 12 

Sin. Gn+1) TZ 
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: n'==A)T O0 Use T 
atque ob sin. Le QE 

Sn PERTE sin. 7 
n 

+1 
sin. Gr Fe ci, Gn — 1) TL; 

erit p—=g sinins —q, ideoque P—pp, hoc est: 
2r? . 372 : 2 

P — sin. © . sin. sin. ..,. sin. G7n — AT 

Quod si autem in Lemmate primo angulus © statuatur infinite par- 

vus, ita ut sin. nO—n et sin. D — Ÿ erit 

nP = 2"— 1 @. sin. Te. sin. ©... sin. Gin — DE 

unde fit P = = , consequenter 

AP AGHAAD UNE SANS AO Z, 

Casus ubi n impar. 

Distribuatur hic productum P in sequentes factores : 

sin. + . sin. 2 . sin. si AA eu += r, 

sin.(n—1) + à sin. (n—2) T = 'Ssin. GS 2 Qu Le sin. = Z — 5, 

atque manifestum est fore s —r, hoc est: À 

P — sin. ©. sin. 2. sin. TNT SR ose 

Hinc igitur, cum ex Lemmaté fiat nO — 2—1#@.P, erit” 

PE = , ut supra consequenter ; 40 

AB, AC. ADS. ANA AO, E 

Theorema Il. 

. 0. /n omni Polygono regulari summa quadratorum om-" 

nium laterum et diagonalium acquatur quadrato radii\ 

circuli circumseripti toties sumto quoties unitas in qua- 

drato numeri laterum continetur.  Hoc est: | 
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AB* + AC° + AD + AE° + . . . AN° 
+ BC° + BD° + BE° + . . . BN° 

| DE CTP. . CN 
+ DE°+ . .. DN°}) — n°AO", 

A SA MEN 

—+- MN° 

Demonstratio. 

Notetur statim esse pro numero laterum 72 

DAB—24O.sn. = |BC=2AO.n.T | CD=240.sin. © 
AC = 24O.sin. 7 | BD = 2AO sin. * | CE = 2AO.sin. 2" 
AD=2AO.sin. 7 |BE = 2AO.sin. 7 CF = 2AO. sin. 

D AN=210.sin. 97) BN = 240. sin. (=), CN< 240 .sin. FI 

t ita porro. Consequenter habebimus 

MAP AC AD +... AN" 4 10° x A ;: 
BCE BD CEE ..,.BN = 440" xB: 
CO CE HCFR LE... CNE LAORX CS 

etc. etc. 

(n—1)T2 

Li 

es TA s: VIT: UOTE +  (n—2)7? 
Men sr NT LL Sin. — 

(n— 3)? EE 

.… n° s :' 27? é. 372 . 
A = sin, + — sin, = + sin, = + . . . sin. 

VAN T . 2m? + 372 : 
C = sin. — + sin. —- + sin. —— + $) vaio SIT 

. etc. 

Od si igitur ad has series summandas in subsidium vocemus 

mma 2 ((. 5.) erit 

28 Suppl. aux Mémoires de l Acad. 
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% sm. — ne 

AUNERNES Ré à DUR ? 
s 4 sin. — 

:_ 37 
> sin A re 

Ro T° 
4 Sin. — 

sin, © 
SE ES UN n ù, E] Ce Ras 

À sin. on 

quorum valorum numerus cum sit 7 — 1, eorum summa erit 
n(n—1 n—1 ED JUL 2H3+4+...Gœ—1N+ 

1 
JEU = (3m Tr ._ (2r-3)T 

RS — —— — des SE Re In 2 éin NOR cie S ee 
n 

Est. vero sin. ae sin. a ergo 
TT +: 37 : LEE ST { Sin. — + sin. = + sin. = +. =  sin.— | 

unde igitur colligitur fore 

AB CE RE 
consequenter 

AB° +- AC? + AD? + AE? . . . A Hal 
+ BC BD BE VD... 

SCD LCR UT av | 
+ DE°+ . .. DN° (5 = nn AO°, 

Tee 

Theorema ÏIll. 

f. 10. Zn omni Polygono regulari, si-ex circuli circumseripti 

punclo quolibet F ad angulos 4, B,C,.... N rectae edu- 
cantur, summa quadratorum harum pre um aequatur 
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guadralo radii circuli circumscripti per numerum late- 
rum bis sumtum multiplicato ; hoc est : 

YA° = YB° + YC? + LR MATE + YN° = 2 n AO°, 

Demonstratio, 

| Sit numerus laterum indefinite = #7, ponaturque angulus 
AOY = @), eritque 

| YA — 240 . sin. 30 

YB — 240 . sin. (3947), 

YC — 240. sin. GhHE, 

XN=—=,240.,. sn GD-LEOr, 

consequenter summa quadratorum 

FA AO sin. 3 + sin. (1 + TŸ +... sin. GD+ C—07),. 

Est vero vi Lemmatis tertii 

sin. 4 D° + sin. (4 D + T)° +...sin. (4 P +R = 

unde sequitur fore 

YA? VB? YC® L..., YN?—2nAO°. 

Dee 7 TELE 
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DE 

FUNCTIONUM HYPERBOLICARUM 

ORIGINE, 
PROPRIETATIBUS, 

RELATIONE & USU. | 

Conventui exhibita die 16. Mz2j. 1810. 
| 

| 
L 

$. 4. Functiones hyperbolicae, de quarum relatione, propri- 1 

etatibus et usu in Analysi hic nonnulla in medium proferre, animus 

est, sunt lineae illae quas Cel. Lambert primus sub nomine Sinus 

et Cosinus hyperbolici in Analysin introduxit. 

Sit scilicet AM arcus Hyperbolae aequilaterae, cujus vertex in 

A, centrum in C, ideoque axis CB et CD Asymptota. Ex puncto 

quocunque Q hujus Hyperbolae, demisso in axem perpendiculo QP, 

vocavit Lambert hanc lineam Sinum hyperbolicum, et lineam CP 

cosinum hyperbolicum, respectu Sectoris hyperbolici CAQC. Harum 
linearum functiones quomodo tam a se invicem, quam a functioni-M 

bus circularibus pendeant, operae pretium videtur accuratius, quam 4 

hucusque factum est, examinasse. 

{. 2. Quod si igitur ex puncto Q in tangentem communemM 

AE Hyperbolae et cireuli, centro C radio CA descripti, demittaturM 

perpendiculum QR, tum vero ex centro C ad puncta Q et R du-M 

cantur rectae CQ et CR, quarum illa tangentem AE in T, haec 

vero quadrantem AB in $ intersecat, demisso ex S in CB perpendi- 

culo SV, manifestum est fore CR — CP ct SV — TA. Posito enim 
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CA— 1, AP—x, erit PQ — y 2x +rx — AR et CR — 
: JCA*+ AR —1+zx—CP. Tum vero ob triangula CPQ et 

CAT, nec non CAR et CVS erit : 

CRÉEA= PO: AT: 

CR : CS — AR: SV, 
Méoque -OBNOM=— CR ; CA=CSr: PO'SAR&: 'erit LATE SV 

Hinc igitur sequitur fore tag, ACT — sin. ACR, tum vero 
PQ — tag. ACR, 
OP; secACR 

3. Quaeramus nunc superficiem Sectoris hyperbolici 

CAQC per arcum circularem AS, sive per angulnm ACR expres- 

sum. Vocetur hic angulus ACR— / et cum sit AR — PQ —tag. à 
3 LA ssinsé 

et CP— CR-—sec. £ erit area trianguli CPO— re; a qua 

si auferatur area segmenti hyperbolici APQ, remanet area sectoris 

CAQC. Posito autem ÀÂP — x, PQ —#y, area segmenti est 

» APQ — /f.y0x ; unde cum sit æ — sec. DER Arret Pr tag: à, 
| -erit fydx Fire es ne 1 148 (45° —+- ! ë) , unde fit 

- area sectoris quaesita: CAQC — LA tag. (45 +10). 

$. 4. Ponamus Z.tg. (45° +1 Ed ita area sectoris sit 
CAQC —1w, eritque tag. (45° +12) —e, hoc r° 

1 + tag: NB 

ET STE 
unde porro PERHEEE 

e” , 

te 
tag. 3 de —— D AS 

sicque habebimus 
tg. 3 RS -htg: He e20 — 4 

[ea ——— tag. "Afers RE EN , 

—e— 
2 

ee ® ES 

ÿ 

uw 

— , hincque sive tag. & — 

CTP Are 
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Cum igitur supra {. 2. invenerimus 

PQ — tag. Ÿ et CP —sec. à, 

evidens est fore 
POr= rene 

Chine 
2 

Quod si igitur cum Lamberto vocemus 

PQ Sinum hyperb. CAQC, 

CP Cosinum hyperb. CAQC, 

AT Tangentem hyp. CAQC, 

erit 
eù — Ce [A] 

sin. hyp. w — 
en +e—® 

Cos. hyp. &w — 
— eD—ew 

tag. RYp. Oo 

ObLATE= re —— a . 

$ 5. Nunc autem commoditatis gratia sinum, cosinum, et 

tangentem Sectoris hyperbolici respective litteris germanicis majusculis 

S, €, T, designabo, ita ut sit 
EAN 7 eU — e—w 

PO GivE= nn 

GPECous ee 
pense _ et —e—% __G vw 

AT=T = GE S— qe 
denotante w duplum areae sectoris hyperbolici CAQ:. 

£. 6. Hinc jam statim fluunt sequentes relationes : 

SN COST ES ECS VTT mt TA 
PUE 0 = Oin = Ee-0! 
3°, 264 a. NÉ OM 

hincque porro fit 

4, (Œ.u) — (S.u) —1, 

5%: Œ.u) + S.uw) =E.2v, 
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2S-aÿ = €. 26 —"1, 

7°, 2€: uw) —= € . 20 +, 
ex binis pis. Es sequitur fore 

E. en? G: wo) ; 

eee de. wo) — 1, 
NE C.2w—1, 

SG to 

ECER E.2w—+1 
CG Herr 

Denique quoque patet fore 

Goes Ou 
EC—w) = + € .0. 

f. 7. Quod si w fuerit valde parvum erit per series 
Pt 2e w3 w5 
(Ca Er ru Er er etc 

2 “ 
Cu + À + Het. 

2 

Quoniam autem valor w usque ad / —655° semper minor est uni- 

tate sufficiet sex priores harum serierum terminos sumere , si ©.uw 
et C.uw usque ad septem figuras decimales determinare velimus 

ex dato w. 

{. 8.  Praeterea notari meretur 

circulares 
ed —e—0, sin (wy —1) 

2 mt ET 

eù He —w HT — cos. (Wy/ — 1) 
consequenter 

; _— sin. (wy —1) 

S'u— v —1 
E.w— cos. (w y — 1). Ê 

(CA w— y 1 + xx, ideoque 

| VD. Po. .'u Eng Vérit ex (. 

sinus et cosinus 

6t° relatione Ata 
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dx +yi zx 

ex relatione 17%, hincque fit 

w = log. (x + y 1 +zxx) 

unde differentiando colligitur 

— 2% ES nl 
WE the 

Facile quoque intelligitur fore ex 1 et 2 

= log. (© . w + € . w) 

— à —= log. (€ .w — CS. uw) 

. 40. Quod si expressionum (. 5. differentialia sumantur 

prodibit 
w — 

DS u = 040 (EEE NE 9 w1. € ‘ut, 

D.E.u—d.u( "du. Su, 
hincque vicissim erit 

fduE.w—=G.w, 

SduS.u—E.wu. 

Eodem modo , cum fit 
el 7 #10 - 

(CARE fe 

-__ e1w e — 1wù 

€ .n1w = ET : 

erit generalius 

0.S.nv—ndw.€.nu, 
d.C.nw —ndw.S.nw, 

et vicissim 

Sd E.nw —iS.nv, 

SdHS.nu=iE.n, 

tum vero quoque erit 
F G .nw [L(E .nw)? —(6 . nw)2)] 

€ .nw 7. (Ç.nw)? = ndw 

hoc est 



d & nou 

+ AC nw)2 É 

codemque modoe rperitur 
7, Rond [(S.nw\?— (€. nw)2] 
LE NO ——7— 
G.nw (S .nw)? 

sive 
à C.nw __ —ndw 

* G.nu — (G.nw) ? 

unde vicissim conc! luditur fore 
dw ___1 G.nw 

Jr n ‘ C.nw 

dw 14/7 Ctro 

LE : 6 50 

. 11. Ex formulis {. 5%. porro facile derivantur sequentes: 

Sig ei: = RTE 
PES deb 

S.b———, Ep — 
unde deducuntur sequentes: 

_ — —a—b Mer dNEire et + b__,b a+ ed b__,—a 

a+ b b—a__,a—b__,—a—0b 
G] €. a x ©. D RARES EE | Late = 6 

ARONG E R  ner Pre te, 

2.E-ax% es ptites = — Éneuts es 

sive réstitutis loco potestatibus ipsius e Sinibus et Cosinibus hyper- 

bolicis : 

2. ET .E.b—G.(a+b) + (a— pb) 
2.C a. 6 EDS (a—b) 
IC .. a: Ce b—=E.(a+b)+E.(a—b) 

2 G.a.S.b—=E.(a+b)—E.(a—pb). 

$. 42. Hinc porro deducuntur sequentes expressiones : 

S.a+b)—G.a.t.b+E.a.S.b, 
CAGE NES CNT MOUTON AC ARTE 

Suppl. aux Mémoires de ? Acad. 29 
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E.(a—bh—=€t.a.Et.b—©.a.S.b. 

{. 13. Eaedem expressiones (. 41. inventac praebent has : 

| Sa+G.ri—=2S.".€e.- 
b — b S.a—G.b—2€.—".S.—; 

Cat E.s—2 €. Er. 

Caet—=L2e BR? SG. ?. 

G.a+©.b & Eee 

E.a+E.b7 LR 

G.a+G.b — (2 1 
Ga Can die" 
G a—G.b __& Care 

Cract Coran 
G.a—G.b __ a+b 
Ca —€ 5 — Cot Dar 
G.a+G.b__C.a—C.b 

Tac. —G.a—G.6? 

Pire veus, 
&.a—€E.b — G.a—G.b 

. 14. Ex formulis autem (. 12. inventis colligitur fore 
T.a+T.b 

& . (a DEEE AR NL 

T . (a — b) ne Le ; 

15. Supra {. 10. jam observavimus esse 
Len 

. 

press nu —n W 
CE.nw—;e +ie > 

LAN Ant 5 y — 1 
S.neER LE F3 (€ , 

unde , quoniam 
AU ECO 

e —E); 
— k, —w n TL) 

e == (EL "2 

prodibunt sequentes expressiones : 
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E.nv =1(E.0+©.u)" +1(E .w— © .u)", 
S.nu =1(E.w+S.uw)"—1(€.w — S.w)", 

ex quibus porro sequitur fore 

(Œ.wu+—S.u)—=E. ne + ©.nw 
(ŒE.wu—S.u)  =E.n0 — ©.nv 

. 16. Quod si igitur ponatur S.w—x et €.w —7Y, 

erit 

€ «nv — ya) +3 y —2x), 
S. no = E£ (y + 2) — 3 (y — x)". 

Hinc autem Sinus et Cosinus hyperbolici multiplorum ipsius w sequen- 

tes oriuntur : 

€.0w—1 
CRUI—=Yy ubi notandum esse 

| €. 20 = yy + xx XL YY — 1 

EC. 30 —= y° + 32ry 
€ . 4w LE + Cyyxx + x° 

+ CE. 50 = y + 10yxx + 5yxt 

. 46 — AyŸx + 4yxÿ 
bu — 5yŸx + 10y°x + x. etc. etc. 

etc. etc. 

S.0w —=0 

SANG 

©. 20 = '2yr 

S'. 50 — 2yyx + 3 
S = 

=) 

{. 17. ÆEulerus olim invenit hanc fractionem continuam 
1 RCA 

Eten 4 

Wim ir re 
et en 7 5n+-1 

Tnt 
T7 On etc, 

29° 
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: : 1 : i : sgh E 

Hinc si loco — scribatur w , ent n——;, ideoque 

CES CRT : 1 
FL MEET FACILES W __p—wW 3 
e e = 1 

5 
Se 1 

L 
CE { 

CE 
ua etc. 

= (RTS PIERRE CE 
Sive Ut 22 À eat 

SAR 

7+w 

9 + etc. 

hincque invertendo 
1 

G.w 
tn M Meme | w 
Fou rs ARTE 

5 + w 

1 + w 
9 + etc 

j 1 
SIVES A0 Eu 20 

SE 
3 

PE Rd 
= 

BEST E 
7 , 
sn etc. 

sive etiam 
{ “ PE ” 

SO ee ace 
3 + w? 

5 + w? 

TH etc. 

$. 48. Si fuerit LITE Sr erit ©S.w = 

E.w —/2TÆ, hinc E.w+S.w —TÎTE «à E.wu—S.w 
HET HE 

AE." 
IEEE 

qi 
M = = 

et 

CRE PR VE 
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unde ex {. 15 colligitur 

4 Gt MR eh 
EMA — FF se 2 

= (PR) EURE 
: Hd EC Jun 

existente secundum {. 9 

w — log. Ex 
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IT 

SUMMATIO DUARUM SERIERUM. 

Conventui exhibita die 13. Aug 1817. 

{. {. In dissertatione, cui titulus est: De serie maxime 

memorabili, qua potestas binomialis quaecunque exprimi potest (), 

illustris quondam Eulerus in seriem inquisiverat potestatem (1 + x)* 

exhibentem, quae seilicet abrumperetur pro exponente 7 quocunque 

integro tam positivo quam negativo. Invenerat nimirum memoratae 
. . . . xx d. 

dissertationis auctor, posito 22 —, 7 fore 
x 

tone nn Le Lier (ne) | #5 (nue Le 26 btet 
Say ee Sp Ta EE 

nx + ——— == Zz + Date — e 2) rzl ete 

niye CNE SO = ,; existente 

Ft = 1) Le  — si CDR A Le + etc. 

A cn are de: 
$ 2. Harum porro serierum $s et f summam, utramque 

seorsim, investigare docuit Eulerus, eamque ita invenit expressam: 

OH (1 Horn (2) 
SZ ———— ; 

2x 

Fe. + ar A x" 3 ” 

ra DES 

(9 V. Mémoires de T Acad. Impér. des Sciences de St. Pétersbourg, Tome IF. 
pag. 15. 

. (?) Mém&T. I. pag. 87. Loco quidem citato exponens postremi membri nu. 
meratoris lcgitur —n; verum hoc errori typographico tribuendum est. 
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Haec summatio summo nostro Geometrae tanti momenti visa 

est, ut eam adeo tribus variis modis instituerit, quorum bini priores 

ex consideratione aequationum differentialium primi et secundi gradus, 

per evolutionem potestatis binomialis genitarum, erant deducti, de 

quibus autem non tam facile perspicitur , quomodo cum seriebus 

illis cohaereant. Cum ïigitur in methodum incidissem hanc summatio- 

nem immediate ex sola progressionis lege, in utraque serie conspicua, 

derivandi, eam heic breviter exponere eo minus dubito, quod insuper 

ansam pracbuit ad inveniendum integrale completum aequationis 

diflerentialis ad dificiliores et rarius occurrentes referendae, 

. 3. Methodus autem a me adhibita eo nititur fundamento, 

üt, quoniam in seriebus, quarum summatio proponitur, lex progressi- 

onis est simplex et manifesta, tam ex serie s quam ex serie £ ope 

differentiationis duae aliae deriventur dupliei modo ad identitatem 

revocatae. Ita ex priore serie : 

sd FER Te eee cles) aus) ci 
: 7: ARR CG 

facile deducuntur binae HU 

DST an =1)> LCA} de (n+2)...(n— Der 

L Gent Et [RÉ ne Le MT 
GLACES ENTER (n+-Ln(n—1) a (n+2)...(n—2)_A 

LT PRET CU RE Dé VE = RU TNT —- etc. 

Ex altera autem serie : 

ns Pet Cs = + etc. 
RE 

binae sequentes derivantur : 

DV T fee ren HAE G—2) 
III. dz — n + — L oRRS vor es Rip etc. 

OR TDE TER PU +0. -(n—2) 3 (n+2):. “(=3) 5 
IV.— 20z 1 1.2.3 ANT RS rretes 

. 4. Quod si jam has quatuor novas series inter se com- 

paremus, statim perspicimus primam cum quarta et tertiam cum 

secunda penitus convenire. Habebimus igitur has duas acquationes: 
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GE 2219 .fz 12, 

0% _— 293 3 

il Sn 
93 — 220 — 19%? 

quae, facta evolutione, abeunt in sequentes : 

208 — (2n — 1){0z — zôt ; 

20t == 2ns0z -+- 205; 

non diversae ab illis, quas Eulerus ex evolutione potestatis (1 + æ)* 

secundum conditiones problematis sibi propositi, instituta derivavit. 

Quomodo autem hae aequationes cum seriebus summandis cohaereant 

nunc cuique in oculos incurrit. 

f. 5. Quo nunc ex his aequationibus valores quaesitos s et 

t per integrationem investigemus (quod ab Eulero in prima ejus 

solutione ope multiplicatoris idonei factum est), statuamus 5 — év, 

et nostrae binae aequationes induent has formas : 

240v += 2v0t — (2n — 1)03 —= zdt 

20t —= ztdv +- zvot -+- 2ntvoz 

ex quarum utraque deducitur 

9t __ (2n—1)9z —20v 
FE 2v + % 
at 2nv0z + z0v . 
ST ones ST SL AE) L 
t 2— 30 

unde sublatis denominatoribus, nanciscimur hanc acquationem : 

OZ[(2n — 1)(2 — zv) — 2nv(2v + z)] = (zz + 4) dv 

cujus, utpote ad genus Riccatianarum referendae, resolutio vix spe- 

rare liceret, nisi integralia particularia assignare valeremus. 

‘. 6. Tales autem valores particulares facile obtinebimus, 

si consideremus duos casus 7 oo et n—0. Pro priore casu 

nostra aequatio differentialis fiet 

02[2n(2 — zu) — 2nv(2v + 2)] = 0 
quae, facta reductione, abit in 

eu vu = 0. 
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Ex hac igitur aequatione relatio inter z et v definietur, quae, si 

etiam alteri casui, quo 20, satisfaceret, revera foret integrale 

particulare aequationis nostrae differentialis propositae. 

posito n — 0, aequatio illa evadat 
dz(zv — 2) — dv(zz +- 4) 

si hie loco = substituamus valorem ex aequatione 4 — zu — yu — 0 

Re dv(1 à JU 

petitum ZT, ob 0z=— Re ses tum vero ob 223+4 1 

mec non zv — 2 — — ({ —+-vv), prodit aequatio 
dv(1+ vu)? __ dv(1—+ vu)? 

vu TU 

Cum igitur, 

quae cum sit identica, certum est signum, aequationem 1 — zv—vv= 0 

revera continere integrale particulare nostrae aequationis differentia- 
lis $. 5. exhibitae. 

{. 7. Ante autem quam ïintegrationem hujus aequationis 

suscipiamus, meminisse oportet quemadmodum ex integralibus parti- 

cularibus integralia completa formari queant. Hunc in finem statua- 

mus esse P et Q valores satisfacientes pro s et {, atque evidens 

est etiam valorese s— MP et é— MQ fore satisfacturos.  Simili 

modo, si p et q fuerint alii valores satisfacientes pro s et £, tum 
etiam eorum multipla s — mp et £— mg satisfacient. Quin etiam 

valores ex his compositi pariter satisfaciant necesse est, ita ut quoque 
simus habituri valores 

s — MP + mp; 

= MQ+ m4; 

qui igitur, ob binas constantes arbitrarias M et m, pro integrali 
completo sunt habendi. 

{. 8. His praemissis statuamus, commodioris calculi gratia, 
Z — 2y, atque ex aequatione 1 — 2yv — vv = 0 ht di v nascuntur 

duo valoxres : 

V— y HV I + y; 
ot on € nn LE 

à SALE 30 
uppl. aux Mémoires de l Acad, 
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quem utrumque seorsim tractabimus. Primo igitur sit 

V—= — y + V1 +-yy 
cujus differentiale 

dv = 0Y(y—V1+ 99) 
V4 mi) 

si in priori expressione, supra {. 5. pro = inventa , substituatur, 

fiet 

Ot _._ 2n9y yay _ : 
Pr TN ae) AIDER | 

Ex valore autem pro dv modo tradito sequitur fore 
ay dv han dv 

VIH Y—V 14-99 v ? 

lta ut habeamus 
CYILEES Zndv ____ y0y ï 
TU v 1 RU 

unde sumtis integralibus emergit 

EE — 2nl — 1Y 1 + yy + M. 

Erit igitur si ad numeros resurgamus 

$. 9. Simili nunc modo etiam tractanda est altera radix 
u aequationis 4 — 2yv — vu = 0.  Calculo autem supersedere 

possumus, scribendo tantum uw loco v et m loco M, quo facto erit 
RENTE an : 

Cum autem sit uv ——1, ideoque u == — vT{ valores isti trans- 
mutabuntur in sequentes : 

— MORT 

TT V4 ? 
mvT —5 

Se — 
PATETE 
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Evidens enim est potestatem parem v°* signo positivo fore affectam, 
potestatem vero imparem v°*—{ signo negativo. 

f. 10. Quod si nunc ex his binis integralibus particularibus 
integrale completum secundum principium {. 7. expositum compona- 
mus, habebimus 

enr Meme 
TEE 

CE eg lea 
VASE 

quae formulae si accommodentur ad casum z2—0, pro quo fit 
MEAUNEL v =’ 1), tum vero s=={ et, 5 ==:0,. séquitur. hinc. fieri 

debere M— m=1 et M—+-m —0, unde concluditur fore M —: 

et m— —}, ideoque 
VI — 20 + V2 — 1 

S—  ————  ; 
2V1+yy 

v—n— vtr, 
a , 

DUAL EY 

ita ut summae serierum propositarum jam penitus sint determinatae. 

I 

f. 11. Tantum superest ut loco v et y quantitatem x resti- 

tuamus. Hunc in finem ex valore y — — 32((. 8.) quaeramus primo 
er XX denominatorem 27/1 Ed = VAE 33, qui ergo, ob zz— Lis 

«$ 1), erit 

PAU np AEEELE 
Tum vero ob v— —y+y1—+yy (. 8.) erit 

UP Tu k Z —+- 2 V4 +3, —+- z 2%; 

v° = —vz+41—I% — 12/4147 zz + ! 

ia ut, ob. z—! F—12y 1 +27, sit V—=1+zx et v= 1 +7, Lx, 

quibus valoribus substitutis summae quaesitae serierum propositarum 

ita se praebent expressae : 

307 
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La AT, 
2 + x ? 

Te RS ONE 
DH 2 + x 

f. 12. Haec quidem postrema summatio seriei £ ab Euleriana 

ratione signorum discrepare videtur. Interim tamen, quod et nostra 

rite sibi constet, statim inde patebit, quod fiat 

s+ti—=A+zx), 

ut in fine &. 4. postulabatur. Ex conditione enim 22 —-"— sequi- 

# : E — — tur fore tam = — + (1 + x} quam 5 — (CRE ER 

posteriore vero valore nanciscimur 
seu gt) Em 2 1 

Æ £ 3 

quod, cum valore 

A Cl m2 He to Ce me NUL 
2 + x 

conjunctum, dat 

s+ii = ET = Ha) 

uti requiritur. 

$. 43. Ceterum cum sit ex f. 

AHaM=s+ii—s — (4 Er} 

posito, ut modo fecimus, ?— — (1-2) (f. 12.) quoque habebimus 

Am) te MA Him)» 
a qua potestate si prior ({ + x) T7 subtrahatur, remanebit 

He) A HD) EU HDTiHÉA HITS, 
unde statim sequitur fore 

EH" = A HD 
Et À 

GE + x} 
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sive ductis numeratore ac denominatore in (1 4-1, erit 

NC 2 ee fe mit. 2 DH 
Gesr 2 + x 

unde porro, ob s— (1 x)" #(1 x) 3, nanciscimur 

s = (A+a)t — CENTER EE 
quibus denique ad eundem denominatorem revocatis emergit 

= (xt + (x) 7 
SG 2+ x 

prorsus ut supra. Haecque solutio utique est omnium facillima, 

ta ut non opus fuisset ad aequationes differentiales confugere, nisi 

methodus ipsa has aequationes tractandi, et exemplum magistri, sua- 
sissent rem etiam hac via aggredi. 

É 
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IV. 

DE 

VALORE FORMULARUM 

Ja" dre 4# sin Gr et fx" Oxe— 2? cos Br 

SIINTEGRALIA AB x—0 AD x—1 USQUE EXTENDANTUR. 

Conventui exhibita die 22. Aug. 1810, 

$. 4. Haec ambo integralia jam pridem a summo quondam 
Geometra, nostro L. Eulero, et quidem pro ïisdem integrationis 

terminis , determinata fuere : reperiuntur ea in Tomo IV, posthumo, 

Institutionum Calculi integralis, pag. 342. Pro ïis investigandis 

hujus integrationis auctor Imaginariis usus est, ideo inquit, quod 

methodi minus insolitae calculos non parum molestos requirunt. Inte- 

rim tamen cum ipse non ita pridem similes formulas tractassem, 

eorumque integralia, intra praescriptos terminos contenta, investigas- 

sem (1), postmodum methodum in hoc negotio adhibitam cum omni 

successu, et sine calculis admodum prolixis, etiam ad: formulas binas 

in titulo expositas applicare mihi licuit. Placuerat quidem mihi 

mira simplicitas solutionis Eulerianae, et persuasissimum mihi habeo 
cam nemini lectorum displicuisse ; nihilo tamen minus et meam heic 

exponere minime dubito. Neminem enim poenitebit problema quale- 

cunque jam solutum iterum aliter solvisse, cum id variis modis prae- 

stitisse scientiae intersit. ÆEn igitur meam solutionem ejusdem pro- 

blematis sine subsidio imaginariorum peractam. 

(*) Conf, Dissertatio, cui titulus est: Demonstratio theorematum quorundam cal. 
culum integralem spectantiun. Tomo IV. Mémoires de l'Académie etc. 
inserta. ; 
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. 2. Consideretur haec formula 

V= ax" art (À sin Gr + B cos Gx} 

quae scilicet ita est comparata ut evanescat tam casu æ — 0 quam 
posito æ oo. De priore valore id per se est manifestum; quod 

alterum attinet, ponatur æ — © —- { eritque 

at == co" . co 1. Le co" 2 etc. 

Den puit Je pie pee aie 2 CA das 8 
“ mt maux rh ait 20 DITES 

ee NPA or o RE < Mas 
ergo æ°.e pe — CEE hoc est V—= 0 posito x — co. 

Hinc tamen excipiendus est casus quo n—=0, quem igitur infra {. 7. 

seorsim t'actemus. 

f. 3. Differentiemus jam formulam ïllam V, atque habebimus 

nat 19 xe% (A sin x + B cos fx) 

AN — (a + BB).x"e 9x sin Bx 

— (Ba — AB) ze 9x cos Gx 

Jam quoniam quantitates À et B sunt arbitrariae, sumamus A — & 

et B—f ut sit Bz — AG— 0 atque habebimus 

DY — nat toxe—% (a sin fx —- f3 cos Bx) 

TT OÙ — Caa + RG) ze % Dx sin Gr 

cujus integrale igitur ab æ—0 usque ad æ— co sumtum debet esse 
Y—0 ({ 2.), unde sequitur fore 

n fx" Toxe% (a sin fx + f cos x) l ES 

— (aa + BB) /x"e%* 0x sin Br (ue 

si scilicet integralia intra praescriptos terminos sumantur. 

{. 4. Discerpatur jam prius membrum. in duas partes, ponendo 

dndore. dbz M 
[xt Oxe— % cos fix — N 

atque aequatio nostra erit 
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na M + nfBN — (ai + ONE dre sin Gr EM 

Ponatur autem brevitatis gratia aa + (8 — ff et tag. y; ita 

ut sit a fcosy et B—/fsiny, eritque 

Jr O0 Tes te Br=?.M + TN. 

$ 5. Nune autem pro invesliganda altera formula simili 

modo statuamus A—f et B—— a, ita ut fiat Au + Bf—0 

tum enim habebimus : 

pans : na" 1 Ome- % (GB sinfBx — à cvs x) 

+ aa + BB) x'eT # 9x cos Br 

unde posito pro terminis integrationis stabilitis V0, 

nBM — naN + ffx" dre % cos Bi x — 0 

unde sequitur fore 

Saozer © cos fx — 

habebimus 

moosv "sin Y ZT. N Ye M. 

{. 6. Quod si jam consideremus sequentes valores integra- 

0 usque ad x — co extensos : 

JoxeT% sin Gx — M 

Jade % sin Gr = 

j'a dre sin Br — M7 

les  abuær— 

TE Dre x sin dep = pt) 
tum vero 

Sdxe— cos Br — 
jadore vos GT 

HR 0e TE IE RT 

Sa'dxe % cos Br — Jr) 
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modo vidimus inter quantitates istas % et Ÿ semper hujusmodi 
relationem locum habere, ut sit 

M” LD, cosy M} ei 1.sin”y ñ 
TT se f 2 

DT pp + ET 
m/—3 - DEV + 3. 7 N” 

. . . » . - . . . 

tr) — — tr —1) + _ RU — 1) 

similique modo 
2 1417co8sY 1.siny gp — IR — LT 

R7 À - ZINC Y hp” 4 2.siny M” 
re di f 22 

R” = 138 cosy pp” 18:siny M” 
ESA à F à 2 

- . . . . . . 

. . . . 

Rr)— 7-0C08Y gpn—1) __ T-SinY p(n—1) = —; Fu À k 

f 7. Incipiamus nunc a formulis, de quibus supra {. 2. 
diximus eas seorsim esse evolvendas, scilicet : 

M —cfore. (sin fr 
$ ($. 6.). 

y for "cor. À 

Pro ïinveniendis his valoribus in usum vocemus Lemma notissimum: 
JSPOQ = PQ — f'Q0P, ponendo: pro formula M, P—sinfx, et pro 
R, P—cosfix, pro utraque vero 9Q —Oxe—“*, hocque facto 
inveniemus 

an A eee B TRE ce sin fx + =R 
LE 4 2028 

D Se € a cos Gr -— FM, 

addita scilicet in postrema constante =, quoniam integrale sumitur 

31 

CRE 

Suppl. aux Mémoires de ? Acad. 
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a termino æ —0. Pro altero jam integrationis termino æ — co erit 

M — 

R — 

_ sm — —$_. unde ft R — gs et M — 7 

Supra autem ((. 4.) jam posueramus 

aa + BB —=/ff, a —=fcosy, B—=/fsny 

quibus valoribus jam hic introductis erit ab æ = 0 ad x — 
pers 2 . sin 

M — Jôxe% sinfir — + 

MR YoveT Peso e 

f. 8. His autem jam valoribus hoc modo inventis facile repe- 

rientur sequentes ope relationum supra {. 6. traditarum : 
Joe DISinYiCOS VI EE sin 2 

D — ff ET UE 
M0 COS y? — siny? cos 27 

R — ff he 

ss {. ee Quod si hoc modo ulterius progrediamur pro formulis 

M” et reperiemus 
M” _— 2(sin2Y cosy + cos2ysiny) __ Z2sin37y - 

A DO TE TT ee ME 
R” — 2 (cos 2y cosy — sin 2y sinY) __ Zcos37y 
Te on en, 

tum vero pro formulis M” et À’ nanciscimur 
M” Rap 0 (sin 37 cosy + cos 3"y siny) __ 2.3 sin4y 
ER AGE FEUNRTT TC) — DUT EU à 

0174 _— 2.3 (cos3Ycosy — sin3y siny) ___ 2.3.cos4y 
24 AT ET f* — Tone F 

Pro M" et N°" fiet 
AVS ND AT ASS OEY 
Nr FT 

iv __ 2.3.4 cos57y p" — 25-4007 
unde jam concludere liccet fore in genere 
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(nr) RO TOC PAR n.sin(n+1)y 

ET 
eus FUUx 

D M PE MORT PRE . cos (n:—- 1) y RU) — Précis, 

f. 10. Quod si nunc brevitatis gratia ponamus 1.2.3.4....n=A, 
tum vero, loco MC) et R() scribamus formulas integrales his litte- 

ris respondentes, nanciscimur 
n,— 0x : abæ == "0 _— Asin(n+i) 

fx'e dx sin Bæ Mérenne] NT pus 

—ax A robar—= 0 A cos (n+—1)7y Joe ox cf. | re 

quae sunt integralia nostra quaesita, quae cum illis ab Eulero loco 

citato inventis perfecte consentiuat. 

. 11. Quod si nunc porro istam solutionem generalem 

ad illas formulas applicare velimus, quae Eulerum quondam ad hane 

integrationem perduxerant, et ad quas pervenerat insignis ille Geo- 

metra in solvendo problemate de linea curva, in qua radius osculi 

ubique reciproce proportionalis sit arcui, ponendum erit æ = ®, 

3,40, BG — 1.) quo factay)fit. f——=.1, et tag Y = ©, 
. T . 1 : ERELL 
ideoque y — >; sin (1 +1)y — 7 et cos(n+1)y =. Quod 
valorem À attinet notandum est eum in genere esse terminum indici 

n respondentem in serie 

ANS NL NUS Er ot ML ed Jr se GC, 

Cum igitur hic terminus sit 
A pus 4: — HR on 21—1,30 LRU TAN 4,5 

Er à PET : Er : rare - celte: 

(Conf. Euleri Inst. Cale. Diff. p. 834.) posito n— — }X erit 

45, 2-3 NOR Gand HU 2 14 
A\= D: Le men res PUR etc. 

1 3 5 z 
2 2 2 . 2 

Sumantur jam utrinque quadrata fictque 
DR lDeS Lol : 626. |: 848 ae 

De RE ONE se Re Lo Fa Dr 
quippe quod est productum Wallisii notissimum , unde porro fit 

31° 
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A—y5. His omnibus rite substitutis erit 

Co] . l ad == 10 " Lans MOT 
Er a9— w Ta T2 
29 20 Lo ER ] HE 

a09— © da) 7S | 

(Valor horum Integralium apud Eulerum loco citato repéritur =y3 

ob errorem in calculum irreptum). 

$. 42..,/Stafuatur porro MEL r ur — Dia 1, PEEM, 

ita ue PIS, tags — 1,‘hine Ye sin (71 + Dy—=shNT, 

cos (71 +- 1) y —= cos Fe , A= y7 unde porro.fit 
NOT 

Eh : == 0 Sin — 

SP y De? sinP Lite, fun AUEE 
V2 

; cos 7 ES aD=="0 SF 
SP yDe 8 cosP EEE JU] — V5 " cn | 

ubi notandum est fore 

: 2 +-.f 
sin RTS ME RNA Re 

Y 2 à | 
cos 7 2 NS Me NV pie 

ita ut habeamus 

SD vDe— ? sin ES LE 

SP yPe—? snD — Le A  — IE 

TE ER Mi (Den Len A, BEA, erit/ pe 

tgy—{,;y—?e A— 5, hine 

Fe DEEE Test Es 
pers ] = 2V2 

= cos G.° Pat UV r(V2rEt 1), 
Fes F He à FF 272 
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ob sin (n + 1)y = sin — sin221° — 

+ [e) 
et cos (n + 1)y — cos À = COS225 — T'Y ASE» 

/ y 2 / 

{. 44. In dissertatione initio commemorata varia demonstra- 

veram theoremata calculum integralem spectantia, quorum praecipua 

haec erant : 

JetD»3D — QT 

Je—4® 39 

SAP sn1P __ tag AT 
612 1809 cos\ÿ 

denotante ® functionem quameunque ipsius Q et integralibus a D=0 
ad D —T extensiss His theorematibus nunc sequens analogum 

adjicere possumus : 
7L EE * Lt te ag On + 0 

siquidem integralia capiantur a termino æ 0 ad æ —oœ usque, 
, : B 

denotante 7 arcum cujus tangens est =: 
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Le 

EXPOSITIO METHODI CONCINNAE 

INVENIENDI CUJUSCUNQUE PROGRESSIONIS TERMINUM 

TAM GENERALEM QUAM SUMMATORIUM , 
PER DIFFERENTIAS CONTINUAS. 

Conventui exhibita die, 24. Oct. 1821. 

1. Elementorum Algebrae triginta abhinc annis a me edi- 

torum ({) Caput sextum sectionis quartae tractat de Summatione 

numerorum polygonalium, hoc est de argumento, cui innititur enu- 

meratio globorum tormentariorum in cumulos pyramidales structorum. 

In illa vero tractatione brevitati et conceptui tyronum magis quam 

rigori mathematico consulens, inductioni nimis concesseram. Post- 

modum autem discipulis in Analysi exercitatioribus aliam tradideram 

methodum magis directam numeros polygonos summandi , haecque 

methodus ita erat comparata : 

Pro numeris trigonalibus. 

f. 2. Designemus summam priorum 7 numerorum trigona 

lium charactere jÉE: ita ut habeamus 

fEHDE 13464104... PERS 
atque evidens est sumto 7——1 loco n hanc expressionem trans- 

mutari in 
n—1}n __ (n— 1}n [UE 14346 +to +... Er. 

() Lecons d'Algèbre, à l'usage du Corps Zmpérial des Cadets nübles de terre. 

St, Pétersb. 1791. | 
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Unde si haec postrema progressio aufferatur à priore remanebit 
n(n + 1) (n—4hn __ n(n+1), 

f TEEN af D 

$. 3. Statuatur nunc 

Î Lee —= An$ + Bn° + Cn, eritque 

[TE An — 19 + B (nm — 1) + C(n — 1) 

quorum differentia dabit : 
n(n +1) (n—1}n __nn+n __ 2 LS = = 3 An — 3An + A 

+ 2Bn — B 

+ C 
unde concluditur fieri debere 

LR OU Er AD ni 

ita ut summa quaesita 7 numerorum trigonalium primordialium sit 

joe En +in En (n + 1) (n + 2) 

Pro numeris quadratis. 

& 4. Simili prorsus modo, ut supra (. 2. factum est, po- 
namus 
Lutte psp. eh (n— 1) +r 
Sh—AY =A HE 8 4... + (n —1YŸ 

ita ut differentia harum binarum progressionum sit 

SË — [hi —1Y = nr. 

Tum vero si statuatur 

SZ An + Bn° + Cn 
SR— A) AG — 1) +HB(n— 1) + C(n— 1) 

eadem diflerentia fiet 

Jin =W(n.— 1)" n = 3An°— 3Àn JPA 
+ 3Bh 48 

+ C 
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unde facta comparatione intelligitur fieri debere : 

A1, B—;,C—:, 

ita ut summa quaesita 72 primorum numerorum quadratorum evadat 

Sin in Hen—En(næ A1) (2n +1). 

Pro numeris polhgonis m laterum. 

&. 5. Ex casibus binis specialibus praemissis jam perspicuum 

fit si summam 7 — 1 primordialium numerorum polygonorum "1 

laterum, quae est 

5 — fU—DEE Nm DEN — 1 + mm} (3m ==18) 

Pts LEE nt uen ie &}(n —1) 

a summa 7 primorum, quae est 
— 2}. n? — — 

S pre 4 + m + (3m — 3) 

SRE EN. LE ÉCrae Lee 

aufferamus, differentiam fore 

Cm 9) n® = (me | 
2 

Hine posita altera summa 

S — An + Br + Cn 

altera vero 

s—A(n — 1) + B(n — 1) + Cr — 1) 

habebimus differentiam earum 

5 5 (m9 er — 3An° — 3An + À 

S — 5 — 

unde porro nanciscimur 

ita ut summa quaesita sit 

BE 5) nm Lin — —) n. 
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f. 6. Denique auditorum versatissimis in Analysi exponere 

solebam methodum generalem ab Eulero in /nstit. Calc. diff. tradi- 

tam cujuscunque progressionis terminum tam generalem quam sum 

matorium investigandi. Huic methodo tandem, quae omnes solutiones 

supra exhibitas (ff. 2, 3, 4, 5.) et innumeras alias, tanquam ca- 

sus maxime speciales, in se complectitur, aliam substitueram, quae ope 

idonei symbolismi, viaque magis directa ac commoda ad formulas 

non solum valde simplices sed etiam applicationibus admodum accom- 

modatas perducit. Hanc jam postremam methodum, a nemine ad- 

huc, quantum mihi quidem innotuit, adhibitam neque in lucem pro- 

latam heic breviter exhibere in animum induxi, 

METHODUS GENERALIS 

_Cujusque progressionis terminum generalem et summatorium 

investigandi. 

| {. 7. Cardo rei hic versatur in eligendo idoneo modo signan- 

di uncias potestatum binomi. Cum autem praeter symbolismum ab 

Eulero in postremis suis dissertationibus de proprietatibus harum 

unciarum summo cum fructu in analysin introductum nullum invenis- 

sem nostro negotio magis accommodatum , in sequentibus utar cha- 

ractere (+) ad indicandum coëficientem termini post primum Ami in 

potestate ma binomi evoluti, ita ut sit 
(ei mM—1 m—2 DTA pE 

. 2 . 3 …... 7 

$. 8. Quod si hic loco m et À scribamus m — { et 
* À— 1, erit 

Le) — MI me 20m 53 MSN HUM 

Ne — 1) 4 à 2 . 3 ..… FT 4 — 9 

1 : m à et si utrinque ae per —, habebimus 

a EE Dm m—1 n—2 M — }h +1 
AIRE TT. de 2 0 3 Lee NAS 

unde intelligitur fore 
MONET ENT 4 

L Ke) LC F4 by: 1 

: (ol 
Suppl. aux Mémoires de ? Acad. 32 
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£. 9. Simili prorsus modo si in expressione illa fundamen- 

tali . 7. exhibita, manente À invariato, loco m scribatur 7 —> 1, 

prodibit | 
— mA, M2 m— 3 m— À +1 m—} 

EN AA OQNE NC : VITE ES 

Supra autem . 8. vidimus esse 
MAN OO Mm—E m—2 Mm—3 m— À +1 

unde nanciscimur hanc relationem : 

mL CN) : 
qua a superiore Î sublata remanet 

a? — 1 m— 1 
NEA = Sat 

Tu. Û m . {. 10. Cum autem (7) oriatur ex (5), si loco m po- 

natur mn — 1, quaerendus est valor ff: m ita comparatus ut evadat 

fim— fi:(m — 1) = 

atque ex praecedentibus evidens est fore f: m — = (À ).  Generalius 

quidem statui poterit f : ps (6) IC ubi constans € quovis 

casu debite erit nor Véluti si, ut nostro casu requiritur, 

functio debeat evanescere posito m0, erit quoque C = 0 et 

fim($) uti statim posuimus. 

{. {1. His pracmissis proposita concipiatur progressio quae- 

cunque 

SG ET dEES, NES, 

cujus terminorum numerus sit datus — n, existente termino postre- 

mo seu general ==23 et summatorio —s; et quaestio eo redit, 

ut ope datorum terminorum @, b, c, d etc., una cum numero eorum 

nm, quantitates incognitae Z et s determinentur. Hunc in finem 

sumantur differentiae continuae, sitque series differentiarum 

_— 
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AU MDN ef, dd etc! 

gurum' a b7, c”, d”’, etc. 
14 1/1 111 2/71 

unes ne 070, dS etc 

et ita porro, atque habebimus : 

d—b—ata —>bt a la" =r/ > à 

ci —e pli y 
t=d—cte=de ct e/—#—c1"%% 

etc. etc. etc. 

quibus notatis videndum nunc est quomodo progressionis nostrae 
propositae 

S—a+kb+ctd+....2z 

terminus generalis z et summa s per numeros datos a ,b, c, d, ete. 

una cum 7%, investigari queant. ; 

Investigalio termini generalis 2, 

f. 12. Repraesentetur iste terminus generalis sub hac forma: 
z—=afin+af :n+a”/f" :n+etc. (A). 

Tum vero omittatur primus terminus progressionis propositae, et 

cum reliquorum b, €, d,....z numerus sit »—1, erit simili modo: 

2—=bf:(n—1)<+ 0 $ : G— 1)+ b/f" :(n — 1) + etc. (B). 

Cum autem sit b—= aa, b=a<+a”, b—=a +a/ et 

ita porro, his valoribus substitutis, si posteriorem seriem (B) a 

priore (A) subtrahamus, orietur sequens aequatio : 

+afin+ af :n+ af :n+ «/f" :n+ ete. 

Lao: (n-1)-a 7-0 a fin 1) a" FT-(n-13-etc.$ (Cy: 

—afi(n-1)-a" f':(n-17- af" :(n-1)-etc. 

f. 13. Primo igitur ex hac acqualitate sequitur fieri debere 
fin—fin—1)=0, 

unde intelligitur fore f : 7 quantitatem constantem. Quoniam au- 

tem in progressione proposita, posito nn 1, fieri debet z—a 
| 32* 
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({. 113, evidens est hanc constantem fore ipsam unitatem, ita ut 

habeamus 

fini iet PRES 

{. 14. Secundo eyanescere debet coëfficiens ipsius &° in. 

aequatione illa (C) , unde sequitur fore 
Pin—-fim—1)—f:Mm— 1 =. 

Est vero f:(n—41)—1 ((. 13.), ideoque 

fin—fif(n—1)=1 = (5) (f. 10.), 

unde concluditur fore À — 1, ergo f’:n — (): Quoniam autem 

in termini generalis forma ficta (. 12, scil. 

z=œ afin +af in a/f/;n Het. 

coëfficiens secundi termini f” : n evanescere debet sumto n = 1, 
n er: YA RE PT N PT . 

erit m—n—1 et f':n—=(T) —=(=—, ideoque 

fin —1) = (+. 

$. 15. Tertio evanescere debet coëffciens ipsius a” in aequa- 

tione illa (C), hoc est fieri debet: 

flin=ffin— 1 =f:hi—12=(57(6 14) 
unde ex Ÿ 10. sequitur fore m—n—1 et A2. Erit igitur 

f{n ST, hinc 
fin — 1) =(—S. 

TOC re in aequatione (C) evanescere quoque debet q quoq 
coëfliciens hi ie a”, unde fluit conditio 

a inf in 1 =f" in —D=(E) 15) 
Ex (. vero sequitur fore m—n—1 et À 3, ac proinde 
ain n — ? 

= 1 

f. 17. Quod si has operationes ulterius prosequamur, reperie- 

Pr 

ti 
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vI mus simili prorsus modo coëflicientes terminorum a", a, a", etc. pro- 
SA e : 1 LE ma: Cp 

gressionis (A), qui erunt f':n—=(——); fin — (== et jta 

porro. Hinc terminus generalis Guacalus progressionis propositae erit 
1 — 1 Re 1 V7 TL — "1 1724 ah) a + à + (-) a+ etc. 

Investigatio termini summatorit 5. 

$. 18. Hic rem brevius expedire licebit, quoniam in prac- 

cedente articulo jam omnia fusius sunt explicata et ad scopum 

propositum praeparata. Ponatur, ut supra {. 12. pro z fecimus : 

s —=af:in+ af :n+ af" :n +ete., 

. ubi notetur sumto 7 — O0 fore etiam s —0. Rejecto jam in pro- 

gressione %. 11. proposita termino primo a, reliquorum numerus 

est 71 — 1, summa vero s— a, pro qua ergo habebimus hanc 

seriem : 
tab: MD) NT: ne WE En 1) + etc: 

Quod si in hac serie loco b, b’, b’/, etc. valores ante . 12. dati 

scribantur eaque a serie s aufferatur, remanebit 

afin +@af in +d’f”:n.+ etc. Al 
a 4 —af:(in—1)— «af :(n—1)—a/f/:(n — 1) — etc. 

— d'f:(n—1)— af :(n—1)—etc. 

Ÿ 19. Hince sequitur primo esse debere f : n—f:(n—1)=1, 

unde jf: nr ) et f':(n — 1)=(—— . Porro sequitur secun- 

do foxe fin — ff :in—1)=f: GE IEEE 

({. 10.) Li mn et À =2;-hince 

n— (©) et fm —1=(=). 
Tertio ul esse 

nm —1) =: m—1=eS=(Ée y 

unde Mn et À 3, conseéquenter 

flin=( «t f':m—12=Te- 
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Simili modo invenietur 

ui 44 dm. LA 

DUT. ed 4 HT ES 

et ita porro. Summa igitur nostrae progressionis propositae erit 

= (a + Ga + Ga + (347 + de 
{. 20. Inventas jam has expressiones gencrales pro termino 

generali et summatorio datae progressionis operae pretium erit ad 

aliquot casus speciales applicasse, idque duplici ratione, primo ut 

veritas earum clarius elucescat, tum vero quo melius intelligitur 

quantopere eae ad hujusmodi applicationes accommodatae sint. 

APPLICATIO 

harum formularum ad aliquot casus speciales. 

1) Ad numeros polygonos. 

$. 21. Cum in progressione horum numerorum differentiae 

secundae debeant esse constantes et aequales numero laterum bi- 

narjo minuto, erit progressio : 

S—1+-mnm+(3Mm—3)+(6mMm— 8) +(10m—15)+...12z 

cujus quaeramus terminum generalem z et summatorium s ope for- 

mularum generalium supra 4. 17. et 19. exhibitarum , sequentem 

in modum. Cum sit 

gi pa=m—i a m2 14 @ 10 
b—m La om LME RE EN 

c = 3m — 3 = 3m— 56 lc'—=m—2 etc 

d— 6m" d' = A4m— 7 etc. 

e —:10m—"15 etc. 

etc: L 

his valoribus pro a, a”, a”, a’ substitutis in expressionibus pro z 
et s supra inventis nanciscimur : 
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Zi + GA) (nm — parent etes), 

s— n + "0 (im — LE EE (mn — 2); 

quae expressiones, facta evolutione ordinatisque terminis secundum 

potestates ipsius 7, abeunt in: 
. — (m—2)n—(m—/1)n 

(2). à 2 m — 5 
dr n pin =) 

prorsus uti {. 5. fuerant inventae. 

2) Ad numeros quadratos. 

$. 22. Pro progressione numerorum quadratorum habebimus 

d—= 1 = 3 HVE2 D 
b== 1 nn P===9 De 

e = 9 É te 'ÉRp etc. 

Ed 0 di 0 etc. 
= 25 etc. 

etc. 

Hinc terminus generalis erit 

21 3 GR — 4) LIU 9,5 
et summatorius 

ne 3n (n—1) 2n(n—1)(n— 2) _n(n+-1)(2n +1) Due De or mme ere om 
quemadmodum etiam supra (. 4. erat inventus. 

8) Ad numeros cubicos. 

$. 23. Pro progressione horum numerorum habebimus 

1 do Œ— 12 ES ÿ a = 0 
= 58 bd = 19 RAS PO 6 etc. 
N=— 27 M 97 LE CTA etc. 
di —04 d— 61 etc. 

ee =—="25 etc. 

etc. 
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unde substitutis in formulis generalibus pro z et s inventis valori- 

bus a, d, a”, a” prodibit terminus generalis 

= td 12 (5) +65 = n8 

et summatorius 

s—(5)+1() +120) LES. 

4) Ad numeros biquadratos. 

{. 24. Pro horum numerorum progressione differentiae ita 

se habent : 

AA a —©156. la/—=60, La//=690, la—=vala=0 
bb 4@ Li =6b bee QUES. b'—=24{ etc. 
c—= 8h LAIT tale A8 etc. 
d=25656 Fd'=5369 dt 302 etc. 
CDS ARE 674 etc. 

J.=—=129 6 etc. 

etc. n Le 

quibus valoribus rite substitutis terminus generalis elicitur. sequenti! 

modo expressus : 

z=1+ 15 (55) + 60(—) + 60 CEE + 245) = nt 

terminus vero summatorius ita : 

1) +48 G)+ 606) + 60 (D 240), 
quae expressio reducitur ad hanc forman : 

: Gné +- 15n$ + 10n° —n SE 

sive per factores ad baric : 
n(n + 1)\2n 2 1) (872 Æ 3m 1). 

| 30 

Hinc sequitur si Surmma #2 primorum numerorum biquadratorum, di- 

vidatur per summam 7? numerorum quadratorum, quotientem ex 
3n? + 3n—1 Û : à 

Shz 

hac divisione natum fore 
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5) Ad numeros qui sunt aggregalu Trigonalium. 

{ 25. Hic igitur progressio, cujus quacritur terminus gene- 
ralis et summatorius, haec est : 

SIA I0+20+35,.....z 

unde sequitur fore 

si D — 13 a HE) a—=0 
= '4 b 6 DR Lo | etc. 

DO le A0 et $ etc. 
de 20, = 15 etc. 

== 36 etc. 

etc. 

Hinc autem substituendo assequimur 

_ n— 1 n—1 it 
TMS ENTER ENT S 
1 " Li n ñ 

ONE) ES CT 1 C0) 
qui valores, facta, evolutione, sequentes induunt formas : 

__ n(n+1)(n+2) __ mn+2 

Fio-ni VD 20 EPS DÉS AIUN 
n(n-+1)(n+2)(n+3) __ (5 es == El: s = —_—— © —-— 

24 

33 
Suppl. aux Alémnoires de l Acad. 
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VI 

RESOLUTIO 

DUARUM AEQUATIONUM DIFFERENTIALIUM SECUNDI 

GRADUS. 

Conventui exhibita die 24. Febr. 1819. 

{. 1. Aequationes differentiales secundi gradus, de quarum 

resolutione hic disserere constitui, ita se habent : 

I _00x LES. uu dæ 

20 — CURE 
90 — 27 , 1 2got5 = — 1 — auu 3: 

Ad hujusmodi aequationes perducit solutio problematis ballistici, si aëris 

resistentia ut constans spectetur, denotantibus scilicet x et y coordi- 

natas obliquangulas, s arcum percursum tempore £ in curva a pro- 
jectili descripta, uw celeritatem ejus elapso tempore £ acquisitam, dé 

elementum temporis, quod constans assumitur et & multiplicatorem 

constantem pendentem a pondere et diametro globi, a densitate ma- 

teriae ejus aërisque, ab altitudine celeritati debita, etc. Hic autem | 

animum a phaenomenis motus penitus abstrahendo problema tan- 

quam mere analyticum spectabo et considerationes nonnullas ad 

quas resolutio illarum aequationum perduxit, breviter exhibebo. 

$. 2. Quod ipsam resolutionem attinet, ea sequenti modo 
commodissime absolvitur, Ad primam aequationem in dx ductam 

addatur secunda ducta in 97, prodibitque 
____ 0xd0x + 0y98y __ auu (0x? + dy?) 

I. TEL OU dy ee OT 

Est vero Ox° + 0yÿ° — ds, 9x00x +- 0y00y — ds00s et u — . F 
quibus substitutis fiet 
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ads ® GLEN dy LR EN NC L'Eug 
ot? nn) PE — 

Deinde si a secunda in 0x ducta aufferatur prima ducta in 04, 

habebimus 

IT. Dr I. 0y = RE = — De. 
Quodsi nunc in III. ponatur u— 5, C8 in hanc abit formam : 

dsdds + Bas _ 

atque nunc ex hac postrema aequatione, una cum 
13 Oxddy— dyd00x _— ae 

solutionem peti oportet. 

{. 3.  Introducatur hunc in finem inclinatio curvae ad ho- 

rizontem, quam vocemus @, eritque 
dx — ds cos ®, 0y — ds sin D 

quibus valoribus una cum suis differentialibus, in aequationibus TITI 

et IV substitutis, prodibunt hae novae aequationes : 
2 . V.) PE por ZE — sin ®, 

2got 

r os 29 VI) on — — cos. 

$. 4. Harum aequationum si posterior, in sin@ ducta, 

aufferatur a priore ducta in cos @), prodibit 

; 252 c05® — 
V. cos® — VI. sin ® — 905 cos ® — ei s2 c65® — ÿ. 

Dividatur per Oscos® eritque 

_ — ESS + fs — 0 

cujus integrale est 

105 + Icos® + fs — const. — y/dI, 
quod etiam ita repraesentari potest : 

10s cos® — 104 — (y — 1)19t — fs, 
(ob dé constans), sive etiam ita : 

D RE NNL Gyrtenl els 
CE Mo 
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ita ut habeamus 
ds cos® __ — 65 
SHgr ? Fes C € . 

£:5. Ex Hg jam Ur quaeratur: Of, quo invento erit 
r 2 __. ds? cos@? 2H, == Scecabs 

Eta ex aequatione VI habebimus 

sage 265 + cos D = 0 
ds cos @2 

unde concluditur fore 

d5e2PS — __ 209 
ÿ cos D° 

hincque integrando adipiscimur 
e2Bs — — F 29. 

265 cos @® 

sive, postremo membro quoque actu integrato habebimus 
e2BS 2e di sin®. 1/t 9 1 (&s 

265 PE Zcosp 3 8 (45 ra A mA 

. 6. Hoc modo resolutionem aequationum propositarum 

perduximus ad aequationem in qua quantitates variabiles sunt sepa- 

ratae, cujusque ope s per () facile innotescit, cum sit 

Sr Fa 12B0F:9 + À. 

Dificile autem foret ipsum angulum @ per arcum s determinare. 
} 26s Z : 

Quo hoc praestetur sit RS — — Zita ut 0z = 5 et facile 

nunc erit pro functione quacunque anguli @, veluti pro sin @, se- 

riem invenire secundum potestates ipsius z procedentem, quemad- 

modum ex solutione sequentis problematis patebit. 

Pad LT D 

. 7. Si fuerit 0z = et ila integretur ut fiat P=é 

sumio z—=O0, invenire seriem secundum poleslalem ip- 

sius y procedentem quae exprimat valorem .sin ®. 

PTS PET EN 
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Solutio. 

Statuamus seriem quaesitam esse 

IL sin — A + Bz + Cz° + Dz? + ete. 

Sumantur ejus differentialia, primum, secundum, tertium, etc. et in 
: : RE d : : 

quavis differentiatione loco e scribatur cos 5, quo facto reperien- 

tur sequentes series : 

II. cos Pt — B + 2Cz -+ 3Dz° + 4EzŸ + etc. 
HI. —4 sin O cos Dé—2C-+3:2Dz+4.3Ez"+5.4Fz3 + etc. 

- IV. cos O(24—-28 cos) — 3.2.1 D-+4.3.2Ez+.6.4.3Fz + etc. 
V. sinDcosŸ!°(—.8.24+-1 0.2 8cos0")=4.8.2.1E+5.4.3.2Fz+etc. 

etc. elc. 

Ponatur nunc in singulis z — 0 et quia tum fieri debet @ — Ÿ,. fiet : 

Pr IA —=sn7 
— H B—cos{t 
— II C= — 2 sin cos 26 
— IV. D— cos #8 (4 — 1 cos 4°) 

— V EZsin£ cos #1°(8 — # cos dé?) 

etc. etc. 

Hinc si fuerit (be MEN AE 0 BAC = 0, PER IER 

EX 0, etc: 

Problema generalius. 

_{ 8. Si fuerit x functio quaecunque ipsius x, quae posito 

 -æ—=p abeat in P atque ponatur 3 XX — P ila ut z 

evanescat posilo XX P, inuenire seriem secundum. potes- 

tales ipsius z procedentem, cujus summa sit functio quae- 

cunque data ipsius x, quam vocemus Q). - 

Solutio. 

Statuatur series quacsita 

D = À +- Bz -+-Cz° + Dz° + etc: 
cujus coëficientes A, B, C, D, etc. debent esse certae functiones 

j 
? 
D: 

À 
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ipsius p. Quod si autem p ut constans spectetur, ob z=X—P 

erit 9z— OX. Jam haec series differentietur , ac dividendo per 

dz — 0X habebimus 
D 18 + 2Cz + 3Dz° + 4Ez$ + etc. = Dé 

Simili modo procedendo erit 

EC RS) 2D:+4.3Ez + ete. —®”, 

SE ase 2D + 4.3.2Ez +6. 4.3Fz + etc. — ©”, 

et ita porro. Ponatur nune z — 0, et cum hoc casu fiat X —P, 

abeat © in Il; eritque ex serie prima A—II. Si porro valores 

æ, D”, D”, posito x —p abeant in IL °H*, M7, etc, che 

eunda aequatione, posito z == 0, fiet 
PRO OA = / — A 

B — I — DB IT OPE 

Simili modo erit ex tertia serie : 

7 MENOIES METOB NC = = Sp — 5 

tum vero ex quarta: 
PE OC 2D=N/—=S —=2; 

et ita porro. Hoc igitur modo coëfficientes seriei quasitae pro ® 

sunt determinati ; erit enim 

Dr 24 DB SE . 
AU Bi C— ps D 35; 

et ita porro. Hanc solutionem generalem aliquot exemplis illustrabo. 

Exemplum f. 

$ 9. Sit X — x, ideoque x —p +2.  Hine erit 

2? 08 mer 
AZI, Br, Cm Dar ete 

Unde si sumatur D —zx" = (p + 2)" erit H —=p", ergo 

A—p", 
TN { 

? 
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— n(n—1) ,n 2, < 
Pine a 

—1)(n —2 — 
D —"G—1®—2) De ) pr s. 

etc. etc. 

Hinc autem sequitur fore 

PO pr + Spitz LMD Er € + etc. 

Exemplum 2. 

{. 140. Sumatur D —e — ea n'ont Ale... Hinc 

autem fit 
eP ? P 

A,B—T,C—=,D—.<—, ete. 

consequenter erit 

PH — Es Aunenpuienes HSE Arte Eat & re Li el 
quod cum notissima summatione, aëque ac praecedens exemplum egre- 
gie convenit. 

Exemplum 8. 

£ 41. Sumatu D—zx—ÿ/p+z, positoque z — 0 abit 
® in I —=p, unde fit A —p, et B—1; tum autem omnes se- 

quentes C, D, E, etc. prodirent — 0, quae solutio veritati non 

foret consentanea: genuinam obtinebimus, si notemus hic poni X=x”, 
ita ut P—p", hinc 9P — np"—19p; tum enim, ob ob 2 = p" +2, 

hoc est X — P + Z (fi. 8.) erit Dr —ÿp + Hz. Valores 
autem coëfficientium A, B, C, D, etc. nunc ita reperientur expressi: 

Ap, 
Danone int 
D — Le CA) 

9B (n— 1) 

C— 5 — TT nnpit 1 ? 
Le: 100 (n—1)(2n— 1), 

D — SE ADR = TT sr pi —x 

etc: etc. etc. 
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Erit igitur, ut jam aliunde constat : 
(n—4)zt éxs (n— 1\(2n — 1}20 SES EU LA 

V P° + Z ==, i) ini nr pan 2.3n°pon 4 — etc. 

Problema inversum. 

&. 12. Proposita hac serie secundum potestates variabilis z 

procedente : 

A+ Bz + Cz° + Dz5 L Ez + etc. 

ubi A est functio quaecunque ipsius p, sequentes autem 

litterae ex praecedentibus ila definiuntur ut sit 
CE RAD 18e 

LOP nnradne 

exislente P functione data ipsius p, invenire summam 

hujus seriei. 

etc. 

Solutio. 

Sit summa quaesita —= 5, ita ut habeamus 

S —= À + Bz -+ Cz° + Dz° - etc. 

eritque S functio binarum variabilium p et z; quae posito z—0 

abit in H. Erit igitur differentiando 

l; =) — B “+ 2Cz + 3D27 + 4Ez5 + etc. 

DISS LT DA oB oc 22 D 
II. D = 5% + E neti RE + M But z$. 4+etc: 

Ex secunda autem ge 

Op" OST M 3 
3e (as) — + + + +R ete. 

Cum igitur sit on | =D; 5 = oc, He SD; B— E=A4£E, et.ita 

porro, pa 

tte D) = B + 2Cz + 3Dz° + 4Ez° etc. 

unde sit fore 

4-7 
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Quod si statuamus 08 — Moz + Nôp, erit M — S) et N — ($) 

ideoque M= N, hinc 

0S — M (Oz + OP) 

unde integrando nanciscimur summam seriei quaesitam 
UE : EP + 2). 

Corollarium. 

f. 13. Supra (. 8. posuimus sumto 3 — 0 summam se- 
riei abire in II. Erit igitur I =F:P; unde intelligitur summam 

quaesitam $ talem esse functionem ipsius P-z qualis II est func- 

tio ipsius P. Haecque conditio nobis viam apérit valde notam ad 

solutionem problematis generalioris (. 8. datam perveniendi, quam 
igitur solutionem hic breviter ob oculos ponam. 

. Alia solutio problematis (' 8. 

f 14. Cum quaeri debeant valores litterarum A, B, C, etc. 

in serie ; 

D—=A + Bz+ Cr + Dz5 + etc. 

nunc vero noverimus ( esse debere talem functionem ipsius P+, 
qualis IL est ipsius P, hoc ipso convincimur fieri debere 

ne zOIL 22 O?II 30° 

D—H+ P + Loop: + 1 "5.sors + etc. 

ita ut habeamus 

1 QE Jp M 
on tes Do 
Bi 56 AGE? 

= optl 9B 
C— Ton — 
D — CES 14 "6 dd 

TPE NEC 
et ita porro, qui valores cum supra f. 8. inventis perfecte con- 

» gruunt. 

Suppl. aux Mémoires de l'Acad. ‘ 34 
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Exemplum. 

f. 45. Exemplis jam supra (f. 9, 140, 11, exhibitis ad- 

sungamus adhuc quartum notatu haud indignum, ponendo jun q mais FE 

X = fs = le (45432); 
et cum X abeat in P posito æ=—=p, erit P—tg An |: : 

Sumatur nunc D=tgzx, eritque I=tgp, unde cum sit PE 

habebimus pro A, B, C, etc. sequentes valorcs 

FE 1 et 12 
M lt = 35p — np —— Ssecp, 

0Hrise 
C — see — t8P; 

Lt OP 
D = En — sep 

Éne 210dP* rer — ZAtgP Li 

et ita porro. His valoribus substitutis series quaesita erit duplex, 

scilicet : 
2 1 4 FPT 

+ ts p [1 +232 FES He ne 720 + etc] 
Dters a PA BE 

+secp[z+ie +2 nez + etc]. 

Demonstratio hujus summations. 

$. 16. Operae pretium videtur veritatem hujus summationis 
accuratius cxaminasse, quod negotium, quantumvis intricatum et ope- 

rosum videatur, tamen sequenti modo expedite absolvitur. Commo- 

dissime enim hic usu venit, ut ambarum serierum, in expressione 

ipsius @ occurrentium, summae jam innotescant, cum sit 

SH y Has + rat 26 ete. 
er —e—7z 1 san 3 25 De T 

2 = 2452 +52 Hwz +: 

Hine enim sequitur fore 

; 
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D = ta tep (RTS) + sep (TN. 
Jam cum sit (ex $ 8.) à LE NE tum vero (ex €. 15.) 

te (45° 3x) 
tg (5° +)? 

tg 45° + 3x) ; 

MP erit 

= = —————° 
8 (5° + 3?) 

ez— ‘E (45° — x), 
mt (AO 1?) 

Constat autem esse 
o TENTE sin 

t8 (5 +22) SE cosx 

tg (45° —1x) = = TE 9 

unde expressiones pro € et é* modo inventae scquentem in mo- 

dum transformabuntur : 
1 —- sin x cos p AE 

€ TRS à) x se ‘ , 
1 + smp cos x 

ET — 1 — smx cos p 

1 — sinx ‘ cos x 

Erit igitur componendo 
er SN cos plyl—isinprsinix | 

CR I EE cos p? 7) ? 

ete cosp smx—sinp 
2 fn K LCOS À cos p? 

Facta jam substitutione habebimus 
be 13 sin 

D=tg RS ce (4 — sinp sinx) + - 

quod ita reducitur 

D—=tet = 

sive denique 

D tr 

1 
Rs sinæ— sinp) 

. Re . . 2 

= sos pe cos - [sinx — sinx sinp”] 

cosp? sinx, 

cos p? cos 0Sx 

EE a 
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VII. 

DÉMONSTRATION 

D'UN THÉORÈME GÉNÉRAL RELATIF AU CALCUL 

INTÉGRAL. 

Présenté à l’Académie le 9. Oct. 1822. ……, 

{. 1. Dans un mémoire de feu L. Euler ayant pour titre: 
De unciis potestatum binomii earumque interpolatione (*), où d'on 
ne s’attendroit guères à rencontrer des recherches nombreuses et 

suivies concernant des formules intégrales et leurs relations respec- 

tives, j'ai trouvé le théorème suivant: Le produit des intégrales : 

LL fete = ae 

IL al 1024 — 2) 728 
III, Ja 0x (4 — aéré 
IV. fx — 19x41 — xp —B—Yy—58 

etc. 

prises depuis x — 0 jusqu'à x 1, garde toujours la méme 

valeur, quelque permutation qu'on fasse subir aux lettres a, BY; d,etc, : 

$. 2. Quelque belle et même rigoureuse que soit la démon- 
Stration de ce théorème qu'en pourroit tirer du mémoire cité, en 

‘la déduisant de la considération des coëfficiens du binome, comme ce 

seroit une source féconde à la verité mais indirecte et dérivée d'un 
domaine étranger, j'ai cru que ce ne seroit pas un travail tout-à-fait 
inutile que d’en chercher une démonstration plus directe déduite 

des principes du calcul intégral; et quoique le sujet ne soit pas 
d'un intérêt majeur, je n’hésite pas à présenter ici celle que j'ai 
nn Pl RNA AMEN MU: -_: IISINT CINE 

() Mémoires de l'Acad. Zmp. des Sciences, Tome IX, pag. 51. 
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trouvée, parce que la route qui m'y 4 conduit peut avoir son uti- 

lité dans d’autres recherches de cette nature. 

{. 3. La marche la plus naturelle à suivre m'a d'abord 

le produit des intégrales proposées, 

prises depuis æ— 0 jusqu'à æ — 1, en un produit infini et d'exa- 

miner. ensuite chaque facteur de ce produit pour voir si.la per- 

mutation des lettres à, fi, y, 5, etc. lui fait subir uh changement 

paru être celle de convertir 

ou non. 

f. 4 Ma méthode de transformer le produit des intégrales 

proposées en un produit composé d’un nombre infini de facteurs 

finis est fondée sur la réduction suivante ; 

Jar Te 9e (LE-m)ITTÉ = 1 frtor ma 

les intégrales étant prises depuis æ — 0 jusqu'à æ — 1, et je dé- 

montre cette réduction de la manière suivante. 

{. 5. Je considère la fonction x? (1 —x)f, dont je prends 

la différentielle, qui est 

pri Oæ (4 — 2) — qu? 0x (1 — 2x1 À 

que je représente ainsi : 

pa? —1 x — (pH qua? dx] (4 — 2)" 
pour avoir 

aP(L—x)1—=pfal —19æ({1—2)1— 1 (p+q)fxP dx (1 —x)1 7 À 

‘et parceque le membre ax? (1 — x)4 s’évanouit, lorsque les intégra- 

les se prennent jusqu'à x — 1, il en résulte que 

MEET “Or (t — 2) ET ft ox (A = 1)1 4 

et voilà la réduction du (. 4. démontrée, où il y a une observa- 

“tion à faire, qui nous sera utile dans la suite, c’est que les deux 

formules intégrales deviendront égales lorsque les exposans de x 
DE: 3 “deviendront infinis ; car en mettant p — ©, on aura —— 

+ PIN 
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$. 6. En traitant de la mème manière les fonctions 

ap+1(1i — x), ab F2(1 — x), ab 34 — x) 

et ainsi de suite on démontrera avec la même facilité les réduc- 

tions suivantes : 

fat dx(i — x)1— 1 = PHITL PP +107 (1 — x)1! 
ES 

fx (1 — x = EL 0x (4 — xt 

SR He (À — ont EEE ft TS 0e (A — 2 

et ainsi de suite, D’où il suit que si nous concevons ces réduc- 

tions continuées jusqu'à l'infini et que dans chacune nous substi- 

tuons à la formule intégrale sa valeur que donne la suivante, 

nous aurons : 
1 a fat-10x (1 x)! D eu A nn leu A a nm EU HT ae 2 JAPT dem 

. 7. Mettant dans cette expression p — 1, elle deviendra 

[ox (Aa = IN TÉE É,, fatte Dm (1 — 2). 
Or fox (1 — x = C — Le , où la constante doit être 

déterminée de manière que l'intégrale s’évanouisse en mettant == 0, 

ce qui étant fait on aura 

Sr H—axñTi — . bé re 

En faisant maintenant x — 1, on obtiendra pour les termes d’in- 
tégration établis : 

LA! q—1 deu = 0 UE # 
Sdæ (4 x) en 20 

de sorte que 

1 __qH1 +2 q+4 à e 
q "4 PATES nono COEURT Jr Fr PDENA — 2)1 fe 

f. 8. Divisons maintenant l'expression trouvée à la fin du 
{. 6. par celle-ci et nous aurons 
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DD a—1—t(p+a) 2(@+a+2) S(p+a+2) 
y OC 2) (+1) @+1)(4+2) " (P+2)(a+3) °°" 

Lab ogu (tx) 
AR OPA RE 0x (1x 

Or nous avons fait voir plus haut (f. 5.) que si l’exposant de + 

devient infini dans les deux formules, leur rapport devient celui de 

l'égalité. Ainsi le dernier facteur de notre produit infini devient 

égal à l'unité, de sorte que nous aurons : 

Seb tde {aie 112+a) 2(p+q+1) 3(p+a+2) 
a Pp@+1) HIT) G+2 Q+3)" °c 

$. 9. Je dois observer ici en passant que dans le produit 

que je viens de trouver on peut changer entr’elles les lettres p et 

4, Sans que la formule intégrale subisse le moindre changement. 

Pour le démontrer je fais æ = 1 — z et à cause de dx — — 0z 
Ja“ formule intégrale devient: — /237—19z (1 — z)? —1 laquelle, 
prise depuis z == { jusqu'à 20, en changeant les termes de 

l 'mtégration, devient positive et égale au produit infini : 

045 Um 8 + ph es ge À au VE Pt 
p'P+14a @+DG+1) (+3) +2)" 

Or nous ayons vu que 
pars Oz — 21 en = rt 2 Fu x) 1 Lu et 

ax —— 1 

par conséquent nous aurons aussi 
1» 4 2 1 11(p+a) 2(b+a+1) a(p+a+2) FL A5 AG EST 5 | ERntees L a — 

f CE ) P'(P+1)a"i2+2)(a+1)  (b+3)4+2) 

où il est bon de remarquer que chaque terme de ce produit in- 

fini nait du précédent, si l’on ajoute l'unité à chacun des facteurs 

qui en composent - numérateur ct le dénominateur, en exceptant 

elc. 

le premier terme — 5 di est isolé, 

f. 10. Aprésent, à l’aide de cette transformation générale 
nous. serons en état d'exprimer par un produit infini chacune des 

formules intégrales proposées et rapportées au . 1. Mais pour 

rendre plus commode l'application de la formule intégrale géné- 
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rale aux formules spécielles proposées, nous mettrons dans cel- 

les-ci n—m — 1, ce qui étant fait, les valeurs de p, g, et 

p + q seront pour les formules proposées comme la table suivante 

les représente: 

$. 11. Tout étant ainsi préparé pour pouvoir entamer 

notre objet principal, qui est d'examiner le produit des intégrales 

proposées, dont la valeur de chacune est exprimée par un produit 

infini, nous allons considérer successivement le produit des premi- 

ers, des seconds, des troisièmes etc. membres de nos produits 

spéciels, et d’abord la table précédente nous fait voir que le pre- 

mier facteur solitaire - sera pour la première de nos formules in- 
- 1 ler ne 1 

tégrales ——, pour la seconde — gp; Pour la troisième aie 

et ainsi de suite. Le produit de tous ces facteurs. isolés sera donc 
= 1 . Le. A « 

——, et il est évident que cette valeur ne subira aucun 7 afydeetc. 

changement, de quelque manière qu'on changera entr ‘elles les lettres 

a, fRiyr:0: ete: 

. 12. Examinons de la même manière les seconds mean 

de nos produits spéciels, compris dans la forme générale a, 

laquelle, en substituant successivement les valeurs de la table du 

4. 10., deviendra pour la formule intégrale 
1.m 

AU ee ED 
pat Lale vner n 2e 

) (B+-1) (m— a — À) 
| 1.(m—ax—$) : 

gl QHi)(m— a — 6 — y) 
ee DU es prend 
EF (m—a—p—y—5 

etc, etc. 
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Le produit de ces seconds membres de nos produits spéciels don- 
nera le second membre du, produit cherché de nos intégrales, et 

il sera : 

FA) x ex ei LUN BEFÉES 
qui ne subira non plus aucun changement , de quelque manière 

qu'on permutera les lettres «, (8, y, Ô, etc. 

. 43. En examinant l'expression générale trouvée au (. 9. nous 

avons vu que chaque membre du produit donne le suivant en ajou- 
tant l'unité à chacun de ses facteurs. Si nous faisons cela au 

second membre trouvé ci-dessus ({. 12.) nous aurons le troisième 

membre du produit cherhé : 
2 2 2 2 m + 1 

ae era rat SU TETE EP ETETIN AU 
En faisant la mème opération ici nous obtiendrons le quatrième 

membre du produit cherché : 
3 3 3 3 m + 2 
RES als Rte Th pi ce 

De la mème manière se trouvera le cinquième — 
4 4 4 4 m +3 

CU 
et tous ces membres ne subissent aucun changement, de quelque 

maniere qu'on change entr'elles les lettres x, f3, 7; Ô, €, etc. 

$&. 14. Ainsi donc parceque les permutations de ces lettres 

ne changent point les valeurs des membres du produit cherché, il 

est clair que le produit des intégrales rapportées au (. 1., prises 

depuis æ 0 jusqu'a æ = 1, ne change point de valeur quelques 

permutations qu'on fasse subir aux lettres 4, Br y, etc. 

: Ci RUE. D. 

Suppl aux Mémoires de T Acad, 35 
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VIII. 

D E 

CURVIS ALGEBRAICIS 
QUORUM SINGULI ARCUS ARCUBUS CIRCULARIBUS 

AEQUANTUR. 
————— 
Conventui exhibita die 20. Aug. 1823. 

£. 1. Ad hujusmodi curvas perduxit me solutio sequentis 

problematis ex methodo quam vocant tangentium inversam, qua sci- 

licet, data curvae proprietate quacunque, ipsa curva quaeritur. Pro- 

blema autem jta se habet: /nvenire curvam AZ ad punetum 

fiœum © relatam, ex quo si in tangentem ZT demittatur per- 

pendiculum OT, positis OZ = z et OT =p, sit p — az — zz, 

quod noveram esse proprietatem harum curvarum. An quoque aliis 

competat videamus. 

. 2. Ad hoc problema solvendum pono angulam AOZ —@ 

et arcum AZ —5s, et cum sit OZ —z= et pro puncto proximo 

curvae Zz— ds, zv=—0z et Zz—200 ob triangulà Zvz et OTZ 
similia erit Zz: Zu — OZ:OT, hoc est 95:z00 — zyp, unde fit 

PE) 22 00 
À 

PER NAS 
unde sequitur haëc aequatio : 

z9®O = (a — z) ds. 

Cum autem quadratum elementi arcus. sit 

d$ — 05 +-2200 — dz° + (a — zY ds” 

habebimus elementum arcus 
HORS CEA 

de V1—(a— 7} 
ideoque ipsum arcum 

Ex conditione problematis autem. est p —z(a—2), 
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s. ==. Arc. cos (a — 2) 

unde sequitur fore a—2z— cos.s, ideoque z—a—cos.s. Expres- 

sio autem modo inventa pro arcu indefinito, declarat omnse nostrae 

curvae arcus aequari arcui circulari. 

3. Nunc ad hanc curvam accuratius cognoscendam quae- 
ramus 0, et cum sit 

_— (a —z%)as 29 = ——" 
substituto valore pro ds invento erit 

20 Le: __(a—z2)0z 

2zV 1 — (a—z}? 

quod si ita integrari possit, ut angulus @) quoque per arcus circu- 
lares exprimi queat, curva erit algebraica. 

$. 4. Resolvatur formula integranda in partes, ponaturque 
y adz CE 

ET reree 2V1—(a—2) fe dicie = 
atque evidens cest fore 

ee adz En | 

Pret © APa 
unde sequitur fore 

adz 
Sn EE — 

Qi ct = 

quae formula ut ab irrationalitate liberetur, ponamus 

VAU+Ha—2D({—atz = (A4 La—z)é# 
tum autem erit 

EN ee: a—1+(a+'1)tt, 

Te TENT É 

1 — CR = 3 2 

1 —a + z 

unde sequitur fore 

NOR QE EE 

Â 

| 

319 
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Tum vero habebimus 
LL HEATIE vitof 

de — ( + #)° 

LC Ré 4tot 
— 

G+HH)(a—1+(e+1)1) 
() — f 2aot 

G— 4-5 (ar 10) 

unde actu integrando prodit 

D+s— ne Arc. tg tv 

ita ut, si ponamus Atgiy=— =, perventi simus ad hane 

aequationem 
2 a 

Dis == :4 

f. 5. Hine intelligitur, quoties fuerit  — - numérus Tra- 

tionalis, curvam nostram fore algebraieam.  Sit enim = En, 
ES | 

erit D—nÿ—s, unde tam sin ® quam cos D prie exprimi 

poterunt, ideoque etiam aequatio inter coordinatas orthogonalés 

OX = æ —zcosO et XZ—zxr—Zzsin0), 

erit algebraica. 

f. 6. Tractemus nunc problema inversum et quaeramus 

curvas algebraicas ad punctum fixum © relatas, quarum arcus 

per arcus circulares exprimantur. Hunc in finem, servatis deno- 

minationibus jam supra adhibitis, constet fore in genere : 

107". + 2200". 

f. 7. Jam quoniam requiritur ut arcus s aeque ac angulus 

® per arcus circulares exprimantur , ponamus 

à He Te 
+ C 

FAR" pe” MP a ur 
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quae ambae partes sunt circulares , eritque, fractionibus ad com- 

_munem denominatorem reductis : 

20 — GP 8 + bft + (J Hg) tt) ot” 
ŒG + tt) ET + 11) 

{ 8. Sumatur nunc 
— SHbt+it 

D'OR TE NT D 

atque habebimus 
20®D __ a + Bt + ytt 

CR ser (4 +12 — 

posito brevitatis gratia 
Bis qe 

(MCE je 

YV —=f + 39. 
Tum vero erit 

9% __ b+2(1—a)t — btt 
DTX + #1) % 

existente (f. 7.) 
as Le, c 4 

dt —_1—+t 

$ 9. Quodsi nunc valores (. 8. traditos in aequatione (. 6. 

GY + CS — CY = 0 
substituamus, prodibit sequens aequatio determinationi litterarum «, 

BB; y: inserviens : . 

I IE IIT IV V 

+bb+ 4b(t—at—2bbE — Ab(4— a)t5 + b b 14 

+au+2afBÎé + 4(1—aY É+26yé EVyE AE À 
: —Ccc +2ayé —cct\ 

+ppé 

—2cct ] 

eujus igitur singula membra seorsim ad nihilum redigi oportet, unde 

sequitur fore 



278 

Ex EL cc —bb + aux. 

Ex V. cc —bb + y. 

Hinc yy—aa 

et Va 

Ex IL af — — 2b(1— a): 

Ex IV. Bfy—=+2b (4 — a). 

Hinc: SL VE 

CHE — - 

Ex TEL» (40 el Ph = A ESRI 

| Hine A — a) = a. 

Habebimus igitur 

4-14; Pb VAE 

& 140. Quo nune etiam valores litterarum j et g obtinea- 

mus notandum est, ob Yy——a, sive ob a+—y—0, fore 

(a+A)f 290. Vundemthig = 1f(a +1). Tum vero, 

quoniam y — 4 — — 24, erit U—Df—— 2a—= 2 (1 ta), 

idcoque == 2, hincque g ——d — 1. 

{& 11. Cum igitur hoc modo omnes litteras a, fG, y; f 

et g determinaverimus, litterae vero a et b manserint indetermina- 

tae . ob 

c=ybb+yy=7ybb+(A— a) 
habebimus 

l'E TUE ae ds — ot y bb+-(1 a)? 

SEX 1 tt 

RE RRE UE 
1 tt 

== ot (a+-1)ot 

=; @ + bt —-tt 

unde omnia ceurvae elementa sequenti modo per # defnientur : 

Â 22 
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s = y bb +1 — a). Arc. tg. t 

DA mr 1021) x A.tg'V4c— ti 
Vaa—6b 2a<+-bt 

ET A oil ds Lie . 2 (a +1) ar ; j: 
Curva igitur erit algebraica, quoties =. est numerus rationalis. 

VAa— bb 

$. 12. Hacc quidem solutio generalior esse videtur praece- 
dente, re vera autem cum ïlla perfecte est consentanea. Ad quod 

ostendendum quaeratur perpendiculum in tangentem OT —p, quod 

cum in gencre sit p==? ($. 2.), ex nostris formulis erit 

— if - _ G+J 
2® TT 1—tt a bt + tt (. 1112) 

a+ bé +ctt= 31 +1) 

CLR - 
ne À 7) 

unde binis postremis in prima substitutis habebimus 
== 205 (a + 1)0s A == 2 CSD 

cz 

hincque sequitur fore- 

op er EPA )e 
dr GuÉ Hi 4 

unde sumto ce — 2 prodibit 
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IX. 

INTEGRATIO 

AEQUATRONUM DIFFER ENT IA LI UM: 

yOT — x0y = a Oz" + y" 

& 

y (0x° — dy) — dxdy(xr — yy + aa) = 0. 

Conventui exhibita die 2. Mart. 1825. 

. 4. Muic aequationi tractandae ansam praebuere integra- 

tiones aequationum 

yÜx — x0y = a V 0x? + dy 

Jde — xdy = a de + 0p 
quarum priorem ÆEulerus in Calculi Integralis Tomo 1. pag. 459, 
alteram pag. 462. integratas dedit, neque vero illam in titulo ex- 

positam, generaliorem, aggressus est, in qua binae modo memoratae 

aequationes, tanquam casus speciales, sunt contentae. Cum igitur 

ipse Eulerus hos casus specialiores tractatu satis difficiles declarat, 

si operationes more consueto instituantur, solutionem aequationis 

ilius latius patentis, quam mihi integrandam proposui, heic exhibere 

eo minus dubito, quod integrale ejus, quantum quidem mihi inno- 

tuit, a nemine adhuc prolatum fuerit in medium. 

& 2. Statuatur igitur in aequatione proposita Oy —po#, 

eaque induet hanc formam : 

Y = pal a 4 pr 
Differentietur haec aequatio, et ob O7 = pdx fiet 

14 
xdp = — ap D — 1 dp (1 Le HR)\tra À 
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cujus aequationis unus factor dp = 0 dat p — b, unde hanc nancis- 

cimur aequationem integralem 

y — br = aÿ 1 —+ b 
ita ut habeamus ex factore Op 

y = bx + aÿ 1 + 6". 

f. 3 Consideretur nunc alter factor 
1—=n 

LT — ap ti Hp) 

et cum sit 

Y.= p& + ay 1 + p 
illo valore æ hic substituto, erit 

1— n | cer PES 

Yy= — ap HP a +ay1+p" 
quae expressio, facta reductione debita, in hanc abit 

ad à 

y = ai + pr) n . 

$. 4. Jam cum invenerimus pro altera variabili æ valorem: 
de 

BE = api (ep) a 
| 

.  manifestum est fore 
x 
A ss NN — 1 
Ge P 

ex ut habeamus 

CP ALRE PR 
pan, Jin 

fa quo nanciscimur 
Let 

pr — X\n—1 Eu Mn Do 7 Er 9 LEP FR 

| f. 5. Ex valore autem supra C$. 4.) pro 7 invento sé- 

quitur fore 
| t er 

y - —— 
2 (Apt). * 

…— Suppl aux Mémoires de l'Acaq, 
36 
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sive, quod eodem redit 
n—1 

a = (4+p") * 

ita ut, si loco 1-—-p" valor supra ((. 4.) inventus substituatuy, 

habeamus hanc aequationem inter variabiles æ et 7: 
TNTDE AE 

HET PONT Ne 
Cine rte M Re 

quam ita repraesentemus : 

à 3! 

A ul 

nm 

quae fractionibus sublatis, sive ducta in yr—1 abit in hanc: 
LA LA (A 

a! — y"! + (— æ)— 1. 

6. Quod si nune loco æ scribamus —z, aequationis 

differentialis hujus : 

zdy — ydz — aÿ/ dy" + dz" 
integrale alterum erit 

4 uA LA u2 

BI = gt + mA, 
alterum vero 

D — PVAARENT,, — bz, 

ex quibus integrale completum aequationis differentialis componitur. - 

$. 7. Sit n—2 et aequationis 

z0y — y0z = ay dÿ + 07 
unum integrale erit 

y = a V1 + 6 — bz 
alterum vero 

y = V'aa — zz 
quae ambo, restituto loco z valore — zx cum solutione Euleri 

(Calc. integr. T. I. pag. 459.) perfecte congruunt. 
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{. 8. Sumatur nunc 7 —= 3 et aequationis 

zdy — y0z = aÿ/ Of + 02 
alterum integrale erit 

dE AUD D — bz 

alterum vero 

WE V G@ya ns 

quae cum solutione Euleri (Cale. int. T. I. p. 462.) congruunt. 

Additamentum de aequatione differentiali 

ay (dx? — dy) — dx dy (xx — yy + aa) = 0. 

{. 9. Cum haec aequatio, aeque ac in .superioribus para- 

graphis tractatae , ad eundem ordinem pertinet aequationum diffe- 

rentialium , in quo differentialia ad plures dimensiones assurgunt et 

cujus integratio, si methodus consueta adhibeatur, variis difiicultati- 

bus obvoluta deprehenditur , viam, quam ingressus sum, ad eam 

resolvendam, haud abs re erit heic quoque breviter exposuisse. 

f. 10. Primum observasse juvabit acquationem heic propo- 

sitam etiam hoc modo repraesentari posse : 

(ydx — xdy) (xx + y0y) — aadxdy 

unde statim intelligitur pro casu quo a O0 oriri duas solutiones: 
dy ___ 0x 

._alteram ex aequatione ydx — x0y—0 quae dat ? — Se erp0 
SJ 

y = la + x, ideoque y — ax pro linea recta ; alteram vero so- 

lutionem oriri ex factore xOx+70y— 0, ex quo fit xx+yy—f3f, 
pro circulo. 

f. 411. Hinc autem intelligitur in genere, quicquid fuerit 

aa solutionem aequationis ita comparatam esse debere, ut, sum- 

to a —0 tam linea recta quam circulus prodeant ex solutione 

generali. - 

s 36 * 
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{&. 12. His praevis observationibus, viam sternentibus, prae- 

missis aggrediamur solutionem aequationis propositae, ponendo 

dy = pôx, quo facto ea induet hanc formam : 
(y — px) (x +py) = aap 

ex qua autem neque æ, neque #, mneque p commode determi- 

nare licet, 

. 13. Dificultas ista e medio tolletur, si statuatur y — ux, 

quo facto aequatio fiet 

(u — p) (1 + pu) xx = aap. 

Hinc sumtis differentiahibus logarithmicis prodibit 
Ou — dp pou + udp PORT ENO PE 

HER UNS RE AS 

{. 14. Cum autem sit 

OU, — u0x — TOU =—= por 

habebimus pro = hunc valorem : 

CNET 0 ; 
æ —— p—u - ; 

quo in praecedente aequatione substituto emerget ista : 
dp +: du Lu Phou— 0p 
PTE ACC HTTP 

quae in hanc abit 

(du + up) (1 + pp) — 0. 

f. 15. Hujus aequationis factor posterior, ob p — y — f, 

dat nullam solutionem ; alter vero factor pou + udp = 0 dat 
op L.14 au 

Prec 
unde integrando elicitur 

lp lens MureNpier 

{. 16. Cum igitur invenerimus ({. 14.) 
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si loeo p valor modo inventus hic substituatur , fiet 
Dress u du 

CT EE 

sumtisque integralibus erit 

As =Ub — L y26 — uu 

ita ut habeamus 

Deux == 
V © — uu 

pro solutione completa nostrae acquationis differentialis. 

Ÿ 17. In hanc quidem solutionem ingressae sunt duae 

constantes arbitrariae, b et c; verum postrema © per priorem b et 

per constantem datam « aequationis propositae determinabitur. Con- 

stans enim € ita est defnienda ut fiat 

xx (u — p) (1 + pu) = aap. 

Hoc autem praestabitur, si in hac aequatione loco y et p valores 

inventi substituantur, quo facto fiet : 
aac (ue) CEE ce) 2, 2 

H € —— uu w 

quae aequatio a fractionibus liberata ita se habebit : 

bb (uu —- c) (1 + c) — aac (c — uu) 

unde concluditur fore 

AT BALSEL + 
Fr ra Gus 56 

} 

C 

{. 18. Quodsi igitur quaeratur linea curva, cujus si re- 

secta ducatur in summam, vel differentiam, abscissae et subnor- 

malis, productum ubique eundem obtineat valorem, solutio in promtu 
: : b 

est. Erunt enim curvae coordinatae = —— et y= -—— 
Vc—uu Vc—uu 

unde curva construi poterit. 

{. 19. Cum igitur sit x = et of 2 à terit 
C— un 
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TS LIre sive AD ÉCMLEE 5. 
Vcxx — yy V cxx — yy 

ideoque cxx — yy —= bb, quae aequatio indicat sectionem conicam 

centrum in initio abscissarum habentem. 

. 20. Videamus nunc utrum solutio nostra gencralis ae- 
quationis differentialis propositae revera ita sit comparata, ut sumto 

in ea valore a — 0 prodeant ex ea linea recta et circulus, quem- 

admodum in . 141. postulabatur. Hunc in finem reyertamur ad 

aequationem (. 17. inventam < 

bb. (1 + ec) = — aac 

et sumto a — 0 evidens-.est fieri quoque debere b—= 0 , ideoque 

aequatio . 19. inventa cxx — yy — bb, nunc fiet cxx —yy — 0, 

unde fit y—zxyce pro lineis rectis ex initio abscissarum A eductis, 

in quibus igitur resecta nulla. Tum vero quoniam, sumto a — 0, 

et cC— — 1, aequationi bb (1 +-c) = — aac quoque satisfit, ex 

eadem sequitur bb —28—ff, ex aequatione {. 19: cxx—yy—f8 

vero concluditur fore yy = ff — xx, pro circulo centrum in ini- 

tio abscissarum habente, pro quo nempe differentia abscissam inter 

et subnormalem in nihilum abit. 

da. ont à; 
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D E 

INTEGRATIONE AEQUATIONIS 

DIFFERENTIALIS 

vdu + v (8y + Ÿ) 0y + GG HS + gy + h) dy — 0. 

Conventui exhibita die 23. Aug. 1826. 

Ÿ. 1. De hujus aequationis diferentialis integratione primus, 

ni fallor, disseruit summus quondam Eulerus in Tomo XVII Novo- 

rum Academiae Commentariorum, ubi imprimis docuit, quomodo in- 

vestigari debeant multiplicatores, seu divisores, quorum ope aequatio 

illa integrabilis evadat, ipsum autem ejus integrale tantum indicavit 

et quidem sub forma non admodum commoda, aequatione scilicet 

finita algebraica, in qua vero ambae variabiles adhuc valde sunt 

permixtae. 

$. 2. Cupiebam scire, an non integrale aequationis diffe- 

‘xentialis propositae duas variabiles complectentis ita adornari possit, 

ut utraque variabilis algebraice per novam, tertiam, exhiberi queat, 

vel ut variabiles ita adeo separari patiantur, ut una per alteram 
prodeat expressa. Hunc in finem ipsam integrationem adgressus 

sum duplici modo, et quasnam adeptus sim integralium formas heic, 

una cum methodis adhibitis breviter exhibebo. 

Methodus prior. 

{. 3. Consideretur aequatio differentialis tertii gradus haec : 

d%z - fO0zÔt + g0zol* +- hzdt5 — 0 

in qua dé ut constans spectetur. Statuatur autem 
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z —,Aeñ + Belt + Cet 

atque cum sit 
Dz — dt (Aa et _ BG et =“ Cy$ et) 

SD zdt = FOI (Au? et + Bf? et  Cy°evt) 

gdzot? = got (Aa et + Bf et LE Cy ei) 

hzdts —hf(A et +B eff+C ev) 

manifestum est fieri debere : 

Au$ et LE BG et + Cy$ert 

+ f (Aa ect BG ét + Cent Ce ü 

+ g Aa et + BB et + Cy et 

AC et+B etLC et 

hoc est fieri debere : 

a Lfa + ga+h= 0 

BH +98 +h—0 
V+SV + gy +h=0 

Hinc autem sequitur valorem 

z — Aeît + Beft + Cet 

fore integrale completum aequationis illius tertii gradus : 
03z +- f0°zôt + g0zdt? + hzDt$ = 0, 

siquidem «&, f3, y: fuerint radices aequationis cubicae 

À ÉTAT A celte 0e 

Istud integrale ceterum etiam a priori invenire licet, quae autem 

investigatio scopo nostro est aliena. | 

tertii gradus in aliam primi gradus quod fiet ponendo 

dz—= pot et Op = qôt 

ita ut habeamus 

d°z = dpt = qot” 

dz = Oqot” 
quibus in aequatione tertii gradus substitutis, ea transfunditur in 

sequentem primi gradus : 

| 

* \. . . 

$. 4. Transformemus nunc aequationem illam differentialem 

| 
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dq + Sp + gpdt + hzôt = 0 

ubi notandum est ob p —S fore 

p = Aueñt + BBelt LE Cyei. 

$. 5. Quoniam autem in aequatione modo tradita insunt 
tres variabiles p, q, z, una cum elemento constante Of, adhuc aliis 

transformationibus opus est, ut obtineamus aequationem duas tantum 

variabiles involventem. Hunc in primo, ob 

0z — pt et qg = À —?? 
Chi 

ideoque 

_— p?dp + ap? 
pie 70e | 

scribamus hos valores, quo facto aequatio hane induet formam : 
d0p + dp? PL + pop + dde PE = 0 

Tum vero Ponamus p — yz et dp —= x9z — ydz + z0y, ita ut sit 
9 _— _0y Me et aequatio modo tradita abibit in hanc: 

A0 
YzdT + xXOZ À fx0z + g0z + Fe pre mL 

ex qua porro concluditur fore : E 

CLR HAN LAC BUS PE oe ne J., rm 
ar 

ita ut nunc adepti simus hanc aequationem duas tantum variabiles 

complectentem : 

Y CE — y) dr + y + fxy + 9y + h)0y —0 

$. 6. Hujus jam aequationis integrale completum in promtu 

habemus. (Cum enim sit y et x Se ($: 5.), nec non 

p = Aaet + Bet —+- Cyevt (49 

Det Bt HOT (NU 3) 
ambae ejus variabiles æ et y sequenti modo per tertiam variabilem 

t sequenti modo determinabuntur : 

Suppl. aux Mémoires de ? Acaa. 37 
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25e a aett + p2Belf + qaCeYt ; 

aAeïñt + BBelt + yCert ? 

y = aAeñt + BBelt + yceYt 

Aett + Bell + Cet 

{. 7. Quod si nunc denique statuamus æ — à + y et 

et—u, tum aequatio differentialis modo integrata hanc recipiet 

faciem : | 

vOv +0 (3y + D dy Æ GŸ HS + 9y + h) dy — 0 
quae igitur ea ipsa est, cujus integrale quaerimus. Cum autem sit 

ut {. 6. vidimus 
___ aAut + BBuP + yCuY 

CALE Aut + Bu + CuY 

ob v==2xy — yy habebimus 
ni — (a — By ABu% + 8 + (a — y)? ACua y + (B— v}8CuÊ TV 

gi (Au% + BuP + CuY)2 

ita ut ambae variabiles v et y per tertiam w sint expressae. Ubi 

adhuc tenendum est hoc integrale fore adeo algebraicum, quoties 

a, GB, y sunt numeri rationales. 

Methodus altera, directa. 

1 “6 -8. Tentemus viam magis directam ad integrale nostrae 

aequationis propositae ducentem. Hunc infinem ponamus brevita- 

tis gratia 

M=3y+f 
N = + jy + gy+h 

ut aequatio resolvenda sit 

vdv + Mvdy + N0y = 0 

.Tum vero statuatur Ov =—=pdy atque habebimus 
N 

LA PEN 
* HE N 

pPoy — "PH 
Sit autem p+ Mg eritque pdy ——0. à . hoc est 
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— __ mN+ Nôq 
Q0y — MY = — —; 

Hinc posito ON — N’/9y emergit ista aequatio : 

qdy — Moy — — “2 + Na 
q qq 

quae transmutatur in hanc : 

(g$ — Mg + gN) dy = N9q. 

f, 9. Ad hanc acquationem separabilem reddendam pona- 

mus gQ—S+7, ita ut 0q —0s +97, quibus valoribus substi- 
tutis, restitutisque loco M, N et 

NS = 3 + 2/y +9 

suis valoribus, orietur aequatio 

GP — FH gs — 1) dy = GG + ff + gy + ds 
ita ut, separatione peracta, sit | 

PRE Re EE M IT: SRE 
SI —fS + gs h VHS + gy HA 

quam igitur aequationem integrare licebit, sive ope idonei multipli- 

catoris (V. Euleri Instit. Calc. Integr. T. III. p. 560), sive sub- 

sidio resolutionis denominatorum in factores fractionumque ambarum 
in fractiones simplices (V. Actor. Acad. T. I. P, I. p. 91). Hoc 

enim modo s determinabitur per y et quidem generaliter, si post 

integrationem constans rite adjiciatur. 

{. 10. Cum iïgitur 2 — — SEP hoc est 

D ag TR NUE 
Boon TT s+y \ 

habemus 

V—= —: 

En ïgitur solutionem directam atque completam nostrae aequationis 
differentialis 

VOU + 0(3y + f) dy + QU + y? + gy + h) dy — 0 
utpote cujus unam variabilem v per alteram 7 determinare nobis 

erat propositum. 

EX 
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Aequationis aliquanto generalioris 

vdu + v(any HF) 0y + GUY + nf + gy +R) dy = 0: 
resolutio direcia. 

{. 11. Haec aequatio tractari potest methodo prorsus simili 

ejus, qua supra usi sumus. Statuatur enim, ut supra (. 8. fecimus: 

M= 3ny +f 

Nr +nff +gy+h 
sitque Ov — pôy et aequatio hic resolvenda evadet 

. vpdy + Mvôdy + Nôy = 0 

ex qua sequitur fore 

IL nn 

tum vero posito p + M — q atque ON — N’0y, prosequendo 
eundem calculum, quem supra (. 8. instituimus, pervenimus ad hanc 

aequationem : 

(q$ — g°M + q N°) dy = Nogq. 

$. 12.  Ponamus nunc g —s<+- L et aequatio modo tradita 

hanc induet formam : 

53 + 85°L + 3sL2 + LS 
— SM— 25ML— ML? 

+- sN’ + N'L 

— NoL 
quae, ut in oculos incurrit, separabilis fiet, si coëfficientes termino- 

rum potestates s?, s!, s° involventium constantes induant valores. 

Quod si nunc statuatur 

M — 5L —/\; 
3L— 2M +N—= 79; 

L5 — ML? + NL — NoL—=Kkt; 
tum vero ponatur L = ny, erit 

Me Br 

N= D = 8ng° + 2nfy + 9 

0y — Nos 
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atque quoniam est 

+. Li = +. n°4° rt 
—ML = — 30 — fny 

NL = + 3n°y + 2fn°y°? + gny 
—NIL—=— ny — fn°y? — gny — nh 

tertiae aequationi conditionali jam est satisfactum, cum sponte fiat 
quantitas constans 

L5 — ML° + NL — N)L—=Kk=—nh. 

4 13. Aequatio igitur initio paragraphi praecedentis allata 

nunc ita se habet : 

GS — fS° + gs — hn) dy = (NÉ Y$ + nfÿ + gy + h) ds 
unde manifestum est s definiri posse per y ex aëquatione 

ds dy 

SR gS— in — ny y HE) + A 
‘ N N . 

t cum St VV ——— — ——, erit à a TL 
dis V9 — nfy2 — gy — h 
VE —————  ——— ——— 

St 

integrale completum aequationis differentialis propositae. 
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XI. 

FORMULARUM QUARUNDAM 
INTEGRALIUM DUPTICATARUM INTEGRATIO. 

Conventui exhibita die 23. Aug. 1826. 

$: 1. Formulas integrales duplicatas Eulerus eas appellavit, 

quae, duplici signo summatorio affectae, duplicem integrationem re- 

quirunt, in quarum priore binarum variabilium in formulam ingredien- 

tium sola una ut variabilis spectatur in posteriore vero altera. Hu- 

jusmodi formularum aliquot tractare earumque ïintegralia, intra 

duplices terminos integrationis contenta, hic exhibere in animum 

induxi. 

$. 2. Ad priora problemata hujus dissertationis solvenda an- 
sam dedit consideratio solidi rotundi resolutione circa axem z ge- 

niti, cujus soliditas, cum sit frvv0z, posito z—v#* et integrali 

a V0 ad v =—=1 extenso, erit a ur PU Cum enim eadem ex- 

pressio pro soliditate oriri debeat, quomodocunque coordinatae per-\ 

mutentur, hinc sequens problema proponi poterit : 

Problema 1. 

$. 3. Si fuerit V— [9x (xx +yy)" # *—;] invenire integrale 

ACHETE I 
Solutio. 

Hic scilicet pro soliditate sumitur formula fOx f'9y (1 —v°") 

sive fx dy (1 — (xx + yy)"), unde pro parte priore habebimus 
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dx S'dy nl = J0x y 1 — xx 

# PARLE à IA) L'——— T 0 -& ‘or Est vero J'Ox y 1 — xx [ASIE Z -7, ideoque pars prior 

JSOx dy =. Soliditas igitur erit 

4 ( — Sy. [dx (x + yy)) 
sive restituto V erit ea 

4 es — SV 0y) 

quae cum debeat esse = de ($. 2.), habebimus 

b y—0 “4 
Vous) en: 

Scholion. 

$. 4 Haec integratio ideo notatu est digna, quod facta 
evolutione binomii (xx —-yy)* prodeat series, quae ducta in 0x et 

per partes integrata, casibus quibus exponens 7» est fractus, ad lo- 

garithmos perducit, cum tamen pro terminis integrationis supra sta- 
1, . . 4 . er T 

bilitis valor integralis / VOy semper sut TEL quemadmodum 

etiam sequens problema ostendet, cujus solutio a praecedente, auo- 

ad methodum penitus est diversa. 

Problema 2: 

$. 5. Si fuerit V = [dy (xx + yy)" te D yrhinvenire 

integrale ff Ndzx [P*—=9. 
ad x :—=1 

Solutio. 

Quoniam in priore integratione æ est constans, ponatur 

Y— TU, eritque dAy—xrdu atque ZX + yy = xx (1 +uu), 

unde sequitur 
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V= 2271 fou (1 + uu)" F PA 
x 

quibus substitutis prodibit 

SANT AE 2n +1 CE: N3#2 

Y = (a fre 

quod integrale per hypothesin fit evanescens posito u = 0, vel 

= 

Nunc igitur habebimns 

TN no pee 
xn TT AYA xx 

unde per Lemma notissimum /P9Q = PQ — /Q9P habebimus 
x2n + 2 

= | — —— a 
AC Qn + 2 open N-oae 1— xx 

ubi prius membrum sponte evanescit casu x == 0.  Püsito autem 

die A, erit | , 
É abpix— LR 1 LUN AT ER m 

VOL In oNe rs 4 (n +1) 

ut supra invenimus. 

Scholion. 

. 6. Cum saepissime intersit nosse varias methodos, quibus 

ad eandem veritatem pertingere licet, pluribus forte non displice- 

bit, si binis superioribus solutionibus ejusdem problematis adjunga- 

mus tertiam ex alio fonte -derivatam, ubi scilicet integratio per ido- 

neum multiplicatorem perficitur. © Hujusmodi ‘üigitur solutionem in 

sequenti problemate, jäm duplici modo sojuto, ob oculos ponam. 
> Le 
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Problema 3, 

ÿ 7. Si fuerit V—SOy (xx + yy)' I 
abix 0 

ad x—=11° 

ab y=0 MIRE 
PNR =] investi 

gare integrale [VDx ! 

Solutio. 

Cum sit V certa functio binarum variabilium x et y, quae- 
ramus ejus differentiale, si tam æ quam 7 variabiles statuantur, 

eritque 

OV = dy (xx + yy)t + 2nx0x f dy (xx + yy)"—! 

cujus pars posterior signo summatorio aflecta ad formam, quam 

V vocavimus reducitur, ponendo 

Sdy x + yyY = Ay (xx + y)" + B/0y (x + 2x 
n+1 s er pre : 1 Lie 

ac differentiatione instituta reperietur fore A=— = etB—- 

quibus valoribus substitutis positoque a ææx loco y habebimus 
FANe AN Vi—xx 2n + 1 

Lou ET UD SET net es 
Hoc valore substituto habebimus hanc aequationem resolvendam : 

OV — = + (on + 1) 
CENT x 

qua ducta in multiplicatorem æ—?*—1 fiet integrabilis, prodibitque 

PEER PE mare 
Pa < f Vi— xx 

ut supra Ÿ. 5. invenimus, unde pro terminis integrationis stabilitis 

sequitur fore 
Pan T0 En YVom 1e 
ad 4 

Problem a% 410 7 

SA ab) —= 
$. 8. Manente V = [dy (xx + yy)" PEER 

ab x 0 

ad Es | 

] investi. 

gare integrale f[Vxdx [| 

Solutio. 

Cum supra (. 5. invenerimus 

Suppl. aux Mémoires de Acad. 33 
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SON Dent Ai f SANS QE 
Dre ere cr 

manifestum est pro nostro problemate fore 
+ CE 

Vx Bin == x27 2 èx ————_——— 
D ®) J x2h + 2 V1 xx 

unde per notissimam reductionem adipiscimur 

Mec 2 TEE 2x 1 xox 
Sade = es les ass 12e 

Quoniam autem pars prior sponte evanescit posito æ= 0, altera vero fit 

C IE, constante ita determinata ut etiam haec pars eva- 

nescat posito æ — 0 erit 
ap'RT— yrst. 1 di San Le (ere 

Scholion. 

PE Simili prorsus modo pro jüsdem terminis integrationis 

inveniri poterunt sequentes integrationes formularum potestatibus tam 

paribus quam imparibus ipsius æ affectarum : 

NEUTRE DIE L'VEOE =" ae 

ne ESS 
SNLOX = 3. ES 

Vx 0x — 1-5. 4 =, 
S CNP ET TA 

5 nn LM ET F 

SNL = 
6 RE GO 1 T 

SNrOE = Pnpé 
SNztdx — 2:46 1 

et ita porro. 

Problema 5. 

$. 10. Si fuerit VE f0p EEE) y | Fe. SR ad y= y 1 — 2" 
invenire integrale À ab x —0 

g JVx 0x ad x== 11° 
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Solutio. 

Statuamus ut supra {. 6. fecimus y—ux, eritque dy = xdu 

et a+ ym — a" (1 Hu") et functio proposita fit 

V —= ami You (1 Hu)" à A fn EL FSPRENET | 

HENU Se AE 
T 

V1—2" 
Nihil igitur impedit quo minus statim ponamus MENT qu eritque 

LE 

D m1 
xx (t — x7) m 

M utile 

quibus substitutis habebimus 
ER 

Van Res Jx(i— 2x") m 
ann +2 

quod integrale per hypothesin evanescere debet facto u—0, hoc 

est æ—1. Invento jam hoc valore V habebimus 
1—m 

[Na dre faitatign [02 ( — a") nm 
ant +2 

sive reductione ope Lemmatis notissimi facta SE 

—m 

PV dx — — eee m 
mn + À + 2 mn+2 

Adi 

mn + À +-2 m— 1 

(Es he UE 
ubi prius membrum pro termino _integrationis æ= 0 evanescit, ita 

ut habeamus 
* 

ÉTYe 
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À JU MER 2 
[Vz de mere fl re 

quod integrale pro quolibet exponente À facile assignari poterit et 

pro terminis integrationis stabilitis semper constantem habebit valo- 

rem. Quod si igitur ponatur 
À 

DORE pe—0 ne 
@—27) 

manifestum est fore 

À ab On A : 

[vx 0x [à ul TO man À +2 

Corollarium ‘1. 

4: 11. Lu a A— 0et m— 2 eritque 
AS =— DR EU mt te 

Vi—zx ad x —=1 2 

ideoque 
SVdx É D — 9] — T 

Ad 0 =—"1 1 +1) 

quemadmodum etiam supra f. 3, 5 et 7 jam invenimus. 

C'orollarrumr 2, 

&. 42: Si fuerit À ==m —"f, erit 

am "ox ab x——0 
A — Era NES La x —1) F 

(1 — am) m k 

Statuatur 4 — 2% — 3, eritque 2" 1 0x — — De unde intelligitur 

fore 
(É PE 

if —— las = + 
mz M. 

quod cum evanescere debeat casu z — 0, fiet C — 0, pro altero + um 

PTS 
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vero integrationis termino z — 1 fit A1, hincque concluditur 

fore 
M — 1 ab x + 

PAC: dæ [a mb see 

Hine si fuerit m—2 erit 
AD Ar 

ANa0& TE; : — NE — = 

ut supra À. 8. invenimus. 

Scholio-n. 

f. 13. Hac problematum, arctissimo inter se vinculo jun- 

ctorum, serie expedita, aggrediemur aliud formularum integralium 

duplicatarum genus, cui tractando ansam mihi pracbuit formula illa 

JS dxdyy cc — xx — yy, cujus valorem Eulerus ab æ —0 ad 
æ—a et ab y—0 ad y—b investigare docuit in Tomo. XIV 

Novor. Commentariorum.  Sequentia duo problemata exhibebunt va- 
Oxdy 

lores formularum rires ee 
cc Ext EE yy 

pro iisdem terminis integrationis. 

Prolema 6. 

: ; : ET L La, 0x0y __ 
$. 14. Proposita formula integrali duplicata V = ff: en 

cjus valorem investigare ab x — 0 ad x —a et ab 

y=0 ad y —bd extensum. 

Solutio. 

Sit primo sola y variabilis, eritque 

di — Ven — 99 ab Y — 0 

Es Lh== ie D He 

Facile autem intelligitur fore 

- OH FUREUR À . HUE lei Re —, = Arc. Sin = + 

quod cum sponte evanescat sumto y 0, posito pro altero inte- 

grationis termino y —b, habebimus 
HALO ab y —= 0] — À 
RE = Are. sin 
Res sl Vcoc— xx 



et formula proposita fiet 
= 9 b ab x V1) 0x .A.sin = [ 

cc—xx ad x 

dl. 

a 

Jam per Lemma notissimum / POQ = PQ — /OOP exit 
à : bxxo, 

[dxA . sin = — LA SIN ah ES JR SES 
Vice pe Vec— xx (cc— xx) V cc — xx — y 

quod postremum membrum ita repraesentari potest 
box bccox 

| Rene ET à ———_—  — + RES | 
(cc —xx) v cc — xx — yy vec—bb—xx (cc — xx) V cc — xx — yy 

Est vero, uti constat, 

fs —— DAS sin re 
V cc— bb — xx V ce — bb 

Secundum vero membrum, posito æ — c sin (), fiet 
= bccox ES bcaŸ sie 

(cc— xx) ec —0b—xx cos cc cos? — BE 

quod ita repraesentari potest : 
PE ___  becdx _ B9® .. FT TE = 

(cc xx) V ec 00 — xx TE ICS DA cosŸ © 

- ne :+ 100 gs Quod si nunce ponatur ts O = + » ent TS z,' atque 
Bb 

5 —= bb + zz, ita ut habeamus cos cos @? ? 

becox 2AÈE Ch À cdz d: 

(ec— xx) V cc bb—xx Ye —bb— 7x 

unde cum sit 

ERORS SR ET errant 
Vcc— bb— 322 cc— bb 

collectis omnibus terminis pro formula nostra proposita adepti simus 

integrale 

V = %A.sin — —+- bÀ sin Lee; -AGeun Bin 
CC — xx V cc — bb V ce —bb 

quod sponte evanescit pro termino AR Li)", .Ssumto 
: : B autem æ=a, hoc est sin ® = et te O= = Et EE 

? (o) © sD= Vcc— aa V cc — aa? 

pro terminis integrationis stabilitis fiet 
L b : 

V —aA.sin SPAS SE it QA BI Ce 
CC —- aa cc — bb V (cc — aa)(cc — bb) 
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Problema 7. 

& 15. Proposita formula integrali duplicata N —{| PELLE 
“Y Vcec+xx+yy 

ejus valorem investigare, si integralia primo ab x —0 

ad æ—a tum vero ab y—=0 ad y—b usque exten- 

dantur. 

Solutio. 

Spectetur primo sola y ut variabilis, atque habebimus 

NV on 0 jy 0t, 
J9 rep eo lat == v] 

Est vero, uti constat ex Euleri Inst. Calculi integralis Tomo I. Cap. 

2, . 89, si ibi ponatur B—0, a —cc—+ xx, y = 1 .et x —Y 
dy 2 PAPETERIE 

unde, quia pro y—= 0 fit C= —/1ycec—+-xx concluditur fore 
£ dy L: ab y 0] — JV BP Per 

Vec+xx+ yy ad y — b Vec+ xx 

ita ut habeamus 

b+-Vcc_ bb xx ab x —0 
Ÿ EE LL ——— : 

Sd vec + xx ÉbeAl 

Quod si nune in subsidium vocetur Lemma illud notissimum, 

fPOQ = PQ —  QDP 
prodibit 

(cc xx) V cc bb + xx 

34 Vcec+bb+ xx 

LE nm ee prof 
Cum autem sit 

xx02% 1h are, à dx 1e ccdx cet 

(ec + xx) ETES en CETTE (ect xx) V cc bb Lx 

ob fo +R EE 
V cc + bb + xx v cc + bb 

postrema pars summatoria in valore illo V occurrens erit 

besde Verre 
V c2 + bb 

becax éd4. 

TS (cc xx) V ee bo xx 

(cc + xx) V ec DB EE xx 
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Le : : co® ce Statuatur nunc æ=c.tg@), ita ut sit Dx= Eng y CHARTE 

atque habebimus 

[ becAx ur bca ® 

cc+ax) Vec+bbzxx ( V bb + 

quod etiam ita repraesentare licet : 

bcoD ti PRE bDD cos® 
bb sin@? Viba — Fa Se V cc 6b—bb sin? = AC Se 

È . b sin ® SAS 
uae postrema formula osito =... abit an q P » P Va ) 

SEA GA PEDE 
VA ze V cc + bb 

hincque collectis terminis erit 

V2 JeHV ec Bb Eux , py eve bb zx cA . sin #sn® 
V cc+xx V cc + bb vcec+bb 

quod sponte evanescit posito x —0. Sumto autem æ a, sie 
RES RE : a 

t&@D—< hoc est sin? — 

tegrationis stabilitis 
u l'ec + bb - JP re RRer ee ER + ec Ebb+ ra 

rer habcbimus pro terminis in- 
aa +- ce 

VHG 
V cc— aa V cc + bb 

ab 

— CA SN EE aa) (+ 60) 

Scholion, 

Ÿ 16. Hujus postremi problematis solutio quidem tanquam 

corollarium ex praecedentis solutione deduci potuisset, statuendo 

xy — 1 et yy — 1 loco x et y et imaginarios arcus per no- 
tas reductiones ad logarithmos transmutando. Verum solutio directa 

hic exposita ob egregiam ejus simplicitatem longe anteferenda est 

illi, quae per tot et tantopere operosas reductiones procedit. 
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XII. 

FORMULARUM QUARUNDAM 
INTEGRALIUM IRRATIONALIUM REDUCTIO AD 

RATIONALITATEM. 

Conventui exhibita die 23. Aug. 1826. 

$. 1. Cum aliquo abhinc tempore, occasione problematis 

mechanici, speciem aliquam curvarum synchronarum spectantis, me- 

thodum quaererem formulam differentialem irrationalem, elementum 

temporis exprimentem , ratiomalem reddendi et integrandi, frustra 
quidem desudavi, neque ad scopum optatum pertingere mihi licuit. 
Interim tamen non omnes hujus laboris fructus me perdidisse exis- 

timo ; varia enim conamina, eum in finem suscepta, viam mihi 

apperuere plurimas formulas differentiales irrationales , et quidem 

maxime generales, idonearum substitutionum ope rationales reddendi. 

Ex problematum a me solutorum serie praecipua, generaliora nem- 

pe, hic exhibere eo minus dubito, quod ob defectum methodi uni- 

versalis formulas differentiales irrationales ad rationalitatem perdu- 

cendi nihil aliud superest, nisi ut quisque catalogum formularum 
ad rationalitatem reducibilium pro viribus supplere studeat. 

Probleme" tt, 

{. 2. Denotante i numerum quemcunque, sive integrum, sive 

fractum, ad rationalitate perducereem formulam : 
Dre — io air —1 (œ + Ep dx 

PEACE TT TE 

Solutio. 
CILmriC 

Bi et Ponatur a+ brit = y", eritque x 1 0x — 

ain — ? Lee unde sequitur fore: 

Suppl. aux Mémoires de T Acad. 39 
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: b ILES TE (a + Bairyr — G + 8 * a); 

: b (y7T— a) À 

(PH ga = BEERO , 
quibus in formula proposita substitutis, ea induet sequentem formam 

pires f JET or (ab Pa pr) 
RUES Gf—a8 + ey) 

quae formula ïigitur. semper est rationalis, quicunque numerus pro 
à accipiatur, fractis non exclusis. 

Corollarium 141. 

f. 3. Sit exempli gratia i —1 eritque formula proposita 

rationalis reddenda 
axzt— fi (a ere Bæir)" 

quae igitur, ob 7 numerum integrum quemcunque, maxime est irra- 
tionalis.  Rationaliter autem erit 

ELA Ari FIM (ab — Ba + By7)T dy 
man once Cf — ag + 87") Ts 

Coriollærrum 2. 

PE 

« 

f. 4 Sit r —0, eritque formula rationalis reddenda : 
aît—1 x 

formula vero ad rationalitatem perducta ita se habebit : 
__ Bh—: Vi—M—:9y 

D au lee 

Corollarium 3. 

f. 5. Exhibeamus casum exponentibus numericis affectum, 
statuendo in praecedente corollario m= 2,n=3,i=1,ÀA =1, 
eritque formula reducenda 

P = : z° dx 

 d F+ge) Va tx 
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quae ad rationalitatem perducta hans induet formam : 
dy PE f-—— 

Je ZE: 

Problema 2. 

{ 6. Denotante i numerum quemcunque , sive integrum, sive 
Jfractum, ad rationalitatem perducere formulam : 

me ain — 1 (a + Gr dx 

PE RTS: 

Solutio. 

æi in 
7aoes 4: ita ut habeamus —— Fa à 4") 

sumtisque logarithmis erit 

ny = inlx — Ka + br) 

unde sumtis differentialibus fiet 

2 _ aide 
Y 7. x(a+bxtt) 

Hinc autem sequitur fore 

aix 19x 

ex quo concluditur fore 

Ponamus 

0Y — 

i—1 
D RER RON CEMPLETS 
ab" br TE ai 

Est vero x — Tr » ideoque 
= a AN OU —= = Gi 

unde porro fit 

D pe L | 

ss “ha == Lee Dax 5 
V (a+bar) 2(1—by7) 

Tum vero, quoniam est 

39 * 



aim 

PACE TE DU 
habebimus | 

Ca + br) — En 
cÎTL 

unde ob = = (a+ bx°?) 0y fiet 
a1y 

bn nn LME 
V G@ + bx")" Tai T (1 — by) 

ideoque 
im —1 4 k 

T Ci In Luis n dy ; 

V Ca +bax"y ia— 283) 

Cum porro sit 
— ay. 
rue 1 — by" 

facile intelligitur fore 

Ca + fr) — Gr BD 
RASED 

, Th r— À 

LÉ à + gæir)* — (6 ie D ES 

his valoribus in RE proposita rite substitutis nanciscimur 

EUR pen (CE = PET (a Den 
— S (L — by") RENTE G—(— 08 8 JT) A 

-quae igitur rationalis erit, quicquid fuerit à. 

Corollarium 141. 

& 17:80! ete =} eritque formula ad rationalita- 

tem perducenda haec : 
Je ain—1 x 

TJ Hg Y y @+ pay 
ipsa vero formula rationalis erit 

SEAL PR I (1—DyT) À — 5 dy 

PSG) 
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Corolarium 2. 

. 8. Ponatur in superiore Corolario 2 — 4, À —:1 

m—1i,f—=1 et g—= 0, eritque formula irrationalis proposita 

d æ 
PU 

Y G@ + bx”) 
formula vero rationalis reddita 

en "dy 
P — es 

C'oTrollLarrTuame 3, 

\. 9. Quod si reductionem Corollari 4 ({. 7.) combinemus 

cum reductione Corollarii 4 praecedentis problematis (f. 4.) reddi- 

ta erit rationalis formula haec : 
Air — 1 br?) dx 

P TFEEA | 
re g x)* V (a + b ri y 

SC HolrOoN.: 1: 

f. 10. Quamvis haec formula ex casibus tantum specialibus 

formularum generaliorum in problematibus nostris primo et secundo 

tractatarum sit conflata, ea tamen adeo est generalis, ut tanquam 

casum specialissimum in se complectatur formulam illam 

[ DAT) 

(CE 0) 1ÿ/ 2an — 4h 

quam Eulerus in Tomo IX. Nov. Actor.pag 112 ad rationalitatem 

perducere docuit, tanquam formulam irrationalem satis late pa- 

tentem. 

Scholion 2. 

$. 11. Formula nostra {. 9. exhibita adeo generalior est 

illa quam Eulerus in Tomo X. Nov. Act. pag. 17 rationalim red- 

didit, scilicet 
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(Pt 2 0 7 29 0e 

y Ca + bzx")" 

denotantibus P et Q functiones formae 2%. In nostra enim P et © 

sunt functiones formae (f+- gx) À, tum vero numeri m et n 

in exponentibus ipsius æ occurrentes multiplicatorem habent i. 

Multo adhuc generalior est expressio ex formulis ipsorum proble- 
matum nostrorum 1 et 2.composita haec : 

Aa Bar 1) (a + Br) 0x 

= + gr) (a + bairym 

quae, cum utramque partem rationalem reddiderimus , quoque ad 
rationalitatem est perducta. | 

Scholion 3. 

. 12. Quin etiam, si potestates ipsius æ in binis factoribus 

binomialibus fuerint diversae, reductio ad rationalitatem nostrarum 

formularum succedet adhibitis iisdem -substitutionibus, quemadmodum 

ex solutione sequentium binorum problematum pateñet. 

Problema 3. 

f. 13. Ad rationalilatem perducere formulam : 
xt —1 (œ ÊE Baie de 

ii 5 
+ get") Ÿ/ Ga + br} 

Solutio. 

Sit ut supra {. 2. statuimus 
in — - in A Ve 9" ON a + bar — y", ita ut 27 10 = Net 

S UN gi — Y I , atque habebimus b 

(a + REP = Hess 

ÿ — a HAS grôin y — GC +Hs0 EE — a)°)" 
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quibus substitutis nanciscimur 

p DE age: etes 
Mu ENT (FBŸ + go —a)5)h z 

Corollarium. 

{. 14. Evidens est sumto d — 1 et e— 1 hunc casum 
ad casum problematis primi reduci, quod etiam tenendum est de 
problemate sequente in quo continebitur casus problematis secundi. 

Problema &. 

$. 15. 4d rationalitatem perducere hanc formulum : 
aim — 1 (oc EE hi M 22 

+ gas") (a + bairye 

Solut!1io. 

Br 

Ponatur, ut supra (. 6. fecimus, 
i : + än DE : 

7 @ +02) = ySNeTIque 5 Lai 7/7 

aim —1 dx 10 yn — 1 9y 

PACE LES i(—by), 

: : = : ? Sd 
Porro cum sit æ%= 2%", eritztt 0% et aÿm— 7, 

1—by" CRT (1—5y7)9 
Hinc intelligitur fore 

- y : PcPER À — byL}E ER Bar yEenyr G@ __ pren)" — [CAC sr 

Sinyx — FU — 29)0 + god yôn)À œ nr rer), F + ga°#) AD 
quibus substitutis nanciscimur x 

Pp— 1 Fe DM — x (o(t — byt)E + Barytt)Toy 

2 (A — bp} — OÂ H 1(f (1 — DIN I + ad yÔT)A 

Additamentum. 

f. 16: Manifestum est formulas generales in praecedentibus 

problematibus ad rationalitatem perductas innumeros casus specia- 

Et ot ii née ot 

. 
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liores in se complecti, quos igitur omnes nunc ab irrationalitate 
liberare et integrare licebit. Fatendum tamen est dari quoque in- 

numéras alias formas, quae in nostris formulis generalibus non sunt 

contentae aliasque postulant substitutiones plus minusve donum divi- 

nationis exercentes. Haud paucae interea formulae , licet in supe- 

rioribus non sint contentae, per similes substitutiones rationales fiunt. 

Harum simpliciores aliquot hic exempli causa exhibebo. 

Problema 56. 

$. 17. Ab irrationalitate liberare formulam : 

Et (4 + x) dx 
Fn Gx+ x) ÿ (1 + 3xx) 

| 
| 

Solutio. 

41— x setr 

VAH3xx) — 
garithmicis habebimus : 

2 Gage" AY dipl (LH TO NUS 
G+J — p A-34x) (1 +32x) l ap 

Statuatur P: Sumtisque differentialibus lo- 

Hine cum sit ie 1 — p$ sequitur fore 

ES ee 
(GGx+a)ÿ (4 + 3xx) HE | 

Problema 6. 

{. 18. Ab irrationalitate liberare formulam 
mu G— zx) 0x | 

7 Gæx+a) Y (A +3xx 

Solut1io. 

1 x 
Ponatur  ,-—— 

V (+ 3ax) 
Z g ct procedendo ut solutione pro- 



STE 

blematis 5 habebimus 

Ni — 2 dr __1— dg 3x2+ x° x (4 2e 3) 

Ex) VO 3 ra) 1x — q 

unde sequitur fore 

ET do. 
rs (3T+ x) V (A+ 3xz) 1—4° 

Corollarium. 

Ÿ 19. Haec ambo postrema problemata nobis suppeditant 

+R EE 1 ali Anne 
(3 + xx) V (1 + 3zxx) 

Hinc autem adipiscimur 

i L 0x ET ET 3? 
4 RENE RO PER [<= me Er (3 + xx) Y (1 + 32x) 1— 9 45? 

Scholion. 

{. 20. Reductio ad rationalitatem et integratio formulae in 
Corollario praecedente rationaliter expressae est argumentum in pe- 

culiari dissertatione Tomo X. Novor. Actorum inserta ab Eulero 

tractatum. Duplex problematis loco citato traditur solutio, quarum 
prior dat 

Ba ae 2? ù x 
À RSR ER PS [= 3 ol 

(3 + xx) y (1 + 3 xx) A4 1—? 

quemadmodum etiam nostrum Corollarium habet, Tpsum integrale 

hic non exhibeo, ideo quod ab Eulero jam traditum fuit et quod 
in hac dissertatiuncula tantum de liberatione ab irrationalitate agitur. 

Suppl. aux Memoires de ? Aead. 1 40 
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XIUT. 

TENTAMEN 

SOLUTIONIS PROBLEMATIS GEOMETRICN 

MAXIME ARDUI. 

Conventui exhibita die 23. Aug. 1826. 

&. 1. Considero linteum figuram habens parallelogrammi 

rectanguli ABCD, pläno horizontali impositum , cujus bina latera 

AB et AC firmier plano affixa concipiantur, latus vero CD baculo 

annexum, qui circa punctum C, tanquam fixum, elevari queat, 

$. 2. Elevetur igitur iste baculus in situm Cd, ad angulum 
quem vocemus DCd—#, et quaeratur figura et superficies lintei 

in hoc situ, assumendo scilicet fila, ex quibus linteum textum est, 

tam extensionem quam contractionem pati. 

Investigatio figurae. 

Û. 3. Statuatur AB — a, AC —b ct pro filo longitudinal 
quocunque £ZT sit AT—Cé—t#f. Sit z punctum aliquod hujus 

fili, pro quo statuantur ternae coordinatae AX —x, XY—Y7, YZ—z; 

demissoque ex £ in rectam CD perpendiculo £v habcbimus 

toi tsinét eh iQ ‘fdcosés 

Ÿ 4. Quodsi nunc per puncta f et Z, nec non per v et Y 

ductae concipiantur rectae £T et uT in T concurrentes, tum vero 

per v recta vQ lateri CA parallela, erit 

ÉD BENIN" 

LU EYE n OT NO 

Ou AOREE FAC ES AIX 



unde sequitur fore 

uMAUEMPAC : AX 

ita ut habeamus 
YZ — z — tx sing 

7 Z- tire 6 

unde concluditur fore 
t — _bz 

D Sin 

$. 5. Quod si nune per y agatur recta yR lateri CA pa: 

rallela, orietur proportio : 
PO ULQULEE=S TR EFRE 

sive introduccndo valores linearum, haec : 

de —rdieos dsist bi b = l'y 2% 
unde sequitur fore 

_— t(b—x-+xeosé) 

train a 

$. 6. Sumatur intervallum AT —é constans et prodit aequa- 

tio hujus formae 

VAL Br 

pro linea recta. Hinc intelligitur si per filum longitudinale quodcun- 

que TZt (fig. 1) planum transire concipiatur, ejus sectionem cum 

plano tabulae fore lineam rectam TYu (fig. 2). 

$. 7. In aequatione . 5. inventa loco { scribatur ejus valor 
Z , 

4. t RES eritque 
__ %(b—x—+xcosé) 

AE RE 
unde sumto æ constante prodit aequatio formae 

y = Mz — N 

pro linea recta, Hine discimus si per punctum quodcunque X 

sectio fiat plano tabulae normalis, sectionem cum nteo fore lineam 
rectam ZX. 

AÙ ® 
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$. 8. Quod si autem XYŸ —7y constans assumatur, ex 
z(b— x xcosé) 

aequatione y = STATS sequitur aequatio hujus formae : 

RENE 

Si igitur per punctum Y secundum lineam YZ, in quolibet sensu, 

fiat intersectio, sectio cum linteo erit hyperbola. 

ÿ. 9. Si denique in eadem expressione supra pro y inventa 

statuatur YZ —z constans, tum prodit acquatio formae 
RE 

Te kx 

unde patet, si planum concipiatur, plano tabulae parallelum, per 

punctum Z transiens, ejus sectionem cum linteo quoque fore hyper- 

bolam. Haec sunt quae de figura lintei monenda habuimus. 

Investigatio Superficiei. 

$. 10. Consideretur elementum areale in plano horizontali 
YY’ y/y, in quo elemento Xx — 0x constante, ob 

Yy — dy — EH 20082) G. 5) 

habebimus 
LE __— oxot(b —b __— y0xû YY’/ y y — dxdy — xot (. perse AR, 

Nunc quaeratur elementum superficiei lintei huie elemento YY' y 
imminens , scilicet ZZ/z/z, quod invenitur si elementum YY 77 
multiplicetur per secantem inclinationis elementi ZZ/z/z ad planum 
horizontale. 

11. Quo hanc secantem investigare queamus ducamus in 
figura 14 "4 rectam XT, in eamque ex YŸ demittamus perpendicu- 

lum Y5, junctisque punctis Z et S recta ZS erit angulus YSZ in- 
clinatio plani XZT superficiem lintei tangentis in puncto Z. Se- 

SL NAT S NE ! CES cans autem hujus inclinationis quaesita erit Æ et elementum super- 



su 

ficiei lintei quaesita ita prodit online à 

LL ele" y'y x = 

Û. 12. Jam cum sit triangulum XAT simile triangulo YSX, 

manifestum est fore 
DGA NX TS 

unde concluditur fore. 
YS A2 XA.YX NE Ty 

PRET NE VITE xx) 

Hinc autem deducitur : 
CNE r — V(ez(ttæ+ xx) + xxy) BASSE" + VS) = Ps or 

unde +0 naciscimur : 
— VG2UtH xx) +xxyy) 

FE — xy 

ita ut, substituto in numeratore loco y valore supra . 7. invento, 

habeamus : FAR 
, G—zx+xcose}) ss — 35 V(ttz2 + DAZZ + AXZZ xx sin Q2 ): 

bbzz > fix#sine2 
GT CÉUTrZ2 = HA Si Est vero xx sin 6? — 

nanciscimur 
DS — L /(tt2z UE 6 — 2x D — x) (1 so) à here >” bb É Hg 

quibus substitutis 

$. 13. Cum igitur supra f. 11. invenerimus 

HSE LACCRE ES 

ex Ÿ. 10. vero sit 
YY’/y'y = _— 

superficies lintei .quaesita erit 

LES 2z— = ds + 0b — 2x (b — x)(1 — cos À) 

sive ob 2= Zt sin a erit 

2 d'a = A y (tt sind" + bb — 2x (b — æ) (1 — cos). 
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£. 14. Hic igitur duplici integratione opus est, altera pro 

variabilitate s-lius æ, altera pro variabilitate solius £, priore ab 

æ—0 ad x —b, posteriore ab {0 ad { —a extensa. Quodsi 

igitur statuatur 

Tr V (sind? + bb — 2x — x) (A — cos &)) Het SE 

tum tota quaesita, quam vocemus 5, erit 

SE ad t— a 

$ 15. Ponatur jam xt et # — 20 atque habebimus 

d: sl OV (4t sin 20° +- bb cos ÿ” +- vu sinp”) Ée Donne 

Quia nunc hic sola v ut variabilis spectatur, ponatur brevitatis gra 

tia ét sin 20° + bb cos — A, eritque 

T = D à V (A + uv sing”) [a mue 

Quodsi nunc actu integretur, habebimus primo 

mie 30 RE) A av 
DE EE V A+uvsiné) + ;;/; (A vw sin 8) | 

Tum vero, quoniam est 
RHONE Te ‘ 

‘| VA uvsnt) — a L(v sing + y (A + vv sing”) 

integrale quaesitum erit 
a v ° _ 12 À ë : 

T=C+,,7y A+ sin”) + ns / @ sing + y (A + vv sing” 

dum scilicet sumatnr a v — — b usque ad v — - b. 

$. 16. Quoniam igitur, sumto v — —b fieri debet T— 0 

rit constans per integrationem ingressa 

_ C=+iy A+ bbsin 0) — 55e /(U/ (A -0b sin 0°) — b sin) 
ita ut habeamus 

1): y CA + bb sin 9?) PATES IE 

RDC V A + vv sing?) 1 4sné V (A+ 0b sint?)—b sin Ô 
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Quod si nunc ponatur, pro altero integrationis termino, v — + b, fiet 
pre A V (A + bb sin 02) + b sin d 

T—=3 y A+ bb sin 9°) + 5 sind ÉTEND ETC sin Ÿ 
sive, restituto loco À suo valore, erit : 

sà ff sin 2 9 + bb cos 4? V (tt sin 2 0? + bb) + bsiné qe 1 PR a 17 Gt sin 2 9° + bb) + 4bsind / Vttsin202+bb—BDsint * 

{. 17. Vocetur nunc brevitatis gratia 

1 y (sin 2 6° + bb) = P 
tt sin 2 0? + bb cos 0? 1 ÉMLSRSR EE) bein LR 

4b sinô V (hisn20%—-0b, — b sing — 

eritque superficies quaesita 

PDO =: | 
Hic quidem integrale prius PdE facile assignare licet. Erit enim, 
at—0 ad f — a extensum 

É y (aa sin 2 ÿ° +- bb 
FPOt — A j Sin 2 0 + V (aa sin 2 6? + bb) 

Fe 4 sin 2 die ER 

{. 18. Postremum autem integrale in expressione super- 
ficiei S nine 

tt sin 2 02 + bb cos 02) , y (ft sin 202 == — bb) - —+- b sin # 
SQt [, Ar PO 0 V (F sin 203 bb) — 6 sind 

non nisi per Due valde perplexos investigari poterit, meaque 

tentamina integrationem perficiendi omnia hucusque vana irritaque 

mansere. Ceterum evidens est expressionem maxime fore transcen- 

dentem et non solum logarithmos, sed etiam arcus circulares involvi. 

$. 19. Casus autem quo latitudo lintei prae longitudine est 

valde parva ita ut altiores potestates ipsius £ negligi queant, satis 

commode evolvitur. Erit enim 

P—i+i ue 

Det ci +; F sin 9) R 

R — pit sit 

{ — sin Ÿ 
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unde fit superficies 
s —?! bt cos 0? ,1 + sinê 
une À Asng 41—siné: 

£& 20. Sit angulus, ad quem baculus CD elevatur, 60°, 
ita ut 9 —30 erit superficies 

S— (1 + 313) —0,9119706 be. 
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