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MEMOIRE

LE TIRAGE DES VOITURES

ET SOR

LE FROTTEMENT DE ROULEMENT.
— el 00 O ————ee

J’ai publié en 1837 un Essai sur le tirage des voitures et
sur le frottement de seconde espéce. Le secrétaire de la
commission des Annales a bien voulu rendre compte de
cet ouvrage, avec une bienveillance dont je regrette de
ne pouvoir plus le remercier publiquement aujourd’hui.
Depuis cette époque , M. Morin a présenté a 'Académie
des sciences des expériences sur le méme sujet. Le travail
de cet expérimentateur a été 'objet d’'un rapport favorable,.
dans lequel il a été fait mentiog de mes recherches anté--
rieures en ces termes : '

« Un jeune ingénieur frangais, M. Dupuit, a publié.
en 1837 un travail étendu sur la méme question. 11 est le
premier qui ait mis en évidence par une série d’expé-
riences, I'influence du diamétre des roues sur le tirage;
mais comme il n’a pu employer que les dynamométres
ordinaires, la loi qu’il donne et qui rendrait ce tirage en.
raison inverse de la racine quarrée du diamétre des roues,
ne nous parait pas devoir étre préférée a celle qui résulte:
des expériences de M. Morin, c'est-a-dire a la simple
raison inverse du diamétre, loi que Coulomb avait déja
donnée pour le roulement des cylindres de bois. »

En rapprochant les résultats de M. Morin de ceux que.
jai publiés, on reconnait qu’ils ne différent pas seule-
ment sur cette question des diamétres , mais sur toutes-
les circonstances qui font varier le lirage , telles que la-
largeur de la bande, la vitesse, la suspension et enfin par

t
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le chiffre méme de l'intensité de cette résistance sur les
diverses natures de chaussées.

Lors de mes premiéres expériences, quand j'apportais
dans l'appréciation des résultats, 'impartialité toute natu-
relle a celui qui aborde une question pour la premiére

_fois , ce fut avec regret que jeles vis en contradiction avec
ceux de Coulomb; craignant de m’étre trompé, je mul-
tipliai les expériences, j'en fis varier les circonstances
autant quil me fut possible, et ne cédai qua l'évi-
dence des faits ; car cé serait une erreur de croire, qu’il
y a besoin d'instruments bien précis pour juger la ques-
tion principale qui nous divise M. Morin et moi. On peut
en effet la ramener a ces termes: le tirage d’une voiture
ayant desroues de 2 métres de rayon étant de 100 kilo-
grammes, lorsqu’on lui substituera des roues de o=.50,
ce tirage deviendra-t-il de oo kilogrammes, comme le
veut la loi de Coulomb, confirmée par M. Morin, ou de
200 kilogrammes seulement, suivantla loi quej’ai donnée.
Or, je ledemande, lorsqu’il ne s’agit que de distinguer 200
kilogrammes de 4oo kilogrammes, le dynamométre or-
dinaire dont je me suis servi n’est-il pas bien suffisant ?
et en choisissant des diamétres qui varient dans un plus
grand rapport, on peut obtenir des différences encore
plus tranchées, et c’est précisément ce que j'ai fait. Ce
n'est donc que lorsque je fus certain de I'exactitude de
mes résultats,, que je me suis mis en contradiction avec
Coulomb. Les expériences de M. Morin et I'assentiment
que leur adonné ’Académie ne m’ont prouvé qu’'une chose :
la nécessité de compléter mon premier travail, puisque,
aprés l'avoir lu, on pouvait encore conserver des doutes.

Sur mademande , 'administration a bien voulume pla-
cer dans une position qui me permit de me livrer tout
entier aux expériences ct aux recherches que je croirais
devoir faire; elle a« mis & ma disposition les sommes que
j'aidemandées, pendant que des moyens analogues étaient
fournis 4 M. Morin. E‘nﬁn la commission du reulage fut
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invitée A contrdler et vérifier les résultats qui lui seraient
soumis. J'ai cru devoir rappeler ces circonstances, parce
qu’elles me fournissent l'occasion de faire connaltre la
protection éclairée que M. le sous-secrétaire d'état des
travaux publics a bien voulu accorder 4 ces recherches,
et qu’elles sont une preuve de I'importance dés questions
qu’elles avaient pour but de résoudre.

Ce travail d’expériences et de recherches a duré prés
d’un an; je I'ai résumé dans un mémoire que j'ai adressé
4 Padministration et 4 ’Académie des sciences. J'en ex-
trais aujourd’hui la partie relative au tirage des voitures

- et au frottement de roulement.

 Mon travail eiit été incomplet si je n’y avais ajouté un
examen de celui de M. Morin ; me trouvant en contradic-
tion non-seulement avec lui, mais avec Coulomb, mais
avec le savant rédacteur du rapport fait 3 '’Académie des
sciences sur toutes ces questions, il ne m’était permis de
négliger aucun des moyens qui étaient 2 ma disposition
pour combattre des autorités si imposantes.

PREMIERE PARTIE. — EXPERIENGES.

Avant de parler de mes nouvelles expériences, qu'on-
me permette de jeter un coup d’eil rapide sur celles que
j'ai publiées en 1837, et envers lesquelles ' Académie a
été peut-étre un peu trop sévére en disant : qu'on n'avait
Jusqu’a présent, sur ce sujet , que des observations faites.
sans grande précision , et présentées sans conséquences
bien établies.

Aprés une étude de teutes les circonstances qui peu-
vent rendre les oscillations du dynamométre plus régu-
liéres, et par conséquent leur observation plus facile,
j'ai cherché d’abord l'influence de la pression sur le tirage.
Des voitures a deux roues, chargées de poids de plus en.
plus considérables, m’ont donné les tirages correspondant
a chaque pression. En représentant graphiquement tous
les résultats, j'ai eudes points qui, pour chaque voiture,.
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sont venus se placer tout prés d’une ligne droite, tantét
au-dessus, tantét au-dessous. En rassemblant ainsi quatre-
vingt-deux expériences, j’ai fait voir que pour cinq seu-
lement Verreur est de %, et que pour les soixante dix-sept

autres elle est au-dessous de . Le principe de la
proportionnalité du tirage & la pression se trouve donc
établi d’'une maniére incontestable , et comme sur ce seul
point je me trouve d’accord avec mes contradicteurs, je
ne m'y arréterai pas davantage.

Je dois cependant faire observer, parce que c’est une
remarque qui porte sur tout I’ensemble de mon travail ,
qu’une fois cette propriété démontrée, on peut donner a
Iqpservation du simple dynamométre un degré d’exacti-
tude pour ainsi dire indéfini. Si pour déterminer le tirage
d’'une voiture, on ne se contente plus de chercher le tirage
correspondant 2 une certaine pression , mais une série de
tirages correspondant A une série de pressions, on obtient
ainsi des chiffres dont la moyenne s’approche d’autant plus
de la vérité qu’ils sont plus nombreux, et obtenus dans
deslimites plus étendues, Or, c'est précisément ainsi que
j'ai opéré. Lorsque je dis que le tirage de telle bande, de
tel diamétre, de telle vitesse, est de 0.03 par exemple,
ce chiffre n’est pas le résultat d’une expérience isolée,
c’est la moyenne de dix ou douze expériences, dans les-
quelles on a fait varier la pression entre des limites trés-
étendues en fournissant aux erreurs le plus de chaneces
possible pour se compenser. Ce chiffre a donc un grand
degré d’exactitude, et on peut en avoir une mesure en le
comparant avecles chiffres élémentaires dont il est déduit.
Au reste le meilleur procédé d’expérimentation est sans
contredit celui qui a donné les résultats les plus exacts ;
ce sont eux que nous allons justifier maintenant.

En expérimentant le tirage de voitures montées sur des
roues de diameétres différents , j’ai trouvé des chiffres dont
la comparaison m’a conduit & conclure que le tirage était
en raison inverse de la racine quarrée.
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Soient : ®©, @, ,..... des chiffres de tirage correspon-
dant aux diamétres D, Y, D", on aura, si la'loi est exacte :

‘ 8:8’::1/'D—':Vﬁ
0:8"::'/—D—"=Vﬁ

oD =o' VD =o"VD"..... =0

tirage pour 1™.00 de diamétre.
Dans le cas ou le tirage serait suivant la simple raison
inverse , on aurait ’

d’on

]

eD=0D —eD'=.....=p

tirage pour 1=.00 de diamétre.
Or, voici une série d’expériences citée dans notre Essai.

e ————————p————r——
MEME RAPPORT
DIAMETRES RAPPORT pour 1™.00 de diamétre.
du tirage - .
a la pression . Loi de la
D =) Loidela / e ‘;uisaance
eV p oD
meét. 3 34
0.76 o0.03go0 \ 0.0340 0.02
0.91 0.0373 0 0356 o.o3g6
1.35 0.0293 0.034o 0.03
1.84 o.oagg‘ 0.0372 0.0502
1.88 0.02 0.0356 0.0481

On voit que dans I'hypothése de la loi de la racine

quarrée tous les nombres qui doivent étre égaux sont com-

- pris entre 34 et 37; tour i tour plus forts et plus faibles
que la moyenne ; dans I’bypothése de la loi inverse du dia-
meétre, ils sont compris entre 30 et 50 allant de l'un 2
Pautre d’'une maniére réguliére.

Notre Essai contient six autres séries d’expériences faites
tant sur les empierrements que sur le pavé; elleﬂ)résentent
les mémes résultats. Nous nous bornerons 4 y renvoyer ;
nousne pourrionsque répéter surchacune d’elles ce quenous
venons de dire ici. Les diamétres parcourant une échelle
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variée et étendue, nous n’avons donc pas hésité, malgré
Yautorité de Coulomb, a admettre que la résistance au
roulement était en raison inverse de la racihe quarrée des
diamétres. Ce célébre physicien n’avait opéré quesur des
cylindres de bois rounlant sur des traverses de bois;; il nous
parut intéressant d’essayer si la différence que nous trou-
vions tenait & la grandeur des diamétres ou 4 la nature
des surfaces. Nous répétimes donc nos expériences sur
de petits diamétres variant de 6 millimétres a 6 centime-
tres; mais au lieu de les tirer avec undynamométre comme
nous avions fait pour les roues , au lieu de leur imprimer
un mouvement 4 I'aide de poids comme avait fait Coulomb,
nous les laissimes rouler le long d’un plan incliné d’une
hauteur déterminée et achever leur course sur un plan ho-
rizontal. En appelant © la résistance éprouvée, s I'espace
parcouru, on a évidemment :

Ph=ePs doune :=—,:—

En multipliapt les chiffres de tirage trouvés par les ra-
cines quarrées des diamétres ou par les diamétres eux-
mémes , on a de méme un moyen de vérification pour les
deux lois :

RESISTANCE EPROUVEE
pour le diamétre de 1™.00.
NATURE DIAMETRES BSPACES
L N del Loi de la
dessurfaces. D s ‘;: elal/ | e puissance
nd Ay
s
mét. I
0.0060 2.22 0.0173 0.0014
0.0075 3.50 0.0173 0.0015
Cylindres 0.0125 373 0.0152 0.0017
de bois 0.0162 3.33 0 0166 0.0021
sur chemin 0.0225 5.05 0.0148 0.0022
de bois. 0.0312 6.10 0.0143 0.0025
: 0.0435 6. g 0.0163 0.0034
0.00625 8. 0.0148 0.,0037
1
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. RESISTANCE EPROUVEE
pour le diamétre de 1m.00.
NATURE DIAMETRES RSPACKS D i, S
. . Loi de la
dessurfaces. D s Lonkde lay/ ™ puissance
V5 o
$
s
met.
' 0.0075 3.20 0.0134 q.nolz k
. 0.0105 3.72 0.0127 0.001
C{llmfdre' 0.0170 4.32 0.0149 0.0019
°h er 0.02 5.20 @ 0152 0 0032}
'“"i °b°§m" o0.03%0 6. gg 0.0145 0.0027
e bois. 0.0270 g 0.0140 0.0030
o. 36 0.0147 0.0036
l v

Les chiffres des deux derniéres colonnes donnent, comme
on le voit, des résultats semblables i ceux que nous trou-
vions tout a 'heure avec le dynamométre ; mais comme
ici les diamétres varient dans un rapport décuple, ces

résultats sont devenus plus saillants. Le produit VD
n’éprouve que de légéres variations. Ces variations sont
alternatives; elles ne sont pas les mémes dans les denx
séries, ce qui prouve qu'elles ne tiennent pas au dia-
métre; le produit eD, au contraire, bien loin d’étre
constant, suit la variation des diamétres d'une maniére
réguliére.
Dans la 17 série, on a successivement 14, 15, 17, 21, 23, a5, 34, 39.
Danslaae. . .. ........... 12, 14, 19, 24, 27, 3o, 36.
Et cela doit étre ainsi , car ces chiffres ne sont gue le pro-
duit de la quantité constante :

eV D=, parV'D =¢V'D

ils doivent donc croftre eux-mémes dans le rapport des
racines quarrées des diamétres. En présence de pareils
résultats, il ne m’était pas permis d’admettre la loi de
Coulomb, et en examinant les détails de son expérience,
il ne m’a pas été difficile de trouver les causes de son er-
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reur, que je crois avoir sufisamment expliquées dans mon
Essai. Les expériences que je viehs de résumer prouvent
non-seulement que le frottement de roulement est en raison
inverse des diamétres; mais, faites avec des cylindres de
divers poids, de diverses longueurs sur des plans de di-
verses hauteurs, elles démontrent les quatre lois & l'aide
desquelles on peut évaluer cette résistance dans tous les
cas possibles.

Lefrottement de roulement est : proportionnel & la pres-
sion ; indépendant de la largeur du contact; indépendant
de la vitesse; en raison inverse de la racine quarrée du
rayon.

Je croyais, par mes nombreuses expériences, avoir
placé ces principes hors de discussion. Aussi ai-je é1é
étonné de voir I’Académie citer encore les expériences de
Coulomb 4 Vappui de celles de M. Morin, et donner la
préférence aux résultats de ce dernier expérimentateur
sur ceux que j'avais donnés antérieurement.

On m'objectait que je m’élais servi d’un simple dyna-
mométre, et on ne faisait pas attention ala maniére dont
jelavais employé. On-passait sous silence les expériences
que j'avais faites sur les petits diamétres qui les confir-
maient sous tous les rapports ; on n’a voulu voir que les
dynamométres perfectionnés de M. Morin.

Pour ne laisser aucune objection possible 2 mes adver-
saires, grice aux moyens qui ont été mis A ma disposition,
j’ai fait depuis le rapport de 'Académie, des expériences
en grand dans le genre de celles que j'avais faites en petit;
Pl 24, fig. 1, jai fixé plusieurs paires de roues & Teurs
essieux et je les ai laissées rouler, du baut d'un plan in-
incliné, sur divers terrains, des empierrements, de la
terre, etc., etc. Voici les résultats qu’elles m’ont donnés :
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“ RESISTANCE

H pour .
e = 5  1m.00de diamétre. &£
] -] =]
E s £ . E
H E = Loi. d Loi e &
2 8 s delay delars §
a ] puissance =

< k. h °

B -—

H s Vb —D

s
mét.

Route en empierrement, ' .
quelques Ppomtes de 935 1.06 2300 0.0273 o.016

cailloux , légéres fla- 0.88 1.08 ' 33.00 : 0.0307 0.0287
ches aprés une pluie 115 111 44.00 00270 0.02
séchée parle vent. -39 1.1 §6.00 o.oasg 00335

(n° 157 deBloisa Laval.) 1.5 1.11 50.00 0.0276 . 0.0344
| Moyne 0.0282 ‘
l ' :

Route en 0.35 1.3 31.00 002:’3 0 0127
parfaite, aussi unie et | © 88 125 52.00 o0.02 0.0194
roulante que possible. ) !* 15 1.26 67.00 0.0201  0.0216

(n° 23 de Paris a Nantes.) l 55 1.28 g4°° 0.0215 - 0.0268

1.32 84 0.0211 = 0.0285
| Moyne 0.0210
l B

Terrain batiu de 0.20 1.00 16.50 0.0274 o.0121

central des pontsa. 0.40 1.00 23.90 0.0264 0.0166

cule, un peu poussié- 0.60 1.00 26.15 0.0382  o0.0230
renx, a? aoit 1839, 0.80 1.00 28.45 0.0313 0.0381 ' (a)
(devant la commission 1.40 1.00 32.65 0.0310 0.0306 .

du roulage). 1.60 1.00 3600 0.0338 o.03g0
Moyne ;
: ®

0.10 100 8.00 0.0400 0.0128

0.20 1.00 15.20 0.0293 0.0132 5
o.ég 1.00 2230 0.0285 o0.0175
vant la ission d 1.00 26.60 = 0.02g0 0.0225

lagey HORE® 080 1.00 3320 0.0370 0.0233
roulage). 1.40 1.00 36.50 0.0321 0.0382
1.60 1.00 40.50 0.0312 ' o0.0397

| Moyne 0.0362

Méme terrain un peu hu-
mide, 3 octobre (

(a) Toules ce:rones ont exactement la méme largeur de bandes.

() Ces roues mal tournées sautaient sur le sol ; les 7™.00 a 8m.00 prés du
plan étaient plus humides par suite de la pluie de la veille, ce qui fait que les
petites roues trouvaient un terrain moyennement plus tirant que les grandes.
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Ces expériences répétées un grand nombre de fois ont
toujours donné les mémes résultats, c’est-a-dire des chiffres
variant dans le méme rapport. Je crois inutile deles citer.
Ceux-~ci nous paraissent suffire pour démontrer 1° que la -
loi inverse de la racine quarrée est rigoureusement exacte.
Sans doute les coefficients relatifs & cette derniére loi ne
sont pas rigoureusement égaux, cela tient a ce que chaque
diamétre ne parcourt pas exactement le méme terrain,
aux imperfections des roues qui ne sont, ni rigoureuse-
ment cylindriques, ni rigoureusement perpendiculaires
aux essieux ; enfin ala résistance de I'air qui se fait plus
sentir sur les grandes roues que sur les petites, surtout
lorsqu’elles sont légéres. Ainsi dans cette expérience ou il
nous avait été imposé d’avoir plusieurs roues d'un méme
poids, depuis 0®.10 jusqu'a 1®.60, on congoit que ces
derniéres devaient éprouver une résistance beaucoup plus
considérable, c’est ce qui explique pourquoi les derniers
coefficients sont un peu plus forts queles autres. Quant a
ceux de la loi de Coulomb et de M. Morin, on voit cette
progression ascendante que nous avons signalée plus haut
se manifester dans toutes les expériences sans aucune ano-
malie. On passe d’'une maniére réguli¢re du simple au
triple , quand le diamétre passe lui-méme du simple au
décuple. Nous avons expliqué, en effet, tout a I'heure,
qu’il résultait de la loi de la racine quarrée que la diver-
gence de ces chiffres devait elle-ménre étre soumise a cette
loi. 1 ,
Nous ne concevrions pas qu'on pit hésiter en présence
des chiffres que nous venons de présenter; les consé-
quences que nous en avons déduites en dérivent d'une ma-
niére trop immédiate; on ne pourrait tout au plus faire
d’objections que contre le systtme méme d’expérimen-
tation. C’est dans ce but que nous croyons devoir prévenir
quelques-unes de celles qui pourraient étre faites.

Les roues en tombant du plan incliné ont une vitesse
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qui dépend de la hauteur de la chute et de leur moment
d’inertie; cette vitesse diminue peu & peu avec la distance,,
et bient6t les roues s’arrétent. Voila donc des espaces iné-
gaux parcourus avec des vitesses variables. Si donc la
résistance du terrain est une fonetion de la vitessse, on
peut craindre au premier abord que la longueur de ces
espaces ne soit altérée de maniére a eppécher la loi exacte
des diamétres, qui a lieu dans le mouvement uniforme , de
se manifester dans ce mouvement varié. Mais il est facile
de prouver par le caleut que, quelle que soit influence
de la vitesse sur la résistance du terrain, les espaces par-
courus par divers diamétres sons toujours entre eux dans
le méme rapport.

Supposons, en effet, la résistance représentée par une
fonction de la vitesse :

a4V 4eV' 4-4V.....
S®B)

Les coeflicients a, b, ¢, d...., ne variant que d'un terrain

a un autre (M Morin supposé , page 56 de son mémoire,

b
que cette fonction se réduit[a R V]) » F(R) étant la rela-

tion cherchée entre le rayon et le tirage. )

Setextt : K' le moment d'inettie de la rowe pris par rap-
portait point de contact (pour un cylindre K'==2 M).

V, la vitesse du centre de la roue aubas du plan incitié ;

P le poids de }a roue;

k Ia hauteur du plan incliné.

L'équation &u miouvement de la rotie sur le plan hori-
zontal sera : :

oy (EEbY eV
K'VdV= ¥

vav P d
afbVFevF..... ¥ fm*

ou
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Pour avoir 'espace parcouru S jusqu'au moment ou la
roue s'arréte, il suffit d’intégrer depuis V=V jusqu'a V=o
il vient ainsi :

0

Vav. P S
v at V4V~ K f@®)

L’intégration du premier membre donnera nécessaire-
ment ane F (a, b, ¢, d..... V,), c’est-d-dire une constante
pour un méme terrain et une méme chute; la vitesse V,
est en effet donnée par I'équation :

KV} =2Ph
v.=y2P
K h

P .
Or, E; est une fraction counstante pour des Corps sem-

blables. Ainsi on arrivera nécessairement, en faisant passer
toutes les constantes dans le second membre, 2 :

S _a

r®)
et par conséquent :

S = Af(R)
A ne variant qu'avec le terrain et la vitesse V,. Donc, si
la résistance du terrain dépendait d’une maniére quel-
congue de la vitesse, cette influence n’aurait d’autre ré-
sultat que d’abréger tous les espaces dans un méme rap-
port, et n’empécherait pas, par conséquent, de reconnattre
si ces espaces croissent dans le rapport soit des diamétres
soit des racines quarrées.

Les expériences sur les plans inclinés non-seulement
sont indépendantes de I'influence que la vitesse pourrait
avoir sur larésistance du terrain, mais elles peuvent servir
a démontrer que cette influence n’existe pas. En efet,
comme nous venons de le voir, la constante A dépend de
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la vitesse V, qui a lien au bas du plan. Par exemple, dans
bv
la relation donnée par M. Morin (;}K—FE)__) on aurait :

. ahf b b .
s—f(l‘);(;—g;"rl-z;-v» e )
Si donc, en faisant varier la hauteur 2 du plan, on

trouve des espaces proportionnels a cette quantité, on en
conclura que 4 est nul. Car, sans cela, les termes qui con-

tiennent V, = \/ﬁ: h troubleraient nécessairement cette

proportion. Or, si on remonte & la description que nous
avons donnée dans notre Essai des expériences sur les
petits cylindres, on verra que par la maniére dont elles
étaient faites, nous employions des plans de toute hauteur,
ce qui ne troublait nullement le rapport qui existait entre
les espaces. Enfin nous avons fait une expérience sur les
grands diamétres avec deux hanteurs de chute différentes,
et voici les résultats observés.

Altelier central des ponts a bascule, 3 octobre, devant la ission
du roulage.
BSPACES PARCOURUS.
POIDS. DIAMETRES.

Chute, 17,00 o®.50
kilog; . . mét. mét. met.
46. 0.10 8.00 (a) 4.30 (b)

6.50 0.20 15.20 6.50 (8)
6.50 o0.40’ 22.30 10.85
9.00 . 0.60 26.60 15.50
44.50 0.80 33.20 17.00
33.00 1.40 36.50 ag.go
46.50 1.60 40.50 27.00
Sommes. . . . ... .... 182.50 104.¢5

(a) Les chiffres de chute 1™.00 sont ceux cités plus hant, page 13.
(b) Nous avons déji dit que sur 7 4 8m.00 a partir du pied du plan incliné
le frottement était accry par anite de la pluie de la veille.

En examinant les chiffres de ce tableau on reconnait
que les espaces parcourus par les petits diamétres se trou-
2
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vent assez bien en proportion des hauteurs de chute;
ceux parcourus par les grands dépassent un peu dans la
chute 0™.50 la moitié de I'espace relatif 4 la chute 1™=.00.
En consultant la colonne des poids, on se rendra
compte de cette légére anomalie. Nous avons déja fait
observer précédemment que, dans la chute 1™.00, les
grands diamétres  pour lesquels on mous avait astreint a
avoir le méme poids que pour les petits, étaient restés un
peu en arriére 4 cause de la résistance de 'air. Dans la
chute 0=.50,cette résistance se trouvant ditninuée de moitié
a peu prés, les grands diamétres doivent naturellement
aller au dela de la moitié de l'espace parcouru précédem-
ment. En résumé, on voit qu'au lieu de trouver g1™.25 pour
la somme des espaces relatifs & la chute 0=.50, on trouve
104.95. Ces nombres se trouvant renfermés dans les limites
des erreurs possibles de ce genre d’expérimentation, on
peut en conclure que la résistance au roulement est indé-
pendante dela vitesse. .

On a objecté au systéme d’expérimentation au moyen
de plans inclinés que les cylindres abandonnés i eux-
mémes déviaient dela lignedroite; qu’il y avait des chocs,
des glissements, etc., etc., qui rendaientle systéme com-
plétement défectueux. Nous pourrions dire d’abord que
lorsqu’on tire une voitare ordinaire au moyen d’'un dyna-
mométre, les rouesn’étant pas guidées, il s’en faut que
leur tracé soit une ligne droite; que dans les expériences
de Coulomb queM. Morin a depuis répétées, les cylindres
sont aussi abandonnés 4 eux-mémes et doivent dévier s'ils
ne sont pas parfaitement cylindriques. Mais il nous semble
que cette objection n'est pas sérieuse et que les résultats ;
mémes des expériences la réfutent complétement.

Ainsi, vous avez des cylindres qui devraient par-
courir, suivant la loi de M. Morin, des longuerrs
de 10.00, 20".00, 40™.00, 60™.00, 80™.00, 140™.00,
160=.00, et qui, parce qu’il y a des chocs, des glisse
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ments , des déviations, vont parcourir, non pas des
espaces irréguliers, mais inversement proportionnels aux
racines quarrées de ces quantités. Vous opérez en grand,
avec des roues de voitures, telles qu’on les trouve dans le
commerce, et par conséquent assez inégales, comme dans
les deux premiéres expériences citées plus haut; vous
opéres avec des appareils spéciaux ef par conséquent
précis, comme -dans les deux derniéres expériences de Fa-
telier central des ponts & bascule ; vous faites ensuite des
expériences en petit avec des cylindres de hois et de fer,
ot vous aves toujours le méme résultat. Jamais la rone qui
doit parcourir 160".00, suivant la loide M. Morin, n'en
parcourra 170 ou 150 ou 120 ou méme 80™.00; vous la
verrez toujours s'arréter prés des 40*.00 que lui assigne
la loi de la racine quarrée. Il n’y a donc pas le moindre
glissement dans ces expériences. Les déviations en sont
elles-indmes une preuve. Larsque les deux roues fixées
sur le mémie essieu n'ont pas rigoureusement le méme
diamétre, elles décrivent un arc de cercle tel que chac¢une
d'elles parcourt up espace proportionnel a son diamétre.
My aurait glissement au contraire si on les obligeait a
aller en ligne droite. Le systdme d’expérimentation au
moyen des plansinielinés nous paratt donc i Fabri de toute
critique. C'est celui que nous préférons , surtout lorsqu'’il
y & controverse, parce que le résultat fixe et précis se pré-
sente immédiatement & I'observateur sans avoir besoin
d’étre dégagé des causes étrangéres qui peuvent en altérer
P'etactitude; il n’y a rien ici , ni frottement i 'essien a re-
trancher, nipression & évaluer. Tout se déduit d’une lon-
gueuar qui peut étre constatée d'une maniére authentique
et sur laquelle il est impossible de commettre la moindre
erreur. Cependant nous n'avens voulu négliger aucun
theyen de connattre la vérité, et, sur I'invitation de la com-
mission du roulage, nous avons expérimenté aveclesdyna-
mométres de M.  Morin,
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Nous avons placé les dynamomeétres que 'administration
de I'’Ecole polytechnique a bien voulu nous confier, i I'ar~
riére d’une voiture spéciale sur laquelle s'opérait directe-
ment la traction. La voiture & expérimenter était attachée
a celle-ci, au moyen de Fanneau du dynamométre; de
sorte que cet instrument n’éprouvait que le tirage de cette
derni¢re voiture. Cette disposition présente plusieurs
avantages importants : elle permet d’expérimenter toute es-
péce de voitures sans monter et démonter le dynamomeétre ,
ce qui est essentiel pour les routes ou les circonstances
atmosphériques font varier le tirage d'une maniére assez
sensible pour que des expériences faitesa de trop grands
intervalles de temps ne soient plus comparables; elle
permet de prendre, pour la transmission du mouvement
des roues aux dynamomaétres, toutes les précautions né-
cessaires pour qu’elle soit continue et réguliéce; enfin,
elle rend le calcul du tirage plus facile et moins sujet i er-
reur, parce que c'est le méme coefficient qui sert dans
toutes les expériences. C'est, au reste, une disposilion
analogue & celle adoptée , dans des expériences sur.le ti-
rage des chemins de fer, par M. Clapeyron, qui a été e
premier & réaliser I’idée ingénieuse de M. Poncelet, d’a-
prés laquelle sont construits ces instruments. -

Les expériences que nous allons rapporter ont été
faites avec le dynamométre a compteur.que nous pré-
férons, parce que ses indications ne laissent rien & lar-
bitraire des évaluations de I'observateur ; le dynamométre
a style exige, pour I'évaluation du tirage, une opération
trés-longue et sujette & erreur. D’aprés le rapport qui
existait entre les dimensions des diverses parties au moyen
desquelles s’opérait la transmission de mouvement, le
coefficient par lequel le nombre de tours de roulette devait

étre multiplié, pour expérimenter le tirage, était

(e espace parcouru). Nous avons vérifié ce résultat en fai-
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sant marcher le dynamométre avec un écartement artifi-
_ciel du ressort, et nous avons trouvé ce chiffre parfaite--
ment exact. ‘

Nous nous sommes sérvi, dans nos expériences, d’un
corps de voitures 4 quatre roues, auquel nous avons
adapté successivement des roues de trois diamétres diffé-
rents : 0™.34, o™.g2, 1*.96 ; le rapport du plus grand au.
plus petit diamétre était assez considérable pour que I'in-*
fluence de cette dimension de la roue se manifestit d’une’
maniére tranchée et décisive. ‘

- Pour chaque diamétre nous avons parcouru exactement
le méme térrain, 50™.00 en allant, 50™.00 en revenant,
sur une partie de route horizontale ; ce qui nous permet-
tait'de vérifier ’exactitude de 'expérience par I'égalité
du nombre de tours de roulette 4 Valler et au retour.

Chaque diamétre est expérimenté sous deax pressions
différentes, ce qui fournit encore un moyen d’apprécier
Pexactitude de V'expérience par la comparaison des coeffi-.
cients du tirage qui doivent étre les mémes pour chaque
diamétre.

'Voici maintenant les données nécessaires au calcul des
expériences :

Poids du chariot sans roues. . . . . . . . 305 kilog.
Poids des quatre roues de 1=.g6. . . . . 374

de o™.92. . . .. 166

de 0=.34. . . .. 74
Diamétre moyen du moyeu. . . . . . . ... 006
Coefficient du frottement 4 'essieu évalué. . o=.013

#oir le tablean pages 22 ¢t 23.
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Pour reconnaitre si le tirage est en raison inverse de
la racine quarrée du diamétre, ou simplement en raison
inverse du diamétre, il n’y a qu’a comparer les chiffres
des deux derniéres colonnes.

Daos Phypothése de la loi de la racine quarrée

Les chiffres de la 1™ expérience. . . 0.054 0.046 0.048
Ceux de la 2® expérience. . . 0.039 0.033 0.037
Ceux de la 3¢ expérience. . - 0.059 0.052 0.048

devraient étre égaux entre eux. Or, on voit qu'a quelques
- légéres différences prés , cette égalité se trouve dans cha-
cune des expériences.

Dans 'hypothése de la loi de Conlomb confirmée par
M. Morin, les chiffres correspondants qui doivent étre
égaux sont :

1'¢ expérience. . . 0.032 0.044 0.065
a® expérience. . . 0.023 0.031 0.053
3¢ expérience. . . 0.034 0.050 0.067

C'est-a-dike que dans chaque expérience il y a une erreur
de plus de cent pour cent, toujours dans le méme sens du
plus grand au plus petit diamétre.

Nousn’insisterons pas davantage sur ces résultats; nous
ne pourrions rien dire de plus concluant que les chiffres
que nous venons de rapprocher.

Si on objectait qu’en prenant o.12 pour coefficient du
frottement 4 I'essieu, nous avons fait une part trop large
a cette résistance , nous n’aurions méme pas besoin de re-
monter aux explications que nous avons données dans
notre mémoire pour démontrer que ce coefficient est plutét
trop faible que trop fort. D’aprés la maniére dont les don-
nées des expériences avaient été choisies, cette résistance
y joue un role trop secondaire pour qu’elle puisse altérer
les résultats d’'une maniére sensible. Ainsi, en calculant la
troisiéme expérience qui est la plus inexacte, dans Phy-
pothése du coefficient 0.05 pour frottement ¥ lessieu,
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comme V’a fait M. Morin, on trouveralt pour les chiffres
- qui doivent étre égaux :

Loi de la racine quarrée. . . . . 0.064 0.035 o.050

Loi de Coulomb et de M. Morin. 0.037 0.052 0.070

Les premiers chiffres sont un peu mdins exacts que tout
4 Pheure, il est vrai, et il en doit étre ainsi, si, comme
nous le pensons, le coefficient 0.05 est trop faible ; mais on
reconnait encore parfaitement l'influence du diamétre,
tandis que les seconds restent tellement divergents qu'’il
est impossible d’en conclure autre chose sinon que 'hypo-
thése dont on est parti est complétement fausse.

Les instruments dynamométriques de M. Morin ne sont
donc pas venus donner un démenti 1i aux simples dyna-
mométres, ni aux plans inclinés; il y a dans ces trois sys-
témes d’expériences, dont un grand nombre de résultats
sont authentiques, un accord auquel il nous parait diffi-
cile de refuser sa conviction. Cependant nous allons puiser
des preuves nouvelles et au moins aussi concluantes dans
des considérations analytiques qui vont lier entre elles
toutes les propriétés du frottement de roulement et établir
une théorie rigoureuse de cette résistance.

DEUXIEME PARTIE. — THEORIE DU FROTTEMENT DE ROULEMENT
DIT DE SECONDE ESPECE.

Avant d’entrer dans 'examen de la nature et des causes
du frottement de roulement, il est indispensable d’avoir
une idée exacte et précise sur l'intensité et la position de
cette force. Je ne considérerai ici que le cas particulier le
plus simple, celui d’un cercle ou d’une roue roulant sur
un plan avec une vitesse uniforme. Le cas général d’un
corps quelconque roulunt et glissant a la fois d’'un mouve-
ment varié s’én déduit facilement.

C’est un fait incontestable d’expérience qu'on peut faire
rouler une rouc d’un poids P, fig. 2, d’'un monvement uni-
forme sur un plan horizontal i Taide d’une force T appli-
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quée a son centre. Puisque le mouvement est uniforme,
toutes les forces qui agissent sur le corps doivent se faire
équilibre;; il en résulte que dans 'étendue du contact, les
molécules du plan et du corps réagissent, de maniére 2
donner une résultante inclinée S égale et directement op-
posée a celle des forces T et P. Décomposons cette résul-
tante en deux forces, I'une horizontale F, 'autre verti-
cale, I’équilibre du centrede gravité nous dopnera :

F=T

Quant A la force verticale, elle devra étre évidemment
égale & P; de plus, pour que le corps ne tourne pas, il
faudra qu’on ait, en appelant?la distance Mm dela résul-
tante au rayon vertical R, etk la bauteur de M au-dessus
de m, et prenant les moments par rapport au point M :

TR —FhA=P¢
or, puisque T=F, on aura :

T_P— 6_. R—5)

3

Dans ces équations on peut négliger &, parce que cest

une quantité fort petite par rapport 4 R et méme 4 9. L'é-

quation du cercle donne, en effet, *=2aRAi —Z%’. En met-
tant la valeur de % dans I'équation ci-dessus, il vient :

d =3 R

I + ?—

or, le rapport T , ’est-d-dire , le coefficient de frottement

de roulement est toujours assez petit par rapport a l'unité
pour quon puisse négliger son quarré. Prenons, en effet,

une surface molle sur laquelle il ait une valeur relative
assez grande, celle des routes par exemple. On a vu que,
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. o o T .
pour une voiture ordinaire , on avait P 0.03. On aurait
donc.: -

T
§u= 7 R X 0.99955

Perreur ne serait pas d’'un demi-milliéme, et de plus

cette erreur ne changerait pas d’importance avec I'enfon-

cement de la roue sur le terrain, car elle ne dépend que

T
du rapport 3 que Pexpérience a démontré invariable. On

peut donc écrire :
K)
| T=P ® |

D’aprés cette équation on voit que la résistance au roule-
ment n’est autre chose que la résultante verticale des réac-
tions molécirlaires yui ont lien dansI'étendue du contact,
nécessairement égale i la pression, multipliée par sa dis-
tance au rayon vertical et divisée parcerayon. Il ne fau-
drait pas confondre cette résistance avec la force F. On a
bien ici, il est vrai :

é

T=F=P_—
R

mais c’est une circonstance particuliére du cas que nous
avons considéré. C'est 1, au reste, une erreur théorique
qu'ont commise presque tous ceux qui se sont occupés de
cette résistance; nous venons de voir, en effet, que la
hauteur . de cette force était un infiniment petit qu'on
pouvait négliger. Qr, il ne fait pas perdre de vue quele
cercle en #avancant tourne autour du point de contact.
Cette hauteur & étant le bras de levier de la force F parrap-
port al’axe instantanéde rotation , cette derniére ne saurait
donc avoir aucun effet pour avancer ou retarder le corps;
elle change d'ailleurs , suivant les cas, d’intensité et de di-
rection, comme on va le voir dans lex exemples suivants :
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Supposons qu'h une distance ¢ du centre, fig. 3, il y
ait un frottement fp’, comme celui de Pessien sur le
moyeu et agissant en sens inveérse sur ces deux parties. Il
est clair qu’on aura encore les deux équations suivantes :

Pour qu’il n’y ait pas translation du centre de gravité :

F=T
Pour qu’il 0’y ait pas rotation :

TR=Pi+}fple
d’on

3 e
T=F=P-ﬁ+fp' Y

Voila donc cette force horizontale F égale, non-seule-
ment & la résistance du plan, mais a celle de I'essien,
cest-a-dire au frottement de roulement qui a lieu a la
bande dela roue augmenté du frottement de glissement
qui a lieu a Pessiou.

Appliquons maintenant 4 la ‘bande de la roue, fig. 4,
un autre frottement comme celui du frein a enrayer, et
représentons par f"p" cette nouvelle résistance. Les mémes
raisonnements nous conduiront aux équations :

T=F=P 1 /75 +/7

Cette force F s’est donc encore acerue de cette nouvelle
résistance ajoutée a la bande, et elle continuerait de
croitre ainsi avec toutes celles qui viendraient s'opposer
a la rotation de la roue; cependant, cet accroissement
aurait une limite F'P égale au frottement de premiére
espéce, a partir de laquellela roue glisserait sans tourner.

Supposons maintenant, -fig. 5, que la roue, au lieu
d’étre mise en mouvement par une force horizontale T,
le soit par un couple dont on pourra transformer les
forces de maniére que le bras de levier soit le rayon.
Pour que l'équilibre subsiste, il faut que la réaction de
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terrain ne donne lieu qu’'a une force verticale P agissant a
une distance ¢ telle qu’on ait :
qR=P¢ -t dout q= %

dans ce cas, la composante horizontale est complétement
nulle. De sorte que, dans le mouvement uniforme de cette
roue, le terrain n’est poussé ni en avant ni en arriére; il
n’est que comprimé. Une locomotive s'avancant seule
d’un mouvement uniforme réaliserait cette hypothése.

Le moteur étant toujours un couple (¢,—g¢), fig. 6,
supposons la roue retenue en arriére par un tirage 9 qui
sera, par exemple, le tirage d’'un convoi de waggons. Il est
endent que, pour I'équilibre, il faut que la force F agisse
maintenant dans le sens du mouvement et soit égale a0,
pourvu toutefois que 8 ne dépasse pas F'P, auquel cas
la roue glisserait sans avancer.

" Dans tous les cas que nous venons de considérer, la vé-

)
sistance du terrain est tou]ours mesurée par P - Cest

toujours la. force verticale égale & la pression agissant a
une distance ¢ en avant de la normale: la force hori-
zontale est variable depuis o jusqu’a F'P et agit tantét en
avant, tantdt en arri¢re. .

Supposons maintenant que le p]an sur lequel roule la
roue, fig. 7, fasse un angle a avec I'horizon; la direction du
mouvement étant toujours horizontale, la force F agira
transversalement au plan de la roue et fera un angle p aver
lui. On aura:

Feos. 5=T =P F

Fsin. =P sin. «
. P
=}/ P'sin.” « + T* . tang. § = sin. 25
. g :
F = Py/sin."a + v

d’otr
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Lorsque le frottement de roulement est fort petit, on
voit que I'angle = du plan incliné. peut croltre presque
jusqu'a F', angle du frottement, sans que pour cela le
cylindre descende le long de ce plan. C'est ce qu’il est fa-
cile de vérifier par I'expérience. Un cylindre poussé.ou
tiré horizontalement en travers d’'ue plan incliné roule,
sans descendre, quelle que soit l'inclinaison dece plan (au-
dessous d¢ F'), tandis qu’un cube qui ne peut que glisser
descendra dans les mémes circonstances. C'est, au reste,
une expérience qui se présente tous les jours anx yemx.
dans les rues de Paris; on voit les voitures se mouvoir
en ligne droite sur le revers de chaussdes trés-inclinées
tandis que les tralneaux tomhent sans cesse davs les ruis-
seaux. Ainsi, dans les chemins de fer, la surélévation des
rails (tonjours bien au-dessous de ce qu'il faudrait pour
incliner les essieux suivant 'angle du frottement) ne peut
avoir pour effet de Jeterle convoi syr le rail inférieur, Si
les roues étaient enrayées, tous les waggons descen-
draient ;au contraire , immédiatement.

Lorsque le tirage devient oblique au plan de la roue,
des effetsanalogues se produisent; la roune ne cesse de se
miouvoir dans son plan qu'autant que la composants du
tirage qui lui est perpendiculaire approche de F'P ().

Nous n’avons pas I'intention d'examimer-ici tous - les.cas
particuliers du mouvement des roues; nous avons voalu,
seulement, faire voir que dans ee mouvement la vésistanee 4
la rotation n'était pas une force située dansle plan sur le-
quel laroue se meut ; mais au contraire une force perpen-
diculaire & ce plan, égale 2 la pression agissant a une
distance 8 de la normale ; tandis que la force située dans le
plan horizontal est variable, d’intensité depuiso jusqu'a F'P,

(") A l'aide de ces considérations, on pent rectifier ume errear qui se
trouve dans l'article de M. Navier sur le mouvement uniforme des
waggons (2° semestre 1834), et que nous avons laissée subsister dans la
fote on nons avons repris les calculs de ce savant ingénieur.
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et de direction , pouvant agir dans tous les sens autour du
point de contact, méme dans le sens du mouvement.

La résistance au roulement se’ trouvant déterminée
d’une maniére précise, on'va voir que de la propriété
d’étre proportionnelle 4 la pression résultent de suite des -
conséquences importantes. En effet, puisque I'expression
T =P% est proportionnelle a P, il s’ensuit qu.e% est une
quantité constante dans une méme roue ; si vous admettez
de plus, comme M. Morin, qu’elle est en raison inverse
. du diamétre, il faudra en conclure que & est une quantité
. constante dans tontes les roues ; or, cette quantité ¢ est une
quantité finie; ainsi lorsque vous trouvez pour une roue de

A . T
2™.00 dediamétre un tirage T 0.03 , vous en conclurez

que 3 est égal 2 0™.03. Or, la résistance des réactions molé-
culaires qui ont lieu au contact passe nécessairement dans
Vétendue du contact; la loi supposée ne peut donc étre
vraie pour le rayon 0™.03; elle ne peut méme pas étre vraie
pour le rayon égal A 0™.06, ‘car non-seulement la résul-
tante né peut pas passer i 'extrémité du contact,, mais il
faut que le-contact en avant de la normale soit bien plus
grand que a3, puisque les réactions moléculaires vont en
croissant vers la normale et en décroissant vers I'extrémité
du contact. En jetant les yeux sur la fig. 8, on voit de
suite que mn>>Mm ou ¢, donc Mrn > 2d. Ainsi, voild
Pabsurdité poussée jusqu'au diamétré o=.12 pour le cas
que nous avons pris pour exemple. La loi des diamétres
telle que I'a donnée M. Morin ne peut donc pas exister
d’une manidre contigue.

Il en est de méme de l'influence de la largeur de la
bande. Nous venons de voir que de la proportionnalité du
tirage 4 la pression il en résultait nécessairement que
la quantité J était constante dans un méme cercle , pour
des pressions diverses. Ainsi, si on partage la largeur L,
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d’une roue en zones d/, dans chacune de ces zones la ré-
sultante dp des réactions moléculaires passera toujours a
la méme distance 3 de la normale ; or, toutes ces forces pa-
ralléles situées sur une méme ligne s'ajouteront entre elles
et auront une résultante égale a P el située i la distance 3,
puisqu’elles sont toutes sitnées a cette distance ; lalargeur L
ne change donc ni l'intensité de cette résultante , ni sa
distance a la normale . elle n’en modifie donc pas I'énergie.

Ainsi les principes les plus élémentaires de la géométrie
et de la statique suffisent pour démontrer que dés que le
tirage est proportionnel a la pression, il est indépendant
de la largeur de la bande (ce qui se voitdu reste a priori),
enfin qu'il ne peut étre en raison inverse du diamétre. En
ajoutant a ces premiéres notions quelques considérations
d’un ordre plus élevé, on est canduit directement aux lois
du frottement de seconde espéce telles que nous les ony
données nos expériences. : !

La propriété physique des corps solides de se cen-
tracter et de se dilater sous l'influence des divers degrés de
chaleur, conduit & les considérer comme un assemblage de
molécules tenues respectivement en équilibre par les di-
verses forces qui agissent sur elles, Si une force quel-
conque P vient presser la molécule @ de la surface, fig. 9,
I'équilibre qui existait antérieurement sera troublé, et
Ja molécule a va se mouvoir dans le sens de la force P; mais
ce mouvement, en rapprochant et en écartant cette molé-
cule des molécules voisines, augmente les forces répulsives
et attractives auxquelles elle se trouve soumise, de sorte
quil s’établit bientot un anptre équilibre en a,, .fig. 10;
par conséquent il existe dans cette position une réaction S
égale et contraire a la force P. Supprimons maintenant
la force P, fig. 11; 'équilibre sera troublé encore une
fois et la molécule tendra & revenir dans la direction de
la force S. Si le corps était parfaitement élastique, elle
reviendrait jusqu’a sa premiére position en @, mais cela
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n’aura pas lien généralement, parce quela contraction al-
tére et la disposition des molécules et I'intensité des forces
qui agissent sur elles; de sorte que la molécule comprimée
ne reviendra qu’en a@,, fig. 12. Nous appelons ¢ la con-
traction instantanée aa’, et ¢ la dépression définitive aa,.
Ces deux quantités dépendent I'une de P'autre suivant
une relation que nous ne connaissons pas. On peut donc
écrire s—¢ (). En résumé, toute compression instantanée
d’une molécule est toujours suivie d’une détente qui ne
peut étre nulle et qui n’est jamais égale & la dépression
pour les corps qui ne sont pas parfaitement élastiques.

Examinons maintenant la maniére dont Fintensité de la
réaction varie suivant la profondeur z de I'enfoncement :
tant qu’elle enfonce , cette réaction S dépend du degré de
ce déplacement par rapport a la position primitive ; mais
quand cette molécule revient, sa réaction se trouve dé-
pendre de sa distancea sa position définitive ou de retour,
de sorte qu'en repassant par les mémes points, la réaction
n’a pas la méme valeur. Pour exprimer son intensité d’'une
maniére uniforme , nous dirons que, dans la compression
comme dans la détente, la réaction est fonction de la dis-
tance a la position de retour ou ,

S [z— (3) ] dans la compression
f[z— o (¢) ] dans la détente

Si nous nous sommes étendu sur ces notions élémen-
taires de la constitution des corps solides, c’est que déja
on a essayé de les introduire dans le calcul , et qu’elles ont
conduit 2 des résultats contraires a4 ceax auxquels nous
allons arriver, ou plutdt 4 des résultats incomplets. Dans
ces calculs on n’a eu égard qu’a la compression des molé-
cules; on a négligé Feflet de la détente. Or, comme on
vient de le voir, dés que la compression n’est pas indéfi-
nie, dés qu’il s'établit une positioh d’équilibre sous une
pression, il faut qu’il y ait détente quand cette pression

' 3
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~cesse. De plus on avait introduit dans ces calculs des hy-
«pothéses sur la relation qui existe entre la résistance et
I'enfoncement, qui pouvaient laisser du doute sur les ré-
sultats. On va voir que toutes les lois du frottement de
seconde espéce peuvent se déduire d’une formule géné-
rale qui établit entre elles des relations indépendantes de
toute hypothése. Soient donc, fig. 13:

s la compression définitive du terrain ou frayé —=¢(¢);
¢ la compression instantanée maximum correspondant

4 la nermale ;

) la lopgueur du contact en arriére = VaRE—y

¥ la longueur du contact en avant =V aRs

P le poids de la roue; ’

L lalargeur de la bande ou longueur du cylindre ;

y Vordonnée de la tranche que néus considérons dans le
. cylindre (nous n’durons égard que plus tard i cetie
variable) ; . '

« Tabscisse d'ufn point du cercle dans le contaét ;
£ son enfoncement au-dessous du plan primitif pour la
. partie antérienfe du contact;
z son enfoncement au-dessons du frayé pour la partie
postérieure du contact. )
En appelant £, £, F, F,, y,... des fonctions diffé-

rentes, on aura évidemment
. v )
P=L {S f(z')d-r+s Sz}

cest-a-dire que la somme des réactions verticales des mo-
lécules dans I'étendue du contact est égale a la pression du
cylindre sur le plan.

Les molécules situées en avant du contact s'opposent
a la rotation avec une énergie mesurée par _f(z") xdx; celles
situées en arriére favorisent cette rotation avet une
énergie mesurée par £ (<) xdx. Prenons la différence




ROUTES. — TIRAGE DE§ VOITURES. 35

des moments, et cherchons la distance ¢ de la résultante
P i la normale, nous aurons

¥ A
Pd=L {Soﬂzf)xdx—s“f' (2) .z'd.z'}

Ces deux équations détermineraient hécessairement 3 si
les d'werses fonctions que nous avons iritroduites dans le
calcul étaient elles-mémes déterminées, et on déduirait
les propriétés du frottement de roulement, de I'équation

¢
T_P-E

C’est la marche qui a été suivie jusqu’a présent par
ceux qui se sont occupés de cette question. On faisait des
hypothéses sur les fonctions que nous avons désignées
par.f, et on en tirait des propriétés: correspondantes du
frottement de roulement (voyez le Mémoire de Gerstner,
p- 12, les Annales des ponts et chaussées, 183a , 2* sem. ,
P- 184). Deplus , les deux équations qui remplagaient celles
que nous venons de poser, étaient incomplétes ; elles ne te-
naient pas-compte de la réaction en arriére du contact, de
sorte que leurs résultats n’auraiént pu conduire a la vérité,
quand bien méme les hypothéses enasent été exactes. Il y a
plus, Cest que les propriétés du frottement ne dépendaient
de ceshypothéses que par suite de ¢ette erreur de calcul , ou
plutdt de principe, ainsi qu'on va le voir tout & I'heure.

Mettons maintenant dans les intégrales les valeurs de z
tirées de I'équation du cercle, en y négligeant toutefois
les quarrés ¢” et (£ —:)', ce qui revient a assimiler le cercle
a yne parabole dans I’étendue du contact : nous aurons

imt(5) wmeafoF)

x . e,
quons 7 = u dans la premiére intégrale,

—? — u dans la seconde,
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il viendra :

P=LY S'f[.' (1 — u)] du-|-lsbj; [¢ (1 —u'), ] du

Mettant pour X et ) leurs valeurs, remarquant que les
intégrales, prises entre o et 1 ne contiennent plus u , mais
seulement ¢, il vient @

P = /3R L.F()

Ces mémes transformations dans I'équation des moments
donnent
Pd=L.R.F ()
d’ou on tire s
R
Cette derniére équation eiit pu étre écrite immédiate-
ment, car, comme M. Coriolis I'a fait voir dans I'article
que nous avons cité plus haut, le tirage n’est autre chose
que le travail perdu dans le sol par le passage de la roue.
Ainsi, dans toute la largeur du frayé, ces molécules ont
été comprimées jusqu'en ¢; il y a 12 donc nécessaire-
ment une déperdition de force vive égale a LF (¢).
Maintenant , de la valeur de P = LV/2R.F (¢), on tirera

o=X (1;;1{)

et mettant cette valeur dans celle de T, on obtiendra

P
LF(3)
qui doit représenter le tirage dans toutes les hypothéses
possibles. Au lieu de faire une hypothése, il est plus
rationnel d'emprunter i 'expérience une quelconque des
propriétés de cette résistance. Or, celle d’étre propor-
tionnelle ala pression est, a ce qu'il nous semble, hors
de discussion; car, quand bien méme les expérimen-
tateurs ne se seraient pas trouvés d’accord sur ce point,

P==T=LF()
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c’est un fait de pratique trop connu pour qu'il soit permis
d’en douter.. En introduisant cette propriété dans la for-
mule ci-dessus, elle devient en appelant p une constante,

P

ViR

ce qui est Yexpression générale du frottement de roule-
ment , telle que nous Yavons déduite de nos nombreuses
expériences. On pourrait de méme supposer, dans 1'é-
quation générale, que le tirage est indépendant de la lar-
geur dela bandg ou en raison inverse de la racine quarrée
du rayon, et on arriverait toujoursa la méme équation ;
cest-d-dire, que ces propriétés sont réciproques et ne
peuvent exister 'une sans 'autre, et peuvent étre déduites.
de l'analyse méme. Avant d'aller plus’loin, qu’il nous soit
permis de faire remarquer que-nos expériences nous ont
donné précisément , non pas une de ces lois, mais toutes ;
ne résulte-t-il pas de cet accord une -confirmation réci-
proque qui rejaillit des expériences sur la théorie et dela
théorie sur les expériences? Ne peut-on pas dire que nos
expériences sont exactes , parce qu’elles sont d’accord avec
la théorie, et que notre théorie est exacte, parce qu’elle
est d’accord avec 'expérience ?

Les calculs que nous vénons de faire supposent impli-.
citement que la réaction d’'une molécule déplacée n’est
fonction que de son déplacement, C'est 12 une hypothése
admise dans beaucoup de théories physiques et confirmée
par l'expérience. Dans la théorie de la résistance des so-
lides, par exemple, non-seulement eette hypothése est
admise , mais on y admet encore que cette résistance est
proportionnelle 4 la premiére puissance du déplacement.
Cette loi a méme une telle influence sur les résultats,
qu’ils seraient entiérement changés, si on admettait par
exemple que la réaction est proportionnelle au quarré ou
au cube des déplacements ; & plus forte raison seraient-ils.

Te=p
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bouleversés , dans le cas ou on supposerait que la réaction
d’une molécule déplacée dans un solide, dépend de la vi-
tesse de son déplacement, de la forme de ce solide et de sa
ition dansle solide. Pept-étre pourrions-nous dire que

" dans cette hypothése la théorie de la résistance des solides
dépasserait la portée de I'analyse et méme de Pexpérience,
du moins nous ne. concevrions pas comment on pourrait
établir entre les résultats une liaison qui piit servir derégle
a des cas non expérimentés. Les résultats, au contraire,
de la théorie du frottement de roulement, que nous venons
de donner résistent a toutes ces hypothéses ; c'est ce qu'on
peut reconnattre par un examen détaillé des formules.

Nous avons dit que la réaction d’'une molécule déplacée
était une fonction de sa distance & sa position de retour,
de sorte qu'au point plus bas M, fig. 14, cette résistance
était fonction de ¢/ — ¢; en avant de ce poiot elle sera donc
fonction d’'une ordonnée z' comprise entre le cercle et une
courbe inconnue que nous pourrons représenter dans I'é-
tendue du contact par une parabole ayant s pour fldche,
de maniére qu'on aura :

v=t (1= ) (: F)““—"(‘“iﬁ)

la réaction en arri¢re sera une fonction de Yordonmnée z,
qui s'arréte i la distance .

Z=(l’—l) (l—-;-';)

écrivods maintenant que ces réactions dépendent, en
outre, de la position y qu’elles occupent dans le cylindre
par rapport i sa longueur L ; de cette longueur L; du
rayon R ; de la vitesse V du mouvement ; nous aurons

P=Sf8:f[(¢'-.) (l_-f-’.) »,L,R, V]dydx—}-

+Sisl‘f[("—') (,_f_:),_,,, L, V,R]dyd-t
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en intégrant par rapport 4 y, puis faisant les transforma-

tions désignées ci-dessus, on arrivera & I'équation sui-
vante

P= V;T‘ (V'Iq-l ‘l—‘)s f[(',—“) (1 —ut), L’R7v]d‘.."‘--

on obtiendra de méme par I'équation des moments :
Pi=aR .., Sf(l'—c) (1—u*), L, R, V)udu
en divisant ces équations 'une par 'autre, on arrivera a

T 1 Sf [(¢—s) (1—u*), L, R, V]udu
i n (VF—V"—:—.) : i
P

VR Sf [(¢'—s) (1—u’),L,R,V]du®
= constante.o

Or,il est facile de reconnaitre que la division des deux in-
tégrales doit toujours se réduire & un nombre , quelle que
soit la fonction £ On peut en effet 'ordonner par rapport
aux puissances de (¢ —¢) (1 —u’),

A(d—e) 1—wd) + B (¢'—e) 1—u* ) +C (§—s)’ (1 — u’)'.....

A, B, C... étant des fonctions de L, R, V.

Il est clair d’abord que dans le cas ot1 on supposerait la
résistance proportionnelle 4 une puissance m quelconque
de déplacement, ce qui avait semblé & Gerstner étre lhy-
pothése la plus large possible, on aurait

S (¢ — &)™ (1 —u*)"udn S(l—u")‘udu

o
—_—

1

S (¢ —e)®* (1 — u?)™du S(l-——u’)"du

c’est-a-dire une fonction du nombre m facile i calculer.

o Y,
wo

Dans le cas oit la résistance serait proportionnelle i plu-"
sieurs puissances de la variable, mais ou les coefficients

e
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qui contiennent R, L, V, pourraient se séparer de ma-
niére qu'on eiit:
Sl = (0—’), R, L, V]=/(R, L, V) £, [(¢—s) (1—")]
«Je résultat serait encore rigoureusement le méme. Enfin,
le cas général d’'une fonction quelconque peut se ramener
aux précédents , en observant qu'on peut négliger dans le
-développement des fonctions le quarré et les puissances
supérieures de (/—s). Les valeurs de P et de P¢$, en effec-
tuant I'intégration , peuvent se mettre sous la forme

P=V/ TRV TV T ) (A —+ & B—+ [ C(—'.]
Pé=aR.c.[4A (¢ —s) 4B (¢ —s)"+3C (¢ —1)'.. ]

On reconnatt facilement alors que les termes qui contien-
nent (¢—c¢)’ peuvent étre négligés par rapport au premier
terme A (¢ —s¢). On peut méme conserver le quarré et ne
négliger que la troisi¢me puissance , et on va voir que le
résultat sera encore a fort peu de chose prés le méme, car
les coefficients de A et de B, dans les deux fonctions, étant
a peu prés dans le méme rapport, la division peut s'effec-
tuer. On a, en effet:

T 1 A+4B(/—¢
=m0V (=)

Or, la fraction entre parenthéses se confond & peu prés
avec I'unité. En conservant les infiniment petits du se-
cond ordre , les résultats ne se trouvent donc pas sensible-
ment différents de ce qu’ils sont lorsqu’on ne conserve
que les premiéres puissances.

Cette discussion analytique, & laquelle j’ai cru devoir
me livrer pour répondre 4 des objections qui m'ont été
faites , va d’ailleurs étre éclaircie par une démonstration
géométrique des propriétés du frottement de roulement,
et qui a 'avantage d’étre élémentaire.

Représentons la réaction maximum qui a Jieu sous la
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normale, ffg. 14, par 'ordonnée BM = ¢’ —). Elle sera
alors exprimée par A (¢ — ¢) & ce point, et entre M et A,
en avant de la normale, par 'ordonnée n'n comprise entre
le cercle et une courbe inconnue que nous pouvons assj~
miler & une parabole; le triangle mixtiligne BMA' repré»
sentera donc la résultante  des réactions en avant de la
normale ; de méme, ABM représentera la résultante des
réactions enarri¢re. Il n’y a donc qu’a gjouter leurs surfaces
pour- avoir la résultante des réactions verticales. On a
P=3AL (¢— ¢ 0+ ¥)=3AL VAR (¢ — o) (VT4 VT0)
Prenons de méme la différence des moments de la résul-
tante en avant et de la résultante en arriére, ou le centre
de gravité des deux. triangles mixtilignes , nous aurons,
en se rappelant que le centre de gravité du segment para-
bolique .est aux 2 de la base: :
TP = AL — ) (V" =) =4AL.2R (' — )
d’ou
T=—1;—g=§AL . 2(d—1)e
et ’
T
=1 Vs R(Vc —Vi=)
Les quantités o’ et ¢« varient avecla charge pour une méme
roue. Il est bien- évident que plus la’ charge augmente,
plus la roueenfonce, plus le frayé est profond : le rapport

LI‘P_ ne peut donc étre constant .qu’'a la condition
:(Vi=Vi=)=p
T P
~FVaR
équation semblablea celle que nous avons déduite plus haut

de considérations purement analytiques et dont on peut
tirer les mémes conséquences pour les propriétés du tirage.

on a donc :
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Cette démonstration fait voir le rdle tout 4 fait secon-
daire que joue dans les propriétés du frottement la loi dela
réaction des molécules. Cette loi, si elle était connue, ne
servirait qu'a déterminer rigoureusement la courbe Bn'A’.
Or, on sait qu’elle est tangente a I’borizontale en B et
qu’elle passe par le point A’; de plus ¢, ou la fléche de cette
courbe , est un infiniment petit du second ordre par rap-
porta lalongueurY, de sorte que, quel que soit le tracé de
cette courbe , il est bien évident que la surface da triangle
BMA' ne saurait subir que des variations insignifiantes et
A plus forte raison la position de son centre de gravité.
Dans les calculs de Gerstner et dans ceux de M. Coriolis,
les propriétés du frottement de roulement dérivent, an
contraire, uniquement de ocette loi. Lorsqu'on n'admet
pas de réaction en arriére, ou plutét lorsqu'on omet cette
réaction, car on n’est pas libre de 'admettre ou de ne
pas ’admettre, on a les équations suivantes dans le cas
géneéral :

P=LVaR VA + AB.....]
T=L.a [{Ad 4 ;B:".....]

et les relations entre T, P, L se trouvent tout a fait déter-
minées par I'élimination de ¢ entre les deux équations.
Ainsi, dans le cas o1 on suppose la réaction proportionnelle
a la premiére puissance de ’enfoncement , ces équations
se réduisent i :

P=3AL¢"
T=:ILA."”
d’ot1 on tire
4
3
T=P'—.P—.
L'R*

C’est a ces calculs que le rapporteur de la commission de
IAcadémie faisait allusion dans ce passage du rapport:
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« On peut remarquer que par des considérations théo-
riques:, basées sur 'hypothése que le sol de la route résiste
en chaque point, en raison directe de 'enfoncement, on
trouve que le tirage est proportionnel a la puissance 4 du
chargement et en raison inverse de la puissance ; du dia-
métre des rones. Ces expasants différent assez peu de
Punité quon.doit leur substituer , d’aprés les expériences
de M. Morin pour ne pas donner de présomption defavo-
rablc aux réaultats de ses abservations. »

Dés que I’Académie se contentait d’une coincidence
aussi imparfaite entre les expériences et la théorie qu’elle
invoquait , j'aurais pu fairé observer que la puissance : que
mes expériences donnaient au rayon s'approchait encore
plus de la puissance 3 de la théorie que la puissance 1 qui- *
ressortait des expériences de Coulomb et de M. Marin ;
j’aurais encore pu faire remarquer que, méme dans cette
théorie, basée sur des hypothéses incomplétes, il n’en
résultait pas moins , en mettant dans la valeur de T celle
de ¢ tirée de celle de P, I'équation générale obligée

P
T—=LF {———
(LVZIT)

Que si donc, par condescendance pour des expériences
qui se presenrtalent avec de grandes garantles d’exactitude,

on voulait hlen admettre P a la place de P’ , On ng pou-

vait pas, 4 la place de l{’ mettre R*, c’est-i-dire diminuer
un exposant et augmenter I'autre; car leur rapport’dans
cette théorie devait étre égal i 2, et on le faisait égal a 1.

Les différentes manitres dont nous avons présenté la
question jusqu’a présent, doivent avoir fait voir que cette
loi des diamétres tient uniquement 4 la relation qui existe
dans le cercle entre les fléches ¢’ et un petit arc ¥

vV =V oRd
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Cette loi des diamétres tient donc & une propriété géomé-
trique et non pas a une propriété mécanique des forces
qui relient entre elles les molécules des corps.

La formule générale que nous venons de rappeler donne
la relation que la géométrie établit nécessairement entre
les quantités T, P, L, R, non-seulement dans la réalité,
mais dans toutes les hypothéses. Ainsi dans le cas ou le
tirage serait en raison ‘inverse de la loi des diamétres,
comme l'ont supposé Coulomb et M. Morin, on aurait
nécessairement . :

. T— L

aLR
Ainsi, dans ce cas, le tirage serait propertionnel aun

*a” quarré de la pression. Or, en vérité, il n’est pas besoin

d’expériences pour démontrer qu’il n’en peut étre ainsi.
Si, en doublant la charge, il fallait mettre quatre chevaux
au lieu de deux; vingt-cinq chevaux au lieu de cinq
quand on passe de la charrette ordinaire du cultivatenr
qui porte 1 200 kilogrammes & la charrette du roulage
qui en porte 6 000, il y a longtemps que cette propriété
serait connue. 1l en est de méme de la largeur de la bande ;
si en la doublant le tirage diminuait de moitié, c'elit été
une disposition par trop avantageuse pour qu'ejle fit
restée si longtemps ignorée, et, certes, jamais le Jégis-
lateur n’aurait eu besoin d’avoir recours aux lois pour la
prescrire. Si I'industrie du roulage a toujours cherché a
augmenter ses chargements et 4 diminuer ses bandes , c’est
qu'elle savait , préalablement 4 toute expérience scienti-
fique, que le tirage était proportionnel 4 la charge et in-
dépendant dela largeur des bandes; que, par conséquent,
plus elle chargeait ses voitures et diminuait ses bandes,
plus elle augmentait le poids utile transporté. Nous avons
fait voir, dans notre Essai, que cette industrie a été plus
loin et quelle a résolu le probléme du diamétre de ma-
ni¢re 4 se donner toujours le minimum de tirage.
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Les propriétés"que nous avons démontrées par I'expé-
rience et par la théorie I'étaient donc déja par les usages
du.roulaige; et il en est 2 peu prés de méme dans toutes
les anciennes industries. Il est bien rare qu’a l'aide de
nombreux tAitonnements , le hasard ne fasse pas rencontrer
a la longue les procédés les plus économiques et les plus
avantageux , et que lorsque la science vient 4 s’en occuper,
elle n'ait plus qu’a les constater et a les expliquer.

_Ainsi, par exemple, dans hypothése de la loi de la
raison inverse des diamétres, I'usage de ces camions &
petites roues ,. dont on se sert pour transporter les ballots
de roulage & domicile, serait inexplicable. Leurs roues,
en effet, n’ont que 0™.40 & 0=.50 et quelquefois moins,
c’est-a-dire que le tirage de ces camions devrait étre
quatre fois plus considérable que celui des voitures érdi-
naires de roulage. On sait que, sur les voitures, on ne
donrnie ordinairement 2 tirer &4 un cheval que 1000 a
1 200 kilogrammes ; sur un camion, il ne devrait donc tirer
que 250 a4 3o0 kilogrammes. Or, le poids seul du camion
est beaucoup plus considérable. Celui qui servait 4 nos
expériences pesait, avec des roues de o™.34, 380 kilo-
grammes. Si la loi de Coulomb était exacte, il serait
donc impossible d’y ajouter la moindre charge, puisqu’on
n’y attelle qu'un cheval ; et cependant ne les rencontre-t-
on pas tous les jours avec des charges considérables ; il
faut donc nécessairement que le tirage ne croissé pas
aussi rapidement que le diamétre diminue.

Les calculs que nous venons de faire supposaient qu'’il
n'y avait d’altération que dans la surface sur laquellela ro-
tation s'opére , que la roue conservait exactement sa cour-
bure, ou que du mdins sa flexion pouvait étre négligée par
rapport & celle du terrain , comme dans le cas des roues et
des routes ordinaires. On peut se-demander si les pro-
priétés que nous avons démontrées restent les mémes lors-
qu’il n’en est pas ainsi, c'est-a-dire lorsque les duretés
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des deux surfaces sont peu différentes, comme sur les
chemins de fer.

Appelons , fig. 15, €' la compression maximuni instan-
tanée de la roue, e la compression définitive. En conser-
vant toutes les notations précédentes, on aura :

V=P aR({+4¢) =V aR({t-d—c—e)

En considérant enisuite les réactiohs des molécules du ter-
fain ¢omprimé , la méme sériede raisonnements conduira
& des équations semblables i celles que nous avons posées
plus haut; seulement les équations contiendront  Ja fois
¢ ete'. On aura : .

P=LVaR F(,¢)
s=VaRy(4, ¢)

Mais en appliquant le méme calcul aux réactions du cercle
comprimé qui font équilibre & celles du sol sur lequel il
roule, on arrivera & des équations de la forme

P=LVaR F (e, )

s=Vak y(,¢)

En divisant les deux valeurs de P l'une par Faatre, on
aura ' ’

Sf(d, ¢)=0

qui donnera la valeur de € en ¢, & =, (). En la mettant
dans la valeur de P et 5, on élimine ¢ et on arrive a des
équations semblables a celles que nous avons établies plus
haut, d’ou découlent les mémes conséquences. Aipsi ;-les
propriétés que nous avons énancées conviennent au cas
ou l¢ plan et le corps roulants sont I’un et Fautre compres-
sibles. :

Reprenons maintenaut les formules que nous avons po-
sées plus haut :
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T ,_ 1 - g
P =zﬁ(V¢ —Vin)

. %(V;;_'_ I/.‘r'__“)=P

en 1és multipliant par VaRk , on en c¢onclut

)’a1’=§szR=.‘;§ll;;-=§3

c’est-h-dire que dans un méme cerele la différence entre
le eontatt en avant etle contact en arriére est, quelle que
soit la charge , une quantité constante ; & qu'on peut trés-
bien exprimer. au moyen du coeflicient du tirage. Ainsi,
sur une route- ordinaire, avec des roues de 2™.00, cette
différence, pour un tirage de 0.03 serait de 0=.08. On au-
rait donc : ¥ =0.08 4-1. 1'>0.08, d’oi1 ¥>>0.0032. Enfin
on tire dela seconde équation
e=$p (V¥ —3p)

tous ces résultats se présentent sous une forme qui parait
fausse au premier. coup d’ail. La différence X — 1 ne peut
pas étre constante , puisqu’il est bien évident quon peut
charger le cercle de maniére que son contact avec le ter-
rain soit plus petit qu'une quantité donnée, o™.08 par
exemple, et que son enfoncement soit moindre que 0™.0032;
de plus « ne peut étre nul quavec ¢ et ne peut pas se pré-
senter sous une forme négative. Il est facile d’expliquer la
cause de ces espéces d’anomalies; elles tiennent évidem-
ment A ce que hypothéie on la propriété dont on est
parti, du tirage proportionnel  la pression, n'st pas ri-
goureusement exacte, surtout pour des pressions trés-
faibles qui ne donnent lieu qu’a des contacts infiniment
petits. Alors, en effet, la résultante ne peut plus passer a
la distance & de la normale; elle s’en approche rapidement
a partir d’une certaine limite et finit par se confondre avec
elle pour une pression o, de sorte que le tirage doit dimi-
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nuer alors plus rapidement que Ja pression. Ainsi, le
calcul mdlque d’'une maniére rigoureuse que les lois trou-
vées par l'expérience ne peuvent étre des lois absolues et
sans limites. d

Nous n’exposons ces considérations que pour justifier
nos formules. Le cercle prés de la normale étant a peu
prés paralléle au plan, le contact augmente rapidement
d’abord avec la pression, et il serait impossible de réaliser
par Pexpérience les cas que nous venons de considérer,
puisqu’il faudrait avoir de trés-grands cercles dont les poids
fussent trés-petits.

Ainsi les lois déduites de nos expériences et de nos for~
mules ne sont ,'sous le point de vue mathématique ; que
des approximations qui ne peuvent étre substituées aux
lois réelles, qu'entre les limites ou la propriété qui leur
sert de base est elle-méme vraie. Tant que le tirage sera
proportionnel a la pression, Pinfluence de la bande sera
nulle, et celle du rayon sera mesurée par sa racine quarrée.
Mais si jamais on parvenait 4 trouver cette relation d’une
maniére rigoureuse, les formules générales que nousavons
posées plus haut, donneraient immédiatement les relations
de la bande et du diamétre, correspondant a cene nou-
velle propriété.

Les équations précédentes donnent les valeurs de ¢ et
de« en fonctionde P, L, R, T.

On a, en effet:

P=;VaR.L(Vi4V t—-s)A(c-—c)
Te=={ LA (f—c) ..

lP(V‘ P)

Cette valeur de ¢ mise dans les deux premiéres, donnera
celle de ¢ en fonction de P ou de’T', d’ou on déduira celle
de s en fonction des mémes quantités. On voit, comme
nous Favions déja fait remarquér, que l'enfoncement
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instantané ¢, et le frayé définitif s ne dépendent que de

LI/aR

On peut, au reste, avoir des valeurs approchées de ces
quantités sous une forme simple qui permet de juger de
Yinfluence des diverses dimensions de la roue. Dans la va-
leur de s on peut négliger 3p par rapport a /77, et écrire
équation qui est d’autant plus exacte que s est plus grand

par rapport & p on par rapport a ¢, car la valeur exacte
de ¢ peut se mettre aussi sous la forme

o= (VI Vi—5)
‘Or ¢¥—s, qui est la quantitédont la molécule revient aprés
Penfoncement instantané diftére , peu de ¢, surtout pour
les corps élastiques, de maniére que V¥4 Vi —¢ dif-
fére peu aussi.de 2)/¥

Cette équation fait voir que le frayé est proportionnel
a la racine quarrée de 'enfoncement instantané. Ainsi,
pour produire une impression double, il faut produire un
enfoncement instantané quadruple.

Cette relation entre s et ¢/ que nous avons déduite des
propriétés du frottement de roulement et dont on pour-
rait réciproquement les déduire, peut trouver des appli-
cations ou des vérifications dans des questions mécaniques
qui paraissent, au premier coup d’ceil, étrangéres a cette
résistance, telles que celles des laminoirs, du battage des
monnaies , du choc des corps , etc., etc.

En faisant dans la valeur de P la simplification que
nous venons d'indiquer dans celle de s, on en tire

3 3
e (=p
L’R’ L°R®

-+
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Il résultede ces équations que ’empreinte ou enfoncement
définitif est proportionnelle i la racine cubique de la pres-
sion, en raison inversede la racine cubique de laJargeur
de la bande et de la puissance ; du rayon. On peut encore
mettre s et ¢ sous la forme

c=yVT =/ VT

c'est-d-dire qire 'empreinte est proportionnelle a la ra-
cine cubique du tirage. Cés équations peuvent trouver
une application utile dans la question de la police du
roulage.
Les équations ci-dessus font voir comment la résistance
au roulement
T

VT{

dépend de la flexibilité et de Pélasticité du g.:orps. En effet,
la constante p & pour expression

N

iz
Ainsi , pour quil y it résutance, il faut que I’im des
deux corps soit compressible, c’est-a-dire, que sous un
poids donné, les molécules fléchissent d'une “certaine
quaiitité «'; il faut, de plus, qu'ils ne soient pas parfaite-
ment élastiques , c’est-a-dire que les molécules fléchies ne
reviennent pas i leur premiére position, lorsque le poids
estenlevé, mais restent 4 une certaine distance ¢. Ces deux
quantités étant donriées pour un certain poids, on €n dé-
duirait immédiatement le coeffitient de roulement. Ainsi,
le frottement dé seconde espéce i’est pas une propriété
particuli¢re des surfaces, et distincte de la compressibilité
et de I'élasticité; elle n’en est qu'une conséquence telle-
ment immédiate que lorsqu’on a. la mesure de ces deux
propriétés pour un corps, ona aussi celle de la résistance
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au.roulement. Ainsi chaque surface pett étre définie par
rapport au frottement de seconde espéce par deux coeffi-
cients, dont on peut déduire la valeur de cette résistance,
lorsqu on la mettra en contact avec d’autres surfaces dé-
finies de la méme maniére.:

En effet, appelons s,, ¢, p,, les compressions et résis-
tances de la surface A, sous une roue compressible ;

&%, ¢5, ps» les mémes quantités pour une surface B,
on aura entre ces quantités les deux relations

3 %o 3 ___‘b
7 7N
a [
Lorsqu’on fera rouler la surface A sur la surface B, la

résultante p,;, de ces deux résistances se déduira par un

calcul analogue 2 celui que nous avons fait plus haut, et
on trouvera

: /s
% oY =Pa V€:+(’5V‘,—; — Pa\ "_b+Pb
Vit Viera | ke

Pa,b =3

On voit que si on connaissait, pour chaque surface, les
deux quantités ¢ et ¢, on en conclurait immédiatement la
résistance résultante. Il est impossible, il est vrai, de dé-
terminer directement ces deux quantités par l'expérience
(du moins nous n’en voyons pas maintenant le moyen);
mais on peut facllement déterminer les quantltes Pas Pby

et les rapports qm peuvent les remplacer. Supposons

que les deux surfaces mises en contact soient les mémes,
on aura :
’a= 5 Vo=¢)
. .

P“—-V—.V Vak.pe="7=

Ainsi la résistance p, d'un cylindre sur un plan inéom-
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pressible est égale & la résistance de ce cylindre sur une

surface de méme nature divisée par V2. Les coeflicients
Pa» rp pourront donc s’obtenir facilement par l'expérience.
Faisons maintenant rouler ces cylindres A, B sur un plan
M pris pour plan commun de comparaison, nous aurons

ot Pa ;,—.'+P-
pam==] e n___ =
L‘¢+’- ‘/:/-:‘+'
Ty
Ph=% ‘b+‘- Pb‘/z‘*'Pﬂ
R S,

Ces deux équations nous donnent immédiatement les
U

l' . « .
rapports '—,"- , — en fonction de p, , Pms Pam €L Ppm; divi-
S m
!

) » . &
sant ces deux rapports 'un par V'autre, on en tirera —=,
(9

en fonction des mémes quantités et en mettant ces valeurs
danscelle de p,;, on déterminera cette quantité. On voitque
si on connaissait pour diverses surfacesA ,B, G, D, etc.,
leur résistance au roulement sur elles-mémes et leur
résistance au roulement sur une autre surface M, prise
pour terme de comparaison, on en pourrait déduire les
résistances de deux quelconques des surfaces prises deux &
deux, A avec B, A avec C, B avecC, etc., etc. C’est1a une
propriété remarquable du frottement de roulement , et qui
le distingue du frottement de glissement , dont les divers
coefficients ne présentent entre eux aucune relation, de
maniére que si on a vingt surfaces, il faut 1go coefficients
pour déterminer les divers frottements de glissement qui
résulteront des combinaisons deux & deux de ces surfaces,
tandis que 4o suffiront pour le frottement de roulement.
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Nous n’avons considéré jusqu’a présent qu'un cylindre
roulant sur un plan, mais il est clair que, puisque les pro-
priétés du frottement de roulement sont indépendantes
de la largeur de la bande, elles s’étendent & tous les
corps de forme quelconque, pourvu qu’on puisse négliger
dans la largeur du contact, les variations de courbure des
sections paralléles & celle qui passe par la normale et la
direction de la vitesse.
En effet, la distance de la réaction a la normale

‘=_|}%ﬁ’ ne dépend pas de la pression, elle ne dépend
que du rayon R. Ainsi, quelle que soit la répartition de la
pression entre toutes ces sections , la fraction de la résul-
tante située dans cette section est toujours 4 la méme
distance ¢ de la normale. On peut donc appliquer les
mémes formules aux sphéres , aux ellipsoides, etc.

Considérons maintenant le cas plus général de deux corps
4 courbures quelconques, fig. 16, roulant I'un sur 'autre.
Par la normale et par la direction de la vitesse, faisons
passer un plan qui coupera les deux corps suivant deux
courbes tangentes auxquelles nous pourrons substituer,
dans l'étendue du contact, leurs cercles osculateurs dont
les rayons seront R, R,. En supposant un enfoncement
maximum et une impression ou frayé sur I'une des sur-
faces , nous arriverons aux mémes équations que pour le
cas du plan, et nous en tirerons aussi

==

" 11 suffit de substituer dans cette équation des valeurs
deY et ) pour résoudre la question. Or, en appelant £la
fléche de I'arc sous-tendu par la demi-corde ¥, dans le
cercle R , on a, en considérant cette derniére corde dans.
les deux cercles

Y= VaR(I—f)et v=VaR_£

-
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Y=v/ _’_!‘_n}__,.'
R
On aura de méme

=‘/ aRR, (¥—e)

R.+R

=V — (V7 —Vi=y)

R.+n

Si le tirage 6 est proportionnel & la pression, ¢ doit étre

d’ou

et par conséquent

qunahle}V VT T = constante = }p, donc

VA 3 T e R
PVEFR R P VAR KRR
( + pour les surfaces convexes, — pour les surfaces con~
caves convexes ).

Telle est la formule générale qui détermxnera la pou—
tion de la résultante ou pression, par rapporta la narmale
en fonction des rayons de courbure des surfaces en con-
tact ; le mouvement des deux corps roulant J'un sur Vautre
se trouve donc complétement déterminé , puisqu’on con-
nait lintensité, le point d’application et la direction dela
force retardatrice qui agit sur eux. :

Cette formule peut recevoir des applications nombreuses
dans l'étude des inachines ; les excentriques, les axes tour-
nant sur des galets, les transmissions de mouvement qui
se font d’une roue a Pautre sans engrenage, etc., etc.;
présentent des mouvements analogues & ceux que nous
venons de considérer , et la formule ci-dessus peut donner
les dispositions les plus avantageuses a adopter pour di-
minuer la résistance ; nous nous bornerons ici a en faire
Papplication 4 quelques circonstances particuliéres que
présentent les routes.

La surface des routes en empierrement.n’est pas ngou-

=
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reusement plane, les roues parcourent une ligne sensible-
ment ondulée; de sorte que la surface avec laquelle elles
se trouvent en contact est tantét concave, tantdt convexe.
Voyons quelle est I'influence de cette circonstance sur le
tirage. Appelons 0 le tirage sur la ligne droite, ¢ sur la
ligne ondulée, R le rayon de la roue, R celui du terrain,
nous aurons pour les concavités :

R A
VR R~ R
pour les convexités :

P B e
L, — —— m—s———

Si on donne 4 R, diverses valeurs, par rapport a R, on
déduira de ces formules les tirages correspondants :

CONCAVITES. CONVEXITES. MOYENNES.
R, = 3R 1.419 0.820 1.128
R, = 3R 1.220 0.876 1.050
R, = 4R 1.150 0.8g9 1.029
B, = 5R 1.128 0.918 1.0159
R, —10R 1.0534 0.9556 1.00%4

On voit que les flaches ont pour effet d’augmenter le
tirage dans un assez grand rapport, lorsque leur courbure
est trés-prononcée, et que leur influence se fait d’autant
plus sentir que les roues sont plus grandes. Cest un ré-
sultat assez remarquable, et qui parait en contradiction.
avec la propriété ordinaire du diamétre, de diminuer le
tirage, mais qui s’explique facilement lorsqu’on se reporte

‘aux causes du tirage ; le contact, en effet, s’allonge d’autant
plus que la roune est plus grande, ce qui éloigne la résul-
tante des réactions moléculaires. Au reste, ce désavantage:
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dela grande roue n'est que relatif et ne peut aller jusqu’a
faire qu'il ’y ait plus d’avantage & 'augmenter. En effet,
R, étant plus grand que R, I'expression

o="YE 1
2 RR—R*
diminuera toujours avec R ; mais elle ne diminuera plus

dans le rapport des racines quarrées comme sur le plan.
Supposons par exemple

R,=2".00 pour R=0.50, on aura ¢ =1.15,,
. pour R=1.00 8 =p.

Ainsi dans ce cas, en passant du rayon 1.00 au rayon
0.50, le tiragen’augmente plus que dans le rapport de 1 a
1.15 aulieu de 1 & 1.41, comme cela aurait lieu sur la
ligne droite. A mesure que R, augmente , le diamétre re-
prend son avantage, et son influence s’approche de la loi
de la racine quarrée.

Les flaches se raccordent avec le terrain par des parties
convexes; mais en jetant un coup-d'eeil sar le tableau
précédent, on reconnaitra que la convexité diminue beau-
coup moins le tirage que la concavité ne 'augmente. De
sorte que si on suppose une ligne ondulée , composée des
mémes courbes concaves et convexes, fig. 17, le tirage sur
cette ligne sera toujours beaucoup plus considérable que
sur la ligne droite; la différence sera'd’autant plus sensible
que les diamétres seront plus grands. Si le rayon des on-
dulations est 10 fois plus grand que celui de la roue, I'aug-
mentation de tirage n’est que de 0.004 ¢, cest--dire,
presque imperceptible. Les flaches qu’on trouve 4 la surface
des empierrements, ont des profondeurs trés-variables ; ce-
pendant, il est rare qu'on en tolére de plus de o=.04 4 0™05.
Si la partie concave a 1™.00 de longueur, on en conclura
queson rayon est de 3™.00 environ. Alorsle tirage sera sen-
siblement augmenté dans le passage de cette flache (de ;
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environ saivant le tableau ci-dessus). Mais si, & profondeur
égale, 1a flache a 2™.00 delongueur, R, devient 1am.50, et
Paugmentation de tirage est tout a fait insignifiante (4 pour
100),dogt il faudrait déduire encore la diminution. qui ré-
sultedes parties convexes du raccordement) Il fautconclure
de lA que les flaches courtes et profondes peuvent avoir un
effet sensible sur 'augmentation du tirage; mais lorsqu’elles

.g’allongent de maniére i avoir 2m.00 de longueur pour
une profondeur de o™.04, la route n’est gugre moins rou-
lante que si elle était parfaitement unie. Or, c’est précisé-
ment ce qui a lieu sur les routes bien entretenues ; en les
parcourant aprés une pluie, on reconnaft que leur surface
n’est qu'une suite de dépressions ; mais comme ces dépres-
sions sont allongées , elles ne nuisent nullement au tirage;
il 0’y a que celles qui sont courtes, qui ont la forme de
trous qu'il est essentiel de prévenir et de boucher. Quant
aux autres, on peut attendre le moment convenable sans
que le roulage ait i en souffrir. Or, c’est la un des grands
principes de ’entretien des routes.

Nous ne ferons pas d’autre application de la formule
générale que nous avons établie plus haut ; nous n’avons
cité celle-ci que comme un exemple de I'importance pra-
tique des recherches théoriques auxquelles nous nous
sommes livré. Nous avons voulu faire voir qu’il n’était pas
question ici d’abstractions purement théoriques, mais au
contraire des principes généraux dont la pratique la plus
ordinaire pouvait avoir journellement besoin.

Toutes les propriétés du frottement de seconde espéce
peuvent se résumer ainsi :

Lorsque deux corps de forme quelconque roulent 'un
sur l'autre, la résultante des réactions moléculaires est
toujours égale a la pression des deux cgrps, paraliéle aux
normales, dans le plan qui passe payf ces normales et la
direction de la vitesse, 4 une distance de ces normales qui
est proportionnelle & la racine quarrée du rapport du pro-
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duit des rayons de courbure des surfaces en contact, 3
leur somme ou a .leur différence, suivant que les deux
corps sont convexes ou que I'un d’eux est concave.

L'intensité, la direction et la position de cette résis-
tance se trouvant ainsi déterminées, on peut déduire,
dans tous les cas possibles, les effets qu'elle peut pro-
duire, des régles ordinaires de la mécanique.

TBOISIEME PARTIE. — EXAMEN DES EXPERIENCES DE M. MORIF
.
8UR LE TIRAGE DES VOITURES.

Les propriétés du tirage , que je crois avoir démontrées
dans ce mémoire , se trouvant en contradiction avec celles
de M. Morin sur presque tous les points, je dois néces-
sairement expliquer  quoi tient cette différence dans les
résultats. LAcadémie V'avait attribuée a la plus grande
précision des instruments employés par M. Morin ; je vais
tAcher de faire voir, en examinant aussi succinctement
qu’il me sera possible le travail publié par cet expérimen-
tateur, que C'est ailleurs qu’il faut en chercher la cause.

Influence du diamétre. —Pour déterminer Finfluence
du diamétre sur le tirage, M. Morin a fait quatre séries
d’expériences sur des terrains de natures différentes. La
premiére (page 15) a lieu sur un empierrement avec un
aftiit de siége monté tour i tour sur des roues de 1®.10,
1=.56 et 2™.05.

- Le diamétre 1™.10 donne , sur une longueur de¢ 300™.00
de la route, les tirages suivants :

kil kil. kil.
go.18 100.50 91.24
96.59 103.45 91.40
78.42

A quoi tiennent les différences considérables qu'on re-
marque entre ces chiffres? elles vont jusqu’ 28 pour 100.
Est-ce A I'inexactitnde de l'instrument? est-ce & la diffé-
rence du terrain? ou, comme nous le pensons, 2 ces deux
causes a la fois ? C'est ce que' M. Morin n’a pas expliqué,
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et c& qui cépendant méritait de P'étre pour donner fmmé-
diatement la mesure de la confiance qu'on devait avoir
dans les résultats obtenus par son procédé d’expérimen-
tation. Ea prenant la moyenne entre tous ces chiffres ot
son*rapport avec la pression, on obtient 0.0241 pour
coefficient du tirage. En faisant la méme opération pour
les autres diamétres, on obtient les résultats suivants :

Diamétres. | Coefficients du tirage.
18.10 0.0241
12,56 0.0146
29,05 0.0135

A Yinspection de ces chiffres, on ne voit pas pourquoi
M. Morin ena concliz que le tirage était en raison inverse
du diamétre, car § ‘il en ent été ainsi, en passant du dia-
métre 1=.10 & 1».56, le coefficient aurait dii descendre
de 241 4 190. Or,il est descendu 4 146. Du diamétre
12.56 A 2=.05, il aurait dd descendre de 146 A rri.
Or, il ne descend qu'a 135, c’est-a-dire que le diamétre
1=.56 et le diamétre 2™.05 donnent le méme tirage a pein
prés. Puisque M. Morin avait a sa disposition des instru-
ments exacts et précis, il devait conclure : que du dia-
métre 1™.10 au diamétre 1™.56 le tirage diminuait dans
un plus grand rapport que celui des diamétres , mais qi’au
dela de cette limite la diminution devenait insensible.
C’était la seule conclusion que lpi permettaient ses expé-
riences. Au lieu de cela, M. Morin a cherché 4 vérifier la
loi de Coulomb qu'il s’était posée d’avance. Comme onl'a
vu, en multipliant les nombres ci-dessus trouvés par les
rayons correspondants, ils doivent devenir égaux si cette
loi est exacte. Voici ce que donne cette opération.

Coefficients qui doivent étre égaux

Diamétres. avec la loi de la premiére puissance.
12,50 0.0132
1,56 oo11§
am.05 0.0139

(on trouvera dans le mémoire de M. Morin les nombres
134, 114, 132. Cela tient a'des erreurs de calcul dans les
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expériences 6, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 3p, et dans la pre-
miére et dans la troisidme moyennes ).

Pour admettre la loi de Coulomb et de M. Morin, il faut
regarder 132, 114, 139, comme des nombres égaux. Ainsi,
aprés avoir pris des moyennes entre des nombres qui'de-
vraient étre égaux et quidifférent entre eux de a8 pour roo,
ces moyennes différent encore entre elles de 20 pour 100. |
Je ne vois, certes, pas la un degré d’exactitude supérieur
A celui du simple dynamométre, et ne puis partager la
confiance des commissaires de ’Académie dans les résul-
tats de M. Morin (*). Mais en admettant méme I'exactitude
de ces chiffres, il y a des objections si graves 4 faire au
systéme d’expérimentation qui les a fournis qu'ils n’en de-
vraient pas moins étre rejetés.

Les voitures soumises aux expériences sont des voi-
tures & quatre roues, et on suppose que pour ces voitures
le tirage ne dépend pas de la répartition de la charge. Nos
expériences i ce sujet, bien incomplétesil est vrai, semble-
raient prouver que les roues de derriére d’une voiture &
quatre roues ont un coefficient de tirage moindre que les
roues de devant, c’est ce qui s’explique facilement parce
qu’elles profitent du frayé ouvert par les premiéres. Ily a
plus, c'est que les expériences de M. Morin, celles du
camion que nousallons examiner tout 4 'heure, tendraient
aussi a le prouver; car elles font voir que plus la charge
porte sur l'arriére-train, plus le tlrage diminue. S'il en
était ainsi, on voit que les expériences de M. Morin ne
pourraient étre bien concluantes, car les divers diamétres
n’ont pas été éprouvés avec les mémes répartitions de
charge. :

Le tirage des voitures accusé par le dynamométre n'est

(") «En lisant son mémoire on y reconnait cette maniére exacte de
procéder qu'on a déja eu lien de distinguer dans ses travanx précédents,.
et I'on acquiert une grande confiance dans les résultats de ses observa-
tions. » (Rapport & U'Institut sur le mémoire de M. Morin.)
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pas seulement la résistance du terrain dont il est ici ques-
tion , mais cette résistance augmentée du frottement a
I'essieu. Pour obtenir la premiére , il faut donc déduire du
résultat immédiat V'effort employé a vaincre ce frottement.
Or, M. Morin n’a pas fait d'expériences spéciales pour
connaitre I'intensité de cette résistance; il s'est borné a
‘emp‘runter a des expériences qu’il a faites sur les axes de
rotation des machines, le coefficient de 0.05 qu’elles lumi
ont donné. Or, y a-t-il parité dans les circonstances? Lés
axes des machines fixes sont exactement cylindriques,
tournent dans des paliers parfaitement dressés et sont
disposés de maniére a étre toujours graissés. Peut-étre,
a la rigueur, ce chiffre pourrait-il convenir aux essieux de
‘waggons placés & peu prés dans les mémes circonstances (*);
mais Pessieu ordinaire d’une voiture est fixe; c’est lui qui
fait tourner le moyeu dans lequel il est logé, ce qui fait
remonter continuellement le graissage ; le moyeu et l'essieu
sont coniques et inclinés & I'horizon; la roue va frotter
tant6t contrel'écrou qui termine l'essieu , tantét contre la
rondelle placée le long du corps de la voiture. Voila bien
des causes de résistances qui n'existent pas pour l’axe
d’'une machine fixe, d’'un volant par exemple, et dont
M. Morin n’a pas tenu compte. Nous avions adopté dans
nos expériences le coefficient o0.12 et.nous pensons que #'il
est un peu fort pour les essieux de diligences, il est plutdt
faible pour les voitures du genre des chariots d’artillerie.
Enfin, on doit observer que M. Morin, entrainé sans doute
par la dénomination ordinaire de frottement & l'essieu ,a
pris les dimensions de la fusée méme de I'essieu (**), au lieu
de prendre celles du moyeu , qui, dans le cas des voitures

(*) M. Virla a trouvé pour les essieux de divers waggons du chemin
de fer de Cherbourg les coefficients suivants: 0.043, 0,055, 0.083,
0.108, 0.16, 0.209. ( Aunales des ponts et chaussées , 1835 1°r semestre. )

(@) "Voir page 8 du mémoire de M. Morin, ou il appelle p/ et " les
rayons moyens des fusdes des essienx de devant et de derriére. .
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ordinaires, mesurent réellement l'espace parcouru- par
cette résistance; or, dans les grosses voitures le moyen 2
toujours, au moins, 0=.01 de jeu i l'essieu. En faisant
ces diverses corrections dans les résultats de M. Morin,
voici les coefficients auxquels on arrive dans les deux
hypothéses de la loi de Coulomb ou de celle de la racine
quarrée :

) ]
COBFFICIENTS QUI DOIVENT ETRR EGAUX. i
DIAMETARS. R, S
Loi de Coulomb. | Loide la p/
mét.
1.10 0.010 i 0.0144
1.56 0.00 0.0100
2.05 o.0113 0.0112

Les chiffres de la derniére colonne sonit a peu prés aussi
exacts que ceux de la seconde. L'erreur y est encore de 36
pour ioo, il est vrai,, mais une erreur de 36 pour 100 n’est
pas pour M. Morin une raison de ne pas conclure (voir
pages 30 et 31, expériences 83-g7, des coeflicients qui va-
rient entre eux de 50 pour 100 et que M. Morin n’hésite
pas a considérer comme égaux entre eux). Quant & nous,
nous dirons : des erreurs de 36 et de 25 pour 106 ne prou-
vent ni laloi de Coulomb, ni la loi de la racine quarrée :
elles ne prouvent que I'inexactitude des expériences qui
fournissent de pareils écarts, et cette inexactitude, il
nous sera facile de 'expliquer par une circonstance qui a
échappé a I'attertion d¢ MM. les commissaires, car elle
n’eiit pas manqué de leur faire rejeter tous ces résultats
sans autre examen ultérieur.

En effet, en jetant un coup d’ceil sur la colonne des es-
paces parcourus et sur celle des pentes, an reconnait bien
vite que les trois dramétres dont on vient de comparer ici
les tirages n’ont pas roulé sur le méme terrain. Aiusi,
les roues de 1™.10 n’ont parcourn que 300™.00 de lon-
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gueur; celles de 1=.56, 1 895™.00, et dams ces 1 895=.00
les 300=.00 parconrus par les premiéres ne sont pas méme
compris; enfin, les roues de 2™.05 ont parcouru 3 305~.00,
dans lesquels ne sont compris ni les 300™.00 des premiéres
roues , niles 1895=.00 des secondes. Or, qu’y a-t-il d’é-
tonnant a ce que des expériences ainsi faites ne donnent
pas des résultats précis? la route soumige aux expériences
n’était pas homogéne, car les mémes diamétres donnent
des tirages qui varient entre eux de 28 pour 100 (voir les
expériences 3 et 5), et les diamétres différents donnent
des tirages Egaux (voir les expériences 13 et 14). Pour ar-
river & des résultats exacts ou du moins comparahles,
c’était une conditiom indispensable que de prendre le
méme terrain pour les diamétres & comparer. En chan-
geant ainsi de terrain a chaque diamétre, on obtient des
tirages différents , mais on ne sait pas si cette différence
doit étre attribuée au diamétre ou au terrain. Les résul-
tats de semblables expériences ne peuvent donc fournir
aucun renseignement utile. Cependant la loi des diameé-
tres est tellement saillante qu'elle serait sortie de ces ex-
périences méme, si elles avaient été plus nombreuses et
surtout si les diamétres comparés .avaient varié dans un
plas grand rapport. Mais celui qui avait été choisi, 2 peine
de 1 & 2, ne mettait pas entre les deux lois une différence
telle que la vérité piit se faire jour a travers toutes les
causes d’erreur qui se trouvaient accumulées dans le sys-
téme d’expérimentation. <

Lesobjections que nous venons de présenter contre cette
expérience se reproduisent avec plus de force encore contre
la suivante faite avec les mémes diamétres, sur un rechar-
gement de gravier de 0™.04 & 0™.05. Il n’est personne qui
ne sache que sur une pareille surface , le tirage est exces-
sivement variable, non-seulement d’un point a un autre,
mais d'un moment i 'autre; car il suffit qu’une seule voi-
ture ait passé pour que celle qui la suit dans la méme
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piste éprouve uh tirage beaucoup moindre. Or, ici, non-
senlement M. Morin n’a pas expérimenté les divers dia-
métres sur le méme emplacement , mais l'intervalle entre
ces expériences a été assez considérable pour que la couche
de cailloux fit plus ou moins épaisse sous les roues (voir
la colonne d’observations). Enfin, les diverses épreuves
n'ont pas été faites avec la méme vitesse, et quoique
M. Morin admette que sur un rechargement de gravier la
vitesse n’a aucune influence sur le tirage, ce résultat pa-
raitra assez -extraordinaire pour étre révoqué en doute
jusqu’a ce qu'il soit mieux établi. Ces rechargements de
cailloux si mobiles sont d’ailleurs des surfaces tout a fait
exceptionnelles qui ne présentent aueune analogie avec les
surfaces unies et homogénes des empierrements, et qui
pourraient avoir des propriélés tout i fait distinctes et
méme variables suivant les formes, les dimensions et le
mélange des cailloux dont elles sont composées. On ne
pourrait donc rien conclure d’expériences qui seraient ri-
goureusement faites pour d’autres surfaces. Or, pour
opérer rigoureusement , il aurait fallu employer des voi-
tures 4 deux roues, car ici on ne saurait contester la diffé-
rence de tirage qui-doit exister entre 'avant-train et I'ar-
ri¢re-train; il autait fallu que le poids de ces voitures fit
le méme car il est trés-possible que le tirage ne soit pas
proportionnel  la pression; il aurait fallu employer des
diamétres trés-différents et les faire rouler non-seulement
sur le méme terrain , mais avoir soin & chaque passage de
rétablir le sol dans le méme état, en effacant les frayés;
enfin , il aurait fallu que la vitesse fit toujours la méme.
Or, aucune de ces précautions n’a été prise! Quelle conclu-
sion sera-t-il donc permis de tirer de ces résultats?
Passons aux expériences faites avec un camion & roues
inégales sur un gazon humide. M. Morin fait varier la
charge entre les trains et compare les tirages d’apres les
diamétres: les roues ont 0=.81 et 1™.25 de hauteur. On
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congoit qu'avec d’aussi petites différences ou plutét un rap-
port si prés de P'unité, il faille avoir un systéme d’expéri-
mentation bien préeis pour que les résultats présentent

.quelque garantie de certitude. Ceux que donne M. Morin

sont résumés par les trois chiffres suivants qui devraient

. étre égauxsi laloi inverse du diamétre était exacte, 0.0249,

©0.0234, 0.0280. Il y aurait ici une erreur a corriger en fa-
_veur de la loi de M. Morin ; le chiffre 0.0234 doit étre
remplace par 0.0243, et l’ecart du plus grand au plas
petit coefficient serait un peu diminué. Mais malheureu-
sement dans les neuf expériences que résument ces trois
moyennes, il y a neuf erreurs de calcul assez considéra-
bles. M. Morin a pris pour chiffres de la pression sur le
terrain celui de la pression sur les essieux , de sorte que le
poids des roues se trouve complétement omis. En recti-
fiant ces erreurs, voici ce qu'on trouve :

———
CORFFICIENTS CORFFICIENTS CORFFICIENTS
erronés ' dans I'hypothése
donnés par M. Morin. rectifi¢s, de la loi dela p/
0.0 . 0.0222 ' 0.0312
0.0234 pour 243 0.0216 0.0300
0.0280 0.0256 0.0382

Ainsi, erreur de 17 pour 100 dans la loi de M. Morin,
erreur de 24 pour 100 dans laloi dela racine quarrée!... et

. quon remarque que nous n’avons corrigé ni le coeflicient

du frottement 4 I'essieu , nil'effet de I'inclinaison du tirage
qui, dansces expériences , diminue lacharge des essieux de
Tavant-train, et enfin qu’il s’agit de diamétres trés-peu
différents, d’'un gazon humide ou le frayé devrait étre assez
prononcé pour que le tirage de I'arriére-train fat sensi-
blement plus faible que celui de I'avant-train. En effet ; si
on met ces coefficients en regard dela teparhtlon des pres-
sions , on trouve :
5



66 MEMOIRES ET DOCUMENTS.

PRESSIONS. coxrricIENTS
qui doivént étre égaux.
Avit-train. | Arriére-train. Wm?r‘e:fﬁ':‘ noo| Loidelay
kil. kil,
2 439 93 0.0256 0.0382
1 41 1 0.0222 oe31z
2 198 0.0216 0.0300

'Ceg chiffres ne semblent-ils pas prouver, au contraire,
que plus la charge porte sur les roues de derriére, plus le
tirage est faible, puisque pour une méme charge totale on
fait descendre le coefficient de 256 4 212 ou de 38a a 300.
Or, ¢'il en est ainsi, les voitures & quatre roues ne peuvent
pas servir A des expériences sur le tirage tant qu'on ne
connaftra pas la loi de diminution de tirage de Vavant
a larri¢re-train, diminution indépendante de celle du
diamétre, puisqueles chiffres ci-dessus ont déji subi la cor-
rection due i cette circonstance.

Ainsi, en corrigeant les neuf erreurs de calcul de ces
neuf expériences, les coefficients viennent tomber entre
les deux lois, etil suffirait de la moindre correetion sur le
frottement A V'essieu pour les portér du c4té de Ia loi de
la racine quarrée , et lorsqu’on en discute les résultats , on
voit qu'ils tendent a prouver l'inexactitude du systéme
d’expérimentation dont ils sont tirés. .

Nous arrivens maintepant anx derméres séries d’expé-
riences faites sur le pavé de¢ Paris avec un chariot. sus-
pendu des messageries. Ici, la nature de la chaussée est
dure, et par conséquent le nombre des trains ne peut gudre.
influer sur le tirage; elle est auasi homogéne, et duilledis
les divers diamétres ont été éprouvés sur le méme erapla:
cement; les essieux mieux assemblés et miedx ajustés
doivent donner un frottement qui- s'appreche davantigé.

de l'intensité que lui a attribuée M. Morin. Les résuleses
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obtenus, o0.0117 et 0.0115, sont d'une concordance pres-
que parfaite ; ces expériences sembleraient donc devoir
échapper a toutes les observations que nous venons de
faire. Malheureusement ces quatre expériences contien-
nent encore quatre erreurs de calcul qui en altérent com-
plétement les résultats. Dang les deux premiédres, 41 et 42,
* Verreur est légére, elle n'est que de 143*.9 sur la pres-
sion totale. Mais comme I'expérience a lieu sur une forte
pente, il s’ensuit que I'effort employé & vaincre la gravité
'doit étre augmenté de 144 x 0.01856=12*.67; et par con-
séquent le tirage diminué d’autant. Dans les denx expé-
riences suivantes , Perreur est beaucoup plus considérable.
Le produit 3355%. -gpar o. 1856 n’est que 62*.28au lieu de
69*.23, de sorte qu'en rectifiant les chiffres on arrive aux
coeﬂiclents suivants : :

e
COXFFICIENTS CORFFICIENTS CORFFICIENTS
erronés donnés dans la loi
par M. Morin. rectifiés. delap/
Petits diamétres. . 0.011 0.0114 0.0153
rands diamétres. . o.011 0.0139 * o0.0149

Voila donc la loi de la racine quarrée démontrée par
les expériences mémes de M. Morin. Né6us verions d’exa-
miver en déttil toutes celles qu'il'a faites sur'cette pro-
priété dudiamétre. On voit qu’elles se-composent : 1ed’une
expériente $ur un empierrement dont les résultats’trés-
discordants entre' eux ne peuvent étre admis parce que les
divers' diamétres n’ont pas roulé sur le méme terrain;
o° d’ane expérience sur un rechargement de cailloux+a la-
quelle on peut faire la méme objection, et de plus de ne
pouvoir étre applicable & d’autres circonstances; 3° d'une
expérience faite sur un pré dont les résultats une fois
corrigés des erreurs de calcul qu’ils contiennent laissent
la question indécise ; 4" d'une expérience sur le ‘pavé de
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Paris qui, aprés une rectification semblable, vient con-
firmer la loi de la racine quarrée.

Avant de passer 4 'examen des expériences sur les au-
tres propriétés des roues, qu’il me soit permis de faire
une observation sur les nombreuses erreurs de calcul que
je viens de signaler. Nous venons de parcourir quarante-
quatre expériences seulement , et voila déja vingt et un
résultats erronés. Ces quarante-quatre expériences se
trouvent résumées par onze chifires moyens. En retran-
chant les trois chiffres qui appartiennentau rechargement
de gravier, surface tout a fait exceptionnelle, il ne reste
pour conclure que huit chiffres. Eh bien, sur ces chiffres,
iln’y en a qu'un d’exact, les sept autres sont faux, et
ici nous ne parlons pas d’erreurs de principe ou de
théorie; sous ce rapport, tous les chiffres de M. Morin
sont faux pour nous; nous parlons d’erreurs de calcul,
d’addition , de soustraction, etc., sur lesquelles il n’y a
pas de discussion possible. Cette circonstance expliquera
peut-étre jusqu’a un certain point la maniére dont le
travail de M. Morin a été apprécié par I’Académie. Pour
découvrir toutes ces erreurs matérielles il fallait un temps
et une patience qu'on ne pouvait demander & des_ per-
sounes occupées par tant de travaux divers. M. Morin,
depuis longtemps connu a 'Académie, présentait des
chiffres; on devait les supposer exacts. Mais en doit-il
étre de méme aujourd’hui ? Ces erreurs si nombreuses ne
jettent-elles pas des doutes sur tous les autres résultats?
car on doit observer que les appareils dynamométriques
de M. Morin ne donnent pas immédiatement, le tirage,
comme une balance donne le poids d’un corps. Elles ne
donnent qu’une longue bande de papier sur laquelle est
tracée une courbe & ondulations irréguliéres dont il faut
déduire 'ordonnée moyenne. Or, pour cela, il faut faire
une addition de plusieurs centaines de nombres de trois
chiffres (on sait que de toutes les opérations la plus sujette
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& errear est l'addition), puis, pour avoir la pente da
terrain sur lequel on opére afin de déduire l'effort dii
a la gravité, il faut avoir deux cotes de nivellement,
faire une soustraction et une division et affecter le ré-
sultat d’un signe, positif si on monte , négatif , si on des-
cend. Toutes ces opérations sont sujettes & erreur; mais
comme M. Morip n’en donne que les résultats, il n’y a pas-
de vérification possible. Or, nous le demandons, lorsque,
dans les opérations les plus simples, celles qui résultent
des chiffres produits dans les tableaux, on découvre tant
d’erreurs , n’est-il pas bien probable qu’il doit s’en étre
glissé quelques-unes dans les opérations préliminaires
plus nombreuses et plus compliquées?

Influence de la pression. — M. Morin n’a pas fait d’ex-
périences spéciales pour démontrer que le tirage est:
proportionnel 4 la pression; il croit pouvoir tirer cette:
conclusion des expériences surle carnion que nous venons
d’examiner, expériences dans lesquelles la pression sur
chaque train a varié, quoique les diamétres restassent
les mémes. Nous pourrions faire observer que, dans ces
expériences, il n’y a que la répartition de la charge sur
les trains qui varie, que la charge totale restant constante
les résultats ne peuvent étre que fort peu concluants,
que ces résaltats supposent que l'influence du diamétre-
est mesurée par la premiére puissance , que par conséquent’
si on les évaluait dans ’hypothése de la loi de la racine:
quarrée, on arriverait & une conclusion contraire; mais
on doit se rappeler que ces neuf expériences du camion
contiennent neuf erreurs de calcul assez considérables.
Les conclusions de M. Morin reposant sur des chiffres
erronés, toute discussion de principe devient inutile; c’est
aux régles de I'arithmétique 4 en faire justice. Nous ne
pourrions donc que recommencer les calculs que nous
avons faits plus haut.

Cependant nous ne pouvons nous empécher de faire
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observer que , pour une loi aussi importante que celle de
Yinfluence de la pression, il y avait de la part de M. Merin
une certaine hardiesse & expérimenter sur une seule sur-
face et sur une surface aussi exceptionnelle que du gazon
humide, puis a en étendre Jes résultats a toutes les surfaces
comme le pavé, les empierrements, les rechargements
de cailloux, les sables, elc., etc.

Quoi qu'il en soit , nous ne contestons | pas le. prmclpe
nous disons seulement qu’il ne résulte pas des expériences
de M. Morin.

Influence de la largeur de la jante. — Les expériences
sur l'influence de la largeur de la jante ont étéfaites avec
un appareil particulier. Un arbre en fonte était disposé
de maniére A tourner sur des disques concentriques qui
lui étaient adaptés. En mettant plusieurs. de ces disques,
qui avaient 0.045 d’épaisseur, & c6té les uns-des autres,
on avait des jantes de 0.045, de 0.09, de 0.135, etc., de
largeur. Ainsi cet appareil permettait de varier gette- (h-
mension & volonté; mais il présentait, i notre avis, un
inconvénient trés-grave pour la propriété qu'on woulait
étudier ; c’est que le poids de P'appareil variait avec la
largeur de la jante, et qu'il était impossiblé de faire dans
les résultats la part de I'inflnence de 'augmentation: de
pression et celle de Faugmentation de largeur de jante.
Car il faut bien remarquer que dés que la largeur de la
jante a une influence sur le tirage, celui-ci ne peut plus
étre proportionnel i la pression. Nous en avons denné
plusieurs démonstrations dans la premiére partie de ce
‘mémoire, et cela se voit du reste a priori, puisque si la
largeur de la bande diminue le tirage, ce ne peut étre
que parce qu'elle diminue la pression relative. En effet,
supposons que 'appareil monté tour a tour avec un disque
et avec deux disques donne les résultats suivants (expé-
riencesde 1 4 7 de M. Morin, page 24):
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LARGRURS DE JANTE. PRESSIONS. ’ . TIRAGES, CORFFICIENTS. I
o | 0 024
0.045 1 253 0.0242
0.099 :.'ggg 267 0.0200

il sera tout. i fait inexact d’en concluré que I'augmen-
tation de la largeur de la jante a diminué le tirage de 24
420, et que le tirage est resté proportionnel aux pressions.
En effet, dans la seconde expérience, on peut diviser en
deux parties égales la pression sur les deux disques de
0™.045 qui seront alors chargés chacun de 667*.5. Or,
d’aprés la premiére expérience, le tirage de ces deux dls-
ques de 0.045 de largenr devrait étre
0.0242 x 667.5 4+ 0.0242 X 667.5 = 323 kilog.
tandis qu’il p’est d’aprés la seconde que de 267 kilog.
n y ala une contradxctlon évidente entre les deux prin-
cipes. Pour les concilier, il faut absolument admettre que
le tirage ne reste pas proportionnel A la pression quand la
largeur de la bande le diminue. Or, dans toutes ses expé-
riences sur lalargeur des jantes, M. Morin ayant simul-
tanément admis ces deux principes, les résultats et les
formules qu’il en a tirés sont nécessairement erronés.
Nous nous croyons donc dispensé d’en faire un examen.
détaillé. Au reste, cet examen serait sans intérét pmsque" '
M. Morin n@ttnbue a la bande d'influence sensible-que
sur les sables et les terrains mous , et qu'il est d’ accord
avec nous pour les empnerrements Nous dirons méne
qu'il I'est aussi | pour le pavé; car, quoiqu’il annonce dans
le texte que, sur cette surface, la largeur de la bande n’a
pas d'influence sur les empierrements , 0n troyve un ré-
sultat tout opposé quand on remonte aux expériénces
(voir pages 3o et 31). Ony lit, en effet, les chiffres suivants :.
Largeun de bande. TFirages.

0.
o"'.og5 0.100
0.08a.
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Ce n’est pas tout, dans les expériences sur la bande
@,135, M. Morin prévient avec raison que l'excés de ti-
rage de deux expériences élémentaires tient a la diffé-
rence de vitesse ; en retranchant ces expériences et en fai-
sant Ja méme correction sur celles de la bande de 0.26, ol
se trouve évidemment un coefficient erroné, on arrive a
cette conclusion :

Largeurs de bande. . 'l‘ir:gcsa.
o. o.
o.?gg 0.094
0.260 0.071

c'est-a-dire que sur le pavé la largeur de la bande a une
influence trés-prononcée, précisément .Je contraire de ce
quannonce M. Morin. (Jai expliqué dans mon Essai com-
ment une large bande faisait disparaitre les inégalités du
pavé par rapport au mouvement du centre de gravité, et
comment cette propriété se conciliait avec la proportion-
nalité de la pression.) )

Sans remonter aux considérations théoriques données

. . T

plus haut, qui font voir que lorsque ? est constant, la
quantité J est invariable , quelle que soit la répartition de
la charge, qu’'il me soit permis de faire observer que si,
sur les surfaces unies, le frottement n’était pas indépen-
dant de la largeur du contact, il serait impossible d'en
étudier les propriétés. Il s’en faut bien, en effet, que
le contact apparent soit égal au contact réel ; ®est ce qu'on
reconnait en plagant entre son ceil et le jour un cylindre
bien dressé le long d’'une régle. On voit alors qu’il n’y a
que sur certains- points de la longueur du contact que la
lumiére est intercgptée et que, par conséquent , il y a con-
tact réel. Ainsi, un cylindre de 0.05 a souvent autantde
longueur de contact qu'un cylindre de o 10. On peut
bien, il est vrai, au moyen d’une forte pression, avoir
un contact de toute la longueur de I'aréte du cylindre,
mais alors on aura évidemment des pressions différentes
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dans toutes les sections et qui changeront d’intensité au .
fur et 2 mesure quele cylindre roulera, parce que les iné--
galités de ses arétes et du plan se trouveront dans un’
aotre ordre. Or, si on admet que le tirage soit toujours
proportionnel & la pression , le tirage total ne changera
pas, puisqu’il sera toujours la somme de

! op.+op.+ops.... =0(p. +p.+ps-.-)
et qu'on a toujours .
P+ paeeo =P ]

Sans cette propriété, non-seulethent les cylindres d
lonigueurs différentes donneraient. des. tirages différents,
mais méme ceux de longueur égale, parce que la répar-
tition de la charge ne s’y ferait pas de la méme maniére
et varierait méme avec cette charge. Ainsi, le tirage va-
rierait & chaque instant et échapperait 4 toute espéce de
calcul. '

Ces considérations s'appliquent encore mieux aux voi-
tures et aux routes. Lorsque ces derniéres sont bonnes,
le contact est bien loin d’avoir la largeur de la bande a
cause de sa forme arrondie et des légéres aspérités de la
route; et je neé vois pas comment on pourrait évaluer la
largeur du contact réel, le seul qui puisse avoir une
influence sur les résultats. '

Influence de la vitesse. — Je n’entrerai pas -non plus
dans 'examen détaillé des expériences faites par M. Morin
sur linfluence de la vitesse. J'ai surabondamment dé-
montré que son systéme d’expérimentation I'a conduit &
de nombreuses erreurs sur des propriétés saillantes; com-
ment espérer de saisir, avec ce systéme, de légéres in-
fluences? et puis, quon remarque que les chiffres de
M. Mm@in sont tous allectés de l'erreur. commise sur la
loi des diamétres : voila donc une premiére correction’ &
faire. 11 faut en faire souvent une seconde pour la largeur
de la bande; mais avant tout d’abord il faut corriger les
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erveurs de calcul suivant les régles de Parithmétique, et
malheureusement ces erreurs sont assez nombreuses.
Ainsi , les trente expériences faites par M. Morin sur le
pavéde Paris (pag. 54 et 55) renferment toutes des erreurs
plus ou moins considérables. Si nous y ajoutions encore
une correction pour le coefficient du frottement A l'essien,
on voit que nous arriverions 4 des résultats qui ne pré-
senteraient plus aucune espéce de rapport avec ceux de
M. Morin.

Quant a l'influence del'inclinaison de'la ligne de tirage
sur Vintensité de cette” résistance , c'est une propriété qui
dérive immédiatement du parallélogramme des forces et
qui, par conséquent , échappe i toute discussion.

Observations sur les chiffres du tirage donnés par
M. Morin. —M. Morin a résumé ses cxpériences dans un
tableau général qui donne sur les diverses espices de
chaussée les chiffres du tirage de plusieurs voitures en
usage. Ces chiffres ont la plus haate importance pratique,
puisqu'ils sont destinés a faire connattre le rang que doi-
vent éccuper les routes dans les divers moyens de trans-
port et les voitures les plus avantageuses 4 y employer.
Or, de ces chiffres et de tous ceux que nous venons d’exa-
miner, il ressort une conséquence toute nouvelle et dé la
plus haute importance : c’est que jusqu'aux expériences
de M. Morin on s'était complétement trompé sur I'intensité
du tirage des routes. Jusqu'a présent les évaluations n’é-
taient jamais descendues au-dessous de %, c’est-h-dire de
20 kilogrammes par tonne; il fallait, pour arriver 2 un
pareil résultat, les meilleures routes et les plus: grandes
roues. Nous n’avons jamais trouvé dans nos expériences
au-dessous de 23 et de 22 kilogrammes. Eh bien! M. Mo-
rin, sur une roate un peu caillouteuse , pour un @®hariot
ayant des roues de 1™.56 , trouve moins de %, moins de
14 kilogrammes! Si cette expérience avec laquelle les
autres expériences de M. Morin sont d’accord est exacte,
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on peut en tirer des conséquences aussi extraordinaires
qu'importantes :

1* Comme le travail journalier qu'on peut demander a
un cheval, déterminé par des expériences de manége dans
lesquelles on a fait soulever des poids, est reconnu étre
de 30 4 45 kilogrammes , il s'ensuit que le roulage, qui
met ordinairement un cheval par tonne, pourrait facile-
ment en supprimer la moitié , nous pourrions méme dire
les deux tiers, car ce tirage de 14 kilogrammes pour des
roues de 1™.56 de diamétre moyen, se réduit 2 10 kilo-
grammes pour des roues de 2™.00, snivant la loi de
. M. Morin; il va sans dire qu'on suppose les pentes des
routes corrigées en conséquence.

2° Puisque le roulage peut n’avoir qu'un tirage de 10 ki-
logrammes par tonne sur les routes en empierrement, il
s'ensuit que les chemins de fer sur lesquels le tirage est
encore de 5 kilogrammes'réduisent & peine les frais de trac-
tion de moitié au lieu de {, comme on l'avait cru jusqu’a
présent. Rien méme ne serait si facile que d’avoir sur les
routes ordinaires 4 peu prés le méme tirage que sur les
chemins de fer. Il suffirait d’exécuter la chaussée en pavés
de Metz surlequel le tirage n’est, suivant M. Morin, pour
des roues de 1=.56, que de . ; sur cette surface, des roues
de trinqueballe résoudraient ce probléme.

Je n’ai pas besoin d’insister sur I'importauce et Yoppor-
tunité de la solution de toutes ces questions. Il s’agit , en
effet, de 'avenir des chemins de ofer. Si les chiffres de
M. Morin sont exacts, jamais ces nouvelles voies ne pour-
ront soutenir la concurrence des routes ordinaires ; jamais
Péconomie dans les frais de traction ne pourra couvrir les
dépenses de frais de construction. Dans un moment oa
tant d’entreprises de cette nature vont commencer, la so- -
lution de cette question d'intensité de tirage est donc de la -
plus haute importance, et nous ne concevrions pas qu'on
put se dispenser de la résoudre. Nous ne nous dissimu-
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lons pas non plus sa gravité par rapport aux travaux de
M. Morin; jusqu’ici nous n’avons attaqué que les consé-
quences qu'il a tirées des résultats de ses expériences, en
les rectifiant quelquefois lorsque nous y avons trouvé des
erreurs , mais nous sommes toujours parti des données
immédiates de ses expériences.

Maintenant nous dirons que ces données mémes ne
sont pas exactes, que les dynamométres de M. Morin
donnent ', quand il faudrait avoir 5 et méme ;. Qu'on
parcoure, en effet, les colonnes de ses tibleaux, et on trou-
vera partout des résultats aussi inexplicables sous le rap-
port delintensité ; cependant la vérification est bien facile :
si le tirage n’est que de . pour un chariot d’artillerie avec
des roues de 12.56 , qu on le place sur unepente de o™.014
et qu'on voie si la pente suffit pour le faire descendre une
fois lancé ; que si cette pente ne suffit pas,.qu’on répéte
I'expérience sur des pentes plus fortes, et on sera bien vite
convaincu qu’il n’y a pas de voitures et pas de route en
empierrement sur lesquelles on puisse obtenir un mouve-
ment spontané , & moins d’'une pente de 0.02, c’est-a-dire
du cinquanti¢éme. Aux expériences de M. Morin nous
pouvons opposer toutes celles qui sont contenues dans
notre Essai , enfin , celles que nous avons faites depuis avec
les plans mchnes et que nous avons citées au commence-
ment de ce mémoire, Sur une partie de roule parfaite nous
avons obtenu pour coefficient du frottement 4 la bande

Roues de 1=.55 1/57 0.0193
1'_‘:.82 1/64 0.0159

Qu’on ajoute mainteoant le frottement a I'essieu , en ne
prenant pour coefficient que 0.05 et o.10 pour rapport
des diamétres , on aura a ajouter aux nombres ci-dessus
0.005 , et ils deviendront 0.0223 et 0.0207, c’est-a-dire
plus du cinquantié¢me. Or, ces expériences de plan incliné
nous paraissent inattaquables sous le rapport de I'exacti-
tude , et on voit qu’elles viennent confirmer celles du
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simple dynamométre dont nous nous étions servi d’abord.
Nous disons donc que tous les tirages attribués par
M. Morin aux routes sont trop faibles, et que l'erreur a
cet égard est souvent de 50 pour 100 ; il nous semble que,
dans P'intérét de avenir des chemins de fer, cette question
devrait étre éclaircie et décidée. '

L’examen que nous venons de faire du travail de
M. Morin nous semble démontrer qu’il n’est pas de nature
a infirmer nos résultats qué nous résumerons ainsi :

, RésuMe.
Sur les routes en empierrement et sur les surfaces unies
en général :
Le tirage est proportionnel a la pression,
indépendant de la largeur de la bande,
enraison inverse de la racine quarrée du dia-
métre,
indépendant dela vitesse. ®

Les régles dela statique démontrent que le frottement®
de roulement n’est que la réaction verticale des molécules
comprimées au contact, qui, a I’état de repos , passe par
le-rayon vertical ; et dans le mouvement , en avant d’'une
certaine quantité ¢, d’oi dépend I'énergie de cette résis-
tance.

Enanalysant le phénoméne de cette réaction, on arrive
a conclure que, quelles que soient les forces qui relient
entre elles les molécules des corps et les rappellent a la
position dont on les écarte, on a toujours pour un cy-
lindre qui roule sur un plan entre le tirage, la longueur
du cylindre, son poids et son rayon, la relation

e ()

»
relation 2 laquelle satisfont les propriétés déduites de nos
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expériences dont I'une suffit pour ‘déterminer la fonc
tion F, de maniére qu'elle se réduit a

P
T=r R

la constante p qui ne varie qu'avec les surfaces exprime
elle-méme une relation entre la compressibilité de la sur-
face et son élasticité. Lorsqu'on coonaft Yenfomcement
instantané ¢ qui a lien sous l'influence d’'une pression,
et I'empreinte ¢« qu'elle laisse sur la surface aprés son
passage, on déduit ; de I'équation

s ¢
P'—‘QV‘T

1l existe donc entre le frottement de roulement, la com-
pressihilité et I'élasticité d’une surface, des relations di-
rectes qui permettent de les déduire les unes des autres.
Ansi on a avec I'équation ci-dessus :

t=7VT = 7’|7'F

It suitde 1a que deux coefficients suffisent pour déterminer
une surface par rapport i ses propriétés de roulement avec
toutes les autres , et que si onavait pour toutes les surfaces
ces deux coefficients, on pourrait par le calcul déterminer
le frottement qui résultérait de leur combinaison deux a
deux. On peut, au reste, obtenir ces coefficients en fai-
sant rouler chaque surface sur elle-méme, _ensuite sur une
autre prise pour terme de comparaison.

Lorsqu'on considére deux surfaces courbes roulant
I'une sur l’autre, la réaction qui a lieu au pointf{de contact
passe a une distance de la normale commune, exprimée

par vl
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en appelant R et R les rayons de courbure des sections
- faites dans la direction de la vitesse. .
Cette force étant connue d’iptensité ; de direction et de
- position, on peut résoudre toys les problémes que peut
présenter le calcul du frottement de roulement, par les
régles ordinaires de la mécanique.

P.S. Depuis qwe ce mémoire a été adressé a la commission des
Annales des ponts et chaussées (juin 1841), M. Morin a publié une
seconde édition revue et considérablement augmentée de ses expériences sur

“de tirage des voitures et sur les effets destructeurs qu'elles exercent sur les
routes. Nous aurons l'occasion de nous occuper de cette publication en
‘traitant la question de la police du roulage; en attendant, nous n'y
avons rien vu qai fut de nature a modifier le contenu de ce mémoire.

(Septembre 1842.)
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