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Abhandlung iiber die Quadratur der Kurven

Einleitung zur Quadratur der Kurven.

1. Ich betrachte hier die mathematischen Groflen nicht als
aus #uberst kleinen Teilen bestehend, sondern als durch stetige
Bewegung beschriebenl). Linien werden beschrieben und im
Beschreiben erzeugt nicht durch Aneinandersetzen von Teilen,
sondern durch stetige Bewegung von Punkten; Flichen durch
Bewegung von Linien; Korper durch Bewegung von Flichen;
Winkel durch Rotation von Seiten; Zeiten durch stetiges Flieflen;
und ebenso ist es in andern Fillen. Diese Erzeugungen finden
in der Natur tatsichlich statt, und man kann sie téglich bei
der Bewegung der Korper beobachten. Auf diese Weise lehrten
auch die Alten die Erzeugung von Rechtecken, indem sie be-
wegliche Geraden an unbeweglichen Geraden entlang fiihrten.

2. Indem ich nun in Betracht zog, dafl in gleichen Zeiten
wachsende und wachsend erzeugte Grollen je nach der groBeren
oder kleineren Geschwindigkeit, mit der sie wachsen und er-
zeugt werden, grofer oder kleiner ausfallen, suchte ich nach
einer Methode zur Bestimmung der Groflen aus der Geschwin-
digkeit der Bewegung oder des Wachsens, wodurch sie erzeugt
werden. Diese Bewegungs- oder Wachstumsgeschwindigkeiten
nannte ich Fluxionen, und die erzeugten Groflen nannte ich
Fluenten, und ich kam allmihlich in den Jahren 1665 und
1666 auf die Fluxionsmethode, die ich hier bei der Quadratur
der Kurven benutzt habe.

3. Die Fluxionen verhalten sich #ufllerst genau wie die in
duflerst kleinen gleichen Zeitteilchen erzeugten Zunahmen der
Fluenten, und sie stehen, um genau zu reden, im ersten Ver-
hiltnis der eben beginnenden Zunahmen. Sie konnen aber
durch irgend welche Linien dargestellt werden, die zu ihnen
proportional sind.

4. Fs mogen z B. die Flichen 4BC, A4BDG von den
QOrdinaten BC, BD beschrieben werden, die auf der Basis 4B

1*



4 Newtons

in gleichformiger Bewegung fortriicken. Dann werden die
Fluxionen dieser Flichen sich zueinander verhalten wie die be-
schreibenden Ordinaten BC
und BD, und man kann
sie durch jene Ordinaten
darstellen, weil jene Or-
dinaten sich verhalten wie
die eben beginnenden Zu-
nahmen der Flidchen.

Die Ordinate B C riicke

V ) von ihrem Platz BC mnach
irgend einem neuen Platz
i be. Man vollende das

Parallelogramm B C Eb und
Fig. 1. ziehe die Gerade VTH,
die die Kurve in C be-
riihrt und die Verlingerungen von b¢ und B4 in T und 7 trifft.
Dann werden die eben erzeugten Zunahmen der Abszisse 4B,
der Ordinate BC und der krummen Linie AC folgende sein:
Bb, Ec und Cc. Im ersten Verhiiltnis dieser eben beginnen-
den Zunahmen stehen die Seiten des Dreiecks CET. Daher
- verhalten sich die Fluxionen von 4B, BC und AC wie die
Seiten CH, ET und CT jenes Dreiecks CET, und man kann
sie durch eben diese Seiten darstellen oder, was dasselbe ist,
durch die Seiten des #hnlichen Dreiecks VIBCZ).
5. Auf dasselbe liuft es hinaus, wenn man die Fluxionen
im letzten Verhiltnis3) der verschwindenden Teile annimmt.
Man ziehe die Gerade Cc¢ und verlingere dieselbe bis . Nun
kehre die Ordinate bc¢ nach ihrem fritheren Platz BC zuriick.
Dann wird beim Zusammenriicken der Punkte C und ¢ die
Gerade CK mit der Tangente C'H zusammenfallen, und das
verschwindende Dreieck CFEe¢ wird in seiner letzten Gestalt
dem Dreieck CET dhnlich werden, und seine verschwindenden
Seiten CE, Ee und Cc¢ werden sich zuletzt zueinander ver-
halten wie die Seiten CE, ET und CT des andern Dreiecks
CET. Daher stehen in diesem Verhéltnis die Fluxionen der
Linien 4B, BC und AC. Wenn die Punkte C und ¢ um
irgend ein kleines Intervall voneinander entfernt sind, so wird
die Gerade CK um ein kleines Intervall von der Tangente
CH entfernt sein. Soll die Gerade CK mit der Tangente
CH zusammenfallen, und sollen die letzten Verhiltnisse der
Linien CFE, Ec und Cc gefunden werden, so miissen die Punkte
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(' und ¢ zusammenriicken und ginzlich zusammenfallen. Auch
iiber noch so kleine Irrtiimer darf man in mathematischen Dingen
nicht hinweggehen.

6. Eine iihnliche Uberlegung gilt, wenn ein um den Mittel-
punkt B mit dem Radius BC beschriebener Kreis auf der Ab-
szisse A B, zu der er senkrecht ist, in gleichformiger Bewegung
entlang gefithrt wird. Die Fluxion des erzeugten Korpers ABC
wird sich verbalten wie jener erzeugende Kreis und die Fluxionen
seiner Oberfliche wie der Umfang jenes Kreises multipliziert
mit der Fluxion der krummen Linie A4C. Denn in derselben
Zeit, in welcher der Korper 4B C erzeugt wird, indem man
jenen Kreis auf der Abszisse AB entlang filhrt, wird seine
Oberfliiche erzeugt, indem man die Peripherie jenes Kreises
an der Kurve AC entlang fithrt. Auch die folgenden Beispiele
fiir diese Methode nehme man an.

7. Die Gerade PB, die sich um den gegebenen Pol
P dreht, schneide eine andere ihrer Lage nach ge-
gebene Gerade AB.
Gesucht wird das Ver-
hiltnis der Fluxionen
jener Geraden 4B
und PB.

Die Gerade PB gehe
aus ihrer Lage PB in die
neue Lage Pb iiber. Auf
Pb nehme man PC gleich 7
P B und ziehe PD so nach
AB, daB der Winkel b PD Fig. 2.
gleich dem Winkel b BC
ist. Wegen der Ahnlichkeit der Dreicke bBC, bPD wird sich
die Zunahme Bb zu der Zunahme Cb verhalten wie Pb zu Db.
Jetzt kehre Pb in seine frithere Lage PB zuriick, so dafl jene
Zunahmen verschwinden. Dann wird das letzte Verhiltnis der
verschwindenden, d. h. das letzte Verhiltnis von Pb zu Do,
dasjenige sein, welches PB zu DB hat, wenn der Winkel
PDB ein rechter ist. Daher steht in diesem Verhiltnis die
Fluxion von 4B zu der Fluxion von PB.

8. Die Gerade PB, die sich um den gegebenen Pol
P dreht, schneide zwei andere ihrer Liage nach ge-
gebene Geraden ABund A% in B und E. Gesucht wird

das Verh#ltnis der Fluxionen jener Geraden AB
und AFE.
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Die sich drehende Gerade gehe aus ihrer Lage PB in die
neue Lage Pb iber, wo sie die Geraden 4B, AF in den
Punkten b und e schneidet, und man ziehe zu der Geraden
AE die Parallele BC, die
Pb in C trifft. Dann wird
sich Bb zu BC verhalten
wie 4b zu 4de und BC zu
Ee wie PB zu PE und,
wenn man die Verhiltnisse
multipliziert, Bb zu He wie
Ab>< PB zu Ae> PE.
Jetzt kehre die Linie Pb
in ibre frithere Lage PB
zuriick, Dann wird die ver-
schwindende Zunahme Bb
sich zu der verschwinden-
den Zunahme FKe verhalten wie AB > PB zu AF > PE.
Daher steht in diesem Verhiltnis die Fluxion der Geraden 4B
zu der Fluxion der Geraden AZ.

9. Wenn nun die sich drehende Gerade PB irgend zwei
ihrer Lage nach gegebene krumme Linien in den Punkten B
und E schneidet und die jetzt beweglichen Geraden 4B, AF
jene Kurven in den Schnittpunkten B und Z beriihren, so wird
sich die Fluxion der Kurve, die die Gerade 4B berihrt, zu
der Fluxion der Kurve, die die Gerade AFE berithrt verhalten
wie AB>< PB zu AE > PFE. Das wird auch eintreten, wenn
die Gerade PB eine beliebige ihrer Lage nach gegebene Kurve
bestindig in dem beweglichen Punkte P beriihrt.

10. Die Grosse « moge gleichformig flieflen, und.
es sei die Fluxion der Grofle = zu finden.

In der Zeit, in der z beim Fliefen zu z 4 0 wird, wird o
zu (- o)™, d. h. nach der Methode der unendlichen Reihen zu

2
ne—mn
3 02z =2 4 usw.

Fig. 3.

2" -+ nox" 1 -4
Die Zunahmen
2
nt—mn .
o und nox® 1 - —5 02z —2 4 usw.

verhalten sich zueinander wie:

n2—mn
1 zu nae'— 1 - —5 oxt—2 - usw.
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Nun mogen jene Zunahmen verschwinden. Dann wird ihr
letztes Verhiiltnis 1 zu na*—! sein. Es verhilt sich daher die
Fluxion der Grofle x zu der Fluxion der GroBe «* wie 1
zu nxt 1

11. Durch shnliche Uberlegungen lassen sich mittels der
Methode der ersten und letzten Verhiltnisse die Fluxionen der
Linien, sei es der geraden, sei es der krummen, in beliebigen
Fillen gewinnen, sowie auch die Fluxionen der Oberflichen,
der Winkel und anderer Gréfen. Es harmoniert aber mit der
Geometrie der Alten, die Analysis in dieser Weise in endlichen
Grofen anzustellen und von endlichen GrofBen, die eben beginnen
oder verschwinden, die ersten oder letzten Verhiltnisse auf-
zuspiiren. Und ich wollte zeigen, daB es bei der Fluxions-
methode nicht notig ist, unendlich kleine Figuren in die Geo-
metrie einzufithren. Man kann freilich die Analysis bei beliebigen
Figuren durchfiihren, seien es endliche oder unendlich kleine,
die man sich verschwindenden Figuren #hnlich denkt, sowie
auch bei Figuren, die nach den Methoden der Indivisibilien fiir
unendlich klein gehalten zu werden pflegen. Nur muf man
vorsichtig zu Werke gehen.

12. Aus den Fluxionen die Fluenten zu finden4), ist ein
schwierigeres Problem, und der erste Schritt der Losung ist
mit der Quadratur der Kurven gleichbedeutend. Uber diese
habe ich vor langer Zeit folgendes geschrieben.

Uber die Quadratur der Kurven.

Die unbestimmten Grofen betrachte ich im folgenden als
in stetiger Bewegung wachsend oder abnehmend, d. h. aly flieflend
oder abflieflend. TUnd ich bezeichne sie mit den Buchstaben
%, Y, @, v, und ihre Fluxionen oder Wachstumsgeschwindigkeiten
driicke ich durch dieselben Buchstaben mit Punkten versehen aus,
also durch %, %, , ©3). Von diesen Fluxionen gibt es wieder
Fluxionen oder mehr oder weniger rasche Anderungen. Man
kann sie die zweiten Fluxionen von #, %, x, v nennen und so
bezeichnen: 7%, i, &, ©; die ersten Fluxionen hiervon oder die
dritten Fluxion von %, v, x, v so: %, 4, &, ©; die vierten so:
%, Y, &, v. Wie nun %, 4, &, v die Fluxionen der Grofien
%, Y, &, ¥ sind, diese die Fluxionen der GroBen %, vy, @, ¥
und diese die Fluxionen der ersten Groflen %, y, x=, v, 80
konnen diese Grofen als die Fluxionen anderer betrachtet

PO . | A . .
werden, die ich so bezeichnen werde: z, 9, @, v, diese als die



8 Newtons

1 |
Fluxionen anderer z, y, , » und dlese als d1e Fluxion anderel
neuoe o

%y Y, , v. Eg bezeichnen also% % %, %y, By B, %, % USW.
eine‘ Reihe von Groflen, von denen Jede spitere die Fluxion
der vorhergehenden ist \md jede frithere eine Fluente, welche
die folgende als Fluxion hat. Eine solche ist die Reihe

—_—

Q2~—2%%, Vam—%%, Va =007, Va ‘—%%7 Va/v——%% Vam—mw,

sowie auch die Reihe

ax + 2% a%—l—fv% ax + %% (m—{—m% aw—l—~u a%

e
_—f— —

a—7% a — % a4 — % a4 — % a4 — % Cl——-%

Es ist zu bemerken, daBl in diesen Reihen jede friihere
GroBe sich verhilt wie die Fliche einer krummlinigen Figur,
deren rechtwinklige Ordinate die folgende Grofle, und deren

==
Abszisse % ist. So ist Vax — xx, die Fliche einer Kuvre,

deren Ordinate Vaxz — %% und delen Abszisse % ist. Wohin

aber dieses alles zielt, wird in den folgenden Paragraphen klar
werden.

§ 1. Problem 1.

Wenn eine Gleichung gegeben ist, die irgend eine
Anzahl von Fluenten enthilt, die Fluxionen zu
finden®).

Losung.

Man multipliziere jedes Glied der Gleichung mit dem Ex-
ponenten je einer Fluente, die es enthiilt; und bei den ein-
zelnen Multiplikationen verwandle man einen Faktor der Potenz
in seine Fluxion. Dann wird das Aggregat aller Resultate
mit ihren eignen Vorzeichen die neue Gleichung sein.

Erklarung.

Es seien a, b, ¢, d usw. bestimmte und unverinderliche
GroBen, und es werde irgend eine Gleichung vorgelegt, die
die Fluenten w», v, x usw. enthilt, wie

o — oy 4 a2y — b3 = 0.

Man multipliziere die Glieder zuniichst mit den Exponenten
von « und schreibe bei den einzelnen Multiplikationen fiir einen
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Faktor der Potenz, also fiir ein x in erster Dimension, .
Die Summe der Resultate wird dann sein:
3ix? — xy
Dasselbe geschehe fiir y, wobei sich ergeben wird:
— 2zyy.
Dagsselbe geschehe fiir », wobei sich ergeben wird:

aly

W

Die Summe der Resultate setze man gleich Null. Dann erhilt
man die Gleichung:
3za? — xy? — 2zyy + a?x = 0.

Ich behaupte, daBl durch diese Gleichung die Beziehung
zwischen den Fluxionen definiert wird.

Beweis.

Es sei nimlich o eine ganz kleine GroBe, und o%, oy, oz
seien die Momente der Groflen x, y, z, d. h. die gleichzeitigen
augenblicklichen Inkremente. Wenn die Fluenten jetzt z, ¥
und x sind, so werden sie nach einem Zeitmoment, um ihre
Inkremente 0%, oy, ox vermehrt, zu % 4 0%, y - oy, v 4o
werden. Schreibt man diese in der ersten Gleichung anstatt
%, y und x, so geben sie die Gleichung:

a3 -+ 3a20% + 3x0222 - 033
— zy? — oxy? — 2o0xyy — 20tyxy — 02xy? — 03xy?
4+ a2z 4+ a20% — b3 = 0.
Man ziehe hiervon die frithere Gleichung ab. Dann wird der
Rest, durch o dividiert, lauten:
3xa? 4+ 3xo0x2 4+ 02x3
— &y? — 2zyy — 20yxy — oxy? — o iy
—+ a2z = 0.
Nun lasse man die GroBe o ins Unendliche abnehmen. Dann

wird, wenn man die verschwindenden Glieder vernachlissigt,
iibrig bleiben:

a2 — xy? — 2ayy 4+ 024 =0,

was zu beweisen war.
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Vollstindigere Erklirung.
Auf dieselbe Weise wiirde man, wenn die Gleichung:
@3 — xy? 4 a2 Vaw — yy — b3 =0
gegeben wire, heraushekommen
32l — @y — 2ayy + a2 Vaz — yy = 0.

Wenn man hier die Fluxion Vaz - —'—‘gﬁ/ beseitigen will,
setze man:

Vaw — yy = .
Dann wird sein:

ax — y? = x?
und nach dem obigen Satze

ax — 2yy = 2x% oder 4w _2—;@ =4,
d. h.:
v — 2y .
“L_L& = V(MU —_ yZ/
2Vax — yy
und daher:
. . . 35 — 2alyy
3xy — ay? — 22yy + YEZECYY .

2Va90—3_/§

80

Durech Wiederholung der Operation geht man weiter zu

den zweiten, den dritten und den folgenden Fluxionen.
Gleichung sei: )

2yd —zt +at = 0.
Dann entsteht durch die erste Operation:
ayd - Bxyy — 4235 =0,
durch die zweite:

Die

ZyS 4 6xyly + 6ryy? -+ Bvyly — 124242 — 4232 = 0,

durch die dritte:

wyS 4+ 9%yty +- 185y y 24 9%y2y + Buy?y + 18xyyy + 6xy®

— 423% — 3622%% — 24243 = 0.

Wenn man aber in dieser Weise zu den zweiten, den
dritten und den folgenden Fluxionen weitergeht, so ist es
zweckmaflig, irgend eine Grofle als gleichformig fliefend zu
betrachten und fiir ihre erste Fluxion die Einheit zu schreiben,
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fiir die zweite Fluxion aber und fiir die folgenden Null. Die
Gleichung sei wie oben:
2ys — 2zt +at =0,
und % flieBe gleichformig. Dann entsteht durch die erste
Operation:
Y3 — Bay?y — 423 = 0,
durch die zweite:

6y2y 4+ 6xyy? 4+ 3xy?y — 1222 =0,
durch die dritte:
18y 42+ 992y + 3xy?y + 18xyyy + 62y — 245 = 0.

Bei Gleichungen dieser Art ist aber zu bemerken, daf die
Tluxionen in den einzelnen Gliedern von derselben Ordnung
sind, d. h. entweder alle von der ersten Ordnung:

Yy %,
oder alle von der zweiten:
¥y 9%y, &L %

oder alle von der dritten:
usw. Wo die Sache sich anders verhilt, ist die Ordnung
durch hinzugedachte Fluxionen einer gleichférmig fliefenden

GroBe zu vervollstindigen. So wird die letzte Gleichung durch
Vervollstindigung der dritten Ordnung?):

18y 4 2% -+ Y24 -+ Bxy2y + 18xyyy ++ 6x4° — 24x43 =

§ 2. Problem 2.

Kurven zu finden, die sich
quadrieren lassen.

ABC(C sei die zu findende Figur, . 5
BC die rechtwinklige Ordinate 4
und 4B die Abszisse. Man ver-
lingere CB bis K, so dal BE
=1 wird, und vollende das Recht-
eck ABED. Dann werden sich
die Fluxionen der Flichen 4BC,
ABED verhalten wie BCund BE.
Man nehme also irgend eine Gleichung an, durch welche die
Beziehung zwischen den Flichen definiert wird. Daraus wird

C

P—

D E
Fig. 4.
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sich dann die Beziehung zwischen den Ordinaten BC und BE
mittels des § 1 ergeben, was zu finden war.

Hierfir hat man Beispiele in den folgenden beiden Para-
graphen.

§ 3. Theorem 1.

Wenn man fiir die Abszisse 4B und die Fliche AZ oder
AB > 1 ohne Unterschied » schreibt, und wenn man fiir
e~ fx" 4 ga*n ++ haP i 4 usw. R schreibt, die Fliche der
Kurve aber »? E* ist, so wird die Ordinate BC gleich
{Fet(9+An) [+ (94+24n) g1+ (9+-3An) haPi4-usw.} w7~ R
sein.

Beweis.

Wenn nimlich .

2 RF =

ist, so wird (nach § 1)
Gin? IR 4= An? RR* = 4
Fir RB* im ersten Gliede der Gleichung und %% im zweiten
schreibe man RR*! und z%”-!. Dann wird 4R -+ ixR
mal x9~1R*1 gleich ». Hs war aber:
R = ¢ fa" 4 gx*1 4 k¥ 4+ usw.,
und es wird daher (nach § 1):
R = nfian—t 4 2ygis?i—t 4 3nhiaPi— - usw.

Setzt man diese Werte ein und schreibt BE oder 1 fiir %, so wird:
1 9et(9+An) a4 (F-+24n) g2+ (F+3Ln) P 1+ usw. } a7 — R

)
was zu beweisen war.

§ 4. Theorem 2.

Wenn 4B, die Abzisse der Kurve, « ist, und wenn man
fiir e /21492 - usw. B und fir k- 12" 4 mx? 4 usw. S
schreibt, die Fliche der Kurve aber x»7 B*S* ist, so wird die
Ordinate BC gleich:
dek + (I~ An)fhxt 4 (- 2An)gka?1 4 -

+ (F4-un) el = (I Ay 4 un) fladi 4 - g9 -1 RI—15u~1

(9 2un)emaz? - - -
sein.

Bewiesen wird dies in der Weise des vorigen Paragraphen.
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§ 5. Theorem 3.

Wenn 4B, die Abszisse der Kurve, # ist, und man fiir
e -+ o - ga?n 4 ha?h -+ usw. R schreibt, die Ordinate aber

29 1R - bat + oz - d2®1 - usw.)
ist, und man setzt:
i

- , r+A=s, s+i=1t, t4+Ai=v usw,

so wird die Fliche gleich x? R* mal

1, ——1—b—sz io—(S—Fl)fB“‘WA
n + n %’I_}_ n %271
re (r 4+ 1)e (r -+ 2)e
_.;1_d_(s+2)f0—(t+1)gB—th
-+ i 3 20— usw,
sein.

Dabei bedeuten 4, B, C, D usw.fdie vollstindigen Koef-
fizienten, wie sie bei den einzelnen Gliedern in der Reihe auf-
treten, mit ihven Zeichen - oder —, némlich:

A den Koeffizienten des ersten Gliedes,
1

— a
U
re

B den Koeffizienten des zweiten Gliedes,

?

1
—b—sf4
a
(r—+ 1)e ’
C den Koeffizienten des dritten Gliedes,

—}q—c—~(s+1)fB—tgA
l
[r =+ 3)e '

D den Koeffizienten des vierten Gliedes,

%d— (s+2)fC— (t4-1)gB — vh4
(r42)e

und so fort.
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Beweis.$)

Eg seien nach dem dritten Paragraphen die Ordinaten der
Kurven und die entsprechenden Flichen folgende:

Ordinaten der Kurven.
1. {(Sed~-(I+An) fAx1+-(9+-2An) g Az21+4-(F+-BAn) h Az - usw.} I — 1 RA=
2.{(P-n)eBan 4 (F—n—-An) fBr21 - (9 + 1+ 24n) g By - usw. } x ) LR~
{(9 4 2n)e Oz + (9 4 29 4 An) fOx%1 4 usw.} "~ R~
{(9 4+ 3n)eDz*t 4 usw.}x? 1R~

Ll

Entsprechende Flidchen.
1. Az R*,
2. Bx7+1R*,
3. Ox?+InRM
4. Dz +3nRY,

Setzt man die Summe der Ordinaten gleich der Ordinate
(& 4 bz + e2?1 4 dwPn 4 usw.)x7 L RAL,
g0 wird die Summe der Flichen
(4 4 Bat + C221 4 Dz 4 usw.)x" R*

gleich der Fliche der Kurve sein, deren Ordinate jene ist.
Man setze daher die entsprechenden Glieder der Ordinaten
gleich. Dann wird

a=Jed,
b= (9~ An)f44 (94 n)eB,
e= (94 2An)gd + (¢ + 0+ Ay)fB~+ (I -+ 27)eC

usw.
und daher
_a
T e’
(G +ne 7
O:c——({}-{—2lr/)gA——(9—|—n—|—l:7)fB
(9 4 2n)e

-und so fort ins Unendliche.
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Jetzt setze man
—=r, r+i=s, s+ Ai=1 usw.

und schreibe in der Fliche
(4 -+ Bz - Cx21 4 Dz 4 usw.) 29 R*

fir 4, B, C usw. die gefundenen Werte. Dann wird sich die
angegebene Reihe ergeben, was zu beweisen war.

1. Bs ist zu bemerken, daB jede Ordinate auf zwei Weisen
in eine Reihe aufzulosen ist. Denn der Index n kann ent-
weder positiv oder negativ sein. Vorgelegt werde die Ordinate

3k -—1x?
2Vk% — 123 + mat
Man kann sie entweder so schreiben:

5

% 3 (8% — 122) (b — 122 4 md)~

[

oder so:
2= (— 1+ 3hx=Y (m — x4 kx=%) 2
Im ersten IFalle ist

a=23k, b=o0, ¢c=—1, e=k, =0, g=—1,

h=m, b=4%, =1, $—1=—35%, $=—4%=r,
s=—1, t=—1%, v=0

Im zweiten Falle ist

oa=—1, b=o0, ¢=38k, e=m, [=—I1, g=o,

h=k, A=4%, n=—1, $9—1=—2, JI=—1,

r=1, S:l%—, t= 2

Jeder der beiden Fille muf versucht werden. Und wenn
eine der beiden Reihen wegen schliefllich mangelnder Glieder
abbricht und ein Ende erreicht, so hat man die Fliche der
Kurve in endlicher Form. So verschwinden, wenn man im
ersten Falle dieses Beispiels in der Reihe die Werte von a,
9 ¢ 6 f, g, hy A F 1, s, t, v eintriigt, alle Glieder hinter
dem ersten bis ins Unendliche, und es ergibt sich als Fliche

der Kurve?)
o 2Vk — l%2 —}— mﬁ
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Und diese Fliche liegt wegen des negativen Zeichens an der
iiber die Ordinate hinaus verlingerten Abszisse. Denn jede
positive Fliche liegt sowohl an der Abszisse als auch an der
Ordinate. Eine negative jedoch fillt auf die entgegengesetazte
Seite der Ordinate und liegt an der verlingerten Abszisse;
dabei bleibt natiirlich das Zeichen der Ordinate erhalten. Auf
diese Weise erreicht eine der beiden Reihen und manchmal
jede von ihnen immer ein Ende und wird endlich, wenn die
Kurve geometriseh quadriert werden kann. Wenn dagegen die
Kurve eine solche Quadratur nicht zuldBt, so wird jede der
beiden Reihen ins Unendliche fortlaufen, und eine von ihnen
wird konvergieren und die Fliche niherungsweise liefern, aufler
im Falle » (wegen Unendlichkeit der Fliche) entweder Null ist

M
oder eine negative ganze Zahl, oder im Falle - der Einheit

LAl

Pl
gleich ist. Wenn e kleiner als die Einheit ist, so wird die

Reihe konvergieren, bei der der Index 7 positiv ist. Wenn

A

aber NT grofer als die Einheit ist, so wird die andere Reihe

konvergieren. Wenn in dem einen IFalle die Fliche an der bis
zur Ordinate gezogenen Abszisse liegt, wird sie in dem andern
an der iiber die Ordinate hinaus verlingerten Abszisse liegen.

2. Man bemerke iiberdies folgendes. Wenn die Ordinate
das Produkt aus einem rationalen Faktor () und einem irredu-
ziblen irrationalen Faktor R7 ist und die Basis R des irratio-
nalen Faktors in dem rationalen Faktor () nicht als Teiler
enthalten ist, so wird A — 1 = = und R*~! = R* sein. Wenn
aber die Basis R des irrationalen IFaktors ein einfacher Teiler
des rationalen Faktors ist, so wird A —1 =7+ 1 und
Bt = R7+1 gein. Ist sie ein zweifacher Teiler, so wird
A —1 =42 und R*~1 = R7+2 gein, ist sie ein dreifacher,
g0 wird A — 1 = 7w -4+ 3 und R*~! = R7t3 gein und so fort.

3.  Wenn die Ordinate ein irreduzibler rationaler Bruch ist
mit einem aus zwei oder mehr Gliedern zusammengesetzten
Nenner, so mull man den Nenner in alle seine Primteiler auf-
losen. Und wenn ein Teiler da ist, dem kein anderer gleich
ist, so 1aBt sich die Kurve nicht quadriereni®). Wenn aber
zwei oder mehr Teiler gleich sind, so ist einer von ihnen fort-
zuwerfen, und wenn noch zwei oder mehr andere einander
gleich und den fritheren ungleich sind, so ist auch von ihnen
einer fortzuwerfen, und ebenso mufl man es bei allen gleichen
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Teilern machen, wenn noch mehr solche da sind. Der Teiler,
der dann iibrig bleibt, oder das Produkt aus allen Teilern, die
iibrig bleiben, wenn es mehrere sind, ist fiir [2 zu setzen !l
und dessen reziprokes Quadrat E—2 fir R*! (aufler wenn
jenes Produkt ein Quadrat oder ein Kubus oder ein Biguadrat
ist usw., in welchem Falle seine Basis fir B zu setzen ist
und der Exponent der Potenz, 2 oder 3 oder 4 usw. negativ
genommen fiir A), und die Ordinate ist auf den Nenner R2
oder R3 oder R* oder R5 usw. zu reduzieren.
4. Die Ordinate sei z. B.12)

2 - x4 — 823
28 4 %t — B’ — 2 4 8y — 4

Dieser Bruch ist irreduzibel, und der Nenner hat gleiche Teiler,
néimlich

x—1, x—1, v—1ud 242, -2
Ich werfe also einen Teiler von jeder GrioBe fort und setze
das Produkt der iibrigen
»—1, z—1, %-42,
also
% — 3z 4 2
1

fiir 2 und das reziproke Quadrat hiervon i oder R—? fiir
R*~!, Dann reduziere ich die Ordinate auf den Nenner R2
oder R!=* und es ergibt sich

%6 — 9zt 4 823

(%3 — 3z 4 2)2

d. h. .
23(8 — 9% -+ 23) (2 — 3x ~ 232,
Es ist daher
=8, b=—9, ¢=o0, d=1,
e=2, [=—38, g=o0, h=1,
h—=1=—2, A=—1, =1, J—1=3,
$Y=4=r, s=3, t=2, v=1

Trégt man diese Werte in die Reihe ein, so ergibt sich fiir
die Fliche
;://4
%3 — 3%+ 2
Ostwalds Klassiker. 164. 2
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Es verschwinden nimlich in der ganzen Reihe alle Glieder
nach dem ersten.

5. Wenn endlich die Ordinate ein irreduzibler Bruch ist
und dessen Nenner das Produkt aus einem rationalen Faktor @
und einem irreduziblen irrationalen Faktor R”, so mull man
alle Primteiler der Basis R finden und einen Teiler von jeder
GroBe fortwerfen. Mit den iibrig bleibenden Teilern, wenn es
solche gibt, ist der rationale Faktor @ zu multiplizieren. Ist das
Resultat gleich der Basis R oder gleich einer Potenz jener Basis,
deren Exponent eine ganze Zahl ist, so sei dieser Exponent 2.
Damn wird A — 1 = — 7 — m und R*1 = R-7—m,

Die Ordinate sei z. B.

35 — qtx 4 9gPx2 — 2x8 — Bqut
(0 — ) (P + ¢ — gt — 25
Die Basis R oder

Q® + ¢*n — qa? — &7

des irrationalen Fators hat die Teiler
g+5 qt+x, g—=

die von zwei GroBen sind. Ich werfe also einen Teiler von
jeder GroBe fort, und mit dem Teiler g - =, der iibrig bleibt,
multipliziere ich den rationalen Faktor g2 — %2, Das Resultat

g3 4+ q2u — qu? — 23
ist gleich der Basis R. Ich setze also m = 1, und es wird

dann, weil sv gleich 1 ist, A — 1 = — 4. Ich reduziere daher

die Ordinate auf den Nenmner R"ﬁ', und es ergibt sich

20 (398 4 2¢5% 4 8¢*x2 4 8¢3%% — 7}q2%4 — 6g=®)
(0 + 0% — qut — %) 75

Mithin ist
=3¢, b=2¢5 usw., ¢=¢3, [=q% usw,
§—1=0, b=1=y, b=—1}, r=1, s=%
t=1%, v»=0.

Trigt man diese Werte in die Reihe ein, so ergibt sich fiir
die Fliche

3¢%x 4 3gx3
(g 4 q2% — g2 — 23)°
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Es verschwinden ni#mlich in der ganzen Reihe alle Glieder
nach dem dritten.

§ 6. Theorem 4.13)

AB, die Abszisse der Kurve, sel %, und man schreibe fiir
e 4 fa1 g2t - hadn 4 usw. R und fir k- 151 4 ma?n
4 nz3 4+ usw. S, die Ordinate aber sei
%91 RA=1 81 (g - b 4 e+ dzPn 4 usw.).

Die Produkte der Glieder e, f, g, 2 usw. mit %, I, m, n usw.
seien

ek, [k, gk, Rk usw,
el, fl, gl, hl usw,
em, fm, gm, hm usw.,
en, [n, gn, hn usw,
Die numerischen Koeffizienten dieser Produkte seien beziiglich
v

—77—_—_7', r+i=s, s+i =t t+ 1 =0v usw,

r+u==¢,stu=1t, t+upu =2, v4u =w usw,
stu=t ' 4+u=2" v+u=uv' wt+u=2o"uw,
4 =v”’ Vb u=w", w'u ~x"’, 2+ pe=17y"usw.

Dann wird die Fliche der Kurve folgende sein:

%7 R*S* mal
l—a 1 b . { sfk}

N 0 4 sell 4 »
TR T (r=+1)ek &
[ tgk
ic_{ (s+1)fk} 4 t'fl
n 7 4 (s"+1)ell B 1—{—1/‘ em) 4 2
(r 4+ 2)ek
vhik
(t+ 1)gk ' gl
B O wa natlt P w4
n n +(s'4-2)ell C— |4 (t"41)em) B— | 40" en A
" + 3ok
- usw.

Pia
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Dabei bedeutet 4 den gegebenen Koeffizienten des ersten
Gliedes

1
a
W
rek’

mit seinem Zeichen - oder —, B den gegebenen Koeffizienten
des zweiten Gliedes, C den gegebenen Koeffizienten des dritten
Gliedes und so fort. Von den Gliedern «, b, ¢ usw., ¢, f, g usw.,
k, I, m usw. kann einer oder auch mehrere fehlen.

Der Satz wird in der Art wie der vorige bewiesen, und die
dort gemachten Bemerkungen behalten hier ihre Giiltigkeit. Die
Reihe derartiger Sitze geht aber ing Unendliche fort, und die
Fortsetzung der Reihe liegt auf der Hand14),

§ 7. Theorem 5.

Man schreibe wie oben fiir ¢ - /%" - g7 —++ usw. [2 und
in einer Kurvenordinate, die

mdEne Pl

lautet, mogen Y, u, 4, ¢, f, g usw. gegebene Groflen bleiben,
und fir ¢ und ¢ schreibe man der Reihe nach alle ganzen
Zahlen. Wenn die Ordinaten Wurzeln aus Binomen enthalten,
geniigt es, daf die Fliche einer der Kurven gegeben wird, die
durch die unendlich vielen so hervorgehenden Ordinaten be-
zeichnet sind; wenn die Ordinaten Wurzeln aus Trinomen ent-
halten, so geniigt es, dafl die I'lichen zweier von den Kurven
gegeben werden; wenn die Ordinaten Wurzeln aus Quadrinomen
sind, so geniigt es, dall die IFlichen dreier von den Kurven
gegeben werden, und so fort ins Unendliche. Ich behaupte,
daf dann immer die Flichen aller Kurven gegeben sein werden.

Als Nomina betrachte ich hier alle unter der Wurzel
stehenden Glieder, sowohl die fehlenden als auch die voll-
stindigen, deren Exponenten in arithmetischer Reihe sind. So
muf man die Ordinate

Vat — axd + a4

wegen der beiden zwischen a* und — aa® fehlenden Glieder
als quinquinomisch betrachten. Dagegen ist

Vat ot
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8
Vaorwo— o

at
trinomisch; denn die Reihe schreitet hier nach grofieren Diffe-
renzen fort.
Der Satz wird so bewiesen:

binomisch und

Fall 1.
Die Ordinaten zweier Kurven seien!5)
px? =1 R und gx7+ti-t R
und die Flichen p 4 und ¢B, wobei B die trinomische GroBe
o+ fi1 + g

ist. Da nun nach § 3 %7 R* die Fliche der Kurve ist, deren
Ordinate

(e~ (& —+ dy)fz —+ (9 -+ 2An)gaPi}a— 1 RA-1

ist, so ziehe man die ersten Ordinaten und Flichen von der
letzten Ordinate und Fiiche ab. Dann bleibt

{90 —p - [(9 + An)f — ql#1 -+ (& + 2An)gati)u? ~ 1R
als neue Kurvenordinate und
‘ 2R —pAd—qB
als Fliche dieser Kurve. Man setze

Je=p uwnd If+Aiyf=q.

Dann wird die Ordinate
(9 + 24 n)gatn.x9— R*1

und die Fliche

#I B» — 9ed — (Of -+ Ayf)B.

Man dividieve beide durch Jg - 24ng und nenne die ent-
stehende Fliche C. Nimmt man alsdann » beliebig an, so
wird »C die Fliche der Kurve sein, deren Ordinate

pod +2—1 Rl—1

ist. Und wie wir aus den Flichen pA und ¢B die Fliche
rC gefunden haben, die der Ordinate
pd =1 Ri—1
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entspricht, so wird es moglich sein, aus den Flichen ¢B und
7 C eine vierte Fliche sD zu finden, die der Ordinate

sz 3n—1 pi—t
entspricht, und so fort ins Unendliche. Und die gleiche Art

von Progression fithrt von den Flichen B und A nach der ent-
gegengesetzten Richtung. Wenn von den Gliedern

I, 3+ Ay und” I - 24y

eing fehlt, und die Reihe abbricht, so nehme man die Fliche
pA als Anfang der einen Progression und die Fliche ¢B
als Anfang der andern Progression, und es ergeben sich
dann aus diesen beiden Flichen alle Flichen in jeder der
beiden Progressionen '8). TUmgekehrt kann man von zwei andern
angenommenen Flichen durch diese Analysis zu den Flichen
A und B zuriickgehen, so daf aus zwei gegebenen alle iibrigen
gegeben sind. Das wollten wir erreichen.

Dies ist der Fall von Kurven, bei denen der Exponent J
von % durch fortgesetzte Addition oder Subtraktion der GrofBe
1) vermehrt oder vermindert wird. Der zweite Fall ist der von

Kurven, bei denen der Exponent 4 um eine Einheit vermehrt
oder vermindert wird.

Fall 2,
‘Wenn man die Ordinaten

px?—1R* uwnd gx?tu-lRA
denen jetzt die Flichen p4 und ¢B entsprechen sollen, mit
B, & h. e} fx1 - gaP
multipliziert und dann wieder durch B dividiert, so werden sie
(pe—pfet4-pgz)w? AR und (qex - qfx + qg*t)x? — RAL,

Nun ist (nach § 3) ax?R* die Fliche der Kurve, deren
Ordinate

{Sae 4 (9 + An)afst 4 (4 2An)agz?}x¥ 1 R,
und bx?+1R* die Fliche der Kurve, deren Ordinate

{(P+n)bexi—+ (F~4-n—-An) b1+ (F4n--24n) bgx*1} 47 ~LRA 1

ist.
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Die Summe dieser vier Flichen ist17):
pA -+ qB 4+ ax? R* - bx?+1 R
und die Summe der entsprechenden Ordinaten:
Jae - pe
+[(* 4 An)af 4 (3 -+ n)be + pf + qe]x" l 91 it
+ [(9+24n)ag 4 (9 —+n+2An)of+pg+ qf]%“[ '
+ (9 + 5 + 229)bg + ¢g] 4™

Wenn man das erste, dritte und vierte Glied einzeln gleich
Null setzt, so wird auf Grund des ersten:

Sae4pe=0 oder — Ja=yp,
auf Grund des vierten:
— b —nb—2inb=q
und auf Grund des dritten (wenn man p und ¢ eliminiert):

2ag
f

Hiernach wird der zweite Koeffizient:

b.

Anaf? — 4inage
r

Also ist die Summe der vier Ordinaten:

Anaft — 4inage
f

und die Summe der vier entsprechenden Flichen ist:

xI =1 Rt

ax? RF - &;ﬁanm — 9ad — .2‘9"‘—2’]2'*‘_}.7”_’7%73.
Man dividiere diese Summen durch:
Anaf?:—4inage
f

Nennt man den zweiten der beiden Quotienten D, so wird D
die Fliche der Kurve sein, deven Ordinate der erste Quotient

%9‘+1]——1Rl--1
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ist. Auf dieselbe Weise, liBt sich, indem man alle Glieder
der Ordinate auBler dem ersten gleich Null setzt, die Fliche
der Kurve finden, deren Ordinate

7 I—1RI—1

ist. Diese Fliche heile €. Wie aus den Flichen 4 und B
die Flichen C und D gefunden sind, lassen sich aus diesen
Flichen C und D zwei andere, I/ und I, finden, die den
Ordinaten

%9——1Rl——2 und %9'-!—11—1 Rl—~2

entsprechen, und so fort ing Unendliche. Durch die umgekehrte
Analysis kann man von den Flichen ¥ und F zu den Flichen
Cund D und von dort zu den Flichen 4 und B zuriickgehen
und zu den anderny die in der Progression folgen. Wenn also
der Exponent A durch fortgesetzte Addition und Subtraktion von
Einheiten vermehrt oder vermindert wird, und man aus den
Flichen, die den so sich ergebenden Ordinaten entsprechen,
zwel ganz einfache erhilt, so sind alle andern bis ins Unend-
liche gegeben. Das wollten wir erreichen.

Fall 3.

Verbindet man diese beiden Fille und vermehrt oder ver-
mindert irgendwie sowohl den Exponenten - durch fortgesetzte
Addition und Subtraktion von % als auch den Exponenten 4
durch fortgesetzte Addition und Subtraktion der Einheit, so
werden sich die Flichen ergeben, die den einzelnen hervor-
gehenden Ordinaten entsprechen. Das wollten wir erreichen.

Fall 4.

Eine ihnliche Uberlegung gilt, wenn die Ordinate eine
Wurzel aus einem Quadrinom enthiilt, und drei von den Flichen
gegeben werden, oder wenn sie aus einem Quinquinom besteht,
und vier von den Flichen gegeben werden, und so fort. Xs
ergeben sich alle Flichen, die sich durch Addieren und Sub-
trahieven der Zahl n bei dem Exponenten  und der Kinheit
bei dem Exponenten A erzeugen lassen. Und ebenso verhilt
es sich bei den Kurven, wo die Ordinaten binomisch zusammen-
gesetzt sind, und die Fliche einer von diesen Kurven, die

geometrisch nicht quadrierbar sind, gegeben wird. Das wollten
wir erreichen.
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§ 8. Theorem 6.

Man schreibe fiir
e 2t - gat - usw. und k- Iz 4 mx? - usw.

R und S, wie oben, und in einer Kurvenordinate, die
xIEtna Rhte Qutv

lautet, mogen &, u, 4, u, e, f, g, k, I, m usw. gegebene
Grofen bleiben, und fir ¢, v und v schreibe man der Reihe
nach alle ganzen Zahlen. Wenn die Groflen B und S Binome
sind, so geniigt es, dal die Flichen zweier der Kurven, die
durch die so hervorgehenden Ordinaten bezeichnet werden,
gegeben sind; wenn R und S zusammen aus fiinf Nomina be-
stehen, so geniigt es, daB die Flichen dreier der Kurven
gegeben sind, und so fort ins Unendliche. Ich behaupte, dal
dann die Flichen aller Kurven gegeben sein werden.
Bewiesen wird dieses in der Weise wie der vorige Satz18).

§$ 9. Theorem 7.

Die Fléachen von zwei Kurven, deren Ordinaten
sich umgekehrt verhalten wie die Fluxionen der Ab-
szissen, sind einander gleich.

Es werden nimlich die Produkte aus den Ordinaten und
den Fluxionen der Abszissen gleich sein, und die Fluxionen
der Flichen verhalten sich wie diese Produkte19).

Folgerung 1.

Man nehme irgend eine Beziehung zwischen den Abszissen
zweier Kurven an und suche daraus nach § 1 die Beziehung
zwischen den Fluxionen der Abszissen. Die Ordinaten setze
man umgekehrt proportional zu diesen Fluxionen. Es lassen
sich so unendlich viele Kurven finden, deren Flichen einander
gleich sind. )

Folgerung 2.
So geht nimlich jede Kurve, deren Ordinate folgende ist:
&7 e 4 fx -F gl + usw.)?,
wenn man irgend eine Grofe » annimmt und
7

4 =35 und =2
v



26 Newtons

setzt, in eine andere ihr gleiche tiber, deren Ordinate
yJ—n

% x M (e fxr 4 gt 4 usw.)

ist.
Folgerung 3.

Und jede Kurve, deren Ordinate
%91 (a - bx' -+ o2 4 usw.) (e + fx1 - gx* 4 usw. )t
ist, geht, wenn man irgend eine GroBe » annimmt und

n

L =3 und ==z
v

setzt, in eine andere ihr gleiche tiber, deren Ordinate lautet:

I —n

% x 1 (@ + bx¥ 4+ ca?’ 4 usw.) (e -+ f@¥ -+ ga?’ + usw.)h

Folgerung 4.
Und jede Kurve, deren Ordinate

9= (a - b ++ ez - usw.) (¢ + fx" + gaPi 4 usw.)t
(ks -+ 121 - mat 4 usw. )+

ist, geht, wenn man irgend eine Grofle » annimmt und
v
— =35 ud =20

setzt, in eine andere ihr gleiche iiber, deren Ordinate
»I—1

;—7 x " (o bz’ 4 ca? -+ usw.) (e 4+ [’ + ga¥ 4 usw.)*
(k -+ a8 + ma?s 4 usw.)*

ist.
Folgerung 5.
Und jede Kurve, deren Ordinate
%71 (e 4 f2' —F ga®" - usw.)*

ist, geht, wenn man
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setzt, in eine andere ihr gleiche iiber, deren Ordinate

1
o (e 4 fx=1 4 g2 - usw.)*

ist, d. h.:
- __,,1,,,,___ (f+ em)})l
xﬂ' +14ni )
wenn nur ein Binom in dem Wurzelausdruck steht, oder

1
pe VAl e e

wenn ein Trinom dasteht, und so fort.

Folgerung 6.
Und jede Kurve, deren Ordinate

27V e + fat - g+ usw.)? (k= 127 -+ ma?t 4 usw. )"
ist, geht, wenn man

—_— ===

%
setzt, in eine andere ihr gleiche iiber, deren Ordinate

1
povn] (64 fo=1 4- ga=2 4 usw.)* (k- lo— 1 -+ ma—21 4 usw.)*

ist, d. h.»
1
s U e@ ) (4 kar),

wenn in jedem Wurzelausdruck ein Binom steht, oder

1
o g e (g - fo - ea)* (1 + kan)

wenn in dem ersten Wurzelausdruck ein Trinom und in dem
zweiten Ausdruck ein Binom steht. Ebenso ist es in den
andern Fillen.

Man beachte, dafl die zwei gleichen Flichen in diesen letzten
beiden Folgerungen auf entgegengesetzten Seiten der Ordinaten
liegen. Wenn die Fliche bei der einen Kurve an der Abszisse
liegt, so liegt die ihr gleiche Fliche bei der andern Kurve
an der verlingerten Abszigse.
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Folgerung 7.

Wird die Relation zwischen der Ordinate 4 und der Abszisse
% einer Kurve durch irgend eine affizierte Gleichung von fol-
gender Form definiert:
y* (e fyna® 4 gyPiz-f-usw.) = #f (b Iy 29+ my2ia2 4 usw.),
so geht diese Figur, wenn man

— 1 —
s:u, 2= -—z% und l=i\—§~
7 s ad - pn
annimmt, in eine andere ihr gleiche ither, deren Abszisse x
sich bei gegebener Ordinate v durch die nicht affizierte Gleichung

1
- v (e 4 fo1 - go2id-usw. ) (B 1v - mo? - usw)r =

bestimmt.
Folgerung 8.

Wird die Relation zwischen der Ordinate y und der Ab-

szisse # durch irgend eine affizierte Gleichung von folgender
Form definiert:

Y% (e~ fyizd - gy usw.) =8 (k- ly"%° - may21z20 4 usw.)
57 (p 4 quyiad 4 ry2ia 4 usw.),

s0 geht diese Figur, wenn man

s = 1= WOABU gy “OF 7
1 =20 n—20
annimmt, in eine andere ihr gleiche iiber, deren Abszisse «

gich bei gegebener Ordinate v durch die weniger affizierte
Gleichung: :

1 S
y BEA, M

I

V(e = fo1 4 gv - usw.) = s“at(k - v 4 moP - usw.)
+ s'w(p -+ qut - ro¥ 4 usw.)

bestimmt.
Folgerung 9.
Jede Kurve, deren Ordinate

7057 =V (e (v-+n) 14 (v+2) g 221 4-usw. ) (4 a2 Husw. ) !
mal{a 4 b (ex” 4 "+ 4 g +21 | usw.)7}®
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ist, geht, wenn 9 = A» ist, und man

r=(ex'+fxtidgxt4usw.)?, o0=— und I=

annimmt, in eine ihr gleiche iiber, deren Ordinate

&7 (o 4 bao)®
ist. Man beachte, daBl die erste Ordinate in dieser Folgerung
einfacher wird, wenn man A = 1 setzt oder v = 1 setzt, und
wenn man bewirkt, daB sich der Wurzelausdruck mit dem Ex-
ponenten « angeben liBt, oder auch, wenn man w = —1
und A = 1= = 0 = 7 setzt, um andere Fille zu iibergehen.

Folgerung 10.
Fiir
0% —f far T - gz’ T2 - usw.,
vex' ! 4 (v 4 ) f2rETt 4 (v 4= 2n)gar 2T L ousw.
und fir
b 1z 4 ma® - usw.,
Nz 4 2pma?i—t 4 usw.

schreibe man beziiglich R, » und S, s. Jede Kurve, deren
Ordinate
(e Sr + ¢ Rs) R*1 81 (a S~V 4 bRY)”

ist, geht, wenn

1w — ; A—
R :}’4:2, A, g, P79 wmd RS —

A T w’ 7T
ist, in eine ihr gleiche iiber, deren Ordinate

¥ (o 4 bao)®

ist. Man beachte, daB die erste Ordinate einfacher wird,
wenn man fiir 7, v und 4 oder y Einheiten setzt, und wenn
man macht, daf der Wurzelausdruck mit dem Exponenten w
sich angeben 1ift, oder wenn man w = — 1 oder @ ==o0 setzt.

§ 10. Problem 3.

Die einfachsten Figuren zu finden, mit denen sich
eine beliebige Kurve, deren Ordinate y sich bei ge-
gebener Abszisse ' durch eine nicht affizierte Gleichung
bestimmt, geometrisch vergleichen ldafit.
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Fall 1.
Die Ordinate sei
azx’—t,
Dann wird die Flache
1 N
ya%

sein, wie man aus § 5 leicht ersieht, wenn man

b=o0o=c=d=f=g=h ud e=1

setzt.
Fall 2.
Die Ordinate sei
a%? e - [ 4 g 4 usw.)A1,

Wenn sich die Kurve mit geradlinigen Figuren geometrisch
vergleichen lifit, so wird man sie nach § 5 quadrieren, indem man
b=o0o=¢=d
getzt. Wenn nicht, so wird man sie nach Folgerung 2 in
§ 9 in eine andere ihr gleiche Kurve verwandeln, deren Ordinate

F—y

% z U (o4 fo -+ gx? 4+ usw.)i-!

1

(nach § 7) Einheiten fortwirft, bis jene Exponenten moglichst klein
werden, so wird man zu den einfachsten Figuren gelangen, die
man auf diese Weise gewinnen kann. Eine jede von diesen
gibt dann nach Folgerung 5 in § 9 eine andere, die manchmal
einfacher ist. Und aus diesen ergeben sich, wenn man sie
nach § 3 und Folgerung 9 und 10 in § 9 miteinander ver-
gleicht, zuweilen noch einfachere Figuren. Endlich wird man
aus den Figuren, die man als die einfachsten angenommen hat,
riickwirts die gesuchte Fliche berechnen.

G —
ist. Wenn man dann von den Exponenten —T—n— und A

Fall 3.
Die Ordinate sei

%91 @ - bal 4 ex 4 usw.)(e 4 & - g#* 4 usw. )L

Diese Figur wird man, wenn sie sich quadrieren lif8t, nach
§ b quadrieren. Wenn nicht, so hat man die Ordinate in die
Bestandteile zu sondern
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#Lale - fa0 4 ga¥ - usw.)A1

29 1ban (6 -+ fa 4 g™ 4+ usw. )1
usw. und nach Fall 2 die einfachsten Figuren zu finden, mit denen
die jenen Bestandteilen entsprechenden Figuren verglichen werden
konnen. Denn die Flichen der Figuren, die jenen Bestand-
teilen entsprechen, werden, mit ihren eigenen Zeichen - und —
verbunden, die ganze gesuchte Fliche zusammensetzen.

Fall 4.
Die Ordinate sel

29~ a 4 bat - ex2 4 usw.)(e - 1+ g 4 usw.)!
mal (k- I27 4 ma? 4 usw)— L

Wenn sich die Kurve quadrieren lift, so wird man sie nach
§ 6 quadrieren. Wenn nicht, so wird man sie nach Folgerung 4
in § 9 in eine einfachere verwandeln und dann nach § 8 und
Folgerung 6, 9 und 10 in § 9 mit den einfachsten Figuren
vergleichen, wie es in Fall 2 und 3 geschieht.

Fall 5.

Wenn die Ordinate aus verschiedenen Teilen besteht, so
sind diese einzeln als Ordinaten ebensovieler Kurven anzusehen,
und jene Kurven sind, so viele sich quadrieren lassen, einzeln
zu quadrieren. Ihre Ordinaten sind von der ganzen Ordinate
fortzunehmen. Darauf ist die Kurve, welche der iibrig ge-
bliebene Teil der Ordinate bezeichnet, fir sich (wie in Fall 2,
3 und 4) mit den einfachsten Figuren zu vergleichen, mit denen
er verglichen werden kann. Die Summe aller Flichen ist dann
als die Fliche der vorgelegten Kurve anzusehen.

Folgerung 1.

Hiernach liBt sich auch jede Kurve, deren Ordinate eine
affizierte quadratische Wurzel ihrer Gleichung ist, mit den ein-
fachsten Figuren, sei es geradlinigen, sei es krummlinigen, ver-
gleichen. Denn jene Wurzel besteht immer aus zwei Teilen,
die, fiir sich betrachtet, nicht affizierte Wurzeln von Glei-
chungen sind.

Es werde die Gleichung vorgelegt

a2y? - 22y? = 203y + 2%y — x4,
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Die ausgezogene Wurzel wird sein

_ad 2 aVat 4+ 2ax3 — xt
- a - %2

Y

Ihr rationaler Bestandteil
ad —+ 3
a2 - %2
und ihr irrationaler Bestandteil
aVat + 2a%° — xt
a2 4 %2
sind die Ordinaten von Kurven, die nach diesem Paragraphen

entweder quadriert werden oder mit den einfachsten verglichen

werden konnen, mit denen sie eine geometrische Vergleichung
zulassen.

Folgerung 2.

Und jede Kurve, deren Ordinate durch irgend eine affizierte
Gleichung definiert wird, die mittels Folgerung 7 in § 9 in
eine nicht affizierte Gleichung iibergeht, wird nach dem vor-
liegenden Paragraphen entweder quadriert, wenn sie sich
quadrieren 148t, oder mit den einfachsten Figuren verglichen,
mit denen sie sich vergleichen 1i8t. Und auf diese Weise wird
jede Kurve quadriert, deren Gleichung dreigliedrig ist. Denn
jene Gleichung verwandelt sich, wenn sie affiziert ist, nach
TFolgerung 7 in § 9 in eine nicht affizierte und gibt dann,
indem sie nach Folgerung 2 und 5 in § 9 in die einfachste
iibergeht, entweder die Quadratur der Iigur, wenn sie sich
quadrieren lifit, oder die einfachste Kurve, mit der sie sich
vergleichen 1afit.

Folgerung 3..

Und jede Kurve, deren Ordinate durch irgend eine affizierte
Gleichung definiert wird, die mittels Folgerung 8 in § 9 in
eine affizierte quadratische Gleichung iibergeht, wird entweder
nach dem vorliegenden Paragraphen und Iolgerung 1 qua-
driert, wenn sie sich quadrieren liBt, oder mit den einfachsten

Figuren verglichen, mit denen sie eine geometrische Vergleichung
zulafit.
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Zusatz.

Wenn Figuren quadriert werden sollen, so wire es zu
mithsam, immer auf diese allgemeinen Regeln zuriickzugreifen.
Es ist vorzuziehen, die einfacheren und mehr zur Anwendung
kommenden Figuren einmal zu quadrieren und die Quadraturen
in eine Tabelle einzutragen und dann die Tabelle zu Rate zu
zu ziehen, so oft man irgend eine solche Kurve quadrieren
mufl. Von solcher Art sind aber die beiden folgenden Tabellen.
In ihnen bedeutet x die Abszisse, y die rechtwinklige Ordinate
und ¢ die Fliche der zu quadrierenden Kurve. d, ¢, f, g,
n sind gegebene Grolen mit ihren Zeichen -~ und —.

h,

Tabelle einfacherer Kurven, die sich quadrieren lassen.

L
Fo. d. K.%) &t =y,
Pl d. K.¥) 4=y
1
1L
dxn—t
Fo. d. K. e2 - 2efal - 222 =Y,
LK — P oder - _,
S e e Y gt T
1.

‘%dKW%WHJW—%

1 \P l.d. K. ———R?’ = ¢, wobei R = Ve -+ fx'.

M¢KmWAw;$a:%
2\m.a g Z 2O
154/*
Fo.d. K. dsn—1 Ve o ol =y,
2 — P 2,
3\m g g, 189 — 24e/w + 807
1056y /3

AR =1t.

dR3 = 1t.

*) Fo. d. K. bedeutet »Form der Kurve«, Fl. d. K. »Fliche der
Kurvec.

Ostwalds Klassiker. 164, 3
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Fo.d. K. dx*n—1Veo o fal =y,

‘ —96¢3 2fon 2%?)1 3%3)
4. LK 6e34-144¢2fx1—180ef “+2107 IdR3:t.
9454
Iv.
=1
FO. d K. —T(:i_—/v;l—,‘f‘ =1,
Ve + fat
1. 94
Fl.d. K. — R = t.
nf
2n—1
Fo.d kT =y,
9 Ve + fa
' —4de- 2fxn
Fil.d. K. g ~dR = 1.
3n—1
Fod K 2Ty
3 Ve 4 fan
' 1662 — 8efxt - 6 /22
Fl. d. K. 15979 = t.
d%h]—-—l
Fo.d K. ———= =1y,
4 Ve -+ fxl
. . — 9603 44862/t — B6ef2x™ 30 30
Fl.d K. — 10574 dR =1.

Tabelle einfacherer Kurven, die sich mit der Ellipse
und Hyperbel vergleichen lassen.

Es sei aGD oder PGD oder GDS der Kegelschnitt,
dessen Fliche zur Quadratur der vorgelegten Kurve erforderlich
ist; A sel sein Mittelpunkt, Ko die Achse, o der Scheitel,
AP die konjugierte Halbachse, 4 oder ¢ oder « der gegebene
Anfangspunkt der Abszissen, die Abszisse AB oder aB oder
a B gleich x, die rechtwinklige Ordinate BD gleich » und die
Fliche ABDP oder aBD G oder a BDG gleich s, wihrend
a G die Ordinate im Punkte « ist. Man verbinde KD, AD,
aD, ziehe die Tangente DT, die die Abszisse 4B in T trifft,
und vollende das Parallelogramm ABDO. Wenn zur Quadratur
der vorgelegten Kurve die Flichen von zwei Kegelschnitten
erforderlich sind, so heifle die Abszisse des zweiten &, die
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Ordinate v und die Fliche ¢. Es sei aber —— die Differenz
zweier Grofen, wo es ungewill ist, ob man die zweite von der
ersten oder die erste von der zweiten abziehen mufB. Bei der
sechsten Form schreibe man p fiir V72 — deg.

Ry
0 IJ/
G
P
j
!
v I 4« B v
Fig. 6.
51
0
r
g g .
i A
K 4 7 eax B N K 4 Baa I
Fig. 7. Fig. 8
L
%q—i
Fo. d.Ku.*) Ll —
e+ fx!
A, d. Ke.*) o=,
1. T
0. 4. Ke.¥) T
e+ fx
1 v
FL d. Ku.*) T}s:tzaGDB- (Fig. 5.)
Yl

*) Fo. d.Ku. = Form der Kurve; A.d. Ke. = Abszisse des Kegel-

schnitts, 0. d. Ke. = Ordinate des Kegelschnitts, Fl. d. Ku. = TFliiche
der Kurve. :

g#
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Fo.d.Ku.
A. d. Ke.

Fl. d. Ku.

Fo.d.Ku.
A. d. Ke.

Fl. d.Ku.

10. d. Ke.

A. d. Ke.

0. d. Ke.

Fl. d. Ku.

Fo.d.Ku.

A. d. Ke.

0. d. Ke.

L. d. Ku.

10. d. Ke. ———

Newtons

dzxti—1
P TR
=,

d
e+ fx - .
—d~ 2 — 2 § =
nf nf
dz3n—t
o =Y
%=

d
e+ fx ="
—d— 2 — i@_ 2 -
2nf nr? :

1L
A=t
e~ [ =Y
Vo
V- gmm
2xv = 4s
n

dzn—t
o Y
Vo=

e+ fxn 77
Vi-a=r
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In diesen Tafeln kann man die Reihe der Kurven einer
jeden Form nach beiden Seiten ins Unendliche fortsetzen. In
der ersten Tabelle nimlich werden in den Zihlern der Flichen
der dritten und vierten Form die Zahlenkoeffizienten der Anfangs-
glieder (2, — 4, 16, — 96, 768 usw.) erzeugt, indem man
die Zahlen

—2, —4, —6, —8, — 10 usw.
fortgesetzt mit sich multipliziert, und die Koeffizienten der
folgenden werden aus den Anfangskoeffizienten abgeleitet, in-
dem man sie bei der dritten I'orm der Reihe nach mit

—3 B 79 11
9 1 (3] R Ty USW.
multipliziert, bei der vierten aber mit

—1 3 5 7 __ 9 usw

27 4 6 8 10 *
Und die Koeffizienten der Nenner 3, 15, 105 usw. ergeben
gich, indem man die Zahlen

1, 3,5, 7, 9 usw.
fortgesetzt mit sich multipliziert.

Bei der zweiten Tabelle aber kann man die Reihe der
Kurven der ersten, zweiten, finften, sechsten, neunten und
zehnten Form mit Hilfe blofer Division und die der iibrigen
Formen mit Hilfe von § 3 und 4 nach beiden Seiten ins Unend-
liche fortfiihren. )

Ja es pflegen sogar diese Reihen bei Anderung des

Zeichens der Zahl % zu variieren. So wird nimlich z. B. die
Kurve

a
Lty
zu
d
%111-11+1

Vf-]— el =1y.

§. 11. Theorem 8.29)

Es sei 4DJC irgend eine Kurve, die die Abszisse 4B = %
und die Ordinate BD = y hat, und AEKC eine andere Kurve,
deren Ordinate BE gleich der Fliche ADB der vorigen ist,
dividiert durch die Einheit. AFLC sei eine dritte Kurve,
deren Ordinate BF gleich der Fliche AKB der zweiten ist,
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dividiert durch die Einheit, ferner 4 G MU eine vierte Kurve,
deren Ordinate B G gleich der Fliche AFB der dritten ist,
dividiert durch die Einheit, ferner AN C eine fiinfte Kurve,
deren Ordinate BH gleich der Fliche 4GB der vierten ist,
dividiert durch die Einheit, und so fort ins Unendliche. Aufler-
dem seien 4, B, C, D, K usw. die Flichen der Kurven,

welche die Ordinaten
y, 2y, 2y, By, sty usw.
und die gemeinsame Abszisse » haben.
Es werde irgend eine Abszisse 4 C = ¢ gegeben, und es sei:
Bl=t—2zx=ux.

Ferner seien P, @, B, S, T usw. die Flichen der Kurven,
welche die Ordinaten

Y, vy, oy, @¥y, vty usw.
und die gemeinsame Abszisse = haben.

Diese Flichen mogen aber alle an die ganze gegebene
Abszisse 4 C und ebenso an die ihrer Lage nach gegebene
und unendlich verlingerte Ordinate CJ grenzen.

Dann wird von den zu Anfang angegebenen Flichen:
die erste ADJC = A= P,
die zweite AFKC = t4A — B = Q,

24
die dritte AFLC = pA—2tB+C 1

2 g E,
54 382 340 —
die vierte 4 GMC = 2= 57 BGJF =0 _ é 3
44 3 20—
die finfte AHNC — LA—4PBAOR0O—4ID+E_ 1,
24 24
Folgerung.

Wenn sich dsher die Kurven, deren Ordinaten:

Yy 2y, #ty, x%y usw.
oder

Y, 2y, 2y, 3y usw.
sind, quadrieren lassen, so werden .dies auch die Kurven

ADJC, AEKC, AFLC, AGMC usw.
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tun, und man hat die Ordinaten
BIE, BF, BG, BH usw.,

die den Flichen der Kurven proportional sind.

Zusatz.

Wir haben oben gesagt, dafl es bei Fluenten erste, zweite,
dritte, vierte und andere Fluxionen gibt. Diese Fluxionen
verhalten sich wie die Glieder unendlicher konvergenter Reihen.

Es sei z. B. #" die Fluente und gehe im Fliefen in (v - o)t
iiber. Man lose sie nun in eine konvergente Reihe auf:

nd— 3942y
6

Das erste Glied dieser Reihe x7 wird jene Fluente sein, das
zweite nox1~! wird deren erstes Inkrement oder die erste
Differenz sein, zu der, wihrend sie eben entsteht, die erste
Fluxion proportional ist. Das dritte

12—
i) ¥ .
Pl + 170%'1"“1 ,_I.. 1_5_2 02%'1—“! _}...

03513 J-usw.

'] q— T} 02%'1_2
2
wird ihr zweites Inkrement sein oder die zweite Differenz, zu
der, withrend sie eben entsteht, die zweite Fluxion proportional
ist. Das vierte
7 — 3924 2y
6

wird ihr drittes Inkrement sein oder die dritte Differenz, zu
der, wihrend sie eben entsteht, die dritte Fluxion proportional
igt. Und so geht es ins Unendliche fort2!).
Diese Fluxionen konnen aber durch die Kurvenordinaten
BD, BHE, BF, BG, BH usw.

dargestellt werden.

03213

Wenn z B. die Ordinate BE (:: Af B ) die TFluente ist,

so wird ibre erste Fluxion sich wie die Ordinate BD verhalten.

A
Wenn BF (: ~]1$—B) die Fluente ist, so wird sich ihre

erste Fluxion wie die Ordinate BI verhalten und ihre zweite
Fluxion wie die Ordinate BD.
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Wenn HB (: A—fB) die Fluente ist, so werden ihre

erste, zweite, dritte und vierte Fluxion sich beziiglich wie B,
BF, BE, BD verhalten.

Es kann daher in Gleichungen2?), die nur zwei unbe-
kannte GrofBen enthalten, von demen eine eine gleichférmige
Fluente und die andere irgend eine I'luxion einer andern Fluente
ist, diese andere Fluente durch Quadratur von Kurven gefunden
werden. Es werde nfimlich ihre Fluxion durch die Ordinate
BD dargestellt. Wenn dies die erste Fluxion ist, so suche
man die Fliche ADB = BFE>1. Wenn es die zweite Iluxion
ist, so suche man die Fliche AFDB = BI'>< 1. Wenn es die
dritte Fluxion ist, so suche man die Fliche AI'B = BG X< 1
usw. Die gefundene Fliche wird dann die gesuchte Iluente
darstellen.

Aber auch bei Gleichungen?), die eine Fluente und ihre
erste Fluxion ohne eine andere Fluente enthalten oder zwel
Fluxionen derselben Iluente, die erste und die zweite oder
die zweite und die dritte oder die dritte und vierte usw., ohne
eine andere Fluente, kann man die Fluenten durch Quadratur
von Kurven finden. Man habe z. B. die Gleichung:

a2y = av - v2,
wobei

v=DBI, v=DBD, sx=A4B und 5 =1

ist. Jeme Gleichung wird, wenn man die Dimensionen der
Fluxionen vervollstindigt:
. o a2y .

a?v = ovz 4+ 0v2%  oder — —— =%

, . av - 02
Jetzt flieBe » gleichformig, und seine Fluxion sei v = 1.
Dann wird

a?
av 02

Quadriert man die Kurve, deren Ordinate und deren

a?
av -+ 02!
Abszisse v ist, 8o wird man die Fluente « erhalfen.
Ferner habe man die Gleichung:
a?y == av - v?,
wobei i

v=BF, o= BHE, v»=BD und »= AB
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ist. Dann wird man durch die Relation zwischen ¢ und o
oder BD und BE die Relation zwischen AB und BE finden,
wie bei dem vorigen Beispiel. Dann wird man durch diese
Relation die Relation zwischen 4B und BF finden, indem man
die Kurve 4K B quadriert.

Gleichungen, die drei unbekannte Groflen enthalten, lassen
sich manchmal auf Gleichungen reduzieren, die nur zwei ent-
halten. In diesen Féllen wird man die Fluenten aus

den
Fluxionen finden wie oben. Man habe die Gleichung:

a4 — b = cocy“g] + dy%]y2_
Man setze 9y — ». Dann wird:
a —— ba™ = cxv 4+ dov2.

Diese Gleichung gibt, wenn man die Kurve quadriert, deren
Abszisse x, und deren Ordinate o ist, die Fliche v, und die
andere Gleichung

Yy =v

gibt, wenn man auf die Fluenten zuriickgeht,

yqz+1 =,

n—1
Daraus erhilt man die Fluente y.

Ja sogar bei Gleichungen, die drei unbekannte Grofen ent-
halten und sich nicht auf Gleichungen, die nur zwei enthalten,
reduzieren lassen, ergeben sich manchmal die Fluenten durch
Quadratur von Kurven. Man habe die Gleichung:

(az™ ~ ba" )P = rea’ ~'y* + sex’yy ! — [y,
wobei == 1 ist. Der letzte Teil
rear=lys 4 sexryys—t — fiyt
wird, wenn man auf die Fluenten zuriickgeht,
f
T 0)S i1
ox"y’ — - ) yi+h,

Dag ist also die Fliche der Kurve, deren Abszisse z, und

deren Ordinate (aax™ -4 ba")P ist. Daraus ergibt sich die
Fluente y.
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Man habe die Gleichung:

7 a—1
z(ax™ - ba)P = dyyr
Ve-t+ry"
Die Fluente, deren Fluxion
z (aa™ - ban)p

ist, wird sich wie die Fliche der Kurve verhalten, deren
Abszisse x und deren Ordinate

(ax™ —+ ban)p
ist. Ebenso wird sich die Fluente, deren Fluxion
dgy"—!

ist, verhalten wie die Fliche der Kurve, deren Abszisse y, und
deren Ordinate

dyr;—l

Ve-+fyn
ist, d. h. (nach Fall 1 der vierten Form in der ersten Tabelle)
wie die Fliche:

2d
ey
nf Iy
2d ———a . .
Ich setze also 7]/@ -+ fyn gleich der Tliche der Kurve,

deren Abszisse x, und deren Ordinate (az™ - bax)P ist, und
erhalte dann die Fluente y.

Man beachte, daf jede Fluente, die aus ibrer ersten Fluxion
gewonnen wird, um eine beliebige, nicht fliefende GroBe ver-
mehrt oder vermindert werden darf. Wird sie aus der zweiten
Fluxion gewonnen, so darf sie um eine beliebige Grofe ver-
mehrt oder vermindert werden, deren zweite Fluxion Null ist.
Wird sie aus der dritten Fluxion gewonnen, so darf sie um
eine beliebige Grofe vermehrt oder vermindert werden, deren
dritte Fluxion Null ist, und so fort ins Unendliche.

Wenn man, nachdem diec Fluenten aus den Fluxionen
gewonnen sind, an der Richtigkeit des Schlusses zweifelt, so

Ostwalds Klassiker. 164. 4
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muB man von den gefundenen Fluenten wieder die Fluxionen
bilden und sie mit den zu Anfang vorgelegten Fluxionen ver-
gleichen. Wenn sie sich nimlich als gleich erweisen, so ist
der Schlufl richtig, wenn nicht, so muf man die Fluenten so
korrigieren, daf ihre Fluxionen den zu Anfang vorgelegten
Fluxionen gleich sind. Denn man kann die Fluente auch
beliebig annehmen und die Annahme korrigieren, indem man
die Fluxion der angenommenen Fluente gleich der vorgelegten
Fluxion setzt und die entsprechenden Glieder miteinander ver-
gleicht.

Durch diese Anfinge wird der Weg zu Groflerem geebnet.
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Newtons Leben.

Isaac Newton ist 1642 auf einem Landgut in Lincolnshire
als Sohn eines Pichters geboren. Er hatte keinen Sinn fiir
Landwirtschaft, und man erlaubte ihm daher, sich ganz dem
gelehrten Studium zu widmen. 1661 bezog er die Universitit
Cambridge und wurde ein eifriger Jiinger der Mathematik.
Wihrend Leibniz, als er in Leipzig studierte, iiberhaupt gar
keine Gelegenheit hatte, die neueren Fortschritte der Mathematik
kennen zu lernen, fand Newton in Cambridge ganz ausgezeich-
nete Lehrer, die ihn mit den neuesten Errungenschaften der
Wissenschaft bekannt machen konnten. Er studierte Descartes’
Geometrie und Wallis’ Arithmetica infinitorum, und 1663 kam
Isaac Barrow als Professor nach Cambridge, dessen Vorlesungen
Newton eine Fiille von Anregungen boten.

Barrow (1630—1677) war eigentlich Theologe und hatte
1659 die priesterliche Weihe erhalten. Er betrachtete die
Mathematik als eine Hilfswissenschaft der Theologie. »Um
ein guter Theologe zu sein«, so sagte er, »mufl man Chrono-
logie verstehen, welche die Kenntnis der Astronomie verlangt,
die hinwiederum die der Geometrie erfordert«<. So kam es,
daBl Barrow Mathematiker wurde, und er hatte das Gliick, bei
einem so hervorragenden Lehrer wie Wallis zu lernen.

Newton nahm an Barrows wissenschaftlichen Arbeiten regen
Anteil.  Barrow selbst sagt es in seinem Hauptwerk, dem
1669—1670 erschienen »Lectiones mathematicae«, an verschie-
denen Stellen, dafl er Anregungen und Ratschlige von Newion
erhalten habe. Trotzdem kann man mit Sicherheit feststellen,
daBl viel Bedeutendes darin Barrows eigenste Leistung ist.
Z. B. hat er schon klar erkannt, dall die beiden heute als
Differentiation und Integration bezeichneten Operationen zu-
einander inverse sind. Ferner konnen wir nennen seine Behand-
lung des »umgekehrten Tangentenproblems «, womit die Integration
von Differentialgleichungen erster Ordnung gemeint ist. Sicher
war nicht blo8 Newion der Anregende. FEr wird vielmehr
auch umgekehrt sehr viel von Bwrrow gehabt haben. Schon

4%
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das umfassende Wissen Barrows, der z. B. auch die Werke
Galilets kannte, mufl fiir den Schiler von unschitzbarem
Wert gewesen sein.

Ein Akt edelster Selbstlosigkeit war es, dafl Barrow, ob-
wohl er selbst erst 39 Jahre alt war, auf seine Professur zu-
gunsten Newtons verzichtete. So sehr fiihlte er sich von dessen
GroBe iberragt. Er wurde wieder Priester und zeichnete sich
spiter als Prediger aus.

Schon im Jahre 1665 begann Newfons produktive Titig-
keit. Die in Cambridge ausbrechende Pest veranlaflite ihm,
nach seiner Heimat zu gehen. Dort hat er, in der lindlichen
Stille, seine ersten grofen Entdeckungen gemacht. Ein beach-
tenswerter Unterschied zeigt sich hier zwischen Newtorn und
Leibniz.  Dieser lebte als Diplomat in der groflen Welt. Er
war sein Leben hindurch nach den verschiedensten Richtungen
in Anspruch genommen und konnte sich nicht in dem Male
auf die Wissenschaft beschrinken wie Newton. Dieser hat,
wie wir sehen werden, erst viel spiter in der Offentlichkeit
eine Rolle gespielt, erst dann, als sein wissenschaftlicher Ruhm
schon auf den Hohepunkt gestiegen war.

In den Jahren 1665—1667 fand Newton die Binomialformel
(fir gebrochene positive und negative Exponenten), er begann
seine Fluxionsmethode auszubilden und sie fiir die Quadratur
der Kurven zu verwerten. Auch die allgemeine Gravitation
scheint er schon damals entdeckt zu haben. Dieselbe Kratt,
die einen Korper zur Erde hinzieht, wirkt auch auf den Mond
und halt ihn in seiner Bahn um die Erde fest. Der Mond,
dessen Entfernung von der Erde sich messen lifit, bot Newton
eine Bestitigung seiner Theorie. Freilich stimmte das Ergebnis
der Rechnung zunichst sehr schlecht mit den Tatsachen iiber-
ein. Es lag aber daran, daB der Erdradius nicht genau genug
bekannt war. Als 1672 die Resultate der Picardschen Grad-
messung vorlagen, hatte man einen genaueren Wert des Erd-
radius, und nun bestitigte sich die Newtonsche Theorie aufs
beste.

Es ist merkwiirdig, dal Newton von seinen mathematischen
Entdeckungen nichts verdffentlichte, obwohl er schon damals
einiges schriftlich ausarbeitete. Iine solche Ausarbeitung hat
er (vierzig Jahre spiter!) in der 1704 erschienenen Quadratura
curvarwm verwertet, die wir hier deutsch herausgeben. Auch
die Abhandlung » De analyst per acquationes numero terminorum
infinitas<, die er schon 1665 niederschrieb, blieb unverdffent-
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licht. Sein Lehrer Bwrrow, dem er das Manuskript vorlegte,
gab es an Collins weiter, und dieser sollte fiir die Bekannt-
machung sorgen. Leibniz hatte 1676 bei seinem Londoner
Aufenthalt Gelegenheit, dieses Manuskript zu sehen. Es blieb
dann aber noch fast vierzig Jahre ungedruckt. Newtons mathe-
matisches Hauptwerk, die »Methodus fluaionwm et serierum
infinitarum« erschien iiberhaupt erst nach seinem Tode. Es
handelt sich hier um eine Charaktereigentiimlichkeit Newtons,
der einem offentlichen Auftreten abgeneigt war und nicht gern
mit andern zusammen dasselbe Gebiet bearbeitete. Auch als
er 1689 als Vertreter der Universitit Cambridge ins Parla-
ment gekommen war, hat er dort niemals das Wort ergriffen.
Nur einmal, so wird erzihlt, soll er es doch getan haben,
aber nur, um den Diener zu bitten, ein Fenster zu schliefen.

Seinen grofen Namen in der Wissenschaft verdankt Newton
einem Werk, das nicht rein mathematisch ist, nimlich den
1686—1687 veroffentlichten » Philosophiae naturalis principic
mathematica«.  Auch dieses Werk ist nur durch die Mit-
wirkung anderer an die Offentlichkeit gelangt. Newtfon selbst
hiitte es vielleicht nie erscheinen lassen. Der Astronom Hulley
itherredete ihn, das Werk zu schreiben, und bezahlte sogar dic
Druckkosten. Wihrend des Druckes machte Newton noch
Schwierigkeiten, weil ihn der bereits verdffentlichte Teil in
eine Polemik mit dem Physiker Hooke verwickelte.

Obwohl es feststeht, dass die meisten Ergebnisse der
» Principia« mit Hilfe der Fluxionsrechnung gefunden sind, hat
Newton es doch vorgezogen, alles in der Sprache der gewGhn-
lichen Mathematik auszudriicken. Is ist aber leicht, es wieder
in die Sprache der Infinitesimalrechnung zuriickzuiibersetzen.
Ubrigens finden sich in den »Principia« Bemerkungen iiber
die Fluxionsmethode, von denen weiter unten in Anm. 3 einiges
mitgeteilt ist. Aber nicht einmal ein Symbol fiir die Fluxion
wird eingefiihrt.

Was Newton zuriickgehalten hat, bei dieser so iiberaus
glinstigen Gelegenheit die Fluxionsmethode ausfiihrlich ausein-
anderzusetzen und ihre Tragweite durch die Fille wichtiger
Anwendungen, die sich hier boten, darzutun, ist nicht recht
zu erkennen.

Man kann zwei Griinde vermuten. Einer ist der, dal es
ihm wohl hauptsichlich darauf ankam, den Inhalt der » Principiac
moglichst leicht zugiinglich zu machen und das Verstindnis
nicht durch eine neue Methode zu erschweren. Der andere
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Grund ist der, daB Newtor in den Grundbegriffen der Fluxions-
rechnung noch gewisse Unklarheiten empfand, die er micht zn
iiberwinden vermochte, und die in der Tat auch erst viel spiter
ganz beseitigt worden sind.

Man kann fragen, warum Newton in den » Principia« iiber-
haupt von der Fluxionsrechnung gesprochen hat, wenn er sie
doch nicht anwenden wollte. Vielleicht war es sein Wunsch
(wie Moritx Cantor sagt), »eine gedruckte AuBerung zu schaffen,
auf die er sich spiter einmal zur Datierung beziehen konntec.
Er nahm deshalb auch Veranlassung, seine Beziehungen zu
Leibniz darzulegen, der inzwischen (1684) die Differential-
rechnung verdffentlicht hatte (vgl. Bd. 162 dieser Sammiung).
Wir meinen das beriihmte Scholion, das auch in der zweiten
Auflage der » Principia« im wesentlichen unverandert abgedruckt
wurde (1718). Dieses Scholion lautet so:

»In Briefen, die ich vor etwa 10 Jahren®) mit dem sehr
gelehrten Mathematiker . W. Leibniz wechsgelte, zeigte ich
demselben an, dafl ich mich im Besitze einer Methode befinde,
nach der man Maxima und Minima bestimmen, Tangenten
ziehen und #dhnliche Aufgaben losen konne, und zwar lasse
sie gich ebensogut auf irrationale wie auf rationale Gréfien

anwenden. Indem ich die Buchstaben der Worte **), die meine
 Meinung aussprachen, versetzte, verbarg ich dieselbe. Der
berithmte Mann antwortete mir darauf, er sei auf eine Methode
derselben Art verfallen, die er mir mitteilte, und die von der
meinigen kaum weiter abwich als in der Form der Worte und
Zeichenc.

In der zweiten Auflage wurde noch darauf hingewiesen,
daB Leibniz und Newton sich die Groflen in verschiedener
Weise entstanden denken. Es ist in dem obigen Scholion
mit klaren Worten zugegeben, dall Letbnix ganz unabhingig
von Newton seine Differentialrechnung erfunden hat. TUnd es
wird auch gesagt, daB Leibniz sich ganz offen iiber seine
Methode aussprach, wihrend Newforn sie noch geheim hielt.

In der dritten Auflage der » Principia«, die 1726, also nach
Leibnizy Tode erschien, findet man das Scholion nicht mehr.
An seine Stelle ist vielmehr folgende Bemerkung getreten™**):

*) Gemeint ist das Jahr 1676,
*¥) Die Worte lauten: Data acquatione quotcunque fluentes in-
volvente fluxiones invenire et vice versa.
*¥) Wir zitieren (wie auch vorhin) nach Moritz Cantor.
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»In einem an unsern Landsmann Collins gerichteten Brief vom
11. Dezember 1672 beschrieb ich eine Methode der Tangenten,
die meiner Vermutung nach mit der damals noch nicht versffent-
lichten Methode von de Sluse identisch sei. Ich fiigte folgende
Bemerkung hinzu: Dies ist ein besonderer Fall oder vielmehr
ein Zusatz zur allgemeinen Methode, die sich auf jeden miihe-
vollen Kalkiil erstreckt, nicht nur auf die Konstruktion von
Tangenten an alle geometrischen oder mechanischen Kurven
oder von auf andere Kurven sich beziehenden geraden Linien,
sondern auch auf die Losung anderer schwieriger Aufgaben
iber die Krimmung, Quadratur, Rektifikation, die Schwer-
punkte der Kurven u.s.w., und sie beschriinkt sich nicht (wie
die Methode von Hudde fir Maxima und Minima) auf diejenigen
Gleichungen, die frei von irrationalen Grofen sind. Diese Methode
habe ich jener andern eingefiigt, nach der ich die Gleichungen
behandle, indem ich sie auf unendliche Reihen zuriickfiihre.
So weit jener Brief. Die letzten Worte beziehen sich auf eine
Abhandlung, die ich im Jahre 1671 iiber diesen Gegenstand
geschrieben habe«.

Letbniz wird hier ganz mit Stillschweigen iibergangen.

Zwischen der ersten und dritten Auflage liegt der uner-
quickliche Priorititsstreit zwischen Newton und Leibniz, der
1699 anfing und bis zum Tode Lesbnizens (1716) und dariiber
hinaus dauerte. Auch nach dem Tode des Gegners horten
die Anhiinger Newtons nicht auf zu kimpfen. Erst im 18. Jahr-
hundert ist durch die Untersuchungen Gerhardts festgestellt
worden, dall Leibniz ganz unabhingig von Newton seine Diffe-
rentialrechnung erfand und weiterbildete.

Der Streit zwischen Newion und Leitbnéz hat auch eine
politische Seite. Leibnix gehorte zu den Diplomaten, die dem
hannoverschen Fiirstenhause die Erbfolge in England zu wahren
suchten und mit ihren Bemithungen auch Erfolg hatten. Newfon
war im englischen Parlament Mitglied der Partei der Tories,
die diese hannoverschen Angpriiche nicht gelten lassen wollten
und aufs entschiedenste bekdmpften. Jedenfalls trug dieser
politische Gegensatz zwischen den beiden grofen Ménnern zur
Verschirfung ihrer Feindschaft bei. Newton hat iibrigens in
dem ganzen Priorititsstreit nie selbst offentlich das Wort er-
griffen. Seitdem er 1696 an der Londoner Miinze eine Stellung
erhalten hatte und 1699 zum Miinzmeister ernannt worden war,
hatte er nicht mehr Zeit genug, die Ereignisse in der wissen-
schaftlichen Welt genau zu verfolgen. Seine grofie Zuriick-
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haltung darf man wohl nicht als Hochmut auslegen. Denn
wir wissen, wie bescheiden Newion sonst war, wie er alle
seine groBen Entdeckungen mit Muscheln verglich, die ein
Kind am Ufer des Meeres findet, das unerforscht und geheim-
nisvoll vor ihm liegt. Wir wissen auch, daB er 1693 eine
Krankheit durchzumachen hatte, die seine geistigen Kriifte stark
herabsetzte. Vielleicht wird dadurch manches Befremdliche in
Newtons Verhalten begreiflicher.

Seit 1703 war Newton Vorsitzender der Royal Society.
Er wurde jedes Jahr wiedergewshlt. 1705 erhob die Konigin
ihn in den Ritterstand. Er starb 1727.
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1) Zu S. 8. Newton will sich hiermit offenbar in Gegen-
satz zu Leibnixz stellen, der schon 1684 seine Differential-
rechnung verdffentlicht hatte. Es lag aber Leibnix keineswegs
fern, die Grofen als etwas FlieBendes zu betrachten. Er sagt
in seiner Arbeit von 1684 an einer Stelle folgendes:

»Der Beweis alles dessen (ndmlich der Differentiationsregeln)
wird fiir einen in diesen Dingen Erfahrenen leicht sein, wenn
er den bisher nicht genug erwogenen Umstand beachtet, daB
man die dx, dy, dv, dw, dx als proportional zu den augen-
blicklichen Differenzen, d. h. Inkrementen oder Dekrementen,
der z, y, v, w, % ... betrachten kannc.

Dem liegt doch augenscheinlich die Vorstellung zugrunde,
dass alle Grofen Funktionen der Zeit sind. Das aber ist
gerade der Newtonsche Standpunkt. Moglicherweise ist Leibnix
hier von Newton nicht unabhingig.

2] Zu S.4. CET ist in der Grenze das, was Leibnix
das triangulum characteristicum wnassignabile nennt.  Dieses
Dreieck hat auch schon Pascal betrachtet, und Leibniz lernte
es beim Studium Pascals kennen. VB ist Leibnizens triangulim
characteristicum assignabile.

3) Zu S. 4. Die »letzten Verhiltnisse« passen besser zu
unserer modernen Definition des Differentialquotienten als des
Grenzwerts eines Verhiltnisses. Auch im ersten Buch der
Newtonschen »Principta« finden sich Andeutungen iiber die
Fluxionsrechnung *). Dort sieht man, wie schwer es Newton
wird, den Begriff »letztes Verhiltnis« einwandsfrei darzulegen.
In einer Anmerkung am Schlufl des ersten Abschnitts heifllt es**).

>Man kann den Einwand machen, dall es kein letztes Ver-
hiltnis verschwindender GroBen gebe, indem dasselbe vor dem

* Die Bezeichnung @ gebraucht Newfon hier noch nicht.

**) Wir entnehmen die Ubersetzung Cantors Geschichte der
Mathematik.
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Verschwinden nicht das letzte sei, nach dem Verschwinden aber
iiberhaupt kein Verhiltnis mehr stattfinde. Aus demselben
Grunde konnte man aber behaupten, dall ein nach einem
bestimmten Orte strebender Korper keine letzte Geschwindig-
keit habe; diese sei, bevor er den bestimmten Ort erreicht
hat, nicht die letzte, nachdem er ihn erreicht hat, existiere
sie garnicht mehr. Die Antwort ist leicht. Unter der letzten
Geschwindigkeit versteht man weder diejenige, mit welcher der
Korper sich bewegt, ehe er den letzten Ort erreicht und die
Bewegung aufhort, noch die nachher stattfindende, sondern in
dem Augenblick, wo er den Oit erreicht, ist es die letzte
Geschwindigkeit selbst, mit der der Korper den Punkt beriihrt,
und mit der die Bewegung endigt. Auf gleiche Weise hat
man unter dem letzten Verhiltnis verschwindender Grofen das
zu verstehen, mit dem sie verschwinden, nicht aber das vor
oder nach dem Verschwinden stattfindende. Ebenso ist das
erste Verhiltnis entstehender Grofien das, mit dem sie ent-
stehen. ... Es gibt eine Grenze, die die Geschwindigkeit am
Ende erreichen, nicht aber iiberschreiten kann; dies ist die
letzte Geschwindigkeit. Dasselbe gilt von der Grenze aller
anfangenden und aufhérenden GroéBen und Proportionen. Da
diese Grenze fest und bestimmbar ist, so ist es eine wahrhaft
geometrische Aufgabe, sie aufzusuchen«. Etwas spiter heifit
es dann:

»Jene letzten Verhiltnisse, mit denen die GroBen ver-
schwinden, sind in Wahrheit nicht die Verhiltnisse der letzten
GroBen, sondern die Grenzen (limites), denen sich die Verhilt-
nisse der unbegrenzt abnehmenden Grofen jedesmal néhern,
und an die sie ndher heran konnen, als irgend eine gegebene
Differenz es ausdriickt. ...«

Newton zieht noch die unendlich zunehmenden Grofen
heran, um die Sache klarer zu machen.

4) Zw S. 7. Das ist das Problem der Integralrechnung.

5) Zu S. 7. In den »Principia« hat Newton diese Bezeich-
nungsweise noch nicht angegeben. Er scheint nicht so grofien
Wert auf gute Bezeichnungen gelegt zu haben wie Leibnix.

6) Zu S. 8. Es wird hier zwischen x, y, %, ... eine
algebraische Gleichung

fle, vy, %, .. .) = Jextylar ...

angenommen und gezeigt, wie man diese differenziert. Das ist
ein sehr gpezielles Problem, das auch vor Leibniz und Newfon
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verschiedentlich behandelt wurde. In der »vollstindigen Er-
klirung« betrachtet Newion den Fall, dafl zwischen =, v, ,
noch eine andere-algebraische Relation besteht. Er bespricht
dort auch die mehrfachen Differentiationen.

7) Zw S.11. Es wire falseh, in dieser neuen Gleichung
% als eine beliebige (nicht gleichférmige) Iluente zu betrachten.
Dies wird Newton auch selbst fiiv unerlaubt gehalten haben.
Solange die Fluenten x, %, %, ... allgemeiner Natur sind,
wird bei den aus f(z, y, %,...) =0 durch Differentiation
entstehenden Gleichungen das Homogeneititsgesetz Newtons
gelten (wonach die Anzahl der Pinktchen in den einzelnen
Gliedern immer dieselbe ist, voransgesetzt, dafl man alle Potenzen
in ihre Faktoren auflost). Um dies Gesetz auch im Falle, daB
eine Fluente » gleichformig ist, noch zu haben, denkt sich
Newton iiberall Faktoren # in geeigneter Anzahl hinzugefiigt. An
andern Stellen seiner Schriften greift er sogar, um eine in
seinem Sinne inhomogene Differentialgleichung homogen zumachen,
zu einer Fluente, die gar nicht in dem Problem auftritt, also
eigentlich vollig bedeutunglos ist. Das ist eine Unklarheit.
Man weil jedenfalls nicht, was Newton sich dabei gedacht hat.

8) Zuw S.14. Newtons Verfahren besteht darin,

& R (g - ag - agat o ),
WO
R = oy ey 2" 4 coa® - -

ist, auf die Form

AO’%(%S-RI) -+ 4 %(%9+)IR}»/\ -+ A2d_d;;(%0 +2t1RZ) e

zu bringen. Nun findet man

T foromy =ttt o9+ gq Rt a0
=g AR Y (I+0n)eex1 (I 0n+An)e 2O Vi (4-0n-2 A gl e T4
(6=0,1,2, ...

Der Koeffizient von z9—1RA1z¢n in

AR
x)

d
4y ;N (" BY) + 44 dzx (" TR A -
lautet also:

o

749+ (o — ) in)ee.

r=0
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Er mufl gleich o, sein, so dal man die Gleichungen
¢

2 A{G 4y (0 — r)hnjey =a, (0=0,1,2, ..)

=0
zu schreiben hat. Aus ihnen ergeben sich der Reihe nach
Ay, Ay, 4a, ..., vorausgesetzt, daB keine der Zahlen

ooy (I 4+ n)ey, (P4 20)e, ...
Null ist.

9) Zu S.15. Sollen alle 4 (in Anm. 8) mit Ausnahme
von 4, verschwinden, so mufl sein

Ao (I~ odn)e, =a,. (0=0, 1, 2, ...)
Diese Bedingung ist erfiillt, wenn der Ausdruck:

' (b — %2 4 m%3)—% (8% — 12
vorliegt. Hier ist nimlich:

¢ =k, ¢, = 0, ¢g = — 1, ¢ = m (alle andern ¢ gleich Null),
ay =3k, a1 =0, ay = — 1, ag = o0 (alle andern a gleich Null),
Ferner hat man:

5 3 1 1
19':—*2—+1:——2“, l=~—~2~+1=—2’ )]zl’
also

. 3 1 o—3
J+9/1’7-——“§+9?—T‘

die Gleichungen

Ao (P 4 ohn)e, =0a, (0=0,1,2 ...
lauten daher:
Ay(o — B)e, = 2ay.

Fir ¢ = 3 und ¢ >> 3 verschwinden beide Seiten, ebenso fiir
0=1. Tir ¢ =0 und ¢ = 2 erhiilt man:
'—3A0k:6k, A0l=—2l
Man mufl also 4, = — 2 nehmen und hat dann:
4 L n [y P
Ay RF=—2z * (lc—l%2—1—m%3)-::—2]/——?‘—~ .

10) Zu S.16. In dem Integral der Funktion treten dann
sicher Logarithmen auf. Dies kann aber auch der Fall sein,
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wenn der Nenner nur mehrfache Wurzeln hat. Ubrigens hatten
Leibniz und Bernowlle schon 1702, also zwei Jahre vor dem
Erscheinen der vorliegenden Newfonschen Schrift allgemein ge-
zeigt, wie man eine rationale Funktion integriert, ihr Nenner
mag beschaffen sein, wie er will. Hier haben wir einen Fall,
wo Leibniz einen wichtigen Fortschritt ganz unabhéingig von
Newton gemacht hat. Denn Newton weill 1704 noch nicht,
wie man eine beliebige rationale Funktion integriert.

11) Zw S. 17. R ist der grofite gemeingame Teiler des
Nenners und seiner Ableitung.

12) Zu S.17. Es kommt nur dann ein Resultat in end-
licher Form heraus, wenn die rationale Funktion die Ableitung
einer andern rationalen Funktion ist. So ist auch das Beispiel
gewihlt.

18) Zw S.19. Dieses Theorem steht in genau derselben
Beziehung zu Theorem 2, wie Theorem 3 zu Theorem 1. Es
handelt sich um eine Funktion von der Form

- 291 A1 Su=1{g - q a4 aga? - -+ .),
wobei

R = ¢yt ol - cgw?i + ooy S =dy -+ dywt ~ dgsPt - .-

ist. Das Newtonsche Verfahren besteht darin, die angegebene
Funktion auf die folgende Form zu bringen:

d
ar (%\9'—}211 R}. Sy) + e

d ,
—AO % (%'?R)' S‘u) "l— Al ;Z; (%3+'ZR/~‘S’,U) +A2

Nun ist
d

n
Y

(%()4—4\)1] R* S‘u) J—

g dR as
= I+ Ri—1 S« {(J + on) RS + /'LS%E; -+ uRx i
Dieser Ausdruck wird, wenn man von dem Faktor x9—! R4t
Su—1 absieht, eine Potenzreihe in z%, die mit x¢" anfingt, und
% hat den Koeffizienten (9 4 o) cody, Bs wird also

d
P (&9 TORSH) == (F - 91} 0 Ao 2=t ROFVIA= fip 2T o)

az

wo die f sehr leicht zu berechmen sind. Der Koeffizient von
29 in
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' » I d o gus
" % RS - 4, ;l(; (29 HI RS 4 Azﬁ (wITRASY) A= - v -

wird offenbar lauten:
Ay (9 - 9n)eody 4+ Ayafomn, 1 =+ = Aofo,e
Er muf gleich a, sein, so dafl man folgende Gleichungen hat:

A (I 4 on)aedy + Ay—ifo—1,1 4+ 4 Ayfo, = a,
0=0,1,2 ...

Aus ihnen lassen sich 4y, 4y, 4y, ... der Reihe nach be-
stimmen, vorausgesetzt, dafl keine der Grofen

Gedy, (P +)ady, (9 2h)ady, ...
Null ist.

14) Zw S. 20. Der nichste Fall wire der, dal die zu
integrierende Funktion die folgende Form hat:

VARSI g - ay w' = a2 A - ),
wobei R, S, T gleich:

o ol oy - 20
cotep i ogrPi- ) dg-dy 21 dosP i oo g teg i —ega i
sind. In diesem Falle miifte man die vorgelegte Funktion
auf die Form

d a ) A
AOE_N(%.‘?RZS.LLTn')+A1El:(%.‘I-I-)]RAS_uT;'\)_{_‘Az(;_z}v(%.‘)'-i-?l]RZS‘u Tr)_*__ ..

bringen.
15) Zu S. 21. Es wird hier (um es etwas anders als

Newton auszudriicken) bewiesen, dafl im Falle eines trinomi-
schen P,

R= o+ [# + gat
zwischen den Integralen ;

ARy, (R0 iIR g, [a0 iR gy
eine Relation von folgender Form besteht:
p§a? IR g4 g § a7 P R g e g § R0 ARSI R g ==Y R,
Dureh Differentiation ergibt sich in der Tat:

2IURS (p A4 gt + i)
= 27 R Ge 4 (9 4 An) [ 4 (9 4 24n) gaP).
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Es geniigt also

p=">"e, ¢g=(I+Ay)f, r= (94 24y)g
zu setzen.

16) Zu S. 22. Es ist nicht klar zu verstehen, was Newton
hier meint. Wahrscheinlich will er sagen, dafl z. B. im Falle
J —+ 24y = O nicht von

A= §z""1R1qds, B= f[zx'T—1R1qz
ausgegangen werden kann, weil sich dann
C == [ +2—1 R4y
nicht aus der Formel
pA—~+qB+1rC=z"R

berechnen 1a8t, wihrend in diesem Falle B und C als Anfangs-
glieder zu brauchen sind.

17) Zw S. 23. p, q, o, b werden das eine Mal so be-
stimmt, dafl

p I ARMzA-q § " P Ridt-an” RI-Da? iR = § 71—V RE g
wird, das andere Mal so, daBl
p iz 1 RMa--q § 221 Ridi—tax? RAA-bu TR = § &7\ RA1dy

wird. Aus zwei Integralen, in denen R* steht, werden auf diese
Weise Integrale berechnet, in denen R*—! steht.
18) Zu S. 25. R und S seien z. B. Binome, also:

R=c—+ fan, S=k-1".
Dann lassen sich zunichst p, ¢, » so bestimmen, dafl
A — S%'9_1RZ_1S»“_1(ZZ"/, B —= S%O+q-—1RZ—-] S‘u~1d%7
O = S%{)+2»1——1 RA-18Su—1ds
die Gleichung ‘
pA—+qB -+ cC = xRS
erfiillen. Durch Differentiation ergibt sich namlich
%3—1R7.—1 SQu—1 <p + q/v/i,)l _j‘_ 7,,%%1)
ar as
— 91 pA—1 Qu—1{ g ol e
AR (91{:34— 1S5 4 B d%)

g TARMASU Y Ge k4 [(F - ) le = (9 + An) fllan - (F == Ay F-un) fla2
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Man braucht also nur

p=JIek, q=(F+unlet(I+iy)fk, r=9+Ay—+un)fi
zu nehmen.

In #hnlicher Weise iiberzeugt man sich von der Richtigkeit
der iibrigen Behauptungen des Theorems.

19) Zw S. 25. Aus du == dv folgt zunichst nur v — v ==
Konst. In den einzelnen Folgerungen des Theorems 7 fihrt
Newton neue Verinderliche in Integrale ein. Es sind aber
nur spezielle Fille, die er behandelt.

20) Zu S. 44. Newton geht hier von einer Funktion f(x)
aus und bildet der Reihe nach:

fi (%) =0§ flx)dz, fa(%) =05 filz)dx,  f3(x) =l (w)dx,
Ferner setzt er

¢ t
A :05 flx)dx, B ::OS sflx)dz, C=§x2f(zx)dx, ...

und auflerdem
¢ ¢ ¢
P:()jf(%)d%, onj(t-——%)f(%)d%, R:O_f(t-—fo)zf(%)dz, N
t ist eine gegebene Abszisse.
Der Beweis der von Newtorn in Theorem 8 angegebenen
Formeln gelingt durch partielle Integration.
Z. B. wird die Formel

Fliche ABKC —t4A — B =@
so bewiesen. Man hat

Fliche ABKC = jtfj (w)dx == {%fl(%)}t—— St%f,'(%)d%
0 00

oder, da
t

filt) = I/@dz wd f7(x) = f1z)
ist,
Fliche ALKC = t4 — B.

Andererseits ist aber:

Q =0§t(t — %) flx)dy = tojif(%)d% —-Ojt%f(%)d% =t4d — B.
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