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RECHERCHES
SUR LES POLYEDRES.

PREMIER MEMOIRE .

Journal de 1'Ecole Polytechnique. XVI¢ Calier. Tome IX, p. 68: 1813,

Le Mémoire que jai Fhonnear de soumettre a la Classe contient
diverses recherches sur la Géométrie des solides. La premicre Partic
offre la solution de la question proposce par M. Poinsot, sur le nombhre
des polytdres réguliers que Pon peut construire; la seconde Partic
renferme la démonstration d’un théoreme nouveau sur les polvedres en

général.

PREMIERE PARTIE.

M. Poinsot, dans son Memoure sur les polygones et les polyédres, apris
avoir donné la description de quatre polyedres d'une espéce supérieure
A celle que Pon a contume de considérer, pose la question saivante :
« Est-il impossible qu'il existe des polyedres réguliers dont le nombre
de faces ne seratt pas un de ceux-ci, 4, 6, 8, 12, 20?7 Voila, ajoute-(-il,
ane question qui mériterait d’étre approfondie, et qu'il ne parait pas

facile de résoudre en toute riguear. »

(') Lu a la premidee Classe de Ilastitot, en [évrier 1811, par A.-L. Caveny, Ingénicar
des Pouts el Chaussées.



3 RECHERCHES SUR LES POLYEDRES.

[1 est veai que la diversité des méthodes dont M. Poinsot s’est servi
pour faire dériver les trois nouveaux dodécacdres, et le nouvel ico-
sacdre du dodécaédre et de Vicosaddre ordinaire, laisse en doute la
possibilité de résoudre la question préeédente; mais, en généralisant
quelques principes renfermés dans le Mémoire méme de M. Poinsot, on
parvient i faire dériver les polyedres réguliers d’especes supéricures de
ceux de premiére espece, par une wméthode simple et analytique qui
conduit immédiatement a la solution de Ta question proposée.

IT est facile de voir, et M. Poinsot en a fait Pobservation, n° 15 de
son Mémoire, quon peut former tous les polygones réguliers d’especes
supéricures, en prolongeant les cotés des polygones réguliers de pre-
niere espece.

Les polytdres réguliers d’especes supérieures dérivent d’unc maniére
analogue des polvedres réguliers de premicre espeéce, ot Uon peut
former tous les nouveaux polyédres réguliers en prolongeant les arétes
ou les faces des polyedres réguliers déja connus.

Ainsi, par exemple, en I)folung(?nnt dans le dodécaédre ordinaire les
arctes qui forment les eotés des douze pentagones, on obtient le dodé-
cacdre ¢toilé de seconde espeee.

Si, dans le dodécaédre ordinaire, on prolonge le plan qui contient
chaque face jusqu’a la simple rencontre des plans des eing faces qui
entourent la face opposée, on obtiendra le dodécaidre de troisiéme
espece, compris comme le dodécaédre ordinaire sous des pentagones
de premicre espece.

Enfin, si 'on prolonge les arétes qui, dans le dodécaédre de la troi-
sieme espece, forment les cotés des donze pentagones, on obtiendra
le dodécaédre de quatrieme espéce.

On obtiendra P'icosacdre de septicme espece en prolongeant chaque
face de licosacdre ordinaire jusqu’a la rencontre des plans des trois
triangles qui entourent la face opposée a celle que I'on considére.

Ce gque nous venons d’observer relativement aux quatre polyédres
despeces supéricures a liew en général, ¢'est-d-dire qu'on ne pourra

construire des polyedres réguliers d’espéces supérieures qu'autant
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qu'ils résulteront du prolongement des faces ou des arétes de polyedres
réguliers de méme orvdre et de premiére espéce.

in effet, supposons que 'on soit parvenu d'une maniere queleonque
a construire un polyedre régulicr d’espece supéricure. Transportons-
nous par la pensée an centre de la sphére inscrite. Les plans qui com-
prennent les différentes faces du polyédre présenteront a Peeil de T'ob-
servateur placé & ee centre la forme d'un polyedre convexe de premiére
espéce, qui servira comme de noyan au polyédre donné d'espéce supe-
ricure. Je dis, de plus, que la végularité dn polvedre dlespice supe-
rieure entraine nécessaivement la régularité du polyedree de premiere
espéee qui lui sert de novau.

Pour le prouver, revenons i la détinition des polyedres véguliers. Un
polyedre régulier d'une espece quelconque est celui qui est formé par
des polygones égaux et reguliers, également inelinés ' sur Pautre,
et assemblés en méme nombre autour de chaque sommet. I suit de
cette définition que, si Uon econstruit un second polyedie réegulier égal
au premier, et que 'on désigne par des numéros 1, 2, 3, 4, ... les
faces correspondantes des deux polyédres, on pourra faive comeider le
second polyedre avee le premier, en placant 'nine quelconque des faces
du second sar une face déterminée, par exeniple sur la face n® 1 du pre-
mier, et en commencant par faire comeider dans ces deux faces denx
quelconques de leurs arétes. Réeiproquement, si deux polyedres ¢gaux
satisfont & la condition précédente, on pourra en conelure avee streté
qu'ils sont réguliers : car, puisqu’on pourra laive alors comeider eha-
cune des faces du second avec une face determinée du premier, en com-
mencant par faive coincider deux arétes quelcongues de ces deux faces,
tl s’ensuivra que les différentes faces sont des polvgones égaux et régu-
liers; et puisque, en faisant coincider deax faces quelconques prises a
volonté, on fait coincider toutes les autres, on en conclura que les dif-
férents angles diédres sont éganx, ou, ce qui revient au méme, que les
faces sont également inclinées Pune sur Fautre, etassemblées en méme
nombre autour de chaque sommet.

2

Cela posé, considérons un polyédre régulier d’espéce supérieure,

OFuvres de C. — S. 11, t. 1. 2
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avant pour noyau un polyedre de premicre espéce et de méme ordre,
dont la régularité n'est pas encore démontrée. Construisez un second
polvedre despéee supéricure égal an premier; vous construirez en
méme temps un second polvedre de premiére espece égal & celui qui
formait le noyau du polyedre régulier donné; désignez maintenant par
des numéros 1, 2, 3, ... les différentes faces correspondantes des deux
polvedres d’espice supérieure, et par les mémes numéros 1, 2, 3, ...
les faces des polyedres de premiere espece qui sontrenfermées dans les
mémes plans que les faces affectées de ces numéros dans les polyedres
d’espéce supéricure. De quelque maniére que vous fassiez coincider les
deux polyedres Pespéce supérieure, les deux polvedres de premiére
espeee, compris sous les meémes faces, coincideront aussi; et comme
on peut faire coineider les deux polyedres réguliers d’espéce supé-
ricure, en placant une face quelconque du second sur une face déter-
minée du premier, il s’ensuit qu’on peut faire coincider de la méme
maniére les deux polyedres de premicre espeee. Par suite, les ditfé-
rentes faces des deux polyedres de premicre espece sont toutes égales
entre elles, également inelinées 'une sur Pautre, et assemblées en
meéme nombre autour de chaque sommet.

[ nous reste a prouver que les diflérentes faces de chaque polyedre
de premiére espece sont des polvgones réguliers. Pour vy parvenr il
suftit d'observer que, st Uon fait eoincider d’une maniére quelconque
une des faces du second polytdre d'espéee supéricure avec une face
déterminée du premier polyeédre de méme espece, les deux faces qui
portent les mémes numéros dans les polvedres de premiére espece
coincideront aussi : or, supposons que le nombre des cotés de chaque
face soit ¢gal & n dans les deux polyedres d’espéce supérieure. 11y
aura » manieres differentes d’opérer la coincidence de deux faces de
ces polytdres; et par suite, tl y aura aussi 2 manieres d’opérer la coin-
cidence des faces correspondantes des deux polvedres de premicre
espece. Or, on ne peut satisfaire a cette condition qu’en supposant les
faces des polyvedres de premiére espéce égales ou i des polygones

régubiers de Pordre 2, ou & des polygones semi-réguliers d’un ordre au
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moins égal & 22; ailleurs, il est facile de voir que ce dernier cas ne
peut exister : car, comme on ne peut supposer 2 = 2, il faudrait que
Pon et au moins 272 = 63 et, dans ce cas, on aurait des polyedres de
premicre espéce, dont toutes les faces auraient an moins six cotés, co
qui est impossible. ' _

It est done prouvé maintenant que dans un ordre queleonque on ne
peut construire de polyédres régulicrs d’une espéce supéricure, qu'au-
tant quils résultent du prolongement des arétes ou des faces des
polyedres réguliers de méme ordre et de premiére espece qui leor
servent de noyaus et que, dans chaque ordre, les faces des polyedres
despeces supéricures doivent avoir le méme nombre de cotos que
celles des polyédres de premicre espeee.

H osuit dabord, de ce qui préeede, que, comme il Ny @ que cing
ordres de polyedres qui fournissent des polyddres réguliers de premiire
espeee, on ne peut chercher que dans ces eing ordres des polyedres
réguliers d'espéce supéricure. Ainsi tous les polvedres réguliers, de
quelque espece quils soient, doivent étre des tétracdres, des hexaddres,
des octacdres, des dodécaddres, ou des icosacdres. De plus, tons les
tétracdres, octacdres et icosacdres, de quelque espieee qu'ils soient,
doivent avoir ponr faces des triangles équilatéraux, les hexacdres des
carrés, les dodécatdres des pentagones réguliers de premitre ou de
seconde espéce. Yoyons maintenant combien chaque ordre renferme
d'especes différentes.

Afin de répandre plus de jour suv cette diseussion, jobserverai :

12 Quon ne peat, des polyédres réguliers de premicre espéce,
déduire des polvedres réguliers d’espoces supéricures qu’en prolon-
geant les arétes des faces déja existantes, ou en formant de nouvelles
[aces;

22 Que le dodécacdre est le seul polyédre régulier duquel on puisse
obtenir des especes différentes, en prolongeant les arétes des faces,
parce qu’il existe deux espéces de pentagones, tandis qu'il n’existe
quiune espece de triangle et une espeéce de carré;

3° Que, dans le eas ot Pon forme de nouvelles faces, on ne peut les
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obteniv qu'en prolongeant chacune des faces du polyedre de premicre
espee jusqu'a la rencontre de plans qui comprennent des faces non
voisines de eelle que Pon considere
. 4" Que ces dernitres dotvent étre en nombre égal o celui des faces
voisines de celle que Fon considére, et avoir toutes sur celle-ci et entre
elles une égale inelinaison.

Dans le (étracdre, chacune des quatre faces est voisine des trois
autres, ot il suit qu'on ne peut obtenir de nouvelles laces en prolon-
geant celles qui existent: il n’y a done qu’un seul tétracdre, celui de
premiere espéce.

Dans Uhexacdre, les faces gqui ne sont pas voisines sont paralléles et,
par conséquent, ne peuvent se rencontrer : il.n’y a done aussi qu'un
hexacdre, celur de premicre espéce.

octacdre ordinaire peut étre considéré comme formé par deux faces
opposces el comprises dans des plans paralleles, dont chacune est
avoisinée par (rois autres faces également inelinées sur elle et sur son
opposée. Sidone on peut espérer de former un nouvel octaédre régulier,
ce ne peut étre quien prolongeant jusqu’a la rencontre de chacune des
faces les plans qui contiennent les trois faces voisines de celle qui lui
est apposce @ or ectte construction, au lieu de donner un octaedre
régulier d'espece supérieure, donne un solide double formé par deux
(éteacdres qui se traversent mutuellement. Cestainsi qu’o.n prolongeant
les eotés de T'hexagone ordinaire on obtient deux triangles équilaté-
raux en craix Pun sur lantre, an lien d’un hexagone de seconde espéce.

St, dans le dodéeaedre ordinaire, on prolonge les cotés des douze
pentagones, on aura, ainst que M. Poinsot 'a observé, un dodécaedre
régulier de deuxiéme espéce. '

Pour obtenir d’autres dodéeacdres, il faut trouver le moyen de pro-
fonger, jusqu'a la rencontre de chaque face du dodécaddre ordinaire,
cing faces non voisines et également inclinées sur elle. Or, Ie dodécaddre
ordinaire peut étre considéré comme formé de denx faces opposées
situcées dans des plans paralléles, et dont chacune est avoisinée par cing
autres faces également inclinées sur elle et sur son opposée. Sidone on
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peut construire d’autres dodécatdres que ceux déerits ei-dessus, ce ne
peut étre quen prolongeant chaque face du dodécacdre ordinaire jus-
qu’a la rencontre-des plans qui conticnnent les cing voisines de la face
opposée. Les intersections de ces cing plans avee la face que Uon consi-
dere forment deux pentagones réguliers, 'un de premiere et Fautre de
seconde espéce. Ces denx pentagones représentent les faces des dode-
catdres réguliers de troisiéme ct de quatriéme espece.

Dans Iicosacdre ordinaire, en choistssant pour base une des faces
prise & volonté, on trouve, comme dans les trots ordres preeédents, une
autre face opposce et située dans un plan parallele. SiTon classe les
triangles com pris entre ces deux faces par séries, en venfermant dans
une méme série ceux qui sont également inclinés sur la base, ou, ce
qui revient au méme, sur la face opposce, on trouvera que les dix-hunt
triangles restant forment quatre SOrIes, savolr :

1° Une série de trois triangles voisins de la base;

2° Une série de trois triangles voisins de Ta face opposée:

30 Une série de six triangles, dont chacun w'a qu'un sommet de
commun avee la base;

4° Une série de six triangles, dont chacun n’a qu’un sommet de
commun avee la face opposce.

Désignons les triangles de la troisicme et de la quatricme série par
des numéros 1, 2, 3, 4. 5, 6; en sorte que deux numéros consceutifs
indiquent deux (riangles qui se touchent par une aréle ou par un
sommet. La base d’un nouvel icosadédre régulier ne pourra étre formée
que par lintersection de la base de l'icosatdre donné avee trois triangles
de la méme série, également inelinés 'un sur Paatre. Cela posé, il est
facile de voir qu'on ne peat espérer d’obtenir la base d'un nouvel
icosatdre que de cing maniéres, savoir, cn prolongeant, jusqu’a la
rencontre du plan de la base donnée :

1° Les plans qui conticnnent les trois (riangles de la deuxieme
série; .
2° Les plans qui contiennent les triangles 1, 3, 5 de la troisicme

séric;
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30 Les plans qui contiennent les triangles 2, 4, 6 de la troisiéme série;

4° Les plans qui contiennent les triangles 1, 3, 5 de la quatrieme
TN

50 Les plans qui contiennent les triangles 2, 4, 6 de la quatriéme
serie.

Si on étend de proche en proche les cing constructions précédentes
aux différentes faces de icosaédre ordinaire, on obtiendra les résultats
sutvants :

1° En suivant la premicre construction, on passera sur toutes les
faces, et I'on obtiendra I'icosaddre de septieme espece, décrit par
M. Poinsot;

20 En suivant la deuxieme ou la troisicme construction, on ne
passera que sur huit faces, et Fon obtiendra simplement un octaédre
regulier de premiere espece;

3¢ En suivant la quatricme et la cinquiéme construction, on ne
passera (ue sur quatre faces, et 'on formera simplement un tétraedre
regulier.

Il suit, de ce qu'on vient de dire, qu'on ne peut former d’autres
polvedres réguliers d'especes supérieures que les quatre décrits par
M. Poinsot.

La théorie preccdente fournit encore fe moyen de caleuler Fangle
compris entre deux faces queleonques d'an polyédre régulier, lorsqu’on
connait les angles formés par les faces adjacentes dans le tetraddre, le
dodécaddre et I'icosacdre de premiere espece.

L ellet, soient o, 3, v ces trois angles;

[’angle compris entre deux faces du tétraédre sera toujours o.

Dans 'hexaedre, deux faces adjacentes se coupent a angle droit, deux
faces non adjacentes sont paralléles.

Dans Poctacdre, les faces sont paralleles deux & deux. L'angle com-

pris entre deux faces non paralleles est représenté par

Ji=—(cZ

quand les deux faces sontadjacentes, et par « quand elles ne le sont pas.
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Dans le dodécatdre, les faces sont paralleles deux i deux. L'angle
compris entre deux faces non paralléles est représenté par 5 quand les

deax faces sont adjacentes, et par

T3
quand elles ne le sont pas.
Dans licosatdre, les faces sont encore paralléles deux i deox. L'angle
compris entre une face et les faces voisines étant v, Pangle compris

entre la méme face et celles qui avoisinent la face opposée sera

™

==

enfin, Pangle compris entre denx faces, dont 'une n’est pas adjacente

a Pautre ni a la face opposée, sera représente on par o ou par

T =

SECONDE PARTIE.

Buler a déterminé le premier, dans les Mémoires e Pétersbourg.
annce 1758, la relation qui existe entre les dilférents ¢léments (i
composent la surface d'un polyedre: et M. Legendre, dans ses Eléments
de Geometrie, a démontré d’une maniere beancoup plus simple le théo-
reme d'Euler, par la considération des polygones sphériques. Avant
¢té conduit par quelques recherches & une nouvelle démonstration de
ce theoréme, je suis parvenu & un théoréme plus géneral que celui

d'Luler et dont voiei Pénoncé :

Tugoreme. — St L'on décompose un polyédre en tant d’autres que Ion
voudra, en prenant  volonté dans Uintérieur de nouseaux sommets; que
{l"on fepre'senle par P le nombre des nouveaurx polyédres ainsi formes,
par S le nombre total des sommets, y compris ceuzx du premier polyéedre,
par ¥ le nombre total des faces, et par A le nombre total des arétes, on

aura

(1) S+ F=A+DP 4+,
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c'est-a-dire que la somme faue di nombre des sommels et de celut des
faces surpassera d’une unité la somme faite du nombre des arétes et de

celut des polyedres.

 est facile de voir que le théoreme ’Euler est un eas particulicr du
théaréme précédents car, st on suppose tous les polyedres réduits a
un seul, on aura
P=,

et Péquation (1) se réduaira a celle-ci

(2) S+ F=A+o2.

On déduit encore de Uéquation (1) un second théoreme relatif a la
Géométrie planes carsi on suppose que, tous les polyedres étant réduits
aun seul, ondétraise ce dernier en prenant une de ses faces pour base,
et transportant sur cette face tous les autres sommets sans ('hangcr leur
nombre, on obtiendra une figure plane composée de plusieurs poly-
gones renfermés dans un contour donne.

Soient :

F le nombre de ces polvgones;
S le nombre de leurs sommets;

A celur de Teurs eotés:

on obtiendra Ta relation gui existe enfre ces trois nombres en faisant,

dans la formule générale, P == o, etI'on aura alors
(3) S+ TF=A+1;

d’ott P'on conclut que la somme faite du nombre des polygones ct de
cehui des sommets surpasse d'one unité le nombre des droites qui
forment les contours de ces polygones. Ce dernier théoréme est, dans
la Géométrie plane, Péquivalent du théoreme général dans la Géométrie
des polyvédres.

Nous pourrions démontrer immédiatement le théoréme général ren-
fermé dans I'¢quation (1), et en déduire comme corollaires les deax

autres théoremes. Mais, afin de faire micux connaitre 'esprit de cette
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démonstration, nous allons commencer par démontrer d’une maniére
analogue le dernier théoréme renfermé dans I'équation (3).

Il est d’abord facile de faire, dans les divers cas particuliers, I'appli-
cation de ce théoréme. ,

Supposons, par exemple, que le contour donné soit le périmétre d'un
triangle, que I'on prenne un point dans Uintéricur, et que de ce point
aux trois sommets on méne trois droites, on formera trois triangles
dans le contour donné. Ces trois triangles fournivont quatre sommets,
et le nombre des droites qui forment leurs cotés sera égal & 6 @ or G,
augmenté de I'anité, donne la méme somme que 4 + 3, ce qui vérifie le
théoreme.

Supposons, en second licu, que le contour donné soit un quadyi-
latére, que 'on prenne un point dans P'intérieur, et que de ce point aux
quatre somme(s on meéne quatre droites, on formera quatre triangles
dans le contour donné. Ces quatre triangles fourniront cing sommets
ct huit cotés = or

B4~1==4 + 5,
ce qui vérifie le théoreme.

Supposons enfin que le contour donné soit un polygone de 7 cotes,
et que Pon prenne dans Pintéricur un point que I'on joigne aux 2 soni-
mets da polygone par n droites. Les 2 triangles que Fon formera par ce
moyen fourniront un nombre de sommets ¢gal & 2 + 1, et un nombre
de cotés égal & 22 : or 22, augmenté de 'unité, est égal A la somme
faite de n et de 22 + 1, ce qui verifie le théoréme.

Passons maintenant au cas général, et supposons un nombre I de
polygones renfermés dans un contour donné. Soient S le nombre des
sommets de ces polygones, et A le nombre des droites qui forment leurs
cotés. Décomposons chacun des polygones en triangles, en menant
Qun de ses sommets aux sommets non voisins des diagonales. Soit 72 le
nombre des diagonales tracces dans les différents polygones, F + 7 sera
le nombre des triangles résultants de la décomposition des polygones,
et A + 7 sera le nombre des e6tés de ces triangles. Le nombre de Teurs
sommets sera le méme que eelui des sommets des polygones, ou S.

B

OFuvres de C. — S. 11, t. 1. )
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Supposons maintenant que on enléve successivement les différents
triangles, de maniére & n'en laisser subsister & la {in qu'un seul, en
commencant par ceux qui avoisinent le contour extéricur, et n'enle-
vant dans la suite que ceux dont un ou deux cotés auront été réduits,
par les suppressions antéricures, i faire partie du méme contour.
Soient 4’ le nombre des triangles qui ont un coté compris dans le
contour extérieur au moment ol on les enléve, et 27 le nombre des
triangles qui ont alors deux cotés compris dans le méme contour. La
destruction de chaque triangle sera suivie, dans le premier cas, de la
destruction d'un coté, et, dans le second cas, de la destruction de deux
cotes et d'un sommet. 1l suit de Ih gn’au moment ou U'on aura détruit
tous les triangles, a Pexception d’un scul, le nombre des triangles

detrutts étant
'+ n,

celur des cotes détruits sera
4o h",

ol celut des sommets détruits
n'.

Le nombre des triangles restants sera done alors
F+n— N+ 01")=1,
celut des eotés restants
' A+n—(A'+20")=3,
¢t celul des sommets restants

S — A= 3.

Si l'on ajoute la premiére équation i la troisiéme et qu'on retranche
Ja seconde, on aura
S+ F —A=—1,
ou

(3) S+F=A4+1,

ce qu'il fallait démontrer.
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Ou peat encore arriver a la méme équation, sans employer la décom-
position des polygones en triangles. En effet, supposons les divers
polygones véunis successivement autour de I'un d’entre eux pris i
volonté.

Sotent :

a et s les nombres de cotés et de sommets du premier polygone:

@ et s” les nombres de cotés et de sommets du second polygone qui ne
lui sont pas communs avee le premier;

a’ et s” les nombres de cotés et de sommets du troisiéme polygone qui

ne lui sont pas communs avee les deux premiers, ete.;

vous aurez les ¢équations saivantes :

a s,
a=s" 41,
a’"—s"+1

En ajoutant toutes ces éguations qui sont en nombre égal & F, ot

observant que

a4+ a4 a'+... = A, s+ 8+ +... =5,

on aura I'équation

équivalente o celle qui a éte trouvée ci-dessus.

Corollaire. — Si 'on représente par @ et par s les ¢otés et sommets
compris dans le contour extéricur, par @, et s, les cotés et sommets

renfermés dans Vintérieur du méme contour, on aura
s +—‘s,755, a+a,=2J\;
el comme l'on aura aussi s = a, I'équation (3) deviendra
s+ F a1,

@0t il résulte que le nombre des sommets intérieurs, augmenteé du
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.

nombre des polvgones, est égal an nombre des cotés intéricurs aug-
menté de oniteé.

Le théoréme d’Euler est une conséguence immédiate da théoréme
renfermé dans I'équation

S+ F—A+41.

kn effet, supposons que F représente le nombre des faces qui com-
posent la surface convexe d’un polvédre et que S et A sotent les
nombres de sommets et d’arétes renfermés dans cette méme surface.
Si, dans la surface du polyedre, on supprime une des faces, les faces
restantes, dont le nombre sera I — 1, pourront étre considérées comme
formant une suite de polvgones renfermés dans le contour de la face
supprimée; et, par suite, les nombres S, A et ' — 1 devront satisfaire
au théoréme démontré. En effet, soit que les polygones soient compris
dans un seul et méme plan, ou dans des plans différents, le théoréme
nen existe pas moins, puisqu'itl ne dépend que du nombre des poly-
gones ¢f du nombre de leurs ¢léments. On aura done, en considérant
la surface d’un polyedre,

St =) ===
ou

(2) S+-F=A+2,

ce qui renferme le théoréme d’Euler.

Je reviens maintenant au théoréme général dont les deux théorémes
précédents ne sont que des cas particuliers, el je vais commencer par
en faire Papplication & quelques cas simples.

Supposons d'abord que Fon prenne un point dans Uintérieur d’une
pyramide triangulaire et que, de ce point aux quatre sommets, on méne
quatre droites, on séparera la pyramide donnée én quatre nouvelles
pyramides triangulaires, qui fourniront cing sommets, dix faces et dix
arétes. Dans ce cas, la somme faite du nombre des avétes et du nombre
des polyédres est quatorze; celle du nombre des sommets et du nombre
des faces, étant quinze, surpasse quatorze d'une unité; ce qui vérifie le

théoreme.
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Supposons, en second lien, que d’an point pris dans intéricur d'un
hexaédre on mene huit droites aux huit sommets; Uhexaédre sera par-
tagé en six pyramides quadrangulaires, qui fourniront neuf sommets,
dix-huit faces et vingt arétes. Dans ce cas, le nombre des arétes ct
celui des polyedres forment une somme égale i vingt-six; la somme
faite du nombre des faces et de celui des sommets étant vingt-sept,
surpasse la premiere d'une unité, ce qui veritie le théoréme.

“Supposons enfin que Fon prenne un polyedre quelconque, dont la
surface renferme un nombre / de faces, un nombre a d’arétes et un
nombre s de sommets; et que dun point pris dans 'intérienr du
polyedre on mene s droites aux différents sommets. On divisera le
polyedre en autant de pyramides qu'il y avait de faces; et Fon formera
a Pintéricur autant de faces quil vy avait darétes a Uextérieur, el
autant d’arétes quil v avait de sommets a Pextérieur. On aura done
en tout / pyramides qui fourniront s+ sommets, [+ a laces e
a —+ s arétes. Dans ce cas, le nombre des pyramides et celui des arétes
forment une somme égale &

S+ (a+s),
et le nombre des faces forme avee celui des sommels une somme égale a
(f+a)+(s+1). s

Cette dernicre somme surpasse la premicre d'une unité, ce qui vérifie
le théoreme.

Considérons maintenant le théoréme dont il s'agit dans le cas le
plus général, et supposons un nombre P de polyédres renfermés dans
un polyedre donné.

Solent :

S le nombre des sommets de ces divers polyedres;
I le nombre de lenrs faces;
Ale nombre de leurs arétes.
Divisons toutes les faces en triangles par des diagonales, et soit z le

nombre de ces diagonales, le nombre total des triangles dans lesquels
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les faces des differents polyedres seront divisées sera I <+ 2. Supposons
maintenant que lon décompose chaque polyedre en pyramides triangu-
laires, en faisant passer par un des sommets et les cotés des triangles
non adjacents des faces triangulaires. Soient P +-p le nombre des
pyramides ainsi formées dans les différents polyédres, @ le nombre des
nouvelles arétes qui en résultent. Le nombre des nouveanx triangles
qui forment les faces de ces pyramides sera p +a. Pour s’en con-
vainere, il sultit d’observer que si, parmi ces differentes pyramides, on
eonstrait d'abord celles qui avoisinent la surface de chaque polyedre,
on n'aura jamais, pour former chaque pyramide, qu'aue ou deux faces
nouvelles & construire; et qu’il en résultera, dans le premier cas, une
nouvelle pyramide seulement; dans le seecond cas, une nouvelle pyra-
mide et une nouvelle aréte. Il suit de Ja que. apres fa décomposition des
polvedres en pyramides triangulaives, le nombre total des pyramides
¢tant
P+ p
et celui des arétes étant
A+n+ua,
celui des faces sera
F+n-+4a+ p.

Quant a celui des sommets, il sera toujours égal & S,

Supposons maintenant que 'on enléve successivement du polyédre
total les diverses pyramides triangulaires qui le composent, de maniére
an'en laisser subsister a lafin gqu'une seule, en commencant par celles
qui ontdes triangles situés sar la surface extéricure du polyédre donné,
et n’enlevant dans la suite que celles dont une ou plusieurs faces auront
¢té découvertes par des suppressions antéricures. Chaque pyramide
que 'on enlévera aura une, deux ou trois faces découvertes.

Soient :

,

p" le nombre des pyramides qui ont ane face découverte au moment
ot on les enleve;
p’le nombre des pyramides qui ont alors deux faces découvertes;

p" le nombre des pyramides qui ont alors trois faces découvertes.
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La destruction de chaque pyramide sera suivie, dans le premier cas,
de Ta destruction d'une face; dans le deuxiéme eas, de la destruction
de deux faces et de 'aréte commune a ces denx faces; dans le troisicme
cas, de la destruction d'un sommet, de trois faces et de trois arcétes. |l
suit de la que, au moment ot on aura détruit toutes les pyramides

I'exception d’une seule, le nombre des somniets détruits sera

])/'f’
celui des pyramides détruites
/)/+])”+[)//I’

celui des triangles détruils

pAap’+3p”

et celui des arétes détruites

pr+3pT.
Le nombre des sommets restants pourra done étre veprésente par
5 —pl=4,
celui des pyramides restantes par
Pt-p—(p'+p'+p") =1,

cclui des triangles restants par

AN

F+nta+p—(p'+oap’ +3p") -
et celut des arétes restantes par
Ad-n+a—(p'+3p")— 0.
St 'on ajonte la premicre des équations précédentes o la troisieme,
on aura
Sl 4+nt+a+p—(p+ap'+5p") - 8.
St Pon ajoute Ia deuxieme & la quatrieme, on aura

A+P+n+a+p—(p'+2p"+4p")
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Si Pon retranche 'une de autre les deux équations que nous venons

de trouver, on aura
S+F —A—P=1
ou
S+F=A+DP 1. C. Q.F.D.

On peat encore arriver & 'équation précédente sans avoir recours a
la décomposition des polyedres en pyramides triangulaires. En effet,
supposons les divers polyedres réunis suceessivement autour de 'un
d’eux pris a volonté.

Sotent
a, [, s les nombres d'arétes, de faces et de sommets de ce premier

polyedre:

a, [ s lesmombres des arétes, faces et sommets du denxiéme polyédre
qui ne lui sont pas communs avee le premier;

a’, [ s les nombres desarctes, faces et sommets du troisieme polyedre
qui ne lui sont pas communs avee les deux premiers.

Vous aurez, en vertu du théoréme d'Euler et du théoreme sur les
polygones (voirle Corollaire, p. 19),

s+ f —a + 2,
s s al 4
§" ///7__ a - 1,
En ajoutant ces équations, qui sont en nombre égal 4 P. et obser-
g

vant que

S48+ ... =8, S+ .=, a+a' +a' +...=A,
on aura
(3) S+F=A+P+10

Corollaire. — SiT'on représente pars, @ et /les nombres de sommets,
arcles et faces compris dans la surface extérieure du polyvedre donné,

pars,, @ ct f/ les nombres de sommets, arétes ot faces situés i inté-
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rieur, on aura
S s+, A=a-+a, F=/f+F,.
On aura d’ailleurs, en vertu du théoreme d’Euler,
s+ f=a+ 2.

Par suite, Uéquation (3) deviendra

s, a, P

OFwvres de C. S.L 1

N

18
(4



LES POLYGONES ET LES POLYEDRES.

SECOND MEMOIRE .

Journal de U Ecole Polytechnique, XNI° Cabier, Tome IX, p. 87; 1813.
L /s ) ) 7

Dans le Mémoire que jeus Phonneur de présenter année derniére

a la Classe, Javais réunt quelques reeherches sur les polygones et les
polvedres régulicrs et rreguliers, et javais généralise le théoreme
d’Euler sur le nombre des éléments qui constituent un polyedre quel-
conque. MM. Legendre et Malus, dont le rapport a déterminé, en faveur:
de ce Mémoire, Papprobation de la Classe, m'engagérent des lors @
poursuivre mon travail et i chercher la démonstration du théoréme ren-
fermé dans ladéfinition g, placée i la téte du onziéme Livre des Elements
d’Euclide, savoir que deux polyedres eonvexes sont égaux lorsqu’ils
sont compris sous un méme nombre de faces égales chacune a chacune.
Fai examiné, en conséquence, avee beaucoup de soin, les démonstra-
tions que M. Legendre avait déji données de ce théoréme dans plu-
sieurs eas particuliers; et, en développant les prineipes dont il avait
fait usage, je suis parvenu a démontrer, d'une maniere gén(tralo, le
théoreme dont il s'agit et quelques autres qui s’y l'apportﬁt. Ces
théorémes sont de deux especes @ les uns sont refatifs aux polygones

(t) Lu a la premiére Classe de I'lnstilut, dans la séance du 20 janvier 1812, par
A.-L. Cavcny, ingénicur des Ponts et Chaussées.
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convexes rectilignes et sphériques; les autres aux angles solides et
aux polyedres convexes. Je vais les exposer suceesstvement dans les

deux Parttes de ce Mémoire.
PREMIERE PARTIE.

Theéorcmes sur les polygones convexes rectilignes el sphériques.

M. Legendre a démontré, dans ses Illements de Géométrie sur les
triangles rectilignes et sphériques, un théoreéme qu’on peut énoncer de la
manicre suivante :

Turorime 1.

Si, dans un triangle rectiligne ou spherigue ABC ( fig. 1)
dont deux cites AB, AC sont incariables, on fau croitre ou dimninuer
Uangle X compris entre ces coles, le colé opposé¢ BC croitra dans le

premuer cas el diminuera dans le second.

A

On peut généraliser ce théoreme de la manicre suivante :

Tugonene 1. — Si, dans un polygone convexe reculigne ow sphe-
rigue ABCDEFG ( fig. 2), dont tous les cites AB, BC, CD, ..., FG, «
Uexception d’un sewl AG, sont supposés incariables, on fail croitre ou
décroitre simultanément les angles B, C, D, &, F, G compris entre ces
. mémes cites, le cote variable AG croitra dans le premuer cas et décroitra

dans le second.

Démonstration. — Sapposons d’abord que I'on fasse croitre Iangle ABC
tout seul; alors, dans tout le polygone ABCDEFG, il n'y aura que le
triangle ABC de variable: et. dans ce triangle méme, 1l 0’y aora de

variable que le coté AG et les angles :+ mais Pangle ABG devant croitre
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par hypothése, le coté variable AG croitra nécessairement. On ferait
voir de méme que les angles G, D, E, ... venant & croitre successive-

ment, le coté AG ira toujours en croissant. L'accroissement simultané

Fig. 2.

de ces mémes angles devant produaire le méme effet que leur accrois-
sement suceessif, ne pourra qu'angmenter la droite en question.

On prouverait de méme que la diminution simultanée des angles B,
C, D, E, Fentrainerait celle du eoté variable AG.

Tutorine I — Si. dans un polygone convexe rectiligne ow sphe-
rigue ABCDEFG ( fig. 3) dont les cdtes sont invariables, on fail varier
tous les angles, ceux-ct ne pourront tous varier dans le méme sens, sout
en plus, sott en moins.

Fig. 3.
A
B G
F
G
£
D
Démonstration. — En effet, on vient de voir, dans le théoréme précé-

dent, que tous les angles non adjacents a un méme ¢6té ne peuvent va-

rier dans le méme sens sans que le ¢oté lai-méme augmente ou diminue.

Tng N j ) q S > o i 9 T
I'neorene V. — Si, dans un pulygonc conyexe rectiigne ou sp/wrz(/zze,

dont les cotés sont invariables, on fait varter tous les angles et que,
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passant ensuile en revue ces mémes angles, on les classe en différentes
séries en placant dans une méme série tous les angles qui, pris consécuti-
vement, varient dans le méme sens, les séries composées d’angles qui
varieront en plus seront toujours en méme nombre que les séries composées
d’angles qui varteront en moins cl, par suite, le nombre total des séries

sera pair.

Démonstration. — On vient de prouver que tous les angles ne peuvent
varier dans le méme sens. Cela posé, il est facile de voir que, si on faif
le tour du polygone, on trouvera les différentes séries alternativement
composées d'angles qui varieront en plus et d'angles qui varieront en
moins. Si, par excmple, la premiére sévie est composée dangles qui
varient en plus, la troisicme, la cinquicme, lisepticme, ... séries seront
aussi composées d'angles qui varieront en plus et, en général, toutes
les séries d’ordre impair seront de méme nature que la premicre série.
1l est done impossible que la derniére série soit une série de rang
impair; car, étant de méme nature que fa premicre, elle se confondrait
avee elle. La derniére série est done une série de rang pair et, par suite,

le nombre total des séries est pair.

Tukorive V. — Les mémes choses étant posées que dans le théoréme

précédent, le nombre des séries sera toujours au mowns égal a 4.

Démonstration. — Nous venons de prouver qu'il est nécessairement

Fig. 4.

pair; il reste & faive voir qu'il ne peut étre ¢gal a 2. K, en effet, st dans
le polygone ABCDEFGH ( fig. 1), dont les cotés sont invariables, tous
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les angles que T'on suppose variables pouvaient étre classés en deux
series, savoir @ une série d’angles A, B, G, D variables en plus et une
serie d'angles K, F, G, H variables en moins, la diagonale AL, qui ne
laisse d'un coté que des angles B, C, D variables en plus et, de autre,
que des angles I, G, H variables en moins, devrait i la fois croitre et
déeroitre, e qui est absurde.

Il'y aura donc toujours au moins quatre séries, savoir : deux séries
d'angles qui varieront en plus et deux séries d’angles qui varicront en
moins.

Turonine VI, —— Les médmes choses étant posees que dans les deux
théorcmes precedents, si {'on passe en regue tous les angles du polygone
et quon les compare deux @ devx dans U ordre o ils se presentent relati-
gement aux signes de leurs variations, on trouvera, en Jaisant le tour du

olveone, aw moins qualre changements de siones.
/
V8 5 5

Demonstration. — Ln elfet, on vient de voir qu'il y aura toujours au
moins deux series d'angles qui varieront en plus et deux séries d"angles
qui varieront en moins. La variation du dernier angle de chaque série
¢tant tonjours de signe contraire a celui de la variation du premier
angle de la série suivante, les quatre séries dont il est question four-

niront (:‘Yi(](‘l]ll]'l(\]lt (]Uflll’(‘ (‘,hflllg(‘llll‘,llf,s de signes.

Nota. — Les trois théorémes précédents n'ont lieu que pour des
polygones de plus de trois cotés et non pour des triangles dans les-
quels Pinvariabilite des angles entraine celle des cotés.

Tueorene VH. — Si, dans un polygone convexe rectiligne ou spherigue
de plus de quatre cotes, on suppose non seulement les e6tés, mais ausst
plusieurs angles invariables et qu’on fasse varier les angles restants,
puis que, passant en resue tous les an gles variables du polygone, on les
classe en differentes séries, en placant dans une méme série tous eeux qul,
pris consécutivement ow sépares les uns des autres par les angles inva-
riables, varient dans le méme sens, on troupera toujours au mowns quatre
sértes d’angles variables : savoir, dewx series d ‘angles variables en plus

el deux series d ‘angles variables en moins.
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Demonstration. — Avee les sommets qui correspondent aux angles
variables du polygone donné formez un second polygone. Il est facile
de voir que les eotés de ce second polygone seront invariables et que
ses angles seront en méme nombre et éprouveront les mémes variations
que les angles variables du premier polygone.
Supposons, par exemple, que, dans le polygone donné

AabeBdeCfgD (fig. ),

9 s - eq

A, B, G, D soient les seuls angles variables. Joignez AB, BC, CD

vous diviserez le polygone donné en plusicurs parties dont Ia prinei-

Fig. 5.

pale sera le polygone mtérieur ABCD, com pos¢ d'autant de catés que
le polygone donné avait d"angles variables. De plus, il est facile de voir
que ce second polygone sera la scule partie variable dans le polygone
donné. Et, en effet, les angles @, b, e, ..., d, e, ... étant invariables,
ainsi que les edtés adjacents, les polygones extérieurs A abeB, BdeC, ...
sont nécessairement invariables. 1 suit de 13 :

1° Que les cotés AB, BC, CD, ... qui font partie de ces polvgones
extérieurs sont invariables;

2° Que la différence de chacun des angles variables du polygone
donné avee 'angle du polygone intéricur qui a méme sommet étant tou-
Jours représentée, ou par langle d'un polygone extéricur tel que Chg,
ou par la somme de deux angles de cette espeee tels que DG/, BCe,

cette différence est nécessairement constante of par suite, que les
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angles du polygone ABCD varient de la méme quantité que les angles
variables du polvgone donné.

Cela posé, il est évident que les series d’angles variables, soit en plus,
<oit en moins. seront en méme nombre de part et d'autre. Dailleurs
(Qapres e théoreme V), les angles du polygone ABCD doivent former
au moins quatre séries : savoir, deux séries d’angles variables en plus
ot douy series d’angles variables en moins. 11 en sera done de méme

des angles variables du polygone donné.

Nota. — Le polygone ABCD ne pouvant avoir moins de quatre cotes,
puisque P'on suppose ses angles variables, le polygone donné ne peat

avoir moins de cing cotés ni moins de quatre angles variables.

Tuiontve V1L - Les mémes choses ctant posées que dans le théoréme
precedent, stl ‘on passe en revue Lous les angles variables du polygone et
qion les compare dewr & dewx dans Uordre ow tls se présentent relati-
cement aux signes de leurs varialions, on trousera larzjour&, en fasant le

tour du polygone, au mons quatre changements de stgnes.

Démonstration. — En effet, on vient de voir qu'il y aura toujours au
moins deux séries dangles qui varieront en plus et denx séries d’angles
qui varieront en moins. La variation du dernier angle de chaque sérvie
étant tonjours de signe contraire i eclui de la variation du premier
angle de la série suivante, les quatre séries dont il est question fourni-

ront guatre changements de signes.

SECONDE PARTIE.
Théorémes sur les angles solides et les polyédres convexes.

On sait quun angle solide peut toujours étre représenté par le poly-
gone sphérique qu'on obtient en coupant cet angle solide par une
sphére décrite de son sommet comme centre avee un rayon pris i
volonté. Les cotés du polygone sphérigue mesurent les angles plans qui

composent 'angle solide, et les angles du polygone mesurent les coins
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compris entre leurs plans ou, si 'on veut, les inclinaisons sur les
ditlerentes arétes de Pangle solide. Cela posé, il est facile de voir que
si, dans les théorémes 1, 1L HI, IV, V, VI, VIT et VIIL, on substitue les
noms d’angles solides, d’angles plans et d’inclinaisons sur les arétes
A ceux de polygone sphérique, de ¢otés et d’angles, on obtiendra autant
de théorémes sur les angles solides. Nous nous contenterons d’énoncer
ici ceux qui correspondent aux théorémes VI et VIII démontrés ci-

dessus.

Tugonime 1N. — St, dans un angle solide a plus de trots Jaces et dont
les angles plans sont invariables, on fait varier les inelinaisons sur toules
les arétes et que, passant ensuile en recue ces mémes inelinaisons, on les
compare deux a deux dans lordre ou elles se présentent relativement aux
s[gncs de leurs variations, on trouvera toujours, en faisant le tour de

Uangle solide, au moins quatre chan gements de sigm)s.

Tneonine X. — Si, dans un angle solide a plus de quatre faces. on

suppose non seulement les angles plans, mais encore les inclinaisons sur

quelques arétes tneariables et qu’on fasse-varier les inelinaisons sur les
arétes restantes, dont le nombre doit étre au moins égal a 4, pus que,
passant en recue les aréles sur lesquelles les inclinaisons varent, on
compare ces inclinaisons deux « dewx dans U'ordre ow elles se prescentent
relativement aux signes de leurs varwations, on trougera touwjours, en

Jaisant le tour de I'angle solide, au motns quatre changements de signes.

Tugorene XI. — Dans un polyedre quelcongue, la somme faite du
nombre des faces et de celur des sommets surpasse de deux undes le

nombre des arétes.

Ce théoreme a été découvert par luler. On en peut voir une démons-
tration ingénicuse dans les Eléments de Géométrie de M. Legendre.

Si lon représente par S le nombre des sommets d’un polyédre quel-
conque, par tl le nombre de ses faces, par A le nombre de ses avéles,
le théoreme précedent fourniva 'équation

S+ H=A + 2,

OFuvres de C. — S. 11, t. L.

Y ad Y

%’X.i?ﬁ‘i\
-7// s OF THE‘IR".
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ou
A—I =8 -—a.

Corollatre. — Soient :

a le nombre des triangles;

b le nombre des quadrilateres;
¢ le nombre des pentagones;
d le nombre des hexagones;

e le nombre des heptagones, ete.,

qui composent la surface d’un polyédre, on aura

H= a+ 0+ c+ d+ e+...,

20 =3a+4b+5¢c+6d+5¢+...
el, par suite,
G(A—H)=2a-+4b+06c+8d-+10e+...;
daillears, par ce qui précéde,

) A—H=8-—2;
on aura donc aussi

4S5 —8=2a+4b+6¢c+8d +10e+....

Twtorene XII. — St Uon congoit la surface d’un polyédre décomposee
en plusteurs portions, chaque portion du polyedre pouvant étre, a volonteé,
ou une face seule, ou le systéme de plusieurs faces voisines considérées
comme ne formant quun seul groupe, le théoréme d’Euler aura lieu
entre le nombre des portions dont il s’agit, le nombre des arétes qut
servent de limutes a ces mémes portions et le nombre des sommets compris
entre ces aréles; c’est-a-dire que la somme faite du nombre des portions
et de celut des arétes qui les terminent surpassera de deux unités le nombre

de ces mémes arétes.

Démonstration. — Le théoréme dont il s’agit aurait évidemment licu,
st les droites qui terminent chaque portion du polyedre se trouvaient
dans un méme plan; car alors on pourrait former un nouveau polyédre
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en substituant & chaque portion une face plane terminée au méme
contour.

Cela posé, il est facile de sentir que le théoreme doit encore avoir
lieu dans hypothése contraire a celle que I'on vient de faire; car le
nombre des portions, celui des arétes qui leur servent de contour ct
celui des sommets compris entre ces arétes restent les mémes dans les
deux cas.

Si I'on représente par H e nombre des portions dont il s’agit, par A
le nombre des arétes qui les terminent, par S le nombre des sommets
compris entre ces avétes, on aura, comme précédemment,

S H=A +o,

ou
A—H=85—n2.

Corollaire. — Soient :
a le nombre des portions du polyedre terminées par un contour de trois
arétes; '

b le nombre des portions terminées par un contour de quatre arctes:

e, dye, ... lenombre des portions terminées par un contour de cing,
de six, de sept, ... arétes;
on aura

H= a4+ b+ ¢+ d+ e—+..
2A =3a+4b+5¢c+06d+ 7e+...

A —M)=2a4+4b-+06c+8d+10e+...
et, par suite,
4S —8=2a 4+ 4b+ 6c+8d+10e+....
Les théorémes précedents vont nous donner les moyens de démontrer

le théoreme renfermé dans la définition IX du onziéme Livee d'Euelide.

Ce dernier peat étre énoncé de la maniere suivante :

Tugorene XIH. — Dans un polyédre convexe dont toutes les faces sont
invarwables, les coins compris entre les Jaces ou, ce qui regrent au méme,

les inclinaisons sur les différentes aréles sont aussi invariables; en sorte
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que, avec les mémes faces, on ne peul construire qu’un second polyédre

convexe symetrigue du premier.

Démonstration. — En effet, supposons, contre I'énoncé ci-dessus,
que Pon puisse faire varier les inclinaisons des faces adjacentes sans
détruire le polyedre et, pour simplifier encore la question, supposons
d’abord que V'on puisse faire varier toutes les inclinaisons & la fois.
Les inclinaisons sur certaines arétes varieront en plus; les inelinaisons
sur d’autres arétes varieront en moins, et en comparant deux a deux,
relativement aux signes de leurs variations, les inclinaisons des arétes
qui, dans chaque face, aboutissent aux mémes sommets, on trouvera,
en passant suceessivement d'une aréte & autre, plusicurs changements
de signes. Cest le nombre de ces changements que nous allons cher-
cher i déterminer.

Soient (comme ci-dessus, théoreme XI) -

S le nombre des angles solides du polyedre;
tH le nombre de ses faces;

A le nombre de ses arétes;

on aura (par le théoreme XI)

oo

(S —8=2a+4b+06c+8d-+r10e+....

Cela posé, il suit du théoreme IN que chaque angle solide doit
fournir au moins quatre changements de signes entre les variations
d'inclinaison sur les arétes qui le composent. La surface totale du
polyedre devra done fournir un nombre de changements de signes au
moins égal & 4S; reste & savoir si cela est possible.

Or, si Pon compare successivement deux i deux les differentes
arétes qui composent une méme face, on trouvera que chaque face
triangulaire contenant toujours au moins deux arétes sur lesquelles les
qartations d'inclinaison sont de méme signe, ne pourra fournir au plus
que deux changements de signes. Les quadrilatéres pourront foarnir
chacun quatre changements de signes; mais les pentagones se trouvant

dans le méme cas que les triangles n’en fourniront chacun que quatre
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au plus, comme les quadrilateres. En continuant de méme, on fera voir
que les hexagones et les heptagones ne pourraient fournir chacun plus
de six changements de signes, que les octogones et les ennéagones n'en
pourraient fournir chacun plus de huit et ainsi de suite. I suit de Ty
que toutes les faces du polyédre ne pourront fournir ensemble plus
de changements de signes qu'il n’y a d’unités dans la somme faite de
deux fois le nombre des triangles, de quatre fois celur des quadrila-
téres, de quatre fois eelui des pentagones, de six fois celui des hexa-

gones, ete., ou dans

2a+ 40+ 4e+6d+6e+. ...

Mais, si P'on compare ce résultat a la alenr de 48 — 8 trouvée plus
haut, il sera facile de voir qu'il ne peut jamais la surpasser. L est done
impossible d’obtenir entre les variations d’inclinaison sur toutes les
arétes un nombre de changements de signes au moins égal 4485 on ne
peut done changer a la fois les inclinaisons sur toules les arétes.

Si I'on suppose, en second licu, que dans le polyddre donne, non seu-
lement les faces, mais encore les inelinaisons sur plusieurs aréles restent
invariables et que cependant on puisse, sans détraire le polyedre, faive
arier les inclinaisons sur les arétes vestantes, alors, pour démontrer
I"absurdité de hypothése, il suflira de concevoir la surface du polyedre
décomposée en autant de portions que les arétes sur lesquelles les ineli-
naisons varient forment de contours différents, et d'appliquer aux por-
tions, aux arétes qui les terminent et aux sommets compris enlre ces
arétes, les mémes raisonnements que nous avons appliqués dans U'hypo-
these précédente aux faces, aux avéles etaux sommets du polyedre. On
v parviendra en substituant, dans le cours de la démonstration, les
théorémes X et XIT aux théorémes INX et X1 sar lesquels on sesCappuye

dans le premier cas.

Corollaire 1. — 11 suit du théoréme précédent que dewr polyédres
conyexes, compris sous un méme nombre de Jaces egales et semblablement

placees, sont ou superposables ou symc'trz'(/ues et, dans les deux cas, tls
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sont nécessairement égaux. Cest en quoi consiste le théoréme renfermé
dans la définition IX du onzieme Livre d’Euclide.

Corollatre 11. — 11 suit encore du théoreme précédent que, lorsque
devwx polyédres convexes sont compris sous un méme nombre de faces
semblables et semblablement placées, le deuxieme est semblable au pre-
mier ow @ un lroisieme polyédre symétrique du premier. Cest en quoi

consiste le theoréme renferme dans la définition X du Livee déja eite.
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Journal de U'Ecole Polytechnique, XVI° Cahier, t. IX, p.99; 1813,

—————— G ——

M. Lagrange a démontré, le premier, dans les Memoires de Berlin

(année 1770), le théoréme suivant :

Etant donnés un nombre premier p et deux autres nombres entiers B
et G positifs ou négatifs. mais non divistbles par p, on peut loujours

trouger deux nombres t et u, tels que la_formule

24+ Bu+ C
soit divisible par p.

Ce theoréme a quelque analogie avee un autre plus simple et dont

voiel P'énoneé :

Etant donnes un nombre premicr p et deuzx autres nombres entiers A
et B positrfs ou négatifs, mais non divisibles par p, on peut toujours

trouver un nombre x tel que la _formule

Az+B
sou divisible par P

Ce dernier théoréme ayant été démontré trés simplement par M. Le-
gendre dans son /ntroduction ¢ la théorie des nombres, Panalogie m’a

porté a croire qu’il devait exister une démonstration semblable du
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théoreme de M. Lagrange. Le travail que javais entrepris dans le
dessein de parvenir & cette démonstration m'a conduit, en outre, a la
démonstration de quelques autres théorcmes que je vais exposer suc-
cessivement, et dont plusicurs me paraissent nouveaux.

Pour sumplifier les énoneés des théoremes, jJappellerai nombres de
méme forme, relativement & un diviseur donné, des nombres entiers
qui, étant divisés par ce diviseur, donneront des restes entiers et posi-
tils ¢gaux. Par opposition, jappellerai nombres de forme dyférente des
nombres entiers qui, étant divisés par le diviseur donné, donneront
des restes entiers et positils différents.

Snpp()snns’quv

Ay, @, Ay ..., (g

<olent une série de nombres entiers positifs on négatifs, composée de
2 -1 lermes différents; nous représenterons par «, le terme général
de cette série et nous dirons alors que la formule «, peut prendre
successivement z + 1 valeurs différentes. Si, de plus, les valeurs par-
ticulieres

Ay, ay, dy, o oo Ay,

de la formule «,, sont toutes de formes différentes relativement & un
divizeur donné, nous dirons alors que la formule «, peut fourniv o + 1
valeurs de formes differentes.

Sotent de méme
oy by, by, ..., bg; Cop €y Cay -nvy  Cy;

des séries composées chacune de termes de formes différentes relative-
menta un diviseur donné; nous représenterons par by, c,, ... les termes
aénéraux de ces séries et nous dirons que les formules b, ¢, ... peuvent
fournir, F'une 3 + 1, 'autee v + 1 valeurs de formes différentes.

Cela pos¢, je vais passer i la démonstration des théorémes, en com-
mencant par ceux qui sont déja connus.

Turoreme 1. — Soit, pris pour diviseur, un nombre entier quelcongue n,
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premier 0w non premier; sou

a-+1Zn,
\

et supposons que la formule a, puisse fournir o+ valeurs de formes
differentes relativement auw diciseur n; soit, de plus, k un nombre entier

quelconque positif ow négatif; je dis que les Sormules

k+ a; et k— a,

Jfourniront chacune o.+ 1 valeurs de Jormes dyfferentes relativenent au

diviseur n.

Démonstration. — Sotenta, et a, deux valeurs de la formule «a,. les

deux valeurs correspondantes de la double formule £ = @, seront

k=*=a,, k*zag;

d’ailleurs, la différence des valeurs «,, a, de la premicre formute ne
ry A i
pouvant étre ni nulle ni divisible par 2, il en sera de méme de a dille-

rence des valeurs
bt a, k=xag

de la double formule £ = a,, puisque cette derniere difference est, au
signe pres, égale i la premiere. Il résulte de L que deux valeurs de la

formule
k4 a., on k— a

sont nécessairement de formes différentes relativement & n.
Tutoseme [I. — Soit, pris pour diviseur, un nombre premier p; sott
w415 p,

et supposons que la formule a, puisse fournir o -1 valeurs de formes
dyfférentes relativement @ p; soit, de plus, A un nombre entier quelcongue
positlf ou négatif, non divisible par p; je dis que la formule \a, four-
nira ausst o. + 1 valeurs de formes différentes.

OFusres de C. — S. 11, t. 1. 6
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Démonstration. — Soient a, ot a, deux valeurs de la formule «,. Les

deux valeurs correspondantes de la formule Aa, seront
Aa, el Aag;
dallenrs, les denx quantités A el o, — a, wétant point, par I'hvpo-
these, divisibles par p, la dillérence
Ala,— ag)

des denx valenes A, A de Ta formule Na, ne pourra étre non plos
divisible par p. 11 suit de Ta que deux valeurs de la formule Ae, sont

necessarcement de formes différontes relativement i n.

Turowive 1. — Les mémes choses etant posees que dans le théoréme
precédent otk élant un nombre entier quelconque posief ou négatif, la

Sormule
k 4+ ANay ou L —Aa,

Sowrnira » —- 1 valews de formes dvfferenies relativement « p.
Demonstration. — lin elfet, il suit dn théoreme T que la formule

k 4+ Na, ou h— Na,

fournira autant de valenes de formes differentes que Ta formule Aa,, ot
thsutt detheoreme 11 que celle-ei fournira antant de valeurs de formes

differentes que la valenr «,.

Tugovine 1N Les mémes choses ctant posees que dans le théoréme
precédent, st, de plus, le nombre o + 1 des valeurs de la formule a, est

egal a p, Uune des valeurs de la formule

k+Aa, ou k— Aa,
sera divisthle par p. ’

Démonstration. — En eflet, dans le cas dont il s’agit, la formule
I+ Aoy ou h— Ny,

ctant divisee par p, doit donner p restes différents, ¢'est-a-dire tous les
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restes possibless elle doit done donner aussi le reste zéro. La valeur
de la formule qui correspond i ee reste sera évidemment divisible

par p.

Tneorexe V.

Soit, pris pour divisewr, un nombre premier p; sou

o -+ 22/,

el supposons que la formule a, puisse fournir o+ 1 valeurs de SJormes
differentes relativement « p; soil, de plus, k un nombre entier quelconqgue

positif ou /zegullf; Je dis que les dewx formules

ity et 7 s

Sfourniront ensemble aw moins %+ 2 valeurs de formes différentes rela-

tivement a p.

Démonstration. — Supposons, contre 'énoneé ci-dessus, que les

deux formules
a, et (p+ K

ne puissent fournir ensemble plus de a1 formes différentes. Dans
co cas, toutes les valeurs de la seconde formule devreont ¢tre de memes
formes que celles de Ta premiere. Hsuit de T que a, Gtant une valeur
quelconque de la premiére formule et a, + & la valeur correspondante
de la seconde, Pune des valeurs de la premicre formule sera neeessai-
rement de la forme «a, + A. En substituant cette valeur & «, on prou-
vera, par un raisonnement semblable & eelui quion vient de faire, que

la, formule a, doit nécessairement fourniv une valeur de la forme
(a,+~hk)+ Kk ou ap+ 2k,

of, en continuant de méme, on fera voir, en général, que la formule a,.
dans 'hypothese présente, devra fournir des valeurs de toutes les formes

sutvantes :
a,, a5k a.+2k a3k ..., aF (p—1)k,

el comme les formes dont il s’agit sont toules diflérentes entre elles ot
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en nombre égal a p, la formule @, devrait fournir p valeurs de formes
différentes; ce qui ne peut ¢tee, puisqu’on suppose p plus grand que

o -2, ou tout au plus égal a o + 2.

Tatorene V1. — Sodt. pris pour diviseur, un nombre premuer p; sout
o+ 25 p,

et supposons que la formule a, puisse fournir o + 1 valeurs de formes dif-
ferentes relaticement a p; sotent, de plus, by, b, dewx nombres entiers de

Jormes differentes relativement aw méme digiseur; je dis que les formules
Ar—+ by, ap—+ b,

fourniront ensemble aw moins o + 2 valeurs de formes dyfferentes.

Démonstration. — Pour déduirve ce théoréme dn precédent il sufhi

de substituer la formule a, + b, a la formule a, et de faire ensuite

by — b, = k.

Tucorene VL. — Soit, pris pour dicisewr, un nombre premier p el sotent

o el 3 dewe nombres entiers tels que 'on au
' 2 ' - .
o+ 3 +12p;

supposons que la formule a, puisse fournir o+ 1 valewrs de formes diffe-
rentes et la formule b,, 3 + 1 valeurs de formes differentes; je dis que
la formule a,+b, fournira aw moins o+ 8 41 valeurs de Sformes

différentes.

Démonstration. — On peut toujours supposer que la formule a, soit
celle qui fournisse le plus de valeurs. Cela pose, I'on aura 3<a«. De
plus, il pourra arriver, ou que les valeurs de la formule a, et celles de
fa formule b, soient tontes de formes diflérentes, ou que les formes des
valeurs de Ta formule 4, soient toutes comprises parmi les formes des
valeurs de la formule @, ou que les formes des valeurs de la formule b,

solenl en partie comprises et en partie non comprises parmi celles
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des valeurs de la formule a,. Nous allons examiner chacun de ces trois

cas séparément.

Prenuer cas. — Et d’abord, pour ramener le premier cas a 'un des
deux suivants, il suffit de sabstituer & la formule &, la formule b, — £,
en prenant pour £ un nombre entier positif ou négatif, tel que Pune
des valeurs de la formule b, — £ soit égale a T'une des valeurs de la
formule «,. La formule a,+ b, devant fournir autant de valeurs diffe-

rentes que la formule
a4+ b, —k,

il suflira de démontrer le théoréme relativement aux formules

@z © by— 4k
qui fourniront au moins deux valeurs de méme forme.

Deuxiéme cas. — Supposons que les formes des valeurs de &) soient
toutes comprises parmi les formes des valeurs de la formule «,. 1l
pourra artiver, ou que la formule @, -+ b, fournisse p valeurs de formes
différentes, ¢’est-i-dire des valeurs de toutes les formes possibles déter-
minées par les restes

o, 1, 2, 3, ..., p—1,

ou que le nombre des valeurs de formes difféventes fournies par la for-
mule a,+ b, soit plus petit que p. Dans la premicre hypothese, le

théoréme se trouve vérifié, puisque 'on suppose
a-+pB+t

tout an plus égal i p. Soit, dans la seconde hypothése, 14 v le nombre
des formes quine sont pas comprises parmi eclles de laformule a,+ b,
et soit e; le terme général d’une série composée de 1 -y termes qui

présentent successivement ces mémes formes. Les deux formules
az—+ by et C:

comprendront a elles deux toutes les formes possibles. Soient, de plus.,
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b

ni divisible par pet, par suite, les deux formules

me

G ct Cs+ /;,“ = //”

Cs [)/l! - bu
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b, deux valeurs de la formule b, b, - b, ne pourra étre ni nulle

devreont fournir v + 2 valeurs de formes diflérentes. La formule

devea done fournir une valeur dout la forme ne soit pas comprise

parni celles de la formule e, et soit comprise parmi celles de la for-

mule @, + b, Soient ¢, @, by les valeurs de e, @, b, qui rendent la

fornute
¢+ b,,— b,

™

de méme forme que la formule a, + b,. Substituez aux formules @,

3

et b, Tes deux formules

a, -+ b et by 4= ¢p— by

Hoest faeile de voir que ces deux dernieres formules contiendront au

moins deux termes de wméme forme, savoir :
@, /1_\ ot [),,,+ Cp— /)n-

De plus, Ta formule
by ¢ — by

contiendra au motns un terme ¢ dout la forme ne

sera [)()i nt com [)l'ih‘(‘

parmi celles des valears de la formule @, + 6. Les deox formules

Ap+ bs, by+cCr—10,

fourniront done des valeurs de meéeme forme et des valeurs de formes

différentes: d'aitlleurs, il suflit de démontrer le théoréme relativement

A eex deux dernieres formules, pour quil soit démontré relativement

aux formules a, et b,. La question pourra done étee toujours ramenée

aw trowsieme cas que nous allons examiner.

Trotsiéme cas. — Supposons que les formes des vadeurs. de la for-
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mule by sotent en partic comprises et en partie non comprises parmi

celles des valeurs de la formule a,. Soit

(1) Ay, Ay, Aay ..., dy

la série des valeurs de la formule @, an nombre de o =41, ot soit
(2) boy, by by .., by

la série des valeurs de Ta formule o au nombre de 5 1.

Comme il ne s'agit ici que des formes des valeurs que on considére,
c’est-d-dire des restes qu'on obtient en les divisant par p, on pourra
supposer les termes des sévies (1) et (2) plus petits que p, parce que,
dans tous les cas, on peat les rendre tels en retranchant p de chacun
Feux autant de fois que possible. Alors, les termes qui ¢laient de
méme forme dans les deux séries deviendront égaux de part et d'autre.

Soit 1+ v le nombre de ces termes ot soient respectivement

oy, Ay, Ay, .oy Ay, by by, Dy, ol by

fes lermes égaux, en sorte que Pon ait
y = by, ay, = by, R ay=: by,

soient, de plus,

Uyvry  ywns ooy Ay bygy by, oo by

les autres termes des séries (1) et (2), qui seront tous de formes diffe-

rentes; les séries (1) et (2) seront respectivement

(1) Aoy Ay, Ay ooy Uy Qypqy Oygn, .., dy,

(2) @y, @y, Ay, ooy Ay Dy, by, by.

Cela posé, je dis que, pour démontrer le théoreme relativement aux

séries (1) et (2), il suffira de le démontrer relativement anux deux séries

(\3) tly, a, ED veey ({Yy a‘{—f—l! ((T+'2! coop oy hy#—la l)\"i»'l- coon ["3’

(7 ,
() ay, @, a, ..., a,
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qui ne different des deux séries données que parce qu’on a fait passer
dans la premicre tous les termes de Ta seconde qui n’étaient pas com-
muns aux deux séries. Pour prouver cette proposition il suffira de
faire voir que toutes les sommes que P'on peut obtenir, en ajoutant
suecessivenient les termes de la série (4) & ceux de la série (3), sont
nécessairement de la forme @+ 6,5 en sorte qu'on peut les obtenir
caalement en ajoutant successivement les termes de Jasérie (2) & ceux
de la série (1). Et, en elfet, les sommes dont il s’agit sont de deux
especes. Les unes vésultent de Paddition des termes @y, @y, @y ... ay
de Ta série (4) aux termes
Dy Dyisy, Uyisy ooy bg
de la série (3), et sont évidemment de la forme @, + by, Les autres
résultent de Paddition des termes de la série (4) avee les termes
oy @y, gy oevy Qyy Qypyy  ooon Qg
de Ta série (3); dalleurs, les termes
9,
Ly, ay, (loy c ey ((Y, (IY-FU 5000 y
ctant de Lo forme a,, et les termes de la série (4) pouvant étre consi-
derés comme étant de la forme by, parce gquils sont communs aux
séries (1) et (2), les sommes dont il s’agit seront encore de la forme
@, b,. Ainsi, pour démontrer le théoréme relativement aux séries (1)

et (2), il suffira de le démontrer relativement aux séries (3) et (4)

composées : 'une de
t+oa+p—y

termes de formes ditlférentes, autre de
I+ v
termes dont les formes sont comprises parmi celles des termes de la
série (3).
Cela posé, on pourra, par le moyen des translormations employées

dans le deuxicme cas, augmenter les séries (3) et (4) de quantités
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telles que les formes des termes de la série (4) soient en partic com-
prises et en partie non comprises parmi les formes des termes de la
série (3). Soit 2+ 1 le nombre des termes qui, apres ces transforma-
tions, seront de méme forme dans les deax séries; on pourra, en
opérant comme ci-dessus, substituer anx séries (3) et (4) deux nou-

velles séries (3) et (6) composées, une de
I +oa+0B—y+(y—0)=1+a+3—23
termes de formes différentes, Pautre de

1+0

termes dont Ies formes se trouveront comprises parmi celles des termes
de la série (5), et 'on prouvera, comme préecdemment, que, pouar
démontrer le théoréme relativement anx séries (3) et (4), 11 salfira de
le démontrer relativement anx séries (5) et (6).

En continuant de méme, on fera voir, en général, que [Fon peut
substituer aux séries données, dont les nombres de termes sont respec-
tivement

o410, P+,

ables, dont les nombres de

plusicurs autres systemes de séries semb

termes soient respectivement

I+ +3—y, 147,
1+a+3—98, 1-+39,

les nombres entiers 8, y, ¢, ¢ formant une série déeroissante, et qu'il
suffitde démontrer e théoreme relativement au dernier de ces systemes
pour qu'il soit démontré relativement & tous les autres. Dailleurs, les
nombres entiers B, v, ¢, ¢, ... formant une série décroissante ot ne
pouvant jamais étre nuls, la série dont il sagit se (erminera néeessai-
rement par I'unité, et alors on obtiendra deux séries dont les nombres

de termes seront respectivement

OFuvres de C. — S. 11, t. 1.

N1
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Mais, d'aprés le théoréme VI, les additions faites des termes de ces
deux séries doivent fournir un nombre de sommes de formes diffé-
rentes au moins égal &

o+ 31,

Le théoreme VI se trouvant ainsi vérifié par rapport a ces deux

dernieres séries, sera également vrai relativement aux deux séries

donndes.
Seholie. — 11 est facile de voir que le théoreme que nous venons de

démontrer n'a licn, en général, que relativement a un diviseur premier.
En cffet, st, an licu de prendre pour diviseur un nombre premier p, on

prenait pour diviseur le nombre composé np, alors, en supposant

oI1==n
el faisant
@ == @y a,= p, == 2P, boag ay_y = (n-—1)p,
b, = o, =) B by — 3p,

et divisant la formale @, =+ b, par np, on ne pourrait obtenir pour
restes que des nombres divisibles par p et, par suite, le nombre de
ces restes, ne pouvant surpasser 2 ou o —+ 1, serait nécessairement au-
dessous de o+ 5 4-1.

Il existe pourtant an cas ot le théortme VII a licu relativement &

un diviseur quelconque : ¢’est celui ot
P 2 —
g+ 2 —+ ] = 1),
comme nous le ferons voir ci-apres.

Corollaire. — Rien n'empéche, dans ce qui précede, de supposer la

série (2) égale it la série (1); alors on a . = et 'on peut énoncer le

théoreme de la maniére suivante :
Tucorine VIU. — Sout, pris pour diviseur, un nombre premier p; sou

20 +-12p,
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et supposons que la formule a, puisse fournir o+ 1 valeurs de formes
différentes relativement & p, les sommes qui résulteront de toutes les com-
binaisons possibles de ces valeurs, prises deux a deux, fourniront au

moins 2 -1 termes de formes différentes.

Tugorime IN. — Soit, pris pour diviseur, un nombre entier quelconque n,
premiet ou non premier; sotent o et 3 deux autres nombres enticrs tels que

lon ait
o+ B +1==n;

supposons que la formule a, puisse fournir o. 41 valeurs de formes diffe-
rentes et la formule b, @—i—l valeurs de formes différentes. la formulde

a, + by fournira
e

a+pP+1=n

valeurs de formes différentes, c’est-a-dire des valeurs de toutes les formes

possibles.

Ce théoreme, qui est un cas particulier du théoréme VI, torsque
n est un nombre premier, peut se démontrer en général de la maniére

sulvante.

Démonstration. — Soit £ un reste quelconque plus petit que 7; pour
prouver que la formule «,+ b, donne au moins une valeur de la forme £,
il suffira de prouver que la formule a, + b, — £ foarnira au moins une
valeur de la forme zéro ou, ce qui revient au méme, que les formules a,
et £ — b, fournissent an moins deux valeurs de mémes formes. Et, en
effet, la formule a, devant fournir o + 1 valeurs de formes différentes
et la formule b,, B + 1 valeurs de formes différentes; si les deux for-
mules ne pouvaient fournir deux valeurs de méme forme, on aorait en

tout
o+ fB-+2 ou n—1

valeurs de formes différentes, ce qui est absurde.

Tueoreme N. — Soit, pris pour diviseur, un nombre quelconqgue n;
{i q ;
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sotent « ¢l 3 dewx nombres entiers tels que ['on aut

el

g+ 541=rn;

b

sila formule a, fournit o -+ 1 valeurs de _formes différentes etla formule b,
B+ 1 valeurs de formes différentes, une des valeurs de la formule a,—+ b,

sera de la forme zcro, ¢'est-a-dire divistble par p.

ln elfet, dCapres le théoréme précédent, la formule a, + 0, doit

fournir des valears de toutes les formes possibles.

Tueorine X1 — Sou, pris pour diviseur, un nombre premier p; sotent o,

53, v des nombres entiers tels que Uon ait
> 2 < .
a+534+12p;

supposons que la formule a, fournisse 2 + 1 valears de formes différentes.
la formule b, (ﬁ “+ 1 valears de formes defferentes et la SJormule ¢z, v 41
: o » wres i /lerentes f : ; opd o f 7,
valeurs de formes differentes; o+ 5 -+ -+ 1 élant suppose ou plus petit
que p ow tout au plus égal a p, la formule a,+ b, + ¢, fournire au
moons

a2+ 34y

valeurs de formes differentes.

Démonstration. — Ln effet, il suit du théoréme VIT que la formule
a,~+ b, fournira au moins o -+ § + 1 valears de formes différentes. La
formule ¢, fournissant, d'ailleurs, v -+ 1 valeurs de formes différentes.
les deax formules «, + b, et ¢, véunies deveont fournir, d’aprés le
théoreme VII,

(x4 3) + 71

valewrs de formes dilférentes.

. P 3 . D G a
Corollaire. — St Uon suppose que la lormule &, [ournisse un nombre ¢
u

de valeurs de formes différentes et que Pon ait

A4 PB4y+0-+15p,
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on fera voir, par un raisonnement semblable & ceux que Pon vient
détablir, que la formule

az~+ by c.+ d,
doit fournir au moins
A e S S
valeurs de formes différentes. En continuant de méme, on démontrera,

en général, Ie théoréme suivant :

Tueoreme NI, — Sout, pris pour diviseur, un nombre premier p sowent
[\ 5 , o
a, B, ¥, , &, ... des nombres entiers tels que Uon ait
a+B+y+0+e+...+1Zp;

supposons, de plus, que les formules
Axy /))'3 Csy ’/m €0y

puissent fournir, la premicre, « + 1 valeurs de formes différentes; la
deuzxicme, 5 + 1 valeurs de formes différentes; la troisicme. v -+ 1 valeurs

de formes differentes, ete., la formale
p+ by+cCotdy+e,+. ..
Journira aw moins

A+B+y+0+e+...+1

valeurs de formes differentes.

Corollaire. — Si 'on suppose

a+PAy+0tet...+1=p,
alors la formule
y+by+co+dy+e,+. ..

fournira p valeurs de formes différentes, ¢’est-i-dirve des valeurs de
toutes les formes possibles; elle fournira done ausst une valeur de
fa forme zéro, ¢’est-d-dire divisible par p, d’ol résulte le théoréme
suivant : " '
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[$34
==

Tutonrenr XIHI. — Sou, pris pour divtseur, un nombre premuer quel-

. N . B .
congue p;osoent o, "‘, Va0, ooy &y .o des nombres entiers tels que [’ on ail
s My ’

»

2B+ Y40+t . 1= p;
supposons que les formules

Azy by, ez dy, e,

puissent fournir, la prevuere, o 41 valeurs de Sormes différentes; la
denxicme, 5 —+ 1 valeurs de Jormes differentes; la troisiéme, Y 1 valeurs
de formes dvfferentes; la quatriéme, ¢ + 1 valeurs de Jormes differentes ;
la cinquiéme, = + v valeurs de Jormes differentes. ele.; une des valeurs de

la formule
o by s+ d, +. ..

sera necessairement dicisible par p.

Corollarre. — Le théoréme précédent aurait liea, a fortiord, si I'on
avatt
T+ o 4347 +04c+...>p,
Tiutonene NIV, — Sod, pris pour diviseur, un nombre premier p > 2

et considerons la formule x* comme représentant le carré d’un nombre

. 0 g 0 o 5 . ) 4+ T
entier pris a volonte. Je dis que la formude x* pourra fournir """ valeurs
" 2

de formes différentes.

Démonstration. — Substituez successivement i Ia place de x les
diftérents termes de la suite
B ) == |
© OA 25 &5 oeos L
2
. . s P S 9 o o o
qui sont en nombre égal & ’—-;) — Il est facile de voir que ces substitu-

fions donneront pour z?® autant de valeurs de formes difliérentes. Et, en
cffet, sotent r* et s* deux de ces valeurs. Pour que 7% et s? {ussent de

méme forme, 1l faudrait que leur différence

Pe—st=(r—s)(r+s)
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fat divisible par p. Or, e’est ce qui ne peut étre, puisque le plus grand
des facteurs de cette différence, savoir r + s, est toul au plus égal &

 — 3 D=
1____+_/_*i:/,_2
2 2
ct, par cons¢quent, plus petit que p.
Corollaire 1. — 11 est facile de voir que, si, dans la formule 22, on

substitue successivement, a la place de 2, les termes de la suite

per ps

) P ve ey )-—]
2 2 / ’

on aura des valeurs de mémes formes que celles quon avait déja obte-

nues par la substitution des nombres

alaplace de z; sealement, les mémes formes se trouveront reproduites

dans un ordre inverse. En effet, la différence des carrés

(1_)—{—171 3 ot <’/)_ﬂ\2
\ 2 ., 2

est mp et, par conséquent, divisible par p.

. . ) 1
Corollaire 11. — La formule z? pouvant fournir 1—;— restes de formes

différentes, les formules

Az?, By? et By*+C

RASAT

restes de formes différentes, pourvu

pourront fournir chacune

que A, B et G soient des nombres entiers non divisibles par p. Par
suite, la formule

Az By+ C
pourra fournir p valeurs de formes différentes, c’est-d-dire des valeurs
de toutes les formes possibles; elle fournira done aussi une valeur de
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la forme zcéro, c’est-d-dire divisible par p, d’ott résulte le théoreme

sulvant :

Tntoreve XV, — Sodt, pris pour diviseur, un nombre premuer p, el
sotent A, B, C des nombres entiers positifs ou négatifs, mais non dici-
sibles par p; on pourra towjours trouver, pour x et y, des valeurs telles

que la _formude
A2 4Byt C

soit digisible par p.

Nota. — 1l suit de la théorie précédente qu’on pourra toujours satis-
faire & la question en prenant pour @ et pour y des valeurs enticres

plus petites que /:

Tutorine XVI. — Désignons par 2™ la somme des x premuers termes

de la progression arithmetique
I, d4=my, 1--2my, ..., I1+4+m(x-—1);

x" sera le terme genéral des nombres polygones de ordre m + 2 et [on
aura

xrlr —1)
. — M + 2.

F—
2

Supposons d’abord m pair, et soit p un nombre premier quelcongue > 2.

On pouwrra [01g.()u/‘s supposer

p—1=mo + n,

o étant le quotient de *

) — 1 P h .
! P el n etant ow zéro ou un nombre entier plus
/ .

pelit que m. Cela pose, je dis que la formule x™ pourra fournir o + 1
valeurs de formes dyfferentes, st 'on a n = o et o + 2 valeurs de formes

dyfferentes dans le cas contraire.

Démonstration. — Supposons d’abord 7 = o5 on aura

p—1==ma et p==mo 1.

Substituez successivement, a la place de n, dans la formule ™, les
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termes de la suite

o, 1, 2, 3, ..., o,
qui sont en nombre égal & o + 1. I est facile de voir que ces substito-
tions donneront, pour 2, autant de valeurs de formes différentes ef,
en effet, soient 7 et s denx de ces valeurs. Pour que 7 et s fussent

de méme forme il faudrait que leur différence

r{(r —1) sis—1) m '
M——— 7 —m—-— —s=(r—38)[ = (r4-s—i1)+41
2! 2 2

fat divisible par p; or, e'est ce qui ne peut étre, puisque le plus grand

facteur de cette dillérence, savoir

n
k.)"(«]'%“ﬁ_')_i”,

est tout au plus égal o

m
, (o+a—1—1)+1=—m(a—1)—1

el, par <‘.onséquvnt, p]ns p('tit que mo -+ 1ou p.

Supposons, en second lieu, que 2 ne sott pas nul; alors on aura
p=mo—+ 2 011 Vi > mo -2,

Dans ce cas, substituez successivement, i la place de &, dans la for-

mule & les termes de la suite
o, 1, 2, 3, ..., a1,

qui sont en nombre égal & o + 2. Il est facile de voir que ces substi-

13

tutions donneront, pour &”, autant de valeurs de formes différentes.
Et, en effet, soient 7, s” deux de ces valeurs. Pour que 7 et s™ fussent

de méme forme il faudrait que leur différence
Q m
(z'—x)[~g1'+s—|)+|j|
2

fat divisible par p; or, ¢’est ce qui ne peut étre, puisque le plos orand
| g

OFuvres de C. — S. 11, . 1. S
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facteur de cette différence, savoir

m
—(r4s—1)+1,

=

est tout au plus égal a
n
—9-(1—}—1—}—0(—1)—&—1:7719(-1—1
ct, par conséquent, plus petit que mx -+ 2 ou p.

Corollaire. — Soient ™, y™, 5™, ... différents nombres polygones
de Vordre m + 2, m étant un nombre pair. Soit, de plus, p un nombre
premier, el soient e le quotient et 2 le reste de la division de p —1
par m. Soient encore .\, B, C, D, ... des nombres entiers positifs ou
négatifs non divisibles par p. Il suit de ce qu’on vient de dire :

12 Que les formules

J-u;’ A ,1."”, ;\ LM B

fournivont nécessairement o 41 restes de formes différentes relative-
menta p, sionestégaliizéro, ot o + 2 restes de formes différentes dans
le cas contraire;
2° Que la formule
Az™ 4 By 4 C

fournira au moins 2o -+ 1 valeurs de formes différentes relativementa p,
streest égal i zéro, et 2o + 3 valeurs de formes dilférentes dans le cas
contraire;

3° Que la formule

A4 Bym 4 C37 4 )

fournira au moins 32 + 1 valeurs de formes dilférentes, si 7 est égal a
zéro, el 3o + 4 valeurs de formes différentes dans le cas contraire, ete.

Iin continuant de méme, on fera voir, en général, que, si la formule

Az’ 4 Bym 4+ C37 - Dum - Epmg . 4 F
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est composée d'antant de termes variables quiil v a d'unités dans m,
cette formule fourniva ma + 1 valeurs de formes diflérentes, si 2 est
¢gal & zéro ou, ce qui revient au méme, si on a p o ma 41 el
m(o + 1) + 1 valeurs de formes dillérentes, s'il est possible, dans le
cas contraire; d'aillenrs, m (o +1) 4t étant tonjours plus grand que
mao + n ou p, il est claiv que la formule dont il stagit devrea fournir
p valeurs de formes différentes, c'est-d-dive des valours de toutes les
formes possibles et, par suite, une de ses valears devrea étre divisible

par p, d’ol résulte le théoréme suivant :

Tutorrne XVII. — Sowent m wn nonbre paer el poun nombre premier
quelcongue > .

Socent, de plus, A, B, C, ..., F plusieurs nombres entiers POSULLLs ou
négattfs mais non dicisthles par p. fepresentons par a2, yios" L des
nombres polygones de Uordre m <o et en nombre égal & m. On pourra

lowjours trouver, pour x, y, =, des valeurs telles que la formude
Aag Bym— Csma 4 F

soit divisihle par p.

Nota. — 11 suitde Ta théorie précedente qu'on pourra tonjours satis-

faire & la question en prenant pour @, v, 5, ... des valeurs entiores

. )
plus petites que 1+ 2.
71t

Corollavre 1. — Si 'on suppose m =2, la formule que Pon consi-

dere se réduira i trois termes de la forme
Ari4- By +

et 'on sera ramené au théoréme XV, qui n'est qu'un cas particulicr du
précédent.

Corollaire 11. — Si ['on suppose

A=Re=C= . =i,
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on trouvera que la formule

g oym g Sy 4 F,
composée d'autant de nombres polvgones qu'il v a d'unités dans m, est

toujours divisible par un nombre premier donné.

Tneorine NVIILL - /)e'stLgvzous par x' la suite des x premiers termes de

/(( /)]'()g'/'(‘.?j‘l()/t (U'll/:‘ l)l(‘ll(/l((/'

x' sera la formule generale des nombres triangulaires et { on aura

(v —+1)

2

=_

Sou, de plus. p un nombre premeer quelconque > 2 et soul
/) = 1 E-5 Wi,

Je dis que la formule &' fournira nécessairement o 41 valewrs de
Jormes differentes.

Denonstration, -— Substituez suceessivement b la place de 2, dans
L formule 2, les termes de la suite

o, 1, 2, 3, ..., o

qui sont en nombre égal & o 4+ 1. 11 est factle de voir que ces substi-
tutions donneront, pour ', autant de valeurs de formes différentes.

Iit, en effet, solent 7' et s* deux de ces valeurs. Pour qu’elles fussent

de méme forme, il faudrait que lear diflérence

(r-—8)(r-+s-+1)
&)

rt— st =

fut divisible par p5 or, ¢’est ce quine peut étre, puisque le plus grand

facteur de cette ditférence, savoir r+s + 1, peut tout au plas devenir

dgal i

A4 a— 141 0a i 200 p-—1,



RECHERCIIES SUR LES NOMBRES. 61
Cotollaire. — 1 suit du théoveme precédent que, st Fon represente

par A, B, Cdes nembres entiers non divisibles par p, les formules
Azt el Byl4 0

fourniront chacune o -+ 1 valeurs de formes différentes. Par suite, Ia
formule

Ax'+ Byl4C
fournira 22 + 1 valeurs de formes dilférentes, e’est-a-dive des valeurs
de toutes les formes possibles. Elle devra done fourniv une valeur divi-

sible par p, ot Pon conclut le théoreme suivant :

Tneorine NIN. — Sout p un nombre premier guelcongue > 21 soient \,
B, G des nombres entiers posiifs ou négatifs mais non dicisibles par p:
on pourra loujours trouver, pour x el y, des valeurs telles gue la formule

Arl+ Byi+C
sout dicisible par p.

Tuconine NN, — Soient m un nombre impair et p un nombre premicr

quelconque; soit z le quotient de la diviston de p par 2, en sorte g’ on ait

P 2ma-t-n,

n eélant un nombre entier plus petit que 2m; sou, de plus. 2™ la formule
gencrale des nombres polygones de Uordre m -+ 5 je dis que la formule 2"

Journira au moins v + 2 valeurs de formes différentes.

Démonstration. — Substituez suceessivement, & la place de x, dans

la formule 2™, les termes de la suite
2, 3, ..., a o+I,

qui sont en nombre (.-gal d o+ 2. Je dis que ces substitutions fourni-

ront, pour 2™, autant de valeurs de formes différentes. B, en effet,

solent 7~ et s deux de ces valeurs; pour qu'elles fussent de méme
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forme, il faudrait que leur différence

i(r —s)[m(r-+s—1)+2]

it divisible par p. Or, c'est ce qui ne peut étre, puisque le plus grand
facteur de cette différence. élant

m
—(r=4s—1)-+1
2

dans le cas ot r— s est tmpair et
m(r-+s-—1)-o
dans le cas oit 7 — s est pair, sera tout au plus égal &
mia+1+o—1-—1) 42 ou a 2mo— (m — 2)

o, par 170:1.\'131111(‘11(, plus putil que p.

Corollawre. — Sotent a™, y", 3", ... des nombres polvgones de
Pordre impair m + 23 soient, de plus, p un nombre premier et o le

. Lo ) N . )

quotient de la division )—/;l enfin, soient A, B, C, ... des nombres

entiers non divisibles par p:il suit du théoréme précadent :
1° Que les formules
am, Axm, Axm4 B
fourniront nécessairement « + 2 valeurs de formes différentes relati-
vement a p;

2% Que la formule
A By 4

fournira 20 + 3 valeurs de formes différentes relativement i Pooeen

En continuant de méme, on fera voir, en général, que, st la formule
Aw = Bym 4 C37 g 4+ F

est composée d'autant de termes variables qu'il v o d'unités dans 2m,
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cette formule fournira, s'il est possible,
om (o +1) 41

valeurs de formes différentes. Mais
2m{(z+41) 41

c¢tant plus grand que p, il est clair que la formule dont il <’agit four-
nira p valears de formes différentes, ¢’est-a-dire des valeurs de toutes
les formes possibles; elle fournira done une valeur divisible par p ot,

par suite, on aura le théoréme suivant :

Tuconine NX1. — Sodent m wun nombre unpair el p un nombre premecr
quelconque; soent. de plus, ALB, C, D, o F plusceurs nombres entiers
posilifs ou negatyfs non dioisibles par ps enfin. sotent a™, ¥"s", L des
nombres polygones de U ordre m + 2 et en nombre cgal a 2my; on pourra

loujours trouser, pourx, v, z, ..., des nombres tels que la formule
:\ 1””—!— B V/fl - “‘:7/2_; R [.“

composée de 2m termes variables et d’un terme constant, soit divisible

/)(ll' /-
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MEMOIRE

NOMBRE DES VALEURS QUUNE FONCTION PEUT ACQUERIR,

LORSQU'ON Y PERMUTE DE TOUTES LES MANIERES POSSIBLES
LES QUANTITES QUELLE RENFERME.

MM. Lagrange ¢t Vandermonde sont, je crois, Tes premiers qui arent
considere les fonetions de plusicurs variables relativement au nombre
de valeurs qu’elles peuvent obtenire, Torsqu'on substitue ces variables
i L place Tes unes des autees. Hs ont donné plusicurs théoremes inté-
ressants relatifs i ee sujet dans deux Memoires imprimés en 1971, Fun
d Berlin, Pantre & Paris. Depuis ee temps, quelques géometres italiens
S¢sont occupes avee sucees de cette maticre ef, particuliérement,
M. Ruftini, quia consigné le vésultat de sesrecherches dans le Tome X11
des Meémotres de la Societé italienne el dans sa Theorie des équations
numerigues. Une des conséquences les plus remarquables des travanx
de ces divers géometres est que, avee un nombre donné de lettres, on
ne peat pas toujours former une fonction qui ait un nombre déterminé
de valears. Les caracteres par lesquels cette impossibilité se manifeste
ne sont pas toujours faciles & saisir; mais on peut du moins, pour un
nombre donné de lettres, assigner des limites que le nombre des
valears ne peut dépasser et déterminer en outre un grand nombre de
cas dexelusion. Je vais exposer dans ce Mémoire ce qu’on avait déja

trouvé de plus important sur cet objet ¢t ee que mes propres recherches
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m’ont permis d'y ajouter. Fexaminerai plus particulicrement le cas ol
te nombre des valeurs d'une fonction est supposé plus petit que le
nombre des lettres, parce que les fonctions de cette nature sont celles

dont la connaissance est la plus utile en Analyse.

Considérons une fonction de plusicurs quantités et supposons que
Pon échange entre elles ces mémes quantités une ou plusicurs fois de
suite. Siola fonetion est du genre de celles qu'on app(’lllo symelriques,
elle ne changera pas de valeur par suite des transpositions opérées
entre les guantités qu'elle renferme; mais si elle n’est pas symeétrigue,
elle pourra obtenir, en vertu de ces memes transpositions, plusicurs
valenrs dillerentes les unes des autees dont le nombre se trouvera
déterminé par la nature de la fonetion dont il s'agit. Si 'on partage
les fonctions en divers ordres, suivant le nombre des quantités qu'elles
renferment, en sorte qu'une fonction du deuxicme ordee soit celle (Ui
renferme deux quantités, une fonetion du troisiéme ordre celle (qui en
renferme trois, ete., il sera faeile de reconnaitre gquil existe une laison
néeessaire entre le nombre des valeurs que peut obtenir une fonetion
non symétrique et Vordre de cette méme fonetion. Ainsi, par exemple,
une fonction da deuxiéme ordre ne pourra jamais obtenir que deux
valeurs que Pon déduira 'une de Tautre par la transposition des deux
quantités qui lacomposent. De méme, une fonetion du troisicme ordre
ne pourra obtenir plus de sixvaleurs; une fonetion du quatricme ordre,
plus de vingt-quatee valeurs, ete. En général, le maximum du nombre
des valeurs que peat obtenir une fonetion de Pordre 2 sera évidemment

¢gal an produit
1.2.3... .0

car ce produit représente Ie nombre des manieres differentes dont on
peut disposer, a la suite fes unes des antres, les quantités dont la fone-
ton se compose. On a done deja, par ee moven, une limite que le
nombre des valeurs en question ne peut dépasser; mais il s’en faut de

OFuvres de C. — S. 11, 1.1 8]
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beaucoup que dans chaque ordre on puisse former des fonetions dont
fe wombre des valeurs soit égal & I'un des nombres entiers situés
au-dessous de cette limite. Un peu de réflexion saffit pour faire voir
quiaucun nombre au-dessous de la hmite ne peat remplir la condition
exigée, it moins quiil ne soit diviseur de cette limite. On peuat s'en
assurer factlement it Fade des constdérations suivantes :

Soit K une fonction queleongue de Pordre 2 et désignons par «,,
@y, ..., @, los quantités qu’elle renferme. St Uon éerit & la suite les
nnes des :ul[r(‘s.los quantités dont 1l s’agit ou, ce qui revient au méme,
lex mdices qui les alfectent, dans Pordre ot ils se présentent lorsqu’on
fes passe en revue en allant de ganehe & droite et en avant som de
n'éerire gqu'une seule fois chiaque indiece, on aura une permutation de
cesanées indiees qui aura nne refation néeessaire avee la fonetion K.

Par exemple, st la fonetion K étatt da quatricme ordre ot égale a

ayaly cosa, -+ a, sinas,

o permutation relative & K serait

Sty au-dessous de fa permutation relative & K, on éerit une autre
permutation formeée avee les indices 1, 2,3, ..., n, et que Pon remplace
suceessivement dans la fonetion K chacan des indiees qui composent
la permutation supéricure par 'indiee correspondant de la permutation
mféricure, on aura une nouvelle valeur de K qui sera ou ne sera pas
¢quivalente a la premicre et la permutation relative & cette nouvelle
valeur de K osera évidemment la permutation inférieure dont on vient
de pavler. On pourra obtentr, par ce moyen, les valeurs de K relatives
aux diverses permutations que Fon peat former avee les indices 1, 2,

3, oo s et st Pon représente par
K, K, K
fes valeurs dont il s’agit, leur nombre sera égal au produit

1.2.3.....1,
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ot lenr ensemble fournira toutes les valeurs possibles de la fonetion K.
Pour déduire deux de ces valeurs une de Pautre, 11 suftiva de former
les permutations relatives & ces denx valeurs et de substituer anx
indices de la pl'(\lhii‘l'(‘ permutation les indices correspondants pris
dans la seconde. Pour indiquer cette substitucion, jéerivai les deux
permulations entre parentheses en placantla premicre au-dessus de la

seconde; ainsi, par exemple, la substitution

indiquera que Pon doit substituer, dans K, I'indice 2 3 indiee 1,
Findice 4 a Uindice 2, Pindiee 3 2 Pindice 4 et Uindiee v a Uindiee 3.

St done on supposait, comme ci-dessus,
N all cosa, + a, sina,,

en désignant par K” la nouvelle valeur de K obtenue par la substitution

* ()

on aurait
n

K= a,a’ cosa,+ a,sina,.

Afin d’abréger je représenterai, dans la snite, les permutations elles-
mémes par des lettres majuscules. Ainsi, st Pon désigne Ta permntation
115243 par Ay

et la permutation
2.4.3.1 par Ay,

la substitution

se trouvera indiquée de la manicre survante :
A, )
(a

Cela posé, K étant une lonction quelconque de lordre 72, désignons
| £
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par N le produit t.2.3..... n el par
A Ay, Ay, o Ay

fes diverses permutations en nombre cgal & N que Pon peut former
avee les indices 1, 2, 3, ..., 23 N osera le nombre total des valeurs de

=

la fonetion K relatives a ces diverses permutations. Soient
K, K, K, ..., Ki

ces memes valeurs. Sioelles sont toutes dilférentes les unes des autres,
N exprimera le nombre des valeurs différentes de la fonetion donnée;
mais, dans le eas contraire, le nombre de ces valeurs, élant plus petit
que N, sera néeessairement un diviseur de N, comme on va le fairve voir.

Supposons que, parmi les valeurs possibles
K. K, Ks ..., Ky

de Ta fonetion donnée, plusicars deviennent égales entre elles, en sorte

(quon ait, par exemple,
Ko=Kg= Kyoro.

Desianons par M le nombre total des valeurs K, kg, Koy oo que Ton
suppose iei égales entre elles. Les permutations relatives i ces valeurs,

ou A, A{., A

5

ys -+-» SCront aussi en nombre égal & M. Pour déduire
toutes ees permulations d'une scule, par exemple de Ay, il sulfira
d’échanger cntre cux, d'une certaine manicre, les indices qui, dans
cette permutation, occupent certaines places, et Fon concoit facile-
ment que stoees changements n’altérent en rien la valeur correspon-
dante K, de la fonction K, cela tient non pas 4 la valeur méme des
mdices, mais a la place que chacun d'enx occupe dans la permutation
dont il s'agit.

Cela posé, soit K, une nouvelle valeur de K qui ne soit pas égale
@ Ko, et désignons toujours par Ay la permutation relative 2 K,. Si 'on
Illi[.sul)ir stimultanément, aux indices qui oceupent les mémes places

dansles permutations A, et Ay, les changements donton vient de parler,
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la deuxieme permutation de Ay se trouvera successivement changée en
2 ()

plusicurs autres Ay, A,, ..., pendant que la premicre, A, deviendra

successivement Ag, Ay, ... ct, daprées Te principe énoneé ci-dessus, il

est évident que les équations

I K'rj:}\'yf...
entraineront celles-ei

]\‘/.'_* l(y"“‘. l\r«,;

Il est aise d'en conclure que, parmi les valeurs de K eelatives a toutes

les permutations possibles, savoir
Kh K‘_’y K:}y ©coog l\,\‘a

le nombre de eelles qui seront cquivalentes 4 K sera le méme que le
)

nombre des valeurs équivalentes o W,. Par suite, si Fon repreésente

par R le nombre total des valeurs essenticllement diflerentes de la

fonetion K, M étant le nombre des valeurs equivalentes a K, RM sera

le nombre total des valeurs velatives aux diverses permutations. On

aura done
INi=

et, par suite,

| 2

N =

-
e

Ainsi R, ou le nombre des valeurs différentes de Ia fonetion K, ne
peut étre qu’un diviseur de N, ¢’est-a-dive du produit r.2.3... ... Ce
théoreme, qui se présente des les premiers pas que on veuot faire dans
la théorie des combinaisons, était déja connu; mais il élait nécessaire
de le rappeler ici pour Pintelligence de e qui va suivee. Min d'abreé-
ger, Pappelleral désormais indice de la fonction K le nombre R qui
indique combien cette fonction peut obtenir de valeurs essentielle-
ment differentes et jappellerai divisewr indicatyf e nombre M par
I('([livl on doit diviser N, ou le produit des indices 1, 2,3, ..., 2 ren-
fermeés dans la fonetion, pour obtenir Vindice de la fonetion elle-meéme.

On vient de voir que le nombre des valeurs différentes d'une fonetion
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de Pordre 2 est nécessairement un diviscur du produit
N—=1.2.3.....0.

L

de s'assarer que, dans un ordre quelconque, on peut former des fone-

s plus petit diviseur de ce produit est toujours égal i 2 et il’est facile

tions qui n’aient que deux valeors différentes. Vandermonde a donné
fes moyens de composer des fonetions de cette espece. En général,

pour former avee les quantités
@y, sy, Ctty ay

ane foncetion de Vovdre 72 dont 'indice soit ¢gal 2, il sufliva de consi-

dérer Ta partie positive ou la partie négative du produit
{ay—w)(ay—ay). . (ay—a,)(ar— ). . (a3~ ). . (A i— )

qui a pour factenrs les diflérences des qUantites «,, a,, ..., a, prises
devx i denx.

lon eflet, SUPPOSONS que, apres avotr (](’f\'(*lupp(’\ e prmlui(, on repre-
sente par P T somme des termes positils of par Q la somme des termes

negatits. e produit dont il s'agit sera représenté par
P = (\)’

cLeomme ce produit ne peut jamais changer de valeur mais seulement
de signe, envertu de substitutions quelconques opirées entre les indices
des quantités qu'il venferme, les substitutions dont it sagit pourront
seulement transformer P - Q en Q — P, ¢est-h-dire changer Pen Q, ot
réciproquement. P et Q seront done les deux valeurs d'ane fonetion qui

ne pourra en obtenir dautres. En supposant z = 3, on (rouve

P =ala,+ ala; + ala,,

Q=aa}+a,a?+ asal.

On serait encore arrive & de semblables conelusions si on edt mul-
tiphié le produit

(ay— ) (ay—~ay).. (ay—~a,)(ay,— a;). .. (a,— dp). . (y_y— a,
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~X

par une fonction symétrique quelconque des quantités
(q (kp 6oop (@ps

Ce qu'on vient de remarquer relativement au diviseur 2 du produit
r.2.3.....2 0'estpas vra, en général, relalivement a I'un queleonque
des diviseurs de ee produit, et il n’est pas toujours possible de former
une fonction de Tordre 2 dont les valears différentes sotent en nombre
égal & 'un de ees diviseurs pris & volonté. Supposons, par exemple,
quil s'agisse de former une fonetion K qui ait seulement (rois valeurs
differentes. Sin est égal & 3, on trouvera une infinité de fonetions qui

rempliront la condition exigée, telles que

(0 ay =y,

a;(a,+ ay),

On pourra encore former des fonetions de cette espece si 72 est égal
a4 par exemple,
oy dy i,
(a+ ay) (a3 + a.),

Mais si 2 est égal a5 ou surpasse 5, on n’en pourra plus former de
semblables; on ne peut pas meme, dans ce cas, former de fonetions
qui n'aient que quatre valeurs. Ces deux propositions ont été démon-
trées par M. Paolo Rulfini dans les Meémoires de la Société italienne.
Tome XII, et dans sa Theorie des équations. Ayant ¢té conduit, par des
recherchies sur les nombres, & m’oceuper de la théorie des combinai-
sons, je suis arrivé i la démonstration d'un théoréme plus général qui
renferme les deux précédents et qui détermine une limite au-dessous
de laquelle le nombre des valeurs d’une fonetion non symétrique de
Fordre 2 ne peut jamais s’abaisser sans devenir égal i 2. Ce théoreme

peut s’énoncer ainsi qu'il suit :

Le nombre des valeurs différentes d’une fonction non symetrique de
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n quantites ne peut s’ abaisser au-dessous du plus grand nombre prenuer p

contenie dans n sans decenir egal «a 2.

PREMIERE PARTIE DE LA DEMONSTRATION.

Oun fait voir que.-si Uon suppose R << p, chaque valeur de K

ne pourra étre changée par aucune substitution du degré p.

Comme pour démontrer le théoréme précedent il est nécessaire de
bien connaitre fa nature de 'opération que jai désignée sous le nom
de substitution, je commenceral par donner sur cet objet de nouveaux
développements.

Soit K la fonction donnée de 'ordre 723 soit R son indice ou le nombre
des valears essentiellement différentes qu'elle peut recevoir par des
substitutions opérées entre les quantités dont elle se compose. Enfin
designons par N le produit r.2.3 ... Rsera nécessairement un divi-
seur de N que je pourrar représenter par

N

W’
M etant ainsi le diviseur indicatit de la fonetion K. Cela posé, sotent A,
Ao oo Ag Jes permutations en nombre égal a N que Pon peut former

avee les indices renfermés dans K, et désignons par
K, Ks ..., K

les valenrs correspondantes de cette méme fonetion; pour déduire 'une
de Pautre deux de ces valeurs ou, ce qui revient au méme, les permu-
tations qui leur correspondent, par exemple A, et A,, il sulfira de
remplacer respectivement les indices compris dans la permutation A,
par les indices correspondants compris dans la permutation A,. Cette
opération, que jappelle substitution, serva, d'apres les cohventions ¢ta-
blies, indiquée de la manicre sutvante :

/A
()

S
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Les deux permutations A, et A, serontappelées respectivement premier
o second terme de cette substitution. On peut, dans le premicr terme A,
de cette substitution, intervertiv, de telle maniere que Fon voudra,
Pordre des indices 1, 2,73, ..., n, pourvu que 'on intervertisse de fa
méme maniere Pordre des indices correspondants compris dans le
second terme A,. On pourra, en conséquence, donner suceessivement
pour premier terme a la substitution proposce chacune des permuta-
tons Ay, Au, Ay, oo, Ay, et la mettee ainsi sous un nombre egal & N de
formes differentes qui seront toutes équivalentes entre elles.
Je dirai qu'une substitution est e ])r()r]m'/'(l(\ plusicurs autres, lors-
qu'elle donnera le méme résultat que ees dernitres opérees SUCCeSSi-

vement. Par exemple, sten appliquant suecessivement a la permuta-

\ . \

5 . 0 3\2 \ ‘\4 0 p
tion A, les deux substitutions ot on obtient pour résultat
’ \ |
A3/ \ fi5 /

;

. . . /Ay . .
la permutation Ay, la substitution Q ) sera equivalente an produit

426/

des deux autres, et Jindiquerat cette équivalence comme il suit:
'\l \ ’ 1\:_,_ \ ’ 1\5
KA(,) (1&)(1\;,)
Une substitution identique cst celle dont les deux termes sont égaux

entre cux. Les substitutions

1\[ 1\2 ’ N "\N A
, s e
Al y Az "\N
sont toutes identiques.
Je dirai que deux substitutions sont contigués lorsque le seeond
terme de la premitre sera égal au premier terme de la seconde. Les
. . . . / Al A, ;o .
deux substitutions contigues ( Pl P opérées successivement,
2633 No4M3

5 : . . A,
donnent le méme résultat que la substitution unique < . ); on a done

A A / As N 3
<\>:<\>(A)

OFuvres de C. — S. 11, t. L 10
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On a de meme, en genéral,

AN A, AR, B

(o O (N )

Vo -

Entin, je divai qu'ane substitution est dérivée d'une autre, ou est une
pussance d'une autre, si cle est cquivalente & cette autre répétée plo-

. /AL
steurs {ois de suite. Findiquerat la puissance r de la substitation ( )

i\
\ 2

de Ta maniére suivante :

P (0 ()

ot

NN AN AR Sy

A ) 7 N v,
NN O TN B Gl BT

Supposons que Fon applique plusicurs fois de saite 2 la permu-
tatton A\ la substitation ( \ ), en sorte que eette substitution étant
!

appliquée & la permutation A, donne pour résultat fa permutation A, ;
quiétant appliquée a la pefmutation A,, elle donne pour résultat la

permatation Ay, ete. La série des permutations

7\17 —\-)v '\37

sera nécessairement composee d'un nombre fini de termes, et si 'on
représente par m ce miéme nombre ot par A, la derniére des permuta-
5 5 . ‘ 1\5 3 . , . oq

tions obtenaes, la substitution ( : ) appliquée a cette dernitre per-

¢t/
mutation reproduira de nouveau Ie terme A,. Cela posé, st 'on range

en cerele on plutot en polygone régulier les permiutations

~\I’ i\"x -\31 I Am—l, -'\m



QU'UNE FONCTION PEUT ACOQUERIR, ETC. Vi)

de Ta maniere suivante :

toutes les substitutions que 'on pourra former avee deux permutations

prises a la suite Pune de Pautre, ot d'ortent en oceident dans le poly-
: SN

gone dontil s'agi(, seront équivalentes entre elles et i ( . >, el toutes
\ v/

celles que 'on pourra former avee deux permutations séparces une

de Paotre par un nowbre 7 de cotes dans ce méme polyvgone seront

cquivalentes & la puissance 7 de fa substitution ) On aura, de

. s
cette maniere,
A, \ £ Ay %
(a) 0 L))
A, 2 \ A, Wag
Lo ) =l i=l == )
i A, N3 o A, % /A, Ay
(\ x\z ) ( \', ) ( \. J ( Ay ')’

() Al === A,

I suit de ces considérations < 10 que la putssance m de ta substitu-

tton ( > ) est ¢quivalente & la substitution identique ( \1 ); 2 que
A,

580 4
\ omx
2 elantun nombre entier qm‘l('()nqu(', ( ' ) sera eneore une subst-
\ /

!

tation adentique ; 3° que, dans o méme hypotheése, les substitations

,\S mx+r / \.\. » ) . . / \.\- \ 6
( ol ( A ) sont cqnl\'zll(‘nlvs: 1 que la notation ( ) )

A | o A
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indique une sabstitution identique; 5° que, parmi les substitutions

/
dérivées de ( ’ )) les seules qui soient differentes entre elles sont
)

les puissances dont Pexposantest plus pelit que m ou, ce qui revient

au méme, les substitutions ¢quivalentes & ces puissanees, savoir :

z\l ) 4 A\[ > ;\l > / —'\L >
) b > R ] ‘
\l / ( »\? / 1\3 / ( Aln
Le nombre de ces substitutions est, comme celui des permutations A |,

Ao AL Lo AL, eeal home Ce nombre sera appelé le deeré de la substi-
2 3 m ) te)

\

fution ( . ) St Pon applique plusicurs fois de suite la substitution
N AL
14

permutations A, Ay, Ay, AL, e, lorsquon sera parvenu i ce point,

EA K

L . ‘ :
) A la permutation Ay, on commeneera par obtenir la suite des

[es meémes permutations se reproduiront dans le méme ordre d’une
|

manitre périodique. Cest pourquoi je divai que les permutations pre-
, B ) L. . N . . 2\.\'
cédentes forment une période qur correspond a la substitution .
Ny,
Cela posé, le degré d'une substitution ( o ) indique & la fois la plus
A V1

petite de ses puissances positives qui soit ¢quivalente & une substitu-
ton identique et le nombre des permutations comprises dans la période
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