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AVERTISSEMENT.

L Academic des Sciences a decide la publication dcs OEuvres

de Caitcliy et 1 a confiee aux Membres de la Section de Geometric.

Cette publication comprenclra, dans nne premiere Serie, les Me-

inoires extraits des Recueils de 1 Academie, et, dans nne secondc

Serie, les Memoires publics clans di verses collections, les Lecons

de 1 Ecole Polytechniqne ,
1 Analyse algebrique, les anciens et

les nonveaux Exercices d Analyse et cle Physique mathematiqne,

enfin les Memoires separes.

Pour repondre a nn desir souvent exprime, 1 Academie a voulti

publier immediatement, a la suite du present Volume, les articles

inseres dans les Cornptes rendus de i83(J a 1867, qne leur dis

persion rend si difficiles a retronver, et dont la reunion fera

comme une oeuvre nouvelle oil revivra le genie du grand Geo-

metre et qni ajoutera encore a 1 eclat de son nom. Leur repro

duction sera faite en suivant 1 ordre chronologique, sans notes

ni commentaires, mais apres avoir ete revue avec le pins grand

soin, pour les corrections indispensables, par les Membres de la

Section de Geometric, auxquels out ete adjoints MM. Valson et

Collet. Nos collaborateurs se sont consacres a cette tache diffi

cile avec un zele et un devouement qui leur meriteront la recon

naissance des geometres.

En entreprenant la publication des travaux de Cauchy,
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1 Academic n a pas etc guidee seulement par le clesir de faire une

oeuvre utile a la Science; elle a perise rendre
r
a I un de ses plus

illustres Membres, un hommage qui temoignerait mieux que tout

monument funebre de son respect poiir sa memoire.

Pour realiser ses intentions, elle a rencontre dans M. Gauthier-

Villars un conconrs genereux et desinteresse que nous portons

a la connaissance des amis de la Science, en publiant les lettres

(|ui suivent.

si Monsieur le President de I Academic des Sciences.

Paris, 21 mars 1877.

MONSIEUR LE PRESIDENT,

La Section de Geometric a bien voulu me signaler 1 impor-

tance que presente pour la Science et In gloire du pays la

&amp;gt;j publication des OEuvres completes de Cauchy : aussi
je

n hc-

site pas a entreprcndre ce grand travail, et je demande seu-

)&amp;gt; lenient que I Academic consente a en prendre la direction

scientiHque.

I^e format et la disposition typographique seront les menies

que pour les volumes deja parus de Fresiiel, Lavoisier,

w Lagrange ;
les OEuvres de Cauchy viendront ainsi prendre

place dans la collection qui reunit les travaux de ces savants

immortels.

Veuillez agreer, Monsieur le President, Texpression de mou

w profohd respect.

GAUTHIER-VILLARS.
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A Monsieur Gantkier- Millars.

Paris, lojuillet 1877

L Academie salt, Monsieur, tout ce qu on doit attendre dc

votre zele el des connaissances approfondies que vous ave/.

acquises dans votre art.

Les belles publications que la Science doit a vos soins et

qui vous out acquis, dans le monde savant, un renom si

justement merite, lui sont un sur garant que 1 execution des

OEuvres de Cauchy, que vous desirez entreprendre, ne lc

cedera en rien a celles de Laplace et Lagrange, que vous ave/.

su mener a bien.

L Academic accepte done, Monsieur, avec le plus vif

empressement ,
de prendre la direction scientifique de cette

importante et difficile publication, et elle nous charge de vous

exprimer sa profonde reconnaissance pour le desinteressement

que vous avez nibntre dans cette circonstance.

Veuillez agreer, -Monsieur, I assuranee de notre considera-

tion la plus distinguee.
*

Lex Secretaires pcrpetuels.

DUMAS,

BERTHAND,
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AVERTISSEMENT.

Lc Memoire qu on va lire se trouve imprime tel qu il a ete couronne par 1 Institut, ct

d apres le manuscrit remis au concours en septembre 1816. Toutefois on a pense quo, pour

eclaircir les difficultes qui peuvent s offrir au lecteur, il serai t utile d ajouter quelques Notes

nouvelles a celles qui faisaient deja partie de 1 Ouvragc; mais, afin que ces nouvellcs Notes

puissent etre facilement distinguees des autres, on a marque cliacunc d elles d un asterisque.



DE LA

f //

THEORIE fun:

PROPAGATION DES ONDES

A LA SURFACE D UN FLUIDE PESANT

D UNE PROFONDEUR INDEFINIE (*).

PRIX D ANALYSE MATHEMATIQUE

KEMPORTE PAR M. AUGUSTIX-LOUIS CAUCHY, INGENIEUR DES POMS ET GHAUSSEES.

(tONCOURS DE l8l5.)

Nosse quot lonii veniant ad littora flactus.

Vino., Georg , lih. II, v. 10S.

Le probleme qu il s agit de resoudre est celui-ci :

Une masse fluide pesante, primilivement en repos, et d une profondeur

indejinie, a ete mise en mouvement par I effet d une cause donnee. On

demande, an bout d un temps determine, la forme de la surface exte-

rieure du fluide et la vitesse de chacune des molecules situees a cette

meme surface.

Pour plus de generalite, je determinerai a chaque instant non-seulf-

ment I etat de la surface, mais aussi celui de toute la masse fluide.

(*) Memoires prescntes par divers savants a l&amp;gt;Academic royale dcs Sciences dc I lnstitttt

de France et iinpri/nes par son ordre. Sciences mat/ienifttif/ues et physiques. Tome I.

Imprim6 par autorisation du Roi a I lmprimerie royale; 1827.



MEMOIRE

(iomme tout, dans ce probleme, depend de la cause a laquelle est du le

mouvement du fluide, il faut commencer par fixer les idees sur cet

ol)jet. Cette cause peut etre, ou 1 action d une partie de la masse fluide

qui, soulevee ou deprimee dans 1 origine par une force quelconque, a

ete ensuite abandonnee a elle-meme, ou 1 action de forces impulsives (*)

primitivement appliquees a la surface. On peut meme supposer les

deux causes reunies, afm de donner a la question toute la generalite

dont elle est susceptible. Lorsque la premiere cause existe seule, les

vitesses initiates des molecules fluides sont nulles. Mais, lorsque la

seconde agit sans la premiere, ou se joint avec elle, les molecules

acquierent des le premier instant des vitesses sensibles; en sorte que,

dans le cas le plus general, c est deja un probleme a resoudre que de

determiner 1 etat initial du fluide. Au reste, comme cet etat depend

absolument des causes qui produisent le mouvement du fluide, et que

ces causes peuvent varier d un point a 1 autre suivant une infinite de

lois fort differentes, on ne peut evidemment obtenir rien de general a

cet egard, si ce n est pour les parties du fluide situees hors de 1 in-

fluence immediate des causes que Ton considere.

Quant a 1 etat du fluide au bout d un temps determine, il sera lui-

meme tres-irregulier dans les diflerents points de la masse fluide primi

tiveinent soumis a 1 influence immediate des causes qui ont produit le

mouvement. Mais, si Ton s eloigne de ces memes points a des distances

de plus en plus grandes, on verra le mouvement devenir de plus en

plus regulier. La distance a laquelle cette regularite deviendra sensible

sera d autant moins considerable que la portion de surface immediate-

inent soumise a 1 influence des causes motrices etait moins etendue et

que ces causes elles-memes etaient moins actives. Par suite, les lois du

mouvement seront tres-regulieres a une distance finie, si les causes

motrices avaient peu d intensite et n embrassaient originairement dans

leur action qu une tres-petite etendue de la masse fluide. De ces re-

marques nous pouvons conclure qu il sera fort utile de considerer en

(*) Voir la Note XIV.
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parliciiliiT le cas oil la hauteur des ondes et les vitesses initiates des

molecules fluides sont tres-petites. La determination des lois relatives

;i cctte hypothese est en effet le point le plus essentiel de la theorie

que nous avons a etablir. C est ainsi que, dans la theorie du son, on

s attache particulierement a determiner les loisdu mouvement relatives

an cas ou les vitesses des molecules d air sont supposees tres-petites.

L etat de la question etant sufiisamment etabli par ce qui precede,

je vais maintenant la resoudre. Pour plus de commodite, je diviserai la

solution, c est-a-dire le Memoire qui la renferme, en trois Parties.

Dans la premiere Partie, je ferai voir comment, lorsqu on connait a

1 origine la forme de la surface exterieure et les forces qui agissent sur

elle, on pent en deduire les equations qui expriment 1 etat initial du

Snide.

Je donnerai dans la seconde les equations qui determinent, a une

epoque quclconque du mouvement, 1 etat de la masse fluide et cclui d-

sa surface.

Enfin, dans la troisieme Partie, j
etablirai les lois generates qui re-

sultent des formules donnees dans la seconde, et je determinerai Irs

valeurs numeriques des constantes qui entrentdans 1 expression de ces

lois.

Pour plus de facilite, je renverrai a la fin du Memoire, dans lt-s

Notes separees (*), les demonstrations de diverses formules analytiques

que j
ai fait servir a la solution du probleme.

(*) Les treizc premieres Notes sont celles qui faisaient partio du Memoire couronne; les

sni\ antes, marquees chacune d un asterisquc, ont ele ajoutees depuis, comme il est dit dans

I Avertissement.



MEMO! RE

DE L ETAT INITIAL.

SECTION PREMIERE.

DES
. EQUATIONS QUI DETERMINES! L ETAT INITIAL DE LA MASSE FLUIDE.

1. Considerons un fluide pesant, homogene, d une densite constant?

&amp;lt;&amp;gt;t d une profondeur indefinie, et supposons que, ayant ete primitive-

nient en repos, il commence a se mouvoir a partir d un instant deter

mine que je prendrai pour origine des temps. Les causes qui deter-

minent ce mouvement peuvent etre, comme on 1 a deja remarque, de

deux especes, savoir : i 1 action d une partie de la masse fluide qui,

apres avoir ete soulevee ou deprimee par une force quelconque, a ete

ensuite abandonnee a elle-meme ; 2 1 action de forces impulsives pri-

mitivement appliquees a la surface exterieure. Si la premiere cause

agit isolement, les vitesses initiales seront nulles; mais, si la seconde

cause se joint a la premiere, les diverses molecules de fluide acquer-

ront, des le premier instant, des vitesses sensibles, et ces vitesses satis-

feront, dans toute 1 etendue de la masse fluide, a certairies equations

de condition qu il s agit d etablir. On y parvient a 1 aide des consid3ra-

lions suivantes.

2. Lorsqu on applique aux diflerents points de la surface d un fluide

des pressions et des impulsions donnees, les impulsions, ainsi que les

pressions, se transmettent en partie aux diverses molecules dont le

fluide se compose; en sorte que chaque molecule, consideree comme

jin parallelepipede rectangle, eprouve sur ses six faces des pressions et
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des impulsions determinees. Ces pressions et ces impulsions peuvent

etre variables d un point a 1 autre. Mais, en vertu de la propriete ca-

racteristique des fluides, elles sont pour chaque point egales dans tous

lessens. Cela pose, rapportons les positions des molecules du fluide a

trois plans rectangulaires entre eux, ayant pour intersections respec-

tives les axes horizontaux des x et z, et 1 axe vertical desy. Designons

par m une de ces molecules, par ^ sa densite, par a, b, c les coordon

nees d un de ses sommets dans le premier instant, et par a-\-da,

b -+- db, c H- dc les coordonnees du sommet oppose, que nous suppose-

rons etre le plus eloigne de 1 origine. Les trois dimensions de la mole

cule etant alors respectivement egales a
.

da, db, dc ,

son volume sera dadbdc, et sa masse aura pour mesure le produit

o da db dc.

Soient, en outre, u , *&amp;gt; , w les vitesses initiales de la molecule dans

le sens des coordonnees, et q 1 impulsion qui, a 1 origine du mouve-

ment, se fait sentir egalement dans toutes les directions au point de la

masse fluide dont les coordonnees sont a, b, c, cette impulsion etant

rapportee a 1 unite de surface, ainsi que cela se pratique relativement

aux pressions. La molecule m eprouvera sur ses six faces des impul

sions qui, prises deux a deux, seront dirigees en sens contraires, et

dont les differences respectives, rapportees a 1 unite. de surface, seront

_, -, --.
da Ob dc

De plus, comme les faces de la molecule perpendiculaires aux axes des

.r, y et z ont respectivement pour mesures les produits

db dc
,

da dc
,

da db ,

les differences des impulsions que supportent, a raison de leur etendue,

les faces opposees, seront evidemment

- -^ da db dc
, % da db dc ,

- (

^da db dc.
da ub oc

OEiivres dc C. - S. I. t. I. ?
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D ailleurs ces differences d impulsions doivent necessairement faire

equilibre aux quantites de mouvement qui resultent des vitesses w ,

r , wn acquises par la molecule, prises en signe contraire; car il sufli-

rait de lui imprimer ces vitesses dans des directions opposees a celles

(ju elles ont effectivement pour qu elle restat en repos; et, comme les

quantites de mouvement dues a ces vitesses, considerees dans leurs

propres directions, sont respectivement egales aux produits de u , r ,

wn par la masse ^&amp;gt;dadbdc de la molecule, c est-a-dire a

ou da db dc, ov^dadbdc, owodadbdc,

si on les egale aux differences trouvees, afin de satisfaire a la condition

enoncee, on aura les equations

N dq n * dq n ^ dq n
i

&quot;o
o + -f = o

, P H- -fr-
= o

,
W -f- - = o .

da do dc

3. Ces equations cesseraient d etre exactes si, a 1 origine du mouve

ment, une cause quelconque agissait, non pas sur les faces, mais sin-

la masse meme de la molecule que Ton considere, de manierc a impri

mer directement a cette masse une vitesse determinee. Mais cette cause

n aurait evidemment d autre effet que d ajouter aux valeurs de u
, r ,

w n tirees des equations (i) les composantes de la vitesse en question,

paralleles aux axes des coordonnees. Si done on designe par

ces trois composantes, les valeurs de u
(} , r , w relatives a la nouvelle

hypothese qu on vient de faire seront respectivement

i Oq a i

iio =V- &amp;gt; v = V - - -- - -~ -
o ua o Ob o &amp;lt;)c

Os dernieres equations, qu on peut aussi presenter sous la forme sui-

vante :

sont applicables a la theoried un fluide entraine par le mouvement d un

corps solide sur lequel il repose, par exemple, a 1 etat initial de la mer
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que la Terro, supposee d abord immobile et mise ensuite en mouve-

ment autour de son centre, emporterait avec elle dans 1 espace. Mais,

lorsque Ton eonsidere un fluide libre, on ne voit aucun moyen d im-

primer directement a ses molecules, et independamment des impul

sions que sa surface peut eprouver, des vitesses instantanees. En

consequence, nous supposerons dans ce qui va suivre

ce qui reduira les equations (2) aux equations (i).

4. Comme nous considerons un fluide homogene et d egale densite,

^ est une quantite constante. Dans cette hypothese, on deduit facile-

ment des equations (i) les trois suivantes :

(3) db da dc da dc db

Toutefois, il est bon de remarquer que ces equations de condition

n auraient plus generalement lieu si la densite variait d un point a

1 autre de la masse fluide. II est d ailleurs facile de reconnaitre que les

equations (3) expriment les conditions necessaires pour que la quantite

iiuda-i- t
r

o db -+- w o dc

soit une diflerentielle complete relativement aux trois variables inde-

pendantes a, b, c.

5. II est encore une equation de condition a laquelle doivent satis-

faire les vitesses

MO, o ,
W .

En efl et, puisque la densite du fluide est invariable par hypothese,

non-seulement d un point a 1 autre, mais encore avec le temps, chaqw

molecule, ne pouvant changer de masse, doit conserver le mtA&amp;gt;me vo

lume pendant toute la duree du mouvement. Cela pose, concevons que

le sommet de la molecule m, auquel appartenaient, dans le premier

instant, les trois coordonnees a, b, c, se trouve, au bout du temps /,
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transporte en un point dont les coordonnees soient #, y, z. Les trois

aretes de la molecule qui aboutissaient au sommet dont il s agit, et

(jui, dans 1 origine, se trouvaient paralleles aux trois axes des coordon

nees, auront alors cesse de 1 etre, et les projections de ces memes

aretes sur les axes dont il s agit, projections qui dans 1 origine etaient

respectivement egales,

pour la premiere arete, a. .. da, o, o,

pour la seconde, a ......... o, db, o,

pour la troisieme, a ....... o, o, dc ,

seront alors devenues

dx 7 dy , dz
,

pour la premiere arete ... da, -da, -da,da da da

pour la seconde ......... -rdb, %-db, ^-db,
db db db

dx , dr 7 dz .

pour la troisieme ........ -r-dc, ~dc, dc.
dc dc dc

11 est aise d en conclure (voir la Note I) que le volume de la molecule,

qui etait prirnitivement egal a

da db dc ,

sera devenu, au bout du temps /,

d.r dr dz dx dy dz dx dr dz dx dr dz dx dr dz dx dr dz\ ,-^-^ - -- -- --- 1 - ^ _ -_ _ I r ________,
* v __ \ flfl /7/I ///

da db dc da dc db db da dc db dc da dc db da dc da db)

et, comme ces deux volumes doiventetre equivalents, on aura, par suite,

in ^* ^ _ ty_ ^ dx_dj^dz dx dr dz dx dr dz dx dr dz~~ ~~ :z

Si, pour plus de simplicite, on fait usage de la notation adoptee par

M. Cauchy dans son Memoire sur les fonotions symetriques (

*

) , 1 equa-

(*) Lc M^moirc dont il est ici question a etc imprime en partie dans le XVtP Cahier du
Journal dc I Ecole Polyteclmiquc. Si, en citant ce Memoire, je me suis nomme a la troisieme

personne ,
c est que je devais garder 1 anonyme.
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tion (4) prendra la forme suivante :

_4- _
da db

~

It- sii&amp;gt;ne S etant relatif a la permutation des trois lettres a, b,

Lorsqu on suppose t = o, on a evidemment

et, par suite, le premier membre de 1 equation (5) se reduit a 1 imito,

ainsi qu on devait s y attendre.

Pour introduire dans 1 equation (5) les vitesses w , r , &amp;lt;r a la place

des coordonnees variables x, y, z, il suffit d observer qu on a, pour dr

tres-petites valeurs de /,

x = a-}-u t, j =b-+-( t, z = c-Jr(V t.

En substituant ces valeurs de x, y, z dans 1 equation (5), et negligeant

les puissances de t superieures a la premiere, on trouve quo le premier

membre de cette equation se reduit a

-.

-- -TT-
da do oc

et, par suite, 1 equation elle-meme, a

Telle est la relation qui doit exister entre les vitesses initialos pour

que chaque molecule conserve, dans le second instant du mouvement,

le meme volume qu elle avail a 1 origine. C est en cela quo consiste ce

qu on appelle Yiitcompressibilite
du jluide.

6. Si dans 1 equation (6) on substitue a la place des vitesses //, v , w u

leurs valeurs tirees des equations (i), on trouvera

(7) dr + O.

Reciproquement, on pourraitdeduire 1 equation ((i)
de IVq nation (
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en substituant dans cette derniere, a la place de

dq n dq n dq n

da db dc

leurs valeurs tirees des equations (i).

7. Les equations (3) et (6) sont les seules auxquelles les vitesses

doivent satisfaire pour que le mouvement initial puisse etre cense re-

suiter d impulsions appliquees dans le premier instant a la surface du

rtuide. La consideration meme de la surface, ainsi qu on le verra dans

la Section suivante , ne fournit a cet egard aucune condition nou-

velle. Cela pose, concevons que dans un instant determine, au bout du

temps t par exemple, on trouve le fluide deja mis en mouvement par

une cause quelconque, et soient, a cette epoque, u, r, w les vitesses de

la molecule qui a pour coordonnees x, y, z. Si les expressions des vi

tesses en x,y et z satisfont aux equations (3) et (6), ou , ce qui re-

vient au meme, si Ton a

du dv du dw dv dw
(

&quot;

I ~^~ = ~r~ T~ v~ &quot;^~ ^&amp;gt;

oy dx dz dx dz dy

du dv dw
9

- + - - -h - -
o,dx dy dz

on pourra, sans craindre d alterer les equations du mouvement, suppo-

ser ces memes vitesses produites a 1 instant meme par 1 action de

forces impulsives appliquees a la surface du fluide. Au reste, il sera

facile de determiner, dans cette bypothese, la valeur de 1 impulsion,

non-sculement a la surface, mais encore dans toute 1 etendue de la

masse fluide, a 1 aide des considerations suivantes.

Puisque les vitesses u, v, w satisfont aux equations (8), elles sont

necessairement les derivees partielles d une meme fonction de x, y, z,

et, si Ton designe cette fonction pars, on aura

ds ds ds
1 10 1 U- -&amp;gt; ( =r -

&amp;gt;

W -

dx dy dz

De plus, si 1 on designe par q 1 impulsion au point dont les coordon

nees sont x,y, z, les seules equations auxquelles la valeur generale
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de q devra satisfaire seront les suivantes :

i dq i

&amp;lt;)(]

i dq33i r - ~
i

** =
o dx o Of 6 J;

Nous ne parlous pas de 1 equation

d-q d-q d-q*
I i I i

,
~~r~ -. . ~~r~ : r~ O .

dx- dr- dz-

qui est une suite necessaire des equations (9) et (i i). Cela pose, puisquc

les valeurs de u, r, w verifient les formules (10), il suftira evideniment,

pour satisfaire aux equations (i i), de supposer

(13) q = os.

Mais on y satisfera egalement si Ton fait

(14) g= -3s + /i,

h etant une constante arbitraire. Ainsi, Ton pourra non-seulement rc-

soudre, mais resoudre meme d une infinite de manieres, la question

proposee, et les diverses solutions diflereront uniquement rune dc

1 autre par cette seule circonstance que, danstous les points de la masse

fluide a la fois, I impulsion se trouvefa augmentee on diminuee d niu-

quantite constante.

La remarque precedente sur la faculte qu on a d ajouter a I impulsion

une constante arbitraire, sans alterer le mouvement, etant applicable ii

1 etat initial, ainsi qu a tout autre, il en resulte que le mouvenienl

initial lui-memc pourrait etre attribuc, soit aux impulsions qui ont ete

primitivement appliquees a la surface du fluide, soit aux memes impul

sions augmentees d une quantite constante.

Resume. -- En reunissant les formules (i) et (7), on a

da- db- dc-

d da
i,j

^
~ ^ -.1 5

o db
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Si 1 on fait abstraction d une des trois dimensions du fluide, par

oxemple de celle qui correspond a la coordonnee c, les trois quantites

g n , f/ , i seront independantes dec; la vitesse w sera constamment

nulle et les trois premieres equations (i5) se reduiront simplement a

0-(Jn

da- db-

16]
d da

Les formules (i5) ou (16), selon que 1 on considere ou trois dimen

sions ou deux seulement, sont les seules qui, sans renfermer la va

riable t, soient communes a toutes les molecules de la masse fluide.

Elles ne suffisent pas pour determiner completement 1 etat initial de

cette masse, mais elles peuvent servir a deduire cet etat de 1 etat initial

de la surface exterieure. C est pourquoi, avant de proceder a 1 integra-

tion des equations (i5) et (16), nous allons rechercher celles qui con-

viennent en particulier aux molecules situees a la surface du fluide que

I on considere.

SECTION DEUXIEME.

DES EQUATIONS QUI DETERMINANT I/ETAT INITIAL DE LA SURFACE.

1. Lorsque Ton considere les molecules situees a la surface du

fluide, les trois variables a, b, c ne sont plus independantes entre elles;

mais 1 une d elles, b par exemple, devient fonction des deux autres

et c. Si 1 on substitue cette valeur de b dans les expressions generates

des vitesses et de 1 impulsion

u
,

v
,
w

, q ,

celles-ci deviendront egalement de simples fonctions de a et dec; et,

si Ton designe par
U , V ,

W
, Qo
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ces mt
A

mes fonctions, U , V , W representeront les vitesses initiates

correspondantes au point de la surface dont les coordonnees sont a

et c, et Q 1 impulsion primitive que cette surface a recue suivant la

normale au point dont il s agit. Cela pose, il est facile de voir qu on

aura, pour toutes les molecules situees a la surface du fluide,

Qo dq n
dq&amp;lt;&amp;gt;

db

da
17!

dc dc db dc

Les memes relations subsisteront aussi entre les differences partielles

des quantites U et M O , V et v -, W et w .

2. Parmi les cinq quantites

b, U
ffl , V , W , Qo,

considerees comme fonctions de a et de c, il y en a deux qui doivent

etre immediatement determinees par la nature meme de la question.

Ge sont les quantites
b et Qo.

En effet, pour que 1 etat initial de la surface du fluide soit complete-

ment determine, il faut que Ton connaisse a 1 origine du mouvement :

r la forme de cette surface; 2 la valeur de 1 impulsion en chaque

point, ou, ce qui revient au meme, les fonctions des variables a et c

qui represented : i I ordonneefe, 2 1 impulsion Q . Si Ton designepar

F(a, c), J(a, c)

les fonctions dont il s agit, les deux premieres equations relatives a la

surface du fluide seront

(.8)

3. Supposons maintenant que la surface initiale du fluide differe

peu d une surface plane; les quantites

M M
da dc

OEuvres de C. S. I, t. I. 3
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seront fort petites. Si Ton suppose, en outre, que les impulsions primi-

tivement appliquees aux differents points de la surface soient elles-

memes peu considerables, les valeurs des quantites

Qo, U
,
V

,
W ,

qo , MO , ^o 9 Wo

seront aussi tres-faibles; et, en considerant ces diverses quantites

comme tres-petites du premier ordre, on pourra negliger dans les equa

tions (17) les termes du second ordre

dq n db dq db

oo da db dc

ce qui reduit ces memes equations a

(-9) da da dc dc

Par consequent, si Ton se borne a considerer les molecules situees a la

surface du fluide, on pourra, dans la seconde et la quatrieme des

equations (i5), remplacer q^ par Q ; et, comme on a dans cette hypo-

I hese

la seconde et la quatrieme des equations (i5) deviendront

3 da

I W = ^ -y-^
\

o dc

Resume. -- En reunissant les formules (18) et (20)., on a

b = (a, c],

Qo =3 (a, c],

, AC\.

U =
d da

De ces quatre formules, les deux dernieres ne subsistent quc dans



. SUR LA TIIEORIE DES ONDES. 1!)

I liypotliese oil Ton considere les coefficients differentiels des fonctions

F(, c), 3 (a, c} comme des quantites tres-petites.

II resterait a determiner la valeur de V . Mais on ne peut la trouver

qu apres avoir fixe d abord la valeur generale de v ; et, pour y parve-

nir, il faut commencer par integrer la premiere des equations (i5).

C est pourquoi nous renvoyons la determination de V a la Section sui-

vante.

Si Ton se borne a considerer deux dimensions dans le fluide, /&amp;gt;,

Qo, U deviendront constantes relativement a c, la vitesseW sera nulle,

et les trois premieres equations (21) prendront la forme suivante :

i f)Q ft

SECTION TROISIEME.

INTEGRATION DES EQUATIONS OBTENUES DANS LES SECTIONS PRECEDENTES.

1 . L etat initial du fluide et celui de sa surface se trouvent comple-

tement determines par les equations (i5) et les deux premieres equa

tions (21). Mais il reste a deduire de ces memes equations les valeurs

des inconnues du probleme, c est-a-dire, a donner les expressions gene-

rales de

(Jo &amp;gt;

UQ
&amp;gt;

I o
&amp;gt;

o

en , b, c, et celles de

U
,
V

,
W

en a et c. Cette derniere partie de la solution est tout entiere du do-

maine de 1 Analyse et fournit une application remarquable du Calcul

integral aux differences partielles.

Pour fixer les idees, je supposerai dorenavant que le plan des x et z

3.
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se confond avec le niveau des parties du fluide situees liors de 1 in-

fluence immediate des causes motrices, c est-a-dire, avec le plan qui

termine les parties de sa surface dont le niveau n a point ete altere, et je

compterai les ordonnees positives au-dessus de ce plan et les ordonnees

negatives au-dessous. Cela pose, si Ton veut considerer le cas ou les

causes motrices ont peu d intensite et agissent sur une portion pen

etendue de la masse fluide, 1 ordonnee b de la surface et 1 impulsion Q

n auront de valeurs sensibles qu entre des limites tres-resserrees des

variables a et c, et leurs valeurs entre ces memes limites resteront

toujours tres-petites. On sait d ailleurs que le cas dont il s agit est celui

que nous avons particulierement en vue.

2. Pour plus de simplicite, je ferai d abord abstraction d une des

trois dimensions du fluide. Alors les equations (i5) et (21) feront place

aux equations (16) et (22), et la question se trouvera reduite a deter

miner, au moyen des formules

b : =
F(fl),

Qo = -?(),

_

O ~s ~^da

1 dq
Vo 5- ~T;

o do

les valeurs generates de y , w , ^ , w en a et b, et celles de U , Y

en a seulement. Quant a 1 ordonnee b de la surface et a 1 impulsion Q ,

elles se trouvent immediatement determinees par les deux premieres

equations (23). De plus, pour obtenir les vitesses U ,
V relatives aux

divers points de la surface, il suffira evidemment de remplacer, dans

les expressions generates des vitesses u et P O , b par F(). Toute la diffi-

culte consistera done a determiner les valeurs de

&amp;lt;/o,
&quot;o, fo

en a et b. On y parvient de la maniere suivante.
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3. La troisieme des equations (23) (voir la Note IX) a

erale generate

v /** v r
30

( -24 ) qo=y I cosam e6 &quot; f(m)dm+\ I cosam e~bmft (
m

cliaque signe 2 indiquant, pour abreger, la somme faite de 1 integrate

renfermee sous ce signe, et de celle qu on peut en deduire, en substi-

tuant sin am a cosam et changeant de fonction arbitraire. Quant aux

limites des integrates, elles sont respectivement m = o, m = so . Cela

pose, la condition evidente que 1 impulsion q ne devienne point infinie

a de tres-grandes profondeurs, c est-a-dire, pour des valeurs infmies et

negatives de b, fait disparaitre immediatement le second terme de cette

valeur et reduit, en consequence, 1 equation (24) a

(z5) go =\ I cosamebmf(m}dm.

Les valeurs correspondantes de u et de ^ , donnees par les deux der-

nieres equations (23), sont respectivement

MO - \ / sin am ebm f(m }
m dm,

r*
I cosame f&quot; l f(m)mdm.

On doit toutefois observer que, dans la premiere equation (26), il faut,

pour obtenir la seconde des deux integrates que le signe 1 indique,

remplacer smam par cosm, et non pas settlement par cosam. C est

une attention qu il faudra toujours avoir dorenavant lorsque le signe 2,

place devant une integrale defmie, sera relatif a un sinus et non a un

cosinus.

Si, dans les equations (26) et (26), on suppose

b = Y(a),

les quantites q , u
, v deviendront respectivement egales a Q ()

=
$(a),

U , V . Si, de plus, on considere 1 ordonnee de la surface b = Y(a) et

1 impulsion Q 9
= $(a) comme des quantites tres-petites du premier
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ordre, on aura, aux quantites pres de cet ordre,

ebm = i
;

et, par suite, en negligeant les termes du second ordre, on reduira les

valeurs de Q , U , V , tirees des equations (25) et (26), a

(27) O =\ / cos amf\m] dm,^J o

i Y^ /
*

Uo = ^ 7 / sinamf(m}mdm,
^ 4HMB ty ft

/&quot;&quot;

/ cosamf(m}mclm.

On conclut de la formule (27)

(29) \ / cosamf(m}drn = 3(a}.

Cette derniere equation suffit pour determiner entierement la valeur de

la fonction/(m), ou, pour mieux dire, les formes des deux fonctions

arbitraires que le signe I indique (voir la Note VIII). Ces fonctions etant

une fois determinees, les equations (26), (26) et (28) suffiront pour

etablir d une maniere complete 1 etat initial du fluide que Yon consi-

dere.

On peut remarquer que la premiere des formules (28), comparee

avec 1 equation (27), donne

r }

i dQo
3o U = -

-s -i 5

o da

ce qui s accorde parfaitement avec la troisieme des equations (22)

(Section II).

\. Si, dans la valeur de q donnee par 1 equation (26), on introduit

la fonction 3 a la place de/, en ayant egard a 1 equation (29), on trou-

vera (voir la Note XI)

(3.
&amp;gt;

2 -h (GT a)-
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II est facile de s assurer, apofferiori, que cette derniere valeur de qn

satisfait a la troisiemedes equations (23). Gar, si Ton fait, pour abreger,

B = jj^^jr, =
i
( ^=

on aura evidemment

d^R d 2 B

et, par suite,

&amp;lt;)-&amp;lt;7o

Tr T-, -rOa- Ob- ~ J \ da- db-

La meme valeur de q sera rigoureusement exacte si Ton suppose le

fluide de niveau a 1 origine du mouvement, c est-a-dire,

Alors, en effet, pour obtenir la valeur de q n relative a la surface, il

suftira de faire, dans le second membre de { equation (3i),

et, comme dans cette bypothese 1 integrale

b- 4-
j^GJ tfy-

se reduit (rozr la Note XI) a

rJ(a],

on en conclura

ce qui est parfaitement d accord avec la seconde des equations (23).

Lorsque 1 ordonnee initiale de la surface n est pas rigoureusement

nulle, mais seulement tres-petite, alors I equation (3i) donne seule-

ment la valeur approcbee de q , aux quantites pres du second ordre.

5. Supposons maintenant que 1 impulsion Q , on, ce qui revient au

meme, la fonction j(a) qui la represente, n ait de valeur sensible

qu entrc des limites tres-resserrees de a et pour des valeurs de cetfc
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variable tres-peu differentes de zero. Faisons de plus, entre ces memes

limites,

/

L integrale renfermee dans le second membre de 1 equation (3i) n ayant

elle-meme de valeur sensible qu entre ces limites, on pourra y supposer,

a tres-peu pres,

b- 4- (GJ a)
2

/&amp;gt;--+- a-

et Ton aura, par suite,

dw H
v

0--+- (W

excepte dans le cas ou (b- -+- a-)- serait une quantite tres-petite et du

meme ordre que les limites en question, c est-a-dire, ou le point que

Ton considere dans la masse fluide serait peu eloigne de 1 origine des

coordonnees. Ainsi, pour tous les points situes a une distance sensible

de cette origine, la valeur de q Q de-viendra

H i h]

(33) q = -
TT b- + a-

Les valeurs correspondantes des vitesses M
O , ^ seront

H a ft

H 2_
V9 = -* rrz

Enfin, s il s agit des points situes a la surface du fluide, on aura

q (}

= Q , u = U , &amp;lt;^

= V ; et, 1 ordonnee b devenant alors une quan

tite tres-petite, les equations (33) et (34) se reduiront sensiblement a

(35) Q = o, U0=-_o, V = ^^-
La premiere de ces trois equations est une suite necessaire de 1 hypo-

these que nous avons admise, et en vertu de laquelle la valeur de Q

devicnt insensible pour des valeurs de a tant soit peu considerables.
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Quant a la seconde des equations (35), savoir U = o, elle se deduit

immediatement de la premiere a 1 aide de la formule (3o).

Je discuterai, dans la troisieme Partie de ce Memoire, les diverges

formules que je viens d obtenir. Je passe maintenant au cas oil Ton

considere a la fois les trois dimensions de la masse fluide.

6. En restituant au fluide ses trois dimensions, on a, pour deter

miner 1 etat initial ou les valeurs de

les formules

b, Qo, U ,
V

,
W

,

b : =FC

da- db- dc-

MO =-
o oa

(36)

~

Les deux premieres equations determinent immediatement 1 ordonnee b

relative a la surface et 1 impulsion Q . Quant aux valeurs de U , V , W ,

il suffit evidemment, pour les obtenir, de remplacer dans celles de

&quot;o&amp;gt;
( o wo 1 ordonnee b par F(, c). Enfm, les trois dernieres equa

tions (3G) font connaitre les valeurs generales de u , r , w lorsqu on

a celle de q. Ainsi, toute la question se reduit a trouver 1 expression

generate de 1 impulsion q . On y parvient de la maniere suivante.

7. La troisieme des equations (35) a pour integrate generale (voir

la Note IX)

(3:)
&quot;=2/7^ i/O i/ o

4-N / / cosamcoscne- b (m +H^ i

ft (m,n}dmdn,

OEuvresde C. S. I, t. I.
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chaquc signed indiquant, pour abreger, la somme faite de I integrale

qu il renferme et des trois qu on peut en deduire en substituant succes-

sivement au prod u it

cos am cos en

les suivants
cosam sinew,

sinam cosen,

sin am sin en ,

et changeant a chaque fois de fonction arbitraire. La condition evi-

dente que la valeur de
&amp;lt;/

ne devienne point infinie a de tres-grandes

profondeurs, c est-a-dire, pour des valeurs infmies et negatives de b,

redu it cette meme valeur a

^-^
f\ 00 f

(38) y*=2 I I~^ t/O J o

Les valeurs correspondantes de M O , v , w sont respectivement

. -. /&quot;&amp;lt; /^ 3C
,

= - \ I I 9\f\amcQ$cne l
&amp;gt;(
m ~ +n ~

&amp;gt;&quot;~f(m y n}mdmdn,
0^jJ J

(39)
cosa?ncoscne b

(&quot;
t +/i

)-f(m,n)(m--+-?i-}
2 dmdn,

v c* rw = -
&amp;gt; / / cosam smcne l)(

-
m + i ^ f(m, n]n dm an,

*&J* J

les quantites sinm et sinc/i devant etre, dans les developpemerits que

le signe I laisse a effectuer, remplacees par
-- cosam et COSCAA,

tandis que cosam et coscn doivent etre remplaces simplement par-

sin aw et sin en.

Si, dans les equations (38) et (39), on suppose

b = F(, c),

les quantites q {) , w ,
v

, w deviendront respectivement egales a Q , U ,

V , W ; et si, de plus, on considere 1 ordonnee b = F(a, c) et 1 impul-

sion Q = Pf(a, c} comme des quantites tres-petites du premier ordre,

on aura, aux quantites pres de cet ordre,
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Par suite, en negligeant les termes du second ordre, on reduira les va-

leurs de Q , U , Y , \V tirees des equations (38) et (89) a

(4) Qo =-\ I I cosamcoscnf(m,n)dmdn,
~** -

(40

i ^ r r x

U = -$\ \ I smamcoscnf(m,n}mdmdn,~^ Jo Jo

, -~^

V -- - \ I I cosamcoscnf(m, n} (m- + n--}- dmdn,

W =
; N / / cosam smcnfim, n} n dm dn.

\ O^Jo Jo

On conclut de 1 equation (4o)

^,
,.=0 ,,,

&amp;gt; i / cosam coscnf(m, n)dmdn = 3(a, c}.

Cette derniere formule suffit pour determiner entierement la valeur de

f(m, n), ou, pour mieux dire, celles des quatre fonctions arbitrages

que renferme implicitement le signe I (voir la Note VIII). Ces quatre

fonctions etant une fois determinees, les equations (38), (39) et (4i)

suffiront pour etablir d une maniere complete 1 etat initial du fluide

que Ton considere.

On peut remarquer que la premiere et la derniere des equations (4i),

comparees a 1 equation (4o), donnent

(43)

ce qui s accorde avec les deux dernieres equations (21) (Section II).

8. Si Ton se sert de 1 equation (42) pour introduire dans le second

membre de 1 equation (38) la fonction 3 a la place de/, la valeur gene-

rale de q (} prendra la forme suivante (twrla Note XI)

_ \~ u
i I I ii_ ^ /77T /0

4-
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II est aise de s assurer, a posteriori, que cette valeur de q veritle la

troisieme des equations (36); car, si Ton fait, pour abreger,

on trouvera

d 2 B d* B d 2 B

da- db- dc-

r ^ -

-
-f- + . U1

(
cj p cfo c/p

= o.
2 db* dc* j

La meme valeur de g sera rigoureusement exacte si Ton suppose le

fluide de niveau a 1 origine du mouvement, et, par suite,

Y(a, c]
= o.

Alors; en effet, pour obtenir la valeur de y relative a la surface, il

suffira de faire dans le second membre de 1 equation (44)

et comme, dans cette hypothese, 1 integrale

se reduit (voir la Note XI) a

on en conclura

Lorsque la forme initiale de la surface n est pas rigoureusement plane,

mais seulement peu difTerente d un plan, 1 equation (44) donne seule-

ment la valeur approchee de ^ , aux quantites pres du second ordre.

9. Supposons maintenant que 1 impulsion Q , ou, ce qui revient au
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memo, la fonction ,f(, c) qui la represente, n ait de valour sensible

qu entre des limites tres-resserrees de a et de c, et pour des valeurs de

ces variables peu differentes de zero. Faisons, de plus, entre ces monies

limites,

/ / -f
(GJ, p)r&amp;gt;

rj = II.

L integrale renfermee dans le second membre de 1 equation (44) n ayant

elle-meme de valeur qu entre les limites dont il s agit, on pourra suj)-

poser dans cette integrate

[//--f- [GJ )

2
-f- (p c)

2
]
2

et Ton aura, par suite, a tres-peu pres,

a 2

P
dm do

vj\2
J

II

(p

a moins toutefois que (cf + Z&amp;gt;

2
-+- c2

)

2 ne soit une quantite tres-petite

et de meme ordre que les limites en question, c est-a-dire a moins que

Ton ne considere dans la masse fluide un point tres-peu eloigne de

1 origine des coordonnees. Ainsi, pour tous les points situes a une dis

tance sensible de cette origine, la valeur de q deviendra

(46)
JI
271

tb]

Les valeurs correspondantes des vitesses w
, y , WQ seront

H

i;

r1 i*0
,

, ,-r

(a
2

-+- b- H- c-)-

JL a - + c - ^b 2

27:0 ,
.,

(

2 + A 2 + c 2
)

!

JL 3c( A)

27:0
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Knfin, s il est question des points situes a la surface du fluide, on aura

&amp;lt;/o

= Qo , W = Uo ,
t o V o , o &quot;W o ;

et, 1 ordonnee b devenant alors tres-petite, les equations (46) et (47) so

reduiront sensiblement a

;48) Q = o, U = o, V =
,
-~ -^ W = o.

L equation Q = o est une suite necessaire de 1 hypothese qu on a faite,

et en vertu de laquelle la valeur de Q devait etre insensible a des dis

tances finies de 1 origine des coordonnees. Quant aux deux equations

U
() o, W = o, elles se deduisent immediatement de 1 equation

Q ()

= o par le moyen des formules (43).

II est bon d observer que la valeur de H determinee par I equa-

tion (45) reste la meme, soit qu on prenne 1 integrale

/ I #
( GJ, p )

dw dp

entre les liinites de cr et de p, en dedans desquelles la fonction ef(d, p)

conserve une valeur sensible, soit qu on etende la meme integrale a

toutes les valeurs reelles possibles des deux variables CT et
p.
On peut

done supposer, dans 1 equation (45), les integrations faites entre les

limites -co et -h QO de chaque variable. La meme remarque s ap-

plique a 1 equation (82) du n 5.

Je reserverai pour la troisieme Partie du Memoire la discussion des

formules que nous venons de trouver. Je me bornerai pour 1 instant a

reunir les plus remarquables dans un seul tableau.

Resume. --
Supposons que la surface initiate du fluide differe pen

d une surface plane, et que les impulsions appliquees aux differents

points de cette surface, etant nulles a une distance sensible de 1 ori

gine des coordonnees, acquierent seulemen.t pres de cette origine de

tres-petites valeurs. Alors, pour tous les points de la masse fluide et
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de la surface situes a une distance sensible de 1 origine des coordon-

nees, 1 etat initial sera determine par les formules suivantes.

i Si Ton se borne a considerer deux dimensions dans le fluide, en

designant par 3 (a) la valeur de 1 impulsion a la surface pour le point

dont 1 abscisse est egale a a, et faisant, pour abreger,

(49)

on aura

(So)

&quot;=/_:

H (-6)
b 5 Qo = o

,

/ B = H *a(-

770

2 Si Ton considere a la fois les trois dimensions du fluide, en desi-

gnant par $ (a, c) la valeur de 1 impulsion regue par la surface dans le

point dont les coordonnees sont a et c, et faisant, pour abreger,

/&quot; r x
^

II = I / e) (13, p
v~

x&amp;gt;

*J x

on aura

(59.

a 2 H- b- H- c 2

Quant a Fordonnee 6 relative a la surface, sa valeur Y(a) dans le

cas de deux dimensions, ou F(, c) dans le cas de trois, se trouve im-

mediatement determinee par la nature meme de la question, et si, dans
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le premier instant, le niveau naturel du fluide n est altere que sur line

tres-petite etendue de surface autour de 1 origine des coordonnecs, on

aura, pour des points de la surface situes a une distance sensible de

i oriffihe,
b = o.

Au resle, pour que les equations (5o) et (52) subsistent, il n est pas

necessaire que cette derniere condition soit remplie. II suffit que tons

les points de la surface initiate soient eleves ou abaisses d une quant ite

tres-petite au-dessus ou au-dessous de son niveau moyen.
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SECONDE PARTIE. .

SLR L ETAT DL FLUIDE A UNE EPOQUE QUELCONQUE
DU MOUVEMENT.

SECTION PREMIERE.

DES EQUATIONS QUI SUBSISTENT A CHAQUE INSTANT DU MOUVEMENT

POUR TOUS LES POINTS HE LA MASSE FLUIDE.

1 . Conservons les memes notations que dans la Section I de la pre

miere Partie; et, pour que Ton puisse fixer d une maniere precise 1 etat

du fluide au bout du temps t comple a partir de 1 origine du mouve-

ment, soient, a cette epoque, x, y, z les nouvelles coordonnees de la

molecule m, toujours rapportees aux memes axes rectangulaires, et u,

v, w ses vitesses paralleles aux trois axes dont il s agit. Si Ton suppose
/ = o, on aura

Mais, si Ton donne a t une valeur differente de zero, les equations (i)

ne seront plus exactes, et les six quantites

.r
, j, z, u, t

,
&amp;lt;r

pourront etre des fonctions quelconques des quatre variables indepen-
dantes

, b, c, t.

II s agit maintenant de faire connaitre les relations qu etablissent entre

ces memes fonctions les donnees du probleme. C est ce dont nous allons

nous occuper.

OF.uvresdeC. S. I, t. I. 5
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2. Lorsque nous avons eu a determiner 1 etat initial de la masse

fluide, il a suffi d avoir egard aux forces de la nature de celles qui

agissent instantanement sur les mobiles. C est pourquoi, dans 1 examen

qu il a fallii faire des forces qui agissaicnt sur la molecule m prise au

hasard dans cette masse, pour arriver aux equations (2) (I
re

Partie),

nous nous sommes borne a considerer : i les impulsions que la mole

cule m eprouvait sur toutes ses faces; 2 les vitesses qui avaient pu

lui etre imprimees; 3 les vitesses acquises par elle dans le premier

instant du mouvement; et nous avons fait abstraction des pressions et

de toutes les forces dont Faction instantanee ne produit sur les mobiles

qu une simple tendance au mouvement. Mais, lorsqu au lieu de recher-

cher les equations qui expriment 1 etat initial de la masse fluide on se

propose d etablir le cbangement d etat que cette masse eprouve d un

instant a 1 autre, alors c est uniquement a la derniere espece de forces

qu il est necessaire d avoir egard. Dans ce dernier cas, comme dans

1 autre, on devra distinguer trois forces diflerentes relativement a une

molecule fluide m, et pour etablir les equations du mouvement il

faudra considerer : i. les pressions que cette molecule eprouve sur

toutes ses faces a un instant determine ;
2 les forces acceleratrices qui

lui sont imprimees dans 1 instant dont il s agit; 3 les forces accelera

trices acquises par la molecule dans le meme instant. Cela pose, soient,

au bout du temps t, p la pression relative a 1 unite de^ surface pour le

point dont les coordonnees sont oc, y et z, &amp;lt;&, 7, & les forces accelera

trices imprimees a la molecule m dans le sens des coordonnees, et X,

Y, Z les forces acceleratrices acquises par cette meme molecule. Desi-

gnons toujours par & la densite du fluide, et supposons pour un mo

ment que les forces acceleratrices et la pression soient exprimees en

fonction de x, y, z et de /. Comme tout ce qu on demontre a I egard

des forces acceleratrices qui agissent instantanement sur les mobiles

est egalement applicable a celles qui produisent une simple tendance

au mouvement, les relations etablies par les equations (2) (I
re

Partie)

entre les sept quantites
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considerees comme fonctions des coordonnees initi

e^alement lieu entre les quantites

n T T 5a X Y 7ff cV- eJ &amp;gt; ^&amp;gt; *i *
&amp;gt; *;

considerees comme fonctions de x, y, z. Par suite, en prenant x, v, z

et / pour variables independantes, on aura

UNIVERSITY

dy
~
dz

D ailleurs, les vitesses de la molecule m au bout du temps t dans le sens

des coordonnees etant designees par u, v, w, si Ton considere ces

memes vitesses comme des fonctions de x, y, z et /, et que Ton fasse

croitre t d une quantite tres-petite 0, x, y, z deviendront respective-

men t

x-\-uQ, y + vQ, z -+- wQ,

ct, par suite, les accroissements des vitesses divises par 9, ou, ce-qui

revient au meme, les forces acceleratrices acquises par la molecule

parallelement aux axes des coordonnees seront respectivement

(3)

En substituant les valeurs precedentes de X, Y, Z dans les equa

tions (2), on aura

(4) o,
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Ces dernieres formules coincident avec celles que M. Lagrange a obte-

nues par une autre methode dans la seconde Partie de la Mecanique

analytique (
i
re

edition, p. 453).

Si Ton prend a, b, c et t pour variables independantes, au lieu de ,x,

y, z et t, les forces acceleratrices acquises par la molecule seront don-

nees immediatement par les equations

d 2 r d-v d 2 7

(5) X =
&amp;gt;

Y Z=
dt*

D ailleurs, si dans la valeur de p en x, y, z et t on considere x, y et z

comme fonctions de a, b, c, t, on aura

(6)

dp dp dx dp dr dp dz

da dx da d/ da dz da

dp dp dx dp dr dp dz

db dx db dy db dz db

dp dp dx dp dy dp dz

dc dx dc dr dc dz dc

Supposons maintenant que dans ces dernieres formules on substitue

pour -~-, -&amp;gt;

j-
leurs valeurs tirees des equations (2), et que Ton

remplace en meme temps X, Y, Z par -35 -&amp;gt; -3-? on trouvera
at- at* ot-

id-x \ dx fd-r _A dr fd-z \ dz_ c i _ . _i_ / !_ _ ?r \ __ -4- f - - X -

(7)

i op
r _4.r -_ f\

da V dt-
^

j da V dt 2 ~l da 6 da

dz i dp
ob \dt*

rj

jdb \dt* ~ydT
+ ad6~

^
, i^r &amp;lt;*\

&amp;lt;&amp;gt;r
, (d-z *_\

^
,

i d/? _
dt* J dc v^ 2

] ^ \d^
^

7
/dc a dc

Telle est la forme que prennent les equations (2) lorsque Ton consi

dere a, b, c, t comme variables independantes. Dans le meme cas, les

vitesses de la molecule m dans le sens des coordonnees sont respective-

ment determinees par les equations

dx dr dz
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3. II est encore une condition qui doit etre remplie dans tous les

instants pour tous les points de la masse fluide, lorsqu on suppose la

densite constante. Cette condition consiste dans I invariabilite de vo

lume que doit conserver chaque molecule pendant toute la duree du

mouvement. Nous avons, dans la premiere Partie du Memoire, deduit

de cette consideration deux formulcs differentes. La premiere, savoir

__
55 ~

dx dy dz\
__

da db dc

[I
re

Partie, equation (5)], est immediatement applicable a toutes les

epoques du mouvement et suppose que Ton prenne , b, c, t pour

variables independantes. La seconde, savoir 1 equation (6) (I
re

Partie),

se rapporte a 1 etat initial du fluide. Mais, pour la generaliser de ma-

niere a la rendre applicable a tous les instants, il suffit evidemment d y

substituer aux differences partielles des vitesses u
, c , w prises par

rapport aux coordonnees a, b, c les differences partielles des vitesses u,

v, w prises par rapport aux coordonnees x, y, z. On aura done, en

prenant x, y, z, t pour variables independantes,

du dv da&amp;gt;

10 -r--h =0.
dx ay dz

Les equations (7) et (9), et celles que Ton peut en deduire, comme,

par exemple, les formules (4) et (10), sont les seules qui conviennent

indistinctement a tous les points de la masse fluide. Elles ne sont pas

integrables, du moins en general. Mais, dans le cas particulier ou

est une differentielle complete, on peut integrer une premiere fois les

equations (7), ainsi qu on va le faire voir.

4. Supposons que, 5C-, 5&quot;,
& etant considerees comme fonctions de x,

y, z et t,
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soit une differentielle complete. On aura par suite

i 1
-_ ~ . _~ - =

etant une seule et meme fonction de x, y, z, t\ d ou Ton conclura

,
*, , _

\s -r -f- ,; -r -f- .10 -T -..
&amp;gt;

da da da da

^db + ^
db
+ *

db
~

db

Y I ay J i
c &quot;^

En vertu de ces equations, les formules (7) se reduiront a

dz r)A r dp
-F -T- =

t)

1
()/?

d dT

I
f)/)

~3db~

d dc
o.

Cela pose, si Ton retranche la seconde des equations (i3) differentit3e

par rapport a a de la premiere differentiee par rapport a b, puis la troi-

sieme differentiee par rapport a a de la premiere differentiee par rap

port a c, puis encore la troisieme differentiee par rapport a b de la

seconde differentiee par rapport a c, on trouvera, toutes reductions

faites,

=^ o.

Si maintenant on a egard aux formules (8), on reconnaitra sans

peine que les premiers membres des equations (i4) sont respectivement
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les coefficients differentiels, pris relativement a t, des trois quantites

suivantes :

Ces trois quantites doivent done etre independantes du temps, et,

comme dans le cas ou Ton suppose t = o elles se reduisent, en vertu

des equations (i), a

duo dv&amp;lt;&amp;gt;

db da

duo

~dc~

dv

~dc

da

db

on en conclura

Telles sont les integrales que nous avions annoncees. Si Ton y considers

M, v, w comme fonctions de x, y, z, t et comme ne devant renfermer

les variables a, b, c qu autant que ces dernieres sont elles-memes con-

tenues dans x, y, z, les coefficients differentiels partiels

dw
da db dc da

seront donnes en fonction des suivants,

du du du dv
-T -r

&amp;gt; -^ &amp;gt; -3dx dy dz dx

dw
-^
dz
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par neuf equations semblables aux equations (6); et, si Ton substitue

les valeurs des premiers dans les formules (i5), les premiers membres

de ces formules deviendront

&amp;lt;)n

())

()//

dy

()//

&amp;lt;)}

dv\ /dy dx dy dx
dx) \db da da db

dv\ (dy dx dy dx

~dx) \dc da da dc

/du dv

\dy dx
dy dx dy dx

dx) \dc db db &amp;lt;

dw\ idz dx dz dx

dx J (db *da da db

dz dx dz dx\

dc da da dc J

dw\ idz dx dz dx

~dx] \dc db db dc

dv

Jz
dw\ [dz dy ,

dz

db da da

dw\ (dz dy dz dy
\dc da da dc

dz dy dz dy
dc db db dc

Cette substitution etant effectuee, on deduira facilement des for

mules (i5) les valeurs des trois quantites

Cesdernieres formules se simplifient encore, lorsqu on aegard a 1 equa-

tion (9), et se reduisent alors a

du

dy

dw

fo

dz

dx

du

dw^

dy

du

db

du n

db

~db~

dz

da) dc da

da I dc

dx

da ) dc

da

dc ) db
+

\ dc

dc

,,\ dz

dc / db

db J da

dw \ dy
dbl da

r)w n du \ dx idv dw ()\ dx
j

i

| j
,

da dc J db \ dc db ) da

5. Les diverses equations qui precedent conviennent a toutes les
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hypotheses possibles sur la maniere dont le fluide peut avoir etc mis en

mouvement. Mais, si Ton suppose que lesvitesses initiates soient nnlles,

ou si ces memes vitesses, ayant des valeurs sensibles, resultent unique-

ment de forces impulsives appliquees a la surface du fluide, les equa

tions (3) (I
re

Partie) etant alors satisfaites, les equations (17) devien-

dront

, o &u _ & v dw _ du dv dw

dy dx&quot;

1

dx dz dz
~

dy

II suitde ces dernieres que, a chaque instant du mouvement, la quantite

udx -4- v dy -+- w dz

est une differentielle complete.

Les equations (18) reunres a 1 equation (10) expriment, ainsi qu on

1 a fait voir dans la premiere Partie (Section I, n 7), les seules condi

tions necessaires pour qu a chaque instant du mouvement les vitesses u,

v, w puissent etre censees produites par Faction de forces impulsives

appliquees dans cet instant meme a la surface exterieure du fluide.

Dans cette hypothese, chaque point de la masse fluide eprouverait une

impulsion determinee; et, si Ton designe par q la valeur de cette im

pulsion pour le point dont les coordonnees sont x, j, z, on aura

i da
U ~

&amp;gt; A6 dx

i da
( nrr i

,

d dy
9)

- dq

dz-
=

Au reste, la valeur de q ne sera pas completement determinee a

chaque instant du mouvement; maison pourra lui ajouteruneconstante

arbitraire qui pourra etre une fonction quelconque de t. Si, pour plus

de simplicite, on suppose que la valeur initiale de q, ou celle qui cor-

OF.uvres de C. S. I, t. I. G
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respond a t = o, soit precisement { impulsion qu eprouvait dans le

premier instant la molecule m, et que nous avons designee par^ , la

fonction arbitraire dont il s agit devra s evanouir avec t; mais celle

qu il faudra, dans la meme hypothese, ajouter a -~ ne sera plus assu-

jettie a la meme condition et restera totalement indeterminee. Cette

remarque nous sera fort utile, comme on va le voir tout a 1 heure.

6. En ayant a la fois egard aux equations (i j) et aux trois premieres

equations (19), on trouve que les formules (4), divisees par r&amp;gt;,
se re

el ui sent a

II resulte de celles-ci que la quantite

T(/&amp;gt;-^V)+
MI: -31

\
r O^ / 2

est independante des variables x, y, z, c est-a-dire, egale a une simple

fonction de t que je designerai par T. D ailleurs, en vertu de ce qu on

a dit a la fin du paragraphe precedent, on peut, sans alterer les equa

tions du mouvement, ajouter a la valeur de
T|

une fonction arbitraire.

Si done on dispose de cette fonction arbitraire de maniere a faire eva-

nouir IL, on aura simplement

dq\ ,

u* + v&quot;-
- w* ._

La valeur de &amp;gt;. dans cette derniere equation n est pas elle-meme comple-
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tement determinee. II soffit que cette valeur soit une de eelles qui

satisfont aux equations (n).

7. Si le fluide n est point soumis a d autres forces acceleratrices qu a

celle de la pesanteur g, agissant parallelement a I axe des yet tendant

a diminuer les ordonnees, les equations (r i) deviendront

dl dl dl
22

) ~i
=

&amp;gt;-&amp;gt;

=
C&amp;gt; -^~ = o.

dx dy dz

La valeur de I pouvant etre prise a volonte parmi toutes celles qui

satisfont aux equations precedentes, on pourra supposer

(-23) l=-gy.

Cela pose, Fequation (21) se trouvera reduite a

dq
~&quot;37dl

En reunissant cette derniere formule aux equations (19), on aura les

seules qui conviennent a tous les points d une masse fluide homogene,

pesante et incompressible, dans laquelle les vitesses initiales, suppose

qu elles ne fussent pas nulles, resultaient uniquement d impulsions

appliquees a la surface exterieure.

Si Ton considere les vitesses u, v, w comme des quantites tres-petites

du premier ordre, en negligeant dans 1 equation (24) les quantites du

second ordre, on reduira cette meme equation a

8. Avant de passer a la recherche des equations relatives-a la surface,

il sera bon de fixer les idees sur les consequences qui resultent du

principe d incomprcssibilite, tel que nous 1 avons expose dans la pre

miere Partie de ce Memoire (Section I, n 5), ou, ce qui revicnt an

meme, tel qu il se trouve exprime par 1 equation (9). Ce principe

6.
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siste, ainsi qu on 1 a (lit, en ce qu une molecule m de fluide peut

changer de forme avec le temps, maisjamais de volume, en sorte que

ses dimensions ne peuvent croitre dans un sens sans diminuer dans un

autre. On doit toutefois observer que la molecule m dont il s agit n est

point une de ces parties du fluide qu on designe ordinairement sous le

nom de molecules integrantes et dont on suppose la forme invariable,

mais seulement une tres-petite portion de fluide qui peut renfermer

elle-meme une infinite de molecules integrantes. Si, pour eviter toute

espece d equivoque, on designe ici cette molecule m sous le nom ^ele

ment, et si Ton suppose en outre que chaque element reste toujours

compose de la meme maniere, on reconnaitra sans peine que deux mo

lecules integrantes separees a 1 origine du mouvement par une distance

tres-petite, pourvu que cette distance ne soit pas nulle, ne parviendront

jamais a se toucher. En eflet, si par chacune de ces molecules inte

grantes on fait passer trois plans paralleles a ceux des coordonnees, on

obtiendra en tout six plans paralleles deux a deux, qui comprendront

entre eux un element du fluide ayant la forme d un parallelepipede

rectangle, et les deux molecules que Ton considere se trouveront pla-

cees aux deux extremites d une meme diagonale de ce parallelepipede.

Si done les deux molecules dont il s agit venaient a se toucher au bout

d un certain temps, la diagonale du parallelepipede se reduirait alors

a zero, et par suite le volume deviendrait nul aussi, tandis qu en vertu

de la condition d incompressibilite il doit conserver toujours la meme

valeur.

On peut arriver au meme resultat par 1 analyse. En effet, soient, a

I origine du mouvement,

, b, c,

a 4- da, b -+- db, c + dc

.les coordonnees respectivesde deux molecules integrantes tres-voisines.

Au bout du temps t, les coordonnees de la premiere molecule integrante

seront devenues

*&amp;gt; y, *&amp;gt;,
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et celles de la seconde

dx 7 dx j. dx
jx H da -+- -rr & + -v- &amp;lt;?,

da d6 do-

r + - da + rf6 + -
rftf,

da d& dc

dz ,
dz j,

dz
j

z H OB 4- -IT 00 4- -3- ac.
da d6 de-

Par suite, les deux molecules ne pourront coincider a cette seconde

epoque, a moins quc Ton n ait a la fois les trois equations

dx , dx dx
j

da -4- -rr ac&amp;gt; + T- dc = o,
da do de

dr
,

dr dy 7

-v- c?a + -~j db + - - dc = o,
da do dc

dz 7
dz dz

j- aa H- -
rf ai&amp;gt; H dc = o,

da db dc

d oii resulte la suivante

s
( r^
\ da do dc

Cette derniere equation, etant directement contraire a l equation (9),

ne peut subsister avec elle, d oii il suit que, dans un fluide incompres

sible, deux molecules integrantes, separees d abord 1 une de 1 autre par

une distance tres-petite, ne parviendront jamais a se toucher.

Au reste, la conclusion precedente subsiste soit que Ton compare

1 etat du fluide au bout du temps t avec 1 etat initial ou bien avec 1 uii

quelconque des etats intermediaires. Elle aurait encore lieu si Ton

comparait 1 etat relatif au temps t avec les etats suivants. Ainsi, dans

tout fluide pour lequel l equation (9) est satisfaite, on peut affirmer que

deux molecules integrantes, qui dans un instant quelconque se trouvent

separees 1 une de 1 autre, ne se sont jamais touchees et ne se touche-

ront jamais.

11 parait suivre immediatement de ces observations que, a moins &amp;lt;!&amp;lt;

mouvements brusques et d une espece de scission dans la masse fluide,
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une molecule situee a une petite distance de la surface exterieure

n atteindra jamais les molecules situees a cette surface, et a plus forte

raison la surface elle-meme. Seulement, elle pourra s approcher ou

s eloigner de la surface dont il s agit a des distances plus ou rnoins

considerables. Dans ce cas, les memes molecules que renfermait dans

le premier instant la surface exterieure y demeureront toujours. Cette

remarque est egalement applicable a toutes les molecules qui terminent

la masse fluide, par exemple, si le fluide est contenu dans un vase,

aux molecules qui avoisinent les parois.

Resume. -- En reunissant les formules (19) et (20), on a

dx 1
dy- dz-

i dq
11 J Tax

1
&amp;lt;)&amp;lt;/

d dy

i d&amp;lt;7

tv= ^ --&amp;gt;

o dz

o,

Si Ton se borne a considerer deux dimensions dans le fluide, ces

equations se reduiront a

i
&amp;lt;ty

d dr

v
i dq

&amp;gt;

o dy

Toutefois il est bon d observer que la derniere des equations (26) et la

derniere des equations (27) se rapportent uniquement au cas ou Ton

considere les vitesses u, v, w comme des quantites tres-petites.
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On doit remarquer aussi que les equations (i5) (I
re

Partie) se de-

duisent immediatement des quatre premieres equations (26), et les

equations (16) (I
re

Partie) des trois premieres equations (27), par la

supposition t = o. En eflet, a, b, c,
&amp;lt;/

, uot PO , w ne sont autre chose

que les valeurs de x, y, z, q, u, v, w relatives au premier instant du

mouvement.

SECTION DEUXIEME.

DES EQUATIONS QUI DETERMINES!, A CHAQUE INSTANT DU MOUVEMENT,

L ETAT DE LA SURFACE.

1. Lorsque Ton considere les molecules situees a la surface du fluide,

les quatre variables x, y, z, t ne sont plus independantes entre elles,

ainsi qu on doit le supposer dans les equations (26) de la Section

precedente; mais 1 une d elles, y par exemple, devient une fonction

des trois autres x, z et /. Si Ton substitue cette valeur de y dans les

expressions generales des quantites

u, v, w, p, q

en ,x, y, z, t, ces quantites deviendront de simples fonctions des trois

variables x, z et t\ et, si Ton designe ces memes fonctions par

U, V, W, P, Q,

U, V, W representeront, au bout du temps /, les vitesses correspon-

dantes au point de la surface dont les coordonnees sont x et z. P sera

la valeur de la pression au meme point et Q celle de 1 impulsion que

nous avons imaginee, afin de pouvoir representer le mouvement du

fluide a une epoque quelconque comme instantanement produit par

1 action de forces impulsives appliquees a la surface.

Cela pose, il est facile de voir qu on aura pour tous les points de



48 MEMOIRE

rette surface

Les memes relations subsisteront aussi entre les differences partielles

des quantites
U et u, V et c, W et w, P et p.

2. De meme que, pour fixer 1 etat initial de la surface du fluide,

nous avons suppose connues les impulsions primitivement appliquees a

chacun de ses points, de meme, pour etablir le changement d etat que

cette surface eprouve d un instant a 1 autre, nous devons considerer

eomme donnees les pressions qu elle supporte a chaque instant. Si Ton

suppose, pour plus de simplicite, que la pression soit la meme a chaque

instant sur tous les points de la surface, P sera une fonction de / seu-

lement, et la forme de la surface, au bout du temps t, sera determinee

par 1 equation

De plus, si Ton admet, conformement au n 8 de la Section precedente,

que les molecules situees a la surface dans le premier instant s y main-

tiennent pendant toute la duree du mouvement, il suffira de substituer

dans p, a la place de x, y, z, leurs valeurs en a, b, c, t pour deduire

de 1 equation (29) celle de la surface initiate; et, comme cette derniere

equation doit etre independante du temps, il faudra necessairement

que la substitution dont il s agit donne constamment la meme valeurde

quelle que soit celle de t, ce qui entraine pour tous les points de la

surface 1 equation de condition

dp dp dp dp dP
3o -f + U-f- + v-J- + w -f- -rr-

dt dx dy dz dt
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Lorsqu on suppose P = o, les equations (29) et (3o) se reduisent ii

----.
t ox ay oz

Au reste, on doit remarquer : i que les equations (24), (29) et (3o)

sont, parmi les equations relatives au mouvement du fluide (inerne en

y comprenant les equations relatives aux limites), les seules qui ren-

ferment la pression/?; 2 que 1 equation (24) conserve la forme sous

laquelle nous 1 avons presentee, et que les equations (29) et (3o) se

reduisent aux equations (3i), lorsqu apres y avoir substitue p P au

lieu de p on y change ^|
en -^ P, ce qui est permis, en vertu du

n 5 (Section I), et n altere en rien les valeurs de u, v, w. II suit de

cette remarque que les lois du mouvement restent les memes, soit qu on

suppose la pression a la surface nulle, ou determinee, a chaque instant,

par { equation p = P (P etant une fonction de t), a cette difference

pres que la valeur generale de/&amp;gt;
est plus grande dans le second cas

que dans le premier d une quantite egale a P. C est pourquoi nous

nous bornerons desormais a considerer le cas ou Ton suppose

= o.

Dans ce cas, les deux equations (3i) ayant lieu simultanement pour
tous les points de la surface, si Ton substitue a la pression/? sa valeur

deduite de 1 equation (24), et que Ton remplace u, v, w par U, V, W,
on trouvera, pour ces memes points,

i dq I 2
-f- V 2 4-W 2

=*r-tdi+- ~*

Ces deux dernieres equations doivent done fournir la meme valeur

de y en x, z et t. Cette consideration va bientot nous procurer les

OEuvres de C. S. I, t. I.
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nioyens de determiner les quantites

Q, u, v, w

et 1 ordonnee y de la surface, en fonction de x, z et /. Mais, pour no

pas compliquer inutilement les calculs, je vais d abord simplifier les

equations (32), en les adaptant au cas ou les vitesscs U, Y, W sant

tres-petites.

3. Supposons que la surface initiale du fluide ait peu differe d une

surface plane, et que les impulsions primitivement appliquees aux

differents points de cette surface aient eu des valeurs peu conside

rables. Concevons de plus, comme nous 1 avons fait dans la premiere

Partie (Section III, n 1), que le plan des x et z se confonde avec celui

qui terminait, dans 1 origine, les parties.de la surface dont le niveau

n avait point ete altere. Alors les quantites

b, q , o, i , o,

dans le premier instant, et les suivantes

i da i dq i dq
r, u v - ~

? v
-5 -7-

; =
r T &quot;3,J d dx d dy o oz

au bout du temps t, seront des quantites tres-petites du premier ordrc

pour tous les points de la surface, et meme, si Ton en excepte les

ordonnees y et b, pour tous les points de la masse fluide. Les carres de

ces memes quantites et leurs produits, soil entre elles, soit par lours

coefficients differentiels respectifs, seront du second ordre et pourront

etre negliges vis-a-vis des quantites elles-memes. Cela pose, les equa

tions (32) deviendront

i dq

I
33

)

().

d dt
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Dans la memo hypothese, les equations (28) se reduiront a

~te-Tx ~dz~~~dz ~dt~-~dt

et Ton trouvera encore, en difterentiant ces dernieres formules et ne-

gligeant lesquantites du second ordre,

_ _
dx*

~~
dx* dz*

= &quot;

dz* dt*

La premiere des equations (33), jointe a la derniere des equations (34),

donne, pour tous les points de la surface,

,,r ,
i dQ

36 1 r= r ^
gd dt

De plus, si, dans les valeurs generales de u et de w que fournissent

les equations (26), on suppose y egale a 1 ordonnee de la surface, on

obtiendra evidemment les valeurs generales de U et de W; et, conunc

pour tous les points de la surface on peut, en vertu des equations (34),

remplacer
da dO da dQ
dx par ^ et

dz par dz

les valeurs de U et de W deviendront respectivement

, dQ
U - -

T: -^ ?

o dx

~\r\

W,:-i^.
o dz

Quant a la valeur de V, elle est immediatement donnee par la seconde

des equations (33), combinee avcc la dcrniere des equations (35), et se

reduit a

(381 v-.-L^Q.-

Les valeurs de j, U, V, W etant, pour tous les points de la surface,

determinees en fonction de Q par les formules (3G), (37) et (38), il ne
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reste plus qu a dormer 1 equation qui doit servir a determiner la valeur

generate de Q en x, z et /. On y parvient (*) de la maniere suivante.

4. Le probleme qu il s agit de resoudre est celui-ci :

q etant unefauction de x, y, z, t assujetlie, i a verifier Iequation

&amp;lt;T-q d*q d*q
;3q ;

+ - - H- - =0,
dx- ay* dz-

2 a rendre les equations (33), on, ce qui revient au meme, les deux sui-

vantes

(4o)
&amp;lt;%

i dq _
d dt

=

i - n
*

~

siisceptibles d etre verifiees par une seule et meme valeur de y en x, z et t,

la quantite y, ses divers coefficients differentiels et ceux de la fonction q

etant d ailleurs considered comme tres-pelils, determiner la valeur que

cette fonction acquiert dans le cas ou I on y substilue la valeur de y en x,

z et t.

Ce probleme est evidemment compris dans un autre plus general,

dont voici 1 enonce :

q etant une fonction de x, z+y, z et t assujettie, i a verifier I equa

tion (39), 2 a rendre les equations (Zjo) susceptibles d etre verifiees par

une seule et meme valeur de y en x, a, z et t, la quantite y, ses divers

coefficients differentiels et ceux de lafonction q etant d ailleurs consideres

comme tres-pelits,
determiner la valeur que cette fonction acquiert lors-

qu ony substilue la valeur de y en ,r, a, z et t.

Soit Q la valeur particuliere de q qui doit resoudre ce dernier pro

bleme. Par un raisonnement tout a fait semblable a celui dont on s est

)
Fw&amp;gt; la Note XV.
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servi pour etablir les equations (34) et (35), on prouvera facilement

que, en supposant la valour de y en x, z, a. et t substitute dans les

coefficients differentiels de
&amp;lt;/,

on a, aux quantites pres du second

ordre,

dq_ dQ dq
dx dz dz dt

&amp;lt;)q dQ_ dq
dt dx dx

D ailleurs, q etant par hypothese une fonction de a -f-j, on a, pour

toutes les valeurs possibles de y,

(4 )

dq dq d-q
dx dy dx- dy-

Gela pose, si, par le moyen des equations (40 reunies aux equa

tions (42), on substitue dans les formules (39) et (4o), au lieu des

coefficients differentiels de la fonction q par rapport a x, j, z et /,

ceux de la fonction Q pris par rapport a x, a, z et /, les formules donl

il s agit deviendront respectivement

(43) sr-

b dx dt*

On conclut de la derniere

d -Q

d*Q
Kn substituant cette valeurde y-^

dans la premiere des equations (43),

on trouve

44;
= O.

dt &amp;gt; \dx 2 d

Cette derniere equation determine la valeur de Q qui resout le second
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probleme. Pour en conclure celle qui resout le premier, il suffira evi-

(leinmcnt de faire a = o, ce qui ne change en rien ni la forme de 1 e-

q nation (44) ni la seconde des equations (43)- An reste, la seconde

des formules (43) ne nous appreud rien de nouveau, puisqu elle coin-

&amp;lt; ide avec 1 equation (36). Quant a la formule (44) elle servira dans

la suite a determiner la valeur generale de Q en x, z et t.

Resume. -- En rcunissant les formules (36), (37), (38) et (4

a, pour tons les points de la surface,

on

&amp;lt;Jt

&amp;gt;

(45)

y

u

\

\
&amp;lt;)s*

j_dQ

1 ^Q
d dx

i dQ
d dz

Si Ton se borne a considerer deux dimensions dans le fluide, ces for

mules deviendront

46)

dt &amp;lt;

u-
d dx

v- -
-t dt*

Quant a la valeur generale de P, c est-a-dire, de la pression relative

a la surface, nous la supposerons constamment nulle en vertu de ce

a ete dit ci-dessus (n 2), et nous aurons en consequence, pour !&amp;lt;

de deux et de trois dimensions,
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II est bon de remarquer quo, pour obtenir les deux dernieres equa

tions (21) (I
re

Partie), il suflit de fa ire, dans la troisieme et la cin-

quieme des equations (45), t = o. La derniere des equations (22;

(l
re

Partie) se deduit par la meme supposition de la troisieme equa

tion (46).

En joignant cette observation a celle que nous avons deja eu occa

sion de faire a la fin de la Section II, on en conclura que les equations

relatives a 1 etat initial sont toutes comprises, comme on devait s y

attendre, parmi celles quiexpriment 1 etat dufluide au boutdu temps/.

On doit seulement excepter les deux premieres equations (21) on (22)

(I
re

Partie), qui determinent, pour le premier instant seulement, la

forme de la surface et la valeur des impulsions qu elle supporte en

chacun de ses points.

SECTION TROISIEME.

INTEGRATION DES EQUATIONS OBTENUES DANS LES SECTIONS PRECEDENTES.

1. Si aux formules (26), (45) et (47) on reunit les formules (18)

(I
re

Partie), on aura toutes les equations necessaires pour determiner,

a une epoque quelconque du mouvement, 1 etat de la masse fluide et

celui de sa surface, et il ne restera plus qu a deduire de ces memes

equations les inconnues du probleme, c est-a-dire, a donner les expres

sions generales de

j), q, u, c, w

en ,r, y, z, t et celles de

r&amp;gt;
Q, u, v, w

en ,r, z et t. Je fais abstraction de la quantite P, que nous suppose-

rons toujours nulle en vertu de 1 equation (47)- Quant aux valeurs

des autres quantites, leur determination a 1 aide des equations (26),

(45) et (18) (I
re

Partie) est tout cntiere du ressort de l

f

Analyse et four-
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nit une nouvelle application du Calcul integral aux differences par-

tielles.

Dans ce qui va suivre, on doit se rappeler : i que le plan des x

et z se confond avec celui qui terminait, a 1 origine du mouvement,

les parties de la surface fluide dont le niveau n avait point ete altere;

2 que les ordonnees doivent etre comptees positivement au-dessus de

ce plan et negativement au-dessous; 3 enfm que, pour etablir les

equations (26) et (45), nous avons considere la surface initiale du

fluide comme peu differente d une surface plane et les impulsions

initiales comme tres-petites, ou, ce qui revient an meme, les deux

quantites b et Q comme ayant de tres-faibles valeurs. Dans cette hy-

pothese, les oscillations des molecules fluides seront elles-memes peu

considerables a toutes les epoques du mouvement, et, par suite, les

valeurs generales de

p, q, u, v, w

relatives a un point quelconque de la masse fluide, ainsi que celles de

y, Q, U, V, W

relatives a un point quelconque de la surface, demeureront toujours

peu sensibles. S il pouvait rester quelques doutes a cet egard, on les

dissiperait en observant que les formules deduites de cette considera

tion fournissent elles-memes, pour les valeurs generales des inconnues

dont il s agit, des quantites fort petites.

2. Afm de commencer par le cas le plus simple, je ferai d abord

abstraction d une des trois dimensions du fluide. Alors, aux equa

tions (26) et (45) il faudra substituer les equations (27) et (46). ^ela

pose, en raisonnant comme dans la premiere Partie (Section III, n 3)

et adoptant les memes notations, on trouvera que, pour satisfaire a la

premiere equation (27), on doit supposer

I co$mxemyf(m, 1 }dm.
-
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Pour obtenir cette derniere formule, il suffit dc remplacer dans la

formule (25) (I
re

Partie) a, b, q n par x, y, q. Settlement nous avons

du changer /(m) en f(m, t), afm d indiquer que la fonction f(m),
necessairement constante par rapport aux coordonnees x et y, pent

neanmoins etre variable par rapport au temps.

La valeur generate de&amp;lt;/
etant determinee par 1 equation (48), on en

deduit, par le moyen des trois dernieres equations (27), les valeurs

correspondantes de u, v, p\ et si, pour obtenir celles de Q, U, V, on

suppose, dans les expressions generates de
&amp;lt;/,

w, v, que y soit egal a

1 ordonnee de la surface, en regardant les quantites q, u, v,y comme

tres-petites du premier ordre et negligeant les termes du second

ordre, on trouvera

(49)

= N /

= ~/ I
si

~^ t/ o

=
&quot;*/ I

&quot;^ ^o

cosmxf(m, t]dm,

cosmxf(m,t)m(tm.

Ces dernieres formules sont tout a fait semblables aux equations (27)

et (28) de la premiere Partie. Mais, comme ni la valeur generate de Q,

ni celles des vitesses U et V, rie sont donnees a priori, on ne peut fairc

servir ces formules a la determination de la fonction arbitraire/(m, t)

qu apres avoir integre prealablement la premiere des equations (46).

C est ce que nous allons faire.

3. La premiere des equations (46) a pour integrate generate (voir

la Note X)

Q = ;

IK \

(ooj

\ / co$mxcosm 2

g
2

ty(m)dm H- cosmxsmmg t

C(m), c(m], 9(m), 6(/w) etant quatre fonctions de m, dont chacune, a

OEut&amp;gt;re$deC.S.l, t. I. 8
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cause du signe 2, represente a elle seule deux fonctions arbitraires.

La condition que la valeur precedente de Q, et par suite celles de y,

U, V qu on en deduit par la differentiation, nc deviennent point infi-

nies pour des valeurs infinies de t, entraine 1 equation

en vertu de laquelle la formule (5o) se reduit a

v^ f x
i \n r

x

I Q \ I cosm x e-m ff* (
(
m

}
dm -4- \ I cosm x cos in

~

g- 1 o
(
m

)
dm

v^ r =? -7

/ -^7! cos/?? .r smni g t d/(/nW//??.
AJ.

De cette derniere on deduit, a 1 aide des equations (/|6),

v^/130
f 11 - - - -

1

I U - \
/

sin m ^ I e^^V1^ (
m

)
+ cosm 2

g- 1 9 (
in

}
-+- sin /?r g- 1 -|(

m
) J

1
o^J Jo

^-,
/ r L i - - - -- 1

= - \ I cos m x \e-
m*e* [

c, (
m

}
cosm 1

g- 1 o
(
m

}
sinm 2

g* t
fy (
m

) J
o ^ ./o

Les valeurs de Q, U, V donnees par les equations (49) doivent neces-

sairement etre identiques avec celles que fournissent les equations (5i)

et (52). D ailleurs, pour rendre egales entre elles, i les deux valeurs

de Q, 2 les deux valeurs de U, il sutfira de supposer

/(m, t] =cosm-g-to(m) -+- smnrg-t m

De meme, les deux valeurs de V deviendront egales entre elles si Ton

suppose
i i 1 LI

/(m , t}
= cosm 2

g-t&amp;lt;?(
m

] + sinm 2

g-
a

tty (
m

}
e m^ ^(m}.

Des deux equations precedentes on conclut

/ H(m) = o,

(53) i i

( f(m, t}
= cosm-g-ty(m]

1
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Ola pose, les equations (48) et (5i) deviennent respectivement

v^ r x v^ c\ 1 &amp;gt;
&amp;gt; . / \ 7 X Iin ^^ x cos ni 3? 6 . cos m~ n &quot;

I o{ m] cltn T- 7

_
J

^J
.rr!^?

j v1 r
x

-1

,- 4r v r
00

^ ^

[0 -/ /
cos w ^c cosm 2

g~t&amp;lt;?(m}dm -i- N / cosm^rsinm-g-
2^ (tri}dm.

^^
t.^0

&quot;^ ^

On pourrait douter encore de la generalite de ces dernieres formules

et demander si Faccord qui doit exister entre les Equations (4o) (5i)

et (62) entraine necessairement la disparition de la fonction arbitraire

%(m). Mais on pent lever cette incertitude en operant sur les integrates

elles-memes et nori sur les fonctions arbitraires (voir la Note XII).

Les valeurs de q et de Q etant determinees par les equations (54),

on en deduira facilement celles des incorinues u, c, w, p relatives a un

point quelconque de la masse fluide, ainsi que les valeurs des quan-

titesj, U, V, W relatives a un point quelconque de la surface; et il ne

restera plus qu a determiner les deux fonctions arbitraires y(m), fy(m]

par la condition que les valeurs initiales de y et de Q, savoir b et Q ,

soient, conformement an n 2 de la Section III (I
re

Partie), celles que

fournissent les deux equations

l
b =F(),

(55)
( Q*= ^(fl).

4. Si dans la seconde des equations (46) on substitue la valeur ge-

nerale de Q tiree des equations (54), on trouvera

,-

(56) y = j
&amp;gt; / cosmx[co$m~ g~ t

&amp;lt;^( in]
~

sinm-g~ t o(m)]m- dm.

Si, dans cette derniere et dans la valeur generate de Q, on fait / = o,

on trouvera, en ayant egard aux equations (55),

Fw=-^y r
o-- n

-*&quot;^ *^o

cosam o in dm.

8.
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Celles-ci determinent completement (voir la Note VIII) les valeurs des

fonctions d/(m), o(m), on, pour mieux dire, des deux fonctions arbi-

traires que chaque signe I indique. Au reste, comme la fonction ^

depend uniquement de la fonction F, et 9 de ,#, il suit evidemment de

la forme lineaire des equations (54), (56) et de celles qui s en deduisent

que, pour obtenir les valeurs generates des inconnues du probleme dans

le cas.oii Ton suppose

il suffit de faire la somme des valeurs qu on trouverait pour ces memes
inconnues, i dans le cas oil Ton supposerait

2 dans celui oil Ton supposerait

C est pourquoi nous allons examiner successivement chacune de ces

deux hypotheses.

5. Admettons d abord la premiere bypothese, ou, ce qui revient au

meme, supposons
(* )
= o.

On aura, par suite,

9&amp;gt;(m)
= o,

ou du moins, en vertu de la Note XII, la fonction
&amp;lt;p(/w) disparaitra des

valeurs de toutes les inconnues. Par consequent, 1 equation (56) de-

viendra

1 v r - - -
T- ~T 2, \ smxwsm*g-tty(m}m-dm.

g-^ J

Si dans cette derniere on introduit la fonction F a la place de d/, on

ayant egard a la premiere des equations (5 7 ), on trouvera (voir la

Note XI)

(
58

) r- : I I
J&amp;lt;x t/n
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Ola pose, la seconde des equations (46) donnera

j^

(59) Q = gd I ydt = ^ / / smp.-g--tcosfj.(^ x] F(Bj)cfe-

1 integrale / ydt etant prise depuis t = o, puisque Q doit s evanouir

avec t.

Si maintenant on suppose que F(w) n a cle valeur sensible qu entiv

des limites tres-resserrees et pour de tres-petites valeurs de w, et que
Ton fasse, pour abreger,

/.

G= / F( 57) fife,

c/_ oo

il sera indifferent de prendre les integrates

/ F(ro)Jcj, /

entre les limites a= -oc,w = co, ou bien entre les limites hors des-

quelles la fonction F(n) n a plus de valeur sensible; et, par suite, on

aura a tres-peu pres

I cos
p. (cr ^c) F(GJ)&amp;lt;/GJ

= G

d ou Ton conclura

G r 4 i
/- -

I cost s&quot;
t cosp.xav.,

j A Gg-
2
a r . U,IQ -

I smy. g~t

(60

On aura ensuite, par le moyen des equations (46) les valeurs de U

et de V. Enfm, pour obtenir la valeur general e de q, on pourra em

ployer la methode dont nous nous sommes servi dans la Section III de

la premiere Partie pour determiner la valeur general e de
&amp;lt;/ lorsqu on

connait celle de Q . On peut aussi deduire directement la valeur de q de

la premiere des equations (54). En elfet, lorsque dans cette equation on
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supprime le terme oil la fonction y(m] est renferrnee, on a simplement

V C L 4
: y I cosmx em .

r sinm- g- 1
i\&amp;gt;(m}dm;

et, en introduisant dans cette derniere la fonction F a la place de 6 par

lc inoyen dc la premiere .equation (07), on trouve

En supposant que F(cy) n ait de valeur sensible que pour de tres-

petites valeurs de or, on reduit la formule precedente a

Cette derniere equation coincide avec la seconde des equations (60)

lorsqu on donne a y de tres-petites valeurs et qu on neglige les quan
tites du second ordre; elle se reduit a

lorsqu on donne a y de tres-grandes valeurs negatives.

La valeur generate de q etant determinee comme on vient de le voir,

on deduira facilement des equations (27) les valeurs des trois inconnues

K, V, p.

Ce calcnl n ayant aucune difficulte, je vais passer a la seconde des deux

hypotheses mentionnees ci-dcssus, dans laquelle on a

0. En admettant la seconde hypothese, ou, ce qui revient au ineinc,

en supposant

F(rt)t=o,

on trouve d ahord que la fonction $(m) doit disparaitre entierement du
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calcul; par suite, les equations (54) devienneut

V T
00 44

1 q
- - \

I
cosm jc e &quot; y cos m~ g~ to(ni]dm,

(63)

*

v r
x l

r Q=&amp;gt; / cosmxcosm- g- 1 y(m}dm.
&quot;^

Si dans celles-ci on introduit la fonctiou ,f a la place de o, en avant

ri&amp;gt;;ir&amp;lt;] a la seconde des equations (57), on trouvera (voir la Note XI

,
/&amp;gt;

x
/*&amp;gt; 1 J.

I ^ I
/

I cos[x?g*tevrco&p.(m x}9(
/ _ aj / n

(64)
I

f

-. ,,

f
=

/ cos y.- g^
1
/ COStt (w *

) ^{w) &amp;lt;/oj r/v. .

7T /

Supposons maintenant que cf(ci) n ait de valeur sensible
&amp;lt;iue pour

de tres-petites valeurs de CT, et faisons de plus, eonime dans la Section III

de la premiere Partie (n 5),

(65) H^ f
J(GJ)&amp;lt;/GJ;

t/_ oo

on aura a tres-peu pres

/
COS//(B&amp;gt; jr)^(ro)&amp;lt;fe

=

.et, par suite, les equations (64) deviendront

- -
--- tcosux eV- y

II /&quot;

= -
/

Jo
66

I H r
f Q /

77
i/O

On deduira facilement de ces dernieres les valeurs des aulres inconnues

dans I liypothese que Ton considere.

7. En reunissant les valeurs de q et de Q trouvees dans les n ()S 5
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et 6, on a

\

~
Jo

I o = (i/^ r%in Mfcosu^+M r
77 J* v%*

+V
les constantes G et

Hetantrespectivementdetermineespar les equations

c ~

J

Telles sont les valeurs generales de y et de Q, pour le cas oil Ton a,

dans le premier instant,

b = F(a), Q n = $( a ],

et oil Ton suppose, en outre, que b et Q n ont de valeurs sensibles que

pour de tres-petites valeurs de a. On deduira sans peine des equa
tions (67) les valeurs des autres inconnues par le moyen des equa
tions (27) et (46). Ainsi, par exemple, 1 ordonneej de la surface sera

determined par la formule

G r* - - H /** 1 i
(9) } =-} cosu-g-

2

tcosp-xdp.
- - \ smij.

2

g--tcos^xfj.-dp..

itf$
J*

Quoique le second terme de cette formule soit affecte du signe , il

n en faut pas conclure qu il ait une valeur negative. En effet, 1 inte-

/i i i
Binf^**cosJUF {&*&amp;lt;{ peut avoir une valeur negative, et c est ce

qui arrive toujours lorsqueo; a une valeur considerable relativementa/-.

Si dans la premiere des equations (67) on suppose t = o, on aura

ii 11
x a, y=b, q = q , smp.-g-t = o, cos p* g* t = i

,

et par suite

(0
~= - C

K Jn i: b- H- a-
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Ce resultat, etantparfaitementd accord avec Pequation (33) (I
re

Partie),

confirme [ exactitude ties calculs que nous venons de faire.

8. Dans les numeros precedents, nous avons settlement en egard
a deux dimensions du fluide. Pour passer au cas de trois dimensions,

il faudra substituer les equations (26) et (45) aux equations (27)

et (4^). Mais ce changement n apportera, comme on va le voir, que
de legeres modifications a 1 analyse dont nous avons fait usage. On

trouvera d abord, en raisonnant comme dans la premiere Partie (Sec

tion III, n 7), que, pour satisfaire a la premiere des equations (26),

on doit supposer

(71) 7 / /

^^ ^0 ^

f(m, n, t) etant une fonction arbitraire des trois quantites m, n, t, et

le signe 2 ayant la meme signification que nous lui avons toujours

attribute. Par suite, on aura, pour remplacer les equations (49)* les

quatre suivantes :

vi r x r*
/~V % 1 I /* I . \ 7 1

\l :
/ / /

cosmx cosnz j (m, n, t]dmdn,^^ /n J n

U =
; &amp;gt; / / sin m x cos n z f(m, n, t}indmdn,
^Jo J*

(

V: c \
I

I cosmxcosnzf(m,n,t)(m--+-n-)
1I

dmdn,
^^ ^0 ^0

W= ; \ I / cosm^r smnzf(m, n, t}ndmdn.^^ J o &amp;lt;^o

En passant a la premiere des equations (45), on trouvera qu elle a

pour integrate generate

cosm x cos n z

m&amp;gt;
n

cos (m
2 + A?.

2
) g* t 9 (m, n}

dm dn ,

f I

4- sin(/n
2 -f-/i 2

)

4

g-
a

/

OKuvresdeC. S. !, t. I.
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les quatre signes , , 9, &amp;lt;l designant autant de fonctions arbitraires.

Cela pose, la quatrieme des equations (45) deviendra

(74) V=
cos

1
sin (ra

2
-f- n-

) g- 1 ^ (m, n}

, (m- + n-Y dnnln.

Pour faire coincider les deux valeurs de Q et les deux valeurs de V que

fournissent les equations (72), (y3) et (74). il suffira de supposer

f(m,n,t} =

d oii Ton conclura

-)* g- 1
&amp;lt;p(m, n,}

(m, n} + e-c m

Aii reste, Inequation t(m, ri]=:o peut aussi etre deduite directement

de cette consideration que, pour des valeurs infinies de /, les quantites

Q, U, V, W ne doivent pas devenir infinies. Enfin, si la disparition

des fonctions arbitraires ^(m, n}, t(m, n} ne paraissait pas sulfisam-

inent etablie par les considerations precedentes, on pourrait lever toute

incertitude a cet egard, en operant sur les integrales elles-memes, an

lieu d operer sur les fonctions qu elles renferment (voir la Note XII).

La disparition des deux fonctions ((m, n], l(m, n} reduit les valeurs

de q et de Q a

76)

9-ifjr

cosmx cosnz

cos /?? ^c cos / ^ &amp;lt;

cos(/w
2

sin (m
2

-
1 y(m,n]

cosfm 2 H- n^Y g- 1 9(m, n) /
, ,

\ (Iin an.

Par suite, la seconde des equations (45) donnera, pour la valeur ge-
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uerale de y relative a la surface,

-=ino 1 &quot;

fj
^^

\_

COSlW 2 H-7i 2
)

4
--/

COSW.T COS7J Z

sin (m
2

-4- n 2
)

4

g-
2
/

cp (m, n) ]

et, si Ton suppose, conformement aux equations (18) (I
re

Partie), qm-

les valeurs initiales (\^y et tie Q, savoir, b et Q , soient respective-

meat

(

b := F(, c),

i Q = ^(, c),

on trouvera, pour determiner les fonctions arbitraires o et
&amp;lt;i,

les deux

equations

F(a, e):= / cosmacos/ic^l^i, n}(m--\- n-^drndn,
a^fi^^O ^0

/ \
fe

(79) n*. n*

9(a,c)=-} I I cosmacosncy(m, n}dmdn.
~^ ^o ^o

Supposons qu ati moyen de ces dernieres on introduise dans les equa

tions (76) les fonctions F et #, au lieu de ^ et de o, les valeurs ge

nerates de q et de Q deviendront (voir la Note XI)

sin (ay) *g-
2
/ sinv cos

^ ,,. . x,,

r
&quot;

cos uvl^f sinv cos^
^^ J_ocJ oc Jfl Jo

J^

a-- 5 r r r r* x-^- 4 r( ;

O~^ I I sinuvlV /sinvcos
27T 2

/ 7 / /
&quot; t/_

&amp;lt;x&amp;gt;

l^ oo ^0 ^0

+
^T: 2

J_. J_=c Jo

Si 1 action des causes motrices n aembrasse, dans le premier instant,

qu une tres- petite etendue de surface adjacente a 1 origine des coor-

donnees, les fonctions F(cr, p), ^(CT, o) n auront de valeur sensililc

f)-
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que pour de tres-petites valeurs de nr et de p; et si I on fait, pour

abreger,

I &amp;lt;J

== I I F(w, p)&amp;lt;/ujc?p,

(81)
JJ

\ r r
I

H /

I $(m, p

les equations (80) se reduiront a

(8-2;

q =

+
-,

/ / cos(w.y)
4

g-
a
f siny cos - ^ -^e^^ydpdv,

e/o &quot;t

=
J Jo

H r x r x i i
(* + *) 7

/ /
cos uv -

/ sin v cos /
r du. dv .

&amp;gt; ira / /
o ia J ^o I

LoTsque, dans la premiere de celles-ci, on suppose t = o, elle devient

H r* r
,

i a 2 += I
/ sin v cos ---

-.

a7rV Jo 4
qo= sin v cos

a7rV Jo

On peut aussi mettre cette derniere equation sous la forme suivante :

. i

2l|J.vl
a 6

o TT / /&quot;*

*
*&quot;

tjf
n

--- / /
sinvcospe*&quot;

8 &quot;

1
&quot; 6 5 1

dp.dv;

car il suftit pour cela de remplacer p par -v^ 2
&amp;gt;
ce qui ne change

pas les limites de 1 integrale. Si, dans la valeur precedente de ^ , on

change (j.
en v, et qu on ajoute la nouvelle valeur ainsi ohtenue a la

premiere, on trouvera pour la demi-somme

(83) q9 =
^

**#
K*a*+c

(2+^2
fr la Note IV).
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Cette derniere equation, etant parfaitement d accord avec la for-

mule (46) (I
rc

Partie), confirme 1 exactitude de notre analyse.

Les valeurs generates de q et de Q etant determinees par les for-

inules (82), on en deduira facilement les valeurs des autres inconnues

par le moyen des equations (26) et (45). Ainsi, par exemple, 1 or-

donnee y de la surface aura pour valeur

(
G r r i ^ *, - (x^-+z

n

-}ij. ,
,

\y= 7 / / cos
( pv)*/ sin v cos ,

-- dpdv
fir*~ J J 4

If /100/JOC l| /&amp;lt;!, &amp;gt;
\ IM

/ / . , AJi t . (x--\- z- u , N{ / /
I / / sin^uv) g&quot;

t smv cos -
f

-

(fzv) dp.au.

Au reste, nous renvoyons la discussion de ces valeurs a la troisieino

Partie.

9. Les formules precedemment trouvees fixent d une maniere pre

cise, a chaque instant, 1 etat du fluide que Ton considere; mais elles

deviendraient insuffisantes si Ton voulait comparer 1 etat du fluide,

au bout du temps t, avec 1 etat initial. Au reste, il est facile d etablir

cette comparaison, lorsque les diverses molecules fluides ne font que

de tres-petites oscillations autour de leurs positions primitives. En

introduisant cette hypothese dans nos formules, nous obtiendrons des

resultats qui seront exacts, toutes les fois qu ils seront d accord avec

I hypothese elle-meme. Get accord a effectivement lieu dans le cas que

nous avons particulierement traite, savoir, celui ou les causes motrices

avaient peu d intensite a 1 origine du mouvement. En consequence,

on pourra, dans les equations ci-dessus trouvees, considerer les coor-

donnees x, y, z de la molecule m, au bout du temps /, comme ne

differant dc ses coordonnees initiales a, I), c que de quantites tres-

petites; et, comme les inconnues que determiner] t ces diverses equa

tions sont deja tres-petites elles-memes, en negligeant les quantites

du second ordre, on pourra, dans les valeurs de ces inconnues, rem-

placer immediatcment x, j, z par a, b, c. On obtiendra de cette

maniere les vitesses, la pression, 1 impulsion et 1 ordonnee de la sur-
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face, exprimees au moyen du temps et des coordonnees initlales. II

no restera plus alors qu a determiner, en fonction du temps et de ces

memes coordonnees, les coordonnees variables x, y, z. On y parvient

de la maniere suivante.

Si Ton considere a la fois les six quantites

x
y y, z, u, c, w

comme fonctions des quatre variables independantes

, b, c, t,

on aura

, oc.v ()x dy dz

Ji
=

*&amp;gt; Jt= (&amp;gt;

&amp;gt; Ot= W
&amp;gt;

et par suite, en supposant les integrates prises depuis t = o,

(86) x~a+ I udt, y=b-+- I cdt, z = c -+- I wdt.

Cela pose, comme les vitesses u, v, w se trouvent exprimees de la

meme maniere, soit en , b, c, t, soit en x, y, z, /, il suffira, pour

obtenir les valeurs de x, y, z en , b, c, I, de substituer pour z/, v, w,

dans les equations (86), leurs valeurs en x, y, z, t, et de remplacer,

soit avant, soit apres [ integration, x,y, z par a, b, c.

Si dans la seconde des equations (86) on suppose la vitesse v rela

tive a Tun des points de la surface, on aura

j^
&quot;

^

gd dt*

et par suite, en determinant convenablement la constante introduite

par { integration,

~
d ~dt

Cette derniere valeur de y est en effet Fordonnee de la surface que

donne la seconde des equations (45). D ailleurs, comme cette valeur
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i-sl tres-petite, il devient indifferent d y remplacer, ou non, x et z par

a et c, ainsi que le suppose la seconde des equations (86).

Si Ton observe que les vitesses w, v, w, rnultipliees par et prises

en signe contraire, sont respectivement egales aux differences par-

tielles de la fonction g par rapport a x, y, z, et que Ton coneoive dans

cette meme fonction x, j, z remplacees par a, b, c, on trouvera que

les equations (86) peuvent etre mises sous la forme suivante :

,
qdt

) I

d
(J

qdt

6 da ^
&amp;lt;5 db d dc

les integrates relatives a t (levant toujours etre prises depuis / = o.

Si Ton veut faire abstraction d une des trois dimensions du fluide,

il suffira de supposer
r dq
$ dc

Alors la valeur de z sera constante, et les valours de x et de y seront

toujours determinees par les equations (86) ou (87).

Resume. -- Si Ton suppose que, dans le premier instant, les impul

sions appliquees a la surface du fluide et 1 alteration du niveau de

cette surface aient etc fort petites pres de 1 origine des coordonnees,

et tout a fait nulles a deS distances sensibles de cette origihe, on

obtiendra les resultats suivants :

i Si Ton se borne a considerer deux dimensions dans le fluide, en

designant par

(88) b = (a), Q = 3(a]

1 ordonnee et 1 impulsion initiales relatives a la surface, et faisant,

pour abreger,
/

(1 SE: / F(nj)/GJ,

(89) ::HI &amp;lt;

! __ \ _J__
r I OJ

J c/G3j

J_.
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on trouvera, pour la valeur generale de rimpulsion &amp;lt;/,

(90)

G&quot;$
/&quot;*

du.
-

I sin u.~ sr t CQSU.X eW -.

71 J* F
H r -

+ - :
/ cosij.~g- tcospxeWdp..

En faisant dans cette dernierey o, ou, pour mieux dire, en ne-

gligeant j, on formera la valeur generale de Q, et Ton obtiendra

ensuite les valeurs des inconnues p, u, v relatives a tous les points de

la masse fluide, ainsi que celles des quantites y, U, V qui se rapportent

aux differents points de la surface, par le moyen des equations (27)

et (46).

Apres avoir ainsi determine les valeurs des diverses inconnues en

fbnction des coordonnees variables et du temps, si Ton vent, a la place

des coordonnees variables, introduire les coordonnees initiales, il

suffira de remplacer dans les valeurs trouvees x par , et y par b. De

plus, on aura, pour determiner x etj en a, b, t, les deux equations

(91) x = a+ I udt, y=b-&amp;gt;r I vdt,

dans lesquelles on doit considerer u et v comme fonctions de a, b, t,

et prendre les integrales depuis t = o.

2 Si Ton restitue au fluide ses trois dimensions, les equations (88),

(89) et (90) deviendront respectivement

(92 )
b = F(a,c), Qo = (, c);

(*
x /*

-- I I F(SJ,
V co Jx

(93)
^.cc

/,

H / /

/ /\
27T &quot;

(94)

:&amp;gt;
I I cos

( p.v )*-/ sin v cos ^
-. U-eO*v&amp;gt;*/
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En faisant dans cette derniere y= o, on trouvera la valour generate

dc O, et Ton obtiendra ensuite les valeurs des autres inconnues par

le inoyen des equations (26) et (45).

Enfin, si, au lieu d exprimer les inconnues en fonetion des coordon-

nees variables et du temps, on vent les exprimer en fonetion du temps

et des coordonnees initiales, il suffira de remplacer x, y, z par #, b, c,

sans rien changer aux formules, et Ton aura en outre, pour determi

ner les valeurs de x, y, z en #, b, c, t, les equations

(95) x a+\udt, y=b+\

dans lesquelles on doit considerer u, v, w conime fonctions de a,

c, t, et prendre les integrates depuis / o.

OEuvresdeC. S. I, t. I.
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LOIS GENERALES DU MOUVEMENT DES ONDES.

SECTION PREMIERE.

DU CAS OU I/ON NE CONSIDERS QUE DEUX DIMENSIONS DANS UN FLUIDE.

1. Imaginons que le niveau nature! d un fluide ait ete altere dans

une portion de sa surface par une cause quelconque, et qu au moment

d abandonner cette portion de surface a elle-meme, on ait applique a

chacun de ses points une impulsion determinee. Si Ton rapporte le

plan du fluide a trois plans rectangulaires ayant pour intersections les

axes des x, y et z, et si Ton choisit pour plan des x et z celui qui ter-

mine, dans le premier instant, les parties du fluide dont le niveau n a

point ete altere, on pourra concevoir que toutes les sections paralleles

au plan des x, y aient subi dans leur niveau les memes alterations,

et aient ete soumises a des impulsions egales. C est ce qui arriverait,

par exemple, si Ton mettait le fluide en mouvement, en y plongeant,

pour le retirer ensuite, un cylindre d une longueur indefmie et dont

1 axe serait parallele a celui des z, ou bien en frappant la surface du

fluide avec le meme cylindre mis en mouvement par une force perpen-

diculaire a son axe. Dans cette hypothese, les molecules du fluide,

qui seront semblablement situees dans des plans paralleles a celui des

x, y, devront se mouvoir de la meme maniere; et par suite, pour

fixer les lois du mouvement, il suffira d avoir egard aux molecules

comprises dans le plan vertical des x, y.

Afin d obtenir des lois regulieres a peu de distance de 1 origine des

coordonnees , nous supposerons que les impulsions primitivement
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appliquees a la surface du fluide, et 1 alteration de son niveau, etaient

fort petites pres de 1 origine, et tout a fait nulles a des distances sen-

sibles. Gela pose, on trouvera les resultats suivants.

2. Les impulsions appliquees a la surface se communiqueront en

partie aux diverses molecules de la masse fluide, et il en resultera

dans 1 instant meme, pour chaque point, une impulsion et des vitesses

determinees parallelement aux axes des x etj. Pour des points situes

a une distance sensible de 1 origine des coordonnees, cette impulsion

et ces vitesses seront determinees par les equations

ll(-b)

M =

H a2_

(voir la I
re

Partie, Section III), dans lesquelles ,
b represented les

coordonnees d un point quelconque, ^ la densite du fluide, et H la

somme des produits qu on obtient en multipliant chaque element de

surface par 1 impulsion qui lui est appliquee, ou, ce qui revient au

meme, le produit de 1 impulsion moyenne par la portion de surface

soumise a Faction des forces impulsives. L impulsion et les vitesses

sont done proportionnelles a la portion de surface dont il s agit, ainsi

qu a 1 impulsion moyenne. De plus, les vitesses
1 sont en raison inverse

de la densite. Mais elles sont, ainsi que 1 impulsion, tout a fait inde-

pendantes de la forme initiate de la surface a laquelle on pent se

dispenser d avoir egard , et de la loi suivant laquelle Fimpulsion

moyenne etait distribute sur les differents points auxquels son action

devait s etendre.

Si Ton designe par m la molecule dont a et b sont les coordonnees

initiales, par r sa distance a 1 origine, et par 9 Tangle que fait cette

distance avec le prolongement de 1 axe des y au-dessous du plan desa:-

et z, on aura
rt=r sin0o&amp;gt; b = r cosdo,

10.
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et par suite les Equations (i) deviendront

U -

H cos

TT / o

H sin 1

H
^o = -

Soient maintenant R la resultante des deux vitesses u et v , c est-

a-dire, la vitesse de la molecule m dans sa propre direction, et
p ( ,

Tangle que forme cette direction avec le prolongement de Taxe des y.

On aura

Hi
R = (M^ + ^)

2 _,

tangpo = = tang 2
,

et par suite p 20 .

II suit de ces dernieres equations : i que la vitesse absolue reste

la meme pour tous les points situes a egale distance de Torigine des

coordonnees; 2 que cette vitesse decroit en raison inverse du carre

de la distance a Torigine, en sorte que pour de grandes distances elle

devient insensible; 3 que sa direction forme, avec la ligne menee du

point que Ton considere a Torigine des coordonnees, un angle egal a

celui que forme cette .derniere ligne avec la verticale. Ainsi, par

exernple, la vitesse est verticale et dirigee de haut en has, comme on

devait le presumer, pour tous les points de Taxe vertical des y. Elle

devient horizontale dans tous les points d une ligne qui, passant par

Torigine des coordonnees, serait inclinee a 45. Enfin elle est verti

cale, mais dirigee de bas en haut, pour tous les points situes a la sur

face du fluide. Cette derniere conclusion parait d abord assez singu-

liere, puisque, aupres de Torigine des coordonnees, les molecules

doivent necessairement descendre en vertu des impulsions appliquees

a la surface. Mais il faut remarquer que les equations (3) s appliquent

uniquement aux molecules situees a une distance sensible de cette
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origine, et que 1 abaissement des unes doit etre compense par I ele-

vation des autres.

On peut encore deduire des equations (2) et (3) plusieurs conse

quences assez curieuses. Ainsi , par exemple , on reconnaitra sans

peine que 1 impulsion, ainsi que les vitesses, est insensible a de grandes

distances; que cette meine impulsion est nulle pour tous les points

de la surface sensiblement eloignes de 1 origine des coordonnees, ce

qui est une suite necessaire de la maniere dont on a pose la question;

que la vitesse horizontale, lorsqu elle existe, tend a eloigner les mo

lecules fluides de 1 axe vertical des y; enfm que la vitesse verticale

est negative pour toutes les molecules situees au-dessous de la ligne

qui, passant par 1 origine des coordonnees, s incline de 45 a 1 horizon,

et positive pour toutes les autres; en sorte que les premieres descen-

dent, tandis que les autres montent.

11 est aise de s assurer que les formules (2) sont homogenes, c est-

a-dire, qu elles ne cbangent pas lorsqu on fait varier I unite de mesure,

de temps ou de densite. En effet, H est le produit d une impulsion

determinee par une portion de la surface fluide, qui, dans le cas pre-
TI

sent, se reduit a une ligne. Par suite, equivaut a une impulsion; ce

qui prouve que les deux membres de la premiere equation (2) sont

bomogenes Fun par rapport a 1 autre. De plus, une impulsion, etant

le rapport d une quantite de mouvement a une surface, doit etre con-

sideree comme le produit d une vitesse par une ligne et par une den-

site. Par suite, 1 impulsion &amp;gt; divisee par la ligne r et par la densite S,

equivaut a une vitesse, ce qui s accorde avec les deux dernieres des

equations (2).

3. Apres avoir fixe ^es lois suivant lesquelles le fluide commence a

se mouvoir, je vais examiner suivant quelles lois ce mouvement se

continue et se propage d un instant a 1 autre. Dans cette recherche,

on ne peut plus faire abstraction de la forme initiale de la surface qui

a une influence sensible sur les valeurs des inconnues; et Ton doit,
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en consequence, admettre deux causes du mouvement, savoir : i Fal-

teration primitive du niveau du fluide dans uue petite portion de sa

surface, 2 Faction de forces impulsives appliquees a la portion dont

il s agit. Au reste, on a fait voir dans la deuxieme Partie (Section III,

n 4) que, pour obtenir les valeurs des inconnues dans le cas oil les

deux causes sont reunies, il suffit d ajouter entre elles les valeurs que

chacune des causes determinerait separement. C est pourquoi je me

contenterai d examiner, 1 une apres 1 autre, les deux hypotheses que

Ton peut faire sur la maniere dont le fluide a ete mis en mouvement.

4. Supposons d abord que le mouvement du fluide ait ete produit

par une petite alteration de niveau dans les points de sa surface situes

tout pres de 1 origine des coordonnees. Les vitesses seront nulles dans

le premier instant. Mais, le temps venant a croitre, elles acquerront

bientot une valeur sensible. Alors chacun des points de la surface du

fluide s elevera ou s abaissera d une certaine quantite au-dessus ou

au-dessous du niveau moyen; et Ton verra se former ainsi de petites

ondcs dont les sommets se trouveront determines par les points dont

Felevation ou 1 abaissement sera un maximum. La vitesse avec laquelle

ces sommets changent de place est ce que nous nommerons la vitesse

des ondes. Elle doit etre soigneusement distinguee de la vitesse propre

aux molecules situees a la surface du fluide, et peut etre fort diffe-

rente. Nous verrons, en effet, que la vitesse des ondes croit indefmi-

ment, tandis que celle des molecules reste toujours comprise entre des

limites tres-resserrees.

Nous avons fait voir ci-dessus (IP Partie, Section I, n 5) qu a une

epoque quelconque on pouvait se representer le mouvement du fluide

comme instantanement produit par Faction de forces impulsives appli

quees a sa surface. Dans cette hypothese, il existerait, pour chaque

point de la masse fluide, une impulsion determined, dont la valeur,

exprimee en fonction des coordonnees variables x, y et du temps t, est

(4) . q- -
I smu.-g* tcosp.x ev-r -^,^ Jo ,.*
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g-designant la force acceleratrice de la pesanteur, &amp;lt;&amp;gt; ladensite du fluide,

et G la somme des produits qu on obtient en multipliant cbaque ele

ment de surface par 1 ordonnec correspondante. G represente done la

section d eau soulevee par suite de 1 alteration du niveau dans une

portion de cette meme surface.

Pour obtenir la valeur Q de q, relative aux differents points de la sur

face, il suffit de negliger dans 1 equation (4) la valeur de j, ou, ce qui

revient au meme, de supposer dans cette equation y = o. On aura done

(5) Q
Gff-d /&quot; .- -

/ smp.
71 Jo

dp

F
3

Lorsqu on n a pas dessein de comparer entre elles les positions suc-

cessives d une meme molecule fluide, on peut se contenter d exprimer

les diverses inconnues du problemc en fonction des coordonnees varia

bles et du temps. Dans le meme cas, les seules inconnues dont il faille

joindre les valeurs a celles (\eq et de Q, pour fixer dans tous les instants

1 etatde la masse fluide et celui de sa surface, sont, pour un point quel-

conque, la pression p avec les vitesses u, v dans le sens des coordonnees,

et, pour un point de la surface, les vitesses U, V et 1 ordonneej. Nous

ne parlons pas de la pression a la surface du fluide, parce que nous la

supposerons constamment nulle; et d ailleurs, nous avons prouve, dans

la deuxieme Partie, que les lois du mouvement restaient les memes,

soit que la pression a la surface fut egale a zero, soit tju elle flit con-

stante, ou, meme, fonction du temps. Quant aux autres inconnues, leurs

valeurs se trouvent determinees, en fonction de q et de Q, par les deux

groupes d equations

(6)

i dq
d dx

i dq~

dq

(7) Ox

Toutefois il est bon d observer qu on peut deduire immediatement les
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vitesses a la surface, U et V, ties valeurs generales de u et de c, en fai-

sant dans ces dernieres y = o.

On recommit facilement, a la seule inspection des formules (4), (5),

(6) et (7) : i que 1 impulsion et les vitesses sont nullcs dans le premier

instant; 2 que ces trois quantites s evanouissent encore pour de tres-

grandes valeurs negatives de y, c est-a-dire, pour les points situes a une

tres-grande profondeur dans la masse fluide; 3 qu elles sont propor-

tionnelles a la section d eau soulevee dans le premier instant. Quant a

la pression /?, elle est composee de deux termes. L un de ces termes,

savoir,

represente la pression qui aurait lieu si le fluide etait en repos, et croit

indefiniment avec la profondeur. L autre terme

dq
dt

est proportionnel a la quantite d eau soulevee dans le premier instant,

et s evanouit lorsqu on s abaisse d une quantite considerable au-dessous

du niveau de la surface. Enfm on peut remarquer que la pression et

1 impulsion sont proportionnelles a la densite, tandis que les vitesses en

sont independantes.

On demontre facilement 1 homogeneite de 1 equation (4). En effet,

si dans cette equation on remplace ^ par &amp;gt;
ce qui ne change pas les

limites de 1 integrale, on trouvera

Ga r . x ^dp.

q = I sin p.- cos//
- e

Dans cette derniere, gt
2

designant le double de 1 espace parcouru par un

fy&amp;gt;
_ y

corps grave pendant le temps /,
- et ^ sont evidemment des nombres
O O

abstraits. Par suite, 1 integrale elle-meme est un nombre independant
r&amp;lt;

de 1 unite de mesure, de temps ou de densite. De plus, represente
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une surface divisee par un temps, ou, ce qui revient au meme, Ic pro-
p

duit d une vitesse par une ligne; et par suite, & doit representer une

impulsion, ainsi que la formule le suppose.

Lorsque dans la derniere equation (6) on suppose y egale a 1 ordon-

nee de la surface, on a, en vertu de la premiere equation (7), y- A ^ &amp;gt;

et par suite

P = o;

ce qui est une suite necessaire de la maniere dont on a pose la question.

Enfm, si dans les equations (4), (5), (G) et (7) on change x en a?,

les inconnues q, Q,/&amp;gt;,
y, v et V ne changeront ni de signe ni de valeur;

et les vitesses liorizontales u, U conscrveront la meme valeur, mais

changeront dc signe. II suit de la que le mouvement du fluide est

symetrique de part et d autre de 1 axe des y. (Test pourquoi nous nous

bornerons, dans ce qui va suivre, a fixer le mouvement des molecules

qui correspondent a des valeurs positives de x.

5. Si, apres avoir developpe les seconds membrefe des equations (7),

on remplace, dans les valeurs generates de Q, y, U, V, la variable
;/.

par -^;
ct que Ton fasse en outre, pour abreger,

IS1

on trouvera

G &amp;lt;5 /&quot;
i

Q
TU I . .,

[ Sinn.&quot; CO!
T.t J -2K -:;

(r /* -1 U
f -

;
/ COSa 2

COS-^y du.,
T.gt- J &amp;lt;&amp;gt;./f

& C 4 pi,
/ siny.- sin

-^y- yrdfji,
T.gt- j aA&quot;

( i r 4- u -V= -

/ sin LT cos -^y- u. *dv..

TTg/
1 J 2/f ^

Si maintenant on fait

r ^
I pn f- nnc

- A

OEuvres de C . S.I, 1. 1.

cosy.- cos~ du. = ). A K
,
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les equations (10) deviendront

_ dk
~

Kgt*

Jf

rf(A-K) rffr

~^//T~ ,4

V
3 dk

II reste adeduire des equations precedentes lesdiversescirconstances

du mouvement des ondes. Comme, en vertu de ce qu on a dit ci-dessus,

ce mouvement est symetrique de part et d autre de 1 axe des y, il suffira

de considerer les points pour lesquels 1 abscisse x, et par suite la valeur

de k, est positive. Dans cette hypothese, la valeur de K pourra etre

mise sous la forme suivante :

r
I

v fi

T- cosa dv..

Si, pour un instant determine, on veut fixer le nombre et la position

des ondes a la surface du fluide, il faudra considerer le temps comme

une constante, et chercher les valeurs de x qui rendent la valeur de y
un maximum absolu. Ces valeurs setrouventdeterminees par 1 equation

_

dx

ou, ce qui revient au meme, par la suivante,

|
1 J I . . - U ,

dk

\gt-
dont le premier menibre est tout simplement une fonction de k ~

Si Ton designe par ^,, k.,, k&amp;gt;,
... les racines positives et reelles de cette

derniere equation, rangees par ordre de grandeur, les sommets des
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ondes formees, soil en creux, soit en relief, a la surface &amp;lt;lu flui&amp;lt;le, an

bout (hi temps t, auront respectivement pour abscisses

(-4)

[ I

/rT

i i

Parmi ces valeurs de x, les lines fourniront pour y des maxima positifs,

les autres des maxima negatifs; ce qui servira a distinguer les ondes

formees en creux des ondes formees en relief. Si quelqu une de ces

valeurs ne rendait pasy un maximum, il faudrait la rejeter.

Si Ton veut maintenant determiner la vitesse avec laquelle les ondes

se propagent, il faudra considerer t comme variable dans les equa

tions (i4); et Ton verra immediatement que 1 abscisse du sommetd une

onde, ou la distance de ce sommet a 1 origine des coordonnees, croit

comme le carre du temps. Le mouvement des ondes n est done pas

uniforme, ainsi que M. Lagrange 1 a suppose dans sa Mecanique ana-

lytique, niais uniformement accelere (*). Avant d obtenir les integrates

generates des equations du mouvement, j
avais deja ete conduit par

des considerations particulieres a soupconner ce resultat, et
j
en avais

fait part a M. Laplace. Mais je n osais encore m arreter a cette idee,

lorsque M. Poisson m y confirma par cette consideration, que, pour

satisfaire a la condition d homogeiieite, les espaces parcourus par les

ondes, suppose qu ils fussent independants de la forme initiale de la

surface, devaient etre proportionnels a 1 espace parcouru par un corps

grave, c est-a-dire, a^/
2

.

Puisque le mouvement des ondes esl uniformement accelere , la

vitesse de chaque onde (mesuree a son sommet) est necessairement

egale a deux fois 1 abscisse de ce sommet divisee par le temps. Par

! fair la Note XVI.
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suite, en vertu des equations (14),

la vitesse de la premiere onde sera . . . Trgf
&amp;gt;

celle de la seconde j- gt,

celle de la troisieme . . ?&,

Comme les quantites k
{ , k.,, k.^ ... sont toujours croissantes, il en

resulte que la deuxieme onde se meut plus lentement que la premiere,

la troisieme plus lentement que la seconde, etc-. De plus, les forces

acceleratrices qui seraient capables de produire les vitesses de la pre

miere, de la seconde, de la troisieme onde, etc., sont evidemment a la

force acceleratrice de la pesanteur dans le rapport des quantites

II suit de ce qui precede que, pour fixer les lois de la propagation

des ondes, il faut comparer entre eux, aux diverses epoques du mou-

vement, non pas les points de la surface qui ont les memes abscisses,

mais ceux dont les abscisses sont entre elles comme les carres des

temps, ou qui correspondent a une meme valeur de k. En examinant,

sous ce point de vue, les equations (10) et (i3), et observant que la

valeur de G deviendrait negative si dans le premier instant la portion

de surface adjacente a 1 origine des coordonnees avait etc, non pas

soulevee, mais deprimee au-dessous de son niveau moyen, on recon-

naitra sans peine que le mouvement des ondes a lieu de la maniere

suivante.

i La vitesse de chaque onde est independante de la petite portion

dc fluidc soulevee ou deprimee a 1 origine du mouvement, et de la

courbure de la surface qui terminait la portion dont il s agit. Elle

n est pas constante, mais proportionnelle au temps. Par suite, 1 espace

parcouru par cbaque onde, et la distance comprise entre les sommets
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do deux ondes consecutives, croisscnt comme le carre du temps. Ainsi

deux ondes, qui paraissent se confondre tout pres du centre du mou-

vement, s ecartent, a mesure qu elles s avancent, d une maniere tres-

rapide. G est ce dont on peut s assurer a la simple vue, en pressant

avec une baguette la surface d une eau tranquille.

2 Tamils qu une onde s eloigne du centre du mouvement a des

distances croissantes comme les carres des temps, ses hauteurs de-

croissent dans le meme rapport. II suit de cette loi que chaque onde,

en s avanc,ant, gagne en largeur ce qu elle perd en hauteur; en sorte

que le volume de fluide qu elle renferme demeure constant. II en

resulte aussi qu au bout d un temps assez court elle s etend et s aplalil

de maniere a devenir insensible. Enfin on peut en conclure que, si,

par la construction des diverses valeurs de 1 ordonnee, on a dessine la

surface du fluide pour un instant determine, il suffira de changer 1 e-

clielle des hauteurs dans un certain rapport, et I echelle des largeurs

dans un rapport inverse, pour representer la meme surface dans un

autre instant pris a volonte.

3 La hauteur de chaque onde, ainsi que sa vitesse, est indepen-

dante de la courbure de la surface qui termine la portion de liquide

soulevee ou deprimee a 1 origine du mouvement. Mais elle depend du

volume que renferme la portion dont il s agit, et croit proportionnelle-

ment a ce meme volume. Ainsi, pour des volumes egaux, quoique

differents de forme, la hauteur de chaque onde restera la meme. Mais,

si le volume vient a varier, la hauteur variera dans le meme rapport.

Cette loi etant independante des signes des quantites que Ton consi-

dere, il en resulte que, si, a 1 origine du mouvement, le fluide se trouve

deprime, au lieu d etre souleve, les ondes se formeront en relief la ou

elles se formaient en creux, et reciproquement. Enfin, si dans le pre

mier instant deux portions de liquide tres-voisines se trouvaient 1 une

soulevee, 1 autre deprimee, il suffirait d avoir egard a la difference de

leurs volumes; et par consequent le mouvement deviendrait insensible,

si ces deux volumes etaient egaux. Au reste, on doit remarquer que,

les trois dimensions du fluide etant reduites a deux seulement, les
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volumes dont il s agit ici se trouvent represented par des surfaces qui

doivent etre mesurees dans le plan vertical des x et y.

4 A distances egales de part et d autre du centre de mouvement,

les hauteurs et les vitesses des ondes sont constamment egales entre

el les.

Les lois que nous venons de decrire sont uniquement deduites de la

seconde des equations (10) jointe a 1 equation (i3), qui en est une suite

necessaire. Nous ne nous arreterons pas a examiner en detail celles

que fournissent les autres equations. Nous observerons seulement que

les vitesses U et V, ainsi que 1 impulsion Q, considerees comme fonc-

tions de/: et de t, s evanouissent pour de tres-grandes valeurs du temps;

ce qui veut dire seulement que les differentes molecules de fluide, qui

font successivement partie d une meme onde, ont des vitesses d autant

plus petites qu elles sont plus eloignees du centre de mouvement.

6. Pour fixer a chaque instant d une maniere precise la forme de la

surface fluide, il suffit de calculer la valeur dej que fournit la seconde

des equations (n), et par suite de developper la fonction de k repre-

sentee par K. Lorsque la valeur de k n est pas tres-considerable, celle

de K peut etre facilement determinee [voir la Note III
( )] par le moyen

de la serie

I I/&quot; _ I
V i _ I _ \ L_

1 J\ 7 &quot;P 77 -T&quot;
~f. 5 T~ ,, j f

~
I -2 4 ^ t&amp;gt; 0.7.8.9.10 O.L).10. II. I 2 . 10. 14

r-
/4/f 2 \ / kk-\- , /4/t&quot;

2
\

3
, / &.k-\

i ,6666667 1- I +o,66i3 75o[ 1 o,ii56i5i(- -1 +o,oii3358 -

;

\ioo/
;

\ioo/ \ 100 / \ 100 /

o,ooo7io3( ^
| -+- o,oooo3oq( - -

} o,oooooio( - -) -I- . . .

\IOO/
^
\IOOJ \ 100 /

Lorsque la valeur de k sera tres-grande, on se servira de la formule

\_

T - L r*
(16) K = -^^-(sinl/i + cos-^/f) / e~(**l*&quot; cos/* a/*

A)

(voir la Note III), dans laquelle on pourra, sans erreur sensible, negli-

Voir aussi la Note XVII.
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/*

I
e-t-kv-

En effet, ce terme, abstraction faite du signe, est evidemment plus

petit que I integrale

et, par suite, 1 omission de ce meme terme dans la valeur de y ne pro-

duira jamais une erreur egale a

quantite tres-petite lorsque la valeur de k devient tres-considerable.

Si Ton substitue la valeur de K, donnee par la formule (r5), dans

1 equation (i3), celle-ci, divisee.par 2&, deviendra

___ __
5.6 7.8.9.10 9. 10. ii. 12. ,3. if

La plus petite valeur positive de k, qui satisfasse a cette equation, est

k, = 3,o7 56. . . .

La seconde est

Xra = 8, 36,,.,

De plus, si Ton donne a G des valeurs positives, la valeur de y sera tin

maximum positif dans le premier cas, un maximum negatif dans le

second. Par suite, les differentes ondes se trouveront formees, la pre
miere en relief, la seconde en creux, la troisieme en relief, etc., leurs

vitesses respectives etant de plus en plus petites; et les forces accele-

ratrices capables de produire ces memes vitesses seront a la force acce-

leratrice de la pesanteur dans le rapport des nombres suivants :

t Pour la premiere onde ... ~ = o,3ci536...

(18)

j
Pour la seconde onde. ... j-

--
o, 120. .
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Si Ton voulait deduirc de 1 equation (17) la valeur de 3 ,
le calcul

deviendrait tres-penible. Mais on peut obtenir cettc valeur et celles

de,,, kj, ... avec une approximation suffisante, ainsi qu il suit.

Si dans 1 equation (i3) on substitue la valeur de K donnee par 1 e-

quation (16), apres avoir mis, pour plus de commodite, Fintegrale

p*
/ e-(a*

&quot;0

sous la forme suivantc,

- / e-(2|A)

1 equation (i3) deviendra

fm) 0= l__[(A-+ 3) cosi/f - (A- 3) sinIA-] -^ /
erW siny un

4 &quot;&quot;,
- *&quot;

1 y
-a ^QlL) 2

f;r&amp;gt;

~

l,e dernier terme de cette nouvelle equation est, abstraction faite du

signe, evidemment plus petit que

i r x
i 3

j- I e~^} udtt = y^
f-

c/o
A &quot;

11 deviendra done insensible, pour peu que la valeur de k soit conside

rable. Dans cette hypotbese, 1 equation (19) se trouvera reduite a

d oii 1 on conclut

(9,0) tang^/f

Cette derniere equation, resolue par rapport a k, a une infinite de

racines positives reelles; et, si on les range par ordre de grandeur, les

valeurs correspondantes de -r formeront une progression decroissante,

ainsi qu il suit :

(Cil)
I:= 0,39,9...., ^- 0,117..., =0,069..., 0,048..., ....
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On doit remarquer que les deux premieres coincident, quant aux

deux premiers chiffres significatifs, avec les valeurs de et de T--

determinees par les equations (18). La meme coincidence devant avoir

lieu a fortiori entre les autres valeurs de 7- tirees des equations (21) et

les quantites 77- 7-1 &amp;gt; on pourra conclure des formules (21)

1 /o
7 r= o

, 009 . . .
,

-, = o , oA8 . . . , ....
&quot;3

&amp;lt;

En calculant de la meme maniere les valeurs de
7^-5 -^-i

-, et

reunissant les valeurs ainsi obtenues a celles de ?-&amp;gt;
-^--&amp;gt;

-?-&amp;gt; &amp;gt; on re-
n\ A o /I&quot; 3 K ;

eonnaitra que les vitesses des dix premieres ondes peuvent etre censees

produites par des forces acceleratrices qui seraient a celle de la pesan-

teur dans le rapport des nombres suivants :

pour la premiere onde. .. o, 32536...

pour la seconde o, 120. . .

pour la troisieme 0,069.

pour la quatrieme o
, 048 . . .

pour la cinquieme 0,03^ . . .

pour la sixieme o,o3o. . .

pour la septieme o
,
os5 . . .

pour la huitieme o
,
022 . . .

pour la neuvieme 0,019. . .

pour la dixieme : . . . 0,017...

On pent remarquer que les six derniers nombres sont immediatement

donnes par la formule

i

k
( /j
n 3

)
TT

lorsqu on y fait successivement n = 5, n = 6, n=-j, n = 8, n =
[)&amp;gt;

n = 10. II est naturel de penser que cette meme formule doit s etendre

OF.nvresdcC.- S.I, t. I. 12
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aux valeurs suivantes de
^-,

en sorte qu en designant par n le numero

d une onde on ait a tres-peu pres, pour des valeurs considerables de /&amp;gt;,

(a3) k= (*n-l)n = (n-i) +
l.

C est ce qu il est aise de prouver directement. Gar, pour de grandes

valeurs de k, le second membrc de 1 equation (20) se reduit sensible-

inent a 1 unite. On a done alors

(24) tang A- = i,

et par suite

~ -+- (n 1)77,

n i etant un nombre entier quelconque; ce qui s accorde avec 1 e-

quation (23).

Les valeurs de ,, k, ... etant calculees, il sera facile d obtenir,

pour chaque onde, la valeur de y en fonction du temps settlement.

Ainsi, par exemple, en supposant successivement k = k^ k = k., on

trouvera pour les ordonnees des deux premieres ondes

r=

8,

ff w fc- o

G

7. Si, dans la seconde des equations (n), on substitue pour k sa

valeur, on aura

Si dans cette derniere equation on suppose x constante, et que Ton

fasse croitre la valeur de t, celle de K devant alors croitre indefmiment

en vertu de la formulc (16), il semble, au premier abord, que la valeur

de y fmira par devenir plus grande que toute quantite donnee, ce qui

serait absurde. Pour expliquer ce paradoxe, il sulfit d observer que



SUK LA THEOR1E DES ONDES. 91

I equation (26) ne donnera la valeur de y avec quelque exactitude que

dans le cas ou cette meme equation pourra remplacer sans erreur sen

sible la formule (58) (IPPartie). D ailleurs, si dans cette derniere for-

nuile on change //.
en -. elle deviendra

oc GT

ro

De plus, lorsque la quantite k - ^ est tres-considerable, 1 equa

tion (16) donne a tres-peu pres

11 11

fa&quot;

t T.~ Q
~
t ( . S t- K t~\

cos --2j cosfidfj.
= K =

., ,
( sin + cos

|

Dans la meme bypotbese, toutes les fois que GT a une valeur ires-petite

relativement a x, - - est encore une quantite fort grande; et par

suite on a aussi

ij

r--/
2 * /I j &amp;gt; i** I

cos --
j- cosfj.dy.

=
-.,

&quot;

j-

sin
^-r-^ ^ + cos

y-r-

Cela pose, 1 equation (27) se reduit a

/i
#&quot;*

r
,. ^- g-/

2

ip, \_^^_
\ T I ZL I wf GJ i U- ^ GJ ]

3^ GJ
/r1 i-rl- 1 * ^ *

ll* &quot;jy

Si maintenant on suppose queF(cj) n ait de valeur sensible que pour

de tres-petites valeurs de GJ, on pourra, dansun grand nombre de cas,

remplacer x GT par -r; et par suite 1 equation (28) deviendra

(i g~ t I . gt- gt-\ G
20 r = -., .

- - sin ^ 1- cos 7
- K ,^ t \ A ft I &amp;lt;1P~

\ -I- iX* Ll. *As I H *X/

cc
(jui s accorde avec 1 equation (2(&amp;gt;).

Mais on voit en meme temps que

IVquation (26) devra etre uniquement employee dans les cas ou il sera
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permis de substituer x au lieu de x o. Les conditions necessaires

pour que cette substitution puisse avoir lieu sans erreur sensible sont :

i Que la valeur de x soit tres-considerable relativement a celle

de rr;

2 Que les deux quantites

qui, dans les equations (28) et (29), se trouvent comprises sous les

signes sinus et cosinus, soient tres-peu differentes 1 une de 1 autre.

La difference de ces deux quantites etant

et par consequent, lorsque x est beaucoup plus grand que GJ, a pen

pres egale a

t-W /l W

si Ton designe par tr la plus grande valeur absolue de u, abstraction

faite du signe, pour laquelle F(CT) ne soit pas nulle, et par * la plus
7

grande valeur qu on puisse laisser a - - relativement au degre d ap-

proximation que Ton se propose d obtenir, on devra toujours supposer,

dans 1 equation (26),

(3o) X

D ailleurs, il est facile de prouver, a 1 aide des formules (i5) et (16)
~ir

(voir la Note V), que le rapport j-
est toujours inferieur a 1 unite. Par

suite, la valeur de y donnee par 1 equation (26) ne pourra etre em

ployee que dans le cas ou elle ne surpassera pas

it \3i
7TGJ

Dans le calcul qu on vient de faire, a est la mesure de Papproxima

tion qu on veut obtenir, vt et +cr sont les limites hors desquelles

la fonction F(CT) s evanouit, ou du moins des quantites entre lesquelles
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ces memes limites se trouvent comprises, et G represente la section

de fluide soulevee ou deprimee dans le premier instant. Cela pose, si

Ton designe par h la hauteur moyenne du fluide dans cette section, on

aura evidemment

= ou h
;

et par suite

On pourra done prendre

(3 2 )

Ga 2: ,

7
= ou &amp;lt;-.

77G5 77

2
/-y.k

UNIVERSITY

pour la limite des valeurs de j que peut determiner I equation (26); et

Ton voit que cette limite est proportionnelle, d une part, a la hauteur

moyenne du volume de fluide deplace dans le premier instant, de 1 autre,

au degre d approximation que 1 on se propose d ohtenir. Cette derniere

consequence etait facile a prevoir, car nos formules sont d autant plus

approchees, que les ondes que 1 on considere sont plus eloignees du

centre de mouvement; et nous avons montre qu en s eloignant de ce

centre elles diminuaient de hauteur.

La distance a laquelle il faut s eloigner du centre de mouvement,

pour qu on puisse, avec le degre d approximation mesure par a, suhsti-

tuer I equation (26) a I equation (27), varie avec le temps. Pour deter

miner cette distance en fonction du temps, il suflit de remplacer, dans

frt~

la formule (3o), k par
- -On trouve alors

(i
\ ^

-
)

/, et par suite proportion-2a /

nolle au temps. Ainsi, pour obtenir avec le meme degre d approxima

tion les sinus et cosinus qui entrent dans la valeur generate de y, il

faudra, au bout d un temps double, s eloigner a une distance double;

au bout d un temps triple, a une distance triple; etc.
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IP 1 inpo-alitp ( &quot;-{f\\ r\av
r.k

CK
Si 1 on multiplie les deux membres de 1 inegalite (3o) par r on

trouvera, en ayant egard a 1 equation (26),

&amp;gt;/ \ ^. Ga K
{ ?

TIG? If

V
D ailleurs, en vertu de 1 equation (16), la fraction -r- s evanouit, lorsqu on

donne a ftde tres-grandes valeurs, puisqu elle est alors de 1 ordre de

k-

II en sera done de meme de la valeur de y.

Cela pose, il est facile de voir que, si la condition (3o) se trouve rem-

plie, la valeur de y, determinee par 1 equation (26), s evanouira neces-

sairement pour des valeurs infmies de t. En effet, dans cette hypothese,

la valeur de x, devant satisfaire a la condition (33), est necessairernent

comparable a celle de t, et ne peut etre qu un infmi du meme ordre, on

-
&amp;lt;rt-

d un ordre superieur. Dans le premier cas, la valeur de fc = etant

comparable a celle de t, et par suite infinie, celle de y s evanouira,

d apres ce qu on vient de demontrer. Dans le second cas, la fraction -

s evanouira; et, comme on a toujours K&amp;lt;, il en sera de meme de la

V
fraction et de la valeur de y.x

L examen detaille des valeurs de U et de V conduirait a des conclu

sions analogues. Ainsi, par exemple, il est facile de prouver, en suppo-

sant toutefois remplie la condition (3o), que, pour des valeurs infmies

et comparables de x et de t, les deux vitesses U et V s evanouissent. En

effet, dans cette hypothese, la valeur de/: est elle-meme comparable a x

et a t; et celle de K, en vertu de 1 equation (iG), est de 1 ordre de k~ .

Par suite, la valeur de U tiree des equations (i i) sera de 1 ordre de

ou, ce qui revient au meme, de 1 ordre do

i-
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et la valeur de V sera de 1 ordre de

***

ou, ce qui revient au meme, de 1 ordre de

en sorte que ces deux valeurs seront infiniment petites.

Je ne pousserai pas plus loin cette discussion. Settlement, pour ter-

minerce que j
avais a dire au sujet des approximations, je ferai observer

que, dans le cas meme ou le niveau du fluide aurait ete-primitivement

altere sur une etendue de surface assez considerable autour de 1 origine

des coordonnees, on trouverait toujours des portions de surface aux-

quelles 1 equation (26) serait applicable. II suffirait pour cela de s eloi-

gner de 1 origine a des distances assez fortes, pour que la quantite

fut tres-peu differente de f ;
CT etant la plus grande distance comptee

.-I
X

a partir de 1 origine, et abstraction faite du signe, a laquelle 1 alteration

du niveau fut sensible dans le premier instant, et la valeur de x etant

d ailleurs tres-considerable relativement a celle de CT .

8. Si 1 on voulait comparer 1 etat du fluide, au bout du temps /, avec

1 etat initial, il suffirait, conformement au n 9 de la Section III (II
e Par-

tie), de remplacer dans les valeurs des inconnues p, q, w, r, ... les

coordonnees variables x, y par les coordonnees initiales a et b. Cette

substitution etant effectuee, les valeurs de x et de y en a, b, t seraient

determiners par les equations

(35) x = a+\udt, yb+\vdt,

dans lesquelles on doit prendre les integrates depuis / = o. Comme les

valeurs de u et de c, determinees par les formules que nous avons fait
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connaitre, sont alternativement positives et negatives, et toujours pen

considerables, les quantites

/ udt, \vdt

seront elles-memes fort petites, et par suite les diverses molecules de

fluide feront seulement de petites oscillations autour de leurs positions

primitives.

9. Je passe maintenant a la seconde des deux hypotheses que Ton

pent faire sur la maniere dont le fluide a ete mis en mouvement; et je

suppose que, sa surface ayant ete dans le premier instant parfaitement

de niveau, le mouvement initial ait ete produit par Faction de forces

impulsives tres- petites, appliquees aux points de cette surface tres-

voisinsde I oi iginedescoordonnees. Dans cette hypothese, les molecules

fluides acquerront, des le premier instant, des vitesses sensibles, dont

nous avons determine la valeur, en parlant de 1 etat initial. De plus, il

suffira, pour fixer au hout du temps L 1 etat du fluide et celui de sa sur

face, de remplacer les equations (4) et (5) du n 4 par les deux sui-

vantcs
H r x

I

**&amp;lt;

H r= /

^ t/o

en laissant d ailleurs subsister entre les diverses inconnues les relations

etablies par les formules (6) et (7). La constante H, que renferment les

deux equations (36), exprime, comme on 1 a deja remarque, la somme

des produits qu on obtient en multipliant chaque element de la surface

fluide par ( impulsion qu il a regue dans le premier instant, cette im

pulsion etant rapportee a 1 unite de surface. H est done la somme des

impulsions que supportent les divers elements, chacun a raison de son

etendue. C est pourquoi nous designerons desormais cette constante

sous le nom & impulsion lotale.

En comparant les equations (36) avec les equations (4) et (5), on

reconnaitra facilement que la plupart des lois relatives a la premiere
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liypothese s appliquent a la seconde, soit immediatement, soit avoc do

legeres modifications. Ainsi, par exemple, dans la seconde hypothesc,

comme dans la premiere, le mouvement est symetrique de part d
d autre de 1 axe des y. Dans les deux cas, 1 impulsion et les vitesses

s evanouissent a de tres-grandes profondeurs; tandis que la pression

o.roit indefiniment, et finit par etre sensiblement egale a cello qui aurait

lieu, si le fluide etait en repos. Dans le second cas en particulier, 1 im

pulsion et les vitesses restent constamment proportionnelles a 1 impul
sion totale supportee par la surface dans le premier instant. Enfin les

vitesses sont en raison inverse de la densite, tandis que la pression ot

1 impulsion en sont independantes.

Si, apres avoir substitue la valeur de Q dans les equations (7), on

remplace ;;.,
dans les valeurs de Q, j, U, V, par ^, et que Ton fassc

toujours, comme dans le n 5,

gt- r
Lfi - h, I cos

(?.
k

u.)
2

K,

H
gt- Jo

U =

V -

Tigt-

H

* -

iCOS a COS ~ dy.,

H r i
p.

-^ I COSa COS-4- u.du..

ft d J ik

ou, ce qui revient au meme,

v

u =

ng-t
J 6 (l/i

dK

~g-t &amp;lt;6 dk

dk

OEuvres de C. S. I, 1. 1.
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Ces dernieres formules ont une grande analogic avec les equations (10)

et (i i). On peut meme remarqucr que la valour dey deduite des equa

tions (10) ou (n), et la valeur de Q donnee par les equations (38)

on (39), sont parfaitement semblables, et ne different que par la valeur

des constantes G et H.

10. Pour determiner la position des ondes a la surface du fluide, il

faut, dans la seconde des equations (3g), considerer t comme constant,

et chercher les valeurs de x qui rendent y un maximum, abstraction

faite du signe. Ces valeurs se trouvent determinees par 1 equation

-p/ 2

dont le premier membre est une fonction de k = -- II est aise d enX

conclure que dans la seconde hypothese, comme dans la premiere, le

mouvement des ondes est uniformement accelere. Du reste, en exami-

nant avec quelque attention les equations (38) et (4o), on reconnaitra

facilement que ce mouvement est assujetti aux lois que je vais decrire :

i La vitesse de chaque onde est independante des impulsions primi-

tivement appliquees a la surface du fluide, et cette vitesse est propor-

tionnelle au temps.

2 Les hauteurs des ondes sont reciproquement proportionnelles, non

plus aux carres des temps, comme dans la premiere hypothese, mais

aux cubes des temps; elles diminuent done plus rapidement dans le cas

que nous considerons ici.

3 Si Ton fait varier 1 impulsion totale primitivement appliquee a la

surface du fluide, la hauteur des ondes variera dans le meme rapport.

4 A egales distances de part et d autre du centre du mouvement, les

hauteurs et les vitesses des ondes seront constamment egales entre elles.

5 Les vitesses des differentes molecules fluides qui font successi-

vement partie d une meme ondc sont reciproquement proportionnelles

aux quatriemes puissances des temps.

Etc.
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Pour fixer d une maniere precise la hauteur des ondes a cliaque

instant et leur vitesse, il suftira de developper la valeur de y donnee

par la seconde des equations (39), et de resoudre Fequation (4)- On
JV

obtiendra facilement la valeur de y, si Ton eonnait cclle de
-yr

D ailleurs, on deduit immediatement des equations (i5) et (16) les

deux formules suivantes

dK 4/r-
, (4 A-

2
)

2
(4/f

2
)

dk 4-5 6.7.8.9 8.9.10.11.12.13

)[K__jrL rill
i A. , A-fcosifr- ill A- VI - f -&amp;lt;2*l

[ i*
*~

f^A-i
2

&quot;

o

dont la premiere pourra etre employee quand la valeur de X: sera pen

considerable, et la seconde dans le cas contraire. Dans ce dernier cas,

on pourra, sans erreur sensible, negliger le terme

-
( 1 k [A)

-

CQS p ^ fffj^

qui, abstraction faite du signe, est 4videmment plus petit que

,71.

Quant a 1 equation (4o), si Ton v substituc la valeur de -^ tiree de la
dk

premiere des formules (40 et (
l
u on divise ensuite le premier membre

de cette meme equation par k, elle deviendra

5 7-^-9 9. 10 . 1 1 . i . i3

Si Ton designe par
k

\ , k-2, kj, ...

les racines de cette derniere equation, rangees par ordre de grandeur,
on trouvera pour la premiere racine

k\ = 1,6783. . . .

.3.
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Cela pose, la force acceleratrice, qui pourrait etre censee produire la

vitesse de la premiere onde, sera a la force acceleratrice de la pesan-

teur dans un rapport egal a

(43) ^:=o,597
63....

Si Ton veut considerer des ondes qui soient relatives a des valeurs

un peu considerables de k, on pourra, au lieu de I equation (4^), em

ployer la suivante

(44)

qu on obtient en substituant dans I equation (4o) la valeur de -,-,-

tiree de la seconde equation (4i), et negligeant le terme qui renferme

1 integrale definie. Pour de tres-grandes valeurs de k, la formule (44)

se reduira sensiblement a

et Ton aura par suite

(45) fr = a{-i)irH-fff,

72 etant le numero d une onde prise a volonte.

Je nc m etendrai pas davantage sur les diverses circonstances du

mouvement des ondes, considere dans la seconde hypothese. J obser-

verai seulement qu en raisonnant comme dans la premiere, on deter-

minerait facilement les limites entre lesquelles les equations (38)

et (39) peuvent etre considyrees comme suffisamment exactes. Quant

aiix valeurs de x et de y en a, b, t, elles se trouveraient toujours de-

term inees par le moyen des equations (35).



SUR LA THEORIE DES ONDES. 101

SECTION DEUXIEME.

DU CAS OU L ON CONSIDERS A LA FOIS LES TROIS DIMENSIONS DU FLUIDE.

1. Nous ferons, pour le cas de trois dimensions, les memes hypo

theses que pour le cas de deux seulement, et nous obtiendrons alors

des resultats analogues. Ainsi nous supposerons toujours que, dans le

premier instant, le niveau de la surface du fluide a subi de petites

alterations, mais seulement pres de 1 origine des coordonnees, et que

la portion de surface adjacente a cette origine a de plus ete sollicitee

au mouvement par Faction de forces impulsives peu considerables.

Nous prendrons, a Fordinaire, pour plan des x et z, celui qui terminal!

primitivcment les portions de la surface dont le niveau n avait point

ete altere, et nous trouverons alors les resultats suivants.

2. L impulsion et les vitesses initiales, dans toute 1 etendue de la

masse fluide, depend rout uniquement des impulsions appliquees a la

surface, et nullement de la forme primitive de cette surface. .Cette

impulsion et ces vitesses, pour des points situes a une distance sen

sible de 1 origine des coordonnees, seront determinees par les equations

H (-b)
I yo O TT71

(46)

H

H- -4- C

II 3c(-b]

dans lesquelles a, b, c representent les coordonnees d un point quel-

conque, &amp;lt;$ la densite du fluide, et H la somme des impulsions que

supportaient dans le premier instant les divers elements de surface,



chacun a raisonde son etendue. Je designerai dorenavant laconstanteH

sous le nom ^impulsion totale, Cette impulsion totale equivaut a line

certaino quantite de mouvement, et, par suite, elle doit etre le produit

d une vitesse- par un volume et par une densite. On conclut facilement

de cette remarque I homogeneite des equations (46). On voit aussi, a

la seule inspection de ces memes equations, que, dans le cas oil les

coordonnees #, b, c conservent constamment entre elles les memes

rapports, c est-a-dire, lorsqu on compare entre elles les molecules

situees sur une meme droite passant par 1 origine des coordonnees, les

vitesses sont reciproquement proportionnelles aux cubes des distances

a cette origine; en sorte qu a une grande distance elles deviennent

insensibles.

Les valeurs de I impulsion q^ et de la vitesse verticale P O , conside-

rees comme fo-nctions de a, b, c, dependent uniquement de 1 ordon-
i

j_

nee b du point que Ton considere, et de sa distance (a- -\-c-}~ a 1 axe

des y. La valeur de v etant positive toutes les fois que Ton suppose

4

(a
2 +c 2

)

2

&amp;gt;( b} y/2,

&amp;lt;-t negative dans le cas contraire, il en resulte que, si Ton imagine un

cone droit vertical dont le sommet soit a 1 origine des coordonnees, et

dans lequel le rayon de la base soit a la hauteur comme la diagonale

au cote du carre, toutes les molecules situees au dedans du cone coin-

menceront par descendre, et les autres par monter. Celles qui seront

comprises dans la surface du cone auront seulement des vitesses hori

zon tales.

La vitesse de chaque molecule, mesuree dans sa propre direction,

sera evidemment

i H

Cette vitesse depend done encore uniquement de 1 ordonnee b et de la

i

distance (a
2 + c

2

)

2
a 1 axe des y. Enfm, comme, en vertu des equa-
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tions (46). n a

t/*\ Wo_WoAo
J a c

la resultante des vitesses horizontals w
()
et w passe necessairement par

1 axe des
ty. II suit de ces diverses observations que, durant le premier

instant, chaque molecule de fluide se meut uniquement dans le plan

vertical qui passe par cette molecule et par 1 axe des y, et que le mou

vement est le meme dans tous les plans verticaux menes par 1 axe

dont il s agit. Dans chacun de ces plans, les molecules s eloignent du

meme axe avec une vitesse horizontale represented par

H
(49) M+ &quot;&amp;gt;

-

3. Si, du mouvement initial, on veut passer a celui qui subsiste

an bout du temps t, on sera oblige d avoir egard, non-seulement a

1 action des forces impulsives primitivement appliquees a la surface du

fluide, mais encore a 1 alteration de son niveau dans le premier instant.

Au reste, comme, en supposant ces deux causes de mouvement reunies,

on obtient, pour les valeurs des diverses inconnues du probleme, les

sommes des valeurs qui seraient dues a ces memes causes prises sepa-

rement, il en resulte qu on pent se bonier a considerer successivement

chacune des deux causes dont il s agit.

4. Supposons d abord le mouvement du flilide produit par une petite

alteration de niveau dans les points de sa surface situes tout pres de

1 origine des coordonnees. Les vitesses seront nulles dans le premier

instant. Mais, le temps venant a croitre, elles deviendront bientot sen-

sibles, et pourront etre considerees (voir IP Partie, Section I) commc

produites a chaque instant par 1 action de forces impulsives appliquees

a la surface. L impulsion, qui, dans cette hypothese, aurait lieu en

chaque point de la masse fluide, peut etre determinee en fonction des
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coordonnees variables x, y, z et de / par 1 equation

i

( 5o ) a ~ ~^~

dans laquelle g designc la force acceleratrice de la pesanteur, (&amp;gt; la den-

site (lu fluide, et G le volume de fluide souleve on deprime par suite de

[ alteration primitive du niveau dans une portion de la surface adja-

cente a 1 origine des coordonnees. On doit observer que la constante G

sera positive, si elle represente un volume de fluide souleve, et nega

tive dans le cas contraire.

Pour obtenir la valeur Q de q relative a la surface, il faudra, dans

1 equation (5o), negliger la valeur de y, et Ton aura par suite

- x-
r t sin v cos

z 2
)

du. dv

Enfm les valeurs respectives des vitesses u, v, w et de la pression p,

1 ordonneejde la surface, et les vitesses de ses diflerents points, seront

determinees en fonction de q et de Q par les equations

u = -
d dx

i dq
-r -r !

6 df

(53)
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L inspection des equations qui precedent suffit pour montrer que Irs

lois relatives au cas oil Ton considere deux dimensions dans le fluide

subsistent aussi dans le cas oil Ton considere les trois dimensions a la

fois. Ainsi, par exemple, I iinpulsion et les vitesses sont constamment

proportionnclles au volume d eau souleve. De plus, elles s evanouissent

a de grandes profondeurs, c est-a-dire, pour des valeurs infinies nega
tives de la variablej; tandis que la pression p croit indefiniment avec

la profondeur, et fmit par obtenir la meme valeur que si le fluide etail

en repos.

En examinant de quelle maniere les coordonnees x, y, z entrant

dans les valeurs des impulsions q et Q, on reconnait facilement que ces

impulsions dependent uniquement des deux quantites

_^

y et
(
x*+z z

)*,

c est-a-dire, de Fordonnee verticale du point que Ton considere, et dc

la distance de ce meme point a 1 axe des y. Par suite, les vitesses verti-

cales r, V, la pression p, et 1 ordonnee y de la surface, dependent uni

quement des deux quantites dont il s agit. De plus, si Ton designe

par q et Q les derivees respectives de q et de Q considerees comme

fonctions de (x- + ;-)*, les equations (52) et (53) donneront

51

,

On conclut des equations (54)

~r i it
,(,

(
M 2 +U , 2 ^ _g f

*.

OEuvrcs dc C. S. I. t. I.
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d oii il suit : i quo la resultante des vitesses horizontales // et r est

.

simplcinent fonction do yet do (x + z 2

]-- 2 quo cette resultante passe

par 1 axe des y. Les equations (55) fourniraient des conclusions ana

logues. On pent done a ffinner que, pour toutes les molecules situees,

soil dans 1 interieur du fluide, soit a sa surface, le mouvement a lieu

dans des plans verticaux passant par 1 axe des y, et qu il est symetrique

autour de cet axe, c est-a-dire, absolumcnt le meme pour les points

situes de la memo maniere dans les plans verticaux dont il s agit.

Ainsi, quel que soit le mouvement des ondes, nous savons deja qu il

doit etre circulaire. L experience continue ce resultat.

5. Puisque le mouvement des ondes reste le meme dans tons les

plans verticaux menes par 1 axe des r, il en resulte que, pour deter

miner les lois de ce mouvement, il sulTira de considerer les molecules

situees dans le plan vertical des x et y. Pour toutes ces molecules, on

aura z = o; ce qui reduit 1 equation (5i) a

: 5; ) Q = / I sin ( u.y } r t sin v cos
27T- ./ 4

{&*

Dans le meme cas, la vitesse W etant nulle, il sera inutile d avoir

egard a la quatrieme des equations (53). Mais les trois autres determi-

neront a chaque instant 1 ordonnee de la surface, ainsi que les vitesses

horizontales et verticales des molecules qui en font partie.
/

Si, dans 1 equation (57), on change y,
en -^ ce qui n altere point

OC &quot;

les limites de 1 integrale, et que Ton fasse pour ahreger

i 58) fr=i^,
x

cette equation deviendra

r sin -i lav } If smv cos a
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Comino rien ii einptVlio d echangor entre elles, dans celtc derniore

equation, les variables
y.

et v, on pout \ remplacer sinv cos
p. par

sin a cosv, on memo par

sinv rosy. -+- sin a cosv
= -7 sin

(
a H- v

}
.

Par suite, on pent inettre la valour de Q sous la forme suivante :

En subslitnant eette valour dans la premiere des equations (53), on

trouvera

/r&quot;/.0
/35/&amp;gt;X f I

; 6o) r= _ ., , r
/

/ cos2(//v) /r
2

sin(/y. + v) du.(b,
^ 8 * MO

et, si Ton fait pour abreger

/
K

/
&amp;gt;:c i

(61) E = / / cos 2
( py )

h~ sin w H- v
}
da dv ,

- o Jo

on aura

C. Si inaintenant on veut fixer la position des ondes a la surface (In

tluide, il faudra, dans 1 equation (62), considerer / comme constant*-,

et chercher les valours de x qui rendent y un maximum, abstraction

faite du signe. Cos valeurs de x scront evidemment determinees par

[ equation

d*E
Q

dx

on, ce qui roviont an inenie, par la suivanle,

dilr-E

-sir *&amp;lt;



108 MEMOIRE

Le premier membre de cette derniere equation etant uniquement fono

tion de

il en resulte que, dans le cas de trois dimensions, comme dans celui de

deux, le mouvement des ondes est uniformement accelere. On recon-

naitra d ailleurs facilement, par la seule inspection des equations (62)

et (63), que ce mouvement a lieu de la maniere suivante.

r La vitesse de chaque onde (mesuree a son sommet) est indepen-

dante du volume de fluide primitivement souleve ou deprime. Elle est

proportionnelle au temps. Par suite, les largeurs des ondes sont propor-

tionnelles aux carres des temps; et les zones qui leur servent de base,

aux quatriemes puissances des temps.

2 Les hauteurs des ondes sont en raison inverse des quatriemes

puissances des temps. En comparant cette loi avec la precedente, on en

conclut que le volume de fluide, que chaque onde renferme, demeure

constant. C est ce qui avait egalement lieu dans le cas de deux dimen

sions.

3 La hauteur des ondes est proportionnelle au volume de fluide

primitivement souleve ou deprime, et change de signe avec ce volume.

7. Pour fixer d une maniere precise, a chaque instant, la hauteur

des ondes et leur vitesse, il suffira de developper la valeur de y donnee

par 1 equation (62), et de resoudre 1 equation (63). On obtiendra facile

ment la valeur de j, si Ton connait celle de E. D ailleurs, si la valeur

de k n est pas tres-considerable, on determinera aisement celle de E par

le moyen de 1 equation suivante (voirNote IV) :

/ TT
[2/r (i.3)

2

Nr]
3

(i.3.5) (2/r)* 1

I

~
2

|_
2 1.2.3 4.5.6 1.3.3.4.5 6.7.8.9.10 J

-/\ F r/4^ 2
\ / oM^ 2

\
2 fW\ 3 (W*

&amp;gt;4J
I *ii5 + 1,24.00705 0,2520200 + 0,0278007

\ loo /
JJ

\iool
^ yj

\ 100 /
t J i \ I00

\ / \ / \ / \

o/4/
- 2

\
:;

/4
2
\

6 o/4 /(
&quot; 2
\

7

0,001023 +O,OOOOOI 0,OOOOO3 -(- . . .

\ioo/ \iooy \ioo/

(fi-1)
,

7T/I
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En eoniparant cette valour de E avec la valeur de K determinee par

lYquation (i5), on verra immediatement que, pour obtenir la valeur

de E, il suffit de multiplier, dans celle de K, la puissance n de k par

(i.3. 5. ..re) 2 _ 77 3. 5... n
-

i . 2 . 3 ... re 2 -2 . 4 (
ft

)

Par suite, si Ton fait

&amp;lt;*&amp;gt;

on aura, en vertu de la Note IV,

du.

I I \ , i I !

j

ou, ce qui revient au memc,

(67) E= \ f(k cos 6) cose dO.

D ailleurs, lorsqu on donne a k des valeurs tres-considerables, on a,

en vertu de 1 equation (16),

^ i

(68)
l(k] :^^: =

T

^:[(A-
+ 3)cosU--(A---3)sinUJ.

On aura done alors, en vertu de 1 equation (67),

T.

L L
,, _, r,-k- r~\

&quot;

Iccos9
,, ,

A- cos f) 1

(69; E j I \(k cos + 3) cos -
(
k cos 3) sin - \cos-QdO.

Telles sont les diverges tommies dont on peut se servir pour deve-

loppcr la valeur de y. Quant a 1 equation (63), si Ton y substitue la

valeur de E tiree de 1 equation (64), on trouvera

( .2.3 4-5-6 1.2.3.4.56.7.8.9.10
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La plus petite valeur de k que fournisse cette derniere equation est

/i ,
= -2, 7-22538. . . .

Par suite, la force acceleratrice, qui pourrait etre censee produire la

premiere onde, est a la force acceleratrice de la pesanteur dans un

rapport egal a

,7 )

A
!--:=o,367 3o44.

La vitesse de la premiere onde est done ici un peu plus grande que dans

le cas de deux dimensions.

Je ne pousserai pas plus loin ces calculs. J observerai seulement

qu en faisant usage des equations (64) et (69), on parvient facilement a

prouver que la valeur de E ne peut jamais surpasser

II est aise d en conclure que la valeur de y donnee par I equation (62)

restera toujours fmie, tant qu on ne francbira pas les limites hors des-

quelles cette equation devient sensiblement inexacte, limites qui se

trouvent determinees, ainsi que dans le septienie paragraphs de la Sec

tion precedente, par la condition

8. Si Ton voulait comparer 1 etat du fluide, au bout du temps /,

avec 1 etat initial, il suffirait de remplacer dans cbaque formule les

coordonnees variables x, y, z par les coordonnees primitives a, b, c.

Quant aux valours de x, j, z en a, b, c, t, elles seraient determinees

par les equations

(7-2) 3?=fl-i-
j

u dt, y=b-+- I vdt, z- c + / &amp;lt;//,

t/ / -

les integrations e tant faites depuis / = o.
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9. II ne nous reste plus qu ii determiner les lois generates du mouvc-

ment relatives au cas de trois dimensions, dans 1 hypothese oil, la sin-

face du fltiide etant parfaitement de niveau dans le premier instant,

le mouvement aurait ete produit par 1 action de forces impulsives tres-

petites, appliquees a la portion de surface qui avoisine l orii&amp;gt;ine des

coordonnees. Pour fixer, danscette hypothese, 1 etat dufluide an bout du

temps /, il faut substituer aux equations (5o) et (5i) les deux suivantes :

q --
i \

I
cos(u.y}*g-t sinv cos ^

f
~ -

] ^
:

i ,
&quot; r r NT i, . (*-f-)j* , 7

I
Q= -

/
I cos(u.v) g-t sin v cos- -

dpdv,

en laissant subsister d ailleurs, entre les diverses inconnues, les

diverses relations etablies par les formules (5a) et (53). H designe ici,

comme dans les equations (/$) ce que nous avons nomme 1 impulsion

totale.

En partant des equations (73), on obtiendra des resultats analogues

a ceux que nous avons trouves ci-dessus (n 4). Ainsi, par exemple, on

reconnaitra facilement que les vitesses et 1 impulsion dans un instant

quelconque sont proportionnelles a 1 impulsion totale, qu elles s eva-

nouissent a de grandes profondeurs, etc. De plus, il sera facile de

prouver, comme on Fa fait dans un cas semblable (ni), que les diverses

molecules de fluide se meuvent dans des plans verticaux menes par

1 axe des j, et que le mouvement est le meme, dans tous ces plans,

pour les molecules situees a la meme distance de 1 axe et de 1 origine

des coordonnees. II suit de la que, dans le cas que nous examinons,

le mouvement des ondes est encore circulaire, et que, pour en deter

miner les lois, il suffit de considered les molecules fluides situees a hi

surface dans le plan vertical des x et y. On a, dans cette hypothese,

s = o; et, par une transformation semblable a celle que nous avons

employee ci-dessus (n 5), on reduit la seconde des equations (y3) a

i f \ 4 I k~ ^
(74) -^
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E designant a 1 ordinaire la double integrate

/*/&quot; i i
/ / cos 2

( f/v )

4 k~ sin
(
u. + v

]
r/u. &amp;lt;/y .

^o /

On trouvera par suite, pour 1 ordonnee de la surface,

/ n fi\ v __
^

.
&quot;~

-ne* t*d dT

On conclut facilement de cette derniere equation : ique le mouve-

ment des ondes est uniformement accelere, en sorte que leur vitesse

est proportionnelle au temps; 2 que la hauteur des ondes est en rai-

son inverse de la cinquieme puissance du temps, et decroit, en con

sequence, plus rapidement que dans toutes les autres hypotheses

ci-dessus admises; 3 que cette meme hauteur est proportionnelle a

I impulsion totale.

Quant aux forces acceleratrices qui pourraient etre censees produire

les vitesses respectives des ondes a leurs sommets, elles seront a la

force acceleratrice de la pesanteur comme 1 unite aux racines de

( equation

7/7 fl

&amp;lt;//, -,-

Si dans cette derniere on suhstitue pour E sa valeur tiree de 1 equa-

tion (64), on trouvera

3
~^74 (4/f2) ^74^ ^8^~ &quot;-2.4.6^8 7oTT77^T73

+ &quot;

La plus petite valeur de k qui satisfasse a cette equation est

fr(= 1,4917.. .;

et par suite, la force acceleratrice qui serait capable de produire la

vitesse de la premiere onde, comparee a la force acceleratrice de la



SUR LA THEOKIE DES ONDES. 113

pesanteur, a pour mesure
&amp;gt;

(78) j-
= 0,6699

Eniin, pour obtenir les valeurs des divorses inconnues en a, b, c, t, il

suftira d ecrire dans toutes les formules les coordonnees initiales , b, c,

an lieu des coordonnees variables
&amp;lt;r, y, z; ct ces dernieres coordonnees

se trouveront elles-memes determinees en a, b, c, t, par le moven des

equations (72).

OEuvrcs (I,- T. - S. I. t. ]. I &quot;)





NOTE L

La demonstration do ( equation (4), I
ie

Partie, est fondee sur le theo-

reme suivant :

Si I on rapporte la position des sommets d un paralttlepipede a trois

plans rectangulaires des x, y et z; que Von designe par A, B, C les lon

gueurs des trois aretes de ce parallelepipe.de qui aboutissent a un meme

sommet, et par
A,, B,, C,,

A,&amp;gt;, B,, C a ,

A 3 ,
B

:t , C.

les projections respectwes des monies armies sur les axes des x, y et z, le

volume da parallelepipede aura pour mesure

AiBjC, A,B,Ca -hA8B$ Ci A*H,C,-t-A3B,C2 A,B,Ci=S(=tA,BaC,}.

NOTE II.

Le signe / indiquant une fonction quelconque, si Ton connait l;&amp;lt;

/ f(w-)dv,
tJ rf.

valeur de 1 integrale

i &amp;gt;.
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il sera facile (Ten conclure celles des integrates

/ /(nj
2 2/W5j -f- m-} drs,

^ 00

r
*

s( w2
\ /

/ or
2 m -h 7 tfw,

, _/ \ 4wV

prises enlre les memes limites, ainsi qu on va le faire voir.

Soil, pour al)reger,

(a) I

J

Si dans cette equation on change cr en cj m, les limites de 1 inte

grale ne changeront pas, et Ton aura par suite

(bi L
d oii Ton conclut aussi

(e) /(-

De plus, si Ton fait

1 equation (a) deviendra

GT= &amp;gt;

26

On a d ailleurs evideniment, entre les limites zero et sc
,

,r C~d6=
o

Car, pour deduire ces deux dernieres integrates 1 une de 1 autre, il

suffit de changer 6 en , et de renverser les limites. Cela pose, 1 equa

tion (d) deviendra

(e)
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d oh Ton conclura

-.*
/

U) J /(&quot;

.

GJ = 9. A.

Si, au lieu d integrer entre les limites ac , -h ac
, on se contente dr

prendre les integrates entre les limites zero et =c
, on devra, dans les

equations (a), (c), (f), remplacer 2A par A. On pent done enoncer le

theoreme suivant.

TlIEOREME. --Sil 071 fail

/&quot;&quot;&quot;

*- o

on aura

4- m 2
) -+&amp;gt;f(

m- + 9,mm -+- m-
}

,

,

*
^

Exemple I. Soil

On aura

A=-

(T:
etlant le rapport de la circonference an diametre); et par suite, les

equations (2) deviendront

if
1 /* _*+.,_

&quot;;
i

/ ^ *&quot;

fife = 7r
2

.

c/O

Si Ton change dans la premiere m en my r, on trouvera
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On deduit de la seconde

r* -a*-

-V
/

e

Les forum les (4) et (5) etaient deja connues. On pout se servir de la

fbrinule (4), ainsi que M. Poisson 1 a fait dans son Memoire sur la cha-

leur, pour abaisser au premier degre les variables qui dans une expo-

nentielle sont elevees au carre. On peut employer la forrnule (5) pour

effectuer 1 operation inverse, comme on le verra ci-apres.

Exemple II. Si Ton fait success]vement

on trouvei-a dans les deux cas A = -
(-) ; et par suite les equations (2]

fourniront les suivantes :

(6)

/ cos m

^
sin m- + ro-

C S

7
i / r:

\aw -
I
-

)

2 \-2

j /
&quot;

\dw= - -
I 5

I
^

.

f-/0

m H-

Si maintenant Ton observe que

cosm 2 cos m-

cosm 2 sin m 2

i
2 snm 2 + r0 2 = cos 57- ,

sinm 2 cos
(
m 2 + or

2
)

sin GJ
L&amp;gt;

,

on deduira facilement des deux premieres equations (6)

:

costs 2

r 30

. ,
/ smro 2 cos:

( J,

I fit

= - (- ) (cosma -H sinm 2
),

&amp;gt; \ &amp;gt; /

cos -2mw dw =- -
[ ] (cos/n

2 sin/n8
),
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cl Ton aura par suite

cos/?/- [-] / (
cos 5J-+ sin or 2

) cos amor

(8)

/- Y r :jinms

:=(-J
/ (coscr

2 sn
\ &quot; / t/ A

On conclura de meme des deux dernieres equations ((&amp;gt;)

I
/ cos(cj-+- -W/nr= -(-) (cosm sinm,

1 Jo I
5* / Wi -

(9

jsin ro- +
-,

U/GJ = - -
i cos/

**/ -* \a

et par suite,

,
COS ( TS-

ro

f
sinm ==

(
-

) /
sin

(
m - -~ - -

} cos
(
ra- 4- -&quot;-&quot;

]
(fa.

\~J J I \ 4
a
/ \ 4 / J

Les equations (8) et (10) sont, relativement aux sinus et cosinus, cc

que sont les equations (4) et (5) relativement aux exponentielles. Kn

effet, les equations (8) servent, ainsi que { equation (4), a changer m-

en m, et les equations (ro) a cffectuer I op6ration inverse.

Corollaire 7. Si Ton difference par rapport a m les deux inemhres

de chaeune des equations (7), on trouvera

_

/

&amp;gt;a

( T\~
\ cosci- sin-^mcj 213 dm = (-1 m( sinm- cosm- ),

o V&quot;

2 /

(_X/7T\-sinro- sinamra 3tnT&amp;lt;/G7=
- m cosm- + sinm-i.

V&quot;

2 /

Si Ton fait dans ces deux dernieres m- = -
&amp;gt; k, TS- =

y.,
elles devien-
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dront
, j_

I f
t

I /

*

i /
&quot;

r - i

f / sinu sin(aA
&amp;gt;

u)*c?u== /r
3

I Jo *

Corollaire II. --Si dans les equations (7) on change m en /z, et rr&amp;gt;

en
p,

on trouvera

j i~\~,
cosp

j cos inp ap=- - cos/i 2 + sinn 2
,

2 \ 2 /

.

/ ship
2
cos2/ip &amp;lt;7p

=
-(-)

. *

cos n 2 sinn 2
.

Cela pose, si Ton multiplie membre a membre la premiere des equa

tions (12) par la premiere des equations (7), puis la seconde des equa

tions (7) par la seconde des equations (12), et que Ton combine entre

dies, par voie d addition et de soustraction, les deux formules ainsi

obtenues, on trouvera

cos(e
2

p
2

)
COS2WGT cossnp d&dp = j cos(m- n-},

,3)

-

coscr3 2 cosamnr cossnp dwdo=.j sin
(
m- -+- n-

)

^

NOTE III.

Nous allons, dans cette Note, chercber a determiner directement,

]&amp;gt;ar

le developpement en series, les valeurs des six integrates suivantes :

/*&quot;
J^

r x
t

^
I

Jo - o

r* i / i
Ko = / e (**!*&quot; COS/* &amp;lt;/u,

K3 = /
CO8|[aAffi)

a
si

r 00

.
i r* i

R-,= /
sinfaAr/*) sln^.d^., K;;=

|
e~t**j*&amp;gt; ginu

J /
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On y parvient comme il suit.

On peut evidemment considerer 1 integrale

comme la limite dont s approche sans cesse 1 integrale

/. i
/ cos(2/fjji)- cos//.

&quot;

_

a mesure que a diminue. Par suite, si Ton developpe cos^^a)* en

serie au in oven de la formule

(2/fa)cos - - -
1.2

on aura identiquement

r&quot; i
K = / cos (2 /irp.)- c

J o

r r x
^kfj. r (*kn.r-= / cos;/ a/u.

J i- cos
p. dp -+ /

--^y cos// aa . . .
,

/0 ^0 f

pourvu que, a etant un nombre quelconque, on considere

/
p.
a cos

p. dp.
^ o

comme la limite vers laquelle tend 1 integrale

I
p.
n
co$[j. e-^dfj.

*9 .

a mesure que &amp;lt;x diminue. On obtiendra de meme la valcur de K
a en

i

developpant cos(2^fj.)
a en serie, et considerant

/u.
a sin

p. d[j.

.

comme la limite vers laquelle tend 1 integrale

Xl&amp;gt;.

a si

,

sn
p.

,

OF.uvresdeC. S.I, t. I.
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ii mesure que a diminue. Des remarques analogues peuvent etre faites

a l egard des integrates K,, K.,, K.,, K 5 . Cela pose, si Ton fait, pour

abreger,

M =

M,

Mo

1.2.3.4 1.2.3.4.5.6.7.8

(a/fa)
2

(-2.hu.}-

7. k

I . ?.

1.2.3.4.5

1.2.3.4.5.6

**
&amp;gt; &amp;gt; / r- i

\
j.2.3 1.2.3.4.5.6.7

on aura evidemment

* = M -Mo,
i

Mi Ms,

e-CaW M Mi 4- Mo M 3 ;

et par suite

*&amp;lt;*&amp;gt; -,

K =
/ (M -Mjlcosudu, K, = /

(M&amp;lt;
M 3 )

cosudu.,
J* Jo

r , c&quot;Ko = \ (M --Mi + Mo Ms jcosy.au, K :t
= / (M Ms] ship op,

-^o ^ o

/IK /,,

K4= I (Mi M) sin ft oft, K^ / (M -- M
(
+ Mo M 3

)
sinu^/u.

t/ ) C

De plus, si Ton designe, avec M. Legendre, pai*r(a + i) 1 integrale

. J&amp;gt;

et si Ton represente par Tangle qui a pour tangente -&amp;gt; on aura, en

vertu de formules bien connues,

/ r :

\ &quot;

cos (a H- \}0
Ffa

i +- x-

/
*

sin( + i)0^
/ w&quot; e &quot;^ sin a a/x

= - ^~ F
(
a +- 1

)
.

i H- a-
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Lorsqu oD suppose a = o, on a =
^ (i -+- a

2

)

2 = i; et par suite les

tommies precedentes se reduisent a

/ f*

I / U/ COSp 6^:= COS(H- i)- Y((l H- l),

sin H- i-
2

Si maintenant on designe par n un nombre entier quelconque, en fai-

sant successivement

on trouvera

I
u.- n cos u

c/jf/ =zo, / u.- n sin
p. f/p.

= T
(

i H- ?. n
i/O

/
- ___ / *

/ ^
2 &quot;
+ (

cos,y. /^ i= =p r(i + -2 + i
) ,

/
[j.-&quot;

+
sin^/. Ja = o,

i/O

a+^ 7
i r / 4+ &amp;lt;i

\ r* &quot;+^ . i / 4n-3
ij.

*
cosy. c/a = =p

-
{

- T( i+ -
, /

^-&quot;

^
snip. dp.

= =p li+ --

J \ 2
/ c o 1F \

le signe superieur devant etre adopte toutes les fois que n est un

nombre pair, et le signe inferieur dans le cas contraire.

A 1 aide des equations (6), on obtiendra facilement les valeurs des

integral es

f
x r* p*

\ Mcosut/a, / M
( cosudp, ..., I M sinpdy., ...,

Jo Jo ^ o

considerecs comme limites des integrates

,-. ,-. .* .

\ Mcosp. e-*v-d&amp;lt;i., \ M, cos
ft

e W//, ..., 1 M sin
p. e-*v-du, ...,

v* tx J

16.
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et 1 on trouvera, toutes reductions faites,

(7)

r*M,
./o

cosu
, sin,, dp = -

Si Ton observe qu on a en general

r(i-t-n) i

r i +

r
(
I -f- 2 n

} (/H-l)(rt-h2)...2rt

in -f-

I I . 3 . . . 2 /?, H- I i i

7T =

on reconnaitra facilement que les equations (7) se reduisent a

M cosp. du. = o, / M sin
p. dp = i

^ +J 4

(8)
n,Mo cos a du. = - - -

.
-

4-5.6 6.7.8.9.10

^ -

5.6.7.8

COST/I ,

r
00

,,
, / Mo sin a du.= o,

f
X

f
30

T-/f-
I M 3 cosu. t/a = 4- / M 3 sin a du. = - sin^/r.
o Jo 2

En vertu de ces dernieres, les valeurs de K, K,, K 3 , K 4 , determinees par

les equations (3), deviendront respectivement

iA- + cosi/,-),
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ct les valeurs de K 2 et de K 5 se deduiront des precedentes, ainsi qu il

suit :

Ko =: K{ K,

(10)
K;; = K

| + KS.

Les deux dernieres equations (9) coincident avec les equations (IF) de

la Note precedente; ce qui confirme 1 exactitude de nos calculs.

La premiere des equations (9) et la premiere equation (10) four-

nissent deux valeurs difierentes de la fonction K, savoir:

_&amp;gt;/,-) (&amp;gt;*) (afrV
JV / r~ / t

/&amp;gt;
o

\ 2 4-5-O 0.7.0.9.10

JL

= Ki-Ko = /^(sirU/f + cosU) f e&quot;(
2*^ 5 cosa rfw;

i/O

ce qui verifie les equations (i5) et (16), IIP Partie.

Scolie. Si, au lieu de chercher la valeur de I integrale

/ i
I COS

(-2
fr

I*) COS/7. C?fJt,

on se proposait de trouver celle de I integrale

/ice J_

I cos(ik[j.}
2

cosy, e&quot;^ dp.,

Jo

il faudrait alors, au lieu des equations (5), employer les equations (4).

Cela pose, on trouverait

cos0 (.{*) cos 30 (4/f
2

)

2 cos 5 B

M cos *-^ d = - + &quot; +

/

~
7 COS30 2/f 2/f &amp;gt;

/
Mo cos u e~*V- du.= - -4- -W^:

J i + a- 2 4.5.6

et par suite

r x i

12) / cos(2/ru)- cos a &amp;lt;

2/f COS 2 9 (2/f)
2 COS 30

~o
&quot;

o /
~

2 i + a- 3.4 ,
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NOTE IV.

SLR LA RELATION QUI EXISTE EISTRE LES DEYELOPPEMENTS E&amp;gt;&quot; SERIES

DES DELX IMEG RALES

/&quot;

I / /(frp) cosp 4^
I VQ

r&quot;* r* i j. i\
I I f\kp-v

-

J sin(fj. + v) dp. dv.

o f n

Pour developper en serie i integrale

/ f(k[j.) cosp dp.
/

par la methode employee dans la Note precedente, il suffit de deve

lopper la fonctiony(^fA) en serie ordonnee suivant les puissances ascen-

dantes, entieres ou fractionnaires, de la quantite k. Soit A(^;j,)
rt uu

terme de ce developpement, en sorte que Ton ait

le signe S indiquant la somme de tous les termes semblables a celui que

I on considere. On aura

r* / r* \
(
a

) / f (
k u.

}
cos u. du. = S A ka

I u/ cos a da \ ,
} j \ r i \

/
i

/^o \ / o /

pourvu que Ton considere Fintegrale

/OD
&amp;lt;j.

a
cos// rfu

.

comnie la limite vers laquelle tend la suivante

/
[j.

a e a
H-cos/jt du.,

Jo
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a mesure que a s approche de zero. On a cl ailleurs dans cette hvpo-

these, on vertu de la premiere equation (5) (Note precedente),

/ y/ cosa du. = cos ( J7rr(a+i).

Cela pose, I equation (2) deviendra

(3) j f(k

En raisonnant de la meme maniere sur la seconde des integrates (i),

on trouvera que sa valeur en serie doit etre determinee par { equation

/&quot;

/&quot;&quot; / i _L \ r /
x /* - -

~\

I f( /.- a- v
-

j sin
(
w. + v

}
da dv = S A A- / / u? v- sin

( y. + v
)
f/u r/v ,

*- o L ^o ^o

pourvu que Ton considere 1 integrale double

r r&quot; -
\ I (f-v)

2

sin(|V. + v}dudv
o o

comme la limite vers laquelle tend la suivante

I
I

(
u.v

)*
sin

( p. -+- v
}
e-w-P1

d&amp;lt;j. dy ,

- ^0

a mesure que a et
{3

se rapprochent de zero. D ailleurs, on a evidem-

ment, dans cette hypothese,

r? /
* i /* if /&amp;gt;GO ^

/ /
(,
uy

)

2

sin(|tz + v) dp.dv= i. I p.- sinu da I v* cosvrfv.

^0 ^0 /&amp;lt;

De plus, en vertu des equations (5) (Note precedente), on a

r* i c
x

i a \
~

( a \
~ n (a \

2 / U. sin y. aa / v cosv r/v = 9, sin -

-t- i - cos i- i
- I- hi

I \ &quot;2 / O V / &amp;gt;, \ ) /
- o t o \ / N / -

\ /

a= sm-4-i7:

(a +- r\ fa= COS I
-

7T T- - + I ) .

\
&amp;gt; / V i2 / \ --
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Par suite, 1 equation (4) deviendra

|
-4-iH

&quot;

Si maintenant on fait, pour abreger,

A cos

les equations (3) et (5) deviendront respectivement

i /(/fp.)cosfjL^.= S(B rt /f),

rr ( \*\ \
f J i f\ kf v

*&amp;gt; sin(fx + y
)^ Jv = s

[
Ba^

a]

Ainsi la relation, qui existe entre les developpements des deux inte

grates (i), consiste en ce que, pour deduire le second du premier, il

suffit de multiplier le terme qui renferme la puissance a de k par

Exemple I. So it

on aura

S(Ba /r
a)= /

&amp;lt;?&quot;*!* cos a du.= ^-77,
A-

et par suite, la seconde des equations (6) donnera

-&quot;*[
3 ^a.!5/

r

^\
S-? 5 2//r8

\ ^ 1

-Tl 4 a 4\4/ ?S\TJ
7T/f
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Si, dans cette derniere, on fait

I) etant negatif, on trouvera

, ,. &

/ / sin(pH-v)

ce qui s accorde avec 1 equation (83), IP Partie.

Exemple II. Soil

f(/fjj.}
=

cos(?.htj.)-.

On aura, en adoptant la notation de la Note precedente,

?. 4-5.6 6.7.8.9.10

Ola pose, la seconde des equations (6) deviendra

sin

/ \ 11 11 \

91
f i . 3 . 5 )

a

2|2 1.2.34.5.6 I.2/3.4.56.7.8.9.I

Si, dans cette derniere, on change k en ik, le premier membre sera

[ integrals definie que nous avons designee par E dans la troisieme Par-

tie du Memoire, et Ton aura en consequence

i^ T T
C S * v

r
J J

ce qui s accorde avec la formule (64).

Corollaire. Si, dans la seconde des equations (6), on change k en

./ on trouvera

I f f (
2 /,- F.M) sin

(
a -f- v

)
du. dv =

S\
B A &quot;

2&quot;

-^7-
e / L 1

v
i

.: _|

1 1
)

OKin resdeC. S. I, t. I I 7
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On a d ailleurs, en general,

, I a 2
drj.

=
(
a -f- 1

]
i 1

f I
~*~ f*J

Done, par suite,

et, comme on a evidemment

si Ton fait, pour abreger,

/ etant une nouvelle fonction differente de/, 1 equation (12) deviendra

n r
[ 14 1

J e -*-f*)
a

Soit maintenant

cosS;
i +- //

on aura

&amp;lt;a ~~~ cos 9 dJ

On pourra done aussi mettre 1 equation (1/4) sous la forme

i

(5) / / /&quot;(a/i-aVJ sin(fjt + v)fl?^rfv= /

v Ci t/6 &amp;gt;0
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Si, dans les equations (i/j) et (i5), on suppose

f\ &amp;gt;. k u.- -j- )
= cos (

2 Ir
[j.

v ) ,

on obtiendra les equations (66) et (67) (IIl
e

Partie).

NOTE V,

DETERMINATION DES LIMITES EMRE LESQIELLES SE TROUVE COMPRISE

LA VALELR DE L lMEGHALE

/*
M I= / cos (2 A

/./)
cosy. dij..

Nous avons vu dans la troisieme Note que la valeur de K pouvait

etre determinee par 1 une ou 1 autre des equations (n). Si Ton reduit

en nombres les coefiicients des termes qui fonnent le second membre

de la premiere, on trouvera

^ crcrer ( -\^~\ rr o r^/4^&quot;\
2

t-r r /4A%3

-j-
i i ,6666667 - -I -4- 0.6618756 -

0,1 1 56-2^) i I
-

A \ I 00 / \ I 00 / \ I 00

-+- 0,0 1 1 3358
(

-
)

o.ooo -
1 o3 (

2
) + o,oooo3oo [

- -
)

\ioo/ \ 100 /
y
\iooj

0,0000010
IOO

Lorsque, dans la scrie precedente, on suppose O , le second terme

est superieur au troisieme, le troisieme superieur an quatrieme, etc.;

et, comme tous ces termes sont alternativement negatifs et positifs,

il en resulte que la somme de tous les termes, a partir du second, est

negative et plus petite que

*2&amp;lt;.

IOO
i, 6666667 -

&amp;lt; 1,6666667.
\ T f~LS\ I *

Par suite, la somme totale de la serie ne pourra, si elle est positive ,

7-
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surpasser le premier terme, c est-a-dire, 1 unite; et la menie somme, si

elle est negative, ne pourra devenir inferieure a

i i ,6666667 0,6666667.

Ainsi, toutes les fois que 1 on aura [- ) &amp;lt;i, c est-a-dire
X-&amp;lt;:&amp;gt;,

la

\ /

T^
valeur de -r-&amp;gt; abstraction faite du signe, sera plus petite que 1 unite.

On aura done alors, en prenant positivement la valeur de K,

K
&amp;lt;

k.

Supposons maintenant que Ton ait k
&amp;gt;&amp;gt;

5. Pour determiner, dans cette

hypothese, la limite des valeurs de K, nous aurons recours a la second e

des equations (i i) (Note III). On tire de cette meiue equation

K TT
&quot;

f*

(3)
-

(smirk H-cosU&quot;) T I e-Wv-y- cosij.

,.k* fj

Dans cette derniere formule,

sin 77 /f -4- coslik

ne peut, abstraction faite du signe, surpasser

sin ~
-t- cos -

4 4

De plus on a evidemment, abstraction faite du signe,

* r x
,

V
~
^

Par suite, la valeur positive ou negative de -r ne pourra surpasser
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Or, en supposant &amp;gt;&amp;gt; 5, on trouve

On aura done aussi, en faisant abstraction des signes,

K
*&amp;lt;

11 suit de ce qui precede que, pour toutes les valeurs replies de la

V
constante k, la valeur positive ou negative du rapport j est toujours

inferieure a 1 unite; en sorte que la fonction K a pour limite la quan-

tite k.

NOTE VI.

Nous allons donner dans cette Note la solution d un probleme d Ana

lyse qui peut avoir de nombreuses applications. Voici en quoi il con

siste.

PROBLEME. -- Etant donnees deux fonctions reelles de a, sawir,

F,() et F 2 (rt),

tt ouver deux autres fonclions reelles de m, sacoir,

9t(/w) et 90 (m),

idles que Von ait, pour toutes les valeurs rdeiles el positives de a,

r*
I / O) (m) cosam dm = F ( (a),

92 (m) smamdm = F 2 ()..

SOLUTION. - - Admettons pour un instant que chacune des fonclions

F,(), F 2 (a)
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conserve une valeur finie pour toutes les valeurs reelles et positives

de a. 11 sufiira, pour satisfaire aux equations (i), de supposer

cosmu

Io
2 (/n)=

-
/ smmu. F-&amp;gt; (u.} du..~

Jo

En ell et, si Ton substitue ces valeurs de 9,(/w) et de
&amp;lt;p

2 (m) dans les

equations (i), on obtiendra les suivantes :

(3)

,*&amp;lt;*. ,,* _
I \ cosam cos mu. F

,
(
a

}
dm du. = - F

,
(
a

} ,

/.. ,,=
^_

/ / sin am sin mu. F a
( ^ )

dm du. = - F 2
(
a

) ,

/n J n
2

dont on peut demontrer 1 exactitude ainsi qu il suit.

Les integrates doubles, qui forment les premiers membres des equa
tions (3), peuvent etre evidemment considerees comme les limites vers

lesquelles tendent les deux integrales

r* r x

I

\ cosam cos mu. e^* m FI (ft J
dm du.,

r* r*
I

\ siuam sin m u. e~v- m F 2
(
u.

)
dm da,

^0

a mesure que a diminue. On a, d ailleurs,

/
, i

cosam cosmu. e~* m dm =
?. a.---+-(u. a)- 2 -H-(aH-J-

sin/?i smmu. e-*&quot;
l dm = -

2 tx- + (u. a)- 2 y- + (u. + aj-

Si dans ces dernieres equations on suppose a tres-petit, la fraction

a*~+l&quot;j. -+- a}*
sera ev^lemment insensible pour toutes les valeurs reelles et
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positives de u; mais il n en sera pas de meine de la fraction - -
1 a j

-t-(u )-

(jui pourra obtenir des valeurs considerables pour des valeurs de a pen

difterentes de a. Ainsi, relativement a 1 objet que nous avons en vue,

nous pourrons substituer aux equations (5) les deux suivantes :

/

&quot;

I co
\J9

(6)

\

sf/w cosma e~* m dm = -

,
i

smam sin my. e~*m am = -
2

Cela pose, les integrales (4) devieudront respectivement

I
,
r

x

r , , //

I I Ffa) -
,?

^ V, ^ i +(p.-aj j

7

Ces dernieres sont du genre de celles que M. Cauchy ( )
a designees

sous le nom (Vintcgrales singulieres, dans un de ses derniersMemoires.

Pour determiner leurs valeurs, on fera
y.
= a -+- x;. Elles deviendront

alors

et devront etre prises entre les limites c = - oo
, c = : -+- x&amp;gt; . De plus,

ot devant se reduire a zero, on aura, pour toutes les valeurs reelles

de -

F
l [a + xt) = -F t (a), ,(a + )

= F 2 (fl) ;

et par suite,

(8)

)
/ o//- la Remarque faite a la page la, et la Note XVIII.
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Ainsi les integrates (4) auront respectivement pour valeurs

cc qui prouve 1 exactitude des equations (3), et par suite des for-

uiules (2).

Nous aliens maintenant donner quelques applications de ces for-

uiules. Nous indiquerons ensuite les modifications qu on peut etre

quelquefois oblige d y apporter.

Excmple I. - -
Supposons

F,() = F 2 () = e-afs
.

Les equations (2) donneront

-3. r
x

=-
/

T:

(9)

cp|(/n
A~- + m-

A QC

/ \
3 / ; ^

92 f/n) = - e^*r sin ma du. = -
=

T: J T; A -

Par suite, les equations (i) deviendront

r
x

ft cos am ,
~

dm = - e~ak
,

J A-- + /^-

rmsinam
7 r- r/m= -e~ fl/

&amp;lt;,

vo A--+^- ^

ce qui s accorde avec des formules connues.

Exemple II. So it

Fj() = e~ah sin/-, F 2 () =e&quot;
rt/! cosa/r.

On trouvera

9,
/&quot;* if&quot;

A- -f- m /r w
I 9, (m = -

/
e-&quot;V- smfru cos ma au= -

7-;
r
7

r- 4- -.---r
r. J T:

[ /^-f-(/f-l-m)
2 /it+Skm

(n) {
&amp;gt;

-J T
x

, , . , i I
.
A

- + m / m
f cp-&amp;gt; [m] = -

/ e~* V- cosffij. sin ma aa = -
-7- ;

--
-;
--

1
- :

7:J T: L/i
a
+(A- + w)

2 A8
-f-(Ar m)J
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ct par suile, les equations (i) deviendront

C
x

i

|~
k + m. k m ~1 r

i / /&amp;gt;, /i \r&amp;gt;

+- TT~ 1 1
Icosamam = - e ~&quot;h sinak,

\ J &amp;gt; L
a

-4-
( 4- m )- /*

2
-+-

(
A /n

)

2
J -2

Si dans ces dernieres on suppose h = o, elles deviendront

r k r.

I / r^ -CQSamam= - smak,

r.sinamm= -cosflAr.

Exemple 111. -- Soit

On trouvera

r&amp;gt;

/* X

i 9 (
w

)

= ~
/ P

h ( e~* ^ cosw
t

u ^. = -
[ (k m \~

I::
~i)~

/l

-\- (k -i- m ^/~}~
A

\
F

(// ;

k
*

representant a I ordinaire 1 integrale

\̂ u.
h

e-v-dp.
v

Ola pose, les equations (i) deviendront

~

(k-m v/=~i )-*+(*-- m J~t }~
h

ar A

I

- *\i)fim(/ni _ ^ 1 1 ^
ah -

e~&quot;
h

.

Je ne pousserai pas plus loin ( application des equations (2), qui,

oininc on le voit, s accordent, dans les divers cas particuliers, avec

Ics form u les dejii connues.

Je vais maintenant faire voir comment on doit modifier les memes
OF.uvresdeC.- S. I, t. I. !#
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equations, lorsque la forme particuliere des fonctions F, et F2 ne per-

met pas d attribuer une valeur precise et finie a cbacune des integrates

qui ferment les seconds. membres des equations (2).

D abord, il pent arriver que les fonctions F,(a), F.,(), etant finies

pour toutes les valeurs reelles et positives de a, conservent, pour des

valeurs infinies de a, une valeur plus grande que zero. Dans ce cas,

les integrales
/&quot;

sc

) ( w.) COS/MUf
a sn/&amp;gt;? u.

ne paraisseut pas avoir uu sens bien determine. Pour fa ire disparaitre

cette incertitude, il suftira de les considerer comme etant les limites

&amp;lt;lont s approchent les integrates

e~ fj
V- F) (u.) cosm u. da,

e &amp;lt;&amp;gt;V- F-,
(
u.

}
sin m u. flu.

,

a mesure que diminue, et de supposer en consequence

?. r x

,

cp i (
m

j

- -
I e ~V- F)

(
a

j cosm u. du.,

\ -j,
l 6)

, r
f

&amp;lt;p.&amp;gt; (ni)= -I e
- W Fof u. } sinnifj. d&amp;lt;j.,~

/o

etant une coustante arbitraire qui doit etre egalee a /ere, lersqu eu

aura effectue les integrations.

Supposons, en second lieu, que les fonctions
F,(&amp;lt;z), F.,(a) deviennent

infinies pour certaines valeurs reelles et positives de a. Pour lever cette

nouvelle difficulte, il suffira de remplacer les fonctions F, (;/.), F.,(a) par

d autres fonctions dent elles soient les limites, et qui, saus jamais

devenir infinies, s evauouissent pour des valeurs infinies de
[j..

On satis-

fera, dans un grand nembre de cas, a ces diverses conditions, en substi-

tuant aux fonctious
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les deux suivantes

ainsi (ju on 1 a fait ci-dessus. Alors les valeurs de o,(m), 9 2 (m) sont

donnees par les equations (rG). Mais, si par hasard ces valeurs se trou-

vaient elles-memes en defaut, on ferait disparaitre tons les obstacles,

en faisant usae des deux suivantes :

&quot;&amp;gt;- (*

x

&quot;

t/o

&amp;gt; r
x

cp.&amp;gt;

(m
)
= -

I e~ ?JV-~ g to (p-)]
5

Fo
(
a

)
si

71 Jo
sn ni

^ devant to ujours etre suppose nul apres [ integration.

On pent s assurer, a posteriori, que dans ces dernieres equations les

integrates relatives a &amp;lt;j. auront toujours line valeur precise et nieine

tinie pour des valeurs de & superieures a zero. En eflet, chacun des

produits

FI
(
a

]
e-tb i (V-W cos //i a, F^

( a) e-^I-^d1^ 4

sin my.

ne pent evidenunent devenir intini. Si done on designe par

H , B&quot;

les plus grandes valeurs absolues de ces monies produits, on aura

toujours, abstraction faite du signe,

r x
?* iv

/ e p-fbd ^^
J

F,
(
u.

}
cos my. Jy. &amp;lt;

B
f

e~^ du. =-- -

r

/ e
-

6|t
- 8 [ Fl (n)] F,

( y. )
Sill /??y f/y. &amp;lt;

\\&quot; (

/e o

-

c/y = ~

On pourra done employer les equations (17), pourvu que Ton \ consi-

dere coinrne line constante reelle et positive qui doit etre traitee

comme une quantite finie taut que les integrations ne sont pas efl ec-

tuees, et que Ton doit annuler ensuite.

18.
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NOTE VII.

PROBLEME. Etant donnees quatre fonations reelles de a el de c, stwoir,

F,(a, c], F2 (rt, c?), F 3 (, c), F, (, c),

Irouver quatre autres fonclions de m et de n, savoir,

0|(m, n), 92 (m, n), 93 (/w, ), 91(7/1, n},

/ &amp;lt;m #?/, ^;or toules les valcurs reelles et positives de a et de c,

r x r*
I \ 9 1 (m, n} cos am cos en dm dn= t (a, c

)
,

ft *-

/ / 93(771, n) cosam sin en dmdn = F 2 (, c
},

o *^o

I
I o

;! ( M, /i
)
sin /w cos en dm dn = F 3 (a, e

) ,

va ^o

~* ,.

/ / 9i(m, n} sin aw sin en dmdn = F/, (a, c).
; /o ^o
1

Solution. Si les quatre fonctions F,, F 2 , F.,, F
4
restent finies pour

toutes les valeurs positives des variables a et c, on resoudra le problem?
au moyen des quatre formules suivantes :

o
i (m, n) = / / cos ma cos/iv F, (a, v]du.dv,

4 r
00

r*
92 (m, n) = / /

cosni[j. smnv F 2 (/7., v) du.f/y,
l

i/o /o

4 r&quot; r*o 3 (m, )=:- / /

sin/np. cos/iv F 3 (y., v]du.dv,

, * *

9.4 (m, n) / / sin/wy. sin/iv F/,(u, v}dpdv.

Ces formules sont analogues aux equations (9.)
de la Note precedente,

et se demontrent de la meme maniere. Ainsi, par exemple, pour f aire
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voir que la premiere formule satisfait a la premiere des equations (i),

il suftira de prouver que Ton a

riKnr.nr.sif ^ .,

(3) I I / / cosrtm cost-tt cosm^x cosnv
F&amp;lt;(^, v}d^cbdmdn -

f FI(, e).
Ml fl

- 4

D ailieurs, on peut considerer 1 integrale qui forme le premier membn-

dc ccttc derniere equation coinmc la limite dont s approche 1 inte

grale suivante

(4) / / /
/

e
~ y- m ~

!?J &quot; cosm coscw cos ma cosnv FI(U, v}dy.dvdm dn,
*J o &amp;lt; o J o ^ o

a niesure que a et 6 diminuent; et comme on a, en vertu des equa

tions (G) (Note precedente),

i y
cosam cosma e~* m dm -

/̂o
7

J

coscn coswv e~&quot; dn -

a i-
[fj. ay

2 Q- -+- (v c}-

on pourra reduirc 1 integrale (4) a cette forme plus simple

4 Jc

(]ette derniere n ayant de valeur sensible, lorsque a et Z deviennent

tres petits, qu entre des limites de
y.

tres voisines de a et des limites

de v tres voisines de c, on peut, sans inconvenient, y remplacer F,(a, v)

par F,(#, c), ce qui la reduit a

, ,-, ,
N
r

rFifa, C] /V

et, comme, dans le cas ou a et s evanouissent, chacune des integrales

sinulieres

r&quot;

J -

cst egale a -, on trouve enfin pour 1 integrale cherchee

K~ i / \

F,(, c),
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ce qui veritie 1 equation (3), et par suite la premiere des formules (a).

II sera egalement facile de verifier chacune des trois autres.

Pour que les formules (2) puissent etre employees, il est necessaire

que les integrales defmies qui forment les seconds membres de ees

formules aient unc valeur precise et finie. C est ce qui arrive generale-

ment lorsque les fonctions F,(yM v), F
.,(;;., v), F

;! (a, v), F.,(;J., v) restent

finies pour toutes les valeurs reelles et positives des variables
y.

et v,

et s evanouissent pour des valeurs infmies de ces memes variables. Si

ces conditions n etaient pas remplies, les integrales dont il s agit pour-

raient devenir infmies ou indeterminees. Pour obvier a cet inconve

nient, il suffirait dc remplacer les quatre fonctions

,a, v, 2

par les quatre suivantes

M
( F,(p.,v), M 2 F 2 (p.,v), M 3 F 3 (, v), M., F,(, y),

.Al,, M.,, M 3 , M.s
etant de nouvelles fonctions de

;;..,
tie v et de la constante

arbitraire 6, par le moyen desquelles les conditions enonce.es puissent

etre satisfaites, et qui se reduisent a 1 unite, lorsqu on suppose 6 = o.

Au reste, on peul, trouver pour ces nouvelles fonctions une infinite de

valeurs diflerentes qui toutes jouissent des memes proprietes. On

pourra supposer, par exemplc,

M, 6.~S(lJt + v)-8[K,(iJ.,v)]^

ou bien

^-e (!A + v)

=

,-f-6LF,(a, v)]-

etc.

On pourra meme, dans un grand nombre de cas, lever loute difti-

culte, en supposant simplement

Mi = e-Z(lJ- + l
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NOTE VIII.

Nous allons dans cette Note resoudre deux nouveaux problemes qui

out beaucoup de rapport avec ceux dont nous nous sonimes occupcs

dans les deux Notes precedentes. Yoici en quoi ils consistent.

PROULEME I. - - Elant donnee une Jofiction reelle de a, savoir,

F(a),

trouper deux attires fondions rcelles de in, sawir,

telles gu on ail , pour toutes les raleurs reelles de la cjuantile a,

(
i

)
/ 9 ,

! m
}
cosam dm -+- I o-t

(
m

)
sinam dm = Y(a).

* v

PROBLEMS II. Elant donnee une Junction reelle de a et de c, sacoir,

* \GI c
,

&amp;gt;

trouper qualre auli es fonclions reelles de m el de n, savoir,

9i(iw, ), 9a(m, n), o 3 (m, it), 9, (in, n},

telles fjiion ait, pour loules les valeurs reelles de a et de. c,

I I 9 ,
( in, n

}
cosam cos en dm dn

v J

I / 90 (
m

,
n

}
cosam sin en dm dn

J
&quot; to

^

/ / 9:( (m, n} sinamcoscrid/ndn

I / 9i(m, it) sin am SIR en dm dn
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Solution. Pour resoudre le premier probleme, (
observe que,

1 equation (i) (levant s etendre aux valeurs negatives ainsi qu aux va

leurs positives de , on doit avoir aussi

/ or m
]
cos am dm I 9 2

(
/

)
sin am dm = F

(
a

]
.

v e/ o

De cette equation reunie a 1 equation (i), on eonclut

9 1
(
m

}
cosam dm -

If&quot;-
sin /n am =

D ailleurs, ces dernieres equations auront evidemment lieu pour les

valeurs negatives de a, si elles out lieu pour toutes les valeurs posi

tives de la meme variable. Si done on fait, pour abreger,

il ne restera plus qu a satisfaire, pour toutes les valeurs reelles et posi

tives de , tuix deux equations

X9i (m) cosam dm = F, [a] ,

r&quot;

/
?!&amp;gt;( &quot;)

sin am &amp;lt;/m = F 2 ( ) ;

^o

* e que nous avons appris a fiiire dans la Note VI.

Le second probleme n offrc pas plus de difficulte. En cfl ct, conime

1 equation (2) doit s etendre egalement aux valeurs negatives et posi

tives des variables a et c, si Ton y change a la fois ou separement a

en a et c en c, on obtiendra trois nouvelles forniules qui, reunies
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it I eqiiation (2), fourniront les suivantes:

/

* C x

F(a, c) -4- F{. c i -h F
( , r + F ;

, r&quot;

/ /
cp , (m, w) cosam cos c am r/n i= ^

-

^o - o &quot;t

/

*

/

a
F , c F a, c i H- F C rz, d F (7, &amp;lt;

/
| 92 (m, n] costfw smcndmdn=

^
-

r/*&quot;

F ( a, c }

-+- F (a, c^ F
( a, c} F f a. H

/ &amp;lt;t&amp;gt;3(m,n}smamco$cndmdn= j
* -

^ / 9i (w, n) sir\ sinam sin enaman=

Cos quatre dernieres equations auront evideninient lieu pour les

valeurs negatives des quantites a et c, si elles out lieu pour les valeurs

positives de ces memes quantites; d ou il est aise de conclure que la

question proposee se trouve ramenee a celle que nous avons resolue

dans la Note VII.

Corollaire. -- On voit par ce qui precede que, la function F() etant

donnee pour totites les valeurs reelles de a, les deux fonctions o,(w),

o 2 (/?z), qui doiveut satisfaire a 1 equation (i), se trouvent completement
detenninees. De ineme, la function F(c/,c), supposee connue pour

toutes les valeurs reelles de a et de c, determine entiereinent dans

1 equation (2) les quatre fonctions

, n],

Cela pose, comme les deux tennes qui forment le premier meinbre de

[ equation (i) sont semblables et ne (litFerent entre eux que par la per

mutation des signes sinus et cosinus, et que la meme similitude existe

cnlre les quatre termes qui eomposent le premier membre de I equa-

lion (2), jo me contenterai desormais d ecrire le premier membre dans

i-hacune de ces equations, en placant devant ce meme tenne le signe ^,

conformement a la notation ([ue j
ai adoptee dans le Memoire. En

consequence, les equations (i) et (2) seront dorenavant presentees sous

OF.uvres ile C. S. I. t. I. I

(J
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les formes suivantes :

\ / o(/w) cosaw dm = F(a),

-, r. n 00

&amp;gt; / I y(m, n] cosam coscn dmdn = F(a, c).
\
*^* t^ &amp;lt;^

NOTE IX.

Nous allons donner dans cette Note les integrates generales des deux

equations aux differences partielies

w
da- di

On peut evidemment satisfaire a la premiere equation, en supposant

o=-3.

&amp;lt;/o=/
cosam ebmf(m }

dm + \ / cosam e bm r
(
m

}
dm

;

&amp;lt;&quot;&quot;J i/ ^&quot;^ *^0

et a la seconde, en supposant

(3)

. .

~
Zj J J

/0

cosamcoscn

+n
&amp;gt; f(m,n}dmdn

2 + J
)- r(m, n}dmdn,

chaquc signe 2 ayant ici la meme signification que dans la Note pre-

cedente, et indiquant a la fois deux ou quatre fonctions arbitraires qui

equivalent a une seule function arbitraire degagee du signe d integra-

tion (voir la Note precedente). II ne reste plus qu a savoir si les equa

tions (2) et (3) ont toute la generalite que comportent les equations
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differentiellea d oii on les a deduites. C est ce dont on peut s assurer

de la maniere suivante.

Considerons d abord 1 equation (2). Si Ton developpe son second

membre en serie ordonnee suivant les puissances ascendantes de b, par

le moyen de la fbrmule

. bm b-m- . /&amp;gt;

3
/?/

3

e bm ,+ _._)_. ,

1 I . i. I . 2 . 3

et que Ton fasse, pour abreger,

I \ / cosam \f(m] -+- I (m}\ dm = 3 (a],

ly I cosam\f(m) f(m}
I ^*/ L /

on trouvera

b- d-3(a] b &amp;lt; d
*&amp;lt;?()

j t

- - - -;
1.-.J &amp;lt;la- 1. 1. 3. 4

Cette valeur de g est precisement celle que Ton deduirait de 1 equation

diff erentielle

d- go d-
q&amp;lt;\~ ~~ _

~-

par la inetliodedcs coefficients indetermines; et elle est la plus generate

possible, lorsque les deux fonctions ,f(), ,T
4 (a) sont entierement arbi-

traires. D ailleurs, quclles que soient les valeurs de ces deux fonc

tions, on pourra toujours (voir la Note precedente) deduire des equa

tions (4) les valeurs correspondantes des deux fonctions f(m] + r(m] et

m \f(m} r(m) , d ou il sera facile de conclure les valeurs des fonctions

f(m] et I (mi.

On pourra done toujours faire coincide!1

la valeur de q deduite de

1 equation (2) avec celle que donne le developpement en serie obtenu

par la metbode des coefficients indetermines; et, comme ce dernier a
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toute la generalite desirable, il en resulte que 1 equation (2) est effec-

livement 1 integrate generate de la premiere des equations (i).

II est bon d observer que chacune des fonctions f(m], f(mj,
tient

effectivement la place de deux fonctions arbitrages. II en faut dire

autant des deux fonctions

m [ $ I

/(/) -
t(m] ;

en sorte que les deux premiers membres des equations (4) renferment

quatre fonctions arbitraires. Mais ces quatre fonctions n en sont pas

moins determinees par les deux equations dont il s agit (roir la Note

precedente); en sorte que les conclusions precedentes subsistent,

comme si les premiers membres des equations (4) renfermaient seule-

111 en t deux fonctions arbitraires.

Je passe maintenant a 1 equation (3). Si Ton developpc son second

membre en serie ordonnee suivant les puissances asccndantes de b, et

que Ton fasse, pour abreger,

I / I I CQSam coscnl f(m, n) --f- (m, n) \dmdn~ 3\a, c),
.

,

j

*~J i/o /A I _ /

f
\ I I cosam coscn\ f(m, n]

--
f(m, n} (m- 4- n-)* dm dn = 3\ a, c

,

~^ c- o vt I J

on trouvera

j

qn
r.a

[
da* , - dc* J

h ^ ,

&amp;lt;!? 1
1 Cl, C] -^-

- + r-
]

+^ 1 1
* ** j

&amp;gt;

i i . &amp;gt;, . 3

c est-a-dire, precisement la valeur de g qu on deduirait de 1 equation

__
da- db- dc-

par la metbode des coefficients indetermines. Cette valeur sera la plus

generate possible, si les fonctions 3 (a, c}, 3
t (a, c) sont entitlement
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arbitral res; et Ton voit d ailleurs quo rien dans { equation (7) no

rostreint leur signification, puisqu on pent leur dormer uno valour

queloonque, et determiner ensuite, an moyen des equations (6), Irs

fractions

f \ It \

j(m, n] + 1 1 m, n},

i r /? 1

m 2
-4- n-

}

~

f( m, n]
- -

/ in
, n] .

ot par suite les deux suivantes,

n \ b

J(m, n], n m, n]

(voir a ce sujet la Note precedente). Ainsi la formule (3), dont I ecjua-

tion (7) n est que le developpement, doit etre consideree comme Finte-

grale generale de la premiere des equations (i).

NOTE X.

Nous allons donner dans cette Note les integrates generates des deux

equations
d

&amp;gt;Q ,&amp;lt;)2Q

On satisfait evidemment a la premiere, en supposant

v~^
/

(J
&quot;2J

X. / 2 FT* r &amp;gt;* f \ 7+ \ I COS W.T 6 m A f
^

i f/2 , C//

v r
30 ^4

-h \ / cosm JT coswa
g&quot;

t y(m }
(fin

^

cosmx sin w&quot;

~~
t &amp;gt;m dm ,
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et ii la seconde, en supposant

v r r* !

*

j

Q \ I / cosm^r cosnz e&amp;lt;

m*+
**&amp;gt; **%(m t n^dm dn

*~ *

4- \ / I cosmx cosnz e~ ( &quot;^+ &quot; t}4 ff t
c,(m, n}dmdn~^ t/O I/O

(3) (

^i / &amp;gt;o

/
oo i 4

H- \ / / cosmx cosnz cos (m 2 + n-}-^g-t 9 (m, n) dmdn^^ ^o - o

v r
a
r* -1 ^+ &amp;gt; / / cosmic cosn^ sin(m

2 + n-) g~ I fy(m, n} dmdn.
**^ /o ^0 f

II reste a savoir si ces dernieres ont toute la generalite possible. C est

ce dont il est aise de s assurer par la meme metbode dont nous nous

sommes servis dans la Note precedente.

Ainsi, par exemple, pour demontrer la generalite de Tequation (2),

on developpera le second membre de cette equation en serie ordonnee

suivant les puissances ascendantes de t, par le moyen des formules

3 &amp;lt;ri

,
m~ g~ t mgt-

i i . ?.

*g*t = i
^^ H ^

I . 2

L JI

t. Jil m- f^t3
sin m- g- 1 = m~ g- 1 -

\ . &amp;gt;. . 5

Cela pose, si Ton fait, pour abreger,

(4)

\ / c

^^0
v r\

I
cos

*&quot;&quot; *^ n

,
\ / cosw.r[(w) + E,(m) 9(7??)]m &amp;lt;//w = f2

v^ /
&amp;gt;x

N / cos
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on trouvora

Ff ~*\= (*)
I . 7. . 3 . 4

f If*
-

\
x

,

i. -2. 3. 4. 5

1.2.3.4.5.6

&amp;gt; \ / O / f f I :

i.2.3 1.2.3.4.5.6.7 dx-

Cette valeur de Q, etant tout a fait semblable a celle qu on deduit

directement de la premiere equation (i) par la metbode des coefficients

indetermines, sera la plus generale possible, si les fonctions

restent entitlement arbitraires. D ailleurs, comme, sans restreindre ces

dernieres, on peut toujours determiner, par la metbode de la Note VIII

appliquee aux equations (4), les valours respectives des fonctions

et par suite aussi celles des fonctions

. S(w), l(m], 9(111), ^(m),

on peut conclure que la formule (2) est I integrale generale de la pre

miere des equations (i).

On prouvera de la meme maniere que la seconde des equations (i)

a pour integrate generale la formule (3).
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NOTE XL

Les integrales que nous avons obtenues dans les Notes prtcedentes

ne peuvent etre, comme on 1 a vu dans le Memoire, appliquees direc-

tement a la tbeorie de la propagation des ondes. Mais, pour on deduire

les lois du mouvement, il a fallu commencer par substituer aux fonc-

tions arbitraires comprises dans ces integrales celles que fournissent

immediatement les donnees de la question. Les substitutions de cc

genre se reduisent en general a 1 un ou 1 autre des deux problemes

suivants.

PUOIJLKMK 1. ri et Y etant desfonctions donnees cVune seule variable,

et la fonction f etanl assujettie a verifier I equation

fi 71
*J

determiner la valeur de I integrale

(2) 7 I
cos&m y(m)f(m) dm,**J9

exprimee settlement par le moyen des deux fonctwns connues r f-t 3

PKOIJLKMK II. -- J et Y etant des fonctions donnees de deux variables,

et la fonctionsf etant assujettie a verifier Inequation

v /&quot;* r
x

[31 &amp;gt; I / coswcosc f(m,n)dmdn = 3(a,c},/ t j
I j \ v

*

determiner la valeur de I integrals

\* r* r*

2^J
fl
Je

ytm,a}y(m,n

e.rprimee seulement par le moyen des dewr Jofictions Y e/ ^.
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Solution, -- Pour resoudre le premier probleme, il suifit d observer

(ju en vertu de la Note VI [equation (3)] on a en general

j
/

^
/o / o

ym= COS/HGTCOS/JCCT

En substituant cette valeur de y(/w) dans 1 integrale (2), et ayant egard

aux formules

2 cosaw cos/77 ro = cosm(a -f- ru) -h cosw( GI),

2 sinam cosm car sin /n
(
a + nr

)
+ sinm

(
ro

; ,

d ou Ton conclut aisement

v /
* v r*

&amp;gt; I -2 cos am cosmwj(m ,dm = \ I cosm(a + w}f(m] dm^ *- Q ^*t /Q

H- \ / cosm( w}f(ni}dm

= $( a -+- ro
)
+ J( ro

) ,

on trouvera que 1 integrale (2) se red u it a

i r r x
j, ^

*J* Jo

-
I I cos U.TZ y ( a ) ^ ( 4- TO ) i/ca t/w .

~J-.^o

Comme dans la derniere de celles-ci on peut changer cr en t? a, sans

alterer les limites, on obtiendra enfm 1 equation

- v c* /&quot;* r*
(o) \ I cosm y ( m]f(m] dm = -

/ / cosp.(sj ^
&quot;/(p)

$ [is] dw d u. .

Cette equation fournit la solution complete du premier probleme.

De meme, si Ton substitue dans 1 integrale (4), au lieu dey(/w, /i),

sa valeur [i-o/rla Note VII, equation (3)] tiree de 1 equation

/

^,=0
r,=o /I

^.OC

(7) y(m,/ij I I I I cos MGJ cosy.ro cos np cosvp y(/z, v) dp.dvdjsdp,

OEuvres de C. S. I, t. 1. &quot;2O
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on obtiendra, par ime analyse semblable a la precedente, la fbrmule

I / / /
cosam cos en y(m, n}f(m, n) dmdn

8)
I

t

/ xix /i /ioc
^_

= / I / / COSU(GJ a) cosv(p c] y(^, v) ^(rs,p)d(j.dvdw~
I/O l/fl JccJX

(\m sert a resoudre completement le second probleme.

Exemple I. --
Supposons qu etant donnee 1 equation de condition

(9) \ / cosam f(m}dm = $(a],
*-J Jo

on demande la valeur de

\ / cosam ebmf(m] dm,
^ t/ n

exprimee au moyen de ,f, b etant une quantite negative.

Pour faire coincider la valeur de
&amp;lt;/

avec 1 integrale (2), il suftira de

faire y(/ra)
= e

bm
; et par suite 1 equation (G) donnera

--- r T^cos (w-a}e-
*J_.J,

SP ltn

D ailleurs, on a

f
x

I cosafn: a] e~ (~ b] V- du. = 7-
-

/ 6 2 H
^o

La valeur precedente de ^ se reduira done a

cfo
&quot;

i &amp;lt;ju i y^ r
~
oo-+ i TO a)
J

ce qui s aceorde avec 1 equation (3i) (I
re

Partie).

Si Ton suppose que ( b} s evanouisse, 1 integrale

n ayant alors de valeur sensible qu entre des limites de GJ tres rappro-
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cliees (lc a, sera une integrate singuliere, et aura pour valour

a

ce qui verifie la valeur de Q (I
e
Partie, Section III, n 4).

Exemple 11. --
Supposons qu etant donnee 1 equation de condition

(12) \ / / cosam cosrw /(m, n}dmdn 3 (a, c) ,^^ t/O ^0

on deinande la valeur en 3 de 1 integrale

b etant une quantite negative.

Pour faire coincider la valeur de q avec 1 integrale (4), il suffira

de faire

et par suite la formule (8) donnera

1 /
*
r* r

x
c*

4) 0=ri I I / / COS/*(GJ )cosv(p c) e b^i+^^
^(js,J\) , Q V _ oc I/ _ a:

(]ette valeur de y se presente sous une forme assez compliquee; mais

on peut la simpliiier par les considerations suivantes.

On a, en vertu de la formule (5) (Note II), b etant suppose negatif,

., / _ 9,_^liir)
e*r++)*= ^ e ^

dO;
--&quot; &quot;

et par suite

f
x /*

I I COS^(GI a] cosv(p c)
O ^0

^
,,

^,00 ^^ _ 65 _^JL
5 _

-T
/

/ /
*

- *^0 ^0

-i r r r^-^-,
-?/,2^0 *A&amp;gt; ^0
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Dans le dernier membre cle 1 equation precedente, on pent facilement

effectuer les integrations relatives a u. et a v au moven de la formule (4)CJ \ */

(Note II) et Ton trouve, toutes reductions faites,

r* r
I I

o v o

s/^( GT a] cosv(p c)

e-e- (
&amp;gt;-d9

Cela pose, la formule (14) se trouvera reduite a

( b] r
x

r&quot; *, dw(h

ce qui s accorde avec 1 equation (44) de la premiere Partie du Memoire.

Si, dans 1 equation precedente, on suppose ( b] tres petit, 1 in-

tegrale

p

n aura plus de valeur sensible qu entre des limites de tr tres rappro-

&amp;lt;;hees de a, et des limites de
p
tres rapprochees dc c. D ailleurs, si Ton

suppose les integrations faites entre ces dernieres limites, on aura a

tres pen pres, pour toutes les valeurs de cr et de p,

F(ny, p)
= F(, c),

et par suite

n-

Enfin, comine c&amp;gt; et p
doivent tres peu s ecarter de a et de c dans 1 inte-
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-rale

t 7)

on fera, pour remplir cette condition,

tn = a b C.,

.;

p= c ft;;

et les nouvelles variables , pourront alors obtenir des valeurs posi

tives ou negatives tres considerables, pourvu que ces valeurs ne soient

pas comparables a r- Cela pose, 1 integrale ((7) se reduira sensiblement

a la suivante

//-ff-,
prise entre de tres grandes valeurs negatives et de tres grandes valeurs

positives des variables c et C; c est-a-dire, a tres peu pres, a la meine

integrale prise entre les limites

De plus, si, dans cette derniere integrale, on change successivement

_ fa

C en C y;
2

e ^ *- en ~ ^5 ce ^Ul n altere pas les limites, elle deviendra

r r dt^di r- dc r
&amp;lt;/&&amp;lt;%

I / ~i -
/ 7^.7&quot;^ / ~~|-

*

^ :-|l-^5f
(i-hC)]

a ^-^ = t/ - s
(i4-;

2
)-

Donc enfin 1 integrale (iG) sera

277-f(, CjJ

d oii il resulte que, pour une valeur nulle de b, le second raembre de

I ecjuation (i5) se reduit simplement a

i(a, c}.
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E.jt-cmple III. --
Supposons qu etant donnee 1 equation de condition

(19) &amp;gt; / coswm

ft^J*

on deiiiaiide la valeur de

T - -
-

cosmxcosm *t &m m*dm

exprimee au moyen de la fonction F.

Pour faire coincider 1 equation de condition donnee avec 1 equa-

tion (i), il suffira de faire

Pour faire coincider en outre 1 integrale (2) avec la valeur de v, il suf-

tira de changer a en x, et de faire

i

y(ni) = cos m~ g
2
1.

Ola pose, 1 equation (G) donnera

y= -_

I I cos/./. (GJ ^c) y(w) F(ro)fi?ojJft,
&quot; Jx -

on, ce qui revient au meme,

i r&quot; /
i=c

(^i) y-- -
I I cos/y. (GJ

-- #) cos^-g-t (w)dwd(j..
&quot; J

&amp;lt;*&amp;gt; i/o

(]ette valeur de y est precisement celle que nous avons employee dans

la seconde Partie du Memoire [equation (58)].

Exemplc IV. -
Supposons qu etant donnee 1 equation de condition

(22) \ i cosam y(m)dm = $(a],~^
&amp;lt;- n
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on demande la valeur de

v^ r x
i i

Q=:^ / cosmic cos ni~ g~ t y(m] dm

exprimee au moyen de #.

En raisonnant comme dans 1 exemple precedent, on trouve pour la

valeur cherchee

SK*&amp;gt; StX
,

.

(~X\ O / / c I \
1 ^, &quot;-/ \ 7 7U ~

I j
COS/K (GT .r

)
cos a- g~ / ,r

(
ny

)
&amp;lt;/ro f/

(
u,

ce qui s accorde avec la seconde des equations (64) (II
e

Partie).
La premiere de ces memes equations se demontre avec la meme

facilite.

On pent remarquer que la valeur dej donnee par 1 equation (21) et

la valeur de Q donnee par 1 equation (24) sont les memes, a la diffe

rence pres des deux fonctions F et ,f .

Exemple V. - - Etant donnees les equations de condition

i
Y&amp;lt; r r i

~T~ &amp;gt;

j
I cosa/n cosc/i y(m, n) (m- + n-)* dmdn F(, r\

v-i
f&quot;

/**

&amp;gt;

/ / cosa/n coscw
&amp;lt;p(

m, n)dmdn = 3 (a, c) ,

~~^ * *^0

on demande la valeur de

Q = y. I I
cosm x cos n z cos

{
m + n 2

}

T
g

~

&amp;lt;?(m,
n

}
dm dn

i v r* r* -1 L+
&amp;gt;

/ * cosmj? cos/i- sin(/w- 4- n-)*g
2
t fy(m, n}dmdn** vg .. o

exprimee au moyen des deux fonctions F et &amp;lt;?.

Cherchons d ahord la valeur de 1 integrale

v r r -1 -1

1
7 7J / I I c s ^z.r cosws cos(/;?

2
-f- n 2

)
P-- / of/H, n\dmdn^^ i/o / n

exprimee par le moyen de la fonction j. Pour trouver cette valeur, il

2
r

&amp;gt;
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snftira evidemment do remplacer dans 1 equation (8) a et c par x et z,

puis la fonction/par la fonction
&amp;lt;p,

et de faire

i -i.

y(m,n] = cos
(
m- -+- n-

} g* t.

Ainsi la valour de 1 integrale (27) sera

} px ^.cc
/ioc *

T 4- rf /III I COSu(cj x} COSJ/(p Z) COS(^
2 H- V 2

) g
1

f jJ (w, p)
61

~ 2 J ^o J-~J-

On peut, au reste, obtenir la meme integrale sous plusieurs formes dif-

ferentes, ainsi qu on va le faire voir.

Lorsque, dans la premiere des equations (3) (Note VI), on fait

a = u.- -+- v 2
,

j j^

on trouvo

11 9 /
&amp;gt;0 /

&amp;gt;oc

cos(fx
2 + v 2

)

T
g-

a
/ -

/
/ cos(p.

2 + v-)m cosm/&amp;lt; cosn 1

g~ tdm dn.
71 t/ o t/o

Si Ton substitue cette valeur de cos(;.r-hv
2

)

T
g^ dans la formule (28),

on pourra effectuer les integrations relatives a
p.

et a v, et Ton trouvera,

on vertu de la seconde formule (i3) (Note II),

/ / cos(p.
2 + v-}m COS/Z(GJ .r.)cosv(p

-

t/O

T.
[&quot;

( nr .2?
)

2 H- |p ^/&quot;H= 7 sin 7
f\m L 4 &quot; J

Par suite, la formule (28) deviendra

,
r * r* r* r* I . f(^~ ^) 2 H- (P-

20) - -
I / I /

cosmn cosn g t sin -
-^

_
v_, r; ,,

2~-J ^0 J-^-V-oc 4 Wi

Si dans cette derniere on fait//z = -n=
;j.v,

on obtiendra la suivante,
f-

3o)
J TT -
*&quot;
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qu on pent aussi mettre sous la forme

(3i)- , /
/ / / cos (//v) g-

/ sinv cos -&quot;

J(cy, p) d^dydrsdr^,iT ~
r A Jfi J_ool/_oo 4

en echangeanft 1 une centre 1 autre les deux variables
j/.

et v, apres que

Ton aura remplace

par

v par
-

f

On a done enfin

(rs x \

-
-+-

( p z ;

-

(oj .r)
2 + (p z}--

r* c* -5-4
/ / cosm x cos n z cos

(
m- -f- n-

}

4

g-~
t 9 ( m, n

}
dm dn

i/O

(3a)
i f r* r f f xxj, . o * 2+ p z)

a - , , ,
,

COS(uy) ff / sinv cos a cCicj, p : du.d*dwd r
;,

27;-i/! li
i/O t/0 */ QC -/ aj

la relation qui existe entre les fonctions J et 9 etant determinee par

1 equation

$(a, c] =\ I I cosflm coscn 9(/w, n) dmdn.^ v -/0

Si dans 1 equation (32) on remplace

j i

9(m, n) par p- 4/

(
m

&amp;gt;

n
] (
m ~ + 2

)%

r 5

on trouvera de la meme maniere

i v^ C* r -r 4 -
\ / I cosm.r cosnz cos

(
m- -+- n-

] g--
/ ty(m,n}(m- -{- n-} dmdn

fl S.
&quot;^ *^0 /

(33)
&amp;gt;

c

= ~^ III cos (p-v) g--/ sinv cos p Y(w,p] du.dvd&dp,

pourvu que la fonction F soil donnee au moyen de
fy par 1 equation

F(a, c)^ \ / 1 cosam cosc t|(m,n) (m 2 + 2
)

4

6/m J;
j^^-lj, J

OEuvresdeC.S. I, t. I.
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c est-a-dire, pourvu que les fonctions F et
fy
aient entre elles la relation

que suppose la premiere des equations (25).

Si maintenant on integre depuis / = o les deux membres de 1 equa-
i

tion (33), et que Ton fasse passer le diviseur g-% en multipliesteur

dans le second membre de Fequation, on trouvera

/ / /
cosmx cosnz sin(m- -4- n-}

1

g~ t ty(m,n}dmdn

(34)

= ^~ ill sin (ay) g--/ sinv cos - ~/^^ .

a F(cr, p)&amp;lt;/cr&amp;lt;/p ,

En vertu des formules (32) et (34), la valeur de Q donnee par 1 e-

quation (26) devietit

-

-

,smv cos^ - F

;

* ^ ^ ^ i i
H

~~&amp;gt; III cos
(p-v) g- ^ sin v cos

271 /_/_ t/o t/o

ce qui s accorde avec la seconde des equations (80) (ll
e
Partie). Un

ealcul absolument semblable fournira la valeur de q; et d ailleurs il est

aise de s assurer que, pour deduire la valeur de q de celle de Q, il

snffit de remplacer, dans le second membre de { equation (35), les

deux quantites

sin(av) g--f, cos([j.vY g-t

par les prod u its

i i i

eW*y sin
(
u.v

} g* t, e(F&amp;gt;

s r cos (wv

1

NOTE XII.

On peut tirer de { equation ((3) (Note precedente) cette consequence

remarquable, que, si la fonction 3 (a) est nulle pour toutes les valeurs

de a, 1 integrale (2) s evanouira. De meme, en vertu de ( equation (8),
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si la fonction 3(a, c) est nulle pour toutes les valours de a et de c,

l integrale*(4) sera necessairement egale a zero. II suit de la que 1 e-

quation

(1) \
/

cos am f(m) dm \ / cosam jr(m} dm**Jt *jJo

eutraine la suivante

(2) N / cosam y(m) f(m] dm = \ I cosam y(m) f (m) dm.

En effet, la premiere equation pouvant etre mise sous la forme

\ / cosam \f(m] f (m] \dm = o,
&quot;^ v I

on peut y considerery(m) f(m] comme une seule fonction de m; et

si, dans eette hypothese, on&quot;determine par la Note precedente la valeur

de 1 integrale

\ / cosam y(m)\f(m) f(m)\dm,^^ JQ I

on trouvera que cette integrate se reduit a zero ; cc qui verifie 1 equa-

tion (2).

On prouvera de la meme maniere que 1 equation

(3) \ / I cosam coscn f(m, n] dm dn =y I I cosam coscn Mm, n) dm (In
~^ I/O i/o ^&quot; J *- I

entraine la suivante

/ I I cosam coscn y(/w, n) f(m, n)dmdn \ / / cosam coscn y(m, n} f (m, n dm dn.
dt/Q J^^ Q ^ /

A 1 aide de ces remarques, il est facile de prouver que, dans la valeur

generate de Q determinee par 1 equation (5o)de la seconde Partie du

Memoire, les fonctions C(w) et ^(/w) doivent disparaitre. En effet, soit,
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pour abreger,

(5)
=/, (iw, /},

=f3 (m,t),

1 equation (5o) se trouvera reduite a

(6) Q=y /
cosm&amp;lt;r

[f&amp;lt;( n,t}+fi(m,t}](lm;^
*^o

et, comme elle doit s accorder avec la premiere des equations (49), on

aura necessairement

I
cosm^ /(m, f

)
&amp;lt;//iz =\ / cosm^r [/, (m, t) +/&amp;gt; (m, /)] &amp;lt;/m,

^-^ v^o

d ou Ton conclura, en vertu des principes qu on vient d etablir,

&amp;gt;

/ cosmx f(m,t)mdm=\ / cosm^- [/, (m, /) +./L&amp;gt;(m, l)]mclm.^^ JQ ^J t/o

Par suite, la troisieme des equations (49) (IP Partie du Memoire) de-

viendra

(?) V=
;

2, I
cos/ -r [/i (m* +f-i(m, t]]mdm.

On a d ailleurs, en vertu des equations (45) (IP Partie, Section II

V. -
-o dl*

En substituant dans cettc derniere formule la valeur de Q donnee par

Tequation (5o) (IP Partie), on trouvera

[ft (
m

&amp;gt; fi(m, t}]mclm.

Pour que cette seconde valeur de V soit identique avec la premiere, il
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faut necessairement que Ton ait

(g) \ / COSMJC f\ (m, t
}
mdm = o,^

&quot; o

et par suite

(10) \ / COSW.T f\ (m, t) dm =-- o.

En vertu de cette condition, la valeur de Q donnee par 1 equation ((&amp;gt;)

se reduira simplement a

cosmx
o

v r
,

Q-^J
in &amp;lt;

V C*~~ ^ PO^ A&amp;gt;? T* I POC1 /7?
~

O&quot;&quot; / f&quot;) I AW 1 1 Gin /&amp;gt;J

~&quot;

f&amp;gt;&quot;~ f vjT ^^Of/C-iA/ |\_/V/k3//t w t- x \ J
Oil I //t t^

fr S

Ainsi les deux fonctions arbitrages *C(m), E(m), disparaissent coinpli
-

tement, et l e(juation (5o) se trouve reduite a la seconde des equa

tions (54) (II
e

Partie).

En vertu de ce qu on a (lit ci-dessus, la condition (ro) entraine la

suivante

(1-2) \ / cosmx emy f^ (m, t) dm = o;

d ou il suit que les fonctions arbitrages
&quot;C(m} t c(m), doivent encore

disparaitre de la valeur generale de q, et que cette valeur doit se ir-

duire a celle que fournit la premiere des equations (54).

En appliquant a la valeur generale de Q, determinee par 1 equa-

tion (73) (IP Partie), des raisonnements absolument semblables a ceux

qu on vient de fa ire, on prouverait facilement que les deux fonctions

arbitrages Z(m,n], (m,n), doivent completement disparaitre dn

calcul; ce qui reduit les valeurs generales de q et Q a celles que four-

nissent les equations (76).
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NOTE XIII.

Je terminerai ces Notes par une remarque qui sert a confirmer la

justesse de nos calculs. Si 1 analyse que nous avons employee est

exacte, les diverses valeurs que nous avons trouvees pour Q doivent

satisfaire, dans le cas de deux dimensions, a 1 equation

d Q d*Q

et, dans le cas de trois dimensions, a 1 equation suivante

O.

Par suite, 1 ordonnee y de la surface et les vitesses U, V, W, qui sont

respectivement proportionnelles a plusieurs coefficients differentiels

partiels de la fonction Q, doivent aussi satisfaire aux deux equations

dont il s agit. On doit avoir en consequence

/a\ d r .,d-y_
~dt^

+S~

dx*~

pour le cas de deux dimensions, et

pour celui de trois. II est aise de reconnaitre qu en effet les valeurs

trouvees pour y satisfont aux equations precedentes.

Ainsi, par exemple, en supposant les impulsions nulles a 1 origine,

et la hauteur primitive des ondes fort petite, nous avons trouve dans la

troisieme Partie (Section I, n 7)

G K
(
5

) r
T. OC
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etant unc constantc, ot la valeur de etant donnee en serie par IV-- x

qnation

(6)

6 * 10

x ix- 4-5-6.2;* 6.7.8.9.10^

j^
Cette derniere valeur de verifiant inequation (3), ainsi qu on pent

s en assurer directement par la substitution, il en sera de ineme de la

valeur de y.

* NOTE XIV.

SUR LES PHEXOMEXES ATTRIBUES DANS LE MOUVEMEXT DBS OXDES A L ACTION&quot;

DE FORCES IMPULSIVES.

Nous avons dit que le mouvement d une masse fluide pesante pouvait

etre cense produit, ou par 1 action d une partie de cette masse, d ahord

soulevee ou deprimee, puis abandonnee a elle-meme, ou par 1 action de

forces impulsives primitivement appliquees a la surface exterieure. Que

le fluide puisse etre mis en mouvement par la premiere de ces deux

causes, c est ce qu on ne saurait revoquer en doute. Mais une difficulte

s eleve a 1 egard de la seconde. En effet, Ton entend par force impul

sive une force capable dc transmettre instantanement a un corps unc

vitesse finie. Or il n existe point dc semblables forces parmi celles que
1 on considere ordinairement en Mecanique, et que 1 on soumet an

calcul. C est uniquement a 1 aide d une action continue et prolongee

pendant un certain laps de temps, que la pesanteur, les ressorts, les

attractions et repulsions de toute espece, parviennent a communiquer
a un corps en repos une vitesse sensible. A la verite, dans certaines

circonstances, par exemple, dans le choc des corps elastiques, la trans

mission du mouvement d un corps a un autre a lieu dans un temps si

court, qu elle parait instantanee. Mais on a tout lieu de penser que ce

temps, quoique inappreciable pour nous, n est jamais rigoureusement
mil. En suivant cette idee, il semble qu on devrait toujours, dans la
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Mecanique, regarder une vitesse ou une quantite do mouvement, non

comnie une force, mais comme 1 effet d une force, et se borner a etablir

1 equilibre entre des forces motrices, c est-a-dire, des pressions, ou des

forces acceleratrices, c est-a-dire, des pressions rapportees a 1 unite de

masse. Neanmoins, dans tous les Traites de Dynamique, lorsqu il s agit

de resoudre les problemes relatifs au cboc des corps, on a recours a la

consideration de forces impulsives, et les resultats auxquels on arrive

de cette maniere s accordent, ainsi que M. Ampere 1 a fait voir, avec

ceux qu on obtiendrait en se conformant aux principes que nous venons

de rappeler.

En revenant a 1 objet de notre Memoire, nous devons conclure que

le mouvement des ondes peut etre rigoureusement determine par nos

tommies, toutes les fois qu il est produit par 1 action d une partie de

la masse fluide, d abord soulevee ou deprimee, puis abandonnee a elle-

ineme. Quant a 1 action de forces impulsives, on doit settlement la

considerer comme une fiction propre a faire decouvrir les phenomenes

relatifs a 1 espece particuliere de mouvement communique, dans un

temps tres-court, au fluide, par un mobile qui serait venu frapper avec

une vitesse finie une tres-petite portion de la surface exterieure.

* NOTE XV.

SIR LA DETERMINATION DES QUANTITES DESIGNEES PAR q ET O.

Ainsi que nous en avons fait la remarque, les diverses inconnues que

presente le probleme des ondes peuvent toutes se deduire des deux

([uantites designees par q et Q. Or, quoique 1 analyse du n 4 (II
e Par-

tie, Section II) ne suffise pas, comme on le verra tout a 1 heure, pour

etal)lir rigoureusement 1 equation (44) a laquelle la valeur de Q doit

satisfaire, on ne saurait neanmoins elever aucun doute raisonnable sur

1 exactitude des valeurs de q et de Q que fournissent dans la Section III
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(ll
e
Partie) les formules (54) et (76). Prenons en cffet pour exempli

la valeur do q donnee par la premiere des formules (54) (II
e
Partie,

Section III). D apres ce qui a ete dit dans le Memoire, aux pages 21,

56 et 39, il est clair, i que cette valeur verilie 1 equation

d-q d-q
1 + 1 =Ox- uy-

sans devenir infmie pour des valours infinies et negatives de y;

2 qu elle rend identiques les deux expressions de la vitesse verticale V,

c est-a-dire, en d autres lermes, qu elle satisfait a 1 equation

\d-q_ i dq

go dt-
~

d d/

on, ce qui revient au meme, a la suivantc,

dans le cas particulier oil Ton suppose y = o. Ajoutons que les fonc-

tions arbitraires comprises dans la premiere des formules (54) peuvent

etre determinees par le moyen des valeurs initiales de q et deycorres-

pondantes a la surface du fluide. Or ces differents caracteres sont pre-

cisement ceux auxquels on doit reconnaitre la variable q, lorsque le

fluide se reduit a deux dimensions, sa profondeur etant infmie. Done

le probleme des ondes, qui n a certainement qu une solution, se trouve

resolu dans le cas de deux dimensions par les formules (54), dont la

premiere entraine la seconde, et par celles qui s en deduisent. II est

d ailleurs facile de s assurer que la valeur de q, donnee par la premiere

de ces formules, verifie generalement 1 equation

&amp;lt;) q
? +

laquelle se cbange, pourj = o, dans 1 equation (44) (II
e
Partie).

Au lieu de prouver a posteriori que la valeur de q, ci-dessus men-

tionnee, remplit toutes les conditions requises, on pourrait, a 1 aide des

OEuvres de C. S. I, t. I. 22
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principes etablis dans le Memoire, et sans recourir a 1 equation (44)

(II
e

Partie), deduire directement cette valeur de la formule (48). Kffec-

tivement, la formule (48) (II
e
Partie) etant admise, { equation (2), qni

doit etre verifiee pour v = o, se reduit a

(4)
V r \d-f(m&amp;gt;t} ,n ;o &amp;gt; / cosmx -.-- - + gm f(m, t) dm.

On satisfait a cette derniere en supposant la fonction/(m, t) assujettie

a 1 equation differentielle

ft-\
d* f( m &amp;gt;

, fi

dt
, ,,

dont 1 integrale generale, presentee sous la forme

1 11
(6) f( m &amp;gt;

cosm
g-&quot;

t 9(/w) H- sin m- g
2

1
&amp;lt;\&amp;gt;(ni],

conduit immediatement a la premiere des equations (54) (H
e

Partie).

11 reste a faire voir que la formule (4) entraine necessairement la for

mule (o), au moins pour toutes les valeurs reelles et positives de m.

Or, si Ton pose, pour abreger,

()- f(m, t} ,

- ---
\-grn f(m,t} = y(m^

les equations (4) et (5) deviendront respectivement

(7) o= \ I costnx y [m] dm,

8)

Ajoutons que, le second membre de 1 equation (7) representant tine

expression de la forme

/ coswi.r y ( (m}dm-i- I sinmx fi(m}dm t

^o ^o

la formule (8) doit etre censee renfermer deux equations, savoir,
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On aura done simplement a etablir la proposition suivante.

THEORIZE. -

YI(W), v 2 (m), designant deux /auctions de la quan-
tite m, si I on a, pour des valeurs quelconques de la variable x,

(9) / cos mo: y, (m)drn + / sinnix y 2 (m) dm = o,
* i/o

on en conclura, pour des valeurs positives quelconques de m,

(
10

) y,(m) = o, y 2 (/n) = .

Demonstration. - -
Si, dans 1 equation (9), on change # en a:, on

obtiendra la suivante :

(&quot;) / cos ma? y, (m) dm / sin OTJ? y a (/w) dm = o.
^0 J

De cette derniere reunie a 1 equation (9) on tire

/cosmic y, (m} dm = o,
.

/sin
/n ^c y o

(
m

)
dm = o .

Supposons maintenant qu apres avoir multiplie la premiere des Ibr-

mules (12) par cosjjurrfj?, la seconde par smpxdx, on integre les

deux membres de chaque formule par rapport ii x entre les limites

x = o, x ^- cc. Alors, en ayant egard aux equations (3) de la Note VI,

on trouvera, pour toutes les valeurs reelles et positives de a,

et Ton en conclura, pour toutes les valeurs reelles et positives de

y,(m) =

ce qu il s agissait de demontrer.
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Des raisonnements entierement semblables a ccux qui precedent

serviraient, dans le cas de trois dimensions, a deduire de la for-

mule (71) (II
e
Partie) la valeur de q donnee par la premiere des for-

mules (76).

Revenons maintenant au probleme propose en tete du n 4 (II
e Par-

tie, Section II). Comme, d apres I enonce de ce probleme, les coeffi

cients differentiels de la fonction q sont des quantites infiniment pe-

tites, dire que les equations (4o) doivent etre verifiees pour des valeurs

infiniment petites de y, c est, lorsqu on neglige les infiniment petits

du second ordre, dire qu elles doivent etre verifiees dans la supposition

y = o. Or la premiere des equations (4o), se trouvant reduite, par cette

supposition, a 1 equation (36), ne peat plus servir qu a deduire de la

quantite Q, censee connuc, 1 ordonnee y de la surface du fluide, et

nullement a fixer la valeur de q ou de Q. C est pour cela que, dans

la page 53, la seconde des equations (43) ne contribue en rien a la

formation de 1 equation (44)- Ainsi les seules equations qui, d apres

I enonce du probleme, aient du etre et aient etc effectivement em

ployees a la determination de la quantite Q, sont 1 equation (39),

subsistant pour des valeurs quelconques de la variable y, et la seconde

des equations (4o), supposee vraie pour 7 = 0. Toutefois la double

condition de verifier les deux equations dont il s agit ne suffit pas

pour determiner completement la valeur de Q, et laisse le premier pro

bleme de la page 52 susceptible de plusieurs solutions, parmi lesquelles

se trouve celle que nous avons donnee. On obtient celle-ci en suppo-

santque la seconde des equations (4o) subsiste, comme 1 equation (39),

non-seulement pour une valeur particuliere de j, savoir, r = o, mais

encore pour cette valeur augmentee d une quantite quelconque a,

c est-a-dire, en supposant qu on a, pour des valeurs quelconques de y,

d-fj d-q d-q
i3 r^ + &quot; + T^=dx- dy- oz-

et
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En effet, on tire alors de 1 equation (i4)

d-q i d*q \ d q

fy~
~

8 dydt -
g- dt*

1

et, en substituant cette valeur de
^-|

dans 1 equation (i3), on parvienl

a la formule

r.w &amp;lt;N_.
i &amp;gt;* i -* . i -* . i

* N

de laquelle on deduit immediatement 1 equation (44) (H
e
Partie) en

posant y o.

Telle est, quand on la presente de la maniere la plus simple, la solu

tion que nous avons donnee. Or la supposition sur laquelle elle s ap-

puie se trouve legitimee par une condition omisc dans 1 enonce du

premier probleme de la page 52, savoir, que la fonction q conserve

une valeur finie pour des valeurs infinies et negatives de la variable y.

Pour montrer comment il resulte de cette condition que 1 equation (i 4),

supposee vraie pour y = o, s etend a des valeurs quelconques de r,

faisons

dq d-q
s = P~ + *

&
dy dt-

s sera une nouvelle fonction des variables x, y, z, /, evidemment assu-

jettie a la doul)le condition de s evanouir pour y o, ct dc ne p;is

devcnir infinie pour des valeurs infinies et negatives de y. De plus,

s designant une fonction lineaire des derivees de q, 1 equation (i3)

entrainera la suivante,

^
d-s d-s d-s _
dx- dy- dz-

&quot;

qui devra etre verifiee pour des valeurs quelconques de y. En integrant

cette derniere par la methode du n 7 (I
e
Partie, Section III), et assu-

jettissant la variable s a la seconde des conditions ci-dessus enoncees,

on trouvera pour cette variable une expression de la forme

-.=\ \ \

*~* /0 v
cosnz e (

m * + l^y f(m, n, t) dmdn.
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L autre condition, en vertu de laquelle s doit s evanouir avec y, don-

nera

\ I / cosmx cosnz f(m, n, t} dm dn = o;

ct Ton en conclura (voir les Notes XI et XII) que la valeur generale

de s se reduit a

18) s = o.

Par consequent, 1 equation (i4) sera verifiee, quelle que soit y.

Au reste, 1 equation (14) ne subsiste pour toutes les valeurs possibles

de j, qu autant que la profondeur du fluide est infinie. Si, pour plus

de generalite, 1 on supposait, comme 1 a fait M. Poisson, que le fluide

repose sur un plan horizontal represente par 1 equation

(9) y= h

(h designant une constante positive), alors 1 equation (14) n aurait plus

lieu que pour y = o, 1 equation (44) (II
e
Partie) disparaitrait, et les

formules (48), (54), (71) et (76) cesseraient de fournir des valeurs

exactes des variables g et Q. Mais il est facile de voir comment, dans

cette meme supposition, les formules dont il s agit devraient etre modi-

fiees. Considerons en effet, pour fixer les idees, le cas de deux dimen

sions. La valeur generale de q, tiree de 1 equation (i) par la methode

de la Note IX, au lieu de se reduire a celle que fournit 1 equation (48)

(II
e

Partie), conservera la forme

(20) q \ \ cosmx emr f(m, t} dm -i-\ I cosmx ermr
f(m,t)

dm
;

et, par suite, la valeur generale de la vitesse verticale

i dq
&quot;

d ~dy
deviendra

; \ / cosmic emr f(m, t] e~ m)
f(m, t] mdm.
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Cette vitesse verticale devant evidemment se red u ire a zero dans tons

les points du plan horizontal sur lequel repose la masse fluide, on aura

necessairement

o=\ / cosmic \e~mh f(m, t} emh
f (m, t) Imdm,

et Ton en tirera (en vertu du theoreme precedemment demontre)

e- lh f( m, t) emh r(m,t}~o,

(21) q- \\ \ cQsmx(tf*r-e- *&amp;lt;r+*to} f(m,t)dm.

Cela pose, I equation (2), qui doit etre verifiee pour j o, donnera

o=\ / COSJHJtl (i4-e-
s

&quot;*j

&quot; + gm (i e
-2mh

] f(m, t] \&amp;lt;lm,

et Ton en conclura, toujours en vertu du theoreme qu on vient de rap-

peler,

()- f(m, t} i e~- mh .

22 ^ +gm-- -
, f(m, = o.

dt- i -+- e~ 3 &quot;l/l J l

Telle est I equation differentielle qui, dans 1 hypothese admise, rem

place la formule (5). Si maintenant on fait, pour abreger,

I
-lmh

28 M^-!^- -
k m,

, _(_ e -imh

on reconnaitra que I equation (22) a pour integrale generate

ii
(24) f(m, = cosM-g--^ o(m) -

En comhinant cette derniere formule avec I equation (21), et deduisant

la variable Q de la variable q par la supposition y = o, on obtiendra,
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au lieu des equations (54) (II
6

Partie), les deux suivantes :

q = } I cosmx

cosmx

=: 7 / cosmx cosM~ ~/ (\-\-e~^ mfl
\ o&amp;gt;

v-i /

\ /

~*^

r 1

/

En operant de la meme maniere dans le cas de trois dimensions, et

supposant toujours que le fluide repose sur le plan horizontal repre-

sente par 1 equation (19), on obtiendrait, au lieu des formulas (76)

(II
e
Partie), celles qui suivent :

cosmx cosnz
,

r&amp;gt;* K-

= \ I \

^&quot; i/O i/o

+V
I

/ cosmx cosnz sin^g
72

t ( e (mi + &quot;^y+ e-lm + i fly +m) ty(m , n] dm (In,

1*6)

I O
V^ /lac

^*
ao ll/ i\

\ I / cosm^ cosnz cosN 2

g- 1 (i + e -*&amp;lt;
mt + n

*&amp;gt;

t/t
) &amp;lt;p(m, )

JmJw
^^ i/ t/o

- -
! \

cosmx cos nz sinN-^ t (i + e--(&quot;
l ^ l

*r /l

) ^(m, n} dm dn,

la valeur de N etant

(27)

11 est bon d observer que les equations (a5) et (26) se reduisent imme-

diatement aux formules (5/j) et (76) de la deuxieme Partie, lorsque la

profondeur du fluide devient infiniment grande, c est-a-dire, lorsqu on

suppose

Si Ton supposait au contraire la profondeur h tres-petite, on aurait
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sensiblement

et les valeurs des variables
&amp;lt;/,

Q, deviendraient a tres-peu pres, dans le

cas de deux dimensions,

v^ /*

q= \
I^ Jo

cosmx

^ r\ I

- -
cosm x sin

-- A - m t em ) -+- e~my
}

&amp;lt;&amp;gt;

(
m

N /~ Jo

&quot; /

V1 r
w i I

i\ I cosmic cosg-/i~mt y(m}dm

1
cosmic sin^ /t w? &(m\dtn,O T \ /

et, dans le cas de trois dimensions,

X.CO /100
t_ J_

I

^= \ I I cosm^r cosn^ cosg&quot;/r (m--i-n-)~t \e(&quot;

1

v r* r
3&quot;

^/^ il /
H- &amp;gt; / / cos mo; cos /is sing- /r (m

2 + n-f t\e(&quot;
l +n

*^ ^0 ^0

S/ioc

/* 1 J^ J^

/ / cosmx cosnz cos-g-/r(m
2
-\-n-}

2
1 y(m, n)dmcl/i

f *^0

/ / i i JL

-i-2\
/ /

cosmx cos/iz
sing&quot;

/?&quot; (m
2 H- n-)~ t

ty (rn, n}dmdn.
^Jo Jo

On peut remarquer que ees valeurs verifient, dans le premier cas, les

equations aux differences partielles

(3,;

dt*

et, dans le second cas, les suivantes

2
&amp;lt;7 L

dr = *

OEuvresdeC. S.l, t.I. 9.3
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Parmi ces equations aux differences partielles, celles qui se rapportent

ii la variable Q se trouvent dans la Mecanigue analytique. Comme elles

sont entierement semblables a celles qui, dans la formation du son,

determinent les petites agitations de Fair reduit a une ou a deux di

mensions seulement, et que, pour passer d un problems a 1 autre, il

suffit de remplacer la profondeur h d un fluide incompressible, suppo-

see tres-petite, par la hauteur de Fatmosphere supposee homogene, on

doit conclure avec M. Lagrange que la propagation des ondes, dans

Fhypothese admise, suit precisement les lois de la propagation du son,

et que par consequent le mouvement des ondes est uniforme.

II serait tres-facile d appliquer aux formules (25), (26), (29) et (3o)

les transformations que nous avons fait subir, dans le Memoire, aux

equations (54) et (76) de la deuxTeme Partie, de maniere a substituer

mix fonctions arbitraires 9 et 4 les fonctions ,? et F qui servent a expri-

mer la valour initiale de Q et Pordonnee initiale de la surface du

iluide, ou, ce qui revient au meme, la valeur initiale de A -^-- En
go dt

effet, les valeurs transformees des variables q et Q se deduiront imme-

diatement des metbodes exposees dans la Note XI. Concevons, par

exemple, que, la quantite h etant tres-petite, on demande la valeur

generale de Q relative au cas de deux dimensions. Alors, en designant

par

,
/; = F(a), et Qo= ^(fl),

les valeurs initial es des variables

*
, T, et O,

pour un point primitivement situe a la surface du fluide, on conclura

de la seconde equation (29), par la methode de la Note XI,

\
i

--
Ii- j.t cos j cj x

...

&quot;1!
r* r x

Q= -
I /

,

&quot;&quot; J-
gft

r l
/ / &amp;gt;

+ V /
dt

/ /
&quot;

t/0 - V
X
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D ailleurs, si, dans [ equation (G) de la Note XI, on pose y(m) = i, on

en tirera

n x /i ae

/ q/ \ tit ~\ l
I I i \ &amp;lt;St \ i i

1
3
-4J tT(aj- I I COSultiJ fll 3MGTK/UUG7.

71 J J_ x

Par suite, en ayant egard a la formule

i i

on trouvera

i r* t
tx

&amp;lt;

^
77

- o / ^

En vertu de cette derniere formule, la valeur de Q se reduit a

( Q = i
[,7( x + ^ y/g/J ) + rf( ^ /

y/b ^ )]

(35) ^^ /./

*-
I [F
^0

Concevons encore que, la quantite h restant tres-petite, on demande

la valeur generate de Q relative au cas de trois dimensions. Alors, en

designant par

a, c, b = Y(a,c] et Q J(, c)

les valeurs initiales de

x, z, y et O,

pour un point primitivement situe a la surface du fluide, on conclura

de la seconde equation (3o), par les methodes de la Note XI,

i r r r r ^
rz5 / / / / co8^A

J 11
t/ t/ _ K t/ _ X

=f dt
f I I f71 ^ o t/o /o JT.J-C.

V^w)T
/ sinv

Si Ton fait, pour abreger,

(3 7 ) [(cj

23.
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et que Ton remplace jx, par
i on tirera de 1 equation (36), par un

calcul semblable a celui de la page 106,

^ ,, ~=c .

i(Khuy\-t . ,, .dp.dv(faidpQ= cos-^-f-
-
sm(fx + v) (BJ, p)-

c/O /0 J_=cJ_

f_

8-3 r 7 r r
00

r* r
30

^(^+ ^L clt \ \
cos-^-

V. Jo Jo J-ocJ-,

ou, ce qui revient an meme,

sin

r^ r* r* 2f-/i

I I I
sin-

^--^-

f-/iwv)-/

r sn

II ne s agit plus que de reduire la valeur precedente de Q a la forme la

plus simple possible. Or, si Ton integre par rapport a k, et a partir de

= co, les deux membres de la derniere formule de la page 128, on

trouvera

/&quot;* r
x

- - dudy T:

(39) /
-f&quot; sin (p + v) -YI= j-v% */t u*u- I i _|_ i/&amp;lt;--2 )-

Si Ton remplace dans celle-ci k par zky i, elle deviendra

r x r* ( ii
(4o) / I Icosa/ruV y/

iII^o ^o

et donnera le moyen de fixer les valeurs des deux integrates

r&quot; r* 14. N
&amp;lt;/u?v

I
I cos-j/ffx-v sm(/* + v) Vr

Jfl ^0
jtZ

V&quot;

/&quot;/ I
.

c?af/v
I / sin 2 A- ^.-v sm(^. + v) ynr
J Jo ~&quot;
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Mais ees valeurs, calculees dans la supposition que la quantite k restc

ivelle, seront differentes, suivant que Ton aura k
&amp;lt;

i ou /
&amp;gt;

i . Kl

d abord, si Ton a

v
/ 1 k- etant une quantite reelle, 1 equation (4o) donnera evidein-

nient
//
I

I

o t o

cosa Arft*v* sin (fxH-v
i i/i-A-

2

I sin 2 /i-(j.-v-
sin (a H- v}

--

{
-=o.

Si, au contraire, Ton suppose

1 expression
- - = !l etant alors imaginaire, et puuvant
V/i

k- \J/i-
i V

etre mise sous la forme

on tirera de 1 equation (4o

n
X

00

f
*

,
.du. dv r.

I sin 2
Iffj.

v sin
(
a -+- v

) A 1
- .--

/ o M- u- V &quot;

&quot;

fry-

On pent done affirmer que 1 integrale

(43) f f
slnafrfi.V8in(fA-i-y)-^-T

t/O t/o /- v&quot;M-

sera toujours nulle pour des valeurs de k inferieures a 1 unite, ct tou-

jours egale a
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lorsqu on aura
&amp;gt;i. On arriverait directement au meme resultat,

sans passer par 1 imaginaire, en posant

p.
= rn, v mn-,

re qui cbangerait 1 integrale (43) dans la suivante

112 sin 2 kmn sinm
(

i + n-
}
dm dn

;

J o /o

puis appliquant a la determination de cette derniere la methode quo
nous avons employee dans la Note VI pour etablir la seconde des for-

inules (3). Concevons a present que dans 1 expression (43) on fasse

on obtiendra 1 integrale double

\

C
x
C
x

2
(
i -// u.v }- t , da (h

/ / sin- - sin^H-v)-^
^v-

dont la valeur sera

o on
\jgli

t- /
2

suivant que la quantite

sera superieure ou inferieure a / \fgh; et Ton en conclura que la valeur

de Q, donnee par 1 equation (38), se reduit a

(44)

I +_!* /Y/ ( j,i

97r ./o/l C// II*271
y/ b ^ ./

chaque integrale double devant s etendre a toutes les valeurs de cj et

de
p qui verifient la condition
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Pour qu il en soit ainsi, il suftira d effectuer en premier lieu [ integra

tion relative a
p entre les limites

p =

et, en second lieu, ( integration relative a cr entre les limites

TD = .T H- t y/g // .

Nous observons, en finissant, que la formule (44) fournit rintegralc

generate de la seconde des equations (32), dans le cas ou Ton prend

pour fonctions arbitrages celles qui represented les valours de Q el

de
^ -jj correspondantes a / = o. Si Ton faisait, pour abreger,

g-3 3(x,y} = 3
t (x,r),

alors les deux fonctions

designeraient les valeurs initiales de

dO
Q el 5r

et 1 equation (44) deviendrait

(46)

Q

271

p 2 = 5 + v/g-/

W-2=X -IT t
y/

Si Ton considere dans celle-ci les deux variables CT et
p comnie expri-

inant des coordonnees rectangulaires, et qu on veuille leur substituer

des coordonnees polaires dont 1 une soit prccisernent la variable /, il

suftira de supposer

x = rcos a, o z
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d ecrire partout, au lieu de dad?, le produit rdrdv., puis d effcctuer

1 integration relative a r entre les limites

el 1 integration relative a Tangle a entre les limites

y. O, a 27T.

Alors la valeur de Q prendra la forme

o- r
Vgk

o TT t / cy/i

-f- r cosa, z -I- / sina

,
rdrdx

fffa? + r cos, 3 + r sinal

Si maintenant on pose

r=t sin 6 Jgh ,

les limites de 1 integration relative a 6 seront

6 0,

et, en ayant egard a la formule

n /&quot;

I

r(sln) sing do = / r(sing) sinS rf6,

/ Jo /

(jui subsiste, quelle que soit la fonction /, on trouvera defmitivement
/

(,2it
/*/! 11 \

Q _ _L / / ; ,f
, (^ + g-

a
/r f cos a sin 6, z + g

;- A
2

/ sin a sin SJ sin 6 da rf6

&quot;T c/ o ^0

\ 7 y-2TC /&amp;gt;&quot;
/ { 1 \

I _.__!__/ I / ^(ar-4-g*A
a
/ cos a sin 6, z + ^lrt sin a sinSJ sin 6 dx do.

On est ainsi ramene a 1 integrale generale que M. Poisson a obtenuc

pour la seconde des equations (3a), dans un Memoire sur 1 integration

de quelques equations lineaires aux differences partielles. L auteur a meme
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integre [ equation lineaire a quatre variables independarites qui sert de

l)asc a la tbeorie du son, savoir :

J avais essaye moi-meme autrefois d appliquer a cette derniere les for-

mulos auxquelles je me trouvais conduit par mes recherches sur la

theorie des ondes, et, apres avoir determine la valeur de Q par une

equation entitlement semblable a la seconde des equations (3o), j
avais

reconnu qu on peut reduire le premier terme de cette valeur, dans le

cas ou Ton supprime une coordonnee, a la forme sous laquelle ce terme

se presente dans 1 equation (36). En fin
j
avais remarque que, dans ce

memc terme, la double integrale relative aux variables &amp;lt;j. et v peut etre

ramenee a une mitre integrale de la forme

{** /&quot; i

(49) / I cos^/f/jt -v
2

sin(|W. + v] dy. ch.
v ^0

II ne restait plus qu a determiner celle-ci. On y parvient en rempla-

eant k par zk\ i, dans la derniere formule de la page 128, ou en

differential!!, par rapport a k, les dernieres des formules (4i) et (4 2
)

desquelles on tire, i pour k&amp;lt;^
i

,

r* rII
^ o Jo

-&amp;gt;

o cos 2
p.

2
v~ sn

p.

pour k^&amp;gt; i,

/
C* - - r k
I cos i k v.- v

2
sin

(
u + v

} dp dv~ T
&quot;^ o

[
/.- 2 i

\ -

Mais, au lieu d etablir les equations (5o) et (5i), desquelles on passe

facilement a 1 equation (44) j
e m etais arrete devant cette considera

tion, quc, si Ton developpe 1 expression cos2X&quot;;/.

2
v-, et par suite 1 inte-

grale (5o), en series ordonnees suivant les puissances ascendantes

de k, tous les termes du developpement de Tintegrale (voir\(*s t pages i 27

OF.uvres de C. S. I, t. I. 2.{
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et 128) se reduiront constamment a zero. Cettc circonstance est (fan-

tail! plus remarquable, que le developpement du cosinus produit une

serio toujours convergente, et elle fait voir quo, dans la solution des

problemes, on ne doit user qu avec beaucoup de circonspection des

developpements en series.

TE XVI.

SIR LES LOIS DE LA PROPAGATION DES OXDES A LA SURFACE DES FLUIDES

INCOMl RESSIBLES.

Des qu on a trouve les form tiles qui determinant les valeurs des deux

quantites representees par q et Q, en joignant a ces formulas les quatre

dernieres des equations (26) (II
e

Partie), el les quatre dernieres des

equations (45) (ibid.}, on a tout ce qui est necessaire pour fixer les

diverses circonstances du mouvement d un fluide pesant et incompres

sible dont les molecules conservent constamment des vitesses tres-

petites. Si Ton veut connaitre en particulier les lois de la propagation

des ondes a la surface du fluide, oti, en d autres tcrmes, si Ton veut

savoir comment les diverses portions soulevees ou deprimees de cette

surface cliangent de position avec le temps, il stiffira de discuter la

formule qu on obtient en substituant la valeur de Q dans 1 equation

qui est la seconde des equations (45) (II
e

Partie). Supposons, pour fixer

les idees, que, le fluide etant reduit a deux dimensions, et sa profon-

deur etant infmie, la valeur initiale de Q sc reduise a zero. Alors la

valeur de y, calculee comme on vient de le dire, sera donnee par

1 equation (58) (IP Partie), en sorte que Ton aura pour Fordonnee de
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ftrrp-la surface du fluitle, au bout du temps /,

;b) r==- /

*

rcosuU -
i/o Jo

F(a?) designant la valour iniliale de cette memo ordonnee, et g la force

acceleratrice de la pesanteur. L equation que nous venous do rappeler

resout completement, dans Fliypothese admiso, toutes les questions

relatives a la propagation des ondes. Elle s etend a des valours quel-

conques de la fonction F(a?). Mais il importc surtout de considerer le

cas oil cette fonction ne conserve unc valeur sensible que pour des va

lours de 1 abscisse x pen differentes de zero, et comprises entre les

limites x = -
a, x = + a

(y. designant une quantite tres-petite). Dans

co cas, &quot;il est permis de remplacer 1 equation (b) par la suivante :

,
/ /* i j

y=- I
j

cos
y. -g-t cosy, (x rs] F(GJ)

t/ o / a

ot, comme entre les limites n = -
a, w=^a, la difference .r ^ reste

positive pour des valeurs positives et sensibles de x, la valeur de r

pout etre presentee sous plusieurs formes nonvelles que Ton deduit

facilement do 1 equation (c). Pour parvenir a Tune de ces nouvelles

formes, il suftit d observer quo si, apres avoir integre par rapport a x
les deux membres de Fequation (c), et cboisi convenablement la pre

miere limite do 1 inte^rale / vdx, on pose u. = m ~

, on trouvera
J &quot; x is

i r r -

~
Jo J-*

I

7. |

&quot;

f
/&amp;gt;&quot; /A?i

/
/

cos -
7 sinm - F. CJ

*J ^- a
(^_TB)

puis, en differentiant par rapport a ,x,

j ^
i / /^

*
/^*

a -

1 r= I sin-s- -- si
77 ^o .- vi

T, , f/wz
sinm 2 r inj

-

rsf {X m]
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l)e plus, si, dans la seconde des equations (n) (Note III), on ecrit an

lieu de K sa valour, et quc Ton remplace cnsuitc

p/2
K par /

-? et
p. par u.{x

i X W

on obtiendra la form ul e

,

i
/ cos y.~ g

~
t cos

p. (
a.- GJ

) efyi
- o

1 1

.

rcV*
. /sin

-i^- -t- cos^M _ f e-*M Cosa(^ - or) &amp;lt;/u,

Hf, v4\ ^ & XTZJo
9,-(.r r)

a

ct Ton en conclura, entre les limites a = o, a -- cc ;
77 = 7., n&amp;gt; == x,

[JL

J^ -j

..

&quot;&quot;&quot;*

, /sin
-I^i- + cos -i^-\- ( e-s

-

V-
1

cos a
(
x - or )

rfu F (rojl \ Y __ 7-r X1 _ 7-7 /
l v

^(ar-ro^V
w / -;

o
J

Enfin, si Ton fait subir a cette derniere valeur de y la ineme transfor

mation qu a celle quo fournit 1 equation (c), on aura

1 T~ I &quot;I

} y= e / -j-.lsin-^S I- cos
)

/ e r. w
sin m- dm \

71 /_ I S&quot; \ * ^ ^
&quot;/ / f^T*

|_ ^ J V
* c

On pent, au reste, deduire 1 une de 1 autre les formules (e) et (f), en

appliquant 1 integration par parties a 1 integrale

(g) / e v -&quot;/ sinm 2 dm
Jo

qui sc change alors dans la suivante,

(]e n est pas tout encore. Si dans 1 integrale (g) on pose

i

(h) f-X- )./
= *,

\ -T -- TTf /
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cette integrate deviendra

rJO

S* 3

&amp;lt;?-&quot;&quot; sin/w 2 t/w - / e &quot;w cosm 2 iintlm.

D autre part, si, dans la formulc (5) dc la Note II, on change m en srn,

et que Ton fasse en meine temps

on trouvera

s

iJ.

et par suite

,
/

,
/*&amp;gt; / _L _ .!? _^L

- / e--&quot;
M cosm3 amam =

f
I / n 2

e
* e

ra cosm 2 imam an

i / -U .= o e &quot; n
J[ J I + /t&quot;

On aura done aussi

- : / -e 4
(In.

En remettant pour s sa valour dans 1 equation (i), on obtiendra une

transformation de 1 integrale (g), a laquelle correspondra nne non-

velle valour de , savoir,

Les formules(d), (f), (i) sont du nombre de celles quo j
avais obtennes

en 1 8 1 5, en preparant les materiaux du present Memoire. Je les ro-

trouve dans 1 un des manuscrits de cette epoque, avec des differences

de notation qui portent uniquemcnt sur la forme des lettres employees

pour representer telles ou telles quantites; et ce qui paraitra peut-etre

meriter quelque attention, c est qu avant memo d etablir 1 equation (b),
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j
etais parvenu directement aux formules (d) et (f) par des methodes

independantes des principes exposes dans la Note VI, et dont je donne-

rai un aper^u dans la Note XVIII.

La valeur dey etant determinee par 1 une des equations (c), (d), (e),

(f), (k), il ne reste plus qu a disc-liter ces equations pour en deduire

les lois relatives a la propagation des ondes. Or ces lois ne demeurenl

pas les memcs a toutes les epoques du mouvement. Dans les premiers

instants, le mouvement des ondes est uniformement accelere, ainsi

qu il rcsulte des calculs developpes dans la troisieme Partie; et c est la

conclusion a laquelle M. Poisson etait parvenu, de son cote, dans usi

premier Memoire hi a 1 Institut le 2 octobre i8i5. Les lois de propaga

tion relatives an mouvement dont il s agit sont celles que j
ai donnees

dans le n 5 de la troisieine Partie (p. 84, 85 et 86), et que j
avais deja

enoncees de la meme maniere dans line Note lue a 1 Inslitut le 24 juillet

i8i5. Mais le mouvement change de nature, lorsque, le temps venant

a croitre, la fraction 77-^3 x
obtient des valeurs considerables, et sen-

siblement diflerentes cntre elles dans les deux suppositions n =

TT&amp;gt;
= o. Alors les integrates

r - r -(-H &quot;&quot;&quot; r n~ -r^ i

I e~o V- :t cosy (x orWm, I &amp;lt;? smm-am, e
&quot;

un,
J* l ~+- n-

t/o -(&amp;gt;

* o

ayant des valeurs tres petites, peuvent etre negligees dans les for

mules (e), (f), (i); et par suite on peut substituera ces formules liqua

tion (28) de la troisieme Partie, savoir,

sin
7j-S

r + cos
j

^ -- -
\ F(ro]

l\\X d
J 4 (

X TT

Dans la meme hvpothe.sc, le developpement de
-y-

-&amp;gt; savoir,

;?.) 94#

-

ne doit plus etre remplace par son premier tonne
7-^

nuns par la

&amp;lt;rt-
-
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somme des tonnes qui consel vent une valour sensible entre les limitos

n = -a, cj= -ha. Concevons en particulier que Ton venille determi

ner les ondes formees a cette epoque du inouvement pendant laquelle

les deux premiers tennes de la serie (2) obtiennent seuls des valeurs

sensibles. On se trouvera conduit aux ibrmulcs que M. Poisson a don-

nees dans son second Memoire presente a 1 Institut en decembre 181 j,

et a 1 aide desquelles il a etabli le premier 1 existence d une serie

d ondes propagees avec des vitesses constantes. J etais parvenu moi-

meme a de semblables formates, en examinant le eas oil t prend une

valeur considerable. Mais, croyant que 1 espece de mouvement qu elles

exprimaient etait trop peu sensible pour qu on dut en tenir compte, ct

me trouvant d ailleurs presse par le temps, je n avais pas cherclie a les

discuter, etne les avais pastranscritessurmon Memoire. Je vais d abord

rappeler ces dernieres formules, que j
avais deduites de I equation (i;,

par les considerations suivantes.

Si le second terme de la serie (2) obtient une valeur finie, le Iroi-

sieme conservant une valeur tres petite, on aura, sans erreur sensible.

(3
${& cr; |.r }.r-

et, si Ton fait alors

; I )
-]_

-~
^ (
A -H Bd -h Ccj 2

+...),
I oc Tjiy

j
oc

recjuation (i) deviendra

&quot;*

el la valeur de y aura pour premier terme

6 ^L.
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Entrons maintenant dans quelques details sur les consequences des

formules (i), (5) et (6); et observons en premier lieu que, si Ton pose

10

on tirera de 1 equation (4)

A -4- Bar H- Ctt?
2 H-. . . fa + bw-f- cm- +- . . .)( i

Ji

et par suite

A;= a, B

3d 3 5 cs
2

a + bnj-f- cor2 -}-. . .
)

i + - H 7
2JC -2.4 21 -

3a 3b 3.5 a
, C CH 1 7ix ^.x 2.4 x-

Pour des valeurs tres considerables de Fabscisse x, les dernieres equa

tions donneront a tres peu pres A = a, B = b, C = c, . . . ; et le radical

compris dans les formules (i) et (4) pourray etre remplace, sans erreur

sensible, par or; en sorte que ces deux formules se reduiront a

(r, r=

(8) F(i

Si Ton fait d ailleurs

(9)

( equation (7) deviendra

i f^y r= sin
i/2T^ ^/ Jv -^ ** s * a

y
^

r
F(Gj)&amp;lt;/5j,

4( OJ

cos

sin - x -I- COS - \X + BJ
a

F (57 i C/CT

COS -(4?H
aa

r r /
I cos -

I .r +
t/_ L \

cos

;
---- sin - x H----1

\1 . ^W
sin -

/J *
oy
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Pendant tout le temps durant lequel la quantite u conserve une valeur

tres petite, on a sensiblement

VX
, cos

a
= i

, sin = o.
a.

Alors 1 equation (10), reduite a la suivante,

i fv
r = = (-} cos-- -+- sin

) / F(nr)
\ x

j^

= ^= f
cos Sfl + sin -^

) /
F

a*a**\ 4* 4*/J_.
BJ

coincide avec la formule (29) de la troisieme Partie du Memoire, et le

mouvement des ondes reste uniformement accelere. Mais lorsque, le

temps venant a croitre, la quantite u acquiert une valeur fmie on

infiniment grande, la nature du mouvement change avec la methode

d approximation. Commengons par examiner le cas on Ton attribue a -j

une valeur fmie. Dans ce cas, on peut remplacer encore le produit

j / ra--
[x 4- -

a \ x
vx

- H- v 1-

a a \ x

par la fraction ; et Ton tire, en consequence de la formule (10),

i a r

/ u^c . L/.r
cos - -+- sin

II X . VX
cos- sin

a. 3.

cos Fw UTS

, ,

sin t[w]
a v

Cette derniere s accorde, en vertu des formules (8) et (9), avec I eqna-

tion (5). Pour la discuter, imaginons que Ton fasse croitre 1 abscisse x,

en conservant a / une valeur constante. Pendant que la variation du

produit vx passera de la valeur zero a la valeur tres petite 2-a, x et v

ne varieront pas sensiblement; mais les deux quantites

1&amp;gt;X . VX
cos sin !

a a

OEuvrcsdeC. S. I, t. I.
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acquerront successivement tous les systemes de valeurs qu elles

peuvent recevoir. Geux de ces systemes qui fournirontie maximum

positif et le maximum negatif de la somme

/ v.r vx\ /
&amp;gt;a

vw _,, , 7 / u.v -jx\ C*
,

ucr ,
&amp;gt; ,

cos -+- sin / cos I 57 dw -+- cos - sin
/

sin b or aw
a a y J_ a

a \ a * / J_a
*

&quot;I

, , ,

v [w] dw= cos
I / cos F(Gj)asj-+- / sin

a

&quot;JuT m \ j I . W3
T&amp;lt; / \

cos r sj aw sin i1

[IB]
a /a

a v a
I

(^orrespondront a deux valeurs de -&amp;gt; qui auront pour difference -&amp;gt; et

seront determinees par la formulc

cos
y.

cos F(d)a
7

cjH- / sin F(GJ)
j
oi3

. n x
sm -

/ U13 ni \ J / J55 n / V

/ COS F(tB) OST / Sin t GT./a J a
x a ^ a.

-UOT ,
N j

r* . VTV , , I

cos FicrjaBT -hi /
sin F GJ aw

* ly- a
I )

11 est aise d en conclure que, dans un tres petit intervalle correspon-

dant a line variation tres petite de 1 abscisse x et de la quantite finie u,

la valeur de y passcra d un maximum positif a un maximum negatif

egal, au signe pres, le maximum positif etant donne par 1 equation

i j = (
-

J

I cos F
(GJ)

&amp;lt;/ra 4-
j

/ sin F
(cr) ^/nr

/

=
(-]

(-
.,

,

j

y / cos
F(cj)cfcjj
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Concevons a present quo Fabscissea? croisse d une quantite sensible.

Pendant qu elle croitra, 1 ordonneejacquerra un tres grand nombre de

maxima positifs, tres rapproehes les uns des autres; et la surface du

liquide paraitra s abaisser ou s elever, suivant que ces maxima positifs

obtiendront des valeurs plus ou moins considerables. Or il est clair que

les abaissements et les elevations dont il s agit oflriront a Foeil du spee-

tateur des ondes formees en relief au-dessus du niveau naturel de la

masse liquide; de telle maniere que le sommet et le point le plus bas

de chaque onde correspondent a un maximum superieur ou inferieur a

ceux qui le precedent, comme a ceux qui le suivent, et par consequent

a un maximum ou a un minimum de la valeur de y fournie par Fequa-

tion (i4). D ailleurs, si Ton fait, pour abreger,

I cos
n \ J C JCT

i- ^ 7 I
Ffsjlaro -4- / sin r(vj)dia\

J L- - a
J )

[ equation (i4) deviendra

(.6) r

Done les sommets et les points les plus bas des differentes ondes repon-

dront aux maxima et minima du produit

on, en d autres termes, aux diverses valeurs de u determinees par IV

(ination

Soient u,, u.,, u
3 , ... ces memes valeurs. Si on les substitue dans 1 equa

tion (()) presentee sous la forme

on obtiendra plusieurs abscisses, qui, prises de deux en deux, appar

liendront aux sommets des ondes que nous considerons en ce moment

-25.
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Cela pose, il est clair que, si le temps vient a croitre, 1 abscisse de

chaque sommet croitra proportionnellement au temps; d ou il resulte

que le mouvement des ondes sera uniforme.

II importe d observer que chacune des ondes en question sera sillon-

nee de telle maniere que la largeur de ehaque sillon restera tres petite

rclativement a celle de 1 onde. Cette derniere largeur sera la difference

entre deux valeurs de x correspondantes a deux maxima consecutifs du
2

produit U j- . Quant a la largeur du sillon forme dans le voisinage du

point dont 1 abscisse est x, elle sera equivalente au tres petit accroisse-

ment qu il faut attribuer a x pour faire varier le produit

de la quantite 2~a. Soit Ao; ce meme accroissement. II se trouvera de

termine par la formule

ou

de laquelle on tire, en negligeant \x vis-a-vis de x,

19) Ar

Ajoutons que le point le plus bas et le point le plus eleve de chaque

sillon seront situes 1 un au-dessous, 1 autre au-dessus du plan hori

zontal qui indique le niveau naturel de la masse liquide, et a egales

distances de ce plan; en sorte que la hauteur d une onde en un point

donne au-dessus du meme plan sera la moitie de la profondeur du

sillon qui avoisine ce point. Remarquons enfm que le sommet de chaque

sillon correspondra toujours a une valeur donnee du rapport

ux t
2_

a.

d oii il resulte que, si le temps vient a croitre, 1 abscisse de ce sommet
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rroitra eomme le carre du temps. Le mouvement des sillons n est done

pas uniforme, comme celui des ondes, mais uniformement aceelere.

Si la courhe qui a pour equation

20

c est-a-dire, la courhe qui termine la partie soulevee ou deprimee de la

surface initiale du fluide reduit a deux dimensions, est symetrique par

rapport a 1 axe des y, on aura necessairement

21

et par suite on trouvera

/*
i / sin F

( GJ ) dm = o
,

1 J-, *

i r&amp;gt;

&amp;lt;- ,.

1 / UG7 ... / UTS ,,, ,

/ cos F(nj)tf5T=2 cos F(w)

Cela pose, les equations (12) et (14) deviendront

.
,

.

a3j *==== I- cos i-sm /
cos F (micro,

~..~ ,
y-

et
j_ j^

J
^ :

~7=~- (

~
) /

cosV FW d
VTT^ \ a /

( [JW)
/&amp;gt;\2 / , \

T
&amp;gt; iT r

a
-,rr I 2

1
7

/
2

\ / I fill UGT r- / N 7=
2(-j r

^J u
j

/ cos F(j)aarj\y \ ^ ; (LJ J \

Dans la memo hypothese, la quantite U, donnee par la forinule

i
&quot;

/ a
~i -

\~&amp;gt;

I ~\ TT I / JCJ r-/ \ 7

&quot;

[a5] U = 2 / COS
F(BT)&amp;lt;7G7

i

^0
X t I /

se reduira au double de la valeur numerique de 1 integrale

(26) / cos
F(r)&amp;lt;fo,
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et deviendra un minimum toutes les fois que cette integrale s evanouira.

Done alors les valeurs minima tie la function

Uw*

seront des valeurs nulles, correspondantes aux racines de 1 equation

COS
o

tandis que les valeurs maxima de la meme fonction seront des quan-

tites positives, correspondantes aux maxima positifs ou negatifs du

produit

(28) -J f COS
F(GJ)&amp;lt;/GJ,

JQ

c est-a-dire, aux racines de 1 equation

I/
1

/ COS F(cj) &amp;lt;/5T

Observons neaninoins que, dans certains cas, plusieurs racines de
3^

1 equation (29) repondront a des valeurs minima de la fonction LV .

11 peut meme arriver, comme on le verra plus tard. que 1 equation (27)

n ait pas de racines reelles, on que ses racines reel les verifient la for-

mule (29).

Dans les calculs qui precedent, il n est nullement necessaire de

prendre pourF(a?) une fonction qui conserve, pour toutes les valeurs

de x, la meme forme analytique. II en resulte qu on peut dormer a cette

fonction telle forme que Ton jugera convenable, entre les limites

.r = a, r=:-(-a, et supposer qu elle devienne constamment nulle

hors de ces limites. De plus, la portion de courbe qui terminera entre

ces memes limites la surface initiate du fluide reduit a deux dimen

sions, et qui sera representee par 1 equation (20), pourra etre formee

par la reunion de plusieurs elements de lignes droites ou courbes, et se

cbanger, par exemple, en une portion de polygone. G est ce qui arrivera
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en particulier, si, le fluide etant renferme dans un canal d une largeur

constante, mais d une profondeur indefmie, et dont 1 axe coincide avec

1 axe des r, on y a fait naitre le mouvement, en y plongeant, pour le

retirer ensuite, un prism e dontles aretes etaient paralleles a la largeur

du canal, ou bien encore, en laissant retomber une lame d eau tres

mince adherente a quelques-unes des faces laterales d un semblable

prisme, et soulevee avec le prisme au-dessus de la surface initiate du

fluide par le moyen de cette adherence. Dans 1 un et 1 autre cas, la plus

grande profondeur ou la plus grande bauteur de la portion de liquide

deprimee ou soulevee a 1 origine du mouvement doit etre censee tres

petite, aim qu il n y ait pas de mouvement brusque, et que les mole

cules qui se trouvaient d abord a la surface y restent constamment.

Ajoutez que, si tout est dispose symetriquement de part et d autre du

plan des yz, 1 equation (21) sera satisfaite. Enfin, comme la valeur de y
donnee par la formule (12) change de signe avec la fonction F(J?),

tandis que la valeur dey formee par 1 equation (14) reste toujours posi

tive, il est clair que, si, a 1 origine du mouvement, le fluide se trouve

souleve au lieu d etre deprime, les sillons se formeront en relief la oil

ils se formaient en creux, et reciproquement, tandis que chaquc onde

conservera la meme place et la meme figure.

A ces considerations generates nous allons joindre quelques applica

tions des formules ci-dessus etablies.

Lorsque la fonction F(w) peut etre developpee en serie convergente
a 1 aide d une equation semblable a 1 equation (8), on a

(3o)

/
&quot;

/&quot;*

a / &amp;lt;*

/

&quot;

JCT
17 f \ 7 4 / OCI 7 n / JW

/
I / cos * (GJ) GT = A / cos acr-f-C/ ro 2 cos cfe-f-...,

/ / sin F(tn) &amp;lt;fe = B / rosin da -I- I) / ro
:! sin &amp;lt;/sr 4- .

^-a a J_ a
a J_ a

y-

On trouvera d ailleurs

&amp;gt;

x / JGT , Silll;
/ cos dw = iy.

&amp;gt;

l, en diirercntiant plusieurs to is tie suite cette derniere equation par
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rapport a u, on en conclura

,. rf(^)/ . Utd ; \ V /
I 57 sin aw = 2 x-
J_ y, (fv

o ^13
j

57- COS #57 = 2 a 3

a/_.

/&amp;gt;

a
.

/ GJ 3 sin C^GJ =
J-* x

sin y

d*

2a

(lela pose, les formules (3o) donneront

33)

UGT -
v 7

COS r (w 1 GT = 2
a

I . UUJ , .

,

/ Sin F(57)C7 &quot;2. CX.

et [ equation (12) deviendra

[.
sin^

|B

\ J
5
7 _

c/j-

Ox -4-. .

I

. -j x n x\ I .

sin 1- cos A
V y. y. !

r

L
C

(.
*&amp;gt;J
OC U 00

sin cos
\

f

L

) i

U...
J

I

...

i i\x- i st- gt
2
\ / . gt-a- cos 9 1- sin y A sin ^r + . . .

I &quot;\ /. * /. sir- I \ ft -r-

Aiusi Ton reconnaitra de nouveau que la valeur generate de y a pour

premier terme 1 expression (6).

Lorsqu on suppose simplement

(35) f(a:} = \=/,,

h designant une constante positive, c est-a-dire, lorsque la courbe repre-
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sentee par 1 equation (20) se change en une droite parallele a 1 axe

des x, la valeur precedente de y se reduit a

.v A cos -+ sin-
~x I a a

Dans la meme hypothese, le produit (28) devient

,37

et par consequent les sommets des differentes ondes respondent aux

maxima positifs ou negatifs du rapport

sin-j

Ces maxima sont determines par la formule

sin -j

(38) ^-j
- := o, ou siny

M J

que Ton peut ecrire comme il suit :

(59) i^=4.
u

Apres les avoir obtenus, on calculera les coordonnees des sommets

.
ci-dessus mentionnes a I aide des equations (18) et (24), dont la secondc

deviendra

;/ , , sny a
40 y= * n (--

--a- ?.
- sn -j a=?.-.

7TU \* \7l -u \gt*

et pourra etre, en vertu de I equation (39), presentee sous la forme

OEuvres de C. S. I, t. I.
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Quant aux points les.plus bas des differentes ondes, ils se trouveront

tous dans le plan horizontal des x, z, et correspondront aux valeurs

positives deu, propres a verifier 1 equation (27), qui, dans le cas pre

sent, se reduit a

(\?.}
sin-j = o.

Or, ces valeurs seront respectivement

,
u = 271 = 6, 283i8..., -J = STT = 9,424;7---

D autre part, les valeurs positives de u, propres a verifier 1 equation (39),

seront de la forme

; .
r

. _ (an-i)Tr
[44) ;

~

n designant un nombre entier, et 5 un arc inferieur a jt lequel devra

lui-meme satisfaire a 1 equation

(45)

(4n a)ir

On tire de celle-ci pour la valeur approchee de E

(46) = n r -i T+&?r - T-4-
3 L(4 )J l5 L(4 ^)^J

Cela pose, la formule (44) donnera

^ 0,1691549 0,01478194 0,00274355

et Ton aura par suite

12 ^M- - }-
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En reunissant ces dernieres equations anx formules (18) et (/jo), on

trouvera, pour les coordonnees clu soinmet de la rt
[f me

oncle,

(48)

J=9.

, t\ K y- r 0,0^0660 o,oo8554o 1= o, 398942 ... - =11+ ^
- - -I- - -22 H

t \lffOt r o o / O,09O9,IO O,Oo34l9Qo
, 398949 . . . H- -+-

- r_j7
_^

.
,

1 J_
i - i r~ i ii / i I.

9
]

i r i 1-2 49 r T i*
,

i * i i i \j i i
)

o . . . h. f y. \ r 0,01 9.665 0,001 3oon8 T
I I I * i i

t_
ft /

/ y. \ i ft o,oi8o53 0,001867969

{\^j [
I&amp;gt;4 4l0 +

[aii-i)a
+

(ara-i)*
+

De plus, en designant par &quot;X la largeur de la w 1 *&quot;10

onde, on tirera des

formules (18) et (43), pour des valeurs de n superieures a 1 unite,

(49) X=i

Lorsque le nombre entier/z devient considerable, on peut, sans erreur

sensible, reduire a leurs premiers termes les series que renferinem les

seconds membres des formules (48); et Ton trouve, a tres peu pres,

o ae= -
) r // 9

A&quot;r ^y-
}

&amp;gt;h= 9./H- =
\n) (^n~i}r.gf\\ T.

/IT: -i.il

Ajoutons que, si Ton pose successivement

n = i, =
9., n = 3, ...

on tirera de { equation (47)

v = 1,394..., V = 4,608778..., -j= 7,89.9.03 1..., -u = 10,972794..., ....

96.
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Pour verifier 1 exactitude de ces valeurs de u, il suftira d observer

i qu elles different tres peu des arcs qui, sur la circonference decrite

avec le rayon i, et divisee en 4 ont pour mesures

88-7 j , 296o58 , 497-96 , 698-55 , ...;

2 que si Ton designe par un de ces arcs, la racine correspondantc

de 1 equation

tang-j \i&amp;gt;

= o

sera determinee avec une approximation tres grande par la formule que

Ton deduit de la regie de Newton, savoir :

\ a
.

tang
2 8 3

tang a \ a
J := 8 --- -

Or, si dans cette formule on substitue, Fun apres 1 autre, a la place

de u, les arcs ci-dessus mentionnes, on trouvera

(52)

U=: l.SgBaSa..., v - 4,658778. .., y = 7, 82203 I . . .,

j = 10, 972794...,

Les valeurs correspondantes de x, y, tirees des equations (18) et (4i),

ou bien encore des equations (48), serorit respectivement

/ pour la premiere onde :

x o,4 24087.. ./v/g-a, 7= 0,941949...A (j
:= i, 44643 7 ..j

pour la deuxieme onde :

i
I y\-

x o,23i65o... \/g &amp;lt;x, y 0,5220-28... A I

)

--_= 1,0846 19.. j
\xj

(53) ^ pour la troisieme onde :

^ = o, 178776...^ y/g-a, j =o, 403249... /*(-) =0,953714. .. h \-~\ &amp;gt;

\*/ \St ~]

pour la qualrieme onde :

i_

r /} . / o/ r~5 / f a \
2

o rrr i ( \x = o, looq i 5. ..I v/i? a, y-= o,345yj.../M ^O-oTODOa.../! I ?
&quot;^ O v7

\ V/ \,v/ &amp;gt;/

\ / \^*^~/
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D autre part, les abscisses des points les plus bas, deduites des for-

inules (18) et (43), seront

x =
o,282o&amp;lt;){.

. ./ \g a x ~ 1 994; - ^8y-&amp;gt;

x 0,162867 . . .t \ g x,

r

# = 0,141047. . .t y/g-a, ...;

et, comme les differences entre ces memes abscisses fourniront les

largeurs des differentes ondes, ou, en d autres termes, les diverses

valeurs de
&amp;gt;.,

on aura encore,

pour la deuxieme onde ..... X = o
, 08169,4 . . . /

\ g&amp;lt;%,

pour la troisieme onde ..... A o
,
o366o3 . . . / ygot,

pour la qualrieme onde .... &quot;h
= 0,021820. . .t

\ goc,

Concevons maintenant que, la courbe representee par 1 equation (20)

etant symetrique par rapport a 1 axe desy, la fonction F(cr) soit, pour

des valeurs positives de tj, determinee par la formule (8). On devra

substituer aux equations (12) et (i4) les formules (23) et (24); et, par

des calculs semblables a ceux que nous avons deja effectues, on prou-

vera que Fintegrale (26), prise entre les limites cj == o, d y., a pour

valeur

dw

y
2 cos drz -+- . . .

oc.

/*&quot;

/ cos
Jt x

n&quot;-
f

rti-
^

rt -

- A
/ cos drs -+- B / w cos drs + C /

^o a ^o a Jo

r
rff

-cosuN
^/sinuN d,(

-*A
\

= * A
S-^ + B,- -C&amp;gt;- -Da - -^-H...

L y i&amp;gt; va yj J

Supposons, pour fixer les idees, que Ton fasse naitre le mouvement

par rimmersion d un prisme triangulaire dont les aretes soient hori-

/ontales, et dont la partie plongee ait pour base un triangle isoscele

trace dans le plan des r, y, le sommet du triangle etant situe sur 1 axe

des y. Si Ton appelle h la hauteur de ce meme triangle, dont la base
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sera representee par 2 a, on aura, pour des valeurs positives de CT,

(55) F(GT) =

et, par suite,

h
A h, B=

&amp;gt;
C = D = ... = o.

x

En vertu de ces dernieres equations, la formule (54) donnera

&amp;gt;ff\ C Vtt nr \ i i I Silly

(56)
I

cos F(Gr)*fej= -fix\
I COSy

En consequence, les formules^y) et (29), qui determinent les points

les plus has et les plus eleves des differentes ondes, deviendront res-

pectivement

(57) i cosy = o,

et

d/izJpA
/-O\ \ ^ / / . pi

dv ^ V

Les racines de 1 equation (5y) coincident avec les seconde, quatrieme,

sixieme, etc. racines de 1 equation (42); d ou il resulte que chacune

des ondes produites par 1 immersion du prisme triangulaire vient occu-

per la place de deux ondes produites par 1 immersion d un parallele-

pipede rectangle, dont les aretes seraient paralleles aux axes coordon-

nes, et dont la section de flottaison coinciderait avec celle du prisme.

Quant a la formule (58), elle comprend a la fois 1 equation (5y) et

la suivante

(%) r~~ ~ F*
f

Apres avoir resolu celle-ci, on determinera les coordonnees des som-

mets des differentes ondes par le moyen des equations (18) et (24),
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dont la seconde deviendra

/ / &amp;gt;

J
i n sm

et pourra etre, en vertu de 1 equation (59), presentee sous la forme

...

Observons, d ailleurs, que Ton satisfaita Fequation (59) par des valeurs

positives de u, en prenant pour n un nombre entier quelconque, puis

designant par g un arc inferieur a j et supposant

(62)
I

5 -./ 8
, iq . i= -n T- I cose + ? s
12 = ^--7

i + - e
2

y^ e- n 4, 77 \ 15 r

On aura, en consequence, pour les valeurs approchees de i et de

(63) iy T 5_

n t K CK i -70 )774 o,i5o57 i o,o635574= 3 . 1 41 5qao5 . . . 2 n i
)

- i.* H
[2/1-1 (ini}* (2/1 1)3 J

et Ton en condura

,

SIM- -

f- ----T+^-f- --- -T+^-f -A-
-I&quot;

4l_(4 3 ;7rJ a4oL{4it a}irj 9^oL^n a)rj

En reunissant ces dernieres equations aux fonnules (18) et (60), on
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trouvera, pour les coordonnees du sommet de la n *me
onde,

ITT
_5

&quot;I* 58 7 f 5 T
3oO L(4 ^JTTJ 6oOO

j_ (4 n 2
)
7r _J

t \lgoc. f o,i2665r o,o4q4585 0,0248443= o
, 2820q5 . . . I + r 1

^
-f- T 1

/ JOB i^2 /-in i V / i n i \ 8
v 2 n i L (

&quot;

/
ia i j

L, /

0,0357277 o,oi3q520
|

0,0070084IVK o f 0,0537277 o.oijqO
0,28209)...+ - LL+-.

9n r 5 T 73 r

n a. &quot;]* r= 0,763067... -\ i + o, 1 583 1 4 0,0484560 0,0193104
2/i

2n i

o.

De plus, en designant par y. la largeur de la nitmo
onde, on tirera des

formules (18) et (5y), pour des valeurs de n superieures a 1 unite,

2-

Lorsque le nombre /z devient tres considerable, on peut, sans erreur

sensible, reduire a leurs premiers termes les series que renferment les

seconds membres des formules (64); et Ton trouve, a tres peu pres,

(66)

x = -
2

8?

4 A /2\
a r a ~|* 4/i / a

1 I I I I I 4 /

(2/1 1J7T \77/ L( 7- w ~ O r ^&quot;J (2/1 1)7:- y (2/1
-

Ajoutons que, si, dans la seconde des equations (63), on pose succes-

sivement
n = i , n = 2, n = 3, ...



= 9,i5334- . ., -j = 15,547^1 iG. . . .

. NOTE XVI.

on en conclura

V 2 ,122. . . . ,

Pour verifier ^exactitude de ces valeurs de u et corriger leurs derniers

ebiffres, il suffira d observer, i qu elles different tres peu des arcs qui,

sur la circonference decrite avec le rayon i, et divisee en 4&amp;gt; nl

pour mesures
1 35-io

,
58-2 72 , 989 78 , ...;

2 que, si Ton designe par un de ces arcs, la racine correspondante

de I equation
y i

tang- -1
-j o

2 b

sera determinee avec une approximation tres grande par la formule que

Ton deduit de la methode de Newton, savoir,

4
lang- --JUa 5

1 8

-tang- -

2 2 10

Or, si dans cette formule on substitue, 1 un apres 1 autre, a la place

de * les arcs ci-dessus mentionnes, on trouvera

167) -j = 2,o435. .., j = 9,i53332. . ., -j --= 10,5^7612. .., ....

Les valeurs correspondantes de x, y, tirees des equations (18) et (61),

ou bien encore des equations (64), seront respectivement

pour la premiere onde :

x -- o,34o :5 . . . . / 1 2 a. v=o,5634i hi } -=o,q
r
\ 2.66 It

(
-

*yi &amp;gt; o J
\ x i \ &amp;lt;&amp;gt; /-

pour la deuxieme onde :

(68) / x = 0,16526^. . . . t
\jgoc., y~ o,080000. ..// f

j

= 0,1 96789... h i
-

\*/ \&* J

pour la troisieme onde :

/ \ a / \ i

x o,i268o5()... / v A 2&amp;gt; &amp;gt;

=^ o,o36575...// (
I O.IO^T 12... /n I 5

\*/ \&amp;gt;V

1

OF.uvresdeC. S. I, t. I. 27
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D autrc part, les abscisses des points les plus has, deduites des for-

mules (18) et (07), seront

or 0,199170... t\ gy., *= o
j&amp;gt; 141047... fpa, -r = o,n5i64... t\j$x, ....

En retranchant ces memes abscisses les unes des autres, on obtiendra

les largeurs des diverses ondes, ou les differentes valeurs de
&amp;gt;.,

et Ton

trouvera, en consequence,

pour la deuxieme onde .... X= o,o584 i3. . ./
\

:

gx,

pour la troisieme onde ..... /. = o, 09,5883 . . . t ygx,

Supposons encore que Ton produise la depression initiate du fluide

par rimmersion d un cylindre dont les aretes soient horizontales, et qui

se trouve coupe par le plan des x, y, suivant une courbe dont la partie

plongee se confonde sensiblement avec line parabole ayant pour axe

1 axe des y. Si Ton designe par A la fleche du segment plonge, on aura,

dans le cas present,

A= -A, B = o,

et Ton tii-era de la tbrmule (54

[di
(

sillu \
~|

sin-j I -j
\- H 7-^

j ch- (sin -j -j cos -j .

Par suite, les formules (27) et (29), qui deterniinent les points les plus

bas et les plus eleves des differentes ondes, deviendront

(71) sin j -j cos v = o, ou lang v =-
-*&amp;gt;,

et

sn TJ v

o, ou (^-j- 9) sin-j + Q-j cos-j = &amp;lt;.
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Les equations (71) et (72) sont precisement celles que M. Poisson a

obtenues. On satisfait a la premiere, en posant

..&amp;gt;- *_ -L-^L -IV-F- -T+^l&quot;- -T+ -I
,,
3 , (-&amp;gt;

i
; 7T( 3L(2 ijTrJ i5L(2/i i)rj io5[&amp;gt; i)7rj j

r ^, , 0,6366196 0,179.0081 o.oqo69.5o o,o58o9.3-
1,57079639... .2/7 1

-

,

2 n i
(

9. n i
J
3

(
9. n i

]

a
(
2 n i

et a la derniere, en posant

5/9 Y , &quot;I/
9 Y -

556
/ 9 V -

I /
~~

~; i~ I
~

I f

&quot; &quot;

z: I
~

I ~T

,

3 i {

Si dans 1 equation (74) on fait successivement

n = i . n = a
,

=: 3
, ....

on en tirera

^ = 1,99..., -j = 5,8958. .., y = 9,17803. .., .

La premiere de ces valenrs, placee entre les limites

= ,83a59... el r : =
,.,09^9. . .,

ne saurait etre consideree comme Ires exacte, attendu que la serie

comprise dans 1 equation (7/4) est peu eonvergente pour n= i. Mais,

pour corriger la valeur dont ils agit, il suffira de prcndre

19.

Alors 1 equation (72) donnera

et, comme on a d ailleurs

tangUH---=-. -^lang-- + I i + tang
2

) tangs~
1 2 \ I 9. /

i tang tangs

9.7.



212 MEMOIRE SUR LA THEORIE DES ONDES.

on trouvera, en remplaQant tangs par s, et negligeant s
2

,
s
3

,

o, 5i3 . . ,,

ihr-c
- = 0,00262

j = i
, 88259 + o , 00262 i

,
835-2 1 ....

Par consequent, les valeurs de u relatives aux sommets des premieres

ondes seront

; 7 5) u = i,8352..., y = 5,8958. . .
, 0=9,17803...,

Quant a la formule (73), si Ton y pose successivement

71=2, 11 = 3, 11 = 4,

on en tircra

(-6) y = 4,49H 118 - J = 7.7 a525l 9- u = i

Apres avoir deduit des formules (7^) et (74) les valeurs de u qui cor

respondent aux points les plus has et les plus eleves des differentes

ondes, il ne restera plus qu a les substituer dans les equations (18)

et (24), dont la seconde deviendra

.

2 ! 2
/ x\

s

__
f
\h /a\ 2 Hsinu v cos^V1

&quot;]

1
/ a. \

J (*}
: = ^UJ L ^^

&quot;J Is^J

t pourra etre, en vertu de 1 equation (72), presentee sous la forme

/*
-

Cela pose, si Ton calcule d abord les coordonnees des sommets des
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differenteg ondes, on trouvera

pour la premiere onde :

JL i

= o, 86908 . . . t \gx, y = i
, 9363 ---- h (

-
)

: = i ,
i ;63 \ . . . /M

J

5

\*/ \* /

pour la deuxieme onde :

j_ i

[79) / a: == o
,
ao jg-x . . . /

v/^, y o ,75787 . . . A
( ^ )

-.= o, 34391 . . . h
(
---,

)
\* / & /

pour la iroisieme onde :

\ 2

Quant aux abscisses des points les plus has, ellos seront respectivement

JT=: o, 235874... t
y/ a, x = 0,17989?... .t vg 2, .r = o,i5i4i /j...; v^g a, ....

Les differences entre ces memes abscisses prises consecutivement ,

savoir,

f&amp;gt;

, 0.55989. . . . /
\fgix,

o
,
o

.&amp;gt;.8478
. . . t

\lgy., . . . ,

4

representeront les largeurs de la deuxieme, de la troisiemc, etc. onde.

Ajoutons que, si le nombre entier n devient tres considerable, les coor-

donnees x, y du sommet de la rc&quot;

mc
onde, et sa largeur X, seront don-

nees a tres pen pres par les equations

I fc ,

j
_

X = i /^ =
4 V n ~ &amp;gt;- w

Dans chacune des hypotheses que nous venous de passer en revue,

1 equation (27) a une infinite de racines reelles, et Ton y satisfait par

une serie de valeurs de y qui croissent au dela de toute liniite. Mais il

n en est pas toiljours ainsi, et il peut arriver que les racines reelles de

I*equation (27) disparaissent, ou du moins que cette equation n ait pas

dc racines reelles superieures a une limite donnee. G est ce qui aura
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generalement lieu, si, la quantite F(a) etant nulle, la valeur numerique

dii rapport =)^j devient inferieure a 1 unite. Pour demontrer cette
{ J

assertion, il suffit tie recourir a 1 equation (54), et d ordonner son

second membre suivant les puissances ascendantes de - En effet, on

trouvera de cette rnaniere

/ cos F(GTJ d& =
VD

(
A H- B y. -+- C x- -+- D a 3 +- . . .} sin u

X-:-
su B

, (i.9..3D + . . .) cosy i. 9,. 3D
a-

&amp;gt;t, comme on a d ailleurs

B +aCa 4-

on en conclura

X
UCT ff \ 7

y- ft \
a2 1-r-M \cos F(cj) d&= - F() sin-j H
j [F (a) cosu F (o)j

sin-j - ~ F &quot; cosu -

Cette derniere formule, que Ton deduit aussi de 1 integration par par

ties, presente le developpement de 1 integrale (26) en une serie ordon-

nee suivant les puissances ascendantes de - Pour de tres grandes

valeurs de u, cette meme formule donne a tres pen pres

/ o02 / cos F(rrs)diz=
-
F(a) sinu,

/i
^
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lorsque F(a) n est pas nulle; et

/ a
. &amp;gt;

(83) / cos F(cr) drz= ~[F(x} cos-j F (o)~],J%
y- u 2 L l

toutes les Ibis qu on suppose F(a) = o. Cela pose, il est elair que, dans

la seconde hypothese, si la valeur numerique de F (o) surpasse celle de

F (a), 1 integrale (26) conservera constamment, pour de tres grandes
valeurs de u, le meme signe qui affectera la quantite

-- F (o). Done

alors 1 equation (27) n aura pas de racines reelles superieures a urn-

certaine limite. Par suite, il n y aura plus que quelques ondes; ou, s il

en existe encore un nombre indefini, les points les plus has de ces

ondes, du moins de celles qui porteront des numeros eleves, cesseront

de se trouver dans le plan horizontal des x, z, et les ordonnees de ces

points deviendront proportionnelles aux valeurs minima de la fonr-

tion U, lesquelles seront determinees, avec les valeurs maxima de la

meme fonction, par la resolution de 1 equation (29). L une de cescir-

constances aura necessairement lieu toutes les fois que la portion de

courbe representee par 1 equation (20), et terminee au point doul

1 ahscisse est x = 7., rencontrera 1 axe des x en ce dernier point, et

tournera sa convexite vers le meme axe.

Concevons, pour fixer les idees, que la courhe dont il est ici ([ues-

tion, soit une parahole tangente a 1 axe des x, et representee par

1 equation
/ T \ -

I I
X/ \

r=_A|,_-
On aura, dans ce cas,

*

x
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et Ton tircra en consequence de la formule (81)

85) / cos F(GJ) dw = ~
\

[
-

J y. -J- \ i&amp;gt;

- o

Or, la valeur numerique du rapport
- - etant toujours inierieure a

1 uiiite, il en resulte que le binome

sin -j

ne pourra jamais s evanouir. Ainsi, dans le cas present, 1 equation (27)

n aura pas de racines reelles. Quant a 1 equation (29), elle deviendra

= o, ou 9 sin v
\
cos u + u = o.

Celle-ci, pouvant etre presentee sous la forme

&amp;lt;*\
9sinu

; O
J j ~p

~l
~

&quot; **)

n admettra pas de racine reelle superieure a la valeur maximum de

Fexpression
9 sin it

5 -+- 4cosi;

c esl-a-dire, au nombre 3 qu on obtient en prenant sinu = f et

cosy --- - -
f. De plus, comme le premier membre de 1 equation (87) a

pour derivee la fonction

q(5cOS j + 4^ (i COS-j] (11 -4- ifiCQSi;)
~

qui rcste positive pour toutes les valeurs de cosu comprises entrc les

limites cosu = i, cosu = -{~, et devient negative entre les limites

cos ,j
- _ U, cosu = -

i, il est clair que ce premier membre croitra

depuis la valeur zero correspondante a w== o, jusqu a la valeur posi-



NOTE XVI. 217

live 0,57589... correspondante a u = arc cos( {) = 2,32883;...,
et decroitra ensuite depuis cette valeur positive jusqu a la valour ne

gative i,;5 correspondante a u = 3. Done, si Ton fait varier la

quantite u entre les limites o et 3, le premier mernbre de 1 equa-
tion (8;) s evanouira, mais une fois seulement, et en passant du positif

an negatif, pour une valeur de u superieure a 2,3288 ____ Cette valeur

surpassera meme, i celle qui correspond au maximum de 1 expression

9 sin j

cosz

c est-a-dire, le nombre 2
, 49798 . . . ; 2 le nombre

attendu que la substitution de ces deux nombres a la place de y, dans

la fonction

-t-

fournit les resultats positifs

1 2
&amp;gt; 49798 - - = o,5o2oi . . ., et -

-2,61799. .. = o, 3 1 188 ____
10 4 v^

Nous pouvons done conclure que 1 equation (87) a une seule racine

positive, comprise entre les limites

it
- = = 2,61799..., et 3 -

On determinera facilement cette racine a 1 aide ^approximations suc-

cessives. En efTet, si Ton designe par une valeur approchee de la

racine dont il s agit, on tirera de 1 equation (87), par la methode de

Newton,

^i 14-16 cosj (i cos)(n + ibcosa)
OEuvrcsde C. S. I, t. I. 28
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Cela pose, on trouvera

pour -.

- = 2
, 6 i 799 . . . v &amp;gt;.

, 7560-2 . . .

pour 8 = 3,7560?.... -J = 2,72432. ..

pour a = -2
, 72432 ... u = *, 72202 . . .

pour K - 2,72202. .. y = 2,722003. ..

Par consequent,

est la seule racine reelle et positive qu admette I equation (87). Les

valeurs correspondantes des variables x et y, deduites des equations (
1 8

;

et (24), savoir,

(89) # = o,3o3o57...*v/, J = o, 427309... A (
-

j

:= 0,776210. ../&amp;lt;()
&amp;gt;

sout les coordonnees du sommet de la seule onde qui subsiste dans le

cas particulier que nous examinons ici.

Considerons encore le cas ou I equation (20) represente une courbe

logarithmique, et se reduit a

4--)
f,

\ a- I
j

^^~T~

e designant la base des logarithmes hyperboliques, et a une quantite

constante. On aura

(9) F(TD) = - -

ah / a -h ,

,*V=T F
&amp;gt;)= y*^ rw =r-y^=

F()=o, F(} =

F (o)=
-

a
v
e rt

r)
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et Ton tirera en consequence de la formule (81)

JG7 _, , .
,

cos Ffar] (fa
a

axh

sinu
. cost/ ea -\- a

a y. Ii -j

a- -+- v-

II est facile de verifier directement cette derniere equation. Ajoutons

que, si la constante a est positive, auquel cas la courbe represents

par 1 equation (20) tournera sa convexite vers 1 axe des x, la valeur

nunierique de

sin-j
a-

restera constamment inferieure a celle de i + a, et par suite a celle de

a-
e&quot; == i -+ a + -4-

2

Done alors 1 integrale (91) ne pourra s evanouir pour aucune valeur

de u, et.J equation (27) n aura pas de racines reelles. Quant a 1 equa-
tion (29), elle deviendra

r v i

d\
a sin^H

}

OU

\

r
\i&amp;gt;

sinu (5e ^cosu + 4 cosu) J 3
-i- (4 + 9Ja-j- sinu

(3e 3 cosu 4 cosu/ ---j + 3 sin-j = o.

Or il est aise de s assurer que celle-ci a une infinite de racines reelles

et positives. En eflet, si Ton prend

(
9. n + i ) T.

-j =
2

n designant un nombre entier tres considerable, le premier meinbre dc

a8.
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1 equation (92) deviendra positif ou negatif en meme temps que son

premier terme, suivant que le nombre n sera pair ou impair. Ce pre

mier membre passera done une infinite de fois du positif au negatif,

et reciproquement; d ou il resulte que le nombre des valeurs reelles

de u, propres a le faire evanouir, est infmi. Les valeurs de u dont il est

ici question fourniront les divers maxima et minima de la quantite U,

auxquels correspondent les points les plus bas et les plus eleves des

differentes ondes. On doit remarquer, a ce sujet, que, les valeurs

minima de U n etant pas nulles, les points les plus bas seront situes

au-dessus du plan horizontal des x, z, et que leurs ordonnees se dedui-

ront, comme celles des points les plus eleves, de la formule (24).

Lorsque la constante a s evanouit, la courbe representee par 1 equa-

tion (20) se change en une droite. Dans la meme hypothese, les equa

tions (90) et (92) se reduisent aux formules (55) et (58), et les points

les plus bas des differentes ondes se retrouvent dans le plan horizontal

des x, z, ainsi que nous 1 avons deja explique.

Lorsque la constante a devient negative, la courbe logarithmique

representee par I equation (20) tourne sa concavite vers 1 axe des x.

Alors 1 integrale (91) est tantot positive, tantot negative, et s evanouit

pour une infinite de valeurs de u. Par suite les points les plus bas des

differentes ondes sont encore situes dans le plan horizontal des x, z,

comme dans le cas ou 1 on avait a = o.

11 peut arriver que, dans le second membre de I equation (81), tous

les termes disparaissent jusqu a celui qui a pour denominateuru&quot;. Pour

que les deux premiers termes disparaissent, il suffit que Ton ait a la fois

F(a) = o, F(a) = o, F (o)=o,

c est-a-dire, que la courbe representee par I equation (20) touche 1 axe

des x, au point dont 1 abscisse est a, et une parallele a 1 axe des x,

au point ou elle rencontre 1 axe des y. C est ce qui arriverait, par

exemple, si Ton supposait

( 93) F (s,)
= --



NOTE XVI. 221

Dans ce cas, la formula (81) donnerait

i /\ C ^ UGI iv \ / r /f^f COSy) y silly 1 l^a/fsiny/ y
(94) J

cos F(Gj)rfnj=
-6a/&amp;lt;|

L- -_
(
la
ng;

tandis que les equations (27) et (29) deviendraient respectivement

(gS) 2(1 cosy) y sin y = o, ou sin y( tang- -J = o,

et

-&amp;gt;. f i cos u) y sin -j, -j~\

(96)- 7 =0, ou 4 ^- cos-j
i-j-j sin ^ + 26(1 cos-j) o.

On satisfait a 1 equation (95) par une infinite de valeurs reelles et posi

tives de u, qui sont egales, les unes aux quantites

les autres aux racines positives de 1 equation

(97)

Ges racines etant evidemment doubles de celles de 1 equation (71),

nous pouvons conclure que les valeurs en question, rangees dans leur

ordre de grandeur, seront respectivement

( v= 6, 283i85..., v= 8,986828..., j=i2,
108) \

..., y= 2 1,808243..., y= 25,

Les valeurs correspondantes dea?, tirees de la formule (18), se redui-

ront a

(x= o, 199^71. ../V^ a, *=0, 166788...*yj5, .27= 0, 141047. ../v^g-a, ^ o, I ^ao ).../ v
- a,

|ar=o,ii5i64...&amp;lt;vS
: # 0,107067. ../ v g-a, ^= 0,099735...^^, ....

Telles seront les abscisses des points les plus bas des differentes ondes,

lesquels se trouveront tous situes dans le plan horizontal des x, s.

Quant aux abscisses des sommets, elles correspondront aux diverges
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racines positives tie 1 equation (96); et, si Ton fait abstraction de la

premiere, elles auront pour valeurs approchees les moyennes arithme-

tiques entre les abscisses des points les plus bas, combinees deux a

deux. Ajoutons que la plus petite racine positive de 1 equation (96) aura

pour valeur approcbee le nombre

^ = 2,356. . .
,

4

et que cette meme valeur, corrigee par la metbode de Newton, de-

viendra

i oo
)

-j =-. 2
,
2855o ....

On trouvera par suite, pour les coordonnees du sommet de la premiere

onde,

_ a -
y.

330734...*^, 7 =0,594406...A (-)
= i,080993... h

\**/ \t&amp;gt;

1

Enfin on peut remarquer que, 1 integrale (94) se reduisant a une frac

tion qui a pour denominateur u
7

, cette integrate et la valeur dejdonnee

par 1 equation (24), savoir,

102

decroitront tres rapidement pour des valeurs croissantes de u. 11 en

resulte que les o.ndes qui suivront la premiere seront tres peu sensibles.

Pour verifier cette assertion ,
il suffira de calculer approximativement

les coordonnees de leurs sommets. Or les valeurs de u correspondarites

a ces sommets seront, a tres peu pres, pour la deuxieme onde,

v = 7 , 388964...;

pour la troisieme onde,

is = io,65i 1 80. . .
;

etc.; et pour la ri
kme onde (n designant un nombre entier tres conside-
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ruble),
an

Cela pose, si Ton represente par x, y les coordonnees des divers soin-

mets, on trouvera, pour la deuxieme onde,

- -.- o ,079191 .. .li --\
/ \O /

pour la troisieme onde,
i

j__ / x \- / y. \x = o,i5320/f . . . t vg a, /= o,o?.i8o5. . .//I I = 0,055709. . .It I
&quot;-

)
;

\ / O /

etc.; et pour la rc
1 *&quot;16 onde

(/z designant un nombre entier tres conside

rable),
j[

o
&amp;lt;T,y

1 -

^ = lf ^^r- ,

l.(a + i i-J

La derniere des equations precedentes fournit une valeur de y qui de-

croit plus rapidement que le carre de -

Par les details dans lesquels nous venons d entrer, on voit que les

vitesses et les hauteurs des differentes ondes produites par rimmersion

d un corps cylindrique ou prismatique dependent non seulement de la

largeur et de la hauteur de la partie plongee, mais encore de la forme

de la surface qui termine.cette partie, et, par consequent, de la nature

de la coiirbe qui sert de base a cette meme surface dans le plan vertical

des x, y. Cette conclusion s accorde avec les observations inserees par

M. Fourier dans le Bulletin dela Socicle philomalhique de septembre 1 8 1 8.

On doit surtout remarquer le cas oil la courbe dont il s agit, etant divi-

see en deux parties symetriques par 1 axe des y, tourne constamment

sa convexite vers 1 origine des coordonnees, et presente au point le plus

has une sorte de rebroussement. Alors les ondes propagees avec une

vitesse constante peuvent se reduire a une seule, comme nous 1 avons
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demontre en supposant la courbe formee par la reunion des deux por

tions de paraboles semblables Tune a 1 autre et tangentes a 1 axe des#.

Pour terminer ce que j
avais a dire relativement aux ondes de cette

espece, j
observerai que- 1 integration par parties, appliquee a 1 inte-

grale

/ cos F(GT) drs,
5

fournit non seulement la serie comprise dans le second membre de

1 equation (81), mais encore le reste qui doit completer cette serie. En

ayant egard a ce reste, on trouve que la formule (81) peut s ecrire

comme il suit :

/ cos F(GJ) drz

F() -sin(o) F(o)]

[sin fu + -} F (a)
- sin- F (o)l

M. V 2/ 2 ;

J

io3 )

=tl
a-

sin :

a&quot; /** ,
TUST (w I^

-/ sin - H- ^
y&quot; Jo L ^

Ajoutons que ce meme reste, represente par 1 expression

f\ n
v 4)

aura toujours une valeur numerique inferieure a la plus grande de

celles que peut recevoir, entre les limites ny = o, w = a, la fonction

a&quot;
4&quot;

F (w)

(r7) multipliee par la fraction tres petite

Revenons maintenant a la formule (10), et, apres avoir calcule les

deux especes d ondes que Ton obtient en attribuant a la quantite u des

valeurs infmiment petites, ou des valeurs finies, chercbons ce qui
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arrivora lorsque, le temps venant a croitre, cettc quantite deviendra

infiniment grande. Alors on ne pourra plus remplacer le produit

a.

par la fraction
;
mais la valeur approchee de jse deduira sans peim

des considerations suivantes.

Si, pour abreger, Ton fait

i f, , -J.X- -j.V- IT,, N

ii(v) = lsln- f-4-cos
- F (w)a (x cu (J? GT)J

t t*\ I
*

*

to5 (

j r j i

^-l-C74- :::
I ) H- COS -

(
,r H- GT+ ^^ +r j

sin -
L

la fonction f(cy) s evanouira en meme temps que F(CJ), pour les valours

de rr situees hors des limites nj -
a, cj -- H- a; et 1 equation (10) se

presentera sous la forme

De plus, il est clair que, pour de grandes valcurs de u, la fraction -
&amp;lt;J

sera tres petite, et que, si, la variable GJ demeurant comprise entre les

limites -a, -ha, on attribue a cette variable 1 accroissement tres

petit 1 accroissement correspondant de Tare

w-

sera egal a

t^-nr
/i \ ar &quot;1

i -h - - H h - H - - H^ \x ) ~j

c est-k-dire, tres pen different de -. Cela pose, on aura sensible-

ment, pour des valeurs de rj renfermees entre les limites CT= -a,
aw= a :

u

a^\ _, . / CT\+
J
=F(w), ftsjH

J

=
f(Gj),

OF.uvres de C. S. I, t. I. 29
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tandis que Ton aura, entre les limites to = a,
-

, ty = a,

(108) F(BJ
.. , am \

o, 1 \m -h - = o

Ces principes etant admis, il deviendra facile d evaluer 1 integrale

C*
I

f(ro) cfcr.

/

En eftet, on a tout a la fois

(
I09)

r
a+

j

/

/ f()Ar-hJ
r] &amp;lt;/CT,

+ / f(nr)
J _

-
dm:

et comme, en vertu de la seconde cles formules (107), on aura encore

I IO f V.TS] dm = f
J

f fro H-
)

rfor =
J . ,

v

J_ y /

on tirera des equations (109), ajoutees menibrc a membre,

. / f(m
J

on, ce qui revicnt au nieme,

C CT

,,

-
/

/ *

D autre part, a etant tres petit vis-a-vis de x, et -

1-

vis-a-vis de a, on
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;iura, it tres peu pres,

rr x- x- ~\

sin + cos - &amp;lt;7nr

_ L !X(X W.
&amp;lt;X(X GJjJ

az
x,- +

-^ r .,

** wy I \ I U.Z&quot;~ J.Z&quot;&quot; UX~(llj5
-*( a)j

sin
_^ : + cos -.

- F a sin
j.r 2

u.z-2- sin - - cos
a

(
x -h a

] a ur + a

u.r-
-f- cos

ar \ a
!
x -+- a

*&quot;f \- F a sin

(x -{-)[ x-+- at

sin

\ ., /
a7:

\jx- (x -\- a -
\

&amp;gt;. u

ar
a: -4- a

j
.

cos

ou, parce que les arcs

a7: \a

different tres peu des arcs ~

;[
- -2- cos- -sin

a ^ H-

On pout encore parvenir a la formule (112) en observant que, pour

des valeurs de CT comprises entre les limites a,
--

a. -f- -? I-, I arc

a:

est sensiblement egal a

u/
-14?
a

2C).
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d ou il resulte qu on aura, par approximation,

/ u
/ Sill -
J L ;#

COS

. y
x + TO + - H---- + cos - .r + ro -t- -xx- y. x x-

f y/
sin -

(

a \

/ a 2 a :1 \ y /
,

a 2 2 ? \1
1 4? a + -

: H---- j
sin -

I d? H----
7&amp;gt;

H----

\ ^ x* ) y.\ xx -
/ j

&quot;I

j J

y
COS - 1 4? a + -

:

a *

cos r sin
a

(
a? -f- a

J
a

(
a? + a

A 1 aide des memes methodes, on etablira la fonnule

(ii3) / f(w)&amp;lt;fe
= a-[8in-7-^- -cos- F(a).

J a- ^L (* ) a{ar a)J
a --

Si Ton a cgard a ccllc-ci et a 1 equation (112), la formule (in) don-

nera

-cos- _|F(_ a)(a (x + a)J \

et 1 on tirera en consequence de 1 equation (106)

j
*

-(-j 1

1 sin r cos- F(a)- sin- cos -^ F( a)

Telle est la valeur approchee de j, dans le cas ou la quantite M devient

tres grande. Si Ton suppose en outre

on aura simplemen t

/ *&amp;gt;

r&quot; mfA /y2

1 j= -
(-)

sin - - sin -

=
(-) (

JL
-)

sin- + cos -
r\

si &quot;

^ _ y

j.x- vx-
cos - + cos

y.(x et}

6)
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Lorsque la valeur u, etant deja tres considerable, reste neanmoins

livs petite par rapport a --, par exemple, lorsque cette valeur est com

parable a y-i les arcs

\iX x- x 1

l-h - :-*- r H----
- - - .r

a-
W I I H- -r: H 1

= y

different tres peu des deux quantites

en sorte que [ equation (i 16) se reduit a

2 f X\
2
/ . ~JX

\&amp;gt;X\
,

i in) v - =(-] Sin f- cos siny F (x .

fiwc\v} \

Cette derniere coincide precisement avec celle qu on obtiendrait en

substituant, dans 1 equation (23), a 1 integrale

/a.

JC5 , ,

COS r 55 I

a

sa valeur approchee, tiree de la formule (82).

Discutons maintenant la valeur de y fournie par inequation (i i5). Si,

en conservant a / unc valeur constante, on attribuc a I abscisse x mi

accroissement x inferieur ou tout au plus egal a -
&amp;gt; les diminutions

correspondantes de chacun des arcs

-J.T-

differeront tres pen de la quantite
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comprise entre les limites o, 2-; et, pendant que cette quantite passera

de la premiere limite a la seconde, 1 ordonnee y obtiendra diverses

valeurs, les unes positives, les autres negatives, dont la plus grande

sera

(&quot;8) r=

Cette derniere se recluit a

(
M 9) r=-7=

)]t-

quand on suppose F(a) = F( a). D ailleurs si, dans la fbrmule (2.4),

on substitue pour 1 integrale

ri cos- F(ro) f/ro

* o
a

sa valeur approcbee, tiree de 1 equation (82), on trouvera

V*

Comme les formules (116) et (119) coincident avec les formules (i 17)

et (120) a 1 epoque oil la quantite u devient tres grande en restant com-

pai able a i/ il est clair que les ondes produitcs a cette epoque

seront entierement semblables a celles qui avaient lieu, lorsque la

quantite u conservait une valeur fmie. Seulement, les nouvelles ondes

seront beaucoup moins sensibles que les precedentes, vu la grandeur

supposee de u, qui rendra tres petite la fraction -
Lorsque, le temps

venant encore a croitre, la quantite udeviendra comparable a -&amp;gt; ouniinne

OC ~

a les valeurs approchees de y fournies par les equations (116)

et (119) convergeront de plus en plus vers la limite zero. La meme re-

marque s applique a la valeur approchee de y que fburnit 1 equa-
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tion (n5). Ajoutons quo ces diverses valeurs approcbecs disparaitront

toutes simultanement, si Ton suppose

c est-a-dire, si la courbe represented par 1 equation (20) rencontre 1 axe

des x a ses deux extremites. Done, toutes les fois que cette condition

sera remplie, les ondes correspondantes a de grandes valeurs de u de-

viendront tout a fait insensibles.

Avant de passer a des considerations nouvelles, il sera bon de taire

voir que 1 integration par parties, appliquee a 1 integrale

I 22 C VX ~ JX
1 17 \ 1sin + cos r F i GJ #G7,

J L oe.\x w] (jc u)J

conduit a line formule qui comprend comme cas particulier 1 eqna-

tion (n5). En effet, a etant suppose tres petit par rapport a .r, on

trouvera

j
era

/
a

f .
i&amp;gt;x- -jx-

] r , ^

sin r + cos - Flnj
. _ a L ct.\x GJ

)
OL x w

) J

y. i
&quot;

\
. u.r 2 _ua; 2 1 _,, . -jx-dw

sin
^

r H- cos -
r I r ( CT ) .

u JLi L a(a: GJ) a(a: GTjJ
;

a(ar Bj)
3

a\[ . u.r 12 j.r 2 1
f&quot;

. -j^c 2

.sin- -cos F a - sin -
j f L *(* x

) *{x a )J L a.(x-{-y.}

of.
/

a
f . -jx- vx-

|sin-, . cos- riF(m)tf8i.
j

t/_ a I a.(x GT) (* GJjJ

En operant de la meine maniere sur 1 integrale

r
a

f . *x* -jx*

/
sin- -cos r

_ a L a * ~ wj a(^r u)

cos

et sur celles qui viendront successivement la remplacer, on obtiendra

un developpement en serie de 1 integrale (122); puis, en snbstituanl

ce developpement a 1 integrale elle-ineme dans 1 equation (10), on
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trouvera definitivement

v ,
vx- *jx-

sin- -cos-
r VX- VT- 1

F( a)
- sin - - cos-

a(jr4-a) a(a?-4-a)J

.

H- - sin - + - cos
(ar a)

.

sin - - + - cosii

,i|--/ \ / o \ ~1
a

/
vx- \ vx- \ r ,r

4-
j

I sin I

j j

+
r)

cos ( ; 4-
wj

1 1
(

&quot; I L \ a v
&quot;

/ / \v / /.J

Mi?*/
sin( +-) cos 1 ;

;4-irJ
F(-

vx-
\ I I It I -^V *-/ I

(a?4-) / \a(^ +

[siL

f .-
[.

sin

cos F&amp;lt;-0 Z

Lorsqu on supprime dans 1 equation precedente les termes qui ont pour

facteurs -&amp;gt;

&quot;

on retrouve precisement la formule (n5).
v -j-

Les calculs que nous vcnons d effectucr deviendraient un pen plus

simples, si Ton n appliquait Integration par parties a rintegrale(iaa),

qu apres Vavoir transformee, en posant

x- i x-

x - GJ a a? *

Alors aux limites a, 4- a de la variable cj correspondraient les limites

;
H 3 :,

x- x a-

de la variable
(/.; et, comme 1 equation (12/4) donnerait, a tres pen
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pres, r&amp;gt;
=

;/.,
I equation (10) se reduirait a

,.,.,

UNIVERSITY]

1 J \ r &quot; /J= - -
/

sin- -

^air4f\*/ J B ,.i L Vr*

&quot; / * 3
VI ^-f- ?+./*) |F(u)&amp;lt;fu

a\.zr- a- /J

COS
L.

at.
;
x- a-

sin
j^- ;t

&quot;1 i&quot;&quot; yu ,

cos-1- F(a
(* *)JJ ,.r. a l ;

f yj?3 v-x 1C Wot \j Icos r sin - sin-i-F{jEx)rfaJa ^r- a- a #- a- JJ . x M

En cippliquant 1 integration par parties aux integrates que renferme

I equation (123), puis observant qu on pent, sans erreur sensible, sous

les signes F, F , F&quot; remplacer
-

r par a, on obtiendrait
x/

&quot;

3c*&quot;

de nouveau la formule (i23). D autre part, si, en conservant a t une

valeur constante, on attribue a 1 abscisse x un aecroissement kx infe-

rieur ou tout an plus egal a - la diminution correspondante de Tare

vx-

a.(x- a 2
) 4( &amp;lt;r

&quot; a
&quot;)

differera tres peu de la quantite -\x, comprise entre les limites o, 2-;

et, pendant que cette quantite passera de la premiere limite a la se-

conde, Fordonnecj, determinee par I equation (i25), obtiendra diverses

valeurs, les unes positives, les autres negatives, dont la plus grand t;

sera

sin

Lorsqu on suppose F( 4a)
= F( JJL),

en permettant aux derivees de la

fonction F(a) d offrir des solutions de continuite pour la valeur parti-

culiere
4

a = o, les formules (i25) et (126) doivent etre remplacees par
OZuvra-deC. S.I, t. I. 3o
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les suivantes :

y= - =-=
(

-
)

cos
1/277.T \ y-/ y. x a-

sin-
j - a \ i

cos (it} da,

et

,1,8) COS F( w)
y.

I

De plus, si Ton applique 1 integration par parties a 1 integrale com

prise dans la derniere formule, on trouvera, a tres peu pres,

f cos F
(

ij.
}
dfj.

y.

- - sin - F
(
a

)
sin f o

)
F

(
o

)

j
1

x- a-
^

J

1- + *
F fa - sin F

a&quot; r . f ya (n
1)71&quot;&quot;!

, ., ,

-
/ sin -- + -

F&amp;lt;

a
&amp;gt;(a)

-&quot;Jo L - J

et en consequence la formule (128) donnera

7 =
&amp;lt;

* -n / \-
i sin - F

( ad
^c- a-

-j x- + - F (} +

(i3o)

a&quot;~
(

,
f vx-

- sin - -+-

j&quot; |_a?
2 a3

-sinfo) F(o)- -sin- F (o)
-

u &amp;gt;.

- sin

^/ sinS + --^
:

]
F( &quot; 1

(.&quot;) .&quot;
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Ajoutons quo, si Ton attribue a u une valeur finie, on I)ien une valeur

tresgrande, mais comparable a I/- &amp;gt; Ton pourra, sans erreur sensible,

remplacer la fraction ~ par 1 unite dans les formules (i25), (126),
OC ~

OC
&quot;

(i 27), (128), (129), et qu alors ces formules coincideront avec les equa

tions (12), (i4) (
23) (24) et (io3).

Si Ton appliquait 1 integration par parties aux deux integrates quo

ren ferine 1 equation (126), on obtiendrait une formule analogue a la

formule (i3o), et qui offrirait encore la valeur de y exprimee par une

serie qu il serait facile d ordonner suivant les puissances ascendantes

de - Observons toutefois que cette nouvelle formule se rapporterait,

comme les formules (81) et (i3o), aux cas oil les derivees de la fonc-

tion F([/.) conservent des valeurs finies, 1 pour y.
= o, 2 pour y.

= a.

S il en etait autrement, on ne pourrait plus se servir des equations

(81), (io3), (i3o), ... pour determiner les ondes correspondantes a

des valeurs sensibles ou a de tres grandes valeurs de u. Mais on y par-

viendrait, en transformant la valeur de j, et la developpant en serie a

1 aide des considerations suivantes.

Si Ton designe par f({x) une fonction telle que 1 integrale

fr(. / i ) da

conserve une valeur fmie et determinee pour toutes les valeurs de a

et de v comprises entre les limites a = - m, &amp;lt;j.=- -f- m, v = o, v GC,

si Ton suppose en outre que ( expression f(;^-h vy/ i) ne varie jamais

d une maniere brusque entre ces limites, et s evanouisse pour v = oc ,

il suffira d integrer entre les memes limites les deux membres de

1 equation idcntique

d f ( \j.
-+- v v

--
i
) _ - d ((fj. H- v v/

i
)

dv da.

pour en deduire la formule

/&quot;&quot;

/J-m y/

3o
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An contraire, en effectuant les integrations entre les limites
(j.

= o,

u. = m, v = o, v = 3D , on trouverait

,,;
,

/.

f(fO&amp;lt;fc
= : / [f^H-^/-,)-^- ,)]&amp;lt;/,,.

Jo v i - o

Si dans ces dernieres formules on remplace f(|/.) par F(p.)e
w|t^,et v

par -j on en tirera
V

I f F(w) e ^~d&amp;lt;j.

i
&amp;lt;

&quot;

&quot; v -T F (m +
&quot;

^^7^
- e wy V-T F (- m + / i

)
1 e-^rfu,

\ /J

[32)

/,w

/

^0

cosut

j r* r / u. \ /
\&quot;i=

/ e &quot; J v
7 -

&amp;lt; F I w 4- -
v/ )

F
( \l )

.j / , J I \ y J \y / ]

et par suite

f &quot;F(p-

,
,/,

l33
) -1

~uJ

/
F (^) sil

.
;_,r

34) -yjo

*;/

e/-j\/-i F m+-i/ )
e

&quot;wyv &quot;

* m i-4/-
y v

/ \ y
v

fr-^rftf
2

y/
I

m + ^ /-^l \ e &quot; y V -i F (

e/y V 1 F m + r ./_
, +e -wy v -i F TO

&quot;

v i

I / U u V
,

e H- rfu
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( 35)

f
i r

-- rU o

/ F(p) sin

-if

cos
(LI a) dy.

emv V~ F m 4-
v

i
i F ,_./_,

-,-,
/ j- i \ -p, / f* /

F^- +F(- -v-

Or, il suffira evidemmcnt do developpor les seconds membrcs de ces

equations en series ordonnees snivant les puissances ascendantes de -

y.x-

puis de remplacer a par CT, w par oc ou par la fraction -
qui diflFere

tres peu de a, et u par -, pour obtenir les valeurs des integrates

| JCT M/ \ i / yW r, , &amp;gt; , C
cos FfojoiD, / sin - F{y}cfer, /

^- ^ /_. ^
c/o

cos

C*~~ ua /*
&quot;

-jv /
ti&quot;

-j/7.

cos- Fiujau. / sin- Fluj au, / cos-1- Ffujaa.
5 flf &amp;lt;y/ a ,.

y a ,2 C/Q

developpees en series du meme genre. Lorsque les derivees de la tonc-

tion F(|.t) conserveront des valeurs finies, i pour a = o, 2 pour

y.
= a, les series trouvees coincideront avec celles que renfennenl

les equations (81), (i3o), .... Mais, si la condition que nous venons

d enoncer n est pas remplic, on parviendra evidemment a des series et

a des formulcs nouvelles qui devront etre employees dans la detenu i-
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nation des ondes relatives a des valeurs sensibles on a de tres grandes

valeurs de &amp;lt;j.

Concevons, pour fixer les idees, que la courbe representee par 1 e-

quation (20) soil une ellipse, et que cette equation se reduise a

Comme on aura, dans ce cas, F(w) h 1 1 ^ )
? on conclura de la

\ *- J

formule (i35)

r
JTZ , , 7

cos -- r , or
j
dm

puis, en developpant 1 integrale relative a ^ en une serie ordonnee

suivant les puissances ascendantes de -&amp;gt; et observant que Ton a gene-
i&amp;gt;

ralement, pour des valeurs entieres de n,

L 2
5

o / *&amp;gt; o
&amp;gt;

on trouvera

// ~
\- \T t-3.5/ i \2 1 ./ 77\

-(--I h + 7- -( ------ sin
(
w~ 7)j \2vJ (I 4 a.a.a\au; J \ 4/

n.y i \ 1.3 I.3.5.7/ r y I / T:\/+ -
7-77

- ^ -- H---- COS I U 7
)

|_a.a\awy 4.6 a.a.a.a\aw/ J V 4/1

[. equation (i38) se rapporterait non plus a une ellipse, mais a un

cercle, si Ton supposait A = a. Enfin, si 1 equation (20) representait

une courbe parabolique, et se reduisait a

7= &quot;
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a designant line quantite positive, on trouverait F(CT)= h(i-
-J

et Ton tirerait de la formule (i35)

4o .- M- sin u - - lie ^ aw

ar.\ a a(asn u -14--

En substituant les formules (i3Q), (i4o), ... a 1 equation (81), on de-

terminerait facilement les sommets et les points les plus has des ondes

propagees avec des vitesses constantes, et relatives aux di verses formes

de la courbe representee par 1 equation (20). On ne doit pas oublier

qu il s agit ici uniquement des points les plus bas de la surface qui

enveloppe superieurement ces memes ondes, ou, en d autres termes,

des points de passage Ae la premiere ondea ladeuxieme, de la deuxieme

a la troisieme, etc. Ccs points de passage, que M. Poisson a determi

nes, dans le cas ou la courbe se reduit a une parabole du second degre,

ont etc designes par ce geometre sous le nom de noeuds, et il appelle

dents des ondes ce que nous avons appele sillons.

La metbode qu on vient d exposer fournit aussi le moyen d etablir

dans les differents cas les formules qui doivent etre substituees a 1 e

quation (i3o).

Jusqu a present nous avons fait abstraction de Tune des trois dimen

sions de la masse fluide, ou, en d autres termes, nous avons suppose

que le mouvement s effectuait de la meme maniere dans tous les plans

paralleles au plan des x, y; ce qui arriverait, par exemplc, si, le fluide

etant renferme dans un canal rectiligne et d une largeur constante, on

faisait naitre le mouvement par 1 immersion (run prisme ou d un

cylindre dont la longueur serait perpendiculaire a celle du canal. Con-

cevons maintenant que Ton restitue au fluide ses trois dimensions, el

&amp;lt;jue
la cause du mouvement soit une alteration primitive du niveau
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dans une petite portion tie surface adjacente a 1 origine des coordon-

nees. Les lois de la propagation des ondes ne devront plus etre deduites

de la formule (b), mais de celle qu on obtient en substituant a la

quantite Q, dans 1 equation (a), le premier des termes qui composent

la valeur de cette quantite dans la seconds des formules (80) (II
e Par-

tie). 11 faudra done, a la place de la formule (b), employer la suivante :

i r r r r ,\
^

fa .r)
2 -f-(p-s)

2

(i40 r=
&amp;gt; I I I I cos(p-v) g&quot;

t smv cos .
//

P fa, pjdudydmap.
^ -J J J-*J_* 4

En operant sur cette derniere, comme sur 1 equation (5y) de la troi-

sieme Partie, on trouvera

/ VV i ,

cos b =\ a y sin y.+ v F cj, p

i r- r r
=.-r / / . /-V c , ( , J_,J_

On a d ailleurs, en vertu des equations (G), (i3) et (i5) de la Note IV,

T.

//**/*
i\ ^ /** /*

2

/ f\y. ku-v-J sin
(
y. 4- v) Jw dv =

~j-
I I k cos cos/x /(/r,a cos d) du. dd ,

*/o Jo Jo

et par suite

T

X
/%&amp;gt; * 4&quot;4 d r* r* L
\ cos(

t

2.k}-^ v
l

sm(u.-+-v}dp.dv = -jj-
I I h cos(9 cosp. cos(kp. cos9)- dp. d6.

Jo Jo Jo

Cela pose, la valeur de j, donnee par la formule (i42 )
deviendra

I il
r* r* i

r&amp;gt;
- / *

&amp;gt;45)r
= ~n ;v, / / I

^ cos (5 cos ^ cos

D autre part, comme on a, en vertu des equations (12) et (iG) de la

troisieme Partie,

ftyi ^ J~^ /if ic\ r&quot;*

1
i

(i46) / cos(?.k[j.}~ cosp.dp.=
-

(
sin - -+- cos-

) /
e~(-W~ cosudu,

Jo - \ 9 2
/ J
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on en conelura

r r ^-,
I COS[J. COS &quot;

C S
&quot;

9

-[sin
.4. j_tTL

i4.

-.f
On aura done encore

IT

() /* /&quot;

M
/*

x r -L^o-^ (50535 .-

q

r^n S
r r r r

t , C0s0 cos
air&amp;lt;*J, ^ J_m J_m

F
f

/u. c/9 r/r? fir,

(Z

Dans ces diverses formules, les limites des integrations relatives anx

deux variables w et
p pcuvent etre censees reduites a des quantitcs tres

peu differentes de zero, puisque la fonction F(CT, p) est censee devenir

nulle, des que les variables ^ et
p acquierent des valeurs finies. Pour

cette raison, on peut negliger w vis-a-vis de x, et
p vis-a-vis de z, dans

le binome (x or)
2
-f- (z p)-, et dans le radical \(x a)

3 + (z p)-,

toutes les fois que ce radical ne se trouve pas sous le signe sin ou cos.

En operant ainsi, et faisant, pour abreger,

z 2 --- r,

puis supposant, cornme dans le Memoire (p. 72),

(i5o) G= T r F(sy,
V aeVx

on trouvera detinitivement

r r. ^cosoUrn- =
\ V

/K_ CT)
2^ i3

_
lo)i

i.,/2 C0s0

G r) / ,-

57 / /
tfl t/0

CEuvresdeC. S. I, 1. 1. 3i
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Lorsque le temps t devient considerable, 1 integrale

/
/_-

f. cos \
J

. \~ r Iu*1 ^0

cosO cos a e

ohtient une valeur tres petite; d ou il resulte que la formule (i5i) se

reduit scnsiblement a

|iV3) .r
= i /7T-\T d r - r* r x

.
r . r* coso te/*cos I,,

I-5-) -

/ / I
* 3 cos 2 sin - -+- cos --^- 1-

tit*t*t\ir) dtJ9 J_ a&amp;gt;
J_ x [ y/u ^s+i.-pjs v

/u._ CT )2+(z._o)3j

,

ICT. ol

Si, de plus, Tare

(?54)

osttres peu different de 1 arc

4 \]x- -+- z- 4

pour toutes les valeurs de CT et de
p qui no font pas evanouir la fonr-

tion F(r7, p), on aura, a tres peu pres,

i l uua w o / if

sin cos- 6 av

Cette derniere equation, quand on y remplace / par ,r, coincide preci-

sement avec celle que Ton obtient en substitnant, dans la formule (62)

de la troisieme Partie, la valour de E tiree de 1 eqnation (Og). Si le

temps n etait pas assez considerable pour que 1 integrale (102) put etre

negligee, on tronverait, au lieu de la formule (i55),

r=
C I . g-t^co
I *3 sin T cos cos- (10

x

/ / t-
*K*r*l dtJ9 J

cos (5 cosy, e
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Los fonnules (i55) et (ID(J) suffisent a la determination dcs premieres
oncles dont le mouvement est uniformement accelere.

Lorsque, le temps venant a eroitre, le rapport

8**

obtient des valeurs tres grandes et sensiblement diflerentes les lines

des autres, pour les diverses valeurs de GJ et de
p comprises entre les

limites entre lesquelles la fonction F(u, p) cesse de s evanouir, il n esl

plus permis de substituer a ce rapport, sous le signe sin ou cos, la frac

tion ^- Mais on peut alors deduire de 1 equation (i53) une valeur

fort simple et tres approchee de la variable j, a 1 aide des considera

tions suivantes.

Si Ton fait, pour abreger,

i&amp;gt;

5
7 ) , ;

-
K
_ =s, scos6 = s- y.,

ef

coss

rj.

I

- - S

on trouvera

(Z

De plus, on aura evidemment

M.
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Or, la quantite s etant par hypothese tres considerable, il en resulte quo

la fraction

se rediiira sensiblement a 1 unite, pour toutes les valeurs de a com

prises entre les limites o, \
!

s, et que 1 integrale

r^
f/fj

djj.

u^

dillerera tres pen dc la suivante/-, du.

I
sin i s a) + cos(-$ ff)J~rr

f-

D autre part, comme, en posant =
-^ dans les formules (5) do la

Note III, on en tire

j^

r
x

(I*-*- r* d j- / 7r \
2

1 63 } I cos -T = / sin u -v = -
&amp;gt;

} 4- J 4 \ 2 /

;i64) / [sin( u.) + cos(* ft)]-f
=

(&quot;&amp;gt;^j

2
siiu,

nous devonsconclure que 1 integrale (161) est sensiblement equivalente

au produit
&quot;

sms.

Quant a 1 integrale

elle verifie les deux equations

rv ^^- f*^* \^ r
v

f(f*)-r
:=

I f(f*)-T.-+- I

^ 2 2 J
I DO

)
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Comme on aura d ailleurs, a tres pen pres, entre les liinites a = \s.

f(uH-7T) = -f(/*), (i +
-J

on trouvera encore

En consequence, on tirera des equations (iGG), ajoutees niembre ii

inembre,

f%, dp. if r^+%, ,^/a T
s

, ,r/al
(168) / f(ja)-f= - /

f( ft)-_C^.J f lP.;-v
^ P.- L ^ F

~

y-&quot; J

Enfin, commc on aura sans erreur sensible, entre les liniitt s a = .v,

CQS(s f/ !, T
-

:

U S

et, entre les liinites a = s 77, [j.

= s,

cst clair que 1 equation (168) pourra etre remplacee par la suivanlc

7
-

Done, puisque la valeur de s est tres considerable, 1 integrale (i()5; so

reduira sensiblement a zero; d ou il resulte que le premier niembre de

la formule (160) difTerera tres peu de 1 integrale (iGi) el dn prod nit
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2-)- sins. Cela pose, Ja formule (159) donnera

\gt- cos B \gt- cos0
I

sin -
..

I VI

cos
X OJ

)

-
-+-

(
Z p i

: ]cos*

=
I
-

] SHIS

,77 / X
( 2 p

r-

on, a tres peu pres,

f[
sin cos

p) ]iCOS*

sin

Eii ayant egard a cette derniere equation, on tirera de la formule (i53)

- F
( si, p )

n }%
p

on, si Ton fait

H

on aura simplement

v/3 d {
tx r* & 2

,^y= -r-~rt JT* /
r sm

/ 1&amp;gt;

*
(&amp;gt;

47rr
a l dt J_ J_ 411

p

11 est important de remarquer qu en vertu des formules
(r4&amp;lt;j)

et (17 ^)

r et R designerdnt, au bout du temps t, i la distance horizontale

du point qui a pour eoordonnees x et/ a 1 origine des coordonnees;

2 la distance du meme point a celui qui aurait pour coordonnees cr
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et
p. Ajoutons que, le rapport ^ ayant par hvpothe.se une Ires graude

valeur, et Ic rapport
- une valeur pen difle rente de 1 unite, on pourra,

dans la formule (i;/,), negliger le terme
sinf^

vis-a-vis du prod nil

7|r cos^r,
et remplacer ce produit par le suivant :

Kn optM-ant de cette maniere, on trouvera

Telle est 1 equation qui devra servir a determiner le mouvemeut des

ondes correspondantes a de tres grandes valeurs du rapport jjt-

Faisons maintenant

&&amp;gt;
= r R = r v v

-^ GJ)- H-
v
^ p i-

r ,
i

, -(J /
= /

L
/

- - 2
;
T3X -+- fj 3 - + CJ 2 + p

2
]

_ WJC -i- p r

la quantite o&amp;gt; restera tres petite, et sera pen dilTerente du rapport
GJ.T -+- QZ

^-5 pour toutes les valeurs de c&amp;gt; et de
p, qui ne leront pas eva-

nouir la fonetion F(w, p). On aura d ailleurs

nn - _
, ,

,
v 77 TIT 7 - 7

--
1- 7 r w + 77 r

&amp;gt;- -;--..;
4 H I / fi) i 4 /

i
r- 4

et si, dans la serie

i 78 &1,^1,&1,...,
4 r 4 1

le premier terme obtieut seul une valeur considerable, 1 equation i ;
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se reduira sensiblement a

r, gt* p-r-

70 y=^-r rCOS^r-
4 r

Cette derniere equation convient encore aux ondes dont le mouvement

est uniformement accelere, et peut etre substitute avec avantage a la

formule (i55). Si Ton y pose

180
) ^Tr~

k

elle donnera

Gv a
,

A-

(181) y -
., ., k 3 cos-

Par suite, les sommets des ondes que nous avons considerees dans la

troisieme Partie du Memoire (Section IF, n 7) correspondront, pour

des valeurs considerables de k, aux diverses racines de 1 equation

cos^k^ k G
1 82 JJ

- =
&amp;gt;

ou lan S
- = 7UK ?. K

lesquelles coincideront a tres pen pres avec celles de 1 equation (70) du

numero cite.

frf-

Lorsque, dans la serie (178), le second terme ^-5- acquiert une valeur
.\r-

tres grande, et comparable, par exeinple, a la moindre valeur du rap

port
-

1 equation (179) devient inexacte, et Ton est oblige de recou-

rir a la formula (17^). Concevons que, dans la meme bypotbese, on

attribute a t une valeur constante, et que Ton fasse varier x,y de quan-

tites A.r, Ay assez petites pour que 1 accroissement correspondant de /
,

savoir, Ar, ne depasse pas la fraction

9.7T 87T/-2

Ih3)

La diminution correspondante de 1 arc
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differera tres peu de ^r^AR, ou meme du produit

-

compris entre les limites o, 2^; et, pendant que ce produit passera de

la premiere limite a la seconde, 1 ordonnee y, determinee par 1 equa-

tion (170), obtiendra diverses valeurs, les unes positives, les alitres

negatives, dont la plus grande sera

,84)

On doit en conclure qu a 1 epoque dont il s agit la surface du liquide se

trouvera coupee dans un espacc fini par une multitude de sillons tres

rapproches les uns des autres. La largeur de chaque sillon, eomptee
suivant le rayon vecteur mene d un point de la surface liquide a 1 ori-

gine des coordonnees, sera precisement equivalente a la fraction tres

petite

tandis que la plus grande elevation et le plus grand abaissement d un

sillon au-dessus et au-dessous du plan horizontal des x, z auront pour
mesure commune le second membre de 1 equation (184). Les sommets

des divers sillons auront done pour ordonnees des valeurs de y four-

nies par 1 equation (184); et, comme ces ordonnees repondront a des

valeurs determinees du rapport ^ il est clair que, si le temps vient

a croitre, la valeur de r relative a chaque sommet croitra proportion-

nellement a t- . Le mouvement de chaque sillon, dans le sens du rayon

vecteur r, sera done uniformement accelere. Ajoutons que la surface

du liquide, prise dans une etendue sensible, paraitra plus on inoins

OEuvres de C. S. I, t. !. 3 2
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elevee au-dessus du plan d?s x, z, suivant que les hauteurs des sillons

compris dans cette etendue seront plus ou moins considerables, c est-

a-dire, suivant que les valeurs de j, fournies par 1 equation (184),

seront plus ou moins grandes. C est done a cette equation qu il faudra

recourir pour determiner, dans une etendue finie, le gonflement ou la

depression apparente de la surface liquide, ou, en d autres termes, pour

fixer le nombre et les hauteurs des ondes que presentera cette meme

surface. Gela pose, les sommets des differentes ondes coincideront sen-

siblement avec les sommets des sillons les plus saillants, et auront pour

ordonnees les valeurs maxima de la fonction qui compose le second

membre de la formule (184), tandis que les points les plus bas des dif

ferentes ondes, toujours situes, ou dans le plan des x, z, ou au-dessus,

se confondront a peu pres avec les sommets des sillons les moins

saillants, et auront pour ordonnees les valeurs minima ou les valeurs

nulles de la meme fonction.

Dans riiypothese que nous venous d admettre, c est-a-dire, lorsque

&-
acquiert une valeur tres grande et au moins comparable a celle du

rapport -&amp;gt; le second terme du developpement de
-^j

savoir,

obtient une valeur sensible. Si Ton suppose d ailleurs que le troisieme

terme de ce developpement conserve une valeur tres petite, on aura, a

tres peu pres,

puis, en designant par 2 a la plus grande dimension de la portion de

surface liquide que Ton a soulevee ou deprimee a 1 origine du mouve-

ment, et faisant pour abreger

on trouvera

( ,8,)
- -

En vertu de cette derniere formule, les equations (i 76) et (184) devien-
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di ont

(.88)

! i \

cos -
F(nr, p (fa do

/-.. /:A r ur
/

&quot;

f

^UH ^^LJ.
__

y-&amp;gt;. /-^

x
^

2
COS

- sin -- SHI

u(w + 02) _,
cos - - F

( GT, p )
rfo dp

at

[fL* *

sin
02

F
( or, p )

De plus, si Ton appelle 8 Tangle forme par le rayon vectcur r avec 1 axe

des x, on aura evidcmment

(190) jr=:/-cos5, jrsinQ;

de sorte que [ equation (189) pourra etre remplacee par la suivantc

90

COS GI, p
, &quot;]-

/cjr/0

J

-4-
r r

x
r

/ /

|_V - oc X - C

sin F
( or, p )

cfa do (

Si, dans celle-ci, on suhstitue pour r sa valeurtiree de laformule (i8(i),

savoir,

et si Ton fait, en outre,

-i [f.i
93)

J,

;

f r
x

r
K

j
/

I
sin- ,

F(or, p)&amp;lt;/crr/p

&quot;I

&amp;gt;]

37.
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on trouvera defmitivement

^
Uu .

Concevons maintenant que Ton veuille determiner les sommets et les

points les plus has des diverses ondes que presente, au bout du temps t,

la surface liquide, dans un plan vertical mene par 1 origine des coor

donnees, et correspondant a line valeur fixe de Tangle 6. II faudra

chercher les valeurs de la variable r, ou, ce qui revient an meme, de la

variable j, pour lesquelles le second membre de 1 equation (19.4) de-

viendra un maximum ou un minimum. En d autres termes, il faudra

chercher les valeurs de u propres a verifier la formule

rf(u-J),

En substituant ces valeurs dans les equations (192) et (ig4) n (M1

deduira : iles distances horizontales de 1 origine aux points les plus

eleves ou les plus has des differentes ondes; 2 les ordonnees de ces

memes points. Ajoutons que, si le temps vient a croitre, le rayon vec-

teur r, correspondant au sommet de chaque onde, croitra, en vertu de

1 equation (192), proportionnellement au temps; d ou il resulte que,

dans le sens de ce rayon vecteur, le mouvement de chaque onde sera

uniforme. Remarquons enfin que les diverses valeurs de u, tirees de la

formule (19$), et substituees dans la formule (192), fourniront, entre

les coordonnees polaires r et 6, des equations qui appartiendront aux

courbes figurees, soit en creux, soil en relief, par les differentes ondes,

autour de 1 origine des coordonnees.

Dans le cas particulier ou la portion de surface liquide, primitive-;

ment soulevee ou deprimee, se trouve divisee en deux parties syme-

triques par le -plan vertical des x, y, et par le plan vertical des y, z,

on a

(196) F(oj,p) = F(-isy,p) = F(ro, -p) = F(-ro, -p),
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et par suite

SID r .57, p) WOT ap = o,

cos r
F(w, pl

cos cos
_

F(OJ, p) asfap.

Dans la menie hypothese, les formules (193), (194) et (H)5) so iv

duisent a

cos
uosinS _,, ,

7 ;]-/-cos-1-
Ffro, piawop

a J j

T
50

ura

Jr .

cos~

&amp;gt;99)

^ r* r
IT i /

/_ _
cos

_
7

&quot;1

cos -
F{ar, p) aw ap

La derniere pent encore s ecrire comme il suit :

o = _,
Ffs, pi cto ap

&amp;gt;.oo

psintf) u- Sill-
H-

On doit observer en outre que, si Fequation

I01 cos

.

-
l&amp;lt; iGT,

vpsmQ
cos - F ( BJ, p (Irs do =. o

^
a des racines reelles, les valeurs minima du produit LV deviendront

nulles, et correspond ront precisement aux racines reelles dont il s ai&amp;gt;il.

Enfin, si, dans la formule (192), on substitue les valeurs de -j tirees

des formules (200) et (201), on obtiendra les equations en eobrdonnees
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polaires des courbes figurees en creux ou en relief par les differentes

ondes.

On pent faciliter, dans certains cas, revaluation des integrates dou

bles que renferment les formules precedentes, en substituant a Tune

des variables CT et
p
la variable to determinee par 1 equation

\
202

) to = ra cos Q -f- p sin (5.

r

Ainsi, par exemple, en operant de cette maniere, on trouvera, an lieu

de la formule (198),

cos - w,

On pourrait encore considerer les variables nr et
p
comme representant

des coordonnees rectangulaires, et leur substituer des coordonnees

polaires s, -, assujctties a verifier les equations

On trouverait alors

s =
y/GT- -h p-, cjcosS + p sin# =s cosr

=rr
Jo yt

H-psin0) J,
cos - F(GT, pl

us cos(r 0} . . ... .

-F(* COST, * sinr] sdsd~,

et la valeur de deviendrait

i i
T \

2

111 /** T V*COS(T 0) T I r
-] -j- 1

/
cos- - I is COST, ssm?}sds fhl^V

| [Jo Jo *
J I

Lorsque le volume dc fluide primitivement souleve ou deprime est

termine par une surface de revolution dont la generatrice a pour equa

tion y f(x], on a simplement
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en soi te que la formule (203) se red nit a

Si la base du meme volume, dans le plan des ,r, z, se confond aver |&amp;lt;&amp;gt;

cercle qui a pour equation

-20

les integrations relatives aux variables s et - devront etre effectives

entre les li mites

ou, ce qui revient au meme, entre les limites

et, en faisant, pour abreger,

on trouvera
cos (7 0)

= r,

V O.

Gette derniere valeur dejetant independante de Tangle 0, il en resulte

que, dans I bypotbese admise, les eourbes qui marqueront les somnii-

tes et les points les plus bas des differentes ondes se reduironl it dcs

cercles concentriques.

Dans la meme bypotbese, on tirera de 1 equation (ao3)
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[ integration relative a CT devant etre effectuee entre les limites

f/.uo) w = co cos 9 smO \loC- co
2

, w = co cos 5 + sin y/a
2

co-,

et 1 integration relative a co entre les limites

W = y., CO

Si I on fait d ailleurs

(
2 1 ?.

)
co ay et GT co cos 6 = xp sin (5,

[ equation (209) se trouvera reduite a

^ r* l

/ cos(uv) f(x\Jp*
^^^

on, ce qu revent an ineme, a

i

1 -
J

~

irr

,=

^i
-is

jz

I
COS

(
vv

) f( a v/^s --i- V a
J
t/a &amp;lt;/y

/0

On pent remarquer que la formule (2i3) coincide avec celle que Ton

deduirait de 1 equation (198) en posant

~
i F

( cr, p ) =f(ym* H- p
-

) , ra&amp;gt;
= x J., p = av.

Ajoutons que, pour tirer les formules (208) et (214) de 1 equation (194 ),

il suffit de prendre successivement

OB(I&] **i.*A-7^=-iV -?-
.

et

cos(uv) fa&amp;lt;/p*

^
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les signes ties seconds membres etant choisis de maniere que la quan-

tite U soil positive.

Lorsque la fonction f est entiere, on pent eflectuer immedialement

dans 1 equation (2i5) I integration relative a s, etdansla formule
(2j(&amp;gt;),

[ integration relative a
;/..

Concevons, par exemple, quc le mouvement

ait ete produit par I iinmersion d un solide de revolution, et que ce

solide se reduise a un eylindre, a un cone, on a un paraboloide don I

la generatrice soit represented par Tune des trois equations

x x
y - y -

\
1

x ) } l
1

aa )*

On trouvera, pour le eylindre,

(218) U

pour le cone,

/&quot;(

et, pour le paraboloide,

/( a
s/

A20
/.

= |a -/i /

On developpcra facilement ces valeurs de U en series convergentes

ordonnees suivant les puissances ascendantes dc M. En efl et, pour y

parvenir, il suffira de remplacer cos( jv) par la serie

1.2

Apres ce remplacement, on pourra effertuer les integrations relatives

a v entre les liinites v = o, v = i
; et 1 on .obtiendra ensuite les points

OF.nvres dc C. - S. I, t. I. 33
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les plus has et les sommets des differentes ondes, a 1 aide des equations

= o; et
an

Si Ton emploie en particulier la valeur de U donnee par 1 equation ( 220),

on sera conduit aux resultats que M. Poisson a obtenus dans son second

Memoire sur les ondes. Mais, si Ton part des equations (218) et (219),

on obtiendra des resultats differents. Par consequent, la forme du solidc

immerge influe necessairement sur les hauteurs et les vitesses des ondes

dont le mouvement est uniforme.

Si, au lieu de la formule (216), on emploie la formule (21 5), on

pourra immediatement developper son second membre en une serie

convergente dont les differents termes se reduisent a des integrates

simples. En effet, si Ton a egard aux equations

COS -
7T 7

1.2 I .2.3-4

et

i.2.3...2
3

/ ~~L
/ s -iJ V C-

la formule (21 5) donnera

r, - ^ (-Y
L i U/

On aura d ailleurs, pour le cylindre,

r
1

i

f(a* ) /i, -/ 5 2 &quot;+l ds -
,

J 2W-+-2

et par suite

/ r i f^r- (^^)
4

* (^y) &quot;i

225 U = =t-a 2
/t i- - +

-&amp;gt;T^ -7 i o TO H---- h21. 3 (I.2)-
8

4 (l-?.-3)
2
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pour le cone,

r
l

i

fiats] = -A(i *, / *(i*)rf= ^rs
J (a-4-a)(a-h3J

, r~ (^) 2
U&quot; r (^) 6

226 L=27:a 2
/i --

7-=
----h;r -o / ?^

I
2.3 4-5 i 6.7 (1.2 )

a
8.9 (i.2.3 )

a

et, pour le paraboloide de revolution,

/(a*) h(i s 2
),

, r r ! (-^)
2 (^) 4

(^^)
6

i
227 U = 7:a 2 A ---- ----h ^-y ;

-

., ^ /-
;

-. H----

LJ . a 2.3 i 3 . 4 (
i . -2

)

-
4 5

(
i . 2 . 3

)

-

Si Ton considerait le solide de revolution engendre par la parabole

tangente a 1 axe des x, et a laquelle appartient 1 equation

/ 30 \ &quot;

r = /n i - -
]

5

\ *;
on trouverait

,, 0/

6.7 .8 (i.2)a 8.9.10 (i.a.3)

Enfin, si Ton considerait le solide engendre par la revolution de la

parabole du troisieme degre, a laquelle appartient 1 equation

x
r = i + ?. i

- -
,

V

on trouverait

f(xs}= -h(i

.91.2)2 - 1 1 (i.2.3

33.
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En general, toutes les fois que/(r) sera line fonction entiere de x, on

obtiendra immediatement la valeur de 1 integrale

/ s-&quot;

JQ

en remplac,ant, dans le developpement du produit s
-&quot;^ t

f(y.s}, les puis

sances s
2n+t

,s-&quot;

+
~, s-&quot;

+3
, ... par les fractions- &amp;gt;

---
-.&amp;lt;&amp;gt; 7?

.). n -+- 1 -2 n 4- 3 2/1 + 4

Au reste, la valeur de 1 integrale (23o) pent quelquefois s obtenir en

termes finis, dans des*cas oil 1 ordonnee de la courbe generatrice n est

pas une fonction entiere de x. C est ce qui arrivera, par exemple, si

Ton determine cette ordonnee au moyen de 1 equation

e= h

On trouvera, dans cette hypothese,

i
tl
ea((-s)^ l i.?..3...f9.w + i) T a a-

I __ o24-| fit _:_! I
f&amp;gt;a

_
j
__ _ _ __ _

J ea i (e
a

i)a-&quot;

+ -
[_

i i.-z

ir.ci.-li V f a a-\ 3 / 2 rt^ a 1 \ /{u
2
\

i3i L= e i le i
---

T-T
(e
a

i)a- [ \ i i.a/ i.2\ i 1.2 1.2. 3 i. 2.3.47 \ a I

On peut remarquer que t equation (a3i) se reduit a 1 equation (226),

dans le cas particulier ou Ton prend a o.

Si Ton substitue la valeur de U donnee par la formule (224) dans les

equations (221) qui determinent les points les plus bas et les plus

eleves des differentes ondes, ces equations deviendront respectivement

2.32)



NOTE XVI. 201

233)

f I \ / U ~
\ /

f I \ QLS (I V ^&quot;

I 1 i

- iw \ 4; J

+
&quot;fe)W

Ces dernieres se reduiront en particulier, pour.le cylindre, a

y.s\ds . . =o.

3 (i.2)
2

4 (1.2.3)* 5 (i.2.3.4)
2

11 (i&quot;

2
)

2

J j5 (&amp;gt;

2 V ,9 O 2
)-

3 (,.2)
2

4 (..*.3)*
H ~

5&quot; (i. 2. 3. 4)2

pour le cone, a

H-7T
2.3 4-5 i

t&amp;gt;-7 (
I - 2

)&quot; 8-9 (1.2. 3)
- 10. 1 1 (1.2.3.4)

-

i rii2^3

2.3 1.5 i (J.-T (1.2)- 8.q (i.2.3)
2 io.ii 1.2.3.4/ \ / *y \ /

pour le paraboloide, a

TT-T- ...= o;

eniin, pour le solide engendre par la revolution d une parabole qui

louche 1 axe des x, a

i 5J 2\2 I

.3.4

3 _1_
2 3 i

&quot;

i 5^ . I -1 i-L -^J

6.7.8 (,.2)
2

8.9.10 (I.2.3)
2

i (4u 2
)

-

10.11.12 ( I . 2 . 3 . 4 )

-

6.7.8 (l.2)
2

8.9.10 (l.2. 3)2

I 9 (X-)
&quot;

10. 1 1. 12 (TT^TMy2
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En determinant les premieres racines de ces diverses equations, on

reconnaitra que les valeurs de{u
2
etdeu, correspondantes aux sommets

des deux premieres ondes, sont respectivement

(
i-j- = 1,1727..., v=-- 2,i658...,

pour le cvlindre
|

Uw=: 7,364 .., w = 5,427...,

(\v-= 2,1399..., v= -2,9257..:,
pour le cone

( IfV- = 1 1 ,8g4- . .
,

n = 6,897...,

pour le paraboloide
jv- = 1,8622..., v - 2,7292...

\v- = 10,968. .., z&amp;gt;
= 6,624...,

pour le solide engendre par la re- /
., ^ = 3,4825..., u= 3, 782...,

volution d une parabole tangente
&amp;lt;]

a 1 axe des x \**
= a995 -

&amp;gt;

**= I0 88 - -

On trouvera de meme que les valeurs de {u
2
et de u, correspondantes an

point de passage de la premiere onde a la deuxieme, sont respectivement

pour le cylindre I y2= 3,6704..., v = 3,83i6. . .
,

pour le cone {S- = 8,6563..., u = 5,8843...,

pour le paraboloide ^i&amp;gt;-

= 6,5g36. .., u = 5, i356. . .,

pour le solide engendre par la re- i

volution d une parabole langente , {u- = 19,8704. . .
,

-j = 8,9152. ...

a 1 axe des x .

II importe d observer que la derniere valeur de u, etant fournie par la

seconde des equations (287) et non par la premiere, indique un point

de passage eleve au-dessus du niveau naturel de la surface liquide.

Si Ton voulait calculer non seulement la premiere ou les deux pre

mieres racines de chaque equation, mais encore la troisieme, la qua-

trieme, etc., il faudrait conserver dans chaque serie un grand nombre

de termes, et les calculs deviendraient fort longs. Toutefois on pourrait

les abreger en faisant usage de logaritlimes, et prenant pour valeurs

approcbees de {u
2 des nombres dont les logaritlimes fussent tres

simples. Ainsi, par exemple, si Ton veut obtenir les trois plus petites

racines de la premiere des equations (236), on observera que, dans
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cctte equation mise sous la forme

*_(y-\ ,

*
/v

zy
(
238)

les coefficients tie la premiere, tie la deuxieme, tie la troisieme, etc.,

enfin de la dix-septieme puissance tie -.-&quot;&amp;gt; on t pour logarithmes des

nombres dont les parties decimales sont respectivement

5-2287874, 61978875, 4.^369749, o63486%5, 5i 9 fi82o,

83817696, o388364i, 13574642, 14011123, 0^092998,

90559394, 68028466, Sgo iSooS, 04000203, 63346 1 85,

r 74o6936, 66486684;

et, a 1 aide de ces logarithmes, on reconnaitra sans peine que les trois
A

plus petites valeurs de T , propres a verifier 1 equation (238), sont

comprises, la premiere, entre les nombres

. et io- 82 = 6,6069.

qui, substitues dans le premier membre, fournissent deux resultats de

signes contraires, savoir, +0,00367 e^ o,ooo53; la seconde entre

les nombres

io - 2
=17,3780.. . et io 2;i = 17,7827. ..

auxquels correspondent encore deux resultats de signes contraires,

savoir, 0,00264 et -Ho,ooo5; enfin la troisieme entre les nombres

I0 323
33,496... 61 IO 5S = 35,481...

dont la substitution fournit les deux resultats de signes contraires

-ho,ooo5 et o,oo38. En poussant plus loin ^approximation, on

trouvera pour les valeurs approcbees de ^u
2

correspondantes aux trois

premieres racines de 1 equation (238)
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et pour ces racines elles-memes,

j 5
,

1 356 . . .
, v 8

, 42 . . .
, -j = 1 1

,
6 1 . . . .

Apres avoir calcule les racines des equations (234), (235), (236),

(23;), il ne restera plus qu a les substituer dans les formules (192)

et (iQ4) pour obtenir les valeurs de r et de/ relatives aux sommets et

aux points les plus has des differentes ondes. En operant de cette ma-

niere, on s assurera que les valeurs de ret dey relatives au . sommet de

la premiere onde, au point de passage de la premiere a la deuxieme, et

an sommet de la deuxieme onde, sont respectivement

pour le cylindre .

..*Va, y 2, 333. ..//

(^

r =n: o
, -2554 . . t \/g x, y= o,

r=o,iifi...t\!gst, y= 2, -270... h (^J ;

pour le cone

/= 0,2923. . .t \lgct, y i,i8i.../M -
)

,

\t&amp;gt;

f
~

/

/ =. o
,
206 1 . . . / \lgXj y= o

,

i

, y \ 2

r=io,i 9o3.../ s g-a, 7=0, 176. ../i
)

5

\ i. *
&quot;

/

pour le paraboloTde

r= o
,
8026. . . t \gx, T = i

,

r= o , 2206 . . . t \,/gx, y o
,

y.

g*

pour le solide engendre

par la revolution d une

paraboletangentearaxe \

des x

0,169... A I 7

\^*

r=o,i5i5.
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La regie par kquelle on determine le rcste de la serie de Taylor
suffit pour montrer que la somme de la serie, qui forme le developpc-
ment de cos(vj) dans Tequation (222), est comprise entre la somme
des n premiers termes de cette serie, et la quantite a laquelle se reduit

la meme somme, quand on change le signe du /^me
terme. Or il est clair

que les series
(
2 34), (235), (236), (237), jouiront de la meme pro-

priete, et qu on pourra en dire autant des series (232) et (233), toutes

les fois que la fonction/(as) ne changera pas de signe entre les limites

s = o, s = i. Cette remarque fournit le moyen d assigner une limite

inferieure aux racines positives de chacune des equations (234), (235),

(236), (237), etc. Par exemple, la premiere des equations (237), ayant
son premier membre compris entre les limites

4-6.5V4
et

2.3.4 4.6.5\4
on

i / u 2 \ i

-7(1- - et .

24 \ 20 / 7-4

v-

20

n admettra pas de racines positives, inferieures a ^20 4,47 ^n

peut aj outer, et nous le prouverons plus tard, que cette equation n a

pas de racines reelles.

L equation (21 5), dont nous nous sommes servis dans ce qui precede

pour determiner la valeur de U, peut etre remplacee par plusieurs
autres qu il est bon de connaitre. D abord, si dans cette equation on

developpe/(a.y) suivant les puissances ascendantes de s, 1 integration
relative a s pourra s eflfectuer, et, si Ton fait

f(ots}~ A -f- Us H- Cs- + Ds&quot; + Es &amp;lt; 4-. . .,

on trouvera

OEuvresdcC. S. I, t. I.
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et par suite

cosuCr .i co

+ ,
..(&quot;

A* I&quot;

fc

&amp;lt;*./,
b&quot; ~*

1
*

-V^T2
&amp;lt;k

De plus, si dans le second membre de 1 equation (216) on developpe

/(ot\/;j.- + v-) suivant les puissances ascendantes du radical \/u.- + ^,

on en tirera

==4a*/ LA + B{^H-/*)
V

, ^o /

/ 1

+ D
( p.

2
-+- v-

}

-
-+- . . . \ cos

(
vv

} dp. cb.

Pour faciliter dans cette derniere la determination des integrales de la

forme

il suffira de poser

designant une constante arbitraire et w uue nouvelle variable. En

effet, en substituant la variable m a la variable
[j., puis integrant par

parties entre des limited quelconques, on trouvera

/
2/f + V i /*

r

(
w 2 H- v 2

)
du. a 1

I
-

(
u.- -4- v 2

)&quot; /x^
y

^
I 3 _!_ ^ //-*- I j 1/3 ]

O \ /^

~am-aLm lf
*

J
&quot;

m
i

i- \

2 + 2

i r Jm &quot;I

\
&quot;

y &amp;lt;J \ i J

_J!
i

^~~ ^

/J
(

j .
.

[ ni(a m-j&quot;^
1 i.9,.3...

^a&quot;,/ m-(a iw-)J
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Comine on a d ailleurs

267

r dm i r, i i

_ I I _ I ______ 1
I

J m*(a m*) a J \m- a in- J
///&amp;gt;(e III

i
-

. I cr -+- m \ i

/ - H- const.,
a \ i / am

I integrale (a/jS), prise entre des limites quelconques, deviendra

/(,&amp;gt;+,rV

l I i

H- const.

&amp;gt;. j m / m*\**-* 1.2. 5.. ./

H-consl.

11 reste a prendre cette integrale entre les limites
\j

on, ce qui revient an meme, entre les limites m = o, m = a-\ i v
2

,

apres que Ton aura eflectue la differentiation relative a la quantite .

Or il est clair qu on arrivera an meme resultat, si Ton pose, avant

cette differentiation, m= b*^i v*, sauf a ecrire, apres la differen

tiation, a an lieu de b, et si Ton snpprime en outre la constante arbi-

traire. On trouvera de eette maniere

245

i. n -+- 2

i v

34-
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ot 1 on en conclura

f :- )^=&quot;

On aura d autre part

f&quot;

7^
- *^

ct generalement

/.v l-/

/
(f/.

2 + v 2
)

2
r/y.

2 a 2 it i r

A 1 aide de ces diverses formules, on tirera de 1 equation

^
T / o r

!

r. B c
4* A

E n i

4- -n^p (3 -4- 4^
2 4- 8v) + - (i V 2

)-
O * O

, r
1

o/ B 3l)
o \ ,/-f-V v*\

9, a 2
/

v 2 - H- T-v 2 4-. . . / cos( jv) dv\
Jo \ a / i-V -v-

COSWV
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juris,
en integrant par parties de maniere a remplacer la fonction

/ / - tAi= ^ par la fonction derivee
1

3D B ,31)

3D y\n(vv}(Iy

4*2 /-V B^,3D ,
i / 3D

. ncosH_r/v1 I n I /, V J I _ .._ I O &quot;S /I *V - I 1 I -ZH I 12 h 4 -JT- J**-t-... .,1 2.0.4 ., V -1r--- i-t----
\

,

J
-
;
o L I

[,_!)!

D ailleurs, si, dans les equations (i35) et(i36), on remplace ;/. par v,

tit /?* par 1 unite, elles donneront

/ r
1

/ F(v) cos( vv] dv

[
o

3-V~ F ( n- - ^^^ e-V17
&quot;&quot; F

(
i

- J i
]

; n- 2
V

I

/
/ F(v) sin(uv) dv

f

L

^ - F i + -
y
~

v /

2
y/

i

p i

F/
*

i-v-
\u ,

e dv :

j)uis, en designant par n un nombre entier, et posant successivemenl
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F(v) = j et F(v)
= , on obtiendra les formules

(i v 2
)- fi v 2

)-

v-&quot; COS(uv) fh
,

I

9
&quot;

/

i v-Y
^

\

r/v

i

^--v&quot;)
^

~

fi -^rrV% v* i/*^
y \ -j / f e-

-

(h

\l\

?. J

La scconde des deux equations qui precedent cesse d etre exacte pour

une valeur nulle de n. Mais, si Ton integre les deux membres de la

premiere par rapport a u, apres \ avoir remplace n par 1 unite, on en

conclura

/ sin Ivv] (h T: \2u/ C x
\

1
~T = ~ &quot; =

I
,
7
o

V ,_ v2a
2

V
/-I ^o

J J \

Les trois equations que nous venons d etablir fournissent le moyen de

calculer avec une grandc approximation la valeur de U, dans le cas ou

la, quantite u est tres-considerable. En efFet, les fonctions que leurs

seconds membres renferment sous le signe /, se reduisant sensible-

ment a zero, avec le facteur e~^, lorsque la variable v devient tres-

grande, ne conserveront des valeurs appreciables que pour des valeurs

linies de v, auxquelles correspondront, si la quantite u est tres-conside

rable, des valeurs tres-petites du rapport
- Or, toutes les fois que ce

rapport demcure compris entre les limites j, les binomes de la

forme
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se developpent en series convergentes ordonnees suivant les puis

sances ascendantes de -
Apres avoir substitue ces developpements

aux binomes dont il s agit, on obtiendra facilement les valeurs des

integrates

developpees elles-memes en series dans lesquelles les puissances

ascendantes de - se trouveront multipliers par des expressions de la

forme

/-,,_! i 35 a* ,
i /

IV 6~v OV= ------ ---
71&quot; COS 1

J 2 2 2 2 V
7T COS | U -7 | J

4

et

g( l)y~i_ e (-j)Y / ,+ , 35 2JIH.| i / 77\
. I nj

2 z3 V /7ij . . . T-- QlT) I tl _ IJ C Lf ./ ,. Olll 1 &amp;lt;/ &quot;T I

2 y I t/ \

puis, en attribuant successivement au nombre n les valeurs entieres i
,

2, 3, 4, 5, ... et ayant egard aux equations

A=/(o), A+B+ C+ I)+ E + . ..=/();

/-&amp;lt;

^&quot; /

1.2&quot;^
v

D=-^-5/*r

(o), I.2.3D + 2.3.4E + . =ra 3
f&quot;(a ;*%/* * /\/

on 1 era voir que, pour des valeurs considerables de u, la fonnule (260)
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donne a tres-peu pres

TT

fi \
3

9. /jo /&amp;gt;

2 -4-
i(&amp;gt;4

n -t- 45 _3X

Ajoutons que la formule (254) peut etre deduite directement de 1 equa-

tion (216). En effet, on tire de cette equation, en y remplagant la

variable
\j. par le produit \j. y i v

2
,

fl

st 1
I _^

/
(

i v-}
- cos [vv] f(y. s/fA- -+-V- [J.-

v- )
du. dv

i

~ u - o

I = \^- f I (i-v
2
)^cos(zjv) / ae*

V/
&quot;&quot; 1

[-(p.
2 + v 2

-p-
2 v 2

)v
::r

J

a

^ o /

(!) Afin que les formules (a55), (a5G), et en general loutcs celles qui renferment des

puissances ou des logarithmes d expressions imaginaires, ne donnent lieu a aucunc difficulle,

il convient d employer toujours les notations

u. designant une quantite positive ou nulle, et a, v, des
quantite&quot;s quelconques, pour repre-
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Si, de plus, on transforme 1 integrale relative a v par le moven dr

IVquation (25i), Ton trouvera

Observons maintenant que la difference

s evanouit toutes les fois que la valeur de
;/.

est superieure a la frac

tion
-T===&amp;gt; et devient, dans le cas contraire, equivalente a 1 expres-
\v- H- v

sion

&amp;gt;[&amp;lt;

et

d ou il suit que la derniere des integrales doubles comprises dans la

senior les expressions imaijinaires

p /

(
y.

2 -h v 4
j

2
cos

(r/
arc tang

-
)
+ y/-l sin [a arc tang

-
)L V f* / \ f /J

| /(ft
2

-+- v 2
)

-i- y/ i arc tan;;
-
V.

arc tang- etant le plus petit arc (abstraction faite du signe) dont la tangente soil 6gale au

rapport -, ct par consequent un arc compris entre les limites - -, -i-

77
. Cette regie, qui

sul fit pour fixer completcment le sens des notations dont il s agit, et que nous avons adoptee
dans le Cours de 1 tcole royale Polytechnique, est aussi celleque nous suivons dans le present
Memoire.

OF.uvres de C. S. I, t. I. 35
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formule (236) se reduit a

,
,,-._

Jo \ &quot;

[

/y-

(*

ou, ce qui revient au me me, a

, /

U

v da dv.

Remarquons en outre que, pour de petites valeurs du rapport -1 les

produits

L y V i&amp;gt;* *A* j
^

--;\/=ir ,_a / ,_ U 2 N -12

e4
L
JV

^
+

( ^ vr- J

sont equivalents aux expressions[aI j
I I f/,

-
J y 1

-
^

I
-

l^ W*

i^ 1^
&quot;

enfm remplacons ;x par sin T, et nous reconnaitrons que, pour dc

grandes valeurs de D, la formule (256) donne a tres peu pres

(
2 5 7 ) (

COST &amp;lt;i- (h

i
a

-

&quot; V
COSTC/T C/V.

Si, en remplagant toujours a par sin-r dans la troisieme des integrates
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doubles que re n ferine la formule (266), on posait dans la premiere de

&amp;lt; es Integrates

= + -(i-f. SHIT) V-i,

et dans la seconde

[*

~ ~
(

]
~

[
J
-~] \ i -( &quot;-)

= - -
(

i a sinr ) t/ i
,^ o- J -j

alors, an lieu de la formule (267), on obtiendrait la suivante

=

~^&quot;

4
&quot;

^ / :^T

COS 2 Ti/
&amp;gt;.-J

V- i

V .
,

, 12

I-H (i +-sin 2 r v/ i

au

COS T C/T (h

(ass;

av / v ,

I V
7 -!

/
-

i
008 -

1 -./--- COST y/-

Si dans le second membre de cette derniere equation on developpe,
i les fonctions

/

av / v

V I COS- 7o - ,
* /

idb - (n- sin 2
-) v i

/
i

LA^
et / COST V

-

35.
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en series ordonnees suivant les puissances ascendantes des expressions

XV V .

-
/

1
-- V I COS 2 7 V I

-

.a&quot; /
---

et dc COSTV i
&quot;

_
i i + sin 2 7

les fractions de la forme

on series ordonnees suivant les puissances ascendantes du rapport

} 1 expression (
i y J

)
et ses puissances negatives en series

ordonnees suivant les puissances ascendantes de r &amp;gt; les integrations
&amp;lt;J

s executeront iminediatement a 1 aide des formules

7
cos 2 &quot; 7 (h=

/ sin 2 &quot; 7 cos 2 &quot;+ =

2.4-6- (2) 2

2 . { . () . . . ( 2 /?/

/ v&quot; e v ^/v = 1.2.3. . . n
,

/

/&quot; IJ+ 4 _. v , ^
3 5 7-f-i J

J
V ^ V

&quot;2 o/2&quot; 2

et Ton retrouvera 1 equation (25/4), dans laquellc le coefficient dn
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prod u it

se presenters sous la forme

Sill y -4-

2.11

[ ( .&amp;gt;./?-&amp;gt;- 1 ) (2 M--JJ /^ ^ 2 -+- 1 (// 2) (// i
)

&quot;j

a&quot;-
2/ (

*-i

~
2~~ J.2~^ 42

.

r
i . j i

L

-2
(x)

?.w 3| // 3

_, .,

2 1.2.3

3)(9,/; 5) w

2. {.6.8

H? 2.4.6.8. 10

a.
{.(&amp;gt;.8

-j
a -sy(~s)|

(2 // - i ) (a // 3) (2 // - r
&amp;gt;) (2 /? 7) . . .7. 5.3 /&amp;lt;x

T/r2. 4- 6. 8. 10... (2 2).2

Si Ton applique successivement la formule (a54) a la determination

des valeurs de U relatives aux diflerents solides que nous avons deja

consideres, on en tirera, pour le cylindre,

U=:

r /i\&amp;gt;
472&quot;; , iV &quot;1 r.\ ,aw i^w-.wj J

sln

H?)|
3 /i\ 10.5 /i\3
8

pour le cone,

r \ i
..&amp;lt;&amp;gt;&amp;lt;&amp;gt; L

cos

[7 /i\ 9
r
&amp;gt;7 ^IV_ TT\

o ~7 + sin u -7
L8 \.y/ loaj \-j/ }



278 MEMOIRE SUR LA THEORIE DES ONDES.

pour le paraboloide de revolution,

f io5/i\- IO $Q{) /i\&quot; / T-

A _-7Mu)
+

=88 UJ -.p^-i
3i!&amp;gt;

enfin pour lesolide engendre par la revolution d une parabole tangente

a 1 axe des x,

sin
(
u 7

] V 4

11 suit de 1 equation (264) que les ondes correspondantes a do

grandes valeurs de u seront tres pen sensibles, si la courbe genera-

trice du solide immerge satisfait a la condition

et bcaucoup moins sensibles encore, si la meme courbe satisfait aux

deux conditions

Les consequences geometriques qui se dcduisent de ces remarques

sont analogues a celles que nous avons tirees de la formule (81). On

peut d ailleurs observer que la condition (263) est remplie pour le

cone et le paraboloide; et la condition (264), pour le solide engendre

par la revolution de la parabole tangente a 1 axe des x.

En joignant a 1 equation (254) les formules (221), on determiners

tres-facilement les sommets et les points les plus bas des differentes

ondes correspondantes a de grandes valeurs de &amp;lt;j. Concevons, par

exemple, que le solide immerge soit un paraboloide. Dans ce cas,

1 equation (254) coincidant avec 1 equation (261), les formules (221)

deviendront
63 / 1

lan ( v -
}
~ ~ v y80

7T\ 8 I
r
) 3() / I

4
&amp;gt;66) lang(u + 7 )

= -

3
&quot;

~
-3 ^ I

-
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Si, dans 1 equation (aG5), on reduit le second membre a scs deux pre
miers termes, on trouvcra pour les trois plus petites racines positives

j = 5, 1-28-2. .., u 8,4i5C. . ., v =

Elles different tres-peu, comme on voit, des nombres

qui represented les trois premieres racines de I equation (238); et

meme pour la troisieme racine, la difference est deja au-dessous d nn

centieme.

On pourrait mesurer le degre d approximation que procurent les

methodes precedentes, et assignor des limites entre lesquelles se

trouvent comprises, non-seulement la valeur de U fournie par I equa
tion (^58), mais encore les restes des series que renferment les equa
tions (234), (209), etc. Pour donner une idee de ce genre de calcul,

considerons le cas particulier oil il s agit du solide engendre par la

revolution d une parabole tangente a 1 axe des x. Dans ce cas, la for-

mule (238) donnera

i-

!w_2 r r^j
J 3

^-J Jo i/o 2V/ I I

i
(
i -I- s

. ,
- li

sin 2
r) i/ i

J

Or il est aise de voir que, dans cette derniere equation, 1 inte^rale
double renferme, sous les signes//, une fonction dont la valeur nume-

rique est inferieure an module de 1 expression imaginaire

COST,
sin-r i
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rYst-a-dire, au produit

&amp;gt;68i
v-e

v 2 -
/ v 2 V I v-+

T--,)
+ 77 COS T

-

1 &quot;

2

Comme on a d ailleurs evidemment

i

el

v \- v~\i v- \- ,

i 4- -7 : I [iH-7 rCOS*Tl (i + ) (
+ 7 .;) / ... \

~

&amp;lt;

il (MI resultc que le produit (268) sera inferieur a

7 *

76 ^

ct la valeur numerique de 1 integrale double ci-dessus mentionnee a

./;.

Cette valeur numerique sera done plus petite que le produit ( i +
v &.

et en consequence la valeur de U, determinee par la formule (267 ,

demeurera comprise entre les limites

On peut en conclure que Fequation U == o n aura pas de racine posi

tive superieure a celle de la suivante

7T&quot;
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c est-a-diro, au nombre 2,62...; et, eomme la quantity L est une

fonction paire do y, qui ne s evanouira jamais, tant que la variable v

restera inferieure au nombre 447--- (voirh p. aGj), il est clair quc,
dans riiypotbese admise, 1 equation U=o n aura pas de racines reellos.

Quant a la seeonde des equations (221), elle aura, dans la meme hypo-

tbese, une infinite de racines positives, qui se confondront sensible-

inent, quand la variable u deviendra tres grande, avec les racines de

1 equation cos
(
u T )

= o.
V 4/

Si, les trois conditions

(369) /{*)= &amp;lt;&amp;gt;, /&amp;gt;(*)
=

&amp;lt;&amp;gt;, /&quot;()== o,

etant remplies, la quantite / (o) conservait une valour difTerente de

zero, chacune des equations (221) ne pourrait avoir qu un nonibre fini

de racines, et par suite il n y aurait plus que quelques ondes. II en

sera de meme, toutes les fois que, dans la valour de U, developpee

par le moyen de la formule (204) en une serie ordonnee suivant les

puissances ascendantes de -, 1 exposant de la plus petite puissance

fractionnaire de -
surpassera 1 exposant de la plus petite puissance

a

entiere, d une quantite egale ou superieure a -

Lorsque la fonction /(v) est paire, les tonnes, qui renferment les

puissances entieres de
^, disparaissent de la formule (254); et, pour

de grandes valeurs de u, les equations (221) fmissent par se reduirc

sensiblement, 1 une a

!
2:) sinfw-jl

et 1 autre a

De plus, on verifie la formule (270), en posant

OF.uvresdeC.S. I, t. 1. 36
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n designant un nombre eiilier quelconque, et la ibrmule (271), en

posant

On pent done affirm ei quo Ics sommets des differentes ondes et leurs

points de passage se trouveront a la fin determines par les equations

(272) et (27^). Ajoutons que 1 equation (272) sera relative aux som

mets, si, dans la suite

f(*),f(*),/(), ,

le premier terme qui ne s evanouit pas est une derivee d ordre pair; et

que, dans le cas contraire, cette equation determinera les ordonnees

des points de passage.

Avant de quitter la formule (254), nous ferons remarquer que cette

ibrmule se rapporte uniquement an eas oil les derivees de la fonc-

tion/(v) conservent des valeurs fmies, 1 pour = o, 2 pour v = j.

S il en etait autrement, on pourrait recourir encore aux equations (25 7)

et (258), puis developper leurs seconds membres en series ordonnees

suivant les puissances entieres ou fractionnaires de -, et il deviendrait

alors facile de determiner les ondes correspondantes a de grandes

valeurs de la variable u. Ajoutons que, dans plusieurs cas, les series

obtenues seraient composees d un nombre fmi de termes. Si Ton con-

siderait, par exemple, les ondes procluites par Fellipsoide de revolu

tion dont la generatrice a pour equation

r=

I

on trouverait /(*)= --A(i **)*; et par suite on tirerait de 1 equa-

tion (257)

-
(
cosu - sin ~j I .

\ ^ /
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Dans ce cas, les sommets des diil erentes ondes correspondraient aux

valeurs positives de u determinees par la formule

j cos-j siniA 3y
; o, ou tang;, 5 -&amp;gt;

lainlis qiie les points de passage correspondraient aux racines de

equation

[ 77) u cosz; sinu = o, ou langj = j,

entitlement semblable a celle que fournit, dans le cas de deux dimen

sions, un cylindre parabolique. Au reste, 1 equation (27;)) pent etre

deduite immediatement de la formule (216).

Lorsque le solide immerge n est pas termine par une surface de

revolution, alors, pour fixer les sommets et les points de passage des

difterentes ondes, il faut recourir, non plus aux formules (208) et

(2i5), maisa Tune des equations (191), (198), (2o3), (209), que I on

peut transformer elles-memes, a 1 aide des equations (i33), (134), etc.,

de maniere a en obtenir d autres qui soient analogues a la for

mule (256). L equation (ao3) comprend, comme cas particulier, celle

que M. Poisson a donnee pour la determination des ondes produites

par un paraboloide elliptique. Si le solide immerge se reduisait a un

disque, c est-a-dire, a un cylindre ou a un prism c droit d une hauteur

tres petite, en nommant h cette hauteur, on tirerait de 1 equation (197)

,^o\ , / C C uTzcosQ up sin ,= n I cos - - cos - C/OT (h,
J J y- y.

le signe etant choisi de maniere que la valeur de U flit positive. Con-

cevons, pour fixer les idees, que la base du disque soit un rectangle
dont le centre coincide avec 1 originc, et dont les cotes soient paral-

li les aux axes des x et z. En designant par

COST et 9. y. sin 7

36.
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ces memes cotes, on trouvera

/
&amp;gt;

a COST .a sill T x, . .,

, / / uwcosv -jo sm 9 , 7

I L ; t li / / cos cos dw do
* a eos T - a sin T

(79)
I _,. /a\ a sin (w cos COST) sinfusiodsinT]

\ \y/ cos 9 sinO

Par consequent, la valeur de y tiree de 1 equation (194) s evanouira,

toutes les fois que Ton aura

(?,8o) sin (v cos Q COST) = o, on sin(y sin sinT; =; o,

c est-a-dire, lorsquc les variables o et verifieront les formules

(-181) -jcosQ = : , u sin 9 =: ^
COST sint

/i etant un nombre entier quelconque. Si dans ces formules on remet

pour u sa valeur W? e^es deviendront

282) r2
:

,
- COST cos 6, r- = ^-- sinr sin3,

4 7. n L[IIT.

et seront precisement les equations polaires des courbes dessinees par

les points de passage des differentes ondes. Quant a\i\ sommets des

ondes, ils seront determines par la formule (IQ^), qui, dans le cas

present, se reduit a

283) cos 9 COST cot (u cos 9 COST) + sin 6 smr cot (u sin # sinr)= --
ay

Si dans celle-ci on remet pour u sa valeur, 1 equation qui en resultera

entre les coordonnees polaires r et 0, savoir,

go. t- cos 9 cos-
g&amp;lt;xt*

sin0 SUIT -?.r
2

-&amp;gt;,84)
cos 9 COST col - H- sm9 SUIT cot ,

- ~

appartiendra aux courbes dessinees par les sommets des diverses ondes.

Si Ton cherche en particulier la courbe dessinee en relief par la pre

miere onde, on trouvera une courbe fermee, ayant 1 origine pour
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centre, el dans laquelle des diarnetres maxima ou minima repondront

aux valeurs de 6 et de r fournies par les equations

i= o, r - o
,
3 j o &amp;gt;. . . .

(
i -+- cos i r

]

*

l\lgx ;

i

-i / = o
,
3 1 0?. . . .

(
i cos i -

)

T
t\lgy.

tandis que Ton aura, pour = - -T,

j^

/ = o ,igfp . . .
(
sin 2

-; / vVa -

Pour le disque a base carree, on aura simplement
- = -,-, el, par

suite, { equation (284) deviendra

~, gxt 2 cosO gy-t- sin (5 ?.r-J?.
&amp;gt;.oj) cos 5 tans- + sin B lane-

4/
--

S/-&amp;gt;- 4/
2

y
/ 2 a ^

En discutant eette derniere, on reconnaitra que la coin-be dessinee en

relief par la premiere onde se reduit a une espece de carre curviligne,

situe dans une position inverse par rapport an carre qui sert de base

au disque, de inaniere qu aux diametres minima et maxima du carre

don ne correspondent les diametres maxima et minima de la courbe,

represented par les prod nits 0,6204. . -t \/gy. et o, 099. . .t \
f

gy.. Cette

derniere conclusion se trouve d accord avec les experiences recentes

de M. Bidone, geometre italien.

Nous ne nous arreterons pas a considerer les ondes qui sont pro-

duites, lorsque, le temps venant a croitre, le troisiemc terme de la

serie (178) acqiiiert une valeur finie. Un calcul semblable a celui que

nous avons efl ectue dans le cas ou le fluide ne conserve qu une dimen

sion borizontale, ferait voir qu elles sont tout a fait insensibles.
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NOTE XVII.

SIR LE DEVELOPPEMEM EN SERIE DE I/1MEGRALE

/** -

i K =n / c

Si dans 1 integrale (i) on developpe successivement en serie, J lr

i

factcur cosa, 2 le facteur coB(aJb(&)
T

, on devra obtenir, a ce qu il

semble, deux valeurs de K ordonnees, 1 une suivant les puissances

ascendantes de la quantite k, 1 autre suivant les puissances descen-

dantes de la memo quantite. La premiere de ces deux valeurs, savoir,

lv ~~
7 ^ r- ^^ 7- u

?. 4 5 . o 0.7.0.9.10

est exacte. Mais la seconde, savoir,

3.4.5 5.6.^.8.9
(3)

1/f)
2

est inexacte, ainsi qu on va le demontrer.

Nous observerons d abord que, si Ton developpe 1 integrale

r* *

*
I G ^

~ ^ C S \J cltJ*

^0

en serie ordonnee suivant les puissances ascendantes de -r-&amp;gt; soit a 1 aide

du developpement de cos^, soit a 1 aide de [ integration par parties,

on trouvera

(5) fV(M

ct Ton pent s assurer qu efTectivement cette derniere equation donne,

pour de grandes valeurs de k, la valeur approcbee de 1 integrale (4),
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pourvu quo, dans le second membre, on conserve seulemerit les pre
miers tennes qui forment une suite decroissante. Si done la formule (3)

pouvait subsister, il faudrait qu on eut, an moins pour de grand os

valeurs de la quantite k,

r x ~ f x

(6 )
I

COS
(
2 /- a

)

-
cos a dy. = -

/ &amp;lt;?-(
- k& s

COS y. Hy. .

- o t/o

Or, au contraire, on tire de la seconde des formules
(i i) (Note III),

ji_ j_

(7) / cos(3/r)
2 cosu.du.~ -

[sin
- -t- cos - J / e-( 2*^cosa

&amp;lt;/u,

-/o
2 \ 9- ^/ J

et cette derniere exclut evidemment la formule
((&amp;gt;).

On pourrait objecter, en faveur de Fequation (3), qu elle se deduit,

aussi bien que 1 equation (5), de 1 integration par parties. Mais il est

essentiel d observer que cette derniere integration ne donne les valeurs

approcbees des integrates que dans le cas ou, apres un certain nombre

d integrations partielles, la valeur de 1 integrale qui represente le reste

est fort petite. Or cette circonstance, qui a effectivement lieu, quand on

developpe en serie Fintegrale (4), ne subsiste plus dans le cas ou il

s agit de 1 integrale (i). On n a plus meme alors aucun moyen de deter

miner les limites entre lesquelles le reste se trouvo compris.

Pour confirmer par un calcul numerique 1 exactitude de 1 cqua-
tion (7), concevons que 1 on attribue a la quantite k la valeur 8,30. . .

qui determine la premiere des ondes tracees en creux a la premiere

epoque du mouvement. En substituant cette valeur dans les equa
tions (2) et (5), on en tirera

et

r
/

^o

0,I2I...H-0,Ol5... 0,001

(9)
/

e-(- k^
cos;j.du. = 0,120 0,026 -4- o,oi 3 . . . = 0,1 1

i/O
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Lorsqu on prend le dernier resultat en signe contraire, on obtient la

quantite negative 0,11... tres sensiblement differente de la quan

tite 3,6i. . .; de sorte que 1 equation (6) est manifestement erronee.

.Mais on retrouve a tres-peu pres la seconde de ces deux quantites,

quand on ajoute a la premiere le produit

^ j

-
(sin ?rk + COST;/*-),

qui, dans I hypotbese admise, se reduit a --3,5i....

Les remarques que nous venous de faire prouvent que Ton s expose

a de graves erreurs, lorsqu on determine les fonctions par le moyen de

leurs developpements en serie, sans tenir compte des restes.

NOTE XVIII.

SUR LES INTfiGRALES DEFIMES SINGULIEHES ET LES VALEURS PRI&amp;gt;CIPALES

DES IMEGRALES LNDETEUM1NEES.

J appelle integrate de/inie singuliere une integrale prise relativement

k une ou a plusieurs variables entre des limites tres rapprochees de

certaines valeurs particulieres attribuees a ces memes variables, savoir,

de valeurs infmiment grandes, ou de valeurs pour lesquelles la fonc-

tion sous le signe / devient infinie ou indeterminee. Ces sortcs d inte-

grales ne sont pas necessairement nulles, et peuvent obtenir des

valeurs finies ou meme infmies, qu il est ordinairement facile de cal-

culer, comme je 1 ai demontre, pour la premiere fois, dans un Memoire

presente a 1 Institut le 7 novembre 181/1, et approuve sur un Rapport

de M. Legendre, dont les conclusions se trouvent impriinees dans

1 analyse des travaux de la meme annee. Ainsi, par exemple, desi-

gnant un nombre infmiment petit, et a, b, deux constantes positives,
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on fixera sans peine les valeurs des integrates definies singulieres

/ \ / t - If t ti \ f

7 ,
. jfa\ ( i

(
.r] a

da:= 1(0)11 T) 5
/

(/x=(-t }l ( T
\6 / A- *

On trouvera encore, en designant par a, deux nombres infiniinent

petits,

rn+i

j

, a r/7. r , .

. F,(p)
- - F, a ,1

y.- -+- i u a }- T.

T:

Enfin, coinme, dans chacune des integrates (7) de la Note VI, la fonc-

tion sous le signe / est sensiblement egale a zero pour toutes les va

leurs de
[j. qui ne sont pas tres rapprochees de a, il en resulte que ces

integrates se reduisent aux integrales singulieres determinees par les

equations (2).

Lorsque, dans une integrate de la forme

la fonction sous le signe / devient infinie pour des valeurs de x com

prises entre les limites ^r
(l , X, et representees par .x

t , x.,, .....rm , cette

integral*
1 est le plus ordinairement indetenninee. Mais, si elle entre

dans le calcul coinme limite de la somme

(4) I /(*) dx 4- f /(*) dx +~*+( f( x ]
dx.

.&amp;gt;o J*t+ t J .rm i

elle reprendra en general une valeur fixe a laquelle nous avons donne

le noin de valeur principals.

Cela pose, soient f(^) etF(a?) deux fonctions tellement choisies que

le rapport

3;



290 MEMOIRE SUR LA THEORIE DES ONDES.

ne varie jamais d une maniere brusque entre les limites a;= ,r , x= \\

Y = Yn , y- Y. Designons par jc
t , ,r,, . . . ,

jcm les racines de 1 equation

V(x]
~

dans lesquelles les parties reelles demeurent comprises entre les quan

tites #, X, et les coefficients de y i entre les quantites y , Y. Knfin

snpposons que ces memes racines appartiennent toutes a I equatiou

(6) F{*)&quot;=o.

Si Ton integre par rapport aux deux variables x, y 1 equation identique

et que Ton reinplace dans cbaque membre 1 integrale relative a x par

sa valeur principale (roir le Resume des leeons donnees a 1 Ecole royale

Polytechnique sur le Calcul infinitesimal, t. I
01

),
on trouvera

i
f

(
.r -f- .ro v

--^nF==7
H.)J

v/-

II est essentiel d observer que, dans le second membre de I equatiou

precedente, chacune des fractions

_

F f r }

&quot;

F ( r* , I l&amp;lt;

l7Tr iA
^
-c

.; j
r

^ *a ,
r

^
xm

j

doit etre reduite a moitie, quand elle correspond a une racine dans

laquelle la partie reelle se confond ayec 1 une des quantites .r , X, on

le coefficient de y ~i avec 1 une des quantites r , Y.
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Lorsquo la fraction (5) s evanouit, i pour .r 20
, quel quo soil v,

2 pour v~cc , quel que soil ,r, alors, en prenanl ,r
()
= -oo , X=ac ,

v,,
= o, Y -= cc

, on tire do la fornuile ( 8 I

/ &quot;

fl-r] l~ f r ^ f -r f, -
i 1

(10^ / -i - fir __ &amp;gt;- i

v
-

i _!_
*

Ki .r )

&quot;

p^TT h F^T -----h FT/r^ v
- _ x I / I

*-
v

4^
;

r
v sj -1 l*s/J

On irouvera en consequence, pour F(,r )
= i H-a 2

,

/*&quot; f..r) ,
/&quot;&quot;fijci + f: .rj ,

ii
I

-&amp;lt;lx
-

f( y/
i ) = /

- dx\
J I -h X- I -r- X-*- oc t, o

ct, pour f(x] i x-
,

r*
f! r] T /1 V * J 7 -r/&amp;gt; \ v \-\ i

~

I~ rto
-- -

ff i f 1 1 1] y/ i = I

1 X- . .

L

/
*

f -r ; -4- ff r\
I
*

; &amp;gt;

* *

On ne doit pas oublior (jue, dans le passage de la formule (10) a I tMjua-

lion (12), il faut red u ire* a inoitie chacune des expressions (9), el que

Tequation (1-2] fournit seulement la valeur principale de I inteifrale

qu elle ren ferme.

Si, dans les formulos (i i
) et (i 2), on pose successivement f(.x}=e

rt -rv/
^

et i\x] =xeaje^~ t

, on en conclura

.r sin&amp;lt;7 r
,- (1x = - e

-^*2

.3

/
x
ros/7.r

,- r/^r
- -

&amp;lt;?

&quot;,

\J,
-H*a

- -

/

] (** cos/7^c
,

/
*

^r siii^.r , r
-ax -&amp;gt;inr?, ax -cos.

/ i .r- .i J \ x-

Les deux premieres des equations (i3j out ele donnees pour la pre

miere fois par M. Laplace.

Lorstjue la fraction (5) s evanouit, i pour x = oc
, quel que soil v,

j&quot; pour r ,
&amp;lt;juel que soit ,r, alors, en prenant x

tt o, \ ~ yz
,

vo==:(), Y = sc ,011 lire de la formule (8)

rf
V . I f T* . 1 f . 7*

I .

I
I iX

_&amp;gt;
*///+ - I - - 1 . t 1 I 4,

- i i f \ i &quot; \ I V
I L ^.. t? 1

I *m* L ^v&amp;gt; II
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En posant, dans la formule (r/i), F(#) = i x-, reduisant a moitie la

f . \ / ! \ *

fraction T^^-T = ^ =
-7 f(i), et remplaeant Ics deux variables x, v

F (#) *&quot;(i)

par une seule variable a, Ton trouvera

r f i

du. ^-^

Si Ton prend d ailleurs f({A)
= I equation (i5) donnera

C~ e&quot;V-^~
,

,

/
----- dtj. = \J

Jo -^

ou, ce qui revient au meme,

(i6)

/ r
/ LCO

X [si
-

f- - (sin y/
i COSfl),

et Ton en conclura

&amp;gt;)

/ /* * / &amp;lt;-r

/*

i / COS (flu
2

) ;
= - Sinrt -f- I sillfrttt 2

}

I U.~ * *i I
-

I
t/e r t. o

i r ^ o\ ^,y- ^ r* / o\

/ sin(aa^)
~ ;= --COS+&amp;lt; cos^^a-)

\
t/o

&quot;

^0

/ &quot;r
&quot; N an ^a

/ M-&quot;^o

- / [cos(//.
2

) sin(rta
2
)]

-i-

-(cosrt + shirt)

Ces diverses equations fournissent seulement, les valeurs principales

des integrales que renferment leurs premiers membres.

Conccvons inaintenant que, dans la seconde des equations (7)
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Note II), Ton remplaee w
2

par ay.
2

, on trouvera

/8\- r&quot; ( -, \ ,

(19) cos(rtp.
2

) sin(^
2

)

= (
-

j I
sinnj 2

cos\ &amp;gt;.rt- f.cj; ffe:

puis, en ayant egard aux equations (i3),

i / i
/&quot;* cos i au.-} sinf/7a 2

) . _/ 8 \ r&quot; C* * cos I
^ fl

~ W
1
J-

t/O i&quot; \ &quot;/0^0

/*&quot; / \=
(^Tr)

2
i sine? 2 sin ^9.- w) (fa,

*J

- / -

r ^^ -sni^H^^/gy
r

^ sin CT2
cos

^ -
/0 \ / t./o /0

. ,

lu.dm

- rti ^ drz.

27r sin ro 2 sn &amp;gt;,-

Par consequent, 1 equation (18) pourra s ecrire ainsi qu il suit :

27r)
a

/ si

hi)1

* i /-
x 1

[

-
(cosrt -h sina) (-27:)- / sinra 2 e-- a ~

drs.

Jo

DC plus, en posant cr
;/.,

et integrant par parties, on etablira facile

ment les formules

f*

/ ^ \

sinro 2
sinyart

2

crj

,- smu - = / cos -ia-u.- cos,

J
Slim 6

i

/&quot;

(la i r*
= -

I
e --* sma-:

J-0 ,.- n r,- V
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CD vertu desquelles 1 equatioii (21) tleviendra

I* (-- 1 / coslaa5
u.-) cos y. &amp;lt;/u

1 \ :-&amp;gt;.a I

/
T \

-
/&quot;&quot; 7 -

smtf .....
/ e -&quot; -?-\/ .A

7 -
- cos*? 4- smtf .....

/ e -&quot; -?- cosu du.

_

Si j on iiiuKiplie Ics deux inoDibres do cotte derniere par (--)&quot;-
&amp;lt; t si

1 on lait en outre a = -,/c, on obtiendra prccisement la formule (71 dc la

Xole precedent^, savoir,

co s &amp;gt;. k . ]

-
c o s u. dj.

i .

--A- -
/ /,- /,-\ /&quot;

cos -
-f- sin - -

/
e -(- *^ s cosa dm.

* V 2 2 / . /.

On parvient encore a des resnltats dignes de renianjiic, (juand on

combine la troisieme des formules (i3) avec les equations (ro) de la

Note II. En elfet, si dans ces equations on reinplace 77? par a, et n par a,

on en tirera

cose/= f -
j I (

cos u- -I- sin a-
)
cos -,--.; dy.

(
cos u- sill u-

)
sin - - c/v.

,

sine/ = -

(*

&amp;gt;
,o x o

-
) / sinw. 2

-4- cos//-) sin -. &amp;lt;lj .

r-l J% ^1J--

Coninie on aura d ailleurs, en vertn de la troisieme des formulos

ft-
&amp;gt;. /

*
fi-v (h

sin-, = -

/
cos-,

4w-
~

*a ^ J
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on irouvcra definitivement

_

/ ,
\ &amp;gt; /* ^ &amp;gt;

I cosrt:=
(
-

) / (cosv.- -:- sin v.
2

) cos-?-- du.

\*J J. 4^

,

2 v dv.&amp;lt;h

(cos,*-- sin^-j COST
f

,

y- -*

(26)

1 sine/ = (
-

) / :sinu 2 cosu 2
) cos -. du.

\~l J MJ-~

*
i

._)
&amp;gt;
X n or.

/ *&amp;lt;/!

+
(*) J i [sin/x2 + cosy &amp;gt;]

COS
472 i-

(I cst a 1 aidc de Fequation (25), et avant d avoir etabli les formulas &amp;lt;!(&amp;gt;

la Note VI, quo j
ai obtenu pour la premiere fois les equations (d ] et ( f

de la Xole XVI. Je vais indiquer en pen de mots la route (juc j
avais

suivie pour arriver a ces memes equations.

On a vu, dans la deuxieme Partie du Memoire (Sect. Ill, IV et A
),

que, si Ton desi^ne par f&amp;gt; la densite du fluide, par y Fordonnee de la

surface qui correspond, an bout du temps /, a 1 abscisse cc, et par F .t

Fordonnee initiale, on aura, en supposant le fluide reduit a deux

dimensions, et les vitesses initiales nulles,

i V C*
(&amp;gt;.?)

)= \ /

pourvu (jue Fon assujettisse la function ^(m) a verifier Feijualion

i v^ /

* *

&amp;gt;.&amp;lt;S F() = j y I cosma -I
; m] in- dm.

Si Fon considerc en particulier le cas ou F(a?) est line fonction paire d

la variable x, les ( ([nations (27) et (28) deviendronl

&amp;gt;.*)

I
/*&quot; ? 3 ^

j
/ cos/na: COSm

g&quot;

/ -lin ni dm,
.-0

&amp;lt;/ / c&amp;lt;\&amp;gt; ma l/(m m~ dm.

X- o
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De plus, si, apres avoir pose, dans la formule (26), a = m 2

g- 1, on sub-

stitue la valeur de cosm 2

g~t dans 1 equation (29), on trouvera, en ayant

egard a la formule (3o),

4- sin ^-1 [F (x + ^-\ + F (x - ^-\ I &amp;lt;h

L \ ^ !

f
J -/ \ 4.y-

J
/J

&quot;

3i)
.

I +- / / (eosa* sinu1)! F(jr-4-2; ^) + F(^
71 J Jo L V 4p-v/ \

r/v

11 sufilt de concevoir que, dans cette derniere, la fonction F(a?) rede-

vienne tout a fait arbitraire, pour obtenir la valeur la plus generate

possible de 1 inconnue y.

Lorsque la fonction F(a?) n a de valeur sensible que pour des valeurs

de x peu differentes de zero, alors, en attribuant a la variable x line

valeur positive et finie, on trouve

/
()

, o \

(cos//
2 +sinu 2

)
F Lr -^ )du.

V 4fV

puis, en posant, dans 1 integrale simple, x f-^ CT, dans 1 integrale

double, ^- --
j^-

-= nr, et remplagant v par v-,

^
/ COS 7

^~

4V/ 27:J_ K L4l*-

. Ffm
sin

sn

(lommc on aura d ailleurs, en vertu de 1 equation (18),

4 r&quot;r

(34) cosa-4 sina -
/ [cos(^.

2
)

s

/0
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et par consequent

on tirera de la formule (33)

(K
) =&f.

F CT

(x m

|)uis, en ayant egard a la premiere des equations (20),

_ ft
l

i i -*- x &quot;ll . ~ .,, . dm
(30}

x GJ

Knfin, si Ton transforme la valeur precedente de j, a 1 aide de 1 equa
tion (21), on trouvera

X

(3;

Ffol/- _(__\
T
/W

.
I

|
i e v*--; sinm 2 dm -

^o , I i

-J r

Les formules (3G) et (3y) coincident avec les formules (d) et (f) de la

Note XVI. On doit y supposer 1 integration relative a CT effectuee entre

les limites CT= - co
,
&= oo

, on siinplement entre les limites cr= - a,

ra==-ha, si la fonction F(w) n a de valeurs sensibles qu entre ces der-

nieres limites.

Si dans le dernier terme de 1 equation (2j) on remplace v par v
2

, el
y.

par av, on en tirera

)

COSrt = &amp;gt;-\- C&quot;
2

-I /
(
cos p--i- sin

p.-} cos-^
-

/o

OEwresdeC. S. I, t. I. 38
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On aura d ailleurs, en vertu de la formule (3/j),

cos a- 4- sin u 2 - /
(
cos

p.-
v- sin a 2 v 2

)

-

et par suite,

3q) cos&amp;lt;7 = -l-l / / f cos a* v2 sin u2 vsl -cos- -&amp;lt;/y..

T: yrry J JQ
i v- i\u.-

D autre part, on conclura de la premiere des equations (20), rcunie a la

premiere des equations (22),

C* oo o ON dv _ ,

L C* .

a
x ,

c/o
-^ ~

;

J.

= (-)
- / cos\^p.v) cosvdv

\ / i / o

)

/_\ i
J

X^
00 I y= (

-
1

-
: / cosv&quot; cos 7

- (h.
\ 1 1 4 y- J 4 a

Par consequent, 1 equation (Sg) donnera

i /* r
:

JO) COS^r-z-
| |

i ,

Enfin, si dans cette derniere on ecrit a~ au lieu de a, m au lieu de 7 5

et
(A
au lieu de v, on obtiendra la formule

i, a /**/*&quot;
-,

&quot;= -
/ / cos am cos/7/u. cusp.

2
dudni,

&quot;K

i/ o l/t

laquelle s accorde avec la premiere des equations (3) de la Note VI, et

conduit immediatement a la valeur de j, fournie par 1 equation (58) de

la seconde Partie du Memoire.

Si Ton remplace, dans la formule (8), la fonction f(#) par le produit

f(o7}e
&amp;gt;J -rv/

~
r

, j par zero, Y par 1 infmi positif; et si Ton suppose d ail

leurs que la fraction ^^ ^^ - s evanouisse poury= ^
,

F(^+7 V/-i)

alors, en prenant successivement XQ
- -X, .2- ^ o, puis ecrivant, dans
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le second membre, - au lieu de v, on obtiendra les equations

i&quot;

u v

1

/

-i J.

,]y7

X

(Lr,

(45)

_i_ r
w V i Jo F XH--V - . x

I.es equations (/p), (43), et celles qui s en deduisen-t, comprennent,
eommc cas particuliers, les formules (i3i), (i3a), (i33), (r34), (i35),

(i36), (a5i), (262), ... de la Note XVI. De plus, si Ton pose, dans

I Equation (42), i on aura ^, 0; puis, en reduisant
x i a?2 r

ffj, \

a moitie la fraction
F//J\

e
J

r| = T
&amp;gt;

et substituant la lettre v a la

lettre x, on trouvera

:-i4)

:= 7T V
~

I + I
\ O T !

.-(-J)^

-
v i i

-
J

*

En egalant, dans les deux m ombres de cette derniere equation, les

coefficients de v
;

i, et les divisant par 2, on obtiendra de nouveau la

troisieme formule de la pa^e 2G5.

38.
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NOTE XIX.

SLR LES FOXCTIONS RECIPROQUES.

II suit des equations (3) de la Note VI que si, la variable x elant

positive, on prend

/ 9 \2 /

= {-| / 9(a)

et

/ \ O
/&quot;

?)
=

(-J I

&amp;gt; / Jo

on aura reciproquement
!_

/2\- r*
(3) ^{jc)=f-j I /(/** / t/o

et

(4)

En d autres termes, les formules (i) et (2) subsisteront encore apres

1 echange de la fonction / centre la fonction
&amp;lt;p,

et de la fonction r

centre la fonction ^. On voit done ici se manifester une loi de reci-

procite, i entre les fonctions/et 9 qui satisfont a 1 equation (i);

2 entre les fonctions f et 6 qui satisfont a 1 equation (2). Pour cette

raison, on peut designer les fonctions/et o, ou / et y, sous le nom

de fonctions reciproques. Les proprietes remarquables de ces memes

fonctions, et les avantages qu elles presentent dans la solution d un

grand nombre de problemes, m ont fourni le sujet d une Note que j
ai

inseree dans le Bulletin de la Societe philomathique d aout 1817. Toute-

fois il est essentiel d observer qu au moment oil je redigeais cette
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Note, je ne connaissais encore d autres Memoires ou Ton cut employe

los formules (3) (Note VI), que ceux de M. Poisson et de moi sur In

iheorie des ondes. Depuis cette epoque, M. Fourier m avant donne

communication de ses recherches sur la chaleur, presentees a 1 Insti-

tut dans les annees 1807 et 1811, et restees inedites jusqu en 1819,

j y ai reconnu les memes formules, et je me suis empresse de lui

rendre a cet egard la justice qui lui etait due, dans une seconde Note

imprirnee sous la date de decembre 1818.

Lorsque, dans les equations (i) et (2), on substitue a 9(1*) et
&amp;lt;J/(a)

leurs valeurs tirees des equations (3) et (4), on obtient les formules

*)= - rr
/o t/ o

/^
^00 /, *

(a:)=- /
I sin^^; singer f(rs}du.dw

*Jo Jo I

(les dernieres, qui sont entierement semblables aux equations (3) de

la Note VI, supposent encore la variable x positive. Mais il est aise de

les remplacer par d autres qui s ctendent a toutes les valeurs reel les

de jc. En effet, concevons que, F(o?) designant une fonction quel-

conque, on prenne

On tirera des formules (5)

2 /*&quot; /*

F(ar) -I- F( x] = -
I I cosp

i/o J

2 /** r*
\

I I cospx cosucr F(GJ) dp. dm,
I/O t/ _ 30

-&amp;gt; r* f
00

F(#) F( ar)
-

/ / sinajc sinucj [F(j] F(~J Jo

Bn*4? sinaro
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et par suite,

cosucr
j

/* /

(
r

)
- : ~

/
I

- If _ 3

: ^ / //u

*/t /_ o

-
a:)--

- / /

&quot;

/o ^_

:
/ /

i/o ^

Or il est clair que les equations (6) peuvent etre censees comprises

dans la seule formule

cosy.ni

(cosa^r COS//GT sin/aa; singer) F(

F(.r)= :
/ /

i/o V
cosucr x

pourvu que dans celle-ci Ton considere la variable x comme suscep
tible de recevoir toute sorte de valeurs reelles. On se trouve ainsi

ramene a 1 equation (34) de la Note XV. Au reste, on peut etablir

directement la formule (7) par les memes precedes qui nous ont con

duits aux equations (3) de la Note VI, et Ton reconnait alors que dans

cette formule il est permis de supposer 1 integrale relative a a prise,

non plus entre les limites co
, -+- cc

, mais entre des limites quel-

oonques w
, ra&quot;, dont la premiere soit inferieure et la seconde supe-

rieure a la valeur de x. On aura done generalement, sous cette condi

tion,

T y /&quot;&quot;

(x} = -
I / cos

4u(ar M) F(ro) dpdw,
71 Jo Jm

ou, ce qui revient au meme,

(9) F (^) = ^f r eMx-*)^ Y(v)dp.dTn.

Si dans 1 equation (9) on remplace la fonction F(a?) par une fonc-
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lion Y(jr t v) des deux variables .r et v, on en tirera

/-. /io&quot;

^1
I

e\&amp;gt;- F(cr,

et Ton aura encore, en designant par p ,
p&quot;

deux quantites, 1 une int e-

rieure, 1 autre superieure a la valeur de y,

F(CJ,J)= -T T e O&quot; -pV&quot;
F(GJ,p)tfv&amp;lt;/p.

On trouvera par suite

(10) f(x,y} = I III eV-^-^^ e (y-V\l~ F(cy, p) dp d& dv do.
- a^ra */_/ i

On etendrait avec la meme faeilite la formule (9) a une fonetion de

Irois ou d un plus grand nombre de variables.

Les forinules (9) et (10) sont d un usage tres commode dans 1 inte-

gration des equations aux differences partielles. Elles sont d ailleurs

comprises, commc cas particuliers, dans d autres formules que ren-

ferment deux de mes Memoires presentes a 1 Institut le 16 sep-

tembre 1822 et le 20 juillet 1823. Le premier de ces deux Memoires a

ete imprime dans le dix-neuvieme cabier du Journal de I Ecole rovale

Pofyteehruque.

NOTE XX.

SIR LES fiQUATIOXS QLI D^TEUMINEM LK HOI VEMEM I) l N FLUIDE SOUMIS

A DES FORCES QL ELCONQUES.

Je me propose dans cette Note d indiquer les moyens de parvenir le

[&amp;gt;lus simplement possible aux equations qui determinent le mouvement

d un fluide soumis a des forces quelconques.

Soient .r, y, z les coordonnees rectangulaires d un point quelconque
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7 DES.

de 1 espace, lesquelles seront prises, avec le temps t, pour variables

independantes. Soient de plus au bout du temps t, et au point qui a

pour coordonnees x, y, z,

% la densite du fluide,

p la vitesse,

,-X-, 25&quot;,
& les composantes rectangulaires de la force acceleratrice,

u, v, w les composantes rectangulaires de la vitesse.

Si le temps t vient a croitre d une quantite infmiment petite At, les

valeurs de x, y, z, relatives a une meme molecule, recevront les ac-

croissements infmiment petits

et 1 accroissement correspondant d une fonction f(x, y,z,t des quatre

variables independantes, savoir,

f(x-\- uAt, y + v At, z + u A/, t -t- At] f(x,y, Zy t},

sera sensiblement egal a

tdf(x,y,z,t)
df(x,y,z,t] df(x,y,z,t] d f(x, j, z, t}~\

dt dx dy dz

On trouvera en consequence

/ do do do do\ .

( i
) : -+- u -T- 4- c - \-w

}
At pour I accroissement de la densile. o.

\ dt dx dy dz j

A
At pour celui de p.

J

^u\ ,

-T At pour celui de n.

dzj

\s v vv \s v (J\ \ * . 1*1
-T \- u -: h v -r h (v -v- A/ pour celui de r.M ^)T- nv n?. I

At pour celui de p

.
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D autre part, si Ton considere deux molecules tres voisines, situees a

la distance e Tune de 1 autre, et qui, au bout du temps /, aient respee-

tivemertt pour coordonnees, la premiere, les quantites

4 *, r , *,

et la seconde, les quantites

(
5

) x + a, j+ c, 2 + 7,

on reconnaitra sans peine qu au bout du temps / -+- A/, les coordonnees

de la premiere molecule etant

6. - x + u A/, y + c A/, s + iv A/,

celles de la seconde seront a tres pen pres

du du

17

7 A/,

i
- - a + --

d(^

^-ylA/

Par suite, les projections a, , y de la distance t des deux molecules

sur les axes des x, y, z, ou, ce qui revient an memc, les differences

entre les coordonnees de la seconde molecule et les coordonnees de la

premiere, deviendront, au bout du temps / + A/,

(8)

r) &amp;lt;)M 0/f \ .

a - - + 6-r +y - A/,
0^7 d/ dz /

dv dv dv \ .

a - - + - +y A/,
o^c dy dz )

dw dw dn \ .a- - +S- - + y-- A/.
Oj;

c&amp;gt;^-

dz )

Done, au bout du meme temps, un element du fluide, qui se presen-
lait d abord sous la forme d un parallelepipede rectangle ayant pour
sominets opposes les deux molecules, et pour airtcs les longueurs a,

OF.uvresdcC.- S.I, t. I.
3&amp;lt;:)
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6, 7, se sera change en un nouveau parallelepipede dont les aretes

donneront pour projections respectives, la premiere sur 1 axe des x,

la seconde sur 1 axe des j, et la troisieme sur 1 axe des z, les trois

quantites

(+

Ajoutons que, les angles compris, i entre deux aretes du nouveau

parallelepipede, 2 entre le plan de ces deux aretes et la troisieme,

etant droits a pen de chose pres, les sinus de ces angles differeront

tres peu de Funite; (Foil il resulte que le volume du nouveau paral

lelepipede sera sensiblement egal an produit de ses trois aretes, on

meme an produit de leurs projections, c est-a-dire, a

(9)

dx

e r i?!L + &amp;lt;* + *?-\\t 4- 1
-&quot;^L

1

.U* 4r ^/ J

Enfm, comme la densite du fluide, dans le voisinage de la premiere

molecule, sera devenue, a 1 epoque dont il s agit,

il est clair qu en negligeant les infmiment petits du second ordre, on

trouvera pour la masse du nouveau parallelepipede

ou a tres peu pres

u y-h
Y do d(u8] d(v) d(

: :-f-- + - + -

|
dt dx dy oz

II est maintenant tres facile de former les diverges equations qui

doivent servir a determiner le mouvement de la masse fluide. D ahord,

si Fon divise les expressions (3) par A/, on ohtiendra les composantes
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rectapgulaires de la force acceleratrice (jui serait capable de produire

;i die seule le inouvement effectif de la molecule fluide dont les coor-

donnees, an bout du temps /, sont designees par x, y, z. Si Ton

retranche ces composantes des trois quanlites &amp;lt;&, 5&quot;, &, les restes obte-

nus, savoir,
du du du

U -r - V -
dx dr

du

dt
&quot;

dx
dv dv

V -r- - W -T-

dy d2

&amp;lt;)() dw div

dt dx dy dz

representeront les composantes d une force acceleratrice propre a

maintenir la masse fluide en equilibre. On aura done

I dp / , du du
:

( ,T\. -^- U
dx

3)

du du

-&amp;lt;,^]o,

dp __(,

dp
dz

~

dv dv dv . dv

dt dx dy dz

d*v div dw dw

De plus, si la masse fluide reste continue pendant Unite la duree

du mouvement, chaque element de masse devra conserver constam-

ment la meme valeur, et par consequent le second terme de 1 expres-

sion (ti) devra s evanouir. En egalant ce second terme a zero, on

formera i equation

d(vd) d(w
dx

o.

Observons encore que, si le fluide est incompressible, la densite de

cbaque molecule devra demeurer constante. L expression (i) sera

done nulle, et Ton obtiendra la formule

dd dd
-77 + M -T
dt Ox

dt do

dz

en vertu de laquelle 1 equation (i/j) se trouvera reduite a celle qui

39 .
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exprime que le volume d un element du fluide ne varie pas avec le

temps, c est-a-dire, a

dit dv d&amp;lt;v

16) -. h -f-
+ -- =;dx ay dz

Si, au contraire, il s agissait d un fluide elastique, on aurait

a designant une quantite constante. Les cinq equations (i 3), (i5) et

iG), ou (i3), (14) et (17), sont les seules qui subsistent pour tous les

points d un fluide incompressible ou d un fluide elastique, entre les

cinq inconnues
(&amp;gt;, p, u, v, w considerees comme fonctions des quatre

variables independantes x, y, z, t.

Soient encore
x I, y y), z

les coordonnees initiates de la molecule qui coincide, au bout du

temps t, avec le point dont les coordonnees sont x, y, z. Les trois

quantites ;,-/;, serviront a mesurer les deplacements de la memo

molecule pendant le temps t, parallelement aux axes; et, pendant un

instant infiniment petit AJ, compte a partir de la fin du temps t, les

deplacements en question recevront des accroissements egaux aux trois

prod u its

-+- M T + v T
? + &amp;lt;&quot; ^

dt dx dy

t- M -s h t&amp;gt;

- h (V -T-
1 A/,

dt dx dy dz)

dC d C d C dC\ .

-+- M T +v~ + w .- A/.
dt dx dy dz )

En divisant ces produits par A^, on devra retrouver les vi tosses ?/, r,

w, paralleles aux axes. On aura done

(18)



NOTE XX. 300

Ces trois dernieres equations serviront a determiner les deplaeements

;, /;, ^, lorsqu on connaitra les valours tie a, c, w en fonction des

(juatre variables independantes x, y, z, t.

Concevons maintenant qu il s agisse d un liquide incompressible

termine par deux surfaces, savoir : une surface invariable qui s appuie

centre la paroi d un vase, et unc surface libre, soumise a une pression

constante P. Soient

( 9) f(x,y,z} =

1 equation qui rcpresente, a toutes les epoques du mouvement, la sur

face invariable, et

[ equation initiale de la surface libre. Enfin supposons que chacune

de ces surfaces renferme constamment les memes molecules. Dans

cette bypothese, une molecule situee sur la surface invariable, et cor-

respondante aux coordonnees x, y, z, aura sa vitesse dirigee suivant

une droite tangente a la surface. Done cette droite et la normale a la

surface comprendront entre elles un angle droit dont le cosinus sera

nul. D autre part, comme les axes des x, y, z formeront, avec la

vitesse de la molecule, des angles dont les cosinus seront proportion-

nels a

U, i
, W,

et, avec la normale a la surface invariable, des angles dont les cosinus

seront proportionnels a

5
-

dx dy dz

le cosinus de Tangle compris entre la normale et la vitesse sera pro

portionnel a la somme

u
, + v

,., w ,

dx dy d z
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et ne pourra s evanouir qu avec cetto somme. Done, pour tous les

points de la surface invariable, on aura en meme temps les deux equa

tions

Quant aux molecules comprises dans la surface libre, leurs coordon-

nees x, y, z devront, au bout du temps /, verifier simultanement les

deux equations

Si d ailleurs le fluide est parti de Fetat de repos, les valeurs initiales

des vitesses u, v, w seront nulles. Alors les equations (i3), (i5), (iG),

(18), reunies aux conditions (21) et (22) qui doivent etre remplies,

(juel que soil t, pour certains systemes de valeurs des variables x, y,

c, suffiront pour determiner les diverses circonstances du mouve-

ment du fluide.

Considerons en particulier le cas ou, le fluide etant bomogene, les

deplacements ;, r,, C, et les vitesses u, v, w, conservent constamment

des valeurs tres petites. Dans ce cas, la formule (i5) sera remplacee

par la suivante :

(9,3) d = const.

De plus, si Ton regarde les quantites c, r
t , (, u, r, w comrne infini-

ment petites du premier ordre, et qu on neglige, dans les derniers

mernbres des equations (i3) et (18), les infiniment petits du second

ordre, ces equations donneront

04)

et

dt dfi dC
: tl, -v- = V, -5- = W.
dt dt dt
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Knfin, si Ton ajoute les equations (2/4), apres avoir differentie la

premiere par rapport a -r, la seconde par rapport ay, la troisieme par

rapport a 5, on trouvera, on ayant egard a la formule (16),

(26)
Ox- dy-

Los sept equations (2/4), (
2 5) et (26) sont les seules qui, dans 1 liypo-

tbese admise, subsistent pour tous les points de la masse fluide entre

les sept inconnues

p, u, v, w, , /}, C,

considerees comme fonctions des quatre variables independantes j,

y, z, t. Pour obtenir les valeurs de ces inemes inconnues, on inte-

grera d abord 1 equation (26) qui renferme la seule inconnuey;. Com nu

ll s agit ici d une equation aux differences partielles lineaires et a

coefficients constants avec un second membre fonction des variables

independantes, 1 integration s effectuera par les precedes que j
ai indi-

(|ues dans le XIXe Cabier du Journal de I Ecole Polytechnique . On
tirera ensuite des equations (2/4)

et des equations

pnis Ton determinera les deux fonctions arbitrages comprises dans

valeurs de ton If s les inconnues, a 1 aide des conditions (21) et (22)
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Les calculs se simplifient dans le cas oil 1 expression

n% dx

&amp;lt;&amp;gt;st la differentielle exacte (Tune fonction des seules variable s x, y, z.

Alors, pour convertir 1 etat initial, dans lequel les vitesses sont nulles,

en un etat d equilibre, il suffit de concevoir quo Ton remplace a 1 ori-

ffinc du mouvement la surface libre par une surface invariable. Soil $
f? i

la pression relative a 1 etat d equilibre dont il s agit. On aura

(*&amp;lt;))

ct, par suite,

ox
, -r-

oy

Cela pose, les equations (26) et (27) deviendront

(3.)

De plus, si Ton fait abstraction de 1 une des trois dimensions du fluide,

I equation (3o) se trouvera reduite a

= o.
dx- dy-

Pour integrer cette derniere, il suftira de recourir a la forinule (9) de

la Note precedente. En effet, soit
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On aura encore, en vertu de la fonnule eitee,

(33) y,
_ = J_ f C ^ ( .c- o j v

- r
&amp;lt;

( W) r, t
)
da &amp;lt;/d.

** J_ X J_ X

Eii consequence, ( equation (32) pourra s ecrire comme il suit :

II fl [

&quot;

&quot;Ly

&quot;

-&amp;lt;&quot; ?&amp;gt;* 0]^- ^ ^*. = . ,.

et on la verifier*, quels qtie soient x, y et ;, si Ton pose

&amp;lt;*

-
9(55, r,

dy*

Or on tirera de la formule (34)

35) ?(sT,r,0

les quantites r, s ne pouvant etre fonctions que de
y.,

GJ et /; puis, les

equations (33), (3i) et (28) donneront

i r* r^
&amp;gt;) p- / I

(
re\&amp;gt;-.

r+ se~
v-f)
t^ rtv^-* dfidan

r / \
/ Fdl e-*rl *dt\4H*-*rt-*dndm\
J J J

is

I -1- r r ( r r r . -
&amp;gt; r r A r ^ .^ J_J_

7

&quot;V
J J J9 Jo *J.

II ne restera plus qu a determiner les fonctions arbitraires desi^nees

par r et s, en faisant nsa^e des conditions (21) et (22).

Pour montrer par un exemple connnent on pent y parvenir, conce-

OEuvres dc C. S. I, t. I. 4
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vons que, 1 axe des y etant vertical, et les ordonnees etant comptees

positivement de has en haut, le fluide soit uniquement soumis a la

force acceleratrice g de la pesanteur. Supposons, en outre, qu il repose

sur un plan horizontal qui ait pour equation

(39) r=-*&amp;gt;

et que sa surface libre, a 1 origine du mouvement, s ecarte tres pen du

plan des x, z. Enfin, soit

I equation initiate de cette surface. Les equations (21) deviendront

(40 y= k, v = o.

En remettant dans la seconde, a la place de r, sa valeur tiree des for-

mules (3y), puis eliminant y entre la premiere et la seconde des equa

tions (4 1
)

on trouvera

/ /
ft|-|**l

rdt eV-h

J - r. J J&amp;lt;)
V Q J

On satisfait a cette derniere equation, quels que soient x et t, en pre-

nant

I rdt eV-
h

\ s dt=:o.
J n c/o

Quant aux equations (22), elles deviendront respectivement

(43) r--^F(*-
;

6), A
= P.

Si Ton considere Tordonnee initiale F(o?) de la surface libre commc

une quantite infmiment petite du premier ordre, la premiere des equa

tions (4^) se reduira sensiblement a

y= r, 4- F
(
x

] ;

ou, si Ton remet pour r, et F(#) leurs valeurs tirees de la seconde des
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formules (38) et &amp;lt;le la formule (9) (Note precedent*), et si en ineine

temps on remplace les exponentielles e^y ,
e~w par 1 unite clont elles

different tres peu qutind y est tres petit, on trouvera

/ /* /* /* /* \ 1

( /
/ ,.,//2_ / ^//2 \ Uu

V ^ ^ ^ /J

(^omme on aura d ailleurs

A; dr -}- $ dy -+- & dz = - g dy, d$ = -
go rfj,

et que Ton pourra prendre en consequence

(45) *^p-**r.

on tirera de la formule (36)

(46) p P g-3y + ;

-
I I (reV-r+se-v-tfeW* -w)^ f/^ ^7^.

Cela pose, la seconde des equations (43), qui se rapporte a des points

compris dans la surface libre, donnera

, f
x

(**

-gy--\ \

on, a tres peu pres,

F
r**

(**&amp;gt;

(47) $} -*--
I I .r

\J *.

Si maintenant on eliminey entre les equations (44) et (47). on obticn-

dra la formule

/ r&amp;lt; r r c
l

Yl
* gtV(w)4-gpl \ \ rdr--- \ I i df* \\tfH*-*)*-* dp da= 0,

\/ ^o ^o -^o yj

a laquelle on satisfait en prenant

U
r r r
/ rft-l I 1

t/O ^0 /0

4o.
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Cherchons maintenant les valeurs de r et de s propres a verifier les

equations (42) et (48). D abord, si 1 on differentie 1 equation (42)

par rapport a t, on en conclura

49)

De plus, si, apres avoir integre 1 equation (42) par rapport a I et a

partir de t = o, on la multiplie par . *^ A puis, qu on 1 ajoute a

1 equation (48), on obtiendra la suivante :

Or cette derniere suffit pour determiner completement la valeur de la

somme r-+-s. En effet, si on la differentie deux fois de suite par rap

port a /, on en tirera

et

puis, en faisant, pour abreger,

i f&amp;gt; \ m
(
53

)
M =

et integrant 1 equation (5a) de maniere a verifier en meme temps les

formules (5o) et (5i), c est-a-dire, de maniere que 1 on ait, pour t = o,

on trouvera defmitivement

i i

(55) r+s = g-8 F(BT) cosM a

g-
a

/.
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De la formule (55), reunie a la formule (4o) on conclura

. ~,M / 5
~~ ~ ~~

et Ton aura onsuite, en vertu de la formule (46),

y

30

/
*

e!A(r+ A)
-)-#&amp;gt;- |A(v-t-&amp;gt;iJ 1 1

(5 7 p-.ftjr+J - Ffw) cosAI-g- /e^ &amp;gt;

ir. ) ev- h -he&quot;!
1*

- oc v oo

ou, ee qui revieut au UKMHO,

o-o /*
K

/^
x
e \&amp;gt;-(Y

+ h] ^. (&amp;gt;- (J.()
+ A) i 1

[58] p-ssVftjr+Z-J J ev.h + e v-*

-- My*coM(*-w) F

La valeur de
/?

etant ainsi determinee, on en deduira facilement celles

des autres inconnues, a 1 aide des equations (28) et (3i), dans les-

quelles on suhstituera, au lieu de p P, le dernier terme de 1 equa-

tion (S^). Quant a 1 ordonnee de la surface libre du fluide, on 1 ob-

tiendra immediatement a 1 aide des equations (4;) et (55), desquelles

on tirera

T /

59) y I

9 ~ i/_

i
cosy..r PJ

Si Ton restituait au fluide ses trois dimensions, il faudrait employer

1 equation (3o), au lieu de 1 equation (32), et la formule (10) de la

Note precedente, au lieu de la formule (9). Dans ce cas, en supposant

toujours la surface libre du fluide tres rapprocbee du plan des .r, z,

designant par
r ^F(^,2)

1 ordonnee initiate de cette surface, et faisant, pour abreger,

i x.(u. +v)A _ ^--(tx -i-v J A

(60) N=(^+^- ,

e ([A
+ v )=/l _|_ e ([A-(-V

J
)--A

on trouverait pour 1 ordonnee de la surface libre, au bout du temps /,

, (** p r x r x
| ^.

(61) y = j, I I I I cosN-g- f cosp.(rn x] cosv(p z] Y(m,p} du.tlv i/w do
~
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et, comme on a generalement (voir le XIXe
Caliier du Journal de I Ecole

rovale Polytechnique, p. 53o)

* r-.*

I I /(^
2 + v

~) cosafj. cosbv
I/ - \J_ ,

(6-,} r r a +A 2

f^ i j- 2
I

I sin v cos-
7
- u. f(pv) dy.dv,

o v* ^

il en resulte que Tordonnee dont il s agit pourrait etre presentee

sous la forme

/
&quot;

f&quot; C~ C* n^ ^ t (CT .rj- +fo Z) 2
.

\

^ II cosR&quot; g- / smv cos- a F(GJ, p)
&quot; ~ ^ o &quot; o /

:
^

la valeur de R etant

1 avA _ - u.vA

(64! . B =
( P.

Si la profondeur A du flulde devenait infinie, les equations (09) et ((53)

deviendraient respectivement

j
^&amp;gt;*

/^

;: /
/

/o ^
cos//- gT

/o

et

i r
00

r&quot; r
K

/* , .ij, (m-.ri2 + ( p
_ z }2

= -
/ I / / cos(p.v)-g-^ smv cos 1

//
r (w, p) a/x2 -

/( i /_/_ 4

Ces dernieres s accordent avec les formules (i) et (i/ji) de la Note XVI.

Dans un autre Memoire nous deduirons des methodes precedentes

les formules que nous avons presentees a 1 Academie royale des

Sciences, le 17 novembre dernier, et a 1 aide desquelles nous avons

determine le mouvement des ondes a la surface d un liquide pesant,

en tenant compte de 1 adhesion qui existe entre ses molecules.
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AVERTISSEMENT DE L AUTEUR.

Quoique la plupartdes formules auxquelles j etais parvenu dans le Memoire

qu on va lire aient ete reproduites dans d autres Ouvrages que j ai publics a

diverses epoques ( ), et quoique j aie apporte de nouveaux perfectionnements

a la methode par laquelle j avais d abord etabli ces formules, neanmoins 1 ac-

cueil favorable que cette methode avail primitivement recu me determine u

publier le Memoire qui la renferme. Seulement j ajouterai quelques notes au

bas des pages, pour indiquer la maniere de simplifier les formules ou d en

lircr de nouveaux resultats. A la tete du Memoire est place le Rapport de

M. Legendre, qui en offre 1 analyse en peu de mots.

(

l

)
On peut voir, a ce sujet, les Notes du Memoire !&amp;gt;ur les ondcs, le Resume des Lecons

donnces a VEcole royali: Polj technique, le XIXe Cahier du Journal de cette ficole, et uu

Memoire sur les integrates clejinies prises entre des limiles inuiginnires. On trouve aussi

(juelques formules extraites du Memoire qu on va lire, et citees par M. Legendre dans la

i-iuquieme Partie des Exercices de Calcttl integral.



EXTRA IT 1)1 PROCfiS-VERBAl

OK LA SIv

DE LA CLASSE DES SCIENCES PHYSIQUES ET MATHEMATIQUES

La Classe nous a charges, M. Lacroix ct moi, de lui rcndre compte d un

Memoire sur les integrates definics qui lui a etc presenle par M. Cauchy, dans

sa seance du 22 aout dernier.

La premiere Partie de ce Memoire est intitulee : Des equations qui anl&amp;lt;&amp;gt;-

risenl le /nisstige tin reel a I iinaifinaire.

Elle nous a paru avoir un objet tout autre quo celui quo le litre annonce.

Cerfaines recherches de Calcul integral ont ofTert parfois des resultats dans

lesqucls le passage da reel a I imaginaire a ete employe comme line sorte

d induclion (|iii, n elant point assez evidente par elle-meme, avait besoin

d etre confirmee par des demonstrations direcles et rigoureuses. Mais I em-

ploi quo M. Cauchy fait des imaginaircs dans la premiere Partie de son Me

moire, n a rien (juc de conforme aux regies ordinaires de 1 Analyse, el n est

sujet a aucune difliculte.

M. Cauchy, a 1 exemplo de plusicurs geometres, a pris pour base de ses

recherches la consideration des integrales doubles, qui, en efl et, a de grands

rapports avec la theorie des integrales definies, et qui fournit les moyens de

varier a I inflni les transformations de ces inlegrales.

II suppose (jue les integrales doubles qu il considere sont prises entre des

limiles determinees jiour chaque variable; savoir : a el
&quot;

pour la variable ^r;

// el // pour la variable -. On pent done imagincr quo chaque inleurale double

donl il s agil, / / iv/./v/^, represente, sur une surface courbe donnee, la por

tion d aire dont la projection sui 1

le plan des ./ &amp;lt; t ; csi un rectangle donne.

OEwres de C. S. I, t. I. \ I
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Cette supposition d une figure rectangulaire restroint, commo on voit, 1 etenduo

des fonctions representees par la forniule / / IV/./Y/C, puisque cette formule,

consideree dans toute sa generalite, represente 1 aire qui a pour projection, sur

le plan des x et z, une figure terminee par un contour quelconque.

Ayant pris pour r une fonction quelconque de x et :-, on peut proceder do

deux maniercs a la determination de 1 integrale double / / vdxdz, selon quo

la premiere integration se rapporte a la variable a- ou qu elle se rapporte a la

variable z, et le choix entre ces deux manieres d operer n est pas toujours in

different. Quelquefois les deux integrations se font avec facilite en commen-

cant par une variable, tandis que, si Ton commeneait par 1 autre variable, on

rencontrerait immediatement une transcendante qui rendrait la seconde inte

gration fort difficile.

Cette difficulte, au reste, quand elle a lieu, tourne a 1 avantagc de la science,

puisque, sacbant a priori que les deux resultats doivent s accorder entre eux,

on a, en etablissant 1 egalile, une formule qui donne la valeur d une integrate a

laquelle les precedes directs de 1 integration ne seraicnt point applicables.

C est ainsi que quelques geometres sont parvenus a differents resultats plus

ou moiris rernarquables dans la theorie des integrales defmies.

M. Caucby ne s est point occupe de ce genre d integrales, et il a considero

seulernent celles ou Ton peut executer immediatement la premiere integra

tion, tant par rapport a x que par rapport a z.

II est facile de trouvcr generalement une valeur de la fonction c qui satis-

fasse a cette condition : il suffit, pour cela, de prendre une differentielle com

plete pdx^-qdz, et de faire v egal a Tun des membrcs de 1 equation de

condition -/- :
-- Ce moyen est general; rnais M. Cauchy determine par des

dz dx

procedes particuliers les fonctions dont il veut faire usage.

II observe d abord que, y etant une fonction quelconquo do x et de z, et

\ une fonclion de /, le produit Ydy sera une differentielle complete, ct four-

nira entre les coefficients de dx ct de dz 1 equatiori connuc, laquelle peut

etre verifiee immediatement par la differentiation.

Supposant ensuite qu au lieu de y on mette

M et N etant des fonctions reelles de x et dc --, 1 equation de condition relative

a la differenlielle \dy, etant developpee, se partagera en deux aulres, commo
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cela a lieu (Inns loute equation qui contienl a la fois des parties reelles el lies

parties imaginaires.

Os deux equations dormant chacune une quantite qui pent etre prise pour r,

il innl(i|ilie Ics deux ineinhres de chaque equation par (Lvdzi il inlegre d un cote

par rapport a jc, dc 1 autre par rapport a - : il obtient ainsi deux equations entre

des integrates defmies, les uncs relatives a la variable x, les autres relatives

a la variable :. Ces equations offrent, en general, un moyen de transformation

qui peut conduire a la determination d un grand nombre d integrales definies.

(letle rnethodc est d autant plus feconde, que les limites des integrates, tant

par rapport ;i x que par rapport a :, peuvent etre prises a volonte, et que,

dans le cas surtout ou Ton prend pour limites o et oc
,
les equations se sim-

piifient et peuvent oiVrir des resultats elegants.

L emploi des iinaginaires dans la methode de M. Caurby a 1 avantage de

fonrnir a la fois deux formules cornposees de forictions qui ont entre elles les

rapports d analogie qu elles doivent a leur source commune.

(les formules se simplifient encore suivant les suppositions qui peuvent faire

partager cbaque equation de condition en deux aulres. Ainsi, en prenant pour

fonction principale r=pcosr, /&amp;gt;

et / elant des fonctions de JT; substituanl

ensuite M-f-Ny/ i au lieu de x, 1 equation &amp;lt;le condition relative; a la difTe-

rentielle exacte dy se partage en deux autres, a raison des imaginaires, et . cha

cune de celles-ci se [tartage de nouveau en deux autres, a raison des expo

nent ielles qui naissent du developpement de cos/ 1

,
et dans lesquelles les

termes all ectes d un exposant positif peuvent se separcr des termes affectes

d un exposant negalif. On obtient done alors quatre equations de condition,

dont chaque/ membre pent etre pris pour r, et qui donnent ainsi quatre ecpia-

tions entre des integrates defmies tirees d une memo source.

Tels sont les principes sur lesipicls M. (lauchy a etabli les nombreuses for

mules qui composent la premiere Partie &amp;lt;!(&amp;gt; son Alemoii-e. (les formules et les

corollaires qu il en deduit, dans dillerentes hypotheses sur les limites des inte

grates, ont une grande generalile, et les apiiliealions &amp;lt;pie
1 auteur en donm;

fournissent plusieurs resultats inlei essants.

Le reste du Memo ire picseule une theorie
&amp;lt;pii appartient presipie entiere-

iiKMil a Tauteur, el
&amp;lt;[ui parait meriler raltenlion des g(

iomelres.

En
a|&amp;gt;pliipiant

ses formules a divers exemples, M. (lauchy n a pas tai de a

reconnaili e (pie, dans cerlains cas, ces formules etaienl en defaul; c esl-a-

dire, ipTon n oblenail pas le meme I esullat en integranl d abord par rapport

;i r, ensuile par rapporl it ;, ou en suivant une marche contrail *
1

.

Pour faire \oir clairement 1 objel de la difliculle, jirenons pour exemple la



32V RAPPORT.

jj
differentielle do Fare dont la tangente est -, el soil r 1 uii des membres de

1 equation de condition a laquclle les coefficients de cette differentielle doivent

salisi aire. Si Ton cherche la valeur de Tinted-rale double / / vdxdz, prise

entrc les limiles o et i, tant pour x que pour z, on trouvera que le resullal est -
,

4

quand on commence le calcul par 1 integration relative a z, et qu il est, an

77

eontfaire, -,&amp;gt; lorsque les integrations se font dans I ordre inverse.
4

La difference de ces deux resultats .s explique aisement, si, au lien de

prendre les integrales dans les limiles designees, on les prend depuis .r a

jusqu a j? i, et depuis z & jusqu a -; i, a ct.6 etanl des quantiles posi-

tives infiniment pctites. Alors les deux manieres d evaluer 1 inlegrale double
_ g

donnent un seul et meme resultat, lequel est -. arc tang-- On voit done que
4

ce resultat pent avoir une infinite de valeurs, suivant le rapport qu on elablit

entre les quantites infiniment petites a et 6.

g

Lorsqu on fait - = o, ce qui revient a faire la premiere integration par rap

port a z, depuis ^ = o jusqu a ^ = i, le resultat est^- Lorsqu au contraire on
4

2
fait ;;; o, ce qui revient a faire la premiere integration par rapport a ./, (h 1-

o

puis a: = o jusqu a jc = i, le resultat est j
- - ou -. : d oii Ton voit que 1 in-42 4

legrale double, dans le premier cas, doit elre corrigee de - -
])our donner le

meme resullat qu on obtient par la seconde maniere d opercr, en prenant

d abord 1 integrale par rapport a a-.

\pres a\oir i-econnn ( existence des anomalies que peut offrir la determina

tion des inlegrales doubles, M. Cauchy a du recbercher la cause generale qui

h s produit. 11 a trouve que celte difficulte avail lieu toutes les fois qu apres la

|)remiere integration, la fonction sous le signe elait indeterminee ou de la

forme
{}, pour des valeurs de jc el de z comprises enlre les limites de 1 inte

grale. II observe a ce sujet que 1 indelermination cjui a lieu pour des fonctions

de deux variables, esl essentiellernenl diffei enle de cellc qu on observe a 1 e-

gard des fonctions d une seule variable. Dans eelles-ci, il \ a toujours une

limite determinee pour la (juantite qui se presente sous la forme
J[.

Dans les

autres, au contraire, il n y a auciine limite fixe, a moins d etablir une relation

cnlre les differences des deux variables qui, de leur nature, son) indepen-

danles I uiie de I autre. C esl ainsi que, dans 1 exemple rapporte ci-dessus, !&amp;lt;
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resnltat prciid toules Irs \alenrs possibles cntre--el
^&amp;gt;

selon les valours
4 4

diverses qu on atlrihuc au rapport 7j
-

5

II ne siil lisail pas de connailre la cause generate des anomalies dout nous

venous de parler; il i allail encore determiner exaclement la correction neees-

saire pour relablir 1 egalite entre les deux resultals obtenus par les deux ma-

nieres d eflectuer les integrations. Cette question, consideree en general, elait

a la lois delicate et epineuse. M. Cauchy 1 a pleinenient resolue, au inoyen

d une formule integrate composee de quatrc parlies, de deux on d une seule-

ment, suivant que le point ou rindetermination a lieu est situe au dedans du

rectangle de projection, sur un de ses cotes, ou a 1 un dc ses angles.

Os sot !&amp;lt;&amp;gt;s d integrales que 1 auteur appelle integrates singulieres, ne s e-

lendent qu inliniinent peu autour du point donne, c est-a-dire qu elles sont

pri&amp;gt;cs
dans une partie inliniment petite dc 1 aire qui avoisine le point donne,

sans sortir du rectangle de projection, et cette circonstance contribue beau-

coup a en faciliter la determination.

M. (lauchy rcvient done aux formules principalcs qu il a donnees dans la

premiere Partie, et il donne, a 1 aide des integrates singulieres, la correction

qui doit etre appliquee a ces formules pour tous les points d indetermination

comjtris dans les limites de 1 integrale, et suivant la position de ces points sur

Ic rectangle de projection.

Apres avoir expose les metbodes generates, M. Caucby en donne un grand

nombre d applicalions qui demontrent 1 utilite et la lecondite tie ces me

tbodes.

Dans colic parlie du Mernoire de M. Cauchy, on retrouvc presque toutes les

Tommies coiiinics, relatives au genre de fonctions qu il a considerees, et plu-

sitMirs d entre ell(&amp;gt;s y sont itresentees d une maniere plus generate qu elh^s

ne 1 ont ete jusjju a jn esent. On y voil aussi des formules integrales qui sont

entierement nouvelles et ipii imM ilerit de fixer 1 attenlion.

Dans le nombre des premieres integrales, nous cilerons la belle formule

/ *
j- l ~ d.r

d Euler. relative a I int^grale / M. Caucby parvient tres facilemenl
/ i 4- .r&quot;

;i la vateur de cetle integrale; et ce qui est remarcpiable, c est que la formule

qui la determine est nniquement composee d integrales singulieres.

/*
xa ~ dx

La formule re-
i xn

lalixe a cctle inl( gralc \\c\\\ el re reputee nouvelle a (jneltpies egards, (|iioi-

ipi ellc sc deduise aisement des formnles coiumes.
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Celtc integrale est rcmarquable en ce qu elle serait infinie si on la prenait

settlement jusqu a x i; mais au dela cle x i, 1 infini se reprocluit on signe

contraire, et le resultat total est une quantite finie.

Parmi les fonnules qui appartienncnt entierement a M. Caucby, nous devons

[** sin CMC dx
citer 1 integrale /

j
-

, et trois autres du meme genre, dont per-
./ sin o jo i \ oc~v o

sonne n avait encore donne la valcur. M. Cauchy les trouve d abord par une

methode qui suppose &amp;lt; b; ensuite il se sert d une autre methode pour de

terminer les memes integrales dans le cas ou Ton a a
&amp;gt; b.

Nous avons verifie ces integrales par des methodes qui nous sont propres,

et nous les avons trouvees exactes, sauf quelques cas particuliers dans la dis

cussion desquels 1 auteur n etait point entre. 11 faut observer, d ailleurs, a I egard

de ces differences, que les formules de ce genre offrenl quelques cas oit la loi

de continuite est violee. Une de ces formules, entre autres
[
c est 1 integrale

dx \
augmente on diminue tout d un coup de *ir. lorsque lesmjc \-\-x-

rapport j
? qui d abord est suppose egal a un noinbre entier, diminue ou aug

mente d une quantite infiniment petite.

(&quot;ette difficulte n etait point resolue dans le Memoire de M. Caucby : mais,

sur 1 observation qui lui a ete faite de 1 inexactitude de sa formule dans le cas

de = b, il a donne pour reponse deux Supplements qui contiennent la vraie

solution de cetle difficulte et de quelques autres sernblables.

Dans un sujet de pure Analyse, nous ne pouvons guere donner une idee plus

detaillee du Memoire de M. Caucby, qui embrasse un grand nombre d objets,

quoiqu il ne traite pas a bcaucoup pres de tous ceux qui appartiennent a la

Ibeorie des integraies definies.

Nous n examinerons pas si les nouvelles methodes de M. Caucby sont plus

simples que celles qui etaient deja connues, si leur application est plus facile,

et si 1 on peut trouver par leur moyen quelque resultat que ne pourraient

donner les metbodes connues : car, quand meme on repondrait negativemenl

a ces differentes questions, il n en resterait pas moins a 1 auteur le rnerite,

i D avoir construit, par une marcbe uniforme, une suite de formules ge-

nerales, propres a transformer les integrales definies el a en faciliter la deter

mination
;

2 D avoir remarque le premier qu une integrale double, prise entre des

I i mites donnees pour chaque variable, n offre pas loujours le meme resullat,

dans les deux manieres d effectuer les integrations;
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3 D avoir determine la cause &amp;lt;!&amp;lt; cello dill eroneo ct d en avoir donne la mo-

suro evade, an nio\ on des inlr^rnlcs si/t^iili, -/-cs. donl Hiiro appartieut a I au-

leui 1

, et (|ui |)(Mi\oiil ctrc ro-ai di -cs cuiuiuc line d(M-ouvertc en Analyse;

4 Knfin d avoir donne, pai- ses iiielhodes, do nouvellos fonnules iutejirales

I orl renianpiahlcs, qui peuvent bien se deduirc des melhodos commes, uiais

auxquelles personne n elait encore parvenu.

II nous parail, par tous ces motifs, quo M. Cauchy a donne, dans ses re-

cherclies sur les inie-rules defmies, une nonvelle pretive do la sagacile (|u il a

montree dans plusieurs de ses autrcs productions; nous pensons done quo son

Monmiro osl di-ne de I approbation de la Classe, et d etre iniprime dans le

licciicil des Savants etrangers.

Fait a 1 Institut, lo 7 novembro 181^.

Signs LACROIX, LEGENDRE, Rapporteur.

La (llasse approuve lo llapporl et en adopte les conclusions.





MEMOIRE

SUR

LES INTEGRALES DEFINIES
&quot;

.

INTRODUCTION.

La solution d un grand nombre de problemes se reduit, en derniere

analyse, a 1 evaluation des integrates definies; aussi les geometres se

sont-ils beaucoup occupes de leur determination. On troiive, a cet

egard, une foule de tbeoremes curieux et utiles dans les Memoires et le

Calcul integral d Euler, dans plusieurs Memoires de M. Laplace, dans

ses Recherches sur les approximations de cerlaines formules, et dans les

Exercices de Calcul integral de M. Legendre. Mais, parmi les diverges

integrates obtenues par les deux premiers geometres que je viens de

citer, plusieurs ont ete decouvertes pour la premiere fois a 1 aide d une

espece d induction fondee sur le passage du reel a 1 imaginaire. Les

passages de cette nature conduisent souvent d une maniere tres prompte
a des resultats dignes de remanjue. Toutefois cette portion de la

throne est, ainsi que 1 a observe M. Laplace, sujette a plusieurs diffi-

cultes. Aussi, apres avoir montre, dans le calcul des fonctions genera

trices, les ressources que 1 Analyse peut retirer de semblables conside

rations, 1 auteur ajoute : On peut done considerer ces passages

comme des moyens de decouvertes semblables a 1 induction dont les

( )
Memoires prescntes par dicers savants a VAcademic royalc des Sciences de rinstitut

de France et imprimes par son ordre. Sciences mathematiques et physiques. Tome I. Imprime,

par autorisation du Roi, a I lmprimcrie royalo; 1827.

S. I, 1. 1. 42
*
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geometres font depuis longtemps usage. Mais ces moyens, quoiquc

employes avec beaucoup de precaution et de reserve, laissent toujours

a desirer des demonstrations de leurs resultats. Pour obvier a cet

inconvenient, 1 auteur a eu soin de confirmer par d autres rnethodes

les valeurs des integrates qu il avait trouvees. Quant a celles d Euler,

M. Poisson a fait voir, dans le Bulletin de la Sociele philomalhique,

n 42, et dans le Journal de VEcole royale Polytechnique, t. IX,

qu on pouvait les obtenir, soit par des integrations doubles, soit par

1 integmtion d equations differentielles du second ordre. Apres avoir

reflechi sur cet objet, et rapproche les uns des autres les divers resul

tats ci-dessus mentionnes, j
ai congu 1 espoir d etablir le passage du

reel a 1 imaginaire sur une analyse directe et rigoureuse; et mes re-

cherches m ont conduit a la methode qui fait 1 objet de ce Memoire,

et quc je vais exposer en peu de mots. On ne verra peut-etre pas sans

intcret comment une des difficultes que ce sujet presente peut non

seulement etre eclaircie, mais encore tourner au profit de 1 Analyse, et

se transformer, pour ainsi dire, elle-meme en un nouveau moyen d in-

tegration.

Lorsque, dans une integrate simple ou relative a une seule variable/,

on remplace cette variable unique par une fonction quelconque de

deux autres variables x et z, les deux coefficients differcntiels de 1 in-

tegrale, pris, I un par rapport a x, 1 autre par rapport a z, se trouvent

tous deux degages du signe d integration, et representent simplement

deux nouvelles fonctions de^ret dc z. Mais ccs deux fonctions ont entre

elles une relation qui merite d etre remarquee : c est que le coefficient

differentiel de la premiere, pris par rapport a z, est egal au coefficient

diflerentiel de la seconde, pris par rapport a x. Ce resultat se deduit, a

la verite, de cette seule consideration, que, 1 integrale pouvant etre

censee representer une fonction determinee de x et de z, sa difleren-

tielle de second ordre, prise relativement a ces deux variables, doit rester

la meme, dans quelque ordre que les differentiations aient ete faites.

Mais, si cette preuve ne semble pas assez rigoureuse, on levera toute

incertitude en verifiant immediatement, par la seule differentiation des
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deux fonctions (jue Von considere, 1 egalite de leurs coefficients difle-

rentiels. Cette egalite on equation subsiste dans le cas meme ou la

fonction de x et de z, qui remplace la variable y, est en partie reelle,

en partie iinaginaire, et se partage alors en deux equations nouvelles,

dont chacune peut toujours etre verifiee directement par la seule difle-

rentiation. Celles-ci sont encore semblables a 1 equation qui leui a

donne naissance, et peuvent elles-meines, dans plusieurs cas, se par-

tager chacune en deux equations de meme forme. Dans toutes ces equa

tions, une fonction de x et de z, differentiee par rapport iiz et divisee

par dz, se trouve egalee a une autre fonction de x et de z, differentiee

par rapport a x et divisee par fix. Nous allons maintenant developper

les avantages que presentent, dans la theorie des integrales defmies,

les equations difTerentielles dont il s agit.

Si, dans une equation de cette forme, on multiplie les deux membres

par dxdz, et qu on se propose ensuite de les integrer, par rapport a x

et a z, entre des limites determiners de ces deux variables, on ob-

tiendra une equation entre deux integrales doubles. Mais, comme les

deux membres de 1 equation donnee, multiplies, le premier par dz, le

second par dx, deviennent des differentielles exactes relativement aux

variables z et x, on pourra immediatement effectuer de part et d autre

une premiere integration; et Ton obtiendra par suite une equation

entre deux especes d integrales defmies relatives, les unes a la va

riable x, les autres a la variable z. On peut done, a I aide des conside

rations precedentes, etablir des equations entre des integrales defmies

de nature fort diflerente, et les transformer les unes dans les autres.

Dans plusieurs cas, on determine facilement les valeurs de quelques-

unes d entre clles, et Ton en deduit alors les valeurs d autres integrales

plus cornpliquees. Enfin, si les integrales que Ton considere ne peuvenl

s obtenir en termes finis, on pourra du moins les ramener a d aulres

plus simples ou plus faciles a calculer.

Les diverses applications qu on peut faire de la theorie precedent!!

sont relatives aux diverses fonctions de x et de z qui peuvent rem-

placer la variable y. Parmi les hypotheses sans nombre qu on peut faire

4*.
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a cet egard, j
ai choisi celles qui m ont paru les plus simples. J ai

ohtenu de cette maniere la plupart des integrales deja connucs et plu-

sieurs autresqui me paraissent nouvelles; enfin des formules generates

qui, par les rapprochements qu elles offrent, semblent devoir meriter

1 attention des geometres.

La methode que je viens d exposer est fondee, comme on voit, sur

des principes clairs et faciles a saisir; mais elle suppose qu il est tou-

jours aise de convertir les integrales indefmies en integrales defmies;

et le passage des unes aux autres offre, dans la pratique, plusieurs

difficultes qu il est bon de faire disparaitre, afm de tirer de la methode

le parti le plus avantageux possible.

La premiere difficulte qui se presente regarde les fonctions d une

seule variable. Si une integrale indefmie est exprimee par une certaine

fonction de la variable augmentee d une constante arbitraire, la meme

integrale, prise entre deux limites donnees, a et b, sera exprimee en

general par la difference des valeurs de la fonction relative a ces deux

limites. Toutefois ce theoreme n est vrai que dans le cas ou la fonction

trouvee croit ou decroit d une maniere continue entre les deux limites

dont il s agit. Mais si, lorsqu on fait croitre la variable par degres in-

sensibles, la fonction trouvee passe subitement d une valeur a une

autre, la variable etant toujours comprise entre les limites de 1 integra-

tion, la difference de ces deux valeurs devra etre retrancbee de 1 inte-

grale definie prise a 1 ordinaire, et chacun des sauts brusques que

pourra faire la fonction trouvee necessitera une correction de meme

nature. On obtient facilernent cette regie en considerant 1 integrale

proposee comme la somme des elements qui correspondent auxdiverses

valeurs de la variable, et partageant la somme totale en autant de

sommes partielles qu il y a de sauts brusques, plus un, dans la fonction

trouvee.

Les autres difficultes sont relatives aux integrales doubles dans les-

quelles, apres une premiere integration, la fonction sous le signe |
c/

devient, pour certaines valeurs des variables, infinie ou indeterminee.

Dans la methode ci-dessus exposee, le dernier cas est le seul qui se
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prescnte; et ce n est jamais que pour des valeurs determinees de 1 une

et 1 autre variable, que les fonctions sous le signe / prennent la forme
{f.

Dans une semblahle bypotbese, les integrales doubles que Ton consi-

dere sont entierement indeterminees; et lorsqu on parvient a les inte-

grer completement relativement aux deux variables donnees x et 2,

elles obtiennent eu effet deux valeurs differentes 1 une de 1 autre, sui-

vant que 1 ou substitue les valeurs de x avant celles de z, et recipro-

quement. Quoi qu il en soit, parmi le nombre infini de valeurs que

peuvent obtenir ces integrales doubles, il en est deux qu on doit soi-

gneusement distinguer de toutes les autres, et qui jouissent d un carac-

tere particulier propre a les faire reconnaitre. Mais, avant d etablir

cette distinction, il est nccessaire de rappeler en pen de mots les

principes sur lesquels repose la determination des valeurs des fonctions

a une ou a plusieurs variables.

Lorsqu une fonction d une seule variable x se presente, pour une

certaine valeur a de cette variable, sous la forme , elle n est pas in de

terminee, mais elle a pour valeur la limite dont elle s approche sans

cesse a mesure que x a decroit. Au contraire, si une fonction de x

et de z prend la forme pour les valeurs x - a, z = b, de ces deux

variables, elle sera totalement indeterminee, et tendra vers des limites

dillerentes, selon qu en faisant decroitre simultanement les differences

x
,
z b, on etablira entre ces deux differences tel on tel autre

rapport. Cependant on obtiendra une limite determinee, si Ton neglige

la difference x a relativement a la difference z b, et une autre li

mite aussi determinee, mais differente de la premiere, si Ton neglige

z b relativement a x a. La premiere bypotbese revient a considerer

d abord x comme constant et z seul comme variable, puis a substituer,

dans cette supposition, la valeur de z, et, apres, la valeur de x : c est

ce que nous appellerons substituer la valeur de z avant celle de x. Le

contraire aura lieu dans la seconde bypotbese. Ainsi Ton pent dire que

la fonction obtient deux valeurs differentes, mais toutes deux determi

nees suivant 1 ordre dans lequel on substitue les valeurs des variables.
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Pom appliquer ces principes a la determination ties integrates

doubles definies, il suffit d observer qu tme integrale double etant la

somme des elements relatifs aux diverses valours des deux variables,

cette integrale sera necessairement deterniinee, si tons les elements

out une valeur deterniinee. Cela pose, si, pour aucune des valeurs

de x et de z comprises entre les limites de 1 integrale, la fonction sous

le signe / ne prend la forme , la fonction de deux variables qui re-

sultera d une premiere integration ne pourra jamais devenir indeter-

minee, et, par suite, 1 integrale conservera la meme valeur dans quelque

ordre que les substitutions soient faites. Si le contraire avait lieu, on

en serait averti par eette circonstance remarquable, que la fonction

de x et de z, resultant d une premiere integration, acquerrait, pour

certaines valeurs des variables comprises entre les limites de Finte-

i^rale double, une forme indeterminee. Dans cette hypotliese, 1 inte-

grale clierchee obtient deux valeurs determinees, mais ditFerentes 1 une

de 1 autre, suivant que, dans tous les elements a la fois, on substitue

les valeurs de x avant cellcs de z, ou les valeurs de z avant celles de x.

11 ne reste plus qu a faire voir comment, dans lecalcul, on pent avoir

egard a 1 ordre de ces substitutions.

Supposons, par exemple, que Ton veuille substituer les valeurs de x

avant celles de z. Alors, si Ton effectue la premiere integration par

rapport a x, rien n empechcra de substituer immediatement les valeurs

de x, et 1 integrale double chercbee se trouvera remplacee en general

par la difference de deux integrates defmies relatives a z. Mais, si Ton

eflectue la premiere integration relativement a la variable z, et que,

pour un systemc de valeurs des deux variables comprises entre les

limites de 1 integrale, la fonction obtenue par ce moyen prenne une

forme indeterminee, on ne pourra substituer immediatement les va

leurs de z, puisqu on renverserait ainsi 1 ordre des substitutions. An

reste, il est facile de voir que 1 erreur produite par ce renversement

porte entitlement sur la partie tie 1 integrale double qui correspond

aux systemes tres voisins de celui qu on vient de citer : car cette partie

est la seule dont les elements n aient pas une valeur deterniinee. Cette
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meme partic obtient une valour nulle, lorsqu apres [ integration rela

tive a z, on y substitue immediatement les valeurs de z- mais elle cesse

de s evanouir, lorsqu avant d opercr cette substitution, on effectue

[ integration relative a x. Nous sommes done conduits, par ce qui pre

cede, a considerer une espece particuliere d integrales definies dans

lesquelles les limites relatives a chaque variable sont infiniment rap-

prochees 1 une de 1 autre, sans que pour cela les integrales soient

nulles. Je les designerai sous le nom ftintegrates singulieres. Une inte-

grale de ce genre etait deja connue, et cette integrale est due a M. Le-

gendre, qui, dans un Supplement aux Exercices de Calcul integral, a,

le premier, appele sur cet objet Inattention des geometres. Ces der-

nieres integrales peuvent etre employees avec avantage dans la tbeorie

des integrales definies; et lorsque Ton considere deux variables, elles

servent a corriger les erreurs dependantes de 1 ordre des substitutions.

Elles se trouvent, par la metbode precedente, introduites dans les

equations qui determinent les valeurs des integrales definies; et sou-

vent une integrale definie est exprimee par la somme de plusieurs

integrales singulieres.

Ce qu il y a de remarquable et de fort beureux en meme temps,

c est qu on peut toujours determiner les valeurs des integrales singu

lieres que la methode precedente introduit dans le calcul. Ces valeurs

renferment, en general, le rapport de la circonference au diametre,

les fonctions placees sous le signe / dans les integrales que Ton con

sidere, et les racines imaginaires des equations qu on obtient en ega-

lant a zero les denominateurs de ces memes fonctions. Ainsi, toutes

les fois qu on parvient a exprimer une integrale definie dont on chercbe

la valeur par la somme de plusieurs integrales singulieres, la question

n est pas seulement changee de nature, mais elle est meme complete-

ment resolue. On trouvera dans le present Memoire plusieurs exempts
de ce genre de calcul.
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PREMIERE PARTIE.

DES EQUATIONS QU1 AUTORISENT LE PASSAGE DU KEEL

A L IMAGINAIRE.

I.

EXPOSITION GENEUALE DE LA METHODE.

Soil f(y] une fonction quelconque tie la variable y, et supposons

que y soit elle-meme une fonction de deux autres variables, x et z : le

coefficient differentiel de 1 integrale

pris relativement a x, sera

et le coefficient differentiel de la meme integrale, relativement a z,

sera

-, dr
f ( T \ ~^~J J dz

Quant au coefficient differentiel du second ordre, pris relativement

aux deux variables x et z, il pourra etre designe, ou par

ox

on par



SUR LES 1NTKGRALES DEFINIES. 337

On aura done

[/(/)

On pent verifier cette equation directement par la seule differentiation.

On a, en effet,

03

d oii Ton deduit Tequation (i). Cette derniere equation subsistc, quelle

que soil la fonction de x et de z que Ton prenne pour v. Kile subsis-

tera done encore, si Ton suppose cette fonction en partie reelle, en

partie imaginaire. Ainsi, par exemple, si M et N designcnt deuxfonc-

tions quelconques de x et de z, on pourra faire

r ~ M H- N y/^.

Alors, si Ton suppose

/(M + N y/- ~r
)
= P + P&quot;

v &quot;7,

p^M_ p,,^N_ p,^M
^

* - C* X -. 1 r --. \J .

dx Ox dz dz

i *
, 1,1

ux dx
, u^M

M. JL

Ox Oz

[ equation (i) deviendra

dS d
r

f dU dV ~
1

&quot;

~T~ V
~ z= ~r- -r V I

dz oz Y
djc ox &amp;gt;

Si , an lieu de supposery -- M -+- N y i , on eut suppose y = M N y i

on a ura it trouve

err_ _ _
t&amp;gt;2 d2 *

da; dj;

OF.uvresde C. S. I, t. I.
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On aura done separement :

_

dV

dz dx

On pent encore verifier immediatement les deux equations prece-

dentes a Faide de la seule differentiation des quatre quantites desi-

gnees par S, T, U, V. Ges deux equations renferment toute la theorie

du passage du reel a 1 iinaginaire, et il ne nous reste plus qu a indi-

quer la maniere de s en servir.

Snpposons qu apres avoir multiplie les deux meinbres de chacune

des equations (2) par dxdz, on se propose de les integrer, par rap

port a x et a z, entre des limites reelles de ces deux variables. Desi

gn on s par
C C &quot;iv TVn

,
o , 1

,
1

fes valeurs de S et de T relatives aux deux limites de z, et par

I; TV V V&quot;L;
,

L,
,

&amp;gt;

,
^

les valeurs de U et de V relatives aux deux limites de x. Si, entre les

limites dont il s agit, les quatre quantites

S, T, U, V

eonservent toujours une valeur determinee, on aura generalement

I Ts&quot; dx -
I

S dx = fu&quot; dz - f U dz
( ) ,

/ ) \
/ tS J J

\ r r c r
\

\ T dx \ Tdx= / V&quot;dz
-

/ Y dz.
- t/ t/ \J &amp;lt;J

( )
Les equations (3) peuvent 6tre remplacees par une seule formule imagina ire, savoir :

I f ( S&quot; + T&quot; /^1 )
dx - I

(
S + T / &quot;i

)
dx

(A)
J J

I
== Au*4- \y-~i) fiz - Au ^-vv

7

-!)^.

La mthne remarque s applique aux equations (4), et generalement a tous les syslemes d o-

quations qui seront etablis dans les paragraphes suivants, chaque systeme de deux equations

reelles pouvant 6lrc remplace par une seule formule imaginairc.



SUR LES INTEGRALES DEFINIES. 339

Supposons, pour plus de simplicite, que les limitos relatives ii .r

soient o et x, et les limites relatives a 5, o et z\ enfin designons par

s et / ce que deviennent S et T quand z = o,

el par
it et v ce que deviennent U el V quand x = o.

Les deux equations precedentes devicndront

Sefcr-

1 r

f f f&amp;lt;1x-

I
tdx

I Yds- r vdz.

Nous examinerons, dans la seconde Partie de ce Memoire, le cas oil les

valeurs de S, T,U, V deviennent indeterminees entre les limites de [ in

tegration. Quant a present, nous nous bornerons
ajnontrer par quelques

applications 1 usage des formules que nous venous de trouver.

II.

PREMIERE APPLICATION.

Faisons M = ,r, N = c, on aura

- _

df*

= 0|
&quot;d7

=

S = P , U^ -
P&quot;,

Si Tori fait, de plus, /(#)=/&amp;gt;, f(dba\P^)=p .fr^i t on aura

43-
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et par suite les equations (4) deviendront

i

I
P dx -

, .. -

- - v

x

/ P&quot;&amp;lt;/.T ? /
P &amp;lt;/^-

/ /&amp;gt;

&amp;lt;/=.

/ /
.

/ ^ &quot;^0

Les equations precedentes supposent que P et P /x

conservent ton-

jours line valour determinee entre les limites dont il s agit.

i

1
) Si 1 ou a egard a la note do la page 338, et si Ton designe avec M. Fourier par In

notation

f f(.*}(t.c
tfjf

Tintegrale definie
j f(.r)&amp;lt;f.r, prise entre les limites x = x 1

,
.1- =

.1-&quot;,
on reconnaitra que les

equations (5) peuvent etre remplacees par la seule formule

\ f(x)&amp;lt;lx
= f~\

I / f(x+ zj-~i}dz- f f(
Jo [_Jo ^o

(B)
o

et les equations (6) par la suivanle :

(C) / f(x + ln/^i)dx = f f(x]dx - V

Jo Jo

Si, dans cette derniere, on fait successivemcnt a cc
,
a ~ QC

,
et si Ton suppose que

f(.r -+- z / i) s evanouisse pour .r = rfc cc
, quel que soil z, on trouvera

r f(*+i&amp;gt;^i)&amp;lt;ix= r f(x)&amp;lt;ix~i/=\ c i(zi/~~i}&amp;lt;iz,

i/O ^0 Vt

,0 ,0 il&amp;gt;

I f(x+ b\f^~i)t/x= j f(x)dx+ v
7

&quot;!

/ /(zv7 --- )^;
J x Jx J&amp;lt;)

et par suite

ID) / /( x -+- b s/-^! )
tlx = I /( x )

tfx.

J -- -K V - 30

On peut deduire immediatcment de Tequation precedenle les formules (c), page 3i?..
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EXF.MPLE. -- Si Ton suppose f(x} = e
-r

&quot;

, on aura

P = e z
*

e&quot;-
L

&quot;

cos-ixz, P&quot;=
- e z e** tmixz, jj

--e-
&quot;

,

p = e-* -, p ==o.

Cela pose, les equations (5) deviendront

~
I e -* cos ixz- dx e~~-* I e z ~

smixz dz = I e - l
:

dx,
^ o YO

r*x
f*z

:

z
I e -K ~

smtxzJx-i-e-1
&quot;

I e -&quot; cos ixz (h = I e~* J-.
** - t/0

Si, dans les equations (a), on suppose infinie la seconde limite de

les deux quantites

C
dz, e&quot;-** I e,

: coszxz dz
Jo t/o

s evanouiront, et Ton aura simplement

if&quot; r* \
i

1 / e---1 coszxz dx= e~z
*

I e~ 1 dx- -~-e~ z
,

\b\ \

^ J
i r-.* =

I
I e ~-c sin -&amp;gt;.xz dx = e z

I e~~dz.
\ ^0 t/0

Ces deux dernieres equations etaient deja connues.

Corollaire I. Lorsque/(^) est une fonction pairo de x,f( -
\ i

)

est en general une fonction reelle de z, et Ton a, dans cette liypo-

these,
p&quot;

-- o. Si, de plus, la valour extreme de x est telle quc P&quot;

s evanouisse, la premiere des equations (5) deviendra

I
V (!x--~. / pdx.

JQ o

On peut done enoneer le theoreme suivant :

TIIKOKEME I. --
Soilf(x) p une fondion de. x tc/le f/ue, si ion fait

P P&quot; N/^7,
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P ct P&quot; conseivent une valeur delerminee pour toutes les valeurs de x et

de z comprises, entre les limiles x o, x ~ a, z ~ o, z = b\ et qu en

outre P&quot; s evanouisse aux deux limites de x, quelle que soil d ailleurs la

raleur de z. Si I on suppose, dans P ,
z = b, on aura

X
a

C&quot;

Jo

Dans un grand nombre de cas, la valeur a de x, qui rend P nulle,

est infmie. C est ce qui arrive, par exemple, lorsqu on suppose

/ etant un nombre entier. Si, dans cette hypothese, on fait successivc-

ment k = i, k 2, .... 1 equation

/*
(*&quot;*

J r^.rl pdx
J o v

deviendra

,

r&amp;gt; r* _ ,

i g-f 4-* 4 coS2.bzdx= I e -c
ax,

./O ^0

/ e-.r +(&amp;gt;b*.K&quot;b cOS[4^-^(^
2 b-

)]

^

La premiere de ces equations coincide avec 1 equation (b) trouvee

ci-dessus.

Corollaire II. -- Quand la valeur extreme de x est telle que P et P&quot;

s evanouissent independamment de toute valeur de z, les equations (5)

se red ui sent a

i r r r
3

/ I V&quot;dx~. I P dz.

V6
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Si, dans la premiere de ces equations, on suppose //
= o, on re-

trouvera le tbeoreme ci-dessus demontre.

Corollaire III. - -
Si, dans les equations (6), on suppose

/{*)=*- F(*) f

n etant un nombre entier positif, on aura

Soit, pour abreger,

F(^ 3 yCT.) = Q Q&quot; yCTT,

F( Sv/^) = 7 ^ v irr.
On trouvera

P = Q \-QZ, P&quot; = Q Z + Q \, p q.z&amp;gt;&amp;lt;

On aura, de plus, si n est un nombre impair,

n 1

-{ i \
i r-l

et par suite
&quot; 1 n - 1

Au contraire, si n est un nombre pair, on aura

et par suite
&quot;

&quot;

On aura done, en supposant, dans les equations ((&amp;gt;),
n ~ -&amp;gt;.k -h i

/ (Q X-Q&quot;Z)&amp;lt;/r=z
T qx^dx^ 1

~\\k
/ \&quot;-^tlz,Jo Jo J,

7

j
/

/A ,
/*&quot;

( Jo
J+ ~

;A
/

^ :
&quot;&quot; /;:
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et, en supposant n -

zk,

I f (Q X - Q&quot;Z )
dx = / tf*

2 * -.^ _+_
(

_
,)*-.

i
q

&amp;gt;

,**- ^-,

(8) !

J
v

i /&quot;* C&quot;

I I
(Q X + Q&quot;X)

cte =
( i}*- /

q&quot;z*-

k-*dz.
*- o o

Si, dansles equations (7) et (8), on fait suecessivernent n = i , n = &amp;gt;.,

n -- 3, /|, . . ., on trouvera

pour n ~~ i
,
X = i

,
Z = o

;

rj -^ 4
&amp;gt; o r~m

^ -.

, / ^/ / 3 ^ f&quot;&quot;* / ~~- ) OC *&quot; ^ Z

? &amp;gt;

Cela pose, la premiere des equations (7), conjointement avec la se-

conde des equations (8), fournira les resultats suivants :

r&quot; r* c
z

,

I Q dx= I q dx -4- J q az,

JQ - -

I
Q&quot;X(?X+Z I Q dx-

I
q&quot;z

dz,
l &quot;0

- r Q ^ 2 r/.r+ ?.; / Q&quot;xd.z+-*t Q dx^ -I qx*dx-+- I q&quot;z*dz,

&amp;lt;-
l ^0 * ^

r&quot;
/&quot; , r

r

^ r&quot; r * * i-

1 t f I ./AJ Je i ;
o o ^o

Au contraire, la seconde des equations (7), jointe a la premiere des

equations (8), donnera
st* /-

( 0*rfx= - f q dz,

J, -7

- r* x f~
Yxdx+ z i O&quot;dx= I qxdx q z (f:,

Jo Jo
(Y

_

f
&quot;

O x* dx - 3 3 f ( )&quot; * 2^ - 3 c -
/ Q x dx -f- : 3 / Q&quot;^

=
/ tf

^ :1^ -
/ ^ z 3 r/;

./ Jfl
. o -o -7

o l/ o
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Les equations (7), (8), (9) ct (10) supposent que, pour la valeur

extreme &amp;lt;le ,r, les quantites

Q X-Q% Q Z + Q X,

s evanouissent independamment de toute valeur de z. Si la valeur

extreme de jc est inh nie, il suffira que

Q x&quot; et Q&quot;^r-

s evanouissent par la supposition .r = cc .

Toutes les fois que les valeurs des integrates de la forme / y z
1

dz,
-

I qx-
k dx seront connues, on pourra deduire des equations (9) les

^o

valeurs des integrales de la forme

\ Q x^djr,
I

Q&quot;x*
k

&quot;&amp;lt;djc.

Jo (,

De meme, toutes les fois que les valeurs des integrales

I
q&quot;z*(h, I qx^-^lx

- i-

seront donnees, les equations (10) feront connaitre les valeurs des in-

tegrales

/
Q ^* r/.r, f Q&quot;x**-*tlx.

-
()

On pent d ailleurs, sans nul inconvenient, changer dans les equations

&amp;lt;)

ct (10), q en
/i,

et par suite q en//, q&quot;

en // ,
(V en P et

Q&quot;
en P&quot;.

Ola pose, on obliemlra facileineut par I elimination les valeurs des

(|iiatre especes d integrales

,

j
Px**-*d*;

j Vx**-**?*, f V&quot;x*

i

OEuvrcs
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Cos valeurs seront comprises dans les quatre formules suivantes :

r
&quot;

r
/ V x**-*da:= \

- o / n

9. If I } ! 9 If 9.

_i)(;&amp;gt;.fr ?.)(a/,- 3)(?.fr 4)

i .2.3.4
r
2*-5 2 i_... L,&amp;lt;fo | i;

/r 11(9, /r 9. 1

&quot;f.

I
V x^d,r^ i

Jo /

-i
1C&quot;--

I .2

r , k , 1
*a

j /&amp;gt;

w
= 2*- 2

&amp;lt;fe-

*A&amp;gt;

rw
/

9./f-9.H9./(
-- 3

-] p dx

f 9, /f I H 9, /f 9

r &amp;gt;/

o r r?fr

I &quot;.t
-&quot;
r ^ J

Les equations (u), (12), (i3) et (14) peuvent etre remplacees par la seule fornnilo

/ /*

1 J
(E)

quo Ton deduit iminediatement de 1 equalion (C), en suostituant le produit (x 1&amp;gt;\/ i)&quot; /(a
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\&amp;gt;^

,. 3W-

(Irs tbrmulos sont principalenient utilos dans Id eas oil la vfrtettt.&quot;

extreme do ,r est intinio. Mais alors P -z-
2*

et P&quot;o:
2A doivent s evanouir

lorsqu on suppose x = co . On pout done enoncer le theoreme snivant.

THKOIIKMK II. -- Soil f(x] = p une fo fiction de x telle que, si I on fait

P et P&quot; conservent une ^&amp;lt;aleur determines pour toutes les valeurs de x ct

de z comprises entre les limites x = o, x cc
,
5 = o, c = b, el qiien

outre

a la function f\x}. Quant aux equations (&amp;lt;/),
elles peuvent s ecrire comme il suit :

/

I J.
*a -

Ajoutons quo si, dans l o(|iiation (D), on remplacc/(.r) par

on on tircra

(- x ^i}&quot;

1
-

1

f(x + ^ v/:-~, ),/.r
= r

(

t/ - ac

ou, co qui rcvicnt an memo,

1 ^ xm-i [(_ /Z
J*

( ||

=

-0

(lotto dornioro fornuile subsiste. qucl (pic soil in. Si 1 oa \
[)os(&amp;gt; /(.r) = r-* -. on obtiendra

r* (&amp;gt;- , \
t / ./:

&quot; sin I /j.r\t:-x-&amp;lt;U

1 c/o V

(II

([UC j
ai donnoo dans tin Mvnioirc snr In (a/iccrsion drs differences finies dcs puissances en

intt graleii (h-Jinics, ct dans li- Jiiillctin &amp;lt;lc la SocwU -

i&amp;gt;hiloi&amp;gt;wthi&amp;lt;ntc
do i8 2 &amp;gt;..

44-
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s evanouissejit, quelle que soil z, pour x cc
; si Von designe par p et

p&quot;

ce que deviennenl P et P y

quand z = o, on aura, en supposant z = b, les

quatre equations (r j), (12), (i3) et (i4) ^ integrates relatives a x elant

prises entre les limites x = o, r = 30 ,
e/ /es integrates relatives a z en/re

les limites z = o, z = b.

EXEMPLE. -- So it

on aura

P - e~&quot;~e
-c ~

cosi.xz, P&quot;
- e z e -L &quot;~

smixz,

On aura de plus

Cela pose, si Ton fait z = -,a, les equations (12) et (i3) deviendront

respectivement

k A-(A -r)i- a 2 H- ~*~7 a&amp;gt;

(-* i i * \ i &quot;

2 r- 7 f 7 \ /,
Ar i fr i)(A 2)

Jo

*&quot;

*&quot;*&quot;&quot; -

/ .r
2Ar~

fi&quot;
1

5 sina^ dx =^ - r. e
l

\&amp;gt;

. ..

* -
1.2.3 I . 2 . 3 .

I
.

r
)

On peut aussi trouver directement les valeurs des integrates

I
x- k e -* cosaxdx, I x z*- { a-** sinaxdx,

J ^

tin differontiant plusieurs fois de suite, par rapport a la constants ,

les deux membres de 1 equation

/ e~x
&quot; cosaxdx -- ---&quot; e

4
,

/
2

^0

ot Ton obtient alors les formules donnees par M. Legendre (p. 363 des

Exercices de Calcul integral}. Les equations (d) comprennent ces memes
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fonnules, ot font connaitre dc plus la loi generalc a laquelle dies sont

assujetties, loi qu il serait peut-etre difficile d obtenir par tine autre

methode.

III.

SECONDE APPLICATION.

Faisons

M = ax, N -- xz
y

a etant une quantite constantc, et

P*P^^ i^=/(a*Vf

0-
On aura

M (?N _ &amp;lt;)M

&amp;lt;9N_
&quot;

&amp;gt; ~\ ~~ ~T O
, JT ,or Ox &amp;lt;)z dz

s^^p -rp&quot;, T = ;F + flp&quot;, q= r *p% v. ^-F.

Si Ton fait de plus ?=/(#), ^ /(o), on aura

a inoins quo ^ ne soit infini.

Cela pose, les equations (5) deviendront

i ft I P r/.r - s / \&amp;gt;&quot;dx a
I

P fix r - x I P&quot; dz
),

o / o i. o

/&quot;

rt / P&quot;d.v

1
r

P r/.r

( )
Lcs formules (i5), (18) et (21) ppuvont el re rcmplacees par les suivantos :

i (a + z\/-i}\ f(ax+ xt)f^\)dx a f f(a.r]tl.i:

K)
J

_ /
-

,

= -r V
7

/
/(.r-h.r2 V

-
i) /3,

(L) (a

(Ml &quot;or-i/[r(
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On pent aussi niettre ces equations sous la forme suivante :

/
l&amp;gt; dx= -^ \zf f ch-af f d- +~r^- f P(l

*&amp;gt;

J, a - +
z--\_ Jt ,/o J

(C- + z- J9

] r n * f C
=

n i

:

n }
*

/ &quot;n

/

V dx =
a2+-A a

I
y** + *

I
P dz +

a * + z * I
lllx -

Corotlaire I. --Si la valeur extreme de x est telle que xV et ,-rP&quot;

s evanouissent, quelle que soit z, on aura

et par suite les equations precedentes se reduiront a

c
r

a r
r

1 / P dx 7 -&amp;gt;
I flPaJC,

!
1 7)

r z r
I \)

!f
ft -y // 1^ // -r*

J. \JL*As ft J

(.t-iX/ .

i fl- r- ^&quot; /
\ -

/ o o

Dans un grand nomhrc de cas, P et P 7/

s evanouiront par la suppo

sition x = co . Alors, si Ton designe/(^r) par/?, on aura

p* r* /&quot;*&amp;gt;

I aPdx=r I af(ax}dx=z I pdx.
J o / &quot;

Ola pose, si, dans les equations (17), on fait z = b, et que Ton rein-

place / aV dx par / pdx, on obtiendra le theoreme suivant.
*^0

TIIKQUKME III. ~ Soitf(x] p unefonction de x telle que, si ion fait

f(axaz V
/:=r

&amp;lt;

)
= P P&quot; V 717 ,

Lorsquc. dans cetto derniere, on pose/(j:) = e~x
,
on obticnt 1 equation

f x
, \ cos/// \/ r sin/// /

*

(N) / x*-te-a*(cosbJ! + \fiBmbx)(fa= -L
^

-
*&quot;

x erx lx,

. c/o

tjui comprcnd les formulcs (e).
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P&quot; ct P conscivent line valeur determinee pour tonics les ralettrs tie x el

(Je z comprises entre les limites x = o, x = c/o
,

z = o, z = b, et qu eji

outre ,rP et xV s evanouissent, i
u
pour x = o, &amp;gt;.&quot; pour x = oc

, f/i/c/le

gue soil d ailleurs la valeur dc z. Si I on suppose, dans P et dans P&quot;,

z = b, on aura

/*

/
/

Corollaire II. Si, dans les equations (18), on suppose

fly.} W,-) P( T ]I I iX/ I \As JL I +AS I *

// etant un nombre reel quelconque, on aura, en faisant z = b,

P P&quot; V/^~i = (ab ^&quot;i&quot;)

&quot;

*&quot;&quot;&quot; Y(ax bx J i ! .

Soit, pour abreger,

If (ax zh bx J i
)
= O . O&quot; i i

on aura

P P v
cri= *- &amp;lt; [cos(n- i;A- v ~i sin(/i -i)A-](Q (JV~),
P = r- [Q cos

(
n - i

)
k

Q&quot;
sin

(
n - i

)
It

]
^c

,

a _ cos/i 6 sin/,

C(- -r / -
/ rt- 4- 6 2

/

(lela pose, les equations (18) deviendront

cos

9

B(n i}kl (Y x&quot;-*dx sin(n
-

i)/r /
Q&quot;^-&quot;

&amp;lt;/.r

&quot;^ | c/.t&quot;
t/jt-

/o ^o - o

cos
(
n i /

I
()&quot; x&quot;

-

f/.r + sin
(
n i

)
/f

|
O a &quot; r/.r -

-^- /
&amp;lt;/

&quot;- ilv
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Si Ton ajoute ees deux equations, apres avoir multiplie la premiere par

cos( i)k et la seconde par sin
(ft i)k, puis, qu on les retranche

1 une de 1 autre aprcs avoir multiplie la premiere par sin(n 1) et

la seconde par cos(w i)k, on aura les deux suivantes

fio x
i l. /

/ I Q&quot;x
n-*dx = -

I qx *

.

.- o *- o

On a d ailleurs

6
a- -+- b- = / -,

- = tang/f,
a

et par suite

La derniere de ces equations donne pour k une infinite de valeurs dif-

ferentes. Mais comrne, en supposant b = o, on doit avoir Q Y(ax) t

Q&quot;
:= o, les equations (20) devront se reduire, dans cette hypothese, a

,,0,
j

/

/ Q xn ~ rfj; = /
&amp;lt;/

a 1
&quot; ^,

-

&quot;

^0

/ (V ^f&quot; :-- O,

et par suite 1 equation b = o devra entrainer les deux suivantes

cos nh = i,

= o.

On satisfait a cette condition en prenant pour k le plus petit des arcs

qui ont pour tangcnte
- Cola pose, si Ton change Y(x) = q eu

f(x) =p, et par suite Q en P , Q en P&quot;,
on aura le tlieoirme suivanl.

TIIKOUEME IV. -r Soil f(x] p uncfonclion de .r lelle, gue si I on fail

f(ax.xz v
/ i):=P :tP* VT-I,

P &amp;lt;?/ P&quot; conserve/it uric valeur delenninee pour loules les valeurs de .r el
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de z comprises e.nlre les limites x = o, x = cc , z = o, z = b; el (ju en

outre x&quot;l
r et x&quot;V&quot; s evanouissent, i pour x = o, 2 pour x = cc , quelle

(/ue soil d ailleurs la raleur de z. Si I on suppose, dans P et dans P&quot;,

z = b, on aura

r x
.. POSI?/,- r*

I r x 11 ax -
I px 11 * ux,

1 o / o
_,

7 .-&amp;gt;
\&quot; JQ

I ,~ ) ~ r x (V-

1 I P&quot; I /
SIM/?/)- /

I

(

2 + 6 2 ^

/ etant le plus petit arc qui ait pour tangenle
-

On pent remarqner que les equations (18) no sont qu un cas parti-

culier des equations (21). En effet, si Ton suppose dans celle-ci n \.

on aura

cos/7/r cos/r a sin///r sin/r A

2 ~~1~ a^+T2
~ ~~

a 2 H- A-

Ainsi le theoreme (4) renferme le theoreme (3).

Exemple I. Soit

# =/(*)= -*;

on aura

qp y i e~ ax sinbx,

et par suite

P = e~ax cosA^-, P&quot; e -rt -r si

(]ela pose, les equations (21) deviendront

r^
I x 11 e &quot; r cos t&amp;gt; a: aor =

I x&quot;
-* e-a - K smbx djc = -

/ x&quot;-*e- c dx.
J

(a*+b*?
J

&amp;lt;

(]es formules out ete donnees par Euler

OF.uvres de C. S. I, t. I.



MEM 01RE

Excmplc II. -- Soil

On aura

f(nx I) x
y

i
)
= e J x ~( aJ

d ou 1 on conclut

x + c), P&quot;=

Cela pose, les equations (21) deviendront

--- /

^
f &amp;lt;

/ -y&amp;gt;

I /

&quot;

// /*

I

Los deux equations precedentes supposent necessairemeut b&amp;lt;^ti, on

tout au plus b = a. Sans cette condition, o;&quot;P et ;r&quot;P&quot; eesseraient do

s evanouir pour .T == cc .

Si, dans les equations (/), on suppose

on aura

et par suite

b -

a, i. ac i
,

2 a- -= m,

i

~
i, *

A 7 , a- -\- b-= ni, -2.C =
\

-
,

4

cos

COS.T i -i-

I
x&quot;

r

r.n
sin T̂

- /

Si, dans ces dernieres
e&amp;lt;|iiations,

on suppose m =
&amp;lt;&amp;gt;,

on aura
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el par suite

L r,, -*--*,. .-i- /&quot;

-
.

, rf A /

/
*

n
]

e x ~
&quot; /

7
s

,}&amp;lt;* -,,2

Cela pose, les equations (/} deviendront

r. n
&amp;lt;

&amp;gt;(l
&amp;gt; -r

i I /
I

jf&quot;

~
**&quot;

CO^Jt* ^/uf I jt
1

&quot; p
~

*

^//^

1

. 77/i

r
- S.MT

/ JT&quot; e l
sin&amp;gt;r^ = -

/ x&quot;&quot;
1 e djc.

ties derjjieres peuvent aussi se deduire des equations (e) trouvecs par

Bluler.

On pent observer que I integrale

/

vg
x&quot; dx

est egale a

dx.

Lorsque n est un nonibre entier, eette derniere depend uniqueinenl de

1 integrale / e x dr.
*-

. Exempte III. Soil

Si Ton i ait, pour abreger,
m-

on trouvera

/ \
-i s -*i

( +-;) ibx J i) = e \ **
cos
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d oii Ton conclut

f!=e +J &quot;

cos zablx* }

P&quot; e
*

sin

Cela pose, les equations (21) deviendront

w:

r_(at
6*}/,t+ l^

r / c~\] sinn/r /

K *

e cos I &amp;gt;. y i ^7- ail &quot; /*/! , ., ,r i/o1

o a- -4- o- r* T^ V
]

Les equations precedentes supposent evidemment rt.

&amp;lt;
b. Dans ees

uiemes equations, les integrates des seconds membres sont connues,

toutes les fois que n est un nombre entier, mais impair. Si done on fait,

pour abreger,
a- b- = A, ?.o = B,

on aura, dans le meme eas, les valeurs des integrales

C e
&quot; A ^

I c&quot;*

**&quot;1
&quot;*

1
si

J*J o

Exemple IV. - Soit

cosB .* -

\ x 1

on aura

i + ax :z o ^r \
-

d oii Ton conelut

i H- a.r
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Cela pose, les equations (21) deviendront

I -+- fix .

,
COS/?/.

/&quot;

X&quot;

;
x&quot; dx =.

-T- -y.ax -f- (a- -+- b-\x- y _!_&) a -t-ft^ sinnTt

/&amp;gt;.rr sin //A /^
x
A &quot;

,

~ SIM //A

x&quot; *dx = -ax- ^
( ft- -+ I)- \ X- &quot;

! I -\- X
(
a j H_6 2 )^ (a

3 -h^) sinnTT

Os deux equations coincident avec des formules deja connues. Li pre

miere se deduit aisement de la seconde, et, si dans cette derniere on

suppose a 1 + b- -- \ , on aura

a cosA% b = sin A,

et par suite

/
*

r&quot; r. sin/? A
ax = . ; ;

, + i x cos/r + x- sin/iTi snur

C est la formule (f) de la page 101 de la quatrieme Partie desExemc

fie Ctilcal integral de M. Legend re.

IV.

TROISIEME APPLICATION.

Faisons

M = o:cose, N .* sin;,

on aura

&amp;lt;)M &amp;lt;)N &amp;lt;

&amp;lt;

= cos 3
,

= sin : ,

- * sin ; ,
== x cos

dx Ox az oz

S = P cos5 P&quot; sins, U= - j:P sin^ #P&quot; cose,

T = P sin; H- P&quot; cos-, V= xV cos- ---
j?P&quot; sin -.

Si Ton fait de plus /(a?)
=

p, on aura en general

= p, u = o,

= O, V = O.
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Ola pose, les equations (5) deviendront

/ (Fcosz P* sinzjrfr- T
p&amp;lt;/jc

=
. (i . /.,

f (P shi3H-P&quot;cos.

(P coss-P&quot; sin.P&quot; sin ; -+- P&quot; cos;
)
dx

K.temple.
-- So it

on aura

P rP&quot; v i = e~ 3

[cos(.r sin;) =p Ji sin(.r sins)],

et par suite

(
P P&quot; v^ ) ( cos ; it V

/:^ sin ;
)

_ e -.&amp;lt;-co S ;

[ COS ^ __ ^ S i n 5)
+

v
..~&quot;7 gi,,^-

__ x S i n
~)-|

.

d oii Ton conclnt

P cos; P&quot; sin; = er*&amp;gt; cos(; x sin; ,

P sin; -+- P* cos; = e
~ xfMS

sin(;~^r sins .

Cela pose, les equations (22) deviendront

/ -* r
l

A ^ *r

.r/&quot;

sin;

cos; ; ,r sin

On a d ailleurs

/ e -c dx -. i e *,

&quot;9

I

^

/ e rc 85
sin (s

/

e J i; cos
(
; x sin ; rfjr = i

- e~ ^ : eos ^r sin ;
,

sin 3 sin .r sin s .
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On aura done par suite

/ r~

\
I e-*** sin;; x sin; &amp;lt;lz = ![*-*- cos(.r sin; e ],

1.

/
/

e &quot; &quot; s;
cos(c x sin

*)&amp;lt;/z
= :--**&quot; sin ,r sin; .

/
ii

Si Ton fail, pour abreger,

-
[e-*

0083 cos (a? sin f
)

v
l = \

, ,

cl quc Ton differentie /i fois par rapport a a; les deux nieuiltrcs

chacune des equations (/), on trouvci-a

[JMJ

J T
&quot;

cos in: - x sin 5 rs =

Ou voil par cot excmple que le passage du reel a riinagiiiairc pcul

servir a trouvcr de nouvelles integrales, non seulement defiuics. mais

encore indefinics.

V.

Q L ATIIIKME APPLICATION .

Faisons

M = ax-, \ = x~,

a (Hani une constante arl)itraire,

On aura
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Si J on fait de plus/(#or) = P, on aura en general

s iftxP, it = o,

Cela pose, les equations (5) deviendront

,,.&amp;lt;
.. =

I i-\ /~t sv* I) *r M
]
// &amp;gt;&quot; I o // j*

1 t* (ilC 27 I f/
~

1 ^ o ^o *^o

i f*f &amp;gt; &amp;gt; M r
=

&amp;gt; /-

tx t^
(j

Corollaire I. Si la valeur extreme de x est telle que a?P et icP

s evanoyissent, quel que soit s, les equations (23) se reduiront a

[ /
i /

I

(aiucF- .*P*).d^=.

n*
. I ^rtarrjjr,
*^

Dans un grand n ombre de cas, P et P&quot; s evanouiront par la supposi

tion x = cc . Alors, si Ton designe f(oc] par/?, on aura

/ -2axl*dx= I -i.axf(ax*}dx= I pdx.
-

o &quot;^o ^o

(Ida pose, si, dans les equations (24), on fait z = b, et que Ton rein-

place / zaxP dx- par / pdx, on obtiendra le theoreme suivant.

TIIKORKME V. Soit f(x] = /&amp;gt;

une fonclion de x telle, que, si I on fait

/( a x* xz \l~i )
= P 1

J//

V r- 1,

P e^ P conscrvent une valeur determinee pour loutes les valeurs de x et

de z comprises enlre les limiles x = o, x = sc
,

z = o, z = b\ et qu en

outre xV et .rP s evanouissenty 1 pour x = o, 2 pour x = cc , quelle

quc soit d ailleurs la valeur de z. Si I on suppose, dans P et dans P&quot;,



SI It LES INTEGRALES DEFIMES. :{&amp;lt;&amp;gt;!

z = b, on aibra

i f (laxV- b
P&quot;)

dx --
I p dx,

]
&quot; *

I (AP
&quot; n

2. &amp;gt;

f* x

&amp;gt;&quot; dx = 0.

K.rernple.
--

Soit/(;r) = e
*&quot;

; on aura

f(ax- /&amp;gt;.r
\ i) =

ct par suite

!&amp;gt; e -fl^- -i-A -.c 8

cosaafta: 3
,

P&quot; = - e

On a d ailleurs

/
K

-7

e?--1
2

f/JT = -rTT&quot;

(]&amp;lt;

i la })oso, les equations (26) deviendront

r

K

e
- 2^+6 3

.t--/

I i^ o

o,

2
etant

&amp;gt;&amp;gt;

o.

II suit de ces dernieres equations qu on pent exprimer les deux inte

rales defmies^

/ e ~ti-.v- + b-.

Jo

I
e --a-.r* + b -.c-

&amp;lt;~,\n?.

Jo

an moven des deux suivantes :

/*

/ a &quot;*-* Jrb - t: CQSiabx* dx,
Jo

I e-a .i-
s + b -.c- smiabx* dx.

Jo

OEnvresdeC. S. I, 1. 1.
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Scolic. -- On voit par les applications precedentes 1 usage que Ton

pent faire des equations trouvees dans le I, lorsque les fonctions

de x et de z, designers par S, T, U, V, conservent toujours entre les

li mites de [ integration une valeur determinee. Nous examinerons

bientot les modifications que I liypothese contraire pent apporter aux

divers tlieoremes enonces ci-dessus. Mais, avant d aller plus loin, il ne

sera pas inutile de faire voir comment, dans certains cas particulicrs,

chacune des equations (2) peut elle-meme se decomposer en deux nou-

velles equations de meme forme. Tel est 1 objet du paragraphs suivant.

VI.

DE LA SEPARATION DES EXPOXESTIELLES.

Soient q et /* deux fonctions de -r, et faisons

p == q cos r.

Soient, de plus, M et N deux fonclions donnees de x et de z, et suppo-

sons que la substitution de M N y i au lieu de x change

p en P P&quot; v/- i
,

q en r

i- en IVR&quot;
v/^7,

on aura

P PV i=(Q QV cos(R R&quot;\/ 0;

et, par suite, on aura

2 P = eu
&quot;(O

cosR + Q&quot;
sinR

)
+ e~ l{

&quot;

(Q
1 cosR

Q&quot;
sinR

),

2 P&quot; = &amp;lt;?

R &quot;

( Q&quot;
cos R - Q sin R

)
-+- e~R

&quot;

( Q&quot;
cos R -f- Q sin R

)
.

Si Ton conserve d ailleurs a S, T, U, V les memes significations que

dans le I, Fequation (2) sera toujours satisfaite. D ailleurs, si dans

S, T, U, V on substitue pour P et P&quot; leurs valeurs tirees des equa-
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lions (26), on trouveni

T= &amp;lt;

T, &amp;lt;?&quot; + fr, e
-R&quot;,

V l V, eR
&quot;

-f- V 2 rB
,

S,, I ,, U,, V, etant determino.es par les equations

/ 1 \ F lV
S, (O cos IV+

Q&quot; sin IV)
- -

(Q&quot;
cos IV Q sin IV) ,

TI = (Q cos IV -4-
Q&quot; sinR )

- -
-4-

(Q&quot;
cosR O sin IV) ,

(28)

L*, = (Q cosR -i-
Q&quot; sinR )^ -

(Q&quot;
cos IV - Q sinR

) \
09 dz

V, = (Q cosIV-
Q&quot; sinR )

~ +
(Q&quot;

cos IV -f- Q sinR
)
~,

et S a , To, Uo, Vo par les equations

~ -
(Q cosR + Q sinR

) ^
&quot;* a^T

-f-
(Q&quot;

cos IV+ (V sinR
)

~T 2 =r (Q cos IV-
0&quot;

sinR
)

U a =(Q cosR -Q&quot; sinR
) -(Q&quot; cos R

dx

^
V 2=

( Q cos IV -
Q&quot;

sin R
)

~ +
( Q&quot; cos IV+ ( ) sin R

)

-AI -

vi dz

Les valours de S, T, U, V determinees par les (Equations (27) doivent

satisfaire aux equations (2), quelles que soient d ailleurs les valours

do x et de z; mais, comnic chaoune des quantites S, T, U, V est eom-

posco do deux parties, dont la premiere seule renferme 1 exponen-
tielle e

n
, il faudra necessairement, pour que chacune des equations (2]

puisse etre satisfaite, que la premiere partie de ~ dotruise la premiere

partie de ^, et que la premiere partie de -
1

7 dotmiso la promii i-o

partie de De memc les secondes parties de et , et ,

dz dx dz dx

46.
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c est-a-dire, les parties qui renferment 1 exponentielle e~u
, devront so

detruire mutuellement dans les equations (2). On aura done

dx
(3o)

dz

et

dz dx

|(T.e-
R

&quot;) _ d (V a g-
B

&quot;)

dz dx

On voit ici comment la separation des exponentielles e
n

&quot;,
e~

n
&quot;,

sert a

diviser chacune des equations (2) en deux autres equations de meme

forme. On pent d ailleurs verifier directement par la seule differentia

tion chacune des equations (3o) et (3i). On serajt encore arrive a ces

memes equations, si, an lieu de supposer d abord

p = q cos r,

on eut suppose

p = q sin r.

On peut deduire facilement les equations (3i) des equations (3o), on

changeant a la fois les signes de R et de R&quot;. II est evident a priori (\\\r

ce changement est permis;, car il revient a changer simplement le signe

de la fonction /. Enfin, pour deduire les equations (3o) et (3i) des

equations (2), il suffit de snpprimer successivement, dans les valeurs

de P et de P&quot;, les parties qui renferment 1 exponentielle e~
R

, et cellos

qui renferment 1 exponentielle e
u

&quot;.

La methode par laquelle nous avons obtenu les equations (3o) et(3i)

pourrait encore servir, dans plusieurs cas, a partager chacune do

celles-ci en deux autres de meme forme. C est ce qui arriverait, par

exemple, si 1 on supposait q cos/, / et /etant deux nouvelles fono

tions de x. Mais nous ne nous arreterons pas plus longtemps sur la

methode dont il s agit, et nous nous bornerons a deduire des equations

deja trouvees quelques consequences dignes de remarque.
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Supposons qu apres avoir multiplie les deux membros de chaeuur

des ( (inations (3i) par dxdz, on se propose de les inte^rer, par rapport

a x et a z, enlre les limites o et x, o et z de cos deux variables. Desi-

i;uons par

,90 et /o ce que deviennent So et To quand
- = o,

et par

n o et co ce que deviennent I o et Vo quand x = o,

entin par

/ /&quot;

v
i el /

,
/

, y/
i ee que devienl R R&quot; v

quand x u, on quand z =^ o.

Si, entre les limites de 1 integration, les quatre quantites

conservent toujours une valour determines, on aura generalement

r - - r &quot; c
=

-ir r

^JJo J
J&amp;lt; Jo

j r
1

r&quot; r\r -*&amp;gt; / r /

T,r*rfr-J
***-** =J

V*&amp;lt;^ dz -I , 2^ ,/=.

i, t/o /0 l f

Kn partant dos equations (3o), on arriverait encore a des oqiuilions

.

I

1

)
Los equations (3a) pen vent (Hre reinplacoes par la scule formulo

f tSit-T.^i^rfr-
/&quot;Jo /o

(0)

Celte formulc, dans latjiiollc on a

S,-4-

sc dednira immcdiatemenl dc I equalion (A), si Ton substitue a la fond ion f(x] =
i&amp;gt;.

non
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semblables aux precedentes, mais que Ton peut deduire immediate-

inent de celles-ci, en changeant simplement les signes des quantites /,

/ , /&quot;, R et R&quot;.

ire 1. Pour appliquer les equations (32), il est neeessaire

pas le produit 17 cos/-, mais le suivant,

En posant M = .r, N = z, on tircra de 1 equation (0)

(r;

r }V~i ( /.z _ f

\ r

_ f

puis, en admettant que e~ l{
&quot;

s evanouisse pour z = x,
,
on trouvera

(Q)

lin remplagant t *7 ^ 1

par e

au lieu de la formule (Q),

-j

/3

/
i L t/ o

- r(tf+f-v=r*)fr+ **:&
t/

,
cl supposant que 6Jl

&quot;

s evanouit pour c- oc
,
on trouveni,

-Q ^Qy ,),&amp;gt;-(

Les formules (P), (Q), (II) peuvent etre subslituees aux formules (33), (34) et (35).

On voit, par ce qui precede, que les formules dduites de la separation des exponen-

lielles sont precisement celles que Ton obtient, quand on remplace la fonction reelle

f(x] = }) par la fonction imaginaire

tjc
1 ^-

&amp;lt;/

cos/- -+- v/ i
&amp;lt;7

sin/-.

De plus, il est evident que, les fonctions q et r etant 1 une et 1 autre entierement arbitraires,

on pourra en dire autant des fonctions
&amp;lt;y

cosr et q sin/-.
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do donner a M et a N des valeurs determinees. Parmi les diverses hypo
theses que Ton pent faire a cet egard, la plus simple est celle que nous

avons admise dans le H, et dans laquelle

M = jr, X=z.
On a, dans ce cas,

et, par suite, les equations (29) se reduisent a

So=V 2 = Q cos 11 -Q&quot; sin IV, l\= -
IL&amp;gt; =

Q&quot;
cosR H- (V sinR

Soit de plus

q=f(x], r = (*},

on aura

.$o=:gcosr, !(*= q cos/ 1

^&quot;
sin r

,

^ =
&amp;lt;/

sinr, c 2 = g cos/- -f- ^ sinr .

(]ela pose, les equations (32) deviendront

rr

r*
I

( Q cos R -
Q&quot;

sin R
)
e~R &quot;

dx
\ q cos r dx

&quot;0 JQ

-

I (Q&quot;cosR +Q sinR )e-
R

&quot;^ 4- f (q&quot;cosr +q f

sin /
)

o /o

f (0&quot;cosR&quot;+Q sinR )e-
R
&quot;^- T ^ smrdx

*&amp;gt; c/o

/ (Q cos IV -
Q&quot; sinR )e-

u
V/,- - f (q cosr

(33)

sinr

Les menies equations suhsisteront encore, si Ton echange a la to is les

si^nes dcs cinq quantites r, /
, r&quot;, IV, R&quot;.
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Dans un grand nombi c de cas, si Ton suppose z so
, Tune dcs deux

quantites e
n &quot;

,
e~

}{

&quot;,
s evanouira. Supposons, par exemple, quo ce soit

t~*&quot;. Dans cette hypothese, les deux quantites

(Q cosll -CTsinR )e-
B

&quot;,

(Q&quot;
cosR +Q sinR )e-

11

&quot;,

s evanouiront en general, quelle quc soit la valeur de x; ct par suite

Jes equations (33) se reduiront a

/ q cos / dx
1

= f ( Q&quot;
cos R -f- Q sin R

)
a-*&quot; dz /

( q&quot;
cos r + ^ sin /

)
e~

J
dz ,

J Jo

I q smrdx
vt

-

f (Q&quot;
sinR Q cosR )e-

R
&quot;^

-
\

(q&quot;
sin/- - q cosi^e^ ilz.

Jo Jo

Si e
u &quot;

s evanouissait pour des valeurs infinies de z, il faudrait

changer, dans les equations precedentes, les signes de r, r , /&quot;, IV, 11&quot;,

et Ton aurait, par suite,

I q cosrdx

/-K /&amp;gt;*

- \
( Q&quot;

cos R - Q sin R
)
eu

&quot;

dz
j

( q&quot;

cos /
-

7 sin /
)
e

~&quot;

dz ,

-0

i q sin r dx

roc

/***

(Q&quot;
cosR -v- Q cosR )e

u V/; -I
(^&quot;

sin/ +
^y

cos/- )e %/;.

^o *-

Les equations (34) et (35) sont a la f ois comprises dans les deux

35)
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36&amp;lt;J

formules suivantes :

/ r&quot;

I q cos r da:

=
/ (Q&quot;

cos R Q sin R
)

e**&quot; dz -
| (q&quot;

cos /- i q sin / &amp;lt;?-

&quot;

dz,

r&quot;

/ q smrdx

: /
(Q&quot;

sinR + Q cosR Je-
1

&quot;,/-
- C~

q&quot;
sini- qr^ sin/ e* &quot;dz,

&quot;* J

oil Ton doit admettre le signe superieur, lorsque e&quot;

K/
s evanouit pour

= so
, et le signe inferieur dans le cas contraire.

Si Ton suppose, dans les equations (36), q = i, on aura Q = q = \ ,

Q&quot;~
fj&quot;

-o, et, par suite,

(37)

le choix des signes devant toujours etre fait de la meme nianiere.

Les conditions necessaires pour que les equations (36) et (3 7 )

puissent avoir lieu sont evidcmment remplies toutes les fois que q et r

sont des fonctions ralionnelles et entieres de x. Mais il est facile de

s assurer que les rnemes equations subsistent encore dans plusieurs
autres hypotheses. Nous allons maintenant appliquer ces formules ge-
nei-ales a quelques exemples.

Exemple I. -- Soil r Y(x) = x 1
, on aura

f C&quot;

Jo J9

/
r

/I QO

sin / dx = =p / &amp;lt;?+

R cos R dz / e^
1 &quot;

cos i- aTs ,

- I/

, r = o.

Ola pose, si la seconde limite de .r est positive,

e u &quot;

-- e~--rz

OF.iivres de C. - S.I. t. I.
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deviendra mil pour z = cc
, et, par suite, on devra, dans les equa

tions (37), choisirle signe superieur. De plus, les integrates

I
e-&amp;gt;

&quot;

sin r dz, 4-
J

&amp;lt;?-

&quot;

cosr dz
^ o ^ o

se reduiront, dans le cas present, a

i smz-dz=^ - f z~
r
-$\\\zdz,

I
cosz^dz- \ *coszdz,

J - Jo J &amp;gt;- *^

et, en vertu des equations (e) clu II, elles seront toutes deux egales a

i i r&quot; 4 77
5

/ z-e z dz^ -_

2 V^ ---o
2 v 2

Cela pose, les equations ($7) deviendront

/ -

/

J Q

I smx* dx == a ^TC
1 - T e 2XS

cos(^
2 z 2

}
dz.

Jo Jo

Eii developpant les seconds membres de ces equations, et changeant .r

_L

en x-
,
on aura

f
- cosx dx

i r- i f
00

., t.i,
,7

- !

_j_ 2 Slll^ I 6~-- L &quot; COS 2- f/2 9 COS: I 6

J c/o

I x - sn ^

KoL-emple II. - Soil / = ?(#) = #, on aura R =fl.r, IV ^as,
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= o, r&quot; :~ az, et, par suite, les equations (34) deviemlront

/
*

\ q cosax dx

I
Q&quot;e

az dz H- smax I Q e a~dzl
q&quot;e&quot;

z
dz,

co J,

cosax
,

&amp;lt;s

q sinaxdx

= sin ax// -a rtx

Q&quot;e-
az dz cosax (Ye &quot; dz-- I q e &quot; z dz.

- t/

Supposons maintenant a = i, q=f(x} = x&quot;, 71 etant un nombre

rrcl pris a volonte; on aura

et si Ton designe par arc tang
- le plus petit des arcs qui ont pour tan-

Lente -i on trouvera

Q = (x- H- 2 2
)

2 cos ( n

q ^= z&quot; cos -5
q&quot;

z&quot; sin -

(II est necessaire dc choisir le plus petit des arcs qui out pour tan

i^ente
^,

afin que la valeur de Q se reduise a
,T&quot;, et celle de

Q&quot;
a /ero

(juand z =
o.J

Cela pose, les equations (38) deviendront

I
x&quot; cos x dx

o

= cosxC
Q&quot;e

- =dz+smxl Q e~=dz~*m f\ t :.

(hf
Jo t o

- J

f
1 / o

47-

(p]

&quot; sin z-

/* ^ /
* x

sin.r &quot;-
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Si I on developpe on series les valeurs de Q el do
Q&quot;,

on aura

. &amp;gt;.

1.2.3

On a d ailleurs

z k e ~dz i .2.3. . ./..

Jo

Par suite, on aura

/ Q e dz -. -- xn n(n i}x
n - + ..

1

/
Q&quot;e

*dz^nz -

n(n i
)(

- 3 -4- .

Si n ost ontior, ees deux dernieres series seront composees d uri

noinbre fini do tonnes, ot les equations (p) donneront los fonnules

connues

t

x&quot; cosxdx
[&amp;gt;&quot; n(n i)^&quot;

2 + . . .

-\-[nx
n -

|

--n(n I)(B )*-* H-.r] cosr

/ x sin a;^ [
x&quot; n(n \]

x&quot;

&quot; 2 H . . .
] cos x

Jt
w N , 1 &amp;lt; ,,.

Trn

-\-[nx
n n(n

-
j( ^j^

3
-K..J sii)#+ i..9.3...Ji cos

2

Si, dans los equations (/?),
on suppose .w ~ -

, on aura

-
i&quot; 7T

/

&quot; ^
- sin I z&quot;e

z dz = cos -
/

z&quot;e ~dz = ;

i
,/, J y/7

ot, par suite,

, .r
_|_ II / /

I

|
.r

- oos^t/^-
-

&amp;gt;.

f
ir
1 + sin* I Q*-*rfi-4-cosj? I Q&quot;-*aa,

;

*

/* i i i r
30

/
*

fix* si\\xdx :-a r:
2

-4- sin^r
|

Q
r/

e e/z - cos.r / Q &amp;lt;? -r/z.
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&amp;lt;

i

( 0&quot;etani determiners par lY-quailon

_

(x-z\ !

i) O
N -,,

d ou I on corn-hit

&amp;lt;&amp;gt; I

V
J

*-
! r

I&quot; (
L i*

a
!

a
) J

x

Si I on compare mainltMiaiil Ics ( (jualions (r) aux equations (o\ on

tronvera

1

U
..

I r&quot;f\/d?
a + a a T /

w
i

J ., ,, , ii
*** - sin-^.

* L \ c o

Kn supposaiil, dans cos dermi irs njualions, a? = o, on trouvcra

co
&amp;lt;|iii

s arrordr aver ee quo Ton a deja trouve.

E.i-crn])lc III. - Soil toujours r= F(a?)--a?, et faisons do plus

on aura

Q +
Q&quot; V _-, L^ IS J,

et, par suite,

Q --- - -, o&quot;

(IH *p h7 V
(n ., I . ga

1
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Ola pose, les equations (38) deviendront

/ T dx
J n

i -f- j?

a ClZ rl ? \ ci ri yy i~ I &amp;gt; &%&amp;gt; ft ~ PO ti /&quot;/ 1&quot; I&quot; &quot; O { / , I . 1 I I ( ( iX/ I CT tf *: ^W J t-l ^V I

4-Z 2
./

/

sin&amp;lt;7.r

dx
x

/
&quot; /^

*
i i

---e~az dz sin.r -- e~az dz cosax I

Corollaire 1L On voit, par les exemples precedents, comment, au

inoyen des equations (36) et (37), on peut transformer cles integrates

indefinies de la forme

/ pcosrdx, /

. ^0

en des integrales definies qui renferment des exponentielles dont hi

valeur decroisse a mesure que la variable augmente. Ces dernieres in

tegrales sont relatives a une nouvelle variable z, et doivent etre prises

entre les limites o et oo de cette variable. El les renferment en outre

la valeur extreme de x, qui doit y etre consideree comme constante.

Elles se calculent, en general, plus facilement que les integrales in

definies qui leur correspondent, parce que les fonctions de z, placees

sous le signe I &amp;gt;
deviennent insensibles pour de grandes valeurs de z.

II arrive souvent aussi que ces fonctions conservent le meme signe

entre les deux limites de 1 integrale, c est-a-dire, pour toutes les va

leurs reelles et positives de z; ce qui permet d obtenir facilement des

limites entre lesquelles la valeur de 1 integrale se trouve comprise.

G est ce qui a lieu dans le troisieme exernple, oil les fonctions

_ aaz
i + x }^-^

c

placees sous le signe / dans les integrales relatives a z, satisfont evi-

demment a la condition enoncee. La meme condition se trouve encore
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remplie dans J exemple II, lorsqu on suppose /i&amp;lt;i. En effet, les

integrales relatives a z et comprises dans les seconds membres des

equations (p) t sont

/ Q e-dz, f Q&quot;e~*dz,

JQ c/o

Q Pt
Q&quot;

etant determinees par les equations

- / - \ - -\
Q = (,r2_|_ -a)* cos In arc tang-}, Q&quot; (.r

2 + z 2
Y sin (n arc tang-},

\ x) \ x]

.
oil 1 arc arc tang- est le plus petit de ceux qui ont pour tangente -&amp;gt;

et par consequent moindre quo
- Cela pose, si n est positif et i,

1 ai c designe par /i arc tang- etant plus petit que -&amp;gt; son sinus et son
w 2

cosinus seront toujours positifs, et, par suite, il en sera de meme des

trois fonctions

.Mais si, n etant negatif, on a -
w&amp;lt;i, les deux fonctions Q e

-&quot;,

z&quot;e~
z

t seront positives, et la troisieme, Q&quot;e % sera toujours negative.

Les equations (3G) et (3;) et celles qui s en deduisent peuvent
servir principalement a determiner les valeurs des integrales indelinies

de la forme

/ p cosrc/jc, I p smrdjc,
t/a i- n

lorsque la valeur de x devient tres considerable. En effet, dans ces

memes equations, les parties des integrales relatives a z qui corres

pondent a de grandes valeurs de 5, etant en general fort petites, si la

valeur de x devient tres considerable, on pourra, sans erreur sensible,

negliger, avant 1 integration, z relativement a x. Cette circonstance

permettra de simplifier les valeurs des integrales definies relatives a :-,

et, par suite, d obtenir les valeurs des integrales indefinies relatives

a x. (^ est ce qu on va montrer plus clairement par quehjues exemples.

Exemple L -- Si, dans les equations ;//, on suppose la valeur de x
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Ires considerable, ct que Ton neglige les parties des integrates du se

cond membre qui correspondent a de grandes valeurs de z, on aura a

tres peu pres

/ \

z z / z\ nz
xn

,
arc tans-- = -, sin [n arc tans - --.. ,

X X \ X I X

cos I n arc tang \ = i
,X

On a d ailleurs
/. /, *

/ e^3 f/z = i
,

/ e~z dz = i.

v ^

Cela pose, on trouvera

/ Q e-3&amp;lt;/z:=#, /
Q&quot;e--*&amp;lt;/3

n*&quot;-
;

*-^ *^

et les equations (p) deviendront

( /*
r

/ \ w /*

i / o:w COS.T c?ar = .r&quot; ( -cos.r -f- smx } sin / z&quot;e
z dz 4- . . . ,

\ T I II
, t ] /o \* / /

^&quot; sin^r 6?^c = x 11
( sin ^ COS.T \ + cos / :&quot; e~&quot; dz --...,
\X I 2

i/n

la limite superieure a? etant supposee tres considerable.

Si, dans les equations precedentes, on change n en - - u, on trou-

vera, sous les memes conditions,

Unr, r* (n \
x&quot;

n COS.T dx sin -
/ z n e.- z dz x~ n - COS.T sin^r +.-..,

o \ f /
^0

\
V

&amp;gt;

&amp;lt;

U^t
&quot; sin^c c/jr = cos / ;e ^(/s ^r&quot;

w
(

sin^r -I- cos^r) + . . . .

^ / \4? /^ o x

liinfin, si, dans ces dernieres, on fait n =
,
on aura
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Si, dans Ics equations (V), on supposait n = cc , on obtiendrait un cas

partieulier des formules (e) du 111.

ll.icmple //. --
Si, dans les equations (/), on suppose la valeur de x

Mrs considerable, en negligeant z relativement a x, et s arretant aux

termes de Fordre
, on aura a tres peu pres

i H- .r x
X- (\^rX\--\-Z- X- -\- Z- X

et, par suite,

f*
i

_i_ x if**
e-&quot; dz = -

I e~az dz = &amp;gt;

. o (
l+ ^) +; x

J, ax

r
_ taz i r*

n
i

Ola pose, les equations (t) deviendront

r cos.r
,

r x
z smax cosax

\ I
- dx -- I

--
e&quot;

az dz H i ,

! *^o *^o

(r)
\i\ax cosax

dx = / e
~ az dz

les integrales defmies relatives a ^ devant etre prises depuis x = &amp;lt;&amp;gt;

jusqu a line valeur de x tres considerable.

Si, dans les equations [y], on suppose les integrales relatives a a-

prises entre les limites x = o, x = cc , on aura siinpleinent

C* * C* sinrt^
7

i

=\ e-a: cl- I _ Jx -- I e- a:

J, *-*-** J9 +* c/ 1+---

OEuvres de C. --
S.I, t. I.
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SECONDE PARTIE.

SUR LES DIFFICULTY QUE PEUT OFFRIR L INTEGRATION

DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES.

I.

DES IMEGRALES DOUBLES QUI SE PRESENTEM SOUS UNE FORME INDETERMINEK.

Les equations differentielles auxquelles nous avons ete conduits

dans Ics I et VI de la premiere Partie de ce Memoire soul louj.es

de la meme forme; et, dans chaeune d elles, une fonction de x et de s,

differentiee par rapport a z et divisee par ch, sc trouve egalee a une

a utre fonction de x et de z, differentiee par rapport a x et divisee

par dx. Ainsi, par exemple, si Ton designe par f(x] une fonction

donnee de x, par M et N deux fonctions determinees de x et de :-,

et que Ton fasse

/( M + N V1^) = P H- P r/

v -&quot;i
,

P &amp;gt;&amp;lt;. _p^ = s p ^I _P^![ = U
dx dx dz dz

on aura, en vertu des equations (2) (l
ie

Partie),

f)S __ ^U
~dz

~~
~0x

Si Ton multiplie les deux membres de 1 equation precedente par dr (/:-,

et qu on les integre ensuite, par rapport a x et a z, entre les limites

x = o, x = a, s = o, z b, on aura

2

/*& f*o \a /t a rtb JTT
/ /

oh , 7 /
r dll , ,

I I -
f-dxdz= I I -dxdz.

JQ Jo Z Jo J X
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Chacune des integrales doubles quo presente 1 equation preeedente est

hi somme des elements qui correspondent aux diverses valeurs de x
et de z comprises enlre les limites de 1 integration. Si done tons ces

elements, oti, ce (jui irvient an meme, les deux fonctions identiques

^ au
Oz Ox

consenent tonjonrs, outre ces deux limites, nne valour determinee, il

en sera de meme des interales doubles

rt(l ,-tl&amp;gt;

^o
SKI nb

\i-\

/ / -,

L

dxdz, I / -~-dxdz.
f f (/% i i u 1Ci^O^O &quot;^0*^0

Dans ce cas, on pourra eHVetiier immediatement, sur le premier membre

de 1 equation (2), 1 integration relative a 5, et sur le second, 1 integra

tion relative a x, et Ton obtiendra, par ce moyen, line equation entre

(juatre integrales definies.

So it

s ce quo devient S, quand r o,

et

u co quo devient U, quand ^- = 0;

S, s, U, u, auront une valeur determinee; et 1 equation dont il s agit

sera, en general,

ltd r\b

ffl

ltd r\b rib

Sdx- I S,h
I

I &amp;lt;/;. i u
&quot; o - o i. o o

C est cello quo nous avons deja obtenue dans le I de la premiere

Partie.

Supposons mainienant quo, pour certaines valours do x el do z com

prises entre les limites des integrations, los deux fonctions V- V
vz vx

deviennent indeterminees; et reprosentons par

x \ - 7As - U -

)
^ -- *J

mi des syslomos de valeurs donl il s agit, en sorte
&amp;lt;jne

X soil compris

48.
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cntre les limites o ct a, et Z entre les limites o et b. Alors cliacune des

integraleso ,
i b d$ . C

a
d\],

-dz, /

- dx,
dz . dx

et, par suite, cliacune des fonctions S et U, deviendra necessairement

indeterminee, lorsqu on y supposera x X, z = Z. Dans le meme cas,

les deux integrales doubles

^0

ds c
a
c ^u

dx dz.
\

I dx dz ,dx
J, J* d-

ont aussi une valeur indeterminee; en sorte que 1 equation (2) semblc

devenir entierement illusoire. Neanmoins, comme chaque element de

c a
r*t)s

I inteffrale / /
- dxdz correspond a des valeurs determinces de x

Jo J dz

et de z, et obtient lui-meme une valeur determinee, lorsqu on y sub-

stitue d abord la valeur de x, en regardant z comme constantc, et en-

suite la valeur de s, la somme des elements, ou 1 integrale double que

Ton considere, obtiendra aussi une valeur determinee dans le cas dont

r a
{
tb

d\]
il s a^it. On doit en dire autant de rintegrale double / / dxdz.

Jo Jo dx

Par suite, 1 equation (2) cessera d etre indeterminee, si, dans chacun

des elements dont se composent les integrales doubles qui forment les

deux meinbres de cette equation, on suppose les valeurs de x substi

tutes avant celles de z. Si, dans cette bypotbese, on effectue sur le

second membre de 1 equation (2) Tintegration relative a x, on aura,

tout conime a 1 ordinaire,

r - dx =. L u
;

ox

et, par suite,

r 6
/&quot; du

7 rV r* /

/ / dz dx = I \j dz /
M dz .

Jo Jo dx Jo Jo

De meme, si, dans tous les elements de 1 integrale

/ / -r dx dz
,

1 i dzVQ .
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on voulait sul)stituer les valeurs dez avant celles de x, on aurait encore

/&amp;lt;*/ AQ /* rt

/ / -f-dxdz ~ \

Jo / &amp;lt;h&quot;

Jo

Mais conmic, par bypotbese, on doit substituer les valeurs de x avant

celles de z, la derniere equation ne sera plus vraie; et, pour la cor-

riger, il sera necessaire d augmenter le second membre d une certaine

quantite. Soit A la quantite dont il s agit; on aura, en supposant les

valeurs de x substitutes avant celles de z,

/- b /\ (l \ g ri (l / (l

I / dz
dzd

*=j
* (l-r ~t 8d*+ A.

txQ/Q *^ *

On a deja trouve, dans la meme bypotbese,

dz dx = / U dz l u d~ .

Par suite, 1 equation (2) deviendra

r a f a r b r b

(4) I S dx I s dx -4- A = I U dz
|

r/-.

/i Jo Jo Jo

Nous indiquerons, dans le paragraplie suivant, le moyen d obtenir la

quantite A, c est-a-dire 1 accroissement que regoit 1 integrale double

c
a

r^)s

/

-
Jo Jo dx

/ /dxdz,

lorsqu au lieu de substituer, dans chaque eltMnent, les valeurs de r

avant celles de x, on y substitue les valeurs de x avant celles de :.

Gette quantite represente, comme on le voit, la correction qu il fa ut

apportcr au premier membre de 1 equation (3), lorsque les fonctions

S et U prennent une forme indeterminee pour certaines valeurs de x el

de z comprises entre les limites de 1 integration. Nous allons mainte-

nant fa ire voir comment on pent determiner poura^et- les diflerents

systemes de valeurs (jui jouissent de cette singuliere propriete.
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Supposons, pour plus de simplicite, que les valeurs tie , ,
-

r
-,

&amp;gt; ne puissent devenir indeterminees ni infinios entre les limites des

integrations; alors les deux quantites S et T, determinees par les deux

equations

iv
f _ P&quot;

()N _ e p m u//
&amp;lt;)N _

Ox
~

~dx dz Tz
~

ne pourront se presenter sous la forme J, a moins que P et P&quot; ne

soient des fractions qui aient zero pour denominateor. II ne reste plus

qu a determiner les conditions necessaires pour que eette eirconstanee

ait lieu.

Les valeurs de P et de P&quot; sont determinees, comme Ton sait, par

I equation

/(M N v ~i) = p p&quot; v -7,

f(x] etant une fonction determinee de x. Concevons maintenant que la

fonction /(a?) soit une fraction qui ait (jc) pour numerateur et F(a?)

pour denominateur, en sorte qu on ait

3(x) et F(a?) etant deux nouvelles fonctions de x. Faisons, de plus,

5
(
M N v i

)
= Q Q&quot; v

-
&amp;gt;

F
(
M N ^\ )

=.- R R&quot; v

~
:

on aura

p
,

p//
r- _ Q ;

Q&quot; v/-7 __ (Q Q&quot;S~,](W ^zR^y/^j
R R&quot; V -T R- + R&quot;-

et, par suite,

P __ Q^R -^- R&quot;

p,,
__ Q&quot;R Q K&quot;

Ainsi les fractions qui representent P et P&quot; ne peuvent avoir /ero
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pour dononiinateur, a moins quo IV ct R no soient separement nulles;

cl, dans &amp;lt;&amp;lt;&amp;gt; cas, los valours do P ot do P&quot; sont toujours indeterminees,

jainais infinies; car lo numerateur des fractious quo Ton considere s eva-

nouit alors aussi bien quo lour denominateur. II suit encore do cottc

proposition qifen general los valours do S ot T peuvent dovonir inde

terminees, niais non pas infinies; ce qui provient qtiolquos objections

qu on aurait pu faire contre la thoorie precedente.

Les systemes do valours do ,r ot do z qui rendent les quantites P ot P&quot;

indeterminees sont, par co qui precede, coux qui satisfont a la fois aux

deux equations
R = o, ir z^o,

et qui sont en memo temps compris outre les limitos dos integrations
relatives a x et a z. Soil ,r X, z = Z, un quelconque de ces systenics.
On pourrait, a la riguotir, ohtonir les diversos valeurs de X et de L en

eliminant z on x outre les deux equations R == o, R&quot; := o, et rosolvant

par rapport a a- on a z 1 equation resultant do cette elimination. .Mais

on pout y parvonir bien plus facilemont do la nianiero suivanto.

L equation R -
-f- R&quot;- = equivaut a celle-ci :

F(M + N f~i) F(M - N ^- o.

Les valours reclles do x et de z qui satisfont a cette dorniero soul

oelles qui, substitutes dans M ot N, donnont a cos fonctions des valours

telles, quo les deux polynoinos

M + N V --T, M \
v ~&quot;i,

representent un des couples de racines imaginaires de ro(juation

ou cellos qui, determinant pour N uue valour nulle, rondent la I onc

tion M egale a 1 une des racines reelles de la meme equation

I ,r)=zo.
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Si done on represente par &amp;lt;x-h6\/
i une quelconque des racincs de

ccUc derniere equation, devant etre nul lorsque la racine est reelle,

il suffira, pour determiner les diverses valeurs de X et do Z, de iv-

soudre, par rapport a x et z, les equations de la forme

(5) M = a, N = 6,

et de cliercher, parmi les valeurs reelles des variables qui leur satisfont,

celles qui sont en meme temps comprises entre les limites des integra

tions qu il s agit d effectuer. Appliquons ces principes a quelques

exemples.

PKEMIKUE APPLICATION. - Soit
,
comme dans le II de la premiere

Partie, M = x, N = s, on aura simplement

11 suffira done alors de caleuler les diverses valeurs de a et de 6.

Exemple I. -- Soit F(^r)
= i -t-x 2

. L equation

1 -h X- = O

ayant deux racines imaginaires, savoir, +\ i et -y/ j, on oh-

tiendra deux svstemcs de valeurs de a et de , savoir :

at. o, 6

Exemple IL Soit F(a?)
= i + x \ L equation

ayant quatre racines imaginaires, savoir,

i H- y/
i i v

7
i

-
i 4- y/

-
i \J

--
^

. -
^

-
9

Si 2 2 2
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on ohtiendra (|uatrc systemes des valeurs de a et de 6, savoir :

I

v^

i

~/~

Exemple 111. -- Soil F(a?)
= r + ^r

2
&quot;; les diverses racines de I eqiui

tion

i 4- x-n = o

etant representees par la formule

iff __ ^w

cos
(
2 /r + i

)

---h \/ i sin
(
2 / 4- i

) ,

? -i

oil ^ designe un nombre entier pris a volonte, les divers systemes de

valeurs de a et de seront determines par les deux equations

a = cos (2 A- + i) , 6 sinf^/f + i)
.

2 /?
;

?. n

On choisira parmi ces systemes ceux qui sont compris entre les limites

des integrations que Ton doit faire.

Exemple IV. Soit F(a?) = x* 1

i, on trouvera

2/fTT
&amp;gt;. /,-;:

a. = cos -- , 6 = sin - -
,in ^n

&quot;

I v

etant un nombre entier pris a volonte.

Exemple V. -- Soit (x) = er i. Les diverses racines de liqua
tion e-

r -1=0, ou x = l(i], se trouveront toutes comprises dans la

OEuvres de C. S. I, t. I.
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formule
X 2 A&quot; 71 V l

&amp;gt;

k etant un nombrc entier quelconque positif ou negatif. Par suite, les

divers systemes de valeurs de a, et de 6 seront determines par des equa

tions de la forme
O, &= 2/fTT.

x

Exemple VI. Soit F(a?)
= e*-h i, on trouvera

a o, 6 &quot;

(a/f -f- 1)7:,

X etant un nombre entier quelconque positif ou negatif.

Exemple V1L Soit F(#) = a cos2^r, a etant une quantite posi

tive; et cherchons le systeme de valeurs de y. et de dans lequel la va-

T
leur de a se trouve comprise entre les linntes o et

^-

Supposons d abord &amp;lt;i
: les diverses racines de 1 equation

(
.()S2^ = o seront toutes reelles ct comprises dans la formule

.r ^arccosa. Cela pose, si Ton designe par arc cosa le plus petit des

arcs qui out a pour cosinus, le systeme chercbe sera determine par les

deux equations
a. ^arc cos a, 6 = o.

Supposons en second lieu a
&amp;gt; r, 1 equation

cosy, x a o

aura toutes ses racines imaginaires et comprises dans la formule

X^ etant un nombre entier quelconque positif ou negatif. Par suite, le

systeme cherche sera determine par les deux equations

Exemple V11I. Soit F(a?)
= a + cos 20?, etant une quantite po-
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silive, ct cherchons totijoiirs le systeme do valeurs de a et de 6 pour

lequel a se trouve compris entre les limites o et ^-.

Si Ton suppose d abord a
&amp;lt;

i
, on trouvera

&amp;lt;x
= ^arccos( a], 6 = 0,

arc cos
( a) designant le plus petit des arcs qui ont a pour cosinus.

Si Ton suppose en second lieu a
&amp;gt; r, on trouvera

-2?:, 6 -~ {l(a -f- \ja- r).

SECOXDE APPLICATION. - -
Soit, comme dans le III de la premiere

Partie, M = ax, N = xz, et designons toujours par a-f-6\/ -~T une

quelconque des racines de 1 equation F(#) = o, 6 devant etre nul

lorsque la racine est reelle; les equations (5) deviendront ax = y.,

xz = %, et Ton en conclura

a
i

a

Remarque.
-- Dans le cas que Ton considere, on a

dM dN

et, par suite, S peut devenir indeterminee, non seulement quand P et

P&quot; le deviennent, mais encore lorsqu on a en meme temps z = cc
,

= o. II peut done exister un ou plusieurs systemes de valeurs de X
et de Z dans lesquels on ait Z = co . Mais, si les integrations relatives

a z ne doivent pas s etendre jusqu a z -- cc
, on devra rejeter ces der-

niers systemes, et conserver seulement ceux qui donnent a P et a P&quot;

une forme indeterminee.

Exemple I. Soit Y(x) = i -f- x- , on trouvera deux systemes de

valeurs de X et de Z, savoir :

= 0, Zr=i,

O. / .
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Exemple II. -- Soit F(a?) i H- x\ on trouvera quatre systemes

compris dans les deux formules

Exemple III. - Soit F(a?)
= i -f- x-n

; si 1 on designe par nn

nombre entier positif on negatif, on aura

/ 7 \
TT

COS 2 A&quot; H- 1 -
v in r, , ,

, TTX=- i Z - a tang a/r -f- i)
--

a ?.n

Exemple IV. Soit
F(&amp;lt;r)

= e^ i
; si Ton designe toujours par k un

nombre entier qnelconque, on aura

Exemple V. -- Soit F(a?)
= e

r + i
; si Ton designe toujours par k un

nombre entier quelconque, on aura encore

On pourrait multiplier a 1 infmi ces divers exemples; mais ceux

qu on vient de rapporter suffisent, comme on le verra bientot, pour la

determination d un grand nombre d integrales defmies.

II.

SUR LA DIFFERENCE DES VALEURS QUE REC.OIT UNE INTEGRALS DOUBLE INDETERMINEE

RELATIVE AUX DEUX VARIABLES X ET Z, SUIVANT QU ON V SUBSTITUE, DANS TOUS

LES ELEMENTS A LA FOIS, LES VALEURS DE X AVANT CELLES DE Z, OU LES VA

LEURS DE Z AVANT CELLES DE X.

Dans toutes les integrates doubles que nous avons considerees jus-

(ju ici, on peut effectuer immediatement 1 integration relative a 1 une

r c &amp;lt;)s

des variables. Telle est, par exemple, 1 integrale / I dxdz. Suppo-
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sons, a [ ordinaire, que cette derniere integrale doive etre prise entre

les limites x = o, x = a, z o, z = b. Si Ton substitue, dans tous

les elements a la fois, les valeurs de z avant celles de x, on aura, en

designant par s ce que devient S quand 2 = 0, et supposant dans S,

&quot; r
/

. Jk

- dx dz - -
/ S dx I s dx.

dz

Mais, si Ton suppose les valeurs de x substitutes avant celles de z,

I equation precedents ne sera plus vraie ; et pour la corriger, il sera ne-

cessaire, ainsi qu on 1 a deja remarque, d ajouter au second membiv

une certaine quantite A. On aura done, dans cette seconde hypothese,

r*
/*

rt
r)S [*

a
(*
a

^ dz dx = / S dx - / sdx + \.
//^rt^o

n(l n(l

I -^- dz dx = I S dx /

, Jt
Oz Jo Jt

II s agit maintenant de trouver la valeur de A. II suffit, poury parvenir,

de resoudre le probleme suivant.

PROBLEME I. -- Soil K =
&amp;lt;?(x, z) une fonction de x el de z qui devienne

indeterminee pour les valeurs x X, z = Z, de ces deux variables. Con-

cevons, de plus, que I integrale indefinie

dx dz

doive etre prise entre les limites x = a ,
x =

a&quot;, z = b
,
z =

b&quot;, et que
le sysleme des valeurs x = X, z = Z, soil renferme entre ces memes li

mites. On demande la valeur que recoit Iintegrate dont il s agit, lors-

qu on y substilue, dans tous les elements a la fois, les valeurs de x avant

celles de z.

Solution. --
Supposons qu en ayant egard aux signes des quantites,

c est-a-dire, en considerant une quantite negative plus grande conime

plus petite qu une autre quantite negative moindre, on ait
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On aura, en general,

Mais il pourra se faire aussi que X soit egal a 1 une des limites , a&quot;,

et Z a l une des limites b
,

b&quot;. Je commencerai par admettre cette der-

niere hypothese, qui se partage naturellement en quatre autres. sa-

voir :

X
a&quot;,

Z = b
,

X =
a&quot;, Z^6&quot;;

et, pour plus de facilite, je supposerai d abord que la fonction

K = v(x, z} ne peut jamais devenir infmie entre les limites que Ton

considere, ni meme indeterminee, si ce n est pour le system e de va-

leurs

x = X, z = Z.

Cela pose, soit en premier lieu

Pour obtenir la valeur de 1 integrale double / / dxdz entre les

limites x = a ,
x = a&quot;,

z = b ,
z =

b&quot;,
il suffira evidemment de cher-

cher la valeur de la meme integrate entre les limites

x a
,

x =
&quot;,

z b -}~ C, z
b&quot;,

C etant une quantite tres petite, et de supposer ensuite ( = o. Mais,

suivant que Ton fera evanouir ( avant ou apres 1 integration relative

a -r, on obtiendra la valeur que re&amp;lt;?oit
1 integrale double cherchee,

lorsqu on y substitue, dans tous les elements a la fois, les valeurs de z

avant celles de x, ou celle que re^oit la meme integrate, lorsqu on

efTectue les substitutions en sens contraire. Entrons, a ce sujet, dans

(jiielques details.
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/c)K-y-
dz etant representee par

K = y(x, z) + const.,

la meme integrale, prise entre les limites z = b -+- , z -
b&quot;, sera

r b &quot;

dK

Jn-tit
dz

Si Ton multiplie cette derniere par dx, et qu on integre le resultat

entre les limites x = a
,

a:
a&quot;,

on aura

(9)

/*&quot;&quot;

\ y(x,U
v n

/&quot; p
b &quot; ^

pour la valeur de 1 integrale / /

-^-dxdz. Si, dans 1 expression
t/ ^ t/ ^ _|-C

**

precedente, on suppose, avant 1 integration relative a x, C = o, cette

expression deviendra

r*a&quot;

I

Ja

no.&quot;

I y(x,

G est la valeur de 1 integrale double cherchee, lorsqu on y substitue les

valeurs de z avant celles de x. Mais, si Ton veut obtenir la valeur de la

meme integrale double dans le cas ou Ton fait les substitutions en sens

contraire, il faudra a 1 expression (10) ajouter une certaine quantite A
dont la valeur sera determinee par l equation

f
Jat

dans laqucllc on ne doit supposer ^ = o qu apres avoir fait 1 integra-

tion par rapport a x. En admettant cette valeur de A, on aura, pour la

valeur de 1 integrale double cherchee dans le cas oil Ton substitue les

valeurs de x avant celles de s,

c&quot;
H

r&quot;
*

./ .

*

.
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Si Ton supposait K ==
&amp;lt;p(ar, z)

= S, b = o, b&quot; = b, en designant par s

ce que devient S quand z = o, et remplac,ant z par dans S, on trouve-

rait que { expression precedente se reduita

f
&quot;

C
L ~JL

a&quot;

sdx + A.

On etait deja parvenu a une semblable expression; mais la valeur de A
etait restee inconnue, et elle se trouve maintenant determinee par le

calcul qu on vient de faire.

La valeur de A, determinee par 1 equation (u), peut se mettre sous

une forme plus simple. En effet, si Ton designe par une quantite tres

petite, on pourra decomposer 1 integrale

r&quot;&quot;

I tp(x,bJ
(l

en deux integrales de meme forme, prises, 1 une entre les limites

x = a ,
x = a -h e, et 1 autre entre les limites x = a -4- s, x = a&quot;. Pour

obtenir la premiere partie, il suffira evidemment de faire x = a -+-Z,

et d integrer, par rapport a E, entre les limites E = o, E = e. Cette pre

miere partie sera done egale a

De plus, comme la fonction
&amp;lt;p(#,

b -+-
)
conservera toujours une va

leur determinee pour les diverses valeurs de x comprises entre les

limites x = a -\- i, x = a&quot;,
1 integrale

/ Q(x,b + %}dx
J a +t

aura toujours la meme valeur, soit que Ton y suppose ( = o avant

ou apres 1 integration. Par suite, la seconde partie de 1 integrale

r
a &quot;

I 9(^7, b + fydx, prise entre les limites a? = a +e, x =--
a&quot;, sera

J rl
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egale a I integrale

r&quot;

/ y(x,b }dx\
J

i&amp;lt; +t

et comme on peut rendre aussi petit que 1 on voiulra, on pourra, sans

r&quot;

errcur sensible, la supposer egale a I integrale I
r&amp;gt;(x,b }dx. Cela

Ju

pose, on aura

&amp;lt;l(x,b
+ t}dx-^ f ? (

rt +c,*+K + f y(x,b }dx,
- ^ a

ou, ce qui revient au menie,

On aura done, par suite,

A- -

f &amp;lt;p(a
+ , 6 -h

)&amp;lt;*,

^o

2 ctant tres petit, et ( devant etre suppose nul apres 1 integration.

En resumant ce qu on vient do dire, on obtiendra la proposition sui-

vante.
/- /

AJ^
Soit / I

-jj-dxdz
line integrate double qui doive etre prise entre

les liinites x a
,
x

a&quot;,
z = b ,

z =
b&quot;, et dans laquelle la fonction

J&quot;

5 savoir, K = o(x, 5), devienne indeterminee pour le

ssleine de valeurs des variables

Si de I hypothese ou 1 on substitue, dans tous les elements a la ibis,

les valeurs de z avant celles de .r, on vent passer a celle ou Ton fait

les substitutions en sens eontraire, la valeur de I integrale double se

Irouvera auginentee de la (juantite .

A= - f 9(X + H,Z + S)&amp;lt;/4,

^o

C (levant etre suppose nul apres 1 integration.

OEuvres de C. S. I, t. I. &quot;n &amp;gt;
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Nous avons suppose, dans ce qui precede, X = a\ Z = b
-,
mais on

pourrait supposer a volonte

X = a ou
a&quot;,

Z = b ou
b&quot;,

re qui fournit quatre hypotheses diflerentes. Par des raisonnements

semhlahles a ceux que nous venons de fa ire, on trouvcra les valeurs

suivantes de A, correspondantes aux quatre hypotheses dont il s agit :

Pour X =
, Z = b ..... A= - f

^0

A = + f cp(X-+-,Z-) dl,

\
A= - f 9(X 4,Z-r?) &amp;lt;/;,

^o

Pour

Pour

Les quatre valeurs prccedentes de A sont exprimees chacune par unc

integrate relative a la variable ;, et prise entre des limites infiniment

rapprochees de cette merne variable. Mais, comme on ne doit y sup-

poser C o qu apres rintegration, ces integrates peuvent n etre pas

unites. Je designerai les integrates de cette espece sous le nom d /w/e-

grales singuUeres. Nous aliens faire voir, par un exemple, comment on

peut en determiner la valeur.

Exemple.
-- Soil K =

cp(,r, z}
=

urale

f - + Z
,, et concevons que 1 inte-
-

doive etre prise entre les limites z = o, 3 = r
,
,r = o, x r. Si 1 on

suppose les valeurs de c substitutes avant celles de x, on aura

i -f x-
dx dz



SUR LES 1MEGRALES DEFINIES. 395

.Mais, si Ton veut renverser 1 ordre des substitutions, 1 integrale chan-

i&amp;gt;

-

era de valour; car la function - - devient indeterminee, lorsqu on
x- + z-

snppose a la fois ,r = o, z o. On a done, dans le cas present,

X = rt =:0, Z b = O.

Par suite, la quantite qu il faut ajouter a la premiere valeur de I inte-

ijralc double pour obtenir la seconde sera

(. devant etre suppose mil apres 1 integration relative a ;. On a d ail-

leurs, en general,

ft dc,
= arc tang ^ -f- const.,

^ =~ + &quot;

j: ^
arc tang ^ designant le plus petit des arcs qui ont r pour tangente. On

aura done

/
e ^

t

VTT^T^
di = arc tang--

c. -t- s s

Si, dans cette derniere expression, on fait ( o, elle deviendra t^ale

a - On a done
&quot;3.

r&quot;
* rA-

/ T~r*%&amp;gt;=
-

J F-^-P 2

et, par suite,

/
/*

()K .
7

7T 77

a^ dz = y H- A = - 7 5

Jo Jo f&amp;gt;2 4 4

lors(ju on substitue les valeurs de x avant celles de z. Ce dernier re-

sultat peut etre aisement verifie de la maniere suivante.

z OK x- z-
K clanl egal a ----

t
, on a

(l~ -\- Z~ (JZ ~

et,
[&amp;gt;ar

suite,

f\ - dz dx -

I \
---

;
dz dx.

w , J &amp;lt;&amp;gt;z J J (** + **)*

5o.
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On a d ailleurs, en general,

f_!
./ (*&amp;gt;

Z , X
ax = -i- const.

-\-z-Y- x- -{- z-
\ /

Done
/* ~-&amp;gt; z i *

ffr _ .
~~T

~
Wr*Af *

J9
\x* i + z 2

et, par suite,
/* / ^K /*

/
/ ^(lz dx = -
! oz /i

*, Q / o */ o

5
4

comme ci-dessus.

La valeur de A resterait encore la meme an signe pres, si, la pre

miere limite de x etant negative, la seconde etait egale a zero, on entin

si ces deux hypotheses avaient lieu toutes deux en meme temps.

Je passe maintenant a 1 hypothese generate dans laquelle, X etant

coinpris entre les limites a! et a&quot;,
sans etre egal a aucune d elles, Z est

aussi compris entre les limites b et b&quot;, sans egaler aucune de ces der-

nieres. Dans ce cas, la valeur de 1 integrale double / I dxdz,

lorsqu on substitue, dans tous les elements a la fois, les valeurs de z

avant celles de x, est encore egale a

/&quot;&quot; /&quot;

/ (x,b&quot;}dx i (x,b }dx.
J

&amp;lt;i

v tt
&amp;gt;

Mais, si Ton renverse 1 ordre des substitutions, et que Ton suppose les

valeurs de x substitutes avant celles de z, la valeur de 1 integrale

double se trouvera augmentee d une certaine quantite A que Ton de-

terrninera commc il suit.

Concevons que Ton partage 1 integrale donnee en quatre autres de

meme forme, prises, savoir,

La premiere, entre les limites

x = a
,

x = X, z = b
,
z= L\

la deuxieme, entre les limites

x =
, ^r=X, z Z, z -- b&quot;

;
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la troisieme, entre les liniites

x r= \, a:
a&quot;,

z = b ,
z = Z

;

la quatrieme, enlre les liniites

.r = X, ^- =
&quot;,

^ = 7, -.=// .

Comme, dans chacune de ces integrates, 1 une des liniites relatives a #

est cgale a X, et Tune des liniites relatives a z egale a Z, on obtiendra

facilement, par ce qui precede, les quatre valeurs de A correspon-

dantes aux quatre integrates dont il s agit. Ces quatre valeurs seront

precisement celles que nous avons reunies sous le n (12). Leursonune
,b&quot;

/&quot;,)ly

sera la valeur de A correspondante a 1 integrale I \ dz dx, prise
c b J a

entre les liniites x = ,
x a&quot;,

z = b
,
z = b&quot; . On aura done

Pour a &amp;lt;X&amp;lt;&quot;, //&amp;lt;/&amp;lt;/&amp;gt;&quot;,

f[ 9(X-$,Z-?) + ? (X + ?,Z-

Exemple I. -- So it

(i -+- x- z-)- -+- ^x-z-

et supposons que 1 integrale

()K
i yax az

doive etre prise entre les limites x = - a, x --- -+- a, z = o, z =
/&amp;gt;,

b etant plus grand que 1 unite. La fonction K se presentant sous uue

forme indeterminee lorsqu on suppose x = o, z = i, on aura, dans le

cas present,
X o, Z i;

et, par suite,

, dans la valeur de A, doit etre suppose mil apres I lnte^ra-
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tion relative a ;, on peut, sans inconvenient, negliger, dans le second

membre de 1 equation precedente, C
2 relativement a C, et C relative-

J* o X
nient a 1 unite : ce qui reduit ce second membre a

^
, et

t*-*i
-*e) a + 4$

a

merne a Jr
-

;
v

.,

*
,

. De plus, comme la variable I doit rester tres
u -1~ ^ u -t-

&amp;gt;,- j

petite dans toute 1 etendue de 1 integration, on pourra negliger encore

; relativement a &amp;lt;-
, et supposer, par suite,

On ne pent plus rien negliger dans le second membre de cette

2 9,
^

equation, ni mettre la fraction Tf^ ^r sous line forme plus simple.
4U- + C-)

En effet, quoique chacune des quantites c, C, conserve toujours line

tres petite valeur, cependant le rapport de ces deux quantites vane

depuis zero jusqu a 1 infmi; car, les integrales relatives a ; devant etre

prises entre les limites ; = o, ; = e, et C ne devant etre suppose mil

qn apres 1 integration, on aura, a la premiere limite,

et, a la seconde limite,

I
- 00 .

C C o

Si, dans Fequation trouvee plus haul, on donne successivement a c

et a C les signes -+- et , on aura

Cela pose, 1 equation (i3) donnera la valeur suivante de A :
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r r )K

Exemple II. -

Supposons que 1 integrale I I
-~ dx dz doive etre

prise entre les liinites x = -a, x = a, z = o, z = b, b etant un

nombre positii plus grand que 1 unite, et faisons

6(r, s) etant une fonction de 07 et de ~ qui ne puisse devenir indeter-

minee entre les liinites dont il s agit.

On aura, comme dans 1 exemple precedent,

X = o, Z = i;

et, par suite, si Ton neglige les quantites ;, ^, vis-a-vis d autres quan-

tites linies, et les puissances superieures de chacune d elles vis-a-vis

des puissances inferieures, on trouvera

d oii Ton conclura

A = T:^(O, i).

On voit, par cet exemple, qu il est souvent possible d obtenir la va

lour de A en termes finis, quoique, dans les integrates doubles
&amp;lt;|iic

Ton considere, on ne puisse efifectuer les integrations relatives aux

deux variables. Les paragrapbes suivants fourniront de nouvelles

preuves de cette assertion.

Des quatre parties qui composent la valeur
g&amp;lt;Mierale

de A don nee

ci-dessus (i3),

La premiere disparait quand on a ..... X = a ou / = // ;

La deuxieme, quand on a ........... X a&quot; ou Z^=/&amp;gt; ;

La Iroisieme, quand on a ............ X a ou Z = b&quot; ;

La qualrieme, quand on a ..... ...... X = a&quot; ou Z = b&quot; .

Par suite, si, 1 une des quantites X et Z etant comprise entre les

liinites de 1 integration, 1 autre egale une de ces liinites, la valeur de A
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se trouvera reduite a deux termes. On trouvera de cette maniere,

( 4)

Pour X = a
, &amp;lt;Z&amp;lt;/&amp;gt;&quot;,

A=f[ &amp;lt;p(X
+ ,/-

^ o

Pour X =
&quot;,

&
&amp;lt;Z&amp;lt;// ,

A=f[ 9(X-,X-
/o

Pour &amp;lt;C
X

&amp;lt;C a&quot;,
Z = //,

A=n f [_ ? (X H,Z +
^o

Pour a &amp;lt;X&amp;lt;a

/7

,
Z = //

,

Exemple.
--

Supposons quo 1 integrale

doive etre prise entre les li mites .r = o, x = a, z = o, 2
/&amp;gt;,

a ft //

etant deux noinbres positifs dont le second surpasse 1 unite ; soit, dc

plus,

f 7 \*, Z ,

]/(
tr, s) etant une fonction qui ne devienne pas indeterminee entre les

I unites dont il s agit. On aura

et, par suite^ la premiere des equations (i4) donnera

Les formules (12), (i3) et (i4) font connaitre, dans tons les cas pos-
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sibles, la valeur de A relative au systeme des valeurs

x X, z = Z,

pour lequel la fonction K se presente sous une forme indeterminee. S il

existait plusieurs systemes semblables compris entre les limites de

I integrale double / /
-^-dxdz,

il faudrait determiner, pour chacun

d eux separement, la valeur de A au moyen des formules precedentes;

et la somme des valeurs obtenues serait la valeur complete de A rela

tive a I integrale double que Ton considere. Quant aux systemes de

valeurs qui pourraient rendre la fonction K infinie, nous ne nous en

occuperons pas, parce que cette circonstance ne se presente pas d ordi-

naire dans la theorie des integrales doubles que nous avons a consi

dere r.

11 suit des principes etablis ci-dessus que la valeur de I integrale

double definie

ra&quot;

nb&quot; &amp;gt;!.-

I -dxdz,
, J. ,

dz
&quot; a 7 b

dans le cas oil Ton y substitue, dans tous les elements a la fois, la valeur

de x avant celle de z, est composee de deux parties. La premiere partie

est la valeur que recoit cette integrate lorsqu on y substitue immedia-

tement les valeurs de z apres la premiere integration relative a z. La

seconde partie, que nous avons designee par A, est la somme de plu

sieurs integrales singulieres. La premiere partie peut etre obtenue en

termes finis, toutes les fois qu apres avoir effectue la premiere integra

tion relativement a z, on peut encore eflectuer la seconde relativement

a x\ et les difficultes que cette determination presente sont unique-
ment celles que pent offrir la conversion des integrales indefinies en

integrales definies. Nous ferons voir, dans le paragraphs suivant, que
res difficultes peuvent toujours etre facilement surmontees. Quant a la

valeur de A, nous avons deja prouve, par des exemples, qu on pouvail

quelquefois I oblenir en termes finis, quoique les integrations doubles

ne pussent etre completement effectuees par rapport aux deux variables

OEuvres de C. S. I, t I. 5 I
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r et z. Nous ferons voir, dans le IV, quo cette circonstance remar-

quable a toujours lieu relativement aux integrales doubles que nous

avons considerees dans la premiere Partie de ce Memoire.

III.

SUR LA CONVERSION DES INTEGRALES INDEFINIES EN INTEGRALES DEFINIES
( ).

L operation que Ton considere ici est 1 objet du problerne suivanL

PROIJLEME II. -- La valeur generate de I integrate indejinie

etant representee par la fonction de z

augmentce d une constante arbitraire, trouver la valeur de I integrate

r
b

&quot;

defitue I o (z]dz.
/)

Solution. -- Si la fonction 9(5) croit ou decroit d une maniere con

tinue entre les limites z = b ,
z =

b&quot;, la valeur de 1 integrale sera rc-

( )
La valeur quo Ton determine pour 1 integrale

c
b &quot;

en suivant la methode indiquee dans ce paragraphe, n est pas la valeur generate de cette

mCme integrate, mars celle que j
ai nommee valctir prindpale (voir le Resume des Lccons

donnces a I Ecolc rnyale poljtcclmiqiic, sitr le Calcul infinitesimal}. On pourrait, au reste,

en raisonnant comme on le fait ici. obtenir la valeur generale, (jui serait toujours representee

par une expression de la forme

p ( //) ? (
b

1

)
A - A A&quot;

Seulement, au lieu de supposer A = y(Z -+- ?) (Z i;), il faudrait prendre
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presentee, a 1 ordinaire, par

Mais, si, pour une certaine valeur tie z representee par Z et comprise
entre les limites de 1 integration, la fonction 9(5) passe subitement

d une valeur determinee a une autre valeur sensiblement diflerente de

la premiere, en sorte qu en designant par une quantite tres petite,

on ait

alors la valeur ordinaire de 1 interale definie, savoir,

devra etre diminuee de la quantite A, comme on peut aisement s en

assurer.

En effet, dans le cas dont il s agit, on peut diviser 1 integrale definie

/
&quot;j(z}dz, prise entre les limites z = b

f

, z =
b&quot;, en deux autres inte-

*/

grales de meme forme, prises, 1 une entre les limites

z = l&amp;gt;

, x= Z K,

et Fautre entre les limites

, C&quot; designant deux quantiles positives infiniment pelites, dont le rapport pourrait conver

ger vers une limite fmie quclconque k. En reduisant cette limite.a I unite, on reproduirait
la valeur principale calculee dans ce paragraphe.

Si Ton considere en particulier 1 integrale

alors, en operant comme on vient do le dire, on trouvera, pour sa valeur generale.

/(4) I(
l

i] -h A, la quantite A etant donnec par la formule

dans la([uelle X dosigne une c*onstante arhitraire. En reduisant cette constante a I unite, on

obtiendra la valour principale l(\ ) /(?.).
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pourvu quo, dans la somme de ces deux dernieres integrates, on sup

pose C o. D ailleurs celles-ci, determinees par la metbode ordinaire,

sont evidemment egales, la premiere a

et la seconde a

Leur somme sera done

? (&&quot;)

oil

ainsi que nous 1 avons annonee.

Si la fonction 9(5) changeait plusieurs fois de valeur d une maniere

brusque entre les limites a et b, pour diverses valeurs de z represen-

tees par Z, Z , Z&quot;,
. . ., en designant par A, A , A&quot;,

. . . les variations

subites dont il s agit, on trouverait, par des raisonnements semblables

a ceux qu on vient de fa ire,

pour 1 integrale definie chercbee.

Exemple I. -- So it

De plus, si Ton designe par I une quantite tres petite, on aura, en ge

neral,

l(z + C]-l(z -5)= o:

on doit toutefois excepter le cas ou s serait nul; ear on a, dans eette

bypotbese,
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On aura dour, par suite,

* = -/(-,);

et comme la valeur o de z est ici comprise entre les limites 2, + \,

on aura

r
*

dz

J-,^

Ainsi 1 integrale / a la meme valeur quc si elle etait prise entre

les limites -h a, -h 4; et, par suite, la meme integral? s evanouit entit

les limites = -
2, * = :-ha; ee qui d ailleurs est evident, puisque

entre ces dernieres limites tous les elements sont deux a deux egaux
et de signes contraires.

Exemple II. -- Soit

&amp;gt;

b o, I)&quot; f
COS3J-

Si Ton designe par arc fang -^
le plus petit des arcs posilifs on ne-

j^atifs qui out- -pour tancrente, on aura
cosz *

(z)
= arc tan -

COS 2

Cette fonction de 5 sera egale a
j pour z = o; elle croitra ensuite d unc

maniere continue depuis z = o jusqu a z = -
, ( etant une quan-

tite tres petite; passera brusquement de la valeur-, qui correspond a

?= -
(, a la valeur -

-&amp;gt; qui correspond a z = -
-+-

Y - sera netra-2 a

live et decroissante depuis z= -

-+- C jusqu a z-
&amp;gt; ct &amp;lt;l&amp;lt; viendra,

pour cette derniere limite, egale ;

arc tang y 2.
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On aura done, dans le cas present,

y(b }
= -,

&amp;lt;?(b&quot;)

= -arc tang

et par suite

9 (
b

} 9 (
b&quot;

}
A : arc tang \J:i .

(&amp;gt; sera la valeur de 1 integrale

3-

sin z r/zr
C/O +

Cette valeur est tonjours positive, car on a

*

arc tang- ya &amp;lt;C!

Dans le eas que Ton vient de considerer, 1 integrale

sin

prise a la maniere ordinaire, serait simplement

9 ( b&quot;} 9 (
ft

)

-
-T arc tang y/a.

Ainsi, en negligeant A, on trouverait, pour 1 integrale, line valeur

negative; ce qui est absurde, puisque tous les elements sont evidem-

inent positifs.

IV,

SUR LA VALEUR, EX TERMES FIXIS, DE LA QUAMITE REPRESENTEE PAIl A.

C C t)K
Soit I / -y-dxdz une integrate double qui doive etre prise entre

les Unities x = a , x = a&quot;,
z = b , z = b&quot;; et supposons que la fonction
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devienne indeterminee pour le systeme de valeurs

compris entre les limites de 1 integration. La valeur de A correspon
dante a ce systeme sera, en vertu de la formule (i3),

r
J

Cette valeur est done, en general, la somme de quatre integrales

singulieres comprises dans la forrnule

f 9(XH,/ )&amp;lt;/.A

Mais, si X devient egal a 1 une des limites de x, ou Z a Tune des li

mites de s, on ne devra conserve? dans A qu une ou deux de ces inte-

grales. Ainsi, par exemple, on devra supprimer,

Pour X = a ..... les deux integrates qui renferment X I;

Pour X = a&quot; ---- les deux inlegrales qui renferment X + ;;

Pour Z = b ..... les deux integrates qui renferment 7 (.;

Pour 7. = b&quot; .. . . les deux integrates qui renferment 7 -h .

Gette seule remarque conduit aux equations (12) et (i4) trouvees dans

le II.

S il existait, entre les limites de 1 integration, plusieurs systemes
de valeurs de x et de z qui rendissent la fonction K indeterminee, il

faudrait calculer, pour chacun d eux separement, la valeur de A; et la

valeur complete de cette quantite serait la somme des valeurs partielles

r(;latives a chaque systeme.

II ne reste plus maintenant qu a determiner les valeurs des inte-

/e ? (X I, Z dl, et relatives aux

diverses valeurs de K que nous avons considerees dans la premiere

Partie de ce Memoire.
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On y parvient facilement a 1 aide de eettc seule consideration, que,

; t-t C devant toujours rester tres petites, on pent negliger, sans incon

venient, chacune de ces quantites relativement a d autres quantites

tinies, et les puissances superieures de chacune d elles relativement

anx puissances inferieures. Entrons, a ce sujet, dans quelques details.

Les deux premiers membres des equations (3) (
I, I

11

Partie)

expriment les valeurs des integrales doubles

*

prises entre des limites reelles. Dans ces integrales, les valeurs de S

et de T sont determiners par les equations

:= -,
Ox dx

i=v*+**
dx ox

(M N v^- )= 1&quot; *&quot;

f(x) designant line fonclion quelconque de x, et M, N, deux fbnctions

quelconques de x et de z. Supposons maintenant

On aura

.F(M+~NV/-I) F(M-N^-I)

i __i_ rMN4EO _^*jQ i
JL I / \ w^ /-mm- *! /

2V^_ j LF(M-+-NV ]&amp;lt;

V
M N V OJ

Soil, de plus, oc -+- y l une (les ^^ines ^ 1 equation F(a?)
= o,

d designons par # = X, s = Z, un des systemes de valeurs de x el

de z qui satisfont a la fois aux deux equations

M =
&amp;lt;z,

N = 6.
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&amp;lt;le systeme sera tin de cenx (jui rendenl indeterminees les fonctions P ,

P&quot;, S el T. Si done il se trouve compris enlre les limites des integra

tions, il existera, pour chacune des integrates

i

rfl rk b&quot; ^^ /*&quot;&quot; /** VP
I /

^- (Jx dz
,

I I dx (h ,

J a
, Jb

,
dz J

(
. J b

.
dz

une valenr de A correspondante an systeme dont il s agit. Voyons

quelle est cette valenr.

Designons par

cc quo deviennent los fonctions

dN &amp;lt;)M ^N

(juaiid on y suppose ,r = X, 3 = Z. Solent, de plus,

_ t)M ^M &amp;lt;JNr)N_
:

&quot;h &quot;

usu \ (ony_ n ^M dX dM c)N

~Sm \ [-**] &quot;f J^ d/&quot;

&quot; &quot;

T)/&quot; f)\
~

*( 6 v

1 5|j
,6

Les Equations (16) sont rcnfermees Tune et 1 autrc dans la formule

(jui suffit pour determiner les quanlites A et
, supposees reelles. Cette derniere fonnule pent

encore s ecrire comme il suit :

( Bl i /(a + 6
v
7^ +- =

&amp;gt;

- *
V
711

&quot;&quot;

i (lesignont une quantite infinimont petite.

OEuvres de C. S. I, I. I.
~&amp;gt;
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Si, dans les fonctions M, N, P , P&quot;, S, T, on fait

on trouvera, en negligeant les puissances superieures de c on de C vis

a-vis des puissances inferieures, et ces quantites elles-memes vis-a-vis

d autres quantites finies,

dM , dM dN dN

F(MN V -I;

r)N\., /. dM dN\.

P&quot;

, dN
A
dX

dN
d/ /

T

Ola pose, si Ton fait d abord

9 (X

Si, apres avoir inultiplie par ^/; les deux membres de ( equation pir-

cedente, on les integre entre l(^s limites c = o, ; = i, en ayant egartl a
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[ equation E = y BD C-, puis, que Ton change successivement ; en

-
; et C en --

C, on trouvera

Be

I f &quot;V V *~m ** \ TV

/
9 (X-4,/ + )^

c
. _ /

\\r&amp;lt; }
i \ fc&amp;gt; v / 8 v

C
J ?( -*-5,Z C)d5

arc

r (X-&Z-0*
. /.

7 , / Be 2 -4- ?. CE ^ -4- 1)^-\ / BeH-C2[ (]
-

p.
arc tang- jr~

- rc /// r.

arc tang
-^ designant, a Fordinaire, le plus petit arc positif on negatif

dont la tangentc soit egale a
p-.

et ainsi du reste.

Apres que Ton aura reuni, en leur donnant un signe convenal)le,

celles des integrales precedentes qui doivent concourir a former la

valeur de A, il faudra supposer, dans le resultat, C = o. En vertu de

cette supposition, la partie logarithmique deviendra toujours nnlle on

infinie; et si, conime nous radmettrons dorenavant, le rapport p est

posit if, chacun des arcs

arc tang
- :

, arc tang
* *?

se trouvera red nit a -
a

Cela pose, si Ton parcourt successivement les di verses hypotheses

qui nous out conduit aux Tommies (12), (i3) et (1/1) du II, on
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trouvera

Pour
&amp;lt;
\

&amp;lt; a&quot;, //&amp;lt;/&amp;lt;// A = 2 ur,

|

Pour X == a ou &quot;

, //&amp;lt;
/

&amp;lt;
//

i

Pour
&amp;lt;!

-V
&amp;lt;C

a
&quot;&amp;gt;

2 = // ou //

/

&quot;

_L ^
\ _L

f Pour X = ou o
, Z = ou /&amp;gt; . . . A = p. -/r tang-^ x /..

\-i E;

Telles sont les equations qui determinent, suivant les differents cas

(|ui se presentent, les valeurs de A relatives a Fintegrale double

/ / dxdz. Pour avoir celles qui sont relatives a I intfigrale

double / /
-j^djcdz,

il faudra fa ire
. ,

fl
v O

On aura, dans cette hypothese,

? (X + ;,Z + ?):

Pour obtenir cette derniere equation, il suffit de changer, dans 1 e-

([iiation (18), y.
en A, et A en -- a. Par suite, si Ton effectno le ineine

changeinent dans les equations (20), on obtiendra immediatemenl les

valeurs de A relatives a la double integrale / / dxdz.

11 suit des calculs precedents que les valeurs de A relatives aux

deux integrales

[

]
Si. a la place dcs integrales donl il est ici question, Ton considerc la soinmo

I quivalente au premier membrc de [ equation (A) |I
re

Partie), on trouvera, an lieu des Ior-

mules (21),

(C) A=atcv^&quot;i(&amp;gt; -pf=~i) t
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reslent finies, tontes les ibis
(jii

on n a pas en ineme temps X egal a

I line des liinitcs de .r, et / ei&amp;gt;-al ii Tune des limites de z. Si aueune de

ccs coalites n a lieu, les valeurs de A seront respectivement

r&amp;gt; a&quot; ftl&amp;gt;&quot; }0= 2u:r pour rinlegrale / / ^dxdz,J J (jz

A^=2/.- pour 1 integrale /
J

dxdz.
- a l b

Si une seule de ces egalites a lieu, on devra prendre seulemenl la

moitie des valeurs precedentes, et Ton aura, en consequence,

r r
b

&quot;

*
,

\ \= j- pour I integrate / / dxdz,
Ja &quot; b

,

i n ~b
^p

/ A= A7r pour rintegrale / / dxdz.
J (f J b

-
( z

Les valeurs de \ et de
y.

sont toujours determinees par les
iMjiia-

tions
(i(&amp;gt;).

Les equations (21) et (22) deviendraient illusoires, si les valeurs

de \ et de
y,

se presentaient sous une forme indeterminee; ce qui arri-

verait necessairement, si F (a -h 6\ i) devenait mil ou intini. On sail

d ailleurs que cette circonstance a lieu toutes les f ois que y. -h % \ i

n est pas une racine simple de 1 equation

I&quot; x

(Test done seulement dans le cas oil cette racine est simple, qu on pent

employer les formules trouvees ci-dessus. Nous examinerons pins tard

le cas ou 1 equation (x] = o a des racines egales.

ot au lieu des formulos (a-*),

( D) A = -
s/^i (

/ -
y. /IT; )

.

Ajoutons que, dans tons los cas ou it devicnt necessaire d employcr la formulo (I)), l\ i|iia-

lion (A) (I
rc

Partie) rcnfermc des intejzrales iiidetenninees qui doivent (Mre mluites a lours

valeurs principals.



11 est fort remarquable que les valeurs de A, determines par les

equations (21) et (22), dependent uniquement de la forme de la fone-

tion

et des racines de 1 equation F(a?)
= o. On trouvera done les memes va

leurs de A, quelles que soient les valeurs de M et de N. C est ce dont il

est facile de s assurer directement. Supposons, par exemple,

M = ac, N = z :

on aura
( II, I&quot;

5

Partie)

Si main tenant on fait oc = X H~ c, s = Z + C; en s arretant aux pre

mieres puissances de E et de C, on aura

_

Pai 1

suite, si Ton suppose a
&amp;lt;&amp;lt;

X
&amp;lt;&amp;lt;

a&quot;,
b

&amp;lt;^
Z

&amp;lt;&amp;lt;
^&quot;, la valeur de A re

r&quot; r*
&quot;

os
lative a 1 integrale / /

j-daedz
sera

^ *

Xe

^

^ &quot;%, ^;= -\^;
- ~

/&quot;

&quot;

/^
^

)
r

r

cl la valeur de A, relative a 1 integrale / / clxdz, sera

&quot;a
^ b

A=4 r pt^i^ ^^-j
^o

ce qui s accorde avec les formules (21).

Lorsqu on a, en meme temps,

X = a ou
&quot;,

/ = b ou // ,
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la valeur de A est, en general, infinie, ainsi que nous 1 avons dejii re-

marque. Neanmoins celle qui correspond a 1 integrale

i b \&

dx dz

deviendrait finie, si \ etait nul. En effet, dans ce cas, la partie logaritb-

niique de chacune des integrales (19) disparait d elle-merne; et si, dans

la partie restante, on suppose C o, on trouvera

Pour \ = a , 7 = b
) ( r c

,. v ,. , (
..... A= (t\

-- arc tangr-Pour X = a
&quot;,

L = b \ \i E
(-23)

i Pour \ = a
, Z = b&quot;

)
1 T (&quot;

f n v , , ;

..... A
t

a - H- arc tang- =
I
Pour X =

, 7. = b \ \a t

De meme, si
;j.

etait nul, la valeur de A, eorrespondante a 1 integrale

OT , ,

dxdz,

serait toujours finie, et Ton aurait,

Pour \ = a
,
Z = b

/

Pour X =
&amp;lt;f

7 = b*\

(
2 J )

j
Pour X=r

,
Z = b&quot;

i (r C\
. ..... A &amp;gt;. I

-
-f- arc /rt/j.&quot;

)

(
Pour X=ra&quot;, Z = // \ \a

&
E/

Je passe maintenant aux equations (32) du VI (P
e

Partie). Les pre

miers membres de ces equations expriment les valeurs des integrales

doubles

fJfS a e-&quot;) rrt)(T 2^ 11

--^ (I* dz
&amp;gt; JJ -&amp;lt;JT-

prises entre les limites o et .r, o et c; limites que jc designerai, pour

plus de generalite, par oc = a , x = a&quot;, c = I
, z = b&quot; . De plus, les

valeurs des fonctions S,, T,, R&quot;, qui entrent dans la composition d&amp;lt;-
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cos integrates, sont determinees par les equations

S .,
._ (Q ^! _ (Y ^ } cosR - (&amp;lt;?

~ 4- Q&quot; ^\ sin IV,
\ / ) o&quot; / &amp;lt;* f \/i &amp;gt;^ / 1 ^ I
\ (y^t C/JC- / \ (7*x- c/iX/ y

T, f Q ^ -i- Q&quot; ^~ ^ cos IV -4-
( Q -P - Q&quot; -^- )

sin ]{ ,
&quot;

da: dx / \ OJS dx /

f(M N v^l )
= Q Q&quot; v &quot;^

,

f,x], f(&] designant deux fonctions quelconques de x, et M, N deux

functions quelconques de x et de z.

Supposons maintenant, comme on Fa deja fait,

Soil encore a + Sy i une des racines de 1 equation F(,r)
= o; et desi-

gnons toujours par x = X, z = Z un des systemes de valeurs de x et

de s qui satisfont a la fois aux deux equations

M = #, N 6.

(]c systeme sera un de eeux qui rendent indeterminees les fonctions Q ,

O&quot;, S, et T,. Si done il se trouve compris entre les li mites des integra

tions, il existera, pour chacune des integrates

. . ft 7
,

dxdz, ] / -dxdz,
r&quot;

, ] /

J J

une valeur de A correspondante au systeme dont il s agit. On determi

ners facilement cette valeur de la maniere suivante.

Si Ton conserve la notation des n os

(i 5) et (16), et que Ton suppose

toujours
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; et ! etanl des quantites tres petites, on obtiendra evidemment pour

v dM v/ dN v dN W/ MI
Q , 0&quot;, Q -

5
--Q&quot;_, Q _ + Q&quot;--,

dcs valeurs egales a celles que nous avons trouvees ci-clessus n(i7)

pour
P

, P&quot;, S et T.

On aura done

dx

(^onccvons, de plus, qu en vertu de la supposition

M = ,
N =

,

les deux fonctions e~
R
&quot;cosR , e~

u
&quot;sinR resolvent des valours deter-

in inees y et ?5, en sorte qu on ait, dans ce cas,

(26) e~K
&quot;

cosR = y, e~K
&quot;

sinR = o.

Les equations (26) subsisteront encore, si Ton suppose x -- X -+- ;,

c = Z + C. Par suite, on aura, dans cette derniere hypothese,

(yl H- oa^i R^ + CiTl - f yu - o&amp;gt;/- F^
Si p K --

.

&amp;lt;_ ^_L___1

(les dernieres ( ({nations sont entierement seinblal)les a celles qui

determinent les valeurs de S et T dans le n (17); et, pour les en de-

duire, il suf fit de reinplacer

X par ............... yX + da,

et
p. par .............. . ya o}..

II suit de cette remarque, qu en partant des formulas (27), on doit

OEurres de C. S. I, t. 1. 53
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arrivor a des resultats semblables a eeux quc presenteut les nos
(2i),

(22), (23) et (24). Ainsi, par exemple, les valeurs de A, relatives au\

deux integrates

rt (l f\b
} C H&quot; \ /*&amp;lt;2 /* IT R M

*
&amp;lt;/

*
6 ^ # V 6

resteront finies, toutes les fois qu ou n aura pas en meme temps X egal

a Tune des limites de x, et Z egal a 1 une des limites de z. Si aucune

de ces deux egalites n a lieu, les vale urs de A seront respectivement

r a r b
()i Soe-u &quot;^

I A = 2(yp. &amp;lt;5X)7r pour 1 inlegrale / / clxdz,
Ja J b

l^8 ) , 4.
i ~a b

()/T.)/; -R&quot;)

/ A = a(yX T-
&amp;lt;5.a)- pour 1 inlegrale / / -dxdz.

J . Jb
.

^-2

Si une seule de ces egalites a lieu, on devra prendre la moitie des

( ) Si, a la place des deux integrates dont il est ici question, Ton considere la somme

/*&quot; i* d(^c~K
&quot;}

, /
&quot;

(*
h

c)(T 2 t
-u

dx az -+- i/ i /
/ / oz i i dz

&amp;lt;Ja &amp;lt;J

(,
&amp;lt;. a J i,

oquivalente au premier membre de 1 equation (0) (I
IC

Parlic), on trouvera, au lieu des for-

mules (28),

(E) A . v*ip^(\ - pY-l)( 7 -t- ^~ 0,

et, au lieu des formules (29),

(
F )

A = r.
v/ I ( A y. v

7
i
) (7 -+- ?

\
i

)
.

II importe d observer que, pour deduire les equations (E), (F) des equations (C). (I.)), il

r7 {-t:}
sufiit de remplacer la fonclion reelle iT ]&amp;gt;ar

la fonction imaginaire

Fi*r

Ajoutons que, dans tous les cas oil il devient nccessaire d employer 1 equalion (F), la for-

mule (0) (I
1C

Partie) renferme des integrates indeterminees, qui doivent etre reduites a leurs

valeurs principales.
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valeurs precedentes, et Ton aura, en consequence,

n(l&quot; nb
) / C R M

,

i A = (yp. oX
)
7: pour 1 integrale / / dx dz,

&quot; a &quot; b

)}
^ a ,, tb

,,

I
A

(y&amp;gt;.
-4- op.):: pour 1 integrale / / djcch.

* si *- A

l^nfin, si Ton suppose

a - b

u. = o,

i b&quot;

la valeur de A, relative a 1 integrale / / -dxdz, sera de-
J Jv

terminee comme il suit :

Pour \ tt ,7, = b
*i

Pour X =
a&quot;, Z = b&quot;

\

Pour \ = a
, Z b&quot;

i /- C \

PourX = , Z=-t i

A &quot;

:i)/
-

*K &quot;^l/
1

et si Ton a

i a&quot; /-t b&quot;,-* n rto -\ /
rp u \

la valeur de A, relative a 1 integrale / / -dxdz, sera de-
J a J b

terminee par les formules suivantes :

I Pour \ = d, Z = b
i C\

A = 7A + ou. } arc //?,.&amp;lt;&amp;gt; 1
&amp;gt;

!Pour\ = &quot;,
Z = //M \ a

&
E/

j
Pour X = a ,

r

L = b&quot;
}

l r c\

h ourX=, Z= *
;

j
A==(-/J,--o(j

+ rc /,,,!A
,

E ).

/?

Si Ton supposait /
(a?)

= o, on auraif IV -- o, R&quot;:= o, y = r, S = o; el,

par suite, les formules (28), (29), (3o) et (3i) rentreraient dans les

formules (21), (22), (a3) et (24). Les valeurs de A, detenninees par ces

(I i verses formules, indiquent les corrections que Ton petit etre oblige

de fa ire aux equations trouvees dans la premiere Partie de ce Memo ire.

C est ce que nous allons montrer plus clairement par quelques aj&amp;gt;pli-

cations.

53.
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V.

PREMIERE APPLICATION, POUR FAIIIE SUITE AU II DE LA PREMIERE PARTIF.

DE CE MEMOIRE.

Supposons, comme dans le II de la premiere Partie,

Les equations (i5) du paragraphs precedent donneront

B=i, C = o, l)=i, E i.

Par suite, si Ton suppose

(-1=^

et qtie Ton designe a 1 ordinaire para-h^y l une des racines do

1 equation Y(x} = o, la valeur de A, qui correspond a la racine donl

/ nb
^g

il s agit, et qui se rapporte a 1 integrale / / ^ dxdz, sera, en vertn
&quot;J J ^ Z

des equations (20), egale a

I

2 a- si a ^ o et a, 6 &amp;gt; o et ^;

i a &amp;gt; o el , c = o on
/&amp;gt;;

39.) { a- si

( y. = o on a, 6^0 et
/&amp;gt;;

j a/: x A si a : o ou , c = o ou

Nous indi([uons ici, par la notation

a ^ o et a,

que a est compris entre les deux limites o et&amp;lt;7; c est-a-dire, &quot;&amp;gt; Tune el

&amp;lt;&amp;lt;

1 autre, sans egaler aucune d elles.

Les formules (3a) supposent que Ton a o
&amp;lt; ,

o
&amp;lt;&amp;lt;

/&amp;gt;,
c est-a-dire,

que les quantites ct et b sont positives. La valeur de A, determinee par

les memes formules, devrait etre prise en signe eontraire, si Tune des
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deux quantites a et b etait positive, et I antre negative. Mais ce chan-

i&amp;gt;ement de signe ne devrait plus avoir lieu si toutes deux etaient nega

tives en meme temps.

Si lYquation F(ar)
= o a plusieurs racines comprises entre Irs

limites de 1 integration, il faudra calculer la valeur de A separement

pour chacune d elles, et la somme des resultats obtenus donnera la

valeur complete de cette meme quantite.

Concevons, pour plus de facilite, que a ne soit egal a aucune des

valeurs de a, ni b a aucune des valeurs de 6. Alors les formules (So)

presenteront seulement quatre hypotheses diflerentes, savoir, celle oil

Ton aura en meme temps a, = o, o, celle oil a sera nul, celle oil 6

sera nul, et celle oil aucune des quantites a, 6 ne sera egale a zero.

Dans la premiere hvpothese, on aura, si ). = o, a o, A == o; et, si /.

n est pas nul, A = oo . On aura, dans la seconde, A == a-; dans la troi-

sieme, y.
= o, et, par suite, A = o; dans la quatrieme, A= 2^-. La

premiere hvpothese fournit le cas ou Tequation F(a?) == o a une racine

nulle; et la troisieme hvpothese, dans laquelle
= o, celui oil la racine

a _l_gy _j devient reelle sans etre nulle. Comnie on a, dans ce cas,

A = o, il faut en conclure qu on pourra se dispenser d avoir egard aux

racines reelles de 1 equation F(x) = o, a moins qu une de ces racines

ne soit egale a zero.

Supposons maintenant que 1 equation F(a:):= o if ait pas de racines

nulles, ou, ce qui revient au meme, que/(j?)= ^- ne devienne pasr (^j

intinie par des valeurs nulles de x. Designons par

S
y. af g}

la somme des valeurs de
y. qui correspondent a des valeurs de a com

prises entre o et , et a des valeurs de ? comprises entre o et b. Soit

encore

8(f*t.t)

la somme des valeurs de
y. qui correspondent a des valeurs nulles de v.

et a des valeurs de 6 comprises entre o et b. Entin designons par A In
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valeur complete de A relative a 1 integrale

c
a r h

dsII . dx dz.

On aura, en vertu de ce qui precede,

(33) A

( ) Les formules (33) et (34) sont renfermees 1 une et 1 autre dans la suivante :

(G) A + AV -I = 277 v
7^ S(A - y. t/^1),

le signe S etant place clevant le terme / u.
\J i

, pour indiquer une somme de termcs sem-

hlables correspondants aux valours de y. -+- ?&amp;gt; \/~ i, dans lesquelles y. demeurc compris cntro

les limites o, &amp;lt;?,

et % entre les limites o, b. Si. pour quelque termc, la valeur de a se redui-

sait a 1 une des quantites o, , ou la valeur de 6 a 1 une des limites o, b, il faudrait avoir soin

de reduire ce terme a sti moitie. Cela pos6, les equations (36) pourront etre remplacees par
la seule formule imaginaire

.ii)

=^~l

\ rV( + *v^) &amp;lt;iz
- fVUv7^)

&amp;lt;i*\

-
L.-/O /o J

dans laquelle toute integrate qui aura une valeur
gene&amp;gt;ale

indeterminee devra 6trc reduite a

sa valeur principale.

Si mairitenant on pose n co
, ^r=co, etsi 1 on admet que f(x + z v/ i) s eva-

nouisse, 1 pour x = cc
, quel que soit z, 2 pour z = x

, quel que soil .r, on deduira de

1 equation (II) deux autres equations de la forme

I T

f(,r}dx=^-\ f /(*/T
J

f(x)tlx= -
f *f(x)&amp;lt;te

le signe S indiquant, dans 1 equation (1), une somme de tcrmes correspondants a des valeurs

positives de y., et, dans 1 equation (K), une somme de termes correspondants a des valeurs

negatives de y.. En ajoutant les formules (I) et (K), on obtiendra la suivante,

/

i f(.r) dc = tr. / i S
().
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DC memo, si Ton designe par

S[X,.g) et
S(&amp;gt;.Xf0 )

la sommc ties valours &amp;lt;le A qui correspondent a des valeurs de v. corn-

dans laquelle le signe S indiquera unc somme do tcrmes relatifs a des valeurs positives on

negatives de a, mais a des valeurs positives de ?&amp;gt;. II est essentiel d observer qu on devra

encore reduire a moitie chaque terme auquel corrcspondrait une valeur nulle de
,
et reduire,

dans le mme cas, 1 integrale definie / f(x}dx a sa valeur principale.
t/_ oo

Les equations (H) et (L) s accordent avec celles quo j
ai donnees dans le Resume &amp;lt;!&amp;lt;*

Lccnnsde Calcul Infinitesimal [voir les formules (6) et (14) de la XXXIVe

Legon].

Tant quo la fonction /; =/(.r) reste re&quot;elle,
1 integrale / f(x] d.c est pareillement reelle.

el, par suite, le coefficient de arc \/ i, dans le second niembre de 1 equation (L), doit s eva-

nouir. On a done alors

(M) S(A) = 0.

Alors aussi. en ecrivant
/-

an lieu de f(x] dans 1 equation (L). on obtient la suivante.

(N) f
/_

&amp;lt;|iii
ne differe pas de la formule (3g).

Si, dans 1 equation (M), on substituc a ). sa valeur tiree des formules (16). on trouveni

le signe S de\ant fitre etendu, dans chacune des expressions

C MS-H V-I) ~*
o

; , _
&quot;

J o
F

(
x -t- v i

)
F

(
a / i

)

ii toutes les valeurs positives ou negatives de a, et a toutes les valeurs positives de ,. l)c

plus, comme la fonction p = rrr-^
est reelle par hypothese, il en resulte que les racines de

Tequation
-- = o sont deux a deux de la forme a -+- ^y/

7

i, a f
&amp;gt; \ i. En conse&amp;lt;|uence.

1 equation (0) pent s ecrire comme il suit :

(
p

&amp;gt; s-ir^

le signe S embrassant toutes les valeurs reelles possibles des deux quantites y., ^.
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prises entre o et a, et a des valeurs tie comprises entre o et
/&amp;gt;,

ou

nulles; par
S.!\ p \~
(^O.o I

la sornme des valeurs de &quot;X qui correspondent a des valeurs nulles de a.

et a des valeurs de comprises entre o et /;; et par A&quot; la valeur com

plete de A relative a 1 integrale

r r *L
/ / t).Sv *^

-T eta (/5 :

- ^

on aura

Si 1 equation F(r) = o avail une racine nulle, la valeur correspon-

danle de
y.

serait toujours nulle, mais la valeur de &amp;gt;, pourrait etre finie.

Soil &quot;X

0&amp;gt;0

cette valeur de &quot;X. La valeur correspondante de A, relative-

f
a r b

$\
I -dxdz, serait A = ^ Ot0 ~- ^ n a u ra done,

en admettant 1 hypothese d une racine nulle,

Revenons an II de la premiere Partie. Dans ce paragraphs, les

premiers memhres des equations (5) expriinent les valeurs des inte-

grales

r r* as
/ / r c b&amp;lt;rv

i /
/ / -T- dx dz, I I ax dz .

* (I
*- * (I

Mais ces equations nc sont vraies qu autant que les fonctions

S = P
,

T = I
v/

ne peuvent devenir indeterminees entre les limites des integrations.

Si, entre ces limites, les valeurs de P et de P&quot; deviennent indetermi

nees, alors, pour corriger les equations que Ton considere, il suffira

d ajouter aux premiers membres les valeurs de A qui correspondent



SUR LES INTEfiRALES DEFINIES.

aux integrates dont il s agit. On aura done, en general,

36;

/-tit
pit f\b /-&amp;gt;(&amp;gt;

/ V dx ~
I pdx + \ =-

p&quot;dz- V&quot;dz,

*/o o - o /o

i /i /^ 6 ^6
/ P&quot;&amp;lt;/.r + A&quot; = 1 Vdzl p dz,

1 o i/o /o

la valeur de A etant determinee par 1 equation (33), et la valeur de A&quot;

par 1 equation (34) ou (35).

Dans les equations (36),

f(i
f\(t

/ n

P dx- \ pdx et / V dx
o ^o o

dcsignent respectivement les valeurs des integrates

&quot; r 6 ov r a r b
d\ v&amp;gt;

I -r- dx dz, I I dx dz
,

0- dzdz~
l_

~ U *
U&quot;&quot;U

prises, par rapport a z, entre les limites o et b; ce qui suppose que

les deux fonctions P , P&quot; croissent ou decroissent d une maniere con

tinue depuis z = o jusqu a z -= b. Si le contraire avait lieu, les equa

tions (36) ne seraient plus vraies; mais il serait facile de les rectifier a

I aide des principes etablis dans le III.

Corollaire I. --
Supposons que P et P&quot; s evanouissent pour des va

leurs infmies positives ou negatives de la variable x, et pour des va

leurs infinies positives de la variable z. Si, dans ce cas, on suppose

a = oc
,

b = x
,

la premiere des equations (36) deviendra

(3?)

/

/

^o

le signe S s etendant a toutes les valeurs positives dc a ct de .

Si, dans le meme cas, on suppose

a = - x
,

b = x
,

OEuvresdeC. S.l,t.l. 54
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et qu au lieu de prendre les integrales relatives a x entre les limites

x = o, x - - co
, on veuille qu elles soient prises entre les limites

.r = --co
, x = o, on devra changer les signes des premiers membres

des equations (36); et, par suite, si Ton designe par

la somme des valeurs cle
(/. correspondantes a des valeurs negatives

de a, mais a des valeurs positives de 6, on trouvera

r
(38) /

J

Si maintenant on ajoute entre elles les equations (3y) et (38), et que
Ton designe par

la somme des valeurs de
[/. qui correspondent a des valeurs positives,

nulles ou negatives de a, mais a des valeurs positives de 6, on aura

simplement
P*&amp;gt;

(39) / /7^

(

!

)
Nous avons obtenu la formule (3g) en supposant que /(or) se reduisait a une fonction

rf (.r)
reelle designee par/; ou par ^

i Mais rien n emp6che d appliquer la m^thode que nous

avons suivie pour etablir cette formule a une fonction imaginaire, et de supposer, par

cxemple,

/(x} = (/(cos/ -+- \/ i sin/ ),

7 et r designant deux fonclions recllcs de x. Alors la formule (3g) subsistera encore, pourvu

(jue Ton fasse, comme dans le VI (I
e

Partie),

p = fj cos/-,

et que Ton determine toujours la quantite a par le moyen de 1 equation (B), c est-a-dire,

pourvu que Ton represente par p la partie reelle de la fonction /(a:), et par u le coeffi

cient de v
7 i dans le produit

i etant une quantite infiniment petite. L equation (89), ainsi generalisee, fournit les valeurs

de presque toutes les integrales definies connues, et d un grand nombre d autres. On pour-
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On poui ra done enoncer le theoreme suivant :

TllEOKEME I. -- Soft

unc fonction de x telle, qne chacune des racines de I equation- = o

corresponde a un facteur du premier degre dans la fonction
-

Suppo

rt la remplacer par la formula (L), qui conduit precisement aux m6mes requitals. On pent
aussi presenter 1 equation (3g) sous d autres formes que nous allons indiquer.

Soil a(x) -t- v/ &quot;i x(x )
une fonction imaginairo qui ne devienne jamais infinie pour des

valeurs reelles et fmies de x, ni pour des valeurs imaginaires, dans lesquelles le coefficient

de V~ reste positif, et supposons

les fonctions $(x) et F(.r) etant reelles, ainsi que y(x) et %(x). Admettons, en outre, que
le produit

3(x -+- z\/ j)

-7=
v(x -+- zy i)

s evanouisse, i pour x = oo
, quel que soil z, 2 pour z oo

, quel que soil x. Enfin

concevons que, les valeurs des quanlites A, p, etant donnees par la formule (A) (p. 409), on

designe par 7 et 8 deux autres quantites reelles propres a verifier 1 equation

On aura, dans cette hypothese,

;
R

)
i f( a -+- 6

y/ i -t- s
)
=

(&amp;gt;.

u. v/ i
) ( 7 -f- o /I) =

7/ 4-
&amp;lt;?y-

~
( 7^-
~ ^

) / ^
;

et, par suite, le coefficient de \/ i, au lieu d etre represente par pt, sera equivalent a

_
(.yu.

_
j/). Done, si, dans la formule (3g) ou (N), on remplace p par la partie reelle du

produit

on devra y remplacer en meme temps la quantite u. par /u. S^. On obtiendra ainsi 1 equation

(S)

Si Ton suppose, pour plus de simplicite,

=
&amp;lt;7, &amp;lt;j&amp;gt;(.r)

= cosr
F(.r)

54-
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.sons, de plus, que cJiacune des parties reelle et imaginaire de Iexpression

(x -+- z y/ i)

soil une fonction continue de z qui s evanouisse pour des valeurs infinies.

positives on negatives, de x, el pour des valeurs infinies, positives, de z :

1 equation (S) devicndra

I T) / q cos/ 1 dx 2 TT S
( 701 cT/

)
.

Cette derniere se deduit immediatement des principes etablis dans le IV. Car, en vertu de

ces principes, il suffira, pour determiner la valeur de 1 integrale

/ 7cos/v/.r,

de substituer, dans 1 equation (3g), a la quantite 2^, c est-a-dire au second membre de la

premiere des formules (21), la quantite 2(701 d
1

/)^, c est-a-dire le second membre de la

premiere des formules (28).

L equation (S) entratne evidemment la suivante :

(U)

Car on tire de 1 equation (Q), multiplied par \J i,

et il en resulte que, si 1 on remplace y(x] par %(%), on devra remplacer en meme temps

7 -+- $ / Par $ 7 V l
,
c est-a-dire 7 par 5, et 3 par 7. Ajoutons que les equa

tions (S) et (U) sont renfermees 1 une et 1 autre dans la formule

(V) ;
=2^ v

qui est precisement ce que devient 1 equation (L), quand on attribue a la fonction/(.r) une

valeur imaginaire.

II est essentiel d observer qu on ne diminuera pas la
g&amp;lt;5neralit6

de la formule (S), si Ton

$(&}
suppose que =^

-

designe une fraction rationnelle, et que la fonction p(c) -i- v^
i /(.ri

r
(
x

)

continue de remplir les conditions ci-dessus enoncees. En effet, si, la fonction f(x] 6tant
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enfm soil y. ~\- %\j i une des racines imaginaires de I equation
- - o ; cl

^&quot;

7^~ F( 6 /^~1
~~

F] _j_ g /IT7) I

La valeur de I integrate I p dx sera le produit de la. circonjerence,

imaginaire, on designe par = a. x ti

les racines reelles et finies de 1 equation
-

o, el par

^ r/ J .27 ^c j y V I

celles des racines imaginaires dans lesquclles le coefficient de y i est positif ;
si d aillenrs

on considere, pour plus de simplicite, le cas ou toutes les racines sont inegales, il suffira de

prendre

pour que 1 equation

?(^) * V/ I /,(*)
= *

n ait pas de racines reelles ct finies, ni dc racines imaginaires dans lesquelles le coefficient

do \ i soil positif.

La formule (S) estdu noml)re dc celles que j avais etablies dans des Lecons donn^es. en

1817, au College de France. Dans 1 une de ces Logons, j avais applique la meme formule au\

ras ou Ton prend pou-r y(.r) -f- \J i /(.r) Tune des fonctions

,

V/ i / i

/ etant une quantite positive, et
j avais ainsi obtenu les Equations

r* $(&amp;lt;*)

I
- cos/ j&quot; dx = IT.

?&amp;gt;\e~

e
(

j. cosy./
1

&amp;gt;&amp;gt; sina/-il,
J__ x tl^)

/
x

,f(^)
I =4

(
sin/ j: dx = UTT S[^.-~

e
(u sinxr -+- / cosa/

)],

I
_

l
_

l
.J_

= 2 TT S \
u. -i --J -t- / arc tang;

. + ^-r

~ (
=&quot; . /Fd -+- %&amp;gt;}- + ?-&amp;gt;-

\ I

arctangr^; t/.r ?.
- S aarctang- z A-** }i
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gin a pour rayon I unite, par la somme des valenrs de
;/. qui correspondent

a des valenrs positives on negatives de a, mats a des valenrs positives de .

Lorsque p est une fonction paire de x, la moitie du produit qu on

vient de citer est la valeur de 1 integrale / pdx.
* / o

E.xemple L -- Soil

dont les deux premieres sont renfermees dans [ equation (Z) (voir, ci-apres, VII), et dont

la derniere comprend la formule

/**&amp;gt; d&amp;lt;r

/&quot;*&amp;gt; djc
I arctang.r = i I arctang.r --=ir/{i).
J_ x x(i + x*) J j;(i + x 2

)

ijue I integration par parlies reduit a

foo

7 xi oo

arctangj:-^= /

x ~

JQ

On deduirait avec la mfime facilite, de la formule (S) ou de la formule (L), les valeurs des

integrates definies

/*&quot; rco
I arc tang
J_m /-

/

/ caco*bx cos (ft gi

J_

.r $(x\

/&quot;

/

J

(
i-)- 2 / COS

rT(.r)
arc tang

-
j -^ &amp;gt;

I -+- / COSWX t JT

c?, ^. r etant des constanles positives, et un arc renferm6 entrc les limites o, TT; el, on

general, les valeurs de toutes les integrales que j
ai citees dans le XIXC Cahier du Journal dc

I Ecolc royale Polytechnique , et dans 1 Addition au Memoirc sur les integrates definies

prises entrc des limites inifiginaires.
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m et n etant deux nombres entiers positifs, et m etant
-&amp;lt;

n. On aura

De plus, a-hgy/ i designant une racinc quelconque de ( equation

i -h x-&quot; = o, on aura

x = cos(2/r + i} , 6-= sin (2 A- 4- 1) ,

-211 ill

k etaut un nombre cntier pris a volonte. Cela pose, on trouvera

i . f, ,
, (am -f- 1 ;TT 1

u.= sin 2/r + i
-

,

2/1 L
v in

i
\ . fam -i- i) TT . f (2/w -+- ilr l . f, . (-am-f-i

):
- Sill- +S1I1 3^- +. . .+ sill 2tt I

i-

2.n I y.ti
[

2.n -211

T

.

sin
2/i

On aura done

/
&amp;gt;0 r 2/W

/ -S&amp;lt;**
=

I 4 T1 - &quot;

t/_00 n sin
2/Z

Si Ton prend 1 integrale precedente entre les limites

X = O, ^ r= X
,

sa valeur sera de moitie moindre. On aura done, entre ees dernieres

limites,
/&quot; r -lin _

(a) \
-dx = ~

J. +^ 2
. a /n -h i ) n

sin
2/t

Cette equation etant vraie, quelles que soient les valeurs entieres

de m et de n, sera encore vraie, si Ton donne a m et a n des valeurs

quelconques rationnelles ou irrationnelles. Si done on fait
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on aura, en eneral,

Euler a, le premier, donne cette formule (voir le Calcal integral

d Euler, p. 254). H 1 a demontree de deux manieres. La premiere est

tort compliquee. La seconde est plus simple; mais 1 auteur lui-meme

la regarde comme peu naturelle : Ne hanc quidem viam pro maxime

natarali haberi velim. On voit, par ce qui precede, que la formule dont

il s agit n est qu un cas particulier d une autre beaucoup plus gene-

rale, relative aux integrates qui doivent etre prises entre les limites

cc et -h oc de la variable.

E,xemple II. -- So it

in et n etant des nombres entiers positifs, et m etant
&amp;lt;C

n. On trouvera

i
(

. f (o./W H-i) 7rn .
r (im + i)7r~| . [~,

. (2//n-i)7r |Su a,6)-
- sin 2 - -t-smL4 L +...+ sin \(in 2 -

2 n L 2 /i 2 a n

2m -t- i TT

tang-

On aura done

r** x -im

I (llCttX/ -
n tang

2ft

et, par suite,

X
x

rS/w--
.
-

x-&amp;gt; a m + i TT

tang J

Cette derniere equation etant vraie, quels que sofent les nombres

I

1

)
Les equations (c) el (d] fournissent seulement les va eurs en termes finis des inte

grales qu elles renferment. Ajoutons que les equations (b} et (c/), quand on y remplace x
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entiers m et /?, sera encore vraie si m et n deviennent irrationnels. Si

done on fait

2/H -+- i a, in = h,

on anra, en general,

d

tangT

L equation precedents senible abstirde an premier abord, atlcndu

qne la fonction sons le signe I passe par Tiniini entre les limites de

i

par ./
,
ct a par bn, prenncnt les formes

Or. pour deduire immodiatcment ces deux dernieres de la formule (L), il suffit de poser

r \

J {
.C}
=

on troiue alors

puis. en multipliant les deux inembrcs par ( y/ ~iK et ayant egard a I equalion

/ / l2-i / 77 / .

~
( \/ \)

= I cos \/ i sin -
)

= sm- -+- i i

\ a
-&amp;gt;.

on obtient la formule

(sine/77
: - N C* -- ,

^ - r* _ . e/.r/
--

\ f* fir {&quot;*

v/- i cos/-/-) /
./ i --

v/ i / xa

Vo H-* ./

qui comprend les deux equations (W).
II est facile de transformer les valours principals des integrates indeterminees en inlr-

grales defiiiies dans lesquelles les fonctions sous le signe / cessent de dcvenir infininienl

grandes pour des valeurs particulieres de la variable. (Vest par une transfcinnalion de re

genre
&amp;lt;jue

Ton deduil de recjuation (c) la formule (c) dont le premier membre esl uue inte-

grale complelcincnt determinee.

OF.uvres de C. S. I, t. I. ~)5
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[ integration. Neanmoins on peut verifier, dans plusieurs cas particu-

liers, le resultat qu on vient de trouver. Ainsi, par exemple, si 1 on

fait a = r, b = 2, 1 equation (d) donnera

ce qu on peut verifier de la maniere suivante.

r

1 ~
&amp;lt;7.r

^ 5 s etant une quantite tres petite, est

La meme integrate, prise entre les limites x - 1 -+- 1, x ^
, a pour

valeur

a + e

La somme de ces deux resultats etant

\l\\ \^
2 -+- e

si, dans cette somme, on fail s. = o, on aura evidemment la valeur de

I integralo / Cette valeur sera done
/ i f-

ce qui s accorde avec 1 equation (d}.

Ce qui acheve de prouver qu on ne doit pas rejeter les integrates

dans lesquelles les fonctions sous le signe / passent par 1 infmi, cYst

qu etant donnee une integrale de cette nature, on peut to uj ours hi

transformer en une autre qui n offre plus le meme inconvenient.

Ainsi, par exemple, si dans 1 equation (c) on fait

n 2 m p + i
,
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on a uni

rx&quot;p
dx _ r.

i&amp;gt;-

~xn x~&quot; ~x
~ ~

~^ lang

t, si I on applique a cette derniere
integrate

la transformation indi-

quec par M. Legendre (IV
C Partie des Exercices de Calcul integral,

p. i 2(5), on tronvera qu elle est egale a la suivante

On aura done, entre ces limites,

r&amp;gt;

1 7
/

-y*p /y* I) (If * /
.^ -^

ee qui s accorde avee une formule trouvee par Euler. II est aise de voir

que, dans cette derniere formule, la quantite sous le signe Cue dr-

vient plus infinie entre les limites de 1 integration.

Exemple III. Soil

m, ft, r etant des nombres entiers positifs; et supposons en outre,

i&quot; que les deux equations i4-o?*JI = o, n- x- = o, n aient pas de

racines communes; 2 que m soil plus petit que n + r. Si Ton designe

d abord par a 4- \/ i une des racines imaginaires de Fequation

i 4- x-&quot; = o,

on pourra fa ire

&amp;lt; l I on aura par suite

2/1
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d oii I on conclut

r! ,

-J
+ si

N

am &amp;gt;./-

cos ?..
&quot; ~

J

/ etant un nombre entier pris a volontc. De memo, si Ton designe par

a -h 6 v i une racine imaginaire de ( equation

on trouvera

f, . fam + OTr&quot;! , f/ /

sin -jfr +O- +sm 9./f

i \ &amp;gt; / J_|_

am

/ etant encore un nombre entier.

Cela pose, on aura

.
r. . hiwH-i -1 . r , Jam ar+ntrl

I sin (-j/rH-i - +sm
(-?./. -fi;

-

/

*
x-m dx 4 n c ;

1
9 &quot; J L ^ J

^
i I |&amp;gt;

T- I
I I I

&amp;gt;&quot; //
l i _ 1.- 7, I/? \ * * 1

i/
&amp;gt;;

\ i i COS I f *2&amp;lt; A ! 1 I I

r. . (9, m &amp;gt;. -+-\

sin (i If -f-i
j

-

t ,. (
;v

le premier signe S etant relatif a toutes les valeurs de k plus petites

--, et le second a toutes les valeurs de k plus petites que

9. / I

La valeur de I integrale precedente serait de moitie moindre si elle

etait prise entre les limites x = o, x = ^ . Ainsi, par exemple, si,

n etant un nombre pair, on suppose zr=-- 3w, on trouvera que I inte

grale

X
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a pour valour la demi-somme des quatre serifs
( )

(sin 9 -+- cos0)

-+- (sin30 + cos30) +. . .

-4- [ sin (
&amp;gt;. w i -4- cos

(
&amp;gt;. n \

} ]

*-f-_L
in \sin

i -i- cos-;:
-H sn 7 H- snin -

(
6 - r I

\ 3 /J

f
f

sin (3 n 5 5 H- sin 3n 5}

cosaS + cosi 20 -

sin i / Si]

I 77

&amp;gt;. 3

sin 30 -+- sin 3(0
-^-

/ ? ~ \ 1
sii)f)

r
j -\- smf)i

-- -^
J

-+-

+ sin ^3 3)0 -t-sin ^3 V;

L

sin 50 + sin &quot;j(
--~ \\

*

r. i

3n sin 30

sin 1 1 -f- sin 1 1
(

-- ~ -

+ sin;3/i i)0 + sin 3/f
i)

On aura done

(,-^u.: _, B r&quot;&quot;^ -4^-) i

V 3 AT 3L sinV/

r o.-
;t &quot;

)

&quot;

\n \sin0 cos0/

COS 1 -f- j COS
(

&amp;gt;.

~-I -H 4
j^ I

(j/t L sin
I

( ctlc equation devant subsister, qucls quc soicnt Ics nomhrcs cn-

1

)
On suppose ici

9. /M -+- I . 9. /// -J- 1

a 3 //
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tiers met-i aura encore lieu si ces deux nombres deviennent irra-
2

tionnels.

Si, dans la meme equation, on suppose m = o, n = 2, on trouvera

=
j-&amp;gt; ^i

et par suite

7dx

r

En general, si Ton designe par a et b deux nombres entiers quel-

conques, tels que les deux equations

n aient pas de racines communes; si de plus n et 2m represented deux

nombres pairs, et que Ton fasse, pour abreger,

2 m -+- 1 i m -+- i

.
fl -r f-i

77 o, n u ,

an bn

on trouvera

.T-m dx
i -+- xnn

1 1 -t-

sinaft

cos i a}0 -+- cos i a
(
B TT

)
cos 3 a}6-\- cos 3 a

(
r.

)
.

\ a a
:

i J- _| _ L _L

b
cos - r i + cos - TT

V

cos
(

i
- b- & -t- cos

(
i
-

A) (0
-

y 7^ cos (3
-

b) -+- cos (3 6) f0 J * )
\ b ) \ b I

i a
1+ COS (7 77

3 a

COSly-TT

la premiere serie devant etre continuee jusqu au terme qui a pour de-

nominateur

cos 2 a i}-~,v ; n

t la seconde jusqu au terme qui a pour denominateur

11 \

cos(i.o i) jr..
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L equation pn-ccdcnte suppose 2m + j
&amp;lt; (a 4- b)n. Cette meme

equation, ayant lieu pour des valeurs entieres quelconques de m et de

-&amp;gt; sera encore vraie si ces deux nombres deviennent irrationnels. Si

Ton fait, pour plus de simplicite, n = i, 2m -+- \ r, la meme equa
tion deviendra

.r r ilr

i H- x a

2 Sill-/ 1

ib sin-/ 1

cos

I + COS - -7T
V

cos
( -7

- + cos -r /-

i -f- cosl T ^
/ -rt

I 4- COS -j--
\ l&amp;gt;

Dans cette derniere formule, a et 6 sont deux nombres entiers quel-

conques, mais tels que les equations i -t-jc
a = o, i + xb = o, n aient

pas de racines communes; / est un nombre positif quelconque, ra-

tionnel ou irrationnel, mais plus petit que a + b\ enfin, la premiere
des deux series qui entrent dans le second membre de 1 equation doit

etre continuee jusqu au terme qui a pour denominateur

i -I- cos (la ]}--,
a

et la seconde jusqu au terme qui a pour denominateur

cos(-2/&amp;gt; i) y r.

Si, dans 1 equation (/), on supposait b= o, la seconde serie devrait

etre supprimee, et la premiere se trouverait reduite a

-a\
&amp;lt;

&amp;lt;&amp;gt;&amp;gt;( hrr-f- cos
a J

TT/ -f- . . .4- COS
i a

TTf
.

SID
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On au rait, par suite,

2 a sin

oo qui est 1 equation d Euler.

Exemplc IV. -- Soil, en general, TT une function rationnelle quel-

oonquc do x\ la metbode precedente fournira toujours la valour do

C P
rf*.

^

I integrate
P

pourvu quo 1 equation Q = o n ait pas do racines egales. Cette me

tbode oxige seulement quo Ton determine les racines imaginaires do

1 equation Q = o; mais olio evite la determination des racines reelles

ot la decomposition dc la fraction en fractions simples, decomposi

tion a laquelle on est oblige d avoir recours lorsqu on vent obtenir la

fp
- dx par les metbodes connnos.

Corollaire IL -- Les memos choses etant admisos quo dans le corol-

lairo I, si Ton fait

on sorte qu on ait

P

ot si, de plus, 1 equation

n a pas de racines imaginaires, p n aura qu une seule valour corres-

pondante a la racine

x--\- \ i

de 1 equation i 4- x- o : ot comme on a, dans cette bypolbeso, a = o,

6=1, la valour dont il s agit sera
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On aura, par suite,

On pout done enoncer le theoreme suivant :

THKOREME II. Soil $(oc] une fonction de x telle, que chaque ratine de

Vequation ^
- := o soil reelle et correspond? a un facteur simple de la

fonction -^
-

Sapposons , de plus, que chacune des parties reelle el

(*)

imaginaire de Uexpression

x H- z v

soil une fonction continue de z qui s wanouisse pour des valeurs infinies

positives de x, et pour des valeurs infinies positives de z. La valeur de

I integrale

/-

prise cntre les limiles x - - oo , a? = ; -4- oo , sera le produit de la moitic

de la circonference, qui a pour rayon I unite, par

Si 3(x] est une fonction paire de x, on aura

et, par suite,

(40 r*-^dx =
Jo + X

Exemples(*}.
-- Si, dans ( equation (4i), on reniplace sueeessive

( )
Lcs formulas (), (A), (/), fournisscnt sculcmcnt les valeurs priticipules des integralos

olles lenferinent.

OEuvres dc C. S. I, t. I. 56
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ment ,f
(.r) par les fonctions

cosr/.r sin&amp;lt;7.r x cos &amp;lt;?.r

a etant &amp;lt;&quot; b, on trouvera

nsin bx i H- .:t-

d.v

e

i + x- -i. e

x
sin.r dx r. e fl

x cosb.r i

C&quot;-
c

\ . si

.r f/.r

2 ^i + g&quot;*

TT ea -\- e~&quot;

?,\\\bx i + x- -i. e 1 e~*
|

- U

Si, dans ces formulos, on fait a = o, on obtiendra les suivantes :

x (Lr ~

(/O

\-\-x- e J e

cosbx

La premiere cle celles-ci etait deja connue (voir les Exercices dc

Calcul integral, IY e
Partie, p. i25).

Nous ferons voir, dans le VII, comment on pent obtenir les valeurs

des integrates (g], dans le ,cas on Ton suppose b&amp;lt;^a, et, par suite,

dans le cas oil Ton suppose b = o.

Dans les diverses integrates qu on vient de considerer, les fonctions

f
(

passent par 1 infini entre les limites de 1 integration.

Mais on ne doit pas pour cela les rejeter : car clles out effectivement

line valeur finie. C est ce (ju il est facile de prouver par tine simple

transformation. Ainsi, par exemple, si Ton applique a I integrale

f*_i__d.r

J
(&amp;gt;

COSX I +

la metliode de transformation indiqii(3e par M. Legendre (p. i^&amp;gt;(),
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IV Partic dcs
Exercices), et quo Ton represente par R la serir

on trouvera que cettc integrate equivaut a la suivante

D ailleurs, entre ces dernieres limites, le rapport- - ne surpass^
COS X

jamais le nombre 2, et la fonction de -r, representee par R, conserve

toujours une valeur fmie qu il est facile de calculer. Par suite, I inle-

urale

aura une valeur tinie, ainsi que 1 integrale

C
r~

i dx

J cosx i + x-

(]ette derniere etant, par ce qui precede, egale

7T

I

on aura

COS*

( Orollairc HI. - Les meines choses etant adinises (jue dans Ic corol

laire I, si Ton (ait

F
(
x \

--
i -+- x ,

en sorle (ju on ail

&amp;lt;r i y:
,= 7+*
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et si, de plus, 1 equation --- - =o n a pas de racines imaginaires,
el

(
X

}

j. n obtiendra que deux valeurs differentes, correspondantes aux deux

racines imaginaires

x--. + -h -V , * := -=-4-^ *&amp;gt;

y2 V?. y/2 y/
2

qui appartiennent a 1 equation i + &* = o. On aura, d ailleurs, en

prenant pour x une de ces racines,

17 I _\ / ! TX (^ I

Cela pose, la premiere valeur de
\j.

sera

I I

V/

Si J(a?) est une fonction paire de x, la seconde valeur de /. sera egale

a la premiere, et Ton aura, par suite,

V/9,

Exemples.
-- Si Ton rcinplace successivement la fonction J(a?) par

- et par
-

? on trouvera

r

f. _I
/ P.OS

,rt

. T: sin =
-7 v - 2 cos

&amp;gt;. cosa /a,
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Lorsque, dans la derniere equation, on fait a o, on trouve, comme

cela doit etre,

/** dx _5_
f

i i /&quot;&quot;&quot;

ce qui verifie 1 exactitude de nos caleuls.

On obtiendra de meme, en general, les valeurs des integrales

C* P cosax , r x P sina-r
,

j I Y // &amp;gt;&quot;

O cosbx ,/ Q sin bx
t- Q ^ t-

r etant line fonction rationnelle et paire de x, et a etant
&amp;lt; /^, ainsi

({lie
les valeurs des integrales

/*
x
P sinar T&quot; P cosj: ,

J Q cos^^ ,/ Q smbx

^r
etajit line fonction rationnelle et impaire de x, et a etant

&amp;lt;
l&amp;gt;. .M;iis

nous n insisterons pas davantage sur cet objet.

Corollaire IV. -- Si les valeurs de P et de P&quot; s evanonissent, qnelle

(jue soit z, pour a; = ^o
, on aura, en supposant a = cc dans les equa

tions (3G), / \* dz = o, / P&quot;dz = o; et, par suite, en prenant les intr-

grales relatives a x, entrc les limites x = o, x = sc
, on trouvera

/*

no&amp;gt; f*b

P dx /
/?

&amp;lt;/.r
= /

^&quot;r/s
A ,

(43) {
\

I ,. r b

f
^

P Wa: -

I
p dz -A&quot;.

^0

Si, dans unc de ces dernieres equations, on parvient a obtenir 1 inte-

i
-

rale relative a -, quelle quo soit la valeur de z, on pourra en deduire

les valeurs de plusieurs integrates definies relatives a x.

Excmple I. --Soit
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m etant un noinbre entier positif, on aura

i sin

2 I COS 2

Par suite, 1 une des deux quantites p ,
p&quot;

sera toujours de la forme z
&quot;,

savoir, p si m est un nombre pair, et
p&quot;

dans le cas contraire. On

pourra done obtenir, dans la premiere bypotbese, la valeur de I p dz,

p&quot;dz.

Si Ton suppose d abord m pair et egal a 2/1, on trouvera

/-2//-Mu dz - - , )
_ .

9.
(
1 II 4- I

)

Par suite, si Ton suppose les integrations relatives a z faites entre les

limites

b etant positif et
&amp;lt;C ?&quot;, on aura

1 ,,(o./,-r + ^)
2 +

f. .&amp;gt;. II

De plus, si Ton designe par a -+- y/ i une quelconque des raeines

iinaginaires de 1 equation e
r

- i = o, on aura constamment y. = o; el

si Ton cbercbe les diverses valeurs de comprises entre o et ^k- 4- /&amp;gt;,

on trouvera successivement

= 27T, = f ~? &amp;gt;

(]ela pose, la valeur de A&quot;, determinee par 1 equation (34), sera

A&quot; TT
S(&amp;gt;. ,g)

=
( ij^a

2 &quot;- 2 &quot;-*-

(i -f- 9,
2 &quot; + 3-&quot; + . . . H- fr- &quot;

=
( i)&quot;?.

2
&quot;::

2 &quot;-*- 1

S(/
2//\

Knfin , comine les valeurs de P et de V&quot; sont determinees par
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( equation

_&amp;gt; /
e.
x cos z i

\-
i ex sin z

c--c ?.ex cos .s + i

si Ton suppose, dans cette derniere equation, c == :\k- 4- b, ct quc TOM

fasse, pour abreger,

e r cosb-\ sin

e 2 -1 - 2e r cos 6 H- i

on trouvera

1.2

Par suite, la seconde des equations (43) deviendra

x **-&amp;lt; R, dx-
? /l ^ /? ~

J
(

/

&amp;gt;/.- -f-^y-
2

2
(
2/Z H- I

DC meine, si Ton suppose m impair et egal a 2/^+1, la premiere

des equations (43) donnera

I . t.~ V

&amp;gt;./--+- b ? n+-

2 ?. n H- 2

On pent dcduire des equations (7) et (//z) plusieurs consequences

remarquables.

Supposons d al)ord, dans [ equation (/), b = o, on aura

e i
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et, par suite, si Ton divise les deux membres de I equation par

on trouvera

9. /? 1 1 ( 9 n

n k

Si, dans cette derniere equation, on fait & = o, en designant par G

ce que devient alors

_,}+_[_!!

on aura

r* x- n ~* dx _ ?.- ll --r.- n
r

. I. e-c i n

D ailleurs, si I on fait successivement n = i, n 2, = 3, ..., on

trouvera, pour les diverses valeurs de 0, les nombres de Bernoulli,

^,^,-^7, .... Cela pose, 1 equation precedente deviendra successive

ment

T x
dx _ o. r

I X - -
-; ii.-,

.L e~
l ~

i i^
dx

r* dx 9.
-

i

^.&amp;gt;
_ .

.
-1-0

/ e-^ -i
&quot;&quot;

3 /,2
n

Ces formates etaient deja eonnues, et Ton sail qu elles servent a de

terminer les somines des puissances paires reciproques des nombres

naturels.

Les valeurs des integrates de la forme

C x ~&quot; {(lr

J o

etant donn(3es par les equations (o), si Ton substitue ces valeurs dans
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lY quation (n), et que Ton fasse 2/2 = m, on obtiendra la formule bien

connue

S
(

k&quot;
1

^ = - / &quot;+ + -
/&amp;gt;

&quot; + -
1

T. If
m -

/;/-)-! 2 20
mini i) (m f.} i

,--
j
--

7,

- km ~*
2.3. 4 ,3o

w f m i }
(
ni 2 1 i ni 3 }(m \] \

,

_!_.
_._,

__ A*
&quot;

~
*

2. 3. 4- 5.6 42

Onarriverait encore a la meme formule en faisant, dans 1 equation (/w),

i = o, 2w -+- 1 = m, et snbstituant, dans le premier membre, les valeurs

des integrates relatives a x, Cette formule a done egalement lieu

lorsque m est un nombre pair et lorsque m est un nombre impair.

Supposons maintenant que, dans requation (/), on donne a b une

valeur quelconque. Les coefficients des puissances semblables de /-,

dans les deux membres de cette equation, devront etre respectivement

egaux; et, si on les compare entre eux, on deduirade cette comparaison

les valeurs des integrates

/ x\\
( dx, /.r^R,^, ..., I* *-1-* R, &amp;lt;/x,

prises entre les limites x = o, x = co
; et celles des integrates

/ Ro dx, I
x&amp;gt;\\, cLr, ..., t x--l\* &amp;lt;lx,

*J v \J

prises entre les memes limites. On pourrait aussi deduire les valeurs

dont il s agit de la comparaison des coefficients des diverses puissances

tic k dans 1 equation (m). On aura done, en general, la valeur de 1 in-

tegrale

,

e-- - 2 e-
1 COSO -+- I

dans le cas ou m est un nombre impair, et celle de 1 integrale

C ~
.
--

9
e--1 -ie- 1

cost&amp;gt; -I- i

dans le cas ou m est un nombre pair. La seconde, qu on peut aussi

OEnvresdeC.- S.I, t. I. 5&quot;
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mettre sous la forme

jf

en faisant !&amp;gt;
= -

, et changeant x en l(x], etait deja connue (voir

les Exercices de Calcul integral, IVe
Partie, p. roa). Quant a la premiere,

si on la divise par le produit i.2.3...m, elle deviendra equivalents

aux series de la page 104, dans lesquelles entrent les cosinus de

Tangle et de ses multiples. On peut, en effet, la deduire de 1 analysc

qui conduit ii la sommation de ces series.

Remarque.
-- Nous avons dit ci-dessus que, dans le cas oil, m etant

un nombre pair, on suppose

la valeur de A&quot; est determinee par 1 equation (34), en sorte qu on a

A&quot; = 71 S
(
A

,p )
= (-!) 2&quot; 7T

2 +
S(/C

2
).

Cette determination suppose qu on n a aucun egard a la racine null* 1

de 1 equation

et, tant que in est un nombre entier positif different de zero, il esl

effeetivement permis de negliger cette racine, atteadu que le fac-

teur x, qui lui correspond dans le denominated? de
/&amp;gt;,

se trouve de-

truit par un facteur egal du numerateur. D ailleurs il est facile de

s assurer que, dans ce cas, les equations (34) et (35) donnent la meme

valeur de A&quot;, attendu que A
O;O , on la valeur de \ qui correspond a la

racine nulle, se reduit alors a zero. II n en serait pas de meme si 1 on

supposait m o; car, dans ce cas, on a \l)0
= r. Dans cette derniere

hypothese, il faut necessairement determiner la valeur dc A&quot; par 1 e

quation (35); on trouve ainsi

A&quot;=(A--M-)~.

Par suite, la seconde des equations (43) se reduit a

ex sin b ,

ax
e- 1 2e 1 cost; -f- 1
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On peut aisement verifier ce dernier resultat par les metbodes ordi-

naires d inteeration.

Exemple 11. -- So it

x&quot;
1

on obtiendra, par la metliode precedente, les valeurs des integrates de

la forme
r
/

Jo

et plus gerieralement celles des integrates

r
I

J
d!r,, .

cosy -t- i e-x -+- i.e 1 coso H- i

n etant un nombre entier quelconque. Mais il est facile de voir que
ces dernieres integrates rentrent dans la classe de celles que nous

avons considerees ci-dessus.

Remarque. Jusqu ici nous n avons fait usage des equations (43) que
dans le cas ou Ton pouvaitobtenir en termes finis les valeurs des inte-

grales relatives \\ z que renferment les seconds rnembres de ces equa

tions. Mais ces equations conduisent quelquefois a des resultats dignes

de remarque lors meme que les integrations relatives a z ne peuvent

etre effectuees. C est ce que nous allons prouver par 1 exemple suivant.

Exemple III. --
Supposons, comme dans les deux exemples prece

dents,

Desigoons, pour abreger, par

p/i, fjk,
i k et sk

les quatre integrates

/*&quot; xk-*dx r* xk r/.r r * xk &amp;lt; dx r x ^- e* dx

Jo *-*&quot;! J ex ~ i J e** + i J e - 1
-+- T

Si t on fait successivement m = i, m = 2, in ----- 3, . . . ; que Ton em

57 .
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ploie la premiere des equations (43) dans le cas oil m est un nombre

pair, et la seconde dans le cas ou m est un nornbre impair; enfm que

Ton prenne les integrates relatives a z entre les limites z = o, z =

on aura, en adoptant le signe superieur dans la valeur de p,

r* si 112
r\ -\-P\-

/ -rO^i2H-COSZ

o

^)
rs+ 3(*2/ \a

21+ COS2
5

&amp;lt;/-,

/ sin z
-1&amp;gt;3= /

-rZa rfZ,
2 i I -+- COS 2 I

;
/ _ / . .

^ &quot; ~~
&amp;gt;

2 I + COS2,

On aura, au contraire, en adoptant le signe inferieur,

i q i

smz
2 I COS-

/T:\ T
2

sins
^_

U/ ^J 2(l-COS^)
2

sn

T
2

/ 2 I COS-
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On a d ailleurs, en general,

I 7

pk= i .2. 3. . .
i k - /

Ainsi los valours des integrates de la forme

L
sin

z m dz

dependent uniqueoient de la sommation des series des puissances ro-

ciproques des nombres naturels et des nombres impairs prises alter-

nativement avec les signes + ot , Comme on obtient facilement des

valours tres rapprocbees de cos derniores series, on pourra on con-

clure les valours dos integrales relatives a z. On pout encore on do-

duiro les valeurs des integrales

I : &quot;

tang;(/;, / ; &quot; colzdz,

prises entre los limites ^ = o, z =
^-&amp;gt;

ou memo outre los limitos

Si, dans les ecjuations (/&amp;gt;),
on remplace, en general,

par

on pourra doduire de ces equations les valeurs successivos de
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qui seront ainsi exprimees a&quot;u moyeii des integrates tie la forme

clz.
cosz/smz

rin

2(1 H- CO

l)c memo, si, dans les equations (q), on reniplace

qk par
- rk ,

on pourra deduire tie ees equations les valeurs tie

r\, S-2 ,
/ a, S;, . . .,

qui seront alors exprimees au moyen des integrates tie la forme

/smz
zm -f dz.

2
(

I CO

De plus, la valeur tie r^ peut etre determinee immediatement par J in-

tegration. On a, en effet,

- r dx
=i/fal

t&amp;gt;

i
\

I .

J. e^-hi - {

On pourra done obtenir plusieurs equations de condition entre les

tleux especes d integrales relatives a z. Par exemple, si Ton retranehe

la seeonde equation (/?) de la seconde equation (&amp;lt;/),
on trouvera

; ()=/
fl

On trouvera encore

r^ 3 co5;+ (.^ ;)J = ;
./. SHJS



SUR LES INTEGKALES DEFIMES. Vo5

La premiere des formules precedentes etait deja connue (voir M. Le-

gendre, Supplement a la premiere Partie du Calcul integral, p. /j3). On

pent aussi la mettre sous la forme

/J

et 1 on peiit encore en deduire 1 equation suivante

/(arccot.r)-
dx r/(?.).

.

Coiollaire V. -- Si les functions

P et P&quot;

s evanouissent pour z = co
, quel que soit x, en faisant /; = ^c dans

les equations (36), on aura

et, par suite, en prenant les integrales relatives a r enlre les liniites

5 = o, z = co , on trouvera

(44)

I p dx - - \ -- = f P&quot; d= I
p&quot;

(/z,

i/O t/fl -

I
,,, *

Ar== / P r/s- / /r/~.
^0 ()

Si
/?

est une fonction paire de x, on
aura/?&quot;=- o, et,-par suite, la

premiere des equations precedentes sera reduite a

(45) f /^/jr:
-. T PVs-r-A .

- o ^

Exemple. --Soit
.r^

&quot;
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on aura

-i.X^. oliiiX I OC ~*
*
~

I
I COS OC I

o \ o
P = i -

/e-f-e-2
\-COS2.T

\ 2 /

COS.T i
] + (x- z-} sin.r

-- H- e ---
\

COS2.T

P- ^M
I

Si d ailleurs on suppose la seconde limite cle x plus petite que ~, on

aura A ==o, A&quot;=o; et, par suite, en admettant les valeurs prece-

dentes de P et de
P&quot;,

on aura

&amp;lt;&= C -dx,
J (siii^)^

e- e -
i-
^dz,

La derniere des equations precedentes s accorde avec diverses for

inules trouvees par Euler. Quant a la premiere, si Ton y suppose 1 in

tegrale relative a x prise entre les limites x = o, x = -, on aura

et, par suite,

(.) r
/n

,

Sill a: 2

On pent verifier facilement ce dernier resultat au -moyen d une inte

gration par serie.

Corollaire VI. - - Si les valeurs de P et de P&quot; sont indeterminecs

pour certaines valeurs de x etde z comprises entre les limites des inte

grations, les equations (u), (12), (i3) et (i4) du II (P
e

Partie) de-
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viendront inexactes. Mais on trouvera facilement, par la methode ci-

&amp;lt;lessus exposee, les corrections qu il faudra, dans ce cas, lour fa ire

subir.

(&amp;gt;s corrections sont determinees par la regie suivante.

Soil S,,, -+- T,M y i ce que devient la function de x,

(juand on y remplace x par x -+- z \ i . Soit, de plus, A ,,
la valeur de

A relative a 1 integrale

*- a - b

et
A&quot;,,

la valeur de A&quot; relative a 1 integrale

i a&quot;
r&amp;gt;

b&quot;a rt yp
/ Olm

j^ ^ A

j ,dx.h.

On remplacera, dans les equations (n), (12), (i3), (14) (I
re

Partie),

1 integrale

/ p z&amp;gt;&quot;&amp;lt;l- par / p z (k. + \&quot;m ,

o - o

et 1 integrale

/
i)&quot;z

&quot;ch par f it&quot;z

m fh \ m .

^0 t-

Exemple I. -- Soit

-2.C |O 1

Supposons que 1 on integre, par rapport a x, entre les limites t-f= o,

.r = oc
, et, par rapport a z, entre les limites s = o, z = b

&amp;lt;&amp;lt;

2-. Enliii

designons comme ci-dessus par qk 1 integrale

r*x* \&amp;lt;ix

J ex i
o

Si Ton fait successivement

m = i, m -

2, /n = 3, ..., m in, m = 2 + i,

OEuvres de C. S. I
, t. 1 . 58



V58 ME MOIRE

les equations (u) et (i4) apres avoir ete corrigees, donneront

.7 e- x 9,e-c cos ft

/&quot;

x
e- 1 cos ft r

- ; - ae* cosy + i 2
= ---: b + b-

et, en general,

/p.*
sin ft

;
x- n ax

e-x -2ex cos ft -f- i

.

fr i
-

[ i \n _1 b- il
ft-&quot;

|
2 2(2/l-+-l)

9. 7Z I 9. Al I ) (f. H 9. I (9, 7? 3 ) (
9. // 4) / o

rt

1.2.3.4.5

?-
c COS ft T

jc- l + t dx

?, 2
(
2 + 2

)

( 9. /?, -|- I ) 9. 7? f 2 H

-h... .

.2.3.4.5

(2 rt + 1 1 9 n (2 n i (9. w 2 1 9. n 3^/o

Si, au lieu de supposer

on eut suppose

on aurait obtenu les formules donnees par M. Legendre (lV
e Partie dcs

Exercices de Calciil integral, p. 10/4).
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*V * rJt t / s

10. *^ **&amp;gt;&amp;lt;&&amp;gt;

459

\C%5^^
Les ( ({nations (p) determinent les valeurs des integrales

A e ~ c ~~ ^ cos 6 -j- i
--1 -- -jie-

1
cos/&amp;gt;

en supposant connues les valeurs de

rales

. ., c est-a-dire, des

/
&quot;* xdx r* x* dx

J. *^ J, 7=i

Xous avons donne plus haul les valeurs de ces dernieres. Mais on

pourrait les deduire immediatement des equations (*&amp;gt;).

En effet, si Ton

suppose, dans ces dernieres, b -, on aura generalement

2 -1 - 2 e-
1 cos 6 + i

et, par suite,

7-3

d oii Ton conclut, comme ci-dessus,

E.remple II. Soil

/
= :

ê* e

on determines facilement, par les methodes precedentes, les valeurs

des integrales

c* r r
x

i
r&quot; i

.r r/jr-, I x 3 dx, I x- dx, . .

I f&amp;gt;.C f^.f ft.C pJC f&amp;gt;.C fs.C
o J K Jo e

58.
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et celles des integrates de la forme

f
x

(e
x

e-*) cosb /

/
^ 2 &quot;+l

.,,. -V- niuf9 /J e-1
2. cos 2 b -+- e---c J

b etant
&amp;lt;-. On trouvera, par exemple,

C __ __ rf

Jo e^-T-^

e--1 2 cos 2 6 -+- e~--c

4 6

r*__!_ - 2
^&quot;ii

j

/ e-^-e^ 8 So
71

f^J e- -*

*&amp;gt;

&quot;

i i

fix -
l*vC- ~y /

I 2 ^ 2

/co

y. |

dx par tk , on aura encore
e e

--v
] cosb

e-- c -i. cos 2^

1.2.

i . a . 3 . 4 . 5

sin ft

e --1
.2 cos 2 ft + e2-*

,
,,
FT: .

.
&amp;gt; re

(
2 7i i

) (
2 7i 2

)
.-

n_4
6 *M -

| + :

-rrr-
J * l

- 2n
(
2n i)(2/t 2](aw 3)(2 4)

&2//
_.-

_
I

1 .2.3 -4-5

Au reste, on deduit facilement les valeurs des integrales precedentes

de diverses formules trouvees par Euler.

Exemple III. -- Soil

f(x] ax +



SUR LES INTEGRALES DEFIMES.

une function impaire et entiore de x. Si Ton fait

P =
f( e c

} /(e--* }
a

(
ex e~x

}
-+- b

(
e*-c e-*-v }-+-.

on aura

a e v *--c
)
cos z -+- b \ e*x e~*-c } cos 33+..

P&quot;

e-*) cos 2 +
6(&amp;lt;?

;u e~ 3j:
)
cos 3 z -+-... \--i-[tt (e-t- e-*) smz + b(e

AJL e~ 3 -1
] sin3r-K..

|-

a
(
ex f~x ] sin z -+- b(e*-

f e-*- 1
]
sin 3^ -f- . . .

- l e- j:
}
cos- + b^-1

e&quot;
3^ cos 5 + ...]-+[a

//L.J: 0,
&quot; =

-

Si, do plus, on designe par B et B&quot; les corrections a faire aux se

conds membres des equations (n) et (i4) (I
ie

Partie), on aura, cu

admettant les valours precedentes de p, P et P&quot;,

r
/

Supposons rnaintenant que Ton doive integrer, relativement a x,

entre les limites ^r = o, x = oc
, et relativement a ^, entre les limiles

z = o, z - --On aura generalement

/

/ P

et, par suite, la premiere des deux equations precedentes se trouvora

reduite a

1-2

Si, dans cette derniere, on fait successivement // = i
,
n = ?., n j, ....

on obtiendra une serie d equalions qui determineront les valours des

integrates
/ r i

t

I pxdx, I pjc*dx, I

-^o o - o
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Si, an lieu d integrer, relativement a z, entre les limites z = o,

= ~i on integrait entre les limites z = o, z -, on meme entre les

limites z o, z = kr,, k etant un nornbre entier quelconque, on aurait

el, par suite, en faisant successivement n = i, //. = 2, n --. 3, . . ., dans

la premiere des equations (&amp;gt;),
on obtiendrait encore les valeurs des

in teg-rales
/,* /,v, ,,

/ pxdx, I px^dx, I
px&amp;gt;

d.r, ....
.- n - n / n

Pour que cette dcrniere methode reussisse, il n est pas necessaire que

f(x] soit une fonction impaire de x\ il suffit qu elle soit entiere ou

meme rationnelle. En general, cette metbode est applicable toutes les

Ibis que, p etant nul ou constant, P&quot; s evanouit pour certaines valeurs

de z. II est aise de s assurer que ces deux dernieres conditions seront

lies si Ton donne a p 1 une des valeurs suivantes :

fi(e-* e-*)-*- b(e*
j: e--- c

)^r. . .

y.(ex e-*} -+- B(e zj:
?--*}-+-. . .

~
a -+- b

(
ex H- e~x

}
-+- c

(
e-x -f- e~ ijc

}
+ . . .

a -\- b ?-*-+- ce--*-)-. ..

a, o, y, * . ., a, b, c, . . . etant des constantes arbitrages. 11 est toute-

Ibis necessaire de supposer que cbacune de ces valeurs de p s evanouit

pour x
-- co .

Par des raisonnements semblables a ceux qu on vient de faire, on

prouverait que 1 equation (i3) (l
re

Partie) fournira les valeurs des inte

grates

/
/) &amp;lt;l.r,

I px-djc, I px dx, ...;
^0 &quot;-A)

l
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si Ton donne a/? la valeur suivante :

-f- 6 ex + e-*} -4- y (

&quot;
-+- e~-* } 4- ...

VI,

SECOXDE APPLICATION, POUR FAIRE SUITE AU III DE LA PREMIERE PARTIE
( ).

Considerons d abord les equations (i5) du III (I
ie

Partie). Si los

quantites P , P&quot;, renfermees dans ces equations sous le signe /
&amp;gt;
de-

viennent indeterminees pour certaines valeurs des variables comprises

e ntre les limites des integrations, ces memes equations seront inexactes.

Pour les corriger, il suffira d ajouter respectivement aux premiers

membres les valeurs dc A et de A , determinees par les formules (33),

(34) et (35). Seulement, dans ces formules, le signe S ne devra s e-

tendre qu aux valeurs de a et de &amp;lt;o pour lesquelles les deux quantites

a flo
A

&quot;&amp;gt;

A = -
a a

se trouvent comprises, la premiere, entre les deux limites de .r, et hi

seconde, entre les deux limites de z.

Les valeurs de A et de A&quot; etant determinees, comme on vient de !&amp;lt;

I

1

)
Les equations (i.5| et (21) de la premiere Partie etant corrigees, comme ilest dit dans

ce paragraphe. pourront etre renfermees dans les deux formules

i

r
r c

(fi-+-z\/i) I f(/r.r-+-.rz\/ i) dx fi I j(a.r}tix

i :

.

I / ,*
-

/[/( cos X -t- y/ i sin/).r J
dx

|

= gg^-i^&quot;!^
r r*

*-*/(*] ,/.,- - A-- A-V
-

-
1
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&amp;lt;lirc, il suffira, pour corriger les equations (r6) (I
l e

Partie), d ajouter

respectivement aux seconds membres de ces equations les quantites

Enfin, pour corriger les deux equations (2.1) (I
re

Partie), il suftira

d ajouter au second membre de la premiere

A&quot; Sinn/* A cosn/r

et au second membre de 1 autre

-
A&quot; cos/7/r -h A si

/ designant toujours le plus petit des arcs qui ont pour tangente
-

Exemple. So it

Si Fun suppose n
&amp;gt;

i
, on aura A o, A&quot;--= o; et, par suite, les equa

tions (21) (I
re

Partie) donneront immediatement

/

*
e-l cost&amp;gt;.r i cos/?/r r*x l -*dx

I x&quot;
- - dx -

I i

6*^ H~ TI g-* COS uX ( I _ f *&quot; ~t~ I-

sin/? A&quot; l
x x-* dx

. it^*,

;-* rt 2 e-c cos o ^ -+- i

( a- -+- b- }-

X- etant le plus petit arc dont la tangente soit egale a -

Lorsque n est un nombre pair, les valeurs des integrales

x&quot;-* dx

sont connues. On pourra done obtenir, dans le meme cas, les valeurs



SIR LES INTEGRALES DEF1N1ES. 465

&amp;lt;lrs integrates

r e^cosbx i r e-c *mbx
I a;&quot; r -ax, I xn~* - -dr.
J e--c :t zex cosbjc -+- i J f- 1

t.e-c cosbx -i- i

VII.

TROISIEME APPLICATION, POTR FAIRE Sl ITE AU VI HE LA PREMIERE PARTIE
( ).

Supposons que les fonctions Q , Q&quot;, renfermees dans les equations

(33) du VI (I
rc

Partie), deviennent indeterminees pour certaines va-

leurs de x et de z comprises entre les limites des integrations. Alors

les equations (33) seront iuexactes. Designons a Tordinaire par A et

A les quantites qu il sera necessaire d ajouter aux premiers me nibres

de oes equations pour les rectifier. Concevons, pour plus de facilite,

que I equation
- = o n ait pas de racines nulles ni egales entre elles;

et soit a -H v i une racine de cette meme equation, devant etre

mil, lorsque la racine est reelle. Si Ton determine les valeurs de \ et

I

1

)
En corrigeant les forrrtules (33), (3{), (35), de la premiere Parlie, comme il est dit

dans ce paragraphe, et posant

f(.z)
= q cos/ -I- \/ i

(j sinr,

on obticndra diverses (Hjuations, desquelles on deduira immediatement la formule (L), eten-

duc au cas ou la fonction/(.r) devient imaginaire. On en deduirait egalement les formules (S)

et (U), en prenant

3(x) , .3\x)
ri cos/- = w .r

| -=rt ? ri sin/- = y (
x

) (

F(x)
7-^

F(.rj

Si Ton suppose en particulicr / = nx, on verra la formule (S) comcidcr avec I equation (5a),

$(x\
et la formule (U) avec l (*quation ( J3). Dans la nuMne hypoth&se. si Ton fait

&amp;lt;y

= &quot;

\
,

h (.r)

la formule (L) deviendra

Cette dernierc peut remjilaccr a elle scule les ejualions (5a) et (53). II est bon de rappolcr

que chacun des terrncs indi({u6s par le signc S doit &amp;lt;Mre r6duit a moitie quand la valour

OEuvres de C. S. I, t. I. 5g
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de
(/. par les equations (16), ainsi que les valeurs de y et & par les ^ ([na

tions (26); si, de plus, Ton designe par

&amp;gt;.x,8, [J-x.Z, yy.,%* &amp;lt;3a,g,

les valeurs de

)., u., y, o,

qui correspondent a des valeurs positives de y. et de
,
et que Ton rem-

place, dans cette notation, a par zero, lorsque y. devient nul, et par

zero, lorsque & deyient nul; enfin, que les valeurs extremes de x et

de z soient positives, et ne rendent pas indeterminees les deux fonc-

tions Q et
Q&quot;

: on aura toujours y,a
= o, et, par suite,

(46) A =

(47) A&quot; [2S(ya,gXx ,6 + 3a,^a,g)-|- S(y ,6^o,6 + 3
, 6/^0,6 )

-H S (y a ,o

le signe S se rapportant a toutes les valeurs positives de a qui se trou-

vent comprises entre les limites des integrates relatives a x, et a toutes

les valeurs de qui sont comprises entre les limites des integrates

relatives a z.

Si 1 equation
- = o avail une racine nulle, la valeur de A serait en

general infinie. Mais, dans ce cas, la valeur de A&quot; resterait finie, et

correspondante da 6 s evanouit. Alors aussi 1 iiitegrale defmie qui compose le premier memlm*
de la formule (Z) doit etre re&quot;duitc a sa valeur [)rincipale.

Si, dans 1 equation (Z), on pose successivemrnt

r
\ i

g^

F(.rj

on en tirera les formules

f* rcosst.r r (
* x sinr/.r .

I dx = -
fr-or, /

-d.t = - c- a \
J .r2 + / 2

:&amp;gt;. JQ
x*-^ f&amp;gt;- &amp;gt;.

C^ /COS/ /.r T: . /** ,r siiu/.r 7
T:

rAj; -- sinr// . / ax = -
cOsfir,

J **-r* 2 J9
x-i-r*

dont les premieres ont ete donnees par M. Laplace, et les dernieres par M. Bidone, geometro
italien.
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srrail donnee par 1 equation

(48)
/
g/x /, -4-

Corollaire I. Supposons, comme dans les equations (38)

;i
re

Partie),
r= F

(
x I a x ;

les equations (26) donneront,

19

si Ton a a
&amp;gt;&amp;gt; o, &amp;gt;. o,

yx.o (-&amp;lt;& cosaa, o-

si Ton a y.^&amp;gt; o, = o,

% = e

si Ton a a o, 6&amp;gt;&amp;gt; o,

Supposons, de plus, que Q et
Q&quot;

s evanouissent pour des valours

infinies positives de la variable z. Si Ton integre, relativement a a-,

entre les limites x = o, x = cc
, et, relativement a z, entre les limites

5 = o, z = =c
, la premiere des equations (38) (I

re

Partie) deviendra

5o-)
~

/

Si, an lieu d integrer, relativement a x, entre les limites x o,

.1- =- cc
, on voulait integrer entre les limites x- - cc

, x = o, on

trouverait, en raisonnant comme on 1 a fait ci-dessus
( V),

(5,
/j r

r

^ [y0,6/^0,8]
^

^o -ot,o^ 2t,o)J~ ~t~ I (J (

. ,
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En ajoutant ces deux equations, on trouvera

/.,

(5a) / q cos ax dx = [28 ^/a,6yx,s o
aj sy ai g) S(oa,o?.x,o}]r:, .

/_ a:

les valeurs ties quantitys y,
?$ etant determinees par les equations (4#)

ct le signe S se rapportant a tontes les valeurs positives nulles ou ne

gatives tie a, mais seulement aux valeurs positives de 6. Cette derniere

equation est analogue a celles que nous arons trouvees ci-tlessus, V,

On trouvera de menie

(53)
I q si

&amp;lt;/

cos^^rc/.r aura
- u

pour valeur la inoitie du second meinbre de 1 equation (52). De ineme,

la inoitie du second meinbre de 1 equation (53) donnera, si q est une

fbnction impaire de x, la valeur de 1 integrale / q s\\\axdx.
Jo

Exemple I. -- Si Ton fait

I H- X-

l equation (5a) donnera

C* cosax , T:

I
dx = -e -;

J + & 2

et si Ton suppose

I equation (53) donnera

T x
.z-s

JQ

Ces formules sont bien counties.

En general, si
^ represente une fonction rationnelle quelconque

de x, les formules (5a) et (53) fourniront les valeurs des integrales

P &amp;gt; ]
.

cosa-z1

f/.r, /

o *J
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l&amp;gt;

sans quo Ton soil oblige de decomposer la fraction en fractions

simples. La methode preeedente exige senlement que Ton determine

les racines de 1 equation

0^=0.

Exemple II. Soil

i

(l -h X-) SiF6.r

[/equation

(i 4- x-} sin6.r = o

se decomposers en deux autres, savoir,

i + x- = o et s\nbx=o.

La premiere de celles-ci donnera

y. = 0, S=i,

i

v e~~*. A , 71 = 0, a o.
eb e~ b

Par suite, la partie correspondante du second meinbre de [ equation

(53) sera

Quant a !

f

equation sin&o; = o, elle donnera

kn=:J =6,

k etant un nomhre entier positif, mil ou negatif; et, par suite,

, u. = o.

Ainsi la partie du second membre de I equation (53), qui correspond
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aux racines de Pequation sin&o~ = o, sera

Si done on fait, pour abreger,

ffl \ / -2

COS
I T 77 COS -r- 77

i 3 a
COS -r-

\ o

on aura

/sin/7:sin^;

r/.r

on, ce qui r(3vient au meme,

d.r

i + x-

On a d ailleurs, en supposant a

/
sn.r

i -i- x- i e

on aura done, dans la meme hypothese,

R -
2

D ailleurs il cst facile de voir que la valeur de R restera la meme, si,

b ayant une valeur constante, le rapport j
se trouve augmente on di-

minue d un nombre pair quelconque. Par suite, si, a etant
&amp;gt; b, on

designe par ^r la difference absolue qui existe entre le rapport ^-r
el le

nombre entier le plus voisin de ce rapport, on aura, en general,

rft

&amp;gt;6 ^6
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d oii Ton conclut

/** sin ax dx r. erb -\- e~ rl&amp;gt; 2e~nr smax
./ sin bx \-\-x- 2 t-

6 e b

On obtiendra de meme les valcurs des quatre integrates que nous

avons considerees ci-dessus, V, corollaire II, quel que soil le rapport

des quantites a et b. II est seulement necessaire -d examiner si It-

nombre entier le plus voisin de la
fraction-^

est pair ou impair, et si

ce nombre est inferieur ou superieur a la fraction dont il s agit. Ainsi,

par exemple, si Ton suppose que ce nombre soit pair et inferieur a la

fraction
-^

en representant la difference par i/-, on aura
( )

Si, dans ces diverses equations, on suppose ^ tres petit, on aura, li tri-s

pen pres,

bjc b -b b ~ br=

et, par suite,

/^ J^c
/

cosrt.r = - e &quot;

I I 7- - o
t/0

r*
sinrz.r r/jr 77 ,

gg j
i^ jf &quot; 3

ce qui s accorde avec les form tiles connues.

( )
Les formules (z h ainsi que les equations (g), (//), . . ., fournissent seulement les va-

leurs principales des integrates qu elles renferment.
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Si le nornbre entier le plus voisin de la fraction
j
etait impair, an

lieu d etre pair, il faudrait, dans la premiere et la troisieme des equa

tions (z), changer le signe de chacune des deux quantites e
b
\ e~bl

; et

si le meme nombre entier, au lieu d etre inferieur a la fraction .-^

40

lui devenait superieur, il faudrait changer encore, dans la premiere et

la quatrieme equation, le signe de ces deux quantites. Par suite, il n y

aurait rien a changer dans la premiere, si les deux hypotheses prece-

dentes avaient lieu en meme temps.

L analyse qui conduit aux equations (z} fournit aussi les valeurs des

(juatre series suivantes
( )

:

sin$ sin 30 sin 5 6 r. e^m__ e -m

2/n emn e &quot;/7r

j^ e^ rn
| g-O/w

i + m- 3 9 + ni- 5 9.5 + m-

i sin 9. Q 3 sin 3^
jiim

f&amp;gt;
-in-K

9 + m-

On deduit facilement de ces quatre series tous les theoremes connus

(

l

)
Les series dont il est ici question, et beaucoup d autres, peuvent etre donnees direc-

tement a 1 aide de la formule (0). Ainsi, par exemple, si Ton pose

F
(;

on tirera de la formule (0)

cos cosy, ) cos 3 9

T:\ iiiii i --t- /- 4 -I- ///- 9 -t- /y/
2

ce qui s accorde avec 1 equation qu on obtient en egalant les deux valeurs de R.

Au reste, il est facile de voir pourquoi 1 analyse dont nous avons fait usage dans le VII

nous a conduits a la semination des series dont nous venons de parler. En effet, les for-

mules (z) sont tirees des equations (5a) et (53) comprises dans la formule (Z) ou (L). Au

contraire, les formules
(g-)

du IV ont ete tirees de la formule (3g) ou (N) ;
et comine, pour

deduire les formules (L), (N) 1 une de 1 autre, il faut necessairement avoir dgard a 1 equa

tion (0), il est clair que la comparaison des formules () et [h] devait nous ramener a la

consideration des series qui peuvent 6tre sommees directement.a 1 aide de 1 equation (0).
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sur la summation des puissances reciproques des nombres naturels cl

des nombres impairs.

Corollaire II. --
Designons toujours par A et A&quot; les corrections ii

fa ire anx seconds membres des equations (38) (I
re

Partie), dans le cas

oil Q et
Q&quot; deviennent indeterminees pour des valeurs des variables

comprises entre les limites des integrations. Concevons, de plus, qu on

integre, par rapport a x, entre les limites x = o,,
x - -

et, par rap

port a 5, entre les limites z = o, == oo . Les equations (38) devien-

dront, si Ton suppose a i,

(54)

/
T-

\ I q COSxdjc= I Q e : dz I
q&quot;e

z dz-\-\ ,

} J\ Jo Jt

I q siller dx -- I Q ^- -dz-i- I q e ~dz-\-\&quot;,

J* -

et, si Ton suppose a =
^&amp;gt;,

/
-

i r~ r x r x

\
I qcoB*xdx= \ Q&quot;e^

z dz q&quot;-~dz
l

(55)

| &amp;lt;/

siii2.rrf.ri: / Q e--~ dz +- I q e -~ dz -f- A&quot;.

Dans ces equations, A se trouve toujours determine par la for

mule (46), et A&quot; par les formules (47) on (48).

Si
(]

est une fonction paire de x, on aura
q&quot;

= o; par suite, la pre

miere des equations (54) se trouvera reduite a

V

5 (
&amp;gt;)

/

Jo

et la premiere des equations (55) a

T.

;&quot;&amp;gt;7)
/ qcosixdjc I O&quot;e-~dz-ir\ .

.

OEuvres de C. S. I, t. I. 60



V7V MEMOIRE

De memo, si q est une fonction impair? de x, on aura q -=o\ par

suite, la seconde des equations (54) se trouvera reduite a

r
l

c&quot;

(.58) / qsmjccljc-= Q&quot;e ~&amp;lt;/z + A&quot;,

^0 *

et la seconde des equations (55) a

T

(59 )
/

Si, dans ces quatre dernieres equations, on parvient a obtenir les va-

leurs des integrales- relatives a z, on en conclura celles des integrates

relatives a x, et reeiproquement.

X
Exemple I. -- Soil

Comme les limites des integrales relatives a x sont o et -&amp;gt; on devra
?.

supposer, dans Q et
Q&quot;,

x- - Cela pose, on trouvera

sin
(

h z V

On aura d ailleurs A = o; et par suite I integrale (5G) deviendra

r
/

Cette integral? a ete donnee par Euler. Nous Favions deja obtenue

dans le V, inais par une method? moins directe. On obtiendra d?

menie, en general, la valeur de I integrale

C~ (y. -+- 6 cos?..r + y cos/l-^ 4-. ...) COSJT
7

I __ L 3 jc.r,
/ a smx + b sin 5x + c sini)^ -f- . . .



SIR LES INTGRALES DEFIMES. 475

y., 6, y, . . ., a, b, c, . . ., etant des constantes arbitrages. On aura, en

effet, en vertu de 1 equation (56),

I
VJ1 ^^ _,_, ....^ , - x dx
a -4- 6 cos ?. .r -4- v cos .1 .r -4- . . . ros .r

;_i_!_
a -+- b COS2.Z H- c cos ^ 4--

a(e
z

On peut d ailleurs obtenir faeilement la valeur de cette derniere par

les methodes d integration connues.

Example II. -- M. Poisson est parvenu a determiner la valeur de

1 integrale

C siii-i

fl + co
x ax.

On peut deduire immediatement cette integrale de I equation (09).

On obtiendra, en general, par la meme equation, la valeur de 1 inte-

grale
r.

r

2

f y. -+- S cosa.r -+- y cos4-^ +-...) sin ^&amp;gt;.x ,

r f Xdx\
t/o

a -+- b coS2.r -+- c cos jo: -f- . . .

a, ^, r, . . ., , /&amp;gt;, r, . . ., etant des constantes arbitraires.

Dans les deux exemples precedents, il est necessaire de supposer

que la fonction q ne devient pas infinie lorsqu apres avoir remplace,

dans cette fonction, x par -z\ i, on suppose z = cc . Neanmoins,

si le contraire avait lieu, on pourrait encore obtenir les valeurs des

integrales relatives a x, en substituant aux equations (5/i)et(55) les

equations sernblables qu on deduit des formules (38) (l
e

Partie), en

supposant successivement, dans ces dernieres, a = 3, a = 4 a = 5.

Go.





PREMIER SUPPLEMENT,

ou

DEVELOPPEMENTS RELATIFS A LA SECONDS PARTIK

DU MEMOIRE SUR LES INTEGRALES DKFIMES (M.

PREMIERE QUESTION.

Deduire des formules obtenues dans le Memoire la valeur de Vintegrate

i ^

X x slrmedjc

a + cos 2x

Solution. --
q etant une fonction impaire tie x, et

Q 4- Q&quot; s/^i

etant ce que devient q lorsqu on y substitue
r
- -+- z v ^l an lieu de x,

on a, par la formule (Sg) de la seconde Partie,

/ q sin -2 x dx == / Q e
&quot; Zz dz + A&quot;.

^0 J

Dans cette meme formule, la valeur de A&quot; est determinee par 1 equa-

( ) Les deux Suppl6ments qu on va lire sont ceux dont il esl parte dans le Rapport, et que
1 auteur avail compos6s pour repondre aux observations faites par le rapporteur. II est cssen-
tiel d obsen er que plusieurs des formules etablies dans ces Supplements renferment des into-

grales definies dont les valeurs generales seraient ind6terminees-, mais que Ton suppose
r6duitos a leurs valeurs principales.
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lion (47); et lt?s valeurs de y, S, sont donnees par les equations (49),

dans lesquelles on doit supposer a = 2.

Pour appliquer la formule (5$) a la determination de I integrale

&amp;lt;

rx sinajt-
r -

CM?,
^ o

a -HO cos2.r

on fera

F(#) a 4- b cos 2.r

et Ton aura par suite,

Q H-QV-i =
+ COST: -4- 22 v

/~v/ ^

Cela pose, si Ton fait e~-
z = u, on trouvera

u da

Si Ton veut que cette derniere soit prise entre les limites u = o, u = i ,

elle changera de signe, et Ton aura, en consequence,

ce qui reduit 1 equation (09) a

(A)

Pour achever le calcul, il est necessaire de distinguer deux cas difle-

rents, suivant que la quantite designee par a est inferieure ou supe-

rieure a 1 unite.

Premier cas. -
Supposons d abord a

&amp;lt;
r : le systeme de valeurs

de a et de , pour lequel la valeur de a se trouvera comprise entre les

limites o et ^-, sera, en vertu du I (exemple VII), determine par les
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equations

(B) y. = ^ arc cos
( a], B = o.

On aura, par suite,

C u (In r u (In y. cos 2 y.

(C /
- - =:

/
= /(2 2fl)- ;

/ 2/&amp;lt;-+-i Jo

-
-f- -2ii cos?.a + i sin:&amp;gt;.3

Dans lo memo cas, la valeur do A&quot; so trouvera roduite a

An _ -\

&amp;lt;/?.,
o r-y., o-

On a d ailleurs, en supposant a = 2 dans la troisieme d&amp;lt;

i s (
(|ii;-

tions (49),

Enfin, la valour generale do \, donnee par la premiere des tor-

mules (16), etant

si, dans cotte formule, on suppose

a -r r*! *
S o,

F(.r )
+ cos 2

et par consequent,

F

on trouvera

X =
F a 2 sin 2 2

On aura done

, j /

Celapose, si, dans la formule (A), on substiluo pour A&quot; et /

J II- &amp;gt;. (IK -t- I

lours valours tiroes des equations (C) et (I)), on trouvera

/CM /

* ^ sin2.r 77 .,

(
E

)
/ a + cosaj/7-r= -j/(a &amp;gt;).
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Second cas. --
Supposons maintenant a

&amp;gt;
i . Le systeme tie valeurs

de a et de 6, pour lequel la valeur de a restera comprise entre les

lirnitcs o et -, sera, en vertu (hi I (exemple VII), determine par les

equations

(F) a = A7T, 6=U(a + v/^&quot;=l);

et, si Ton fait, pour abreger,

a \/a- i =/, a
on aura

r n ^ii

&amp;lt;

G
&amp;gt;

J, srfVs

Quanta la valeur de A&quot; donnee par 1 equation (^7), il sernble, au pre

mier abord, qu elle devrait etre egale a

Mais, comme la valeur ^- de a est une des limites de 1 integration

relative a x, on devra reduire a moitie 1 expression precedente, et sup-

poser, en consequence,

A&quot; =77(73,6?.*, ?&amp;gt;
+ &amp;lt;5a,S^a,g).

DC plus, si, dans les equations (4o) on remplace par 2, a par ^-,

el 6 par

on trouvera

Knfm, on aura aussi

-6V- 1 6

2 sin
(
2 a + 2 b v i J

Cela pose, la valeur de A 7

se reduira simplement a

H) A&quot;~ ~^~ 7T- l(g}.



PHEMIEIl SUPPLEMENT. 481

Si maintenant on substitue, dans la formule (A), pour A&quot; et

-. leurs valeurs donnees par les equations (G) et (H),

rx si

rt +
in?, .r

**- T*
/ 1

\ / /
v

-7^- +-4&amp;lt;^&amp;lt;

ou, pa rce que g = a + ya
- -

i ,

(I)
/ .r sm2.r
/ dx =

7. W + COS 2JT
_/ (2a

_ 2)+ -/( a + v
^_ I

Corollaire I. - - En faisant usage des valeurs de a et de trouvees

dans le I
ei

(exemple VI), on arriverait, par une analyse enlierement

seml)lable a celle qui precede, a la determination de { integrate

x sin ?..r

a cos2.r
dx,

i&quot; dans le cas ou Ton suppose &amp;lt; r, 2 dans le eas oil Ton suppose

&amp;lt;7&amp;gt;i.
En joignant les valeurs de cette derniere integrate aux equa

tions (E) et (I), on obtient les formules suivantes,

i pour a
&amp;lt;&amp;lt;

i ,

/

(

sin?,x-
(I COS2.T

x dx T /
(
2 -t- 2 a

) ,

sim.r

-t- cos?..r

2 pour &amp;gt;
i ,

.27 WJZT
*

/

sm2.r

COS2.T

2 -+- cos2.r

OEuvresdeC, S.I, t. I.

7T .,~ -
7 /

4
V&quot;
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On pent vtM in er les deux dernieres formules par les methodes con

nues; et, en efi et, si Ton suppose toujours

f=a y/rt-
I

,

on aura / &amp;lt;&amp;lt;
i, et

sina.r ?. /&quot;sina.r

cos?..r i -t- /
-

2^/ cos?. .r

y -+- ?.- sin

sina^r

a -i- cos a^ i +/ - H-
-&amp;gt;./

cosaji-

:=
?./ sina.r ?.f- sin 4-^ + ?-

t/
:l

On a d ailleurs, en gen(-ral, x etant un nonil)re entier/?,

/ x sinaaa: dx = it ^- ,

-
,

4 *

le signe 4- devant etre aduiis dans le eas oil n esl un nonihre pair, el

le signe dans le cas contraire. Cela pose, les equations (L) condni

I ont anx suivantes :

%&quot;-
&amp;lt; =r ( +/).

|
(I CUS * X i \ I

Ml

..i , f fI ; Sill 2 37 77 // /
I I /v-

fly- _1 I 11_

] t o
a cos -2X a \ i a

r*
sin2 -r

f df ;= *ti+-+.4 \= --/ -/&quot;

.X- f/cA - ^ ,. I . I

\ /

Jo
a + cos-ix v. \ i

el coininc on a, de pins,

il en resulte qne les e(jiiations (M) coincident parfaitemenl avec les

deux dernieres equations (K), ainsi qa on devait s y attendre.
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Corollairc II. -
Lorsqu on suppose a

&amp;lt;&amp;lt;

i
, la (bnction placee sous

le signe / - dans 1 integrale
t

r
3

siir..r
.r (ijc,

Jt
a cos 2 x

devient intinie pour la valeur a. de .r determinee par Inequation

COS2.Z = O.

.Mais alors I mlegrale dont il s agil pent se decomposer en deux autres

de la forme

/sin
2 u r sin &amp;gt;. v IT. \,

It (III, 4 Of,
a cos^.w j a -f- cos 2 v \ ?. j

prises, la premiere, entre les limites u = o, u = a, et la seconde, entre

les limites v = o, v= -a. (]ela pose, si Ton (ait

2 y. I . . x\ iy.
u = -

on aura

u- -
r, = i

-
r,

/.

fsmsr ^
a cos .&amp;gt;. ^c

5 (r mr -} sin 2 1 1 /,;r
/ ;wr sin7/&amp;gt; , r v &quot;

/
/ ) -4- I I W

/ &amp;lt;/) ,

r COS2MV ,/o
a-t-cos-?. (i m r

les integrales relatives a j etant prises, cornme Tintegrale relative it .r,

entre les limites o et - On a d ailleurs
2

2

sin 9. .r TT

X UJC = -r I 9. + UrtT .

o
cos ?. a

Par suite, ( equation precedente deviendra

J
\ (i m}-}-(i - m

:

-

siii-.(i
\ / m-r sin .?/&amp;gt;/&amp;gt;

2 J
/

--h J-
-

\ /
/

\ /\ ,/
i cosm ~ cos 2 mj- cos wi r. -+- cos 2

;

i //t
) 7-

7T .,

-.7/24-2 COS/NT: .

4
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Si, dans cette derniere, on reduit au meme denominateur les fractions

renfermees sous lo signe / , la somme de ces deux fractions ne sera

plus infinie pour aucune valeur de y comprise entre les li mites o et -

Ainsi, par exemple, si Ton suppose m = ~
t on trouvera, pour la somme

en question,
I/- \ sinr- r ;

a \a
&quot;

/ cosj

t, par consequent, 1 equation (N) se trouvera reduite a

sinr

cosj

Cette derniere equation coincide avec la formule connue

~

X COST
;
-- dx

La transformation que Ton vient d appli(juer a 1 integrale

rsin-2^c
x ajc

a cos &amp;gt;.j;

est egalement applicable a la suivante .

fsina.r
x d.r,

rt + cosa^r

dans laquelle la fonction sous le signe / passe aussi parl iniini, lors-

(ju on suppose a
&amp;lt;

i.

Coroliaire HI. L analyse qui nous a conduits aux tommies (K; pent

s etendre a toutes les integrates de la forme

r
] a

l/ u

H- 6 cos-&amp;gt;..r H- y cos 4 r H- . .

x sin &amp;gt;..* dx.
-t- ( COS .i X H- C COS \.V -+- . .
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Snpposons toujours, a I ordinaire,

y. -+- g cos-&amp;gt;..r + y cos 4^ H- . . .

-I- 6 COS ?. .2? -4- f COS { .T + . . .

Si 1 on fait zx = z.q pourra representer une fonction rationnelle que

de cos-, et la formule (0) deviendra

qz sin- dz.

Ainsi, $(x] et F(a?) designant deux fonctions entiercs dc ,r, on

pourra toujours obtenir les integrale-s de la forme

et, par suite, celles de la forme

f
tT 3 ( COS 3 ) 2f

./. F: cosz sinz

En ell et, pour deduire la formule (Q) de la formule (P), il suf u t de

changer F(cosz) en (i cos 2

s)F(coss).

SECONDE QUESTION.

Comment Ianalyse qui conduit aux formules : g indique-t-elle qu on

doit supposer, dans ces formules, a
&amp;lt;&amp;lt;

/&amp;gt;?

Solution. -- Les equations (g) sont deduites de la Ibrmule plus ge

nera I e
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Mais, en vertu du theoreme II, cette formule ne doit etre employee

jue dans le cas oil chacune des parties reelle et irnaginaire de la fouc-i

tion

3(.r -+- z v
/ i !

i -+- (a. -+- z v
-

l)

s evanouit pour des valeurs infinies positives de ;. D ailleurs, si Ton

fait, pour abreger,

trouvera

R =
I -+- X~ ~ Z-}--+ \X-Z-&quot; (I + X- S -)

2
-t-

]&amp;gt; Q R -
Q&quot; IV, \

vl
Q&quot;

R + Q R&quot; .

Kntiii, si Ton donne a z de tres grandes valeurs, les equations preee

dcntes se reduiFont sensihlemeut a

R

Q
.

^Qy
--&amp;gt;..rCV Q&quot;- -- -

Aiiisi,.pour (jue [ equation (40 ait lieu, il sera necessaire (ju on ait

la fois pour des valeurs iufinies de :;

^=o, &amp;lt;?=.
-

z- z-

Si, j)our ohteuir la premiere des Tommies (g ,
on suppose

sin^.r
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on trouvera

,

-- sin (ax -\-az\t i) (eaz -^-e~az \ sin.r -+- \j \(eaz e~ az
]
co*n.r

bz v i) (c**4-e~**) sin6.r -t- \/ i(e*
s - e *

e~ b
~] *\Y\ax *\v\bx -)- eaz e (lz

}(e
b ~

e.- bz ] cosr/.r ro

,, (e&quot;~
-f- e-&quot;

z \(ebz e~bz
]
smax COS&.T

(e&quot;

z e~ az \(ebz -\- e~ bz
]
cos.r sin A.

Lorsque z devient tres considerable, on pent, dans les valeurs preee-

dentes de Q et de
Q&quot;, negliger les exponentielles e~az

, ?
&quot;*&quot;

vis-a-vis

des exponentielles e
f&amp;lt;:

,
e
b
~, ee qui reduit les valeurs de Q et de

Q&quot;
a

(V = e(a b ^ z
(cos x cosbx + sin a*

On a done, par suite,

cos[a b]jc,

O&quot; ^(-4

;- z-

Les seconds meinbres de ces dernieres equations s evanouissent evi-

deinment pour des valeurs infmies de z, lorsqu on suppose a
&amp;lt;

b. On

petit done alors faire usage de la formule (4 1
)-
M3 8 * si Ton suppose

a^&amp;gt;b, alors, a b etant positif, 1 exponentielle e(a
~b]z croitra heau-

e.oup plus rapidement que z-; et, par suite, les valeurs de -^ \,
-

Z ~
--

~

deveuant infiuies avec la variable z, la formule (/ji) sera illusoire.

Corol/aire 7. -- Si la formule (4i) ne pent plus etre employee dans

le eas oil Ton suppose a^&amp;gt;b, cela tient a ee (jue, dans cette hypothese,

1 exponentielle e,&quot; , qu introduit dans les valeurs de Q el de
Q&quot;

le

numerateur de la fraction

sin/7 x

est d un ordre plus eleve que 1 exponentielle
&quot;

, introduite par If de-
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nominateur de la meme fraction; en sorte que, pour de tres gra rules

valeurs de z, Q ct
Q&quot;

sont de 1 ordre de

On reined ie a cet inconvenient en appliquant a 1 integrale

sina.r dx

/ sindj? i H- x-

le principe de la separation des exponentielles, comme nous 1 avons

fait dans le VII (exemple II). En effet, la separation dont il s agit fait

disparaitre entierement du calcul I exponentiellee&quot;- , pour ne conserver

ii sa place que 1 exponentielle e~az
\ et, par suite, les fonctions de x et

de s, qui remplacent alors Q et
Q&quot;, sont, pour de tres grandes valeurs

de s, de 1 ordre de

II est aise d en conclure que ces fonctions, divisees par z 2
, ou meme

par une puissance quelconque de z, s evanouissent non settlement dans

le cas ou Ton a
a&amp;lt;^ b, mais encore dans celui ou Ton suppose a

&amp;gt;
b.

Ainsi la melhode fondee sur la separation des exponentielles est ega-

lement applicable a toutes les hypotheses. Cette remarque conduit

facilement a la valeur de 1 integrale

sin&amp;lt;7.r d.v

sinbx i H- x-

dans le cas ou Ton suppose a^&amp;gt;b. Cette valeur est donnee par liqua

tion

r&quot;!i
n
_
a5_

J smbjc i

dans laquelle rt r designe la difference absolue qui existe entre le rap

port r et le nomhre entier le plus voisin de ce rapport.

Quoique la fonction renfermee sous le signe / &amp;gt; dans le premier
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membre de 1 equation (R), passe en general par 1 infini, neanmoins

cello circonstance cesse d avoir lieu dans le cas oil ? est un nombiv
/;

rntier. Alors, si Ton suppose a = kb, on aura r= o ou r= i, suivant

que le nombre entier k sera pair ou impair. Par suite, si Ton fait suc-

cessivemcnt

If = im

m etant un nombre entier quelconque, 1 equation (K) donnera les deux

snivantes :

I
f

sin y.mbx dx
sinbjc i 4- x-

sin f 9.m -+- i ) bx dx r.

i H- x- i.

On verifie aisement ces dernieres equations, a 1 aide des form u les

connues. Ainsi, par exemple, si Ton faitm = i, on aura

i t ; ~t

sin 6.2? smbx
sin 9, bx

2 C S UX .

sin(2/n + \}bx sin3/&amp;gt;r

. ,
- = : -.

- = 1 + 2 COS 2 bx;
sin bx smbx

l, par suite, les equations (S) deviendront

t.
cosbx

i -i- x

r x dr r x dx r.+ i I cosibx = (- 77 e~ b
.

Jo l + * - Jt
l+X- -2

On deduit aisement des monies equations la suivante :

en . /
sin

(&amp;gt;.

m -+- 1} bx e~ b sin 9. nib.x dx r.

sin bx \-\-x- 2

Kn general, quolle que soil la valeur entiere ou fractionnaire du rap-

OEuvres de C. S. I, t.\. 6).
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port j;
on aura

(m f^ i + .r- 2

Coiolkure II. -- La nieme analyse qui sert a determiner la valeur

sin.r (f.r

de 1 integrals

doniic la valeur dc I integralc

i + x-

,f(^-) et F(ar) designant deux fonctions entieres quelconques do a?-,

(juellc que soil d ailleurs la valeur du rapport -r : et d abord, si Ton

applique a 1 integrale (V) la methode du V, on obtiendra sa valeur

en termes finis pour tons les cas oil

De plus, si Ton fait usage de la methode exposee dans le VII, on

obtiendra la valeur de cette integrate dans tous les cas possibles;

mais eette derniere valeur sera composee de deux parties, dont Tune,

eorrespondant aux racines de 1 equation

renfermera toujours un noinbre fini de termes; et dont I autre, eor

respondant aux racines de 1 equation

siu/&amp;gt;a; o,

sera equivalente au produit de -
par la serie

Wl
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La eomparaison des valeurs do I lntegrale (V), obtenues par les deux

methodes qu on vient de citer, fera eonnaitre la valeur de la serie (W)
dans le cas on 1 on suppose a

&amp;lt;
b. II est aise d en conclure la valeur

de la ineme serie dans tous les cas possibles, attend u qu on pent t&amp;lt;m-

jours, sans alterer eette valeur, dimiuuer le rapport j
d nn noinbre

pair pris a volonte. Ainsi, quel que soit le rapport?) on pourra

obtenir en terrnes finis Fexpression de la serie (W) et de I mtegrale (V

(jni en depend.

KM general, on pent determiner par les methodes precedentes les va

leurs des integrates

/̂0

f* &amp;lt;)

//0

Siller
l v*T^ / \ I

I [x*] SIM bx

3x-} cozar
-T7 ITT t

I- x-} cosbx
(*% i

x
smnx .

dx\

et les valeurs des series qui ont pour termes generaux

62

liar.
cos I -. h

S\&L+**-\- 4
{
, n ^\,^Y&quot;if\ S

;

4 o-

?.H

tb

I)-
,f (an + Q^r 2

I

4P
-f- I

n sin
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ou, ee qui revient an meme, celles cles series qui out pour termes

generaux,

( \}
n

&amp;lt;jp[(-2
H- i) A] sin (27? -+- i)0,

, . n COS 12/1 + 1)0
-r}*o[(an + i)AT- -

2/1 + 1

n sinnO;

9(a?) designant une fonction rationnelle et paire de la variable a.-; et

les deux quantites A, 0, etant des constantes arbitraires. Ges method es

exigent seulement qu on determine les racines de 1 equation
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SECOND SUPPLEMENT,

ou

EXAMEN DES DIFFICULT^ QUE PRESENTE LV VfelFIQTIOV

PAR LES MKTIIODES CONXUES ,

DES FORMULES DESIGXEES PAR (g) DANS LE MEMOIRK

SUR LES INTEGRALES DEFINIES.

OBSERVATIONS

SLR LES FORMLLES DESIOEES PAR (g} DANS LE MEMOIRE.

PREMIERE OBSERVATION. -- II est facile de voir quo ces tommies eoin-

eident avec celles qu on obtient par les methodes connues, dans !&amp;lt;

eas ou 1 on suppose a = o. De plus, commc, dans les equations (g), le

rapport ^ pent etre un nombre positif quelconquc plus petit que I u-

nite, il est naturel de penser que ces equations doivent subsister en

core dans le cas oil a devient egal a b. On peut aisement verifier cette

induction a 1 egard des trois premieres formules; et d abord les deux

premieres se reduisent, dans cette hypothese, a

r dr. -

()
J, 7***?

ce qui est evidemment exact. Quant a la troisieme, lorsqu on y sup

pose a =
/&amp;gt;,

elle devient

(6) f
--

J H- x- 2 e l
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On pent obteoir cette derniere formule par les methodes connues,

ainsi qu il suit.

Considerons d abord 1 integrale

fix

4- 2 r COS 2 b x 4- /
2 .r i i 4- .r- )- v v /

/ etant
&amp;lt;&amp;lt;

i . On aura generalcment

sin 2 ft.r
j

- slnaojp r slnao* 4- r2 sn
i 4- 2r cos2y.r 4- /-

el

/*
*

f/-3? 7T

Jo *( +-*-)
S1 ~^

Par suite, la valeur de 1 integrale proposee sera representee par la

sere

-[(i e 2
*)

-
(

i r 4- r- . . .

) (
e

-

r. I i i \ e- b
i

2 \ i 4- / e- b + r] 2(1 4- r) e- b 4- /

On aura done enfin

sin &amp;gt;. b rr fir

/ J?(I+*1 I 4- 2 r cos 2 6 x 4- r- 2
(

i 4- /) e6 4- re

Si, dans cette derniere equation, on fait r=i, on retrouvera la foi--

mule ().

11 nous reste a considerer la derniere des formules (g]. Si, dans

cette formule, a devient egal a b, on aura

r
-

x COS/7.T f/.r r. e^ 4-

sinft.r i -+- x- 2 e6 e~~

Pour comparer ( equation (^) avec line formule deja connue, faisons

m = i dans la formule (c) des Exercices de Calcul integral (IS* Partie,
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p. i 2
1). Cette formule deviendra

(I; ::

i Z COl ft Z

o

on, si Ton change z en x, et a en b,

f sin/&amp;gt;.r i + or- 2 e b e b
-

\i

Cette derniere equation ne parait nullement d accord aver la tor-

mule (&), et ces deux formules seniblent s exclure reciproquement.

Mais la contradiction dont il s agit n est qu apparente, et I on pent

memo deduire la formule
(?5)

de [ equation (e), ainsi qu on va le fa ire

voir.

Les equations (g] etant demontrees seulement dans le cas oil Ton a

&amp;lt;/&amp;gt;, pour deduire de ces equations la formule
(?&amp;gt;),

on est oblige de

supposer que b a est une quantite positive tres petite. Soit y. la

quantite dont il s agit. On aura

a = b a,

el par suite 1 equation (?&amp;gt;)

deviendra

. (** x
COS(7&amp;gt;

y.}.r d.r 7: e h
-)- f.

b

II s agit maintenant de verifier cette derniere equation.

Cornme on a en general

COS /&amp;gt; y.}.r cos b .r
-COSXJC

et

.r

/ sisi u y. x

rintegralc, qui forme le premier memhre de I equation (C), pourra

rh-e remplacee, quelle que soil la valeur de y., par

COS/&amp;gt;JT

sin b.i i -i- x-
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Si, dans cette derniere expression, on suppose a tres petit, elle de-

viendra a tres pen pres

s/&amp;gt;.r d.r

-+- x-

TT
(*&quot;

.r cos/&amp;gt;.r

2 / smbx i

On aura done, en supposant a tres petit)

OC (1 .1C I 3C COS OC

Si, dans cette derniere equation, on substitue a 1 integrale

x cosb.r dx

f̂o
sin6jc i H- x-

sa valeur donnee par la formule (a), on retrouvera 1 equation

En resume, 1 integrale

x cos ( b a } .r dx

sn^r i

ohtient deux valeurs essentiellement differentes Tune de 1 autre, sui-

vant que Ton y suppose a nul ou tres petit. La premiere de ces valeurs

est egale a

2 e b e b

ct la seconde a

TT: r. ?. e b ~ e ) H- e?1&amp;gt; \ p b

2 i e b e
~ b 2 e b e~~ b

DEUXIKMI: OBSERVATIO X. La remarque qu on vient de fa ire relati-

&quot;* x cos(/&amp;gt; y.}x dx

veinent a l integral(

sinbx i -+-

s applique egalement a 1 integrale

sin b y.]x dx

cos b x xJ
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Cette derniere integrate, lorsqu on y suppose a = o, se reduit a

jf langft*^;

et sa valeur, en vertu de la formule (c) deja citee, est egale a

Mais, comme on a en general

sin (b aC\x

cosbx

et

= cosxx langbx s m&amp;lt;xx,

, 77

ax = -
5

si Ton se contente de supposer a tres petit, 1 integrale (r,)
aura pour

valeur
TT

~
- =0,

a a

ainsi qu on pent le conclure directement du premier theoreme enonce

dans la seconde Partie du Memoire.

TROISIEME OBSERVATION. -- La propriete qu ont les deux integrales

/*
x

cos(/&amp;gt; aC\r dx C sin
(/&amp;gt; aC]x dx

sin^^; i-t-.r- J%
cosbx x

d acquerir des valeurs difTerentes, suivant que Ton suppose a mil cm

tres petit, ne tient nullement a cette circonstance particuliere que la

fonction sous le signe \
&amp;gt; dans chacune des integrales dont il s agit,

passe par I infini entre les limites do 1 integration. En effet, la nieme

propriete appartient aussi a d autres integrales defmies pour lesquelles

cette circonstance n a plus lieu. Telles sont, par exemple, les deux

suivantes,

(.

roc

T&quot; Ql II -V y
,lr

,+* ^
OEuvresdeC. S. I, t. I. 63
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(fiii, pour tie tres petites valeurs de a, se reduisent, en vertu des me-

thodes connues, ii -&amp;gt; etqui neanmoins s evanouissent, lorsqu on y sup

pose a = o. Telle est encore 1 integrale

/*
sin ( n -+- y.

]
&amp;gt; x cos ( a y.\x ,- x ax.
i -H x-

.

qui, pour de tres petites valeurs de a, se reduit a

sin -2(7 r -{- sinsa.r ^r r/.r 77,

/ 4 4

et qui, pour une valeur nulle de a, est sirnplernent egale a

r* sinr/.r cosa.r 7
i /x ax -

/
I ! T*- r&amp;gt; /

/n ^ * J
i/o

i -i- *a
4

QUATRIEME OBSERVATION. - II suit de cc qui precede , que la qua-

trieme des equations (g) se trouve verifiee par les methodes connues,

iquand = o; 2 quand, a etant inferieur a b, la difference b a

est une quantite infiniment petite. On pent encore verifier la memo

equation dans le cas ou Ton suppose b = za. En effet, dans cette hy-

pothese, on a

2 snax

et par suite la quatrieme des formules [g] devient

*

x d.r T,

Jo S1s\\\ax i -f- x- ea

ce qui s accorde avec 1 equation (/) des Exercices de Calcul integral

(IY
e
Partie, p. i2j).

CI^QUIEME OBSERVATION. L analyse qui conduit aux formules [g]

suppose que Ton a a&amp;lt;^b\ et c est pour celte raison que la quatrieme
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des formulas clont il s agit cesse d etre exactc, lorsque a b o,

(juoiqu elle soil vraie lorsque a b est une quantite tres petite. Pour

obtenir des resultats independants du rapport des deux constantes a

ct b, il faut, comme nous 1 avons deja dit, avoir recours an principe de

la separation des exponentielles. En appliquant ce principe a la deter

mination de 1 integrale
/** x cos ax dx

&
) / ;

] -&amp;gt;&amp;gt;

J
ti

smux \ -i- x 1

on trouve

,.. r x x cosax (/.r ( e.
a

A / .-, - = ~\-r- i + C
,smbx \ + x- \c l

&amp;gt;--t:
b

}
* /

la valeur de C etant determinee par 1 equation

Knfin, lorsque rest plus petit que 1 unite, on a

-
/ sin T: r sin-?.::/ sin3~/- i ebr r &quot;

2 b

Les trois equations (&amp;gt;.), (;/.), (v) suffisent pour determiner la valeur de

1 integrale (0), dans tous les cas possibles, ainsi qu on va le fain 1 voir.

Premier cas. -
Supposons d abord a&amp;lt;^b; en faisant

dans 1 equation (v), on trouvera

2 a&quot; e

rt, par suite, 1 equation (1) deviendra

x ros&amp;lt;7.r dx r. e

ce qui s accorde avec la quatrieme equation (g}.
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Second cas. --
Supposons, en second lieu, a = b, on aura

,

sm-j- = o, sin 7 = o,
b o

et, par suite, 1 equation (JA)
donnera

= o.

Cela pose, 1 equation (X) deviendra

C* fl.r r.e b

Q } I x cot b x = T 1 &amp;gt;

(&quot; I I _1_ .77- fO -*

ce qui s accorde avec 1 equation (c) des Exercicts de Calcul integral.

En general, si le rapport | equivaut a un nombre entier quelconque,

on aura
r* cosrt^r dx Tie a

l sin boc \-\-x- e e~ b

Troisieme cas. -- Soit a&amp;gt; b,
(
~ n etant pas un nombre entier. On

pourra supposer

q etant un nombre entier, et rune fraction plus petite quo 1 unite. Cela

pose, si Ton a

a

I

on aura aussi

IT CI . 27Trt
sin -r = sin 77 r, sin 7

=
it o

et, par suite, 1 equation (v) donnera

i
br

2 e,&quot; e_ e-b

Au contraire, si Ton a



SECOND SUPPLEMENT. oOl

on aura, par suite,

r.n -?.r.n
sin -r- smitr, sin

j
- smi-r, ...,

et 1 equation (v) donnera

i pbr . a br
r\

*_

2 e b e b

On aura done, dans le premier cas,

cosrt.r dr. r. ?e~ n
-+- ebr e.

br

,/o
smbx i + x-

et dans le second,

C* x cosax
}

J sin bx i

ff.r 77 9. e n ebr

La fbrmule (T) est la derniere de celles que nous avons designees,

dans le Mernoire, par la lettre [z]. II nous reste a montrer, par quel-

ques exemples, que les formules (T) et (u) s accordent avec celles

qu on peut trouver par les methocles connues.

Exemple /. - - Soil a = b -+- a, y, etant line quantite tres petite. On

trouvera
n a _ / x\
1)

~
a

~
\ a I

On aura done, a tres pen pres,

ry(&amp;gt;~a
_

f&amp;gt;br _j_ p br

Cela pose, 1 equation (u) deviendra

x cos I b -4- tx 1 x dx 7i e~ b

r- silibx i + x- e h e~ b 2
~ u

On ohtient la nieine formule en retranchant Tune de 1 autre les dcn\
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equations connues

r
,

.r dx
colux

i 4- JL- e J

x dx

el observant quo, pour do tres petites valeurs de a, on a, a fort pen

pres,
cos

(
/&amp;gt; -+- a \T

COtOX S1I15CJT =
sin ox

Exemple II. - - Soit a = zb + a, a etant toujours line quantite tres

petite, on trouvera

On aura done, a tres pen pres, r = o. Cela pose, Tecjuation (T) de-

viendra

/*&quot; x COS (2 6 -4- Vr c/.r T.e - 1

y J

J \ + x- e e

On a, d ailleurs, pour de tres petites valeurs de a,

COS ( 2 I) | oC\ X I

-2 sin6.r -i siiia^1

COS&.T,smox smbx

Par suite, 1 equation (/) deviendra

/
&quot;

f i . , \ x dx

J, \ A\\\[)X I I OC &quot;

(/ c

On veritie aisement cette derniere an moyen des formules eonuues

x dr.

i + x- e e

/
x x sin/&amp;gt;.r ,

-
,- dx = -

e&quot;
1

.

i -i- x- 2
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RESUME.

Pour obtenir la valeur lie I integrale

f
S n

x cos no: d.r

s\\\bx i +- x-

consideree comine one fonction do a, il faut d abord examiner si .

b

est un nonibre entier on fractionnaire. Si . est un nombre entier, I in-

tegrale (0) aura pour valeur

Mais si
j

est un uombre fractionnaire, alors, pour determiner la

valeur de la meme integrale, on sera oblige de distinguer divei-ses

periodes, suivant les diverses valeurs de a. Ainsi, par exemple, si Ton

suppose

&amp;gt;a _ &amp;gt; -n

j ^&amp;gt;
o et

&amp;lt;; i, 1 integrale (0} aura pour valeur -

fl T *) P-
tl

f?~^&quot;~&quot;
i Q 2b r-ti

j &amp;gt;
et

&amp;lt; ?.,

&amp;gt;
&amp;gt;. et

&amp;lt; 3,
e b

b n -4- e( r ?.e

r&amp;gt;3et&amp;lt;4,
2 e e

-r: ?.e &quot; e tb~a -+- e
T&amp;gt; 1 et&amp;lt;5,
O

On pent remarquer iei quc la valeur de 1 integrale est donnee par la

meme formule dans les seconde et troisieme periodes, dans la qua-

trieme et la cinquieme, dans la sixieme et la septieme, ete.; et Ton

voit en meme temps que, si 2/z represente un nombre entier pair quel-

conque, on obtiendra pour [ integrate (0) la meme valeur, soil que
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on suppose

soil que Ton suppose

y. etant une quantitc tres petite. Au contraire, si Ton designe par

?.n-{-i un nombre impair quelconque, les trois valeurs de 1 inte-

i&amp;gt;Tale (0), correspondantes a

a n a

$
= * + -. j

= * +
,7

seront differentes 1 une de 1 autre, et respectivement egales a

On peut verifier directement cette derniere conclusion, ainsi qu il suit.

Si Ton designe toujours par a une quantite fort petite, on aura, a

tres peu pres,

et par suite,

r.r
cos(a^hot}x dx f x cos.r dx (* . smax x dx

-i r
| -r /

smax- T

sino.r i + x- J sirio^- i + ji- J smbx i + x-

Si, dans cette derniere equation, on suppose

a = (2/1 + \]b,

n etant un nombre entier, on aura

x cosajc dx -e a

f i H- x

(^ela pose, pour verifier les resultats trouves ci-dessus, il suflira de

fa ire voir qu on a

si n f 2 n -+- 1 ) b x x dr
*

V
sin y.x

sin b x i H- .r- 2
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el, en effet, soil 2/1 -+- r = k, on aura

sin ( in -f- i W&amp;gt;.r ?\\\1(bx

smbx

DC plus, on a, on general,

i r m
(Binox)*

m=
., //t t

- cosmbjc - cos(m \}bx -}-...

i 2 m ( i m 1 1 . . . ( m H- i

2 i . 2 . 3 . . . /n

on a anssi (a etant tiivs petit),

r * x &amp;lt;ix

sina^1 cosmox- = o,
/ \ + x-

si

x dx
cosm i)6af -^ = o,

r- 1 -+- X- 2

Done

^ dx ~
&amp;gt;. /?/ (

2m i) . . . (m -4- i]
I si

i + x- 2 2/M+l i .2,3. ..m- u

et par suite

sin f &amp;gt;. n -+- i \b.r .r d.r
sin a: x

sin 6 4;

f i

&quot;

.

* fr(fr
a -

i j_ H
i- ^ /f ( ^ a -

1 ^/&amp;gt;-
2

---&amp;lt;)?
*

______ i.

I I . .I . 3 2- I . &amp;gt;. I . .I .3.4.5 -i.

Si, dans le second meinbre de 1 eqiiation (}), on fait successivement

Xr = i , k = 2, X- -= 3, . . ., on trouvera qu il se reduit toujours, cominc

eela doit etre, a

OEm-res tl&amp;gt;- C. S. I, t. I
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On a done, en general, k etant un nombre impair,

- ^ 7t
2

1_ 1^ /f (fr
2

Of*&quot;

2
9)

1.2.3 ?.- I . 2 1.2.3..5 2

1.2.3 i . ?. . :i . 4 . 5 . 6 . 7 yTo

~

Cette derniere equation, a laquelle on est necessairement conduit par

[ analyse precedents, pent etre facilement verifiee dans les divers cas

particuliers; mais il serait peut-etre difficile de la demontrer direete-

ment.

On peut remarquer que le dernier terme de la serie qui forme le

premier membre de 1 equation (w) est egal au terme moyen du coeffi

cient de la puissance k i du binome. De plus, si k est un nombre

premier, tous les termes de la scrie en question, a 1 exception du der

nier, seront divisibles par k. Cela pose, il suit de 1 equation (w) que,

si Ton designe par k un nombre premier superieur a 2, le coefficient

du terme moyen, dans la puissance k i du binome, etant divise

par k, donnera pour reste -+- 1 ou --
i , suivant que le nombre donne k

sera de la forme 4 + , ou !\n i. Au surplus, il est facile de de

montrer directement cette proposition, et de faire voir que, si k est un

nombre premier, les divers coefficients de la puissance k i du bi

nome, divises par., donneront alternativement pour reste -+- 1 et i.

Ce qui precede suffit pour montrer comment on peut verifier les for-

mnles (g) et (s) du Memoire par les metbodes connues. C est pourquoi

je n insisterai pas davantage sur cet objet.
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