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NOTES ET ARTICLES

EXTRAITS DES

COMPTES RENDUS HEBDOMADAIRES DES SEANCES

DE I’ACADEMIE DES SCIENCES.

69.

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Mémoire sur ['évaluation et la réduction de la
Jonction principale dans les intégrales d’un  systeme d’équations -

neaires.
C. R., t. IX, p. 637 (18 novembre 183g).

Jai fait voir, dans mes Exercices d’ Analyse et de Physique mathemna-
tigue, (qu'étant donné un systeme d’équations linéaires aux différences
partielles et & coefficients constants entre plusieurs variables princi-
pales et des varviables indépendantes qui, dans les problemes de Méca-
nique, seront, par exemple, trois coordonnées rectangulaires x, v, =
et le temps ¢, on pourra, en supposant connues les valeurs initiales
des variables principales et de quelques-unes de leurs dérivées, réduire
la recherehe des inftégrales générales des équations proposées a I'éva-
luation d’une seule fonction des variables indépendantes, que j'ai nom-
mée la fonction principale. Cette fonction principale n’est autre chose
qu'une intégrale particuliere de I'équation unique aux différences
partielles & laquelle doit satisfaire une fonction linéaire queleonque
des variables principales; et si, dans tous les termes de cette équation
aux diffévences partielles, on efface Ia lettre employée pourreprésenter
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la fonction prineipale, on obtiendra, entre les puissances des signes de
différentiation
D,, D,, D;, D,

ce que nous appelons I'éguation caractéristique. Ajoutons : 1° que I'ordre
n de cette équation caractéristique est généralement la somme des
nombres qui, dans les équations données, représentent les ordres des
dérivées les plus élevées des variables prineipales, différentié¢es par
rapport au temps ¢; 2° que la fonction principale, assujettie i s'éva-
nouir au premier instant, ¢’est-a-dire pour ¢ = o, avec ses dérivées re-
latives au temps et d’un ordre inférieur & ~ — 1, doit fournir une dé-
rivée de Pordre n — 1 qui se réduise alors & une fonction de @, y, =
choisic arbitrairement. Ainsi déterminée, la fonction principale peut
toujours étre représentée par une intégrale définie sextuple, relative
a six variables auxiliaires, et qui renferme sous le signe [ une exponen-
tielle trigonométrique dont 'exposant est une fonction linéaire des varia-
bles indépendantes. Mais, dans beaucoup de eas, cette intégrale définie
sextuple peut étre remplacée par des intégrales d’un ordre moindre, ou
se réduire méme  une expression en termes finis. En conséquence, la
fonction prineipale peut admettre des transformations et des réduc-
tions qu'il est bon de connaitre, et qui sont 'objet du Mémoire que
j’ai honneur d’offrir aujourd’hui & 'Aeadémie.

Déja, dans un article que renferme le Compte rendu de la séance du
26 aout dernier, j'ai observé que la méthode exposée dans mon Mé-
moire sur U'intégration d’un systeme d’équations aux différences par-
ticlles continue d’étre applicable, lors méme qu'on peut abaisser
Pordre de I'équation caraetéristique; et qu’alors les intégrales géné-
ales se présentent sous une forme plus simple que eclle qu’on aunrait
obtenue si 'on n’avait pas tenu eompte de I'abaissement. C'est ce qui
arrive en particulier lorsqu’un systeme simple, ou un double systeme
de molécules, devient isotrope. En effet, comme les équations du mou-
vement, ¢tant chacune du seecond ordre par rapport au temps, sont au
nombre de trois dans un systeme simple, et au nombre de six dans un
double systeme de moléeules, il en résulte que I'équation caractéris-
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tique est généralement du sixieme ordre pour un systeme simple, ¢
du douzieme ordre pour un double systeme. Toutefois, lorsque le sys-
teme devient isotrope, l'ordre de I'équation caractéristique se réduit 2
quatre dans le premier cas, et & huit dans le second.

Dans les deux cas que nous venons de rappeler, le premier membre
de I'équation caractéristique, réduite a sa forme la plus simple, est dé-
composable en deux facteurs rationnels du second ou du quatrieme
ordre; par conséquent I'équation caractéristique se décompose en
deux autres d’ordres inférieurs. De semblables déeompositions peuvent
étre employées avantageusement dans la détermination de la fonction
principale. Ainsi, en particulier, je prouve que si I'équation caracté-
ristique, étant de Uordre 2m, se décompose en m équations du second
ordre, propres a fournir pour le carré de D, des valeurs qui soient
entre elles dans des rapports constants, la fonction prineipale, corres-
pondante & I'équation caractéristique de Pordre 2m, offrira pour sa
dérivée relative au temps, et de P'ordre 2m, la somme de m termes
respectivement proportionnels aux fonctions principales qui vérifie-
raient les m équations du second ordre. C’est pour cette raison que les
équations du mouvement d’un systeme isotrope, lorsqu’elles devien-
nent homogenes, fournissent toujours des intégrales générales sembla-
bles & celles que M. Poisson a données dans les tomes VIII et X des
Mémorres de I’ Acadeénue, la fonction principale pouvant alors étre re-
duite & celle que I'on obtient en intégrant I’équation du son, et cette
réduction pouvant étre opérée, quel que soit d’ailleurs le rapport entre
les vitesses de propagation des deux especes d’ondes planes compati-
bles avee la constitution du systeme, par conséquent soit que 'on sup-
pose ce rapport égal & /3 avec MM. Navier et Poisson, ou qu’on le ré-
duise & zéro comme je le fais dans la Théorie de la lumiere.

Apres avoir indigué les avantages que peut offrir, dans la détermi-
nation de la fonetion principale, la décomposition de I'équation caracté-
ristique en plusieurs autres, je passe a des réductions qui s’operent
dans le cas méme ol cette équation est indécomposable. Je trouve en
particulier que, dans le cas olt elle est homogene, on peut, en consi-
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dérant les deux systemes de variables auxiliaires comme deux systemes
de coordonnées rectangulaires, et substituant i celles-ci des coordon-
nées polaires, réduire l'intégrale sextuple qui représente la fonction
principale & une’intégrale quadruple. Alors les résultats qu’on obtient
sont analogues & ceux que j'ai donnés dans un Mémoire présenté a
I’Académie le 17 mai 1830, et dont un extrait a été inséré dans le
Bulletin de M. de Férussac de la méme année.

Enfin, lorsque I'équation caraetéristique est non seulement homo-
gene, mais du sccond ordre, I'intégrale quadruple qui représente la
fonction principale se réduit d une intégrale double semblable & eelles
auxquelles je suis parvenu dans un Mémoire que renferme le XX¢ Ca-
hier du Journal de I’ Ecole Polytechnique.

Outre les réduetions que nous venons d’indiquer, et qui ne dimi-
nuent en rien la généralité des solutions, il en est d’autres qui tiennent
a des formes spéciales des fonetions arbitraires introduites par I'inté-
aration. Lorsqu’on adopte ees formes spéciales, on obtient, non plus
les intégrales générales des équations données, mais des intégrales
particulieres qui peuvent souvent se présenter sous une forme tres
simple et méme s’exprimer en termes finis. Telles sont, par exemple,
les intégrales qui représentent ce que nous avons nommé les mouve-
ments simples d’'un ou de plusieurs systemes de molécules. Mais les
mouvements simples et par ondes planes ne sont pas les seuls dans
lesquels les variables prineipales puissent étre exprimées par des
fonctions finies des variables indépendantes. Il existe d’autres cas ot
cette eondition se trouve pareillement remplie. Ainsi, en particulier,
lorsque dans un systeme isotrope les équations des mouvements infi-
niment petits deviennent homogenes, des intégrales en termes finis
peuvent représenter des ondes sphériques du genre de celles que j’ai
mentionnées dans le n° 19 des Comptes rendus de 1836 (1°" sem.) ('),
savoir, des ondes dans lesquelles les vibrations moléeulaires soient
dirigées suivant les éléments de circonférences de cercles paralleles

(1) OLuvres de Cauchy, 8.7, t. 1V, — Extrait n° 7, p. 32 et suiv.
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tracés sur les surfaces sphériques, ces vibrations étant semblables
entre elles, et isochrones pour tous les points d’'une méme circonfé-
rence. De plus, si ce qu'on appelle la surface des ondes est un ellip-
soide, des intégrales en termes finis représenteront encore des ondes
ellipsoidales dans lesquelles les vibrations moléculaires resteront les
mémes pour tous les points situés sur une méme surtace d’ellipsoide,
ces vibrations étant alors dirigées suivant des droites paralleles. Au
reste, je reviendrai plus en détail dans un autre Mémoire sur ces di-
verses especes d’ondes qui se propagent en conservant constamment
les mémes épaisseurs.

§ I, — Sur les avantages que peut offrir la décomposition de I'équation
caractéristique en plusieurs autres.

Considérons, pour fixer les idées, un systeme d’équations linéaires
aux différences particlles et a coefficients constants, entre plusicurs
variables principales, et quatre variables indépendantes, dont trois
x, y, = pourront représenter des coordonnées rectangulaires, et le qua-
trieme ¢ le temps. Si Pon nomme z 'une quelconque des variables
principales, I'élimination de toutes les autres entre les équations li-
néaires données fournira une équation résultante

(1) Ve —=o,
dans laquelle v sera une fonction entiere des caractéristiques
Dx) Dya D;) Dtv

et 'on vérifiera I'équation (1) en prenant pour z, non seulement 'unc
quelconque des variables principales, mais encore une fonction linéaire
quelconque de ces variables. Alors aussi

(2) Vi—"0

sera |'équation caracteristique, et si I'on nomme n ’exposant de la plus

haute puissance de D, contenue dans v, n représentera ordre ou le

degré de Péquation caractéristique. Enfin, si le coefficient de D! dans v
OFEuvres de C. — S.1, t. V. 2
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se réduit & unité, alors, o(a, v, 5) désignant une fonction arbitraire
des coordonnées, la fonction principale = devra véritier, quel que soit ¢.
I"équation linéaire

3) Yo —=o,

\

et, pour ¢ = o, les conditions

9

4) w=o, B,&s='o, L, D} “wm—=o, DS e ="ol,Wz) .

Cela posé, il est facile de reconnaitre les avantages que peut offrir
la décomposition de 'expression symbolique ¥ en d’autres expressions
de méme forme.

Supposons, par exemple,

V=VV,

v étant du degré »' par rapport a D, et ayant pour premier terme DY,
Alors, si I'on pose

~

5 Ve =1I,

li sera une fonction principale propre a vérifier, quel que soit ¢, 'équa-
tion linéaire

6) VI =o,

et, pour ¢ = o, les conditions

7)) H=o0, DJl=o, sap ol ML =10,-  BECUNE S8 Aok,

La valeur de 11 étant obtenue, onaura pour déterminer » I'équation (5)
jointe aux conditions

-

\ Y
8) D == (0 D:m=o, o S =@

El

la valeur de n” étant o — 0.

Supposons maintenant que 'on ait
') V= (i =) (1D el s
G, H, ... étant seulement fonctions de

(SR | T W
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et admettons que ces fonctions soient entre elles dans des rapports con-

stants. On aura identiquement

D2 o h
'10) e - P LRIy P T -
L v D:i—G  DI—H ’
o, h, ... désignant des quantités constantes. Cela pose, soient
() tal l
Wiy W2,

des fonetions principales propres a vérifier, quel que soit ¢, les ¢qua-
tions linéaires

11) (D} — G)mi=o, (D} —H)m2—o, B

et, pour ¢ = o, les conditions

\

o)) I =X 0 w2 == 0, WEoY 1) aiile=al) Ao —rk .. — ol 2l
Je prou.\‘e de deux manieres différentes que I'on aura

13) D! *m=gwi+lhw+...,

et, par suite,

(1) w=D;" g+ hwa+...).

I'une des deux démonstrations se déduit immédiatement des formules
(3), (4), (11) et (x2); P'autre, qui est la plus simple, repose sur la
transformation de la fonction principale & en intégrale définie, trans-
formation qu’il est utile d’opérer lors méme que les fonetions G, I
cessent d étre entre elles dans des rapports constants. Ajoutons que,

n étant supérieur a 2, le signe
DZ n — l)[ f1=—2)

indiquera, dans I'équation (14), n — 2 intégrations successives effec-
tuées chacune, par rapport & z, & partiv de lorigine ¢ = o.

Au reste, la proposition contenue dans la formule (14) peut étre
généralisée; et, en effet, on établit, i I'aide des'mémes raisonnements,

celle que nous allons ¢noncer.
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Tuioreme. — Supposons que, dans I'équation caracteristique
W=lo,
la plus haute puissance de D, ait pour coefficient Uunité, et que le premier
membre ¥ de cette équation soit décomposable en facteurs de méme forme,

en sorte qu’on ait
V=VV... 8

sotent d’adleurs
o, @y, GI2a,

les fonctions principales correspondantes auxr équations caractéristiques

— [ .
V=0, V=o0, ¥T’=o,

05 0

St lon a tdentiquement
D e h

L R p— ]
‘.l,)} T—V’;—f‘ﬁ—l—""
g hy o désignant des quantités constantes, on en conclura

DV'es=gw + hza+t. ..,
et par conséquent

16) w=0;" (g5 + ho,+...).

S . — Transformation de la fonction principale.

Soient
¥ =F(D,,D,, D;, D)

le premier membre de Péquation caractéristique, et
5 ="F(u,v,w,s)

ce que devient ce premier membre, quand on y remplace
Dy, Dy, D, D

par les lettres

enfin soient

I S D,
six variables auxiliaires, et supposons : 1° que u, ¢, wsotent liées avee
v, v, w par les formules

w="y~1, v=vy/—1, w=wy—1;
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2° que I'on considére s comme une fonction de «, ¢, o déterminée par

I’équation
5 =10,

Lafonction principale =, assujettie i vérifier, quel que soit ¢, I'équa-

tion linéaire
VYo,= o,

et, pour ¢ = o, les conditions
() == 0g Diw = o, ce Stmi—{a D's=w(x,), 7),
sera déterminée par la formule

Fa X 0 0 k-] ke Ll I ~ 4 . s -
) m=g j f f f f f @ (M 8 ¥) u—yre(y—plin(a—s)vse QAU dp dv dv dw
: —w - YV — —aC —w v —w (‘\'5,) 27 27 27

\

le signe & du caleul des résidus étant relatif aux diverses racines s de

I'équation
5 =0

Concevons a présent que I'on transforme les quantités variables
U, VvV, W
et
A—z, p—y, v—3g,

considérées comme représentant des coordonnées rectangulaires, en
/
coordonnées polaires

ek o L
et
py 6, =
a I'aide des équations
u=tfcosp, v=h sinp cosgq, w—=lksinpsing, s
A —x=pcosh, p-— )y =psindcosrs, v — z =psinfsinr.

Posons d’ailleurs, pour abréger,

VA—z)+v(ip—y) +w(y—2z)
/fp

oS0 =

= cOsp cosf + sinp cosg sind cost + sinp sing sinf sinzt
et
§= ]l‘p)\/—l.
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On devra, dans 'équation (1), remplacer des produits
dvdvdw, didydy

par :
hrsinp dp dqdr, p2sing db dr dp;
et, en ayant égard a la formule

h2ehory=T = — 1 ]2 ehoty=T,

n*

on trouvera
3 Al G 0 A
o / f T Th 1 9) o peosiigT (£ i sing Wl A d9 dzdp
i ) Q) O3

F(D,, Dy, Dz, D)

UQ

est une fonetion homogene de .

D., Dy, D, D,
:Il()l'S on aura

— (hy—1)7F(cosp, sinpcosq, sinpsing, m);

et, en remplacant
k
e par —,
COSo0
puis effectuant la double intégration relative anx variables auxiliaires

ket o, on tivera de équation ( 2), différentiée n — 1 fois par rapport i ¢,

3) Dy —— [ / /‘ - o' 2 sinp sinb @ (2, m,v) 7 (//u/‘/ d4 r/-

l(> I, ((F{cosp, sinp cosq, sinp sing, )] ¢og? By C0s?s

les valeurs de 2, u, v étant
)

f o ml
h=x + —— cos/,
)

BN

‘ A=
B =57 3 sinf cosrs,

N6 5 .
v =2 -+ —— sinfsiur,
coso
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et le signe & étant relatif a la variable o considérée comme racine de
I’équation y

F(cosp, sinp cosq, sinpsing, ») = o.
On tirera immédiatement de I'équation (3) la valeur de o,-en placant
devant le second membre la earactéristique

D} *

qui, lorsque 3 — n deviendra négatif, indiquera n — 3 intégrations
effectuces par rapport a ¢ & partiv de Porigine ¢ = o. Si 'on suppose
simplement n = 2, le coefficient de D} dans F(D,, D,. D_, D,) étant
I'unité, on trouvera

¢ it
o

:[’

(F cosp, sinp cosq, sinp sing, o )

et, par suite, 'équation (3) donnera

7] 2r AT 2%
= 1 . . N dpdg did-
(5) mWE==S oE— I)t[ f / I 1‘35111/)5111913,/\,11.,%#"Lr__;_ﬂ
MRSl @y, oo €0s%0y/c0s%9

Si l'on suppose en particulier
Flu,e,w,s) =s2— Au>— Bo2— co?— 2D 0w — 2EwWH — 2F Uy,

c'est-a-dirve, en d’auntres termes, si I'équation linéaire a laquelle doit
satisfaire la fonction & est de la forme

()2m_\()3m+n ()'lta_i_cdgm_*_ZD 1o e NEFo} - NEXO}
a2 T oa? dy? Jdz? dy Js dzdx T dxdy

A, B, ¢, p, E, ¥ désignant des quantités constantes, alors, en admettant
(que le produit :

oz + Lcosl, y+ tsinf cosz, 3 - ¢ sindsint)
s’évanouisse pour des valeurs infinies de ¢, ou du moius que ce produit

acquitre, pour ¢ = — s et pour ¢ = =, deux valeurs égales au signe

pres, mais affectées de sigues contraires, on pourra, en vertu d’une
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formule établie dans la 49° livraison des Exercices de Mathématiques
(p. 16), effectuer les deux intégrations relatives aux variables auxi-
liaires p, ¢; et, en désignant par k, 6 deux quantités positives, propres

a vérifier les formules
K2 == ABC — AD2 — BE2 — CF2 - 2 BEF,

K2 02= (BCc — »?) c0os20 -+ (cA —E?) sin?0 cos2t + (aB — F?)sin? 0 sin2<
-+ 2(aDp — ¥F) sin?0 sinz cos< + 2(BE — Fp) sinf cosf sint

~+ 2(cF — DE) sinf cosf sinz,

on trouvera

N a d9 d=
6) m:—/ [ tsinfw(d,p,v) ——
' 4Troo v ' ,P’ ) KE):‘,
les valeurs de 2, p, v étant
¢ . 4 .
7 ).:x—l—(—_)cosﬁ, y.:y—i—asmécosr, y—£ (—_)511195111:.
Dans le cas ou 'on a
A =n'=¢c=102, P=—=E—F—o0,
on trouve
i
K — 313, = Q’
et, par suite, la formule (6) se réduit a
0 ™ v 3 B
8) = —f f tsinfw(d, p,v)do dz,
47: 0 0
les valeurs de 2, p, v étant
(9) 2=a + Q¢ cosl, p= ) -+ Q¢sing cosr, v=123 4+ Isinfsinz.

On se trouve ainsi ramené a I'intégrale que M. Poisson a donnée de
’ . < g e ‘o © 1, . ,
Péquation linéaire généralement considérée comme propre i repré-
senter la propagation du son dans un fluide élastique.
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S I — Application des principes établis dans les paragraphes précédents a
Uintégration des équations linéaires qui représentent les mouvements infi-
niment. petits d’un systéme isotrope.

Comme nous U'avons prouvé dans les Exercices d’ Analyse et de Phy-
sique mathématique, les équations qui représentent les mouvements in-
finiment petits ’un systeme isotrope de molécules sollicitées par des
forces d’attraction ou de répulsion mutuelle sont de la forme .

L'ﬂ

— DZ)E -+ FDp(DrE + Dyn + D:8) =
E-—D}n+ FDy (D& + Dyn -+ D:2) =
& — D?)4+ FD: [DoE+ Dyn +Ds8) =0

’

—~ e~

P

2, 7, & désignant lcs déplacements d’'une molécule mesurés parallele-
ment aux axes des x, ¥, s au bout du temps ¢, et

By

¢tant deux fonctions de
D2+ D2 + D2

entieres, mais généralement composées d’un nombre infini de termes.
Cela posé, le premier membre v de I'équation caractéristique sera de

la forme
Y=vVv~,

/7 g

les valeurs de v/, v” étant
V=D}—E, V' =D;—E—(Di+D3+ D2F.

Soit d’ailleurs
(o)

la fonction prineipale correspondante i I'équation caractéristique

Y= o.

Désignons par

(2) ?(1'9.7":)’ X(Z‘,)",Z), "})(‘r’)ﬁ’z)’ (P(x’]‘)z)’ X(.Z‘,}",Z), IF{:«‘”,J",Z
les valeurs inmitiales de

E_,a N, Z.’ l)tz_s 1)[7); Dtc’
OEnvres de C. — S. 1, t. V. X 3
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et par
. 3 Z! '*Py (I), X) q,

=g

. 3 . " » 5
ce que devient la fonction prineipale = quand on y remplace successi-

vement la fonetion arbitraire
w(x, ), 2)

par chacune des fonctions (2). Pour obtenir les valeurs générales des
variables prineipales Z, =, Z, il suftira de résoudre, par rapport i ces
variables, les équations (1), apres avoir remplacé les seconds membres

l)ﬂ]’
V(0 -+Do), V(X4+Diy), F(¥+D).

En opérant ainsi I'on trouvera, pour intégrales générales d’un systeme
isotrope, les équations suivantes :

\ c=V"{®+ Do)+ F D,s,
(3) c =V X+ D)+ FD,s,
' E=V"({V+ DY, + F Dy,

la valeur de z étant
(4) # =D, (® 4+ D;o) + Dp(X + Dyy) + Dy (¥ + D).
Si, pour abréger, on désigne par
Wy, W2
les fonctions prineipales qui correspondraient séparément aux deux

¢quations caractéristiques

on aura
et, en nommant

ou
Gay A2, Y, D, Xa, Ya

ce que devient Ia fonction principale

Oy ou w2
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quand on remplace successivement la fonetion arbitraire

w(x,7, 3)

par chacune des fonctions (2), on verra les formules (3) se réduire aux

sulvantes :
E=®, + Do, + I D.s,

5) =Xy + D¢y + F Dy,
: —) 11P| == ])[L}/l + F D;s.

Si les équations des mouvements infiniment petits deviennent homo-
gtnes, on aura [voirle Compte rendu de la séance du 24 juin (')]

E=:(D2+ D24+ D2), F=1l,

v, fdésignant deux constantes réelles, et, par suite,

Done alors la formule (14) du § I** donnera

. ( {55y —
(6) 7 =5 RSP O &

{
et la valeur de = se déduira immédiatement de celles des fonctions
Wi, Wa,

dont chaeune, en vertu de la formule (8) du § I, se trouvera repré-
sentée par une intégrale double. Cela posé, les intégrales (5), dans le
cas particulier que nous eonsidérons iei, deviendront analogues &
celles qu'a données M. Poisson dans les Tomes VHI et X des Memodres
de I’ Acadeémie. Si Von y pose f = 2, elles eoincideront précisément avec
celles que j'avais moi-mémé obtenues & I'époque oit je m’occupals de
la théorie des corps élastiques, et qui ne diflerent qu’en apparence des
intégrales données par M. Ostrogradsky. Mais, si 'on admet la suppo-

sition f = — 1, & laquelle nous sommes conduits dans la théorie de la

(1) OFuvres de Cauchy, S. 1, . IV. — Extrait n° 5%, p. 431.
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lumiere, la formule (6) donnera simplement

’ Ny
(7) =11ty == [‘ / w, dit dt,
0

ct se déduira immédiatement de P'équation
Ve = B
puisqu’on aura, dans cette supposition,

N —")) 2%

0.

Puysiove Matnisatioue. — Memoire sur lu polarisation des rayons refléchis
ow réfractes par la surface de séparation de deux corps isophanes et

lransparents.
C. R., t. IX, p. 676 (25 novembre 183g).

Dans un Mémoire présenté & PAcadémie le 12 janvier 1829, Mé-
moire dont un extrait a été inséré dans le tome IX des Mémorres de
["Académie, ['étais parvenu a celle conelusion remarquable que les
¢quations du mouvement de la lumiere sont renfermées dans celles
(quit expriment le mouvement d'un systeme de molécules tres pen éear-
tées de leurs positions d’équilibre. Cette conclusion s'est trouvée con-
firmée par les recherches que j’ai publi¢es sur cette maticre dans mes
Exercices de Mathématiques, anciens et nouveaux, ainsi que dans le M¢é-
moire sur la dispersion de la lumiere. J’ai reconnu en effet que, parmi
les mouvements qui peuvent se propager dans un systeme de molé-
cules sollicitées par des forces d’attraction ou de répulsion mutuelle, on
doit distinguer les mouvements simples et périodiques, appelés mouve-
ments par ondes planes; et j'ai prouvé que, dans les mouvements simples

d'un systeme isotrope, les vibrations moléculaires étaient toujours, ou
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comprises dans les plans des ondes, ou perpendiculaires a ces mémes
plans. Si, pour abréger, on appelle rayon simple une file de molécules,
originairement situces sur unec droite perpendiculaire aux plans des
ondes, 'are de ce rayon n’étant autre chose que la droite méme dont
il s’agit, on pourra dire que, dans un systeme isotrope, ol un mouve-
ment simple se propage sans s’affaiblir, les vibrations de chaque mo-
lécule sont toujours dirigées, ou suivant le rayon dont elle fait partie,
ou perpendiculairement & ce rayon. Ainsi, I'hypothese admise par
Fresnel des vibrations transversales, ¢’est-a-dire perpendiculaires aux
rayons, est devenue une réalité; et il reste prouvé, comme j'en at fait
le premier la remarque dans les Mémoires de I Académie, (ue les vibra-
tions transversales sont compatibles avec la constitution d’'un systeme
isotrope de moJécules qui s’attirent ou se repoussent mutuellement.
A la vérité, les idées de Fresnel sur cet objet avaient d’abord été vive-
ment combattues par un illustre académicien, dans plusieurs articles
que renferment les Annales de Chimie et de Physique. Mais 'auteur de
ces articles, en discutant les intégrales des équations, considérées par
M. Navier et par lui-méme comme propres a représenter les mouve-
ments infiniment petits d’un systeme isotrope, a finalement reconnu
qu'au moment ot les ondes, occasionnées par un é¢branlement d’abord
circonscrit dans un tres petit espace, parviennent a4 une distance du
centre d’éhranlement assez grande pour que les surfaces qui les ter-
minent deviennent sensiblement planes, il ne reste en effet que deux
especes de vibrations moléculaires dirigées, les unes, suivant les rayons,
les autres, perpendiculairement & ces mémes rayons. Quant aux diffé-
rences qui subsistent encore entre les résultats obtenus par notre il-
lustre Confrere et ceux auxquels j’arrive, elles tiennent a ce qu’il est
parti des équations aux différences particlles indiquées en 1821 par
M. Navier, équations qui me paraissent propres i représenter seulement
dans un cas particulier, et dans une premiere approximation, les mou-
vements infiniment petits d’un systeme isotrope de molécules. Dans le
cas général, les équations de ces mouvements ne sont pas homogenes;
et, si on les rend homogenes en négligeant les termes d’un ordre supé-
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o

rieur au second, le rapport entre les vitesses de propagation des deux
especes d’ondes pourra différer notablement du rapport cité dans le
Compte rendu de la séance du 18 octobre dernier, ¢’est-d-dire de la
‘acine carrée de 3. 11 pourra méme, comme on le verra dans le présent
Mémoire, devenir inférieur & P'unité et se réduire i zéro.

Au reste, les recherches que j'ai publiées dans les Mémoires de I’ Aca-
démie et dans les Exercices de Mathématiques, en fournissant les moyens
d’établir les lois de la propagation de la lumiere dans un seul milieu,
soit isophane, soit hiréfringent, demeuraient insuffisantes pour la so-
lution de I'important probleme de la réflexion et de la réfraction des
rayons lumineux. Avant de résoudre ce probleme, il fallait commencer
par trouver une méthode propre & fournir les conditions relatives aux li-
mites des corps et les équations qui doivent se vérifier dans le voisinage
des surfaces de séparation. C’est dans un Mémoire, offert 4 I’Académie
le 18 mars de la présente année, que j’al, pour la premicre fois, exposé
une méthode générale qui conduit & ce but. J’ai promis d’appliquer en
particulier cette méthode 4 la théorie de la lumiere. Je viens aujour-
d’hui remplir cette promesse. Pour que les physiciens et les géometres
puissent facilement juger si les conclusions auxquelles je parviens
sont exactes, je vais indiquer en deux mots la marche que j’ai suivie.

Ltant donnés deux systemes isotropes de molécules, séparés par une
surface plane, je cherche les lois générales de la réflexion et de la ré-
fraction d’un mouvement simple, ou par ondes planes, dans lequel les
vibrations sont transversales, et qui vient rencontrer la surface de s¢-
paration. Je trouve que l’expression de ces lois renferme deux con-
stantes, dont Ia premiere est celle qu'on nomme Vindice de réfraction.
D’autre part, en définissant un rayon simple, comme je I'ai fait ci-des-
sus, je dis que ce rayon simple est doué¢ de la polarisation rectiligne,
civeulaire, ou elliptique, suivant que chaque molécule décrit une
droite, un cercle ou une ellipse. Dans le premier eas, j'appelle plan
du rayon celui qui le renferme, et plan de polarisation un second plan
mené par 'axe du rayon perpendiculairement au premier. Enfin, lors-
qu'un rayon quelconque tombe sur la surface de séparvation, je le
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décompose, soit avant, soit apres la réflexion ou la réfraction, en deux
autres, polarisés, I'un suivant le plan d’incidence, 'antre perpendicu-
lairement & ce plan. Cela posé, je parviens aux conclusions suivantes.

Lorsque la seconde des constantes ci-dessus mentionnées se réduit,
au signe pres, 3 Uunité, les lois de la polarisation par réflexion ou par
réfraction sont précisément celles que Fresnel a données pour la pola-
risation de la lumiere opérée par la premiere et la seconde surface des
corps transparents. Ainsi, en particulier, sous I'incidence perpendicu-
laire, la proportion de la lumidre réfléchie est précisément celle qui
résulte d’une formule donnée il y a longtemps par M. Th. Young, et
qui a été vérifiée par I'expérience.

Lorsque la seconde constante ne se réduit pas i I'unité, les formules
qu’on obtient sont celles que jai indiquées dans le Compte rendu de la
séance du 1 juillet dernier, formules qui paraissent d’accovd avee
les phénomenes offerts par la véflexion de la lumiere a la surface des
corps qui ne la polarisent pas completement.

Tajouterai que, dans le cas ol la deuxieme constante se réduit i
I'unité, la vitesse de propagation des rayons, dans lesquels les vibra-
tions sont longitudinales, se réduit précisément a zéro. Or il est re-
marquable qu’elfectivement, dans le vide et dans les corps isophanes,
on observe une secule espece de rayons lumineux.

Je ne vois pas ce que l'on pourrait objecter & l'analyse contenue
dans le présent Mémoire. Que les lois auxquelles je parviens soient
rigourcusement déduites des équations des mouvements infiniment
petits d'un systeme isotrope : c’est ce dont chacun pourra aisément
s'assurer, en exéeutant de nouveau les caleuls qui sont assez simples,
méme dans les cas les plus difficiles a résoudre. Que les lois obtenues,
dans le eas o il ne reste qu'une seule espiece d’ondes planes et de
rayons, soient précisément celles de la polarisation de la lumiere par
reflexion et par réfraction, les nombreuses expériences entreprises par
Fresnel et par d’autres physiciens, particulierement par M. Brewster,
pour vérifier ces lois qui ont illustré le nom de Fresnel, ne laissent
guere place au doute a cet égard. Nous pouvons done, en finissant,
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conclure, avee quelque confiance, que les lois de la réflexion et de la
réfraction de la lumiere sont celles de la réflexion et de la réfraction
des mouvements simples dans les milieux isotropes.

Analyse. — Supposons deux systemes isotropes de molécules séparés
par une surface plane que nous prendrons pour plan des y, 5; et con-
cevons qu’un mouvement simple ou par ondes planes, mais sans chan-
cement de densité, sc propage dans le premier milieu situé¢ du coté
des a négatives. Si le mouvement simple dont 1l s’agit, a Pinstant ou
il atteint la surface de séparation, donne toujours naissance a un scul
mouvement simple réfléchi et 2 un seul mouvement simple réfracté,
fes lois de la réflexion et de la réfraction se déduiront sans peine des
formules que nous avons données dans la séance du 15 juillet dernier.
Fntrons i ce sujet dans quelques détails.

Dans un mouvement par ondes planes, et qui se propagera sans
s'affaibliv, nous nommerons, pour abréger, rayon sumple une file de
molécules originairement situées sur une droite perpendiculaire aux
plans des ondes, I'axe de ce rayon n’étant autre chose que la droite
méme dont il s'agit. De plus, nous dirons que le rayon est doué de la
polarisation rectiligne, circulaire ou elliptigue, suivant que chaque molé-
cule décrira une droite, un cercle ou une ellipse; et quand il s’agira
d’un rayon plan ou polarisé rectilignement, nous aurons soin-de dis-
tinguer le plan du rayon, € est-a-dire le plan qui le renfernie, et le plan
suivant lequel ce rayon est polarisé, ou le plan de polarisation, ce der-
nier plan étant perpendiculaire au premier et passant comme lui par
I'axe du rayon. Enfin les neeuds d'un rayon plan seront a chaque in-
stant les points de 'axe occupés par les molécules qui conserveront ou
reprendront leurs positions initiales. Cela posé, soient, au bout du
temps ¢, et pour le point (x, y, =),

ol
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les déplacements effectifs d’une molécule, mesurés parallelement aux
axes rectangulaires des x, v, =, et les déplacements symboliques cor-
respondants, c’est-a-dire les variables imaginaires dont les déplace-
ments effectifs sont les parties réelles : 1° dans un rayon incident qui
rencontre la surface de séparation de deux milicuxisotropes; 2°dans le
rayon réfléchi par cette surface; 3° dans le rayon réfracté. SiI'on prend
pour axe des s une droite parallele aux traces des ondes incidentes sur
la surface de séparation des deux milieux, les trois rayons seront re-
présentés par trois systemes d’équations symboliques de la forme

{\'l) ‘E o A eua‘+<')-— st’ P = Beu.r+vy—st’ C .- Ceuz-{-ug'—st’
(f,‘) E./ — A: e-u.x+v_r—st’ = B: e —1x+ey »sl’ :/ o C’ e—ru‘+v_s'—st’
,\' 3) E‘ — AI eu’x+v~y~st' 7)’ — B' eu’x+v3'—sl’ ‘:’ =o CI eu';r F(’_Y‘—Sf,

u, v, 'y 5, A, B,C, A,B,C, A", B, €’ désignant des constantes qui
pourront étre imaginaires. Si les trois rayons, comme nous le suppo-
serons dans ce Mémoire, s¢ propagent sans s’affaiblir, on aura néces-
sairement

4\ {t:l.'\‘——l, l"_'—.\'\———l, S§=S8\ —1,
= U ==,
t, v, s, U désignant des constantes réelles. On pourra méme supposer
toutes ces constantes réelles, positives. En eflet, chaque déplacement
symbolique pouvant étre I'une queleonque de deux expressions imagi-
naires conjuguées, qui ne diflerent entre clles que par le signe dey —1,
on pourra toujours admettre que, dans 'exponentielle népérienne i
laquelle chaque déplacement symbolique est proportionnel, le coefti-
cient de 2y — 1, représenté par la quantité s, est positif. De plus, pour
que le coefficient v de y soit positif, ainsi que s, il suffira de choisir
convenablement le demi-axe suivant lequel se compteront les y posi-
tives. Enfin, le rayon incident qui passera par 'origine des coordon-
nées étant perpendiculaire au plan invariable représenté par I'équa-
tion
vx 4-v) =o,
OFuvres de C. — S. 1, 1. V. 4
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On aura pour ee rayon

et par suite les neeuds de ce rayon, qui correspondront i des valeurs

constantes de argument

.0

vy o
U + V) — st = vl—_—x—sz‘,

se déplaceront dans I'espace avec une vitesse dont la projeetion algé-
brique sur I'axe des x sera le rapport entre des accroissements Ax,
At de x et de ¢ choisis de manicre que l'aceroissement de argument
s'évanouisse. Cette projection algéhrique, déterminée par la formule

U2 o4 v=
L+Ax~sAl::«),

sera done
Nzl - S

— =] =———2
At U2 w2?

¢t pour qu’elle soit posilive, ou, en d’autres termes, pour que les
ondes planes incidentes se meuvent dans le sens des x positives,
comme clles devront Ie faire enapprochant de la surface de séparation
des deux milieux, il sera nécessaire que le eoefficient v soit positif.
Pour la méme raison, le coefficient v’ devra eneore étre positif, les
ondes réfractées devant évidemment s’éloigner de la surface de sépara-
tion des deux milicux en se mouvant elles-mémes dans le sens des
positives.

Considérons en particulier le cas ot les mouvements simples pro-
pagés dans les deux milieux sont du nombré de ecux dans lesquels la
densité reste invariable, c’est-h-dire, en d’autres termes, le cas ou,
dans les rayons incident, réfléchi, réfracté, les vibrations des molé-

cules sont transversales. Alors les coefficients

A, B, A, B, A, B

:

se trouveront liés entre cux, et avec les constantes imaginaires

2w, ¢ u,
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par les formules
Au-+ Bv=o,

—Au+B,v=o, Au'+ B v =o.

4 .

Soient maintenant

(7) k=vyur4vi, K= u7+,
et faisons, pour abréger,

'8; : lx‘:k\/:-—-—l_, = k'\/:.l.,

\

9) 2= w21 o2, k'*=u

On aura, en'supposant les équations des mouvements infiniment petits

des deux milieux réduites & des équations homogenes,

03 a

\I()) 1(2:—7 ]{’2—__*— g b

~ 1@

1, v désignant deux constantes qui dépendront de la nature de ces deux
milicux; et, apres avoir déterminé k', a I'aide de la seconde des deux
formules (10), on déduira de la seconde des équations (7) la valeur de

. o X

a0y U= vk'2—v2,

St d'ailleurs il existe un rayon réflechi et un rayon réfracté, quels que
soient la direction et le mode de polarisation du ravon incident, alors,
en vertu des prineipes développés dans un préeédent Mémoire (voir le
Compte rendu de la séance du 15 juillet) ('), on pourra, des valeurs de
Uy 0 Se A, B, C
supposces connues, déduaire les valeurs de
A B <Gy, A, B, W

a l'aide des formules (1), (g) et (6) jointes aux suivantes :

R (0 uw—u' " 20U

/ Wt 7% B )
A3 u -+ u (. w4+ u

(Y) OEuvres de Cauchy, $. 1, 1. IV. — Extrait n° 57, p. {68.
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2 1 I
loB— ! ) (1 = == W+ u)o? | — + —
iy Wi )<' '1‘)1‘)’> i ) vV u—u
o = s - ’
A, ‘ o2 ' 1 t\ u+
2 N — ) 2| — b
\ (024 reu )<1 e (' —u)v S 'L‘)')
(13) { N
B =
Al / (l '(‘31')') 2U
i S SIS e O AT . "
v2 , I 1\ u+u
g - (1 —w) v =+ —
‘ e ’( m)’) + '\ T o

les valeurs de v, O étant données par les équations

i .
_ ke \® / e
T ) — e DR S N ) — Fooat W N
(1)) C _<\ : f> ) © _(\ : (.,> s

dans lesquelles ©, ©" désignent encore deux constantes réelles qui dé-
pendent de la nature du premier et du second milieu.

La constante s, comprise dans les formules qui précedent, est, comme
on sait, liée a la durée T des vibrations moléculaires par la formule

T=21
—_—
S
, .
et I'on a pareillement
27 0 2T ~
= e

I, I désignant les longueurs d’ondulation ou les plus eourtes distances
entre deux neeuds de méme espéce : 1° dans le rayon incident ou réflé-
chi, 2° dans le rayon réfracté. Si d’ailleurs on nomme .

Q,

les vitesses de propagation des noeuds ou des ondes planes dans le pre-

mier et le second milieu, on aura
7
W =ty B ,l—,, "= l
k 1 k T -
et, par suite,
Q22— W= ¢,

Enfin, si 'on nomme =, ' les angles d’incidence et de réfraction, ¢'est-
a-dire les angles aigus formés par les directions des rayons incident

\
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et réfléchi avee la normale a la surface de séparation de deux milieux,

on aura
(v= k cost, v = k sin~,

(15) {
‘ | =X cost, v=v=Kk'sin7,
puis on en eonclura
' —v2 =kk cos(r+ 1), ' +v: =kk'cos(z—1'),
(v +u) v=Kkk'sin(z+7'}), (v'—v) v=Kkk sin(r —7'),
et par suite, en posant, pour abréger,

1 1

I T2 G
e G:['_T—T—l’?sm r)] ’ —l: (r+ 1 51n--] ¢

on tirera des formules (12), (13), (14), jointes aux équations (4) et (8),

C, sin(7—1) ¢’ 2sint’'cost

(17) C ™ sin(r+7) C = sin(v+r1)’
(A, —(1+8&)cos(t+7)+(&+8&)sin(t+7')y—1 C,
(18) S—X_ (14 86')cos(t — 7' )+ (&+&)sin(t — ') y—1 c’
Ak 1+ &% c
X_k,(l-i-(o yeos(t —17') + (& + & )sin(z )\/—-1E

Solent maintenant

“les déplacements d’une molécule mesurés dans les rayons incident, ré-
fléchi et réfracté, parallelement au plan d’'incidence, et

’

¥, 8, 8

les déplacements symboliques correspondants, ehacun des déplacements
effectifs 2, 2, 8" étant positif ou négatif, suivant que la molécule déplacée
est transportée du coté des a positives, ou du eoté des x négatives.

Comme les déplacements
By 8,, 8,

lorsqu’ils seront positifs, auront pour projections algébriques sur I'axe
des x

G- &,y B
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on aura nécessairement

¢ =sgsing, £,—s,sint, £ =+ sin?,
ou, ce qui revient au méme,
v ) v LV,
EZE‘G, gI:K‘K{, E:T\jtﬂ,
et par suite
k. k. e
8= —¢, 8,—_‘;@/. x:\f_,
On pouera done prendre
- k= - ks -, K B
== == 2 8 = — 4 s
v g P 2

de sorte qu’en posant, pour abréger,

’

<P
—
’\

on tirera des équations (1), (2), (3)

""’T’ g —= H eux+ry-st, 2 = ([ enrtvy—st,

|

a1 ) % ; — H e—uwxr+vy—st
/ 7 i ’

S|

Y o UEAoy—st
J ng ux—+ey R
99 s = el xtvy-st Z’ = (/e v+vy—=st,

St, maintenant, on nomme

lipy iCh I8 @ 5 i g @&
les modules des expressions imaginaires
Bt il BE, G BRI
etsi 'on pose en conséquence
)' H = hewv-1, H,=h,ew.V=1, H' = hewV T,

23)
. T . = ; —
’\ ¢ = ¢ e\ ', (‘l._.cle),\/_|’ ! (}’e"\/"',

Py vy iy v, oy 0 désignant des ares réels, les formules (20), (21), (22)
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donneront \\'1 / )
=L ORNI

(24} s =hcos{vx +vy—st—+ p), E=ccos{tx-+vy —st-+v,

(23) 8,=h,cos(-—vx +vy—st+yp,), &=c,cos{—vx+Vy—sli+vy,,

(26) ¢'=h'cos(v'x+vy—st+p'), E=ccos(v'x+vy—st+v.

.

Le systeme des formules (24) représente le rayon incident; 2 et 2 dési-
gnent, dans ce rayon, les déplacements d’une molécule mesurés paral-
lelement au plan d’incidence et perpendiculairement i ce plan. St 'un
de ces déplacements venait & s’évanouir, le rayon incident deviendrait
un rayon plan renfermé dans le plan d’incidence, ou polarisé suivant
ce méme plan, et qui pourrait étre représenté, dans le premier cas, par
la seule formule ’

N

(27) g=hcos(vx +vy—st-+p),
dans le second cas, par la seule formule
(28) t=ccos(vx 4+ vy — st +v).

Comme le rayon représenté par le systeme des formules (24 ) oflre tont
a la fois les deux especes de déplacements moléculaires observés dans
les rayons plans que représentent les formules (27) et (28) prises cha-
cune i part, on dit que le premicr rayon résulte de la superposition des
deux autres. Chacun des rayons réfléchi et réfracté peut, dailleurs,
aussi bien que le rayon incident, étre considéré comme résultant de la
superposition de deux rayons plans; 'un de ces derniers étant renferme
dans le plan d’incidence, ou, ce qui revient au méme, polarisé perpen-
diculairement & ce plan, et 'autre étant, au econtraire, polarisé suivant
ce méme plan. Cela posé, apres la réflexion ou la réfraction, le rayon
plan, renfermé dans le plan d’incidence, sera représenté¢ par la pre-
micre des formules (25) ou (26), et le rayon polarisé suivant le plan
d’incidence par la seconde.

Observons encore que, dans les formules (24), (25), (26), les demi-
amplitudes des vibrations et les parameétres angulaires se trouvent repre-

sentés par : :
AL ct UL b



32 COMPTES RENDUS DE L’ACADEMIE.

pour les rayons renfermés dans le plan d’incidence, et par

© O & et v, v, V

pour les rayons polarisés suivant le méme plan.
Au point ol le rayon incident rencontre la surface réfléchissante
on a

53 =20

ce qui réduit les formules (20), (21), (22) aux suivantes :

29) . H=Her%, Nre=i€ e,
30) v, =M ewr—st, £ =C, er—se,
\ 1 ' / i

31) g = Il'evr—st, g = errst,

et les formules (24), (25), (26) aux suivantes :

(32) s —h cos(vy —st+ p), £ =c cos(vy-—sl+v),
(33 8, =h,cos(vy —sl+p,), £,=c,cos(vy—sli+y,),
34 ¢ =h'cos(vy—si+p'), ¢ =c'cos(vy—sl+v).

II'suit des formules (29), (30), (31) que la réflexion ou la réfraction
d'un rayon simple renfermé dans le plan d’incidence, ou polarisé sui-
vant ce plan, fait varier dans ce rayon le déplacement symbolique

O

dans un rapport constant. Ce rapport, qui sera d’ailleurs imaginaire,
est ce que nous nommerons le cocfficient de réflexion ou de réfraction.
Sion le désigne par

1 ou VI

pour le rayon plan renfermé dans le plan d’incidence, et par

y J ou J

pour le rayon polarisé suivant ce plan, on aura

yE = J=—,
G 0]
35) \
' i A, T I kA
W AN
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et, par suite, eu égard aux formules (17), (18),

= sin{z'—= = 2sint’cost
[36) J= " =] e >
dis sin (7' + 1) sin(r 4 1')
{__ {1+ &)cos(r+7)+(E+&)sin(c~+lV—1
e (1+&¢)cos(t—7 )+ (B+ T )sin[z—7' }y—1
97
II—‘ l—i—(‘("’ ;l,
(1 +88')cos(r—7 )+ (E+T)sin(r— 7' )y—1

Il suit des formules (32), (33), (34) que la réflexion ou la réfraction
d'un rayon simple, renfermé dans le plan d’incidenee ou polarisé sui-
vant ce plan, fait varier, dans ee rayon, I'amplitude des vibrations mo-
léculaires dans un certain rapport donné, et ajoute en méme temps
au parametre angulaire un certain angle. Ce rapport et cet angle sont
ce que nous appelons le module et Uargument de réflexion ou de refrac-
tion. Si l'on désigne le module et 'argument de réflexion ou de réfrac-
tion par

7

1 et i ou par I ei i
pour le rayon renfermé dans le plan d’incidence, et par

J et ou par I 6t
pour le rayon polarisé suivant ce méme plan, les constantes positives

38) T T T ICTR S SR P
h @ C

seront, en vertu des formules (35), les modules des expressions imagi-
naires

tandis que les arcs réels
(39) i=p,—p, U'=p' —p, J=v,— v, J =vV—v
représenteront les arguments de ees mémes expressions. On aura donc

J—=JeiV—t J =) ei'Vv=1
(o) 5 ’ ]

(i =1eiv=T, T =rewT,
CEuvres de C. — S.1,1. V,

Cu
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Ces dernieres formules, jointes aux équations (36) et (37), suffiront
pour déterminer completement les valeurs des modules et des argn-
ments de réflexion et de réfraction.

Lorsqu’un rayon doué de la polarisation reetiligne, ou circulaire, oun
elliptique, est considéré comme résultant de la superposition de denx
rayons plans, dont 'un est polarisé suivant un plan fixe donné, et
I"autre perpendiculairement i ce plan, nous appelons anomalie du rayon
résultant la différence entre les parametres angulaires des rayons com-
posants. Cette anomalie, qu’on peut sans inconvénient augmenter ou
diminuer d’un multiple de la circonférence 27, peut étre eensée ré-

duite & zéro oud = pour un rayon doué-de la polarisation rectiligne, et &
v U g oy ! : k

— ~ou a = pourunrayon doué de la polarisation eirculaire. Nous appe-
2 ) 3

lons encore azonut du rayon résultant, par rapport au plan fixe, Pazimut
qu'on obtiendrait si Panomalie se réduisait & zéro, ¢’est-d-dire 'angle
aigu que formerait dans cette hypothese e plan du rayon résultant
avee le plan fixe. Done l'azimut sera toujours I'angle aigu qui aura
pour tangente trigonométrique le rapport entre les amplitudes des deux
rayons plans et polarisés, 'un perpendiculaivement au plan fixe,
autre suivant ce méme plan.

Concevons maintenant que le rayon donné soit un rayon incident
sur la surface de séparation de deux milieux et représenté par les
¢quations (24 ). Si on prend pour plan fixe le plan d’incidence, I'ano-

malie de ce rayon pourra étre exprimée par la différence

v

P
et la tangente trigonométrigue de 'azimat par le rapport

(¥
h
Pareillement, dans le rayon réfléchi ou réfracté, 'anomalie sera repre-

sentée par la différence

, — \’__ !
v,—u, ou ¥y —p
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et la tangente de I'azimut, par le rapport

Cela posé, la tangente de I'azimut et Panomalie, mesurées dans le
rayon véfléchi ou réfracté, se déduiront aisément de la tangente de
P'azimut et de anomalie mesurées dans le rayon incident. On tivera

en effet des formules (38) et (39)

S iie ch Y e
(41) h, " In W Th
et
42)  v—p=(—i+(v—p), V== (v —p)

On doit surtout remarquer le cas ot Yanomalie du rayon incident
se réduit & zéro et la tangente de son azimut & P'unité, en sorte que
ce rayon soit, non seulement doué¢ de la polarisation reetiligne, mais
de plus renfermé dans un plan qui forme avee le plan d’ineidence un
angle égal & la moiti¢ d’un angle droit. Nous appellerons aromalie ot
azimut de réflexion ou de réfraction ce que deviennent, dans ce eas par-
ticutier, 'anomalie et I'azimut du rayon réfléchi ou réfracté. Si 'on
désigne par

les azimuts, el par

les anomalies de réllexion et de réfraction, alors, en posant, dans les
formules (41) et (42),

on en tirera
J

tange’ = —»

(43)

:j—i, 6':j'—i';

et, en vertu de ces dernieres, on réduira les équations (41), (j2) i la
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forme
s : = tang s tangw’
— = ¢ langs, ik’ ’
(44) { hj, — ih h h

( v,—p, =v—u+0, V—u'=v—p+4d.

Observons eneore qu'en vertu des formules (4o) et (43) on aura

8= I s\ g
— tangwe®V 1, 7= tangw' e V-1

-—u] |

(45)

et que, pour déterminer a P'aide des formules (45) les valeurs de
o, ®, O O8

il suffira I’y substituer les valeurs des rapports

—|[ -l
£
»—ql —

tirées des équations (37).

Les formules qui précedent comprennent, comme eas particulier,

les équations données par Fresnel pour représenter les lois de la ré-

flexion et de la réfraction de la lumiere & la premiere et & la seeonde

surface des corps transparents, lorsqu’il existe un angle d’'incidence

pour lequel un rayon simple est toujours, apres la réflexion, complete-

ment polarisé dans le plan d'ineidence. Elles montrent les modifica-

tions que doivent subir ces mémes lois dans la supposition contraire.

(Vest ce que j'expliquerai plus en détail dans les Exercices d’Analyse

et de Physique mathématique. Je me bornerai ici i observer que, dans la

premiere hypothese, on doit avoir, pour la valeur de = qui répond i la

polarisation complete du rayon réfléchi,
=@, I,=o,

et par suite, en vertu de la premiere des formules (37),

!

! P ANy
(14-E8")cos(z+ 1) =o, (8+&)sin({z+12')=o.

o

-~/

Or, ¢, 5

étant positifs ou nuls, on ne peut vérifier ces dernieres équa-
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tions qu’en posant
(46) cos(r+17)=o, & =— o, &'=o,
ct par suite

(47) rr="C0  f=—1, [=—1.

La premiere des formules (47) montre que I'angle de polarisation com-
plete, quand il existe, est eelui pour lequel les rayons réfléchi et re-
fracté se coupent & angle droit, suivant la loi découverte par M. Brew-
ster. De plus, les deux dernieres des équations (46) réduisent les
formules (37) aux suivantes :

_cos{z—17)
e S
cos(t—+1')

(48)

j/
= =C0s(T -7,
i )

| el

et de ces dernitres, jointes aux formules (45), on tire : 1 pour le

rayon réfléchi,

cos(t— ') N , T
tanggg — ——m— o=Tm, St T-t=¢% —
) N8® = Cos(z+7) " ’ <3
(‘}9) coq( !)
S{T—7T a ’ ™
tange — ————— - o—o0, SI T—+7 =
) (i cosfm—t—1) ’ > 5
2° pour le rayon réfracté,
(50) langw’' =cos{r— '), d' =o.

Les formules (49) et (50) sont précisément celles qui ont été vérifices
a I'aide d’un grand nombre d’expériences entreprises par Fresnel et par
d’autres physiciens, particulierement par M. Brewster. Les azimuts et
les anomalies de réflexion ou de réfraction, représentés dans ces for-
mules par les lettres
w, ©, g, 9,

sont précisément les quantités qui servent i faire connaitre ce qu'on
peut nommer le mouvement du plan de polarisation et la translation
des necuds dans le passage du rvayon incident au rayon réfléchi ou
réfracté.
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1.

Piysioue MATHEMATIOUE. — Note sur les miliewxr dans lesquels wn rayon

simple peut étre complétement polarisé par réflexion.

C. R., t. IX, p. 726 (2 décembro 1839).

Lorsque les équations des mouvements infiniment petits d’un sys-
teme isotrope de molécules deviennent homogenes, elles se réduisent
a celles que nous avons données dans la séance du 24 juin dernier
(vour les Comptes rendus, 1 semestre, p. ggo) (') et renferment deux
constantes désignées par les lettres v et f. Si, dailleurs, le systeme
isotrope que I'on considere est du nombre de ceux dans lesquels un
rayon simple peut étre completement polarisé par réflexion, la con-
stante f, comme nous l'avons prouvé dans la dernitre séance, se
réduira au signe pres a Punité, en vérifiant la formule

f=—1.

Done alors, si 'on nomme, au hout du temps ¢,
» hy &
les déplacements d’une molécule mesurés au point (@, y, =) paralle-
lement aux axes coordonnés, et » la dilatation du volume en ce méme
point, on aura

‘ [D; — (D24 D2+ D2)]E +:D,u=o,
(1) C[DF —¢(D2+ Di+D3)]a + (Dyuv = o,

( [Df—¢(Di+ .D;l.—l— D)2+ tD:v =0,

Ia valeur de v étant
(2) v=D,+ Dyn + D:Z;
puis on en conelura, non seulement

L'{ ])?U:O,

(') Okiueres de Cauchy, S. 1, t. 1V. — Extrait n° 34, p. 43].
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mais encore
(4) [D— (D2 D3+ D3 Dg =0,

¢ désignant le déplacement d’une molécule mesuré parallelement a un
axe fixe qui pourra eoincider, si I'on veut, avee I'un des axes coordon-
nés. Si, d'ailleurs, on nomme Q la vitesse de propagation des ondes
planes, correspondantes & un mouvement simple, et sans changement
de densité, qui se propage sans s’affaiblir, la constante « ne sera autre

chose que le carré de la vitesse 2, en sorte qu’on aura

== 02,

En vertu des formules (39) de la page g9f (1¢° semestre) ('), les

(!
vitesses de propagation des deux especes de mouvements simples qui
peuvent, dans un systeme isotrope, se propager sans s’aflaiblir, ont
pour earré ¢ et (1 + f). Done le rapport de ces deux vitesses sera géné-
alement \'1 + f. Dans les équations adoptées par MM. Navier et Pois-
son on a f= 2, et le rapport des deux vitesses devient /3. Mais, lors-

que f= —1, ce méme rapport se réduit évidemment a zéro.
2.
Puvsioue Matugnatioue. — Mémoire sur la polarisation incomplete pro-

duite, a la surface de séparation de certains mifiewr, par la reflexion

d’un rayon sunple.

C R., t. IX, p. 727 (2 décembre 1839).
Coneevons qu'un rayon simple, et dans lequel les vibrations sont
transversales, étant réfléchi par la surface de séparation de deux mi-

lieux isotropes, ne se trouve jamais completement polaris¢é dans le
I I 1

plan d'ineidenee, et que Vimpossibilité d’arriver ot la polarisation com-

(1Y) Owres de Cauchy, S. 1, 1. 1V. — Extrait n° 34, p. i4o.
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plete résulte de la nature, non du premier, mais du second milieu, en
sorte qu'il suffise de changer la nature de celui-ci pour obtenir, sous
une certaine incidence, un rayon réfléchi qui soit completement pola-
risé. Alors, des deux conslantes désignées par

[,

dans le Compte rendu de la précédente séance, la premiere f se réduira
au signe pres a I'unité, en vérifiant la condition

et on aura, par suite,

Mais la constante {’, prise en signe eontraire, différera de I'unité; par
cons¢quent, la quantité ¢’ sera, non pas égale, mais supérieure a zéro.
Ces prineipes étant admis, concevons que le rayon incident soit dé-
composé en deux autres, I'un renfermé dans le plan d’ineidence,
I"autre polarisé suivant le méme plan, pul\, représentons les coeffi-
cients de réflexion ou de réfraction par

[ ou I

pour le premier des rayons ecomposants, et par

J ou ¥
pour le second. On aura, en vertu de ce quia été dit dans la derniere
stanee,

__sin(7' — 1) = _ 2sint’ cost

=
|

sin (7' +7)’ sin(z' +7)

_eos{t+7) + & sin(r+1)V—1+
cos(v— 17 )+ & sin(t —1')y—1

1 =

cos(t— 1)+ &sin(t—1')y—1

I{—;"l
I

, 7 désignant les angles de réflexion et de réfraetion, et la valeur
de & dtant

3 g sl U
‘ [I (l+f’)sin2r’]
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Comme les formules (1) ne renferment pas &’ et sont, par suite, indé-
pendantes de la constante f’, il en résulte que les lois de la véflexion et
de la réfraction, relatives au rayon polarisé suivant le plan d’inei-
dence, restent les mémes dans le cas ott 'on peut obtenir la polarisa-
tion complete par réflexion, et dans le cas ot la polarisation demeure
généralement incomplete, quelle que soit I'incidence. Cette proposi-
tion, que j’ai déja énoncée dans la séance du 1 juillet, parait con-
forme & des expériences entreprises depuis cette époque.

Soient maintenant

les azimuts et

les anomalies de réflexion ou de réfraction, c’est-a-dire, en d’autres
termes, ce que deviennent, apres la réflexion ou la réfraction, 'azimut
et 'anomalie du rayon résultant quand, ce rayon étant primitivement
doué de la polarisation rectiligne, son azimut primitif, mesuré par
rapport au plan d’incidence, est la moitié d’un angle droit. On aura,
en vertu des formules établies dans la derniere séance,

— 7
) tangw’. ¥V = —

7\
)

(4) tangw €8V—1 =

| el

puis, de ces dernieres équations jointes aux formules (2), on tirera

(5) tangw’ . e¥'V=1 = cos(r — ') + &'sin(r — <)V —1,
et
(6) ?:C(())t%e(al—a)v::_cos(’:*‘f')+Cn’sin(?+r')\/j_

On vérifiera la formule (5), relative au rayon réfracté, en posant

{ tang?w’= cos?(z — )+ &2sin2(c — 1),

(7) ¢

( ¢’ = arc tang[ & lang(r — ')].
On vérifiera ensuite la formule (6) en posant

(8) cot?’m = [cos? (7 + 7') + &'2sin?(z + 7')] col’w’,
OFuvres de C. — S. 1, t. V.

c
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et, de plus,

‘ d==0¢'+arclang[& tang (s + ']+ 7, si 4+ < i’
19/ )
i x ) : et |
( 0 =o'+ arc tang[& tang(r + 7')], si r 17" > =
St {7, étant inféricur & — 1, en differe tres peu, en sorte qu’on ait
1 ff=— &2

¢ désignant une constante positive tres petite, on trouvera sensible-

ment
¢ = ¢ sinz’;

] " , . sint 3
yuis, en nommant 9 'indice de réfraction ~——-. et posant pour abréger
sint’ S

€
€= 'é—’

on trouvera encore

(10) ' &' —=e¢sinrT.

Cela posé, les formules (7), (8), (o) donneront i tres peu prés

‘ lang?w’ = cos?(r — 7') + e2sin2zrsin?{r — '),
') o . / "
¢'-— arctang[esinttang{t — 7'\ ];
(12) col?m == [cos?(r -+ ') + 2sin?zsin?(t + ¢')] cot’w’
et

=¢'+arctang[esinttang[r + 7]+ 7, si 7L
\

18 56
3) {6

== ¢"+ arc tang[e sint tang(z 4-7')], si 7+ > 2

On se trouve ainsi ramené aux formules que j'ai données dans la séance
du 1 juillet, page ¢ (*).

(1) OFueres de Cauchy, S. I, 1. 1V. — Extrait n° 33, p. 456.
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13.

PuysiQue MATHEMATIQUE. — Sur la réflexion des rayons luminewx produite

par la seconde surface d’un corps isophane et transparent.

C. R., t. IX, p. 764 (9 décembre 1839).

Dans un grand nombre de questions relatives & la Physique mathé-
matique, il s’agit de savoir sous quelles conditions un mouvement vi-
bratoire, qui a pris naissance dans un milieu donné, se transmet & un
autre milieu, et quelles sont les lois suivant lesquelles le mouvement
se réfracte en passant du premier milien dans le second, ou se réfléchit
dans U'intérieur du premier milieu. De semblables questions se rencon-
trent & chaque instant, non seulement dans la théorie de la lumiere,
mais encore dans la théorie du choe des corps, dans celle des plaques
vibrantes, ete., ...; et cette remarque explique suffisamment tout
I'intérét que les physiciens et les géometres altachaient avee raison a
la recherche des équations qui doivent étre remplies dans le voisinage
de la surface de séparation de deux milieux, par exemple de deux
systemes de molécules. Comme la nature des phénomenes observés se
trouve intimement liée & la forme de ces équations, tant que celles-ei
demeuraient inconnues, il fallait renoncer & traiter d'une maniere
rigoureuse les plus belles questions de la Physique, par exemple la
réflexion et la réfraction de la tumiere. Heureusement, dans un précé-
dent Mémoire, je suis parvenu i vaincre la difficulté que je viens de
signaler, en donnant une méthode générale pour la formation des
équations relatives aux limites des corps. Pour montrer de plus en
plus les avantages de cette méthode, je me propose de I'appliquer suc-
cessivement aux divers problemes de Physique mathématique; et déja,
dans les précédentes séances, on a plf voir avee quelle facilité elle
donnait les lois de la polarisation des rayons lumineux réfléchis ou
réfractés par la premiere surface d’un corps isophane et transparent.
Les formules qui expriment ces lois renferment deux constantes dont
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fa premiere, bien connue des physiciens, est celle que 'on nomme -
dice de réfraction, et varie avec la nature du corps transparent entre les
limites 1 et 5, ou 1 et 3; tandis que la seconde, prise en signe con-
traire, differe généralement tres peu de l'unité. Lorsque cette der-
niere constante se réduit, au signe pres, i I'unité, un rayon l;olaris('
rectilignement, suivant un plan queleonque, peut tomber sur la surface
réfléchissante sous une incidence telle qu’il se trouve, apres la ré-
flexion, completement polarisé dans le plan d’incidence; et 'angle
d’'incidence pour lequel cette condition est remplie, ou ee qu’on nomme
angle de polarisation complete, a précisément pour tangente trigonomé-
trique I'indiee de réfraction, eonformément a un théoreme de M. Brew-
ster. Dans ce méme eas, les formules qui représentent les lois de la po-
larisation sont précisément les formules si remarquables qui ont été
données par Fresnel, et qui se trouvent ainsi pour la premiere fois
déduites de méthodes exactes. Mais il en est autrement lorsque la
deuxieme constante ne se réduit pas, au signe pres, a 'unité; et alors
on voit disparaitre I'angle de polarisation complete, en sorte qu'il
n’existe plus d'incidence pour laquelle un rayon simple soit toujours
polarisé par réflexion dans le plan d’incidence, quel que soit, d’ail-
leurs, I'azimut primitif de ee rayon, €’est-a-dire I'angle formé avec le
plan d’incidence par le plan qui renferme le rayon incident. Dans ece
dernier cas, les lois de la polarisation se trouvent exprimées par des
formules que j’ai données dans la derniere séanee et qui renferment,
comme cas particulier, les formules de Fresnel relatives aux eorps
transparents.

Au reste, les diverses formules que je viens de rappeler supposent
Pexistenee d’un rayon réfracté qui se propage dans le second milicu
sans s'affaiblir. Cette supposition est toujours eonforme a la réalité
lorsque, les deux milieux étant transparents, l'indice de réfraction,
c’est-i-dire le rapport entre le sinus d’incidence et le sinus de ré-
fraction, est supérieur d Dunité; attendu qu’alors, en passant du
premier milieu dans le second, un rayon simple se rapproche de la
normale & la surface réflechissante. Mais ¢’est précisément le con-



EXTRAIT Ne 73. : b3
traive qui aura lieu si l'indiee de réfraction est inféricur & I'unité.
Alors, en effet, & Uinstant ol I'angle d’incidence, venant & croitre,
offrira un sinus égal a I'indice de réfraction, le rayon réfracté rasera
la surface réfléchissante. Si, 'angle d’incidence croissant encore, son
sinus devient supérieur a U'indice de réfraction, le rayon réfracté dis-
paraitra, ou plutot il s’éteindra en pénétrant & une petite profondeur
dans le second milicu; par conséquent, ce second milieu, qui était
transparent sous des incidences moindres, remplira les fonetions d’un
corps opaque, ct 'on obtiendra ce qu'on appelle le phénomene de la
réflexion totale, I'angle de réflexion totale n’étant autre chose que celui
qui a pour sinus l'indice de réfraction. La réflexion totale s’observe
toutes les fois qu’un rayon propagé dans D'air, apres avoir traversé la
premiere surface d’un verre ou d’un cristal, tombe sur la seconde sur-
face de maniere & former avet la normale un angle supérieur a celui
que nous venons d’indiquer.

Les formules que je présente anjourd’li 2 ’Académie sont relatives
a la réflexion totale produite, comme on vient de le dire, par la se-
conde surface d’un corps transparent. Ces formules renferment encore
les deux constantes, dont la premiere est l'indice -de réfraction, et
fournissent, lorsque la deuxieme constante se réduit, au signe pres, a
'unité, les résultats auxquels Fresnel était parvenu en cherchant, di-
sait-il, ce que I'analyse voulait indiquer par les formes, en partie ima-
ginaires, que prennent dans le cas de la réflexion totale les coefficients
des vitesses absolues déterminées dans I'hypothese de la réflexion par-
tielle. En vertu de ces mémes formules, azimut de réflexion se réduit
a l'unité, par eonséquent le rayon incident et le rayon réfléchi offrent
toujours le méme azimut dont la tangente trigonométrique représente
le rapport entre les amplitudes des vibrations mesurées perpendicu-
lairement au plan d’incidence et suivant ce méme plan. Donc la ré-
flexion fait varier seulement 'anomalie du rayon incident, ou, ce qui
revient au méme, la distance entre les nceuds de deux rayons plans
qui, par leur superposition, produiraient le rayon incident, et dont'un
serait polarisé suivant le plan d’incidence, 'autre étant renfermé dans



36 COMPTES RENDUS DE L'ACADEMIE.

ce plan. Done si 'on fait subir & un rayon primitivement doué de la
polarisation rectiligne une suite de réflexions totales sur des surfaces
perpendiculaires & un méme plan d’incidence, le dernier rayon réflé-
chi, quand il sera doué lui-méme de la polarisation rectiligne, offrira
toujours un azimut égal a celui du rayon incident; en d’antres termes,
ces deux rayons formeront avec le plan d’incidence des angles ¢gaux,
mais qui pourront se mesurer en sens contraire de part-et d’autre de
ce plan.

Quant a 'anomalie de réflexion, qui représente la différence entre
les anomalies des rayons réfléchi et incident, elle varie dans le cas de
la réflexion totale avec 'angle d’incidence, et s’évanouit : 1° lorsque,
I'angle d’incidence étant Pangle de réflexion totale, le rayon réfracté
rase la surface réfléchissante; 2° lorsque, I'angle d’incidence étant
droit, le rayon incident rase la méme surface. Entre ces limites, il
existe un angle d’incidence pour lequel 'anomalie de réflexion atteint
un maximum, et le supplément de ce maximum est précisément le
quadruple de I'angle de polarisation complete.

Pour qu’'un rayon soit polarisé circulairement, il suffit que son ano-
malie se réduise & un angle droit, son azimut en étant la moitié. De
cette remarque, jointe a la regle que nous venons d’énoncer, on con-
clut facilement qu’un rayon plan peut étre transformé en un rayon
doué de la polarisation circulaire par deux réflexions totales opérées
sur la surface intérieure du verre, sous un angle d’environ 52°, ou par
une seule réflexion opérée sur la surface intéricure d’un diamant,
sous un angle d’environ 33°. On se trouve ainsi ramené, d’une part,
a un résultat énoncé par Fresnel, et que cet illustre physicien a vérifié
a 'aide de I'expérience ; d’autre part, & une proposition que jai déja
indiquée dans une lettre adressée & M. Ampere (voir le Compte rendu
de la séance du 11 avril 1836) (*).

Je remarquerai, en finissant, que mes formules fournissent encore
le moyen de calculer des quantités qui, selon toute apparence, ne pour-

(Y) OLuvres de Cauchy, 8. 1, t. IV. — Extrait n° B, p. ar1.
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raient facilement se déduire d’expériences direetes, par exemple la

rapidité avec laquelle s’éteint la lumiere en pénétrant dans le second
des milieux donnés, et d’obtenir les lois de cette extinction.

ANALYSE.

Considérons, comme dans la séanee du 25 novembre (p. G79 et
suiv.) ('), deux milicux isotropes séparés par une surface plane que
nous prendrons pour plan des y, z; et eoncevons qu'un mouvement
simple et par ondes planes, mais sans ehangement de densité, se pro-
page dans le premier milien situé du coté des o négatives. Supposons
encore qu’a I'instant ot ee mouvement simple atteint la surface de sépa-
ation, 1l donne toujours naissance & un seul mouvement simple réfle-
chi et & un seul mouvement simple réfracté. Lorsqu’on prendra pour
axe des s une droite parallele aux traces des ondes ineidentes sur [a
surface réfléchissante, les équations symboligues des trois mouvements
simples, ineident, réfléchi et réfracté, se réduiront aux formules (1,
(2), (3) de la page 680 (), les valeurs des constantes imaginaires

K ah s Bt AL, B,
¢tant liées a celles des eonstantes

A B @

par les formules (6), (12) et (13) [ p. 682 et 683 (*)], et les valeurs des
eocficients

u=1tvy—i, v=vy—1, «
¢tant lices elles-mémes & I'angle d'incidenee < par les formules )
et (15) [p. 682 et 684 (*)], en vertu desquelles on aura non seulement
(1) t =k cos-, v=ksinr,
mais encore «? = k"* — ¢* = v* — k'® et, par eonséquent,

(2) w'?=Kk2sin2t — k'2,

(Y) OFuvres de Cauchy, S. 1, t. Y. — Extrait n® 70, p. 20 ¢l suiv.
(2) Id. 1d. p. 25.

(< 1d. 4. Pa2ziet o
(&) Id. . p. 27 et 2g.
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Lorsque les constantes réelles k, Kk vérifient la condition k"> k,
I'équation (2) fournit une valeur toujours négative de w'®, par consé-
quent, des valeurs toujours imaginaires de «'; et, par suite, quel que
soit I'angle d’incidence, le mouvement réfracté se propage sans s’affui-
blir. Alors aussi, en nommant <" angle de réfraction, et 6 I'indice de

réfraction, on a
v =k sinz = k’ sin?’,
3 | sint k'

( e= sint K’

par conséquent, la formule (2) se réduit &
u'?=Kk'?(sin?z' — 1) = — k'? cos?7/,
et on la vériﬁe, comme on devait s’y attendre, en posant
w=uv V=1, v'=k' cos7’.
Dans tous les cas, si I'on combine la formule (2) avee la suivante
4) k'= 6k,
on en tirera

5) u'2=k2 (sin2t — §2).

N
@

Si d’ailleurs on nomme = 'azimut et 3 'anomalie de réflexion, la pre-
miere des formules (45) [p. 6go ()] donnera

(6) tangm. V=1 =

n-[[ e

tandis que l'on tirera des formules (12), (13) et (35) [pages 682, 683
et687 ()]

©2

(02— uu') (( — —‘ﬁ) + (U +u)e? <l -t -]->
_) i‘_ VO ©) ©) ]
02 7 L)

(024 wad) (1 —_ ——,) + (v —u)v? (i -+ L,)
VO () ©

(1) OEuvres de Cauchy, S. I, t. Y. — Extrait n° 70, p. 36.
(2) 1d. Id. p. 27, 28 et 32.
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les valeurs de ©, © étant
g

'
2\ 2 3o\ 2
(S) 'O:(V'-’—— L > ) 'O':(V'"—— . > .

I |

Concevons maintenant que l'on ait
K=l

Alors I'indice de réfraction 6, déterminé par la seconde des formules
(3), deviendra inférieur & I'unité; et si I'on pose, pour abréger,

(9) Y = arcsinf,
I'équation (5) ne fournira une valeur négative de «'*, par conséquent
des valeurs imaginaires de «’, qu'autant que 'on supposera
<Y,
ou, ¢e qui revient au méme, sin< <_0. Sil'on a, au contraire,
t >4,

et, par suite, sinv >0, 'équation (5) fournira une valeur positive dew’*,
par conséquent deux valeurs réelles de «/, I'une positive, 'autre né-
gative; et la valeur négative de .« sera

10) '=—kU,

U désignant une constante positive déterminée par la formule

e S
=ksin® (z + ¢)sin* (s —

() U=k (sin?z — 62)

Alors le mouvement réfracté s’éteindra en se propageant dans le second
milieu; et I'amplitude des vibrations moléculaires, étant proportion-

nelle a lexponentielle
e—hU
L ’

décroitra en progression géométrique, tandis que l'on fera eroitre en
progression arithmétique I'abscisse x, c’est-d-dire la distance d’une
molécule a la surface réfringente.

Dans le cas gne nous considérons ici, lazimut et 'anomalie de ré-
flexion peuvent encore étre déterminés i I'aide des formules (6), (7)

OEuvresde C. —S.1,1. V. 7
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et (8). Si la nature des deux milicux est telle qu'un rayon simple se
trouve toujours, sous une eertaine incidence, completement polarisé

par réflexion, on aura

1
12) f=—1, f'=—1, — =o, = =l

\

et, par suite, les équations (6), (7) donneront

A s v
’ tangw.eWV -t = ———;
\'3) 8w ug_uu/7
puis, en ayant égard aux formules
u=kecosty—1, v=ksinty—r, w,—— kU,

on tirera de I'équation (12)

- e sin?7 + Ucosty—1
I\“) tﬂngm.e"\/—' = _—~——‘7——*\:‘
sinzt — Ucosty—1

On vérifiera la formule (14) en posant

(15) tangw =1
el
T
i R Tcost
10 o =z2arctang ———-
(16) U0 ginz2z

Si, dans I'hypothise admise, et en supposant les conditions (12) vé-
rifiées, on calcule, non plus seulement les valeurs de = et de 3, ou, ee

. . X ] | .
qui revient au méme, la valeur du mpportT, mais encore les deux

termes de ce rapport, I et], qui représentent les eoefficients de ré-
flexion d’un rayon renfermé dans le plan d’ineidenee ou polarisé sui-
vant ce plan, on reeonnaitra que les modules de ces coefficients se
réduisent, tout comme le module de leur rapport, a I'unité. Par eonsé-
quent, dans cette hypothese, les amplitudes des vibrations moléculaires
ne varient pas quand on passe du rayon ineident au rayon réfléchis ee
qui fait dire que la réflexion est totale. L'angle de réflexion totale est
I'angle d'incidence pour lequel la réflexion totale commence a se pro-
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duire, ¢'est-2-dire angle ¢ déterminé par la formule (g). Il suit d’ail-
leurs de la formule (15) que, dans le cas de la réflexion totale, azinmu
de réflexion se réduit a la moiti¢ d’'un angle droit, et par suite 'azimut
du rayon réfléchi a 'azimut du rayon incident. Quant & anomalie 5,
on la tire aisément des formules (11) et (16), ou, ce qui revient au
méme, de la suivante

sin® (< & ¢) sio? (c — )

sinttangz ’ 1\

0
(17) tang =

et comme, en vertu de ces formules, on aura encore

20 sin?s

3 eat  UBinss =48 —sipfz) [k 6%\ ® 1+ G2 6 \*
(18) tangs sin'r T\ 26 ) o o

il est elair que cette anomalie, qui s’évanouit : 1° pour = =1, 2° pour

™ o, M ™ o
== -»acquerra, entre les limites = = ¢, = = =, une valeur maximumn

pour laquelle on aura

(19) sin%t = Xy % e

1+ 62

Lorsque, les conditions (12) étant remplies, 'angle d’incidence =
reste inférieur a I'angle de réflexion totale, alors, pour que le rayon
réfléchi soit completement polarisé dans le plan d’incidence, il faut que

on ait [voir 1a formule (47), p. 691 ()]

.

PR E =

win

De cette derniere formule, jointe & la premiere des équations (2), on

conclut
tangr =4.

Dong, si I'on nomme ¢ I'angle de polarisation complete, on aura

{20) ¢ = arc tang?,

IS

; 0
et, par suite, la seconde des formules (19) donnera - = -~ — 29,
(21) T —0=49.

(') OEuwvres de Cauchy, S. 1, t. V. — Extrait n° 70, p. 37.
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Ainsi, dans le cas de la réflexion totale, Vanomalie maximum a pour

supplément le quadruple de 'angle de polarisation.

4.

TreoRriE DES NOMBRES. — Theorémes relatifs awx formes quadratiques

des nombres premiers et de leurs puissances.
C. R., L. X, p. 51 (13 janvier 1840).

Parmi les résultats auxquels je suis parvenu dans le Mémoire pré-
senté & ’Académie le 31 mai 1830, et inséré par extrait dans le Bulletin
des Sciences de M. de Férussac, il en est un qui a particulierement attiré
I"attention des géometres. Je veux parvler du théoreme suivant lequel
une puissance d’un nombre premier p, ou le quadruple de cette puis-

sance, peut toujours étre converti en un binome de la forme
x4y

lorsque, n é¢tant un diviseur premier de p — 1, el de la forme 42 + 3,
on prend pour exposant de la puissance le double du plus petit nombre
entier équivalent, abstraction faite du signe, et suivant le module 7, 4

celul des nombres de Bernoulli,

AL

e At
609" 11300 WIS *eh

dont le rang est représenté par le quart de n + 1. D'ailleurs ce méme
exposant a pour valeur exacte, ou la différence entre le nombre des
résidus et le nombre des non-résidus inférieurs a la moitié du module 7,
ou le tiers de cette différence, suivant que ce module divisé par 8
donne pour reste 7 ou 3. Or non sculement la proposition que je viens
de rappeler renferme, comme cas particulier, un théoreme remarquable
¢noncé par M. Jacohi dans le Journal de M. Crelle, mais il est bon d’ob-
server qu’elle se trouve elle-méme comprise dans une proposition plus
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générale qui me parait digne d’étre signalée, et que je vais énoncer en
peu de mots.

Supposons que, n représentant toujours un diviseur impairdep — 1,
ce diviseur n soit encore de la forme 4a -+ 3, mais cesse d’étre un
nombre premier. Soit d’ailleurs 2 'un quelconque des nombres entiers,
premiers a »n et inférieurs & ;2. Lorsqu’on prendra successivement
pour modules les divers facteurs premiers de ., que nous supposerons
inégaux entre eux, /% pourra devenir plusieurs fois un non-résidu qua-
dratique, et ce nombre de fois pourra étre ou pair ou impair. Cela
posé, comptons les valeurs de 4 qui se trouvent dans P'un des cas, et,
du nombre de ces valeurs, retranchons le nombre de celles qui se trou-
vent dans Pautre. Le quadruple de la puissance de p qui aura pour ex-
posant, ou la différence obtenue, si n est de la forme 8 + 7, oule tiers
de eette différence dans le cas contraire, pourra toujours étre converti
en un binome de la forme x? + ny?; et I'on pourra elfectuer immédia-
tement cette conversion en multipliant 'un par I'autre, dans un certain
ordre, les facteurs primitifs du nombre premier p.

Des théoremes analogues sont relatifs an cas ot le nombre n serait
pair, ainst qu’au cas ol n, étant impair, serait de la forme fa + 1,
pourvu que, dans ce dernier cas, le nombre p — 1 soit divisible par 4.

ANALYSE.
p étant un nombre premier,
n un diviseur impair de p — 1, en sorte qu'on ait p — 1 = nw,
f une racine primitive de I’équation x* =1,
¢ une racine primitive de I'équation " =1,
¢ une racine primitive de I'équivalence 27~'=1 (mod. p),
et 2, k£ des quantités entieres,

posons

(1) Op =0 + ph§t 4 p2h 00 4. 4 p(p—2hger—t
et

(2) Bnines 9250
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In vertu des principes exposés dans le Bulletin des Sciences de M. de Fé-
russac (septembre 1829) et rappelés dans la séance du 28 octobre
dernier ('), on aura : 1° en supposant % divisible par n,

3 Or=0p=—1;

2° et supposant & non divisible par 7,

(1) 040 _p=(—1)74p, Rp,on=—(—1)74p.

On trouvera par suite, en supposant 4 ou & divisibles par 7,

f

[5) Rpp=—1,

et, en supposant 4, £, ainsi que 4 + &, non divisibles par 7,

(6) Ra, i Ron, = p.
De plus, si 2 est pair, alors la valeur de

0,=0 ,=0—6t46—_ 4 607" _for—*

2 2

sera déterminée par la formule
Pt
o (6 — 0t 68— L - OGP — G 2= (— 1) 2 p,

4/ \

Lnfin nous désignerons, avee M. Legendre, par la notation
h
I)

p—1 >
par le nombre p, et par suite I'on aura

2

le reste de la division dc /2

o= ou i )t

selon que 2 sera résidu quadratique ou non résidu quadratique suivant le

module p.

(1) OFuvres de Cauchy, S. 1, t. IV. — Extrait n° 64, p. 506.

Pour obtenir les formules que nous donnons ici, il suffit de remplacer, dans celles que
renferme le Cowpte rendu de la séance du 28 octobre, & par =k, et & par =k, puis d'écrire,
pour abréger, ©,, 0, Ry, z, au lieu de Ogp, Ok, Ron,ok.
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Cela posé, considérons d’abord le cas ol » est un nombre impair, et

sotent

les facteurs premiers de 2, que nous supposerons, pour plus de sim-
plicité, inégaux entre eux. Concevons d’ailleurs que, A étant un nombre
entier, premier i #, on pose, avec M. Jacobi ('),

()= )6

Parmi les nombres entiers, inférieurs a n ct premiers a 7, les uns

4
h, I, I, ...

voritieront la condition

les autres
vérifieront la condition

Cela posé, faisons

I =0400p..., J=04060,m..

i

Ni=n (1—l> (l—l,) (1— i,,)
v Y V)

le nombre des entiers inférieurs & n et premiers & 2. Si le diviseur »

et soit

de p — 1 est de la forme 4x + 1, on aura
(%)
— =1,
. n
-0 -0
SRl My
\ @ n n n
et par suite, en vertu de la premiere des formules (4,
§
(8) T=p', J=pt.

(Y) Comptes rendus des séances de I'Académie de Berlin, octobre 1837.



36 COMPTES RENDUS DE L’ACADEMIE.

Mais il n'en sera plus de méme, lorsque n sera de la forme 4 + 3, et
que l'on aura en conséquence

Soient, dans ce dernier cas,

A, ou A, ou A’
ce que devient le polynome

6 — G- 68— 4GP — gere,

quand on y substitue & p le nombre premier

v, ou ¥, ou v, ...,
a 0, une racine primitive de 1'équation

V= 0, ou P =, ou GV =1, ce

cufin, & ¢, une racine primitive de 'équivalence
2v =1 (mod.v), ou 2 '=1 (mod.y’), ou V' -i=, (mod. v,
On trouvera

9 2l = A+ BANA” .., o = A - BANA”. ...

A, B désignant deux quantités entieres, qui, pour certaines valeurs de z,
pourront étre divisibles par p ou parune puissance de p. Comme on

aura d’ailleurs

y—1 v —1 =1
Ar=({—1) ® y, AY S H Fofe A"t = (—1) o ;
v'—1+v"—l+_ v — il
il T S I
par conséquent
n—1
(10) (A NNER L e (e 1) T s

ct de plus, envertu de la premicre des formules (4),

Z

f11) lJ:pL"’,
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on tirera des équations (9) et (10), en supposant z de la forme 4.x + 3,

N
12) ip: = A2+ nB2.
Coneevons maintenant que 'on ait
n=4w'y,
v, ¥, v", ... désignant toujours des facteurs premiers impairs, et suppo-
sons que, A étant un entier premier A n, par eonséquent impair, on
représente par '
(/t‘
i

la quantité + 1 ou — v a laquelle on peut réduire le reste de la divi-
sion de Z par 4. Posons d’ailleurs généralement

E)=E6)E) )

Enfin partageons les entiers inférieurs & 2 et premiers & n en deux
groupes
hy, b, A", ... et ko b, K,

k4

les termes du premier groupe étant ceux qui vérifient la condition

G)="

et les termes du second groupe, ceux qui vérifient la condition

(£)=

\

En raisonnant comme ci-dessus, désignant par

le nombre des entiers inférieurs a », mais premiers a n, et posant tou-
jours
y l:(‘)h@hr@h‘/,,.’ J=0,0,9...,
OFEuvresde C,—S. 1. t. V, . 8
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on trouvera, si n est de la forme 42 + 3,

N N
4

(13) e, =%

i

Siau eontraire n est de la forme 42 + 1, on obtiendra la formule

N
(14) Pr=A4+ Y.L B2,
ou, ¢e qui revient au méme, la formule
2 n
\l;) p2:;\2+7B2,

A, B étant des quantités entieres, qui pourront étre divisibles parp ou
par une puissance entiere de p.

SuppOSOIlS encore
n=S8wy ...,

v, ¥, ", ... étant des facteurs premiers impairs. Alors le nombre des
entiers inférieurs & n et premiers i n sera toujours

n 1 I
N:—(l——)(l-——7>"'
2 v) \ v
Coneevons d’ailleurs que P'on partage ces entiers en deux groupes

L, b, N, ... s VA2 oo

en placant dans le premier groupe ceux qui, étant de la forme 8 + 1
ou 8.r + 7, vérifient la condition

( RN
w'v"...) ol

\

et ceux qui, étant de la forme 8x + 3 ou 8« + 5, vérifient la condi-

tion
(7 )
T i =7 4o
Wiy,

Alors, en supposant toujours

I —=0,040u..., J=0,06p0m...,
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on trouvera, si n est de la forme 4o + 1,
N_"
Ii= p*%, J=p,
et, si n est de la forme 4o + 3,

(16) : pr=A2+ow'v" ... B2,

ou, ce (ui revient au méme,

[

7 n
1~) [) :A2+7 B29
]

A, B désignant des quantités entibres qui peuvent étre divisibles par p
ou par une puissance de p. Pour rendre la formule (17) applicable au
cas ol n serait de la forme 42 + 1, il suffirait de prendre pour

[} 1t
thex U001 U

cenx des entiers, inférieurs i n et premiers & n qui, étant de la forme

8a -+ 1 ou 8a + 3, vérifient la condition

a = -
U‘II’J” == ’

et ceux qui, étant de la forme 8a + 5 ou 8a + 7, vérifient la condi-

tion

Soit maintenant

la plus haute puissance de p qui, dans les formules (12), (15), (17).
divise simultanément A et B. Si I'on pose

SNl B :[f'-_}'
(ol

p.:%—z).,

ces formules donneront respectivement : 1° pour n =w'v".. .,

(18) Gpt==z2+ ny?;
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2° pour n = 4w'v’... ou pourn = 8w'v" ...,
23 ’l 2
(19) PH:I-+7}]‘-’

x, v étant des nombres entiers, non divisibles par p.

I reste a expliquer comment on peut obtenir dans chaque cas la
valeur de I'exposant p.

Or, parmi les entiers premiers & n, mais inférieurs a § n, les uns.

dont nous désignerons le nombre par ¢, appartiendront au groupe
hy, I, W, L,
les autres, dont nous désignerons le nombre par 7, au groupe

N /1 S

7 7. 4d N
et, comme le nombre total de ces entiers sera évidemment 5 les nom-
hres ¢, j vérifieront la eondition
I SN
{20) L4 )= —.
¢ 2
Cela posé, sil'on étend a tous les eas la méthode de ecaleul que nous
avons suivie dans le Mémoire du 3r mai 1830, lorsque n était un
nombre premier de la forme 42 + 3, on arrivera aux conelusions sui-
vantes.
St le nombre n est impair et de la forme 42 + 3, Pexposant p. se vé-
duira simplement a la valeur numérique de la différence

i—J,
ou au tiers de cette valeur numérique, suivant que n divisé par 8 don-
nera pour reste 7 ou 3.
. . . e 1
Si, le nombre n étant divisible par 4, - est de la forme 4a + 1, ou
4

sin, étant divisible par 8, donne pour quotient un nombre impair, I’ex-
posant p. se réduira simplement & la moitié de la valeur numérique de
la différence ¢ — .

Quant aux valeurs entieres de x propres i vérifier les formules (18 ).
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(19), on les déduira, si » est impair, de la formule

iR T ]
(21) x? --1)E'~<2—|—J+-1>a

et, si n est pair, de la formule

{ 2-~‘I_ w 1 '1\.
(22) St (2-!—']—1—])

St d’ailleurs on pose, pour abréger,

Ree Ravnr . o,

(33) '
Q = Bk.k R/r'./u’ RN

i

on trouvera : 1° en supposant 2 de la forme 8x + 7,

(24)

(@5 — =

3> en supposant n divisible par 4 ou par 8,

y P

Q

wi W

(26)

] -
i

[l est bon d’observer que les seeonds membres des formules (21),
(22) peuvent étre réduits, en vertu de la formule (2), a des fonctions

rationnelles de g. Cela posé, si, dans ces seeonds membres, on remplace

la lettre 5 qui représente une raeine primitive de I'équation
‘z-ll == f]
par une racine primitive » de I'équivalence
a?=1 (mod.p,

alors, en ayant égm‘d a la formule (6) et aux principes établis dans
Particle déja eité dans le Bulletin des Sciences, on obtiendra facilement

un nombre équivalent & x* suivant le module p; puis on en déduira
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immédiatement la valeur de 22, sip. se réduit a unité. Mais si g sur-

passe I'unité, alors, pour déterminer », on pourra,

ou recourir direc-

tement a Péquation (21) ou (22), ou bien remplacer dans le second
membre de cette équation la lettre p par une racine primitive de P'équi-

valence
ar=1 (mod. p¥*).

Pour montrer une application des formules précédentes, supposons

n = 8. On aura

-~
|
=
i
V\JJ
=
l
S
-~
I

= j:(), =

I :91(')3:“1,3(')'., -]——(’);;97 :]‘5,7@'-,

] - 1{1,3 ]l“"
J7 Res Ry

et, par suite, les formules (19) et (22) donneront

P X222,

,2_1)<,, R R
R IR R

Si, dans la derniere formule, on remplace la racine primitive ¢ de

I’équation
S ==

par une racine primitive r de I'équivalence
z8=1 (mod. p),

alors on devra remplacer aussi R;; par le rapport
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, s & Y ,
la valeur de o étant - g— et Pon pourra prendre en conséquence
i RS 2. SP AV
x == - - : i : (mod. p).
SHEeE Fo) (2B ’

Ces conclusions s’accordent avee une formule donnée par M. Jacobi.

Les seuls cas auxquels les formules (18) et (19) ne soient pas appli-
cables sont : 1° le cas o I'on supposerait n = 3; 2° le cas ot I'on sup-
poserait n = 4. Dans le premier cas, ot 'on a

=1 lh =2 =1 H—{o) i—j==1,
on doit prendre p. = 1 = { — j; et alors, en partant de I'équation
o= R|,| R. 2,

2,2

on est conduit aux formules

4]):.2‘2-5—3"}"2, x:i TR T g )

données par M. Jacobi (Journal de M. Crelle, 1327).
Dans le second cas, ou 'on a

b= 1, fa== 355 A= =0, [—"jzl,

on doit encore prendre p. =1 =1¢—j; et alors, en partant de [équa-

tion
P = Ry, Ry,s,

on est conduit aux formules

B Pdol D45
== z2 4 y? r=m— ———)
e %y 2 {t.2...@)*

qui ont ét¢ obtenues par M. Gauss, dans son bean Mémoire sur la
théorie des résidus biquadratiques (avril 1825) ().

(1) Foir les Mémoires de Gottingue, de 1827.
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Nous indiquerons dans un autre article diverses conséquences re-
marquables qui peuvent encore se déduire des formules ci-dessus éta-

blies.

e
{9.
Tutorie pEs NOMBRES. — Observations nouvelles sur les formes quadratigues

des nombres premiers et de leurs puissances.

C. R., t. X, p. 85 (20 janvier 1840).

Les divers théoremes énoncés dans le Compte rendu de la dernierve
séanee, et relatifs aux formes quadratiques de certaines puissances
des nombres premiers ou du quadruple de ces puissances, peuvent
¢tre aisément établis & I'aide des considérations suivantes.

§ I. — Somne des racines primitives d'une équation binéme.

Fonctions symétriques de ces racines.

Soient

n un nombre entier quelconque,

h, k, 1, ... les entiers inférieurs a n, et premiers & n,

N le nombre des entiers 4, £, Z, ...,

s une racine primitive de I'équation

1) =1,

Les diverses racines primitives de la méme équation seront
2 S L

Nommons $ la somme de ces racines, en sorte qu’on ait

[2) S=phtphq4plg . ...

Si nse réduit & un nombre premier impair v, ou i une puissance d’un

semblable nombre, alors, pour obtenir s, on devra former la somme
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totale des racines de 'équation (1), et de cette somme retrancher celle
des racines de ’équation

v x'=1.
Or comme, la premicre de ces deux sommes étant toujours nulle, la
seconde offrira pour valeur 'unité ou zéro, suivant que I'on aura

n—v ou n>v,

il est clair qu’on trouvera

S=—1,

si 2 est un nombre premier impair, et

S —=o0,

st n est le carré, le cube, ... d'un tel nombre. La supposition n = »
donnerait évidemment

I

Si n représentait une puissance de 2 supérieure a la premiere, alors,
en vertu des formules

h

(3) P =—

les valeurs de
plz’ pk’ pl’
seraient deux a deux égales, au signe pres, mais affectées de signes
contraires, et par suite on trouverait encore
S—=0k
Enfin, si 2 était un nombre composé queleonque, en sorte qu'on et

1) n—vay'by’e,

ey

a, b, c, ... désignant des exposants entiers, etv, v/, v/, ... des facteurs
premiers dont I'un pourrait se réduire & 2; alors une racine primitive
quelconque de I’équation (1) serait le produit de facteurs correspon-
dants a

D L 7 SR TS

OFuvres de C. — S.1,t. V. )
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et dont chacun représenterait une racine primitive de I'une des équa-
tions

yh

o)) =1, =10, =,

Done alors la valeur de s, correspondante & I'équation (1), serait le
produit des valeurs de s correspondantes aux équations (5). Tl est ais¢
d’en conclure : 1° que, si 2 est un nombre pair ('), ou impair, divi-
sible par un carré, la somme s des racines primitives sera tonjours
nulle; 2° que si 2 est un nombre pair on impair, dont les facteurs pre-
miers v, v/, v/, ... soient inégaux entre eux, la somme $ sera équiva-
lente i — 1, quand les facteurs premiers v, v', v/, ... seront en nombre
impair, et i +1 quand ces facteurs premiers seront en nombre pair.

Ainsi, en particulier, la somme des racines primitives sera — 1 pour

chacune des équations
x2=1, 20=1, Y= [, 4% == 0, == 0y boog

zéro pour chacune des équations

ZI=1, = [ A==, 7708 =1, gpli== g s
el 1 pour chacune des équations
xh=1, 20—, xih—r, xli=1, 2 —1, x22=,

Quant au nombre N des racines primitives, correspondant a la va-
leur de n fournie par I'éguation (4), il sera, dans tous les cas, donné

par la formule
(6) N =yamtybmryre iy — ) (v =) (¥ —1), ...,

/A

ou, ce qui revient au méme, par la formule

) ;:/_l<.__l<__'_.
(7) N n(u y> \1 v'> ‘1 7

Ce nombre sera donce toujours pair, 2 moins que I'on n’ait n = 2, et
par suite N = 1.

(1) Cette partie de la conclusion peut encore se déduire généralement des formules (3 ).
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n’ élant un entier distinet de 2, et o le plus grand eommun diviseur
de n, 2, on peut toujours trouver des nombres entiers «, ¢ propres i

vérifier la formule
nu—n'v=on.

Cela posé, toute racine commune aux deux équations
xrh— iy it —

devra évidemment vérifier encore I'équation plus simple 2~ — 1,

ou
MBUN==] T

Réciproquement, toute racine de la derniere équation devra encore
vérifier les deux autres. Or, comme le diviseur commun o ne variera
pas, si, »” étant un nombre composé, on efface dans »’ un facteur pre-
mier a n, il est clair qu’apres une telle suppression I'équation

' =1

continuera toujours de subsister. Ce principe étant admis, soit . un
nombre premier a ». Si on a

pmh — pmk par conséquent  pmih=h) —

h, k étant premiers a n, et inférieurs i n; alors o, devant vérifier si-
multanément I'équation (1) et la suivante

axm(h—h) — s

sera, d’apres ce qu'on vient de dire, une racine de I'équation

xk—h — o

On aura done
= ou pli=1g:

Done, si ¢* differe de ¢, o"* devra différer de 3™, Donc, en supposant,
comme nous le faisons, (ue

(o e s

représentent des nombres distincts, inféricurs i 2 et premiers i 2, on
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pourra représenter les N racines primitives de I'équation (1), non seu-
lement par
A R
mals encore par
th’ pmk’ pml, R

m pouvant étre lui-méme un quelconque des nombres %, £, 4, ...; et
la seconde suite offrira les mémes termes que la premiere, mais rangés
dans un ordre différent. En multipliant de nouveau chaque exposant
par /n, une ou plusieurs fois, on obtiendra d’autres suites qui seront
elles-mémes propres i représenter les racines primitives, savoir

m*h mk m?l
RESer R Suls Il o

3 3 3
pm h’ pm k’ pm l’

Done les termes de la suite
piz, Pm}z’ pmf/z’ R

dont les exposants croissent en progression géométrique, représente-
ront autant de racines primitives distinctes qu’il y aura d’unités dans
I'exposant « de la plus petite puissance de 7z propre i vérifier I'équiva-
lence

(8) mt=1 (mod. n).

St n est un nombre premier impair ou une puissance d’un tel nombre,
alors, m étant premier i n, on trouvera

t =N,

ct en conséquence les racines primitives de I’équation (1) seront égales
aux différents termes de la suite

Ph, pmh, pm’/:, iy PmN——I/,’
qui se réduiront en particulier a

2 N
Py pm’ pm : 2al Pm‘ "
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lorsqu’on prendra, comme on peut le faive, 2 = 1. Si 2 est précisément
un nombre premier impair, on aura

N=n—r,

et dans ce cas les diverses racines primitives pourront étre représen-
tées par les divers termes de la suite

2, Pm, Pm-, TR Pm"‘-’

o désignant 1'une quelconque de ces racines, et 22 un nombre entier
quelconque, premier i n. Done alors les termes de la suite

e n—2
‘o, P"l’ P)IL 0 00 0g pnl o

dans laquelle les exposants croissent en progression géométrique, se-
ront les mémes, a l'ordre pres, que les termes de la suite

2

p, p.., p3, oK Gl Pll—l,

dans laquelle les exposants croissent en progression arithmétique.
Soit maintenant
f(p)

une fonction entiere de la racine primitive ¢ de 'équation (r). On
pourra toujours, dans cette fonction, réduire I'exposant de chaque
puissance de ¢ 2 un nombre entier plus petit que 7, et poser en consé-

(lUEllCC
(9) f(p)=ao+ap+asp?+...+au_p"",

g5 ), Ay, - .., 2, désignant des coefficients indépendants de ¢. Sup-
posons d’ailleurs que les différents termes du polyndme représenté par
f(2) se transforment les uns dans les autres, quand on y remplace la
racine primitive p par une autre racine primitive ¢”; f(¢) sera ce qu'on
peut nommer une fonction symétrique des racines primitives de I'équa-
tion (1). Or, én écrivant successivement a la place de o chacune des
racines primitives
ot s e
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on reconnaitra que, dans f(o), ecux des termes de chaeune des suites

ch, Gk, gl

h ’ b b
rf).‘/t’ p2lx’ p_l ,
pM, pfl/x" p:;l’ s

qui sont distinets les uns des autres, doivent avoir les mémes coelti-
cients. D’ailleurs ees mémes termes se réduisent tonjours aux diverses
acines primitives de I'équation (1), ou du moins d’une ¢quation de la
forme

10 o &= == Iy

o étant un diviseur du nombre n qui peut devenir égal a ee méme
nombre. Done, dans {(z), les diverses racines primitives de I'équa-
tion (10) devront offrir les mémes eoefficients; et une fonction syme-
trique des racines primitives de I'équation (1) se rédwira toujowrs a une
Jonction linéaire des diverses valeurs que peut acquertir la somme des ra-
cines prinutives de I'équation (10), quand on prend successivement pour
chacun des diviseurs du nombre n, y compris ce nombre lu-méme. Si par

exemple 7 se véduit & un nombre premier, alors la suite
et oh
renfermant les mémes termes que la suite
T T

les termes de cette derniere devront offrir, dans f(z), des eoefficients
égaux, et 'on aura en conséquenee

Q== aqx2=...=AQau-1,
1) flp)=ao+a,(p+p'+ ... +pt ).
S . — Somme alternée et fonctions aliernées des racines primitives

d’une équation bindme.

Supposons a présent que, dans le eas ou 'on remplace la racine

primitive ¢ de Péquation (1) par une autre racine primitive ¢ de la
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méme équation, les différents termes eontenus dans f(p) se transfor-
ment, au signe pres, les uns dans les autres, et que deux termes, qui

se déduisent ainsi I'un de I'autre, se trouvent toujours affectés du
meéme signe pour eertaines valeurs '

e ilh’y . U
‘du nombre m, mais alfectés de signes contraires pour d’autres valeurs
5]
/f, /1", /i‘”,

du méme nombre; en sorte que, sous ce point de vue, les entiers in-
férieurs & n, et premiers i n, savoir,

/l, /t', [, 0o
se partagent en deux groupes
W % % oo et o I S e

Alors dans f(¢) le eoefficient a, s’évanouira nécessairement; et (g
sera une fonetion linéaire, non plus de chacune des sommes

ot 4 pk +pf 4+ ...,
P+ ph-p2 .,

3h 3k 30
piA= pPAl p30 AT

mais de chacune des sommes algébriques

( h At ” Jt Kk
\p +pt 4ph” 4 —phk — M .
2k 2h’ 28" 2k (MRS
(12) MO P RT RIS b pMapth otk L
’ palz+ p:;/z' e p:;lz" SN e = pak_ psk'__ Psk"_ bbb

oir 'on ne doit admettre que des termes distinets les uns des autres,
propres a représenter les diverses racines primitives de I'équation (10),
pour une cerlaine valeur de o, et pris en partic avee le signe -+, en
partie avee le signe —. D’ailleurs, les termes que précede le signe -+
devant se ehanger en ceux que préeede le signe —, quand on rem-
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place ¢ par o™, les termes de 'une et I'autre espece devront étre en
méme nombre dans chacune des sommes algébriques dont il sagit,
aussi bien que dans la fonetion f{(o); et si, dans eces sommes ou dans
cette fonction, on fait suecéder a un terme précédé du signe + un
terme correspondant précédé du signe —, on pourra obtenir une suite
de termes alternativement positifs et négatifs. Pour cette raison, nous
désignerons sous le nom de fonction alternée et de sommes alternées la
fonction f(s) et les sommes (12), dont chacune peut acquérir seule-
ment deux valeurs et deux formes distinetes, quand on y remplace
une racine primitive par une autre. Cela posé, si I’on désigne par A la
somme alternée des racines primitives de I'équation (1), A sera la pre-
mitre des sommes algébriques (12), en sorie qu’on aura

13) A=ght+ o+ "+ ... —ph—p¥ — b —
Or eomme, dans cette somme, les termes

J It o 0 11
e ey P . PR M,

seront tous distinets les uns des autres, et en nombre ¢gal a N, le
nombre des termes positifs ou des entiers

o NI, T eoc

et le nombre des termes négatifs ou des entiers

k, k', K’

’

devront y étre séparément égaux a 57 € qui suppose N pair.
St n se réduit au nombre 2, I'équation

x2—1

n'oflrira qu’une seule racine primitive ¢ = — 1, avec laquelle on ne
pourra composer une fonction alternée, ou une somme alternée,
puisque N cessera d’étre pair, en se réduisant i 1'unité.

Si n est un nombre premier impair, les sommes (r2) se réduiront
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toutes a la premiere, et par suite (o) sera de la forme/ 11(
NIy
(14) flp) =al, NSy a i

¢’est-i-dire que la fonetion alternée f(¢) sera proportionnelle a Tasomme
alternée A des racines primitives de 'équation (1).
Observons maintenant que si 'on prend pour 72 I'un des nombres

lt", /1’, ]i‘”, ey

les termes ¢ et ™%, ou g™ et p™*, ou ¢ et ™™, ..., eomparés deux i
deux, devront étre généralement affeetés de signes contraires dans le
seeond membre de équation (13); et puisque ¢* y est affeeté du signe
-+, "% devra s’y trouver affecté du signe —, ¢"" du signe +, " (u
signe —, .... Done la somme alternée A sera représentée en partie ou

en totalité par la somme algébrique
ph s pmlz it Pnﬁh = Pnﬁlz = s I pm‘_'lz’

que l'on réduira simplement a

([5) p_pl}t+P1)z’_“‘_pf;;“’

en prenant, eomme on peut le faire, 2 = 1. Dans lasomme (15), comme
dans I'équation (8), m* désigne la plus petite des puissances de m qui
soit équivalente a I'unité suivant le module n.
Sin estun nombre premier impair, ou une puissance d'un tel nombre,
alors les entiers
/l, It‘, [, 00 06
inférieurs a n et premiers a n, vérifieront ’équivalence

(16) x2¥=1 (mod.nr),

les uns étant résidus quadranques, et racines de U'équivalence

N
22

>

les autres non-résidus quadratiques, et racines de I'équivalence

CEuvresde C.— S. 1, t. V. to
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Dailleurs, m étant 'un quelconque des nombres 4, £, /, ..., la substi-
tution de ¢" & » changera non seulement o en ¢”, mais aussi p” en g"*;
et par suite, dans la somme alternce A, ¢ devra étre précédé du méme
signe que g. Done, sig y est précédé du signe +, on pourra en dire
autant de toutes les puissances de ¢ qui offriront pour exposants des ré-
sidus quadratiques; et, comme le nombre de ces puissanees sera pré-

., N . .
cisement o les autres puissances, qui auront pour exposants des non-

résidus quadratiques, devront étre toutes affectées du signe —. Done
alors les nombres 4, £/, ..., et par suite le nombre 7, dans la somme
(15), ne pourront étre que des non-résidus. D'ailleurs, si I'on prend
pour m un tel nombre, on aura « = N; par conséquent la somme (15),
renfermant autant de termes que la somme A, représentera en totalité
cette derniere somme; et la valeur de A, réduite &

1) A=p—pmggm— pom’ !

sera effectivement une fonetion alternée des racines primitives de I'équa-
tion, attendu qu’elle acquerra seulement deux valeurs égales, au signe
pres, mais affectées de signes eontraires, lorsqu’on y remplacera suc-
cessivement la racine primitive p par I'une des autres raeines primi-
tives

N-1

[ Pm:, e LTS T D
Sin se réduit & un nombre premier impair, on aura N =n — 1,
]8) A—rnr— P 4 Pm’ SELR) Pt pm"""’

i

et d’apres un théoreme de M. Gauss, rappelé dans une précédente

séance,
n 5
‘19) A= (—1) ® n.
Mais, s1on a
TVE XV

v étant un nombre premier impair, et @ un entier supérieur a l'unité,

on trouvera
N=ya1(y —1),
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et, m étant un nombre quelconque premier a 7, les divers termes de la
progression arithmétique

m, m-4y, m-42v, ..., mA (¥ i—1)y
seront tous a la fois résidus quadratiques ou non-résidus quadratiques.

Or, la somme des puissances de g, qui auront pour exposants ces
mémes termes, se réduisant a

et ces puissances étant les seules qui, dansla somme alternée A, oflvent
des exposants équivalents i »2, suivantle module v, il en résulte que, en
supposant n = v*, on obtiendra une valeur nulle de A. Alors aussi I'on
obtiendra encore des valeurs nulles pour celles des sommes (12) quine
se réduiront pas i la somme ® des racines primitives de I'équation

SEV=] o

Done, lorsque 2 représentera une puissance quelconque d’un nombre
premier impair, non seulement on aura
20) AF=10"
mais de plus f(p) sera de la forme
(a1) f(p) =a®.

Nous avons déja observé qu'il n’existe point de somme alternée des
racines primitives de I'équation (1), dans le cas oli 'on suppose n = 2.

Mais il n’en sera plus de méme quand on prendra pour 22 une puissance
de 2. Concevons qu'alors on réduise toujours I'un des nombres

h, I, I,
a I'unité. Si, pour fixer les idées, on suppose # = /4, on trouvera

I ==1]

e AR
et

(5]
5

A=p—p?
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sera une somme alternée des racines primitives de ’équation
==l
Cette méme somme, égale a 2p, vérifiera d’ailleurs la formule

(23) A2—=— 4.

Si 'on suppose n = 8, on pourra prendre

h=r, =13 = =15
ou bien

=1 la=15; =85 Fri=p
ou enfin

=Tl ha= =3 W=

et obtenir ainsi trois sommes alternées des racines primitives de I’équa-

tion
x8—=1.

De ces trois sommes alternées, la premiere, savoir

(24) A=p+p*—p'—p,

la seconde, savoir

(26) A =p+pt—p’—p7,
se réduira simplement a

(27) Ly =25,

et la troisieme, savoir

(=2 A=p+p"—p*—pf,
vérifiera la formule

(29) A2—8.

Enfin, si 2 est une puissance de 2 supéricure a la troisieme, alors, en
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partant de la formule
frsilimss o,

p

on reconnaitra que toute somme alternée des racines primitives vérifie
la formule (20), ou
N= o
in résumé, si 2 est un nombre premier ou une puissance d'un tel
nombre, A sera nul, & moins que n ne se réduisc 4 4oud 3, ou a un
nombre premier impair.
D’ailleurs, dans ce cas, on aura toujours A* = == n, savoir

A=,

si 2 est de la forme 4 -+ 1
) A= —n,

si nest égal & 4, ou de la forme 4o + 3; enfin

2

A2=np, ou A= —p,
si n est égal 2 8.

On peut encore s’assurer facilement que, dans le cas ou, n étant |
ou 8, A* se réduit A +n, oud — n, les sommes (12) s'évanouissent
toutes 2 l’e§cepti0n de la premiere. Done, alors, une fonction alternée
des racines de I'équation (1) est encore proportionnelle & la somme
alternée de ces racines.

Quand rn est un nombre composé, alors, pour obhtenir une somme
alternée des racines primitives de I'équation (1), ou une valeur de A
correspondante i cette équation, il suffit de multiplier les unes par les
autres des valeurs de A correspondantes séparément a chacune des
équations (5), en laissant toutefois de coté I'équation

S
2=

lorsque le facteur n est une seule fois divisible par le nombre 2. Le
produitainsi obtenu ne pourra différer de zéro, en offrant pour carre
= n, que dans le cas ol les facteurs premiers et impairs de » seront
inégaux, le facteur pair étant 4 ou 8. Dans le méme cas, une fonction



78 COMPTES RENDUS DE L’ACADEMIE.

alternée f(¢) des racines primitives de I'équation (1), étant nécessaire-
ment une fonction alternée des racines primitives de chacune des équa-
tions (5), sera tout & la fois proportionnelle aux diverses valeurs de A
(qui correspondent a ces diverses équations. Done f(¢) sera proportion-
nelte au produit de ces valeurs; et comme le carré de ce produit sera

-+, on aura

30! [f\p]-’ = S8 LIRS

a désignant le coefficient de ¢ dans f(¢).

S NI — dpplication des principes établis dans les parvagraphes précédents.

Concevons a présent que, p étant un nombre premier impair, 2 dé-

signe un diviseur de p — r. Aux divers entiers
,l, It', [, e

inférieurs & », mais premiers 4 », correspondront autant de facteurs
primitifs du nombre p représentés, dans le Compte rendu de la derniere
s¢ance, par

Bts g e
Soient d'ailleurs N le nombre des entiers 4, £, /, ..., s une des racines
primitives de I'équation (1), et concevons qu’avee les diverses racines
primitives

/

Ph ! p/." P o

de la méme équation on forme, s’il est possible, une somme alter-
née A, dont le carré A* soit égal & = n. Enfin partageons les exposants
des diverses puissances de s dans ces racines primitives, ¢’est-i-dire

Jes entiers
fis T et 1

en deux groupes
hy I, k", ... etk K, k", ...,

en placant ces entiers dans le premier ou le second groupe, suivant
que les puissances correspondantes de p se trouvent affectées du signe
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+ ou du signe — dans la somme alternée A. Les faeteurs primitify
0n, Ox, Oy
se trouveront eux-mémes partagés en deux groupes
On, O Opr, ... et 0y, O, Op, ...

et, si I'on pose

1 =0,0,04 .. 3 J =000, ..,

on reconnaitra que
b+

est une fonction symétrique des racines primitives de U'équation (1, et
11—

une fonetion alternée de ces mémes raeines. On aura par suite

et eomme on aura d’ailleurs

N
I = p3,
on trouvera encore
§
(31) 4p*= A nB2

La formule (31) se rapporte au eas ot I'on a A* = == n, ¢’est-d-dire au
eas olt, les facteurs impairs de n étant inégaux, le facteur pair se ré-
duit 2 'un des nombres

St l'on a en partieulier

-

ce qui suppose n divisible par 8, ou de 'une des formes

i-x+'1 4(4'1'_*’3):
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on {rouvera

Mais si Pon a
A2= —p,

ce qui suppose » divisible par 8, ou de 'une des formes
b +3, f(fo+1),

B cessera de s’évanouir, ¢t le double signe, dans la formule (31), se
réduira au signe +. Soit alors p* la plus haute puissance de p qui di-
vise simultanément A et B, et posons

A=plz, B = p*y, p=s = 5 e

La formule (31) donnera

32) Ipr= 22+ ny2,

x, v, . désignant trois nombres enticrs dont le dernier sera pair ou
S ) N e ) 1 Sy
impair en méme temps que —- St d’ailleurs n, étant pair, est divisible
par 4 ou par 8, a devra étre pair, et, en posant « = 22, on tirera de
la formule (32)

'33) pr=a'2+ ’Zlfﬁ.

Ainsi la formule (32) eomprend toutes celles que nous avons établies
dans la derniere séance. Observons encore que, si x, y sont impairs
dans Péquation (31), 2%, y* seront équivalents a I'unité, suivant le
module 8, et x* + ny* ou 4 p*, non sedlement a 4 (p* étant un nombre
impair), mais aussi & 2 + 1. Done 2, y ne pourront étre impairs, dans
Iéquation (32), que dans le cas oli n + 1 sera de la forme 8z + 4
et n de la forme 8.2 + 3. Siau contraire » est de la forme 8 + 7
alors, dans P'équation (32), 2, y seront néeessairement pairs, et, en
posant

on réduira cette équation a

34) Pr= 22+ ny?, .
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Si 'on pose par exemple 7 = 7, on aura p. =1, et 'on retrouvera une
formule donnée par M. Jacobi.

76.

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Sur les fonctions alternées ct sur diverses
Jormules d’ Analyse.

C. R, t. X, p. 178 (3 février 1840).

Apres les fonctions symétriques de plusieurs variables, €’est-a-dire
apres les fonctions qui censervent les mémes valeurs quand on échange
ces variables entre elles, viennent naturellement se placer les fonc-
tions que j’ai nommées fonetions alternees, et qui, étant composées de
termes alternativement positifs et négatifs, peuvent seulement changer
de signe, en conservant, au signe pres, les mémes valeurs quand on
échange entre elles les variables ou les quantités qu’elles renferment.
La considération de ces fonctions eonduit & un grand nombre de for-
mules remarquables, soit dans I’Algebre, soit dans la théorie des
nombres. Entrons & ee sujet dans quelques détails.

Jai déja fait voir, dans ’Analyse algébrique, que la considération
des fonctions alternées offrait la méthode la plus facile pour I'établis-
sement des formules générales relatives i la résolution des équations
du premier degré, quel que soit d’ailleurs le nombre des inconnues.
En appliquant cette méthode au développement du produit de pla-
sieurs facteurs de la forme

I+x3, 14+22z, 1+ 232, ...,

on trouve d

‘ (1+2z)(1+223) 1+ 232) ... (1 + 2™ 2)

(l) < D= m (, k2, .Z‘"l\,(l _xm—l) mm+i)

' =g et e S M ER
s I

(t—x) (v — x?)

OEuvres de C. —S. 1, t. V. A,



82 COMPTES RENDUS DE L'ACADEMIE.

Lorsque la variable @, réelle ou imaginaire, offre un module inférieur
alunité, il suffit de faire croitre m indéfiniment pour déduire de I'équa-
tion (1) une formule donnée par Euler (Introduct. in Analysin infinito-
rum, Cap. XVI), savoir,

r ld
1+ 2z)(t+ 223) (1 4+ 233) ... =1 + 5+ : 20
' 1 —x (1—x)(1—x2)

Les théoremes importants qu’Euler a déduits de cette derniere formule
se trouvent é¢videmment renfermés, comme cas particuliers, dans les
théoremes analogues qui se déduisent immédiatement de la for-
mule (1).

St dans I'équation (1) on remplace d’abord x par x?, puis = paré,
on en tirera

( (+xz)(1+233) (1 4-252) ... (1~ £2m1z)
’)\ ¢ I — x2m (l o xmn)(, — xﬁm—«‘.‘} 9
( =1-4+25 —— + 2132 — , + . Az,
1 — 2z (1—22)(1— x

. 1 .
St dans les formules (1) et (2) on remplace = par — ~» on obtiendra
<
des formules de méme genre qui fourniront les développements des

produits

2 .o o) {2 — v\ 7 — 3\ (2 — »2m—1)
FOIOONE X=), (2 i3 )\ 2 x 1

\’—r
3) (2 —xj(5 —x°) \

\

suivant les puissances descendantes de z.

Si, au lieu de développer les produits (3), on se proposait de dé-
composer en fractions simples des fractions rationnelles qui offri-
ralent pour dénominateurs ces mémes produits, ony parviendrait aisé-
ment & 'aide de la formule d’interpolation de Lagrange. Ainsi, par
exemple, en désignant par f(z) une fonction entiere de 5, d'un degré

inférieur i .2, on trouverait généralement

(1—x) (1 — 22 1 —zm)
- : - f(z
(2—x)(z—x2)... (3 —am)
- f(x} 1 — —['(L.’) 'l-—-’L"”)(l—x’"“)
—xm-l 2 -—x a2(m—1) (1—1‘)(:——-12)
e flx3) (1—am)(1—xm=v){y — ym—2) o M) ((xm) g — ™
- ==

Z8(m=y) (l—x/v(l——x'-’)(z—x;‘) amim—1) z_:ﬁ
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Dans les divers termes du développement que renferme la for-

mule (1), les puissances entieres de = se trouvent respectivement mul-
tipliées par les facteurs '

g0 g Sy 405 h
¢’est-d-dire par les puissances de @ dont les exposants se réduisent
aux nombres triangulaires. Si on nomme S, ce que devient le déve-
loppement dont il s’agit quand on supprime ces facteurs, on aura

3 | — " | —am) (1 —am—}
(5} Sp=1+4+ 3 — +:2( )( - )
' L—Z (1—a)(y —2x?)

N A

et 'on en conelura, non sculement

/ — =]
Sm r_ Sm—l —pm-1z 4 wm—2 22 _l____?_m___
6 11— X
X (l—x”l_')(l-—-—xm_2>
S A Y — 4+ ...,
“ T Co = ‘2;2/

mais encore
(7) Sm__,"]_|_z;sm__|+(|_,;c"l"‘,zs,,b‘_,:o.

1
Si, dans la formule (6), on pose s = a*, elle donnera

m

,‘8 Sm:(] +-x2)5m—n

W5
et I’on aura par suite

1
3

( (|+x')(| +ax) ... (l—}-.z,_;’)
|

9 | —am i (I-——.Z"")(l-—.zm"\ m
=14 T — x4 ... +x?.
|\ —x (1t—x)(1— x?)
Si, dans la formule (7), on pose 5 = —1, elle donnera
(10) sz—'(l'—xm-')sm—d’

et I’on aura par suite

: ~ (h—x)(1—a2%)...(1—z2mH)
‘\ll) ‘ o 1 — p2m (!__x2m)(,___x2m-2)

‘ By Aot 1 —x)(1— %) N L
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Ainsi la considération du développement désigné par S,, conduit im-
médiatement aux formules (g) et (11), que M. Gauss a données dans le
Mémoire intitulé Swmmatio serierum quarumdam singularium.

Dans la théorie des nombres, la considération des fonctions alternées
fournit, comme je I'ai fait voir précédemment, des théoremes relatifs
aux formes quadratiques des nombres premiers et de leurs puissances.
Elle conduit aussi de la maniere la plus directe au beau théoreme de
M. Gauss sur la forme quadratique que peut acquérir le premier
membre d’une équation binome, débarrassée de la racine 1; théoreme
qui peut étre étendu, comme I'a remarqué M. Dirichlet, au cas méme
ol 'exposant n’est pas un nombre premier. Voulant montrer comment
cette extension peut étre opérée, M. Dirichlet a choisi pour exemple le
»as ou I’exposant est le produit de deux facteurs premiers impairs. La
formule qu’il a ainsi obtenue, et les formules analogues qui corres-
pondraient au cas olt I'exposant contiendrait plus de deux facteurs, se
trouvent renfermées dans le théoreme général qui comprend celui de
M. Gauss, et qu’on peut énoncer comme il suit :

TutoreMe. — Supposons que, dans ['équation bindme
xt—1—o,
les facteurs premiers impairs de 'exposant n soient inégaux, le facteur
pair, s'tl existe, étant 4 ou 8. Lorsqu’on aura débarrassé I’ équation de ses

racines non primitives, le quadruple du premier membre pourra étre pre-
P

senté sous la forme quadratique
X2+=nYs?,

X, Y désignant des fonctions entiéres de la variable x, dans lesquelles les
diverses puissances de cette variable auront pour coefficients des nombres

entiers.
Nota. — Si, aux racines primitives de ’équation binome
xt—1=—=o0,
on substitue les racines correspondantes de 1’équation binéme

xn— yr—o,
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le produit des facteurs linéaires correspondants aux racines dont il
s’agit sera encore de la forme
N2 =Y.
Seulement X et Y représenteront deux fonetions entieres, non plus
d’une variable unique x, mais des deux variables x, y. '

T

THEORIE DES NOMBRES. — Suite des observations sur les formes quadratiques
de certaines puissances des nombres prcm[crs. Theoremes relatifs aurx

exposants de ces puissances.

C. R., t. X, p. 181 (3 février 18j0).

Adoptons les notations dont nous avons fait usage dans les articles
précédents, et soient en conséquence

p un nombre premier impair,

n un diviseur dep — 1,

h, k, L, ... les entiers inférieurs a », mais premiers a 7,

Ons Ok, Oy « .. les facteurs primitifs correspondants du nombre p,
N le nombre des entiers 4, £, [, ...,

¢ une racine primitive de I'équation

(1) =%

enfin A une somme alternée des racines primitives de cette méme
¢quation.
On pourra partager les entiers

R L e
en deux groupes

/l, /l/, /‘”a e et ]“7 /’,) /‘”) o 0o

en placant ces entiers, ou dans le premier ou dans le second groupe,
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suivant que les puissances de 5, dont ils seront les exposants, se trou-
veront affectées du signe + ou du signe — dans la somme alter-
née A; et alors les facteurs primitifs

On, Opy Oy ...
se trouveront eux-mémes partagés en deux groupes
On, On, Opr, ... et O, Opry, Oy,
Cela posé, soient
) 1 =0,00p ..., J=040p0;r ..;

on aura généralement

I

(3) =2
De plus, des deux binomes
I+J, 1—1,
le premier sera une fonction symétrique, le second une fonction alter-

née des racines primitives de I'équation (1); et, st la somme alternée A
est telle que T'on ait

(4) A= p,

on trouvera, non seulement

(5) I+ J=A,

mais encore

(6) I —J=BA,

A, B désignant deux quantités entieres, dont la seconde pourra s’éva-
nouir. Alors aussi I'on aura généralement

7) h+ W+ 0+ . =k+k+F"+...=0 (mod. n).

Toutefois, ces diverses formules ne sont pas applicables aux eas parti-
culiers ot 2 se réduirait & 'un des nombres 3, 4, 8. Mais ces trois cas
peuvent étre traités séparément et fournissent des résultats déja
connus (voir les pages 62 et 63).
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Si 'on suppose I'équation (4) réduite a

Ar—=n,

on trouvera

et par suite

Mais, si I'équation (4) se réduit a
(8) A= —n,

B offrira une valeur différente de zéro. Alors aussi des équations (5 .

(6), jointes aux formules (3) et (8), on tirera

N
2

9) 4p* =A* 4+ B2

1

Si d'ailleurs on nomme p* la plus haute puissance de p qui divise

simultanément A et B, on aura
(10) A= prz, B = pty,

x, y désignant deux quantités entieres, non divisibles par p; et, en

posant ‘

(11) gz —— 2,

on verra la formule (9) se réduire i la suivante

et 4 p*=x+ ny2.

La condition (8) se trouvera effectivement remplie et entrainera la for-
mule (12), si le nombre n est de 'une des formes

4-2—4"3’ 4('/‘le)’
ou bien encore de I'une des formes

8(4z +1), 8(fz+3),

pourvu que dans la derniere hypothese on choisisse convenablement
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ceux des entiers
e s

qui devront composer le premier groupe 4, ', 4%, .... Ajoutons que
'on pourra prendre pour
s W5 175 coody

st nest de la forme 42 + 3, ceux des nombres entiers 4, 4, /, ... (ui

(/1)
- =1
n

vérifieront la econdition

si n est de la forme 4 (42 + 1), ceux qui vérificront, ou les deux con-
ditions
h P\
=1, h=u (mod.;;,’,

—
Vi

ou les deux conditions

/ ‘ .
<5>:—1, h=—1 (mod.4 s

si nest de la forme 8(4a + 1), ceux qui vérifieront les conditions
f 5
— ) =1, fi==1ou 3 (mod.8),
) /

ou les conditions

X
(&) ==>

enfin, si 2 est de la forme 8(42 +3), ceux qui vérifieront les condi-

=~
l
Cr

ou 7 (mod.8);

tions
(l—) =5 h=1 ou g (mod.8),

ou les conditions

(i>-—_———x, h=3 ou 5 {mod.8).

]
\g 1t

La valeur de Pexposantp., qui correspond i une valeur donnée de n,
peut étre facilement déterminée d I'aide des considérations suivantes.
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En ayant égard aux équations
(13) Opp—="1, 0,0s = Re,r 020 0r,

et & la formule (7), on tirera des équations (2)

{
(14) ?

I =—Raw Ragnron Rashrannpm ..oy
J=

—_ R oy I{ ]\~V ” l‘/l_'_kl I‘II ]‘.II/ .
R AN -AT +A",

D’autre part,
o' il
¢tant deux nombres inférieurs & n et premiers i n, on aura générale-

ment
]{[,1/ R d,—l = ]),

par conséquent
{(15) Ry Ru—tnev = p;
et, ecomme des deux sommes
l+U, (n—=0)+(n—0)=2n—(l+1),

renfermées entre les limites o, 22, il y en aura toujours une comprise
entre les limites o, n, autre étant comprise entre les limites 7, 24, il
résulte des formules (14) et (15), jointes a I'équation (3), que P'on
aura toujours '

F G
(16) l=—ploy I=—psp
X Al

/» g désignant deux nombres entiers propres i vérifier la condition

et F, G des produits composés avec des facteurs de la forme
]{1,1’1

dans chaeun desquels on pourra supposer les indices /, / tous deux in-

férieurs a n, et leur somme / + / renfermée entre les limites 2, 22. Si,

d’ailleurs, on substitue dans la formule (5) les valeurs I, J fournies par -
CLuvres de C.—S.1,1. V. 12
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les équations (16), on trouvera, en ayant égard i la premiere des équa-

tions (10),
prE2-+- psG2 + pFGx =o,
el par suite

\118) Pf—*ﬂlF2 -+ pg—m (5] M, p),—m FGzx = 0,

m ¢tant un nombre entier quelconque que 'on pourra réduire au plus
petit des trois nombres
Soe b

afin que chacun des trois exposants

f—m, g—m, A—m
soit nul ou positif.

Posons maintenant, pour abréger,

(19 p—1=rnw

et

1.2.3.. ({+!')w

(20) 0, = (ml.a'_'[é}{Al ‘;-Eflﬁj

On reconnaitra aisément que, si, dans I'expression
Rl,l’)

on substitue & la racine primitive o de I’équation (1) une raeine primi-
tive 7 de 'équivalence
z = (mod. )
cette expression se transformera en une quantité équivalente, au signe
pres, a
S | VR
Supposons qu’en vertu de cetle méme substitution les deux produits
représentés par
I' et G
se transforment en des quantités équivalentes i certains entiers repré-
sentés par

>

et (g,
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la formule (18) entrainera la suivante :

(21) plmgt + pgmGR 4 phmgGa==o0 (mod.p).

D’ailleurs, /, ¢ étant deux entiers inférieurs a m, la condition
Hn—-l,n—l’————': o (mod ]))

se vérifiera toutes les fois que la somme / + /' restera eomprise entre
les limites o, 2, mais elle n’aura plus lieu lorsque la méme somme
sera comprisc entre les limites 2, 2n. Done les nombres entiers 7,
seront premiers & p, ainsi que 2. D'ailleurs, pour que la somme de
trois nombres entiers soit divisible par p, il faut que p les divise tous
trois, ou que deux au moins soient premiers & p. Done, lorsque, dans
la formule (21), on prendra pour 7z le plus petit des trois nombres

f’ 8 7-7

alors, des trois exposants
f--m, g—m, 21— m,

deux, au moins, devront s’évanouir simultanément; et comme la sup-

position
f—m=g—m=o

entrainerait I'égalité des nombres /; g, il est elair que, si ees nombres
sont inégaux, l'un des exposants nuls sera

r—m,

I'autre étant "
g—m ou f—m.

Supposons, pour fixer les idées, que les deux exposants nuls soient
g — m et — m, on aura

(22) k=g,
ct par suite on tirera de la formule (1 1), jointe & la formule (17,
(23) p=r—g

Si I'on ett supposé nuls les deux exposants / — m et % -- m, on aurait
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trouvé p. = g — /. Enfin, de la formule (21) combinée avec une for-
mule du méme genre qui se déduirait, non plus de I'é¢quation (5),
mais de I'équation (G), on conclura aisément que, si / devenait égal
A g, on aurait A = f= g, et par suite p. = o = f— g. On peut done
affirmer que, dans ( ‘dquation (12), lexposant p. sera toujours équivalent
a la valeur numérique de la diférence entre les deux nombres representcs
par [et g.

Au reste, dans les diverses applications que nous avons faites de nos
formules, nous avons toujours ohtenu pour la différence /' — g une
quantité positive; et 'on peut d’ailleurs démontrer que cette différence,
qui s’évanouit quand on a ‘

N2
cesse toujours d’étre nulle quand on a, au contraire, comme nous le
supposons ici,

A2=—n.

I’équation (21) fournit encore un moyen facile de trouver une quan-
tité & laquelle @ soit équivalent suivant le module p. On en tive, par
exemple, en supposant f > g, et par conséquent m =% = g,

A

21 r=—= (mod.p).

D’apres ce qui a ¢té dit dans un autre Mémoire (voir la séance du
28 octobre 183¢)(*), on pourra facilement caleuler Ies nombres entiers 7,
¢ qui sont renfermés dans la formule (24), et dont chacun est le pro-
duit de plusieurs facteurs de la forme

Heu,

l, ' désignant des entiers inférieurs i 7.
On peut simplifier encore le caleul de 'exposant 1, en opérant
comme il suit.

Posons, comme & la page Gr,

<

 25) P=RarBRapr..., Q=Rp Rppr...,

(') OFuvres de Caucly, S. 1, t. IV. -— Extrait n° 6%, p. 306.
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ou, ce ¢ui revient au méme,

8rel ... 0707 ...
/ \ ) e 0 5o} l—_'_‘“
(26) y: O Ospr - . ST O Oup ..

on en conclura, eu égard aux formules (2),

On trouvera d’ailleurs : 1° en supposant n de la forme 8 + =,

(2= &)=()

et par suite

O2pOupr. . .= 040, .. =1, O2Oope . . = 0p...= I,
(28) o g e
— 1, W=kl (‘)—.]’ .

2° en supposant n de la forme 8 + 3,

@)= (-

et par suite

OhE@h s SO Ry =1, 02000000 .= 0404, ..= 1,
2 J2 P I3
(29) A A gl TR T

3° en supposant 2 divisible par 4 ou par 8,

0202, . .= (:)2/:(')2/;'- 0 0g
et par suite ,
, P 1
= o= F

Supposons maintenant que, parmi les entiers premiers i n, mais infé-

rieurs & 3n, on distingue ecux qui appartiennent au groupe
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