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NOTES ET ARTICLES
EXTRAITS DES

1)E L ACADEMIE DES SCIENCES.

69.

ANALYSE MATHEMATIQUE. - - Memoire sur revaluation et la redaction de la

fonction principale dans Ics integrates (Tun systeme d equations li

neaires.
C. R., t. IX, p. 687 (18 novembre i83g).

J ai fait voir, dans raes Exercices d Analyse et de Physique malheina-

tiqiie, qu etant donne un systeme d equations lineaires aux differences

partielles et a coefficients constants entre plusieurs variables prinei-

pales et des variables independantes qui, dans les problemes de Meea-

nique, seront, par exemple, trois coordonnees rectangulaires a\ v, :

et le temps t, on pourra, en supposant connues les valeurs initiales

des variables principales et de quelques-unes de leurs derivees, reduire

la recbercbe des integrates generales des equations proposees a reva

luation d une seule fonction des variables independantes, que j
ai nom

inee la fonction principale. Gette fonction principale n est autre cbose

qu une integrale particuliere de 1 equation unique aux differences

partielles a laquelle doit satisfaire une fonction lineaire quelconquc

des variables principales; et si, dans tous les termes de cette equation

aux differences partielles, on efface la lettre employee po.ur representer
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la fonction principale, on obtiendra, entre les puissances des signes de

differentiation

D^, D v , I),, I),,

ce que nous appelons ^equation caracteristique. Ajoutons : i que 1 ordre

// de cette equation caracteristique est generalement la somme des

nornbres qui, dans les equations donnees, representent les ordres des

derivees les plus elevees des variables principales, differentiees par

rapport au temps t\ 2 que la fonction principale, assujettie a s eva-

nouir au premier instant, c est-a-dire pour t = o, avec ses derivees re

latives au temps et d un ordre inferieur a n i, doit fournir une de-

rivee de 1 ordre n i qui se reduise alors a une fonction de a?,
ty, -

choisie arbitrairement. Ainsi determinee, la fonction principale pent

toujours etre representee par une integrale defmie sextuple, relative

a six variables auxiliaires, et qui renferme sous le signe / une exponen-

tielle trigonometrique dont 1 exposant est une fonction lineaire des varia

bles independantes. Mais, dansbeaucoupdecas, cette integrale defmie

sextuple peut etre remplacee par des integrates d un ordre moindre, on

se reduire meme a une expression en termes finis. En consequence, la

fonction principale peut admettre des transformations et des reduc

tions qu il est bon de connaitre, et qui sont 1 objet du Memoire que

j
ai 1 bonneur d offrir aujourd hui a 1 Academie.

Deja, dans un article que renferme le Comptc rendu de la seance du

26 aout dernier, j
ai observe que la metbode exposee dans mou Me

moire sur 1 integration d un systeme d equations aux differences par-

tielles continue d etre applicable , lors meme qu on peut abaisser

1 ordre de 1 equation caracteristique; et qu alors les integrates gene-

rales se presentent sous une forme plus simple que celle qu on aurait

obtenue si Ton n avait pas tenu compte de 1 abaisscment. C est ce qui

arrive en particulier lorsqu un systeme simple, ou un double systeme

de molecules, devient isotrope. En effet, comme les equations du mou-

vement, etant chacune du second ordre par rapport au temps, sont an

nombre de trois dans un systeme simple, et au nombre de six dans un

double systeme de molecules, il en resulte que 1 equation caracteris-
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tique est generalement du sixieme ordre pour un systeme simple, et

du douzieme ordre pour un double systeme. Toutefois, lorsque le sys

teme devient isotrope, 1 ordre de 1 equation caracteristique se reduit a

quatre dans le premier cas, et a huit dans le second.

Dans les deux cas que nous venons de rappeler, le premier membre

de 1 equation caracteristique, reduite a sa forme la plus simple, est de

composable en deux facteurs rationnels du second ou du quatrieme

ordre; par consequent 1 equation caracteristique se decompose en

deux autres d ordres inferieurs. De semblables decompositions peuvent

etre employees avantageusement dans la determination de la fonction

principale. Ainsi, en particulier, je prouve que si 1 equation caracte

ristique, etant de 1 ordre zm, se decompose en m equations du second

ordre, propres a fournir pour le carre de Df des valeurs qui soient

entre elles dans des rapports constants, la fonction principale, corres-

pondante a 1 equation caracteristique de 1 ordre am, offrira pour sa

derivee relative au temps, et de 1 ordre 2m, la somme de 772 termes

respectivement proportionnels aux fonctions principales qui verilie-

raient les m equations du second ordre. C est pour cette raison que les

equations du mouvement d un systeme isotrope, lorsqu elles devien-

nent bomogenes, fournissent toujours des integrates generates sembla

bles a celles que M. Poisson a donnees dans les tomes VIII et X des

Memoires de I Academic, la fonction principale pouvant alors etre re

duite a celle que Ton obtient en integrant 1 equation du son, et cette

reduction pouvant etre operee, quel que soit d ailleurs le rapport entre

les vitesses de propagation des deux especes d ondes planes compati

bles avec la constitution du systeme, par consequent soit que Ton sup

pose ce rapport egal a y/3 avec MM. Navier et Poisson, ou qu on le re-

duise a zero comme je le fais dans la Theorie de la lumiere.

Apres avoir indique les avantages que peut offrir, dans la determi

nation de la fonction principale, la decomposition de 1 equation caracte

ristique en plusieurs autres. je passe a des reductions qui s operent

dans le cas meme ou cette equation est indecomposable. Je trouve en

particulier que, dans le cas ou elle est homogene, on peut, en consi-
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derant les deux systemes de variables auxiliaires comme deux systemes

de coordonnees reetangulaires, et substituant a celles-ci des coordon-

nees polaires, reduire 1 integrale sextuple qui represente la fonction

principale a une integrate quadruple. Alors les resultats qu on obtient

sont analogues a ceux que j
ai donnes dans un Meinoire presente a

1 Academic le 17 mai i83o, et dont un extrait a ete insere dans le

Bulletin de M. de Ferussac de la meme annee.

Enfin, lorsque 1 equation caracteristique est non seulement homo-

gene, mais du second ordre, 1 integrale quadruple qui represente la

fonction principale se reduit a une integrate double semblable a celles

auxquelles je suis parvenu dans un Memoire que renferme le XXe Ca-

hier du Journal de I Ecole Polytechnique.

Outre les reductions que nous venons d indiquer, et qui ne dimi-

nuent en rien la generalite des solutions, il en estd autres qui tiennent

a des formes speciales des fonctions arbitraires introduites par 1 inte-

gration. Lorsqu on adopte ces formes speciales, on obtient, non plus

les integrates generates des equations donnees, mais des integrates

particulieres qui peuvent souvent se presenter sous une forme tres

simple et meme s exprimer en termes finis. Telles sont, par exemple,

les integrates qui represented ce que nous avons nomme les mouve-

rnents simples d un ou de plusieurs systemes de molecules. Mais les

mouvements simples et par ondes planes ne sont pas les seuls dans

lesquels les variables principales puissent etre exprimees par des

fonctions fmies des variables independantes. II existe d autres cas oil

cette condition se trouve pareillement remplie. Ainsi, en particulier,

lorsque dans un systeme isotrope les equations des mouvements infi-

niment petits deviennent bomogenes, des integrates en termes finis

peuvent representer des ondes spheriques du genre de celles que j
ai

mentionnees dans le n 19 des Comptes rendus tie i836
(i

er
sem.) ( ),

savoir, des ondes dans lesquelles les vibrations moleculaires soient

dirigees suivant les elements de circonferences de cercles paralleles

(!) OEuvres de Cancli) , S. I, t. IV. Extrait n 7. p. 3a et suiv.
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traces sur les surfaces spheriques, ces vibrations etant semblables

entre elles, et isochrones pour tous les points (Tune meme circonfe-

rence. De plus, si ce qu on appelle la surface des ondcs est un ellip-

so ide, des integrates en termes finis representeront encore des ondes

ellipsoklales dans lesquelles les vibrations moleculaires resteront les

memes pour tous les points situes sur une meme surface d ellipsoide,

ces vibrations etant alors dirigees suivant des droites paralleles. Au

reste, je reviendrai plus en detail dans un autre Mernoire sur ces cli-

verses especes d ondes qui se propagent en conservant constamment

les memes epaisseurs.

l
er

. Sur les avanlages que pent offrir la decomposition de Vequation
caracteristique en plusieurs autres.

Considerons, pour fixer les idees, un systeme d equations lineaires

aux differences partielles et a coefficients constants, entre plusieurs

variables principales, et quatre variables independantes, dont trois

x, y, : pourrontrepresenter des coordonnees rectangulaires, et le qua-

trieme t le temps. Si Ton nomme 1 une quelconque des variables

principales, I elimination de toutes les autres entre les equations li

neaires donnees fournira une equation resultante

dans laquelle V sera une fonction entiere des caracteristiques

I),, D,, D,, I),,

et Ton verifiera 1 equation (i) en prenant pour *, non seulement I linc

quelconque des variables principales, mais encore une fonction lineaire

quelconque de ces variables. Alors aussi

sera Vequation caracteristique, et si Ton nomme ti 1 exposant de la plus

haute puissance de D, contenue dans V, n representera Vordre on le

degre de 1 equation caracterislique. Enfin, si le coefficient de D&quot; dans V

OEmres de C. S. I, 1. V. 2
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se reduit a 1 unite, alors, rs(x, y, z] designant une fonction arbitraire

des coordonnees, la fonction principale ndevra verifier, qtiel quo soit /,

1 equation lineairc

(3j V5j = o,

ct, pour / = o, les conditions

1.4) nj = o, D
t 73 = o, ..., D^-?n = o, I)? GT = GJ-J:, y, z].

Cela pose, il est facile de reconnaitre les avantages que pent oH rir

la decomposition de [ expression symbol ique v en d autres expressions

de meme forme.

Supposons, parexemple,
V = VT&quot;,

V etant du degre n par rapport a D et ayant pour premier terme D&quot; .

Alors, si Ton pose

(5) V 13 = 11,

II sera une fonction principale proprea verifier, quel quc soit t, l (M(ua-

tion lineaire

et, pour t = o, les conditions

(7) II = o, D,n=o, ..., I)
- 2
II^o, \Vl ^\i=rs(x,yt z}.

.La valeur de II etant ohtenue, on aura pour determiner n&amp;gt; 1 equation (5)

jointe aux conditions

C7 = 0, \)^--0, ..., |)&quot;--I 5J
._

0)

la valeur de n&quot; etant n n .

Supposons maintenant quo Ton ait

(9) v-=(D-,G)(Df~H)...,

G, H, ... etant seulement fonctions de

Do D&amp;gt;, D.-,
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et admettons quc ces fonclions soient entre elles dans des rapports con

stants. On aura identiquernent

__
V D; - G

^
Df 11

, //, ... designant des quantites constantes. Cela pose, soient

des fbuctions principales propres a verifier, quel quo soil /, les equa

tions lineal res

el, pour t = o, les conditions

Je prouve de deux manieres differentes que Ton aura

(i3) D&quot;

2
ro = /fTOi + //cj 2 -(-. . .,

et, par suite,

L une des deux demonstrations se deduit immediatement des formulas

(3), (4), (11) et (12); 1 autre, qui cst la plus simple, repose snr hi

transformation de la fonction priucipale n en integrale definie, trans

formation qu il cst ntile d opercr lors meme qne les fonctions G, H

cessent d etre entre elles dans des rapports constants. Ajoutons que,

// etaut snperienr a 2, le signe

indiquora, dans 1 equation (14), p *a integrations successives effec-

tuees chacune, par rapport a t, a parti r de 1 origine / = o.

An reste, la proposition contenne dans la formule (i/i) pent etre

i^eneralisee; ct, en effet, on etablit, a 1 aide des memes raisonnemenls,

cello qne nous allons enoncer.
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TIIEOREME. Supposons que, dans I equation caracteristique

V= o,

la plus haute puissance de D, ait pour coefficient Vunite, el que le premier

mernbre \ de cctte equation soil decomposable enfacteurs de memeforme,
en sorte qu on ait

v=vr... s

soient d ailleurs

57, W[ , Tfi-i, . . .

les fonctions principals correspondantes aux equations caracteristiques

V o, V o, V&quot; = o, ....

Si Con a identiquement
I) / tr I,

1
1 j - - .c

i

---(_...,
V V V&quot;

^, /i, ... designant des quantiles constantes, on en conclura

\Y&quot; W = g TO! -t- // CT.J 4- . . .
,

*

consequent

II. --
Transformation de la fonction principale.

Soient

V = F(I) t.,D7,D,,D f
)

!&amp;lt; premier meinbre de I equation caracteristiquo, et

-S = F(, c, , 5)

ce que devient ce premier membre, quand on v remplace

D.r, D7 , Ds , I),

par les lettres

u, c, , ^;

enfin soient

U, V, NV, &amp;gt;., p.,
v

six variables auxiliaires, et supposons : ique u, c, w soient liees avec

r, v, w par les formules
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2 qiie Ton considere s comme une fonction de //, v, w determinee par

1 equation
$ = 0.

La fonction principale CT, assujcttie a verifier, quel quo soil /, 1 equa-

tion lineairc

VOT = o,

et, pour t = o, les conditions

to o, I),5j = o, ..., Dj~-&j = o, I)&quot;&quot;

sera determinee par la formule

/*

le signe o du calcul des residus etant relatif aux diverses racines .v de

1 equation
S = o.

Concevons a present que Ton transforme les quantites variables

u, v, w
et

&amp;gt; .r, p. /, v z,

considerees comme representant des coordonnees rectangulaires, en

coordonnees polaires
ff,

[&amp;gt;, q

et

P, 0,
~

a 1 aide des equations

//=/r cos/?, c = /i sin/^cos^r, w = k sin^siiiiy,

^ ^t = pcos9, [j. jr
=

p sin 9 COST, v 2 = p smO sinr.

Posons d aillenrs, pour abregcr,

=
cos/&amp;gt;

cos& H- sin/? cos^f sin cost -+-
sin/&amp;gt;

sin q sin sin-

et
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On devra, dans 1 equation (i), remplacer des produils

&amp;lt;/L d\ c/\\, d&quot;)\ dp. dv

par
/i

-

siny; dp dq dr, p
2 sin dd dr dp ;

et, en ayant egard a la formulc

011 trouvera

In] 7-r
[
2

J
7VT j-

Si

&amp;lt;

i st une function bomogene de

alors on aura

J).t ,
I)r , J),, I),,

y/ i)&quot; F(cos/&amp;gt;,, sin/&amp;gt;cos^,
sin

/&amp;gt; sine/

coso

puis efrectuanl la double integration relative anx variables auxiliaires

/ &amp;lt;

i

t o, on (irera de I equation (2), differentiae n i fois par rapport a /,

siii GJ
(

&amp;gt;., a, v
} dp (ft/

1/0 d-

siny&amp;gt; cosr/, s\np siruy, ])) cos^y cos^o

les valeurs de A, ;/.,
v etant

,)

/ x + r, COS 0,
COSO

u. y
coso

sin COST,

-- z -+-
-

^ sin(&amp;gt; sinr,
coso
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et le signe &amp;lt;

etant rclatif a la variable oj considered comme racine dc

I equation
F(cos/&amp;gt;, sinpcosq, sin/? sin 7, &amp;lt;w; o.

On tirera immediatement de I equation (3) la valour de ry,

devant le second membre la caracteristique

I)?-

qui, lorsqtie 3 n deviendra negatif, indiquera n -- 3 integrations

effectuees par rapport a t a partir de 1 origine t = o. Si Ton suppose

simplement // 2, le coefficient de DJ dans F(D.r , D v , IX, D,) etant

1 unite, on trouvera

p
Oi

-&amp;lt;

sin/&amp;gt; cos(/, sin/&amp;gt;

et, par suite, I equation (3) donnera

(5) o=-
7^7, , ,

J J . o J, COS 2
(5
V/COS-6

Si 1 on suppose en particulier

( II, t
,

(
, s) S- \fl 2 RV- CU 2

c est-a-dire, en d autres termes, si I equation lineaire a iaquelle doit

satisfaire la fonction cr est de la forme

2D- -+ 2E 4~ 2 F
uz Ox uxd

A, n, c, D, E, F designant des quantites constantes, alors, en admettant

que le prod nit

t-T3(x + t cos5, y+ t sin9 COST, z -\- t smO sinr)

s evanouisse pour des valeurs infinies de /, ou du moins que ce produit

acquiere, pour t- - cc et pour t = cc , deux valeurs egales au signe

pres, mais afTectees de signes contraires, on pourra, en vertu d unc
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fbrmule etablie dans la 49
e livraison des Exercices de Mathematiques

(p. 16), effectuer les deux integrations relatives aux variables auxi-

liaires/&amp;gt;, &amp;lt;y;
et, en designant par K, deux quantites positives, propres

a verifier les formulas

K 2 =z ABC AB 2 BE 2 CF 2 + 2 BEF,

K - Q-= (BC D -) cos 2 + (CA E 2
)
sm-6 cos-r + (AB F-) sm-0 sin 2 -

-+- 2 (AD EF) sin 2 sinr COST + 2 (BE FD) sin cos0 sint

-t- 2
(
CF DE

)
sin Q cos sin r,

on trouvera

ra =

les valeurs de 1, ^, v etant

/ / /

17) / = # + - cos 0, {j.
= 74- - sin^cosT, v = z -+- - smO sin-

n fc) (y

Dans le cas oil Ton a

A =: B = C = Q 2
, I) -= E = F = O,

on trouve

~~

II

et, par suite, la formule (6) se reduit a

=

les valeurs de
&amp;gt;., ;x,

v etant

(9) &amp;gt;.
= a: + 12 / cos 0, [J.= r+Lltsm9cosr, y = z -+- Lit smO sin?.

On se trouve ainsi ramene a 1 integrale que M. Poisson a tl ounce de

[ equation lineaire generalement consideree comme propre a repre-
senter la propagation du son dans un fluide elastique.
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III. Application ties principes etablis dans les paragraplies precedents a
I integration c/es equations lieaires qiti representent les mouvements infi-
niment petils d un systems iso trope.

Comme nous 1 avons prouve dans les Exercices d Analyse et de Phy

sique mathcmatique, les equations qui representent les mouvements in-

liniment petits d un systeme isotrope de molecules sollicitees par des

forces d attraction ou de repulsion mutuelle sont de la forme

;, r,, C designant les deplacemenfs d une molecule mesures parallelc

ment aux axes des jc, y, z au bout du temps t, et

elant deux fonctions de

Dj 4- l)r

entieres, mais generalement coinposees d un nombre infmi de lermes.

Cela pose, le premier membre V de 1 equation caracteristique sera dc

la forme
V= T

V&quot;,

les valours de v , V&quot;etant

V == D- 5 - E, V&quot; = D? - E -
( I).| + I)j- + I):

)
F.

Soil d ailleurs

CT

la fonction principale correspondante a 1 equation caracteristique

V-=o.

Designons par

les valeurs initiates de

t, r,, ?,

OEwres dc C. S. I, t. V.



18 CQMPTES RENDUS DE L ACADEMIE.

et par
O, X, &amp;lt;!;, $, X, T

ee quo devient la fonction principale CT quand on y remplace successi-

vement la fonction arbitralre

par chacune des fonctions (2). Pour obtenir les valeurs generates des

variables principales Z, r
t , , il suffira de resoudre, par rapport ii ces

variables, les equations (i), apres avoir remplace les seconds membres

par
V(0 + D, ? ), V(X + Dr/J, V( -4- I),^).

En operant ainsi Ton trouvera, pour integrales generates d un systeme
isotrope, les equations suivantes :

la valeur de a etant

(4) == D.c(0 + ]&amp;gt;;?)
+ D.r(X + D,/) + D Z

(

1F -f- 1)^ ).

Si, pour abreger, on designe par

les fonctions principales qui correspondraient separement aux deux

equations caracteristiques

on aura

et, en nommant

ou

ce que devient la fonction principale

G7t ou nr-&amp;gt;



EXTRAIT N 69. 19

quand on remplace successivement la fouction arbitraire

par chacune des fonctions (2), on verra lesforinules (3) se reduireaux

suivantes :

Si les equations des mouvements iniiniment petits deviennent homo-

genes, on aura [voir\e Cornpte rcnda de la seance du 24juin ( )]

i, f designant deux constantes reelles, et, par suite,

])f __ i -i- f
j_

ii
&quot;v&quot;

:

~T&quot; v 77
&quot;

f v

Done alors la formule (4) du I
er donnera

iv- - (
+

f)&quot;2 cm
(6) nr = l),- -j-

-

et la valeur de nr se deduira immediatement de celles des fonctions

tlont chacune, en vertu de la formule (8) du II, se trouvera repre-

sentee par une integrate double. Cela pose, les integrates (5), dans le

cas particulier que nous considerons ici, deviendront analogues a

celles qu a donnees M. Poisson dans les Tomes YIII et X des Memoires

de rAcademic. Si Ton y pose f = 2, ellescoincideront precisemcnt avec

celles que j
avais moi-meme obtenues a Fepoque oil je in occupais de

la theorie des corps elastiques, etqui ne diflerent qu en apparence des

integrates donnees par M. Ostrogradsky. Mais, si Ton admet la suppo

sition f = -
j, a laquelle nous sommcs conduits dans la theorie de la

(!) OKuvres dc Cauclty, S. I, I. IV. Kxtrait n 5i, p. 43 j.
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lumiere, la formule (6) donnera simplcment

f /&quot;;
o .- o

J^///,

et se deduira iminediatement de 1 equation

V&quot;w &quot;~ w i ,

puisqu on aura, danseette supposition,

70.

PHYSIQUE MATIIF.MA.TIQUK. Me/noire sur la polarisation des rayons reflcchis

on refractes par la surface de separation de deux corps isophanes el

transparent.
C. R., t. IX, p. 676 (a5 novembre 1889).

Dans un Memoire presente a 1 Academie le 12 Janvier 1829, Me-

moire dont un extrait a ete insere dans le tome IX des Memoires de

I Academic, j
etais parvenu a cette conclusion remarquable que les

equations du mouvement de la lumiere sont renfermees dans celles

qui expriment le mouvement d un systeme de molecules tres peu ecar-

tees de leurs positions d equilibre. Gette conclusion s est trouvee con

firmee par les recherches que j
ai publiees sur cette matiere dans mes

Exercices de Mathematiques, anciens et nouveaux, ainsi que dans le Me

moire sur la dispersion de la lumiere. J ai reconnu en effet que, parmi
les mouvements qui peuvent se propager dans un systeme de mole

cules sollicitees par des forces d attraction on de repulsion mutuelle, on

doit distinguer les mouvements simples et periodiques, appeles monu
mentsparondesplanes ; et

j
ai prouveque, dans les mouvements simples

d un systeme isotrope, les vibrations moleculaircs etaient toujours, on
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comprises dans les plans cles ondes, ou perpendiculaires a ces memes

plans. Si, pour abreger, on appelle rayon simple une file de molecules,

originairement situees sur une droite perpendiculaire aux plans des

ondes, Yaxe de ce rayon n etant autre chose que la droite meme dont

il s agit, on pourra dire que, dans un systeme isotrope, ou un mouve-

ment simple se propage sans s affaiblir, les vibrations de cbaquc mo

lecule sont toujours dirigees, ou suivant le rayon dont elle fait partie,

ou perpendiculairement a ce rayon. Ainsi, I liypotbese adinise par

Fresnel des vibrations transversales, c est-a-dire perpendiculaires aux

rayons, est devenue une realite; et il reste prouve, comme
j
en ai fait

le premier la remarque dans les Memoires de I Academic, que les vibra

tions transversales sont compatibles avec la constitution d un systeme

isotrope de molecules qui s attirent ou se repoussent mutuellement.

A la verite, les idees de Fresnel sur cet objet avaient d abord etc vive-

ment combattues par un illustrc academician, dans plusieurs articles

que renferment les Annales de Chimie et de Physique. Mais 1 auteur de

ces articles, en discutant les integrates des equations, considerees par

M. Navier et par lui-meme comme propres a representer les mouve-

ments infmiment petits d un systeme isotrope, a fmalernent reconnu

qu au moment oil les ondes, occasionnees par un ebranlement d abord

circonscrit dans un tres petit espace, parviennent a une distance dti

centre d ebranlement assez grande pour que les surfaces qui les ter-

minent deviennent sensiblement planes, il ne reste en effet que deux

especes de vibrations moleculaires dirigees, les unes, suivant les rayons,

les autres, perpendiculairement a ces memes rayons. Quant aux diffe

rences qui subsistent encore entre les resultats obtenus par notre il-

lustre Confrere et ceux auxquels j arrive, elles tiennent a ce qu il est

parti des equations aux differences partielles indiquees en 1821 par

M. Navier, equations qui me paraissent propres a representer seulement

dans un cas particulier, et dans une premiere approximation, les mou-

vements infmiment petits d un systeme isotrope de molecules. Dans le

cas general, les equations de ces mouvements ne sont pas homogenes;

et, si on les rend homogenes en negligeant les termes d un ordre supe-
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rieur au second, le rapport entre les vitesses de propagation des deux

especes d ondes pourra diflerer notablement du rapport cite dans le

Compte rendu de la seance du 18 octobre dernier, c est-a-dire de la

racine carree de 3. 11 pourra meme, comme on le verra dans le present

Memoire, devenir inferieur a 1 unite et se reduire a zero.

Au reste, les recherches que j
ai publiees dans les Memoires del Aca-

de/nie etdans les Exercices de Mathematiques , en fournissant les moyens
d etablir les lois de la propagation de la lumiere dans un seul milieu,

soit isophanc, soil birefringent, demeuraient insuffisantes pour la so

lution de ( important probleme de la reflexion et de la refraction des

rayons lumineux. Avant de resoudre ce probleme, il fallait commencer

par trouver une methode propre a fournir les conditions relatives aux li-

mites des corps et les equations qui doivent se verifier dans le voisinage

des surfaces de separation. G est dans un Memoire, offert a 1 Academie

le 1 8 mars de la presente annee, que j ai, pour la premiere fois, expose

une methode generate qui conduit a ce but. J ai promis d appliquer en

particulier cette methode a la theoric de la lumiere. Je viens aujour-

d bui remplir cette promesse. Pour que les pliysiciens et les geometres

puissent facilement juger si les conclusions auxquelles je parviens

sont exactes, je vais indiquer en deux mots la marche que j
ai suivie.

Etant donnes deux systemes isotropes de molecules, separes par une

surface plane, jc cherche les lois generales de la reflexion et de la re

fraction d un mouvement simple, ou par ondes planes, dans lequel les

vibrations sont transversales, et qui vient rencontrer la surface de se

paration. Je trouve que 1 expression de ccs lois renferme deux con-

stantes, dont la premiere est celle qu on nomme Vindice de refraction.

D autre part, en definissant un rayon simple, comme je 1 ai fait ci-des-

sus, je dis que ce rayon simple est doue de la polarisation rectiligne,

circulaire, ou elliptique, suivant que cbaque molecule decrit une

droite, un cercle ou une ellipse. Dans le premier cas, j appelle plan

du rayon celui qui le renferme, et plan de polarisation un second plan

menc par 1 axe du rayon perpendiculairement au premier. Enfin, lors-

qu un rayon quelconque tombe sur la surface de separation, je le
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decompose, soil avant, soil apres la reflexion ou la refraction, en deux

autres, polarises, 1 un suivant le plan d incidence, 1 autre perpendicu-

lairement a ce plan. Cela pose, je parviens aux conclusions suivantes.

Lorsque la seconde des constantes ci-dessus mentionnees se reduit,

au signe pros, a 1 unite, les lois dc la polarisation par reflexion ou par

refraction sont precisement celles que Fresnel a donnees pour la pola

risation de la lumiere operee par la premiere et la seconde surface des

corps transparents. Ainsi, en particulier, sous 1 incidence perpendicu-

laire, la proportion de la lumiere reflechie est precisernent celle qui

resulte d une formule donnee il y a longtemps par M. Th. Young, et

qui a ete verifiee par Inexperience.

Lorsque la seconde constante ne se reduit pas a 1 unite, les formules

(ju on obtient sont celles que j
ai indiquees dans le Compte rendu de la

seance du i
er

juillet dernier, formules qui paraissent d accord avec

les phenomenes offerts par la reflexion de la lumiere a la surface des

corps qui ne la polarisent pas completement.

J ajouterai que, dans le cas ou la deuxieme constante se reduit a

1 unite, &quot;la vitesse de propagation des rayons, dans lesquels les vibra

tions sont longitudinales, se reduit precisement a zero. Or il est re-

marquable qu effectivement, dans le vide et dans les corps isophanes,

on observe line seule espece de rayons lumineux.

Je ne vois pas ce que Ton pourrait objector a 1 analyse contenuc

dans le present Memoire. Que les lois auxquelles je parviens soient

rigoureusement deduites des equations des mouvements infmiment

petits d un systeme isotrope : c est ce dont chacun pourra aisement

s assurer, en executant de nouveau les calculs qui sont assez simples,

meme dans les cas les plus difficiles a resoudre. Que les lois obtenues,

dans le cas oil il ne reste qu une seule espece d ondes planes et do

rayons, soient precisement celles de la polarisation de la lumiere par

reflexion et par refraction, les nombreuses experiences entreprises par

Fresnel et par d autres pbysiciens, particulierement par M. Brewster,

pour verifier ces lois qui ont illustre le nom de Fresnel, ne laissent

guere place au doute a cet egard. Nous pouvons done, en finissant,
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conclure, avec quelque confiance, que les lois de la reflexion et de la

refraction de la lumiere sont celles de la reflexion et de la refraction

des mouvements simples dans les milieux isotropes.

Analyse. Supposons deux systemes isotropes de molecules separes

par une surface plane que nous prendrons pour plan des j, 5; et con-

cevons qu un mouvement simple ou par ondes planes, mais sans chan-

gement de densite, se propage dans le premier milieu situe du cote

des x negatives. Si le mouvement simple dont il s agit, a 1 instant oil

il atteint la surface dc separation, donne toujours naissance a un seul

mouvement simple reflechi et a un seul mouvement simple refracte,

les lois de la reflexion et de la refraction se deduiront sans peine des

formules que nous avons donnees dans la seance du i5 juillet dernier.

Kntrons a ce sujet dans quelques details.

Dans un mouvement par ondes planes, et qui se propagera sans

s affaiblir, nous nommerons, pour abreger, rayon simple une file de

molecules originairement situees sur une droite perpendiculaire aux

plans des ondes, 1 axe de ce rayon n etant autre chose que la droite

meme dont il s agit. De plus, nous dirons que le rayon est done de la

polarisation rectiligne, circulaire ou ellipliqiic, suivant que chaque mole

cule decrira une droite, un cercle ou une ellipse; et quand il s agira

d un rayon plan ou polarise rectilignement, nous aurons soin de dis-

tinguer \eplan du rayon, c est-a-dire le plan qui le renferme, et le plan

suivant lequel ce rayon est polarise, ou le plan de polarisation , ce der

nier plan etant perpendiculaire au premier et passant comme lui par

I axe du rayon. Enlin les nceuds d un rayon plan seront a chaque in

stant les points de I axe occupes par les molecules qui conserveront ou

reprendront leurs positions initiales. Cela pose, soient, an bout du

temps t, et pour le point (x, y, z),

Z, rn I el |, /;, C

Oil

^/ v t , ~, el ^, -n,, ^
ou en fin

l // , C el I , * , I
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les emplacements efFectifs d une molecule, mesures parallelement aux

axes rectangulaires des x, v, z, et les deplacements symboliques cor-

respondants , c est-a-dire les variables imaginaires dont les deplace

ments effectifs sont les parties reelles : i dans un rayon incident qui

rencontre la surface de separation de deux milieux isotropes; 2 dans le

rayon reflechi par cette surface; 3 dans le rayon refracle. Si Ton prend

pour axe des s une droite parallele aux traces des ondes incidentes sur

la surface de separation des deux milieux, les trois rayons seront re-

presentes par trois systemes d equations symboliques de la forme

r,
=

(3) I =A &amp;lt;

//, r, u
, s, A, B, C, A,, B,, Q, A , B , G designant des constantes qui

pourront etre imaginaires. Si les trois rayons, cornme nous le suppo-

serons dans ce Memoire, se propagent sans s affaiblir, on aura neces-

sairement

(4)

&quot;=mmfi **- * = 5V &quot;

r, v, s, u designant des constantes reelles. On pourra meme supposer

toutes ces constantes reelles, positives. En effet, chaque deplacemenl

symbolique pouvant etre 1 une quelconque de deux expressions imagi

naires conjuguees, qui ne different entre elles que par le signe de \
-

i
,

on pourra toujours admettre que, dans I exponentielle neperienne a

laquelle cbaque displacement symbolique est proportionnel, le coeffi

cient de t\ i, represente par la quantite s, est positif. De plus, pour

que le coefficient v de y soit positif, ainsi que s, il suffira de choisir

convenablement le demi-axe suivant lequel se compteront les y posi

tives. Enfin, le rayon incident qui passera par 1 origine des coordon-

nees etant perpendiculaire au plan invariable represente par 1 equa-

tion

OF.uvres de C. S. I, t. V. 4
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on aura pour ce rayon

et par suite les noeuds de ce rayon, qui correspondent a des valeurs

constantes de 1 argument

I 2 + V 2

L\r + vy s / --- x s t,

se deplaceront dans Fespace avec une vitesse dont la projection alge-

brique sur 1 axe des x sera le rapport entre des accroissements A.r,

Af de x et de / cboisis de maniere que 1 accroissement de rargument
s evanouisse. Gette projection algebrique, determinee par la formule

-sA/ = o,
j

sera done
A.r s

U-4-W

et pour qu elle soit positive, ou, en d autres termes, pour que les

orides planes incidentes se meuvent dans le sens des x positives,

comme elles devront le faire enapprochant de la surface de separation

des deux milieux, il sera necessaire que le coefficient u soit positif.

Pour la meme raison, le coefficient u devra encore etre positif, les

ondes refractees devant evidemment s eloignerde la surface de separa

tion des deux milieux en se mouvant elles-memes dans le sens des .r

positives.

Considerons en particulier le cas ou les mouvements simples pro-

pages dans les deux milieux sont du nombre de ceux dans lesquels la

densite reste invariable, c est-a-dire, en d autres termes, le cas ou,

dans les rayons incident, reflecbi, refracte, les vibrations des mole

cules sont transversales. Alors les coefficients

A, JJ, A,, B, A
,

}V

se trouveront lies entre eux, et avec les constantes imaginaires

n, c, u
,
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par les formules

;
5

)
A u -r- B v = o

,

,6} .
-A

/
a + B

/
c = o, A . ..+ PV == o.

Soient maintenant

( 7 )
k = V/L- -+- v*, k = v L &quot; + v 2

,

et faisons, pour abreger,

(
8

)
A- = k \l~^l, k = k v/ 7,

(9) /i
2= M 2

-i- I/-, ]f -=u&quot;--+-v-.

On aura, en supposant les equations des mouvements infmimentpetits
des deux milieux reduites a des equations homogenes,

, . * , . ^ S &quot;

(10) k-= -
i k 2

,

t j

i, i designant deux constantesqui dependront de la nature de ces deux

milieux; et, apres avoir determine k
, a 1 aide de la seconde des deux

formules
( 10), on deduira de la seconde des equations (7) la valour do

Si d ailleursil existe un rayon reflecbi et un rayon refraete, quels quo
soient la direction et le mode de polarisation du rayon incident, alors,

on vortu des principes developpes dans un precedent Memoire (voirlc

Comptc rendu de la seance du i 5juillet) ( ),
on pourra, des valeurs do

L, v, s, A, B, C

supposees connues, deduire les valeurs de

A,, B,, C,, A , L
,

C

it I aide des formules (i i), (9) et (G) jointes aux suivantes :

C, it n (7 9.11

\ I 7~ ~~
9

~~~
. ,

&amp;lt;- -4- |* (] it -H u

-

) OEuvres de Cauchy, S. I. 1. IV. Extrait n XI, p. JOS.
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.3

uu\
u

U + M

A;

A o
, f\l

V \ ! r \ o /
I I \ K H-

V- -+- Utt I I H- (U U
i
f - - +

tnDV v

VtD G

les valeurs de v), o etant donnees par les equations

=
&quot;-r^f,&quot;

dans lesquelles t), t) designent encore deux constantes reelles qui de

pendent de la nature du premier et du second milieu.

La constante s, comprise dans les formules qui precedent, est, comme

on sait, liee a la duree T des vibrations moleculaires par la formule

et Ton a pareillement

I, 1 designant les longueurs d ondulation ou les plus courtes distances

entre deux noeuds de meme espece : i dans le rayon incident ou refle-

chi, 2 dans le rayon refracte. Si d ailleurs on nomme

0, i&amp;gt;

les vitesses de propagation des noeuds ou desondes planes dans le pre
mier et le second milieu, on aura

et, par suite,

Knfin, si Ton nomme r, T les angles d incidence et de refraction, c est-

a-dire les angles aigus formes par les directions des rayons incident
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et reflechi avec la norm ale a la surface de separation de deux milieux,

on aura

|

u k COST, v = ksinr,

/ ,/ If rtno T \- \r \s eiri
(
U = K COST , \ V K SUIT ,

puis on en conclura

uu v 2 kk cos T + T ),
uu H-v 2 kk cos(r T

),

(u + u) v = kk sin(T + T ), (u u) v = kk sin(T t ),

et par suite, en posant, pour abreger,

(l6) B = r, _ _j_^ &quot;i , r=ri-, p^ 1
(i + t)sin-T)J (i-f-f )sin

at J

on tirera des formules (12), (i3), (i4) jointes aux equations (4) et (8),

C, _ sin(r r) C _ asinr cosr

(r
r=

sinr + r &quot;C

~~
sinT + -

A, _
-

(i + 66
) COS(T + T

)
+ (6 + 6

) sin(r + r
} y/

i C,

A
, + 55 cosr r H- E -t- 5 sinr T ^ G

A/__k
A

&quot;

k
i

Soient maintenant
, 7 ,

les deplacements d une molecule mesures dans les rayons incident, re

flechi et refracte, parallelement au plan d incidence, et

les deplacements symboliques correspondants, chacun des deplacements

effectifs y, ^, a etant positif ou negatif, suivant que la molecule deplacee

est transportee du cote des x positives, ou du cote des x negatives.

Comme les deplacements
,

y&amp;gt;
,

lorsqu ils seront positifs, auront pour projections algebriques sur 1 axc

des x
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on aura necessairement

I -= sinr, H
/
=

/ sii)T, x sin? ,

on, ce qui revient au meme,

5=j-, g,= j[,, r=p%
et par suite

k
t

k
&amp;gt; .

k
t/=-& ,= -t. =7! -

On pourra done prendre

do sorte qu en posant, pour abreger,

on tirera des equations (i), (2), (3)

(9.0 w H eW-c+ -.y-^

Si, maintenant, on nomme

li, c, h
/?

c
( , h

, c

les modules des expressions imaginaires

&quot;. C, II
, C

/f II
, (/,

fl si I on pose en consequence

j

U ~ h^V/::

T, H, h^l*-V~, H = \\
e\&amp;gt;-^~,

( (]
-- c ev v -i

, C, := c
;
er V^, (] c e^ ^~

f

y., v, ^, v
/t ;/,

v designant des arcs reels, les formules (20), (21), (22)
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donneront

( 24 )

= h cos
(
vx -+- \r s t -+-

/jr.) , c,
= c cos

(
u .r 4- vj s /

(a5) a
/

= h
/ cos( vx -f- v7 st -\-

p.,}, , c,cos( r.r H- v/ s/ -f- vj,

(
i6

)
= h cos

(
u x 4- v r st + p } t % = c cos

(
u x -+- vy s / 4- v

)
.

*

Le systeme des formules (24) represente le rayon incident; et I desi-

gnent, dans ce rayon, les deplacemcnts d une molecule mesures paral-

lelement au plan d incidence et perpendiculairement a ce plan. Si 1 iin

de ces deplacements venait a s evanouir, le rayon incident deviendrait

un rayon plan renferme dans le plan d incidence, ou polarise suivant

ce meme plan, et qui pourrait etre represente, dans le premier cas, par

la seule formule

(27) = hcos(ujr+ YJ^ s/ -t- fx),

dans le second cas, par la seule formule

(28) ccos(ur H- vj si 4- v).

Comme le rayon represente par le systeme des formules (24) oifre tout

a la fois les deux especes de deplacements moleculaires observes dans

les rayons plans que representent les formules (27) et (28) prises cha-

cune a part, on dit que le premier rayon resulte de la superposition des

deux autres. Chacun des rayons reflechi et refracte pent, d ailleurs,

aussi bien que le rayon incident, etre considere comme resultant de la

superposition de deux rayons plans; Fun de ces derniers etant renferme

dans le plan d incidence, ou, ce qui revient au merne, polarise perpen

diculairement ace plan, et 1 autre etant, au contraire, polarise suivant

cememeplan. Cela pose, apres la reflexion ou la refraction, le rayon

plan, renferme dans le plan d incidence, sera represente par la pre

miere des formules (23) ou (26), et le rayon polarise suivant le plan

d incidence par la seconde.

Observons encore que, dans les formules (24), (25), (26), les denii-

amplitudes des vibrations et les parametres angulaires se trouvent repre-

sentes par
ll, ll,, I) Ct u, J.

t , [J.

1
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pour les rayons renfermes dans le plan d incidence, et par

c, c
(
, c et v, v

t
,

v

pour les rayons polarises suivant le meme plan.

Au point oil le rayon incident rencontre la surface reflechissanle

on a

x ==. o,

ce qui reduit les form u les (20), (21), (22) aux suivantes :

,&amp;gt;9)
a=He&quot;/-&quot;, ~ C e r-*

,

;
3o

)
*

,

= H
, e*r-st, E = C

, e&quot;/-.&quot;,

i 3 1
)

w = H e&quot;/-^, (7 e T~&quot;,

et les formules (2/4), (25), (26) aux suivantes :

(
3?.

)

=: h COS
( VJ S / -t-

f/-), ? = C COS
( V/ S / 4- V

),

(33) (

= h
/ cos(v/

&amp;gt; S/-H fxy ), /
= c

/ eos(v/ sf + vj,

(34) h cos(\;r s/-h
// ), ^ = c cos(v_r s/ + v ).

II suit des formules (29), (3o), (3i) que la reflexion ou la refraction

d un rayon simple renferme dans le plan d incidence, on polarise sui

vant ce plan, fait varier dans ce rayon le deplacement symbolique

a ou (,

dans un rapport constant. Ce rapport, qui sera d ailleurs imaginaire,

cst ce que nous nommerons le coefficient de reflexion ou de refraction.

Si on le designe par
1 ou I

pour le rayon plan renferme dans le plan d incidence, et par

J ou J

pour le rayon polarise suivant ce plan, on aura

i

j -t J=r
1 35) &amp;lt;

T 1L ^ ! _ IL k&amp;lt;-A/

H
= :

A
=

11
- ~~
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et, par suite, eu egard aux formules (17), (18),

sin(r -}
- 2 sin- COST

[3D] J =
-.

&amp;gt;

J = -j ;
-,)

sin(t 4- T) sm(t 4- T
)

(i + 66
j COS(TH-T )

H- [G -t- G
) sin(r 4- r )v/ i

- .1 ,

N (i 4- GG
)
cosfr r

)
4- (G 4- G

)
sinfr T )V i

. 7

1 + gg = J .

(i + GG
)
cosit T

)
4- (G + G

) sin(r T )V/
i

11 suit des formules (32), (33), (34) que la reflexion ou la refraction

d un rayon simple, renferme dans le plan d incidence ou polarise sui-

vant ce plan, fait varier, dans ce rayon, 1 amplitude des vibrations mo-

leculaires dans un certain rapport donne, et ajoute en meme temps

an parametre angulaire un certain angle. Ce rapport et cet angle sonl

ce que nous appelons le module et Vargument de reflexion ou de refrac

tion. Si Ton designe le module et 1 argumentde reflexion ou de refrac

tion par
I et i, ou par 1 et /

,

pour le rayon renferme dans le plan d incidence, et par

J et j, ou par J et f,

pour le rayon polarise suivant ce meme plan, les constantes positives

h
;

h c
y

c

h h c c

seront,en vertu des formules (35), les modules des expressions imagi-

n aires

I, I, J, J,

landis que les arcs reels

representeront les arguments de cesmemes expressions. On aura done

( I ^le s^-t, l reV- .

Cr.nvrcs dc C. - S. 1, t V.
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Ces dernieres formules, jointes aux equations (36) ct (37), suffiroiU

pour determiner completement les valeurs des modules et des argu

ments de reflexion et de refraction.

Lorsqu un rayon doue de la polarisation rectiligne, on circulaire, ou

elliptiqae, est considere comme resultant de la superposition de deux

rayons plans, dont 1 un est polarise suivant tin plan fixe donne, et

1 autre perpendiculairement a ce plan, nous appelons /*#*/? du rayon

resultant la difference cntre les parametres angulaires des rayons com-

posants. Cette anomalie, qu on peut sans inconvenient augmenter on

diminuer d un multiple de la circonference 27:, peut etre censee re-

duite a zero oua -
pour un rayon doue de la polarisation rectiligne, et a

- ou a
^ pour tin rayon doue de la polarisation circulaire. Nous appe-

lons encore asimut du rayon resultant, par rapport an plan fixe, Tazimut

qu on obtiendrait si 1 anomalie se reduisait a zero, c est-a-dire Tangle

aigu que formerait dans cette hypothese le plan du rayon resultant

avec le plan fixe. Done 1 azimut sera toujours Tangle aigu qui aura

pour tangente trigonometrique le rapport entre les amplitudes des deux

rayons plans et polarises, Tun perpendiculairement an plan fixe,

Tautre suivant ce meme plan.

Concevons maintenant que le rayon donne soit un rayon incident

sin- la surface de separation de deux milieux et represente par les

equations (24). Si Ton prend pour plan fixe le plan d incidence, Tano-

malie de ce rayon pourra etre exprimee par la difference

ct la tangente trigonometrique de Tazimut par le rapport

Paroillernent, dans le rayon refleclii ou refracte, I anomalie sera repre-

sentee par la difference

v, u
t

ou v
[&amp;gt;.
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et hi tangente de 1 azimut, par le rapport

Cola pose, la tangontc de 1 azimut ct 1 anomalie, mesurees dans l&amp;lt;&amp;gt;

rayon reflechi oil refracte, se deduiront aisement de la tangente de

1 azimut et dc 1 anomalie mesurees dans le rayon incident. On tirera

en eflet des formules (38) et (89)

, , , c, _ J c c _ J c

IT~~ T h h
7 ^ F h

et

(42)

On doit surtout remarquer le cas ou 1 anomalie du rayon incident

se reduit a zero et la tangente de son aziinut a 1 unite, en sorte que
ee rayon soit, non settlement doue de la polarisation rectiligne, mais

tie plus renferme dans un plan qtii forme avec le plan d incidenee un

angle egal a la moitie d un angle droit. Nous appellerons anomalie et

azimiit de reflexion ou de refraction ee que devicnnent, dans ee eas par-

tieulier, 1 anomalie et 1 azimut du rayon reflechi on refracte. Si Ton

dcsigne par

les azimuts, et par
o,

les anomalies de reflexion et de refraction, alors, en posant, dans les

formules (4i) et (42),

c
-==,, v-u = o,

on en tirera

( J J

1 tangta=y, langGj = -,
IP

f d=--j-i, o =j -i
;

et, en vertu dc ces dernieres, on reduii a les equations (4i), ( 12) a la
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forme
f* c c C

r
h

*

-^ = -
tangnr, n = r tangcr ,

y/ p. ;
= v a +

&amp;lt;,

v u. v a + .

Observons encore qu en vertu des fonnules (4o) et (43) on aura

(45) i = langcre
3^, -i- = tangroVV^T

et que, pour determiner a 1 aide des formules (45) les valeurs de

GT, Co , 0, O ,

il suffira d y substituer les valeurs des rapports

tirees des equations (

Les formules qui precedent comprennent, comme cas particulier.

les equations donnees par Fresnel pour representer les lois de la re

flexion et de la refraction de la lumiere a la premiere et a la seconde

surface des corps transparents, lorsqu il existe un angle d incidcnce

pour lequcl un rayon simple est toujours, apres la reflexion, complete-

ment polarise dans le plan d incidence. Elles montrent les modifica

tions que doivent subir ces memes lois dans la supposition contraire.

G est ce que j expliquerai plus en detail dans les Exercices d Analyse

ct de Physique mathematiquc. Je me bornerai ici a observer que, dans la

premiere bypotbese, on doit avoir, pour la valeur de T qui repond a la

polarisation complete du rayon reflecbi,

1 = 0, I,= 0,

et par suite, en vertu de la premiere des formules (3;),

Or, (H, s etant positifs ou nuls, on ne peut verifier ces dcrnieres equa-
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lions qu en posant

(46) cos r-f- r
)
= o, 6 = 0, G =o,

et par suite

(47) r+ T =^ f = - r= - f *

La premiere des formules (47) montre que Tangle de polarisation com

plete, quand il existe, est celui pour lequel les rayons reflechi et re

fracte se coupent a angle droit, suivant la loi decouverte par M. Brevv-

ster. De plus, les deux dernieres des equations (4G) reduisent les

formules (37) aux suivantes :

/ / o \ J COS i T T J t \

4 = r-i -=r- = COS IT T ,

I COS(T + T
) I

et de ces dernieres, jointes aux formules (45), on tire : i pour le

rayon reflechi,

COSIT T ) .. , ^ 7T

tangof = COSTH-T &quot;&amp;gt;-

cosfr T ) , ^ T:

COS(7T T Tj 2

2 pour le rayon refracte,

(5o) langs =cos(T T )J
d -o.

Les formules (49) et (5o) sont precisement celles qui ont ete verifiees

a 1 aide d un grand nombre d experiences entreprises par Fresnel et par

d autrcs physiciens, particulierement par M. Brewster. Les azirnuts et

les anomalies dc reflexion on de refraction, reprcsentes dans ces for

mules par les lettres

57, TO , O,0,

sont precisement les quantites qui servent a faire connaitre ce qu on

pent nommer le mouvement du plan de polarisation et la translation

des nceuds dans le passage du rayon incident au rayon reflechi on

refracte.
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71.

PHYSIQUE MATHEMATIQUE. Note sur les milieux dans lesquels an rayon

simple pent etre compUtem?nl polarise p:ir reflexion.

C. R.. t. IX. p. 7^6 (a decunibro i83:j).

Lorsquo les equations des mouvements infiniment petits d un sys-

lemc isotrope de molecules deviennent bomogenes, elles se reduisent

\\ eelles que nous avons donnees dans la seance du ?/\ juin dernier

(roir les Comptes rendas, i
ei&amp;gt;

semestre, p. 990) ( )
et renferment deux

eonstantcs designees par les lettres i et f. Si, d ailleurs, le systeme

isotrope que Ton considere est du nombre de ceux dans lesquels un

rayon simple pent etre completement polarise par reflexion , la con-

stante f, comme nous 1 avons prouve dans la derniere seance, se

reduira an signe pres a Funite, en verifiant la formule

Done alors, si Ton nomme, au bout du temps /,

les emplacements d une molecule mesures au point (x, y, z] paralle-

lement aux axes coordonnes, et u la dilatation du volume en ce nieme

point, on aura

[J&amp;gt;;-

-
1 (D1+ J)j.+ 1): )]; + 1 \)x j == o,

la valeur de u etant

puis on en conclura, non sculement

)
OEuvrcs d&amp;lt;- Canclir. S. I, t. IV. Uxtrail n Tii. p. 43 j.
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inais encore

(4) [D,-i(D+D&amp;gt;+D)]D?
= o,

designant le deplacement d une molecule mesure parallelemen t a un

axe fixe qui pourra coincide! 1

, si Ton veut, avec 1 un des axes coordon-

nes. Si, d ailleurs, on nomine 12 la vitesse dc propagation des ondes

planes, correspondantes a un mouvemcnt simple, et sans changement

de densitc, qui se propage sans s aflaiblir, la constante i ne sera autre

chose que le carre de la vitesse
!&amp;gt;,

en sorte qu on aura

En vertu des formules
(3(&amp;gt;)

de la page 99^ (i
er

semestre) ( ),
Ics

vitesses de propagation des deux especes de mouvements simples qui

peuvent, dans un systeme isotrope, se propager sans s aflaiblir, out

pour carre i et 1(1 -f- f). Done le rapport de ccs deux vitesses sera gene-

ralement \
f
i -h f. Dans les equations adoptees par MM. Navier et Pois-

son on a f 2, et le rapport des deux vitesses devient y3. Mais, lors-

que f= r, ce meme rapport se red nit evidemment a zero.

72.

PHYSIQUE MATIIEMATIQUE. - - Memoire stir fa polarisation incomplete pro-

duite, a la surface de separation de certains milieux, par la reflexion

d nn rayon simple.

C R., t. IX, p. 73.7 (.&amp;gt;.

decembre i83g).

Concevons qu un rayon simple, et dans lequel les vibrations son I

transversales, etant reflechi par la surface de separation de deux mi

lieux isotropes, ne se trouvc jamais completement polarise dans b-

plan d incidence, et que I impossibilite d arriver a la polarisation com-

( )
OEuvrcs dc Caitchy, S. J, I. IV. Extrait n .*ii, p. i-Jo.
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plete resulte de la nature, non du premier, mais du second milieu, on

sorte qu il suffise de changer la nature de celui-ci pour obtenir, sous

une certaine incidence, un rayon reflechi qui soil completement pola

rise. Alors, des deux constantes designees par

f, f

dans le Cornpte renchi de la precedente seance, la premiere f se reduira

au signe pres a 1 unite, en verifiant la condition

et Ton aura, par suite,
o.

Mais la constante f, prise en signe contraire, differera de 1 unite; par

consequent, la quantite G sera, non pas egale, mais superieure a zero.

Ces principes etant admis, concevons que le rayon incident soit de

compose en deux autres , 1 un renferme dans le plan d incidence,

1 autre polarise suivant le meme plan; puis, representons les coeffi

cients de reflexion ou de refraction par

I ou I

pour le premier des rayons composants, et par

J ou J

pour le second. On aura, en vertu de ce qui a etc (lit dans la derniere

seance,

j _ sin (r
r\ - _ asinr cosT

~sin(r + r)

r
sin(r +r)

_ COS(T + T
)
+

COS(T T
)
+G sin(T

r,
-

designant les angles de reflexion et de refraction, et la valour

de etant

(3)
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Comme les formules (i) ne rcnferment pas e et sont, par suite, inde-

pendantes de la constante f, 11 en resulte que les lois de la reflexion et

de la refraction, relatives au rayon polarise suivant le plan d inci

dence, restent les memes dans le cas oil Ton pent obtenir la polarisa

tion complete par reflexion, et dans le cas ou la polarisation demeure

generalement incomplete, quelle que soil 1 incidencc. Cette proposi

tion, que j
ai deja enoncee dans la seance du i

er
juillct, parait con-

forme a des experiences entreprises depuis cette epoque.

Soient maintenant
w, w

les azimuts et
N

*&amp;gt;/

0,

les anomalies de reflexion ou de refraction, c est-a-dire, en d autres

termes, ce que deviennent, apres la reflexion ou la refraction, 1 azimut

et 1 anomalie du rayon resultant quand, ce rayon etant primitivement

done de la polarisation rectiligne, son azimut primitif, mesure par

rapport au plan d incidence, est la moitie d un angle droit. On aura,

en vertu des formules etablies dans la derniere seance,

(4) langnj e^-i = _, .
,

puis, de ces dernieres equations jointes aux formules (2), on tirera

(5) tangm .eS v/^T COS(T r
)
+ G sin(7 T

) \/ 1,

et

(6) -^i^ gtS -o)^ = _ COS ( T + T
)
+ G s in

(
T 4. r

}^.

On verifiera la formule (5), relative au rayon refracte, en posant

r r

( 7 )
&quot;~

I o = arc tang[G larig^ r r )].

On verifiera ensuite la formule (6) en posant

(8) col2 G?= [cos
2
(t + r

}
+ G

OEuvres de C. S. I, t. V.
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et, de plus,

(

5-- o --t- arc lang[G lang(r -f- r j]
-+- r, si r-f-r

&amp;lt;&amp;lt;-

(9)

f d= d 4-are.tang[ tang(T-t-T )],
si t + t

&amp;gt;&amp;gt;--

Si f, etant inferieur a i, en dillere tres peu, en sorte qu on ail

s designant une constante positive tres petite, on trouvera sensible-

ment
sinr ;

^ j j

i

puis, en nommantO I indice de refraction -
71 et posant pour abreger

on trouvera encore

(o) CB SillT.

Cela pose, les formules (7), (8), (9) donnerout a tres peu pros

^
lang- ss cos 2

(r T
)
H e

2 sin 2 7 sm-(r T
},

o = arc tang[c sinr lang t r ];

(12) col 2
7u = [cos

2
(t -+- r

)
H- i- sin 2 r sin 2

|r-i- ? )] coi
2
ro

et

I o = o -4- arclangj e
sintlang^r + r ;] 4- r, si r 4-

~
&amp;lt;C

-

|
o o .H-- arc tang[e siiiTtang(t H- r )],

si r -+- r
&amp;gt;&amp;gt;

:

On se trouve ainsi ramene aux formules que j
ai donnees dans la seance

du i
cl

juillel, page 9 ( ).

( ) OEitfrcs de Conchy, S. I, t. IV. Hxlrait n 33, p. {3G.
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73.

PHYSIQUE MATIIEMATIQUE. - - Sur la reflexion des rayons luinineiLx pivduitc

par la seconde surface d un corps isophane el transparent.

C. R.. t. IX, p. 764 (9 dccembre i83g).

Dans un grand nombre de questions relatives a la Physique mathe-

matique, il s agit de savoir sous quelles conditions un mouvemcnt vi-

bratoire, qui a pris naissance dans un milieu donne, se transmet a un

autre milieu, et quelles sont les lois suivant lesquelles le mouvement

se refracte en passant du premier milieu dans le second, ou se reflechit

dans 1 interieur du premier milieu. De semblables questions serencon-

trent a cbaque instant, non seulement dans la theorie de la lumiere,

mais encore dans la theorie du choc des corps, dans celle des plaques

vibrantes, etc., ...; et cette remarque explique suffisamment tout

1 interet que les physiciens et les geometres attachaient avec raison a

la recherche des equations qui doivent etre remplies dans ie voisinage

de la surface de separation de deux milieux, par exemple de deux

systemes de molecules. Comme la nature des phenomenes observes se

trouve intimement liee a la forme de ces equations, taut que celles-ci

demeuraient inconnues , il fallait renoncer a traiter d une maniere

rigoureuse les plus belles questions de la Physique, par exemple la

reflexion et la refraction de la lumiere. Heureusement, dans un prece

dent Memoire, je suis parvenu a vaincre la difficulte que je viens de

signaler, en donnant une methode generale pour la formation des

equations relatives aux limites des corps. Pour montrer de plus en

plus les avantages de cette methode, je me propose de 1 appliquer suc-

cessivement aux divers problemes de Physique mathematique; et dejii,

dans les precedentes seances, on a pu voir avec quelle facilite elle

donnait les lois de la polarisation des rayons lumineux reflechis ou

refractes par la premiere surface d un corps isophane et transparent.

Les formules qui exprirnent ces lois renferment deux constantes dont
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la premiere, bien connue des physiciens, est celle que Ton nomme in-

dice de refraction, et varie avec la nature du corps transparent entre les

limites i et ^, ou i et3; tandis que la seconde, prise en signe con-

traire, differs generalement tres peu de Tunite. Lorsqtie cette der-

mere constante se reduit, au signe pres, a i unite, un rayon polarise

rectilignement, suivant un plan quelconque, pent tomber sur la surface

reflecbissante sous une incidence telle qu il se trouve, apres la re

flexion, completement polarise dans le plan d incidence; et Tangle

d incidence pour lequel cette condition est remplie, ou ce qu on nomme

Vangle depolarisation complete, a precisement pour tangente trigonome-

trique 1 indice de refraction, conformement a un theoreme de M.Brew-

ster. Dans ce meme cas, les formules qui representent les lois de la po

larisation sont precisement les formules si remarquables qui ont ete

donnees par Fresnel, et qui se trouvent ainsi pour la premiere fois

deduites de methodes exactes. Mais il en est autrement lorsque la

deuxieme constante ne se reduit pas, au signe pres, a 1 unite; et alors

on voit disparaitre Tangle de polarisation complete, en sorte qu il

n existe plus d incidence pour laquelle un rayon simple soit toujours

polarise par reflexion dans le plan d incidence, quel que soit, d ail-

leurs, Tazimut primitif de ce rayon, c est-a-dire Tangle forme avec le

plan d incidence par le plan qui renferme le rayon incident. Dans ce

dernier cas, les lois de la polarisation se trouvent exprimees par des

formules que j
ai donnees dans la derniere seance et qui renferment,

comme cas particulier, les formules de Fresnel relatives aux corps

transparents.

Au reste, les diverses formules que je viens de rappeler supposent

Texistence d un rayon refracts qui se propage dans le second milieu

sans s affaiblir. Cette supposition est toujours conforms a la realite

lorsque, les deux milieux etant transparents, Tindice de refraction,

c est-a-dire le rapport enlre le sinus d incidence et le sinus de re

fraction , est superieur a Tunite; attendu qu alors, en passant du

premier milieu dans le second, un rayon simple se rapprocbe de la

normale a la surface reflecbissante. Mais c est precisement le con-
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traire qui aura lieu si 1 indice de refraction est inferieur a Tunite.

Alors, en eflet, a 1 instant oil Tangle d incidence, venant a croitre,

oflrira un sinus e^al a 1 indice de refraction, le rayon refracte raseraO v

la surface reflechissante. Si, Tangle d incidence croissant encore, son

sinus devient superieur a Tindice de refraction, le rayon refracte dis-

paraitra, ou plutot il s eteindra en penetrant a une petite profondeur

dans le second milieu; par consequent, ce second milieu, qui etait

transparent sous des incidences moindres, remplira les fonctions d un

corps opaque, et Ton obtiendra ce qu on appelle le phenomene de la

reflexion totale, Tangle de reflexion totale n etant autre chose que celui

qui a pour sinus Tindice de refraction. La reflexion totale s observe

toutes les fois qu un rayon propage dans Tair, apres avoir traverse la

premiere surface d un verre ou d un cristal, tombe sur la seconde sur

face de maniere a former avec la normale un angle superieur a celui

que nous venons d indiquer.

Les formules que je presente aujourd bui a TAcademic sont relatives

a la reflexion totale produite, comme on vient de le dire, par la se

conde surface d un corps transparent. Ces formules renferment encore

les deux constantes, dont la premiere est Tindice de refraction, et

fournissent, lorsque la deuxieme constante se reduit, au signe pres, a

Tunite, les resultats auxquels Fresnel etait parvenu en chercbant, di-

sait-il, ce que Tanalyse voulait indiquer par les formes, en partie ima-

ginaires, que prennent dans le cas de la reflexion totale les coefficients

des vitesses absolues determinees dans Tbypotbese de la reflexion par-

tielle. En vertu de ces memes formules, Tazimut de reflexion se reduit

a Tunite, par consequent le rayon incident et le rayon reflecbi offrent

toujours le meme azimut dont la tangente trigonometrique represente

le rapport entre les amplitudes des vibrations mesurees perpendicu-

lairement au plan d incidence et suivant ce meme plan. Done la re

flexion fait varier seulement Tanomalie du rayon incident, ou, ce qui

revient au meme, la distance entre les noeuds de deux rayons plans

qui, par leur superposition, produiraient le rayon incident, et dont Tun

serait polarise suivant le plan d incidence, Tautre etant renferme dans
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ce plan. Done si Ton fait subir a un rayon priinitivement done cle la

polarisation rectiligne une suite de reflexions totales sur des surfaces

perpendiculaires a un meme plan d incidence, le dernier rayon refle-

chi, quand il sera doue lui-meme de la polarisation rectiligne, offrira

toujours un azimut egal a celui du rayon incident; en d autres termes,

ccs deux ravons formeront avec le plan d incidence des angles e^aux,/ 1 O O

mais qui pourront se mesurer en sens contraire de part et d autre de

ce plan.

Quant a I anomalie de reflexion, qui represente la difference entre

les anomalies des rayons reflechi et incident, elle varie dans le cas de

la reflexion totale avec Tangle d incidence, et s evanouit : i lorsque,

I angle d incidence etant Tangle de reflexion totale, le rayon refracte

rase la surface reflechissante; 2 lorsque, Tangle d incidence etanl

droit, le rayon incident rase la meme surface. Entre ces limites, il

existe un angle d incidence pour lequel Tanomalie de reflexion atteint

un maximum, et le supplement de ce maximum est precisement le

quadruple de Tangle de polarisation complete.

Pour qu un rayon soit polarise circulairement, il suffit que son ano-

malie se reduise a un angle droit, son azimut en etant la moitie. De

cette remarque, jointe a la regie que nous venons d enoncer, on con-

clut facilement qu un rayon plan peut etre transforme en un rayon

doue de la polarisation circulaire par deux reflexions totales operees

sur la surface interieure du verre, sous un angle d environ 52, ou par

une seule reflexion operee sur la surface interieure d un diamant,

sous un angle d environ 33. On se trouve ainsi ramene, d une part,

a un resultat enonce par Fresnel, et que cet illustre physicien a verifie

a Taide de Texperience ; d autre part, a une proposition quej ai deja

indiquee dans une lettre adressee a M. Ampere (voir le Compte rendu

de la seance du 1 1 avril i836) (

(

).

Je remarquerai, en finissant, que mes formules fournissent encore

le moyen de calculer des quantitesqui, selon toute apparence, ne pour-

() OEucrcsdc Canchy, S. I, t. IV. Extrait n 5, p. ai.
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raient facilement.se deduire d experiences directes, par cxemple la

rapidite avec laquelle s eteint la lumiere en penetrant dans le second

des milieux donnes, et d obtenir les lois de cette extinction.

ANALY8S.

Considerons, comme dans la seance du 25 novembre (p. 679 ct

suiv.) ( ),
deux milieux isotropes separes par une surface plane que

nous prendrons pour plan des y, z
; et concevons qu un mouvement

simple et par ondes planes, mais sans ehangement de densite, se pro-

page dans le premier milieu situe du cote des x negatives. Supposons

encore qu a 1 instant oil ce mouvement simple atteint la surface de sepa

ration, il donne toujours naissance a un seul mouvement simple refle-

chi et a un seul mouvement simple refracte. Lorsqu on prendra pour

axe des z Line droite parallele aux traces des ondes incidentes sur la

surface reflechissante, les equations symboliques des trois mouvements

simples, incident, reflechi et refracte, se reduiront aux formules (i),

(2), (3) de la page 680 (-}, les valeurs des constantes imaginaires

A,, B,, C, A
,

B
,

C

etanl liees a celles des constantes

A, B, C

par les formules (6), (i 2) et (i3) [p. 682 et 683
(

3

)],
et les valeurs des

coefficients

u = u i v = v

etant liees elles-memes a Tangle d incidence T par les formules
(&amp;lt;j)

et (i5) [p. 682 etG8/( (

4

)], en vertu desquelles on aura non seulemenl

(1) L- kcosr, v ksinr,

mais encore u&quot;

2 = k - - v* = \- k 2
et, par consequent,

(2) ?&amp;lt;
-= k- sin-T k -.

( ) OEnwes dc Cnihr, S. I, I. V. Extrait 11 70, p. uo el suiv.

( -) Id. Id. p. ?/).

(
3

) Id. Id. p. &amp;gt;.- et uS.

( *) Id. Id. p. 9.7 ct 29.
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Lorsque les constantes reelles k, k verifient la condition k
&amp;gt; k,

( equation (2) fournit une valeur tonjours negative de u 2

, par conse

quent, des valeurs toujours imaginaires de u
-, et, par suite, quel quo

soit Tangle d incidence, le mouvement refracte se propage sans s aflai-

blir. Alors aussi, en nomrnant T Tangle de refraction, et 6 Tindice de

refraction, on a

v = k sinr = k sinr ,

sinr k

sinr k

par consequent, la formule (2) se reduit a

u -= k -
(sin

2 r i)
= k 2 cos 2 ? ,

et on la verifie, coinme on devait s y attendre, en posant

u v ^i, u k cosr .

Dans tous les cas, si Ton combine la formule (2) avec la suivantc

(4) k =0k,

on en tirera

(5)

Si d ailleurs on nomme rs Tazimut et S Tanomalie de reflexion, la pre

miere des formules (45) [p. 690 ( )] donnera

j

I

tandis que Ton tirera des formules (12), (i3) et (35) [pages 682, G83

et687 (&quot;)]

V- lilt I
-

;
;

H- (U + UU 2 - H~
\ 11)13 / V t ) 1 ) /

\ f * i ti i \ /

(!) OEuvres fie Cauchy, S. I, t. V. Extrait n 70
; p. 36.

(2) Id. Id. p. 27, 28 el 32.
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les valeurs de tD, t) etant

Concevons maintenant que Ton ait

k &amp;lt;k.

Alors 1 indice de refraction 0, determine par la seconde des formules

(3), deviendra inferieur a I unite; et si Ton pose, pour abreger,

(9) ^ = arc sin (5,

1 equation (5) ne fournira une valeur negative de u -, par consequent

des valeurs imaginaires de M
, qu autantque Ton supposera

T&amp;lt; |,

on, ce qui revient au meme, siiiT
&amp;lt;

0. Si Ton a, an contraire,

e,t, par suite, sin-r&amp;gt;0, 1 equation (5) fournira une valeur positive dew -,

par consequent deux valeurs reelles dc u , 1 une positive, Fautre ne

gative; et la valeur negative deV sera

10
}

w = - kU,

U designant une constante positive determinee par la formule

i. i

(i i) LT = k (sin
2 r 9-}- = k sin 5

(- + ^ sin

Alors le mouvement refracte s eteindra en sc propageant dans le second

milieu; et [ amplitude des vibrations moleculaires, etant proportion-

nelle a Fexponentielle
-kU.r

decroitra en progression geometrique, tandis que Ton torn croitre en

progression arithmetique 1 abscisse x, c est-a-dire la distance d une

molecule a la surface refringente.

Dans le cas que nous considerons ici, 1 aziinut et 1 anomalie de re

flexion peuvent encore etre determin3s a 1 aide des formules (6), (7)

OEiivres de C. S. I, t. V.
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et (8). Si la nature cles deux milieux est telle qu un rayon simple se

troiive toujours, sous une certaine incidence, completement polarise

par reflexion, on aura

(a) f= -i, r= -i, ~

et, par suite, les equations (6), (7) donneront

v- uu

puis, en ayant egard aux formules

on tirera do 1 equation (12)

, , sin 2 T H- lJ cost y/
1

V- = -

sin-T U COST v l

On verifiera la formule (i/i) en posant

et

U COST
6) o= a arc tang

Si, dans 1 hypotliese admise, et en supposant les conditions (12) ve-

rifiees, on calcule, non plus seulement les valeurs de CT et de
(&amp;gt;, ou, ce

qui revient an meme, la valeur du rapport i mats encore les deux
J

termes de ce rapport, I et J, qui represented les coefficients de re

flexion d un rayon renferme dans le plan d incidence ou polarise sui-

vant ce plan, on reconnaitra que les modules de ces coefficients se

reduisent, tout comme le module de leur rapport, al unite. Par conse

quent, danscette hypothese, les amplitudes des vibrations moleculaires

ne varient pas quand on passe du rayon incident au rayon reflechi; ce

qui fait dire que la reflexion csttotale. Vangle de reflexion tolale est

Tangle d incidence pour lequel la reflexion totale commence a se pro-
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duire, c est-a-dire Tangle fy
determine par la formule (9). II suit d ail-

leurs de la formule (i5) que, dans le cas dc la reflexion totale, [ azimut

de reflexion se rcduitala moitie d un angle droit, et par suite Tazimut

du rayon reflechi a Tazimut du rayon incident. Quant a Tanomalie ^,

on la tire aisement des formules (11) et (16), ou, ce qui revient an

ineme, de la suivante

(5 sin-(r -f- d) sin -(r -I)
(in tang- - ~

;

-2 smrtangr

et comme, en vertu de ces formules, on aura encore

&amp;lt;$ (sin
2 r Q-}(\ sin 2

r)
3

2 sin -r

il est clair que cette anomalie, qui s evanouit : i pour -. = 6, 2 pour

-. = -
acquerra, entre les limites T ~ 6, T = ~&amp;gt; une valeur maximum

pour laquelle on aura

(
! o) sin2r = 7Vp ~i

= i

~^r

Lorsque, les conditions (12) etant remplies, Tangle d incidence T

reste inferieur a Tangle de reflexion totale, alors, pour que le rayon

reflechi soitcompletement polarise dans le plan d incidence, il faut que

Ton ait [voir la formule (47) P- 69! ( )]

De cette derniere formule, jointe a la premiere des equations (2), on

conclut

tangr = 6.

Done, si 1 on nomme 9 Tangle de polarisation complete, on aura

20

^,

et, par suite, la seconde des formules (19) donnera - = - - 20,

( ) CEuvrcs dc Cauchy, S. I, t. V. Extrait 11 70, p. 3;.
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Ainsi, dans le cas de la reflexion lotale, Vanomalie maximum a pour

supplement le quadruple de Vangle de polarisation.

74.

THEORIE DES NOMBRES. - - Theorcmes relatifs auxformes quadratiques

des nombres premiers et de leurs puissances.

C. R., t. X, p. 5i (i3 Janvier 1840).

Parmi les resultats auxquels je suis parvenu dans le Me moire pre-

sente a I Academie le 3i mai i83o, et insere par extrait dans le Bulletin

des Sciences de M. deFerussac, il en est un qui a particulierement attire

I altention des geometres. Je veux parler du theoreme suivant lequel

une puissance d un nombre premier p, ou le quadruple de cette puis

sance, pent toujours etre convert! en un binome de la forme

X- -t- II}--

lorsque, n etant un diviseur premier de p i
, et de la forme l\x -+ 3,

on prend pour exposantde la puissance le double du plus petit nombre

entier equivalent, abstraction faite du signe, et suivant le module //, a

celtii des nombres de Bernoulli,

dont le rang est represente par le quart de n +- 1. D ailleurs ce merne

exposant a pour valeur cxacte, on la difference entre le nombre des

residus et le nombre des non-residus inferieursa la moi tie du module/*,

ou le tiers de cette difference, suivant que ce module divise par 8

donne pour reste 7 ou 3. Or non seulement la proposition que je viens

de rappeler renferme, comme cas particulier, un theoreme remarquable

enonce par M. Jacobi dans le Journal de M. Crelle, mais il est bon d ob-

server qu elle se trouve elle-meme comprise dans une proposition plus
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generate qui me parait digne d etre signalee, et que je vais enoncer en

peu de mots.

Supposons que, n representanttoujours un diviseur impairde/? j,

ce diviseur n soit encore de la forme 4^+ 3, mais cesse d etre un

norabre premier. Soit d ailleurs h 1 un quelconque des nombres entiers,

premiers a n et inferieurs a ^ n. Lorsqu on prendra successivemenl

pour modules les divers facteurs premiers de n, que nous supposerons

inegaux entre eux, h pourra devenir plusieurs fois un non-residu qna-

dratiqus, et ce nombre de fois pourra etrc ou pair ou impair. Ola

pose, comptons les valeurs de h qui se trouvent dans 1 un des cas, e(,

du nombre de ces valeurs, retranchons le nombre de celles qui se trou

vent dans 1 autre. Le quadruple de la puissance de/? qui aura pour ex-

posant, ou la difference obtenue, si n est de la forme &x -+- 7, ou le tiers

de cette difference dans le cas contraire, pourra toujours etre converti

en un binome de la forme x&quot;

1 + ny
2

; et 1 on pourra effectuer irnmedia-

tement cette conversion en multipliant 1 un par 1 autre, dans un certain

ordre, les facteurs primitifs du nombre premier/;.

Des tbeoremes analogues sont relatifs au cas ou le nombre n serai I

pair, ainsi qu au cas ou n, etant impair, serait de la forme 4^ + r,

pourvu que, dans ce dernier cas, le nombre/) i soit divisible par \.

ANALYSE.

[)
etant un nombre premier,

n un diviseur impair de/? i
, en sorte qu on ait/? i = /m,

une racine primitive de 1 equation xp= i,

p
une racine primitive de [ equation x&quot; = i

,

t une racine primitive de 1 equivalence xp~ { =.i (mod. /;),

et A, k des quantites entieres,

posons

(0 A = Q +- p
h 9 C+ p-

h 6 1
- + . . . + p (/-2)A0fi

-

et
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En vertu des principes exposes dans le Bulletin des Sciences de M. de Fe-

russac (septembre 1829) et rappeles dans la seance du 28 octobre

dernier
( ),

on aura : i en supposant h divisible par n,

(J) 0-)A=0 = i;

2 et supposant h non divisible par n,

On trouvera par suite, en supposant A ou k divisibles par n,

et, en supposant A, k, ainsi que h -+- k, non divisibles par n,

(6) RA,*R_*. _*==/&amp;gt;,

De plus, si 7i est pair, alors la valeur de

* jn &quot;/ ji J \J i J . j

2 2

sera determines par la formule

/ -i

\7) V
y J ~ H-

( j fJ-

Enfin nous designerons, avec M. Legendre, par la notation

p 1 i&

le reste de la division de A 2

par le nombre p, et par suite Ton aura

//A III
-

i ou
\Pl

selon que A sera residu quadratique ou non risidu qiiadralique suivant le

module/;.

(!) OEitvres de Cauchy, S. J, t. IV. Extrait n 64, p. 5o6.

Pour obtenir les formules que nous donnons ici, il suffit de remplacer, dans celles que

renferme le Comptc rcndu de la seance du 28 octobre, h par CT//, et A- par CT
A-, puis d ecrire,

pour abreger, 0/4 , /,, R/,,A-, au lieu de 0^^, CT/t, RCT/^.TTTA-.
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Gela pose, considerons d abord le cas ou n est un nombre impair, et

soient
v, /, v&quot;,

les facteurs premiers de , que nous supposerons, pour plus de sim-

plicite, inegauxentre eux. Concevons d ailleurs que, Aetant un nombre

entier, premier a /z, on pose, avec M. Jacobi
( ),

v

Parmi les nombres entiers, inferieurs a Ji et premiers a ft, les uns

//, A
, h&quot;,

...

veritieront la condition

les autres
A-, k 1

, k&quot;,
...

veritieront la condition

Cela pose, faisons

le nombre des entiers inferieurs a /i et premiers a n. Si le diviseur //

de p i est de la forme 4^ H- i on aura

-//\ !h\ fk\ //.

/&amp;lt; / \n

et par suite, en vertu de la premiere des formules (4),

(8) l = p\ !==&amp;gt;-

( ) Comptes rendits des seances de 1 Academie de Berlin, octobre iS Jj.
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Mais il n en sera plus de meme, lorsque n sera de la forme l\x H- 3, et

quo 1 on aura en consequence

Solent, dans ce dernier cas,

A, ou A
, ou A&quot;,

ce que devient le polynome

6 6 + 6 ct
. .

&amp;lt;rh *- ._
6&quot;

1

-*,

quand on y substitue a/? le nombre premier

V, OU v , OU
v&quot;,

a 0, une racine primitive de 1 equation

X
&amp;gt;=\, OU X^ =l, OU ^v

&quot;=zl, ...,

iMitin, a ^, une racine primitive de 1 equivalence

x&quot;

- =
i (mod.v), ou ^ - =

i (mod. v
),

ou **&quot;- ==i
(mod.v&quot;),

On trouvera

19) ^1 = A + BAA A&quot;..., aJ.= A BAA A*. ..,

A, B designant deux quaritites entieres, qui, pour certaines valeurs de //,

pourront etre divisibles par p ou par une puissance de p. Comme on

aura d ailleurs

par consequent

10

et de plus, en vertu de la premiere des formules (4),

(!
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on tirera des equations (9) et (10), en supposant nde laforme 4r-+- 3,

(
l2

) 4p* = A 2 +nB-\

Concevons maintenant que Ton ait

n = \ vv
v&quot;,

. . .
,

v, v
, v&quot;, . . . designant toujours des facteurs premiers impairs, et suppo-

sons que, h etant un entier premier a n, par consequent impair, on

represente par

(-]
\4J .

la quantite -+- i ou --
i a laquelle on peut reduire le reste de la divi

sion de h par /{. Posons d ailleurs generalement

Knfin partageons les entiers inferienrs a n et premiers a n en deux

groupes
/

, /*
, It&quot;,

... et
/&amp;lt;-, /,-

, A-&quot;, ...,

les termes du premier groupe etant ceux qui veritient la condition

et les termes du second groupe, ceux qui verifient la condition

En raisonnant comme ci-dessus, designant par

N=5f,-iU.--i,

le nornbre des entiers inferienrs a /?, mais premiers a n, et posant tou

jours
I = A A - OA- . . .

, J = A.0A., O/, ,

OEm-res de C . S. I. t. V. 8
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on trouvera, si n est de la forme ^x -\- 3,

Si au contraire / est de la forme !\x 4- i
, on obtiendra la formule

ou, ce qui revient au meme, la formule

(i5) j
= A*+?B*,

A, B etant des quantites entieres, qui pourront etre divisibles
par/&amp;gt;

ou

par une puissance entiere de p.

Supposons encore
n = 8 vv v&quot; ...,

v, v
, v&quot;,

... etant des facteurs premiers impairs. Alors le nornbre des

entiers inferieurs a n et premiers a n sera toujours

Goncevons d ailleurs que Ton partage ces entiers en deux groupes

//, A , A&quot;, ...; If, /,
, 7r&quot;, ...,

en placant dans le premier groupe ceux qui, etant de la forme 8.x- -+- i

ou 8^-1-7, verifient la condition

w

et ceux qui, etant de la forme 8a? -h 3 ou 8# -+- 5, verifient la condi

tion

k

Alors, en supposant toujours

&amp;gt;v
. . J
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on trouvera, si n est de la forme i\x -+- i ,

N N

1=J&amp;gt;~ J=/&amp;gt;S

et, si ft est de la forme l\x + 3,

N

16 &amp;gt;*
= A 2 + 2vvV. . . B 2

,

ou, ce qui revient au meme,

A, B designant des quantites entieres qui peuvent etre divisibles par /&amp;gt;

ou par une puissance de p. Pour rendre la formule (17) applicable an

cas oil n serait de la forme f\x -+- i, il suffirait de prendre pour

//, /i
, A&quot;,

....

ceux des entiers, inferieurs a n et premiers a // qui, etant de la forme

8r -+- 1 ou 8 x H- 3, verifient la condition

w V . . .

et ceux qui, etant de la. forme Sac -f- 5 ou Sx H- 7, verifient la condi

tion

/ h

\ vv v&quot; . . .

Soit maintenant

la plus haute puissance de p qui, dans les formules (12), (i5), (17

divise simultanement A etB. Si Ton pose

A = p x, B = p y

et

N
f*
= - - 2/

&quot;

ces formules donneront respectivement : i pour // = w v&quot;. . .,

(18) 4^ jc 2 + /ij
2

;
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2 pour n 4wV . . . ou pour n = 8wV . . .,

(19)

,r, v etant des nombres entiers, non divisibles par/;.

II reste a cxpliquer comment on peut obtenir dans chaque cas la

valeur de 1 exposant a.

Or, parmi les entiers premiers a n, mais inferieurs a .7 71, les uns.

dont nous designerons le nombre par i, appartiendront au groupe

/
, /* , A&quot;, ...,

les autres, dont nous designerons le nombre par/, an groupe

/, ;, / //
/

,
A

,
/i

,
. . .

;

et, comme le nombre total de ces entiers sera evidemment -&amp;gt; lesnom-
2

bres i, j verifieront la condition

(0.0) !+./=-

Ola pose, si Ton etend a tous les cas la methode de calcul que nous

avons suivie dans le Memoire du 3i mai i83o, lorsque n etait un

nombre premier de la forme ?\x + $, on arrivera aux conclusions sui-

vantes.

Si le nombre ?i est impair et de la forme [\x -\- 3, 1 exposant p se re-

duira simplement a la valeur numerique de la difference

ou au tiers de cette valeur numerique, suivant que n divise par 8 don-

nera pour reste you 3.

Si, le nombre n etant divisible par 4,
- est de la forme l\x -t- r, ou
4

sin, etant divisible par 8, donne pour quotient un nombre impair, 1 ex

posant \j.
se reduira simplement a la moitie de la valeur numerique de

la difference i / .

Quant aux valeurs entieres de x propres a verifier les form u les (18 .,
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19), on les deduira, si n est impair, de la formule

T J

et, si n est pair, de la formule

**==- F r h
! + j

=

4
^ V .) i

Si d ailleurs on pose, pour abreger,

US) .

|J^J&quot;&quot;

on trouvera : i en supposant n de la forme 8j? H- 7,

IP

2 en supposant n de la forme 8a? -f- 3,

3 en supposant w divisible par 4 ou par 8,

P P

J~Q
11 est bon d observer que les seconds membres des formulas (21),

(22) peuvent etre reduits, en vertu de la formule (2), a des fonctions

rationnelles de
p. Celapose, si, dansces seconds membres, on remplace

la lettre
p qui represente une racine primitive de [ equation

X&quot; = 1

par une racine primitive / de 1 equivalence

a.
1 =

i (mod. p ,

alors, en ayant egard a la formule (6) et aux principes etablis dans

1 article deja cite dans le Bulletin des Sciences, on obtiendra faci lenient

tin nombre equivalent a x- suivant le module /;; puis on en deduira
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immediatement la valeur de x~, si
[j.

se reduit a 1 unite. Mais si ij. sur-

passe 1 unite, alors, pour determiner n, on pourra, ou recourir direc-

tement adequation (21) ou (22), ou bien remplacer dans le second

membre de cette equation la lettre
p par uneracine primitive de I equi-

valence
x n= i (mod. pV-}.

Pour montrer une application des formules precedentes, supposons

// 8. On aura

h i, //=3, If = 5, 7,- =7,

i 0,03 = R, .30!, J = e ;; e 7 =ii:i. 7 e,,

J
&quot;

RT.O
~

115,7

et, par suite, les formules (19) et (22) donneront

4- \

Si, dans la derniere formule, on remplace la racirie primitive p
de

[ equation
X* = I

par une racine primitive r de 1 equivalence

z*= \ (mod. /?),

alors on devra remplacer aussi R
5)7 par le rapport

i .2.3 . . . 4w
(

I . 2 . . . 55
} (

I . 2 . . . 3 GJ
)
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la valeur de cr etant 7

-^^, et Ton pourra prendre en consequence

i I . 2 . 3 ... 4*3 \

x = - ^ mod./?.
2

(
I . 2 . . W

} (
I . 2 .

Ces conclusions s accordent avec une formule donnee par M. Jacobi.

Les seuls cas auxquels les formules (18) et (19) ne soient pas appli-

cables sont : i le cas oil Ton supposerait n = 3; 2 le cas oil Ton sup-

poserait/i
= \ . Dans le premier cas, ou Ton a

h = i
,

k 2, 1 = 1, 7 = 0, 17 = 1,

on doit prendre p = i i /; et alors, en partant de 1 equation

p =,., Ra,a ,

on est conduit aux formules

I . &amp;gt;.... 2 GT

^ &quot; &quot;

&quot;

(
I . i . 3 . . . CT

)

2

donnees par M. Jacobi (Journal de M. Crelle, 1827).

Dans le second cas, oil Ton a

/i = i, /r = 3, 15=1-, 7 = -j = r
&amp;gt;

on doit encore prendre [t= i = y; et alors, en partant de 1 equa-

tion

pn est conduit aux formules

} o ,

i
-

I Va ... aw
2

(
I . &amp;gt;.... GT )-

qui ont ete obtenues par M. Gauss, dans son beau Memoire sur la

theorie des residus biquadratiques (avril 1 825) ( ).

(!) Voir les Memoires de Gotti/igiic, de 1827.
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Nous indiquerons dans un autre article diverses consequences re-

inarquables qui pen vent encore se deduire des formules ci-dessus eta-

blies.

75.

THEORIE DES NOMBRES. Observations nouvelles sur les formrs quadjwliques

des nombres premiers et de leurs puissances.

C. R., t. X, p. 85 (20 Janvier 1840).

Les divers tbeoremes enonces dans le Compte rendu de la derniere

seance, et relatifs aux formes quadratiques de certaines puissances

des nombres premiers ou du quadruple de ces puissances, peuvent

etro aisement etablis a 1 aide des considerations suivantes.

I. Somme des racines primitives d une equation bindme.

Fonetions symetriques de ces racines.

Soient

n un nombre entier quelconque,

h, A, /, ... les entiers inferieurs a n, et premiers a //,

N le nombre des entiers h, k, /, ...,

3 une racine primitive de 1 equation

v
I

)
X&quot; = I .

Les diverses racines primitives de la meme equation seront

Nommons s la somme de ces racines, en sorte qu on ait

;
2

)
S =

ph + p* + pi+

Si n se reduit a un nombre premier impair v, ou a une puissance d un

semblable nombre, alors, pour obtenir rs, on devra former la somme
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totale des racines de 1 equation (i), et de cette somme retrancher celle

des racines de 1 equation
it

aP=i.

Or comme, la premiere de ces deux sommes etant toujours nulle, la

seconde offrira pour valeur 1 unite ou zero, suivant que Ton aura

n = v ou n
^&amp;gt; v,

il est clair qu on trouvera
g = i

,

si n est un nombre premier impair, et

si n est le carre, le cube, . . . d un tel nombre. La supposition n

donnerait evidemment

Si n representait une puissance de 2 superieure a la premiere, alors,

en vertu des fbrmules

(3)

les valeurs de

P
A

f 9*, P
l

&amp;gt;

seraient deux a deux egales , au signe pres, mais affectees de signes

contraires, et par suite on trouverait encore

.S = o.

Entin, si n etait un nombre compose quelconque, en sorte qu on cut

(4) n = v a v bv&quot;
c

,
. . .,

a, b, &amp;lt;?,... designant des exposants entiers, et v, v
, v&quot;, ... des facteurs

premiers dont 1 un pourrait se reduire a 2
; alors une racine primitive

quelconque de 1 equation (j) serait le produit de facteurs correspon-

dants a

v, v , v&quot;,
...

ORuvres de C. S. I, t. V.
&amp;lt;)
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et dont chacun representerait une racine primitive de Tune des equa

tions

(5) & &amp;gt;&quot;= i, .rv
&quot;

=:i, x &amp;gt;

&quot;

=\, ....

Done alors la valeur de ,s, correspondante a 1 equation (i), serai t le

produit des valours de -s correspondantes aux equations (5). II est aise

d en conclure : i que, si n cst un nombre pair ( ),
on impair, divi

sible par u n carre, la somme ^s des racines primitives sera toujours

nulle; 2 que si n est un nombre pair ou impair, dont les facteurs pre

miers v, v
, v&quot;, ... soient inegaux entre eux, la somme s sera equiva-

lente a - -
i, quand les facteurs premiers v, v

, v&quot;,
. . . seront en nombre

impair, et a -hi quand ces facteurs premiers seront en nombre pair.

Ainsi, en particulier, la somme des racines primitives sera --
i pour

cbacune des equations

X- = I
, X :! = r

, X = I
,

X = I
,

X = I
,

. . .
,

zero pour chacune des equations

X - I
, ^t H = I

,
X* I

, X - =: I , X (i
I

, ....

et -+- 1 pour cbacune des equations

JC
( =l, Jf ln =T, JC t =l, X t:

&amp;gt;={, X-* =1, X--l, ....

Quant an nombre N des racines primitives, correspondant a la va

leur de n fournie par 1 equation (4), il sera, dans tous les cas, donne

par la formulc

on, ce qui revient au meme, par la formulc

(7) N =

(]e nombre sera done toujours pair, a moins que Ton n ait n =
i&amp;gt;, et

par suite N = i .

( )
Cctte partie de la conclusion peut encore se deduire generalement des formules (3).
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n etant un entier distinct de ?i, et to le plus grand commun diviseur

de /?, fi
, on peut toujours trouver des nombres entiers //, c propres a

verifier la formule
nu n r = M.

Cela pose, toute racine commune aux deux equations

devra evidemment verifier encore 1 equation plus simple afa*~*
9

ou

Reciproquement, toute racine de la derniere equation devra encore

verifier les deux autres. Or, comme le diviseur commun to ne variera

pas, si, 71 etant un nombre compose, on efface dans n un factenr pre

mier a /?, il est clair qu apres une telle suppression 1 equation

continuera toujours de subsister. Ce principe etant admis, soitw un

nombre premier a n. Si 1 on a

p&quot;

lh =
p
w/

&amp;gt;, par consequent p/(A-A) = ,
?

//, k etant premiers a n, et inferieurs a n; alors p, devant verifier si-

multanement 1 equation (i) et la suivante

x in(k-h) = j
^

sera, d apres ce qu on vient de dire, une racine de 1 cquation

On aura done

Done, si ^ differe de
p

A
, p

wl* devra differer de
p&quot;

&amp;lt;A

. Done, en supposan(,

comme nous le faisons, que

li, /,, /, ...

representent des nombres distincts, inferieurs a n et premiers a //, on
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pourra representer les N racines primitives de 1 equation (i), non seu-

lement par

mais encore par
p
wA

, p
mk

, p
ml

,
. . .

,

m pouvant etre lui-meme un quelconque des nombres A, /, /, . . . ; et

la seconde suite offrira les memes termes que la premiere, mais ranges

dans un ordre different. En multipliant de nouveau chaque exposant

par m, une ou plusieurs fois, on obtiendra d autres suites qui seront

elles-memes propres a representer les racines primitives, savoir

Done les termes de la suite

dont les exposants croissent en progression geometrique, represente-

ront autant de racines primitives distinctes qu il y aura d unites dans

1 exposant i de la plus petite puissance de m propre a verifier 1 equiva-

lence

(8) m l= i (mod. n).

Si n est un nombre premier impair ou une puissance d un tel nombre,

alors, m etant premier a n, on trouvera

et en consequence les racines primitives de 1 equation (i) seront egales

aux differents termes de la suite

qui se reduiront en particulier a
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lorsqu on prendra, comme on peut le faire, /* = i. Si n est precisement

un nombre premier impair, on aura

N rr n F
,

et dans ce cas les diverses raeines primitives pourront etre represen-

tees par les divers termes de la suite

0,
p
rn r,i~

p designant 1 une quelconque de ces raeines, et m un nombre entier

quelconque, premier a 71. Done alors les termes de la suite

dans laquelle les exposants croissent en progression geometrique, se-

ront les inemes, a 1 ordre pres, que les termes de la suite

p, p
2

, p
:S -,

p&quot;&quot;

1
.

dans laquelle les exposants croissent en progression arithmetique.

Soit maintenant

f(p)

une fonction entiere de la racine primitive p
de 1 equation (i).

On

pourra toujours, dans cette fonction, reduire 1 exposant de chaque

puissance de
p
a un nombre entier plus petit que n, et poser en conse

quence

(9) f(p)
= a 4- a,p 4-

a-&amp;gt;p

2 + . . . -t- a,,_ip&quot; ,

a , a,, a.,, . .., a_, designant des coefficients independants de
p. Sup-

posons d ailleurs que les differents termes du polynome represente par

f(p) se transformed les uns dans les autres, quand on y remplace la

racine primitive p par une autre racine primitive p &quot;; f(p) sera ce qu on

peut nommer une fonction symclrique des raeines primitives de 1 equa

tion (i). Or, en ecrivant successivement a la place de
p
cbacune des

raeines primitives
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on reconnaitra que, dans f (p), ceux des termes de chacune des suites

qui sont distincts les uns des autres, doivent avoir les memes coeffi

cients. D ailleurs ces memes termes se reduisent toujours aux diverses

racines primitives de 1 equation (i), on du moins d une equation de la

forme

(
I O

}
XM = I

,

co etant un diviseur du nombre n qui peut devenir egal a ce memo

nombre. Done, dansf(p), les diverses racines primitives de 1 equa-

tion (10) devront oflrir les memes coefficients; et une function syme-

liique des racines primitives de I equation (i) se reduira toujours a une

fonction lineaire des diverses valeurs que peut acquerir la somrne des ra

cines primitives de Vequation (ro), quand on prend successivemenl pour co

chacun des diviseurs du nombre n, y compris ce nombre lui-meme. Si par

exemple n se reduit a un nombre premier, alors la suite

fj
h O

1

rj&amp;lt;p , p , jj ,
...

renfermant les memes termes que la suite

, o { n \

P P~&amp;gt; P ; [ ,

les termes de cette derniere devront offrir, dans f(p), des coefficients

egaux, et Ton aura en consequence

, )
f (p) = a -f- a, (p -4- p -H- . . . +

p&quot;- ).

^ II. Somme nlternee et fonctions alternees des racines primitives
d une equation bindme.

Supposons a present que, dans le cas ou Ton remplace la racine

primitive p de 1 equation (i) par une autre racine primitive p
&quot; de la
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memo equation, les differents termes contenus dans f(p) se transtbr-

ment, an signe pres, les uns clans les autres, et quc deux termes, qui

se deduisent ainsi 1 un de 1 autre, se trouvent ton jours afFectes du

memo signe pour certaines valeurs

//, ti, //&quot;,
...

du nombre ?n, mais atTectes dc signes contraires pour d autres valeurs

/.-, /.-
, /.-&quot;,

...

du meme nombre; en sorte que, sous ce point de vue, les entiers in-

lerieurs a n, et premiers a //, savoir,

ft, A, /, ...,

se partagent en deux groupes

/i, h
, h&quot;,

... et /i, /,
, /,&quot;,

....

Alors dans f(o) le coefficient a s evanouira necessairement; et f(p)

sera une fonction lineaire, non plus de chacune des sommes

mais de chacune des sommes algebriques

P
A + A ^ O h&quot;

r i i

oil Ton ne doit admettre que des termes distincts les uns des autres,

propres a representer les diverses racines primitives de 1 equation (10),

pour une certaine valeur de to, et pris en partie avec le signe +, en

partie avec le signe . D ailleurs, les termes que precede le signe -h

devant se changer en ceux que precede le signe , quand on rein-
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place p par p

7

&quot;,
les tcrmes de 1 une et 1 autre espece devront etre en

meme nombre dans chacune des sommes algebriques donf, il s agit,

aussi bien que dans la fonction f(p); et si, dans ces sommes ou dans

cette fonction, on fait succeder a un terme precede du signe -h un

terme correspondant precede du signe , on pourra obtenir une suite

&amp;lt;le termes alternativement positifs et negatifs. Pour cette raison, nous

designerons sous le nom de fonction alternee et de sommes alternees la

fonction f(p) et les sommes (12), dont chacune peut acquerir seule-

inent deux valeurs ct deux formes distinctes, quand on y remplace

une racine primitive par une autre. Cela pose, si Ton designe par A la

somme alternee des racines primitives de 1 equation (i), A sera la pre

miere des sommes algebriques (12), en sorte qu on aura

,

1 3
)

A = oh H- p
A/

-\- $
h &quot;

H- . . .

Or comme, dans cette somme, les termes

r.li fill ftl&amp;gt;&quot; nk r,k r k&quot;p, p, p, ..., p, p, p, ...

seront tous distincts les uns des autres, et en nombre egal a N, le

nombre des termes positifs ou des entiers

/i, /i
, /i&quot;, ...

ct le nombre des termes negatifs ou des entiers

/&amp;lt;

, / , It&quot;
,

devront y etre separement egaux a
^i ce qui suppose N pair.

Si u se red u it au nombre 2, 1 equation

n offrira qu une seule racine primitive p
= i, avec laquelle on no

pourra composer une fonction alternee, ou une somme alternee,

puisque N cessera d etre pair, en se reduisant a 1 unite.

Si // est un nombre premier impair, les sommes (12) se reduiront
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toutes a la premiere, et par suite f(p) sera de la forme

(.4) f( P)=aA,

c est-a-dire que la fonction alternee f(p) sera proportionnelle a

alternee A des racines primitives de 1 equation (i).

Observons maintenant que si Ton prend pour m 1 un des nombres

k, /, , A&quot;, ...,

les termes
p
A
et

?
&quot;h

, ou p

w/
et

p&quot;

v
, ou p

&quot; iA
et

p

&quot; 3A
,

. . . , compares deux a

deux, devront etre generalement affectes de signes contraires dans !&amp;lt;

second membre de 1 equation (i3j; et puisque p

A
y est affecte du signe

H-,
p&quot;

A devra s y trouver affecte du signe , p

&quot; s/i du signe +, p

&quot; 3A du

signe , .... Done la somme alternee A sera represented en partie ou

en total ite par la somme algebrique

que Ton reduira simplement a

(15) p_p+p*_..._p
-

j

en prenant, comme on peut lefaire, h = i.Dans la somme
(i 5), comine

dans 1 equation (8), m
1

designe la plus petite des puissances de m qui

soil equivalents a 1 unite suivant le module n.

Si n est un nombre premier impair, ou une puissance d un tel nombre,

alors les entiers

/;, k, /, ...,

inferieurs a n et premiers a /i, verifieront Fequivalence

(16) ^-
N E^I (mod. n],

lesunsetant residus qiiadratiques, et racines de 1 equivalence

les autres non-residus quadraiiques , et racines de 1 equivalence

CEuvresdeC. S. I, t. V. IO
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D ailleurs, in etant Tun quelconque des noinbres h, k, I, . . ., la substi

tution de
p

&quot;

a
p changera non seulement

p
en

p

7

&quot;,
mais aussi

p&quot;

en
p&quot;

1

;

et par suite, dans la somme alternee A, p

&quot;&quot; devra etre precede du meme

signe que p. Done, si
p y est precede du signe -h, on pourra en dire

autantde toutes les puissances de
p qui offriront pour exposants des re-

sidus quadratiques; et, comme le nombre de ces puissances sera pre-

cisement -&amp;gt; les autres puissances, qui auront pour exposants des non-

residus quadratiques, devront etre toutes affectees du signe . Done

alors les nombres k, k , . . . , et par suite le nombre m, dans la somme

(i5), ne pourront etre que des non-residus. D ailleurs, si Ton prend

pour m un tel nombre, on aura i = N; par consequent la somme (i5),

renfermant autant de termes que la somme A, representera en totalite

cette derniere somme; et la valeurde A, reduite a

(17) A = p p
&quot; + p

TO *

. . -+- o&quot;^
,

seraeffectivementunefonction alternee des racines primitives de Tequa-

tion, attendu qu elle acquerra seulement deux valeurs egales, au signe

pres, mais affectees de signes contraires, lorsqu on y remplacera suc-

oessivement la racine primitive p par 1 une des autres racines primi

tives

r in nnr r 7ri*~
l

p j p 1 , p * t.i

Si n se reduit a un nombre premier impair, on aura N = n i ,

(18) A = p p&quot;
+ p

wi ... + p
&quot;&quot;&quot;

2

,

et d apres un tlieoreme de M. Gauss, rappele dans une precedente

seance,

; 9) A=(-i) n.

Mais, si Ton a

v etant un nombre premier impair, et a un entier superieur a 1 unite,

on trouvera
N = v-(v i),
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i t, m etant un nombre quelconque premier a n, les divers termes de la

progression arithmetique

/;/, in -+ y, m -f- -zv, .,., /n + iy 01
&quot;

1

i)y

seront tons a la fois residus quadratiques ou non-residus quadratiques.

Or, la somme des puissances de p, qui auront pour exposants ces

memes termes, se reduisant a

ct ces puissances etant les seules qui, dans la somme alternee A, oflrent

des exposants equivalents a m, suivant le module v, il en resulte que, en

supposant n = v&quot;, on obtiendra une valeur nulle de A. Alors aussi Ton

nbtiendra encore des valeurs nulles pour celles des sommes (12) qui nc

se reduiront pas a la somme cO des racines primitives de 1 equation

I.

Done, lorsque n representera une puissance quelconque d un nombre

premier impair, non seulement on aura

20) A o,

mais de plus f(p) sera de la forme

ai

Nous avons deja observe qu il n existe point de somme alternee des

racines primitives de 1 equation (i), dans le cas oil Ton suppose // ^.

Mais il n en sera plus de meme quand on prendra pour n une puissance

de 2. Concevons qu alors on reduise toujours I lin des nombres

//, //
, h&quot;,

...

a 1 unite. Si, pour fixer les idees, on suppose // = /i, on trouvera

// = i, /, = 3,

et

(22) A p p
n
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sera une somme alternee des racines primitives de 1 equation

Cette meme somme, egalc a 2p, verifiera d ailleurs la formule

Si Ton suppose n 8, on pourra prendre

h = i, /i =V I,- = 5,

ou bien

A i
, // =

ij,
/f r= 3, A- = 5,

etobtenir ainsi trois sommesalternees des racines primitives de 1 equa

tion

X*=l.

De ces trois sommes alternees, la premiere, savoir

( ^4 )
A = p 4- p

3
p

:i

p
7

,

verifiera la formule

la seconde, savoir

(26) A =-p -4- p p p%

se reduira simplement a

(7) A = o,

et la troisieme, savoir

(28) A = p + p--p ; -p%

verifiera la formule

(?9) A2 = 8.

Enfin, si Ji est une puissance de 2 superieure a la troisieme, alors, en
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partant de la formule

f !+?) m
p
V * =

p
7

&quot;,

on reconnaitra que toute somme alternee des racines primitives veritie

la formule 20, on
= o.

En resume, si n est un nombre premier ou une puissance d un tel

nombre, A sera nul, a moins que n ne se reduise a 4 ou a 8, on \\ un

nombre premier impair.

D ailleurs, dans ce cas, on aura toujours A- = = n, savoir

&= n,

si n est de la forme i\x -+- i
;

A 2 = n,

si ii est egal a 4 ou de la forme l\x + 3; enfin

A- = n, ou A - = n,

si n est egal a 8.

On peut encore s assurer facilement que, dans le cas ou, n etant \

ou 8, A- se reduit a + n, ou a n, les sommes (12) s evanouissent

toutes a 1 exception de la premiere. Done, alors, une fonction alternee

des racines de 1 equation (i) est encore proportionnelle a la somme

alternee de ces racines.

Quand n est un nombre compose, alors, pour obtenir une somme

alternee des racines primitives de 1 equation (i), ou une valeur de A

correspondante a cette equation, il suffit de multiplier les unes par les

autres des valeurs de A correspondantes separement a cbacune des

equations (5), en laissant toutefois de cote 1 equation

lorsque le facteur ?i est une seule fois divisible par le nombre 2. Le

produitainsi obtenu ne pourra differer de zero, en offrant pour carre

/z, que dans le cas ou les facteurs premiers et impairs de n seront

inegaux, le facteur pair etant 4 ou 8. Dans le meme cas, une fonction
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alternee f(p) des racines primitives de 1 equation (i), etant necessaire-

ment une fonction alternee des racines primitives dechacune des equa

tions (5), sera tout ii la fois proporlionnclle aux diverses valeurs de A

(jui correspondent a ces diverses equations. Done f(p) sera proportion-

nelle au produit de ccs valeurs; et comme le carre de ce produit sera

//, on aura

a designant le coefficient de
p
dans f(p).

sj III. --
/Implication des principes etabUs dans les paragraphes precedents.

Concevons a present que, p etant un nombre premier impair, n de-

signe un diviseur
de/&amp;gt;

r. Aux divers entiers

/,, A, /, ....

inferieurs a n, mais premiers a 71, correspondront an tan t de factetirs

primitifs du nombre/? represented, dans le Compte rendit de la derniero

seance, par
A, e,, e,, ....

Soient d ailleurs N le nombre des entiers h, k, /, . . ., p
une des racines

primitives de 1 equation (i), et concevons qu avec les diverses racines

primitives
p S p , p , ...

de la meme equation on forme, s il est possible, une somme alter

nee A, dont le carre A 2
soit egal a n. Enfin partageons les exposants

des diverses puissances de
p
dans ces racines primitives, c est-a-dirc

les entiers

/&amp;gt;, /,-, /, ...,

en deux groupes

/
, h

, /t&quot;, ... et /,, /,
, /,-&quot;, ...,

en plagant ces entiers dans le premier on le second groupe, suivant

que les puissances correspondantes de
p
se trouvent affectees du signe
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-+- ou du signe dans la somme alternee A. Les facteurs primitifs

e/4 ,
eA , 0/, ...

so trouveroiit eux-memes partages en deux groupes

0/&amp;lt;, 0//, Q/,. ,
... Cl 0/,, 0/,,, r , ...;

et, si Ton pose

I = 0,t A.0 /4 ;
J=0A 0A..0,.....,

on reconnaitra quo
I + J

est une fbnction symetrique des racines primitives de I equation (i), et

I J

nne fbnction alternee de-ces memes racines. On aura par suite

(I + J)* = A*,

et, en vertu de la formule (3o),

(I J)-*=::nB*i

A, B designanl deux nombres entiers; puis on en conclura

4IJ A 2
rp/iB

2
;

et comme on aura d ailleurs
N

U = p*,

on trouvera encore
&amp;gt;

(3.) 4/&amp;gt;2

= A2=FBa
.

La formule (3i) se rapporte an cas ou Ton a A 2 = n, c est-a-dire an

cas ou, les facteurs impairs de n etant inegaux, le facteur pair se re-

duit a Tun des nombres
o, 4, 8.

Si Ton a en particulier
A 2 = n,

ee qui suppose n divisible par 8, ou dc I mie des formes

\x -4- 1
, 4(4^&quot;

+ 3),
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on trouvera
N N

I=J=/9*, A =
2/&amp;gt; , B=0.

Mais si Ton a

A*=-n,

ce qui suppose n divisible par 8, ou de 1 une des formes

4-r + s, 4(4* H-I),

B cessera de s evanouir, et le double signe, dans la formule (3i), se

reduira an signe ~K Soit alors// la plus haute puissance de/&amp;gt; qui di-

vise simultancment A et B, et posons

A=
p&amp;gt;&amp;gt;x,

B =
/&amp;gt;&amp;gt; y, \&amp;gt;.

= 7
- 2 )..

La formule (3i) donnera

(3-i) 4/^=^2 + 7172,

r, y, {A designant trois nombres entiers dont le dernier sera pair on
N

impair en meme temps que - Si d ailleurs n, etant pair, est divisible

par 4 on par 8, x devra etre pair, et, en posant x = zx
,
on lirera de

la formule (82)

(33)
/&amp;gt;i^z=.r

/2 +
^7=.

Ainsi la formule (82) comprend toutes celles que nous avons etablies

dans la derniere seance. Observons encore que, si x, y sont impairs
dans 1 equation (3i), x-

, y- seront equivalents a 1 unite, suivant le

module 8, et x- -+- ny- ou 4/A non setilement a 4 (pV- etant un nombre

impair), mais aussi a n -+- i . Done x, y ne pourront etre impairs, dans

l equation (32), que dans le cas ou n H- i sera de la forme 8#-f-4
et n de la forme %x -+- 3. Si au contraire n est de la forme 80? -+- 7,

alors, dans l equation (32), ^, j seront necessairement pairs, et, en

posant
ar=raar

, 7=27 ,

on reduira cette equation a
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Si Ton pose par exemple n = 7, on aura &amp;lt;j.
= i, et Ton retrouvera une

formule donnee par M. Jacob! .

76.

ANALYSE MATHEMATIQUE. Sur lesfonctions alternees ct sar diverses

fortuities d Analyse.

C. R., t. X, p. 178 (3 fevrier 1840).

Apres les fonctions symetriques de plusieurs variables, c est-a-dire

apresles fonctions qui censerventles memes valeurs quand onechange

ces variables entre elles, viennent naturellement se placer les fonc

tions que j
ai nominees fonctions alternees, et qui, etant composees de

termesalternativement positifs et negatifs, peuvent seulement changer

de signe, en conservant, au signe pres, les memes valeurs quand on

echange entre elles les variables ou les quantites qu elles renferment.

La consideration de ces fonctions conduit a un grand nombre de for-

mules remarquables, soit dans 1 Algebre, soit dans la theorie des

nombres. Entrons a ce sujet dans quelques details.

J ai deja fait voir, dans 1 Analyse algebrique, que la consideration

des fonctions alternees offrait la metbode la plus facile pour 1 etablis-

sement des formules generates relatives a la resolution des equations

du premier degre, quel que soit d ailleurs le nombre des inconnues.

En appliquant cette methode au developpement du produit de plu

sieurs facteurs de la forme

on trouve

[

I -+- XZ
) (

T + X - Z
} (

I -+- X 3 Z
}
...

(
I + Xm Z

}

j y&amp;gt;m
I

i xm \ I
j xm~ l ^ &quot;l ( &quot; f

l_i_7-T_ _i_ r-3 7 2 J -l -r -
i T^ ui /&amp;gt; r- ^. .6 r- . . 1~ .*

i j;

OEuvres tie C. S. 1, t. V. I 1
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Lorsque la variable x, reelle ou imaginaire, offre un module inferieur

a 1 unite, il suffit de fa ire croitre m indefiniment pour deduire de 1 equa-

tion (i) une formule donnee par Euler (Introduct. in Analysin irifinito-

ru/n, Cap. XVI), savoir,

X l. X-

Lestheoremesimportants qu Euler a deduits de cette derniere formule

se trouvent evidemment renfermes, comme cas particuliers, dans les

theorem es analogues qui se deduisent immediatement de la for

mule (i).

Si dans 1 equation (i) on remplace d abord x par #
2

, puis z par-
on en tirera

/
(

I -i- XZ
} (

I -j- X* Z
} (

I -\- X* Z
}
...

(
I + X-&quot;

1 - *2
)

= I H- XZ - (
\ X-m \( \ X-m ~-

* - V - --
. . .

1 X*
(

I X-
]

I I X
j

Si dans les formules (i) et (2) on remplace s par
- - on obtiendra

des formules de meme genre qui fourniront les developpements des

produits

(3) (z x}(z x-} ...(; xm
], (z x}(z x 3

)(z x-m ^&amp;lt;

},

suivant les puissances descendantes de z.

Si, au lieu de developper les produits (3), on se proposait de de

composer en fractions simples des fractions rationnelles qui otfri-

raient pour denominateurs ces memes produits, on y parviendrait aise-

ment a 1 aide de la formule d interpolation de Lagrange. Ainsi, par

exemple, en designant par f(s) une fonction entiere de z, d un degre

inferieur a m, on trouverait generalement

-h* ! f(.r
w

)
i x&amp;gt;
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Dans les divers termes du developpement que renfermc la for-

mule (i), les puissances entieres de s se trouvent respectivement mul-

tipliees par les facteurs
/Y*
Ui )

c est-a-dire par les puissances de x dont les exposants se reduisent

aux nombres triangulaires. Si Ton nomme SIB ce que devient le deve

loppement dont il s agitquand on supprime ces facteurs, on aura

(5)
I X \\ X}\\

et Ton en conclura, non seulement

(6)

mais encore

(7) &-( + *)&,_,+ (i
- ^- )^Sw _ 2= o.

Si, dans la formule (G), on pose - = x~
, elle donnera

et Ton aura par suite

/ / 1\ I &amp;gt;2L\

i \ I -i- x~l
(

i + .1 ... \ I + X -
]

(9)
i j a m I

(&quot;j
xm }(\ Xm ~

{ \

- \ H x- -f-
(
-

,

- x H- . . . + x- .

Si, dans la formule (7), on pose z- -
i, elle donnera

(10) S / =(i-^- 1

)Sw _,,

et Ton aura par suite

i (i CC}(\ X*] . . .

(l
X - m

~*}

(
I I

)

^
,
_ Xlm

(| a;2^)(i jr2TO-2)

I Jt \\ x}(\ X-}



84 COMPTES RENDUS DE L ACADEMIE.

Ainsi la consideration du developpement designe par S,M conduit im-

mediatement aux formules (9) et (i i), que M. Gauss a donnees dans le

Memoire intitule Summatio serierum quarumdam singularium.

Dans la theorie des nombres, la consideration des fonctions alternees

fournit, comme je 1 ai fait voir precedemment, des theoremes relatifs

aux formes quadratiques des nombres premiers et de leurs puissances.

Elle conduit aussi de la maniere la plus directe au beau theoreme de

M. Gauss sur la forme quadratique que peut acquerir le premier

membre d une equation binome, debarrassee de la racine i; tbeoreme

qui peut etre etendu, comme 1 a remarque M. Dirichlet, au cas meme

ou 1 exposant n est pas un nombre premier. Voulant montrer comment

cette extension peut etre operee, M. Diricblet a choisi pour exemple le

cas ou 1 exposant est le produit de deux facteurs premiers impairs. La

formule qu il a ainsi obtenue, et les formules analogues qui corres-

pondraient au cas oil 1 exposant contiendrait plus de deux facteurs, se

trouvent renfermees dans le tbeoreme general qui comprend celui de

M. Gauss, et qu on peut enoncer comme il suit :

THEOREME. Supposons que, dans requation binome

Xn
I = O,

lesfacteurs premiers impairs de 1 exposant n soient inegaux, le facleur

pair, s il existe, etant 4 ou 8. Lorsquon aura debarrasse I equation de ses

ravines non primitives, le quadruple du premier membre pourra etre pre-

sente sous laforme quadralique

X 2
/iY2,

X, Y designant des fonctions entieres de la variable x, clans lesquelles les

diverges puissances de cette variable auront pour coefficients des nombres

enliers.

Nota. Si, aux racines primitives de 1 equation binome

Xn
I = O,

on substitue les racines correspondantes de 1 equation binome

xn rn= o,
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le produit des facteurs lineaires correspondants aux racincs dont il

s affit sera encore de la forme

Seulement X et Y representeront deux fonctions entieres, non plus

d une variable unique x, mais des deux variables x, y.

77..

THEORIE DES NOMBRES. Suite des observations sur lesformes quadratic/ues

de certaines puissances des nombres premiers. Theoremes relatifs aux

exposants de ces puissances.

C. R., t. X, p. 181 (3 fevrier i8 4o).

Adoptons les notations dont nous avons fait usage dans les articles

precedents, et soient en consequence

p un nombre premier impair,

n un diviseur de p r,

h, k, /, . . . les entiers inferieurs a n, mais premiers a
/&amp;gt;,

A A / -
les facteurs primitifs correspondants du nombre p,

N le nombre des entiers h, k, /, . . .,

p une racine primitive de 1 equation

( ! } xn ,

\
i

)
j, i

,

enfin A une somme alternee des racines primitives de cette meme

equation.

On pourra partager les entiers

h, /,-, /, ...

en deux groupes

A, li , li&quot;,
... et k, h

, /,&quot;,
...

en pla^ant ces entiers, ou dans le premier ou dans le second groupe,
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suivant que les puissances de p,
dont ils seront les exposants, se trou-

verorit affectees du signe -+- ou du signe
- - dans la somme alter-

neeA; et alors les facteurs primitifs

0A, e/,, 0,, ...

se trouveront eux-memes partages en deux groupes

A, AS 0/i&quot;, ... et GA, (-)//, 6// ,

Cela pose, soient

(a) I = 0A0A 0A /. V ,
J = 0*0^0^ ..;

on aura generalement

(3) U= ^,

De plus, des deux binomes

I + .J, 1-J,

le premier sera une fonction symetrique, le second une fonction alter-

nee des racines primitives de 1 equation (i); et, si la somme alternee A

cst telle que Ton ait

(4) A=it,

on trouvera, non seulement

(5) I + J=,A,

mais encore

(6) I-J^BA,

A, B designant deux quantites entieres, dont la seconde pourra s eva-

nouir. Alors aussi Ton aura generalement

( 7 )
h -+- h + h&quot; -f- . . . ^ 7c H- I, -+ h

&quot;

-+- . . . = &amp;lt;&amp;gt;

(
mod. n

]
.

Toutefois, ces diverses formules ne sont pas applicables aux cas parti-

culiers ou n se reduirait a 1 un des nombrcs 3, 4 8. Mais ces trois cas

peuvent etre traites separement et fournissent des resultats deja

connus (voir les pages 62 et 63).
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Si Ton suppose [ equation (/\) rednite ii

A- --=/,

on trouvera
N N

I=/, J = J* ,

et par suite

Mais, si I equation (4) se reduit a

(8) A 2 =-n,

B offrira une valeur differente de zero. Alors aussi des equations (5),

(6), jointes aux formules (3) et (8), on tirera

19) 4/
?= A + B.

Si d ailleurs on nomme p* la plus haute puissance de p qui divise

simultanement A et B, on aura

jc, y designant deux quantites entieres, non divisihles par /&amp;gt;;
el, en

posant

on verra la formule (9) se reduire a la suivante

(if.} ^ pV-
= X- -Jr nf-

La condition (8) se trouvera effectivement remplie et entrainera la tor-

mule (12), si le nombre n est de 1 une des formes

4.r 4- 3, 4(4-r ~i~ i),

ou bien encore de 1 une des formes

8(4* + i), 8(^-+ i},

pourvu que dans la derniere bypotliese on cboisisse convenablement
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ceux des entiers

qui devront composer le premier groupe //, /*
, h&quot; Ajoutons que

Ton pourra prendre pour

/i, //
, /&amp;lt;&quot;, ....,

si n est de la forme 4^ + 3, ceux des nombres entiers h, k, /, . . . qui

verifieront la condition
1C

si n est de la forme l\(!\x -+- i), ceux qui verifieront, ou les deux con

ditions

= i, A= i (mod. 4),

ou les deux conditions

-if /*== i (mod.4);

si n est de la forme 8(4# -+- i), ceux qui verifieront les conditions

( h \
I =i, /j= i ou 3 (mod. 8),
\ 8 */

ou les conditions

T-}=i, /&amp;lt; = 5 ou 7 (mod. 8);

enfin, si n est de la forme 8(4^ + 3), ceux qui verifieront les condi

tions

/, \

j-j =i, // i ou 7 (mod. 8),

ou les conditions

}
= if /issS ou r&amp;gt; (mod. 8).

La valeur de 1 exposant [x, qui correspond a une valeur donnee de //,

peut eti-e facilement determinee a Faide des considerations suivantes.
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En ayant egard aux equations

(i3) 6 = -i, 0;0/ =R^ 0/+ / ,

et a la formule (7), on tirera des equations (2)

( 4)
J == R/,,/;- R/,-,-A- ,A&quot; R/,4-//H-A&quot;,A/

D autre part,

etant deux nombres inferieurs a ?i et premiers a n, on aura generale

ment
R/.f/R-/,-/. = /?,

par consequent

et, conime des deux sommes

/--/
, ( -/}-h(/ )

= 2/1 -(/-i-A),

renfermees entre les limites o, 2/1, il yen aura tonjours une comprise

entre les limites o, /?, 1 autre etant comprise entre les limites n, 2/1, i!

resulte des formules (i4) et (i5), jointes a 1 equation (3), que 1 on

aura toujours

F (i

(16)

/, g designant deux nombres entiers propres a verifier la condition

!:! f+^|.

et F, G des produits composes avec des facteurs de la forme

dans chacun des(juels on pourra supposer les indices /, / tous deux in

ferieurs a /?, et leur somme /-+-/ renfermee entre les limites n, 2/1. Si,

d ailleurs, on substitue dans la formule (5) lesvaleurs I, J fournies par

CEuvres de C. S. I, t. V. I 2
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les equations (16), on trouvera, en ayant egard a la premiere des equa
tions (10),

pfY* -f- pffG* +- p FGx o,

et par suite

(18) pf-mf* + pff- &quot;G
z

-+-
p&amp;gt;-~

m FGx = o,

m etant un nombre entier quelconque que Ton pourra reduire an plus

petit des trois nombres
&amp;gt;

afin que chacun des trois exposants

f m
&amp;gt; g

soit nul ou positif.

Posons maintenant, pourabreger,

( 9) p i

et

i. a. 3..
20 IT//

^i .2. . ./m)(i .1.3. . ./ tnj

On reconnaitra aisement que, si, dans 1 expression

on substitue a la racine primitive p
de 1 equation (i) une racine primi

tive / de 1 equivalence
x&quot;~i (mod./;),

cette expression se transformera en une quantite equivalente, au signe

pros, a

- !!_/,_/ .

Supposons qu en vertu de cette rneme substitution les deux produits

representes par
F et G

se transforment en des quantites equivalentes a certains entiers repre

sentes par
3 et

(j,
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la formule (18) entrainera la suivante :

(21) pf-&quot;

1

fr + pz~
m

Cj-
4- p

--m
jtf

* =
(
mod

/&amp;gt; )

D ailleurs, /, / etant deux enticrs inferieurs a m, la condition

n_/,n-* =o (mod./?)

se verifiera toutes les fois que la somme / + / restera comprise entre

les limites o, /?, mais elle n aura plus lieu lorsque la meme somme

sera comprise entre les limites n, 2/*. Done les nombres enticrs cf, {i

seront premiers a p, ainsi que x. D ailleurs, pour que la somme de

trois nombres entiers soil divisible par/?, il faut que p les divise tous

trois, ou que deux au moins soient premiers a p. Done, lorsque, dans

la formule (21), on prendra pour m le plus petit des trois nombres

/ 8&amp;gt;

alors, des trois exposants

f &quot; S ~~~ m
&amp;gt;

~~
&quot;

deux, au moins, devront s evanouir si milltenement; et comme la sup

position
f m

g-
m = n

entrainerait 1 egalite des nombres /, g; il est clair que, si ces nombres

sont inegaux, 1 un des exposants nuls sera

/ m
,

1 autre etant

g m ou f w.

Supposons, pour fixer les idees, que les deux exposants nuls soient

m et \ jn, on aura

22

et par suite on tirera de la formule (i i), jointe a la formule (17),

Si Ton cut suppose nuls les deux exposants / m el I -- m, on aurail
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trouve p = g~f. Enfin, de la formule (21) combinee avec line for-

mule du meme genre qui se deduirait, non plus de { equation (;j),

ma is de 1 equation (G), on conclura aisement que, si/devenait egal

a g, on aurait \=f=g, et par suite
p.
= o =/ #. On peut done

affirmer que, &amp;lt;/#/w I equation (12), I exposanl ;/.
?/# toujours equivalent

a la valeur Jiurnerique de la difference enlre les deux nombres representes

par fee g.

Au reste, dans les diverses applications que nous avons faites de nos

ibrmules, nous avons toujours obtenu pour la difference/ g une

(juantite positive; et Ton peut d ailleurs demontrer que cette difference,

qui s evanouit quand on a

k* = n,

cesse toujours d etre nulle quand on a, au contraire, comme nous le

supposons ici,

L equation (21) fournit encore un moyen facile de trouver une quan-

lite a laquelle x soit equivalent suivant le module/?. On en tire, par

exemple, en supposant /&amp;gt; g, ct par consequent m = \ = g,
A

(a4) (mod./?).
y

D apres ce qui a ete dit dans un autre Memoire (voir la seance du

i&amp;gt;8octobre i839)(
1

),on pourra facilementcalculer les nombresentiers^,

(/ qui sont renfermes dans la formule (24), et dont cbacun est le pro-

duit de plusieurs facteurs de la forme

H/./T,

/, / designant des entiers inferieurs a n.

On peut simplifier encore le calcul de 1 exposant ;/.,
en operant

comme il suit.

Posons, comme a la page Gr ,

(
?-5

)
P = A,A l\h&amp;gt;.h&amp;gt; , Q = HA-,/. HA ,/,

( ) OEwrcs dc Cdiicliy, S. I, t. IV. Kxtrait n 6i, p. 3o(i.
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ou, ee qui revient au rneme,

(,6) P ~ Q* Q/ O =
6 * 6 *

on en eonclura, eu egard aux formules (2),

(? 7) Q
=
P0oI0!^!/

On trouvera d ailleurs : 1 en supposant n de la forme 8,r + 7,

(-)= .
(

2/

V n J
*

et par suite

nt \n
1

2 en supposant /^ de la forme 8x +- 3,

et par suite

e 2A 2A , . . . = eA.0// . . . = J,

P ja
= :

3 en snpposant n divisible par 4 ou par 8,

e^0,/(....=: 0, /t 0o // ...,

et par suite

P P
Q
=

P-

Supposons maintenant que, parmi les entiers premiers a //, mais infV1 -

rieui s a ^n, on distingue ceux qui appartiennent au groupr

h, //
, h&quot;, ...

etdontle nombre sera designe par i; les autres, dont le nombre sera
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designe par/, formant une partie du groupe

If, k, h&quot;, ...,

on aura evidemment

(r)

i -L 1

O I

)
/ -4- j

- -
,

et, en raisonnant comme ci-dessus, on trouvera

. U _ V

U, V designant des produits composes de facteurs de la forme

dans chacun desquels on pourra supposer les indices /, / tons deux in-

ferieurs a w, et leur somme /-+- / rcnfermce entre les limites n, 2/1. Or

les formules (16) et (82) donneront

et de celles-ei, combinees avec les equations (28), (29), (3o), on de-

duira trois formules analogues a I equation (18); puis, en remplagant
encore

p par r dans ces trois formules, on en conclura immediatement

si n est de la forme 8 a? + 7 ;

(35) /-
si cst de la forme 8,r -f- 3

; et

06) .., -

si 7i est divisible par [\ ou par 8.

Puisque, des deux differences

la seconde est le produit de la premiere par 1 un des nombres entiers
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i, 2, 3, si la premiere s evanouit, la seconde s evanouira pareillement,

et Ton aura, en vertu de la formule (3i),

Or cette derniere condition ne peut etre remplie que dans le cas oil les

divers facteurs de 1 un quelconque des produits P, Q, facteurs dont le

IV&quot;

nombre est -
&amp;gt; sont, deux a deux, de la forme

i.

Ri.i, R-/.-/;

par consequent dans le cas oil

appartiennent au meme groupe, ce qui suppose A- := n. Done, lorsque

A- fi, la difference i /, et par suite la difference/ #, ne pen-

vent s evanouir.

78.

TUEORIE DES NOMBRES. -- Discussion desformes quadratiques sous lesquetles

se presenten t certaines puissances des nombres premiers . Reduction des

exposants de ces puissances.

C. R., t. X, p. 229 (10 fevrier 1840).

Soient toujours

p un nombre premier impair,

n un diviseur de p i
,

h, k, 1, ... les entiers inferieurs a n, mais premiers a n,

h&amp;gt; QA Q/ les facteurs primitifs correspondants du nombre/;,

N le nombre des entiers h, k, /, ...,

p
une racine primitive de 1 equation
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eiitin

A = oh + p
h 4- p

A &quot;

-4- . . . p
7

p* p*&quot;
...

une soinnie alternee des racines primitives de 1 equation (i), les en

tiers

/*, 7r, /, ...

etant ainsi partages en deux groupes

/ , /
,

/
&quot;,

... et /,-, A , A&quot;, ....

Si le iiomhre n est tel que Ton ait

(
2

) A*=-,

sans toutefois se red u ire a 1 un des trois nombres

3, 4, 8,

on aura

h -4- k + li&quot; 4- . . . == h
- + A- -f- If&quot; -4- . . .= o

(
mod. /

) ;

et alors, en posant

(
3

)
i = A e/i. A // . . . , j = QA

. e A
i
e/. . . .

,

on trouvera, non seulement

(4) U = ^,

mais encore

I + J = A, I-J^BA,

et par suite

A, B designant deux quantites entieres.

Si d ailleurs on nomme/?
x
la plus haute puissance dap qui divise si

inultanement A et B, on aura
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x, y designant deux quantites entieres non divisibles par /?; et, en

posant

(8) = ?
a&amp;gt;,

2

on verra la formule (6) se reduire a

Or, de ce qui a ete dit precedemment (p. 92 et 9^), il resulte quo

1 exposant a, dans la formule (9), pourra etre calcule directement a

1 aide de la regie suivante :

Concevons que, parmi les entiers

//, /,
, h&quot;,

...

dont le nombre total est^N, ceux qui restent inferieurs a ^n soient en

nornbre egal a i, et ceux qui surpassent ^n, en nombre egal a j. L expo-

sant
[/,
sera represente par la valeur nwnerique de la difference

si n est de laforme 8x + 7 ; par le tiers de cette valenr numerique, si n est

dc la forme 8x H- 3; ct par la moitie de la merne valeur numeriquc ,
si n

est divisible par 4 ou par 8 .

La valeur de ^ etant ainsi determinee, la valeur de X se deduira de

la formule (8) et sera

ou, ee qui revientau merne,

10

On pourra ensuite obtenir facilement la valeur dea? ou la valeur dejr,

a 1 aide des equations (5) et (7), desquelles on tirera

CEuvres dc C. S. I, t. V. I 3
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Enfm, en posant, pour abreger,

et ayant egard aux formules

qui subsistent quand /, / representent dos entiers inferieurs n, on

trouvera

i-. r&amp;gt;

(12)
1= -Pf

&amp;gt;
J= ~/*f

/; desisnant deux nombres dont le plus petit sera 1, et le plus grand
. o

/ _|_ yM tandis que chacune des lettres

F, G

designera, au signe pres, un produit compose avec des facteurs de la

forme
R/,/ ,

dans chacun desquels on pourra supposer les deux indices /, / positifs.

mais inferieurs a ?), et leur somme/+ / renfermee entre les limites/?,

27?.

11 est important cle rappeler que des formules (i i) et (12) on peut ai-

sement deduire un nombre equivalent &x suivant le module/;, et meme

suivant le module /A Si, pour fixer les idees, on suppose g = l, et si

d ailleurs on nomme #,
&amp;lt;j

ce que deviennent F, G quand, a la racine

primitive o de 1 equation (i), on substitue une racine primitive r de

( equivalence
x^-i (mod./;),

.

on tirera des formules (i i) et (12)

(.3)
a ^~| (

m
d-/&amp;gt;)-

Cette derniere equation suffit seule a la determination de la valeur nu-
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merique de x, toutes les fois que 1 exposant \j.
se reduit a 1 un des

nombres
I, 2.

Apres avoir rappele les formules fondarnentales relatives aux formes

quadraliques de certaines puissances d un nombre premier, ou plutot

du quadruple de ces puissances, nous allons maintenant discuter ces

internes formules.

Nous avons deja observe que Ton peut re tin ire Pequation (9) :

i lorsque n est un nombre impair de la forme 8 x 4- 7, a la formule

[\\] pv-
= x&quot;- -h ny- ;

2 lorsque n est un nombre pair, divisible par 4 ou par 8, a la formule

Nous ajouterons que 1 exposant y.
sera impair si n est un nombre pre

mier, et deviendra pair dans le cas contraire. Eifectivement, si nous

prenons d abord pour // un nombre impair, ce nombre sera, dans I equa-

tion 9) ou
(i4)&amp;gt;

de la forme 4^4- 3, et 1 exposant y., represente par la

valeur numerique de la difference

Ji

ou par le tiers de cette valeur, sera pair ou impair avec cette diffe

rence, suivant que la somme
- N

sera elle-meme paire ou impaire. Comme on aura d ailleurs, si n est un

nombre premier impair,
N = n i

,

et, si n est le produit tie plusieurs nombres premiers impairs v, v

nous pouvons affirmer que y.
sera impair, avec? si n est un nombre

premier de la forme l\\ 4- 3, et pair, avec
^-&amp;gt;

si // est un nombre com-
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pose de la meme forme /|\ -+- 3. Dans Tun et 1 autre can,

seront ceux des entiers inferieurs a ?i, et premiers a /*, qui verifieront

la condition
//A

U)
=I -

Supposons maintenant que Ton prenne pour n, non plus un nombre

impair de la forme /jx -f- 3, mais un nombre pair divisible par 4; ce

nombre dcvra etre, dans 1 equation (i j), de la forme

v, v , v&quot;, . . . etant des facteurs premiers impairs, inegaux entre eux, et

dont le produit soit de la forme /jx -+- 1. Alors aussi les nombres

seront ceux des entiers inferieurs a n, et premiers a n, qui verifieront

les deux conditions

j-)=i, h = * (mod. 4),
t n /

ou les deux conditions

h
i, h = -i (mod. 4).

On peut en cone-lure que, dans le groupe

//, It
, h&quot;, ...,

les nombres inferieurs a - seront, deux a deux, de la forme

/ /

n, ft .

2

Done, dans I hypothese admise, i sera pair; et, comme
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sera, non seulementpair, mais divisible par 4, on pent affirmer encore :

i que/ sera pair,
2 que la sommc

sera paire elle-meme, avec la difference

et par consequent avec le nombre
[j. precisement egal a la valeur nu-

i
l
:

I

inenque de J

Supposons enfin que Ton prenne pour 71 un nombre pair, divisible

par 8. Ce nombre devra etre, dans 1 cquation (i5), de la forme

v, v
, v&quot;,

. . . etant des lacteurs premiers, impairs et inegaux; et les en-

tiers

/i, A
, h&quot;,

...

seront : i si
^ est de la forme 4* -+-,

ce ilx f
l
ll i veritieront les deux

conditions

[11=1, li i ou 3 (mod. 8);
\ */

ou les deux conditions

:= i, h = 5 ou 7 :mod.8;;

2 si est de la forme 4x -+- 3, ceux qui verifieront les deux conditions

/t
-

)

= i
,

A = i ou 7 mod. 8
)

ou les deux conditions

/,^3 ou 5 mod. 8.
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On en conclut encore que, dans le groupe

les nombres inferieurs a - seront, deux a deux, de la forme

Done i sera pair; et comme

/ -+- /
~ = a

( v i ) ( i
) . . .

2

sera, non seulement pair, mais divisible par 4 on pent aftlrmer que

i I iif /

/, h - el par suite - - - = ----22 2 2 i.

seront pairs avec le nombre
;j- precisement egal a la valeur numerique

de izV.
2

Ainsi, en resume, 1 exposant a sera, dans 1 equation (9), (i/j) ou

(r5), un nombre pair, suivant que n sera un nombre premier, ou un

nombre compose. II nous reste a montrer comment on pent, dans le

dernier cas, red u ire la valeur numerique de 1 exposant ;;..

Prenons d abord pour n un nombre compose de la forme 8x -h 7.

Alors 1 equation (9) pourra etre remplacee par la formule (i4) dans

laquelle a sera un nombre pair; et, comme par suite p^ sera un carre

impair, c est-a-dire de la forme 8x H- \
,
x- devra etre un carre de la

meine forme, et j- un carre pair. Cela pose, les deux facteurs

dont la somme sera 2/j
2

et le produit // x- = // v 2
, auront evidem-

ment pour plus grand commun diviseur le nombre 2; et, pour satis

faire a 1 equation (i4) on devra supposer

J)-
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par consequent
i*

(16) //-
= xu- -f- Sc-,

7, , u, v designant des nombres entiers qui veritieront les conditions

[17] * = ,

(18) 2iiv=y.

II y a plus : comme le produit y& = n sera diviseur de/? i, on aura

-)-
* )

et par suite la formule (16) entrainera les conditions

/
6 \ (*\

( J

(^)
=i;

U)
=l1

auxquelles les fact(;urs a, devront encore satisfaire. Enfin, on prouve

aisement que la loi de reciprocite, comprise dans la formule

est applicable an cas ou Ton represente para, ?, non seulement deux

nombres premiers snperieurs a 2, mais encore deux nombres impairs

quelconques; et commc, n etant de la forme 4 x + 3, Tun des fac-

teurs a, doit etre de la meme forme 4^. -h i, il est clair que, dans

I liypotliese admise, la premiere des conditions (19) entrainera la se-

conde etreciproquement. Done, Ionque n sera wi nombre compose de

la. forme 8x -+- 7, Vequation (i4) entrainera la formule (16), dans la-

f/iiclle a, devront verifier les seules conditions

Supposons, pour fixer les idees, /i = i 5 = 3 . 5. On trouvera pour //,

li
, ... les nombres

i. 2, 4, 8.
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clout trois sont inferieurs et un seul superieur a ;
=

7^. On aura done
;

alors

et 1 equation (i4) reduite a

en train era la formule

p y.U- -+- Bv-,

a, etant des entiers assujettis a verifier les deux conditions

Or, de ces deux conditions, la premiere sera verifiee si Ton prend pour
/5\

a, &amp;lt;o les nombres i et i5, ou 3 et 5. Mais, comme on a -
)

-
i , la

\3/

seconde condition nous oblige a rejeter les nombres 3 et 5, en prenanl

pour a, les nombres i et 1 5. Done, p etant un nombrc premier de la

forme i5x -+- \
, ou, ce cjui revient au meme, de la forme 3ox -h i

, la

consideration des facteurs primitifs de
/;

fournira la solution eri nom

bres entiers de 1 equation

p u**- + i5v-.

Prenons maintenant pour nun nombre compose de la forme 4* +- &amp;gt;.

Alors on pourra verifier en nombres entiers 1 equation (9); et les deux

facteurs

dont la somme sera l\p~, et le produit 4/;[A ~ x ~ = ny
2

&amp;gt;

resteront pre

miers cntre eux, si x-, y- sont des carres impairs. Done alors, pour

satisfaire a 1 equation (9), on devra supposer

11.
|j.

y.p- x-y.il-, ?.
ji- -+- x = v 2

,

et par suite

2-2
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a, , it, c etantdes nombres entiers qui verifieront les formules

xS = x, uv = );

avec les conditions (19). Si, dans le cas que nous considerons, X-,Y-

etaient des carres pairs, on pourrait, comme dans le cas precedent,

reduire 1 equation (9) a 1 equation (i4) et Ton arriverait a la for-

inule (16) qui peut etre censee comprise dans la formule (22), de la-

quelle on la deduit en remplagant u par 211 et v par zv. On peut done

enoncer la proposition suivante :

Lorsque n est un nombre compose de la forme 8.x -+- 3, I equation (Q)

entralne la formule (22), dans laquelle a, doivent verifier les condi

tions (21).

Prenons maintenant pour 71 un nombre compose, divisible par 4

mais non par 8. Alors on pourra satisfaire en nombres entiers a 1 equa

tion
(i 5), si -. est de la forme /|X + i; et, par des raisonnements sem-

blables a ceux dontnousvenons de faire usage, on prouvera que 1 equa

tion (i5) entraine 1 une des deux formules

a, % designant des nombres impairs assujettis a verifier la condition

(^5) ag=&quot;,

et //, v des quantites entieres qui verifieront Tune des conditions

2 uv = y, nv =
y*.

D ailleurs, le produit y& = - etant de la forme 4x H- i, a, seront tons

deux de cette forme, ou tons deux de la forme 4 x + 3; et, comme

1 equation (a3) entrainera les formules (19), en vertu desquelles

1 equation (20) donnera
at g- i

OEuvrcsdcC.S. I, t. V. 1 4
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il est clair que, dans I equation (^3), a, ne pourront etre tous deux

de la forme 4 x + 3. Us y seront done 1 un et 1 autre de la forme

4x-hi. Quant aux valeurs de a, 6 contenues dans I equation (24),

elles devront verifier les formules

desquelles on tirera, en les combinant avec les formules (20), (a5),

(28)

et, comme u-, v- devront etre impairs dans 1 equation (24), cette equa

tion donnera encore

(29) 2== a -4-6 (mod. 8).

Or, en vertu des formules (28), (29), les entiers a, devront etre tons

deux de la forme 8x -+- i, ou tous deux de la forme 8x -h 5, si -? est de
4

la forme 8x4-1; et l un de la forme 8x + 3, 1 autre de la forme

8x -t- 7, si j est de la forme 8x H- 5. On peut done enoncer la propo

sition suivante :

Lorsque n est un nombre compose, divisible par L\ et non par 8, I equa

tion (i5) cntraine, ou les formules (28) et (25), a, % etant deux entiers

de laforme 4 x -h i ; on lesformules ( 24) et
( 25), a, elantdeux nojnbres

impairs qui devront etre tous deux de la forme 8 x + i ou tons deux de

la forme 8x -h 5, si
j

est de laforme 8x -h i
,
el l un de laforme 8x H- ;&amp;gt;,

1 autre de la forme 8x -h 7, si- est de laforme 8x -+- 5. Ajoutons guez,

devront encore satisfcure, si la formule (23) se verifie, a rune des equa

tions (19), et, si la formule (?.[\}se verifie, a I line des equations (27).

En appliquant an cas ou n est. divisible par 8 des raisonnemenls

semblables a ceux dont nous venons de faire usage, on obtiendra hi

proposition suivante :

Lorsque n est un nombre compose, divisible par 8, I equation (r5) en-
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tratne laformule
if

(3o) /&amp;gt;

2 = *M 2 H- a6^ 2
,

a, 6 e/flw/ i/ew^r nombres impairs assujettis a verifier la condition

r/ez&r suivantes

desquelles on tire, eu cgard a la formule (20),

y. i 6 i i y. I -i- I , , N

mod. a),22 2

o, ce qui revient au memc,

(33) (a i)(a ?.6 + 3)= o (mod. 16).

En vertu des diverses propositions que nous venons d etahlir, 1 expo-

sant
JA
de la puissance de/? renfermee dans laformule (9), (i4) ou(i5;

peut etre reduit, lorsque n est un nombre compose, a 1
exposant^&quot;-

Ce dernier exposant, s il est pair, pourra souvent lui-meme etre reduit

a ^ ;
et cette nouvelle reduction sera particulierement applicable aux

formules (iG), (22), (a3), (3o), si dans ces formules * se reduit a

1 unite.

Pour verifier cette observation sur un exemple, supposons

71 = 68 = 4.17. Alors, entre les limites o et 17, ceux des entiers, pre

miers a 68, qui feront partie du premier groupe, savoir

i, 3, 7, 9, n, 1 3,

seront au nombre de six, et ceux qui feront partie du second groupe,
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savoir

5, i5,

seront au nombre de deux. On aura par suite

On pourra done resoudre en nombres entiers 1 equation

p = x*-+f]f2
.

Or celle-ci entrainera Tune des formules

pi X--\- I7J
2

, Vp-= 11- + fjV-,

dont la premiere a son tour entrainera 1 une des suivantes

.v, t designant encore des nombres entiers. Effectivement, on sail que

tout nombre premier de la forme 68x + i peut etre represente par

1 une des formules

72 + 273 + \8z- = (7+ 2)
2+ 172 -,

+ qz-= r

Les Tables d indices, publiees par M. Jacobi, fournissent le moyen

d obtenir facilement, dans tous les cas, non seulement les nombres qui

composent cbacun des groupes

//, /&amp;lt; , h&quot;,
... et /,-, /r

1

, /&quot;,
. ..,

par consequent les valeurs de i et/, et celle de 1 exposant [^,
dans cha-

cune des formules (9), (i4) (
r 5), mais encore des nombres equiva

lents a a? et \\y suivant le module/?. C est ce que j expliquerai plus en

detail dans les Exercices d Analyse et de Physique mathernatiqiie. Je me

bornerai pour le moment a observer que, si n est un nombre premier

de la forme 4x3-4-, representera le nombre des entiers qui, etant
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inferieurs a - offriront un indice pair. Si au contrairc n estun nombre

premier tie la forme 4x-hi, alors- representera le nombre des en-

tiers impairs, et inferieurs a n, qui, etant de la forme 4 x -+- i, offriront

un indice pair, ou qui, etant de la forme 4x + 3, offriront un indice

impair. Comme on aura d ailleurs, dans Tun et 1 autre cas,

.

i I n \= A I

f. LI .

&amp;lt;;..
-:&amp;gt;

- H- - = &quot;~

i

2 2 2
(I

1

les Tables de M. Jacobi donneront :

Pour n 7, 23, 3i, 47 1 }
&amp;gt; 79

J 2, 7 9 4 J 21, 22, . . .
,

1, 4&amp;gt;
&quot;&amp;gt; 9-

i, 3, 3, 5,

Pour n ir, 19, 4^ ^9, ^7

/ 4 ^ 12 ! 9 lj^

/i i

, 3, 9, 10, i 5, 16, ...,

i, i, i, 3, i, 3, ...;

Pour 7 5, i3, 17, 29, 37, 4
4

^

_ 2
, 4 &amp;gt;

&quot;
? &amp;gt;

l 4
2

Si d ailleurs on pose generalement

I
CT = 5 ll/, /

2, 2, 4, 6, 2, 8,

I . 2 . 3 . . .
(
/ -t- /

)
CJ

I .2 ... /in) (l
2 . . I w]

la valeur entiere de x qui verifiera 1 equation (9) sera equivalente, au
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signe pres, suivant le module/; :

Pour n 7, a n )j2 ,

IT. _TT. .

Pour n i c, a
n 2,0

, II 1,7 II , fl

Pour n = 19, a

Pareillement la valeur de x qui verifiera Tequation (i5) sera equiva-

lente, au signe pres, suivant le module/? :

Pour n = 20 = 4-5, a -
Il^oIIa 7

= - IT:
,,.

2 ?.

Pour n = 5a= 4- 3j a- -^^==:

Les valeurs de x, y etant connues, on en deduira immediatement

relies de it, c, et Ton pourra meme obtenir facilement un nombre equi

valent a ir on a r
2 suivant le module p. Ainsi, par exemple, si Ton

prend n = 20 == 4. 5, 1 equation (10), reduite a

P- ^- + 5j-,

entrainera la suivante

p = u- H- 5c 2
,

attendu que la condition (f )
= i exclura danscecas la formule (24).

Ola pose,
i _.

^H-^/v -i

devra etre egal, au signe pres, a

ot par suite x a zr -- 5v 2
= = 2-

/;.
On aura done

? 2 EE^jr (mod.p)

et
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Si, pour fixer les idees, on prend/?
= 101

,
la dernicre formule donnera

l&amp;gt;2==:4,
t

2==20=8l, (&amp;gt;2 4 = 2 2
,

2 81=92.

Or effectivement

79.

PHYSIQUE MATHEMATIQUE. Considerations nouvelles sitr les conditions rela

tives aux limites des corps. Methode elementaire propre a conduire aux

his generates de la reflexion el de la refraction des mouvements simples

qui rencontrent la surface de separation de deux systernes de mole

cules.

C. R, t. X, p. 266 (17 fevrier iS.fo).

Comme
j
en ai deja fait ailleurs la remarque, la solution des ques

tions les plus importantes de la Physique mathematique depend sur-

tout des equations relatives aux limites des corps consideres comme

des systemes de molecules. II devient necessaire de rechercher ces

equations aussitot que Ton se propose de calculer les lois relatives a

la reflexion et a la refraction de la lumiere, a la transmission du son

d un milieu dans un autrc, aux vibrations des plaques elastiques et a

une multitude d autres phenomenes. Toutefois la difficulte de par-

venir, a 1 aide de methodes exactes et sures, aux equations dont il

s agit , avail paru telle aux plus habiles geometres, que jusqu a ces

derniers temps ils s etaient bornes a faire sur la forme de ces equa

tions des hypotheses plus on moins vraisemblables. Si, apres de lon-

gues meditations sur cette matiere, j
ai ete assez heureux pour vaincre

la difficulte que je viens de signaler, si, parmi les Memoires que j
ai

eu 1 honneur de presenter a 1 Academie, celui oil je traite ce sujet est

1 un de ceux auxquels les savants paraissent attacher le plus de prix, il

est juste toutefois d avouer que la theorie qui s y trouve developpee no
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saurait etre etudiee avec fruit que par des personnes deja familiarisees

avec les hautes Mathematiqu.es et les applications de 1 Analyse infinite-

simale. Les physiciens apprendront sans doute avec quelque interet

que les conclusions auxquelles je suis arrive peuvent etre enoncees en

des termes fort simples et mises a la portee des amis de la Science qui

n auraient approfondi ni le Calcul integral ni la theorie de la variation

des constantes arbitrages. On verra meme, dans ce Memoire, qu a

1 aide de raisonnements qu il est facile de saisir, on peut demontrer en

quelque sorte, sans le secours d aucune formule analytique, la plupart

des resultats que j
ai obtenus. En Irons a ce sujet dans quelques details.

Un mouvement vibratoire et infiniment petit, qui se propage dans

un systeme de molecules, se reduit a 1 un de ceux que j
ai nommes

mouvements simples, ou du moins peut etre cense resulter de la super

position d un nombre fmi ou infmi de mouvements simples. Cela pose,

ce qu il importe surtout d etudier, ce sont les caracteres des mouve

ments simples, et les lois suivant lesquelles un mouvement simple se

modifie en passant d un systeme de molecules a un autre. Or, les posi

tions des molecules d un systeme etant rapportees a trois axes coordon-

nes rectangulaires, ce qui caracterise un mouvement simple, ce sont les

deux quantites que j
ai nominees Vargument et le module; quantites qui

varient avec le temps et la position d une molecule, de telle sorte que

1 argument et le logaritbme neperien du module se reduisent toujours

a deux fonctions lineaires des variables independantes, savoirdes coor-

donnees et du temps, et s evanouissent avec ces variables. Le mouve

ment simple correspondant a un module et a un argument donne n est

autre chose qu un mouvement infiniment petit dans lequel le deplace-

ment d une molecule, mesure parallelement a un axe fixe, est toujours

proportionnel au produit du module par le cosinus d un certain angle

appele/&amp;gt;A&amp;lt;zye;
et la pbase elle-meme est la somme qu on obtient quand

on ajoute a 1 argument une certaine constante relative a 1 axe dont il

s agit, et que j
ai nommee le parametre angulaire relatif a cet axe. Ges

definitions etant admises, on reconnait aisement que, dans un mou

vement simple, toutes les molecules decrivent des lignes droites ou
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coiirbes renfermees dans des plans paralleles a un premier plan inva

riable, mene par 1 origine des coordonnees. Un second et un troisieme

plan invariable, qui passent encore par la meme origine, sont ceux

dont on obtient les equations en reduisant le temps a zero dans 1 argu-

ment et dans le logarithme neperien du module. D ailleurs, pour faire

evanouir le deplacement d une molecule, mesure parallelement a un

axe fixe, il suffira de reduire a zero le cosinus de la phase, par conse

quent il suffira d attribuer a la phase une serie de valeurs equidi-

stantes, quo 1 onpourra deduire les unes des autres en faisantvarier dc

quantites egales, on le temps, ou la distance d une molecule au second

plan invariable. Les quantites egales dont il s agit represententchacune,

dans le premier cas, la mo i tie de la duree dune vibjation moleculaire,

et dans le second cas, 1 epaisseur d une tranche comprise entre deux

plans paralleles qui renferment des molecules dont les deplacements

projetes sur 1 axe fixe s evanouissent. La reunion de deux semblables

tranches, contigues 1 une a 1 autre, et respectivement composees dc

molecules dont les deplacements se mesurent en sens contraires, forme

ce que nous appelons une onde plane. L epaisseur de cette onde, ou la

double epaisseur de deux tranches contigues, est ce qu on appelle la

longueur d une ondalation. Le temps venant a croitre, les ondes planes

et les plans qui les terminent, appeles plans des ondes, se deplacent,

dans le systeme de molecules que Ton considere, avec une vitesse de

propagation precisement egale au rapport entre la longueur d une

ondulation et la duree d une vibration moleculaire.

Pour donner une idee des valeurs plus ou moins considerables que

peuvent acquerir les diverses quantites que nous venons de passer en

revue, nous rappellerons ici quelques resultats connus.

Dans 1 acoustique, la duree des vibrations molcculaires sert a dis-

tinguer les uns des autres des sons plus ou moins graves, plus ou

moins aigus. Cette duree, dans les sons que 1 oreille apprecie, vane

entre des limites fort etendues, le nombre des vibrations par seconde

pouvant croitre depuis G environ jusqu a plus de 24000. D ailleurs, la

vitesse de propagation du son dans 1 air etant d environ 33- in

par se-

Otm-es de C. S. I. t. V. I 5
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eonde, il resulte, de ce qui a ete dit plus haul, que la longueur d on-

dulation des sons appreciates pour 1 oreille varie dans ce fluido de-

puis .)6
m
jusqu a environ i4

nira
.

Dans la theorie de la lumiere, la duree des vibrations a une grand e

influence sur la nature de la couleur, et varie entre des limites assez

resserrees, puisqu elle n est pas meme doubles quand on passe d une

extremite du spectre solaire a 1 autre, c est-a-dire du violet au rouge.

D ailleurs, pour le rayon moyen du spectre, la longueur d ondulation,

deduite de la mesure des anneaux colores, est d environ un demi-mil-

lieme de millimetre. Cela pose, comme la vitesse de propagation de la

lumiere est d environ 80000 lieues, de 2000 toises par seconde, il

resulte encore de la loi precedemment enoncee que le nombre des vi

brations executees par une molecule d ether, placee dans le vide,

s eleve moyennement a 64o millions de millions, pour une seconds

sexagesimale.

Parlons maintenant du module d un mouvement simple propage dans

un systeme de molecules. Ce module se reduira toujours a 1 unite si le

mouvement simple est durable et persistant, et si d ailleurs il se pro-

page sans s affaiblir; c est-a-cjire, en d autres termes, si le mouvement

ne s eteint, ni pour des valeurs croissantes du temps, ni en raison de sa

propagation dans 1 espace. Alors aussi la ligne decrite par chaque mo

lecule sera toujours une petite portion de droite, ou un cercle, on une

ellipse; ct le mouvement simple offrira ce qu on nomme la polarisation

rectiligne, ou circiilaire, ou clliptique. Reciproqucment, si le module

d un mouvement simple se reduit a 1 unite, ce mouvement ne s affai-

blira, ni en raison de sa duree pour des valeurs croissantes du temps, ni

en raison de sa propagation dans 1 espace, pour des valeurs croissantes

de la distance d nne molecule a un plan fixe. Mais, si au contraire le

module d un mouvement simple ditfere de 1 unite, le logaritbme nepe-

rien de ce module se composera generalement de deux parties, 1 une

proportionnelle au temps, 1 autre pi-oportionnelle a la distance d une

molecule au troisieme plan invariable. Alors, si le coefficient du temps

n est pas nul, il devra etre negatif pour que le mouvement vibratoire
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ne ccsse pas d etre infiniment petit, et representera cc que nous ap-

pellerons le coefficient
d extinction relatifau temps. Alorsaussi le coeffi

cient de la distance an troisieme plan invariable, dans le logarithme

neperien du module, sera ce que nous appellerons le coefficient
d eoc-

tinction relatif a I espace; et ce coefficient, s il n est pas nul, pourra

etre positif ou negatif, savoir, positif si le mouvement devient plus

faible quand la distance au plan invariable est moindre, et negatif si

le mouvement s affaiblit quand la distance an plan invariable devient

plus grande. Dans Tun et 1 autre cas, les dimensions des courbes^der

crites par les molecules decroitront en progression geometrique, tandis

que le temps ou la distance (Tune molecule an troisieme plan invariable

croitront en progression arithmetique.

Considerons maintenant un mouvement simple propage a travers 1111

systeme de molecules dans le voisinage d une surface plane qui separe

ce premier systeme du second, le mouvement dont il s agit pouvant

d ailleurs etre dirige de maniere que les ondcs planes s approchent on

s eloignent de la surface plane; et prenons cette surface pour Tun des

plans coordonnes. On pourra considerer 1 argument du mouvement

simple, et le logarithme neperien de son module, comme composes

cbacun de trois termes diflerents, savoir, d un termc proportionnel au

temps, d un terme proportionnel a la distance qui separe une molecule

de la surface plane, et d un terme proportionnel a la distance qui, sur

cette surface meme, separe la projection de la molecule de la trace du

second plan invariable. La meme remarque s appliquerait a I argumenl

et au logaritbme neperien du module d un mouvement simple propage

dans le second systeme de molecules. Cela pose, nous appellerons

mouvements conjugues ou correspondants; des mouvements simples,

propages dans les deux systemes de mo4ecules, ou dans 1 un des deux

seulement, mais caracterises par des arguments et des modules qui ne

diflereront entre eux qu en raison des coefficients par lesquels la dis

tance d une molecule a la surface de separation se trouvera multipliee

dans cbaque argument, ou dans le logaritbme neperien de cbaque mo

dule. En partant de cette definition, on reconnaitra facilement :
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i que deux mouvements simples correspondants sont toujours deux

mouvements isochrones, c est-a-dire dans lesquels les durees des vibra

tions moleculaires sont les memes; 2 quc deux semblables mouve

ments offrent des ondes planes dont les traces sur la surface de separa

tion sont paralleles a une meme droite; 3 qu ils offrent des longueurs

d ondulation proportionnelles aux sinus des angles formes par les per-

pendiculaires aux plans des ondes avec la meme surface.

Concevons a present qu un mouvement simple propage dans le pre

mier systeme de molecules rencontre la surface de separation qui se-

pare ce premier systeme du second, et donncalors naissance a d autres

mouvements reflechis ou refractes. II est naturel de croire que, dans

le passage du mouvement incident a ces autres mouvements, un seul

des trois termes qui peuvent etre censes composer 1 argument ou le

logaritbme neperien du module se trouvera modifies, savoir, le terme

qui depend de la distance d une molecule a la surface reflechissante,

et que 1 action de cette surface, dans le passage dont il s agit, alterera

seulement le coefficient de cette distance, sans faire varier en aucune

maniere ni la duree des vibrations moleculaires, ni la trace du premier

plan invariable sur la surface, ni les epaisseurs des ondes mesurees

parallelement a la surface. On peut done admettre, comme premiere

loi de la reflexion ou de la refraction, celle qui s enonce dans les

termes suivants :

PREMIERE LOI. -- Etant donnes deux systemes homogenes de molecules,

separes par une surface plane, si un mouvement simple, propage dans le

premier systeme, rencontre la surface de separation, et donne alors nais

sance a des mouvements reflechis el refractes, les mouvements incident,

reflechis, refractes, seront toujours des mouvements correspondants.

De cette loi, que nous avons etablie par le calcul dans les Exercices

d Analyse et de Physique mathematique, et a laquelle on se trouve ra-

mene par les considerations precedentes, il resulte immediatement :

i que la duree des vibrations moleculaires reste la meme dans les

mouvements incident, reflechis et refractes; 2 que, dans ces divers
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mouvements, les traces du second on du troisieme plan invariable sur la

surface de separation, et par suite la direction des traces des plans des

ondes sur cette surface, restent aussi les memes; 3 que les sinus d in-

cidence, de reflexion et de refraction sont proportionnels aux longueurs

des ondes incidentes, reflecbies et refractees. Au reste, ce sont la des

conclusions auxqtielles on se trouve conduit par { observation aussi

bien que par le calcul. L invariabilite de la duree des vibrations mole-

culaires, et, par consequent, dans un grand nombre de cas, 1 invaria-

bilite de la couleur, soit avant, soil apres la reflexion ou la refraction,

est un fait admis dans la theorie de la lumiere; et des experiences

nombreuses, executees avec beaucoup dc soin par un de nos illustres

confreres, M. Savart, prouvent que les vibrations sonores, transmises

d un corps a un autre, sont toujours telles que les deux corps vibrent a

1 unisson
( ). Quant a laproportionnalite qui doit exister generalement

entre les sinus d incidence, de reflexion ou de refraction, et les epais-

seurs des ondes incidentes, reflechies ou refractees, elle a deja etc

constatee dans la theorie de la lumiere. II serait a desirer qu on put la

constater de meme dans 1 acoustique, et c est la, ce me semble, un

sujet de rechercbes qui merite une attention speciale de la part des

observateurs et des physiciens.

La premiere loi de reflexion ou de refraction peut servir seulementii

determiner, dans les mouvements reflechis ou refractes, les directions

des plans invariables, et par suite des plans des ondes. Cette loi etanl

admise, il nous reste a dire sous quelles conditions un mouvement

simple peut etre reflecbi ou refracte, et a montrer comment un mou

vement vibratoire peut se transformer, sans transition brusque, en

passant d un systeme de molecules a un autre. C est ce que nous allons

maintenant expliquer.

Dans le voisinage de la surface de separation de deux systemes dc

( ) Get accord remarquable entre la loi clonnee par le calcul et celle que Al. Savart a tiree

de 1 observalion a deja ete signale dans plusieurs articles tres remarquables que renferrne

le journaHntitule I l/ixtitut ; articles dont
j
aimerais a faire ici 1 eloge, si 1 auteur, M. 1 abbt1

Moigno, n avait pas juge mes theories avec tant de bienveillance.
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molecules, la constitution de chacun cle ces deux systemes se trouvc

alteree et il serait difficile, pour ne pas dire impossible, d arriver a

connaitre d une maniere precise toutes les circonstances de cette alte

ration. Ce que nous pouvons affirmer, c est que 1 alteration dont il

s agit, et par suite l alteration des actions auxquelles les molecules se

trouvcnt soumises, ne sont generalement sensibles qu a une tres pe

tite distance de la surface. Cela pose, pour que Ton soit assure qu un

mouvement simple pent etre transmis de 1 un des systemes de mole

cules al autre, la premiere condition indiquee par le calcul est que, si

Ton mesure, a partir de la surface de separation, la distance a laquelle

la constitution de chaque systeme de molecules se trouve sensiblement

alteree, cette distance soit petite relaiivement a la longueur d ondula-

tion du mouvement simple. Cette condition etait jusqu a nn certain

point facile a prevoir; car, si elle n etait pas remplie, et si au contraire

les longueurs d ond ulation etaient tres petites relativement a la dis

tance a laquelle l alteration devient sensible, il serait tout naturel

qu en traversant la coucbe qui aurait la surface de separation pour

base et cette distance pour epaisseur, la regularite du mouvement

simple se trouvat detruite, et que celui-ci, perdant sa nature et les

caracteres qui lui sont propres, se trouvat transforme en un mouvement

d une nature toute differente. Alors, a la verite, cbaquc point de la sur

face de separation pourrait bien encore etre considere, par rapport au

second milieu, comme un centre d ebranlement. Mais les mouvements

propages dans le second milieu, a partir de cette surface, ne se redui-

raient plus a un seul mouvement simple, et seraient generalement,

comme ceux que produisent des ebranlements arbitraires, en nombre

infini. Au reste, sans insister davantage sur cette condition que le

calcul m a donnee, je vais, en la supposant remplie, montrer de quelle

maniere on pent obtenir les equations particulieres qui doivent etre

verifiees dans le voisinage de la surface de separation de deux systemes

de molecules, et qui fournissent le moyen de determiner toutes les cir

constances des pbenomenes que presente la reflexion ou la refraction

des mouvements simples.
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La constitution d un systeme de molecules etant donnee, on sail

quels sont les mouvements simples qui peuvent se propager a travel s

ce systeme; et reciproquement, la nature de ces mouvements simples

se trouve tellement liee a la constitution du systeme, que, si on les

connait, on pourra generalement tirer de cette connaissance celle des

equations aux differences partiellesqui representeront les mouvements

vibratoires et infinimcnt petits des molecules. Ce n est pas tout; etant

proposes deux systemes liomogenes de molecules, separes par une sur

face plane, on pourra dire quels sont, pour cliacun d eux, les mouve

ments simples correspondants a un mouvement simple donne. Si celui-ci

est du nombre de ceux qui sont durables et persistants, et qui se pro-

pagent sans s affaiblir, 1 un quelconque des mouvements correspon

dants sera lui-meme un mouvement durable et persistant qui pourra,

ou se propager sans s affaiblir, ou etre rnoins sensible a de plus grandes

distances de la surface de separation, ou etre moins sensible a de plus

petites distances de cette surface. Suivant que le premier, le second

ou le troisieme cas aura lieu, nous dirons que le mouvement corrcs-

nondant dont il s agit est un mouvement simple de premiere, de second?

ou (\etmisiemeespece. D ailleurs, le logarithme neperien du module re-

latif a cbaque mouvement de seconde espece renfermera un coefficient

(fextinction par lequel se trouvera multiplier la distance d une molecule?

a la surface donnee. Cela pose, la loi indiquee par le calcul, comme

propre a faire connaitre les diverses circonstances que presentent la

reflexion et la refraction des mouvements simples, peut s enoncer de

la maniere suivante :

DEUXIEMK LOI. --
Lorsqu un mouvement simple rencontre la surface tie

separation de deux systemes homogenes de molecules, alors , pour rendre

compte de tous les phenomenes de reflexion el de refraction, il
suffit

de

joindre au mouvement incident les mouvements reflechis et refractes qui

restent sensibles a une grande distance de la surface rejlechissante, et de

/cur supcrposer, dans le voisinage de la surface, des mouvemcnls corres

pondants de seconde espece, qui offrent dans chaque milieu des coefficients

d extinction plus considerables.
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Pour ne pas abuser de 1 attention de 1 Academie, je renvoie a un

autre article la discussion de cette loi remarquable, a laquelle on pent

arriver encore, d une maniere presque rigoureuse, par de simples rai-

sonnements que tout le monde peut saisir, et 1 application de cette

meme loi aux phenomenes que presente la reflexion ou la refraction

des rayons lumineux.

80.

PHYSIQUE MATIIEMATIQUE. -- Considerations nouvelles relatives a la reflexion

el a la refraction des mouvements sunples.

C. R., t. X, p. 3fj (2 mars 1840).

Suivant la premiere des deux lois relatives a la reflexion et a la re

fraction des mouvements simples, si Ton donne deux systemes homo-

genes de molecules separes par une surface plane, et un mouvement

simple qui se propage dans le premier systeme jusqu a la surface de

separation, ce mouvement, que nous appelons mouvement incident,

et les mouvements reflechis, refractes, auxquels il pourra donner nais-

sance, seront toujours des mouvements correspondants (seance du

i 7 fevrier).

Cette loi etant admise, voyons comment on pourra obtenir les di-

verses equations propres a representer toutes les circonstances de la

reflexion et de la refraction d un mouvement simple.

La constitution des deux milieux ou systemes de molecules etant

connue, on pourra dire quels sont pour cliacun d eux les mouvements

simples correspondants au mouvement incident. Or, en vertu de la

premiere loi, c est en superposant deux ou plusieurs de ces mouve

ments simples que Ton pourra representer dans le premier milieu les

mouvements incident et reflechis, dans le second milieu, le mouve

ment ou les mouvements refractes. D ailleurs, pour chacun des mouve

ments simples correspondants au mouvement incident, la longueur
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d ondulation se trouvera completement determinee ainsi que la direc

tion des plans des ondes; mais on ne saurait en dire autant, par

exemple, de I amplitude des vibrations moleculaires qui sera inconnue

a priori, et devra s evanouir pour ceux de ces mouvements que Ton vou-

drait exclure de la superposition indiquee. On pourra done representer

les deplacements moleculaires relatifs, dans le premier milieu, aux

mouvements incident et reflechis, ou ,
dans le second milieu, aux

mouvements refractes, par des sommes de termes qui renfermeront

plusieurs indeterminees dont quelques-unes pourront s evanouir. Mais

il est clair que ces deplacements moleculaires, et celles de leurs de-

rivees que ne determinent pas les equations aux differences partielles

des mouvements infmiment petits, ne sauraient varier d une maniere

brusque tandis que Ton passera d un milieu a 1 autre : done ces de-

placements et ces derivees , calcules successivement pour 1 un et

1 autre milieu, devront satisfaire a la condition de reprendre toujours

les memes valeurs en chaque point de la surface de separation. II y a

plus : d apres ce qui a ete dit dans la seance du 17 fevrier, la conclu

sion precedente doit etre etendue au cas meme ou Ton tient compte
des alterations qu eprouve la constitution de chaque systeme dans le

voisinage de la surface reflechissante, pourvu que la distance a laquelle

ces alterations deviennent sensibles reste tres petite par rapport aux

longueurs d ondulation. La condition que nous venons d enoncer four-

nit d ailleurs a elle seule les diverses equations qui doivent etre veri-

fiees dans le voisinage de la surface.

Supposons maintenant que le mouvement incident soit un mouve-

ment durable et persistant, qui se propage sans s affaiblir. L un quel-

conque des mouvements correspondants sera lui-meme un mouvement

durable et persistant, qui pourra, ou se propager sans s affaiblir, ou

etre moins sensible a de plus grandes distances de la surface de sepa

ration des deux milieux, ou etre moins sensible a de plus petites dis

tances de cette surface. D ailleurs le troisieme cas est exclu par la-

condition que le mouvement reste infmiment petit a de grandes dis

tances de la surface : done, pour obtenir les lois de la reflexion et de

OEwres de C. - S. I, 1. V. I 6
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la refraction, on ne devra, dans chaque milieu, superposer au mouve-

ment incident que deux especes de mouvements correspondants, sa-

voir, ceux qui se propageront sans s affaiblir, et ceux qui deviendront

insensibles a de grandes distances de la surface reflechissante. D ail-

leurs, parmi ces derniers, ceux qui offriront dans leurs modules des

coefficients d extinction plus considerables sont precisement ceux qui

deviendront plus promptement insensibles quand on fera croitre la

distance a la surface. Done, lorsqu un mouvement simple rencontre la

surface de separation de deux systemes homogenes de molecules,

alors, pour rendre compte de tous les phenomenes de reflexion et de

refraction, il suffit de joindre au mouvement incident les mouvements

reflechis et refractes qui restent sensibles a une grand e distance de la

surface reflechissante, et de leur superposer des mouvements corres

pondants qui n alterent les premiers d une maniere sensible que dans le

voisinage de la surface dont il s agit. Telle est, en effet, la seconde

des lois de reflexion et de refraction enoncees dans la derniere seance.

Considerons, pour fixer les idees, le cas particulier oil, les deux sys

temes de molecules etant isotropes, le mouvement incident donne

naissance a un mouvement simple reflechi et a un mouvement simple

refracte, qui, comme lui, se propagent sans s affaiblir. Alors il arri-

vera de deux cboses 1 une : ou le systeme des mouvements incident et

reflechi, propages dans le premier milieu, s accordera , en cbaque

point de la surface reflechissante, avec le mouvement refracte qui se

propage dans le second milieu, de sorte que, sur cette surface, les de-

placements moleculaires et leurs derivees, calcules dans le premier et

le second milieu, reprennent toujours les memes valeurs; ou cet ac

cord n existera point, et, pour le retablir, on sera oblige de superposer

aux trois mouvements incident, reflechi, refracte, qui, par hypothese,

se propagent sans s affaiblir, d autres mouvements correspondants,

qui, etant insensibles a de grandes distances de la surface, deviennent

sensibles dans son voisinage. Dans le premier cas, le systeme des

mouvements incident et reflechi se transformera de lui-meme, et sans

transition brusque, en traversant la surface reflechissante, en mou-
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vement refracte. Mais, dans le second cas, cette transformation sans

transition brusque ne deviendra possible que par la superposition indi-

quee. Le premier cas se presente, dans la theorie de la lumiere re-

fractee par la surface de separation de deux milieux isopbanes, lors-

qu on suppose le rayon lumineux polarise suivant le plan d incidence,

c est-a-dire, en d autres termes, lorsqu on suppose les vibrations du

fluide ethere paralleles a la surface reflechissante. Alors les lois de la

reflexion et de la refraction sont beaucoup plus faciles a etablir que

dans toute autre supposition, et il est permis de faire abstraction des

mouvements simples qui pourraient se propager dans Tether sans oc-

casionner des phenomenes lumineux. Mais il n en est plus ainsi dans

la supposition contraire, et c est ce qui explique pourquoi Fresnel a

eu plus de peine a decouvrir les formules relatives a la reflexion d un

rayon de lumiere polarise perpendiculairement au plan d incidence.

Jc presenterai ici une derniere observation. Quand on applique les

principes que je viens d exposer, ou, ce qui revient au meme, la me-

thode exposee dans mes precedents Memoires, a la reflexion et a la

refraction des mouvements simples, produites par la surface de sepa

ration de deux milieux isotropes, on obtient des formules generales

qui comprennent, comme cas particulier, les formules de Fresnel rela

tives a la reflexion de la lumiere. Pour reduire les unes aux autres, il

suffirait, comme je 1 ai deja remarque, de supposer, dans chaque mi

lieu, une certaine constante que designe la lettre f ou f, reduite au

signe pres a 1 unite, c est-a-dire, en d autres termes, de supposer

nulle, dans chaque milieu, la vitesse de propagation des vibrations

longitudinales. Mais cette supposition n est pas la seule qui repro-

duise les formules de Fresnel. En examinant de nouveau la question,

j
ai reconnu qu on arrivera generalement a ces memes formules, si

Ton suppose imaginaires, et de plus egales entre elles, les caracteris-

liques des deux mouvements simples qui, etant seulement sensibles a

de tres petites distances de la surface reflechissante, servent a trans

former, sans transition brusque, le systeme des mouvements incident

et reflechi en mouvement refracte, ou bien encore, si Ton suppose ces
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earacteristiques reelles, mais infiniment petites. Dans ces deux cas, on

verra disparaitre les vibrations longitudinales, qui cesseront de se pro-

pager lors meme que les earacteristiques deviendront infmies on

ntilles, attendu qu alors la vitesse de propagation de ces vibrations

deviendra nulle ou infmie.

En rapprochant les formules obtenues cornme on vient de le dire de

celles que renferment les Nouveaux Exercices de Mathematiques, pu
blics en 1 835 et i836

(2&quot;
et 7* livraison), on est conduit a penser que

Ton doit attribuer des valeurs reelles tres petites aux earacteristiques

des mouvements simples qui restent sensibles a de tres petites dis

tances de la surface reflechissante. Cette supposition est effectivement

celle que j
ai admise dans le Memoire presente a 1 Academie des Sciences

en octobre i838
( ), et insere par extrait dans les Comptes rendus

des seances de cette meme annee. Ainsi, en definitive, nous sommes

ramenes aux conclusions enoncees dans ce Memoire, qui avail pour

objet de montrer comment les equations de condition donnees a la

page 2o3 des Nouveaux Exercices de Mathematiques, pour la surface de

separation de deux milieux, se deduisent de la methode exposee dans

la premiere Partie du Memoire litbographie sous la date d aout i83G.

ANALYSE.

Analyse.
- - Pour montrer une application des principes que nous

venons d exposer, considerons deux milieux bomogenes et isotropes

separes par une surface plane que nous prendrons pour plan des y, z.

Soient d ailleurs
V v
t, /;, ?

les deplacements efTectifs d une molecule mesures au point (x,y,z],

parallelement aux axes coordonnes, dans le premier milieu situe du

cote des x negatives, et

I,
7
n, I

les deplacements symboliques correspondants. Les equations symbo-

( ) OEuvrcs de Cauchy, S. I, t. IV. Extrait n 19, p. 99.
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liques des mouvements infiniment petits du premier milieu se redui-

ront aux formules (3) de la page i38 du Memoire sur la reflexion d un

mouvement simple (voir les Exercices d Analyse, ete.); et, par suite, les

equations fmies d un mouvement simple, propage dans ce premier mi

lieu, seront de la forme

u, c, w, s, A, B, G etant des constantes reelles on imaginaires, propres

a verifier 1 un des deux systemes d equations

(2) s-=C, A -+- cB + &amp;lt;vC o,

&amp;gt;_ -f/o ^ 2 -^

dans lesquelles i\ # designent deux fonctions de la somme

Si d ailleurs on suppose les equations aux differences partielles des

mouvements infiniment petits reduitesa des equations homogenes, on

aura

i, f designant deux constantes reelles qui dependront de la nature du

premier milieu, et, par suite, la premiere des formules
( 2) on (3) don-

nera

(5)
*2 =lk 2

ou

((3).
5 2 =(l + f)k

2
.

Si Ton considere un mouvement simple dans lequel le second et le

troisieme plan invariables soient paralleles a 1 axe des z, les plans des

ondes seront eux-memes paralleles a cet axe; et, commc on aura

(7) &amp;lt;v
= o,
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on tirera tie la seconde des formules (2)

(8) u\ + vK = o,

on, do la seconde des formules (3),

A B
9

- = i L = o.
U V

, Concevons ma intenant qne Ton fasse tomber sur la surface de sepa

ration des deux milieux un mouvement simple, durable ou persistant,

etqui se propage dans le premier milieu, sans s affaiblir. On aura, pour

ce mouvement simple,

i o
)

u = v\ i
,

v v v i
,

w w v
i

,
s s

\
i

,

r, v, w, s designant des quantites reelles, qui pourront etre censees

positives, si les ondes incidentes s approcbent de la surface de separa

tion des deux milieux; et Ton pourra prendre encore

,,

la valeur de k etant

k u- -+- v- H- \v-.

Si d ailleurs le mouvement incident dont il s agit donne naissance a des

mouvements reflechis et refractes, en vertu de la premiere loi de re

flexion ou de refraction, ces mouvements incident, reflechis et refrac

tes seront des mouvements corrcspondants, pour lesquels les coefficients

des trois variables independantes

r&amp;gt;
2, /,

dans 1 argument et dans le logarithms neperien du module, resteront

les memes, les valeurs de ces coefficienls etant toujours

i
I 3

)
V = V \

1
,

:= \V
\

I
,

S = S \/ 1 .

Quant au coefficient u de la variable x, il changera de valeur avec la

constante k, tandis que 1 on passera du mouvement incident aux mou-
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vements reflechis on refractes; et comme, dc 1 equation (4), jointe aux

formules (i3), on tirera

(i4) ll-= V-+ W 2 H- /f
2

,

il est clair que les diverses valeurs de u relatives aux mouvements re

flechis et refractes seront comprises parmi celles que fournit 1 equa-

tion (i4), quand on y substitue pour k- une valeur tiree de la premiere

des forrnules (2) ou (3).

Supposons, pour fixer les idees, que, les equations aux differences

partielles des mouvements infiniment petits de chaque milieu se redui-

sant a des equations homogenes, le inouvement incident soit du nonjbre

des mouvements simples dans lesquels les vibrations moleculaires res-

tent paralleles aux plans des ondes. Alors la premiere des formules (2)

ou (3) se reduira simplement a liquation (5) ou (6), et la valeur de,

relative au mouvement incident, sera donnee par 1 equation (5), de

laquelle on tirera, eu egard aux formules (i i), (i3),

t k-

et, par suite,

la valeur de k 2 etant

(16)

Alors aussi la formule (6) donnera

et, par suite,

Les deux valeurs de w, fournies par la seconde des formules (\5], sa-

voir

(18) M=PUV , u= -pV .

se rapporteront, 1 une au mouvement incident, 1 autre au mouvenient
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reflechi, ou, plus generalement, a celui des mouvements reflecbis qui,

se propageant sans s affaiblir, demeurera sensible a de grandes dis

tances de la surface reflechissante. Quant a la seconde des formules (17),

elle fournira deux valeurs reelles de u, 1 une positive, 1 autre negative,

si Ton a

(19) v a
+wa&amp;gt; __:_.,

et alors a la valeur positive

(20)
/ o

k-U= \/ V 2 + W 2

V j -t- f

correspondra un mouvement simple qui deviendra de plus en plus in

sensible a mesure que Ton s eloignera de la surface reflechissante dans

le premier milieu situe du cote des x negatives. Supposons d ailleurs

que les equations aux differences partielles des mouvements infmiment

petits ne soient sensiblement alterees dans leur forme qu a de tres pe-

tites distances de cette meme surface. Alors, en vertu de la seconde loi

de la reflexion, on pourra compter, parmi les mouvements incident et

reflechis, les mouvements simples correspondants, non seulement aux

valeurs imaginaires de u, donnees par les formules (18), mais encore a

la valeur positive de u determinee par la formule (20).

Concevons a present que, pour abreger, Ton designe par

,
u

lt
u

lt

les trois valeurs de u, tirees des formules (18), (20), en sorte qu on ait

._. / ^2_
r) M//= 4/y2 + W2____

;

et nommons
A

y , B,, C
; ,

A
;/ ,

B
/; , Ca

ce que deviennent

A, B, C

quand on met u
t
ou u

lt
a la place de u. Lorsque, en supposant remplie la

condition (19), on tiendra compte a la fois du mouvement incident et

des mouvements reflechis dans lesquels le coefficient u de x acquerra
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les valeurs u
t , ua , les emplacements symboliques des molecules du pre

mier milieu seront determines par des equations de la forme

I -_^-_ \ gW.tM-fj+tvs s(
_|_ ^ f&amp;gt;u,.ic+vy+wzst

\ J^ f-u^jc-t-vy+wzst

T,~ B fi ^+VJ+WZ-St _|_ ft e ltl.K+fy+.VZ-St _4_ ft eH// iM-^-KVS-.rt
?

== (] (,U.C
+ \ f+WZSt _j_ (] g^^.C-t-CJ-f-M^-^f i (] Qlln i:-rVy-^WZSt

dans lesquelles on aura

(28) A + ^B-f- wC = o, u
/
A

l
+ ^B

y
4- wC

&amp;lt;

= o

et

(24) ^/ ~?i = !:k
U

/
f Ct

Soient d autre part
c , f, k

ee que deviennent les constantes

, f, k,

tandis que Ton passe du premier au second milieu. Outre la for-

mule (16), on obtiendra la suivante

Supposons d ailleurs que les equations airx differences partielles des

mouvements infiniment petits se reduisent encore, dans le second mi

lieu situe du cote des a? positives, a des equations homogenes dont les

formes ne soient sensiblement alterees qu ii de tres petites distances

de la surface reflecbissante. En vertu des lois exposees dans 1 avant-

derniere seance, on ne pourra compter parmi les mouvements re fra ci

tes que des mouvements simples qui correspondent a des valeurs de u

propres a verifier 1 une des equations

(26) K 2 v 2
-f- w 2 k 3

,

k 2

( 27 u- = v 2 + w 2
,

I -i- f

OEuvres de C. S. I, t. V. 17
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et choisies de maniere a offrir une partie reelle nulle on negative. Cela

pose, si la condition

se veritie, on pourra prendre pour mouvements refractes les mouvc-

inents simples correspondants aux valeurs de u qui, etant representees

par
a , u&quot;

,

seraient determinees par les formules

79) M = (k
s -v 2 -w 2

)- v -.,

k 2 \
a

(
3o

)
u&quot;= I v 2

-+- w 2

Done, en nommant

les deplacements symboliques des molecules dans le second milieu, on

pourra prendre generalement

les constantes A , B , C , A&quot;,.B&quot;, C&quot; etant liees aux constantes u
, r,

//&quot;par
des equations analogues aux formules (23), (ai), savoir,

33*.1

&amp;lt;j &amp;lt;j i
-----. -- *

u&quot; v
&quot; w

C est en egalant, pour cliaque point de la surface reflechissante, les v;i

leurs de

I , V, I , J).,| , D^ , V*Z

tirees des equations (3i), aux valeurs de

! -fl, ?, DU!, i)^^, J). c ?
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tirees des equations (22), qu on obtiendra les equations de condition

relatives a la surface, et a 1 aide desquelles on pourra determiner

toutes les circonstances de la reflexion et de la refraction.

Lorsqu on suppose, dans le mouvement incident, les plans des ondes

paralleles a 1 axe des z, on a, comme on 1 a deja remarque, &amp;lt;r o, et

par suite, en vertu des formules (2^), (33),

Done alors la derniere des formules
( :&amp;gt;/.&amp;gt;)

se reduit a

; 34 )
I = C e&quot;-

r+t y-st + C, f
-

-iwHrr-*,

attendu que Ton a // = - u, et la derniere des formules (3i) se re

duit a

(35) ? = C e jr+
r-&quot;.

En combinant, avec les formules (34), (35), les deux equations de con

dition

([ui doivent etre satisfailes .pour chaque point de la surface reflechis-

sante, on, en d autres termes, pour une valeur nulle de x, on trouvera

C + ,= , (C.-CJ =.(?;
et par suite

C // -t- u C u -+-

On sera done ainsi rarnene aux equations (65) du cinquieme para-

iraphe du Memoire sur la reflexion des mouvements simples. On de-

duira pareillement les formules (56) ou (66) \_ibidem~\ des formules (22)

et (3i) combinees avec les equations de condition

(jui devront encore etre satisfaites pour une valeur nulle dc jc. Obser-

vons seulement que les valeurs du coefficient //, represenlees dans les
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equations (22), (3i) par uu et par u&quot;, se trouvent representees au con-

traire dans le Mernoire dont il s agit par
--

XD, --XD ; efc qu il s est

glisse une erreur de signe dans le premier membre de la formule (i5)

[ pag. 94 ( )], oil 1 on doit remplacert) par
-- t).

Les formules (3y) se rapportent a la reflexion et a la refraction d un

rayon polarise suivant le plan d incidence. Au contraire, les formules

deduites des conditions (38) se rapportent a un rayon polarise perpen-

diculairement au plan d incidence. Pour que ce dernier rayon dispa-

raisse apres la reflexion sous une certaine incidence, il faut que Ton

ait

^ + ^ = 0, + tX= o, ,

ou, ce qui revient au meme,

par consequent, eu egard aux formules (21) et (3o),

L&quot; I/
1 f \

7+1
~
7+T

Telle est la condition qui doit etre verifiee pour que la surface de sepa

ration de deux milieux isotropes polarise toujours suivant le plan d in

cidence un rayon reflechi sous un certain angle. L hypothese que nous

avons admise dans le Memoire ci-dessus rappele, et qui consistait a

supposer

offre seulement un des cas particuliers dans lesquels cette condition

se verifie.

D autre part, pour que les valeurs de

fournies par les equations (21) et (3o), restent reelles dans le cas

meme ou, les plans des ondes etant paralleles a la surface reflechis-

( ) OEiwrcs dc Cnuchy. S. I, t. IV, p. 471.
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sante, on a simultanement

il est necessaire que les binomes

P P/
i -*- f,

i + f

deviennent nuls, ou infinis, ou negatifs. Or chacun de ces binomes est

positif lorsque, dans le milieu qui lui correspond, les vibrations trans-

versales et longitudinales peuvent se propager sans s affaiblir, et alors

il represente precisement le carre du rapport entre les vitesses de pro

pagation des vibrations longitudinales et des vibrations transversales.

Done, lorsque la surface de separation de deux milieux isotropes pola

rise completement suivant le plan d incidence un rayon reflechi sous

un certain angle, chacun de ces milieux est du nombre de ceux dans

lesquels les vibrations longitudinales se propagent avec une vitesse

nulle, ou infmie, ou ne peuvent se propager sans s aflaiblir.

La metbode que je viens d exposer est distincte de celle que ren-

ferme le Memoire insere par extrait dans le Cornpte rendu de la seance

du 29 octobre i838
( ).

L une et 1 autre methode fournissent les equa

tions de condition que j
ai donnees, en 1 836, a la page 2o3 des Nouveaux

Exercices de Mathernaliques , et qui, etant appliquees a la theorie de la

lumiere, reproduisent les formules de Fresnel. J aurais voulu comparer

ici ces deux methodes, et montrer de plus avec quelle fticilite les for

mules de Fresnel, relatives a un rayon polarise perpencliculairement

au plan d incidence, se deduisent des equations (22), (3i), jointes aux

conditions (38). Mais le desir d exposer clairement, et de maniere a

etre compris des lecteurs, une tbeorie qui peut contribuer notablement

aux progres de la Physique mathematique, et qui permet de resoudrc

avec facilite des questions dont 1 importance est generalement sentie,

m a force d entrer dans quelques details qui out dcja fait depasser a cet

article les bornes que j
aurais voulu me prescrire. C est pour la meme

raison que je me bornerai a dire un mot d un Memoire, sur les formules

de Fresnel, In a 1 Universite d Edimbourg le 18 fevrier 1839, et que

( ) OEuvrcs de Crnnhy, S. I, t. IV. Extrait n&quot; 19, p. 99.



13i COMPTES HENDUS DE LACADEMIE.

1 auteur, M. Kelland, a bien voulu m adresser par I intermediaire de

M. Forbes. En voyant, a la tete de la seconde Section de ce Memoire,

des formules qui ne different pas an fond des equations (29.) et (3i),

j
ai ete un instant porte a croire qu il y avait identite entre la metbode

de M. Kelland et 1 une des miennes; d autant plus que les considera

tions placees en tete de cette Section s accordent, non seulement avec

celles que j
ai developpees dans les deux Memoires d aout i836 ct d oc-

tobre 1 838, mais aussi avec celles qui se trouventexposeesdansle pre

sent article. Je m attendais done a voir les formules (38) se presenter

dans le Memoire de M. Kelland, aussi bien que dans celui-ci, comme

etant les veritables equations de condition relatives a la surface de sepa

ration de deux milieux, pour le cas ou les vibrations sont renfermees

dans le plan d incidence. Mais, a la suite des formules (22), (3i), ou

plutot de celles qui les remplacent, dans le Memoire de M. Kelland,

page 407, je trouve, aulieu des equations (38), une seriede formules qui

seprolonge jusqu a la page 4 1 6. Or, de cesdernieres formules, plusieurs

sont fondees sur des hypotheses qui seinblent pouvoir etre contestees ;

et je ne vois pas d ailleurs comment elles pourraient servir, dans ces

hypotbeses, a deduire des equations (22) et (3i), ou plutot de celles

qui les remplacent, les formules de Fresnel. Car cette deduction, loin

de s effectuer generalement, et en vertu de la seule forme des equations

de condition relatives a la surface reflechissante, ne pent reussir au

contraire que dans un cas particulier, et pour des valeurs numeriques

egales des coefficients representes dans mes calculs par xo, u ; or cette

egalite entre les valeurs numeriques de x.% t) , et par suite entre les va

leurs des rapports

ne s accorde point avec 1 bypotbese admise par M. Kelland, et suivnnt

laquelle on aurait

i + f=H-r= -a
( ),

la constanle k etant d ailleurs differente de la constantc k.

( ) Transactions of the Cambridge Philosophical Society, vol. VI, p. 180.
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Jc developperai dans un autre article les consequences que Ton pent

deduire de la formule (4). combinee avec celle que renferme le Me-

moirc lithographic sous la date d aout i836.

81.

THEORIE DES XOMBRES. Tkeoremes divers stir les resit/us

el les non-residus qiiadratiqiies.

C. R.. t. X, p. 43; (16 mars 1840).

I. Sur les residus inferieuis a un module donne.

Les formules nouvelles que nous nous proposons d etablir, se trou-

vant liees avec celles que M. Gauss a donnees, dans le Memoire inti

tule Siirnmalio serierwn quarwndam singulariiim, nous allons d abord

rappeler ces dernieres en peu de mots.

On a, pour une valeur entiere du nombre m et pour une valeur quel-

conque de x (seance du 3 fevrier, p. 180) ( ),

, \
&amp;lt;&amp;gt;

... _
i

N
^~

\
3C ~

} \

& ~

I X . I X ]
( 1 X-

}

Si, dans cette formule, on pose -2/ti ==n i et

p etant une racine primitive de liquation

(
i

)
x*= \

t

on trouvera

f|__ DU,_ 3\ (i_,-1\- _j_ -I -3
i._n

puis, en remplagant p par p~
2

,

(l .p-2) (l p-) . . .
(l p-2(-a)j , + p2 + po

_u ..._)_ p
v

-
i

).

( ) OEuvres de Caucliy, S. I, t. V. Extrait n 76, p. 83.
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Enfin, si Ton multiplie les deux membres de la derniere equation par

en ayant egard aux formules

= 14-34-5-1-. .. + /i a

. / /? i \ 2
/
.2w i n \

-

m(m-i}+(. )= - -
(mod n),

\ / \ /

on trouvera defmitivement

Si, pour abreger, on designe par A la valeur commune des deux

membres de la formule (2), on aura non seulement

n 1 In I\s

mas encore

et par suite

n 1

ou, ce qui revient an meme,

A = (-l) (I_p)(l^p*)(,_p3)... (
I _p- 2

)( I
_

p
,-

Or de 1 equation identique

a: i = (4p i)(ar p)(x^-pi) ... (^_ p -i)

on tirera

^/&amp;gt; j

i -4- a? -f- ar2 -4- . . . + *- = - = (^ p) (x o-} . . . (x
^-&amp;gt;

* \ I i \ ii \

puis, en posant x = i
,

(4) n =
(

I -p)(,_p2) ... (,_p-.).

Done la formule (3)donnera

(5) A = (- 1)% .
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Les diverses racines p
de 1 equation (i) peuvent etre presentees sous

la forme

(6) p
= emM\- { = cosww -+- \/ sinww,

la valeur de co etant

27T

(7)

et m designant 1 un des nombres

n

o, i, 2, 3, ..., n i.

Ajoutons que la valeur de p,
determinee par 1 equation (6), sera une

racine primitive, si m est premier a n. Ainsi, par exemple, a la valeur i

de m corresponds la racine primitive

(8) p fuv -i = cos o) -4- v/
i sinw.

En substituant cette derniere valeur de
p
dans les deux membres de

[ equation (2), on trouve

(9)

_ &quot;~ i

-

i)
2 sin co sin3w . . . sin( aj&i

= i -+- cosw -t-cosiw +. . .+ cosf/? i)-&)

-h [sin &&amp;gt; -+- sin
f\

&) + ...+ sin f n i
)

-
&&amp;gt;] v/

i
;

et, comme cbacun des angles

0), 2 0) . . .
,

- 0)

sera compris entre les limites o, 77, il est clair que, si Ton prend

in i \

^10) 12 -- sine.) sm2w . . . sin I J= t sinco smJw . . . sin(/t 2 ]w,

le produit 12 sera positif. Done, puisqu on tirera des formules (5), -(9)

et(io)

on aura necessairement

OEuvres de C . S. I, t. V.
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et, comme on trouvera encore

(
_

n ismusmau . . . sin n 2)w = { i) smw smiw . . . sin (
- -

&amp;lt;a

la formule (9) donnera

12

i _ / - iv-

A = 5
(^ i)V

2 /.

En d autres termes, on aura

(-3) A = *

lorsque n sera de la forme 4x 4- r
, et

( 4) A = /^V/~;,

lorsque /* sera de la forme 4x-h 3. Ainsi, par exemple, on trouvera.

pour n==3,
_L

27: /
-- .271 T 3- ,

-
p COS-7T- + \/

I Sill -7- i=- -+--,/_-,,5 O 2 2 V

A= I -f- p 4- p-
= I + 2.0 = 3

2

y
r

i
;

pour n = 5,

A = I 4-p +p -f. p
9 + p

= i -i- , p 4. 2 p
= i + 4 COS ^ = 5&quot;

;

pour n 9 == 3 2
,

A= i-fp+p--... + pO 3 + 2 (p + p + p- )
= 3 -f- ap

P-^IlI 3
;

p

pour /i r= 27 3\

A= I -h p + p -h . . .+ p26
s

3 -f_ f)p9 + ? p (
( + p3 + . . . + p2-l

,

= 3-i-
Gp&quot;

-4- ap ^ = 3 H- Gp = 3 (i -h ap) = 3. 3-
v
/ 7 ;

pour // 1 5 = 3 . 5,

A i + p -|- p-
&amp;lt; -f . . . -f- pi

v-
, _+_ /jp + ^p

, + 2 ,.e _|_ 2 !) + 9_m
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Les formules (9) et (10) se rapportent au cas oil la valeur de
p
est de

terminee par 1 equation (8). Supposons maintenant que, la valeur de
p

etant generalement determinee par 1 equation (G), on prenne encore

Si m est premier a n, alors, p
etant une racine primitive de 1 equa

tion (i), on se trouvera de nouveau conduit aux formules (4), (5), et

par suite la valeur de A sera, au signe pres, celle que determine la

tbrmule (12). D autre part, si / designe un nombre inferieur a -&amp;gt; on

aura

(n l}-^=l- (mod. w),

et, en consequence, la formule (i5) pourra toujours etre reduite a

(.6-) A = .+

Considerons en particulier le cas oil 71 represente un nombre pre

mier. Alors si, parmi les entiers positifs et inferieurs a n, on nomine

h, //, ft&quot;,
...

ceux qui, etant residus quadraliques, verifient la condition

(7)

et

ceux qui, etant non residus quadratiques, verifient la condition

(18)

on verra la formule (iG) se reduire a

(19) A= l^ 2 (p*4-p* H-p^-h...).

Si d ailleurs
p
ne se reduit pas a 1 unite, on aura

I -Hp+ p
2 H- ... H-

p&quot;-
=;

p&quot;
r

&quot;~
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ou, ce qui revient au meme,

(
20

)
I -t- p

fl
-f- p

h
-+- p

&quot; + . . . -t- &amp;gt;

k
-+- p* -h

p*&quot;
+ . . . = O.

Done alors la formule (19) donnera

(21) A p
/l + p -{- p

1 &quot; + . . , p* p* p*&quot;

Done lorsque, n etant un nombre premier, p
ne se reduit pas a 1 unite,

la valeur de A, fournie par 1 equation (i5) ou (16), est une fonction

alternee des racines primitives de 1 equation (i). Cette valeur sera

meme une somme alternee de ces racines si
p designe 1 une d entre

elles, et par consequent alors on aura

n - 1

A=(-i) 2
ii,

conformement a 1 equation (5). II y a plus : puisqu cn supposant la

valeur de
p donnee par 1 equation (8) on a trouve

on trouvera, au contraire, en supposant la valeur de
p donnee par 1 e

quation (6),

Si
p
se reduisait simplement a 1 unite, la formule (i5) donnerait evi-

demment

(23) A = n.

Au reste, a 1 aide des formules ci-dessus etablies, on calculera faoi-

lement la valeur que peut acquerir 1 expression A, determinee par la

formule (r5), non seulement lorsque n represente un nombre premier

ou une puissance d un tel nombre, mais aussi lorsque n est le produil

de certaines puissances
v, v

&quot;,
/&quot;

,
...

de divers nombres premiers



EXTRAIT N 81. 141

Dans ce dernier cas, on reconnait sans peine que 1 expression A, de-

terminee par la formule (i5), est le produit d expressions du meme

genre qui correspondent, non plus a la valeur

v
rt

y&quot;V&quot; . ..,

mais aux valeurs

v, v&quot;&amp;gt;,

*c
,

...

de 1 exposant n\ puis on en conclut immediatement que la formule (22 ,

peutetre, aussi bien que la formule (12), etendue a des valeurs quel-

conques de 71, par exemple a la valeur

pourvu que, m etant premier a 71, on pose avec 31. Jacob!

(24)

Lorsque les exposants
a, b, c, ...

se reduiseut a 1 unite, la formule (24) se reduit a

iw\ im\ m\ m

et la valeur de A pent etre censee fournic par l
f

equation (21), pourvu

que Ton nomme

/i, h
, k&quot;,

... on /-, /. , If&quot;,
...

ceux des entiers inferieurs a n, mais premiers a 71, qui veritient la con

dition (17) ou la condition (18).

Si Ton substitue dans la formule (22) la valeur de A, tiree des equa

tions (rG) et (6), on trouvera

i ,

h cosmw + cos 4 M 4- . . . + cos
3

p
, /{ i \ 2

~| r
-f- sinmw -+- sin 4 mw 4- . . . + sin (

-
j

ni j&amp;gt; v
7

1 //\ ^f I v~T~J= -
(v

2 \ n I
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On aura done, par suite, si n est de la forme 4x H- i
,

, / n i \ -
i

/
m

27
- -f- cos/n&i + cos/i/ttw + . . . + cos -

]
m &&amp;gt;=-) n.

2
\ 2 / ^ \ n v

et, si n est de la forme 4x + 3,

n i

,

,

:
26 sin mo&amp;gt; -+- sin i/Hco -f- . . . -h sin

2

Pareillement, on tirera des formules (6), (16) et (:n), lorsque n sera

de la forme /jx -i- i
,

(?&amp;lt;))
S cosm/iM S cos/w/fw = (

)
^ //,

V /4 /

&amp;lt;

i

t, lorsque /? sera de la forme 4x -f- 3,

/ /??

(
3o

)
S sin w A o&amp;gt; S sin ml, &&amp;gt;=(

\ n

le signe S indiquant une somme de termes semblables entre eux, et

relatifs aux divcrses valeurs de h ou de k, qui verifient la condition (17)

ou (18). Si Ton suppose en particulier m i, on aura simpleinent,

lorsque // sera de la forme 4x H- i,

3 1
)

S cos // r.) S cos /rw \n ,

et, lorsque n sera de la forme 4* -+-3,

3a
)

S sin A S sin /r o&amp;gt;
=

^/i .

$ II. Sur lea residus et Its non-resu/us quadratiques inferieitrs a la moitie

d un module donn&.

Parmi les entiers inferieurs a un nombre impair //, rnais premiers
;i n, considerons en particulier ceux qui ne surpassent pas la moitie de

ce memo nombre, et soit / un de ces entiers. On aura creneralement

&quot;

*
= -; - i-n
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puis on en conclura, si n est de la forme 4x -f i,

it A //

et, si n est de la forme 4x H- 3,

it -A //

n \n

Cela pose, parmi les entiers inferieurs a -&amp;gt; mais premiers a n, nom

mons h un quelconque de ceux qui verifient la condition

(4:

et k 1 un quelconque de ceux qui verifient la condition

Les entiers inferieurs a n, mais premiers a n, seront, enlre les li

mites o, -i de 1 une des formes
2

/
,

/.
,

et, entre les limites -j n, de 1 une des formes
2

n /i, n /&amp;lt;.

De plus on aura, si n est de la forme jx 4- i,

n-h

et, si n est de la forme 4x4-3,

n~k\ (lt\ (* h\
)=i, ---i, -i.

n / \nj \ n )

Cela pose, si, dans les formules (3i), (02) du I
er

, on etend le si^nc S

aux seules valeurs de h ou de k qui nc surpassent pas -&amp;gt; on verra evi-
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demment ces formules se reduire aux suivantes :

SCOS/JM S cos/1 w = ~\/n, pour n == i (mod. 4),

(9) Ssm/iM Ssm/i M= -\
f
n, pour n= 3 (mod. 4),

la valeur de to etant toujours

10

Alors aussi, m etant premier a n, on aura, en vertu des formules (29),

(3o) du I
ei

,

(n) Scosw/ico Scosm/i-w = -
( \ Jn, pour n ~ i fmod./i ,

2 \nj
&amp;gt;

(12) S sinm/io3 S sinm/t c.) = -( )v/w &amp;gt; pour ^3 (mod. 4).

Observons maintenant que, n etant impair, ou premier a 2, les en-

tiers inferieurs a w, mais premiers a n, pourront etre representes in-

differemment, ou par les divers termes de Time des formes

//, If, n //, n /,,

ou par les nombres qu on obtiendrait en doublant ces termes et divi-

sant les resultats par n. D ailleurs ces derniers nombres seront de I uue

des formes

2/1, 2/t
,

n 2/1, ft 2/i .

Enfin on trouvera generalement

c est-a-dire que (|j
se reduira simplement a + i, si n est de 1 une

des formes 8x -t- i, 8x + 7, et-a --
i, si n est de 1 une des formes

8x -+- 3, 8x H- 5; et Ton aura par suite, eu egard aux formules (G), (7) :

1 Si n est de la forme 8x -+- 1,
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Si n est de la forme 8x -h 5,

/z-2/
n

3 Si 71 est de la forme 8x -+- 3,

/ 2 /r\ / n o, /A / 2 A \ ni h
16 --)=!, - -

i,
-- = i,

n n

4 Si n est de la forme 8x -+- 7,

2/r
i i n i i

-
i l r i

-- _ T

11

Cela pose, il est clair que, si 1 on suppose le module /? de la forme

8x -f- i, les memes nombres inferieurs a n, et premiers a n, pourronl

etre representes, a 1 ordre pres, soit par les termes de la forme

h, n h,

soit par les termes de la forme

2 li
,

n ?. // .

Done, en etendant !e signe S a toutes les valeurs de h, on aura, dans

cette hypothese,

S(A) + S(n /j)
=

S-(2/i) + S( 2/i),

et meme, plus generalement,

S f(/i) H-S f(n /)
= S f(2A) + Sf( a/t),

f(a?) designant une fonction quelconque de x. On trouvera, par

exemple, en prenant pourm un noinbre entier,

Par des raisonnements semblables, on tirera des formules (i4)

(16), (17), comparees aux formules (6) et (7) :

i Si Ji est de la forme 8x -t- i,

- -
,

( S/r&quot;
1 + S(n

-
k}
m

(ik}
m

-+- S(n
- 2

/&amp;lt;);

OFMvres de C. S. I, t. V. 19
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2 Si n est de la forme 8x. -+- 5,

i S hm 4- S
(
n h

}

m = S
(
2 If]

m 4- S
(
n ?.k}

m
,

i \ \ \/\i\ i

10
I S/f 4- S(n

-
/r)

1 &quot; =
S(i/j)&quot;

z 4- S(n - -&amp;gt;./)
;

3 Si n est de la forme 8x4-3,

( 20)
/ g /,-/

_L_ g ( n li
\in --

( 2 /i }
rn

-f- S f /I 2 /f I
7 &quot;

4 Si ?i est de la forme 8x 4- 7,

|

S/i 7&quot; 4- S(/z k]
m = S(2/t)

7W + S(n 2/r)
7W

,

(
S/r 774 4- S(n A)

7&quot; = S(2/r )

7M 4- S(n 2//)
7W

.

Posons main tenant

(22) S /*&amp;lt; = *,, S/f =/,,

(23) /=*, y=/o,

sera le nombre des valeurs de A, ety le nombre des valeurs de X- infe-

/I.

2

5i OU /.

rieures a -, tandis que

representera la somme de ces valeurs de h ou de k,

5 2 OU /o

la somme de leurs carres,

53 OU t 3

la somme de leurs cubes, etc.; et, si dans les formules (18), (19), (20 .

(21), on pose successivement

ni =r o, m ~ \
,

m = 2, m = 3,

on obtiendra des relations diverses entre les quantites

i, *i, *a, -V;), . .-, 7, /i, /a, :i,

Si Ton combine, par voie d addition, les deux formules 18 , on



EXTRA1T N 81. \k&quot;t

(19), ou (20), ou (21), on obtiendra seulement des relations entre les

sommes

dont la valeur est connue, puisque le systeme entier des nombres des

deux formes h et k ne differe pas du sysleme des entiers inferieurs

a i/?, et premiers a /&amp;gt;. Mais, si la combinaison a lieu par voie de sous-

traction, on obtiendra des relations entre les differences

t-2,

Alors, en posant

!*{} [2 l^\\
X

&quot;

~ tm = v
[ \/J nm

en sorte qu on ait

9. I

(a5) m (sm t,n
]

u,n , pour n ssi ou 7 (mod. 8),
it

et

9 m -j- I

(26) ^ (s,w /,) = y,, pour n= j ou 5 (mod. 8),
*

on trouvera :

i Si n est de la forme Zjx H- i,

w i m

2 Si n est de la forme 4^ H- 3,

,

H

On aura done, si n est de la forme 4x -h i,

o o,

2l&amp;gt;| + 2yo =O,

o SuiH-S j;)
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par consequent

( 3o) VQ = O, -J-2 J| m O, Jj

et, si /* est de la forme 4x 4- 3,

J 3 H- V* O,

JO 2 J, = O,

~ 2^| = O,

o 3 j| 4- 3 -jo

o 4
&quot;J

l + ^Uo

par consequent

On aura d ailleurs, en vertu des formules (23), (2.3) et (26),

(33) J =:o,

(34) u.==a(i-/);

si wss i ou 7 (mod. 8),

si ==3 ou 5 ^mod.8\

Cela pose, les formules (3o) et (3s) donneront :

i Si n est de la forme 8x4-1,

2 Si n est de la forme 8x 4- 5,

* =7

36)

3 Si n est de la forme 8x4-3,

/,) (/ j],
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Si n est de la forme 8 x 4- 7,

Ajoutons que, si Ton designs par

S /M o u T /w

v n
la somme des/&amp;gt;*

u&amp;gt;mes

puissances des entiers inferieurs, non plus a -
5 rnais

a //, et qui, etant premiers a 71, verifient la condition (4) on (5), les

valeurs de S,n ,
T/n pourront etre representees par les premiers membres

des formules (18) et (19), ou (20) et (21); et que Ton aura en conse

quence :

i Si n est de la forme f\\ H- 3,

2 Si est de la forme 4\ -+- 3,

/ s, T/W = *w / /M

(4) m(m i

D autre part, les sommes

So -(-To, 8,-i-T,, So 4- T 2 ,
...

seront des quantites connues; et, en nommant N le nombre des enliers

inferieurs a ft, mais premiers a /?, on trouvera, si n n est pas un carre,

Cela pose, si, dans les formules (39), (4) n attribue simultanemerit

a /ft les valeurs

o, i, 2, 3, ...,

on tirera de ces formules :

i En supposant que n soitun nombre, non carre, de la forme 4^ H-
&amp;lt;
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y En supposant n de la forme 4* -+- 3,

/ S, T, =:2( &amp;lt;j
( /,) n(i j],

S2 -T2 = an *,-/,-* -

et par consequent

(44) .T*-S,= *(T,- S,).

On trouvera en effet, pour n = 3,

T, S,= 3 1= 1, T 2 S 2 = 4 i = 3.l
;

&quot;pour
w = 7,

T, - S,= 3 4- 5 + 6 - 1 - a - 4 = 7 , T 2
- S, = , 9 = 7 7

pour = 1 1,

T t S, = 2 4- 6 4- 7 -h 8 *- 10 i 3 4 5 9= i ,

T 2 So = I 2 I r= I I . II
;

pour n = i .)
,

T, S l --7H-n + i3-f-i4 i 2 4 8 3o,

T 2 S 2 = 4^0 = i5. 3o,

En combinant les formules (42), (43), ( ,4), avec les formules (35),

(36), (87), (38), on en conclura :

i Si n est de la forme 8x -h i
, sans e trc un carre,

(45) i= j, S, = T,, B.-ltaMfft-*!, ...;

2 Si w est de la forme 8x + 5,

!46) i=j, S, = T,, 3(S 2 -T a }:=4(/ a -*2 }, ...;

3 Si n est de la forme 8x 4- 3,

47
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4 Si n est de la forme 8x4-7,

(48) T.-S, = /*(/-/), r,.-s, = iii-/

Si n etait un carre impair, alors, la condition (4) se trouvant verifiee

pour tout nombre premier a n, tm etTm s evanouiraient generalement,

et Ton tirerait des formules (35), (39), jointes a la seconde des for-

mules (4 1
)

(4g) 3so ns ,, iSs-, = (i4^a ns-,}, ...,

(5o) S 2/:=N, S| H/, S;&amp;gt;

= ft
2

J 4s-2,

Dans le cas particulier oil w se reduit a un nombre premier impair,

les entiers ei-dessus designes par h ou k ne sont autres que les residus

ou les non-residus quadratiques inferieurs a - Done alors i ou/ repre-

sente le nombre de ces residus, ou le nombre de ces non-residus, et

sm u tm l a somme de leurs puissances du degre m. Cette meme somme

devient S ;n ou TIB , lorsqu on y admet tous les residus ou non-residus

inferieurs a in.

Parmi les formules qui precedent, celles qui renferment seulement

les trois differences

i j, s\ t
} , Si T,

etaient deja connues, au moins pour le cas ou n se reduit a un nombre

premier. Ainsi, en particulier, on connaissait les deux premieres des

formules (4 2
);

et M. Liouville m a dit etre parvenu a demontrer direc-

tement la premiere des equations (37) ou (38), ainsi que la premiere

des equations (47) ou (48). J ajouterai que la premiere des equa

tions (47) et la premiere des equations (48) resultaient deja de la

comparaison de formules donnees par M. Diricblet.

Dans un autre article je montrerai comment, des formules prece-

dentes, combinees avec les equations connues qui fournissent les de-

veloppements des fonctions en series ordonnees suivant les sinus ou
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cosinus des multiples de to, on pent deduire le signe de la difference

/ j, quand n est de la forme l\\ + 3, et des limites entre lesquelles

cette difference se trouve comprise. J examinerai aussi quelles sont

les formuies qui doivent remplacer les precedentes, lorsque la lettre^

represents, non plus un nombre impair, mais un nombre pair.

THEOUIE DES NOMBRES. -- Methods simple el nouvelle pour la determination

complete des sommes alternees, formees avec les racines primitives des

equations binornes.

C. R., t. X, p. 56o (6 avril 1840).

11 est, dans la theorie des nombres, une question qui, depuis plus d-e

trente ans, a beaucoup occupe les geometres, et qui, tout recemment

encore, a ete mentionnee dans plusieurs Notes publiees par divers

membres de cette Academic. Elle consiste a determiner complelement

la somme alternee des racines primitives d une equation binoine, on,

ce qui revient au meme, la somme de certaines puissances de ces

racines, savoir, des puissances qui out pour exposants les carres des

nombres inferieurs au module donne. Supposons, pour fixer les idees,

que le module soil un nombre premier impair. Le carre de la somme

dont il s agit se reduira, au signe pres, au module, el sera d ailleurs

positif ou negatif, suivant que le module, divise par /j, donnera pour

reste i ou 3. C est ce que M. Gauss avait reconnu dans ses rechercbes

arithmetiques imprimees au commencement de ce siecle. Mais lorsque

du carre de la somme on veut revenir a la somme elle-meme, on a un

signe a determiner, ct cette determination, comme 1 ont observe

MM. Gauss et Diricblet, est un probleme qui presente de grandes difti-
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cultes. Les metbodes a 1 aide desquelles on est parvenu jusqu ici a

surmonter cet obstacle sont celles que M. Gauss a developpees dans le

beau Memoire qui a pour litre : Summatio serierum quarurndam singu-

larium, et celle que M. Dirichlet a deduite de la consideration des inte

grates definies
( ).

En reflechissant sur cette matiere, j
ai ete assez

lieureux pour trouver d autres moyens de parvenir au meme but; et

d abord il est assez remarquable que la formule de M. Gauss, qui de

termine cornpletement les sommes alternees avec leurs signes, se

trouve comprise comme cas particulier dans une autre formule que j
ai

donnee en 1817 dans le Bulletin de laSociete pliilornathique. Cette der-

niere formule, qui parut digne d attention a 1 auteur de la Mecanique

celeste, sert a la transformation d une somme d exponentielles dont les

exposants croissent comme les carres des nombres naturels; et, lors-

qu on attribue a ces exposants des valeurs imaginaires, on relrouve,

avec la formule de M. Gauss, la loi de reciprocite qui existe entre deux

nombres premiers. Mais la formule de 1817 etait deduite de la consi

deration des fonctions reciproques, par consequent de tbeoremes rela-

tifs au Galcul integral ; et ce que les geometres apprendront sans

doute avecplaisir, c est que, sans recourir ni au Calcul integral, ni aux

series singulieres dont M. Gauss a fait usage, on peut directement, et

par une metbode fort simple, transformer en prod u it une somme al-

ternee, en determinant le signe qui doit affecter ce meme produit.

Cette metbode a d ailleurs 1 avantage d etre applicable a d autres ques

tions du meme genre. Ainsi, en particulier, on reconnaitra sans peine

que, si, n etant un nombre premier, n i est divisible par 3, ou par

5, etc., un facteur primitif de /?, correspondant au diviseur 3, sera

proportionnel au produit de ^ facteurs trinomes, landis qu un fac-
O

teur primitif de n, correspondant au diviseur 5, sera proportionnel au
ii i

produit de ? facteurs pentanomes ou composes cbacun de cinq

termes; et le rapport du produit en question au facteur primitif de //

(t) Foir aussi un Memoire do M. Lebesgue. qui vient de paraitre dans Ic Journal de Ma-

tlicmatiques de M. Liouville (fevrier 1840).

OEuvrcs de C. S. I, t. V. 2O
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sera la somme de certaines racines dc 1 unite respectivement multi-

pliees par des coefficients qui seront equivalents, suivant le module n,

a des quantites connues. J ajouterai que, des formules relatives a la

determination complete d une somme alternee, dans le cas ou n est un

nombre premier, on deduit aisement les formules analogues qui se rap-

portent au cas ou n est un nombre compose quelconque, et la demon

stration du tbeoreme suivant lequel, dans une semblabie somme, ou

la plupart des termes positifs, ou la moitie de ces termes, doivent offrir

des exposants infer! eurs a -

-/z.

I
ei

. Valeurs exactes des sommes alternates des racines primitives

d une Equation blndme.

Nommons
p

1 une des racines primitives de 1 equation binome

(
I

)
X = I

,

et A une somme alternee de ces racines, qui soit en merne temps une

fonction alternee des racines primitives de cbacune des equations que

Ton pent obtenir en remplagant n par un diviseur de n. Si n est un

nombre impair dont les facteurs premiers soient inegaux, la valeur de

A sera egale, au signe pres, a celle que donne la formule

(2) A iH-p 4- p
1 4- p -+- . . . -t-

p(&quot;&quot;

ir
.

Si d ailleurs on pose, pour abreger,

(3)

on pourra prendre

(4) p
= ^,

et alors la formule (2) deviendra

(
5

)
A = i -4- e&quot;^~ 4- e -W^T+ . . . + c (

-
1 r- ^~* .

Or la valeur de A, donnee par 1 equation (5), est ce que devient la
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somme des 71 premiers termes de la serie

(6) i, e- a
\ e- &amp;lt; a

,
e- 9a m

,
...

quand on y remplace a~ par wy i ; et
j
ai remarque des 1 annee

1817, dans le Bulletin de la Societe philomathiqiic, commc dans mes

Lecons au College de France, qne la consideration des fonctions reci-

proques fournit, entre les termes de la serie (6) et ceux de la serie sem-

blable

une relation exprimee par la formule

i i

(8) a*^ + e -a-- + e
- + . . ,)== b-(t + e-t&amp;gt;

- + e- * b - + . . .),

quand a et b represented deux quantites positives, assujetties a verifier

la condition

(9) a/&amp;gt;
= TT.

La formule (8) parut digne d attention a 1 auteur de la Mecaniqae ce

leste, qui me dit 1 avoir verifiee dans le cas oil 1 un desnombres a, b de-

vient tres petit. Effectivement la formule (8), qu on peut encore ecrire

comme il suit :

/ -- 4 \
a (l -+- e~ -{- e~ tfl

- + .,..)
=- U + e &quot;

-+- e **-+-.../,

donnera sensiblement, si a se reduit a un tres petit nombre a,

et, pour verifier cette derniere equation, il suffit d observer que,

d apres la definition des integrates definies, le produit

a pour limite 1 integrale

fee

\_

cr*dx= \ic*.
- u
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II est d ailleurs facile de s assurer que la formule (8) peut subsister,

commc 1 a remarque M. Poisson, lors meme que la constante a devient

imaginaire. Nous ajouterons seulement qu alors la partie reelle de

cette constante devra etre positive, si elle ne se reduit pas a zero.

Lorsque, dans la serie (6), on pose cr -
-

toy/ i, la valeur de to

etant fournie parl equation (4), ou, ce qui revient au meme,

.
. ar

ii a- =
n

la formule (9), ou cfb- = --, donne

/?77

Alors les termes distincts de la serie (6) se reduisent a une partie de

ceux que renferme le second membre de la formule (5), et les termes

distincts de la serie (7), a ceux qui composent le binome

On doit done s attendre a voir I equation (8) fournir la valeur du rap

port qui existe entre la somme alternee A et le binome dont il s agit.

Or, en effet, pour obtenir cette valeur, il suffira de supposer, dans

I equation (8),

o
a- = oc- u I

,

n v

y.- designant un nombre i.nfmiment petit. Soit, dans cette bypothese,

devra s evanouir avec a, et, comme la condition (9) donnera

- o- - -
|- i = o,

2 n r

on en tirera sensible ment
46
n-tx-
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de sorte qu on pourra prendre

(.6)

26

nx

Cela pose, si Ton multiplie par ny. les deux membres de la ibrmule (8),

les termes do la somme alternee A ou du binome (i3) s y trouveront

multiplies par des sommes qui se reduiront sensiblement, dans le pre

mier membre, au produit

4 -r^^ dx = ^u~ a -,

et, dans le second membre, au produit

i) ClOC ^^
.&amp;gt;

7T

Done, en laissant de cote le facteur

/x
_\_

r***-**,

qui deviendra commun aux deux membres de la formule, on trouvera

defmitivement

(17) a^A = ^

on, ce qui revient au meme,

la valeur de a etant fournie par 1 equation (i r), ou

de laquelle on tirera (voi?- 1 Analyse algebrique, Chap. VII et IX

a = e *
,

* /
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et par suite

T~-

(-9) =

J)onc, en supposant A determine par la formule (i5), on aura, non

seulement pour des valeurs impaires du nombre /?, mais generalement

et quel que soit ce nombre,

i2o) A =
(i -I- V i) \i4- e

2

On trouvera, en particulier :

1 Si n est de la forme 4x,

2 Si /z est de la forme 4 x -+- 1
,

22

3 Si n est de la forme 4* H- 2,

(23) A = o;

4 Si n est de la forme 4* + 3,

Ainsi les formules (20), (21), (22), (23), (24), que M. Gauss a etablies

dans un de ses plus beaux Memoires, et dont M. Dirichlet a donne une

demonstration nouvelle qui a ete justement remarquee des geometres,

se trouvent comprises comme cas particuliers dans la formule (8), de

laquelle on deduit immediatement 1 equation (20) en attribuant a 1 ex-

posant
2 une valeur infiniment rapprochee de la valeur imaginaire

-
V i

, ou, ce qui revient au meme, en reduisant 1 exponentielle e~a

a 1 une des racines primitives de 1 equation (i), savoir, a celle que de

termine la formule (4).
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Si Ton supposait a- determine, non plus par la tbrmule (n), mais

par la suivante

2 777 7T ,

a- -
v

n

m etant premier a //, alors, en operant comme ci-dessus, on obtien-

drait, an lieu de la formule (20), une equation qui, combinee avee

cette formule, reproduirait immediatement la loi de reciprocite entre

deux nombres premiers, ou meme cette loi etendue a deux nombres

impairs quelconques.

II. - - Transformation ties sommes allernees en produits.

So it

P

une racine primitive de 1 equation

(
I

)
X&quot; = I

,

n etant un nombre premier impair. Les diverses racines primitives dc

1 equation (i) pourront etrc representees, ou par

p, p-, p
3

, ..., p&quot;-
,

ou par

m etant premier a n. Soit d ailleurs A une somme alternee de ces ra

cines primitives. Cette somme sera de la forme

(?.)
A = p

A 4- & &quot;-+- ok
&quot;

-+- . . . p* p* p
A//

. . .,

les exposants
i, 2, 3, . . .

,
n i

etant ainsi partages en deux groupes

h, /V, h&quot;,
... el /V, /&amp;lt; , A&quot;,

. . .

,

dont le premier pourra etre cense renfermer les residus quadratiques
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et le second les non-residus suivant le module /*. Si Ton suppose en

particulier n =-. 3, on aura simplement

A = p p
2 = o p~ ,

en sorte qu une somme alternee A pourra etre representee, an signe

pres, par le binome

P -P~ &amp;gt;

on plus generalement par le binome

in etant non divisible par 3. Si n devient egal a 5, les binomes de cette

forme se reduiront, au signe pres, a 1 un des suivants

p
1

p
7 = O 1

p-l .
p-&amp;gt; p3 = p3 p-2,

et le produit de ces deux binomes

representera encore, au signe pres, la somme alternee

A =p -4-p
1

p
2

p
:)

,

qui pourra s ecrire comme il suit :

A =(P -P- )(P
3 -P- 3

).

J ajoute qu il en sera generalement de meme, et que, pour une valeur

quelconque du nombre premier n, la somme alternee A pourra etre

reduite au produit P determine par la formule

(3) P=:(pl-p-))(p3_p-3) ._ (p-2_ p-(-^j i

Effectivement ce produit, egal, au signe pres, au suivant

changera tout au plus de signe, quand on y remplacera p par p&quot;
, attendn
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qu alors les termes de la suite

P, p
2

, p
3

, ..., p-

se trouveront remplaces par les termes de la suite

qui sont les memes, a 1 ordre pres, et un binome de la forme

par un binome de la meme forme

Done le produit P ne pourra representer qu une fonction symetrique,

ou une fonction alternee des racines primitives de 1 equation (i). Done

il sera de 1 une des formes

a, aA,

a designant une quantite entiere positive ou negative, et son carre P 2

sera de 1 une des formes
a 2

, a 2 A 2
.

Comme on tirera d ailleurs de 1 equation (3), non seulement

ou, ce qui revient au meme,

_ -o

=
p

^ !_p- 2

mais encore

P = - i* ^ (^
el par suite

= (- l)&quot; (I
-

p) (i
-

p
2

) ..-(&amp;lt;- p- )
= (- l)

r
w,

il est clair que P 2

, n etant pas de la forme a
2

,
devra etre de la forme

Of.in-res de C. S. I, t. V. -
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a 2 A 2
. On aura done

-
1

(4) ( i) .
= tA (

P = aA.

Or, \- ne pouvant etre qu unefonctionsymetriquede p, p
2

, ... et par con

sequent un nombre entier, la seule manic-re de verifier la premiere des

equations (4) sera de poser
71 1

a- = i,
- =

( !)&quot;*&quot;

On aura done
a = i

et par consequent

(5) P=hA;

et toute la difficulte se reduit a determiner le signe qui doit affecter le

second membre de la formuie (5). Or si, dans la somme alternee

A= p* -4- ?
h&amp;gt; + ?

h &quot;

4- - . . . p* p*
-

p*&quot;
. . . ,

on remplace generalement
/ /

& par -

cette somme sera remplacee elle-meme par la suivante

-\ //r \
...= w i = i mod. n

,

/ \n]

tandis que la somme alternee A se changera en

-~(n i)
=

i (mod. n).

Done, pour decider si dans la formuie (5) on doit reduirc le double

signe au signe -+- ou au signe ,
il suffira de cbercher la quantite en

laquelle se transforme le developpement de P quand on v remplace

chaque terme de la forme
p par ( -)&amp;gt;

et de voir si cette quantite, divi-
\ n i

see pai 4 donne pour reste i ou -f r. Or, comme le developpement

de P se composera de termes de la forme
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le signe qui precede p
etant le produit des signes qui precedent les

nombres i , 3, 5, . . . , la quantite dont il s agit sera la somme des ex

pressions de la forme i35.

le signe place en dehors des parentheses etant le produit des signes

places au dedans. Elle sera done equivalente, suivant le module n, a la

somme des expressions de la forme

n - \

(6) [i3:5...-(H-2)rr~.

Ainsi, en particulier, elle sera equivalente, pour // --3, a

i -( .i)
==a=3-i (mod. 3);

pour n = 5, a

|
I
_

f_3)2 + (_, _3)2_ (- i + 3)
2 - (i_ 3)2= 4

= -
i (mod. 5).

D ailleurs, si Ton suppose le notnbre de lettres a, b, c, ... egal a m, la

somme des expressions de la forme

etant developpee suivant les puissances ascendantes de a, b, c, . . . , ne

pourra, si le signe exterieur est le produit des signes interieurs, ren-

fermer aucun terme dans lequel 1 exposant de , ou de b, ou de c, . . .

s evanouisse, puisque le coefficient d un semblable terme dans cette

somme serait evidemment

Done la somme des expressions (7) se reduira an produit de leur nombre

2
&quot;-

par le seul terme
t . 2 . 3. . . m . nbc . . .

;

ct, si Ton prend pour
fl, /&amp;gt;, C, . . .

les nombres
i

,
3 5

,
. . .

,
&amp;gt;, m --

i
,
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cette somme aura pour valeur le prod nit

2
(
i . 2 . 3 . . . m

}
i . 3 . 5 . . .

(
2 m i

)
i . 2 . 3 . 4 2 m.

Done la somme des expressions (6) aura elle-meme pour valeur le pro-

duit
i . -2 . 3 . . .

(
n i

)

=
i

(
mod. n

]
;

et P se transformers en une somme equivalente a --
i, si Ton y rem-

placegeneralement p par (- )
,
d ou il suit que 1 equation (5) devra etre

reduite a

(8) P=A.

En d autres termes, on aura

(9) (p
1

p- )(p
3

p-)...(p-2 p-(n-U)) pA+ pA +p/i ^...^ p* pA
_

pft&quot;_ ...,

h, ti
, h&quot;, . . . etant les residus, et/:, k

, k&quot;, . . . les non-residus inferieurs

an module n. Comme on aura d ailleurs

(
i o

)
o i -h p

h
-+- p

h
-4- p

&quot;

-+ . . . + p* 4- p* + p*&quot;
+ . . .

,

on tirera des formules (9) et (to), eombinees entre elles par voie d ad-

dition,

(n) (p
1

p- )(p
3

p&quot;

3
) (p&quot;~

2
p- ( &quot;~ 2)

)
= i 4- ap

A + ap
A + i^l

&quot;+ . . .
;

par consequent

(12) (pl_p-)(p3_ p-3). . . (p-2
__

p-(-2)j i + p + p
.i + pO_,__ . - + p(-l)-\

Des formules (9) et (12), relatives au cas ou /iest un nombre premier

impair, on deduit aisement eelles qui sont relatives au cas ou n est un

nombre compose quelconque, comme je le montrerai plus en detail

dans un autre arlicle. J observerai en finissant que, si n, etant un

nombre premier de la forme 3x -+- i, a designe une racine primitive de

i equation
# 3 =. i

,

et m une racine primitive de [ equivalence

xn-\== \ (niod. n},
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on obtiendraun produit P proportionnel a un facteur prirnitifde /?, non

seulement lorsqu on supposera la valeur de P donnee par la formule (3),

mais aussi lorsqu on prendra

--l\/
l + l^l l + l -^- \

p \p-f- p
3 + a 2

p&quot;&amp;lt;

3
J\p

m +xpm 3 4-aa
p

le nombre des facteurs trinomes etant 5- Le facteur primitil do //,

auquel cette derniere valeur de P deviendra proportionnelle, sera

On trouvera par exemple, pour n = 7, in --
3,

(p + xp- + a 2
p-*)(p

:l

-4- ap
G

-t- a^p^) = 2
[p + p

fi +

ou, ce qui revient au meme,

P = * 2
0;

pour n 1 3, m = G,

(p 4- ap
9 + a 2

p
3
)(p

f&amp;gt; + ap
2 + a 2

p
;

011

D ailleurs, pour etablir la proportionnalite de P et de w, consideres

p
comme fonction de p,

il suffira d observer que P sc change en -
quand

P
on y remplace p par p

&quot;. Quant au rapport
- il ne pourra etre qu unc

fonction entiere de a, que Ton pourra reduire a la forme

a + ba;

et une methode semblable acelle par laquelle nous avons determine le

signe de A dans la formule (17) fera connaitre les nombres entiers a,

b, on du moins des quantites equivalentes a ces memes nombres sui-

vant le module n. Enfm on pourrait etendre les propositions que nous
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venous d indiquer a des produits P composes de facteurs polynomes

dont chacun offrirait plus de 3 termes; par exemple, 5 termes si n \

etait divisible par 5, 7 termes si n i etait divisible par 7, etc.

83.

TIIKORIE DES NOMBRES. -- Sur la somtnation de certaines puissances d une

racine primitive d une equation binome, el enparticulier, des puissances

f/ni offrent pour exposants les residus cubiques injericurs au module

donne.
C. R., t. X, p. 5g4 (i3 avril i8.{o).

Le module/? etant un nombre premier, concevons qu une racine pri

mitive d une equation binome du degre/? soit successivement elevee a

des puissances qui offrent pour exposants les residus quadratiques in-

ferieurs au module p. La somme de ces puissances pourra seulement

acquerir deux valeurs distinctes en vertu de la substitution d une ra

cine primitive a une autre; et la difference entre ces valeurs sera une

fonction alternee que M. Gauss a le premier appris a determiner. Or,

apres avoir expose, dans la derniere seance, une methode fort simple

qui reproduit les resultats de M. Gauss, j
ai dit que la meme methode

pouvait etre etendue a d autres determinations analogues. C est ce que

Ton verra dans cette Note, ou la methode dont il s agit se trouvera par-

ticulierement appliquee a la solution du probleme que je vais in-

diquer.

Supposons que, le module/? etant du nombre de ceux qui, divises

par 3, donnent i pour reste, on eleve une racine primitive aux diverses

puissances qui offrent pour exposants les residus cubiques. La somme

de ces puissances, quand on y remplacera la racine primitive donnee

par d autres, pourra successivement acquerir trois valeurs distinctes,

et ces trois valeurs seront les trois racines d une equation connue, a
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laquelle on parvient a 1 aide de la tbeorie de M. Gauss. D ailleurs la

fonction alternee la plus simple que Ton puisse former avec ces trois

valeurs est le produit des trois differences que Ton obtient en les re-

trancbant 1 une de 1 autre. Or la determination complete de cette

fonction alternee est evidemment un probleme analogue a celui dont

i ai donnedeux solutions nouvelles dans la derniere seance. Seulement
J

ce nouveau probleme est d un ordre plus eleve, attendu que les residus

quadratiques se trouvent ici remplaces par des residus cubiques. Mais

quoique, en raison de cette circonstance, la difficulte semble s accroitre,

toutefois je parviens a la surmonter en suivant une marcbe semblable

a celle que j
ai adoptee dans mon dernier Memoire.

J indique aussi quelques-unes des consequences auxquelles on se

trouve immediatement conduit par la solution du probleme que je viens

d enoncer.

ANALYSE.

I. -- Tlieoremes divers, relatifs aux modules qui ,
dicises par 3, donnent

I unite pour reste.

Solent p_un nombre premier impair, 8 une racine primitive de liqua

tion

et t une racine primitive de 1 equivalence

(i.)
jcP~ l =^i (mod./;).

Les divers entiers inferieurs au module p seront equivalents, suivant

ce module, aux divers termes de la progression geometrique,

i, t, r-, i\ ..., *p-2;

et en consequence les diverses racines primitives de I equation (i)

pourront etre representees, ou par les termes de la suite
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on par les termes de la suite

o, e i

, e*, ...,
&amp;lt;

&quot;

.

Si d ailleurs on nomme s la somme de ces racines primitives, c est-

ii-dire, si Ton pose

(3) 8 = + 0* -*-$&amp;lt; + ... -I- 0*
r
~i

,

on aura evidemment i H- s = o, ou, ce qui revient au memo,

(4) =-.

Concevons maintenant que le module/?, divise par 3, donue 1 unili

pour reste, et posons

P*=
-T&quot;

La progression geometrique

I, /, t~, P, ..., //-2

pourra etre decomposes en trois autres, savoir

ct la somme s en trois parties correspondantes

*o, ,, cS,,

respectivement determinees par les equations

Cela pose, comme les divers residus cubiques, inferieurs au module/;,
seront equivalents, suivant ce module, aux divers termes de la pro
gression geometrique
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il est clair que S representera la somme des puissances de 6 qui offri-

ront pour exposants ces residus cubiques. Quant aux sommes s,, s,,

on les deduira evidemment de la somme S , en remplagant la racine

primitive 6 de 1 equation (i) par la racine primitive 9
f ou V . II y a plus,

si a la racine primitive 6 on substituesuccessivement toutes lesautres,

la somme des puissances de 0, qui offrent pour exposants les residus

cubiques inferieurs au module/?, pourra seulement acquerir trois va-

leurs distinctes qui seront precisement

So, &amp;lt;S,,
tS,.

Enfin, si Ton nomme S la somme des puissances de 9 qui out pour

exposants les cubes des nombres

o, i, 2, 3, ..., p i,

et S,, So ce que devient S quand on y remplace successivement 9 par

9
f
et par 9

2

, on aura

(7) S = i -+- 3rS
, s

( =i4-3S,, S.j = i + 3-So.

En effet, les nombres
i, ~i, 3, . . ., p i

peuvent etre censes representer les diverses racines de 1 equivalence

xP EE^I oil ,r :!CT=i
(mod./&amp;gt;)

qui se decompose en plusieurs autres, savoir,

et par consequent trois d entre eux verifieront cbacunc des equiva

lences (8). Done, si Ton pose

\;y I

~ V 1 J I ... \ J
y

on aura encore

So = 1 + 3
(
+ Qt* + Qf+ . . . 4- &r-

4
\

t

ou, ce qui revient au meme,

S i -+- 3cS .

OEuvrcs deC . S. I. t. V. 22
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On retrouye ainsi la premiere des formules (7), de laquelle on deduira

la seconde et la troisieme en remplac,ant par O
f
et par O

2

.

II est bon d observer que, si i
3 &quot;1

designe un terme quelconque de la

suite

i, i*, t
f

&amp;lt;, ..., // -,

n n autre terme de la meme suite sera equivalent a

et meme, comme on aura

t
- =t 2 =

i (mod. /;),

1 1 est clair que le terme equivalent a t
3m sera

/;-! 3 f,,j_)
_!

Tn
*

2
- m_

f ^ J&amp;gt;/

(

Cela pose, les differents termes de chacune des sommes

seront deux a deux de la forme

et comme, etant une racine primitive de { equation (i), ,
Q~ repre-

senteront deux expressions imaginaires conjuguees, la somme partielle

se reduira simplement a une quantite reelle. Done les trois sommes

rS , s
t , s.2 seront trois quantites reelles, et Ton pourra en dire autant

des trois sommes S , S,, S.,, qui seront d ailleurs les trois racines

d une equation connue du troisieme degre. Cette equation, et celle

qui aura pour racines les trois autres sommes, pourront d ailleurs s ob-

tenir a 1 aide des considerations suivantes.

Si Ton eleve au carre la valeur de s fournie par la premiere des

equations (6), on trouvera

|_ Qt+t
3
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Dans le second membre de cette derniere formule, les termes que ren-

ferme unc meme colonne verticale se deduisent les uns dcs autres

quand on remplace successivement dans le premier

6 par 0&amp;lt;

3

, ou par &quot;,

... ou par Q a
~ 4

Donclasomme deces termes se reduit toujours, ou a 1 une des sommes

ou bien an nombre de ces termes, c est-a-dire a
^-y

dans le cas par-

ticnlier on 1 exposant de dans le premier terme s evanouit, ee qui a

lieu lorsque le premier terme est

Done la formule (ro) donnera

ii

a, b, cdesignanttrois nombres entiers dont lasomme, infericure d une

unite an nombre des termes

sera

(12) a + b H- c
fJ [

-

Or, quoique, an premier abord, la determination des entiers a, b, c

semble exiger le calcul numerique des divers termes de la suite

I -f- I, !+/, 1 + /, . . ., I + tP~*,

neanmoins ce calcul ri est pas necessaire, et la determination dontil

s agit pent aisement s efTectuer, comme on va le voir, a 1 aide d une

methode analogue a celleque nousavons employee dans la precedente

seance.

La valeur de s
J
donnee par la formule (n) pent s ecrire comme il
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suit

ct, pour deduire celle-ci de la formule (10), il suffit d y fairc croitre on

decroitre d un multiple de p 1 exposant / de chaque terme de la forme

Or concevons que, dans 1 une ou 1 autrc formule, on remplace genera-

lenient

7^1
par /

3
=/&quot;.

Comme /
CT

croitra ou decroitra d un multiple de/?, en meme temps que /,

il est clair que, apres le remplacement dont il s agit, les seconds membres
des formules (10) ct (i3) se transformeront en deux quantites qui se-

rontequivalentes entre elles suivantle module p. D ailleurs, m, /etant

deux nombres entiers, on aura

et

(/3&quot;

l

/)&quot;= (
/

)/
-&amp;lt;

A&quot;= /w (mod. /&amp;gt;).

Done les quantites dans lesquelles se transformeront les seconds

membres des formules (10) et (i3) seront equivalentes aux deux pro-

duits qu on obtient en multipliant

d un cote, par la somme

(i 4- t}+ (i 4- / 3
)

rT + . . .+ (i

&amp;lt;l un autre cote, par le trinome

a H- b/ CT + c/ 2CT
.
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On aura done

/
2w=(n- 0&quot;+ (i + t*)+. . .+ (i + lP-

&amp;gt;) (mod./;.

De meme, si, dans les seconds membres des formules (10) et (i3), on

remplace generalement
6 l

par /
2

&quot;,

on trouvcra

(ID) a-f-b/ 2rT
-f- c/ 1BT

==;i + f)
2CT +

(i
-f- /

:t

)

2CT + . . .-t-(i + tP-*)*

Concevons a present que, dans les seconds membres des formules
(

1 1),

(i5), on developpe chaque binome de la forme

I

, 4- /!/
JCT

ou /
, + t^m

1

.2CT
-

La somme des valeurs que prendra un terme du developpement, quand

on altribuera successivement a m les diverses valeurs

O, I, -2,

sera de la forme

Done cette somme sera nulle, a moins qu il ne s agisse d un terme dans

lequel 1 exposant de t soit multiple de
3u=/&amp;gt;

i. II est aised en eon-

clure que les formules (i/i), (i5) donneront

(16) a + bf CT + cr- CT
2C7, a + b/ 2rrr + C/^ES (2

-t II ;ro (mod./&amp;gt;;,

la valeur de II etant

(ro + 0(wH- -}.. .SGI
I

&quot;5
11 =

Soit d ailleurs

(18) /=/&quot;;

r representera une racine primitive de 1 equation

(19) ^r 3 =i
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et, comme on aura

/?i _ i

57
3 3

les formules (12) et (i3) donneront

a -I- b -+- c = l

-
&amp;gt;

a + br +cr2 ^ (mod.

a + b /- -4- c r = - -

O \j I

Enfin on tirera de ces dernieres

8 n -2 u 2 ii

-9-9 -9-9
- -

9
-- 2

( /&amp;gt;)

Les valeurs de a, b, c etantainsi determines, on pourra les substituer

dans la formule
(i i), et dans celles qu on en .deduit lorsqu on y rein-

place par 6 on par ,
c est-a-dire dans les trois equations

D autre part, on aura, en vertu de 1 equation (4),

(^ 3 ) S 4-S, + S 2 = j,

et de cette derniere, combinee avec les formules (22), on tirera suc

cessivement

(
2 4)

-s
o 4-^2 + ^3 = -icf-f- i, S S, -J- eS,i} 2 H-^o-So= -cr;

i&amp;gt;5) 8|8 l + 8?8 2 -h8|Sa=bp BJ, S S? + Si
^&amp;gt;^

-f- S 2 S; = c/;
- rj

2
;

anr H- i) b -I- c

3 3
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puis, en ayant egard a la formulc (12),

/ o \ &amp;lt;
vl _ o ri .

1 5a .^r $

II suit des formules (2
r

3), (24), (0.8) quo S , s,, So son t les trois valours

de -s propres a verifier [ equation

( *^Q
/

^
I

~
OJ ri) I

*j
* *

(J

Si, dans cette derniere, on pose

S = i + 3-S ou -S = ^,

on obtiendra la suivante

(3o) S :i

3/&amp;gt;rS ^A =.- o,

la valeur de A etant

L equation (3o) etant precisement celle qui a pour racines les trois

sommes reelles Sw s
0&amp;gt; ~l

~
J)

le produit des differences entre ces trois racines, savoir

aura pour carre, d apres line regie connue, le binoine

On aura done

(32) 27(3,- S, )($! S 2 )

2
(
8*- s

)

2=
/&amp;gt;

a
(4/&amp;gt;-

A 2
}.

D autre part, si Ton pose

(33) B = b-c,

I equation ( 26) donnera

(34) (.S
-

,S
1 ;(.s l

_.s 2 )(-So-8 )^ -B/&amp;gt;;



170 COMPTES REND US BE L ACADEMIE.

ct Ton tiroi a des forniules (32), (34)

(35) /|.j&amp;gt;.-=A

2 +27B .

Enfin les equations (3r), (33), jointes aux formules (21), douneront

(36) A-II, B== n (mod.wl.
9

Done : 1 1 equation (35) pourra etre verifiee, comme 1 a (lit M. Jacobi,

par des nombres entiers A, B, et la quantite Adont la valeur nu-

merique sera inferieure a

-*i
=

*&amp;gt; \lp* d&amp;gt; sj---4f,

par consequent a
}/&amp;gt;, pourra etrc completement determinee, ainsi que

la quantite B, inferieure elle-meme, abstraction faite du signe, a ^\ /&amp;gt;,

a plus forte raison, a ~p, par le moyen des formules (3G) ; 2 si, dans

la formule (3o), on substitue la valeur de A choisre de manierea veri

fier, non seulernentla formule (35), mais encore la condition (3r), pre

sentee sous la forme

A
=(/&amp;gt; + ) (mod. 9),

1 equation (3o) aura pour racines reelles les trois sommes

So, S|, So.

&amp;lt;^ette derniere conclusion s accorde avec des remarques deja faites par

M. Libri et par 31. Lebesgue (voir le Journal de Mathcmatiqiies de

31. Liouville, fevrier 1840). Nous ajouterons que, 1 equation (28) pou-

vant etre reduite a

i3 7 )

et le produit SoSiSo etant necessairement une quantite entiere, on aura

par suite

38) (A + 3)/&amp;gt;==i (mod. 27).

Ainsi, en particulier, on trouve, pouryy = 7,

A = i, (1 + 3)7 = 28= 1 (mod. 27);
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pour/? = i3,

A=r 5, (
5 + 3) i3 = 26= 1 (mod. 27),

etc. . . . De plus la function alternee la plus simple que Ton puisse for

mer avec les trois quantites S , S,, $ 2 , ou le produit

(* *0(i a)(8a S8 ),

dont te carre peut se deduire de la fornmle (29) ou (3o), offrira uiu 1

valeur qui sera completementdeterminee par la formule (34).

II. Consequences diverses des principes etablis dans le premierparagraphe.

On peut, des formules etablies dans le premier paragraph^, deduire

diverges consequences que nous nous bornerons a indiquer.

D abord il resulte de la formule (34) que les trois sommes

&quot;0&amp;gt; &amp;gt;(, &amp;gt;2&amp;gt;

rangees d apres leur ordre de grandeur, seront trois termes consecu-

tifs de la suite periodique

&amp;lt;S&amp;lt;), &\ ,
S 2 , t&amp;gt;o&amp;gt; #1

&amp;gt; $-2,

si B est negatif, et trois termes consecutifs de la suite periodique

^
,

b 2
&amp;gt;

^
1

&amp;gt;

r̂
, b-2, rS

| ,
...

si B est positif. Ajoutons que 1 ordre de grandeur des sommes

So, 84, S 2

sera, en vertu des formules (7), precisement le meme que 1 ordre de

grandeur des sommes
&amp;lt;V

&amp;lt;S
&amp;lt;&amp;gt;

**

Observons encore qu en vertu du theoreme de Lagrange, les racines

de 1 equation (3o), rangees dans leur ordre de grandeur, seront respec-

tivemen t

S= -(3^}^6-t-iA, S= -iA, S

OEuvrcs de C. S. I, t. V.
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les valeurs de a, % etant donnees par les formules

JL A4 9- 8 A
3 3

^ i .-2 3 (i

//- 1.2.3 3 !)

/&amp;gt;

:j

^l ,

5 - A-
.,

4.6.8 3f)i

et que les series, dont les sommes representent les seconds membres

de ces formules, seront toujours convergentes, eu egard a la condition

Pour obtenir 1 ordre de grandeur tel que nous venous de 1 indiquer, il

sufFit d observer que cet ordre reste le meme pour toutcs les valeurs dr

A qui verifient la condition A 2
&amp;lt;

f
\p, et que les trois racines de 1 equa-

tion (3o), rangees d apres cet ordre, seront evidemment

si Ton remplace A par zero.

Enfin, si Ton cberche le nombre des solutions que peut admettre

cliacune des formules

r+j= .z, .r + jr -+- z= o (mod./?),

quand on prend pour x, y, z des residus cubiques positifs et inferieurs

n
/&amp;gt;,

on conclura de la formule (i i) que ce nombre est

[&amp;gt;

i p + A 8

3 9

Si Ton assujettissait x, y, z a verifier la condition

le nombre des solutions deviendrait

a cry p i p -+- A 8

3 1
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dans le cas oil 2 ne serait pas residu cubique de/?, et

aro ^ _ _T_^ /?
+ A - 35

i . ^ . 3 2 2

dans le cas contraire. D ailleurs ce nombre de solutions sera pair, al-

tendu que trois valeurs donnees de

x
i ) z

pourront etre remplacees par trois autres valeurs de la forme

et, pour qu il s evanouisse, il faudra que Ton ait, dans le premier cas,

})
+ A - 8 = o,

dans le second cas,

1)
+ A 35 = o.

Or ces dernieres formules, jointes a la condition

~~
2

donneront, dans le premier cas,

et dans le second,
i r ^ ^

D ailleurs les seuls nombres premiers infcrieurs a iG, et de la forme

3 ra -|_ j, sont 7 et i3, pour lesquels la condition

/;
-f- A 8 = o

c^st cffectivement verifiec ; et Ton reconnaitra pareillement que la con

dition

/;
-i- A 35 = o

se veritie pour les nombres premiers 3i, 43, qui, seuls au-dessus de 70,
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sont de la forme 3ny + i, et offrent des residus cubiques dont Tun est

egal a 2.

An reste, les formules obtenues dans le premier paragraphe peuvent

encore etre deduites, comme je le montrerai dans un autre article, de

la consideration des facteurs primitifs du nombre premier/;; et Ton

pent, a 1 aide des memes methodes, etablir des formules analogues, qui

soient relatives, non plus aux residus cubiques, mais aux residus des

puissances superieures a la troisieme.

84.

ANALYSE MATHKMATIQUE. - Considerations nouvelles sur la theorie

des suites et sur les lois de leur convergence.

C. H., t. X, p. 640 (-10 avril i8.\o).

Parmi les theoremes nouveaux que j
ai publics dans mon Memoire

de 1 83 1, sur la Mecanique celeste, 1 un des plus singuliers , et en

meme temps 1 un de ceux auxquels les geometres paraissent attacher

le plus de prix, est celui qui donne immediatement les regies de la

convergence des series fournies par le developpement des fonctions

explicites, et reduit simplement la loi de convergence a la loi de con-

finuite, la definition des fonctions continues n etant pas celle qui a ete

longtemps admise par les auteurs des Traites d Algebre, mais bien

celle que j
ai adoptee dans mon Analyse algebrique, et suivant laquelle

tine fonction est continue, entre des limites donnees de la variable,

lorsque entre ces limites elle conserve constamment une valeur fmie et

determinee, et qu a un accroissement infmiment petit de la variable

correspond un accroissement infmiment petit de la fonction elle-

meme. Comme le remarquait dernierement un ami des sciences, que

je m honore d avoir vu autrefois assister a quelques-unes de mes le-



EXTRAIT N 8i. 181

cons, le theoreme que je viens de rappeler est si fecond en resultats

utiles pour le progres des Sciences mathematiques, et il est d ailleurs

d une application si facile, qu il y aurait de grands avantages a le fa ire

passer dans le Calcul differential, et a debarrasser sa demonstration

dessignes d integration qui ne paraissent pas devoir y entrer necessai-

rernent. Ayant cherche les moyens d atteindre ce but, j
ai eu la satis

faction de reconnaitre qu on pouvait effectivement y parvenir, a 1 aide

des principes etablis dans mon Calcul differentiel, et dans le Resume

des lec.ons que j
ai donnees, a 1 Ecole Polyteclmique, sur le Calcul infi

nitesimal. En effet, a 1 aide de ces principes, on demontre aisement,

comme on le verra dans le premier paragraphe de ce Memoire, diverses

propositions parmi lesquelles se trouve le theoreme que je viens de

citer; et Ton peut alors, non seulement reconnaitre dans quels cas

les fonctions sont developpables en series convergentes, ordonnees

suivant les puissances ascendantes des variables qu elles renferment,

mais encore assigner des limites aux erreurs que Ton commet en ne-

gligeant, dans ces memes series, les termes dont le rang surpasse un

nombre donne.

Le second paragraphe du Memoire se rapporte plus specialement an

developpement des fonctions implicites. Pour developper ces sortes de

fonctions, on a souvent fait usage de la methode des coefficients inde-

termines. Mais cette methode, qui suppose 1 existence d un developpe
ment et meme sa forme deja connues, ne peut servir a constater ni

cette forme, ni cette existence, et determine seulement les coefficients

que les developpements peuvent contcnir, sans indiquer les valeurs

entre lesquelles les variables doivent se renfermer pour que Jes fonc

tions restent developpables. II est clair, par ce motif, que beaucoup
de demonstrations, admises autrefois sans contestation, doivent etre

regardees comme insuffisant.es. Telle est, en particulier, la demonstra

tion que M. Laplace a donnee de la formule de Lagrange, et que La-

grange a inseree dans la Theorie des fonctions analytiques. Des demon

strations plus rigoureuses de la meme formule sont celles ou Ton

commence par faire voir que la multiplication de deux series sem-
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blables a la serie de Lagrange rcprodait une serie de meme forme, et

celle que j
ai donnee en i83i dans un Memoire sur la Mecanique ce

leste. Mais, de ces deux demonstrations, la premiere est assez longue,

et la scconde exige 1 emploi des integrates defmies. Or, comme la for-

mule de Lagrange et d autres formules analogues servent a la solution

d un grand nombre dc problemes, j
ai pense qu il serait utile d en

donner une demonstration tres simple, et en quelque sortc elemen-

taire. Tel est 1 objet que je me suis propose dans le second paragrapbe

du Memoire que j
ai 1 honneur de presenter a 1 Academie.

ANALYSE.

^ I
CI

. Developpement des fonctions en series convergentes. Regie
sur In convergence de ces developpements, et limites des restes.

La theorie du developpement des fonctions, en series ordonnees sui-

vant les puissances ascendantes des variables, est une consequence

immediate de deux.theoremes, dont la demonstration se deduit, comme

on va le voir, des principes etablis dans mon Calcul differentiel et des

proprietes counties des racines de 1 unite.

THEOREME I. -- Soil

une variable imaginaire dont le module soil r et I argument p. Soil encore

unefunction de la variable x qui reste finie et continue, ainsi que sa de-

rwee rs (x], pour des valeurs du module r comprises entre certaincs limites

r = /
,

/ H .

Eiifin nommons n un nombre enlier
, susceptible de croltre indefmimenl,

et prenons

jrpresentera une racine primitive de I equation
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et si, en attribuant a r I line quelconque des valeurs comprises en Ire les li-

mites r , R, on pose ,

r -4- ror-4- 2
sr

2
/- + ... - _

n

& s evanouira sensiblement pour de tres grandes valeurs de n
; par conse

quent la moyenne arithmetiqiie entre les diverses valeurs du produit

correspondantes aux valeurs

du nornbre in, se rediura sensiblement a zero, en meme temps que
-

Demonstration. -- En effet, si Ton nomme i un accroissement attri-

buo a line valeur do x dans le voisinage de laquelle la fonction rr(.r)

et sa derivee cj (^r) rostent fmies et continues, on aura, pour des va

leurs de i pen differentes de zero (voirle Calciddiffcrentiel],

j devant s evanouir avcc /. On aura done par suite

7T5

r5 , (),, ..., ^
;l_, devant s evanouir avee i, ou , ee qui revient an

nieme, avec -
, puis, en posant, pour abreger,

-f- . . .

c est-a-dire , en representant par ^ la moyenne arithmetique cntre

les expressions imaginaires

Oo, Oj, . . .
, 0,j_| ,
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on tirera dcs equations (2)

Knfin, comme on aura precisement

[ equation (3) se reduira simplement a 1 equation (i). D autre part,

comme la somme de plusieurs expressions imaginaires offre un module

inferieur a la somme de leurs modules, la moyenne ?&amp;gt; ofl rira un mo

dule inferieur au plus grand des modules de

Done () s evanouira en meme temps que chacun d eux, c est-a-dire en

memo temps que -&amp;gt; ce qui demontre 1 exactitude du theoreme I.

THEOREME II. Les memes choses etant posees que dans le theoreme I,

si I on fait, pour abreger,

(4) n(r) = p(/-)+p(Qr)+...+ig (e&quot;- r)
&amp;gt;

c est-a-dire, si Von represente par n(r) la moyejine arilhmetique enlre

Ics diverses valeurs de

w(0 &quot;r]

correspondantes aux valeurs

O, I, 2, 3, . . .
,

II. I

du nombrem; alors, pour de grandes valeurs de n, la fo/iction !!(/) res-

tera sensiblement invariable entre les limites r =/,/*= R.

Demonstration. --
Supposons qu a une valeur de /, comprise entre

les limites /, R, on attribue un accroissement
p assez petit pour que

r -\-
p soit encore compris entre ces limites. Les accroissements corres-

pondants des divers termes de la suite
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seront de la forme

(r-t-p; -5j(r) =
p[car (r) + 60],

1 o t^-V) + e_i],

, ,, .. ., _., designant des expressions imaginaircs qui s evanouironl

avec -; et par suite lamoyenne arithmetique cntrc ces memcs accrois-

sements, ou la diderence

n(r+p).-n(r),

se trouvera determinee par la formule

la valour de e etant

,!+,-}-...-+- _,

7

On aura done, en egard a la formule (i),

n(/- + p) n(/-)
= p(e o),

ou, ce qui revient an meme,

(8) n(r-hp)-n(r) = tp,

i representant la difference t c), et -devant, connno et S, s evanouir

avee -
n

On eonclura facilement do la formule (8) quo, pour do grandos va-

leurs de //, la fonetion II (r) resle sensiblement invariable entre les

limites r= r
() , / =R, en sorte qu on a par exemple, sans erreur sen

sible,

Effectivement, pour otablir eette derniere equation, il suffira de par-

II - I o

lager la difference

OEuvrcs de ( . S. I 1. V.
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en elements tres petits egaux entre eux, ct la difference

n(R)-n(ro)

en elements correspondants, puis d observer que, si Ton prend pour p

un des elements de la premiere difference, la seconde difference sera,

en vertu de la formule (8), le produit de
p par la somme des valeurs

de i, on, ce qui revientau meme, le produit de R r par une moyenne

arithmetique entre les diverses valeurs de i. Soitl cette moyenne arith

metique, on aura

H(R) -H(r )

et, comme le module de I ne pourra surpasser le plus grand des mo

dules de i, il est clair que I, tout comme i, devra s evanouir avec -

Done le produit
I(R-r.)

devra lui-meme s evanouir sensiblement pour de grandes valeurs de n,

du moins tant que R conservera une valeur finie. On prouverait de la

meme maniere que, si la valeur de rest comprise entre les limites r ,

R, on aura sensiblement, pour de grandes valeurs de n,

Nota. -- Le second membre de la formule (4) n est autre chose que
la moyenne arithmetique entre les diverses valeurs de la fonction

qui correspondent a un meme module r de la variable x, et a des va

leurs de representees par les diverses racines de 1 unite du degre n.

La limite vers laquelle converge cette moyenne arithmetique, tandis

que le nombre n croit indefiniment, est ce qu on pourrait appeler la

valeur moyenne de la fonction nr(a?), pour le module donne r de la va

riable x. Lorsqu on admet cette definition, le theoreme II peut s enon-

cer de la maniere suivante :

Si la fonction u(r) et sa derivee & (x} restenl fmies et continues pour

un module r de x renfermd enlre les limites r
, R, la valeur moyenne de
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rs(x) correspondante au module r, suppose compris entre les limites /* , R,

sera independante de ce module.

Corollaire L - - Les memes choses etant posees que dans les theo-

remes I et II, si la fonction u(x) et saderivee restent encore continues,

pour un module r de x renferme entre les limites o, R, on aura sen-

siblement, pour un semblable module et pour de grandes valeurs

de n,

Corollaire II. - - Les memes choses etant posees que dans le corol-

laire I, si la fonction v(x) s evanouit avec x, on pourra en dire aulant

de la fonction 11(07), et par suite on aura sensiblement, pour de grandes

valeurs de /*,

Corollaire 111. Concevons rnainlenant que Ton pose

f(*)--f(*),
(l3) ~^x-

f(s) designant une fonction de z qui reste finie ct continue avcc sa

derivee f (-), pour un module / de z compris entre les limites o, R.

11(5), ainsi que rs(s) t s evanouira pour une valeur nulle de r
; et si, en

posant, pour abreger,

43
-

ce que devient H(-) quand on remplace (z} par 9(5) ou par J&amp;gt;(-),

alors, en vertu de la formule (12), on aura sensiblement, pour de

grandes valeurs de //, et pour un module rde z inferieur a R,

D autre part, si Ton suppose le module / de z superieur an module de ,r,
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on aura
z

=- I -+- Z~ { X -f- Z~-X- H- . . .
,X

et par suite, eu egard aux proprietes bien connues des racincs de

1 unite,

Y(r) = (*).

Done alors la formule (i5) donnera sensiblement, pour de grandes va-

leurs de /?,

{6) r(jF)
=

(r),

on, ce qui revient au meme,

i r ; ft r -fin\ r

(17) f(*)= -f( r}+ _f( 0/.)+... + _f(0-,w [_r a? Qrx fj
l &quot;^rx

&quot;

En vertu de cette derniere equation, qui devient rigoureuse quand /i

devient infmi, la fonction f(a?) pourra etre generalement representee

par la valeur moyenne du produit

(18)
Z

f(z]
&amp;gt;* ~* \ I

A) *As

correspondante an module r de la variable s, si la fonction f(s) et sa

derivee f (z) restent finies et continues pour ce module de z ou pour un

module plus petit. D ailleurs la fraction

z .r

et par suite le produit (18), seront, pour un module de x inferieur au

module r de z, developpables en series convergentes ordonnees suivant

les puissances ascendantes de x. On pourra done en dire autant du

second membre de la formule (17) et de la fonction !*(#), quand le mo
dule de x sera inferieur au plus petit des modules de z pour lesquels

la fonction f(s) cesse d etre finie et continue. On pcut done enoncer la

proposition suivante :

THEOREME III. -- & I on attribue a la variable x un module inferieur au
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plus petit de ceux pour lesquels une des deux fonctions f(^f), { (#) cesse

d etre finie el continue, la fauction f(a?) pourra etre representee par la

valeur moyenue duproduit

corrcspojidante a un module r de z qui surpasse le module donne dc ,r, et

sera par consequent developpable en serie converge/lie, ordonnee suivant

les puissajices ascendantes de la variable x.

Nota. Comme, en supposant la fonction
f(&amp;lt;r) developpable suivant

les puissances ascendantes de x, et de la forme

(19) f [x] = a -+- a\x -h a-ix- + . . .,

on tirera de 1 equation (19) et de ses derivees relatives a x

f (o) f&quot;(o^

a = l(o), ff|=- 2 = 5 &quot; I

I I . i

il est clair que le developpement de f(.r), deduit da theoreme III, ne

differera pas de celui que fournirait la formule de Taylor. On arrive en

core aux memes conclusions en observant que le produit

z x

developpe suivant les puissances ascendantes de x, donne pour deve

loppement la serie

z-

Donc, dans le developpement de f(.r), le terme constant devra se re-

duire a la valeur moyenne de f(-), laquelle, en vertu du theoreme ll,

est precisement f(o), le coefficient de x a la valeur moyenne du rap-
f ( z)

port
-

5 on, ce qui revient au meme, du rapport

et par consequent a la valeur commune f (o), que prennent ce rapport

et la fonction f (-), pour z = o, etc.
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Quant au reste qui devra completer la serie de Taylor, reduile a ses

n premiers termes, il se deduira encore facilement des principes quc

nous venons d etablir.

En effet, puisqu on aura

X n

et, par suite,

il est clair que le reste dont il s agit sera la valeur moycnne du pro-

duit

eonsidere comme fonction de z, pour un module r de z superieur au

module donne de x. Done, si Ton nomme Jl le plus grand des modules

de f(z] correspondants au module rde a, et X le module attrilme a la

variable x, le reste de la serie de Taylor aura pour module un nombre

inferieur au produit
X&quot;

Jl,/- (/ X

par consequent inferieur au reste de la progression geometrique que

Ton obtient en developpant, suivant les puissances ascendantes de x,

le rapport

On peut done enoncer encore la proposition suivante :

THEOHEME IV. Les mernes choses etant posees que dans le theoremc III,

sil on arrete le dweloppement de la fonction f (x] apres le n *me
terme, le

reste qui devra completer le developpement sera la valeur moyenne du pro-

duil
\ /y- | i ^ i

1 XI I



EXTRAIT N 84. 191

pour un module r de z superieur an module domie de x. Si d ailleurs on

nomme ffi le plus grand des modules de, f(z] corrcspondants au module r

de z, et X le module attribue ax, le module du reste ne surpassera pas le

produil

r-X

Les principes ci-dessus exposes, particulierement les notions des

valeurs moyennes des fonctions pour des modules donnes des variables,

et les divers theoremes que nous venons d etablir, peuvent etre imme-

diatement etendus et appliques a des fonctions de plusieurs variables.

On obtiendra de cette maniere de nouveaux enonces des propositions

que renfermele Memo ire lithographic sur la Mecanique celeste, presente

a I Academic de Turin, dans la seance du 11 octobre i83i; ct Ton ar-

rivera, par exemplc, au tbeoreme suivant :

THEOREMS V. Solent x, y, z, ... plusieurs variables reelles ou imagi-

naircs. La fonction f(o?, y, :-, ...) sera developpable par la formule de

Mackuuin, etendue au cas de plusieurs variables, en une serie convergentc

ordonnee suivant les puissances ascendantes de x, y, z, ... si les modules

de x, y, z, ... conservent des valeurs inferieures a celles pour lescfuelles la

fonction reste finie et continue. Soient /
,

/
, r&quot;, . . . ces dermeres valeurs.

ou des valeurs plus petites ,
et S{_ le plus grand des modules de f(&, y, z, . .

.)

correspondants au module r de x, au module r de y, au module r&quot; de z,

Les modules du terme general et du reste de la serie en question seront res-

pectivement inferieurs aux modules du terme general et du reste de la serie

//ui a pour somme le produil

r x r

II. Developpement des fonctions implicates . Formule de Lagrange.

Les principes etablis dans le paragrapbe precedent peuvent etre appli

ques, non settlement au developpement des fonctions explicites, mais

encore au developpement des fonctions implicites, par exemple, de
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celles qui represented les racines des equations algebriques et trans-

cendantes. Alors la loi de convergence se reduit encore a la loi de con-

tinuite. Concevons, pour fixer les idees, que la variable x soil deter-

minee en fonction de la variable E par une equation algebrique ou

transcendante de la forme

(i) x e& .x],

T7(a?) etant une fonction explicite et donnee de x qui ne renferme

point E, et ne devienne point nulle ni infinie pour x o. Parmi les

racines de 1 equation (i), il en existera une qui s evanouira en memo

temps que E. Or cette racine, si Ton fait croitre le module de E par de-

gres insensibles, variera elle-meme insensiblement, ainsi que sa derivee

relative a E, en restant fonction continue de la variable E, jusqu a ce

que cette variable acquiere une valeur pour laquelle deux racines de

1 equation (i) deviennent egales, pourvu toutefois que dans 1 intervalle

la valeur de cj(#), correspondante a la racine dont il s agit, ne cesse

pas d etre continue. Done, si la fonction cr(a?) reste continue pour des

valeurs quelconques de.r, celle des racines de 1 equation (i) qui s eva-

nouit avec E sera developpable en serie convergente ordonnee suivant

les puissances ascendantes de E, pour tout module de la variable E in

ferieur au plus petit de ceux qui introduisent des racines egales dans

1 equation (i), et rendent ces racines communes a 1 equation (i) et a

sa derivee
i BT (ar),

par consequent, pour tout module de E inferieur au plus petit de ceux

qui repondcnt aux equations simultanees

6=

Ainsi, par exemple, la plus petite racine x de 1 equation

X =

sera developpable en serie convergente ordonnee suivant les puissances

ascendantes de E, pour tout module de E inferieur au plus petit de ceux
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qui repondent aux equations simultanees

COS 00

et - = smx ou tango:
cosx

Or ce plus petit module, qui correspond a la racine imaginaire

x= 1,199678. . .
y/

de I equation tanga?
= x, sera

et par consequent la plus petite racine de 1 equatiori

X = t COSX

sera developpable en serie convergente ordonnee suivant les puis

sances ascendantes de t, pour tout module de s. inferieur au nombre

0,662742 ____ On se trouve ainsi ramene immediatement a un resultat

auquel M. Laplace est parvenu par des calculs assez longs dans son Me-

rnoire sur la convergence de la serie que fournit le developpement du

rayon vecteur d une planete suivant les puissances ascendantes de 1 ex-

centricite.

11 nous reste a indiquer une metliode tres simple, a 1 aide de laquelle

on pent souvent construire avec une grande facilite les developpe-

ments des fonctions implicites. Pour ne pas trop allonger ce Memoire,

nous nous contenterons ici d appliquer cette metliode au developpe

ment de la plus petite racine x de I equation (i), ou d une fonction de

cette racine.

Nommons a celle des racines de I equation (i) qui s evanouit avec z,

et que nous supposons etre une racine simple. On aura identiquement

(3) x -- z &(x) (x a) R(x],

11(07) designant une fonction de x qui ne deviendra point nulle ni in-

finie pour x = o. Or de I equation (3), jointe a sa derivee, on deduira

la suivante

,,
i n (x} _ i n (^r)

x ew(x) x y.
&quot;*

n(dp)

OEuvres de C. S. I, t. V. ^5
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que Ton obtiendrait immediatement en prenant les derivees logaritb-

miques des deux membres de 1 equation (3). On aura done par suite

n 1 r \ i e if ~\* 1 CO
I
& i

(5)
II

(
x

)
x e oj ( x } x y.

D ailleurs, pour des valeurs de x suffisamment rapprocbees de zero, la

fonction

sera generalement developpable en une serie convergente ordonnee

suivant les puissances ascendantes, entieres et positives de x. Ainsi, en

particulier, si \\(x] est une fonction entiere de x et si Ton nomme ,

Y, ... les racines de Pequation

(6) n(*) = o,

on aura identiquemcnt

(
~

}
TI

i r \ ]&amp;lt;

! T _ }
( T _ -A

\i.)
u

(
x

)
K

\
x ^}\ x /;

k designant un coefficient independant de x; et par suite

n_ i

n (x} X G

Done alors on aura, pour tout module de x inferieur aux modules des

racines , .

Done aussi le second membre de Tequation (5) devra etre develop-

pable, pour des modules de x qui nc depassent pas certaines limites,

en une serie convergente ordonnee suivant les puissances ascendantes,

entieres et positives de x. Or il semble au premier abord que, pour de

tres petits modules dc e, on, cc qui revient au memo, pour de tres

petits modules de a, ce developpement ne puisse s effectuer. Car, si

le module de a devient inferieur a celui de cc, et le module de z a

celui de - -r alors, en posant, pour abreger,
?I7 !

OC
}
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on trouvera

r i a. x 2

-f- -s -H . . . ,

A a .r x- x

-\- 3
rv (

&quot;

\
w w I

w ^-- D.r ( )

- D.c 1 r
X

I)e plus, en designant par i tin nombre infmiment petit que Ton clevra

reduire a zero, apres les differentiations effectuees, et par 3 ce que de-

vient -v. quand on rcmplace x par i, on aura encore, en vertu de la for-

nuile de Maclaurin,

^
1^

*
1 1.2

I 1.2

et

fi3

et par suite le second menibre de la formule (5), developpe suivant les

puissances ascendantes de x, renfermera en apparence non seulement

des puissances positives, mais encore des puissances negatives de #;

ces dernieres meme etant, a ce qu il semble, en nombre infmi. Toute-

fois il importe d observer qu en supposant le module de a tres petit,

on pourra developper e,
2

, ..., et par suite les seconds membres des

fbrmules (i i)
et (5), suivant les puissances ascendantes de oc. Alors le

second membre de la formule (5), developpe suivant les puissances

ascendantes de x et de a, offrira, il est vrai, des puissances positives et

des puissances negatives de x, mais seulement des puissances positives

de a; et le coefficient d une puissance quelconque de a, par exemplo

de a M
, dans ce second membre, sera la somme um d une serie qui ren

fermera un nombre infmi de puissances positives de x, avec les seules

puissances negatives
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D autre part, en vertu des principes etablis dans le paragraphe prece

dent (tbeoreme Y), le facteur jfjr sera developpable en une serie con-

vergente ordonnee suivant les puissances ascendantes, entieres et posi

tives de x et de a, tant que les modules de x et de a ne depasseront

pas les limites au dela desquelles cctte fonction cesse d etre continue;

et le coefficient de &amp;lt;x

m
, dans le developpement, sera la somme vm d une

serie qui renfermera seulement les puissances entieres et positives

de x. Done, puisque deux developpements, ordonnes suivant les puis

sances ascendantes, entieres et positives de a, ne peuvent devenir egaux

sans qu il y ait egalite entre les coefficients des memes puissances, les

deux coefficients de a 7&quot;

que nous avons designes par um , vm , et qui re-

presentent les sommes de deux series ordonnees suivant les puissances

ascendantes de x, seront egaux; d oii il resulte que, dans la premiere

de ces deux series, chacun des m premiers termes, proportionnels a

des puissances negatives de x, devra s evanouir. Done le terme pro-

portionnel a &amp;gt; en particulier, s evanouira dans la serie dont la somme
\Xs

uin sert de coefficient a a, quel que soit d ailleurs le nombre ?n; d ou

il resulte que la somme des termes proportionnels a s evanouira

elle-meme, dans le developpement du second membre de la for-

mule (5) suivant les puissances ascendantes de x et de a. Or cette

somme, en vertu des formules (9), (10), (i3), sera evidemment

On aura done

i i \

&quot;&quot;

la valeur de i devant etre reduite a zero, apres les differentiations effee-

tuees. La formule (i4) qui subsisle tant que a et sa derivee relative

a s restent fonctions continues de t, est precisement la formule donnee

par Lagrange pour le developpement de a suivant les puissances ascen

dantes de e. Si 1 on egalait a zero, dans le developpement du second
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mcmbre de la formule (5), non plus le coefficient dc mais ceux de

7 de &amp;gt; ! on obtiendrait immediatement les formules donnees
x* x &amp;lt;

par Lagrange pour le developpement de a 2
,
a 3

, ..., suivant les puis

sances ascendantes de . Enfin, si Ton egalait les coefficients des puis

sances positives
OC 3C~

a ceux qui afTectent les memes puissances dans le second membre de

la formule (9), on obtiendrait les valeurs des sommes

developpees encore suivant les puissances ascendantes, entieres et po

sitives de .

Soit maintenant f(a?) tine fonction qui ne devienne pas infinie pour

x = o. Apres avoir multiplie par le rapport

f(*)-f(o)

les deux membres de la formule (5), on pourra, tantque la fonction

f(x) ne deviendra pas discontinue, developpcr le second membre sui

vant les puissances ascendantes de x\ et, comme, dans ce developpe

ment effectue a 1 aide des equations (10), (i i), (i3), on de formules ana

logues, le coefficient de devra disparaitre, on en conclura facilement

la valeur de i devant etre reduite a zero apres les difTerentiations effec-

tuees. On retrouve encore ici la formule donnee par Lagrange pour le

developpement de f(a). II est bon d observer que, dans cette formule,

le coefficient de -&amp;gt; determine par la metbode qu on vient d exposer,

sera le coefficient de dans le developpement du produit
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ou, ce qui revient au meme, le coefficient dans le developpement

de la function

(16) -D

Mais, comme la derivee du second ordre d un developpement ordonne

suivant les puissances ascendantes et cntieres de x ne peut renfermer

la puissance negative &amp;gt; cette puissance disparaitra dans le develop

pement de

i*C

d ou il suit qu elle sera multiplied par un meme coefficient dans les

developpements de 1 expressiun (16) et de la suivante

Done, dans le second membre de la formule (i5), le coefficient de

devra se reduire, comme nous 1 avons admis, a

i devant etre reduit a zero apres les differentiations.

La meme methode, comme je 1 expliquerai plus en detail dans un

autre article, peut servir a developper, suivant les puissances ascen

dantes d un parametre contenu dans une equation algebrique ou trans-

cendante, la somme des racines qui ne deviennent pas infinies quand
le parametre s evanouit, ou plus generalement la somme des fonctions

semblables de ces racines. On retrouve alors les resultats obtenus dans

le Memoire de i83i.

On pourrait, au reste, demontrer rigoureusement la formule de La-

grange, en combinant la methode que M. Laplace a suivie avec la tbeorie

que nous avons exposee dans le premier paragraphe.
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85.

THEORIE DES NOMBRES. Sur quelques series digues de remarque, qui se

presentent dans la theorie des nombres.

C. R., t. X, p. 719(11 mai 1840).

Solent

n un nombre entier donne;

A, k, /, . . . les entiers inferieurs a /?, mais premiers a n\

p
1 une des racines primitives de 1 equation

(l)
X&quot;=\

et

(2) A= P
A + p

A + p
/J

&quot; + . . .- p*- p* p** . . .

une somme alternee, formee avec ces racines, les entiers

/*, /.-, /, ...

etant ainsi partages en deux groupes

/*, /r, A&quot;,
... ei /,-, A

,
//

,
...

dont le premier sera cense renfermer 1 unite. Enfin supposons que In

somme A verifie la formule

(3) A =n,

par consequent 1 une des suivantes

(4) A*=-h,

(5) A=-II,

et posons, pour abreger,

(6) 0) = ---.
n
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On peutdemontrer, soi t a Paide des methodes employees par MM. Gauss

et Dirichlet, soit a 1 aide de celles que j
ai donnees moi-meme dans la

seance du 6 avril dernier, que, si Ton prend

p
= e&quot;

on tirera d une part de la formule (4 ),
d autre part de la formule (5),

(7

Si Ton prend au contraire

p e&quot;V-,

m etant un nombre entier quelconque, les formules (7) et (8) devront

etre remplacees par les suivantes :

(9)

\

^10) A tm ri-
y/ i,

le coefficient im devant etre reduita 1 une des trois quantites

O, I, I,

savoir, a zero, lorsque la fraction sera reducible a une expression
fit

plus simple, et dans le cas contraire, c est-a-dire lorsqne m sera pre

mier a n, tantot a +- i, tantot a -- i
, suivant que m, augmente ou di-

minue, s il est necessaire, d un multiple de /z, fera partie du groupe //,

A
, /*&quot;, . . . ou du groupe k, k , k&quot;

Des formules (9) et (10), combinees avec les equations connues qui

servent a developper les fonctions en series ordonnees suivant les sinus

ou les cosinus des multiples d un arc, on peutdeduire divers resultats

dignes de remarque, eten particulier ceuxqueM. Dirichlet a obtenus,

;i 1 aide de semblablescombinaisons, dans plusieursMemoires qui ont

attire 1 attention des geometres. Concevons, par exemple, que Ton
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combine les formules (9), (10) avec 1 equation

.

*

:

_ r
f

,~
/

/&quot;

=

/ f(:
/ n

u f du -4-
/

//rORNIA.
.

(X ll] f(ll) du -r- . . .

2 sin &) x I sin

I

*

\ si

i/O

.r /

^0

inao),r I si

*

qui subsiste, pour la valeur de w fournie par 1 equation (6), et pour

des valeurs de a positives, mais inferieures a x, entre les limites x o,

.r = a de la variable x, pourvu que la fonction t(x) reste continue

entre ces limites; ou bien encore avec les deux equations

r&quot; r&quot; . , , r&quot;= I
f(u] du 4- 2 COSM.T / COS 6&amp;gt; a I (K) Oil+ 2 COS 26) d? I

t/o &quot; &quot;0

r&quot; r&quot;

/ sinwwf(M) c/ 4-2 sin2&).z / sin2oj t^/j du 4- ...

que 1 on peut substituer a la precedente, dans le cas oil la constante a

reste inferieure a - ^ etant toujours plus petit que a. On trouvera, en

supposant A 2 = /?,

r&quot; c&quot;= ti / COSWM f(/i) du 4- 1 2 I cosateMf()rf
o *

r
rt

4- :t / cos 3 w a f(a) aw 4- . . . ,

et, en supposant A- : -
/?,

i
2

[
f

(
A

)
4- f

(
/i

)
4- f

(
^

)
f

(
ff

} ]

=- 1 1 / sin W w f
;

?&amp;lt; &amp;lt;//&amp;lt; 4- ta I sin 2 w f
( )

&amp;lt;//

o o

4- t3 I sin 3 w u f
(
u

]
du 4- . . . ,

/ i\

OEuvrcs de C. S. I. t. V.
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non seulement lorsqu on admettra, dans les premiers membres des for-

mules (n), (12), les valeurs de f(x] correspondantes a toutes les va

leurs de h ou de k representees par

h, h
,

h&quot;
,

... on 7i, //, k&quot;, ...,

mais aussi lorsqu on aura seulement egard a celles des valeurs de h ou

de Arqui sont renfermees entre les limites o, -
&amp;gt; pourvu que Ton sup

pose, dans le premier cas, a inferieur on tout au plus egal a n, mais

superieur a n i
; et dans le second cas, a inferieur ou tout au plus

egal a - mais superieur au nombreentier qui precede immediatement

-
5 c est-a-dire a - -

r si n est pair, et a - - si n est impair.

Observons maintenant que, m etant un nombre entier quelconque,

on aura generalement

2V/ I

et

_. emwu\/\ _ ,
/&quot;&quot;

e mu&amp;gt;ii\l-\ tin ^ -^=^-5 / e -m-M

0ifi Y i Jo

De plus, si Ton difference / fois, par rapport a M, les deux equations

precedentes, on en tirera, en indiquant par le moyen de la caracteris-

tique Dw cbaque differentiation relative a to,

f&quot; \l (
I ue&amp;gt;***V-&amp;lt;du -[
/a V

/ ul e-rnu&amp;gt;u\l\ (I

J o

m w y

j f&amp;gt;md)u\/t

Cela pose, en designant par f(x) une fonction entiere de x composee
d un nombre fini ou meme infini de termes, on tirera evidemment des

formules (i i) et (12) :
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1 En supposant A 2 = n,

Wy/ 20)V

03 V
7

2&&amp;gt;V
I

n En supposant A 2
ft,

.
| _ f.u&amp;gt;a\

) i i piwav
+ lf _^_ lD(J- - + ta f(- -Dw - -+..-.

oj \ a / aw

Pour montrer une application des formules(i3) et(i4) concevons

que, m etant un nombre entier quelconque, on prenne

et representons par
(JO/ , o/

les deux valeurs qu on pent obtenir pour 1 expression

lorsqu on y admet toutes les valeurs de h et de , ou seulement celles

qui sont inferieures a
]

-n. Si, comme dans un precedent Memoire

(pages 146 et i49) on designe par S W1 , T,B ou par *,, f/n les valeurs

qu acquerront dans ces deux hypotheses les sommes

on aura evidemment

et, en supposant A- = n, on tirera de la formule (i3)
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i Pour des valeurs paires de rn,

f\ I \ 2 -\ nm I

2 Pour des valeurs impaires de m,

cos to i eos 2 MI* t :, i cosSwa
o&amp;gt; 2 &quot; 2 &) 3&quot;* 3 w

,o -r,
I 7 J

~~ w Uc /w U(o U i

An contraire, en supposant A
2 - -

n, on tirera de la formule (i4) :

i Pour des valeurs paires de m,

in i ,

o\ i \^
I

S-TN _ii\m/ COS 2 I COS 2 w a ) i-
ij

- Wat JJ^I 1
1

- 4- -

2 V W 2 &quot; 2W 3 &quot;

3ft)

2 Pour des valeurs impaires de m,

\ / \ o~ 2^,-N IA/W / sin&i fl -1 sm-26)a i^ s
IQ i

- n- CD,,,= D i 1 1
1

1 i -
20) 3W 3w

Les formules (16), (17), (18), (19) supposent la quantite a superieure
a n i, mais inferieure ou tout au plus egale a n. Elles subsistent en

particulier quand on y suppose a = n. Si Ton posait, au contraire,

dans les seconds membres de ces formules, a =
-&amp;gt; on devrait dans les
2

premiers membres remplacer (D/w par ?&amp;gt;,.

II est important d observer que les differentiations indiquees par la

caracteristique D, dans les seconds membres des equations (16), (17),

(18), (19), peuvent etre aisement effectuees a 1 aide de la formule

DS fa- Q) = f~ i )
L^A:^

(jui subsiste pour des valeurs quelconques de 2 considere comme fonc-

tion de w.

Faisons maintenant, pour abreger,
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et generalement
1-2 3

-
/ i -+-- -4- ^7

ou, ce qui revient au meme, puisque i,
= i,

Si, dans les seconds membres des formules (16), (17), (18), (19), on

pose, apres les differentiations, = w, par consequent

a to 2GT,

alors, en supposant A 2 =
/&amp;gt;,

on trouvera :

i Pour des valeurs paires de m,

a.3.4...m I-&quot;

2&quot; Pour des valeurs impaires de m,

HZ (m ?.}(m \}m , 8.4.. .m
~ &quot;&quot; =

m ais, en supposant A 2
= -

/i, on trouvera :

t Pour des valeurs paires de m,

2&quot; Pour des valeurs impaires de m,

(
m i

)
m 2 . 3 . 4 ...

&quot;

Ainsi, en supposant A 2 =
, on trouvera successivement

21
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tandis qu en supposant A 2 = - n on trouvera

Pareillement, si Ton pose, pour abreger,

3

et generalement

on, ce qui revient au meme,

et si, dans les seconds membres des formules (16), (17), (18), (19), on

pose, apres les differentiations, a = i/i, par consequent

ces formules, dans lesquelles on devra remplacer (Qm par S/n , fourni-

ront des resultats dignes de remarque. On en tirera effectivement, en

supposant A- = /* :

i Pour des valeurs paires de m,

2 Pour des valeurs impaires de m,

(m ?.} Im i}m i .?. . 3 .

en supposant A 2 =
/&amp;lt; :

1 Pour des valeurs paires de w,

i m _ i - a . 3 . . . m
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2 Pour ties valeurs impaires de //z,

&quot;1 ^ 1 m iw. _ 2..

Ainsi, en supposant A 2 = n, on trouvera successivement

i T, + ^ 4
24) o = o, 0,=: - ;r, Oj =

J

tandis qu en supposant A
2 = n on trouvera

Avant d aller plus loin, il est bon d observer qtie les quantites

I,, 1 2 , I*, -..,

ou les diverses valeurs de !,, sont liees aux quantites

ou aux diverses valeurs de 3 /n par des equations qu il est facile d oh-

tenir. En effet, comme on a generalement

\2OJ imml=1 imtm t tmmfm* tmtmJlm*)

et par suite

2/K - 2 lltit

on en conclura

om . .
,

\ -_j :_!_

77
~~

2 4
/w

par consequent

Cela pose, les formules (?4) et (25) donneront, pour A- //,

/ . .fs\ 3s !
28) d ^o, -
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et pour A 2 = //,

&amp;lt;5
=

(-1 .&amp;gt;)

- n~,

29)

2 / 7T

Observons encore que, si Ton designe par

a, 6, y, ...

les facteurs premiers qui ne divisent pas m, on aura, en vertu des for

rnules (26),

a
~*~ a^ ~*~ &quot;

) \

f +
g

i -I I I ~

par consequent

-=-
Or, comme les facteurs que renferme en nombre infini le second

membrc de la formule (3o) sont tons positifs, il en resulte que la va-

leur de *m donnee par cette formule ne sera jamais negative. Done
,&amp;gt;,

et par suite \m ne pourront jamais etre que nuls ou positifs. Ajoutons

&amp;lt;}iie
la valeur de 3m sera loujours comprise entre les deux limites

i -1- - i _ ^h
7.

&quot;

+
3 &quot;

n

(jui sont toutes deux positives des que m surpasse 2, et se reduisent,

pour m = 2, aux deux quantites

I 1 7T
2

7-2
i -f- 7 + -- H- . . . = ~ = i,64 ()9 ..... et 2 --V = 0,355 1.. .

4 9 t&amp;gt; .0
Si, parmi les entiers premiers a n et inferieurs a -&amp;gt; on distingue

ceux qui font partie du groupe h, h
, /*&quot;,

. . . d avec ceux qui font partie

du groupe k, k
1

,
k&quot;

, ..., alors, en nommant i le nombre des premiers



EXTRAIT N 85. 209

ety le nombre des seconds, on aura evidemment

Done la premiere des forrnules (28) on (29) fournira la valeur de la

difference i j, et cette difference sera toujours on nnlle on positive

avec la quantite 3,, et tonjours nulle en particnlier lorsqn on aura

A- = A?.

II est assez remarquable que, parmi les valeurs de 3,w , les seules

quantites
c&quot;) 2 , 3-i, ^&amp;lt;i,

entrent dans les seconds membres des formules (21), (28), et les seules

quantites

dans les seconds membres des formules (22), (29). II en resulte que

les divers termes des deux suites

COi, CDo, (D 3 , (D.i, (D;;, Oo,

N JN &amp;lt;J

5. &amp;lt;\ *, ^

,
o

t , do, 03, d/,, o s , G
&amp;gt;

sont lies entre eux par des equations de condition qu on obtiendra sans

peine, en eliminant les quantites

entre les formules (21) et (28), ou les quantites

entre les formules (22) et (29). En operant de cette maniere, on tirera

par exemple des formules (21), (28)

-

,
-

f n 4 l * 9-
~

l
-i

on, ce qui revient au meme,

(82)
l-&amp;gt; 2 1-2 2

OEuvres de C. - S. I, t. V.
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et des formules (22), (29),

20| 7i(5
();&amp;gt;

n

ou, ce qui revient au meme,

(33) 3,= ^^ -(/-/), (D1= _,z i~_^, (B^-^J-IL/..
2 to 2 2 t 2 2 (o

Dans I application de chacune des formules (32), (33), on doit dis-

tinguer trois cas correspondants aux trois valeurs

-I, O, I

quo peut acquerir la quantite i,. Ainsi, en prenant pour n un nombre

impair, on tirera de ces formules :

i Lorsque n sera de la forme 8x -f- r,

(.34) o 2 =3,,

2 Lorsque /* sera de la forme 8x + 3,

3) ,
W , i= -it-, (D 2 =-/?

O O

3 Lorsque /i sera de la forme 8x -+- 5,

j / r*

(36) 3 2 = ? (5,, (Q,= -|nd,, CD 3 = -
F

_) O ^-)

^ Lorsque n sera de la forme 8x4-7,

Au eontraire, en prenant pour /* un nombre pair divisible par \ on

par 8, on tirera des formules (32) et (33) :

i Lorsqu on aura A 2 = n,

(38) dj= d, cO.&amp;gt;=:
&amp;lt;3|,

CD 3 -//. 2
o,;

2 2



EXTRA1T N 85. 211

2 Lorsqu on aura A 2 = //,

3q)*7/ r
4

On verifiera aisement ces diverses formules, non seulement lorsquc n

sera un nombre premier impair, mais encore lorsque n cessera d etre

un nombre premier; et Ton trouvera, par exemple :

Pour w = 4, A 2 = -4, A = p-p 3
,

= 1 7 = 0,

,
=: i = 7-^5 i

= 2 -- n --i
, C0j = 8 = - //--^ :

Pour n = 8, A- = 8, A =
p + p

7 -
p

o-&amp;gt;
= 8 =n -

(5 ( ,

Pour w = 8, A 2 = 8, A = p -h p
3

p
5

p
7

*

1 = 2, 7 = 0, 17 = 2,

3,= 4 = n-^, ,= -8= -n- CD 2 = -64= - 2

Pour /I = 1 2, A 2 = 1 2, A =
p -l- p

11

p
5 --

p

7

,

_-
4&amp;gt;

02= ?.4=-0|, CDo = 48= -/o,,

Pourw =i5,A2 = -i5,A= p
1 + p

a+ p
4
4- p

8

i = 3, 7 = 1, 17 = 3,

o,= o, !=:
- 3o = -n(i j}, (Q-z

-
4

Pour /i = 20, A 2 = - 20, A=p-hp
3+p7

4-

= 4o = ^ (Da = 800 = n 2 - s
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3
O I I . &amp;gt;

- - I 2O - . -7, Ai i

5

(D 2= 168= -
^/ioi (63 = 5^92= -^/z -di.

Les diverses formules etablies dans cette Note comprennent, comme

cas particuliers, les formules du meme genre, trouvees par M. Di-

richlet, et sans doute aussi celles que M. Liouville nous a dit avoir

obtenues en generalisant les conclusions de ce jeune geometre. J ajou-

terai que les equations de condition par lesquelles se trouvent lies

les uns aux autres les termes des deux suites

s accordent avec celles que nous avons obtenues dans le Cotnptc renda

de la seance du 10 mars.

86.

PHYSIQUE MATHEMATIQUE. --
Rapport surun Metnoire presente a VAcademic

par M. Dubamel, ct relatifa Vaction de Varchel sur les conies.

C. R., t. X, p. 855 (i
pr

juin 1840).

L Academie nous a charges, MM. Savart, Coriolis et moi, de lui

rendre compte d un Memoire de M. Duhamel. Ce Memoire a pour objet

principal unc question de Physique qui n avait pas encore ete traitee

d une maniere satisfaisante, la question de savoir en quoi consiste

precisement 1 action de 1 archet sur les cordes. L auteur, deja connu

avantageusement par des recherches sur divers points de Physique ma-

thematique, observe qu en glissant sur une corde, 1 archet produit un

frottement represente par une force qui, en vertu des experiences de
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Coulomb et de M. Morin, est proportionnelle a la pression exercee par

1 arcliet sur la corde, dirigee dans le meme sens que la vitesse avec la-

quelle 1 archet s eloigne de la corde, et independante de la grandeur

de cette vitesse. Le Memoire de M. Duhamel est divise en deux Parties.

Dans la premiere, 1 auteur resout par 1 analyse plusieurs questions re

latives a 1 equilibre et au mouvement des corcles vibrantes. La seconde

Partie renferme diverses applications des principes etablis dans la pre

miere, et 1 indication des experiences a 1 aide desquelles 1 auteur a con-

firme les resultats du calcul.

Parlons d abord de la premiere Partie. L auteur commence par repro-

duire, en les extrayant de la Mecanique de M. Poisson, les equations aux

differences partielles qui expriment les mouvements infiniment petits

d une corde attachee par ses extremites a deux points fixes. Ces equa

tions renferment deux variables independantes, savoir, le temps, etune

abscisse mesuree sur la corde tendue en ligne droite, avec trois va

riables principales qui representent trois deplacements paralleles a

trois axes rectangulaires. D ailleurs les trois variables principales se

trouvent separees dans ces memes equations. Lorsque la corde seineut

en vertu d un displacement initial, et sans qu aucune force exterieure

soit appliquee a chacun de ses points, les trois equations du mouve

ment sont, non seulement lineaires, mais a coefficients constants, et

chacune d elles exprime que 1 une des trois variables principales, dif-

ferentiee deux fois de suite, par rapport au temps ou a Fabscisse, four-

nit deux derivees du second ordre proportionnelles 1 une a 1 autre.

Pour passer de ce cas particulier au cas plus general oil une force ac-

celeratrice exterieure est appliquee a cbaque point de la corde, il suf-

fit d ajouter aux seconds membres des trois equations les projections

algebriques de cette force acceleratrice sur les trois axes coordonnes.

Enfm, si dans les trois equations du mouvement on efface les derivees

relatives au temps, on obtiendraprecisement les equations d equilibre

de la corde que Ton considere.

L integration des equations d equilibre, comme 1 observe 1 auteur

lui-meme, ne presente aucune difficulte; mais elle conduit a quelques
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resultats curieux. Ainsi, par exemple, tandis qu une force appliquee

au milieu de la corde, et perpend iculaire a la droite qui joint ses ex-

tremites, donne pour figure d equilibre le systeme de deux droites, la

ineme force, distribute uniformement dans toute 1 etendue de la corde,

donnera pour figure d equilibre une parabole, et 1 ordonnee maximum

de cette parabole ne sera que la moitie du deplacement du point milieu

de la corde dans la premiere hypothese.

Quant aux equations du mouvement, on pent encore les integrer a

1 aide de methodes deja connues, et meme leurs integrales generales

se trouvent comprises parmi celles que Tun de nous a donnees dans un

Memoire sur I application du calcul des residus aux questions de Physique

mathernatique . Mais il est juste d observer que ces integrales peuvent

etre obtenues par divers precedes et sous des formes diverses. Or la

inethodequeM. Duhamel asuivie Fayant conduit a quelques theoremes

dignes de remarque, il nous parait convenable d en signaler les avan-

tages, et d entrer a ce sujet dans quelques details.

Lorsque la corde, n etant sollicitee par aucune force exterieure, se

ineut en vertu d un deplacement initial, et de vitesses primitivement

imprimees a ses divers points, 1 integrale de chacune des equations du

mouvement se presente sous une forme bien connue depuis longtemps,

et cbaque deplacement se trouve exprime par une fonction periodique

de 1 abscisse et du temps, la duree de laperiode etantcequi determine

la nature du son fondamental que la corde peut rendre dans les vibra

tions transversales, on dans les vibrations longitudinales. Concevons

maintenant que de ce cas particulier on veuille passer au cas general,

dans lequel le second membre de chaque equation se trouve augmente

d une fonction des variables independantes propre a representer la pro

jection algebrique d une force exterieure appliquee a un point quel-

conque de la corde. 11 suffira d ajouterau deplacement, calculedans la

precedente hypothese, une integrale particuliere de la nouvelle equa

tion, savoir le deplacement qu on obtiendrait, dans la seconde hypo

these, au bout d un temps quelconque, si le deplacement initial et la

vitesse initiate se reduisaient a zero en chaque point. Or cette integrale
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particuliere peut etre facilement obtenue, comme on peut le voir dans

leMemoire deja cite et dans le XIXe Gahier du Journal de I Ecole Poly-

technique. Mais ce n est point ainsi qu opere M. Duhamel. II commence

par rechercher, non pas les deplacements variables des divers points

de la corde raise en mouvement, partant avec une vitesse nulle de sa po

sition naturelle, et sollicitee d ailleurs par des forces quelconques,

mais les deplacements constants des-divers points de la corde parvenue

a 1 etat d equilibre sous Faction de forces constantes. G est par ce

inoyen que, dans le cas oil les forces exterieures ne dependent pas du

temps, M. Duhamel obtient de chaque equation une integrate particu

liere de laquelle on peut immediatement deduire 1 integrale generate.

On se trouve alors conduit a une proposition que 1 auteur enonce dans

les termes suivants :

Lorsque les differents points d une corde sont sollicites par desforces quel

conques quine dependent pas du temps, les deplacements de ces points , esti-

mespar rapport aux positions d equdibre qu Us prendraient sous Cinfluence

de ces forces, sont a chaque instant les memes que s il nexistait aucune

force exterieure et que Vetat initialflit par rapport a Vetat naturel ce qu il

est reellement par rapport a Vetat d equilibre.

Au reste, lorsque les forces exterieures restent independantes du

temps, il existe un moyen fort simple d obtenir les integrates des equa

tions du mouvement. Ce moyen, deja employe par M. Liouville, dans

une occasion semblable, consiste a faire d abord disparaitre les forces

en differentiant cbaque equation par rapport an temps. En integrant

les equations ainsi differentiees, on arrive au merae resultat qu aurait

fourni la methode d integration precedemment rappelee, et Ton obtient

le theoreme suivant :

Si trois cordes semblables se meuvent, la premiere en vertu d un deplace-

ment initial, la seconde en vertu de vitcsses primilivement imprimees a ses

differents points, la troisieme en vertu de forces exterieures appliquees a la

corde partant avec une vitesse nulle de sa position nalurelle, et si d ailleurs

on mesure c%s deplacements, cesforces et ces vitesses parallelement d un axe
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fixe, la relation qui existera, pour la premiere corde, entre le deplacemenl

initial d un point quelconque et son deplacement au bout du temps t, exis

tera pour la seconde corde entre la vitesse initiale et la vitesse au bout du

temps t, et pour la troisieme corde entre laforce appliquee et laforce qui se

rait capable de produire le mouvement observe.

Ajoutons que, si les trois causes du mouvement se reunissent pour

une seule corde, les trois mouvements correspondants a ces trois

causes se superposeront, en vertu du principe de la coexistence des

mouvements infmiment petits que des causes diverses peuvent pro

duire.

Ce dernier principe fournit aussi, comme 1 a remarque M. Duhamel,

un moyen facile pour passer du cas oil les forces sont constantes au cas

oil elles deviennent variables avec le temps. Au reste, la regie generate

qu il a etablie a ce sujet pourrait se deduire des methodes d integra-

tion deja connues, et particulierement de celle que renferme le Me

mo ire sur 1 application du calcul des residus aux questions de Physique

mathematique.

Dans les derniers paragraphes de la premiere Partie, 1 auteur deter

mine ce qu il appelle la tension moyenne de la corde vibrante en unpoinl

donne; et la consideration de cette tension moyenne le conduit a la

conclusion suivante : Un point libre d une corde ne peut rester en repos

pendant qu elle vibre, sil n appartient pas a la ligne suivant laquelle la

c.orde serait en equilibre sous I action desforces qui lid sont appliquees.

Enfin, en admettant seulement dans la corde les vibrations transver-

sales, 1 auteur prouve gunpoint ou ily aurait constamment inflexion

serait necessairement un point immobile, par consequent un point situe sur

la courbe queformerait la corde en equilibre sous I action desforces donnees.

La theorie exposee par M. Duhamel, dans la premiere Partie de son

Memoire, se trouve appliquee dans la seconde Partie a la question de

Physique qu il avail principalement en vue, je veux dire, a 1 action de

1 archet sur les cordes. Apres quelques observations sur 1 impossibilite

d admettre une explication hasardee par Daniel Bernoulli, M. Duhamel
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considere d abord le cas ou la vitesse absolue de 1 archet reste toujours

plus grande que celle de la partie de la corde avec laquelle il est en

contact. II observe avec raison que, si la pression exercee par 1 arcbet

sur une corde varie le plus ordinairement avec le temps, cette pres

sion peut du moins, sans erreur appreciable, etre regardee comme

constante pendant la duree tres courte d une vibration entiere. II en

resulte que le frottement produit par Faction de 1 archet peut etre

regardee comme une force dont I intensite demeure constante, la

direction de cette force etant elle-meme constante dans le cas dont il

s agit.

Cela pose, un theoreme etabli par M. Duhamel, dans la premiere

Partie de son Memoire, et precedemment rappele^ entraine evidem-

ment la proposition que 1 auteur enonce dans les termes suivanls :

Si Von concoit la figure d eqiulibre de la corde sous Vaction d uneforce

cgale a celle du frottement auquel elle est soumise, et que celte corde par-

taut d un etat initial arbitraire soil soumise a Vaction de Varchet, son

mouvernent par rapport a la figure d equilibre sera lememe qud serait par

rapport a la droite quijoint ses extremites, si Caction de 1 archet riexistait

pas. La duree des vibrations etant la me/tie dans les deux cas, le so?i rendu

sera aussi le meme.

II y a done identite entre le son que rend une corde par le moyen

de 1 archet et celui qu on obtient en la pinc,ant.

Au reste, cette identite est une consequence immediate de la forme

sous laquelle se presentent les integrates des equations du mouvement

de la corde sollicitee par des forces constantes, quelle que soit d ail-

leurs la methode d integration que 1 on ait suivie. En effet, dans ces

integrates, la duree de la periode de temps, au bout de laquelle les

variables principales reprennent necessairement les memes valeurs,

depend seulement du coefficient constant que renferme chaque equa

tion, dans le cas oil les forces exterieures disparaissent, et, par conse

quent, cette duree est independante de ces memes forces. Mais la me

thode d integration employee par M. Duhamel met ce resullat en

CEuvres de C. S. I, t. V. 28
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evidence, avantmemequel integration soit effectuee; et, lorsqu on suit

cette methode, 1 identite observee entre les deux sons dont nous ve-

nons de parler est une simple consequence du principe de la superpo

sition des mouvements infmiment petits. Goncevons maintenant que

I archet continue indefiniment ase mouvoir, lavitesse de 1 archetetant

toujours superieure a celle de la corde. Pour determiner exactement

le mouvement de la corde, on devra tenir compte non seulementde la

force constante qui representera la pression exercee par I archet, mais

encore des forces variables propres a representer les resistances qui

proviendraient de 1 airou des supports; et la valeur generaledechaque

deplacementpourra etre censee composee de deux parties, la premiere,

independante du temps, et correspondante a la force produite par le

frottement de I archet, la seconde, variable avec le temps, et depen-

dante des autres causes qui influent sur le mouvement, savoir : le

deplacement initial de la corde, les vitesses primitives de ses divers

points, et les resistances dont nous venons de parler. Or cette seconde

partie, en vertu des diminutions successives que les resistances font

subir a la vitesse, finitpar disparaitre, comme le prouvent la theorie et

1 experience, dans le cas oil la corde est seulement pincee, etdoit, par

la meme raison, disparaitre au bout d un temps plus ou moins consi

derable, dans le cas contraire. Done si I archet, anime d une vitesse

toujours superieure a celle de la corde, continue a se mouvoir indefi

niment, la corde finira par s arreter dans la position d equilibre autour

de laquelle elle oscillait, et le son finira par s eteindre. Pour verifier

par 1 experience cette nouvelle consequence de la theorie, M. Duhamel

a remplace I archet rectiligne par une sorte d archet circulaire, c est-

a-dire par une roue polie et frottee de colophane. II a pu de cette ma-

niere non seulement produire une pression constante, mais encore

prolonger indefiniment 1 experience qui a donne le resultat prevu. La

corde a commence par faire entendre fortement le son fondamental,

qui pen a peu a diminue d intensiteavec le mouvement de la corde, et,

au bout de quclques instants, la corde s est trouvee sensiblement im

mobile et sans resonance, tandis que la roue continuait a tourner avec
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vitesse. Seulement on entendait line sorte de grincement qui n avait

aucun rapport avec les sons qui peuvent resulter des vibrations trans-

vcrsales de la corde.

Nous ne suivrons pas M. Duliainel dans 1 analyse des phenomenes

qui se produisent lorsque 1 archet n a pas toujours une vitesse supe-

rieure a celle de la corde. Cette analyse, 1 auteur en convient lui-meme,

est incomplete; et, comme elle repose, nonsurdes calculs precis, mais

sur des aperc,us qui n offrent point une rigueur mathematique, nous

nous contenterons d enoncer, sans la considerer comme suffisammenl

demontree par la theorie, une proposition a laquelle il est parvenu, et

qui d ailleurs se trouve conforme a 1 experience, ainsi que vos Com-

missaires ont pu s en convaincre. Cette proposition consiste en ce

qu une corde dont la vilcsse devient egale ou superieure a celle de

1 archet pent faire entendre un son plus grave que le son fondamental.

Le son pent etre ainsi abaisse meme d une quarte, c est-a-dire dans le

rapport de 4 J l 3.

Au reste, vos Commissaires pensent que, dans le Memoire soumis ;

leur examen, M. Dubamel a donne de nouvelles preuves de la sagacite

avec laquelle il avait deja traite diverses questions de Physique mathe

matique. Us croient ce Memoire digne d etre approuve par 1 Academic

et insere dans le Recueil des savants ctrangers.

87.

sinn: MATHKMATIQUE. - - Memoire sur les deux especcs d ondes planes

qui i
&amp;gt;euvent se propager dans un systerne isotrope de points materiels.

C. R., t. X. p. go5 (iSjuin 1840).

J ai donne le premier, dans les Exercices de Mathematiques, les equa

tions generates aux differences partielles qui representent les mouve-

rnents infiniment petits d un systeme de points materiels sollicites par
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des forces d attraction et de repulsion mutuelles. De plus, dans divers

Memoires, que j
ai publics, les uns par extraits, les autres en totalite,

dans les annees 1829 et i83o, j
ai donne des integrales particulieres

on generates de ces memes equations, et
j

ai conclu de mes calculs que

les equations du mouvement de la lumiere sont renfermees dans celles

dontje viens de parler. D ailleurs, parmi les mouvements infiniment

petits que peut acquerir un systeme de molecules, ceux qu il impor-

tait surtout de connaitre etaient les mouvements simples et par ondes

planes, qui peuvent etre consideres comme les elements de tous les

autres. Or, ayant recherche directement, dans les Exercices de Mathc-

niatiques, les lois des mouvements simples propages dans un systeme

de molecules, j
ai trouve, pour chaque systeme, trois mouvements de

cette espece, et
j

ai remarque que, dans le cas ou le systeme devient

isotrope, ces trois mouvements se reduisent a deux, les vibrations des

molecules etant transversales pour 1 un, c est-a-dire, comprises dans

les plans des ondes, et longitudinales pour 1 autre, c est-a-dire, per-

pendiculaires aux plans des ondes. Enfm, comme les vibrations trans

versales correspondent a deux systemes d ondes planes, qui se con-

fondent en un seul, ou se separent, suivant que le systeme de points

materials est isotrope ou non isotrope, je suis arrive, dans les Me

moires publics en 1829 et i83o, a cette conclusion definitive que, dans

la propagation de la lumiere a Finterieur des corps isophanes, les vi-

tesses des molecules etherees sont transversales, c est-a-dire perpen-

diculaires aux directions des rayons lumineux. Je me crus des lors

autorise a soutenir et a considerer comme seule admissible 1 hypo-

these proposee par Fresnel, mais si vivemeht combattue, dans les An-

jiales de Chimie et de Physique, par 1 illustre geometre dont 1 Academie

deplore la perte recente. II est vrai que, sur ce point, comme sur plu-

sieurs autres, j
ai eu la satisfaction de voir les idees que j

avais emises

finalement adoptees par notre honorable Confrere. On sail en particu-

lier que 1 existence de pressions generalement obliques aux plans qui

les supportent dans 1 interieur d un corps solide, les theoremes relatifs

a ces pressions, la formation des equations qui subsistent entre les
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pressions ou tensions et les forces acceleratrices, enfm les theoreraes

sur les corps solicles dans lesquels la pression ou tension reste la memo

en tous sens autour de chaque point, ont, comme la propriete que pos-

sedent les milieux isotropes de propager des vibrations transversales,

recu 1 assentiment de notre Confrere, et lui ont paru assez dignes d at-

tention pour qu il ait cru devoir les exposer de nouveau, ou les cohfir-

mer par de nouveaux calculs. L accueil favorable qu il a fait, dans ses

Ouvrages, aux theories et aux propositions que je viens de citer, me

permet de croire que j
ai pu, sans etre trop temeraire, y attacher quel-

que prix. Cette meme circonstance m encourage a poursuivre 1 expo-

sition de ces theories, et me donne lieu d esperer que leurs develop-

pements sembleront, aux yeux des amis de la Science, meriter quelque

interet.

Le Memoire que j
ai 1 honneur d offrir en ce moment a 1 Academie

est relatif aux deux especes d ondes planes qui peuvent se propager

dans un systeme isotrope de points materiels, et aux vitesses de pro

pagation de ces memes ondes. Ce qu il importe surtout de remarquer,

c est qu a 1 aide des methodes exposees dans les Nouveaux Exercices

de Mathernatiques , et dans le Memoire lithographic sous la date

d aout 1 836, on pent, sans reduire au second ordre les equations des

mouvements infmiment petits, et en laissant au contraire a ces equa

tions toute leur generalite, parvenir a determiner completement les

vitesses dont il s agit, et a les exprimer, non par des sommes ou inte

grates triples, mais par des sommes ou integrales simples aux diffe

rences finies. Si Ton transforme ces memes sommes en integrales aux

differences infmiment petites, la premiere, celle qui represente la vi-

tesse de propagation des vibrations transversales, s evanouira, lors-

qu on supposera 1 action mutuelle de deux molecules proportionnelle

au cube de leur distance r, ou plus generalement a une puissance de /

intermediaire entre la seconde et la quatrieme puissance. Mais cette

vitesse cessera de s evanouir, en offrant une valeur reelle, si Faction

moleculaire est une force attractive reciproquement proportionnelle

au carre de la distance r, ou une force repulsive reciproquement pro-
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portionnelle, au moins dans le voisinage du contact, au bicarre de /;

ft alors la propagation de vibrations excitees en un point donne du

systeme que Ton considere sera due principalement, dans la premiere

hypothese, aux molecules tres eloignees, dans la seconde hypothese,

aux molecules tres voisines de ce meme point. Ajoutons que, pour un

mouvement simple, la vitesse de propagation de vibrations transver-

sales sera, dans la premiere hypothese, proportionnelle a Fepaisseur

&amp;lt;les ondes planes, et, dans la seconde hypothese, independante de

cette epaisseur. Quant aux vibrations longitudinales, elles ne pour-

ront, dans la premiere hypothese, se propager sans s affaiblir. Enfin,

dans la seconde hypothese, le rapport entre les vitesses de propagation

des vibrations longitudinales et des vibrations transversales se presen-

tera sous la forme infmie.^, a moins que Ton ne prenne pour origine de

[ integrate relative a r, non une valeur nulle, mais la distance entre

deux molecules voisines.

Observons encore que, supposer la vitesse de propagation des ondes

planes independante de leur epaisseur, c est, dans la theorie de la lu-

miere, supposer que la dispersion des couleurs devient insensible,

comme elle paraitl etre, quand les rayons lumineux traversent le vide.

Done la nullite de la dispersion dans le vide semblc indiquer que,

dans le voisinage du contact, Faction mutuelle de deux molecules

d ether est repulsive et reciproqucment proportionnelle au bicarre de

la distance. Au reste, cette indication se trouve confirmee par les con

siderations suivantes.

Supposons que, Faction mutuelle de deux molecules etant repulsive

et reciproquement proportionnelle, au moins dans le voisinage du con

tact, au bicarre de la distance, les vitesses de propagation des vibra

tions transversales et des vibrations longitudinales puissent etre, sans

erreur sensible, exprimees par des integrales aux differences infini-

inent petites. Alors, d apres ce qui a etc dit ci-dessus, la seconde de

ces deux vitesses deviendra infinie, ou du moins tres considerable par

rapport a la premiere; et c est meme en ayant egard a cette circon-

stance, que, d une methocle exposee dans la premiere Partie du Me-
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moire lithographic de i836, j
avais deduit les conditions relatives a la

surface de separation de deux milieux, telles qu on les trouvc dans la

- e
livraison des Nouveaux Exercices de Mathcrnatiques , publiee vers la

meme epoque. M. Airy a done eu raison de dire que mes formules

donnent pour la vitesse de propagation des vibrations longitudinales

une valeur infinie; et cette consequence est conforme aux remarques

que j
ai consignees, non seulement dans une lettre adressee aM. Tabbe

Moigno, le 6 octobre 1837, mais meme dans une lettre anterieure

adressee de Prague a M. Ampere, le 12 fevrier r83G, et inseree dans

les Comptes rendus de cette meme annee. Or, lorsque la vitesse de pro

pagation des vibrations longitudinales devient infinie pour deux mi

lieux separes 1 un de 1 autre par une surface plane, les vibrations

transversales peuvent etre reflechies sous un angle tel que le rayon

resultant de la reflexion soit completement polarise dans le plan d in

cidence, et Tangle dont il s agit a pour tangente le rapport du sinus

d incidence an sinus de refraction. D ailleurs, la polarisation des

rayons lumineux sous ce meme angle est precisement un fait constate

par Texperience, et c est en cela que consiste, comme Ton sail, la

belle loi decouverte par 31. Brewster. Par consequent, notre theorie

etablit un rapport intime entre les deux proprietes que possedent les

rayons lumineux de se propager, sans dispersion des couleurs, dans

le vide, c est-a-dire dans Tether considere isolement, et de se pola-

riser completement sous Tangle indique par M. Brewster, quand ils

sont reflechis par la surface de certains corps; en sorte que, le pre

mier phenomene etant donne, Tautre s en deduit immediatement par

le calcul.

An reste, comme je Tai (lit, c est en Supposant les sommes aux dif

ferences finies transformees en integrates aux differences infiniment

petites que j
ai pu deduire de la theorie la propriete que Tether isole

parait offrir de transmettre avec la meme vitesse de propagation les

rayons diversement colores. La possibilite (Tune semblable transfor

mation resulte de la loi de repulsion que j
ai indiquee, et du rappro

chement considerable qui existe entre deux molecules voisines dans le



COMPTES RENDUS DE LACADEMIE.

fluidc ethere. Mais, quelque grand que soit ce rapprochement, comme

on ne peut supposer la distance de deux molecules voisines reduites

absolument a zero, il est naturel de penserque, dans le vide, la dis

persion n est pas non plus rigoureusement nulle, qu elle est seulement

assez petite pour avoir, jusqu a ce jour, echappe aux observateurs.

S il y avail possibilite de la mesurer, ce serait, par exernple, a 1 aide

d observations faites sur les etoiles periodiques, particulierement sur

celles qui paraissent et disparaissent, et sur les etoiles temporaires.

En effet, dans 1 hypothese de la dispersion, les rayons colores qui, en

partant d une etoile, suivent la meme route, se propageraient avec des

vitesses inegales, et par suite des vibrations, excitees au meme instant

dans le voisinage de 1 etoile, pourraient parvenir a notre ceil a des

epoques separees entre elles par des intervalles de temps d autant plus

considerables que 1 etoile serait plus eloignee. Ainsi, dans I hypothese

dont il s agit, la clarte d une etoile venant a varier dans un temps pen

considerable, cette variation devrait, a des distances suffisamment

grandes, occasionner un changement de couleur qui aurait lieu dans

un sens ou dans un autre, suivant que 1 etoile deviendrait plus ou

rnoins brillante, une meme partie du spectre devant s ajouter, dans le

premier cas, a la lumiere propre de 1 etoile dont elle devrait etre sous-

traite, au contraire, dans le second cas. II etait done important d exa-

miner sous ce point de vue les etoiles periodiques, et en particulier

Algol, qui passe dans un temps assez court de la seconde grandeur a la

quatrieme : c est cc qu a fait M. Arago dans le but que nous venous

d indiquer. Mais les observations qu il a entreprises sur Algol, comme

celles qui avaient pour objet 1 ombre portee sur Jupiter par ses satel

lites, n ont laisse apercevoir aucune trace de la dispersion des cou-

Icurs.

Aux considerations qui precedent je joindrai une rcmarque asse/

curieuse. Si Ton parvenait a mesurer la dispersion des couleurs dans

le vide, et si 1 on admettait comme rigoureuse la loi du bicarre de la

distance, la tbeorie que nous exposons dans ce Memoire fournirait le

moyen de calculer approximativement la distance qui separe deux mo-
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lecules voisines dans le fluide ethere. Deja meme, en partant dc la lol

dont il s agit, nous pouvons calculer une limite superieure a cette dis

tance. En effet, admettons que la lumiere d Algol perde en moins de

quatre heures plus de la moitie de son intensite, et nous pourrons sup-

poser que les observations faites sur cette etoile parviendraient a

rendre sensible la dispersion des coulcurs dans le vide, si 1 intervalle

de temps, renferme entre les deux instants qui nous laissent aperce-

voir des rayons rouges et violets partis simultanement de 1 etoile, s ele-

vait seulement a un quart d heure. D ailleurs, vu la distance conside

rable qui separe de la Terre les etoiles les plus voisines, distance que

la lumiere ne peut franchir en moins de trois ou quatre annees, le

quart d heure dont il s agit n equivaut pas assurement a la
&amp;lt;U( ()UO partie

du temps que la lumiere emploie pour venir d Algol jusqu a nous, et

par consequent il indiquerait, entrc les vitesses de propagation des

rayons violets et rouges, un rapport qui surpasserait 1 unite au plus

de
)U(J OUU . D ailleurs, en admettant ce rapport, on trouve par le calcul

que la distance entrc deux molecules voisines du lluidc ethere doit se

reduire a environ to0 u OUO de millimetre, ou, ce qui revient au meme, a

environ ~ de la longueur moyenne d une ondulation lumineuse. Si

Ton supposait cette meme distance dix fois plus petite, c est-a-dire

reduite a ~
-^
d une longueur d ondulation, la difference d un quart

d heure entre 1 arrivee des rayons rouges et des rayons violets, partis

au meme instant d une etoile, ne pourrait avoir lieu que dans le cas oil

la lumiere de cette etoile emploierait, non plus trois annees, mais en

viron trois siecles pour arriver jusqu a nous. Or, comme nous 1 avons

remarque dans un autre Memoire, la longueur d une ondulation lumi

neuse doit etre considerable a 1 egard de la distance a laquelle 1 actiou

mutuelle des molecules etherees demeure sensible, et, a plus forte rai-

son, a 1 egard de la distance qui separe deux molecules voisines. 11

est done vraisemblablc que le rapport de cette distance a la longueur

d une ondulation est inferieur a -~, ou meme a ^^. Done, on ne peut

guere esperer de parvenir jamais a mesurer la dispersion de la lumiere

dans le vide, vu qu il serait tres difficile de constater les changements
CEut i-cs dc C. S. I, t. V. 29
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&amp;lt;le couleur dans les etoiles periodiques dont la lumiere ne po limit

qu au bout de plusieurs siecles arriver jusqu a nous.

ANALYSE.

Considerons un systeme isotrope do points materiels, et soient,

dans 1 etat d equilibre,

f, y, z les coordonnees rectangulaires d une premiere molecule in;

f -+- x, y -+- y, :- H- / les coordonnees d une seconde molecule in;

r=\\--+- \- -+- z- la distance qui separe les deux molecules m, //?;

mrnrf(r) 1 action mutuelle des deux molecules m, ///, prise avec Ic

signe -+- on avec le signe , suivant que ces deux molecules s at-

tirent on se repoussent;

(Mifin, u etant une fonction quelconque des coordonnees ,r, v, -, desi-

gnons par
A

Faccroissement que prend cette fonction quand on passe de la mole

cule m a la molecule m, c est-a-dire, en d autres termes, quand on attri-

bue aux coordonnees
*

y&amp;gt;

*

les accroissements

A^-=x, A/= y, Az = z.

On aura generalement

par consequent
\ _ . -,xD +\D -i-zD.
_i - c -L &quot;

-
-

I .

Done, en representant, comme on Fa fait quelquefois, ebacune des ca

racteristiqucs
D.r, Dr ,

D 2

par une seule lettre, et posant en consequence

u I).t ,
v =. Dy, u- Dz ,
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on aura simplement

Concevons maintenant que le systeme des molecules in, m, m , . . .

vionnc a se mouvoir, et soient, au bout du temps t,

les deplacements de la molecule in mesures parallelement aux axes

coordonnes. D apres ce qui a etc dit dans les Exercices d Analyse el de

Physique mathematique (tome I, page 119), les equations des mouve-

ments infmiment petits du systeme suppose isotrope seront de la forme

(E
-

\ViM-\- FD. t (D.4 4- \\y-n 4- I)z = o,

(E D:)-/) -f- FDr (D^.^ + \)
}.-n -f- 1)^) ==

&amp;lt;&amp;gt;,

(E D? ) (, -I- FD z (D.t.H + DJ /J -f- DzE) = o,

K, F etant deux fonctions determinees du trinome

que nous designerons pour abreger par ^ 2
, en sorte qu on aura

(3) 7r
2 = tf2 -+- i --f- -.

Ajoutons que, si, en indiquant par le signe S line sommation relative

aux molecules m, ?n
,

. . ., on pose

(4) .(mdf(r)r.
II S - A (\u + vc

I
r &amp;lt;// L

G, H se reduiront, dans 1 hypotliese admise, a deux fonctions de

desquelles on deduira K, F a 1 aide des formules

/r rfA-
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Solent maintenant
, S, y

les angles que forme ie rayon vecteur /- avec les demi-axes des coor

donnees positives. On aura

y rcos, z /-cosy;

par consequent le trinome

\u H-

dont G, H represented des fonctions, en vertu des formules (i) et
(/j),

sera equivalent au produit

r(u cosx -f- v cosS + w cosy).

D ailleurs, G, H devant se reduire identiquement a des fonctions de

11-+ V--\- U 2
,

on pourra operer generalement cette reduction, et dans cette operation

il importe peu que Ton considere u, v, w comme des caracteristiques

ou comme des quantites veritables. Seulement, dans le dernier cas, on

devra laisser les valeurs de u, v, w entierement arbitraires. Or, lorsque

Ton considere

u, c, w

comme des quantites veritables, alors, en supposanl

A- = \/n- -f- v- -f- w -

et nommant ^ un certain angle forme par le rayon vecteur / avec line

droite OA menee par ForigineOdes coordonnees, perpendiculairement

au plan que represente 1 equation

ux H- vy -f- wz =. o.

on a

(6) n cos a -f- ccosS + \vcosy = /rcoso;

par consequent,
u\ 4- vy -t- wz = A-/-COSO.
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Done alors, en vertu des formules (i), (4), les sommes G, H, rednites l\

, Gr=S[m/(r)(e*
cos3

i)],

17) r/n df\r] I ,
/&amp;lt;-/- cos- o\l

H = S - -A ekreo** i fit coso - -lli
I [_

dr V

sont Tune et 1 autre de la forme

cT (/f COS (5),

et dire qu elles doivent se reduire a des fonctions de /&quot;, c est dire

qu elles demeurent constantes, tandis quc 1 on fait varier dans chaque

terme Tangle &amp;lt;&amp;gt;,

en faisant tourner d une maniere quelconque 1 axe OA

autour du point 0. D ailleurs, lorsqu une somme de la forme

remplit la condition que nous venons d enoncer, on a, en vcrtu d un

theoreme demontre dans le Memoire lithographic d aout i83G, el dans

les Exercices d Analyse (tome I, page 25),

r^ -

cK = .78 / S
(
k cos 5

)
sin o do ;

-

on, re qiii
revient au meme,

la valenr de etant
= cos&amp;lt;5.

Done, en remplaeant successivement la fonction .f(AO) par les deux

snivantes
TO

,&amp;gt; C2

e/.-
-0 _

, e 7-
i IfrQ -- -

-&amp;gt;.

oil tirera des formules (7)

rfr
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Les equations (10), jointes aux formules (5) et a la suivante,

okr *&amp;gt;kr 7,-2 :&amp;gt; /,./, ^chl
e-

1.2.3 1.2.3.4.5

suffisent pour determiner completement les valeurs des caracteris-

tiques E, F que renferment les formules (2), en fonction de la caracte-

ristique

En effectuant les differentiations relatives a /, on trouve

n / /-i &amp;gt;

-p
c&amp;gt; I /&amp;gt;/ \ / *&quot;

&quot;

li r

i^(il!4 +l_^ \1
cfr \5 1.2.3

^
7 1.2.3.4.5

^
7J

1

dr

Si d ailleurs on pose, pour abreger,

en sorte que 1 action mutuelle de deux molecules m, ?n soil represented

simplement par
mm

la premiere des equations (10) pourra encore etre presentee sous la

Torino

7,2

5i.2.3 r-

IM

Si, au lieu de developper E, F en series, on se borne a substituer

dans les formules (5) les valeurs de G, H formees par les equations (10),

on trouvera

4
d f(r]

&quot;^

2 kr

-3-

^7|-/
2

) f( / ]

ekr_ e-ir\]-
;
-

2/. :i
/

;i

/
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Ces dernieres formules, comme on dcvait s y attendre, s accordent avec

les equations (12) et (i3). ,

Soient maintenant

I, r,, I

les deplacements symboliques des molecules dans un mouvement

simple on par ondes planes. Ces deplacements symboliques seront de

la forme

f 1 3 1 zzr \ Q , 7J n K

pourvu quc les lettres

u, v, w,

cessant de representer les caracteristiques

Ho I),, D 3 ,

designent avec les lettres

des constantes reellesou imaginaires; et les equations (2), qui devront

encore etre verifiees quand on y rcmplacera

c, r,, ?

par

I r,, ?,

donneront, on

(16) s- = E, u A + B -t- wC = o,

on

(17) ,=E+ A*F, = = ,
\ U V IT

E, F designant encore des fonctions de a, r, i^ determinees par les for

mules (i4), ct la valour de k dans ces formules etant toujonrs choisie

de maniere quc Ton ait

It- = U--+- V-+ -.

Si le mouvemcnt simple que Ton considere est du nombre de ceux qui
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se propagcnt sans s affaiblir, on aura

U L
\l

I
,

V V V I
, W V I

,
S = S v I

,

i , v, w, s dcsignant dcs quantites reelles; et, si Ton pose encore

k sera lui-meme une quantite reelle liee a u, v, \v par la formule

1 8
)

k- u 2
-f- v- 4- w-.

Ajoutons que, clans le cas clont il s agit, la duree T d unc vibr Ution, la

longueur / d une ondulation, et la vitessc de propagation 2 des ondes

planes, seront respectivement

,
-&amp;gt;. 77 , ?. 77 , . S /

i Q
)

T=
&amp;gt;

/=- , O= r = ,T
s k k T

et que le plan invariable parallelc aux plans des ondes sera represented

par la formule
r.r 4- \r -\-\\z-o.

Comme d ailleurs la seconde des formules (iG) on (17), jointe aux

equations (i5) et (18), donnera, on

l | 4- Vri 4- \v i^
= o, L| 4- vy; 4- wiC == o,

oil

1 =^1
L V W

il est clair que les vibrations moleculaires seront, ou transversales,

c est-a-dire comprises dans les plans des ondes, ou longitudinales,

c est-a-dire perpendiculaires a ces memes plans. En fin, de la premiere

des fbrniules (iG) ou (17), jointe aux equations (1/1) et aux formules

s

k /7

s = s \ i
, If = k

v
/ i

,
12 = r r ,

on conclura que le carre de la vitesse de propagation 12 est, pour les
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vibrations transversales,

sink/- r

et, pour les vibrations longitudinales,

i c ( m n P/ sinkr i
.

\
, 1

)

I O 2

j

S I I),- I -2

j

-- 2 cos k / k r sin k / + - k j r-
j

(\ /
)

(
2I

) 1

i c l~ / sinkr\ f(i-) j+ r-^ S w cos k /
-

I
k 2

L V &amp;lt; / r J

Les valours de 12 fournies par les equations (20), (21) sont precise-

mcnt les deux vitesses relatives aux deux especes d ondes planes qui

peuvent etre propagees par un milieu isotrope. Si Ton developpe en

series les seconds membres de ces equations, on trouvera, pour les vi

brations transversales,

22 2_ - --
-j

i . 2 . 3 . 4 &amp;gt;

et, pour les vibrations longitudinales,

(a3)u= sL,lM^J&amp;gt;!| s L,,^jn + 5,.r..n

1.2.3 I 5 J 1.2.3.4.) L 7 J

ce quo Ton pourrait aussi conclure des formules (12), et ce qui s ac-

corde avec les equations donnees dans les nouveaux Exercices de Ma-

thdmatiques. Enfm, si Ton discute les valeurs precedentes de i2
2

, eu

cxaminant specialement le cas ou les-sommes indiquees par le signe S

peuvent etre, sans erreur sensible, transformees en integrales deiinies,

on obtiendra precisement les resultatsci-dessus enonces. C est au reste

ce que nous expliquerons avec plus de details dans les Exercices d&quot;

1

A-

nalyse e( de Physique jnathematique.

OEuvres-(le C. S. I, t. V. 3()
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88.

ANALYSE MATHEMATIQUE. - -
Regies sur la convergence des series qui repre-

sentent les integrates d un systerne d equations differentielles. Applica

tion a la Mecanique celeste.

C. R., t. X, p. g3g (22 juin 1840).

Dans un Memoire lithographic qui porte la date de i83j, j
ai fait

voir que { integration d un systeme quelconque d equations differen-

tiellespouvait toujours etre reduite a I integration d une seule equation

caracteristique aux differences partielles et du premier ordre; puis,

apres avoir indique les moyens d integrer par series 1 equation carac

teristique, et par suite les equations differentielles proposees, j
ai

donne des regies sur la convergence de ces series. D ailleurs, comme

on devait s y attendre, les resultats auxquels on est conduit par 1 ap-

plication de ces regies s accordent avec ceux que Ton deduit directe-

ment du principe fondamental dont
j
ai donne il y a peu de temps une

demonstration elementaire. Suivant ce principe, une fonction d une

ou de plusieurs variables est developpable en serie convergente or-

donnee suivant les puissances ascendantes de ces variables, tant que les

modules de ces variables conservent des valeurs inferieures a celles

pour lesquelles la fonction, ou ses derivees du premier ordre, pour-

raient devenir infmies ou discontinues. Supposons, pour fixer les idees,

que les equations differentielles donnees se trouvent, comme on pent

toujours I admettre, reduites au premier ordre. On pourra supposer

encore qu elles offrent pour seconds membres des fonctions connues

des diverses variables, et pour premiers membres les derivees du pre

mier ordre des variables principales prises par rapport a la variable

independantc, par exemple, dans les questions de Mecanique, les de

rivees du premier ordre, des coordonnees et des vitesses des points

mobiles, differentiees par rapport au temps. Or, dans ce cas, en consi-
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derant les integrales des equations differentielles donnees commc les

liniites vers lesquelles convergent les integrales d un systeme d equa-

tions aux differences finies, tandis que la difference finie du temps

devient de plus en plus petite, on prouvera, par des raisonnements

semblables a ceux que j
ai developpes dans le cours de seconde annee

de I EcolePolytechnique, que les coordonnees et les vitessesdes points

materiels, au bout d un temps quelconque, ou leurs derivees du pre

mier ordre, restent generalement fonctions continues du temps et des

constantes arbitrages introduites par 1 integration, par exemple, des

coordonnees et des vitesses initiales, tant que les modules du temps et

des constantes arbitrages conservent des valeurs inferieures a celles

pour lesquelles les seconds membres des equations differentielles don

nees, ou les derivees du premier ordre de ces seconds membres, prises

par rapport aux droites variables, deviendraient infmies ou disconti

nues. Done les integrales des equations differentielles que Ton considers

seront generalement developpables en series ordonnees suivant les puis

sances ascendantes du temps et des constantes arbitrages introduites

par 1 integration, tant que les modules du temps et de ces constantes

resteront inferieurs aux limites pour lesquelles se verifierait 1 une des

conditions que nous venons d enoncer. Ainsi, en particulier, comme

dans la Mecanique celeste, les seconds membres des equations differen

tielles donnees ne deviennent infinis, pour des valeurs finies des coor

donnees, que dans le casou les distances mutuelles de deux ou de plu-

sieurs astres se reduisent a zero, les inconnues determinees par ces

equations seront generalement developpables en series ordonnees sui

vant les puissances ascendantes des excentricites et des autres con

stantes arbitrages, tant que les modules de ces constantes ne depasse-

ront pas les valeurs qui permettent de verifier 1 une des equations de

condition qu on obtiendraiten egalantazero les distances des planetes

au Soleil ou leurs distances mutuelles. C est par cette raison que, dans

le mouvement elliptique d unc planete aulour du Soleil, les coordon

nees et le rayon vecteur mene dc la planete au Soleil sont developpables

en series convergentes ordonnees suivant les puissances ascendantes
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de I excentrieite, tant que le module de cette excentricite ne depasse

pas le plus petit de ceux auxquels correspondent des valeurs nulles du

ravon vecteur.

89.

ANALYSE MATIIKMATIQUE. Sur I integration des systemes d equations

differentielles.

C. R., t. X, p. 9^7 (29 juin 1840).

Une methode generale, que j
ai exposee dans un Memoire de i835,

ramene 1 integration d un systeme quelconque d equations differen

tielles a 1 integration d une seule equation aux differences partielles,

que je nornmerai, pour abreger, Vequation caracteristique. II suftit en

effet d integrer cette equation caracteristique pour obtenir immediate-

inent la valeur de chacune des variables principales, ou meme la va-

leur d une fonction quelconque de ces variables, exprimee en fonction

de la variable indcpendante. On sait d ailleurs que parmi les fonctions

des variables il en existe une que M. Hamilton a nominee la fonction

caracteristique, et qui, d apres les savantes recberches de cet auteur,

publiees en i834 et i835, verifie deux equations aux differences par

tielles. M. Hamilton a fait voir que de la fonction caracteristique sup-

posee connue on pouvait deduire tres simplement les integrates du

systeme d equations differentielles propose; et M. Jacobi a prouve dans

une suite de Memoires qu on pouvait se borner a integrer une seule des

deux equations aux differences partielles donnees par M. Hamilton.

Toutefois, malgre ce tte importante remarque ajoutee aux tbeoremes de

M. Hamilton, et tout le parti que M. Jacobi a su en tirer, je persiste a

croire que, pour 1 integration d un systeme d equations differentielles,

une des methodes les plus generates et les plus simples est celle qui

se trouve exposee dans le Memoire de i835 deja cite. Les avantages
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qu elle me parait offrir sont ceux que je vais indiquer en pen de

mots.

L equation aux differences partielles, que je nomine Vequation carac-

teristique, n est pas seulement veriilee par une fonction particuliere des

variables, par exemple, par celle que M. Hamilton nomme \ A fonction

caracteristlque ; mais, comme je 1 ai deja dit, elle pent servir a deter

miner en fonction de la variable independante une fonction quelconque

des variables principales. De plus, { equation caracteristique a sur les

equations aux differences partielles de M. Hamilton le grand avantage

d etre lineaire, ce qui permet, non seulement de devclopper immedia-

tement son integrate en une serie qui restc convergente tant que le

module de 1 accroissement attribue a la variable independante ne de-

passe pas certaines limites, mais encore de rendre utiles pour 1 inte-

gration d un systeme quelconque d equations differentielles tous les

theoremes relatifs a 1 integration des equations lineaires.

Parmi ces theoremes, il en est un surtout qui se prete a de nombreuses

applications, et qu il me parait utile d enoncer ici dans toute sa gene-

ralite. On saitqu une equation differentielle on aux differences partielles

a coefficients constants etant integree, 1 integration peut etre etendue

au cas meme oil Ton introduit dans { equation un second membre qui

soit fonction des variables independantes ; et
j
ai prouve, dans le

XIXe Cahier du Journal de IEcole Polytechnique et dans les Exercices de

Mathernatiqucs , qu alors le terme ajonte a 1 integrale differe des autres

par la forme en ce seul point qu il renferme une integration de plus,

cette nouvelle integration etant, dans les questions de Mecanique,

effectuee par rapport au temps. D aillcurs, si Ton compare la valeur

que prend ce nouveau terme dans le cas general a celle qu il obtien-

drait si dans le second membre de 1 equation proposee le temps etait

remplace par une constante arbitraire, on obtiendra une regie donnee

par M. Duhamel. On peut aussi comparer directement 1 integrale ge-

nerale, relative au cas ou il existe un second membre, a 1 integrale

generate relative au cas oil ce second membre disparait, et alors on

obtient encore une regie fort simple suivant laquelle la seconde inte-
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grale se deduit cle la premiere a 1 aide d une seule integration relative

a une variable qui remplacc le temps. Or ce qu il importe de remarquer,

c est que ces regies s etendent au cas meme ou il s agit d une equation

lineaire, non a coefficients constants, mais a coefficients quelconques,

et fournissent en consequence un moyen tres simple de developper en

series les integrales generates d un systeme d equations differentielles,

(juand on connait des valeurs approchees de ces integrales.

Concevons, pour fixer les idees, que les equations differentielles

donnees soient celles de la Mecanique celeste. Alors la variable princi-

pale de 1 equation caracteristique pourra etre exprimee en termes finis,

quand on conservera seulement, dans les equations differentielles, les

termes desquels dependent les mouvements elliptiques des planetes et

de leurs satellites. C est en cela que consiste la premiere approxima

tion. Or, d apres ce qu on a dit tout a 1 heure, si, en cessantde negliger

ces memes termes, on veut obtenir successivement une seconde, une

troisieme approximation, etc., la seconde partie de chaque variable

principale, ou celle qui depend de la seconde approximation, pourra

etre deduite immediatement de la premiere a 1 aide d une seule inte

gration effectuee par rapport a une variable auxiliaire qui remplacera

le temps; et par consequent cette seconde partie pourra etre repre-

sentee par une integrale definie simple ct unique. Pareillement la troi

sieme partie de la variable principale, c est-a-dire, la partie qui depen-

dra de la troisieme approximation, pourra etre representee par une

seule integrale definie double, etc

Ainsi, dans la Mecanique celeste, chacune des variables principales,

ou meme une fonction quelconque de ces variables, se composera de

plusieurs parties correspondantes aux approximations du premier, du

second, du troisieme ordre, . . . , et la premiere partie s exprimera

toujours en termes finis, la seconde a 1 aide d une integrale definie

simple. . . .

II y a plus, lorsque le temps n estpas explicitement contenu dans les

equations differentielles donnees, comme il arrive dans la Mecanique

celeste, les integrales definies qu on obtient sont susceptibles de trans-
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formations remarquables qui peuvent devenir tres uliles, comme nous

le montrerons par des exemples, et peuvent meme tres souvent dis

penser d effectuer les integrations relatives au temps.

Enfin, au lieude prendre pour valeurs approchees des variables prin-

cipales celles qui correspondent au mouvement elliptique, on pent

prendre pour valeurs approchees celles qui correspondent au mouve

ment circulaire, et alors on obtient immediatement de la maniere la

plus directe les valeurs des variables principales exprimees sous des

formes qui se pretent assez facilementau calcul. C est au restc ce que

1 on verra plus en detail dans de nouveaux Memoires que j
aurai I hon-

neur d offrir a 1 Academie.

I
er

. Reduction d un systeme d Equations differentielles a une scale

equation aax differences partielles.

Des variables principales x, y, z, ..., que Ton considere comme

fonctions d une variable independante t, peuvent etre censees comple-

tement determinees par un systeme d equations differenticlles dont le

nombre est celui des variables principales, quand on connait d ailleurs

les valeurs particulieresdeces dernieres variables, pour une valeur par-

ticuliere de t. On pent d ailleurs, quand les equations donnees sont du

premier ordre, les resoudre par rapport aux derivees de x, y, z,

par consequent les red u ire a la forme

P, Q, . . . etant des fonctions connues de oc, y, z, ...,/; et nous ajou-

terons qu on pent ramener le cas general a celui-ci, attendu que Ton

reduit immediatement au premier ordre des equations differentielles

d un ordre plus eleve, en augmentant le nombre des variables princi

pales, et considerant comme telles une ou plusieurs des derivt3es de

,r, y, . . . . II sLiftira done de s occuper de [ integration des equa

tions (i).

Pour etablir 1 existence des integrales generales des equations (i), il

suftit de recourir a la metliode que j
ai developpee dans le cours de la
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deuxieme annee de 1 Ecole Polytechnique, et par laquelle on ramene

I integration approximative de ces equations a { integration d equations

aux differences finies, de maniere a pouvoir augmenter indefmiment le

degre d approximation, et a fixer les limites des erreurs commises.

Cela pose, soient

.x, y, z
,

. . .
, I,

c(

x, Y, z, . .., T

deux systemes de valeurs des variables qui se trouvent liees entre elles

par les equations (i). Les integrates generales de ces equations fourni-

ront, en fonction de T et de x, y, z, . . . , t, les valeurs de

x, y, z, ...

on ineme une fonction quelconque f(x, y, /, . .
.)

de x, y, z, . . .
; par

consequent elles pourront etre presentees sous la forme

f O ]
&quot;V

-
CO I IT V 7- f T] V - vf /*l/ &quot;r

A. y ^ , y ,
A. ,...,/, T

j , j ^ (
&amp;lt;A

, y ,
*

,
. . .

on plus generalement sous la forme

;3) fix, y,z, . .

}
=

f[&amp;lt;p(.r, j, :, . . ., /,T), %(x,r, z, . . .,t,r], . . .j;

les seconds memhres des equations (2), (3) devant se reduire identi

quement a

T V fi T T&quot; 7 ^*
&amp;gt; / * ) l

\&quot;* &amp;gt;^&amp;gt; *&amp;gt;/*

&amp;lt;|iiand
on pose

- = t, en sorte qu on aura identiquement

&amp;lt;p(x,} ,z, ...,/, t.]
= x, /\r,y,z, .- ., t, 1)=};

et par suite

[?;*% v, s, ...,/, /;, y.(x,y, z, ...,/,/)..-.]= f(a-,7, z, . . .).

Ajoutons que Ton peut evidemment echanger entre eux les deux sys-

lemes de valeurs des variables, savoir

or, y, z, . . ., /,

Y \ / &quot;rx
&amp;gt; J &amp;gt;

/J
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et remplacer en consequence les formules (2), (3) paries suivantes :

(4) # =
&amp;lt;p(x,y,z, ...,T,O r = x( x y z --,?,/), ...,

(5) f(.*-,r,z, ...)
= f[?(x,y,z, ...,T,/), %(x,y,z, ...,T,/), ...]

On pent d ailleurs, dans ccs deux especes de formules, fa ire varier une

seule des deux valeurs t, T de la variable independante, et par suite

avec /, on T, tin setil des deux systemes de quantites

x, y, ,..., on x, y, z, ...;

etalors les quantites dont se compose celui des deux systemes qui no

varie pas peuvent etre censees representer les constantes arbitraires

que doivent renfermer les integrales generates des equations differen-

tielles donnees.

Chacune des formules (2) ou (4), on plus generalement la formulc

(3) ou (5), dont le second membre renferme, avec les deux valeurs de

la variable independante, tin seul des deux systemes de valeurs de la

variable principals, est ce que nous nommons une integrate principal?

du systerne des equations (i).

Designons maintenant, pour abreger, par

X, Y, ...

les seconds membres des formules (2), et posons encore

S= f(x, y, z, ..
.),

s= f (x,y, z, . . .),
S = f (\, Y, Z, . . .);

les integrales generates (2) des equations (i) se reduirontaux integrales

principales

(6)
* = X, j=Y,

dont cbacune se trouvera comprise dans la formulc

(7) S= S,

S designant, aussi bien que X ou Y, . . . , une fonction des settles quan-

tites

x, y\ z, ..., t, T.

OEuvresdeC. S. I, t. V. 3 I
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Or, si clans 1 equation (7) on fait varier les seules quantites

on en lirera, eu egard aux formules (i),

(8) = D,S-f-PD^S + QI)7 S + ....

D ailleurs, lorsque, S etant suppose connu, on aura effectue, dans le

second membre de ( equation (8), les differentiations indiquees par les

earacteristiques
D.r ,

D r , Dz , ...,

eette equation devra necessairement, ou devenir idenlique, ou etablir

une relation entre les seules quantites

X, J, Z, .., /, 7.

Mais puisqu on peut choisir arbitrairement toutes ces quantites, sans

etablir entre elles aucune relation, aucune dependance, la derniere des

deux hypotheses que nous venons d indiquer est evidemment inad

missible. Done S, considere comme fonction x, y, z, ..., t, devra satis-

fairc identiquementa ( equation (8), c est-a-direaune equation lineaire

aux differences partielles du premier ordrc, qui se trouvera ainsi sub-

stituee aux equations (i).

En resume, la formule (7), propre a representer une integrate prin-

cipale quelconque des equations (i), aura pour second membre une

integrate S de ( equation (8). On pourra d ailleurs choisir arbitraire

ment

f(x,y, z, . .
.)

o est-a-dirc la fonction de x, y, r, ... a laquclle S devra se reduirc,

quand on y supposera -: /, ou, ce qui revient au ineme, l = -. A

chaque forme donnee de la fonction f(x,y, ...) corresponds une

seule integrale S de ( equation (8), et une seule integrate principale

= S

de ( equation (i).
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Si, pour abreger, on pose

D =PD t.+ QDr + ...,

[ equation (8) deviendra

(9) I),S4-DS = o.

La methode de reduction que je viens d appliquer a un systems

d equations differentielles nc diflere pas de celle que j
ai donnee dans

le Memoire de i835, et a laquelle j
avais pense depuis longtemps,

comme je 1 ai dit dans ce Memoire. Je viens en effet de la retrouver

dans une Note qui porte la date du 3i aout 1824, a la suite deMemoires

divers presentes a I Academic en 1 annee 1823.

II. Integration des Equations lineaires aux differences partielles.

Considerons une equation lineaire aux differences partielles du pre

mier ordre entre la variable principale S etles variables independantes

^
&amp;gt; y &amp;gt;

~*
&amp;gt;

* * v

dont la dernierc, dans les questions de Mecanique, representera le

temps. Cette equation, si elle ne renferme point de termes indepen-

dants de S, pourra etrc presentee sous la forme

(i) D,S-4-DS = o on I) fS=-DS,

la caracteristique G etant elle-meme de la forme

D == PD.C + QD, + . . + K,

et P, Q, ..., K designant des fonctions de oc, y, z, .. ., /. Cela pose,

representons par
s=t(x,y,-z, . .

.)

la fonction de x, y, z, . . ., T, a laquelle S devra se reduire quand on

prendra / = ~. En integrant les deux membres de 1 equation (i) par

rapport a t, et a partir de 1 origine t T, on trouvera

r
f

.9 I
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Done, si Ton pose, pour abreger, et quelle que soit la fonction de

x, y, z, . . . , t designee par #
,

V= - / Hxdt,

on aura

(2) S-^ = VS ou
(i V)S = 5.

Cette derniere formule comprend a elle seule les deux conditions aux-

quelles la fonction S doit satisfaire, savoir, de verifier 1 equation (r),

et de se reduire a s pour l = T.

Si Ton ecrit, pour plus de simplicite,

V- V :!

i *
&amp;gt;

an lieu de

VV, VVV, ...,

on tirera successivement de la formule 2

V S

Done, si v /J S decroit indefmiment, tandis que n augmente, on aura

(3) S = s 4- Vs -+- \-s + . . . .

D ailleurs, toutes les fois que la serie

s, Vs, V -5,

sera convergente, la valeur de S, determinee par I equation (3), veri-

fiera evidemment la formule (2). Done alors I equation (3) sera 1 inte-

grale generale de I equation (r).

Si Ton ecrit, pour abreger,

I S
et

au lieu de

i -+-V-hVa+ . .., et de (i-h V 4- V 2 + . ..)s= s -+-
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1 equation (3) pourra etre presentee sous la forme

i V

Enfm, si les fonctions P, Q, ..., K ne renferment pas le temps /, la

formule

r C
1

v = I n dt = n
i

*dt
v ** 7

donnera successivement

I . 2

et par suite la formule (3) deviendra

(5)
S:

1.2

Done alors, en posant, pour abreger,

I . 2

on verra 1 integrale de 1 equation (i) se reduire a

(6)
S = e (T

~l)D
s.

Si Ton considere en particulier le cas ou les coefficients P, Q, ..., K

deviennent constants, alors, en remplacant s par f(.-r, y, . . .), et avail I

egard a 1 equation symbolique

on verra la formule (6), ou

S__ (f i (pJ)4_
r
)D.+- &amp;gt;&amp;gt; +-K) (*,&amp;gt;C ^J *

I ^f y^9 * *
/f

se reduire a

S = eK( --&quot; f [j? + P(r
-

t}, r + Q(--t], . . . J.

Telle est effectivement, pour des valeurs constantes de P, Q, ..., K.

1 integrale generate de 1 equation

I) f S 4-PD.^S + QIVS -+-. . . + KS = o,
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quand on represente par f(x, y, ...) la valeur particuliere de S qui

correspond a / = -.

Pour que la formule (i) devienne 1 equation caracteristique d un

systeme d equations differentielles, il suffit (roar le
I) quc la fonc-

tion designee par K s evanouisse.

Concevons maintenant qu au lieu de 1 equation (i) on considere la

suivante

r*(x,y, ..., t) designant une fonction des variables independantes; et

soil toujours i (x, y, . .
.) la valeur de s corrcspondante a t = t. Alors,

en integrant, a partir de t =- -., les deuxmembres de la formule (7), on

obtiendra, non plus 1 equation (2), mais la suivante

(8) 4- f w(x,y, ...,t]dt,

rt, par suite, le second membre de 1 equation (3) setrouvera augmente
de la quantite

(i + V -4- V- -+-,..}
I w

(
x

, r, ...,/) dt,
t/T

qu on pourrait ecrire, pour plus de simplicite, sous la forme

r
/ Bj(ar,7, . . ., (It

&amp;lt;;

D ailleurs, n etant un nombre cntier quelconque, si les coefficients P,

Q, . . ., K., contenus dansn, ne renferment pas la variable t, on aura

&quot; C cy(r,j, ...,t)dt=(i}n&quot; f f ...

t/T J f Jf

11 y a plus, comme une fonction T de /, assujettie a verifier, quel que

soit t, une equation dc la forme

R+ T= (/),
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et, poui;/
= T, les conditions

T = o, D,T = o, ..., Di T = o,

pent el re evidemment presentee sous 1 une ou 1 autre des deux formes

suivantes

r r
1

T=r.
I

... w (/)&amp;lt;fc-M,

is ~ *J f

on aura identiquement

r r 1

/ / ..:(*) A** 1

./T J-

On trouvera done par suite

f (* ( fj __ / //

V&quot;

/ w(xt yt ... t t}dt\ -a*w(x,r,...,$)d9,
J- J T

I 2 - H

ct I integrale generale de 1 equation (7) sera

Aii reste, pour s assurer de 1 exactitude de cette integral*
1

, il sut tit de

la substituer directcment dans la formule (7).

En vertu des formules (6) et (9), la difference entre les integrates

des equations (i) et (7), ou, ce qui revientau meme, lavaleur (jueprend

I integrale de 1 equation (7), quand f(x,y, .. .) vient a s evanouir, se

trouve representee par I integrale detinie

f Qd9,
vt

.la valeur de e ou la fonction sous le signe / etant

e= (*- )D
*(*.?,...,*).

Or cette fonction est precisement ce que devient Tintegrale
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de I equation (i), quand on y remplace f(.r, r, . . .
) par v(x, y, . . .

, 0)

ct T par 6. On peut done enoncer la proposition suivante :

THEORKME. Soil ce que devient I integrate generate de I equation

(DH-D)S==of

quand on represente par rz(x, y, . . .
, 6) la valeur de S correspondante a

I = 0. La difference entre les integrates generates des deux cquatiojis (7)

et (i), ou, ce qui revient an meme, la valeur que prenci\l integrate generate

de Vequation
(]),+- n)S = o(.r,j, ...,/},

quand on assujettit cette integrals a s evanouirpour t = T, sera

=: Qrfl.

Pour plus do commodite, dans les calculs qui nous ont conduit a

ce theoreme, nous avons suppose les coefficients P, Q, ...,K, que

renferme la caracteristique D, independants de la variable t. Mais

cette supposition n est pas necessaire, et Ton peut donner du meme

t lieoreme une demonstration ti es simple, qui subsiste dans tous les cas.

En effet, 6 etant choisi de maniere a verifier, quel que soit /, I equa

tion

(I),+ D)0 = o,

et, pour t = 0, la condition

rs(x,y, . . ., 0} =&(x,y, . . ., /),

la substitution de la valeur de S, que fournit la formule (10), dans

I equation

rendra evidemment le premier membre egal au second.

Lc theoreme precedent peut etre etendu a un systeme quelconque

d equations lineaires, ou difTerentielles, ou aux differences partielles;

et, dans le premier cas, il remplace avec avantage les theoremes con-

nus de Lagrange sur les equations differentielles lineaires, auxquelles
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on ajoute des seconds membres qui soient fonctions de la variable in-

dependante.

Dans plusieurs questions, et en particulier dans la Mecanique celeste,

la formule (5) ou (6) ne pourrait etre employee que pour de petites va-

leurs de /; et alors il convient de substituer generalement a cette for

mule celles que Ton peut deduire du precedent theoreme, comme on

le verra dans un prochain article.

90.

ANALYSE MATHEMATIQUE. SurTintegration des equations differejilielles

ou aux differences partielies.

C. R., t. XI, p. i (6 juillot 1840).

En suivant la methode que j
ai publiee en i835, et que j

ai rappelee

dans le Memoire presente lundi dernier a I Academic, on rarnene 1 in

tegration d un systeme d equations differentielles d un ordre qucl-

conque a 1 integration d une seule equation lineaire du premier ordre

aux differences partielles. Par consequent cette methode a 1 avantage

de rendrc utiles, pour 1 integration des systcmcs d equations differen-

tielles, les tbeoremes relatifs a 1 integration des equations lineaires.

Or, parmi ces tbeoremes, il en existe un qui merite surtout d etre re-

marque. Ge theoreme, applique a une equation aux differences par

tielles qui ne renferme que des termes proportionnels a la variable

principale et a ses derivees du premier ordre, sert a passer immedia-

tement de 1 integrale generale d une semblable equation a 1 integrale

d une equation qui renfermerait, de plus, un terme represente par une

fonction des variables indepenclantes. J ai fait voir que la seconde in-

tegrale se deduit toujours de la premiere a 1 aide d une seule integra

tion definie qui, dans les problemes de Mecanique, est relative au

OEuvres dc C. S . I
, t. V .

32
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temps. J ai ajoute que le meme theoreme pouvait etre etendu a un sys-

teme quelconque d equations lineaires aux differences partielles, et

que d ailleurs il se pretait aisement a de nombreuses et iinportantes

applications. La preuve de ces deux assertions resulte des calculs qui

seront developpes dans les deux paragraphes du present Memoire. On

verra, en particulier, dans le second paragraphe, avec quelle facilite, a

I aide du theoreme dont il s agit, on peut developper en series les va

riables principales d un systeme d equations differentielles, ou meme

une fonction quelconque de ces variables principales, lorsqu on sup

pose deja connues des integrales approchees de ces memes equa

tions. On a ainsi, dans 1 Astronomie, un moyen tres simple de passer

des mouvements elliptiques des planetes et de leurs satellites aux per

turbations de ces mouvements produites par leurs actions mutuelles.

I. - - Theoreme general relatif a I integration d un systeme quelconque
d equations lineaires aux differences partielles.

Soient

t, .x, y, z, ...

plusieurs variables independantes, dont la premiere, dans les ques

tions de Mecanique, pourra representcr le temps. Soient encore

S, T, ...

plusieurs variables principales, considerees comme fonctions de t, x,

v, z, . . . et liees entre elles par des equations lineaires aux differences

partielles, qui renferment seulement des termes proportionnels a ces

variables principales ct a leurs derivees partielles dcs divers ordres.

Supposons d ailleurs que, dans ces equations, les derivees de S, T, ...

des ordres les plus eleves rclativcment a t soient respectivement

D^S T) /W T
C Z&amp;gt;,

Lf
c

1
,

...

et ne se trouvent soumises a aucune differentiation relative aux va

riables x, y, z, ...; les equations dont il s agit pourront etre presen-
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tees sous les formes

DfS + Di,iS-4-Di. 2T+...= o,

DT + D
&amp;gt;,

.
S + Da.a T + . . .= o,

chacune des caracteristiques

etant a la fois une fonction quelconque des variables independantes /,

x, y, z, . . ., et une fonction entiere des caracteristiques

I),, D.c ,
D7 , ...,

en sorte que Ton aura, par exeinple,

D i .,
= A 4- BD ( + CD, + . . . + E\); + FD;. + . . . + Gl), l). t

- + . . -
,

A, B, C, .... E, F, G, ... designant des fonctions donnees de t,x, y, ...,

et 1 exposant de D, ne pouvant surpasser le nombre / i dans les va-

leurs de D
l&amp;gt;(

, D,, 2 , -., lc nombre m\ dans les valeurs de n,,,,

D.. 2 ..... Enfin soient

L, M, ...

d autres fonctions donnees de t, x, y,z, ---- Des integrales supposees

connues des equations (i) on pourra immediatement deduire les inte

grales generales des suivantes

i Dfs +n,,

DfT-n,.

et, pour obtenir les differences de ces dernieres integrales aux pre

mieres, ou, ce qui revient au meme, pour obtenir des valeurs de S,

T, ... qui aient la double propriete de verifier, quel que soil /, les

equations (2), ct de verifier les conditions

(S
= o, D f S = o, ..... Df--S =o, \)[ S :=o,

( 5) T=o, D,T:=:o, l&amp;gt;;

w - 2 T = o, I)&quot; T = o,
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pour une valeur donnee T dc la variable t, il suffira de recourir a la

regie que nous aliens enoncer.

Soient

O on, ...

ce que deviennent

L, M, ...

(jiiand on remplace la variable t par une nouvelle loanable 0. Soient

encore

*, 5, ...

des valcurs de S, T, ... propres a verifier, quel que soit t, les equations (
i

),

par consequent, les formules

Qi,iS-l-pi,26-h... d,

(4)

/, pour t = ft, les conditions

Les valeurs chercJiees de S, T, . . ., savoir, celles qui auront la double pro-

priete de verifier, quel que soit t, les equations (2), et pour t = ~, les con

ditions (3), seront respectivement

r
l

/

(G) S=/ 8 dO, f==j C&amp;lt;/0,

Demonstration. -- En effet, en vertu des conditions
( )) qui se veri-

lient quand on pose t = 0, ou, ce qui revient au meme, quand on pose

= /, on tirera des formules (6), differentiees plusieurs fois de suite,

par rapport a t,

S=, rf6, D,S
=I

,,S^, .... i^s^jfVi* D;S=L +
_/

T = T C
&amp;lt;M, D,T = r I),G dO, ... , D? -T= / D?

-

G
&amp;lt;/5, I);&quot;T

^ M 4- / I



EXT RAIT N 90. 253

Or ces dernieres valeurs de

S, D f S, ..., Df-S, DJS; T, ]),T, ..., !&amp;gt;; T, D^T,

rcmplisscnt evidemment les conditions (3), quand on pose t == T; et dr

plus leur substitution, dans les equations (2), reduit ces dernieres, en

vertu des formules (/i),
aux equations identiques

L = L, M = M,

CoroUaire. -

Lorsque les equations (i) se reduisent a line sculo

equation du premier ordre et de la forme

les formules (2) se reduisent elles-memes a line seule equation de In

forme

(D^.H-D)Sssf(*,jr, ...,&amp;lt;)

et, pour obtenir la difference entre les integrates de ces deux equa

tions, ou, ce qui revient an memo, pour obtenir 1 integrale de la der-

niere en 1 assujettissant a s evanouir pour I 6, il sufiit, en vertu do

la regie enoncee, de recourir a la formule

, = f * dO,
t/ T

-s etant une fonctiou de .r, v, . . ., t assujettie a verifier, quel que soil /,

I equation
(I) f + ITrS:=0

(!t, pour i 0, la condition

-S =GJ(J-, YJ -, 5).

On se trouve ainsi ramene au theoreme que nous avons etabli duns

dernier Comple rendu.
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II. Integration par series d un systeme d equations different ielles.

Supposons les variables principales

exprimecs en fonction de la variable independante t par un systeme
d equations differentielles du premier ordre. Concevons d ailleurs

qu en negligeant certains termes on puisse facilement integrer ces

equations differentielles reduites a la forme

(l) D,*=P, ]),/=: Q,

( equation caracteristique correspondante aux equations (i) sera

(D, + 0)8= 0,

la valeur de r\ etant

n = LM) f + QD r 4-...;

et 1 integration des equations (i) entrainera celle de 1 equation (2

Admettons, pour fixer les idees, que

represente un nouveau systeme de valours des variables

y* i/ /^
, J ,

. . .
,

/
,

les integrales generales des equations (i) pourront etre censees ren-

fermer seulement les quantites x, y,..., t, x, y, ..., T; et ces inte

grales, resolues par rapport a x, y, . . ., se presenteront sous la forme

3) x = X, y=Y,

X, V, . .. designant des fonctions des seules quantites x, y,-;-, ...,/, -,.

(]ela pose, la forme
&quot;generale

des integrales principales des equations (
i

)

etant

(4) f(x,y, ...)^f(X, Y, ...),
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rintegrale generate de la formule (2) sera

(5) S = f(X,Y, ...},

si Ton designe par f(a?, y, z, . .
.)

la valeur de S correspondant it

* _ ^

Concevons maintenant que, dans le cas ou Ton ne neglige aucun

tennc, les equations differentielles donnees deviennent

(6)

&amp;lt;, ^, . . . designant, ainsi que P, Q, ..., des fonctions connues de x,

v, . .. , t; et posons
n = ^Dx + ^i)r + ....

{/equation caracteristique relative au systeme des equations (6) sera

de la forme

(7) (D*+ D +D )T = o,

T designant la nouvelle variable principale. Or on verifiera evidein-

ment 1 equation (7) en posant

(8) T = S+.S, +S//+ ...,

pourvu que Ton assujettissc S, S
;
, S

7/ , ... a verifier les formules

/ (D, -4- D)S =o,

) (DkVDJS. : -D S,

(J),+ D)SW
: - ID S,,

et que la serie

soit convergente. Or la premiere des formules (9) sera precisement

1 equation (2), dont I integrale S pourra etre prise pour premier terme

de la serie. Quant aux autres termes

il suffira, pour les obtenir, d integrer successivement la seconde, la
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troisieme des equations (9), ..., en assujettissant les memes integrates

a s evanouir pour / = T. D ailleurs, a 1 aide des principes etablis dans

le precedent Memoire, ou dans le premier paragraphs de celui-ci, on

deduira sans peine de la valeur de S supposee connue la valeur de S
7 ,

puis de la valeur de S, celle de S
/y , ...; et par suite [ integration en

termes finis des equations (i), ou, ce qui revient au meme, de 1 equa-

lion (2), entrainera Integration par series des equations (6), ou, ce

qui revient au meme, de 1 equation (7).

On arriverait encore aux memes conclusions de la maniere sui-

vante.

Goncevons que, a designant une fonction quelconque de x,y, ..., t,

on pose, pour abreger,

V = / Oxdt et V 8 = /

JT- Jr

t designons par

la fonction de x, y, ... a laquelle doit se reduire, pour / T, 1 inte-

grale generale S ou T de 1 equation (2) ou (7). On tirera de 1 equa

tion (2), integree par rapport a t et a partir de / = T,

S-s = VS, (i V)S = ,

et, par suite,

10 &quot;

i
- V

On tirera pareillement de 1 equation (7)

T - s = VT 4- V T, (
.
- V

)
T = s 4- V T,

et, par suite,

T= ^4 ~ V T
i V i V

I I r ,
I I

^-,
I V/Ts -+- =, \ s -f- i=- \ = \ I

,,_V ,-V i V i- V i- V
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Done, en supposant convergente la serie

i i _, i . i r ,
i r ,

_|_
=i S,
-= \ = S, =. \ =; \ _ S, . . .

,

i V i V i V i V i V i \

on trouvera definitivement

II est d ailleurs facile de s assurer que, dans la supposition dont il

s agit, la valeur de T, determtnee par la formule (i
i
),

veriiie en elfet

I*equation

et par consequent [ equation (7), dontelle represente 1 integrale gene-

rale. Ajoutons que, pour deduire de la formule (i i) une integrate prin-

cipale des equations (6), il suffit d y remplacer le premier membre T

par la constante

11 est bon d observer que, en vertu de la formule (10), l equation(r i

pout etre reduite a

J o ~t~ ^ V o ~T~ . * r- V o
i V i V i v

On aura done generalement

T = S -i- S
;
-I- S,, + . . .

,

pourvu que Ton pose

C - _ _V S-
&quot;

Or, comme V et V s evanouissent generalemeut pour t=^~, il est

dair qu en vertu des formules (i3) on pourra en dire autant de S,,

S, .... D ailleurs on tire de ces memes formules

puis, en differentiant par rapport a f,

(D f + D)S /
^-~n S, (D, + D)S //

^- D S,,

OEucrcs de C. S. I, t. V. 33
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Done les valeurs de S,, S,,, . . ., determinees par les forrnules (i3), sont

precisement eelles qui ont la double propriete de verifier les equa

tions (9) et de s evanouir pour t = t.

Considerons en particulier le cas oil les fonctions

P, Q, ..., , ^, ...

sont independantes de la variable t. Alors on aura

et, par suite,

a S= D e(T
~ D

*.

Cela pose, la seconde des equations (9) deviendra

(i4) (D,+ a)S/= - D e (T
-nD

s;

et, d apres ce qui a ete dit dans le 1, on aura

etant assujetti a la double condition de verifier, quel que soil /

{ equation
(n,-f- n)e = o

et dc se red u ire a

-U e-m *

pour / = 8. On aura d ailleurs, sous ces conditions,

et, par suite, on trouvera

(16) S/=

Si Ton nommait -S ce que devient
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quaiul on y remplace t par 6, on aurait

(.7) *= J*****,
: -

el, par suite, la formule (16) se reduirait a

- a
(18)

r
,
= -

/ e

De meme, si Ton nomine -s
/
ce que devient S, quand on y remplace /

par 0, on aura

(19) S,,=
- / e (^ DP 8.rfe,

et ainsi de suite.

Si la fonction s est telle que Ton ait

(20) Ds o,

on en conclura

et par suite la valeur de S,, que determine 1 equation (16), se trouvera

reduite a

,= - C

Nous donnerons dans d autres articles les applications de ces diverses

formules a la Mecanique celeste.

Post-scriptum.
-- Le theoreme enonce dans le l

ei subsiste dans It-

cas ineme ou les equations (t) et (2) de ce paragraphe, cessant de ren-

fermer les variables x, y, . . ., se reduiraient a des equations diHeren-

tielles,auxquelles devraient satisfaire les variables principals S, T, ...

considerees comme fonctions de la seule variable independanle /.

Concevons, pour fixer les idees, les equations (2) du I
ei reduites a

la suivante :

Si Ton veut integrer celle-ci, de maniere que I integrale et sa derivee

s evanouissent pour i = -, il suffira, en vertu du theoreme etabli, de
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chercher une valeur de $ qui ait la double propriete de verifier, que

que soil /, la forinule

et pour t = 0, les conditions

S = o, D,S = ro(

puis de substituer cette valeur de , savoir

dans la formule

s
=X

srf5 -

Effectivement, on tirera de ces dernieres

et par suite

91.

MECANIQUE CELESTE. - Mctliodes generates pour la determination

des mouvemenls dcs planctes et de leurs satellites.

C. It., t. XI, p. 179 ( 5 aout 1840).

La determination des mouvements des planetes et de leurs satellites

est, comme Ton sait, un grand probleme que Ton parvient a resoudre,

plus on nioins rigoureusemeiit, a 1 aidc d approximations successives.
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La premiere approximation, celle qui reduit chaque orbite a une el

lipse, peut s efiectuer assez simplement a 1 aide des methodes connues.

Parmi ces methodes, Tune des plus remarquables est, sans contredit,

celle qui se trouve exposee dans le deuxieme Chapitre du second Livrc

de la Mecanique celeste, et qui ramene 1 integration des equations diffe-

rentielles du mouvement elliptique a 1 integration d une seule equa

tion lineaire aux derivees partielles. On peut voir, dans le Chapitre

cite, avec quelle facilite cette equation aux derivees partielles fburnil

les equations finies du mouvement elliptique; et Ton a ainsi, dansl As-

tronomie, un premier exemple des avantages que presente la conside

ration de 1 equation lineaire que je nomme caracteristique, c est-a-dirc

la consideration d une seule equation aux derivees partielles substitute

a un systeme donne d equations differentielles. Les equations finies du

mouvement elliptique etant connues, on en deduit, par la formule de

Lagrange, les valeurs de 1 anomalie et du rayon vecteur developpees

en series dont tons les termes, si 1 on excepte le premier dans le deve-

loppement de 1 anomalie, sont periodiques et renferment le temps /

sous les signes sinus et cosinus. Les regies de la convergence de ces se

ries, et les limites des erreurs que Ton commet lorsqu on neglige les

termes dont 1 ordre surpasse un nombre donne, se deduisent immedia-

tement de la theorie generate que j
ai presentee dans un Memoire dc

1 83 1, et dansplusieurs articles que renferment les Comptes rendus des

seances de I&quot;Academic .

La theorie du mouvement elliptique etant etablie, comme on vient

de le dire, il reste a examiner comment on passera de cette theorie a

celle des mouvements troubles par les actions reciproques des planetes

et de leurs satellites. Alors se presentent a resoudre deux problemes

importants d Analyse, dont M. Laplace s est occupe dans le cinquiemc

Chapitre du second Livre de la Mecanique celeste, et dont je vais rap-

peler 1 objet en peu de mots.

Le premier probleme est I mtegration complete d un systeme d equa

tions differentielles, lorsqu on suppose connues les integrales appro-

chees relatives au cas oil Ton neglige certains termes. M. Laplace
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applique a la solution de ce probleme deux methodes distinctes, sa-

voir : i la methode des facteurs, qui ne reussit que dans le cas ou les

equations donnees sont lineaires, et reproduit alors les resultats obte-

iiiis par Lagrange; 2 la methode des approximations successives, dont

1 idee premiere pourrait etre attribute a Newton. L application directe

de cette derniere methode a un systeme d eqiiations differentielles ne

donne leurs integrales completes que dans des cas particuliers, par

exemple, dans celui qu indique M. Laplace, et ou la suppression des

termes, que Ton neglige d abord, transforme ces equations differen

tielles en equations lineaires a coefficients constants. Mais fort heureu-

sement 1 application de la meme methode a 1 equation caracteristique

resoudra le probleme dans tons les cas; alors le theoreme tres simple,

que j
ai donne dans une precedente seance, fournira toujours immedia-

tement 1 integrale en serie de cette equation caracteristique, et par con

sequent les integrales generales des equations differentielles donnees.

Ainsi la consideration de 1 equation caracteristique, correspondante a

un systeme d eqiiations differentielles, fournit, non seulement d ele-

gantes methodes d integration, lorsque les integrales rigoureuses

peuvent s obtenir en termes finis, mais encore le developpement des

integrales completes en series regulieres, lorsqu on ne peut obtenir en

termes finis que des integrales approchees. J ajouterai que les develop-

pements ainsi trouves se presentent sous une for.me telle qu il devient

facile d y effectuer ce qu on appelle un changementdes variables inde-

pendantes, dans le cas surtout ou les premieres valeurs approchees des

variables principales deviennent constantes. Ce cas se presente dans

1 Astronomie quand, aux equations differentielles du second ordre qui

determinent les coordonnees des planetes et des satellites, on sub-

stitue les equations differentielles du premier ordre qui determinent

les elements elliptiques des orbites consideres comme variables avec

le temps.

Au reste, au theoreme general que je rappelais tout a 1 heure, et au-

quel les geometres ont bien voulu faire un accueil si favorable, je vais

joindre, dans ce Memoire, d autres propositions plus importantes, ce
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me semble, qui me paraissent devoir plus particulierement interesser

les astronomes, et contribuer aux pi-ogres de la Mecanique celeste.

Entrons a ce sujet dans quelques details.

Les equations differentielles qui determinent les variations des ele

ments elliptiques renferment, avec ces elements et leurs derivees du

premier ordre relatives au temps t, les derivees partielles d une cer-

taine fonction designee par R dans la Mecanique celeste; et quand on se

propose d integrer par series ces equations differentielles, il est utile

de commencer par developper la fonction R en une serie period ique

dont chaque terme soit, ou constant, ou proportionnel au sinus ou an

cosinus d un arc represente par une fonction lineaire du temps. Effec-

tivement, on pent substituer a R un developpement de cette forme qui

representera R au bout d un temps quelconque. La fonction R etant

developpee comme on vient de le dire, les integrations simples ou

multiples, et relatives au temps, qui se trouvent successivement ame-

nees par la seconde approximation et par les suivantes, produiront,

dans les equations integrates , le temps t hors des signes sinus et cosi

nus. On ne doit pas, pour cette raison, rejeter absolument les inte-

grales dont il s agit, ni s imaginer qu au bout d un temps considerable

ellescessent de fournir le developpement des inconnues en series con-

vergentes; carlameme circonstance sepresente deja dans 1 integration

d une seule equation lineaire a coefficients constants, et alors le deve

loppement de la variable principale offre une serie ordonnee, il est vrai,

suivant les puissances ascendantes de /, mais neanmoins toujours

convergente, puisque cette serie a pour somme une exponentielle ne-

perienne dont 1 exposant est proportionnel au temps. Toutefois, il est

juste d observer que des series de cette espece, sans cesser meme d etre

convergentes, peuvent, au bout d un temps considerable, se preter dif-

ficilement au calcul, attendu que les termes proportionnels au temps

ou a ses puissances finissent par croitre tres rapidement, et que le

nombre des termes dont on doit tenir compte, pour que 1 erreur com-

mise soit insensible, devient alors de plus en plus considerable. Pour

remedier a cet inconvenient, on a cherche a faire disparaitre dans les
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developpements obtenu les termes non periodiques. Euler, Clairaut,

d Alembert et Lagrange ont imagine, dans ce but, divers artifices de

calcul applicables a des cas plus ou moins etendus ; et dans le Chapitre

deja cite, 1 auteur de la Mecanique celeste fait sentir combien il importe

d avoir pour cet objet line methode simple et generale. Lui-meme en

propose une qui lui semble offrir ce double caractere. Mais elle repose

sur un principe qui paraitsujet a de graves objections ( ).

Quelques meditations approfondies sur ce sujet delicat m ont con

duit a decouvrir un autre principe, qui pent sans difficulte servir de

base a 1 elimination des termes non periodiques et a la theorie des ine-

ialites seculaires des mouvements des planetes. II repose sur une pro-

priete remarquable et tres generale des series qui representent les in

tegrales d un systeme d equations differentielles. Bisons ici quelques

mots de cette propriete.

Supposons que Ton soit parvenu a integrer un systeme d equations

differentielles, en negligeant certains termes, et qu apres avoir ainsi

trouve des integrales approchees, on veuille deduire de celles-ci les in-

tegrales rigoureuses, a 1 aide des methodes precedemment exposees. II

suffira de developper en series par ces methodes 1 integrale generale

de 1 equation caracteristique. Les divers termes du developpement que

Ton obtiendra pourront etre calcules successivement, et le calcul de

cbaque nouveau terme exigera une integration nouvelle relative an

temps /. Or, ce qu il importe de remarquer, c est que cbaque integra

tion nouvelle etant independante de cellesqui la precedent pourra etre

effectuee a partir d une limite entierement arbitraire. On peut done

ainsi introduire dans 1 integrale generale de 1 equation caracteristique,

et par consequent dans les integrales generales des equations diffe-

i-euticlles, une infinite de constantes arbitrages. Mais, comme cette in

troduction ne saurait changer la nature meme de ces integrales, il est

necessaire que 1 effet qui en resulte puisse egalement resulter d un

changement opere dans les valeurs des constantes arbitrages que les

( ) Voir les Remarques faites a ce sujet. par Lagrange, dans les Memoircs de Berlin

pour 1 annee 1788, page 227.
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integrales renferment, quand on effectue chaque integration relative

a t, a partir d une limite non arbitraire, par exemple a partir de t = o.

Cette propriete des integrales developpees en series ne saurait etre revo-

quee en doute et se verifie aisement, dans divers cas particuliers, c est-

a-dire pour certaines formes particulieres des equations differentielles.

A 1 aide de cetle propriete, on reconnait sans peine que, dans un

grand nombre de cas, surtout dans celui oil les premieres valeurs ap-

prochees des variables principales se reduisent a des constantes, et oil

les seconds membres des equations differentielles donnees sont des

series de termes proportionnels a des sinus ou cosinus d angles repre-

sentes par des fonctions lineaires de /, le temps /, introduit par les in

tegrations successives bors des signes sinus et cosinus, peut etre, dans

les integrales generates, diminue d une constante arbitraire 9. Seule-

ment, en admettantcette nouvelle constante, on doit modifier lesautres

qui changeront de valeur avec elle. C est ainsi que 1 une des conse

quences deduites par M. Laplace du principe dont nous avons parle se

trouve directement et rigoureusement etablie. D ailleurs, les variables

etant considerees comme fonctions du temps, et les constantes arbi

tral res comme fonctions de 0, les equations integrales et leurs derivees

devront subsister, quelles que soient les valeurs attributes a et a t.

Elles devront done subsister, dans le cas meme ou Ton etablirait entre

et t une relation quelconque, par exemple dans le cas oil Ton suppo-

serait t = 9. De cette seule consideration je conclus immediatement

que Ton peut, dans les equations integrales, supprimer tons les termes

qui renferment le temps ^hors des signes sinus et cosinus, pourvuq ue Ton

regarde les constantes arbitraires comme des fonctions du temps, et je

deduis sans peine les equations differentielles qui determinent ces der-

nieres fonctions, en abandonnant ici de nouveau la marcbe suivie par 1 au-

teurdela Mecanique celeste qui, pour la seconde fois, a recours au prin

cipe dont nous avons parle ci-dessus etparvient de cette maniere a des

equations dont 1 exactitude n estpeut-etre pas suffisamment demontree.

Dans unprochain Memoire, j
aurai I lionneur d offrir a 1 Academie le

developpement des principes generaux que je viens d etablir, et leur

OEnvres de. C. S. 1, 1. V. 34
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application au calcul des inegalites seculaires des mouvements des

planetes. Par ce moycn on pourra jngerde 1 utilite toute speciale dece

nouveau travail dans les recherches astronomiques. Je ferai tous mes

efforts pour le rendre digne de Finteret accorde par mes illustres con

freres a mes precedents Memoires sur la Mecanique celeste. La marque
si eclatante que plusieurs d entre eux m en ontdonnee, ily a quelques

mois, etait 1 encouragement le plus flatteur que je pusserecevoirapres

trente-quatre annees de travaux assidusdans une carriere oul illustre

Lagrange avait bien voulu guider mes premiers pas. Je saisis avec

plaisir cette occasion de leur exprimer ici ma reconnaissance pour ce

temoignage de consideration auquel j
attache d autant plus de prix, que

je 1 avais moins recherche, et me tenais plus a l cart, pour me livrer,

dans le silence du cabinet, a mes etudes favorites. Jusqu a ce jour ceux

qui avaient regu ce temoignage se regardaient comme ayant, pour cette

raison meme, un devoir imperieux a remplir. Lorsqu ils croyaient avoir

faitquelque decouverte utilea 1 Astronomie, ilss empressaientde com-

muniquer leur Memoire a la reunion des savants specialement charges

de favoriser lesprogresde la Mecanique celeste, etde le leuroffrir pour

etre insere dans la Connaissance des Temps. Si je me borne pour le mo

ment a communiquer mon travail a 1 Academie, mes honorables con-

Ireres ne m en feront point un reproche. La fidelite avec laquellej ai

tonjours cherche a remplir mes devoirs leur repond assez de 1 empres-

sement que je mettrais a m acquitter encore de cclui que je viens de

rappeler, si tout le monde etait parfaitement convaincu qu il ne peut y

avoir nul inconvenienta ces communications scientifiques. Mais je dois

atlendreque cette conviction soit formee dans tous lesesprits. La seulc

chose qui soit en mon pouvoir, c est de redoubler de zele pour repondre

a 1 indulgence avec laquelle les amis des sciences ont accueilli mes

Ouvrages, et prouver, s il est possible, que le titre de geometre n etait

pas tout a fait en disaccord avec les occupations habituelles du vieux

professeur auquel, dans la precedente annee, les maitrcs de la Science

avaient bien voulu le conferer.
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92.

MECANIQUE CELESTE. -- Sur les functions alternees qui se presentent

dans la theorie des mouvemenls planetaires.

C. R., t. XI, p. 297 (24 aout 1840).

On salt que, dans la theorie des planetes, les variations des con-

stantes arbitraires renferment trente coefficients, egaux deux a deux

au signe pres, mais dont chacun change de signe, quand on echangc,

1 une centre I autre, les deux quantites dont il contient les derivees

partielles. Ces coefficients sont done des especes de fonctions differen-

tielles alternees de ces memes quantites. Les fonctions de cette forme

jouissent de diverses proprietes, dont la plus importante, decouvertc

par Lagrange, se rapporte a un systeme d equations differentielles du

genre de celles qu on obtient dans la Mecanique, ou bien encore a des

equations differentielles plus generales, dont
j
ai donne la forme dans

un Memoire de i83r. Mais, lorsqu on veut determiner exactement ces

fonctions, dans la theorie des mouvements planetaires, le calcul direct

est assez long. Pour remedier a cet inconvenient, M. Poisson a fait

servir a la determination des fonctions dont il s agit les integrales

premieres des equations du mouvement, en examinant ce que de-

viennent ces integrales dans le mouvement trouble. Je me suis de-

mande s il n y avait pas quelque moyen simple d arriver aux valeurs

de ces memes fonctions, sans recourir a la consideration des forces

perturbatrices. Ayant reflechi quelque temps sur ce sujet, j
ai ete assez

heureux pour obtenir une methode qui, non seulement, conduit tres

facilement au but que je m etais propose, mais qui de plus a 1 avantage

d ajouter au beau theorerne de Lagrange d autres propositions assez

dignes de remarque, par exemple celle que je vais indiquer.

Si Ton combine deux a deux les quatre quantites qui, dans le mou

vement d une planete, representent les coordonnees polaires, mesu-

rees dans le plan de 1 orbite, 1 inclinaison de cette orbite, et Tangle
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forme par un axe fixe avec la ligne des noeuds, les douze fonctions

alternees que Ton pourra former avec ces quatre quantites, et qui,

deux a deux, seront egales au signe pres, resteront independantes du

temps, comme celles que Ton forme avec les valeurs des constantes

arbitraires tirees des integrates du mouvement elliptique. De plus, des

six valeurs numeriques de ces douze fonctions, quatre s evanouiront,

et le rapport entre les deux autres valeurs numeriques sera le cosinus

de 1 inclinaison de 1 orbite.

93.

MECAMQUE CELESTE. -- Sur les fonctions alternees qui se presentent

dans la theorie des mouvemenls planetaires.

C. R., t. XI, p. 877 (3 1 aout 1840). Suite.

I
er

. Considerations genera les.

Concevons qu a des variables representees par

on fasse respectivement correspondre d autres variables representees

par
u, v, w y ----

Solent de plus
S, T, ...

des fonctions de ces deux especes de variables, et posons generale-

ment

La fonction [S, T], qui cbangera de signe qnand on ecbangera entre
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elles les deux quantites S, T, sera ce qu on peut appeler une tbnction

differentielle alternee de ces deux quantites. Cette fonction alternee

jouira d ailleurs de proprietes diverses dont plusieurs peuvent etre

etablies avec la plus grande facilite. Ainsi, en particulier, on tirera

immediatement de 1 equation (i)

et par suite, en posant T = S,

(3) [Sf .S]
= o.

Ainsi encore, on deduira de 1 equation (i) les propositions suivantes :

THEOREMS I. -- Si deux variables correspondantes

x et u, ou y et v, on z et ir,

ne se rejicontrent pas simultanernent, Vune dans S, I autre dans T, ion

aura

(4) [S,T]=o.

Corollaire. -- On trouvera, par exemple,

[j, 3] = o, [5, #] = o, [x,y \
= o,

[v, ]
= o, [w,u]=o, [w, (/]

= o

et .

[x, v
\ o, [^r, (v]

= o,

[r, (v]
= o, [r, w] = 0,

[z, a] = o, [2, v] = o.

De meme encore, si Ton pose

- H- 3 2
, w = V M- -t- w 2

on trouvera

[a:,r] = o,
[&amp;gt;, i-]

= o, [z,r]

et
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K n tin, si Ton pose

L == try vz, V = u z wx
,

\V vx ny,

on trouvera

[&amp;gt;,U]
= o, |&amp;gt;,V]

= o, [z, W]=o,
et

[a,U] = o, [f,VJ= o, |&amp;gt;,W]
= o.

THEOREMS II. -- Si S, T so/*/ des functions de functions dcs variables

x, y, z, . . .
, u, v, , . . .

,

.y, par exemple, on suppose S, T exprimes enfonclion dc

L, M, ....

L, M, ... fVa/i^ des fonctions de

x, y, z, . .
., u, c, w, . . .

,

o/i aura non seulement

[S, T] = [L, T]DL S + [M,T]I)M S + . . .,

mais encore

6) [S,T] = [L,M][DL SDM T - DM SDL T] +. . . .

Demonstration. -- Pour etablir le deuxieme theoreme, il suffit evi-

demment de combiner 1 equation (i) avec les formules connues

D,; S = DL S D^ L + DM S D.rM + . . .
,

. . .
,

D.tT = DL TI)^L + DM TD.rM -f- . . . ,

qui supposent S, T fonctions des quantites variables L, M, ..., ces

quantites elles-memes etant des fonctions de

x, y, z, ..., u, f, w,

Corollaire 1. --
Si, pour fixer les idees, on remplace Lpar
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(i, b, ... ctant des quantites constantes, on trouvera

OL -I- MI + . . .
, T] c= [L, T] + fc[M. TJ

On trouvera en particulier

[rtL,TJ=a[L,T],

par consequent

(8) [aS,T] = a[S,T];

puis, en posant a- -
I,

(c,) [-S,T]= -[S,T].

Entin, si Ton suppose
T= gP- + AQ-t-...,

P, Q, ... etant des fonctions de

x, 7, 2, , , . ,

et
g-, A, ... des quantites constantes, on tirera de la (bnnule (7), on

bien encore de 1 equation (G),

flg-[L, P]

On trouvera par exemple

et

par consequent

Corollaire II. - Si Ton suppose

S - AL + BM -f- . . T = (IP -f HQ -\- -,
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A, B, ..., G, H, ... etant, ainsi que L, M, ..., P, Q, ... ties functions do

x, y, z, . . .
, u, v, (v, . . .

,

on tirera de la formule (5)

,

j

[AL + BM + ...,T]

j
= A[L, T] + B[M, T] + . . . + L[A, T] + M[B, T] + . . .

,

et de la formule (6)

[AL + BM -+- . . .
,
GP + IIQ + . .

.]

=AG[L, P]+... + AP[L, G]+...

+ LG[A, P]+...+ LP[A, G] + ....

Par exemple, en posant, comme ci-dessus,

M=.wyvz, \=iiz wx, W=vxii)~,

on trouvcra

[S, U] = r [S, ]
- S [S, ,] + [S, y\ - c[S, z],

puis, en substituant successivement a S les six variables

x, r, 2, , v, (v,

et ayant egard aux formules

[jc, c] = o, [.r, (v]
= o,

[r, w] = o, [7, u] = o,

[z, u] = o, [2, r] o,

[*,] = !, [7, v]=l, [,iv]= i,

on obtiendra les equations

[.r,U] = o, [r,U]^-,, [
2

, U]= r ,

j

[a, U]= d, [f, U] = -, [ , U] = t/.

2

On trouvera de memo

[&amp;gt;,]
= *, [r,V]=0, [,V]=: -.r,



EXTRAIT N 93.

et

O, W] = - r , \y, W] - *, [i, W] = o,

c,
[&amp;gt;, W]= -, [v,W3= o-.

Entin, si dans la formule

[u, s]=.r|&amp;gt;, sj
-

*|&amp;gt;, sj + [&amp;gt;, sj
-

,[&amp;gt;, sj

on reinplace S par \, on trouvera

[U, \] = vx //r = W,

et Ton etablira de la meme maniere chacune des trois equations

[V, AY] 3= U, [W, D]= V, [L, V] = W.

Corollaire III. --Si Ton suppose

S = v/L* + M 2 + . . .
,

T --

on tirera de la formule (5)

et de la formule (G)

Par exemple, en posant comme ci-dessus

r \Jx- -\- y- H- z -
,

o&amp;gt;
= \u -

on trouvera

(-7) [ -,S] = ^[^S]-f-
l
rr,S]+-^[,,S]

et

(18) [&quot;,S]==5[ii f S] + ^[^8]^2[r &amp;gt; 8]

on, ee qui revient au m(
A

me,

(9) B -S ^ = ,r[ r, S] +r[r, S] + z[^, ft],

OEuv/es (!eC. S.\,t.\.



274 COMPTES RENDUS DE LACADEMIE.

et

(20) [&amp;gt;2, S] = I/O, S] + v[v, S] + [ , S]

De meme encore, si Ton pose

on trouvera

&quot; [K, S] = [U, S] + [V , S] + [W, S].

De ces diverses equations, jointes a celles que nous avons precedein-

ment obtenues, on deduira immediatement les suivantes :

[/-, ]= -i [;, &amp;lt; ]=
;;

[ % ]
=

[/-, U] = o, [r, V]=o, [/-, W] = o,

[ M,U] = o, [,V]=o,

^c -4- v y
wr

Q, K] = -
, -, O, K]=- -, [, K] - -,

&quot; Jv JV

[U,K] = o, [V,K] = o, [W,K] = o.

II. Des fonctions differentielles alternees, dans lesquelles les variables

dependent de la position et de la vitesse d un point mobile.

Concevons que
x, y, z

represented les coordonnees rectangulaires d un point mobile, situe
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a la distance r de 1 origine des coordonnees, et

u, v, w

les projections algebriques de la vitesse to du meme point sur les axes

des x, y, :-. On aura

(
i

)
/ = \fx* -h y- -4- z-

,
w \ ii- -t- v- -+- -.

Si d ailleurs on nomme
6

Tangle forme par la direction du rayon vecteur r avec celle de la vi-

tess&quot;e to, on aura encore

ii x + vy -4- wz = wrcos&amp;lt;5,

par consequent

ux -\- vy + wz
2 - = COSO.

01 r

Cela pose, soil

(3) K = &&amp;gt;/-sin&amp;lt;3

le moment de la vitesse w. Le moment lineaire de cetle vitesse sera

une longueur representee par le meme nombre que le moment K, mais

comptee a partir de 1 origine, sur une droite perpendiculaire an plan

qui renferme avec 1 origine la direction de la vitesse; et, si Ton

nomme
U, V, W

les projections algebriques du moment lineaire K sur les axes rectan-

gulaires des

*, r ^,

on aura

(4) \J = wyvz, \ = uz wjc, Wvx uy,

(5) K = V
/

Or, si, dans la fonction alternee representee par
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on prend pour chaeune ties quantites S, T, soit 1 une des quantites

r, &), K,

soit Tune de leurs projections algebriques

oc, y, z
; u, v, ; U, V, W,

on ponrra obtenir en tout

12. 1 1 = 182

valeurs de [S, T], qui, prises deux a deux, seront egales, au signr

pres; par consequent 66 valeurs numeriques de [S, T] ou [T, S] qui

seront immediatement fournies par les formules du I
er

. Parmi ces

lormules, les quinze suivantes :

(6) [V,W] = U, [W, U]- V, [IT, V]=r\V,

[,-, U] = o, [r, V]= o, [r,W]= o,

;8) [ &)l uj^o, [&amp;gt;), vj= o, [
w,w] = &amp;lt;&amp;gt;,

(q) [^ U]=r, [z, V]= -x, [*,W]= o,

(10) [2, r]= o,

iV

(I I) I Z, &)J = ,

suffisent y. la determination complete des fonctions alternees
&amp;lt;]ui

se

presentent dans la theorie des mouvements planelaires. D aillcurs, eu

egard a 1 equation (2), la formule (12) pcut encore s ecrire comme il

suit :

(i3) [r, &&amp;gt;]

= cos&amp;lt;5.
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94.

MECAMQUE CELESTE. ~ Sur les fonotions alternees qui se presentent dans

la theorie des mouvements planetaires.

C. R.. t. XT, p. /iSa (7 soptembrc 1840). Suilo.

III. --
Transformation des coordonnees rectangulaires en coordonnees

polaires.

Adoptons les memes notations que dans les deux premiers para-

graphes. Soicnt, en consequence,

/- le rayon vecteur mene de 1 origine a un point mobile;

(o la vitesse de ce point;

K le moment lineaire de cctte vitesse;

8 Tangle compris entre les directions du rayon vecteur et de la vi

tesse;

et designons par

x, y, 2-; u, f, ; U, V, W

les projections algebriques des trois quantites

r, &), K

sur les axes rectangulaires de x, y, z. Solent de plus

i Tangle forme par la direction du moment lineaire R avec le demi-axe

des z positives;

/ Tangle forme avec Ic demi-axe des a? positives par la projection K sim

du moment lineaire K sur le plan des x, y\

o y 4- -
Tangle polaire forme avec le demi-axe des x positives par

la trace du plan du moment de la vitesse sur le plan des x, y ;

et/? Tangle renferme, clans le plan du moment de la vitesse, entre la

trace dont il s aant et le ravon vecteur /.
. cj i/
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En supposant cet angle compte positivement dans un sens tel que z et

sin/; soient des quantites de meme signe, on trouvera non seulement

LT = K sint

on, ce qui revient au meme,

(1) U =rKsim sincp, V =. K sim cosa,

mais encore

(2) xcosv + jsin&amp;lt;p
= rcosp, z = rsmp sim.

D ailleurs les equations

(3) U
&amp;lt;vj

vz, \ = uz wx, W = vx ny

entraineront la suivante

U*-f-V^+ W*= o,

qui, en vertu des formules (i), jointes a la seconde des equations (2),

deviendra

(4) jcos9 x sin 9 = rsmp cost,

et les formules (2) et (4) donneront

( x = r(cosp cos9 smp sin
cp cost),

(5) r = / (cos/; sin o&amp;gt; + smp cos
cp cost),

(
z = rsmf) sint.

Enfm, si Ton nomme u la projection de la vitesse w sur le rayon vec-

teur /, cette projection etant prise avec le signe + ou le signe , sui-

vant que le point mobile s eloigne ou se rapproche de 1 origine, on

aura
ll.X -\- (&quot;K -4- &amp;lt;

par consequent

(
6

)
u x -+- vy -+- w z = v r,

et, a 1 aide des equations (3), on pourra facilement eliminer de la for-

mule (6) deux des quantites u, r, w. On reconnaitra ainsi quecestrois
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quantites se trouvent separement liees a la vitesse *&amp;gt; par les trois tor-

mules

\V.r Us Uj V.r

r-

dont la derniere, eu egard aux formules(i) 01(2), peut s ecrire comme

il suit :

u smp -i cos sint.
r

r
J

Les equations (G), (7), (8), (9), (10), (n), (12) du second para-

graphe fournissent les valeurs numeriques des quinze expressions de

la forme

[S, T] on [T, S],

que Ton pent obtenir en prenant, pour S et T, deux des six quantites

U, V, W, r, o., z.

Or concevons qu a ces memes quantites on substitue les suivantes

K, , 9, r, o),
/&amp;gt;,

qui sont liees aux premieres par les formules (i) et par la derniere des

equations (2). Les quinze valeurs numeriques des fonctions alternees

que Ton pourra composer avec les six dernieres quantites se deduiront

encore aisement, eu egard a la formule (5)du I, des equations (6),

(7), (8), (9), (10), (r i), (12) du II. Ces equations donneront effecti

ve merit
nncpr&amp;gt; /

[i, K] = o,[&amp;lt;&amp;gt; ?] =
cosecj

(3)

K

[/ , K] = o,

[w, K] =: o,

[r, t]
= o,

[M, i] o,

_ cott
L/ J i7~

r
[P&amp;gt; ]

=

[9,K] = o;

[r, 9] = o;

[p, z&amp;gt;]

= o;

Ml
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IN . Desfonctions alternees qui se presentent dans la tlieorie da moiivement

d un point fibre, sollicile par line force qui emane d un centre fixe.

Considerons un point mobile qui se meuve librement autour d un

centre fixe, duquel emane une force attractive ou repulsive, variable

avec la distance. Soient, au bout du temps t,

r, y, z les coordonnees du point mobile rapportees a trois axes rec-

tangulaires qui passent par le centre fixe;

/ le rayon vecteur mene du centre fixe, c*est-a-dire, de I origine au point

mobile;

f (r) la force acceleratrice qui emane du centre fixe, prise avec le signe ~h

ou le signe , suivant que le centre fixe attire ou repousse le point

mobile ;

enfin u, c, w les projections algebriques de la vitesse to du point mo

bile sur les axes des x, y, z.

Le mouvement pourra etre represente par le systeme des six equa

tions differentielles

}) t u= -^

desquelles on tirera

=
f(r) Df /,

wx = o

par consequent

vz=U, uz wx = V, vx uy=W,

H, U, V, W designant quatre constantes arbitralres, et/(r) une nou-

velle fonction de / dont la derivee/^r) sera egale a f(r). Or, comme

les equations (2) donneront



EXTRAIT N 94. 281

il est clair que la courbe decrite par le point mobile sera une courbe

plane dont le plan renfermera le centre fixe. D ailleurs les nwuds tie

cette courbe n etantautre cbose que ceux de ces points qui se trouvent

situes dans le plan des x, y, 1 intersection de ce dernier plan avec le

plan de la courbe sera ce qu on nomme la ligne des n&uds. Cela pose,

si, en adoptant les notations du troisieme paragraphe, on suppose les

constantes arbitrages

K, i, 9

liees aux eonstantes arbitraires

U, V, W
par les formules

(3) U K sin i sin 9, V= -K sin 10039, W = Kcosi,

et les variables/;, / liees aux variables ac, r, z par les formules

(4) xcosy+ysiny= rcosp, 70039 xsino= rsmpcosi, z = /-sin
/&amp;gt;

shit,

la quantite K representera le moment lineaire de la vitesse, U, V, W
etant les projections algebriques dece moment lineaire sur les axes des

.r, y, :; t designera 1 inclinaison du plan de la courbe sur le plan des

,r, r, ou le supplement de cette inclinaison, et 9 Tangle polaire, forme

par la ligne des nocuds avec 1 axe desa?; enfin /, p representeront deux

coordonnees polaires, mesurees dans le plan de la courbe que decrit

le point mobile, r etant le rayon vccteur mene de 1 origine a ce point,

et/? Tangle polaire que forme le rayon vecteur avec la ligne des noeuds.

Soient d ailleurs ^ Tangle forme par la direction du rayon vecteur

avec celle de la vitesse to, et

. u.r -+- vr -+- &quot; 2
v =o&amp;gt; coso = -

r

la projection de cette vitesse sur le rayon vecteur/-, prise avec le sig-ne -+-

ou le signc , suivant que le point mobile s eloigne ou s approcbe du

centre fixe. En differentiant par rapport a t le rayon vecteur / et Tor-

donnee
z = rsinp siiu,

OF.wrcs de C. S. I, t. V. 36
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on trouvera successivement

(5) D,/-=y

et

w = D t z = (v smp -+- rcospD (p] sim;

par consequent
v sin/? sin t

i cosp sin i

puis, eu egard a la formule (7) du IIF,

(6) IV-,-,-

Ajoutons que, des formulcs (4), differentiees par rapport ;i /, on tirora

u cos 9 + i sin 9 = D t (rcosp), v cos 9 n sino = costD^ (rsmp},

=
sintD^frsin/?),

ft par suite

o&amp;gt;

2 = w--4- v- -+- a&amp;gt;
= (u cos 9 -I- csino)

2 + (v 0039 u sin 9 )

- + ir-

=
[Di(rcos/&amp;gt;)]

2
-f- [D,(rsin/j)]

a
,

on, ce qui revient au meme,

(7) =(Drr)-4-(rb,/&amp;gt;).

On peut au reste etablir directeinent les formules
(.&amp;gt;), ((&amp;gt;), (7), des-

quelles on tire

K 2

&)- =r J- + -
5

/
-

puis, eu egard a 1 equation (i),

(8) ^==aH.-~-ha/(r).
/

La valour de u etant determined par 1 equation (8) en function de /, on

deduira aisement des formules (5)et(6)Ia relation (jui existe entre /

et / ou ret p. En effet, ces formules donneront

(ft =: -
dr, dp = - dr

;
~ ~~
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puis on en conclura, en designant par t une valeur particuliere du

rayon ;-, etpar ~, GJ les valeurs correspondantes des variables t
et/&amp;gt;,

(c))
t ~ ~=( *-t!r, p-rz=K dr.

/(. t/v

Les six equations (i), (2) et (9), desquelles on peut eliminer

r, M, K et v

a 1 aide des formules

(10) r = ^x--^-f- + z-, to=\&+v*-\-w*t
K = v/U

2 H- V- H- W-

et de 1 equation (8), peuvent etre considerees comme etablissant entre

les variables

/, j-, }\ -, H, i-,

des relations qui cliangent avec les valours des sept eonstantes arbi

tral res

T, II, d, t, I, V, W.

Concevons maintenantque 1 on attribue a 1 une de ces eonstantes, av

par exemple, une valeur determinee; les valours des six autres eon

stantes arbitrages

T, II, GT, L, V, W

pourront se deduire des equations (i), (2) 01(9), jointes aux formules

(8), (ro), et s exprimer en fonction des seules variables

/, a:, r, z, it, v, w.

Or, si Ton substitue ees memes valeurs, combinees deux a deux de

toutes les manieres possibles, a la place de S et dc T, dans la fonction

alternee designee par [S,T] ou [T, S], on obtiendra en tout quin/e

valeurs numeriques de cette fonction alternee, qui se calculeront aise-

inent a 1 aide des formules etablies dans les paragraplies precedents,

l^ntrons a ce sujet dans quelques details.

En considerant co comme line fonction dc /* et de H determinee par

la formule (i), on tirera des equations (8), (IT), (12) du II jointes
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aux equations (7) et (10) [ibid.~\, et a la formule (G) du III,

(n) [H,U] = o,- [D,V] = o, [H,W] = o,

(12) [z, H] = -,

(3) [/-, ll] = j.

Pareillement les
7&quot;,

8 e
, 9

e
ct iff formules comprises, sous le n 8,

dans le II, donneront

(.4) [H,K] = o, [H,t] = o, [II, 9] =o,

On pourrait, au reste, deduire les equations (i4) des equations (i i)

combinees avec les formules (3), et la formule (i5) de la formule (12).

En considerant r comme une fonction de t, T, H et K, determinee

par la premiere des equations (9), jointe a la formule (8), on tirera des

formules (u), jointes aux trois dernieres formules du I, et aux

equations (7) du II,

(16) [T,U]= o, [T,V] = o, [T,W] = o.

De plus 1 equation (i3), jointe a la premiere des formules (1/4) et a la

suivante

donnera

(.7) [H,r] = i.

Ajoutons que des formules (16), combinees avec les equations (3), on

tirera

(18) [r, K] = o, [T, ]
= [^j^]^ -

En considerant/; comme une fonction de

/, r, II, K et w

determinee par le systeme des equations (9) jointes a la formule (8),
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on aura
IT

])Tp = -D,/&amp;gt;
= -

-,i D CT
/&amp;gt;

= i.

Cela pose, les ioe
,
n e

et iae formules inscrites sous le n 8, dans le

III, jointes aux trois premieres el aux equations (r4), (18), donne-

ront

COtt

(19) [ ra,K] = i, !&amp;gt;]= -jf [w*?] = .

tandis que la formule (i5) donnera

Ajoutons que les formules (19), combinees avecles equations (3), don-

neront

ou, ce qui revient au meme,

On pourrait au reste deduire directement les formules (20) et (21) des

formules (i i) et (9) du II.

II nous restc a developper la treizieme des formules comprises sous

le n 8 dans le III, c est-a-dire la formule

Or, de cette formule, jointe a celle que nous venous d obtenir et aux

equations (16), on deduit immediatement la suivante :

dans laquelle restconsidere comme fonction de t, T, H, K,
et/&amp;gt;

coniinc

fonction de r, cr, H, K, ces fonctions etant determinees par les equa

tions (9), jointes a la formule (8). Comme on a tl ailleurs, sous ces
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conditions,

DK r= - v f D K
(-)&amp;lt;!,;

Dn/, = K f
&quot;

L
I),,

(L\ (/r
,

/t ,/t
/-

&amp;lt;! par suite, cu egard a la formule D k u = ^ 0,, j,

on trouvera defmitivement

Hn resume, si, en attribuant a la constante r une valeur determines

on tire des equations (i), (2) et (9), jointes aux formulcs (8), (10)
les valeurs des six constantes arbitrages

T, H, 5J, U, V, W,

exprimees en fonction des variables

les quinze valeurs numeriques que pourra obtenir la fonction alterne&amp;lt;

[S,T] on [T,S],

quand on prendra pour S et T deux des six quantities

T, H, w, U, V, AV,

seronl fournies par le tableau suivant :

[V,W] = l, [W,U] = V, [U, V]--=\V.

[W, UJ= o, [H, V]== 0j [II, W]^o,
[t, U]-o, [-, V] = o, [-, WJ = o,

(4
Kl KV

[H, t=i f

la valeur de K etant donnee par la derniere des equations (10).



EXTRAIT N 94. 2S7

Si, aux trois quantites
u, v, w

on substitue celles qui sont liees avec elles par les formules (3), sa-

voir

K, i et 9,

les douze premieres equations, renfermees dans le tableau qui precede,

se trouveront remplacees par les suivantes :

[ i, K ]
-- o , [ Q, K J o,

Mv

[ii,K]=&amp;gt;, [ii, t]=o, i;n,o] = o.

[r, K]=o, [T, t]=o, [7, ?]==o,

cou.

Les formules (24) et (25) se rapportent au cas ou Ton suppose la

valeur de T completement determinee, et plusieurs d entre elles pour-

ront subir des modifications, si Ton suppose que la constanter, deve-

nant arbitraire, se trouve liee d une certaine maniere aux six con-

stantes arbitraires

r, II, w, U, V, W,
ou

r, II, HI, K, t, o.

Toutcfbis, il est important d observer que les formules (24) et ( ^5 i

continueront de subsister, sans aucune alteration, si Ton prend pour \

une valeur particuliere de r, correspondaute a une valeur donnee de

la vitesse u mesuree sur le rayon vecteur r. Cette valeur particuliere

de / pourra etre, par exemple, une valeur maximum ou minimum de /,

correspondante a une valeur nulle de u. Cela pose, on prouvera aise-

ment que les equations (24), (20) comprennent les formules connues,

relatives a la variation des elements du mouvement ellipti(jiie.
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95.

MECAMQUE CELESTE. -- Methode simple et generate pour la determination

numcrique des coefficients quc renferrne le developpement de la fonction

perlurbatrice .

C. R., I. XI, p. 4
r
&amp;gt;3 (14 scptembrc iS.fo).

On salt que le calcul des perturbations des mouvements planetaires

repose principalement surle developpement d une certaine fonction R

en series de sinus et cosinusd arcs qui varienlproporlionnellemenlau

temps. Autrefois, pour calculer les divers coefficients que renferrne

cette serie, on les deduisait les uns des autres. Dans le Memoire que

j
ai public en i83i, sur la Mecanique celeste, j.

ai donne diverses for-

mules a Faide desquelles on pouvait calculer separement chaque coef

ficient. Mais, quoique ces formules semblent preferablesacelles qu on

avail employees avant cette epoque, j
ai reconnu qu on pouvait leur en

substituer d autres plus simples, par consequent plus utiles, et qui

permettront, si je ne me Irompe, d abregcr notablement la longueur

des calculs astronomiques.

Mes nouvelles formules sont deduites de la consideration des inte-

grales defmies doubles. On sail depuis longtemps que les coefficients

renfermes dans les integrates du mouvement elliptique peuvent etre

represcntes par des integrates defmies simples, et les coefficients ren

fermes dans le developpement de la fonction perturbatrice par des in-

tegrales defmies doubles. M. Hansen, de Gotha, s est meme servi de

ces dernieres
( ),

dans sa piece sur les perturbations de Jupiter et de

Saturne, couronnee par 1 Academie de Berlin. Mais le calcul des inte

grates defmies doubles, tel qu on le pratiquait. etait encore assez pe-

nible, comme 1 a remarque M. Poisson, qui lui-meme en avail indique

1 usage, dans le probleme qui nous occupe ici. Pour abreger les calculs,

( ) On pcul voir aussi, sur cct objct, un beau Memoiro do M. Poisson, inserc dans la

Cimnaissance des Temps pour 1 annce i836.
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M. Liouville a propose une methode, a 1 aide de laquelle on peut re-

duire a des integrales simples des valeurs approchees des integrales

doubles. Je me suis demande s il ne serait pas possible de substituer

generalement, et sans rien negliger, des integrales simples aux inte

grales doubles, par une methode qui permit de calculer facilement le

coefficient du terme general, dans le developpement de la fonction per-

turbatrice. Apres quelques recherches sur ce sujet delicat, j
ai eu la

satisfaction d obtenir des formules qui resolvent la question affirmati-

vement. Ces formules ont d ailleurs 1 avantage de conduire a de nom-

breux theoremes qui ne paraissentpas sans importance dans la theorie

des mouvements planetaires.

D apres la methode que j
ai suivie, chaque terme du developpement

de R se trouve compose de deux facteurs, dont 1 un depend unique-

ment des moyennes distances des planetes au Soleil, ou, ce qui revient

au meme, des grands axes de leurs orbites, des excentricites de ces or-

bites et des longitudes des perihelies; tandis que 1 autre facteur, re-

presente d abord par une integrals definie double, depend uniquement

desinclinaisons des orbites, de Tangle compris entreles traces de leurs

plans sur le plan fixe que Ton considere, et du rapport entre les grands

axes des orbites de la planete perturbatrice et de la planete troublee.

Pour transformer les integrales doubles en integrales defmies simples,

il suffit d introduire dans le calcul un certain angle qui depend unique

ment des inclinaisons des orbites et de Tangle compris entre les lignes

des noeuds, puis de considerer comme termes separes ceux qui ren-

ferment, sous le signe sinus ou cosinus, des multiples differents du

nouvel angle.

La methode que je propose a cela d extraordinaire que les perturba

tions des planetes non situees dans un meme plan se calculent a pen

pres avec la meme facilite que les perturbations d astres qui se mou-

vraient tous a la fois dans le plan de Tecliptique.

OEuvres de C. S. I, t. V.
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ANALYSE.

I
cr

.
-- Considerations g&nerales.

Solent

M la masse du Soleil ;

m, m , m&quot;, . . . les masses des planetes ;

/ r
,

T&quot; , . . . leurs distances au centre du Soleil ;

i , ... les distances de la planete m aux planetes m , . . . ;

x, Y, z\ x , y ,
;;

;
x&quot; ,

y&quot;
, 5&quot;; ... les coordonnees rectangulaires des di-

verses planetes, le centre du Soleil etant pris pour origine.

En choisissant convenablement Tunite de masse, designantpar u, r,

ivies vitesses de la planete m mesurees parallelement aux axes des ,r,

Y, z, et faisant, pour abreger,

Dll =MH- m,

m (xx -\-
&amp;gt;y
+ zz

}
in

on trouvera, pour les equations differentielles du mouvemcnt de m,

dx _ dy _ dz

dt dt dt

du 01L.r d}\ dv OILv d\{ dw OIL:; &amp;lt;)\{

les valeurs de /%/ , . . . , r, ... etant

Si d ailleurs on nomme () Tangle sous lequel la distance it est vue du

centre du Soleil, c est-a-dire, en d autres termes, Tangle compris entre

les rayons vecteurs /, /
, on aura

xx -V- TV
coso = -
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et, par suite, la valeur de R pourra s ecrire comme il suit

m r m
(i) R = coso +. . . ...,

/
*&quot;

\s

la valeur de t etant

t = (r
z 2 rr cosd -+- r -)~

ou, ce qui revient au meme,

ifr r
t = r

-
r

( . H 9. COS
\ r

j

La fonction R, determinee par Tequation (i), est celle que M. Laplace

a nominee \& fonction perturbatrice. Lorsqu on neglige les termes qui

en dependent, les equations dumouvementde la planete ws integrent,

et 1 orbite decrite est une ellipse, dontun foyer coincide avecle centre

du Soleil.

Soient

a le demi-grand axe de cette ellipse;

la distance du centre au foyer, le rapport t etant ce qu on nomine

\cxcentricite;

i Yindinaison du plan de 1 ellipse sur le plan fixe des ac, y, qui pent

coincider avec le plan invariable, relatif a notre systerne planetaire;

o Tangle forme avec 1 axe des x par la ligne des nceuds, c est-a-dire par

la trace du plan de 1 orbite sur le plan des x, y\

/) Tangle forme avec cette meme ligne par le rayon vecteur /, on &amp;lt;v

qu on appelle la longitude de la planete ;

cr la longitude du perihelie;
- Tinstant du passage de la planete m par le perihelie.

Les coordonnees rectangulaires x, y, z se trouveront liees aux coor-

donnees polaires r
et/&amp;gt; par les formules

9 cos/; 3109 cost sm/;,

(3)
^- sin 9 cosy; + cos 9 cost sin/;,

2
- = smt sin/;.
A&quot;
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I)e plus les coordonnees polaires r et/? s exprimeront en fonction de

Yanomalie excentrique ^, et cettc anomalie elle-meme en fonction du

temps t, a 1 aide des formules

cosJ; s (i e
2

)-sind&amp;lt;
cos (i) GJ = j-j sm(p w} = -- -3-

i cos i

(6) fy sin&amp;lt;ji

= c(t -},

la valeur de c etant

Les equations (3), (4). (5), (6) determinent, dans le mouvement ellip-

tique de la planete m, les coordonnees x, y, z en fonction du temps /

et des six constantes arbitraires

, , GJ, I, 9, ~.

Pour passer du mouvement elliptiquc au mouvement trouble, il sulfit

d imaginer que les constantes arbitraires

ft, , To, I, O, T

deviennent variables avec le temps t, leurs derivees, relatives a/, etant

exprimees en fonctions lineaires des six quantites

dR cM t)R dR d\\ dl{

da dc ()GJ Oi d dr

par des formules connues, que Ton deduit aisement desprincipes eta-

blis dans le precedent Memoire, et dans lesquelles les coefficients des

six quantites dont il s agit renferment seulcment

L integration par serie de ces formules s effectue aisement lorsqu on

suppose la fonction perturbatrice R developpee en une serie de sinus et

de cosinus d arcs qui varient proportionnellement au temps t. Ce deve-

loppemcnt est 1 objet dont nous aliens maintenant nous occuper.
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Observons d abord qu cn vertu des formules (4). (5), (0), jointes a

la formule de Lagrange, les quantites

et par suite les quantites
r, cos/), sin/7,

pourront etre developpees en series de termes proportionnels aux sinus

et cosinus de Tangle
C(I-T).

Pour abreger, nous designerons par Jcet angle qu on nomme Vanoma-

liemoyenne. Cela pose, [ equation

reduira la formule (6) a

(9) ^ e sirup = 7 ;

et puisque les trois quantites

/% cos/?, sin/?

seront developpables en series de termes proportionnels aux sinus et

cosinus des multiples de T, on pourra, en vertu des formules (3), en

dire autant descoordonnees

ou memo du rapport
xx 4- TYcosd=

/T

Done, si Ton nomme
~.

j,, j.,,i
,

/
,

*
)

...

les anomalies moyennes relatives aux diverses planetes

R sera developpable en une serie de termes dont run quelconque sera

proportionnel aux sinus ou cosinus des multiples de deux de ces ano

malies. II y a plus : comme, en vertu de formules connues, de sem-



294 COMPTES RENDUS DE L ACADEMIE.

blables sinus ou cosinus s. exprimeront a 1 aide des puissances entieres

positives on negatives de deux des exponentielles

on aura necessairement

//, // etant deux quantites entieres positives ou negatives, la notation

(/, m ) HiH
-

designant le coefficient du produit

dans la partie du developpement de R qui se rapporte aux planetes /w,

//?
, et le signe \ indiquant une somme de termes relatifs, soil aux di-

verses valeurs entieres de n, n
, soil aux diverses planetes comhinecs

deux a deux de toutes les manieres possibles.

II. Stir la distance muluelle de deux planeles, et sur leur distance
apparent e, vue du centre du So leiI.

Avant d aller plus loin, il importe de voir comment la distance mu-
tuelle -6 de deux planetes m, m , et leur distance apparente, vue du

centre du Soleil, ou Tangle S, s expriment en fonction des coordon-

nees polaires /;, r, //, r .

Soient
/

, //., !&amp;lt;/,
a

, , cy , t , o
, T

ce que devienncnt

r,
f&amp;gt;, ty, a, e, GJ, i, 9, -.

quand on passe de la planete m a la planete m . La formule

, xx v v z z
cos d = ,-+- H

/ r r r r /
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jotnte aux formules (3) du I, donnera

coso = (cos/? cos// -f- cost cost sin/? sin/; )
cos (9 9) 4- sin i sin i sin/? sin/?

-
(cost sin/? cos/? cost sin/? cos/? )

sin (9 9)

on, ce qui revient an meme,

(i) cos 3 = u. cos (p
1

p 4- H) 4- v cos(/? 4-/? 4- (

1&amp;gt;),

les valeurs de acosll,
;./.

sinll, vcos&amp;lt;I&amp;gt;,
vsiivD etant foumies par les

equations

(i 4- cost cost
)
cos (9 co) 4- sint sint cost 4- cost

ucosll -
5 ttsinll = sin (0 9),

J

2 *

(\ cost cost ) cos (9 9) sint sint cost cost .

&amp;gt;
vsm&amp;lt;P=- sin oo.

11 est aise de voir ce que representent, dans la formule (i), les deux

constantes

U., V.

En efTet, on lire des formules (2)

i 4- cost cost -*- sint sin t cos (9 9)

~T~

i cost cost sint sin t cosfo o)

De plus, comme, en vertu des formules (3) du I, le plan de 1 orbite

de la planete 77? est represente par 1 equation

(,r coso j sin9) sin/ 4- z cos/ = o,

si Ton nomme I 1 inclinaison mutuellc des plans des orliites des deux

planetes m, m , on trouvera

cosl = cost cost -i- sint sint cos (9 9).

Done, par suite, les valeurs de
y.

et v se reduiront a
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Considerons maintenant la distance -c des deux planetes ?n, m . L equa-

tion qui determine cette distance peut s ecrire comme il suit

,Afi(r r
\ ,T*

c =
(-i IT ---+- cos &amp;lt;5

1_2\/ rj J

Si les prbites des deux planetes m, 7ri etaient circulaires, on aurait

r = a, r = a ,

et par suite la demi-somme

se reduirait a la constante &quot;X determinee par la formule

(3) ;

Done, si Ton pose generalement

?. \ a

la quantite variable
p
deviendra nulle avec les excentricites. D ailleurs

comme, eu egard a la formule (4), on aura

.1 j

(5) i =:
(-2/r )- (I cos&amp;lt;3 -+- p)-,

et par suite

(6) --=(2AT )

2

(A COS(5 + p) &quot;,

il sera facile de developper -c et - suivant les puissances ascendantes

de
p. Ainsi, par exemple, on tirera de 1 equation (G), jointe a la for

mule de Taylor,

(7) =
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Ajoutons qu en vertu de la formule (3), la valeur de
p,

savoir

(8) p== 2 r r

pourra etre presentee sous la forme

T a a \ I r r

P
2 \ r r I \a a

et que de cette derniere equation, jointe a la formule (4) du I, on

tirera

(q) P=-( -; ) fe cosiL ecosdi).
2 \ r r i

v

III. D&veloppement de la fonction perturbatrice.

Comme nous 1 avons vu, dans le I, la fonction perturbatrice R,

determinee par [ equation

m r m= 7- cos&amp;lt;5 +. . .

/-
- i

pourra etre presentee sous la forme

lt\ ft
--\ (m m } ,f,(nT+n T }J=i

(*) 1\ . T
[ III, III

) n , n V
i

le signe \ s etendant a toutes les valeurs entieres positives ou nega

tives de /?, ri, et (m, m ) fl&amp;gt;rt

-

designant un coefficient constant, relatif

au systerne des deux planetes m, m . Or, si Ton integre, entre les li-

mites o, 27: de chacune des variables T, T , les deux membres de la

derniere equation, respectivement multiplies par

on trouvera

(3) (m,m } rl n,+ ...= -^-t [ f Re-iaT+a T W&quot;*^ J Jo

OEuvres de C. S. I, t. V. 38
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la somme V

(m, m }n,n -I- ...

etant composee de termes

(m,m },, in
f

, (m, /&quot;), ,
...

relatifs a un meme systeme de valeurs de n, ri, et dont le premier se

transforme dans les suivants, quand on remplace successivement la

planete m par la planete m&quot;, ou m&quot;
,
.... Pour obtenir en particulier la

valeur du coefficient (m, m } /i&amp;gt;u
,-

il suffira de remplacer, dans le se

cond membre de 1 equation (5), la fonction R par la somme

m r nt

r- COSO
/

- v

des deux termes relatifs aux seules planetes m, m . On aura done

(4) (m,ni },&amp;gt;
A,JiW B

//irt /,

on posant, pour abreger,

et

nn,= ^LC C ^
4*v, J*

&amp;gt;

-

C -
.4*V

D ailleurs, en vertu du principe des aires, on a

r- dp K dt = dT,
c

K designant le moment lineaire de la vitesse, determine par la for

mule

K = a-c(\ e
2
)- ;

et par suite

dT= - r2
dp,

ce que Ton pourrait aussi conclure des formules (5), (6), (8) du II.
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Done les valeurs de A
fl&amp;gt;/1

-, B,,,,/ peuvent etre presentees sous les formes

(5)

II y a plus : eu egard a la formule (7) du II, la valeur de B,2 ,
de-

viendra

6) ... =g^Kj Jf- ffi

2

^^- P

Dans 1 integrale double que renferme le second membre de I equa-

tion (5) ou (6), la fonction sous le signe / peut etre consideree comme

le produit de deux facteurs P, Q, dont Fun, dependant uniquement de

Tangle &, est developpable suivant les sinus et cosinus des multiples

de/&amp;gt;
et dc //, tandis que 1 autre factcur, en vertu des formules (4), (5),

(G) du I, est developpable suivant les sinus et cosinus des multiples

de p
- a et de p u. Ces deux facteurs sont respectivement, dans

la formule (5),

( 7 )
P = cosd, Q=^ r*e-^ T^- 1

,

et, dans la formule (6),

On aura done, en supposant les valeurs de P, Q donnees par les for

mules (7),

et, en supposant les valeurs dc P, Q donnees par les formules (8),
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la caracteristique D&amp;gt;
etant relative a la quantite * que renferme la

lettre P.

II nc reste plus qu a trouver, dans 1 une et Fautre hypothese, la va

lour de 1 integrale double

Or concevons que Ton designe par

PA.A- ou par

le coefficient du produit

eJ&amp;gt;P\i-\ etiP &amp;lt;J-\ ou du produit e

dans le developpement de la fonction P ou Q suivant les puissances po
sitives ou negatives des exponentielles

ep-*
,

eP ou

en sorte qu on ait

V, Q

On aura evidemment, en vertu des formules (i i),

le signe } s etendant a toutes les valcurs entieres de h, h . Par suite,

on tirera de { equation (9), en admcttantles formules (7),

et de 1 equation (10), en admettant les formules (8),

(.4) ..=?.*
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Par le moyen des equations (i3) et(i/i), la recherche du developpe-

ment de R suivant les puissances entieres positives ou negatives des

quatrc exponentielles

se trouve reduite a la recherche des developpements des fonctions

auxiliaires P et Q, determines par les formules (7) et (8), suivant les

puissances entieres des exponentielles

ou

Cette derniere recherche sera 1 objet du paragraphe suivant.

Une remarque importante a faire, c est qu en vertu des formules (i3)

et (i4) la fonction R peut etre representee par une serie de termes

dont chacun est le produit d un facteur de la forme

par deux autres facteurs dont le premier,

ou

depend uniquement des constantes o, o , i, -/, c est-a-dire de la position
a

des plans des orbites et du rapport &amp;gt;
tandis que le second,

depend uniquement des demi-grands axes a, a et des excentricites

e.

IV. D&veloppement de la premiere fonction auxiliaire.

On developpera facilement la premiere fonction auxiliaire P suivant

les puissances entieres des exponentielles

ou, en d autres termes, on determinera les coefficients P^ compris
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dans la formule

P =

en operant comme il suit.

D abord, si Ton suppose, conformement aux formules (7) du III,

(1) P =
cos&amp;lt;5,

on en conclura, eu egard a la formule (i) du II,

P fj.cos(p p + 11) + v cos (p
1 + p + 0)

= ^ u. re /&amp;gt; -P-i-n)t/^7 -+- e~ (l&amp;gt;

~

/
5 +Il)v/r^J

-4- 4- v [ e
(plJrp+^ } v

/r + e-(p +P+&amp;lt;b) &amp;lt;J~i

] .

Done alors on aura

(2) P
A&amp;gt;A

.= o,

si les deux indices h, ti ne se reduisent pas, au signe pres, a 1 unite,

et, dans le cas contraire,

i P , l
= iv**^=i

&amp;gt;

P_, _ f
= |ye-**

cr
,

i
3

)

! P_
) ,,
= iae1I

v
/

-i, p ,
f
_1= ^e-ll^=l,

Supposons, en second lieu, conformement aux formules (8) du III,

(4) P=
(&amp;gt;. -cos^)&quot;

2
.

On en conclura

i

P = [/. [J.
COS (p p -+- II) yCOS(p + /^

+
4&amp;gt;)]

2
;

puis, eu egard a la formule de Taylor,

(5) P

le signe \ s etendant a toutes les valeurs entieres nulles ou positives

de i. Soit maintenant
_i

A = [A fj.cos(p p -\- II)]
2

.
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On pourra developper A suivant les puissances entieres de 1 exponen-

tielle

e (/&amp;gt; -/)-(-ii) V
/-

1

ce qui revient a developper
_ i

(X JLCOSp)
~

suivant les puissances entieres de &amp;lt;?*V- ; et, en posant

r^ -

A
y
=--

/ (X fxcosp) *&amp;lt;ri&quot;Fidp t

* r- J

par consequent
2U

cos a

(6)

on trouvera

le signeV s etendant a toutes les valours entieres positives, nulles ou

negatives de/. Cela pose, la formule (5) donnera

t-\ p _V ( ^y
/j I - 9. . . /

i\l

Si, dans cette derniere equation, on developpe le binome

[ &amp;lt;?

(P +/7 -H P) /^l _{_ e-(/J +p+ I
) V

711

!]

ct si, pour abreger, on represente par la notation

le coefficient de xl dans le developpement de (i H- a?) , on trouvera

(9) PA.A =O,

toutes les fois que la somme h -f- A sera impaire, et, dans lecas con

traire,
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le signe\ s etendant a toutes les valeurs entieres, nulles ou positives

de i qui, rendant la somme 2z-hA-h/i divisible par 4, fournissent

pour

un nombre pair.

V. D&veloppement de la deuxi&me fonction auxiliaire.

La deuxieme fonction auxiliaire pent se developper facilement sui-

vant les puissances entieres des exponentielles

e (p-tn)\l~
^ eCy -cr )/1^

a 1 aide des considerations suivantes.

La formule

Q \ Qhth,e
h(p-^~ eh d1 - ^^

entraine 1 equation

r^ r- x

Qe-h(p-W\/-*e-h (P
-

^-&amp;lt; dpdp

Gela pose, considerons d abord la valeur de Q fournie par la seconde

des equations (7) du III. On pourra la decomposer en deux facteurs

g, q , dont 1 un se rapporte a la planete m, 1 autre a la planete m , les

valeurs de q, q etant

Alors,sirondesigne par qh le coefficient de eh{*-^~* dans la fonction^,
et par qk , le coefficient deeh iP

- rt~ dans le developpemerit de la fonc

tion q , on aura, non seulement

mas encore
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Ajoutons quo Jes valeurs de gh , q,, seront determinees par les equa

tions

r 271
i r

2 &quot;

(4) q/l
= -

qe-&quot;(P-^^dp t q k,= \ q er* (P -*&quot;&amp;gt;
:
*dp ,

2 ^r t/
2

&quot;

o

et par consequent representees par des integrates simples dont il est

facile d obtenir les valeurs.

Considerons maintenant la valeur de Q fournie par la seconde des

equations (8) du 111. Pour la decomposer en termes dont chacun soil

le produit de deux facteurs relatifs a une seule des planetes m, m ,
il

suffira de developper les deux binomes qui entrent dans la valeur dc

I expression

En effet, en operant ce developpement, on a

(- ap) =V (- iY-
i+

(lW)j f

1

(-scos^y (e cosf )/ ,

le signe s etendant a toutes les valeurs entieres, nulles on positives

de

, P. 7. /

qui verifient les conditions

(5) I4-I =/, J-*-/= /-

Done la seconde des formules (8) du III donnera

(6)

les valeurs
^r, ^r etant, eu egard aux formules (5),

.

, q = &J a 1 - 1 r
*

e.-w /V
K lv

t, si Ton designe encore par gA , qh
. les coefficients des exponentielles

OF.mrcs de C. - S. I, t. V. 3g
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dans les developpements de g, q , suivant les puissances entieres do

e(p-v)\Pi ou de e(p
- ^ -*,

on tirera de [ equation (6)

les valeurs de qh , qh pouvant encore etre deduites des valeurs de q, q

donnees par les formules (7), a 1 aide des equations (4).

Ainsi, la recherche du developpement de la deuxieme fonction auxi-

liaire se reduit a la recherche des developpements des fonctions q, &amp;lt;/

,

que determinent les formules (2) ou (7), et que nous appellerons fac-

teurs simples, parce que chacun d eux se rapporte a une seule des

deux planetes m, rri .

D ailleurs on deduit les formules (2) des formules (7), en posant

dans celles-ciy = o, f= o, et remplacant en outre /et i par ^, ou /

et i par |. De plus, on deduit la seconde des formules (7) de la pre

miere, en accentuant toutes les lettres. Done, en definitive, la re

cherche du developpement de la fonction perturhatrice se reduit a la re

cherche du developpement du facteur q, determine par la premiere des

equations (7), dans le cas oil, j etant un nomhre entier, on attribue a

/et?, ou 1 une des valeurs f , -H f , ou des valeurs entieres, nulles ou

positives, la valeur de i etant alors tout au plus egale a celle de/.

V I. Developpement des facteurs simples.

II ne reste plus qu a developper suivant les puissances de

la valeur de q determinee par la premiere des formules (7) du V, sa-

voir,

Q ^ . _
(i) q = -^tiat- r1

~
e-/ V-&amp;lt;

K.
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Or, comme on 1 a deja remarque, si Ton pose generalement

g= Z
on aura

(2) qh = /
n e-h(p-TzW-\ Jp f

277 J*

D ailleurs, en vertu des formules (5) du I
ei

, ou, ee qui revient an

meme, en vertu des formules

K r

dp = ^dT, T= I esin^, dT=-d*l&amp;gt;,

on a

d
l&amp;gt;=~

~ d^

Done 1 equation (2) peut etre reduite a

qh = T - - e^*t#-&quot;V-t dty,
27: JQ

c ar

et Ton aura, eu egard a la formule (i),

i r
271

:! _-_
(3) qh = a - -

ev / r~* e-wrv^-te-A^-w)^ cosy j, j.h.
277 ^o

Si maintenant on tient comple de la formule

r =1 a(i e cos J;),

on tirera de 1 equation (3)

(4) (jh
= a

l~
&quot;^E

/(
.|w-&amp;lt;,y,

pourvu que Ton designe, a 1 aide de la notation

une fonction de z, representee par une integrale simple et determined

par la formule

i r-
T-

\

^^ /n
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Or, en vertu de la formule T-= 6 esind, on a

(6) e-nrv/^7- e-,&amp;lt;^ e-^^

le signe \ s etendant a toutes les valeurs entieres, nulles ou positives

de k. De plus, comme, en designant par r, la tangente de la moitie de

Tangle qui a pour sinus e, on trouvera

3V3 ^ I TI-
e= TT^ ~-T^

I -+- Tr 2yj COS^O I c COS & =r I- =: f
,

.. e b\
-

1
) ( ,

-

f e -tyy- \

I -t- (] 1 fl
v

les formules (5) du I
er donneront

&amp;gt; (i 4- /]-} cosd; -2V] (i /]-) sin
-p

Q cos (p w)= -
i sin p ro

}

= -
: 5

i 2 yj COS y -+- r,
2

i 2 rj COS | -4- 71
-

et Ton en conclura

10

Cela pose, on aura

par consequent

et Ton tirera des formules
( j), (G), (i i

poiirvu que Ton designe generalement a 1 aide de la relation
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le nombre determine par la formule

(
3

)
fcijt /,

= - - e iM- cos ^ ( sin ^v
-

)* ^
ii: Jo

Or cette derniere formule se reduit :

i Pour des valeurs paires du nombre k, a

- i r 271

( i ) y^ij, /.=( )&quot;

/
cos ify cos./

&amp;lt;];

sin 7

^ d&amp;lt;\&amp;gt;
;

27:
/o

2 Pour des valeurs impaires du nombre k, a

*-t.L i /*
^

(i5) ^/,y.A-
=

( i)
a

/ sini^cos^ vp
sin /f

^ d&amp;lt;\&amp;gt;.27:
/o

Done la recherche du developpement de R se reduit, en derniere ana

lyse, a la determination des nombres representes par les integrates

dans lesquelles les exposants j, k sont entiers et positif s, la quantite /

pouvant etre positive ou negative. An reste, cette determination pent
s effectuer tres simplement, comme on va le voir.

La valeur generale de 3b
/&amp;gt;y&amp;gt;A

, determinee par la formule (9), se re

duit evidemment au terme constant, c est-a-dire independanl de Tex-

ponentielle

dans le developpement du produil

e i\^ cosy ^
Oil

suivant les puissances entieres de cette exponentielle; par consequent,
clle se reduit au terme constant, c est-a-dire independant de a-, dans Ic
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developpement du produit

(}J
+k X l

(x + X~ {

}J(X X-*
)*,

suivant les puissances entieres de x. On a done par suite

Ajoutons qu en vertu de la formule

cos f
i i

) J; cos
(
/ -+-

smo&amp;gt; sin lib =

la valeur du coefficient s^y,*, donnee par la formule (i5) et correspon-

dante a une valeur paire de k, est la demi-somme de deux valours du

meme coefficient correspondantes a deux valeurs pairesde k. Done, si,

pour faciliter les calculs astronomiques, on formait une Table des va

leurs de
3tai,j,k*

il suffirait de donner celles qu on obtient en prenant

pour k un nombre pair.

Au reste, les coefficients de la forme 0t/, y-,A jouissent de plusieurs

proprietes remarquables qu il est facile d etablir. Ainsi, par exemple,

les equations
+l H- X -

1 x

(x +- x~ {

}

k
(x x~*

}

*

(x-

ontrainent immediatement les suivantes :

dont la derniere subsiste pour des valeurs paires de i.

Dans d autres Memoires nous donnerons de nombreuses applications

des formules que renferme celui-ci.
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96.

MECANIQUE CELESTE. -- Note sur le developpement de la function

perturbatrice .

C. R., t. XI, p. 5oi (21 scptembre 1840).

En suivant la methode que j
ai indiquee dans mon dernier Memoire,

on developpe la fonction perturbatrice R relative a Tune quelconque

des planetes en une serie de sinus et cosinus d arcs qui varient propor-

tionnellement au temps. Cette methode exige, comme on 1 a vu, la de

termination de certaines integrates defmies simples, dont chacune de

pend uniquement du rapport entre les grands axes des orbites de deux

planetes, de 1 inclinaison mutuelle des plans de ces orbites, et dc

Tangle compris sur le plan fixe entre les lignes des noeuds. Mais ce

qu il importe de remarquer, et ce que Ton verra dans cettc Note, c est

que pour obtenir dans le developpement de R le coefficient du terme

correspondant a un argument donne, c est-a-dire a la somme et a la

difference de deux multiples donnes des anomalies moyennes de deux

planetes, il suffit de calculer un petit nombre de ces integrates defmies.

J indique aussi, dans la presente Note, un nouveau moyen d ob-

tenir, dans le developpement de la fonction perturbatrice, ce que j
ai

nomme les facteurs simples. Ce nouveau moyen est particulierement

utile lorsqu on se propose d obtenir les termes independants du temps,

et permet de presenter ces termes sous une forme tres simple. La de

termination de ces termes, dont je donne les valeurs exactes, est d ail-

leurs, comme on sait, d une grande importance, puisque c est d eux

que dependent les inegalites seculaires du premier ordre dans le mou-

vement des planetes.

ANALYSE.

I
61

. Tableau general des formules pour le developpement
de la fonction perturbatrice.

Comme on 1 a vu dans le dernier numero, si Ton nomme m, m , . . .
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les masses des planetes ; r, r, . . . leurs distances au Soleil ;
-c la distance

des planetes m, ?ri
, et &amp;lt;$ leur distance apparente, vue du centre du

Soleil, la fonction perturbatrice relative a la planete m, c est-a-dire la

valeur de R determinee par 1 equation

/&amp;gt;/ r in

(i)
. R = -7^- coso-f-. . .

--- ...,

pourra etre presentee sous la forme

R =V (m, m )^ rt e&amp;lt;*r-
|
-T&amp;gt;V

r*
,

7
T

, T designant les anomalies moyennes relatives aux planetes m, m ,

(m, m },h/l
&amp;gt; etant le coefficient de 1 exponentielle

dans le developpement de R, et le signe \ s etendant, d une part, a

toutes les planetes perturbatrices m ,
m&quot;

,
. . ., d autre part, a toutes les

valeurs entieres positives, nulles ou negatives dc n, ri .

Cela pose, si Ton nomme A,,,,/ la partie du coefficient (m, m ]lhll
&amp;gt; qui

depend du terme -y^-cosB, c est-a-dire de 1 action exercee par la pla

nete m sur le Soleil, et par --Bn ,,/
la partie qui depend du terme

m
5 c est-a-dire de 1 action de la planete m sur la planete m, on

1,

aura

(3) (m, m },tiH
=

A/,,,,/ K,, t/l
&amp;gt;.

De plus, en vertu des principes que nous avons etablis, les valeurs des

coefficients A, t&amp;gt;u
&amp;gt;,

Bw ,,/ se trouveront determinees comme il suit.

Soient

a, a les demi-grands axes des orbites des planetes /?z, m ;

3, a les excentricites de ces orbites;

CT, cj les longitudes des perihelies;

0, o les angles formes par les lignes des noeuds avec un axe fixe;

1, i les inclinaisons des deux orbites ;

I leur inclinaison mutuelle.
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Nommons d ailleurs r,, // les tangentes des moities des angles aigus qui

ont pour sinus e, &
; posons

(4)

1 / a a .

A = - H h
2 \a

I
a = COS- -

2
= sin 2 -:

2

et supposons les angles auxiliaires n, &amp;lt;I&amp;gt; determines par les formules

cosll
(i-f- cost cost

} cos( o) -4- sim sim

i cost cost ) cos fa/
a&amp;gt;)

sin t sin t

. __ cost -f- cost . , ,

sinll= sm(9 oj,

cost cost . , ,

-sin (9 -9).

Si, pour abreger, on designe par (k} t le coefficient numerique de oc
l

dans le developpement du binome (i -+- x}
k

, en sorte qu on ait

.(6) (*).=
I . 2 . . . /

la valeur de A
/lin

/se trouvera determinee par le systeme des formules

I .j /j ^(rrr CT) V i __j O \\

| (T) t/_ * /&quot;\

2 Ve J VI, I 71

(8)

(9)

*-f+g-*-i 2

)/(%

-^i i . 2 . . . /r

A

n
2

10

A

i. 1. 1. v.

Vf n -t \

40
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II est bon d observer qu en vertu des equations (7) et (8) on aura

H L&amp;gt;-\(i\Q . e^ -CT-KIW-I _+_ fi Q e-(-j
2 i

en sorte que, pour determiner la valeur de Aw ,,/ il suffira de joindre la

formule (i i) aux equations (9) et (10).

Quant a la valeur de B,,,,/, elle se trouve determinee par le systeme

des formules

4

.271
i
-

/i
71U

( 4)

(*-
1

n f

(16)

(17

j
/i2U

,-, y
-

( /,
= -

/ eW- 1
cos&amp;gt; ^ (

sin
27T

t/e

De plus, en vertu de la formule (17), &/,_/,* represente le terme con

stant, c est-a-dire independant de x, dans le developpement du pro

duit

en sorte qu on a encore

(18) w.*= (1)

Enfin, si Ton namme
i\ j f&amp;gt; &

ce que deviennent

&amp;gt; J f&amp;gt; 8
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lorsqu on passe de qh a qh , on aura

(19) i + i =l, j+ j =l.

On ne doit pas oublier quo le signe sommatoire \ s etend, dans la

formule (12), aux diverses valeurs entieres, nulles ou positives, de /:

dans la formule (i3), aux diverses valeurs entieres, nulles ou positives,

de
f&quot;;

dans la formule (i5), aux valeurs entieres, nulles ou positives,

de i, j ; cnfm dans les formules (9), (16), aux valeurs entieres, nulles

ou positives, de ,/, g, et dans les formules (10), aux valeurs entieres,

nulles ou positives, de k
, / , g . Ajoutons que 1 cxpression (k) t sup

pose le nombre / entier, mais non superieur a k, et doit etre remplacee

par zero quand ees conditions ne sont pas remplies. II en resulte que

la valeur de P
AjA

/ donnee par les formules (i3) sera nulle si la sommc

h -\- li est impaire; que, dans la formule (i5), z, j ne doivent pas sur-

passer /; que, dans les formules (9), 1 un des nombres /, g admet

seulement les valeurs o, i, et 1 autre les valeurs o, i, 2, 3; que, dans

les formules (9) et (10), k ou k doit surpasser la moitie de la somme

/&amp;lt; / -4- g -f n -+- 1 ou h f+ g -+- n i ,

()U

/( H- g 4- n -+- i on /f / + i,

enfin que, dans
3K&amp;gt;ij }

k, 1 indice i doit rester compris entre les limites

-
(y + ^)ety-h^.

11. Sur I ordre des lermes que renferme le developpement
de la fonction perturbatrice.

Dans notre systeme planetaire, les excentricites des orbites et leurs

inclinaisons sont generalement fort petites. En considerant, pour deux

planetes donnees m, m , les excentricites z, e
, et les inclinaisons t, i ,

comme des quantites tres petites du premier ordre, on pent demander

quel sera I ordre de chacun des termes fournis par notre analyse dans

le developpement de ( expression

(m, m },,! ,
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par exemple d un terme correspondent a des valeurs donnees de

/. e, /&amp;gt;&amp;gt; f, s ,
/

,

dans le developpement de A,,,,/. Or la valeur de r
t , determinee par la

formule

e - on vj = -
i

i 4- ~f\- j 4-1/1 g^

est du premier ordre ainsi que e, et la valeur de v, donnee par la for

mule
. o I

2

cst du second ordre, ainsi que le carre de - Done, en vertu des for-
2

mules (9), (10), (i i)
du I

ei
, un terme correspondant a des valeurs

donnees de

etant proportionnel au produit des facteurs

*, -i\f
+
s, e

* et r, s ou /&quot;// ,

sera de 1 ordre N, determine par 1 une des equations

si ce terme ne renferme pas le facteur v, et par 1 unc des equations

dans le cas contraire. Done, si, dans le calcul de la valeur de A,,,,/, on

vcut negliger les quantites d un ordre superieur a N, on devra seule-

ment tenir compte des termes correspondants a des valeurs de

qui verifient 1 une des formules (i), (2), ou a des valeurs plus petites.

Passons au developpement de B,,,,/. Le terme qui, dans ce develop

pement, aura pour facteur les quantites

:i c/ els -nf+s; f j c k ., fi + r 1

J , t&amp;gt; , t
, f]

i n
,

fc J
, , //

. o
,
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sera evidemment dc 1 ordre N, determine par la formulc

(3) N = 2i+y + / + /-+g-+/&amp;lt;-+/ +g + /

laquelle, en vertu de la condition

[voirlai seconde des formules (10) duparagraphe I
er

], se reduit simple-

men t a

(4) N = 2/4- f-H/-4-g- 4- /+/ + # + / .

Done, si dans le calcul de la valeur de B,,,,/ on veut negliger les quan-

tites de 1 ordre N, on devra seulement tenir compte des termes corres-

pondants aux valeurs de

i, /, /, g, //, / , g ,
/.

qui verifieront la formule (4), on a des valeurs plus petites. D ailleius,

chacune des lettres

&amp;lt;

, /, /, ff,
/ , .A S &amp;gt;

/

representant un nombre entier egal ou superieur a zero, la formule (/j)

donnera
2 / _l- / ou &amp;lt;N,

et a plus forte raison

(5) / + /= ou &amp;lt;N.

Ce n est pas tout : comme
^f-s-h-n,j,k

s evanouit, quand / g h n n est pas compris entre les limites

-(7 + /0, +(
&amp;lt;y -*- /

)

il resulte de la formule (iG) du I
er
que, dans chaque terme du devc-

loppcment de B,,,,/, la valeur numerique de

f-s- li - n

sera infericurc a /+ / . La valeur numerique de
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(levant etre pareillemcnt inferieure a/H-, on peut affirmer que la

difference

ofFrira une valeur nuinerique inferieure a la quantite

j 4- 7f + / + ^ =/+/f + /. .

Done
li li + ri n

oifrira une valeur numerique inferieure a la sommc de celles des deux

quantites
/ + /,+/, , (f&amp;lt;-g&amp;gt;)-(f- g ),

et, a plus forte raison, a la somme

/ + /r + If -+-f +- g +/ -+- g = M 2 / .

Done, la valeur numerique de h h sera inferieure a la somme faite

du nombre N et de la valeur numerique de la difference n ji. Gela

pose, comme, dans le developpement de B,,,,/, un terme correspondant

a des valeurs donnees de

/, /, //, k

renfermera le facteur

il est clair qu en designant par N Fordre de ce terme, on aura

(6) /+*= ou &amp;lt;N

et

, h h N + mod. (n
1

n}mod.- -= ou
&amp;lt;

2 1

pourvu que par le signe mod., place devant une quantite reelle, on de-

signe le module, c est-a-dire, en d autres termes, la valeur numerique

de cette meme quantite.

En vertu des formules (6) et (7), lorsque dans le developpement de

B
/lj7l

/ on voudra obtenir la partie correspondante a des valeurs don-
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nees de n, ri
, en poussant 1 approximation jusqu aux quantiles dr

1 ordre N, on aura seulement a calculer un petit nombre d expressions

de la forme

savoir, celles qui correspondent a des valeurs de /qui ne surpassenl

pas la limite N, et a des valeurs de j qui ne surpassent pas la limitr

N -+- mod. (n n)

2

Si, pour fixer les idees, on adopte les valeurs de n, ri qui corres

pondent a la grande inegalite de Saturnc et de Jupiter, c est-a-dire si

Ton prend
n 2, ;i = =p5,

on trouvera
N + mod. (ft n} N H- 7

9 2

Done alors, si Ton prend N 5 ou N G, la valeur de j ne devra pas

surpasser le nombre 6.

III. -- Sur le d&veloppement. des facteurs simples.

Le developpement du facteur simple q^ determine par 1 equation

dans laquelle on a

K = rt
2 6

(l
2

)&quot;,

ou, en d autres termes, 1 evaluation du coefficient

i r
271

(2) qh = -
/

fle-A(/-ci)v/-i cfn
2 ~ Jo

peut s efTectuer de plusieurs manieres, et a la formule (6) du para-

grapbe precedent on peut substituer celles que nous allons indiquer.
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On a non sculement
T= d/ siii l

et par suite

(3) e-&quot;r^ .

i . -i. . . .
/&amp;lt;

mais encore, pour des valeurs positives de /*,

t, pour des valeurs negatives de n,

Or, a 1 aide de ces formules, jointes aux trois equations

I
-

a i + cosi p
(6)

ZCOS(jJ G7j I -h
COS(/&amp;gt; 5J)

on ramenera immediatement la determination de qk a revaluation

d une integrate de la forme

. f
271

[cos(/,-^)4-&quot;f v
r

/ ,1 I-

^ JQ [, 4- COS(/,
- W)r

(/?
~

5T)[Sin( ^
~

OT) ^~ -l&quot;*-*&quot;^-
&amp;lt;//

,

/, g-,
/ , /&quot; etant des nombres entiers. En developpant, dans cette inte

grate, les expressions

[COS(/J nj) 4- ] , [i 4-
COS(/&amp;gt; &}]~

l
&quot;

en series ordonnees suivant les puissances ascendantes de e, puis rem-

plagant /;
cr par /?,

on reduit la d3termination de ^A a revaluation des

quantites de la forme X
(J/^.

La formule que Ton obtient de cette maniere, et que nous nous dis-

pensons d ecrire pour abreger, devient fort simple dans le cas ou Ton

veut obtenir la partie de R qui ne depend pas du temps t, ou, en d au-

tres termes, les valeurs de A
, , B ,

. Alors, les valeurs de
&amp;lt;/ ,

et
&amp;lt;/ ,
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etant nullesdans le developpement de A 0)0 , on en conclutque A ,
s eva-

nouit. Quant a la valeur de B 0)0 , elle se cleduit sans peine des formules

du paragraphs precedent. Mais on peut y determiner qh , soit par la for-

inule (16) de ce paragraphe, reduite alors a la suivante

soit a 1 aide de la formule (2), de laquelle on tire, en la joignant aux

equations (G),

(8) ?A = a -&quot;--

97.

MECAXIQUE CELESTE. - Sur le mouvement de notre sysleme planelaire.

C. R., t. XI, p. 5ia (21 septembre 1840).

Je donnerai dans ce Memoire les integrates generates des equations

differentielles qui representent le mouvement de notre systeme plane-

taire. Une transformation qu il importe de signaler m a permis de pre

senter ces integrates sous des formes tres simples. Elle consiste a

prendre pour elements du mouvement elliptique, non plus les six ele

ments que Ton considere habituellement, mais seulement trois d entre

eux, savoir : 1 epoque du passage d une planete au perihelie, la longi

tude du perihelie et Tangle forme avec un axe fixe par la ligne des

noeuds, en remplagant d ailleurs Fexcentricite par le parametre, on

plutot par le moment lineaire de la vitesse, 1 inclinaison de 1 orhite sur

le plan fixe par la projection de ce moment lineaire sur le meme plan,

et le demi-grand axe par la moitie de la force vive correspondante a

1 instant ou la planete passe par 1 extremite du petit axe, c est-a-dire,

en d autres termes, a 1 instant ou la distance de la planete au Soleil est

la distance moyenne.

CEuvrcs de C. S. I, t. V. 4
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La seule inspection des integrates obtenues comme je viens de Je

dire fournit immediatement les beaux theoremes de Lagrange, de

Poisson, de Laplace sur la stabilite de notre systeme planetaire, et con

duit a une multitude de consequences quo je devclopperai procbaine-

ment dans un nouveau Memo ire.

I
cr

. Equations diff&rentielles da inducement des planetes.

Considerons d abord une seule planete, qui se meuve autour d un

centre fixe vers lequel elle est attiree; et soient, au bout du temps t :

x, y, z les coordonnees rectangulaires de la planete, le centre fixe etant

pris pour origine;

//., v, w les projections algebriques de la vitesse to sur les axes des x,

y, z
;

r le rayon vecteur mene du centre fixe a la planete;

p Tangle polaire forme par le rayon vecteur avec la trace du plan de

1 orbite sur le plan des x, y, ou, en d autres termes, avec la ligne

des noeuds.

Soient, de plus,

o Tangle forme par la ligne des noeuds avec Taxe des x;
- Tun des instants ou la vitesse devient perpendiculaire au rayon vec

teur;

*
, cr les valeurs de r ct p a cet instant ;

K le moment lineaire de la vitesse &amp;lt;o

;

U, V, W les projections algebriques de ce moment lineaire sur les axes

des x, y, :;

enfin H la constante arbitraire introduite par le principe des forces

vives, en sorte qu on ait generalement

f(r] etant une fonction determinee de r. Les valeurs des six constantes

arbitraires

II, K, W, r, w, 9,
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tirees des equations du mouvement, s exprimeront en fonction des six

variables

x, r, z, u, c, &amp;gt;;

et si, en designant par
P, Q

des fonctions quelconques de ces six variables, on pose generalement

[P, Q] = D.t-P DUQ - DuVHjcQ -4- D) P J),,Q

- I) (,PD/Q + I)^P1) U,Q-D IVPD2 Q,

on trouvera, comme nous 1 avons demontre dans un precedent Me-

moire,

[H,T] = I, [BJ,K]=I.

De plus, les formules

[V,W]=U, [W,U] = V,

obtenues dans ce Memoire, donneront

puis, en ayant egard a 1 equation

U
y

= - tango,

on en conclura

[o,W] = ..

Done, si, apres avoir exprime les six quantites

H, K, W, T, CT, 9

en fonction de

x, y, 2, u, v, w,

a 1 aide des equations du mouvement, on combine ces six quantites

deux a deux de toutes les manieres possibles, non settlement les trente

fonctions alternees qui correspondront a ces diverses combinaisons

seront deux a deux egales au signe pres, mais de plus on peut affir-
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mer que six d entre elles auront pour valeur numerique 1 unite, et que

Ton aura

par consequent

(*) [&amp;gt;]
= -i, [K,5T] = -., [W &amp;gt;9 ]= -..

Ajoutons qu en vertu dcs formules etablies dans le Memoire ci-dessus

rappele, les vingt-quatre autres fonctions alternees, formees avec les

six quantites
II, K, W, t, M, 9,

se reduiront a zero.

Lorsque, le centre fixe etant celui du Soleil, la force attractive est

reciproquement proportionnclle au carre de la distance, alors, en re-

presentant cette force par r &amp;gt; on trouvc

D1L

puis on en conclut

Si d ailleurs on pose

j representera, au signc pres, la projection de la vitesse to sur le rayon

vecteur r\ et de 1 equation (3), combinee avec la formule

c.)
2 = J- -+- &amp;gt;

on tirera

K &amp;gt;

&amp;lt;^17JIO
j - = 2 H 4-2

r- r

Done la valeur i de r, correspondante a une valeur nulle de u, sera de-

terminee par 1 equation

in -
&amp;gt;

,

01L ^ _

II
l

i H
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D autre part, il est aise de s assurer que, dans le cas dont il s agit, 1 or-

bite decrite est une ellipse dont le centre dti Soleil occupe tin foyer.

Cela pose, si Ton nomme a le demi-grand axe de cette ellipse, el s. son

excentricite, les deux racines de 1 equation (4) seront les distances

perihelie et aphelie
a(i e), a(i + e),

dont la somme est za, et le produit
?

(i a
2

).
On aura done

OIL i K 2

par consequent

(5) II

et en posant, pour abreger,

on trouvera defmitivement

(6) H= ^a
2 c 2

,
K a 2

c(i
2
)-.

Si, en particulier, on prend pour t la distance perihelie (i 3),

-7 sera 1 epoque du passage de la planete au perihelie, et cr la longitude

du perihelie. Si d ailletirs on nomme Q la valeur de ^co
2

correspon-

dantc a 1 instant ou la planete passe par 1 extremite du petit axe de

I ellipse decrite, c est-a-dire a 1 instant oil Ton a r = a, la formule (3)

donnera

12 = ii: + = H - 2ii = - H,
a

et les formules (i), (2) pourront etre reduites aux suivantes :

[[T,
fl] = i, [ST,K] = I, [9, W] = i,

ipy-v-i ri r
T r \\i~ ~\

Si Ton choisit convenablement 1 unite de masse, la constante ;))i,

dans les formules precedentes, pourra etre censee representer la masse
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du Soleil, dont le centre est suppose fixe; et les equations du mouve

ment seront de la forme

x T &quot;

t r 3
/^&quot;

I

Si 1 on cesse dc supposer fixe le centre du Soleil, mais en continuant

d y placer 1 origine, on dcvra, dans les formules(S), prendre pour OIL la

somme faite de la masse M du Soleil etde la masse m de la planete que

Ton considere. Enfin, si la planete m est troublee dans son mouvement

par d autrcs planetes m , ?n&quot;, ..., on devra, auxformules(S), substituer

celles-ci :

R etant la fonction perturbatrice. Alors aussi, pour obtenir les lois du

mouvement trouble, il suffira d operer de la meme maniere.

On exprimera, dans le mouvement elliptique, les coordonnees de

chaque planete m en fonction du temps t et des six constantes arbi-

traires

il, K, W, T, TO,
&amp;lt;p;

puis on substituera les valeurs de ces coordonnees dans les fonctions

nerturbatrices
R, R , ...,

relatives auxdiverses planete.s. Celapose, pour obtenir les mouvements

des planetes, il suffira de considerer, dans les equations finies des

mouvements elliptiques, les quantites

il, R, W, T, oj, 9&amp;gt;

comme representant, non plus des constantes arbitrages, mais de ve-

ritables fonctions de t. D ailleurs, en vertu des theoremes connus sur

la variation des constantes arbitraires, joints aux formules (7), ces
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ibnctions de t so Irouveront determinees par des equations de la

forme

JD,T=DQ R, D,Gj=DK R, I),9 =I)W R,

10 &amp;lt;DQ = -DR D,K=-DCT R D,W = -DR,

II. Integration par serie d uii systems d equations differentielles.

Soit donne, entre la variable independante t, qui pourra representer

le temps, et diverses variables principals

x, y, z, . . .
,

un systeme d equations differentielles de la forme

P, Q, ... designant des fonctions donnees de toutes les variables

x
&amp;gt; J 2 ^

&amp;gt;

Soit en outre

(2) s = t(x, J, z, . ..)

une fonction donnee quelconque des seules variables principals x, y,

z, .... Enfm, nommons
x, y, z, ...,

un second systeme de valours correspondantes des diverses variables

x, y, z, ..., t,

et

, , ...

ce que dcviennent les fonctions

P, Q, ...

quand on y remplace respectivement x, y, s, . . ., t par x, y, z, . . ., 0.

On aura encore

(3)
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De plus, co inme les variables principals x, y, z, ... se trouveront

completement determinees par la double condition de verifier, quel quo
soil /, les equations (i), et, pour t = 6, les conditions

il est clair que ,x, y, z, ..., et meme s, pourront etre considerees

comme des fonctions determinees, non seulement de la variable inde-

pehdanle f, mais encore de

x, y, z, ..., 0.

Concevons maintenant, pour fixer les idees, que la valeur de^, expri-

mee en fonction de x, , z, . . ., 0, /, soit

ot nommons c la valeur particuliere de s correspondante a t 6, en

sorte qu on ait

(
6

) s = F(x,y,z, ...,9,9}.

Puisque les deux systemes de quantites

.r, y, 2, ..., /, s,

\, y, z, . . .
, 9, c

peuvent varier independamment 1 un de 1 autre, on pourra concevoir

(jue, dans la formule (5), les quantites

x, y, z, ...,

varient seules, s et t demeurant irivariables ; et alors on (irera de cetto

formule, eu egard aux equations (3),

Or Tequation (7) ne renferme plus que les variables t, dont les va-

leurs sont arbitraires, et les quantites

x, y, /, ...



EXTRA IT N &amp;lt;J7. 329

qui pourront elles-memes etre considerees comme autant tie constantes

arbitraires. Donccette equation doit etre identique et subsister quelles

que soient les valeurs attributes a

x, y, z, ..., 0, t.

En d autres termes, la valeur de s, regardee comme fonction des quan-

tites

x, y, z, ..., 6,

devra, si Ton considere ces quantites comme autant de variables inde-

pcndantes, verifier 1 equation aux differences partielles

(8) (De + &amp;lt;PDx + 2JD,-t-...)*=.o.

Done, si Ton veut determiners, il suffira d integrer cette equation, de

maniere que, pour t = 0, Ton ait

(9) = c= f(x&amp;gt;y,, )

Posons maintenant, pour abreger,

(PDx + ^D y
+...= D.

L equation (8), que nous nommerons 1 equation caracteristique, de-

viendra

(10) (Do -j- D) = o.

Or, pour integrer cette derniere, de maniere que la condition (9) se

trouve remplie, il suffira de prendre

?/t &amp;lt;;,
... etant des fonctions de x, y, /, ..., 0, / qui soient propres a

verifier les formules

et qui, de plus, s evanouissent pour / = 6. Or les valeurs de ?,,

CEuvres de C. S. I, t. V. 4 2
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ainsi determinees, seront evidemment

-o o

(i3) c
;

= -/ D S rf0, fi,-=sJ Ds,&amp;lt;/0,

A
/&amp;lt;

et, si Ton nomnie

n,, D,, ...

ce que devient D quand on y remplace successivement par diverses

variables

les formules (i3) donneront

(-4)

Done I integrale generale de 1 equation (10) sera

r r
1

r
(i5) s = c + I D q d9 -+- / / D D c dO d& -+- . .

i
/ /

i u -
i a

/ i/ t/

La formule (i5) esl specialement utilc lorsque les fonctions de x,

y, z, . . ., representees par $, ^, . . . se reduisent a des quantites tres

petites.

Dans le cas particulier ou P, Q, ... ne renferment pas la variable /,

les fonctions
&amp;lt;, ^, . . . ne renferment pas 0, et Ton a, par suite,

D = D; == O =....

Done alors la formule (i5) se reduit a

Les equations (i5) et (iG) s accordent avec les formules que j
ai don-

nees, en i836, dans un Memoire sur 1 integration d un systcmc d equa-
tions differentielles.

Si Ton supposait les equations (i) reduites a celle-ci

\) t x = ax,
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a designant un coefficient constant, alors on trouverait

n =DX ,

puis, en posant s = x, et par suite ? = x, on verrait 1 equation (16) se

reduire a la formule connue

*= e&amp;lt;f-9&amp;gt;x.

Pour ne pas trop allonger cet article, je renverrai a un prochain nn-

mero les paragraphes suivants, dans lesquels les formules (\f\] et (i5)

se trouveront appliquees a I integration des equations differentielles

obtenues dans le premier, par consequent a la determination du mou-

vement de notre systeme planetaire.

98.

MECANIQUE CELESTE. - - Sur le mouvement de notre systeme planetain .

C. R., t. XI, p. 533 (-28 septembrc 1840). Suite.

III. Integration des equations qui representent les mouvements

des planetes.

Comme nous 1 avons deja dit, pour obtenir les equations du mouve

ment des diverses planetes m, in
,

?n&quot;
, ..., il suffit d admettrc quo,

dans les equations finies de leur mouvement elliptique, les constantes

arbitraires deviennent fonctions du temps. Les calculs deviennent plus

simples lorsque ces constantes arbitraires sont, pour chaque planete,

1 epoque du passage an perihelie, la longitude du perihelie, Tangle

forme par la ligne des noeuds avec 1 axe des x, la moitie de la force

vive correspondante a 1 extremite du petit axe, le moment lineaire de

la vitesse, et la projection de ce moment lineaire sur le plan fixe des oc\

y. Si ces constantes arbitraires, que nous appellerons elements ellip-

tif/aes, sont representees, pour la planete m, par

T, ro, 9, O, K, W,
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pour la planete m , par

T , ro , 9 ,
il

,
K

, W,

ct si d ailleurs on nomme
R, IV, ...

les fonctions perturbatrices relatives aux planetes m, m ,
. . ., alors, en

considerant R, R , ... comme fonctions du temps et de tous les ele

ments elliptiques, on obtiendra pour chaque planete six equations dif-

ferentielles de la forme

9 :=DW R,

D,K = -DCT R, I),W= -1)
? R.

Cela pose, concevons que,
V, Q

etant deux fonctions quelconques des elements elliptiques

r, M, 9, I), K, W, T , GT , 9 , 12
,

K
, W,

on pose, pour abreger,

|l&amp;gt;,0] =DoP I) TQ -I)T P DaQ -M)K P D CT Q -DCT P D KQ +DW P I)
?Q -D?

P J)W O,

[P, Q] = DQ.P DT,Q - IV P DQ-Q 4- DK P DCT/Q - D CT,P I) K Q + I)w P D^/Q
- 1)

?,P Dw O,

Soient
i

a, Ji
, . . .

ce que deviennent les fonctions perturbatrices

R, R, ...

quand on attribue au temps t une valeur particuliere designee par 0; et

posons

(2) OQ = [&amp;gt;&amp;gt;l,Q]
+ [Jl ,Q] + ...,

les elements elliptiques

r, GJ, 9, }, K, W, r , G&amp;gt; , 9 ,
i&amp;gt; , K

, W,
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etant considers comme devant acquerir, apres les differentiations, les

valeurs correspondantes a la valeur 6 de la variable t. Knfin nommons

; et s les deux valeurs qu acquiert une fonction

de ces memes elements, au bout du temps ct an bout du temps /. Si

Ton represente par
0,, 0., ...

diverses variables, ct par

a,, a,,.

ce que devient a quand on remplace successivement 9 par ces memes

variables, on aura, en vertu des principes etablis dans Ic precedent

paragraphe,

=
fi + f a,rf0,

J(\

En appliquant cette derniere formule, on ne doit pas oublier que,

dans n,, D,,, -, tout comme dans D, les valeurs des elements ellip-

liques doivent etre reduites a celles qu ils acquierent au bout du

temps 0.

Pour mieux distinguer dorenavant les valeurs que les elements ellip-

tiques acquierent au bout du temps 6 d avec celles qu ils acquierent

au bout du temps /, nous representerons ces dernieres par

Tf, W[, &amp;lt;3t, Q[, K(, W;, T,, W
t ,

. ..,

tandis que les premieres continueront d etre representees par les nota

tions

T, 70, O, il, K, W, T , 70 ,

Cela pose, on aura generalement, dans la formule (3),

5= f(T, 70, 9, 12, K, W,r ,70 , ...)

et

s ((re, w t , &amp;lt;?t,&t, Kf, W,,
-
,, m t , .._,).
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Si, pour fixer les idees, on suppose

s = 0,

on aura
* = Or,

et la formule (3) donnera

(4) Qt =Q+ ( a,Qd0,-h/ | O.D^de^O,,-^....
Jo /o ^o,

En remplagant successivement dans cette derniere formule la lettrc 12

par les cinq lettres

K, W, 7, G7, ,

on obtiendra en tout six equations qui suffiront pour determiner, an

bout d un temps quelconque /, les elements elliptiques

relatifs a 1 orbite que decrit la planete m.

Observons maintenant que les masses m, m ,
... des planetes sont

tres petites relativement a la masse M du Soleil. Si Ton considere ces

masses comme des quantites tres petites du premier ordre, les fonc-

tions perturbatrices R, R, ..., determinees par des equations de la

forme

m r m
(5) R = ^ cos 3 +. . .- -- ...,

/
- v

seront des quantites du premier ordre. Done, par suite, les quantites

seront respectivement du premier ordre, du second ordre, etc., et Ton

pourra en dire autant des integral es

f n,zaO,, /
f Utn^dQ.M,, ...

JQ JQ ^0,

comprises dans le second membre de la formule (3). Done, si Ton pose,
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pour abreger,

C,= r f D,D,W,W-
-

(I /6,

la valeur do s, reduite a

(7) *= +
,
+ -+-...,

surpassera ; d une quantite tres petite, representee par la somme

dont le premier terme sera du premier ordre, le second terme du se

cond ordre, etc.

Si dans 1 equation (7) on remplace suceessivement s par chacun des

elements elliptiques

OTA Y\7
~-f, i^-tt tt 7;, TTTf, O^,

on obtiendra d autres equations de la forme

/ Q \
/ K &quot;K&quot; 4 K&quot;

I T/~
]

__
; _

- ,

V i
^ / // i //

( W, =W 4- W, 4- W
/y
4- . . . , 9, = 9 4- 9, 4- ?// 4- - . . .

Done, pour obtenir les valeurs de ces elements au bout du temps /, il

suffira d ajouter a leurs valeurs donnees au bout du temps :

i Leurs variations du premier ordre

determinees par les equations

r r
12,
= D,i2 (W, r, = D.T dG,,

. o ^o

(9)
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2 Leurs variations du second ordre

determinees par les equations

C
l

r r r
i. --= \ 0,0,12 de,deM , ra --=

I / 0,0,7 de.de.,
t/fj i/ /0 t/0

/ / /&amp;lt; /&amp;gt;

o *^ o *J o

r. /. /l

et ainsi de suite.

11 ne reste plus qu a developper les formules (9), (10), etc. Tel est

1 objet que nous traiterons dans le paragraphe suivant, et dans de nou-

veaux Memoires.

IV. Variations du premier ordre dans les elements elliptiques.

Conservons les memes notations que dans le troisieme paragraphe,

et soient, de plus,

ce que deviennent
ft, ft

,
. . .

quand on y remplace successivement 6 par les diverses variables 6,,

/x , . . ., ou, en d autres termes, ce que deviennent les fonctions pertur-

batrices

It, R
,

...

quand on y remplace successivement t par ces memes variables. On

aura generalement

et, si la fonction ; renferme seulement les elements elliptiques
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relatif s a la planete m, la formule (i) donnera

n c = ra , ci = DQ&,DT c D
- -

337

Si, en particulier, on reduit successivement c aux elements elliptiques

dont il s agit, on trouvera

: DK

Cela pose, on tirera immediatement des formules (2), jointes aux equa

tions
(&amp;lt;))

du troisieme paragraphe,

r - rQ| =
I&amp;gt;T

J
A de

&quot;

Jt

r
1

r

r
1

rW Da / fi\,dO , o. = I)\v / \..dQ.,
, &quot;f I / / T/ \&amp;gt; i / /

^ *^0

liln vertu de ces dernieres formules, pour calculer les variations du

premier ordre des six elements elliptiques

il suffit de calculer la valeur de 1 integralc

f*

Or soient

7, r, ...

les anomalies moyennes relatives aux planetes

m
,
m

,
. . .

,

de sorte qu on ait, pour la planete m,

(5)

OEuvres de C. S. I, t. V.
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;)lt = M -H m etant la somme qu on obtient quand a la masse m on

ajoute la masse M clu Soleil. La fonction perlurbatrice R, relative a la

planete m, pourra etre presentee sous la forme

(6) R =\ (m, m }
H

,n&amp;gt;e

[ &quot; T+ n
&quot;r^~l

,

le signe \ s etendant d une part a toutes les planetes w , m&quot;, ... dis-

tinctes de m, d autre part a toutes les valeurs entieres positives, nulles

ou negatives, de n, n
, et (m, m ],^ designant un coefficient relatif au

systeme des deux planetes m, m . Cela pose, si Ton nomme

e, e
, ..,, 0,, 0;, ..., , 0;, ...

ce que deviennent les anomalies moyennes

T T1
1

J
&amp;gt;

quand on y remplace succcssivement la variable t par 0, , //t
. . . , on

aura encore

et par suite

f & iCie=\ (m, /!! )./ f
Jo ^ Jo

De plus, les valeurs dc 0, , ... etant

on en conclura

-+- n Q + . . .= (nc -+- ri c }0 (net -\- n cV),

(
-)- n & + . . .= (nc -4- n c }0 i (HCT + W C T ),
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et par suite on trouvera

(8) f J{
J
dO

t
-

(nc -+- nc
) y i

En substituant la valeur precedente de { integrate

dans les equations (3), puis effectuant les differentiations indiquees

par les caracteristiques DT ,
D CT ..... on obtiendra immediatement les

valetirs cherchees de

0,, K. W,, T,, ro
y , 9,,

e est-a-dire les variations du premier ordre des elements elliptiques de

la planete m.

II est bon d observer qu en vertu des formules

on aura generalement

(
/zc- H- ri c1

) y/ i
(
nc H- n c

} \J
i

et que, pour des valeurs nulles de la somme

nc +- ri c
,

le rapport

(nc -+- n c
} \/

i

se reduit a / 0. Done, a des valeurs de n, n qui veritieront la condi

tion

(9) nc -+- ri c = o,

on verra eorrespondre, dans le second membre de la formule(S), un
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terme de la forme

(
i o

) ( m, m }, l&amp;gt;&amp;gt;i

,e- (ncr +&quot;Wi * i

(
t -

}.

Ce terme croitra done proportionnellement a t 0, c est-a-dire propor-

tionnellement au temps compte a partir d une certaine origine, et Ton

pourra en dire autant des derivees de ce terme prises par rapport anx

quantites
T, TO, 9, 0, K, W.

Au contraire, dans les autres termes et dans leurs derivees, le temps /

sera toujours Fun des facteurs de 1 exposant d une exponentielle nepe-

rienne, que Ton peut transformer en sinus ct cosinus. Done, en defini

tive, la variation du premier ordrc de chaque element elliptique se

eomposera de deux especes de termes, les uns proportionnels a / 0,

les autres renfermant le temps /, au premier degre seulement, sous le

signe sinus ou cosinus. Ces derniers termes, dont cliacun reprend

periodiquement la meme valeur, quand on fait croitre son argument,

c est-a-dire Tangle renferme sous le signe sinus ou cosinus, d une ou

plusieurs circonferenees, sont designes, pour cette raison, sous le nom

titinegaUtds periodiques. Les autres, qui peuvent etre considered comme

provenantdu developpementcle sinus ou cosinus, correspondants a des

periodes qui embrasseraient un grand nombre de siecles, se nomment

inegahtes seculaires.

Si 1 on suppose le rapport
c

&amp;lt; ,

irrationnel, la condition (19) ne se verifier.a que lorsqu on aura

n = o, n o.

Or, en reduisant n et ri a zero, on reduit 1 expression (10) au pro-

duit

(m, m ) a&amp;gt;H (t 0],

independant de T, et dont en consequence la derivee relative a T s eva-

nouit. Done, dans la supposition que nous venons d indiquer, la varia-
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tion du premier ordre de 1 element elliptiquc &amp;lt;2 n
offrira^ point dc

termes seculaires. Ajoutons que Ton pourra en dire autant du grand

axe 2 lie a 1 element & par la formule

OIL
2 = .

On se trouvera ainsi ramene an theoreme remarquable que Laplace a

donne en 1773, mais en tenant compte seulement des premiere et

seconde puissances des inclinaisons et des excentricites. Quelques

annees plus tard, en 1776, ce meme theoreme a etc demontre par La-

grange dans toute sa general! te.

99.

MECAXIQUE CELESTE. -- Memoire sur la variation des elements eltiptiques

dans le mouvement des planetcs.

C. R., t. XI, p. 579 (12 octobrc 1840).

I. _ Considerations generates.

Adoptons lesmemes notations que dans les Memoires precedents, el

soient en consequence

M la masse du Soleil;

m
, m&quot;, . . . celles des planetes.

Soient de plus, an bout du temps t,

r, r, r&quot;, ... les distances des planetes au Soleil;

i, ... les distances de la planete m aux planetes m ,
. . . ;

8, ... les distances apparentes de la planete m aux planetes /// , .

vues du centre du Soleil.

La fonction perturbatrice R, relative a la planete m, sera

COSO
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la valour de t etant
i

t = (r- irr cos d + r 2
)

2
.

Nommons d ailleurs Ji ce que devient R au bout du temps 0; et soient

ii cet instant

12, K, AY, r, GT, o

les elements elliptiques de la planete /, ftdesignant lamoitie du carre

de la vitesse correspondante a 1 une des extremites du petit axe do

( ellipse deerite, K le moment lineaire de la vitesse, W la projection

de ce moment lineaire sur un axe perpendiculaire au plan fixe, T 1 e-

poque du passage de la planete par le perihelie, r? la longitude du

perihelie, et 9 Tangle forme par la ligne des noeuds avec un axe fixe.

Ces elements se trouveront lies au grand axe 20, et a I excentncite spar
les formules

31L
12= , K 2= DM. a i

2
).2 a

dans lesquelles on a

;)li - M + tn

ct si Ton pose, pour abreger,

3TLA
2

-*)

si d ailleurs, en passant de la planete m a la planete wz t . . . , on se con-

tente d accentuer toutes les lettres a 1 exception de / et 0, on trouvera

le signe \ s etendant d une part a toutes les planetes m , m&quot;, . . . , dis-

tinctes de m, d autre part a toutes les valeursentieres positives, mil les

ou negatives, de n, n , et (m, m )nM
&amp;gt;

designant un coefficient qui renfer-

mera seulement les dix elements elliptiques

ro, 9, 12, K, W, GJ , 9 , 12
,

K
, W.
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Ajoutons quo les elements elliptiques

r, GJ, 9, Q, K, W, ...,

considered comme fonctions de 0, verifieront, pour chaque planete, six

equations differentielles de la forme

(
DOT Da 41, De5j = DK&, De? D W &amp;lt;R,

(2)
( D = - D T !/l, D

fJ
K = - D^cft, DrjW = - D? A.

Soit maintenant

s = f(T,Gj,9,ii,K,W, ...)

une fonction donnee des elements elliptiques relatifs aux diverses pla-

netes, et nommons

T^, GT,, c f , Of, K. ,
Wf , ..., * = f(Tf, cjf, &amp;lt;p?,Qf,K^Wf, ..

.)

ce que deviennent, an bout du temps t, les quantites

r, GT, o, 0, K, W, ..., s .

Enfin concevons que, $, ^etant deux fonctions quelconques de

r, cj, 9, 12, K, AV, t , ra , . . .,

on pose, pour abreger,

^] = PQ y?D T ^
- DT ^D Q ^4- DK ^DCT ^ - D,, $DK ^+ DW y?D

9 ^ - D
?
^DW

et

Q%=[*, S3 + [* $] -*-....

Si Ton considere

T;, Wt, O;, 12c, Kf, Wf, TC, Tst, ...,

et par suite la variable s, comme des fonctions de

r, GT, 9, 0, K, W, t , oj ,
... B et /,

cette variable devra verifier 1 equation aux derivees partielles

(3)
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et, si Ton pose dans cette equation

(-1) *=-*-,-*-,+ .;.,

il suffira d assujettir ;,, c
//t

... a la double condition de verifier les for-

mules

et de s evanouir avec /; par consequent, il suffira de prendre

(5)
:- T HzdQ, &amp;lt;a= -

f nq,d8,
J t J

t

D autre part, si Ton considere comme tres petites du premier ordre les

masses m, m , . . . des planetcs, comparees a la masse M du Soleil, il est

clair que les quantites
?, ?./

determinees par les formules (5), serontgeneralement, la premiere, du

premier ordre, la seconde, du second ordrc, ---- On pourra done dire

que la quantite ; propre a representer, ou Fun quelconque des elements

elliptiques, on une fonction quelconque de ces elements, a pour varia

tion du premier ordre la quantite g x , pour variation du second ordre la

quantite ;, ....

II. Sur les variations du premier ordre des elements elliptiques

et d line fonction quelconque de ces Elements.

La variation du premier ordre de 1 un quelconque des elements ellip

tiques, ou d une fonction ; de ces elements, se trouve generalement

determined par la premiere des equations (5) du I. Si Ton suppose

en particulier que ; se reduise a 1 un des elements elliptiques de la pla-

nete m, ou a une fonction de ces seuls elements, on aura

i
t 1 equation dont il s agit devicndra

,~fu
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Si, dans cettc derniere formule, on remplace successivement la lettre ;

par chacune des suivantes

12, K, W, T, GT,
9&amp;gt;

on rctrouvera les six equations

~o .
,o ,,o

Q, = DT / sldd, K,= D CT / JU/0, W,= I)
? I JU/9,

J , J
t

J i

,0 ,0

/
T,
= DQ f &c?0, G,, _l)K / ^l&amp;lt;/0, ?,

= -Dw / Jl&amp;lt;/5,

t/ / J t
J t

qui determinent les variations du premier oi\lre

0,, K,, W,, Tj&amp;gt; d,, 9,

des six elements elliptiques relatifs a la planete //z.

II est facile d obtenir la valeur de 1 integrale quo renfcrment les

equations (2). On tire, en effet, de la formule (i) du \
cr

,

les valeurs de et de &amp;lt; etant

(nc -+- n &amp;lt;:

} \/ i

Si d ailleurs on substitue la valeur precedente de 1 integrale

/ SI d9
J t

dans les formules (2), on verra chacune des quantites

12, K,, \V
;
, in,, 9,

se reduire a la forme

,i, etant ainsi que a independant de et de t\ mais la quantite ~, sera

de la forme

y ^p_hy A /(
jt
v

,

OEuvres cleC. S.\, i. V. /| \
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la valeur de $ etant

On arriveraitencore a des conclusions analogues de la maniere suivante.

On tire des formules (i) et (3)

D autre part, comme, en indiquanta 1 aide de la lettre caracteristique I)

une derivee relative a un element quelconque, on a

D(e) = e0f -4-fDe,

on en conclut

[fi,e*] = [,e]*-i-[c,*l.

D ailleurs, dans les formules (4), $, considere comme une fonction des

elements elliptiques relatifs a la planete m, depend uniquement de 12

qui entre dans c. On aura done

Done, en posant

on trouvera

et la formule (6) donnera generalement

Si la fonction ; ne renferme pas 1 element T, JL s evanouira en vertu

des formules (7), et la formule (8) sera reduite a

Ainsi par exemple, si Ton prend ? 2, on trouvera

Q :
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la valeur de &amp;lt;& etant

,i,^[0,a] = D T s,

on, ce qui revient au meme,

nc
10 A&amp;gt; = (m, m },/ n .

nc -+- 11 c
v

Mais, lorsque ; renfermera T, &amp;lt;&&amp;gt; cessera de s evanouir; et si, pour fixer

les idecs, on prend ; = T, les formules (7) donneront

(,,) J.= [T,]= -DQ, l/= -/z3DQC\/=T.

Observons maintenant que, dans le developpemcnt de a, le ternic

general represente par 1 expression

(12) (m,m )n ,
n&amp;lt;e*

&-*- &^,

ou, ce qui revient au meme, par le produit

(m, m ) rtj rt [cos(0 -4-
)

-+- v
7 sin(/i0 + n )],

sera unc fonction periodique de 0, si I argument

Q + n =
(
nc -h AJ c }0 nc- n c -

ne devient pas independant de 0, e est-a-dire si la condition

(13) nc H- n c = o

n est pas remplie. Si d ailleurs les coefficients

sont ce qu on appelle incommensurables entrc cux, c est-a-dire, s ils ne

peuvent verifier aucune equation de la forme

r,c + n c + n&quot; c&quot; 4- ... o,

dans laquelle n, 71 , n&quot;, ... representent des quantites entieres qui ne

se reduisent pas toutes a zero, on ne pourra satisfairc ii la condi

tion (i3) qu en posant

(i4)
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Done alors le produit

sera une fonction periodique de 9, quand il ne se reduira pas a

(15) (m, /w
) ,o-

II y a plus : on pourra en dire autant de la fonction &amp;lt; et du produit c&amp;lt;,

qui seront des fonctions periodiques de 9 et meme de t, a moins que
Ton n ait n = o, n =o. Mais, si n, n s evanouissent, alors, le pro

duit (12) etant reduit a la forme (i5), le produit 3 (
j? deviendra

(16) / (m, /n
) ,o dB = (0 t) (m, m ) ,o,

J t

et representera dans le developpement de 1 integralc

/&quot; s^dB
v t

un terme seculaire, c est-a-dire proportionnel a / 9.

Soil maintenant S la somme des termes independants de dans le

developpement de $.. On aura evidemment

( ;) $ !(/, m ) ,o
=

( .n, in
) ,o + ( m, m&quot;)o,o

+ . -,

et la partie seculaire de I integrale

.0

18)
r
/ 8^= 8(9-0-

^^

Cela pose, concevons quc, dans la variable s, on designe par s la

partie seculaire, c est-a-dire la somme des termes proportionnels a

/ 0, on a des puissances dc t 0. Soient de meme

S/, //

les parties seculaires dc c
x ,

c
//?

. .. ou ce qu on peut appder les raria-
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lions seculaires de divers ordres de la fonction s, et

12,, K,, W,, T,, ro,, 9,, ...,

12
/y ,

K
/x , W,,, T,,, 5T,,, O,,, -..,

les parties seculaires des quantites

12,, K
y ,
W

; , r,, ro,, &amp;lt;?

12,,, K,,, W
/y , r

/7 , cr
/y

,
&amp;lt;?,

ou ce qu on peut appeler les variations seculaires des divers ordres des ele

ments elliptiques. Si c ne renferme pas-, on aura, en vertu de la fbr-

mule d),
- r
?,-/ [S,8]rf0,

^&amp;lt;

par consequent

(9) ,= [fc.3(- ).

Mais, si ; renferme T, alors, en vertu de 1 equation (8), jointe a la tor-

mule (5), on devra, pour obtenir la partie seculaire de ; , ajouter an

second membre de la formule (19) la partie s3culaire de la somme

savoir

V Jt (0 t)e
(

&quot;

On aura done alors

(7.0) g,= (5
-

1] [ g , s] + (^
-

Si, dans la formule (19), on remplace successivement ; par chacune

des lettresi^, R, W, CT, 9, on obtiendra les equations

dont la premiere reproduit le tbeoreme cite dans le precedent nuiuero.
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Si, au contraire, on prend ? = T, la formule
( 20) donnera

22 t = / Q H- t Q c i w e

11 cst important d observer : ique dans la formule (20) ou (22) le

coefficient *i/ ou n& de 1 exponentielle

s evanouit avec ji; 2 que, pour des valeurs de n differentes de zero,

cette meme exponentielle est une fonction periodique de t. Done

chaque ternie qui correspond a une semblable exponentielle, c est-

a-dire, chaque terme de la forme

^ e(nc+n c )l^(Q t} ou de la forme nBe{m +n l
&quot;&amp;gt;

tJ~l

(t B]

est un terme tout a la fois seculaire et periodique, qui change periodi-

quement de signe, pour dcs accroissementsdu produit (nc 4- ric
}t res-

pectivement egaux aux divers multiples de -, tandis que sa valeur

nurnerique maximum croit proportionnellement a t 0.

Ainsi, dans la valeur de ?,, et par suite dans les variations des divers

ordres des elements elliptiques ou d une fonction de ces elements, il

existe generalement des termes a la fois seculaires et periodiques, et

d autres termes purement seculaires. Si, pour designer la somme de

ces derniers termes, on double le trait place au-dessus des lettres, et

par lequel nous indiquons les variations seculaires, on tirera de la for

mule 20

En vcrtu de cette derniere equation, les valeurs de

12,, K
/? W,, ci

y , 9,

ne differeront pas de celles de

il,, K
/; W

; , w
t , o.,

et Ton aura de plus
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III. Sur les variations du second ordre des 6l6ments ellipliques

et d une fonction quelconqite de ces elements.

La variation du second ordre de Fun quelconque des elements ellip-

tiqnes ou d une fonction quelconque ? de ces elements se trouve gene-

ralement determinee par la seconde des equations (5) du I
er

. Comme

d ailleurs, en vertu de la definition de la fonction G?,, on aura

I equation dont il s agit donnera

/o

/&amp;gt;

fj

[5,, 3t\dQ 4-
I

[c,, & ] dG +.....

Dans cette derniere formule, la premiere integrale

represente la partie de ? /7 qui provient de la variation des elements de

la planete m; au contraire, la seconde integrale

jf

represente la partie qui provient de la variation des elements de la pla

nete m , etc. Calculons successivemcnt ces diverses parties, en suppo-

sant, comme dans le II, que &amp;lt;; represente, ou Fun des elements ellip-

tiques de la planete m, ou une fonction de ces seuls elements.

Si d abord on considere le cas oil ; est independant de T, la valeur

de s, sera, comme on Fa vu, fournie par I equation

dans laquelle on aura

(
3

)
al&amp;gt; =r

[ g , B ] ,

(
J? e(c+ t&quot;|0 v/-I_ e(nc+n c )t v

/-1
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la valour clc etant

(4) __
(nc + n c

} \J
i

Do plus, on tirera de la formule (c) du I

(5) A

les valeurs de ill), ^ etant

(6) ill = (m, m )/,?-&amp;lt;**-

/IC T
&amp;gt;V

CI
, ^_

e ^+ ^ V1
^,

ou bien encore

( 7 )
Kb =

(
/

,
m&quot;

),.r e
-&amp;lt;fcTH-/vr) /^I

j ^_ ft(
/t-+.- &amp;lt; -,o ^~i

?
____

Nous avons ici, a dessein, remplace les quantites n, n ou tri, n, n ,

deja contenues dans la formule (4), par d autres quantites /, / ou m&quot;, /,

/&quot;,
. . . qui peuvent differer des premieres, attendu que ces quantites

varient quand on passe d un terme a un autre tcrme dans la valeur

de ?, ou de Ji, et que les divers termes du developpement de c
/
doivent

etre successivement combines avec les divers termes du developpe

ment de Ji.

En vertu des formules (2) et (5), on aura evidemment

,.

j

D autrepart &amp;lt;, ^ consideres comme fonctions des elements elliptiques

relatifs a la planete m, dependent seulement de i2 renferme dans c- on

a done

[,$] = o,

et, par suite,

Ce n est pas tout : ai, et ub, consideres comme fonctions de T, sont res

pectivemcnt proportionnels aux deux cxponentielles
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or, puisqu on obtient les derivees de ces exponentielles par rapport

a T on les multipliant par

-AzcV-i on -/tV
on en conclura

En fin, en differentiant &amp;lt; et ^par rapport a 2, on trouvera

Do l = n

On aura done

n a&quot;DQ^ /^DQ $ = ln(l 0} ^e(&quot;

c+ &quot;v
&quot; v

7- 1 Q c i

et, par suite,

Done la formule (8) donnera

r v^ r

\J,
U-,*] *=![*,*]/

i

{9)

} + a*X LiJ~*&quot;* f e-t^oiKZ n

J,

En vertu de cette derniere formule, la partie de ? y/ qui depend de la

variation des elements de la planete m pourra etre aisement calculeo.

Car, cu egard aux valeurs donnees de ( et ^[voirles formules (3),

(6), (7), .-..], les deux integralcs

sont du nombre de celles dont on obtient tres facilement les valeurs.

Considerons maintenant la partie de ? qui depend de la variation

OEuvrcs de C. S. I, t. V. /f
j
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des elements cle la planete m . Elle sera represented par [ integrate

r
/J
t

On aura d ailleurs evidemment

10

les valeurs de ift&amp;gt; , ^ etant

(
i i

)
HI/ =

(
/

, m ) c,ze-

ou bien encore

(12) Hi,
(
m

, m&quot;
}
i , ie~ CW+J

Enfin on tirera des formules (2 et 10)

r
(.3) / [ ?/) Jl

] ^
/t

puis, en raisonnant toujours comme ci-dessus, on obtiendra, au lieu

de la formute (9), la suivante

/* v^i r
I / [ /,a

/

] rfe=\[sn,,Tfe ] I a^rfe

/ -+- c DQ-c V/ n ^^ e &quot;^ &quot;^- /
(Q t }^dO,^^ v t

a 1 aide de laquelle on calculera fort aisement la partie de ; /x qui depend

de la variation des elements de la planl-te m . Ainsi, en definitive,

lorsque s sera independant de T, c est-a-dire fonction des sculs ele

ments
0, K, W, B,, ? ,

la valeur complete de
.c,, pourra etre aisement determinee a 1 aide de

[ equation (i), jointe aux formules (9) et(i4), la planete m dans ces

formules pouvant etre 1 une quelconque des planetes distinctes dew.

Si la fonction ^ renfermait 1 element T, la valeur de
&amp;lt;;,

serait, comme
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on 1 a vu dans le second paragraphe, determinee, non plus par I equa-

tion (2), mais par la suivante

;i5) c,= &amp;gt;LUC-|-I,l/
(r,

les valeurs de A, ,
&amp;lt; etant

(16) .V = rt DT S DQ c v
7 ^ $ Q e ( &quot;c+n c^^ - te (nc+n c

&amp;gt; ^
.

Done alors, a la place des formules (8) et (i3), on obtiendrait les sui-

vantes

r
(i 7 ) / [s /,^]rfs

(18) r [c /,A ]
t/0=v r [ &amp;lt;A,

(

t?,ni/^]
&amp;lt;/o+^

r [a, a
v
,ii/^j ^;

et, pour rctrouver les valeurs exactes des diverses parlies de ?, c est-

a-dire des integrates

il faudraitaux seconds membres des equations (9) et (if\) ajouterres-

pectivement les sommes

v r v r\
&amp;gt; / {& $ ill:?] d6,

&amp;gt; [X w.ifcS] w,
ZjJ, &Jt

D ailleurs les valeurs de ces memes sommes se determineraient facile-

ment a 1 aide des formules

(lf)! v -
r&quot;

I
+ c D.Q c N In ^Dl, e&amp;lt;

c+ ^ V-U /
(

- t
} ^ (16 ,

V f ^ ..
. T^^Vri tfb T fW^

ZJ,
[At lll&amp;gt;

&quot;Z
1

&quot;&quot;

J,
20

qui s etablissent de la meme maniere que 1 equation (9).
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Pour complete!
1

la determination de c
7/ , il nous reslc a donner les

valeurs exactes des integrates querenferment les seconds membresdes

equations (i3), (r4), ( 9) ct (20). Or, en vertu de la seconde des f or-

rnules (3), jointe aux formules (6) et (7) ou (11) et (12), on aura, dans

1 equation (9),

x e
&amp;gt;

&quot; ~C
== e v e &quot; v e v

&amp;gt;

les valeurs de k, h etant

(21) / lc -\~ I c
, h = (l+n}c+{f+n }c? t

on

(22) ff=!c + fc&quot;, h -(1 + n)c + l&quot;c-&quot;+n c , ...;

et, dans 1 equation (i4),

_ a&amp;lt;nc-\-ric )t J 1 -jA- O J 1

les valeurs de k , h etant

(?-3) /i = I c + lc, A
(/ -+- n

}
c -+- (/H- n)c,

ou

( 24 )
/r

&quot;= / c -I- /&quot;
c&quot;,

// r= (f+ J
c + I&quot; c&quot; + nc,

En adoptant les valeurs precedentes de h et k, ou de A et /- , on

aura, dans la formule (9),

li v/ i If
v/-

26) ^ (0-,

et, dans la formule (i 4).

/ $3 rX
x,*

ill / - /

Ay i /t v
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De plus, comme on trouvera, en vcrtu des equations (3), (6), (7), .

et par suilc

$ $_
=

( I]
eh ]

&amp;gt;

f

~
+ /

&amp;lt;

&amp;gt;)

,

on aura, dans la formule (19),

(7.9) I* &amp;lt; ^de= ^=1(0 -/) + .!- ~~^
j&amp;lt; AV/

et, dans la formule (20),

/ ^/i Qy/&quot;

/ y^e= ~-==(
J, h \ii

II est bon d observer :

i Que dans les formules (u5), (27), un des rapports

se reduit a

0-t,

lorsqu on a

(3i) /r = o ou k =o on A = o ou A =o;

2 Que le second membre de la formule (26) ou
( 28), ou bien encore

la somme des deux premiers termes contenus dans le second membre

de la formule (29) ou (3o), se reduit, sous 1 une de ces memes condi

tions, a

3 Qu en vertu des equations (21) et (s3), ou (22) et (24) chacune

des conditions (3i) se reduira, soit a 1 une des deux formules

(
82

)
le -f- / c = o, (

/ -f-
)
c +

(
/ -h

)
c =z o,
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soit a 1 une des quatre formulas

lc + l&quot;c&quot;=o, / c +/&quot;c&quot;=o,

(33)
( (

/ + n
}
c -+- /&quot; c&quot; -+- n c = o, (

/ + n
}
c -t- /&quot; c&quot; 4- nc =: o.

Ajoutons quo, si Ton suppose

( 34) nc -+- n c = o,

les fonctions
&amp;lt;T,

&amp;lt;i

v
se reduiront a zero, et les coefficients c, &amp;lt;A&amp;gt;,

&amp;lt;A/ a

mais de maniere que Ton ait

[Stf] = (m, n/)^eH**
&amp;lt;

&amp;lt;iny-(|w 6),

et, par suite,

Jt-4-JU $ =(D(0 /),

la valeur de (D etant

Done alors les sommes

.0 .0

/ [,yJ?,D^]^0 +1 [,i,
(

r,ii!,

// i/,

x0 ,0

/ [-1=0?, nb ^ ] r/0 -i- I [.1, r, on, $
// j/

se reduiront aux integrales

(36)
r r
/ [^,^](e-l]dQ, / [C0,* ^] (

J I J I

dont on obtiendra facilement les valeurs, eu egard aux deux for-

m ul es

I Oc/j Ut) ,- J I Uc/
j

\&amp;gt;r1 I S3 /I t/ lie) J

Si Ton suppose que les nombres
&amp;lt;&quot;,

c
, r&quot;, ... soient incommensu-

rables entre eux, alors, pour satisfaire a l une des conditions (32),

(33), ( i/i), il faudra y egaler separement a zero les coefficients de r,
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c
, c&quot;,

.. . Done alors la condition (34) donnera

n = o, 11 o,

et par suite, eu egard aux formules (3j), les integrales (36) devien-

dront

/.o ~o

(38) [&amp;lt;,$] I (Q-t)^dO, [(D,ifi ] l (0 -/)&amp;lt;#.
vt J i

Alors aussi, dans le dernier membre de chacune des formules (9),

(i4), (19)* (
2

)
1 & seconde somme se composera de termes dont chacun

restera periodique dans le cas meme oil il deviendra seculaire; car 1111

quelconque de ces termes ne pourrait devenir purcment seculaire

qu autant que Ton aurait nc -+- ri c =. o, par consequent

n = o, n = o
;

et, dans ce cas, le terme en question disparaitrait avec le facteur //

ou n .

A 1 aide des formules que nous venons d etablir il devient facile de

calculer les divers termes ou periodiques, ou seculaires, ou tout a la

fois seculaires et periodiques, dont se compose la variation du second

ordre de 1 un des six elements elliptiques

0, K, W, r, nr, v,

ou d une fonction quelconque de ces memes elements. En appliquant

ces memes formules a la determination de &, c est-a-dire de la varia

tion du second ordre du premier element elliptique, on voit irnmedia-

tement disparaitre les termes purement seculaires dus a la variation

des elements de m. On se trouve ainsi ramene a ce theoreme de

M. Poisson, que dans la variation du second ordre du premier element

elliptique il n existe point d inegalites purement seculaires, dues a la

variation des elements de la planete troublee. C est au reste ce que

nous expliquerons plus en detail dans un autre article.
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100.

ANALYSE MATHEMATIQUE. Mernoirc sur la convergence

et la transformation des series.

C. R., t. XI, p. 63g (26 octobre 1840).

J ai donnedepuis longtemps, dans YAnalyse algebiique, un theoreme

general, qui a paru dignc de 1 attention des geometres, sur la conver

gence des series ordonnees suivant les puissances ascendantes et en-

tieres d une variable x, soit reelle, soit imaginaire; et
j
ai fait voir

(\\\une semblable serie etait convergente on divergente suivant que le mo
dule de la variable etait inferieur on superieur a Vunite divisee par line

cerlaine limite, cette limite etant la plus grande de celles vers lesquelles

converge la racine ri*
ne du coefficient de x&quot;. On sait d ailleurs que

j
avais etabli cc theoreme en reduisant la condition de convergence

d une serie quelconque

0, MI, U-i, ., U tl ,
. . .

a la condition de convergence d une progression geometrique

1
, U, U-, . . .

, U&quot;,
....

Or c est aussi une reduction du meme genre, operee a 1 aide de f or-

mules propres a convertir les fonctions en integrales defmies, qui m a

conduit au nouveau theoreme enonceetdeveloppe, non seulementdans

les Memoires lus ou publics a Turin en i83i et 1882, mais aussi dans

une Lettre adressee a M. Coriolis, sous la date du 29 Janvier i83;,

theoreme dont
j
ai donne une demonstration elementaire dans mes

Exercices d Analyse et dans les Comptes rendus de la presente annee.

Suivant ce theoreme, tel qu on le trouve insere dans le Complc rendu

de la seance du ^2 juin dernier
( ),

une fonction d une on de plusieurs

variables est developpable en serie convergente ordonnee suivant les puis

sances ascendantes de ces variables, tant que les modules de ces variables

0) OEiwrcs de Catichy, S. 1. t. V. p. 9.3 \.
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conserve/it des valeurs inferieures a celles pour lesquelles la fonotion on

ses derivees da premier ordre pourraient devenir infinies on discontinues.

Comme je 1 ai observe dans ma lettre a M. Coriolis (voir les Comptes

rendus des seances de 1 annee 1887, i
er

sem-estre, p. 216) (

1

),
et dans la

seance du 22 juin 1840 (-], le theoreme dont il s agit ne s applique pas

seulementaux series qui represententles developpements des fonctions

explicites ou les racines des equations algebriques ou transcendantes :

il est applicable aux series memes qui representent led integrates gene-

rales d un systeme d equations differentielles, par exemple, les inte-

grales generates des equations de la Mecanique celeste. II y a plus, il

serait applicable a des series qui representeraient les integrates gene-

rales ou particulieres d une equation ou d un systeme d equations aux

derivees partielles, ou aux differences finies, ou aux differences melees.

En general, pour 1 application de ce theoreme, il n est nullement ne-

cessaire que 1 on connaisse, sous forme explicite, la somme d une

serie; il suffitque Ton puisse reconnaitre dans quels cas la somme de

la serie et la somme de sa derivee deviennent infinies ou discontinues.

On voit done que le theoreme dont il s agit ne se borne pas a etablir

tine relation singuliere entre les conditions de convergence de quelques

series et la resolution numerique de certaines equations transcen

dantes, ni meme a fournir des regies commodes pour la convergence des

series qui proviennent de 1 application de la formule de Lagrange et des

autres formules analogues employees par les geometres pour developper

les racines des equations. Si, applique a la theorie du mouvement ellip-

tique d une planete, ce theoreme reproduit une formule de M. Laplace,

s il peut etre considere coinme une extension de la proposition con-

tenue dans cette formule, c est uniquemcnt dans le sens oil 1 on peut

dire que les formules de Taylor et de Maclaurin sont une extension de

la formule algebriquc connue sous le nom de binorne de Newton.

Au reste, le theoreme en question vient d etre soumis a une epreuve

nouvelle et decisive, qui a montre combien il est propre a fournir les

(1) CEuvrcs tie Cmichy, S. I. t. IV, p. 38.

(2) Id., S. I, t. V, p. a34.

OKuvres de C. S.
l&amp;gt;

t. V. 4^



362 COMPTES REN.DUS DE L ACADEMIE.

veritables regies de la convergence des suites. Un dc nos savants con

freres a lu, dans la derniere seance, une Note interessantc et relative

aux conditions dc convergence d une classe generate de series. Je n as-

sistaispas a cettc lecture; mais, au moment ou
j arrivai, il eut la bonte

de m en indiquer 1 objet. Je lui dis alors qu il me paraitrait utile

d examiner si la regie dc convergence a laquelle il etait parvenu ne

serait pas un corollairc de mon theoreme. Notre confrere a bien voulu

avoir egard a ma demande, et
j apprends, par le Compte rendu de la

seance, qu il y a coincidence parfaite entre la regie qu il avail obtenue

et celle que mon theoreme pourrait donncr.

Les integrates d un systeme d equations differentielles, commc nous

1 avons explique ailleurs, sc trouvent toutes comprises dans Fintegrale

generate de ( equation caracteristique, et t on peut dc cette derniere

equation deduirc la valeur de chaque inconnue, ou d une fonction

quelconque des inconnues, developpee en serie. D ailleurs la serie qui

representera cette fonction cessera generalement d etre convergente

pour certaines valeurs de la variable independante, comme aussi pour

certaines valeurs de t un quelconque des parametres compris dans les

equations differentielles, ou bien encore de 1 une quelconque des con-

stantes arbitraires introduces par 1 integration. Or, d apres le theo

reme ci-dessus rappele, les regies de convergence d une semblable

serie seront faciles a etablir, et la serie sera convergente tant que la

fonction ou sa derivee ne dcviendra pas infinie ou discontinue. Nous

avons d ailleurs donne dans le Cours d Analyse de seconde annee

de 1 Ecolc Polyteclmique, et nous avons deja rappele, dans la seance

dii22 juin 1840 (

1

),
les conditions qui doivent etre generalement rein-

plies pour que cbaque inconnue reste fonction continue de la variable

independante et des constantes arbitraires introduites par [ integration.

Lorsque les integrates d un systeme d equations differentielles s ob-

tiennent-en termes finis, on peut appliquer, ou la formule de Lagrange,

ou d autres formules analogues, au developpement de ces integrales

en series. Les nouvelles series, obtenues par ce moyen, doivent coin-

.( )
OEitorcs de CfincJiy. S. T, t. V. p. 2 3 |.
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cider au fond avec celles que Ton deduirait de la consideration de

1 equation caracteristique, et offrcnt des transformations souvent re-

marquables de ces dernieres. Ajoutons que les termes generaux des

lines ou des autres peuvent encore, dans un grand nombre de cas, etre

representes par des integrates defmies semblables a celles que j
ai

considerees dans mon Memoire de 1882 sur la Mecanique celeste.

Observons enfin que la racine n [ime du /i
k me terme dc chaque serie

doit, pour de grandes valeurs de n et en vertu des principes etablis

dans mon Analyse algdbrique, se reduire sensiblemcnt a Tunitc au mo

ment ou chaque serie cesse d etre convergente. Done, si la serie est or-

donnee suivant les puissances ascendantes et entieres d un para-

metre a, la racine n^me du coefficient de a&quot; devra, pour de grandes

valeurs de n, se reduire sensiblement a 1 unite divisee par le module

de a, pour lequel la serie cessera d etre convergente, ou, ce qui revient

au meme, par le plus petit des modules de a qui rendront infinie ou

discontinue la fonction qui represente la somrnc de la serie, ou la de-

rivee de cette fonction prise par rapport an parametre a.

ANALYSE.

l
er

. Considerations generates sur In convergence des series qui representent

les integrates d un systeme d equations differentielles.

Soit donne, entre la variable independante t et diverses inconnues

ou variables principales x,y, -, ..., un systeme d equations differen-

tielles de la forme

P, Q, . . . designant des fonctions donnees de toutes les variables x, y,

s, . . ., /. Soit en outre
s = f(x, j, a, . ..)

une fonction quelconque des seules variables principales x, y, :-, . . ..

Enfin nommons

9, x, y, z, ..., c, ^, :^,
...
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un second systeme de valeurs correspondantes des variables et fonc-

tions

/, x, y, z, ... s, P, Q,

On aura encore

Gela pose, comme les inconnues x, y, z, ... sc trouveront complete-

ment deterrninces par la double condition dc verifier, quel que soil /,

les equations (i), et, pour t = 6, les formules

(3) x = \, } = y, z = z,

x, y, :-, . . . et meme s pourront etrc consideres comme des fonctions

determiners, non seulement de la variable independante /, mais en

core de

x, y, z, ..., 0;

et alors s lui-meme se trouvera completcnient determine par la double

condition de verifier, quel que soit t, 1 equation caracteristiquc

(4) (DeH-D)*= o
&amp;gt;

la valeur de la caracteristiquc D etant

(5) n^^D.+ ^D y +...,

et, pour t = 0, la formulc

(6) s = s=f(x, y, z, ...).

Si maintenant on nomme

D
(

, Da , ...

ce que devient n quand on y remplace successivement par di verses

variables

0,, Oa , ...,

la valeur de s, developpee en serie, sera, comrne nous Favons dit ail-

leurs,

(7) *= *- f O,,W,-H f ( },&$ (10, (/() + ....

J{, Jf) Jo
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Dans le cas particular oil P, Q, . . . ne rcnferment pas la variable /,

&amp;lt;p, ^, . . . ne renferment pas 0, en sortc qu on a a = D, = D,, = . . . ;

done alors la formule (7) se reduit a

(8)

on, ce qui revient an meme, a

(9).-.:
, = e -;.

Si aux equations (i) on substituait les suivantes :

10

y. designant un parametre donne, alors, en supposant toujours la va-

leur de n determinee par Tequation (.5),
on obtiendrait, au lieu do

1 equation (4), la suivante

(
1 1

) ( De + a D
;
* = o

,

et les form tiles (7), (8), (9) se eliangeraicnt en cellcs-ci :

s

(12) t= t + * f v^de-*-** f f n.o^ /flA -+-

J -7 J.

(.3, .

Done alors, en vertu de la formule (12) ou (i3), la valeur de A- se trou-

verait represented par une serie ordonnee suivant les puissances ascen-

dantes du parametre a.

Observons maintenant que chacune des series comprises dans les

seconds membres des formules (7) et (8), ou (12) et (i3), cessera gent
1-

ralement d etre convergcnte pour une certaine valeur de la variable

independante t, ou plutot pour une certaine valeur du module de la

difference 6, comme aussi pour certains modules des constantes
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arbilraires x, y, z, . . . introduites par 1 integration, on des parametres

renfermes dans les equations differentiellesdonnees, par exemple, pour

nn certain module du parametre a, renferme dans les equations (10) ou

dans les seconds membres des formules ([2) et (i3). Or les valeurs

on modules dont il s agit pourront etre facilement determines a 1 aide

du theorems general rappele dans la seance du 22 juin, et qui s enonce

eomme il suit :

TiiEOUEME I. --
Unefonction (rune on de plusieurs variables est deyelop-

pable en serie convergente ordonnee suivant les puissances ascendantes et

entieres de ces variables, tant qiie les modules de ces variables conserve/it

des valeurs inferieures a celles pour lesquelles la fonction ou ses derivees du

premier ordrepourrtuent devejiir infinies ou discontinues.

Coinme je 1 ai fait voir dans mes Lemons de seconde annee a FEcole

Polytechnique, les valeurs des inconnucs oc, y, z, . . ., fournies par Fin-

tegration des equations differentielles (i) ou (10), restent fonctions

continues de la variable independante et des constantes arbilraires x,

y, z, . . . introduites par 1 integration, tant que les modules des diffe

rences f

t 0, x x, y y, z z, ...

restent inferieurs a ceux pour lesquels, ou les seconds membres de ces

equations differentielles, c est-a-dire, en d autres termes, les fonctions

P, Q, . . ., ou les derivees de ces fonctions, prises par rapport aux di-

verses variables, deviendraient infinies ou discontinues. On pent done

enoncer encore la proposition suivante :

THEOREME II. -- Si Von prend pour s line quelconque des inconnucs

onpourra, dans la serie
( 7) ou

(
1 2

),
el sans que cette serie cesse d etre con-

vergente, faire croilre, ou le module de t 0, ou, ce qui revient au meme,

le module du parametre a, jusquau moment oil cet accroisse?nent produi-

rait, soil line valeur infinie de Vinconnue que I on cojisidere, soil des va-
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tears infmies ou discontinues d une on de plmieurs des fonctions P, Q, ...

on de lears derivees du premier ordre, prises par rapport aux diwses va

riables.

Corollaire 7. - - Le theoreme que nous venons d enoncer serait en

core evidemment applicable a une valeur de s qui representerait, non

plus 1 unc quelconque des variables oc,y, s. ... mais une fonction tou-

jours continue de ces memes variables, par cxemple une fonction de

la forme
e &quot;.rl +

/&amp;gt;y&amp;lt;+..^

/, m etant des nombres entiers quelconques.

Corollaire II. - - Si

s = t(x,y, z, . . .)

n etait pas une fonction toujours continue do x,y, z, . . ., alors la serie

(7) ou (8) pourrait cesser d etre convergente, non settlement dans

les cas prevus par le theoremc II, mais aussi lorsque la fonction

f(r, y, 5, ...) deviendrait discontinue, par exemple dans le cas ou

des valours finies de x, y, z, . . . produiraient une valeur infinie de

cette meme fonction.

Corollaire III. Si, au lieu de faire varier la valeur ou le module de

la difference t ou du parametre a, on faisait varier, ou un autre

parametre renferme dans les equations differentielles donnees, ou

Tune quelconque des conslantes arbitrages introduitcs par 1 integra-

tion, on devrait encore evidemment s arreter au moment ou la serie (7)

ou (12) ccsserait d etre convergente pour 1 une des raisons indiquees

dans le theoreme II, oil clans le corollaire precedent.

Les principes etablis dans ce paragraphe sont immediatoment appli-

cables a un systeme d equations differentielles d un ordre quelconque;

car, comme nous 1 avons plusieurs fois remarque, il suffit d augmenter

le nombre des inconnues pour qu un semblable systeme se transforme a

1 instant meme en un systeme d equations differentielles du premier

ordre.
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II. Des integrates sousformefinie d unsfsteme d equationsdifferentielles,

D6veloppement de ces integrates.

Lorsque les integrates d un systeme d equations differentielles, par

exemple des equations (i) ou (10) du I
er

, peuvcnt s obtenir sous

forme finie, la formulc de Lagrange ct d autres formules analogues

fournissent le moyen de devclopper ces integrales en series ordonnees

suivant les puissances ascendantes et entieres des constantes arbi-

traires introduces par 1 integration, ou des parametrcs renfermes dans

les seconds membres des equations differentielles. Ainsi, en particu-

lier, on pourra, de cette maniere, obtenir la valeur de 1 unc quel-

conque des inconnues x, y, z, ..., ou d une fonction s de ces incon-

nues, developpee en une serie qui soit ordonnee suivant les puissances

ascendantes du parametre a contenu comme facteur dans le second

membre de cbacune des equations (10). D ailleurs cette derniere serie

devraevidemment coincider avec celle que renferme le second membre

de la formule (12) ou (i3) du I
er

; de sorte que la nouvelle serie

pourra se transformer en 1 autre, et reciproquement.

Supposons done que les equations a integrer soient les equations (10)

du I
cr

, savoir,

a etant un parametre donne, et P, Q, ... des fonctions donnees des

di verses variables

X, f, Z, ..., /.

Supposons, de plus, que Ton soit parvenu a obtenir les integrales des

equations (i) sous forme finie. Ces integrales etabliront une relation

determinee entre la variable independante /, les constantes arbitrages

qui pourront coincider avec les valeurs x, y, z, ... des inconnues x,

v, r, ... correspondantes a une certainc valeur de la variable t, et

la variable s qui pourra representer, ou Tune quelconque des incon

nues x, y, ;, . . . ou une fonction donnee

f(#, r, *,...}
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de ces mem.es inconnues. Or concevons que la relation dont il s agit

se trouve exprirnee par la formule

(a) 8= 0,

S designant une certaine fonction tie s, de t, de a. et des constantes ar

bitral-res. Puisque la valeur de s, determines par 1 equation (2), devra

coincider avec celle que fournit 1 equation (12) du I
ei

,
il est clair

(ju en faisant, pour abreger,

c f(x, v, z, ..
),

on trouvcra

*==,

non seulement pour t 0, inais aussi pour y. = o. Concevons d ail-

Icurs qu en mettant a et s en evidence, dans la fonction S, on ait

en sorte que I equation (2) se presente sous la forme

(4) F(,):=0.

On aura encore

( &quot;&amp;gt;) F(g, o} = o;

et, si la lettre designe une variable auxiliaire, les deux ( ([nations

admettront. la premiere, la racine ^ .v, et la seconde, la racinci

// = ;.

Supposons d ailleurs que cette derniere racine soil une racine simple,

on pourra en dire autant de 1 autre, en sorte qu on aura

(G) F(ii,a} = (u s}H(it,x], V(u,o] = (u $)II(w,o),

la fonction II(//,a) et sa valeur particuliere ll(u, o) etant deux fonc-

tions de u, dont la seconde ne deviendra point nulle ni infinie pour

// ;.

OF.uvics de C. S. I, t. V. 47
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Supposons maintenant que dans les formules (6) on pose

f&amp;lt;
= C + .

Ces formules, reduites aux suivantes

F(c + , a) = (g s-f- i) II(c -4- i, x], F(? + i, o) i H(q -+- t, o].,

donneront

F($-t-,a) _ c 5 + t Ilf^ H- t, a) _

F(g+i,o)
&quot;

i n(s + t,o)
;

puis on conclura de celle-ci, en prenant les derivees logarithmiques

des deux membres par rapport a t, et en indiquant a 1 aide de la lettre 1

les logarithmes nepericns,

F(g + t.a) i i H(g + t,a).
\ N

F(s-hl,OJ q S + L i n^-4-t,o)

ou, ce qui revient au meme,

hfg + t.q) __ R .F(g + i, q) i i

o JUJ-fjr -L t l=7 -H---
II(g4-l,o) F(g-hl, O] g 5-4-J

Or, puisque, par hypothese, 1 expression II(w, o) ne devient nt nulle

ni infmie pour u = ?, il est clair que la fonction

ne deviendra ni infiniment petite ni infiniment grande pour des valeurs

infiniment petites de i et a. Done, pour de sernblables valeurs, cette

fonction et la derivee logaritbmique

J[(g -+- i, o)

seront generalement developpables en series ordonnees suivant les

puissances ascendantes et entieres de t ct a; et Ton pourra en dire au-

tant du second mernbre de la formule (8). Mais, pour developper ce

second membre suivant les puissances ascendantes dc a, en suppo-

sant, comme on peut le fairc, que, des deux variables infiniment



EXTRAIT N&quot; 100. 371

petites s ; et t, la premiere conserve tonjours un module inferieur

a celui de la seconclc, il faudra commencer par transformer le rap

port

en une serie ordonnee suivant les puissances ascendantes de la diffe

rence
s c,

qui clle-meme est developpable suivant les puissances ascendantes

de a. D ailleurs, en operant ainsi, on trouvera

i i s g (.v c}~

(9) -=- + +

Supposons en outre

F ( c -4- i a.}
I \ TX i *-

\ ** I f ** J T -i T= all + a-L. +. .
,

les coefficients I,, L, ... etant independants de a. La formule (8) don-

nera

&quot;

-T

c -t- t, o)

(3r, si, dans le second membre de cette derniere formule, on developpe,

d une part, comme on doit pouvoir le faire, les coefficients

I., I 3 , ...

en series ordonnees suivant les puissances ascendantes de t, d autre

part, les divers termes de la progression geometrique

en series ordonnees suivant les puissances ascendantes de a, on ob-

tiendra une serie double que Ton pourra ordonner suivant les puis

sances ascendantes de a et de t, et dans laquelle, apres les reductions,

les termes proportionnels aux puissances negatives
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devront disparaitre. En s appuyant sur cette consideration, et re mar-

quant en outre que, pour un tres petit module de a, la difference s c

se trouvera representee par une serie dont le premier terme sera pro-

portionnel a y., on conclut immediatement dc la formule (u) que le

premier terme du developpement de I, est proportionnel a - le pre

mier terme du developpement de I 2 a etc. On en conclut aussi que

les coefticients des puissances negatives

dans les rapports

doivent etre respectivemeat egaux aux coefficients des m ernes puis

sances dans le developpement de la somme

en une serie ordonnee suivant les puissances ascendantes de &amp;gt;.. Done,

en particulier, le coefficient de dans ce developpement doit ex-

primer la valeur de la difference

p _ -

Remarquons a present que, dans les developpements de

I,, 1 3 , T,, .-.,

developpements dont les premiers termes seront respectivement pro-

portionnels a

le coefficient de - deviendra successivement effal a chacune des ex-
t-

pressions

t M,, JD t
(

t 3l 2 ), _L.D?(i I 3 ), -..,
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pourvu que Ton convienne de reduire toujours, apres les differen-

tiations effectuees, la variable t a zero. On aura done, sous cette con

dition,

On trouvera de la meme maniere

La formule (12) s accorde avec des formules donnees par MM. La

place et Paoli, et fournit, aussi bien que la formule (12) du $ l

ei
, Ic

developpement de s ou de s ;, suivant les puissances ascendantes

de a. Elle pourra etre representee sous 1 une on 1 autre des formes

si Ton pose, pour abreger,

(16) \u
1 2 ... ! /I I

i devant etre reduit a zero apres les differentiations, el

( 7) S(B,
= Ana.

II est bon d observer qu en vcrtu de la formule
(i&amp;lt;&amp;gt;),

(;l du theoreme

de Maclaurin, on aura

(.8) ln = -ll)gD tl^
s +

*-!,
i .9, . . .n r

(&amp;lt;g
H- t, o)

7. devant etre reduit a zero apres les differentiations. Done le coefficient

A
rt

de a&quot;, dans le developpement de s, pourra etre presente sons la

forme
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les valeurs de a et de i devant etre reduites a zero, apres les differen

tiations. D ailleurs, si 1 on pose, pour abreger,

s -f ,
O

i

J *
i

y. devant etre annule apres les differentiations, c est-a-dire si Ton de-

signe par J
rt

le coefficient de a&quot; dans le developpement de 1 expres-

sion

suivant les puissances ascendantes de a, la formule (18) donnera

J = IM//.

Or le premier tcrme de ! etant proportionnel a -^, le premier terme

de ]n devra etre proportionnel a ; et, eu egard a cette circonstance, il

est facile de s assurer que Ton aura, pour t = o,

DT^fi-^liJs -Df- 1

( )?

Done la formule (16) pourra etre reduite a

A.=-~
.2. ..(

et la formule (19) a

=-f- 4- .I lDr-Kr. !^[i .a. .

.(/i i) j
n F(c H- t,o

22) A
L i.a...in--ijj n ~\_ *

(

y, et t devant toujours etre annules apres les differentiations.

La serie comprise dans le second membre de la formule (12) reste

convergentc, tant que le module de a reste inferieur au plus petit de

ceux pour lesquels la fonction^, ou sa derivee, prise par rapport a a,

devient infinie ou discontinue. D ailleurs, en vertu de 1 equation (4),

on a generalement
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ct par suite

Done la derivee de s, prise par rapport a a, devient generalement in-

finie, lorsqu on a

!VfF(s, a) o.

Done le module de a, pour lequel la serie comprise dans le second

membre de 1 equation (12) cessera d etre convergente, sera generale

ment le plus petit de ceux qui verifieront les equations simultanees

(23) Y(s,x} = o, l)5 F(*,)=o.

Nbmmons &amp;gt;. ce module; la valeur de An , fournie par 1 une quelconque

des equations (16), (19), (21), (22), offrira un module dont la racine

/i
ieine

convergera, pour des valeurs croissantes, vers une on plusieurs

limites, dont la plus grande sera y Done, en attribuantau nombre en-

tier n une valeur tres considerable, on pourra cboisir cette valeur dc

maniere que Ton ait sensiblement
\

(24) (mod.A w
)&quot;

=

II serait facile de transformer en integrale definie simple ou double

le coefficient de a&quot; dans le developpement de s, c est-a-dire la valeur

de An determinee par 1 une des formules (16), (19), (21), (22). Kn

effet, si Ton designe par
z = reP\

~
l

line variable imaginaire dont le module soit r, el 1 argument /;,
si

d ailleurs

/()

represente une fonction qui reste finie et continue, quel que soit Tar-

gumcnt/?, pour une certaine valeur R attribuee au module /, et pour

des valeurs plus petitcs, on trouvera, en posant r= R,
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en d autres termes, on aura, pour des valeurs infiniment petitcs de i,

Cette derniere formule offre le moyen de transformer immediatement

en integrate definie la derivee de 1 ordre Ji d une fonction donnee de la

variable i, ou plutot la valeur de cette derivee correspondante a line

valeur nulle de la variable t. Par suite, la formule (2j) offre le moyen
de transformer le second membre de Fequation (16) ou (21) en inte

grale definie simple, et le second membre de 1 equation (22) en inte

grale definie double.

Les di verses formules que nous venons d etablir se trouvent com

prises, comme cas particuliers, dans d autrcs formules plus generates

que nous avons donnees dans le Memoire sur la Mecanique celeste de

1 832, et qui servent a developper, suivant les puissances ascendantes

d un parametre renferme dans line equation algebrique ou transcen-

dante, la somme de certaines racines de cette equation, ou la somine

des fonctions semblables de ces racines. An reste, toutes ces formules

peuvent etre etablies par la metbode meme dont nous venons de faire

usage.

Pour s assurer tie 1 exactitudc des resultats auxquels nous sommes

parvenus, il suftiraitde prendre

a)

Alors on trouverail

F(c -f- i, y.}

&amp;lt;g o, -f-
i

. r^ioi&quot;
t a \ i

n[ i \

e( par suite la formule (21) donncrait

Done, si Ton developpe suivant les puissances ascendantes de a la plus
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petite racine s de 1 equation

(26) s y. GJ($) = o,

on trouvera

la valcur de i devant etrc reduite a zero, apres les differentiations, et

la serie comprise dans la formule (27) restera generalement conver-

gente, tant que le module de a restera inferieur an plus petit de ceux

(jui permettent de verifier les equations simultanees

(28) s y. 33 (s)
= o, i y. Bj f*)

o.

On se trouve ainsi ramene a des conclusions que nous avons deja

enoncees dans un precedent ^lemoire. D ailleurs, les equations (28)

peuvent s ecrire comme il suit :

Si Ton supposait
w(s) = sines,

1 equation (26) serait analogue a eelle qui, dans le mouvement ellip-

tique d une planete, determine 1 anomalie excentrique. Si Ton suppo
sait au contrairc

5j(s) = es
,

les formules (29) donneraient

Done la plus petite racine de 1 equation

(
3o

)
s y. e&quot;= o

se developpe, par la formule

&amp;gt;

i * / \^ i

1.2 i . 2 . i i , a . 3 . 4

OKuvres de C. S. I, t. V.
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en une serie qui demeure convergente tant que a ne dcpassc pas
- On

aura done, dans le cas present, \ = -; et, comme on trouvera de plus

il suit de la formule
( 2/1) que, pour de grandes valeurs de ?i, on aura

sensiblement

,. a .3...)=,

ce qui est exact, d apres une formule connue de M. Laplace.

On pourrait encore remarquer le cas oil la fonction rz(s} serait de

1 une des formes
ft

,
t

,
. . .

,

on meme plus generalement de la forme

p~K
&amp;gt;

.z- designant une fonction entierc dc s. Dans ce cas, la premiere des for

mules (29) serait toujours facile a resoudre, puisqu elle se reduirait a

lequation algebrique

111. Comparaison des formules etablies dans les deux premiers

paragraphes.

La formule (12) du paragrapbe precedent devant s accorder avec

cclle qui porte le meme numero dans le I
ei

, les deux series qui, en

vertu de ces deux formules, representcnt la valeur de s, doivcnt etre

identiques, et par suite les coefficients des memes puissances de a,

dans ces deux series, doivent etre egaux. On aura done, en adoptant

les notations des I et II,

/&quot; r /*

] J J
*-* &quot;* &quot; T &amp;lt;( -I

la valeur de i devant etre reduite a zero apres les differentiations.
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Si Ton suppose que les seconds membres des equations (i) du II

deviennent independants de /, on devra, dans le I
er

, remplacer la

formule (12) par la formule (i3); et, en consequence, le coefficient

de a&quot;, dans la valeur de s, pourra etre represente par le produit

(t 6
,&quot;

-n&quot;
i . i . . . n

Ce dernier produit devra done etre egal a la valeur de An determinee

par 1 equation (iG) du II, en sorte qu on aura

Done en posant, pour abreger,

(I -)-! =,,,
on aura

i devant etre reduit a zero apres les differentiations. II est bon d ob-

serverque, dans la formule (2), la valeur de * H sera independante de

/ 0. En effet, dans 1 hypothese que nous venons d admettre, le pre

mier terme S de 1 equation (2) du II sera line fonction de s et du pro

duit y.(t 0). Done, si. Ton pose

de maniere a mettre en evidence, dans 1 expressiondeS, non seulement

.vet a, mais encore la variable /; alors, an lieu de la formule (10) du

II, on obtiendra la suivante :

,T(c+ 1,0)

Or, en vertu de cette derniere formule, on aura generalement
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et par suite

5) D-=-- -- -jy^i

y. et i devant etre reduits a zero, apres les differentiations. L equa-

tion (5), dont le second membre pourrait etre remplace par une integrate

detinie double, ofire une transformation remarquable de 1 expression

symbolique
D*c.

Dans d autres Memoires je donnerai de nombreuses applications des

theoremes et des formules ci-dessus etablis.

101.

ANALYSE MATHEMATIQUE. -

Applications diverses des theoremes relatifs

a la convergence et a la transformation des series.

C. R., t. XI, p. 667 (2 novembre 1840).

I
er

. Sur la convergence des series qui representent les developpements

des fonctions de fonctions.

Soient y une fonction de cc, developpable en serie convergente, or-

donnee suivant les puissances ascendantes et entieres de x, pour tout

module de x inferieur a X, et z une fonction de y, developpable en

serie convergente, ordonnee suivant les puissances ascendantes et en

tieres de y, pour tout module de y inferieur a Y. II semble au premier

abord que la fonction z devrait elle-meme etre developpable en serie

convergente, ordonnee suivant les puissances ascendantes et entieres

de x, lorsqu on aurait a la fois

&amp;lt;&amp;lt;X
et mod.j-&amp;lt;Y.

Neanmoins le contraire pent arriver, comme nous 1 avons deja remarque
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dans la seconde livraison des Resumes aiialytiques. Ainsi, en particulier,

si Ton pose

X

y sera, pour toutes les valeurs de oc, developpable avec e~-
r en serie

eonvergente ordonnee suivant les puissances ascendantes ct entieres

de x\ de plus z sera, pour tout module de y infericur a Funite, deve

loppable en serie eonvergente ordonnee suivant les puissances ascen

dantes et entieres dej; en fin le module de y restera inferieur a 1 unite

pour toute valeur reelle et positive de x\ et toutefois le developpement

de z suivant les puissances ascendantes de x cessera d etre conver

gent pour certaines valeurs reelles et positives de x. En efifet, le

developpement dont il s agit, en vertu de la seconde des equations (2),

sera

I I X- I .X 1
I X 6

(3 z= --
T.-2 t) i.2 )0 [.2.3.4

les coefficients numeriques

n etant autre cbose que les nombres de Bernoulli. Or, si Ton designe

par
a^, a-,, a,-,, . . .

ces memes nombres, on aura generalement, d apres line tormule

connue,
I .2.3.. .77

et par suite le coefficient de x \ dans le second membre de la tor-

mule (3), sera, pour des valeurs paires de 71,

-
I I H h

r,
... I.

[27Tj&quot;\
2 3&quot;

Done, pour de grandes valeurs de n, la racine /i
ieine de ce coefficient se
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reduira sensiblement a

et, en vertu du theoreme sur la convergence des series, enonce dans

inon Analyse algebrique, le developpement de z sera convergent ou

divergent suivant que le module de x sera inferieur ou superieur

a 2-.

On se trouve au reste ramene precisement aux memes conclusions

par le theoreme que j
ai rappele dans le precedent Memoire. En effet,

suivant ce theoreme, la fonction

X
Z ^=:

I
_ e-.c

ne pourra cesser d etre developpable en serie convergente ordonnee

suivant les puissances ascendantes et entieres de x qu a partir de I in-

stant oil elle deviendra infinie ou discontinue, par consequent, pour des

modules de x superieurs au plus petit des modules que presentent les

racines de 1 equation

- o
z

OU

_.
o.C

(4) ^^ = 0.

Or les racines de 1 equation (4) coincident avec celles des racines de

[ equation
i e~x =. o

(jui different de zero, c est-a-dire avec les valeurs de

2/fT: y i

correspondantes a des valeurs entieres positives ou negatives de k.

Done les modules de ces racines se reduisent aux divers termes de la

progression arithmetique

ITT, 4^* ^~&amp;gt; &amp;gt;

et le plus petit de ces modules, a 2-.
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Nous avons vu que les conditions (i) peuvent etre remplies sans que

la valeur de z soit developpable en serie convergente ordonnee suivant

les puissances ascendantes de x. Nous ajouterons que le developpe-

ment pourrait avoir lieu dans des cas oil I tine de ces conditions ne

serait pas verifiee. Ainsi, par exemple, si Ton suppose z determinee en

fonction de j, et y en fonction de x, par les equations

(5) Z=- &amp;gt;

)&quot;-
H- 2f -2X(\ -h j) = O,

dont la seconde donne

(6)

y sera developpable en serie convergente ordonnee suivant les puis

sances ascendantes de x, et z en serie convergente ordonnee suivant les

puissances ascendanles de j, dans les cas settlement oil Ton aura

Mais on aurait tort d en conclure que z cesse toujours d etre deve

loppable en serie convergente ordonnee suivant les puissances ascen

dantes de x, lorsque la seconde des conditions (7) cesse d etre remplie.

En effet, si, dans la form tile (6), on adopte le signe superieur, die

donnera

y x \-t- s
/i -\- x-,

puis on tirera de celle-ci, jointe a la premiere des equations ( &amp;gt;),

( r\\ ** ~~ nr l - i
;

i 4- &amp;gt;

-

19 J
&quot;
~ w-t- y i t-* .

x H- y/i -4- X-

Donc la valeur de z, comme celle de y, sera developpable en serie con

vergente, tant que le module de x restera inferieur a Fiinite, par

exemple lorsqu on prendra
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Mais, pour x = ^*
la formule (8) donnera

i + 6

on, ce qui revient ail meme,

et par consequent 5 pourra etre developpable en serie convergentc,

sans que la seconde des conditions (7) se verifie.

i;
II. Sur la convergence el la transformation des series qui representent

les integrates d equations differentielles du premier ordre.

Considerons, pour fixer les idees, une seule equation differentiello

du premier ordre entre 1 inconnue x et la variable independante /.

Cette equation pourra etre presentee sous la forme

P etant une fonction donnee de x et dc t. Soient d ailleurs

6, \,
&amp;lt;

des valeurs particulieres et correspondantes de

L inconnue x sera completement determines par la double condition

de verifier, quel que soil t, 1 equation (i), et, pour / = 0, la formule

(2) X=:\.

(]ela pose, faisons

(3) D = ^D

et nommons
n,, n /y , ...

ce que devient n, quand on y remplace successivement par diverses

variables
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La valour de x, developpee en serie, sera

/o
r r

D,xd0, + / I D,n.,xrf0,d0,4- ----

^0 O,

Dans le cas particulier oil la fonction P ccssc de renfermer la va

riable /, 1 equation (4)donne simplement

Enfin, si Ton remplace 1 equation (i) par la suivante

(6)

a etant un parametre donne, et si Ton suppose toujours la valeur de D

determinee par 1 equation (3), les formules (4) et (5) se changeront en

eelles-ci

r r* r
x = x -+- y. \ U^tlQ, -4- a2

I / D
y D, x t/9, r/&, +. . .

,

J ^o ^e

(8) r

Observons a present qu en vertu du theoreme etabli dans le Co/nplc

rendu de la derniere seance (p. 645) ( ),
on pourra, dans les for

mules (4), (5), ou (7), (8), et sans que les series comprises dans les

seconds membres de ces formules cessent d etre convergentes, fa ire

eroitre, ou le module de t 0, ou, ce qui revient au meme, le module

du parametre a, jusqu au moment ou cet accroissement produira, soit

une valeur infinie de 1 inconnue ,r, soit une valeur infmie ou discon

tinue de 1 une des fonctions

P, Or P.

Done, si ces dernieres fonctions ne peuvent devenir discontinues qu en

devenant infinies, les series obtenues ne cesseront pas d etre conver

gentes jusqu au moment oil la valeur attribuee au module de t on

de y, permettra de remplir 1 une des conditions

- - i&amp;gt; i) v -
~o ~~o ~o

( )
OEuvrcs dc Cfittchy, S. I, t. V, p. 366.

OEuvres de C. S. I, t. V. 4f)
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Considerons specialement le cas ou P est independant de /. Alors

[ equation (6) pourra s ecrire comme il suit :

,
. dx

(10) -pT==arf/,

et son integrate en termes finis sera

. p = .(*~s). .
.

\ \

Alors aussi chacune des conditions (9) fournira une ou plusieurs va-

leurs de x independantes de /; et si Ton nomine a 1 une quelconque
de ces valeurs, x restera developpable en serie convergente ordonnee

suivant les puissances ascendantes et entieres de x, jusqu au moment

oil le module de a acquerra la plus petite des valeurs qui permettent

de verifier, tine equation de la forme

D autre part, pour reduire 1 equation (12) a la forme

#!&amp;gt;,(/ 0)]o,

il suffira de prendre

et comme alors, en designant par t une quantite infiniment petite, on

trouvera

P

on en conclura, en supposant a nul apres les differentiations,

DS 1 ^^ l
^
y
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Done la forinule (5) de la page 658 [voir la seance du 26 octobre
( )]

donnera
r / ,-. \-t-i

j N&quot;&quot;!

nb^- Hjf *) -I

-, devant etre annule apres les differentiations.

Appliquons maintenant les formules que nous venous d obtenir a

quelques exeniples.

D aborcl, si Ton pose
P = x&amp;gt;,

c est-a-dire si Ton reduit 1 equation (6) a

m designantune quantite entiere positive ou negative, les formules (9)

deviendront

et par suite, si m est positif, la seule valeur a de x, propre a veritier

ces formules, sera

=;.

Done alors la formule (12) donnera
i

/
dx
CIX_

xm

ou, ce qui revient an meme,

Done, si m est positif, rinconnue x de 1 equation (i4) sera develop-

pable en serie convergente ordonnee suivant les puissances ascen-

dantes de a, jusqu au moment ou le module du produit y.(t 0) attein-

dra le module du rapport

(m i ;x &quot;- (

Si, au contraire, m est negatif, la derniere dcs formules (i5) donnera

( )
OEticrc s df Cauchy, S. I, t. V, p. 38o.
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,r = o; et c est alors, en posant a = o, qu on verra la formule (12) so

red u ire a 1 equation (17), tandis que la formule (16) donnerait

Done, dans ce cas encore, le plus petit des modules de a que pourra

fournir 1 equation (12) sera celui que determine la formule (.17). Ainsi,

en definitive, quel que soil 1 exposant m, le developpement de x en

serie ordonnee suivant les puissances ascendantes de a restera conver

gent, jusqu au moment ou le module de a permettra de verifier la for

mule (17). II est aise de s assurer que cette conclusion s etend aux

cas memes ou 1 exposant in deviendrait fractionnaire ou irrationnel,

attendu que la fonction x n
et sa derivee ne deviennent jamais discon

tinues que pour des valeurs nulles ou infmies de x. Au reste, la con

clusion dont il s agit peut etre facilement verifiee sur 1 integrale en

termes finis de 1 equation (14), cette integrale pouvant etre presentee

sous la forme

_ i_

(18) x = \ [i (m i)x
w-

a(/ Bj]&quot;&quot;

1^.

Pour que le developpement de x en serie ne cessat jamais d etre con

vergent, il faudrait que la valeur de a, determinee par 1 equation (17),

devint infinie. Cette condition se trouve remplie pour une seule valeur

de m, savoir pourm = i. Alors 1 equation (i4) devient

et la formule (18), reduite a

fournit une valeur de x qui est effectivement toujours developpable en

une serie convergente ordonnee suivant les puissances de a. Alors

aussi Ton a

par consequent
D &quot; x = x

;
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et la furmule (i3), reduite a

(-9)

peut etre facilement verifiee pour les valours i, 2, 5, ..., du nombre

entier n.

Supposons maintenant que Ton prenne

w etant un nombre entier quelconque; en sortc que 1 equation (6)

devienne

20

Alors chacune des formules (6) donnera x = n\ et, par suite, la for-

inule (12) sera reduite a

(21) y. t 0} = I e~*&quot;

1

dx.{t-8)=f
t/

Dpnc la valeur de x propre a verifier 1 equation (20) sera developpable

en serie convergente ordonnee suivantles puissances ascendantes dea,

tant quo le module de y.(t 8) sera inferieur au second membre de la

formule (21).

Si Ton suppose en particulier m = i, les formules (20) et (21) de-

viendront

(22) \) fx = &e-v
,

(23) tx(t B]=e~\

EtTectivement, 1 equation (22) pouvant etre presentee sous la forme

e-*dx= ctdt,

on en lire

x = \ I[i e*x(t &}},

et cette derniere valeur de x est developpable en serie convergente

ordonnee suivant les puissances ascendantes de y., tant que le module

du produit e*y.(t 0) reste inferieur a 1 unite.
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Si Ton supposait
/;/ -2 et x = n,

le second membre dc la formule (21} se reduirait a

Done si, en assujettissant 1 inconnue a? a verifier, quel quesoit t, 1 equa-

tion differentielle

on nomme 6 la valeur de / correspondante a une valeur nulle de
&amp;lt;r,

alors 1 inconnue x sera developpable en une serie convergente ordonnee

suivant les puissances ascendantes dc a, tant que le module du produit

y.(t 6) n atteindra pas la valeur determinee par 1 equation

Dans chacune des applications quc nous venous de faire de la for

mule (12), la limite a de 1 integrale que cette formule renferrne etait

reelle. Mais cette limite, qui represente simplement une valeur de a-

propre a verifier 1 une des conditions (9), pourrait etre imaginaire. II

arrivera meme souvent que, pour tirer dc la formule (12) le module

cherche de a, on sera oblige de considerer com me imaginaire la va

leur infmie de x donnee par la premiere des formules (9). G est ce qui

arrivera en particulier, si Ton prend

ou

Dans des cas sernblables, la valeur a laquelle pourra s elever le mo

dule de a, sans que le developpement de 1 inconnue x cesse d etre

convergent, dcpendra de 1 evaluation d une in teg rale definie, pareille

a celles que j
ai considerees dans un Memoire public en 1823, et qui

sont prises entre des limites imaginaires.

Dans le cas oil P restera fonction de t, alors, pour rendre les deux

dernieres des formules (9) facilement applicables a la recherche des

modules que peuvent acquerir a ou / 6, sans que le developpement
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tie x cesse d etre convergent, il sera utile tie remplacer I equation &amp;lt;lif-

ferentielle donnec entre x et t, par une equation differenticlle entre

la variable independante I et 1 inconnue P ou D.,.P. Apres cette opera

tion, pour tirer parti de la seconde des conditions (9), il s agira seule-

ment d obtenir une integrate particuliere de [ equation differentielle

entre / et P, savoir, la valeur de t correspondante a P =^, en suppo-

sant connue la valeur &amp;lt; de P correspondante a / 0.

On reconnaitra generalement de la menie maniere quc les condi

tions de convergence des series qui representent les integrales d un

systeme d equations differentielles sont toujours fourniespar certaines

integrales particulieres de ces memes equations.

Au reste, les divers principes que nous venons d etablir scront de-

veloppes avec plus d etendue dans de nouveaux articles.

102.

ANALYSE MATHEMATIQUE. Stir la convergence des series qui representent

les integrales generates d un systeme d equations differentielles.

C. R., t. XI, p. 780 (9 novembre 1840).

Suivant le principe general enonce dans mcs Memoires de i83r

e( 1882, la loi de convergence des series qui representent les develop-

pements des fonctions explicites ou implicates d une ou de plusieurs

variables se reduit a la loi de continuite. En partant de ce principe, on

reconnait aisement, commc je 1 ai remarque dans la derniere seance,

que la recherche des regies de convergence, pour les series qui repre

sentent les integrales generates d un systeme d equations dilferen-

(ielles, se reduit a la recherche de certaines integrales particulieres de

ces memes equations. Concevons, pour fixer les idecs, que, les equa
tions differentielles donnees etant relatives a un probleme de Meca-

nique, oil le temps / est pris pour variable independante, elles aient
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(He reduites au premier ordre, et resolues par rapport aux derivees des

inconnues, de maniere a offrir les valeurs de ces derivees en fonction

du temps et des inconnues elles-memes. On pourra representer les va

leurs generales des inconnues par des series ordonnees suivant les puis

sances ascendantes et entieres d un parametre a, qui serait considere

comme facteur commun des seconds membres de toutes les equations

differentielles, et que Ton reduira simplement a 1 unite lorsqu on aura

construit les divers developpements. D ailleurs les series dont il s agit

pourront n etre pas toujours convergentes, quel que soit le temps t.

Au contraire, elles cesseront ordinairement d etre convergentes quand
la valeur numerique du temps t deviendra superieure a une certaine

limite. Or cette limite sera la plus petite des valeurs de t correspon-

dantes aux integrates particulieres que Ton obtient lorsqu en suppo-

sant le module de a reduit a 1 unite, on joint aux equations differen

tielles donnees les conditions qui expriment que les inconnues, ou les

fonctions propres a representer les derivees des inconnues, ou les de

rivees de ces fonctions prises par rapport aux inconnues elles-memes,

deviennent infmies ou discontinues.

Lorsque les integrates particulieres qui doivent fournir les valeurs

de / ci-dessus mentionnees ne peuvent pas s obtenir en termes finis,

on peut du moins calculer ces valeurs avec telle approximation que Ton

voudra, soit a 1 aide de la methode d integration que j
ai developpee

dans mes Legons de seconde annee ii 1 Ecole Polytechnique, soit a

1 aide de nouveaux developpements en series. On pourrait aussi re-

courir a divers theoremcs que j
ai donnes dans un Memoire lithogra-

phie vers la fin de i835, et a quelques autres theoremes du meme

genre. Si ces derniers theoremes ne determinent pas toujours 1 instant

precis ou les series qui representent les integrales generales des equa

tions differentielles donnees restent convergentes, ils ont du moins

1 avantage de fournir, sans integration, une limite au-dessous de la-

quelle on peut faire varier le temps arbitrairement, sans detruire la

convergence.

Les principes que je viens d enoncer, etant appliques a la Mecanique
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celeste, donneront immediatement la solution d un probleme de la

plus haute importance, et qui pourtant ne se trouve aborde en aucune

maniere dans les Ouvrages de nos plus illustres geometres. Laplace, il

est vrai, a etudie, sous le rapport de la convergence, la serie qui repre-

sente le rayon vecteur d une planete developpe suivant les puissances

ascendantes de 1 excentricite ; mais ce developpement est relatif au

mouvement elliptique, c est-a-dire, au cas ou les equations differen-

tielles d une planete peuvent s obtenir exactement sans le secours

des series. Dans le cas general, ou 1 on recherche les lois du mouve-

mcnt trouble, les series qui representent les integrales de ce mouve

ment se trouvent ordonnees suivant les puissances ascendantes des

masses perturbatrices. Mais, quoique ces masses soient fort petites, on

ne salt absolument rien sur la convergence des series qui les ren-

ferment; et il n est demontre nulle part que ces series restent conver-

gentes, meme pendant un temps tres court, memo pendant quelques

annees, meme pendant quelques jours. On pourra maintenant reparer

cette omission, determiner une epoque en de^a de laquelle les series

obtenues resteront toujours convergentes, et rneme fixer des limites

aux erreurs que 1 on commettra en arretant ces series, lorsqu elles se-

ront convergentes, apres un certain nombre de termes.

ANALYSE.

Ier . Considerations gnrales sur la convergence des series qui representent

les integrales d un systeme d equalions differentielles.

Le temps t etant pris pour variable independante, soient

des inconnues assujetties a verifier : i quel que soit /, les equations

differentielles

(0 D,a; = P, D,r = Q,

dans lesquellesP, Q representent des fonctions donnees de oc,y, ..., /;

OEuvrcs de C. S. I, t. V. 5o
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2 pour l = 0, les conditions

(?,} x x, r=: y, ....
\ / */ v

On pourra considerer les equations (i) comme produites par la reduc

tion du parametre a a 1 unite dans les equations plus generales

et, en vertu de ces dernieres, jointes aux conditions (2), on pourra,

pour un tres petit module du parametre a, developper en serie ordon-

nee suivant les puissances ascendantes de ce parametre, ou 1 une quel-

conque des inconnues

at, y,

ou meme une fonction quelconque sde ces inconnues. Si, en designant

par
(P 5)

&amp;gt; *j x *

les valeurs de
v P O

.&amp;gt;, r, \j, . . .

correspondantes a t = 9, on pose

(4) n = BX +
x&amp;gt;D7 -+-...;

si d ailleurs on nomme

ce que devient n quand on y remplace successivement par diverses

valeurs auxiliaires

la valeur generate de s, developpee en seric, sera

X
1

c c
i i II I ii ^ I a

\J o v

et, si i on veut en particulier deduire de la formule (5) la valeur de

1 inconnue x, on trouvera

r , r
l

r

J{\ Jt /n
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Lorsque les equations (3) se reduiront aux equations (i), alors le pa-

rametre a etant 1 unite, les formules (5) et (G) donneront

r r r
(7) S = * +

J CU^+J J PiO.c ,*,--...

et

r r
1

r
18} x = x + / ID \&amp;lt;10 -+- / / Ul U a TidQ.dQM+-I

/
-1

/ /,
&quot; &quot;

* 6 ^60

Or, d apres ce qui a ete dit dans 1 article precedent, les developpe-

ments des inconnues

fournis par 1 equation (6), et autres semblables, resteront convergents

jusqu au moment oil 1 accroissement attribue, soit au module du para-

metre a, soit a la valeur reelle de t, produira une valeur infinie do

1 une des inconnues
X, Y, j

ou bien encore une valeur infinie ou discontinue de 1 une des fonc-

tions

(9) P, Q, .-., D,P, D,Q, ..., 1),P, I) r Q, ....

Supposons, pour fixer les idees, que chacune des fonctions (9) no

devienne jamais discontinue sans devenir infinie. Alors les series qui,

dans les formules (6), . . ., representent les valeurs generates des in

connues ne pourront cesser d etre convergentes qu au moment oil

1 accroissement attribue a la valeur reelle de t permettra de veritior

1 une des conditions

n i\x -
1 r = -

&amp;gt;

. . .
,

- y= -
&amp;gt;00 00

Dans tous les cas la valeur de /, pour laquelle les developpements

de x, y, . . . cesseront d etre convergents, sera la plus petite de cellos
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pour Icsquelles se verifieront certaines conditions de la forme

(n) s = n,

s pouvant designer successivement les diverses inconnues x, y, ...,

puis certaines fonctions de &,y, . ., t, et a designant une constante

reelle ou imaginaire, finie ou infmie. II nous reste a montrer comment

une semblable condition peut servir a determiner la valeur de t.

Or soit

(12) & = t(x,y, ..., t)

la formule par laquelle s se trouve exprimee en fonction des variables

x, y, . . ., t; et supposons d abord que Ton puisse integrer en termes

tinis les equations (3). En substituant dans la formule (12) les valeurs

de x, y, . . . que fournissent les integrates generates de ces equations,

on trouvera

(13) s = 3 (at, t},

,f(x, /) designant une fonction finie de a, t\ et, pour verifier la condi

tion (i), il suffira de chercher les valeurs reelles de t qui serviront de

racines a 1 equation

Si les series que Ton vent etudier, sous le rapport de la convergence,

sont les series (8), . .., c est-a-dire celles qui represented les integrales

des equations (i), on devra, dans la formule (r4) supposer le module

de a reduit a Funite, et chercher la plus petite des valeurs reelles de /

correspondantes a ce module de y.. Ajoutons que, si la fonction

f(a; f y, ...,/) est independantc de t, la fonction ^(a, t} sera precise-

ment celle qui, developpee en serie suivant les puissances ascendantes

de a, offrira pour developpement le second membre de la formule (5).

Passons an cas oil les integrales des equations (3) no peuvent s ob-

tenir en termes finis. Alors en posant, pour abreger,
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on reconnaitra que
X

, y y . . .
, 5,

considerees comme fonctions de t, verifient, non seulement les equa

tions (3), mais encore la suivante :

(16) D,s = aS.

Si maintenant on prend pour variable independante s an lieu de t, les

equations (3) et(i6) donneront

Soit d ailleurs -s ee que devient S quand on y remplace

3r, y, ..., t

par
x, y, ..., 0,

et supposons la valeur de n determinee, non plus par la formule (4).

rnais par la suivante :

(18) D = ^D +|V+|D y
-t-....

Pour ohtenir la valeur cherchee de t, il suffira d integrer 1 nquation

caracteristique

(19) (D ? -4-Q)/ = o,

de manierc que pour s = c on ait / = 0, puis de poser dans 1 integrale

trouvee
s= o.

Alors la valeur de /, fournie par cette integrate, ne dependra plus que
du parametre a, et, en reduisant le module de ce parametre a 1 unite,

on devra en determiner 1 argument de maniere que la valeur de t soit

reelle et la plus petite possible.

La valeur de t ainsi obtcnue se.trouvera exprimee en nombres. Elle

sera ce qu on pourrait appeler une integrate dcfmie du systeme des

equations (17), on de 1 equation (19).
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Pour calculer la valeur exactc ou du moins approchee de 1 integrale

definie dont nous venous de parler, on peut appliquer a 1 integration

des equations (17), ou de la formule (19), la methode que j
ai autrefois

exposee dans mes Lemons de seconde annee a 1 Ecole Polytechnique,

etque j airappelee dans un Memoire lithographic vers la fin de 1 annee

1 835, ou bien encore la methode d integration par series. La premiere

methode, dans la^uelle les integrates particulieres d un systeme d e-

quationsdifferentielles sont considerees comme representant les lirnites

vers lesquelles convergent les integrates d un systeme d equations aux

differences fmies, fournit, comme on sait, les valeurs numeriques des

premieres integrates avec une approximation qui se trouve mesuree par

la methode elle-meme, et qui peutetre rendue aussi considerable que

Ton voudra. Quant a la methode d integration par series, elle pourra

s appliquer de diverses manicres a 1 equation (19); et cette application

sera tres avantageuse, si Ton parvient a decomposer n en deux parties

dont la premiere differe peu de n et permette, lorsqu on la substitue

a n, d obtenir une integrate de 1 equation (19) en termes finis.

Au reste, on pourra, dans un grand nombre de cas, employer, pour

calculer la valeur cherchee de /, la formule meme en laquelle se change

1 equation (7) lorsque Ton substitue la variable t a la variable s, en

supposant la valeur de ndeterminee, non plus par 1 equation (4), mais

par 1 equation (18). D ailleurs comme, dans cette supposition, les va

leurs de

n, n,, u,r

seront egales, attendu que ; n entre pas dans le second membre de la

formule (18), il est clair qu au lieu de la formule (7) on obtiendra la

suivante :

1.2

Si, dans cette derniere, on pose s
, elle donnera la valeur cherchee

de t, savoir

(21) t = e + -^oo-i-
~

I 1.2
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Si, au lieu de substituer a la formule(i2) une nouvelle equation dif-

ferentielle, savoir 1 equation (iG), on se servait simplement de la for-

mule(i 2) poureliminer des equations (3) Tune des inconnues ar,y, ...,

en substituant par exemple s a x, alors P, Q, . . . et la valeur de S

donnee par la formule (i5) devraient etre considerees comme fonc-

tions de

s, J, . . ., /
;

et en nommant ^, . . ., S ce quo deviendraient Q, . . ., S, apres la substi

tution de ?, y, . . . , 0, a s,y ..... t, il faudrait, pour determiner la va

leur cherchee de /, joindre a 1 equation (19), non plus la formule (18),

mais la suivante :

D ailleurs, c se trouvant alors renferme dans les fractions ^, . . . , S, il

faudrait encore a 1 equation (20) substituer eelle-ci

(a3) t=s$ +
l 0,9.4*,+ I D.a0^^.+ ...i

tJ v p v f

D,. D//(
. etant ce que deviendrait n quand on y remplacerait suc-

cessivement ; par diverses variables auxiliaires : , ; .....

II. Applications des principes ttablis dans le premier paragraplie

a une Equation diff&rentielle dn premier ore/re.

Concevons que les equations (3) du I
er se reduisent a une seule, et

supposons en consequence 1 inconnue x assujettie a verifier : i quel

que soit t, la formule

(i)

dans laquelle P designe unefonction de x et/; 2 pour t = 0, la condi

tion

(a) x = x.

Si, en nommant &amp;lt; la valeur de P correspondante aux valeurs x, 6 des
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variables x, t, on prend

(3) D = tfDH

on aura, pour cle tres petites valeurs du module dc a,

f D/X&amp;lt;#,+
2

/
f n, D //

Jo ^o O

LI,, CH,, ... etant ce que devient n quand on y remplace successive-

ment par diverses variables auxiliaires 6
/t 6,,,

.... Si d ailleurs les

fonctions

p, DX P

ne peuventdevenir discontinues qu en devenant infinies, laformule(6)

continuera generalement de subsister, et de fournir le developpement

dex en serie convergente ordonnee suivantles puissances ascendantes

de a, jusqu au moment oil 1 accroissement attribue, soit a la valeur

reelle de t, soit au module de a, permettra de verifier 1 une des condi

tions

IK] i p i DP (
-

o b IJ^ 1 o-

Dans le cas particuiier oil Ton prend a i, 1 equation (i) se re-

duit a

ifi] \),T Plj **t *
&amp;gt;

&amp;lt;-t la valeur (\ex, developpee en serie, a

(7 = *+
I D,x&amp;lt;*S,-4-f f n i a /,\(l6,dOa + ....

/j - o Ja

Cberchons maintenant a deduire de 1 equation (i), jointe aux condi

tions (5), la valeur de t pour laquelle le developpement de x cesse

d etre convergent; et, pour plus de commodite, supposons d abord que

rbacune des formules (5), resolue par rapport a x, fournisse seule-

ment des valeurs de x independantes de /. Si 1 on nomme a une de ces

valeurs, 11 faudra, pour trouver les conditions de convergence du de-
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veloppement de x, tirer de 1 equation (i) la valeur de / correspon-

dante a

(8) x=a,

en supposant deja connue la valeur 6 de l correspondante a x = x. Par

suite, dans { integration particuliere qu il s agira d effectuer, t devien-

dra 1 inconnue, x remplissant au contraire le role de variable indepen-

dante. 11 y a plus, on n aura point a rechercher la valeur generate de

1 inconnue t correspondante a une valeur quelconque de la variable

independante x, mais seulement la valeur particuliere de / qui corres

pond a x = a. Or, pour resoudre ce dernier probleme, il suffira souvenl

de developper, non plus la variable x suivant les puissances ascendantes

de a, mais la variable t suivant les puissances ascendantes de-&amp;gt; en

appliquant 1 integration par series a Fequation (i), mise sous la forme

(9) D.r / = a- P- .

EfTectivement, en vertu de cette equation, la variable t sera develop-

pable, pour de tres grands modules de a, en serie convergente ordon-

nee suivant les puissances ascendantes dea~ (

; et si Ton suppose la

valeur de n determinee, non plus par la formule (3), mais par la sui-

vante

10

si d ailleurs on nomme

ce que dcvient n quand on y rcmplace successivement x par diverses

variables auxiliaires

on tirera de 1 equation differentielle (9)

(n) / = + a D^&amp;lt;/X,H-a- Q, O a O f/\, d\M + . . . .

J\ J\ &amp;lt;-

\.

OEuvres &amp;lt;le C. S. I, t. V. 5 I
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Done la valeur particuliere de /, correspondante a x = a, sera

r&quot; r
a

r
:l

_
(12) t 9+.er*\ D/0

&amp;lt;&,-*-*&quot;&quot;*/

I D, D /y
y a\

t
as a +

/I VI J
\,

Les integrates definies, comprises dans cette derniere formule, sc re-

duisent a des nombres, puisque Ton connait, parbypothese, les valeurs

des quantites x, 6 eta. Done, a 1 aide de la formule (12), lorsque le

second membre de cette formule sera convergent, et pour cbaque va

leur donnee de a, on pourra calculer la valeur de t correspondante a

une valeur constante a de x, tiree des formules (5).

La formule (12), particulierement relative au cas ou chacune des

conditions (5) fournit des valeurs constantes de x, est semblable a

1 equation (a3) du I
er

,
de laquelle on la deduit en remplacant

s, q, S, cS

par
r \ P ((1* 1

A
J

l
1

&quot;

&amp;gt;

et n par -a.
a

Concevons maintenant que 1 une quelconque des conditions fournies

par les equations (5) soil presentee sous la forme

s designant une fonetion reelle ou imaginaire t(x, t) des variables x, t,

et a etant une constante reelle ou imaginaire, fmie ou infmie. On

pourra, dans un grand nombre de cas, determiner la valeur cberchee

de t, a 1 aide de la formule (21) du I
er

. Alors, en posant

et nommant
^, s, s

ce que deviennent
P ft j1 , D, i

quand on y remplace x, t par x, 8, on aura
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la valeur tie n etant

(.6)
-

.

- D= | Dx+
-L Do .

Lorsqu a 1 aide de la formule (12) ou (i5), ou autres semblables, on

aura calcule, pour un module donne de , les diverses valeurs reelles

de t correspondantes aux diverses solutions des conditions (5), la plus

petite de ces valeurs sera generalement la limite que / ne pourra de-

passer sans que le developpement de x cesse d etre convergent.

Si Ton supposait donnee en nombres la valeur extreme de t, les

memes formules pourraient servir a determiner le module de a, pour

lequel la serie qui represente le developpement de x cesse d etre con-

vergente.

Pour montrer une application des principes que nous venons d ex-

poser, prenons
P = X* t.

Alors, 1 equation (i) etant reduite a

(17 )
D^.r =: ax *

/,

le developpement de x, fourni par 1 equation (12), sera

?. . 4

et, comme les expressions

ne cesseront d etre des fonctions finies et continues de x que pour

x = i, la seule valeur que a pourra recevoir sera

pose, la formule (12) donncra

/~0 +1^-10-1 x-2 L. a-ag-3 X-i + _i^
2.4 4 ^ ^
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Si, pour fixer les idees, on prend

en supposant le module de y. reduit a 1 unite, la plus petite des valeurs

reelles de t fournies par 1 equation (19) sera

/=i+!- . + .. . = i,44 2 -
&amp;gt;

2.4 2.40

et par suite le developpement de x, reduit a

x =. i -\- t-(t- i) + (t- i}- -i-

3
^(t- i

)

3 +. . ,

restera convergent tant que la valeur de t restera inferieure au

n ombre
i, 4142

II est facile de verifier cette conclusion, attendu que 1 equation (17) est

une de celles dont 1 integrale generale peut s obtenir en termes finis.

Cette integrale, etant

x- x-

donne pour x la valeur suivante

qui se developpe en serie convergente, ordonnee suivant les puis

sances ascendantes de a, quancl t conserve une valeur numerique in

ferieure a celle que determine la formule

D ailleurs on tire de cette formule, en supposant et t positifs,

20 t =

et il est aise de s assurer que le second membre de 1 equation (20) re-

presente precisement la serie que renferrne 1 equation (rg). Dans le cas
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particulier oil Ton reduit chacune des quantites

*, 0, x

a 1 imite, la formule (20) donne simplement

/ = y/2 = i,4i4 2&amp;lt;

Considerons maintenant a part la premiere cles formules (5;, et nom-

mons T la valeur de t correspondante a la valeur infinie de a-
qm&amp;gt;

donne cette meme formule. Enfin soient

r

^ J

deux valeurs correspondantes de x et qui se rapprochent beaucoup,

la premiere de la limite^, la seconde de la limitc T; et posons, pour

plus de commodite,
P = /(*,/).

On tirera de la formule (9)

T i r dx

j\
T

&quot;

ou, ce qui revient au meme,

la quantite t que renferme sous le signe / la fonction /(.r, t] etant va

riable avec ^r, mais toujours pen diflerente de T. Done, si T n est pas

infini, la formule (21) donnera sensiblement

et comme alors la valeur numerique de T ---
-. sera tres petite, il faudra

que 1 jntegrale definie singuliere

dx
22

differe pen de zero. Si cette derniere condition n est pas remplie, on



406 COMPTES RENDUS DE L ACADEMIE.

devra en conclure qu a la valeur infinie de x, fournie par la premiere

des conditions (5), correspond une valeur infinie de t. Done alors on

pourra ne pas tenir compte de la premiere des conditions (5), et, si

ces trois conditions se reduisent a la premiere, x ne cessera jamais

d etre developpable en serie convergente, ordonnee suivant les puis

sances ascendantes de a.

Supposons, pour fixer les idees,

f(j), (t) designant deux fonctions de t, dont chacune reste fmie et

continue pour toutes les valeurs finies de /. Alors les trois condi

tions (5) se reduiront effectivement a la premiere, et 1 integrale singu-

liere (22), loin d etre infiniment petite, sera generalement infinie.

Done la valeur T de t correspondante a x = sera infinie, et 1 equation

differentielle

qui est tout a la fois du premier ordre et du premier degre par rapport

a Finconnue x, oflrira une integrate generale, en vertu de laquelle x

sera toujours developpable en serie ordonnee suivant les puissances

ascendantes de a. On peut aisement verifier 1 exactitude de cette con

clusion, 1 integrale generale de 1 equation (2^) etant

r f /&quot; r* 1a
/ r(/)rf/| /

-a / t(t) (li
\

?
J&amp;lt;i x-ha / V(l)e

Jt)

^8

II n en serait plus de meme si a 1 equation (28) on substituait la sui-

vante

(9.5) l) tx=xm
[xf(t)-t-Y(l)],

m etant un nombre entier quelconque, ou si plus generalement la

tbnction de x et de t, represented par P dans 1 equation (i), etait, rela-

tivement a x, une fonction entiere d un degre superieur au premier.
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Alors, en vertu des formulas (5), la seule valeur que a pourrait rece-

voir serait encore
&quot;
= V;

mais 1 integrale (22) deviendrait generalement infinimerit petite, et la

valeur de l correspondante a

x = a = 7f

resterait generalement finie. On pourrait d ailleurs employer a la

recherche de cette valeur la formule (12) ou (i5). Si, pour fixer les

idees, on supposait 1 equation (i) reduite a

x(x-+ t]

(26) DtX= ot
fi

la formule (12) donnerait

1*7)
) ,/. \ o i i, / o\-\+ 0.--B 1 1 i + - 1

- T + -
I ! + ~

\ xj x-i-6 2 [ \ x/J

et fournirait la valeur que t ne peut depasser sans que le developpe-

ment de x cesse d etre convergent. On peut encore verifier directement

cette derniere conclusion; car, 1 equation (26) etant homogene, son

integrate generalc peut s obtenir en termes finis. Or cette integrals

generate, etant

(28)

donnera

pourvu que 1 on pose
ax -t- (a i)

et la valeur de x fournie par 1 equation (29) ne cessera d etre develop-

pable suivant les puissances ascendantes de a, qu au moment ou elle
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deviendra discontinue en devenant infinie, pour la valeur de t fournic

par 1 equation

Oil

1_

\ a&quot;

71IV
3o) ax

Or cette derniere valeur de / a pour developpement le second

rnembre de la formule (27).

Si Ton supposait 1 equation (i) reduite a

m designant toujours un nombre entier, les formules (5) fourniraient

deux valeurs constantes de x, savoir x = i, et x = o
; et Ton pourrait

fa ire abstraction de la premiere, puisque 1 integrale (22) deviendrait

infinie. Done alors, pour deduire de 1 equation (12) ou (i5) la valeur

de t, il faudrait, dans cette equation, reduire a zero la constante a.

En terminant cet article, nous ferons une remarque importante. Sui-

vant le principe general rappele au commencement du Memoire, une

fonction de a est generalement developpable en serie convergente or-

donnee suivant les puissances ascendantes de a jusqu au moment ou

le module de a devait etre assez grand pour que la fonction ou sa de-

rivee devienne infinie ou discontinue. Done, si les inconnues x, y, ...

sont des fonctions de a, representees par les integrales d equations

differentielles de la forme

les developpements de ces inconnues pourront cesser d etre conver

gents, soil lorsque les valeurs de

x, y, . . .

deviendront infmies ou discontinues, soit lorsque les derivees
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deviendront elles-memes infinies on discontinues. Si done, les valeurs

de x,y, ... restant finies et continues, les derivees Da ,r, Daj, ...

pouvaient cesser de Fetre, il faudrait, aux conditions auxquelles nous

avons eu egard, joindre des conditions nouvelles fournies par la consi

deration de ces derivees. Mais il parait qu en general ces nouvelles

conditions ne different pas des premieres. C est du moins la conclusion

a laquelle on se trouve conduit lorsque les equations differentielles

donnees se reduisent a une seule equation de la forme

En effet de cette equation, dilTerenliee par rapport a a, on tire

puis, en considerant x comme fonction de /,

r r r
l

a. I 1)^. P ,lt I - a /
.,.

l&amp;gt; ,//

(3?.) Da ^ = e
t0

/ P di

et, pour que cette derniere valeur de Datr devienne intinie on discon

tinue, il faut evidemm ent que 1 une des quantites

r, P, D.rP

devienne elle-meme infinie on discontinue.

103.

ANALYSE MATIIKMATIQUE. Sur les functions inleipolaires.

C. H., t. XI, p. -;-j (iG novembrc 1840).

Certaines fonctions, issues les lines des autres, et que M. Ampere a

designees sous le nom de fonctions interpolaires (voir les Annales de

M. Gergonne, annee 1826), jouissent de proprietes remarquables, et

OF.ut res de C. - S. I, t. V. 52
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dont quelques-unes, connues peut-etre tie notre illustre Confrere, ne

se trouvent pourtant pas enoncees dans son Memoire. L une de cos

proprietes fournit immediatement des limites des restes qui eom-

pletent, non settlement la serie de Taylor, arretee apres un certain

nombre de termes, mais encore des series analogues, par cxemple

celle qui, dans le calcul des differences finies, ofFre le developpement

d une fonction de x ordonne suivant des produits de facteurs equidif-

forents dont chacun est lineaire par rapport a x. L objet du present

Memoire est de rappeler ou d etablir les proprietes des fonctions inter-

polaires, et leur emploi dans la theoric des suites. Je montrerai plus

tard le parti que Ton peut tirer de ces memes proprietes pour la reso

lution des equations algebriques ou transcendantes.

I
er

.
--

Proprivl&s generates des foncJions inler/jolaires.

Soient
tl X\1

V
1*

/

une fonction donnee de la variable x,

a, b, c, . . .
, /i, I,

une serie des valeurs attributes a cette variable; et posons

t(a , t} = =
a I*

Les expressions
f (a, /&amp;gt;),

f (a, l&amp;gt;, c],

seront, suivanl les definitions admises par M. Ampere, \sfonctio?is ///-

icrpolaires de divers ordres, issues les unes des autres, et formees avec

les valeurs particulieres

(
j la fonction principale f(j?).
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Or, comme on aura, en vertu des formules (i),

on en conclura

(3)

(

)
= f(a) + (.r fl)

et par suite

f f (ft)
= f (a) -f-

(ft a] f (, b],

(4)
j f(c)=/(a)-H(c a)f(a, ft).-t- (c a) (c ft)f(a, ft, c),

En vertu des equations (i) et (4), etant donnes les termes de rune des

suites

f(), f(, 6), f(a, /&amp;gt;, c), ..., f(rt, 6, c, ...,/f),

les termes de 1 autre suite s en deduiront immediatement. DC plus, en

partant des formules (i), (2), (3), (4), on etablit aisement les propo

sitions suivantes :

TIIEOREME I. -

Lorsqus f(a?) dcsigne uric function de x , entiere el dii

degre n, les termes de la suite

t(x], l((i,z), ((a,b,x). f(a, b, v, .r}, ...

represe.ntent des functions entieres de x dont les degres sont respective
-

ment
n, n i

,
n ?.

,
n 3

,
....

THKORKME II. --
f(^r) designant unefunction quelconqne, el

a, b, c, . . .
, //, A

n +- i valeurs particulieres attribuees a la variable jc, si I on nomine F
v
.r ;
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linefonctioji de x, entiere et da degre n, detertninee par la formula

( (x) = f [a] + (x
-

a) ((a, b} -\- (x
-

a] (x
-

b} f(, b, c] H- . . .

} + (*- a) (*-)(*-).... (x-h}t(d, b,c, ... h, /),

on aura

(6) F(fl)
=

f(a), F(*) = f(A), F(c) = f(c), ...,

(7) f(.r)
= V(x) + (x

-
a](x -b](x- c}...(x

-
li] (x

-
/,

) f(
fl

, 6, c, ... ft, /r, .r).

Demonstration. Les formules (6) resultent immediatement de la

formule (5) jointe aux equations (4). De plus, pour obtenir la for-

mule (7), il suffit de joindre la formule (5) a 1 une des equations (3).

THEOREMS III. -- Les expressions

((n,b], f(a,b,c], ...

so/it des fonctions symetriques, la premiere de a et b, la secoude de a,

line demonstration tres simple de ce theoreme, differente de celle

qu a donnee M. Ampere, se deduit aisement de la formule (5). En

effet, si dans la formule (5) on echange entre elles les lettres a, b,

r, ...,/i,k d une maniere quelconque, les diverses valeurs dc F(a?)

que Ton obtiendra scront identiques, puisque chacune d elles devra

verifier les conditions (6), etqu une seule fonction dc r, entiere et du

degre n, pent verifier ces conditions dont le nombre est n -+- 1 . Done

le coefficient de x&quot;
, dans le second membre de la formule (.)), ou 1 ex-

pression

f(rt, b, c, ...,//, A-),

sera une fonction symetrique de a, /&amp;gt;, c, . . . , li, k.

TIIKORKME IV. - - Uus fonction interpolate de Uordre n, dans laquelle

les valeurs particulieres de la variable devienncnl egales, se confond avec
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la derivee de Vordre n de la fonction principale, divisce par le prodiiii

. i .2.3. . ./?,

en sorte que I on a

(&quot;\T\ f&quot;! r\
i8\ fir r\ P ( -r] f\r r 7^ ^

. f I -r r -r &amp;lt;r\
_ I /

1 J
* {* &amp;gt;

*
)

l {* h v*&amp;gt; *&amp;gt;
*

j

---
( x, X) x ,

x
j

-
?

. . .

THEOREME V. -- Si la fonction f(#) est de la forme

t(x) = xy(x) + 6x(^)+7^(jr) +. ..,

a, S, y, ... designant des coefficients constants, on en conclura

f(x,y} = ?&amp;lt;?(x, y] -hS&quot;/(r, 7) + y ^ (4:, 7) +...,

f
(a:, jr, z) = x o (x, y, z) + 6 ^(.r, j, z

}
+ yty(

THEOREMS VI. -- Soient f(a?) une fonction reelle, ef

.r
, X

deux valeurs reelles attributes a la variable ,r. Si elitre ces valeurs on en

interpose d autres

X
\ , X-2, . . .

,
3 11- | ,

tellement choisies que les quantites

.TO, x\, x-2, . . .
, ^r//_i, \

forment une suite croissanle on decroissante depnis le premier ternie jns-

qiiau dernier, la fonction interpolaire qui correspond a ces deux lermes,

on I expression

f(.ro,X),

sera une quantite moyenne enlre les suivantes

c est-a-dire comprise entre la plus petite et la plus grande de ces dernieres

functions. Done, si Von se srrt. de la notation
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pour designer wie moyennc entre dwerscs quantites u, v, w, . . .
, on aura

(9) f(* , X) = M[f(* , *,), f(*,,# 2 ), ..., f(*-,,_,,X)].

*

Demonstration. -- En effet, les expressions

f(.ro, *()&amp;gt; f^i, -TO) ..., f(.r rt _ t , X)

sont respectivement equivalentes aux fractions

r{*,)- f(.r ) f(a- 2 )-f(*,) f(X)- f (*_,)
,
-

, )
- -

}

.7^( ^ o ^ 2
&quot;

&amp;gt;^|
jV

^&quot;/^ 1

ot, celles-ci ayant pour denominateurs des quantites de rneme signc,

si Ton divise la somme des numerateurs par la somme des denoinina-

teurs, on obtiendra une nouvelle fraction moyenne entre les prece-

dentes. Or cette nouvelle fraction sera

f t \ } fir\ l(X ,

v--^ -l(^o, Aj.
^v -*/ o

Corollaire. -- Solent

t(g,f*}, W,l]

la plus petite et la plus grande des quantites

((x , x\], f(x\, x&amp;gt;,}, ..., f(^_i, X).

L equation (9) donnera

(10) f(jr , X) = M[f(, h], f(A-, /)]. .

Supposons maintenant quc la fonction f(.r) reste finie et continue

entre les limites x = ir
,
x = \. On pourra en dire autant de la fonc-

liou f(x,y], taut que les valeurs dc x et de y resteront comprises

centre les limites x , X; et par suite 1 expression

qui acquiert les valeurs particulieres
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q ii.ind on y pose successivement

varicra elle-meme par degres inseusibles, en passant de la premiere

valeur a la seconde, tandis que le nombre variera entre les li-

mites o, i. Done la quantite

f{*i,X),

qui, en vertu de la formulc (fo), est intermediairc entre

t(g,/i) et f;/-, /),

representera, dans I hypothese admise, une valeur de 1 expression (i i)

correspondante a une valeur de plus petite que 1 unite. Concevons

que, pour cette valeur de 6, on ait

g+0(k $) = it, h -\-
(
I A) = v

;

les quantites it, v seront, ainsi que g, h, I et k, comprises entre les li-

mites .r , X, et la formulc (10) donnera

D ailleurs la quantite

i-
- M = h - g + [/

- A- -
(
h - g] \

restcra comprise entre les limites

h-g&amp;gt; /-A,

et par consequent sa valeur numerique ne pourra surpasser la plus

grandc diflerence entre deux termes consecutifs de la suite

Or, en faisant croitre indefmiment le nombre n, on pent rendre cette

difference, et par suite la valeur numerique de r it, aussi petile que

Ton voudra. On pent done enoncer encore la proposition suivaute, quo

Ton deduit immediatement de la formule (12), en y remplacant les li-
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mites #, X par deux autres quantites a, b, comprises elles-memes

cntre ees limites.

TUKOUEMK VII. -- Solent f(a?) unefonction de la variable x, qui reste

continue entre les limites x = scot x X, et

a, b

deux valeurs reelles de x comprises entre ces limites. On pourra interposer

entre a et b deux nouvelles valeurs u, v de la variable x, qui verlfient la

condition

(.3) f( fl,6) = f(,v),

et different I line de I autre d une quantite inferieure a tout notnbrc

donne s.

Corollaire I. -

Lorsque la function principale f(x) reste continue

entre les limites x = &amp;lt;r
,
x = X, alors, en supposant les valeurs parti-

culieres a, b de x comprises entre ces limites, on peut, sans alterer

la valeur de f(a,b), rapprocher ces deux valeurs 1 une de I autre de

maniere a rendre leur difference inferieure a tout nombre donne i.

Corollaire II. -- Soient ma intenant

a, b, c

trois valeurs particulieres de x toujours comprises entre les limites -r ,

X, et supposons d abord la valeur b renfermee entre a et c. La fonc-

tion interpolaire du second ordrc

f(b,c)-t(a,b}
!(,!&amp;gt;,&amp;lt;&amp;lt; } ~^i

tormee avec les trois valeurs f(), f (b], f (c) de la fonction principale

f (x}, pourra encore etre consideree comme une fonction interpolaire

du premier ordre, formee avec les valeurs f (b, c}, f (a, b] de la fonction

principale f (6,r). Done, en vertu du corollaire I, on pourra, dans

1 expression
f (a, b,c),
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rapproclier 1 une cle 1 autre les quantites c, a, de maniere a rendre la

seconde dcs differences

b a, c a, c b

inferieure numeriquement aux deux autres, et meme aussi petite que

Ton voudra. D ailleurs,

((a, b,c)

etant une fonction symetrique de a, b, c, des raisonnements du meme

genre seraient encore applicables, si a etait compris entre b et c, on r

entre a et b. Done, les trois quantiles

a, b, c

restant comprises entre les limites #, X, on pent rapproclier 1 une de

1 autre celles de ces trois quantites qui etaient d abord les plus eloi-

gnees, de maniere a rendre leur difference mutuelle inferieure a tout

nombre donne e. Or, en repetant plusieurs fois de suite de semblables

operations, on pourra, sans alterer 1 expression

et en laissant les quantites
a, b, c

loujours comprises entre les limites # , X, rapproclier indefmiment

ces quantites les unes des autres, de maniere a rendre leur plus

grande difference mutuelle aussi petite que Ton voudra. II y a plus :

on pourra en dire autant des quantites

a, b, c, (f, e, ...

contenuesdans les fonctions interpolates du troisieme, du quatrieme, . . .

ordre, c est-a-dire dans les expressions

f(fe.f, &amp;lt;/]-f(rt,ft.
C

)

f(, b, c, d) = _ -,

e

OEuvres de C. S. I. t. V. 53
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quo Ton peut considerer comme fonctions interpolaires du premier

ordre, en prenanl pour fonction principale

f(l&amp;gt;,c,x)
ou f (b, c, d, x}, ...

au lieu de f(x). En consequence, on peut enoncer generalement la

proposition suivante :

THEOREMS VIII. -- Soiejit

f{jT)

unefonclion de la variable x qui demeure continue entre les limites x= ,r ,

x = X, el

a, l&amp;gt;, c, d y ...

des valeurs reelles de x comprises entre ces memes limites. On pourra, dans

I ane quelconque des expressions

f(a,b], f(a,b,c], f({i,b,c,d), ...,

el sans alterersa valeur, rapprocher les lines des autres les quantites

a, b, c, c/, ...

de maniere que, ces quantites etant toujours comprises entre les limites x^ ,

X, la plus grande de leurs differences mutuelles devienne inferieure a tout

nombre donne s. .

Corollaire. - -

Puisquc le nombre peut decroitre indefiniment, et

qu en le reduisanta zero on rend egales entre elles les diverses valeurs

de x que representaient les lettres a, b, c, d, . . ., le theoreme VIII

entraine evidemment celui que nous aliens enoncer.

THEOREME IX. -- Soie/it

f(-r)

line fonction reelle de la variable x, qui demeure continue entre les limites

UU ^
&amp;gt; *^*J ( V

a, b, c, d, ...

des valeurs reelles de x comprises entre ces limites, on pourra, entre les

quantites
a, b, c, d, ...,
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inlerposerde nouvelles valeurs u, v, w, . . . de x tellement choisies, que, la

valeur u etant line moyenne entre a et b, la valeur v line moyenne entre

a, b, c, la valeur w une moyenne entre a, b, c,d, . . .
, on ait

(14) f(a , b)
= t(u,u), t(a,b,c} = f(v,v,v), f (a, b, c, d] = f (tv, cv, w, w), ...,

ou, ce qui revient au meme,

(15) f{a,6)= f(), f( a,6,c)=^, f(,6, c, rf)
= ^^,

Corollaire L -- Dans I hypothese admisc, et en attribuant a r une

valeur comprise entre les limites x , X, on aura encore

la lettre w designant une moyenne entre act x, la lettre pune moyenne

entre a, b, x, la lettre w une moyenne entre a,b,c,x, ----

Corollaire II. Les equations (i5) et (16) paraissent meriter d etre

remarquees. La premiere des equations (16) peut s ecrire comme il

suit

x a

et se reduit par consequent a la fownule deja connue qui joue un si

grand role dans le Calcul differentiel.

On peut encore, des theoremes que nous venons d etablir, deduire

facilement les propositions suivantes :

THEOREMS X. Si les valeurs attributes aux trois quantises

a, .r
,
X

sont renfermees entre des limites entre lesquelles la fonction f(a?)
reste con

tinue, si d ailleurs la derivee du second ordre

conserve constamment le meme signe entre ces limites, que I on peut re-
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duire a la plus petite et a la plus grande des trvis quantites a, x
, X,

I expression

i(at x} }

considered commefonction de x, croitra ou decroltra sans cesse , tandis que

Vonfera varier x depuis x = x jusqua x = X.

TIIEOREME XI. - -

Supposons que les valeurs attributes aux quantites

a, b, c, . . ., x,), \

soient renfermees entre des limites entre lesquelles la fonction

demeure continue. Si le premier, le deuxieme, le troisieme, . . . terme de la

suite

f frl f&quot;i.rl f frl1
(

&amp;lt;

1 &amp;gt;

l
\
-*

J. *(*)

conserve constamment le meme signe entre ces limites, qui pourront se re-

duire a la plus petite et a la plus grande des quantites donnees, alors le

premier, le deuxieme, le troisieme, . . . terme de la suite

considere comme fonction de x, croitra ou decroitra sans cesse pour des

valeurs croissantes de x intermediaires entre XQ et X. Done alors, en pre-

nant

(17) x = M ( x X )

on aura, non seulement, comme on le savait deja,

si f (x) ne changepas de signe entre les limites x n , X, mats encore

(19) f(,*) = M[f(,* ),f{,X)J,

sif&quot;(x]
ne changepas de signe entre les limites a, x , X ;

(20) t(a,b,x} M[f(rt, ft, r ),f(a,b, X)],

sif&quot;(;v}
ne change pas de signe entre les limites a, b, .r , X, . . ., et ainsi

de suite.
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II. Applications diverses des principes ttablis dans le premier paragmp/te.

Les formules precedemment obtenues fournissent, d une part les de-

veloppements des fonctions en series, tels qu ils se presentent dans le

Calculdifferentiel ou dans le Calcul aux differences finies, d autre part des

limitesdu reste qui doit completer chaque serie, lorsqu elleestarretee

apres un certain nombre de termes. La premiere de ces deux assertions

est suffisammentetablie dans le Memoire de M. Ampere; mais, comme

la seconde ne s y trouve enoncee que pour le cas particulier oil Ton

developpe les fonctions en series par la formule de Taylor, il nous

parait utile de revenir un instant sur ces objets.

f(,r) designantune fonction donnee de la variable x, et les lettres

, b, c, . . ., k

representant n valeurs particulieres de cette variable, la 7i
it-me des for

mules (3) du I
er donnera

|
((x}

= t(a} + [x~a] f(a,b) -4-(x a)(x b] t(a,b,c) -4- . . .

j ^r(x a}(xb}(x c}...(x h}t(a 9 b ) c j ...,h )x}.

Si f(a?) est une fonction entiere du degre n, alors la fonction interpo-

laire

{(a, b, c, . . .Ji,x],

etant par rapport a x du degre zero, se reduira simplement a une con-

stante ; et, en nommant k une nouvelle valeur particuliere de x, on auru

f(a,b,c, ..., h,x) = t(a,b,c, ..., h,k],

par consequent

| f(#) = ((a] +.(x a] ((a, b] + (x
-

a) (x /&amp;gt;) f(a, b,
&amp;lt;.}

+.

\ -h(* a)( A)(*-c).-..(*~A) f(rt,6,c, .. .,/0.

Alors 1 equation (2) fournira le developpement de f(a?) en line serie

de termes qui seront proportionnels a des produits de fonctions li-

neaires, et dont les degres, par rapport a x, seront respectivement egaux
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aux divers Icrmes de la progression arithmetique

o, i, 2, 3, ..., n.

Pour retrouvcr une semblable serie, dans le cas ou la fonction i(x]

cessera d etre cntiere, il faudra negliger le dernier des termes renfer-

mes dans le second membre de 1 equation (2). Or, pour savoir si ce

terme pent etre neglige, il importe de connaitre au moins des limites

de 1 errcur que son omission fera naitre. On y parvient, dans un grand

nombre de cas, a 1 aide du theoreme IX du l
er

. En effet, admettons

que les quantites

so trouvent renfermees entre les limites x
, X, entre lesquelles la fonc

tion f(.r) reste continue. Le theoreme dont il s agit donnera, pour uno

valour de x comprise entre ces memes limites,

f ! n h r /&amp;gt; r\ - U
1

1
&quot; u i L

&amp;gt; &amp;gt;

**-
j i

1 2 . . . //

et par suite on tirera de 1 equation (2)

\

I
-\-

(
x a}(x b\(x c } . . .

(
x h

}
-

&amp;gt;

i . 2 . . . n

K designant unc quantite moyenne entre les valeurs attributes a

a, b, c, ..., //, x.

Si, la variable x et la fonction f(.x) etant reclles, on nomme A et B la

plus petite ct la plus grande des valeurs quo puisse acquerir la fonction

derivee

tandis que 1 on fait varier x entre les limites & , X, le dernier terme du

second membre de la formule (3) sera re nforme lui-meme entre des

limites oquivalentes aux produits du rapport

(x n}[x b*&amp;lt;(x c } . . . f x h }

i .2. . .n

par les coefficients A etB. Done la plus grando dos valeurs numeriques
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de ccs deux produits sera la limite de Ferreur que Ton pourra com-

mettre en negligeant le terme dont il s agit.

Si, Ics valours particulieres de la variable a; etantchoisiesdemaniere

a offrir les differents termes d une progression arithmetique, on repre-

scnte ces valeurs, non plus par

a, b, c, ..., //, If,

mais par
ft, a-\-li, fl+2//, ..., a+(n i]/i, a + nli,

alors, en adoptant les notations du Calcul aux differences finies,etposant

on verra 1 equation (2) se reduire a la formule connue

(4) {

(
-r rt 1 (

* rt /; K . . r.r a
(

i?. i
)
/i

] A&quot;f()

i .2.3. . . A

tandis que 1 equation (3) donnera

/ \ rt / \ / \ --i I I t i ! tC &quot;

f /
J \

iA/ fl //
I

_i 1 I tM \ I I /7 I I
I -y1 /^ I

. I tAs I
- lit*, I 1 ul/ LC I .~

I

.

1.2 3 . . . n
;

Des deux formules (4), (5), la premiere seulement suppose que f(x]

est une fonction cntiere de x. Dans la formule (5), ou f(a?) peut ccsser

d etre une fonction entiere de x, la lettre u rcpresente une moyenne
entrc les valeurs attributes aux quantites

a, a -+- ti/i, x .

Lorsquc, dans la formule (5), on pose h o, on retrouvc 1 equation

connue

I . 2

i . -2 . . . i n i
J

i . 2 . . ./i

dans laquelle designe un nombre renferme entre les limites o, i .
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Nous ferons voir dans un autre article quc la consideration dcsfonc-

lions interpolaires, et les principes etablis dansle I
er

, fournissentdes

methodes tres expeditives pour la resolution des equations algebriques

et transcendantes.

104.

MECANIQUE APPLIQUEE. Rapport sur le nouvcau systeme de navigation

a vapeur de At. le marquis Achille de Jouffroy.

C. R., t. XI, p. 68; (2 novcmbre 1840).

L Academie nous a charges, MM. Poncelet, Gambey, Piobert et moi,

de lui rendre compte d un nouveau systeme de navigation a la vapeur.

Ce systeme, dontFAcadernic s est deja occupee, est celui qu a presente

M. le marquis Achille de Jouffroy, c est-a-dire le fils meme de I inven-

leur des pyroscaphes. On salt eri effet aujourd hui que le marquis

Claude de Jouffroy, apres avoir, des 1775, expose ses idees sur Fappli-

cation de la vapeur a la navigation dcvant line reunion de savants et

d amis, parmi lesquels se trouvaient MM. Perrier, d Auxiron, le cheva

lier de Follenay, le marquis Ducrest et 1 abbe d Arnal, a eu la gloire de

la ire naviguer sur le Doubs, en 1776, et sur la Saonc, en 1780, les pre

miers bateaux a vapeur qui aient realise cette application. Deja le sa

vant Rapport de MM. Arago, Dupin et Seguier a rappele 1 experience

solennelle faite a Lyon, en 1780, experience dans laquelle un bateau a

vapeur, construit par M. Claude de Jouffroy, charge de 3oo milliers, et

offrant les memes dimensions auxquelles on est raaintenant revcnu

dans la construction des meilleurs pyroscaphes, a remonte la Saone avec

une vitesse de plus de 2 lieues a 1 heure. Deja Ton a signale I hom-

mage rendu a 1 auteur de 1 experience de Lyon par ce meme Fulton qui

longtemps a passe en France pour avoir decouvert la navigation a la va

peur. Deja enfin les experiences auxquelles ont assiste les premiers
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Commissairessont connuesde 1 Academie; deja elle salt que, non seu-

lement le nouvel appareil d irnpulsion propose par M. Achille de Jouf-

froy est tout a fait rationnel en theorie, mais aussi que cet appareil,

applique sur la Seine a une goelette d environ 120 tonneaux, a fidele-

ment rempli sa mission, et a meme fourni le moyen de remettre a flot,

sans attendre la crue dela riviere, la goelette, dont la quille, dans une

de ces experiences, s etait engagee sur toute sa longueur dans un gra-

vier resistant. Les perfectionnements apportes par M. de JouflVoy dans

la construction de son appareil dont la force est devenue plus conside

rable, et les experiences nouvelles, executees sous nos yeux, ne lais-

sent plus de doutes dans notre esprit sur les avantages que prcsente

le nouveau systeme de navigation. Pour que 1 Academie puisse appre-

cier les motifs de notre conviction, nous allons entrer ici dans quelques

details.

Considerons un batiment qui, plonge en partie dans un liquide, porte

en lui-meme un inoteur quelconque, par exemple une machine a va-

peur. Ce moteur pourra etre utilement employe pour faire marcher le

batiment dans une certaine direction, s il communique le mouvement

a un appareil qui rcfoule une portion du liquide dans la direction op-

posee. Cette portion du liquide sera en quelque sorte un point d appui

pour 1 appareil locomotcur; mais ce sera un point d appui qui cedera

en partie a 1 action de la force motrice, et qui rendra utile une partie

de cette force d autant plus petite qu il aura moins de fixite. Ajoutons

que la quantite de travail produite par la machine a vapeur, et non

consommee par les frottements dans son passage au travers de la ma

chine et de 1 appareil locomoteur, se divisera en deux parties, donl la

premiere surmontera la resistance opposee a la marche du batiment

par la masse de liquide qui le precede, tandisque la seconde chassera

en arriere une portion plus ou rnoins considerable dc la masse de li

quide qui le suit. Observons encore que le rapport suivant lequel la

quantite de travail se partagera enlrc ces deux masses dependra -sur-

tout de 1 etendue dela surface presentee au liquide par 1 appareil loco

moteur. En general la vitesse du batiment croit avec cette surface, sans

OEuvrcs &amp;lt;Je C. S. I, t. V. 5.1
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pouvoir depasser la vitesse qui aurait lieu si cette meme surface deve-

nait infmie.

Appliquons ces principes generauxa la discussion des avantages on

des inconvenients que presentent 1 appareil locomoteur maintenant en

usage, et celui par lequel M. de Jouffroy se propose de le remplacer.

Los bailments a vapeur sont, comme on sait, armes generalement,

sur leurs cotes, de roues a aubes qui tournent sur elles-memes d un

mouvement continu. Dans les bailments que Ton emploie d ordinalre,

dans le Sphynx par exemple, la surface de chaque aube est d environ 2 lnq
.

Deux ou trois aubes seulement se trouvent, a un instant donne, plon-

gees dans la masse liquide.

L appareil que M. de Jouffroy propose de substituer aux roues a aubes

se compose de deux palmes ou pattes de cygne articulees, placees a 1 ar-

riere du batiment et douecs d un mouvement alternatif, qui s ouvrent

pour frapper 1 eau a reculons et se ferment ensuite pour revenir a la

place qu elles occupaient d abord. L heureuse idee de cet appareil a

ete suggeree a M. de Jouffroy, comme il le dit lui-meme, par le desir

l)ien naturel d iiniter cet admirable mecanisme dont la sagesse du

Createur a pourvu le cygne et les oiseaux navigateurs destines par elle

a sillonner la surface des eaux. Pour une fregate de 44 canons, la su-

perficie de chaque pal me serait d environ 2o&quot;
K|

.

Or la surface des palmes, etant tres considerable par rapport a la

surface immergee des aubes, donne aux palmes cet avantage, qu avec

la meme force motrice elles impriment une moindre vitesse au liquide

place en arriere du batiment, et par suite une vitesse plus grande au

batiment lui-meme. D ailleurs, les palmes, agissant toujours en sens

oppose de la direction que suit le batiment, ne produisent qu un effet

utile a la marche de celui-ci. On ne pourrait en dire autant des aubes

qui, en raison de leur mouvement rotatoire, lorsqu elles ne sont pas

articulees, cboquent et poussent le fluide dans diverses directions
( ).

( ) Quant aux roues a aul)es articulees, pour produire le m6me effcl quo les autrcs roues,

elles paraisscnt exiger que Ton augmente leur vitesse, en augmcntant la force motrice ellc-

mOmo d environ un douzieme.
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On ne sera done point etonne d apprendre que les experiences faites

en notre presence, et dans lesquelles nous nous sommes surtout pro

pose de comparer les deux systemes l im a 1 autre, soient entierement

favorables au nouveau systeme. II resulte en particulier de ces expe

riences que le nouveau systeme presente une grande economic de force

motrice et par consequent de combustible.

Aux avan tages que nous avons signales dans le nouveau systeme on

doitjoindre la facilite que presentent les palnies de pouvoir etre ap-

pliquees a toutes sortes de batiments, meme armesde voiles. Ajoutons

que la grande profondeur alaquelle elles travaillent tend a les preser

ver d un inconvenient offert par les roues a aubes qui peuvent devenir

inutilcs ou meme nuisibles, non settlement au milieu d une tempete

pendant laquelle ces roues se trouveraient exposces, avec les tambours

qui les renferment, au cboc violent des lames et des vents, mais aussi

dans un batiment marcbant sous voiles par un vent largue, puisque

alors une des roues, sortant de 1 eau, tournerait a vide, 1 autre etant

noyee. Observons encore qu appliquees a un batiment de guerre, les

roues, en obstruant au moins douzc sabords, le privent d autant de

canons et peuvent d ailleurs etre facilement endommagees par 1 ar-

tillerie, tandis que les palmes, travaillant sous 1 eau et se derobant

a la vue, courent beaucoup moins de dangers et ne causcnt nul em-

b arras.

Parmi les avantages que les palmes ont sur les roues, ceux qui tien-

nent a une plus grande etendue de la surface presentee au liquide par

1 appareil locomoteur diminuent a jnesurc que Ton augmente la super-

licie des aubes. Mais cette superficie ne saurait etre, sans des incon-

venients graves, augmentee au point de rendre 1 effet produit paries

roues comparables a celui que produisent les palmes, surtout pour les

batiments de grandes dimensions. Quant aux batiments de petites di

mensions, plus particulierement destines a naviguer sur les canaux, on

peut a la verite leur appliquer des roues dont les aubes o (Trent une su

perficie comparable a celle des palmes; mais il est juste d observer

d une part que les roues, en elargissant les batiments, exigent une
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plus grande largeur des canaux memes, et d autre part que ces roues,

on traversant sans cesse la surface de 1 eau, soit pour entrer dans la

masse liquide, soit pour en sortir, produisent a cette surface une agita

tion dont 1 experience demontre 1 influence destructive stir les berges

des canaux.

Nous aimons a croire que la vue de tons les avantages ci-dessus

indiques determinera la marine franchise a faire en grand 1 essai du

nouveau systeme; que, si M. de Jouffroy pere a pu voir ses belles

experiences trop longtemps oubliees dans sa patrie, le fils sera plus

heureux ; et que cette fois du moins la France ne se laissera pas ravir

une decouverte qui peut devenir si utile a ceux qui les premiers auront

su en profiler.

Avant de terminer ce Rapport, nous ferons une derniere observation

qui n est pas sans importance. Quelles que soient la perfection et 1 uti-

lite d un appareil, il peut arriver que dans certains cas cette utilite

devienne douteuse ou meme disparaisse entierement. La grande mobi-

lite des roues doit etre recherchee dans un chariot, dans une voiture,

et pourtant le chemin peut offrir une pente tellement rapide, qu on soit

oblige de les enrayer. Personne ne conteste 1 utilite des voiles pour

faire marcher un navire sous 1 action du vent, et toutefois cette action

peut etre tellement violente qu il devienne absolument necessaire de

les carguer ou meme de les caler. Enfin les roues a aubes peuvent de

venir non seulement inutiles, mais encore nuisibles, et meme le de-

viendrontgeneralement dans les vaisseauxmarchantsous voiles, comme

nous 1 avons explique. Les palmesseraient-elles seules exemptes des

inconvenients que peuvent offrir, en des circonstances donnees, les

autres appareils? Attachees, comme M. de Jouffroy le suppose, a la

poupe d un batiment, seraient-elles assez solides pour n avoir rien a

craindre, dans une mer violemment agitee, du choc des vagues et d un

rnouvement de tangage tres marque? II faudra evidemment recourir a

1 experience en grand pour etre en etat de resoudre cette question. Si

1 experience prouve que dans la navigation en pleine mer, et dans les

temps d orage, le nouvel appareil ne peut travailler sans etre compro-
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mis, ce que Ton devra faire alors ce sera de le mettre au repos, non en

le ramenant sur le pont, comme on I avait propose d abord, mais en le

ramenant au contraire sous les flancs du navire, oil il pourra demeurer

en surete. II deviendra pour un temps inulile, comme le sont les voiles

ou les roues dans des cas semblables, et reprendra ses fonctions lorsque

la tempete sera calmee.

En resume, 1 avantage incontestable qu otTrent les palmes de pou-

voir s adapter a toutes sortes de bailments, de guerre ou de commerce,

grands ou petits, quelle que soit d ailleurs leur construction, sans exi-

ger aucune modification de leur voilure, sans priver les batiments de

guerre d une partie de leurs canons, sans elargir la voie des batiments

de commerce destines a naviguer sur les canaux; les avantages non

moins evidents qu elles tiennent de leur immersion totale, de la direc

tion unique ettoujours utile de leur mouvement propre etcle la grande

etendue de surface qu elles presentent au liquidc, doivent faire vive-

inent souhaiter que la marine franchise essaye en grand le nouveau sys

teme. Get essai parait d autant plus desirable qu une economic notable

de force motrice et de combustible est indiquee par la tbeoric comme

consequence nccessaire des avantages que nous venous de signaler.

Nous dirons meme que*, suivant 1 opinion personnelle -de tous les

membres de la Commission, cette economic est deja suffisamment con-

statee par les diverses experiences executees jusqu a ce jour, soit par

celles qui, en presence des premiers Commissaires, ont ete tentees sur

une goelette d environ 120 tonneaux, pourvue d un appareil rnalheu-

reusement trop faible et encore imparfait, soit par celles que nous avons

dii executer sur le petit modele presente a l Academie et soumis par

elle a notre examen. Nous pensons d ailleurs que, des a present, ilest

juste de reconnaitre les avantages du nouveau systeme, tels que nous

les avons definis, et que ce systeme est tres digne de 1 approbation de

1 Academie.

P.S. Nous joignons a ce Rapport les resultats de quelques expe

riences qui peuvent donner une idee des avantages que le nouveau sys-

leme presente sur 1 ancien, relativemental economie de force motrice.
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EXPERIENCES.

Pour rendre plus faciles des experiences propres a faire connaitre les

avantages ou les inconvenients du nouveau systeme, M. de Jouffroy a

construit, sur 1 echelle de i

m
pour 3-m , une fregate modele qu il arme

a volonte dc pattes de cygne ou de roues a aubes, dont les dimensions

out avec celles du modele les memes rapports qui subsistent ou doivent

subsister dans 1 execution en grand. Voiei les resultats dequelques ex

periences, dans lesquelles un scul et meme moteur a etc applique a la

fregate placee sur un canal et pourvue de Tun ou de 1 autre appareil.

Premiere experience, dans laquelle la fregate a navigue sur le canal,

en remontant contre le vent.

Armee de roues a aubes, la fregate a parcouru 4i
in
,Co en sept minutes.

Dans cet intervalle de temps, au bout duquel la force motrice a ete

completement epuisee, les roues ontfait chacune i3o revolutions.

Armee de pattes, la fregate a parcouru !\cj
n

, \o en sept minutes, pen
dant lesquelles le nombre des battements ou oscillations des pattes a

ete de i3o. Mais ce qu il importe de remarquer, c est qu alors, au bout

de sept minutes, la force motrice, loin d etre epuisee, a continue de

faire marcber pendant onze autres minutes la fregate, qui, dans ce

nouvel intervalle de temps, a parcouru plus de 5om .

Deuxieme experience, dans laquelle la fregate a navigue sur le canal,

en descendant sous le vent.

Armee de roues, la fregate a parcouru 62, Go en huit minutes. Dans

ret iutervalle de temps, au bout duquel la force motrice a ete comple
tement epuisee, cbaque roue a execute 182 revolutions.

Arrnee de pattes, la fregate a parcouru 70, 20 en huit minutes, le

nombre des battements dans cet intervalle ayant ete de 182. Mais, au

bout deces huit minutes, la force motrice n etait pas epuisee, comme

dansle premier cas, et elle a continue de faire marcher, pendant seize
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autrcs minutes, la fregate qui, dans ce nouvel intervalle de temps, a

parcouru 39, 80.

Ces experiences demontrent evidemment que les pahnes out sur les

roues un grand avantage sous le rapport de 1 economie de force motrice.

Si cet avantage eut ete deduit par la theorie d experiences faites seule-

ment sur la fregate armee du nouvel appareil, on pourrait jusqu a un

certain point contester un resultat de calcul. Mais ici, pour se rendre

independant de toute cause d errcur, on a compare directement 1 an-

cien systeme an nouveau, et Ton a opere successivement avcc Tun ct

1 autre appareil, en les plagant tons les deux dans les memos condi

tions. II n y a done aucune possibilite de revoquer en doutc 1 avantage

incontestable que donne 1 experience au nouveau systeme, avantage

qui d ailleurs etait deja clairement indique par la theorie et les prin-

cipes des plus certains dc la Dynamique.

105.

CALCULS NUMKRIQUES. Sur les moyens d eviter les erreurs dans les calculs

numeriques .

(1. R., t. Xt, p. 789(16 novembre 1840).

Les nombreux exemples que Ton pourrait citer d erreurs com-

mises, quelquefois par des calculateurs fort babiles, dans la reduction

des formules en nombres, doiventfaire rechercheravec soin les moyens

de verifier 1 exactitude des resultats numeriques auxquels on se trouve

conduit par une suite d operations determinees. Or, pour que Ton

puisse ofTrir le resultat d un calcul comme digne d etre adopte avec

confiance, ce que Ton doit faire, ce n est pas de recommencer deux

fois le meme calcul en suivant la meme route, attendu qu il est assez

naturel que Ton retombe dans une erreur deja commise; c est au con-
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traire de tout disposer de maniere que, par deux systemes (( operations

fort distinctes, on doive se trouver ramene a des resultats identiques,

Cette condition est remplie, par exemple, dans la methode generale

d interpolation quej ai donnee en i835, et qui a ete rappelee par M. Le

Verrier dans 1 avant-derniere seance. Cette methode, etendue a plu-

sieurs systemes d inconnues, m a servi, dans les Nouveaux Exercices

de Mathematiques, a deduire, des belles experiences de Fraunhofer, les

lois de la dispersion de la lumiere, relatives aux substances sur les-

quelles cet habile physicien avait opere. Les resultats qu elle m a

fournis derivent de la formation de plusieurs Tableaux, dont chacun

porte en lui-meme la preuve de 1 exactitude de tous les nombres qu il

ren ferine.

L honorable mission qui m etait confiee, a 1 epoquc oil je publiais

ces Tableaux, m ayant donne 1 occasion de rechercher s il ne serait pas

possible de rendre plus faciles ct plus sures tout a la fois les diverses

methodes de calcul, j
ai reconnu que des procedes tres simples pour-

raient procurer cet avantage aux operations memes de 1 Arithinetique.

Je me bornerai ici a en indiquer quelques-uns en pen de mots. J cs-

pere qu en raison de leur grande utilite, 1 Academieme pardonncra de

1 entretenir un moment de cet objet. J y serais d ailleurs autorise, s il

etait necessaire, par 1 exemple de nos premiers geometres, qui plus

d une foisontchoisi pour sujetde leurs meditations le perfectionnement

des calculs numeriqucs.

Pour verifier 1 exactitude des resultats fournis par diverses opera

tions de I arithmetique decimale, et en particulier par 1 addition, la

soustraction, la multiplication ou 1 elevation aux puissances, on peut

employer unmoyen fort simple. II consiste a disposer chaque operation

de telle sorte qu elle fournisse immediatement, par exemple, avec la

somme ou le produit de nombres ecrits en chiffres dans le systemc

decimal, ce que dcviendrait cette F.omme ou ce produit, si Ton con-

siderait les divers chiffres dont chaque nombre se compose, comme

representant, non plus des unites des divers ordres, mais des unites

simples, puis de voir si la valeur trouvce de la nouvelle somme ou du
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nouveau produit est effectivement cello que Ton deduirait imme-

diate
vment des nombres donnes.

Le principe que je viens d enoncer fournit une preuve tres simple

de 1 addition arithmetique, dans le cas oil les chiffres que renferme

chaque colonne verticale fournissent toujours une somme represented

par un seul chiffre; et meme dans le cas contraire, pourvu que, dans

ce dernier cas, on ajoute a la somme des chiffres qui composent les

divers nombres la somme des chiffres qui expriment les reports, en

ayant soin d ecrire ces reports dans une ou deux Jignes horizontals

placees entre ces memes nombres et la somme cherchee.

Pour appliquer le meme principe a la multiplication arithmetique,

il convient d effectuer cette operation, non a 1 aide de la methode gene-

ralement enseignee ct pratiquee en France, mais a 1 aide d une methode

moins connue et qui permet de former d un seul coup le produit de

deux nombres ecrits en chiffres. La methode dont il s agit consiste a

former a la suite les uns des autres, pour les reunir immediatement,

les produits de meme ordre, qu on peut obtenir en multipliant un des

chiffres du multiplicande par un chiffre correspondant du multiplica-

teur. Cette methode so simplifie lorsque au-dessus du multiplicande

on ecrit le multiplicateur renverse sur une bande de papier mobile.

Car alors, dans chaque position du multiplicateur, on trouve places

1 un au-dessus de 1 autre les chiffres correspondants du multiplicateur

et du multiplicande, c est-a-dire les chiffres qui, pris deux a deux,

doivent fournir des produits de meme ordre. Alors aussi, pour appli

quer le principe ci-dessus enonce, il suffit d ecrire au-dessousde chaque

chiffre du multiplicande la somme des produits partiels de 1 ordre de

ce meme chiffre. Si cette somme sc trouvait exprimee par un nombre

de plusieurs chiffres, de deux chiffres par exemple, on ecrirait le

deuxieme chiffre seulement au-dessous du chiffre correspondant du

multiplicande, dans une certaine ligne horizontale, puis on reporterait

a gauche et dans une ligne horizontale plus elevee le premier chiffre de

la meme somme; ct 1 operation, achevec comme dans le cas ou il s agit

d une addition simple, porlerait en elle-meme la preuve de 1 exactitude,

OEuvresdeC. S. I. t.V. 55
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non seulement dessommes partiellesformees avec lesproduitspartiels

de meme ordre, mais encore de la somme totale fournie par la reunion

de ces sommes partielles, c est-a-dire du produit des nombres donnes.

Le principe ci-dessus enonce peut encore etre facilement applique

aux multiplications approximatives, dans lesquclles on se propose

d obtenir le produit de deux nombres qui renferment des chiffres deci-

maux avec un degre d approximation donne.

Enfm les operations de 1 Arithmetique deviendraient notablement

plus simples et plus faciles si Ton combinaitlc principe ci-dessus enonce

avec Pemploi de deux especes de chiffres. Les geometres se sont plu-

sieurs fois occupes de systemes de numeration qui presenteraient une

autre base que le notre; mais je ne sais si, en conservant la meme

base, on a essaye d effectuer les diverses operations de I Arithmetique

sur des nombres exprimes par des chiffres dont les uns seraientpositifs,

les autres negatifs. Cependant rien de plus aise. Goncevons en effet

que, dans un nombre exprime en chiffres, on place le signe de la sous-

traction au-dessus du chiffre correspondant a des unites d un certain

ordre, pour indiquer que les unites de cet ordre doivent etre prises

avec le signe . Alors on aura des chiffres positifs et des chiffres nega

tifs, et Ton devra distinguer dans chaque chiffre son signe et sa valeur

numerique. Pour obtenir, a Faide des notations regues, la valeur d un

nombre ecrit avec les deux especes de chiffres, il suffira de remplacer

chaque suite continue de chiffres negatifs, situes immediatement Fun

apres Fautre, par le complement arithmetique de cette suite, en dimi-

nuant d une unite le chiffre positif qui la precede. Cela pose, on pourra

evidemment ecrire un nombre quelconquc avec des chiffres dont la

valeur numerique soit tout au plus egale a 5, et des lors les additions,

soustractions, multiplications, divisions, les conversions de fractions

ordinaires en fractions decimales et les autres operations de 1 Arithme-

tique se trouveront notablement simplifiees. Ainsi, en particulier, la

table de multiplication etant reduite au quart de son etendue, on n aura

plus a former que des produits partiels de chiffres non superieurs a 5.

Remarquons encore que, dans la multiplication, la somme des produits
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partiels de meme ordre sera d autant plus facile a calculer qu en

general ces produits partiels scront, les uns positifs, les autres nega-

tifs, etque par suite leursomme se trouverapresque toujours exprimee

par un seul chiffre. Remarquons enfin que pour le meme motif il de-

viendra tres aise d appliquer aux nombres ecrits avec les deux especes

de chiffres le principe ci-dessus indique comme propre a fournir la

verification des resultats obtenus.

Pour rendre plus faciles a saisir les principes ci-dessus enonces, j
en

donnerai ici quelques applications tres simples.

I
e

. Operations executees a I aide des divers cliiffres quemploie
le systeme decimal.

Une preuve tres simple et tres sure de 1 addition, de la soustraction,

de la multiplication, etc., consiste a former avec la somme, la diffe

rence ou le produit de deux ou de plusieurs nombres, la somme, la

difference ou le produit de ceux que Ton obtiendrait si, dans chaque

noinbre, les divers chiffres etaient consideres comme representant, non

plus des unites de divers ordres, mais des unites de meme ordre.

Cette sorte de preuve se trouve etablie en meme temps que 1 operation

meme dans les exemples suivants :

Addition avec la preuve.

Somme

Nombres donnes

Soustraction avec la preuve.

i 9 6,5 8 9 38
4 2,3 7

*

i 6

Difference i 5
4&amp;gt;

2 J 9 25

Ici, a la suite de cbacun des nombres donnes ou calcules, on trouve

le nombre correspondant auquel il se reduit quand on regarde tous

ses chiffres comme exprimant des unites simples. On peut adopter le
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resultat de 1 operation avec confiance quancl le nombre correspondant

a la somme ou a la difference des nombres donnes est, comme on le

voit dans ces deux exemples, la somme ou la difference de lews cor-

respondants.

Pour etendre cette preuve au cas ou il y a des reports a effectuer

d une colonne verticale a 1 autre, il suffit d ecrire ces reports et d en

tenir compte, comme on le voit dans Fexemple suivant :

Addition avec la preni e.

Nombres donnes

1 9 8,5 7 3 o

2 o 3 ,4 8 17
817,34 &amp;gt; 8

I 7 2
,

I 9 2O

Reports i 2 i , 2 6

Somme 891,58 91

Ici la somme 3i des chiffres que renfermc le nombre 891,58, etant aug-

mentee de G dizaines, c est-a-dire d autant de dizaines qu il y a d unites

dans les chiffres des reports, doit reproduire et reproduit en effet le

nombre 91, c est-a-dire la somrne totale des chiffres que renferment les

reports et les nombres donnes.

Pour appliquer les memes principes a la verification d un produit, il

convient d ecrire au-dessus du multiplicande les differentes sommes

partielles dont chacune renferme les produits partiels de meme ordre

qui peuvent resulter de la multiplication des divers chiffres du multi

plicande par des chiffres correspondants du multiplicateur. A la ri-

gueur, sans ecrire, ni sommes partielles, ni produits partiels, on pour-

rait obtenir d un seul coup le produit de deux nombres donnes, en

ajoutant successivement les uns aux autres les produits partiels d un

chiffre par un chiffre, et commengant par ceux qui sont de 1 ordre le

moins eleve. On se trouveraitainsi ram en e a la melhode de multiplica

tion donnee par M. Hilf dans un Ouvrage intitule le Calcul sans chiffres.

methode que 1 on dit avoir ete plus anciennement exposee par le pro-

fesseur Gunz dans des legons orales a Lay bach. Mais, si 1 on adoptait

sans modification cette methode, dans le cas ou le multiplicande et le
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multiplicateur tlonne contiennent beaucoup de chiffres, il ne serai t pas

facile de reconnaitre les erreurs commises. Au contraire, les resultats

du calcul peuvent etre aisement verifies, lorsqu on ecrit les sommes

partielles dont nous avons parle ci-dessus; et nous ajouterons que,

pour former aisement chacune de ces memes sommes, il suftit d amener

dans une position fixe au-dessus du multiplicande le multiplicateur

renverse, mais ecrit a part sur une regie ou sur une bande mobile de

papier. Alors la verification des produits s effectue presque aussi faci-

lement que celle des sommes, comme on peut le voir dans Pexemple

suivant.

Supposons que Ton veuille multiplier 6,46 par 12, 3. On formera

d abord les sommes partielles des produits de meme ordre, en faisant

glisser au-dessus du multiplicande le multiplicateur renverse; et

chaque fois on ecrira le dernier cbiffre de la somme partielle obtenue

au-dessous du chiffre 2, qui represente les unites simples du multipli

cateur, comme on le voit ici :

Multiplicateur renverse 3,2 i 3,2 i 3,2 i

Multiplicande 6,46 6,46 6,46

i

8

Lorsque toutes les sommes partielles scront formees, on les ajoutera

pour obtenirle produit cherche, apres avoir verifie leur exactitude, en

calculant de deux manieres differentes un autre produit dont les deux

facteurs seront la somme des cbiffres du multiplicande et la somme

des chiffres du multiplicateur. L operation tout entiere peut etre dis-

posec comme il suit :

Multiplication avec la prcuvc.

Multiplicateur renverse 3,2 i

Mulliplicande 6,4 ^ i 6

i 3 2 i 7

66248 2 6

Produit 7 9&amp;gt;4
5 8 9 (i

lei la somme des chiffres du multiplicande est 16, la somme des
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chiffres du multiplicateur 6; et le produit dc ces deux sommes, ou le

nombre 96, doit resulter de { addition des sommes partielles 18, 24,

32, 16 et 6, dans le cas ou les derniers chiffres de celles-ci seraient

considered comme representant des unites simples. Or c est effective-

mcnt cc qui arrive, puisque, dans le cas dont il s agit, les sommes

partielles 18, 24, 32, 16 et 6 renfermeraient 7 dizaines et 26 unites.

Done, dans 1 operation effectuee, ces sommes doivent etre considerees

comme exactes. Quanl a 1 addition des sommes partielles, elle peut

etre, a son tour, immediatement verifiee, et, pour obtenir sa preuve, il

suffira d observer que la somme faite du nombre 26 et du nombre 7

considere comme representant, non plus des dizaines, mais des unites

simples, est precisement la somme totale 33 des divers chiffres du

produit obtenu

7 9-4 58.

En suivant la methode precedente, on n aura jamais a s inquieter de

la place que devra occuper la virgule decimale, puisque, en vertu des

regies etablies, les unites de meme ordre du multiplicande et du pro

duit se trouveront toujours placees dans la meme colonne verticale.

II est facile d etendre les principes que nous venons d etablir au cas

oil la multiplication devrait s effectuer de maniere a fournir settlement

lavaleur, non pas exacte, maisapprochee, du produit de deuxnombres,

avec un degre d approximation donne. Au reste je pourrai, dans une

autre occasion, revenir a ce sujet et aux divers moyens que Ton peut

employer pour rendre plus sures et plus faciles d autres operations de

1 Arithmetique, telles que 1 extraction des racines. Je me bornerai, en

terminant ce paragraphe, a indiquer une regie fort simple, a 1 aide de

iaquelle on peut souvent donner, presque sans calcul, le produit de

deux nombres composes de plusieurs cbiffres. Yoici 1 enonce de cette

regie, qui se demontre par 1 Arithmetique aussi bienquepar 1 Algebre,

avec la plus grande facilite :

Pour multiplier deux nombres Vun par I autre, decomposez leur somme

en deux parties donl le produit puisse etrefacilement obtenu, et ajoutez au
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produit de ces deux parties le prodait des differences entre Vane d elles et

les deux Jiombres donnes.

Lorsque les deux nombres donnes sont egaux, la regie est encore

applicable; seulement Icursomme et leur produit deviennent le double

et le carre de cbacun d eux.

Conccvons, par exemple, qu il s agisse de multiplier 616 par 609;

on aura

609 4- 616 = i2a5 =600 -+- 6^5,

et comme les differences entre les nombres donnes et 600 sont respec-

tivement

9 et 16,

on en conclura

609 x 616 = Goo x 625 4-9x16
= 875000 4- i44

Concevons encore qu il s agisse de former le carre de 9987; on aura

2 x 9987 = 19974 = i oooo 4- 9974,

et, comme la difference entre 10000 et le nombre donne sera i3, on en

conclura

9987-= 9974 X i oooo 4- i3 2

= 99740000 4- 169

= 99740169.

II. Operations executees avec deux especes de chiffres, les uns positifs,

les antres negatifs.

Concevons que, dans un nombre ecrit en chiffres, on place le signe
-

au-dessus du chiffre correspondant aux unites d un certain ordre, pour

exprirner que les unites de cet ordrc doivent etre effectivement prises

avec le signe . On pourra distinguer dans cbaque nombre deux es

peces de chiffres, les uns positifs, les autres negatifs. D ailleurs, pour

exprimer a 1 aide des notations rogues la valeur d un nombre ecrit avec
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ces deux especes de chiffres, il faudra remplacer chaque suite continue

de chiffres negatifs, situes immediatement Fun apres 1 autre, par le

complement arithmetique de cette suite, et diminuer d une unite le

chiffre positif qui la precede. Ainsi, par exemple, on aura

1 I = g, I 2 I = 8 I
,

Cela pose, on pourra evidemment ecrire un nombre quelconque avec

des chiffres dont la valeur numerique soit tout au plus egale a 5. Pour

y parvenir, il suifira de remplacer, dans le nombre ecrit suivant la no

tation reQue, chaque suite continue de chiffres positifs et superieurs

ii 4 par des chiffres negatifs qui forment, au signe pres, le complement

arithmetique de cette suite, en ajoutant au chiffre qui la precede une

seule unite. Si le dernier chiffre de la suite etait 5, on pourrait a la

rigueur ne pas s en occuper et 1 exclure de la suite. Mais alors meme,

a moins que la suite ne se trouve reduite au seul chiffre 5, il sera mieux

de rendre ce chiffre negatif, alin de diminuer autant que possible la

valeur numerique du chiffre precedent.

Les nombres etant exprimes, comme on vient de le dire, par des

chiffres dont la valeur numerique ne surpasse pas 5, les additions, sous-

tractions, multiplications, divisions, les conversions de fractions ordi-

naires en fractions decimales et les autres operations de I Arithme

tique se trouveront notablement simplifiees. Ainsi, en particulier, la

table de multiplication pourra etre reduite au quart de son etendue,

et Ton n aura plus a effectuer de multiplications partielles que par les

seuls chiffres
K)

f. v/ pf r.
. .

J,
y

&amp;lt;J

, i.|
A XX * ^ v

Ainsi, pour etre en etat de multiplier 1 un par 1 autre deux nombres

quelconques, il suffira de savoir doublcr ou triplcr un nombre, ou en

prendre la moitie. Si on le trouvait plus commode, on pourrait se

contenter d ecrire le multiplicateur suivant le nouveau systeme. On

devra d ailleurs sc rappeler que le produit dc deux chiffres de meme
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espece est positif, tandis que le produit de deux chiffres d especes dif-

ferentes, c est-a-dire 1 un positif, 1 autre negatif, sera negatif.

Cela pose, on reconnaitra sans peine que le produit des nombres

8266= 12344* 9978 = 10022

est

De plus, on passera aisement des formules

ll 2 r=I2I, I2 2 =l44 l3a =l6g, ...

aux suivantes

II 2 =I2T, I2-=l44&amp;gt; I 3 -= I 69, ...,

qui peuvent encore s ecrire ainsi :

9
2 8 1, 8 2= 64, 7

2=4 9 ,
----

Pareillement des forrnules

i o i 3 2 = i o 26 1 69, i o o6 :t = i o 18 i 08 2 1 6, ...,

qui se deduisent si aisement et presque sans calcul du binome d;

Newton, on passera immediatement aux suivantes

i o i 3 2 =102616 9, ioo6 3 = ioi8io82iG, ...,

qui peuvent encore s ecrire ainsi :

9872=974169, 994^ = 982107784, ----

Observonsen outre que, dans les additions, multiplications, elevations

aux puissances, etc., les reports faits d une colonne a 1 autre seront

generalement tres faibles, et souvent nuls, attendu que les chiffres po-

sitifsetnegatifs se detruiront inutuellement en grande partie dans un&amp;lt;^

colonne verticale composee de plusieurs chiffres.

Dans la reduction des fractions ordinaires en fractions decimales, la

periode sera connue des que Ton retrouvera le meme reste an signc

pres; et cette periode sera composee de deux parties semblables 1 une

OEiwres de C. S. I, t. V. &
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a 1 autre, abstraction faite du signe. On trouvera, par exemple

- = o
,

i 4 3 i 4 3 i 4 3 i 4 3 . . . =: o
,

i 4 -* 8 5 7 1 4 -2 8 5 7 . t
?

T ^-,

- = o
,

i i i i i i . . . == o
,
o g o g o

&amp;lt;)

. . .
,

I , _ _= o
,

i -2. 3 i 2 3 i 2 3 123. ..= 0,0 760230-76023..J

Knfin, dans les tables de logarithmes ecrites avec des chiffres positifs

et negatifs, on passera du logarithme de n au logarithme de - en chan-

geant simplement les signes de tons les chiffres.

C. 11., t. XI, p. 826(16 novembre 1840).

P. S. - II est facile de convertir en addition la multiplication de

deux nombres lorsque le multiplicateur est ecrit suivant le nouveau

systeme avec les seuls chiffres

o, i, ?, 3, 4 5.

En effet, adrnettons d abord que tous ces chiffres soient positifs, et

considerons le multiplicateur renverse dansune position fixe au-dessus

&amp;lt;lu multiplicande. Pour obtenir la somme partielle des produits formes

avec les chiffres correspondants des deux facteurs, il suffira evidem-

ment de chercher la somme des chiffres du multiplicande places sous

les chiffres 4 et 5 du multiplicateur, puis d ajouter au double de cette

premiere somme les chiffres du multiplicande places sous les chiffres

2 et 3 du multiplicateur, et enfin, au double de la nouvelle somme

iiinsi calculee, les chiffres du multiplicande places sous les chiffres

impairs du multiplicateur. Cette regie s etend au cas meme ou le multi

plicateur offre des chiffres negatifs, pourvu qu alors on prenne avec le

signe
-- les chiffres correspondants du multiplicande.
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106.

CALCULS NUMERIQUES. -- Stir les jnoyens de verifier ou de simplifier diverses

operations de Varithmetique decimate .

C. R.. t. XT. p. 8.47 (a3 novembre i8jo).

I
er

. Multiplication approximative.

Dans le Cotnpte rendii de la derniere seance, j
ai indique un principe

qui fournit une preuve tres sure, non seulement de 1 addition et de la

soustraction arithmetiques, mais encore de la multiplication ; et
j

ai

ajoute que 1 application de ce principe pouvait etre facilement etendue

an cas ou il s agit de calculer la valeur, non pas exacte, mais appro-

chee, du produit de deux nombres, avec un degre d approximation

donne. En effet, pour verifier 1 exactitude de 1 operation, il suffit d ar-

reter au-dessus du multiplicande le multiplicateur renverse, dans la

position oil Ton doit commencerii en faire usage, puis de calculer la

somme des produits partiels que fourniraient les divers chiffres du

multiplicande respectivement multiplies par les chiffres correspon-

dants, non du multiplicateur, mais d un facteur auxiliaire qui lui se-

rait superpose. Pour obtenir ce facteur auxiliaire, que nousappellerons

le verificateur, il faut, en conservant dans le multiplicateur le premier

chiffre, c est-a-dire lecbiffre qui represente les unites de 1 ordre le plus

eleve, remplacer le second, le troisieme, le quatrieme, ... chiffre par la

somme faite des deux premiers, des trois premiers, des quatre pre

miers, . . . cliiffres.

Pour donner un exemple de la preuve dont il est ici question, con-

ccvons que Ton se propose d obtenir la circonference d un cercle dont

le rayon, exprime en metres, aurait pour valeur, a i millimetre pres,

le nombre
1020,319,.

II s agira de multiplier 1 un par 1 autre les deux nombres

1020,3 1 2..., 3, 1 4 1

;&quot;&amp;gt;()?.(&amp;gt;.

. .

;
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et, comme line erreur de i

ram dans le rayon en produit une cle plus do

3mm dans la circonference, il estclair qu on ne pourra compter sur le

chiffre des milliemes du produit, et qu en consequence on n aura pas

d interet a former les sommes partielles qui resteraient inferieures a un

centieme. D ailleurs, dans la multiplication de deux facteurs donnes,

le nombre qui exprime une somme partielle de produits de meme ordre

ne pent jamais surpasser le produit du plus grand chiffre du multipli-

cateur par la somme des chiffres du multiplicande, ou meme par la plus

i^rande somme que Ton puisse former en ajoutant 1 un a Fautre autant

de chiffres du multiplicande qu il ya de chiffres dans lemultiplicateur.

Done dans la multiplication des deux facteurs

1 020, 3 1 2..., 3, 1 415926. . .
,

dont Fun quelconque, le second par exemple, peut etre pris pour mul

tiplicande, le nombre qui exprimera une somme partielle de produits

de meme ordre ne surpassera jamais le produit 90 du plus grand chiffre

du multiplicateur par la plus grande somme

9 + 6 + 5-1-4 + 3 + 24-1 = 3o

que Fon puisse former avec sept chiffres du multiplicande. II y a plus,

le nombre qui exprimera une somme partielle de produits d un ordre

donne, augmentee des reports faits sur les sommes partielles de pro

duits d un ordre moindre, sera evidemment inferieur au produit 98 du

nombre 3 par la somme

9+7+5 + 4 + 3 + 2 + 1,

c est-a-dire a ce que deviendrait le produit 90, precedemment calcule,

si Fon augmentait d une unite le dernier chiffre dechacun des facteurs

IO2O,3l2..., 3,l

de maniere a leur substituer les facteurs suivants

1020,3 i 3..., 3,1415927....

Done, dans le cas present, chaque somme partielle des produits d un
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ordre donne, augmentee meme des reports fails sur les som

ticlles des produits d un ordre rnoindre, sc trouvera toujours exprimee

par un nombre inferieur a 100; et, pour obtenir, a un centieme pres, le

produit des deux facteurs

1020,

il suffira d ecrire surune bande de papier mobile le multiplicateqr ren

verse, puis d amenerlechiffre de ses unites simples au-dessus duqua-

trieme chiffre decimal, c est-a-dire du chiffre des dix-milliemes du

multiplicande, etde commencer a cet instant la formation des sommes

partielles qui pourront etre veritiees a 1 aide de la regie ci-dessus

enoncee. L operation tout entiere peut etre disposee comme il suit :

Multiplication approximative avec la preuve.

Verificateur renverse.... 9 9 7 6,3 3 i i i a o

Multiplicateur renverse.. . 2 i 3,o 2 o i

Ici 1 addition des somrnes partielles

33, 3i, 17, 22, 3, 10, i, 3,

formees avec les produits de 1 ordre des dix-milliemes ou d un ordre

superieur, donne pour resultat le nombre 120; et, pour verifier ces

sommes, il suffitd observer que Ton retrouve le meme nombre raolors-

qu on ajoute entre eux les produits partiels

6, 2, 27, i 5, 6, 28, 9, 27

des divers cbiffres du multiplicande par les chiffres correspondants du

verificateur renverse. D ailleurs, pour obtenir le verificateur, c est-

a-dire le nombre
i 133,6799. . .,
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il faut conserver le premier chiffre i du multiplicateur

IO2O,3l2 . . .

en substituant au second, au troisieme, an quatrieme, ... chiffre les

sommes
I -4- O, I -+- O -f 2, I-t-O-4-2-4-0, ...

formees avec les deux premiers, les trois premiers, les quatre pre

miers, ... chiffres. Les sommes partielles qne Ton a calculees etant veri-

tiees comme on vient de le dire, on les ajoute entre elles pour en tirer la

valeur approchee du produit des facteurs donnes; ct, pour verifier cette

derniere addition, il suffit des assurerquele meme nombre 3 1 exprime,

d une part, la somme totale

2O -4- If&amp;gt; -f- 1

des chiffres contenus dans les divers nomhres qui representent les

sommes partielles et les reports, et, d autre part, la somme 2 i des

chiffres du produit

augmented d autant de dizaines que les chiffres des reports offrent d u-

nites.

Apres avoir determine, comme on vient de le dire, la valeur appro

chee du produit des facteurs donnes, on doit supprimer dans cette va

leur approchee les chiffres incertains, c est-a-dire ici les deux derniers

chiffres. Done, si Ton multiplie 1 un par 1 autre les deux facteurs

io2o,3i2... et 3,1415926...,

dont le premier n est exact, par hypothese, qu a un millieme pres, la

valeur du produit, exacte a un centieme pres, sera

Lorsque le degre d approximation que Ton recherche exige, comme

dans 1 exemple precedent, que le nombre des chiffres du verificateur

surpasse le nombre des chiffres du multiplicateur donne, les derniers

chiffres du verificateur doivent etre evidemment egaux entrc eux et a
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la somme des chiffres du multiplicateur donne. II en resulte que, dans

le cas oil la multiplication doit fournir, non plus la valeur approchee,

mais la valeur complete d un produit de deux facteurs, la preuve ci-

dessus exposee se reduit a celle qui a etc developpee dans le Compte

rcndu de la derniere seance.

La preuve de la multiplication approximative pent etre facilement

etendue an cas meme oil quelques-unes des sommes formees avec les

deux, les trois, les quatre, ... premiers chiffres du multiplicateur se

trouveraient representees par des nombres de plusieurs chiffres, par

exemple par des nombres de deux chiffres. Alors on considererait cha-

cun de ces nombres comme compose de dizaines et d unites quo Ton

ecrirait dans une meme colonne verticale, mais dans deux lignes ho-

rizontales superposees 1 une a 1 autre, au-dessus du chiffre correspon-

dant du multiplicaleur. Done alors, an lieu d un seul verificatcur on

en aurait deux en quelque sorte; et les deux sommes de produits par-

tiels, deduites de 1 un et de 1 autre, devraient etre considerees comme

representant, 1 une des unites simples, 1 autre des dizaines.

Concevons, pour fixer les idees, qu il s agisse d obtenir, a un cent-

millieme pres, le carre du rapport entre la circonference et le diametre.

L operation pourra etre disposee comme on le voit ici.

Multiplication approximative avec la preuve .

3221 2O
Verificateurs renverses . ,

i 5 3
f\ 9 8

4&amp;gt;

3 167

Multiplicaleur renverse .... G 2 9 5 i 4 &amp;gt;3 367

6 3

Ici le meme nombre 867 resulte, d une part, de I addition des
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sommos partielles

122, -ji, 72, 43, 14, -.&amp;gt;.5, 6, 9

qui concourenta la formation du produit cherche, ou plutot a la deter

mination de sa valeur approchee; et d autre part, de 1 addition des

sonimes partielles formees avec les produits des chiffres correspondants

du inultiplicande et des deux verificateurs, pourvu que ces deux der-

nieres sommcs, savoir

167
= 3x6 + 4x2 + 8X9 + 9X6 + 4xn-3x4-*-5Xi + iX3

et

20 = i X i + a X 4 + 2 X i + 3 X 3,

soientconsiderees comme representant, lapremiere, des unites simples,

etla seconde, des dizaines. Les chiffres des deux verificateurs sontceux

que renferment les nombres

3, 4&amp;gt; 8, 9, 4&amp;gt;

23 25
&quot;

3
?

auxquels se reduisent le chiffre 3 du multiplicateur

3, 1415926. . .

et les sommes formees avec ses deux premiers, ses trois premiers, ses

quatre premiers. . . chiffres. D ailleurs, 1 addition des sommes partielles

qui concourenta la formation du produit cherche s effectue et se veri-

fie comme dans 1 exemple precedent; et ce produit, dans lequel les

deux derniers chiffres peuvent avoir ete alteres par 1 omission des re

ports dus aux sommes partielles que Ton s est dispense d ecrire, se re-

duit, lorsqu on rejette ces deux derniers chiffres, au nomhre

9,86960.

Tel est effectivement, a un cent-millieme pres, le carre du rapport de

la circonference au diametre.

Dans 1 exemple precedent, ainsi que dans tous les cas ou les deux

facteurs du produit cherche deviennent egaux, les produits partiels de

meme ordre sont tous egaux deux a deux, ou tous, a 1 exception d un
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seul, suivant que le nombre de ces produits est pair ou impair. II en

resulte, comme on sait, que la formation des sommes partielles devieni

plus facile. Ainsi, dans le dernier exemple, pour obtenir les sommes

partielles
122 et 71,

on peut operer comme il suit :

3 X 6 -t- IX a 4-4 X9-+- 1 X 5= 61, dont le double est 122,

3X2 + iX9 + 4x5 = 35, dont le double est 70, et 70+1X1 = 71.

Nous ajouterons que la regie et la preuve de la multiplication ap

proximative s appliquent plus avantageusement encore a des nombres

exprimes avec des chiffres, les uns positifs, les autres negatifs. Alors,

en effet, les reports etant presque toujours nuls, on n aura pas ordi-

nairement a s inquieter des erreurs que leur omission peut entrainer;

et, pour la ineme raison, dans la multiplication de tels nombres, on

n aura d ordinaire a considerer qu un seul verificateur.

II. Division anihm&tlque .

On sait que la methode des approximations successives, due a

Newton, finit par doubler a trespeu pres, achaque operation nouvelle,

le nombre des chiffres decimaux exacts quo presente la valeur appro

chee d une racine reelle d une equation de degre quelconque. Cette

propriete apparticnt meme aux valeurs approchees successives de la

racine reelle d une equation lineaire; ainsi, en particulier, on double a

tres pen pres le nombre des chiffres decimaux que renferme une va

leur tres approchee du quotient fourni par une division aritlimetique,

quand, pour augmenter le degre d approximation, on ajoute a cette va

leur approchee le premier terme de la progression geometriquequi re-

presente le quotient developpe suivant les puissances ascendantes du

reste. J ignore si cette remarque tres simple, que d autres sans doute

auront deja faite avant moi, se trouve approfondie dans Fun des norn-

breux Traites d Arithmetique publics par divers auteurs. Mais elle me-

OEuvresdeC. S. I, t. V. 57
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rite de 1 etre, d autant plus que la regie qui s en deduit peut aisement

s etablir sans le secours de 1 Algebre, ainsi que nous allons 1 expliquer.

Observons d abord que diviser un nombre par un autre revient

a multiplier le dividende par 1 inverse du diviseur. Done la division

peut toujours etre ramenee au cas ou le diviseur est 1 unite. D ailleurs,

dans ce cas, le quotient s obtient a 1 aide de la regie suivante :

Apres avoir determine par la methode ordinairement employee unepre

miere valeur approchee du quotient, par exemple, ses deux ou trois pre

miers chiffres, vous pourrez egaler la fraction qui represente le quotient

a cette premiere valeur augmentee d une fraction nouvelle qui aura le

reste obtenu pour numerateur. Or, si vous multiplies une ou plusieurs fois

de suite les deux membres de I equation ainsiformee par le reste dont il

s agit, vous obtiendrez de nouvelles equations qui, combinees avec la pre

miere, feront connaitre de nouveaux chiffres du quotient.

Lorsqu en appliquant cette regie, et multipliant par le reste une ou

plusieurs fois de suite la fraction qui represente le quotient, on est

parvenu a rendre le numerateur superieur au denominateur, il convient

d extraire le plus grand nombre entier contenu dans la nouvelle frac

tion ainsi formee. Apres cette operation, on peut recommencer a faire

usage de la regie et obtenir par ce moyen de nouveaux chiffres.

D ailleurs, lorsqu en operant comme on vient de le dire, on est arrive

a connaitre un grand nombre de chiffres du quotient, la formation

d une seule equation nouvelle suffit pour doubler a tres peu pres le

nombre de chiffres exacts. Si le diviseur est entier ou compose d un

nombre fini de chiffres, le quotient, a moins qu il ne puisse s obtenir

exactement, se reduira toujours a une fraction decimale periodique.

Pour montrer une application de la regie ci-dessus enoncee, cher-

chons d abord le quotient de i par 7, ou, en d autres termes, la frac

tion decimale periodique qui represente la fraction }. Comme les deux

premiers chiffres decimaux fournis par la methode de la division ordi

naire seront i et
4&amp;gt;

le reste etant egal a 2, on en conclura

4 = 0, ,41,
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la fraction f etant ainsi placee a la suite du chiffre des centiemes pour

indiquer les f d un centieme; puis, en joignant a 1 equation qui pre

cede celles qu on en deduit lorsqu on multiplie chaque membre deux

fois de suite par le reste 2, on trouvera

et, par consequent,
4 = 0,1 4-2856 f.

Si maintenant on extrait de la fraction f 1 entier i qu elle renferme, on

verra 1 equation precedente se reduire a

En vertu de cette derniere formule, la periode de la fraction decimale

qui representera y sera certainement la suite des chiffres

et Ton aura indefiniment

V= 0,142867 42857...

En general, lorsque, le dividende elant 1 unite, le diviseur se com

pose d un nombre fini de chiffres decimaux, le quotient cherche doit

representer, ou une fraction de la forme

n etant un nombre entier, ou le produit d une semblable fraction par

une puissance de 10. Done alors, si le quotient ne peut s obtenir exac-

tement, toute la question pourra etre reduite au developpement de -

en fraction decimale periodique. D ailleurs on demontrera sans peine,

i que, si n est 1 un des nombres premiers impairs

3, 7, n, i3, ...,

le nombre des chiffres de la periode sera egal a n i, ou a un divi

seur de n i ; 2 que, si n est un nombre compose, le nombre des
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chiffres de la periode sera ou le nombre N des entiers inferieurs a n

et premiers a n, ou un diviseur de N; 3 que, si le nombre entier 71 se

forme d un seul chiffre, il suffira, pour determiner la periode, de pro-

longer le calcul jusqu au moment ou 1 on verra reparaitrc le premier

chiffre du quotient, attendu que le retour de ce chiffre indiquera le

commencement d une seconde periode semblable a la premiere ; 4 en-

fin que, si le nombre entier n se compose de deux, trois, quatre, ...

chiffres, il suffira de prolonger le calcul jusqu au moment ou Ton

verra reparaitre, dans le meme ordre, les deux premiers, les trois pre

miers, les quatre premiers, ... chiffres du quotient. Eu egard a ccs

observations, on pourra souvent abreger le calcul, et meme se dispen

ser d extraire les entiers contenus dans les nouvelles fractions que
Ton obtiendra. Ainsi, dans 1 exemple precedent, apres avoir etabli

l- eqnation

4 = 0,1 4-28565-,

on pourra remarquer simplement que,
~ etant compris entre les li

mites o, i4 et o,i5, la nouvelle fraction f sera necessairement com

prise entre les limites

8 x o, 14 i, 1*2 et 8xo, i5 1,20.

Done 1 equation dont il s agit fournira pour j une valeur comprise

entre les limites

0,14285712 et 0,14285^20.

Done le premier chiffre i du quotient reparaitra necessairement a la

septieme place, ou il indiquera le retour de la periode

142857.

Si Ton voulait deduire d un developpement en progression geome-

trique la valeur dc ~
exprimee en chiffres decimaux, il suffirait d ob-

server que 1 equation

peut s ecrire comme il suit :

r 0,0?.
=0,14.
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Done cette equation donne

i o, 14

7 1 0,03

Si maintenant on developpe le rapport
- -en une progression geo-

metrique ordonnee suivant les puissances ascenclantes du reste 0,02,

on trouvera

j = o
,

1 4 -+- o
, 0028 -+- o

,
ooooSG -4- o

,
ooooo 112+...

o, 142807 i ...

Pour montrer, stir un second exemple, [ application des principes

ci-dessus exposes, concevons qu il s agisse de convertir en fraction

decimale. On trouvera, dans ce cas,

=0,0l4,
et, par suite,

= 0,084 ft, ^ = o,5o4^ .

On aura done
= 0,014084504^,

on, ce qui revient au meme,

TT=0,0 1 4084507 ,

et, par suite,

/V = o
, 0429,5352 1 W, fV = o

,
1 26760563 -H YT = 38 28 689 rr

puis on en conclura, en remplagant f| par i f^,

= 0,014084507042253521 1 2676056^38028 1690 If-

Enfm on tirera de la deuxieme equation

if= o,i4o8...

et, par suite,

-

7 r
= 0,0 140845070422535?, 1 1 2676056338028 1 690 1 4o8. . .

Ici la seule reapparition des deux premiers cbiffres 01 , places dans le

meme ordre a la suite 1 un de Fautre, indique deja le retour de la pe

ri ode.
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III. Extraction des ratines.

Conccvons que, n etant un nombre donne, on veuille en extraire la

racine carree ou cubique, ..., ou plus generalement la racine m^me
.

II s agira, en d autres termes, de calculerla racine reelle x de 1 equa-

tion

x &quot;=n.

Or soient a une premiere valeur approchee de \n, et r le reste qu on

obtient en retranchant am du nombre n, en sorte qu on ait identique-

inent

(
i

)
n = am+ r.

Si 1 on pose x a -+- z et si d ailleurs rest tres petit, 1 equation

n = (a+ z}
m

donnera sensiblement

La valeur precedente de z est celle que, dans la methode newtonienne,

on doit ajouter a la quantite a pour obtenir une seconde valeur appro

chee de
&quot;\ln.

Gette methode semble done, au premier abord, exiger la

division du reste par le produit mam~*
, dans lequel le nombre des

chiffres croit indefiniment avec le nombre des chiffres de a; mais on

pent eviter cette division a 1 aide des considerations suivantes.

Si, dans 1 equation (2), presentee sous la forme

mam

on substitue la valeur de am tiree de la formule (r), on trouvera

nr nr ( rH
m(n r) mn \ n

puis, en negligeant les termes de 1 ordre du carre de r,

(3) z = ar.
mn
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En substituant la formule (3) a la formule (2), on aura, comme dans la

methode newtonienne, 1 avantage de doubler sensiblement, a chaque

operation nouvelle, Ic nombre des chiffres decimaux de la racine, lorsqtu;

le reste r sera tres petit; et si, d ailleurs, on reduit en fraction deci-

male le rapport ? qui restera le meme dans les diverses approxima

tions que Ton effect uera successivement, il suffira, pour continuer in-

definiment le calcul, de recourir a 1 operation que nous avons appelee

multiplication approximative. Ajoutons qu il sera facile d effectuer et

de verifier chaque multiplication approximative par la methode que

nous avons indiquee.

L application des principes exposes dans ce paragraphe et dans le

precedent deviendra plus facile encore si Ton emploie deux especes de

chiffres, les uns positifs, les autres negatifs.

107.

ANALYSE MATIIEMATIQUE. -- Sur la resolution numerique des equations alge-

briques et transcendantes .

C. R., t. XI, p. 829 (a3 novembre 1840).

I
cr -- Considerations gnrales.

J ai donne, pour la resolution numerique des equations algebriques

ou transcendantes, dans les Comptes rcmdusde 1837, une methode dont

le principe est tellement simple qu il pourrait etre expose dans les ele

ments d Algebre. En effet, ce principe se reduit a la proposition sui-

vante :

THEOUEME. Soient

P, Q

deuxfonctionsreellesetejilieres de x, ou, plus generalement , deuxfone -

tions reelles dont chacune reste finie et continue, sinon pour des valen/y
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quelconques de la variable x, da moins entre cerlaines limites

x = a et x b^&amp;gt;a.

Supposons d ailleurs qu entre ces limites on ait constamment

P&amp;lt;Q.

Si Ics foiiclions P, Q deviennent toutes deuxpositives ,
ou toutes deux nega

tives pour x = a, alors, entre Ics limites

x = a, x b,

la plus petite racine reelle de I equation

(
i

)
P = o

sera inferieure dans le premier cas, superieure dans le second, a la plus pe

tite racine reelle de I equation

(a) Q = o;

el, au coutraire, si lesfauctions P, Q deviennent toules deux positives, ou

toutes deux negativespour x = b, alors, entre les limites

x a, x = b,

la plus grande racine reelle de I equation (i) sera superieure dans le pre

mier cas, inferieure dans le second, a laplus grande racine reelle de I equa

tion (2).

Demonstration. - - Pour fixer les idees, admettons d abord que les

fonctions P, Q deviennent toutes deux positives an moment ou Ton

prend ,x = a; et, en supposant que 1 equation (2) offre des racines

reelles comprises entre les limites

x = a, x = b,

nommons c la plus petite de ces racines. On aura, pour x ~a,

P&amp;gt;0,

tandis que, pour .5? r, la condition

3) P&amp;lt;Q,
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jointe a 1 equation Q = o, donnera

P&amp;lt;0.

Done, tandis que la variable x passera de la valeur a a la valeur c, la

fonction P passera d une valeur positive a une valeur negative. Done

cette fonction s evanouira dans 1 intcrvalle, et par suite 1 equation

P = o

offrira au moins une racine reelle comprise entre les limites , c. Done,

entre les limites x= a, x = b, la plus petite racine de 1 equation P = &amp;lt;&amp;gt;

sera inferieure a la plus petite racine c de 1 equation Q = o.

On demontrera de la meme maniere les trois autres parties du theo

rem e I.

Corollaire I. --
Supposons que les fonctions

P, Q,

toujours finies et continues entre les limites

x =

verifier! t entre ces iimites la condition (3). Si, ces fonctions etant toutes

deux positives pour or = a, ou pour x = b, 1 equation (2) admet une ou

plusieurs racines reelles comprises entre les limites a, b, on pourra en

dire autant de 1 equation (i); mais la reciproque n est pas vraie, et

requation (i) pourrait admettre une ou plusieurs racines reelles com

prises entre a et 6, sans qu il en fut de meme de 1 equation (2). Ajou-

tons que, dans le premier cas, et entre les limites

x = fi, x b,

la plus petite racine de 1 equation (i) sera inferieure a la plus petite

racine de 1 equation (a), ou la plus grande racine de 1 equation (i) su-

perieure a la plus grande racine de 1 equation (2), suivant que la valeur

de x, pour laquelle les deux fonctions P, Q deviendront positives, sera

a ou b.

Climres de C. S. I, t. V. 58
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Corollaire II. --
Supposons que les fonctions

P, Q,

toujours finies et continues entre les limites

x = a, x = h
^&amp;gt; a,

verifient entre ces limites la condition (3). Si, ces fonctions etant toutes

deux negatives pour x = a ou pour a? = 6, 1 equation (i)admet une ou

plusieurs racines reelles comprises entre les limites a, b, on pourra en

dire autant de 1 equation (2); mais la reciproque n cst pas vraie, et

1 equation (2) pourrait admettre une ou plusieurs racines reelles com

prises entre a et b, sans qu il en fut de meme de 1 equation (i). Ajou-

tons que, dans le premier cas, et entre les limites

x 7= a, x = /;,

la plus petite racine de 1 equation (2) sera inferieure a la plus petite

racine de 1 equation (i), ou la plus grandc racine de 1 equation (2) su-

perieure a la plus grande racine de 1 equation (i), suivant que la valeur

de x, pour laquelle les deux fonctions P, Q deviendront positives, sera

a ou b.

Corollaire III. -- Les deux fonctions

P, Q

deviendront evidemment toutes deux positives, ou toutes deux nega

tives, pour une valeur particulierc a ou b de la variable x, si elles

remplissent alors la condition

(4) P = Q.

Le theoreme 1 cntrame ceux que nous allons enoncer.

THEOREMS II. Soil f(a?) unefonction reelle de x qui reste finie et con

tinue entre les limiles

x = a, x b
^&amp;gt;

a.

Pour obtenir entre ces limiles deux quantites, I une inferieure, I autre
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superieure a la plus petite des ratines reelles de I equation

(5) f(*)= o,

on commencera par substitute a I equation (
5

)
les deux equations auxi-

liaires

(6) ro (j7)
= o, ^(o;) =0,

/e.s fonctions CT
(a?), ^ (.r)

eta/*/ elles-memes continues entre les limites x= a,

x= b, mais choisies de maniere que I on ait toujours dans cet intervaUe

(7) (*)&amp;lt;*(*)&amp;lt;*(*.).

et en particulier, pour x = a,

(8) v() = f() = *()

Si chacune des equations (6) offre des ratines reelles comprises entre a el

b, I equation (5) en offrira pareillement ,
la plus petite ratine de I equa

tion (5) etant comprise entre les plus petites ratines des equations (6).

D ailleurs, toutes les fois que I equation (5) admettra des ratines com

prises entre a et b, on pourra en dire aatant de la premiere ou de la se-

conde des equations (6), suivant que f(a) sera positif ounegatif, et la plus

petite des ratines dont il s agit diminuera dans le passage de I equation (
5

)

a la premiere ou a la seconde des equations (6).

THEOREME III. Soit i\x] une fonction reelle de x, qui reste finie et

continue entre les limites

x = a, x = b
^&amp;gt;

.

Pour obtenir entre ces limites deux quantites, I une inferieure, Vautre supe-

rieure a la plus grande des ratines reelles de I equation

(5) f(*)=o,

on commence?^ par substituer a I equation (5) les deux equations auxi-

liaires

(6) w(x} = o, ty(x) = o,

lesfonctions Gr(a?), ^[x] etant elles-memes continues entre les limites x = a,
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x= b, mais choisies de maniere que I on ait loujours dans cet inletvalle

et en particulier, pour x = b,

(9) w(b}

Si cliacune des equations (G) offre deux racines reelies comprises entre a et

1), Vequation (5) en offiira pareillement , la plus grande racine de I equa

tion (5) etant comprise entre les plus grandes racines des equations (G).

IfaiUeurs, toutes lesfois que I equation (
5

)
admettra des racines comprises

entre a et b, on pourra en dire autant de la premiere ou de la seconde des

equations (G), suivant que f(b] sera positif ou negatif, et la plus grande

des racines do/it il s agit croitra dans le passage de I equation (5) a la pre

miere ou a la seconde des equations (G).

TIIEOREME IV. Soil toujours f(a?) une fonction reelle de x qui reste

finie et continue entre les limites

x a, x = b
&amp;gt;

a.

Soient encore

w(x], fy(x]
+

deux fonctions reelies de x qui, etant Jlnies et continues entre ces limites,

et choisies de maniere a rernplir constamment, dans cet intervalle, la condi

tion (7), vetifient d ailleurs chacune desformules (8) et (9). Si les quantites

[[a], i(b}

sont affectees de signes Conlraires, chacune des equations (6), et par suite

{ equation (5), admettront des racines reelies comprises entre a et b; et,

dans cet intervalle, les plus pelites des racines des equations (6}foumiro/tt

deux limites, I une inferieure, I autre superieure a la plus petite des racines

de [ equation (5), landis que les plus grandes racines des equations (6)

fourniront deux limites, Vune inferieure, I autre superieure a la plus grande

des racines de Vequation (5). Au contraire, si les quantites

f(a), f(6)

sont ajectees du meme signe, chacune. des equations (G) pourra offrir ou
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non des ratines reelles comprises entre a et b, ces racines dcvant etre en

nombre pair; mais il suffira que ces deux equations offrent de tellcs racines

pour que I on parvienne encore aux conclusions que nous venons d enoncer.

De plus, si, dans cette derniere hypothese, I equation (5) adrnet des racines

comprises entre a et b, on pourra en dire autant ou de la premiere ou de la

seconde des equations (6), suivant que les quantites f(a), f(&) seront toutes

deux positives ou toutes deux negatives. Done alors la premiere ou la se

conde des equations (6) ojfrira, comme l
}

equation (5), au moins deux ra

cines reelles comprises entre a et b; la plus petite de ces racines devant

diminuer et la plus grande devant croitre, tandis que I onpassera de I equa

tion (5 )
a la premiere ou a la seconde des equations (6).

II. Usage des fonctions interpolaires dans la resolution numerique
des Equations.

La consideration des fonctions interpolaires permet d appliquer tres

facilement les principesci-dessus etablis a la resolution numerique des

equations algebriquesou transcendantes. En effet, f(o?) etant une fonc-

tion donnee de oc, et

t(a,x), t(ct,b,x)

des fonctions interpolaires du premier et du second ordre, determinees

par les formules

x a

(r
&quot;&amp;lt;7, .r) I \a,

x i)

on aura

(2) f(.r)
= f() + (x a) ((n, x}

et

(3) \(x} f(rt) H- (JT ) f( a, 6) -4- (r a) (x b) f(a, b, x}.

On trouvera de meme

(5) f(#) = f(6)+ (.r- 6) f (a,b) + x - a] (x b) t(a,b,x).
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D ailleurs la formule (3) ne differe pas de la formule (5). Car, si Ton

nomine F(a?) une fonction lineaire de x assujettie a verifier les deux

conditions

(6) F(a) = f(a), F(6) = f(&),

on aura identiquement

et par consequent chacune des formules (3), (5) pourra etre reduite a

(8) f(#) = F(o;) -+-(x a)(x l))t(a,b,x}.

Solent maintenant

deux quantites, Tune inferieure, 1 autre superieure aux diverses va-

leurs qu acquiert la fonction

f(a,x], ou t(b, a:}, ou f(a,b,x),

tandis quo Ton fait varier x entre les lirnites

x a, x = b.

On aura, en vertu de la formule
( 2),

(9) f()r-G(* )&amp;lt; f(jc)&amp;lt;f(rt)H-H(iC-);

on, en vertu de la formule (4),

ou, en vertu de la formule (8),

(n) Y(x] -f-H(a: a}(x /&amp;gt;)&amp;lt;f(o;)&amp;lt;F(^)
4- (i (x a](x b).

Ajoutons que lestrois membrcs de la formule (9) deviendront evidem-

ment egaux pour x = a, ceux de la formule (io)pour x b, enfin

ceux de la formule (i i), eu egard aux conditions (6), pour x a et



EXTRAIT N 107. 463

pour x = b. Cela pose, les theoremes II, III, IV du I
ei entraineront

evidemment les propositions suivantes :

THEOREMS I. - - Soil

une equation dont lepremierjnembre f(a?) represente unefonction reelle de

x, toujours finie et continue entre les limites

x = a, x = b
^&amp;gt;

a.

Soient de plus
G, H

deux quantites, la premiere inferieure, la seconde superieure aux diverses

raleurs qu acquiert, entre ces limites, la fonction interpolate du premier

ordre

i(a, x}.

Si les racines reelles des deux equations

(i3) f(a) + G{* a) = o, f(a) + H(#-a) = n,

c est-a-dire les deux quantites

a- -, a-

^e trouvent toutes deux comprises entre a et b, I equation (12), r/&amp;lt;2/tt ce/ in-

tervalle, ojfrira une ou plusieurs racines dont la plus petite sera certaine-

ment comprise entre les deux quantites (1/1)-
D ailleurs, toutes lesfois que

Vequation (12) admettra des racines comprises entre a et b, on pourra en

dire autant des expressions (i4) ou au moins de I une d entre elles, savoir,

de la premiere, si f(a) est positif, de la seconde, si {(a] devient negatif; et

la premiere de ces expressions, dans le premier cas, ou la seconde, dans le

second cas, offrira une nouvelle limite superieure a la limite a, mais infe

rieure a la plus petite des racines dont il s agil.

THEOREME II. -- Lafonction reelle f(3?) etant toujours supposee finie et

continue entre les limites

x a, x b
~^&amp;gt; a,
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soient de plus
G, II

deux quantites, la premiere inferieure, la seconde superieure aux diverses

irtleurs qu acqmert entre ces limites la fonction interpolaire dii premier

ordre

Si les racines reelles des deux equations

(i5) f(l&amp;gt;]
+ G(.r /&amp;gt;)

= o, f(6) -+- H.(.r b
} &amp;lt;&amp;gt;,

c est-d-dire les deux quantites

, /&quot; \ I X

&quot;

J I I

&quot;

j

(l6) b _., b ^,

se trouvent toutes deux comprises entre a et b, I equation (12), dans eel in-

teivalle, offrira une ouplusieiirs racines dont la plus grande sera certaine-

ment comprise entre les quantites (16). D ailleurs, toutes lesfois que Vequa
tion (12) admettra des racines comprises entre a etb, on pourra en dire

autant de Vune au moins des expressions (16), savoir : de la premiere, si

f(6) est positif, de la seconde, si f(b] devient negatif; et la premiere de ces

deux expressions, dans le premier cas, ou la seconde, dans le second cas,

offrira une nouvelle limite, inferieure a la limite b, mais superieure a la plus

petite des racines dont il s agit .

TIIEOREME III. Lafonction reelle $(x] etant toujours supposee reelle el

continue entre les limites

x = a. x = )
^&amp;gt; a,

soient de phis
G, II

deux quantiles, la premiere inferieure t la seconde superieure aux diverges

valeurs qu acquiert entre ces limites la fonction interpolaire du second

ordre

((a, b, x};

et nommons F(a?) unefonction lincaire de x assujellie a verifier les deux

conditions (6), ou, ce quirevient au merne, deterrninons F(^r) a I aide de
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I equation ( 7 ).
Si les deux quantites

sont ajfectees de signes contraires, chacune des equations du second degre

(17) \7 (x}-i-G(x-a}(x b} = Q, F(x]+ll(x a}(xb} o

o/frira une seule racine reelle comprise entre les limites a, b, et les deux ra-

cines de cette espece, fournies par les deux equations (17), comprendront

entre elles une ou plusiews racines del equation (12). Au contraire, si lex

deux quantites

f(), f(/&amp;gt;)

sont affectees du meme signe, chacune des equations (17) pourra offrir ou

non deux racines reelles comprises entre a et b; mais il suffira que ces deux

equations ojfrent de telles racines pour que I equation (12) offre elle-meme

au rnoins deux racines reelles comprises entre a et b, la plus grande etant

rejifermee entre les plus grandes racines des equations (
1 7 ),

et la plus petite

entre leurs plus petites racines. De plus, si, les quantites

f(a), f(/&amp;gt;)

etant electees du meme signe, I equation (12) adrnet des racines reelles

comprises entre a et b, on pourra en dire aulantou fie la premiere, ou de la

seconde des equations (17), suivant que les quantites

f(rt), f(b)

seronl toutes deux positives, ou toutes deux negatives.

Concevons maintcnant que, la fonction f(a?) etant finie et continue

avec ses derivees du premier et du second ordre entre les limites

sc = a, x = b,

chacune des deux fonctions derivees

H*). !&quot;{*!

conserve constamment le meme signe entre ces limites. On pourra en

dire autant des fonctions interpolates

f(a,x), t(a,x,x},

OF.uvres de C. S.
I.,

t. V. G()
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&amp;lt;{ui representeront des valeurs de

correspondantes a des valeurs de u, v intermediaires entre a et x\ et,

comme on aura d ailleurs

f ,
, d f(rt, a-)1/7 T T\ -- -_ i

() C

on pent affirmer que la fonction interpolaire

non seulement conservera toujours le meme signe entre les limites

x = a, x = b,

jnais sera de plus, dans cet intervalle, et pour des valeurs croissantes

de x, toujours eroissante ou toujours decroissante, suivant que la deri-

vee du second ordre f (x] sera positive ou negative. Cela pose, les deux

quantites, ci-dessus representees par G, H, pourront etre reduites,

dans le premier theoreme, 1 une a f(a, a] = f (), 1 autre a f(, 6); et

dans le second theoreme, 1 une a f(#, b], 1 autre a f(b t b)=f(b).
D autre part, la fonction f(a?) conservant toujours le meme signe, par

hypothese, entre les limites x = a, x b, la fonction f(^r) sera, dans

cet intervalle, toujours eroissante avec x, ou toujours decroissante; et

par suite 1 equation (i 2) n offrira point de racines reelles renfermees

entre a et b, ou offrira une seule racine de cette espece suivant que les

deux quantites

seront affectees du meme signe, ou de signes contraires. Enfin, si Ton

nomine k la racine unique de 1 equation

(18) F(*) = o,

on aura evidemment, en vertu de la formule (7),

I Q n ft T,
-- O

77&quot;
r~r

f (a,h) i(a,b)
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ou, ce qui revient au meme,

(
20

)
k =

{(b) f(a]

et, comme
t(a,b]

representera une valeur de f(#) correspondante a une valeur de x in-

termediaire entre a et b, par consequent une quantite comprise entre

il est clair que, si f(), f(b] sontaffectees de signes contraires, les dif

ferences

t(b)

seront toutes deux inferieures ou toutes deux superieures a la valeur

de k donnee par la formule (19). Or, en ayant egard aux observations

que nous venons de faire, on deduira immediatement des theoremes I

et II la proposition suivante :

THEOREME IV. -- Soil f(x] unefonction reellc de x qui demeure finie et

continue, avec ses derivees du premier et du second ordre, entre les limiles

x = a, x = I)
~^&amp;gt;

a
;

et supposons que, des trois fonctions

fl r ] f frl (&quot;&amp;gt;x\i ^ j , i \x ),
i

k
*

/ 1

la premiere seule change de signe, tandis que Con passe de la premiere li-

rnite a la seconde. Une seule racine de I equation (12) se trouvera renfer-

rnee, non seulement entre les limites donnees

a et b,

mais aussi entre deux limites plus rapprochees dont I une sera la quantite k,

Vautre pouvant se recluire a celle des deux differences

r(*J

qui sera la plus voisine de k, ou bien encored lapremiere de ccs differences,
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f/uand le signe de{(a] sera cehii clef&quot;(a], et a la seconde dans le cas con-

traire.

Corollaire. -- a et b etant considered comme representant deux va-

leurs approchees en plus et en moins d une racine reelle de 1 equation

(12), le theoreme precedent fournira le moyen d obtenir de nouvelles

valeurs approchees de la meme racine en augmentant le degre d ap-

proximation. La substitution de 1 une des differences (21) a 1 une des

premieres valeurs approchees a ou b constitue la methode d approxi-

mation de Newton. M. Fourier a propose de joindre a 1 une de ces dif

ferences, consideree comme limite de la racine cherchee, la quantite

qui offre une seconde limite opposee a la premiere. Lorsque 1 on re-

prescnte la fonction {(x] par 1 ordonnee d une courbe dont x est 1 ab-

scisse,

f(), t(b)

sont les ordonnees particulieres des points A, B qui repondent aux

deux abscisses
x =. a, x = b,

et les expressions (20), (21) seconfondent avec les abscisses des points

ou 1 axe des x est rencontre : i par la cordc AB, 2 par les droites qui

(ouchent la courbe aux points A et B.

Les raisonnements par lesquels nous avons deduit des theorernes I

et II le theoreme IV servent aussi a deduire du theoreme III la propo

sition suivante :

THEOREME V. Soil f(o?) unefonction reelle de x qui demeurefinic et

continue, avec ses derivees des trois premiers ordres, entre les limites

et supposojis que chacunc de ses deuxfonctions denvees

?(*), f&quot;(*)

conserve constamment le meme signe entre ces limites. Une racine an plus

de Vequation dericee
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et deux ratines au plus de i equation

f(#) = 0,

se trouveront renfermees entre les lunites do/it il s agit. Sid ailleurs lafunc

tion f(a?) change de signe entre les limites x = a, x = b, on, en d aiUres

termcs, si les quantites

f(), f(/&amp;gt;)

sont affectees de sig7ies contraires, / equation (12) offrira certainement une

ratine reelle, mais une seule, comprise, non seulement entre les limites

donne.es
a et b,

mais encore entre d autres limites plus rapprochees qui seront ratines des

equations du second degre

(2-2) f(x] + (x ti}(x b] ((a, a, b}
= o, F(.r) 4- (.r -)(# 6) f(a, b, b] =o.

Au contraire, si les quantites

f(a), f(b)

sont ajfectees du merne signe, Vequation (12) n offrira point de ratines

reelles comprises entre les limites a, b, OIL en offrira deux de cette espece ;

et le dernier cas aura certainement lieu si chacune des equations (22)

o/fre de telles ratines. Ajoutons que, si, les quantites

etant ajfectees du meme signe, I equation (12) offre des ratines reelles com-

pjises entre a et b, on pourra en dire autant de. la premiere on de la se-

conde des equations (22), savoir, de la premiere si les quantites f(a], f(/&amp;gt;)

sont negatives, et de la seconde si les quantites f(a), f(/&amp;gt;)
sont positives.

Done aiors la premiere OIL la seconde des equations (22) offrira, comnic

I equation (12), deux ratines reelles comprises entre a et b, I une inferieure

a la plus petite des deux ratines de I equation (12), I autrc superieure a la

plus grande de ces deux ratines.

Corollaire. -- a ct b etant consideres commo representant deux va-

leurs approcbees en plus et en moins d une ou de deux racines reelles
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de ( equation (12), le theoreme precedent fournira le moyen d obtenir

de nouvelles valeurs approchees de cette racine ou de ces deux racines,

en augmentant le degre d approximation.

Lorsque les conditions enoncees dans les theoremes IV ou V ne sont

pas remplies, alors, pour obtenir des valeurs de plus en plus appro

chees des racines de 1 equation (12), comprises entre a et b, on pourra

recourir aux theoremes I, II, III. Mais, pour faire 1 application de ces

theoremes, on devra calculer les valeurs des quantites qui s y trouvent

designees par G et H. Cc calcul pourra s effectuer, dans un grand

nombre de cas, a 1 aide des considerations suivantes.

Concevons que Ton ait

o(r), x(^) designant deux fonctions reelles de x, dont chacune reste,

avec ses derivees du premier et du second ordre, toujours fmie et con

tinue, et toujours croissante, depuis la limite x = a jusqu a la limite

x = b. On pourra en dire autant de chacune des fonctions interpo

lates

Car, dans I hypothese admise, chacune des fonctions derivees

restera toujours positive entre les limites x = a, x = b; et, par suite,

les derivees des expressions (24), c est-a-di^e les fonctions

&amp;lt;p(a,jr,#), y(b,x,x], (a,b,x,x], y^(a,x,x}, ^(6,.r,jf), y^(a, b, x, x}

seront elles-memes positives dans cet intervallc, chacune d elles se re-

duisant alors a la moitie ou au sixieme d une certaine valcur de Fuiie

des fonctions derivees

o :

l r\ Q &quot;IT^ -/ IT] v &quot;l r]TV*/ T v
*

; /, v
*

/ X \
*

/

Done, puisqu unefonction croit toujours quand sa derivee cst positive,

on peutaffirmer que, pour des valeurs de a? comprises entre a et b, les
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valeurs des fonctions (24) scront respectivement superieures aux six

quantites

?(,) ?(*)i ?(&quot;,,)&amp;gt; /() %(*) X(T^)&amp;gt;

ou, ce qui revient au meme, aux six quantites

9(a, ), 9(, ft), o(, a, ft), x.(,a), /(a,*), x(&amp;gt;^;

mais respectivement inferieures aux six quantites

9(;ft), 9(ft, &), 9(0, ft, ft), x(, ft), X(**) &quot;/.(&quot;

h 1*}-

Comme on aura d ailleurs generalement

f(a, a:}
= o(,.r) x(rf, .r), f(6,.r) = 9(6,^:) x(^,^),

f(rt, A, a?) = o(, ft, a;) /(a, ft, tf),

il estclair que les valeurs des quantites ci-dessus representees par G,

H pourrontetre reduites, dans le theoreme I, a

(25) G = 9(rt,a) yjrt, ft),
II 9(, ft) x(a, );

dans le theoreme II, a

(7.6) G= 9(,6)- X (A,6), II=:9(ft,ft)- z (,ft);

cnfin, dans le theoreme III, a

(9.7) G = 9(a, a, ft) yj, ft, ft), 11= 3 (a, ft, ft) --^(a,a, ft).

Comme, pour des valeurs de x comprises entre a et b, cliacune des

fonctions

o(n, a:}, &amp;lt;o(b,x)
Oil y^(a,x), -/(ft, .r)

pourra etre representec par

9 () ou /,
et la fonction

9 (ft, ft, or) OU /(, ft, ^)

par
l9&quot;()

OU Jy/,

//, c designant encore des quantites comprises elles-memes entre ct /&amp;gt;:
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il en resulte qu on pourra supposer encore, dans les theoremes I et II,

(38) G = 9 (fl)
-

X (6), H = ? (&)
-y,

et dans le theoreme III,

H= *-*
Au reste, dans { application des theoremes I, II, III a la determina

tion d une ou de deux racines reelles de 1 equation (12), il convient de

choisir les quantites G, H de maniere a ce qu elles setrouvent rappro-

checs le plus possible 1 une de 1 autre, et pour cette raison il convient

de preferer aux valeurs de G, H, fournies par les formules (28), (29),

celles que determinent les formules (25), (26) et (27). Pour la meme

raison, toutes les fois que les conditions enoncees dans les theoremes

I Vet V setrouvent remplies, il convient d appliquer ces theoremes pin-

tot que les theoremes I, II, III; en d autres termes, il convient de

prendre pour G, H, on deux des trois quantites

ou les deux quantites
([a, a, b], f(a, b, b).

Lorsquc la fonction f(r) est presentee sous la forme qu indique 1 e-

quation (23), alors, pour que chacune des fonctions

conserve toujours le meme signe entre les limites x = /?, x = h, con-

formement aux conditions enoncees dans le theoreme IV, il suffit evi-

demment que les valeurs de G, H determinees par la premiere et par hi

seconde des formules (28) ou (29) soient affectees du meme signe,

c esl-a-dire que Ton ait

i [? ()-
(3o) ct

Pareillement, pour que chacune des fonctions
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conserve toujours le meme signe entre les limites x = a, oc = b, eon-

formement aux conditions enoncees dans le theoreme Y, il suffira que

Ton ait

(3.) et

Lorsque, les limites
&amp;lt;7,

b etant positives, f(.r) represente une fonc-

tion entiere de x, on peut, dans 1 equation (23), reduire la fonction

(x) a la somme des termes positifs clu polyn6me/(.r), ct /(#) a la

somme des termes negatifs.

Dans un autre article, nous montrcrons les grands avantages que

presentent, pour la resolution numerique des equations algebriques on

transcendantes, les theoremes et les formules que nous venous d ela-

blir.

108.

ANALYSE MATIIKMATIQUE. - - Mem,oire sur divers points d Analyse.

C. R.. t. XI, p. 933 (if decembre 1840).

I
01

. L sage des fauctions interpolaires dans la determination des fonctions

symetriques des racines d une equation algebrique donnee.

Les proprietes des fonctions interpolaires qui, comme nous 1 avons

explique, fournissent une methode generate et facile pour la resolu

tion numerique des equations algebriques on transcendantes, peuvenl

encore etre employees fort utilement a la determination des fonctions

symetriques des racines d une equation algebrique donnee. En efTet,

pour effectuer cette determination, il suffit de recourir aux proposi

tions suivantes :

THEOREME I. Representons par

OEuvrcs de C. S. I, t. V.
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line equation algebrique, dont le premier membre f(#) soil line fonotion

entiere de x, da degre n. Supposons d ailleurs que cette equation n ojfre

pas de racines egales, et nommons F(#) une autre fonction entiere de x,

qai conserve toujours la meme valeur U, quand on y subslitue successive-

ment a la variable x les diverges racines de Vequation (i). Le reste de la

division cleY(x ) par f (x] se reduira simplement a la constante U.

Demonstration. En effet, soil \l(x] le reste dont il s agit. L equa-

tion

II(a:)=U

sera d un degre inferieur a n\ et, puisqu elle devra subsister pour n va-

leurs differentes de x, par consequent, pour des valeurs de x dont le

nombre surpassera ce degre, elle ne pourra etre qu une equation iden-

tique. Done la fonction K(x] deviendra independante de x, et se re-

duira simplement a la constante U.

Corollaire. --
Representons par

n, b, c, ..., h, k

les n racines de 1 equation (i). Si la fonction F() conserve toujours la

meme valeur U, quand on y rem place la racine a par 1 une quelconque

des autres racines

l&amp;gt;, c, ..., li, I,,

le quotient de la division de F(a) par f (a) sera independant de a, et se

reduira simplement a la constante U.

THKOREME II. Soient

{)

une fonction entiere de x, du degre n, et

r
, . f(x) t(a) . . . f(rt, x} f(a, b]

f (,*)=
l

^_ (f

&amp;gt;&amp;gt;

f(,f;M)= x _ b

{ -

les fonctions interpolates de divers ordres qui renfcrnient avec la va

riable x diverses valeurs particalieres a, b, c, ... de cette variable. Conce-

vons d ailleurs que les letires

a, b, c, . . .
, It, h
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representent les n racincs de Vequation

f(*)F=P,

^ designons par

unefonelion entiere mais symetrique de ces ratines. Pour eliminer de cette

meme fonction les ratines

k, h, ..., c, b, a,

il sufjira de la diviser successivement par les divers termes de la suite

t(a,b,c,...,h,/t
), t(a,b,c,...,/i), ..., ((a, b, c), ((a,b], ((a),

consideres, le premier comme fonction de k, le second comme fonction

de h, ..., Vavant-dernier comme fonction de b, le dernier comme fone-
lion de a. Le dernier des restes ainsi obtenus sera independant de a, /&amp;gt;,

c, . . . , h, /, et representera necessairement la valeur U de la fonction syrne-

tnque
(a, b,c, ..., //,/.),

exprimee a I aide des coefficients que renferme le premier membre de

Uequation (i).

Demonstration. Supposons d abord les racines

a, b, c, . . ., h, h

inegales enlre elles. Comme les equations

(2) f(.r)=o, f(,^r)=o, f (a. b, x] o, ..., f(a, b, c, ...,//, x] = o

admettront, la premiere toutes ces racines, la seconde les racines
/&amp;gt;,

c, ..., h, k, la troisieme les racines c, ..., It, k, etc., 1 avant-derniere

les racines h, k, et la derniere la seule racine k, il est clair que, pour

eli miner toutes les racines

7r, A, . . ., r, b, (i

de la fonction symetrique

V(a, b,c, ..., /*,/i),
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il suffira (voij- le corollaire du theorem e I) de diviser successivcment

cettc fonction

par f(a, b, c, . . ., h, k} considers comme fonction de k,

puis par f (a, b, c, . . .
, h] considere comme fonction de A,

........................................................

puis par f(a, b] considere comme fonction de b,

puis enfin par f (a) considere comme fonction de a.

Les restes successivement obtenus seront independants, le premier

de k, le second de k et de A, . . ., 1 avant-dernier de k, h, . . ., c, h, le

dernier de k, h, ...,c,b,a, et representeront autant de valeurs &amp;lt;le

(a, b,c, ...,h,k), dont la derniere U se trouvera exprimec en fonc

tion des seuls coefficients que renferme le premier membre f(x) de

1 equation (i).

II est bon d observer que, f(r) etant, par hypothese, une fonction

entiere de x, on pourra supposer, dans 1 equation (i), le coefficient de

la plus haute puissance de x reduit a 1 unite. Car, pour operer cette

reduction, il suffira dans tons les cas de diviser les differentstermes de

1 equation par le coefficient donne de xn
. D autre part, lorsque dans

f (x] le terme du degre le plus eleve se trouvera reduit a x 1

,
alors evi-

demment, dans les fonctions

t(x}&amp;gt; t(a,x], f(a,b,x], ...,

qui forment les premiers membres des equations (2), les premiers

termes, c est-a-dire les termes des degrcs les plus eleves, auront tons

1 unite pour coefficient, et seront respectivement

x&amp;gt;

Done alors la valeur U de Y(a, b,c, . . . , h, k), determinee comme nous

1 avons dit ci-dessus, sera une fonction rationnelle et meme entiere,

par consequent une fonction continue des coefficients renfermes dans

((x). D ailleurs cbacun de ces coefficients representera, an signepres,

on la somme des racines de 1 equation (i), ou la somme formee avcc

les produits qu on obtient en multipliant ces racines deux a deux, trois
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a trois, etc. Done la valeur trouvee de U pourra etre encore considered*

comme une fonction continue des racines de 1 equation (i); et, dans la

formule

(3) F(a,6,c, ...,//, /.-)=U,

qui se verifiera toutes les fois que les racines a,b,c, . .
, h, k seront ine-

gales, les deux mcmbres varieront par dcgres insensibles en meme

temps que ces racines.

Si la puissance xn
, dans f(.r), se trouvait multipliee par un eoefli-

cient different de 1 unite, ce meme coefficient se retrouverait dans les

termes les pluseleves des fonctions interpolaires

t(a,x), f(a,b,x), ..., f (a,b, c, ..., li, x] ;

et par suite, la valeur de U, determinee comme ci-dessus a 1 aide de di

visions successives, renfermerait des puissances negatives du coeffi

cient clont il s agit. Mais, alors meme, U ne cesserait pas d etre unc

fonction entiere des autres coefficients, par consequent une fonction

continue des racines; et, si ces racines venaienta varier par degres in

sensibles, on pourrait toujours en dire autant des deux membres de

1 equation (3).

II est maintenant facile de s assurer que le theoreme II s etend,

avec la formule (3), au cas meme ou 1 equation (i) offre des racines

cgales. Gar des racines egales de 1 equation (i) peuvent etre consi-

derees comme des limites vers lesquelles convergent des valeurs va

riables de racines supposees d abord inegales, mais tres peu diffe-

rentes les unes des autres; et, puisque la formule (3), dont les deux

membres varient par degres insensibles avec les racines, par conse

quent avec leurs differences, continuera de subsister pour des valeurs

de ces differences aussi rapprochees de zero que Ton voudra, elle sub-

sistera certainement dans le cas meme ou ces differences viendront a

s evanouir.

Coi ollaire. Puisqu en supposant, dans 1 equation (i), le coefficient

de x&quot; reduit a 1 unite, on obtient pour valeur de F(#, &, c, ...,//,/
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une fonction entiere U des autres coefficients, il est clair que, si ces

autrcs coefficients sont en tiers, si d ailleurs, dans la fonction syme-

trique F(, b, c, . . ., h, k), les coefficients des diverses puissances des

racioes

a, b, c, ..., //, k,

on des produits de ces puissances, sont eux-memes des quantites cn-

tieres, la valeur numerique de U sera encore un nombre entier. On pent

done enoncer la proposition suivanle :

TIIEOREME III. ~ Soit

f(*)=o
t

une equation algebjique dont le premier membre represente une fonction

entiere de x, du degre n
; soient de plus

, b, c, . . ., h, If

les Ji ratines egales ou inegales de cette meme equation, et

F(ff, b, c, . . ., /t, /)

une fonction entiere mais symetrique de ces ratines. Si tons les coefficients

renferrnes dans les deux fonctiojis

se reduisent au signe pres a des nombres entiers, le coefficient de x 11 dans

f
(,-r)

etant I unite, la valeur numerique de la fonction F(, b, c, . . ., h,k]

sera elle-meme un nombre entier.

Corollaire. Si, dans le premier membre de 1 equation (i), les coef

ficients des diverses puissances de x se reduisent, aux signes pres, a

des nombres entiers, le coefficient de la puissance la plus elevee etant

1 unite, alors la somme et le produit des carres des differences entre

ces racines offriront des valeurs entieres, et Ton pourra en dire autant

des sommes que Ton obtiendra en ajoutant les uns aux autres les pro-

duits de ces memes carres combines par voie de multiplication deux a

deux, on trois a trois, ou quatre a quatre, ---- Done, si Ton forme une
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equation nouvelle qui ait pour racines les carres des differences entre

les racines de la proposee, les coefficients des diverses puissances de

1 inconnue, dans cette nouvelle equation, se reduiront encore, aux

signes pres, a des nombres entiers. D ailleurs, si les puissances dont il

s agit sont rangees d apres 1 ordre de grandeur de leurs exposants, le

premier coefficient, qui ne s evanouira pas, representera evidemment

le produit des carres des differences entre les solutions diverses, on,

ce qui revient au meme, entre les racines distinctes de 1 equation (i).

On doit seulement excepter le cas oil toutes les racines de 1 equation (
i

)

deviendraient egales entre elles, chacune d elles etant equivalente, au

signe pres, au coefficient du second terme divise par n. On peut done

enoncer encore la proposition suivante :

TIIKOREME IV. Soit

r(*)= o

une equation algebrique du degre n, dans laquelle les coefficients des di

verses puissances de x offrent des valeurs entieres, le coefficient de x&quot; etant

I unite. Si les racines de cclie equation ne sont pas toutes egales entre elles,

on, ce qui revient au meme, si le premier membrt f (x] ne se reduit pas a la

puissance niemc d un Irinome de la forme

x /,

/ clant, dans f (x], le coefficient de x&quot;~
{

p?is en signe contraire, el divise

par n, le produit des carres des differences entre les racines distinctes de

I equation (i) se reduira, au signe pres, a un nombre entier.

II. Sur la division algebrique.

En vertu des theoremes etablis dans le I
er

, la determination des

fonctions symetriques des racines des equations se trouve ramenee a la

division algebrique. On sail d ailleurs quo cette derniere operation

peut etre reduite elle-meme a un developpement en serie. Rappelons

en peu de mots les principes sur lesquels se fonde cette reduction.

Soient

f(ar), F(.r)
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deux fonctions entieres de x, la premiere du degre n, la seconde du

degre rn^&amp;gt;
n. Si Ton nomme $(#) le quotient qu on obtient en divisant

Yfal par f(ir), et TL(x )
le reste, alors $(a?) ne sera autre chose que la

somme des termes qui renfermeront des puissances entieres et posi

tives de x, dans le developpement du rapport

en une serie ordonnee suivant les puissances descendantes de x, on,

re qui revient au meme, suivant les puissances ascendantes de -
* JC

Supposons, pour fixer les idees, qu en cffectuant ce developpement, on

trouve

(
,

) |ifJ = ajci -4- 6^- 4- . . . + x.r + A + &quot; + -,+...,
f(a?j

J?- -r-

la valeur de /etant

on aura

D apres ce qu on vient de dire, pour obtenir le quotient $(x), 11

n est nullement necessaire de recourir a Foperation connue sous le

nom de division algebrique, et Ton pourra rem placer cette operation

par 1 une quelconque de celles qui servent a developper une function

suivant les puissances ascendantes d une variable. II y a plus : commc

on a

le developpement du rapport
F(^c)
ft \

f(.r)

cn une serie ordonnee suivant les puissances descendantes de ,r, se de-

duira immediatement du rapport
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en une semblable serie. Or ce dernier developpement s effectuera sans

peine a 1 aide de formules connues. En effet, en divisant, s il est neces-

saire, tous les termes des polynomes F(a?) et f(a?) par le coefficient

de x11 dans f (x}, on pourra toujours reduire ce coefficient a 1 unite.

Supposons cette reduction operee, et soit alors

Si Ton fait, pour abreger,

(4 ,

- /A B

on trouvera

r
(
x

ct, comme on aura d ailleurs

= i + X + X 2 +...,
i X

on en conclura

Si, dans le second membre de cette derniere formule, on substitue les

valeurs de X, X 2
,

. . ., deduites de 1 equation (4), et ordonnees suivant

les puissances ascendantes de - il ne restera plus qu a reunir entre

eux les termes proportionnels aux memes puissances de -&amp;gt; pour ob-

tenir le developpement cherche de
f-r^y

En operant ainsi, on re-

connaitra que, dans ce developpement, la puissance de - du degre* 3C

n + /, savoir
i

a pour coefficient la somme

(6)
]?(/)..

I1 , k (-A)(-B)\..(-II)&quot;(-K)S

OEuvres de C. S. I, t. V. 6l
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1 expression (/),, .., hik
etant determined par la formule

r.a ../

ft le signe N s etendant a toutes les valeurs entieres et positives de a,

I), . . ., h, k qui verifient la condition

a -t- -2, b + . . . -4-
(
n i

)
h -f- n k = I.

D ailleurs, dans ces diverses formules, / peut etre un nombre entier

quelconque, egal ou non a la difference m n.

II est bon d observer que, parmi les puissances entieres et positives

do -i celle qui offrira le degre le moins cleve sera la premiere puis

sance dans X, la deuxieme dans X 2
, la troisieme dans X 3

,
.... II en re-

suite que, si Ton se propose seulement de calculer le quotient $(), il

suffira de conserver dans le developpement de

i-X

les termes proportionnels aux puissances de - dont le degre ne sur-
30

passera pas m n. Done, pour obtenir
&amp;lt;b(x],

il suffira, en posant

l=/n n, de cbercber les termes proportionnels a des puissances po

sitives de n, et renfermes dans le developpement du produit

(8) j?-(i-t-X + X 2
-j-. . .

-

qu on peut encore ecrire comme il suit :

(9)
i X

Ajoutons que, dans ce meme produit, on pourra remplacer, si Ton

veut,

X par [-
A

)
, X -

par (-
\ x 1 \

Ge n est pas tout. Comme le produit (9), multiplie par ,r ( +l)
&quot;,

se trans-
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tbrmera en une fonction entiere de x du degre

N =^ m + nl =. in + n
(
m n] ,

si Ton designe par y^(x] ce meme produit, et par une quelconqne des

racines de 1 equation binome

on aura, d apres les proprietes connues de ces racines,

le signe \ s etendant a toutes les valeurs de 0.

Lorsque, pour determiner les divers terincs du quotient 4&amp;gt; (.*), on a

recoups a la formule (6), alors, pour obtenir les valeurs entieres des

exposants
n, b, c, ..., h, k,

d apres la condition (7), il suf fit d observer que, si Ton pose

;&amp;gt; + b + ..+ h -+- k = /, b +...+ h + k = //,_!, ..., h + k = /j, k = /
( ,

cette condition deviendra

(n) /. -I- /2 +...+ /-! + / = /,

cliacun des nombres entiers compris dans la snilc

/I , /2, . . , il \
&amp;gt;

It

ne devant jamais surpasser ceux qui le suivent. Cela pose, on calculera

sans peine les diverses valeurs qu il sera possible d attribuer aux divers

termes de la suite

/| , &amp;lt;1,
i //-!&amp;gt; //&amp;gt;

pourvu que Ton commence par fixer les valeurs des dcrniers termes.

En effet, on pourra prendre pour / un quelconque des nombres

I, 9, 3, ..., /,
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puis, pour /,,_,, un quelconque des nombres

I, 9., 3, ..., / /,

puis, pour 4^2 un quelconque des nombres

I, 2, 3, . . ., I ln llt -\,

D ailleurs, a un systeme donne de valeurs de

I\
&amp;gt; I, &amp;gt; i , //&amp;gt;

correspondra un systeme de valeurs de

a, b, . . ., h, k,

determinees par les equations

a = / //,_ i, b ln -\ /-2, &amp;gt;

h /., /,, k = /i.

Commc, en vertu des formules de Taylor et de Maclaurin, les divers

termes du developpement d une fonction en serie peuvent etre repre-

sentes par des derivees de divers ordres, il est clair qu on pourrait en

core representer de cette maniereles divers coefficients renfermes dans

la fonction &amp;lt;J) (^), et cette fonction elle-meme. Si Ton cbercbe en parti-

culier la valeur \ de $(-x?) correspondante a x = o, on aura, en vertu

de 1 equation (i),

til

s designant une quantite infmiment petite que Ton devra reduire a zero,

apres avoir effectue les differentiations. Si Ton voulait exprimer &quot;X a

1 aide des notations employees dans le calcul des residus, alors, au lieu

de 1 equation (12), on obtiendrait la suivante

tii

(,3) (.)- .-
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qui se trouvc elle-meme comprise dans la formule

4!

r Ics Exercices de Mathernatiques, t. I, p. i3-).

Apres avoir determine le quotient $&amp;gt;(x] qui resulte de la division de

Y(x) par f (.r), on obtiendra aisement le reste H(a?), a 1 aide de la for-

mule

Si Ton cherche en particulier le terme independant de x dans ce reste,

ou la valeur de n(o), on aura

(16) n(o) = F(o) &amp;gt;f(o),

la valeur de \ etant celle que fournit Fequation (12).

Comme les divisions, qui serviront a determiner les fonctions syme-

triques des racines d une equation algebrique, fourniront des restes

dont chacun devra etre independant de la racine eliminee, il est clair

qu on pourra toujours calculer ces memes restes a 1 aide des for-

mules (12) et (iG).

La marche que nous avons suivie pour arriver au developpement de

la fraction

fournirait pareillement celui de

m etant un nombre entier quelconque. Les formules que Ton obtien-

drait ainsi ne differeraient pas au fond de formules deja connues, par

exernple, de celles qu a donnees M. Libri dans un de sesMemoires.

En terminant ce paragraphe, nous rappellerons que la valeur dc

n(a?) delerminee par 1 equation (i3), c est-a-dire, en d autres termes,
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IP reste de la division de F(a?) par f(a?), pourrait encore se deduire de

la tbrmule d interpolation de Lagrange. En effet, si Ton nommo

,
l&amp;gt;, c, . . ., /i, fi

les 71 racines de 1 equation

(17;

la formule d interpolation de Lagrange donnera

nf
V / // / \

-&quot;

/ / / / / / / \ f i n / / i \

---
T

f() f (fl) # a V(b}x b f (Jr) **
on, ce qui revient au meme,

et par consequent

- r -*M- f ^) r- -

Si maintenant on pose ^r = o, on trouvera

TT f \ P f \ f* * I *

ou, ce qui revient au meme,

t de la formule (19), jointe a 1 equation (iG), on tirera

ao

La valeur precedents de &amp;gt;, peut etre aisement transformee en unc

suite composee d un nombre fini de termes. En effet posons, pour

ahreger,

(21) / = (Aa- -h B&quot;-
2 + . . .+ Us + K).

On aura



EXTRAIT N 108. 487

par consequent

i i Z 7J Z +i

(
**

i

Si d ailleurs,metant le degre de F^), on prend /= m /i, la fraction

Ffa)

oll i-ira un denominateur dont le degre surpassera de deux unites an

moins le degre du numerateur. On aura done

et Ton tirera de 1 equation (22), apres en avoir multiplie les deux
P i

&quot;

\

membres par le rapport
-

- r
z

r
i--((2+ )) 0(( 2

on, ce qui revient au meme,

i . 2 . . . n i . 2 ... 2 n

\ , . , S~ I *^ J_ I O I

[

i.a.,.(/-f-j)n

5 devant etre reduit a zero apres les differentiations. L equation (2^),

dont le second membre se compose d un nombre fini de termes, fournit

un developpement remarquable de la valeur de
&amp;gt;,,

et par suite de la

valeur de n(o). D ailleurs, en vertu des formules (18) et (19), on a evi-

demment

, F(a) F(6) F(/r)
_ n(o)_ F(o)

I n i .. :

~*~
Ik e 1 1 A \

&quot;*~

/,. //,.&amp;gt; e /ai (a) bt (b) kt (k}~ f(oj
&quot;

f(o)

Si l- on supposait la valeur de Z determinee, non plus par IVqna-
tion (21), mais par la suivante
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on aurait

ct, en developpant le rapport

en progression geometrique suivant les puissances ascendantes de Z,

obtiendrait, a la place de ( equation (a3), cette autre formuleon
i

Ffs

f V l\ . \ III \\ \

~ ~
I I I

20

4. r-
3

z
;

F (^)

dont le second membre serait encore compose d un nombre fini de

termes.

D ailleurs chacun de ces termes serait de la forme

/, j designant deux nombres entiers, etfy(z] une ionction entiere de z.

Ajoutons qu il est facile d obtenir la valeur de 1 expression (27) en

operant comme il suit.

Designons par W(z] la partie du developperrfent de ^(a)qui otire des

puissances de z d un degre inferieur a i, en sorte qu on ait

On aura encore, pour des valeurs de j egales ou superieures a 1 unite,

w 1 7 \

r - - = o

C((zt(z + A)J))

et par suite 1 expression (27) pourra etre reduite ii
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ou, ce qui revient au meme, a

^(z)-W(z]_i_^ z* &quot;(((4-A)/))
?

puisquc le developpement de fy(s) W(z) sera divisible par z . En

consequence, on aura

11 est bon d observer que, dans le second membre de la formule (28),

la quantite

represente la partie de 1 expression

qui renferme des puissances negatives de A. Cela pose, la formule (9.6

don n era

pourvu que Ton rejette apres les differentiations tous les terines (jui

renfermeront des puissances negatives de z, et que Ton pose ensuite

*= -A.

Pour montrer une application des formules qui precedent, suppo-

sons 1 equation (17) reduite a celle-ci

x- + Ax + B = o,

alors on aura

f(o)=B, C(a}=-i (b} = a-b
,

par consequent la formule (2j) donnera

F(o i_

OEui-rcs cie C. S. I, t. V.
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et Ton tirera de la forrnule (29)

On aura done

i i
,

F(.) B F(z) IT- F(z
\jz T - ifz r~

Z- 1 Z- 1.2 Z 1

F(o) + F[z) _ B

B 3 -
i

pourvu que Ton rejette, apres les differentiations effectuees, les puis

sances negatives de z, et que Ton pose alors ^ = A.

Si Ton reduit 1 equation proposee a la suivante

x- 2 rx cos
cp
H- r- = o,

et si Ton suppose d ailleurs (z) z&quot;

1

, ou, ce qui sera plus commode,

Y(z-) z n+{
,
la derniere des formules que nous venons d obtenir don-

nera

sin m c? m 2 .

( m 3 ) m \
} ,

-- = (a cos f }*-i
- (acosm}- 3 + - - cosoi 7&quot;- 5

...,
sin 9 i 1.2

ce que Ton sait etre exact; et 1 on trouvera en particulier, en prenant

9
= 0,

- 7&amp;gt;i~(

m ^
7&amp;gt;i-s

^
m 3)(m 4)

I 1.2

III. -- Sur la resolution numerique des Equations.

Dans un precedent Memoire, nous avons fait servir les proprietesdes

fonctions interpolaires a la resolution numerique des equations ; et

nous avons donne une methodc a 1 aide de laquclle on pent obtenir des

valeurs deplus en plus approchees des racines reelles d une equation

;lgebrique, ou meme, tres souvent, d une equation transcendante.

(]ette methodc se transforme d elle-meme en cclle dc Newton, lors-

(ju on est parvenu a renfermer chaque racine reelle entre des limites

suffisamment rapprochees. Mais elle n indique pas a pjiori le nombre

des operations auxquelles on sera oblige de recourir pour effectuer la
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separation des racines reelles. On ne doit pas s en ctonner; car lo pro

bleme de la separation des racines est de sa nature un probleme inso

luble, dans le cas general d une equation de forme quelconque. En

effet, lorsqu une equation devient transcendante, ou, ce qui revient an

meme, lorsque le nombre destermes d une equation algebrique devient

inlini, cette equation pent admettre entre deux limites meme tres rap-

prochees line infinite de racines reelles. C est cc qui arrivcra, par

exeniple, si 1 equation donnee se reduit ii

x sin = o,x

on, ce qui revient au meme, a

Dans le cas particulier ou 1 equation donnee est algebrique on com-

posee d un nombre fini de termes, on peut arriver a la separation des

racines reelles, des que Ton connait une limite inferieure a la plus

petite difference entre ces racines. On peut aussi parvenir au menu1

but, lorsqu on a resolu d abord un probleme indique par Lagrange, ct

trouve des regies sures pour determiner dans une equation de degre

quelconque le nombre des racines reelles, soit positives, soil negatives.

Ce dernier probleme est precisement celui dont
j

ai donne une solution

dans des recherches presentees a I lnstitut en 181 3, ct publiecs dans lo

XVIl e Gainer du Journal de V L cole Polytechnique. J ai demon tre, en par-

liculier, (\\ietant donnee une equation da degre n, on pent toujours ob-

tenir n fonctions rationnelles OIL meme entieres des coefficients, tellement

clioisies que les signes des quanliles representees par ces fonctions indi-

quent le nombre des racines reelles, ou la difference entre le nombre des

racines positives et le nombre des racines negatives. Pour obtenir, ou cetle

difference, ou le nombre des racines reelles, il
suffit

de soustraire du noinhrc

des fonctions representees par des qaantites positives le nombre des fonc

tions representees par des qaantites negatives. Ajoutons que, dans le cas

ou Ton cherche simplement le nombre des racines reelles, Tune des
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fonctions se reduit toujours a 1 unite. D ailleurs il cxistc plusieurs sys-

temes de fonctions qui remplissent les conditions ci-dessus enoncees,

et M. Sturm a demontre que la recherche de semblables fonclions peut

etre reduite a la recherche da plus grand commun diviseur entre une fone-
lion entiere et sa derivce. II est ainsi parvenu.a donner du probleme in-

dique par Lagrange une solution qui a 1 avantage de reposer unique-

ment sur le systeme d operations qu exige la recherche des racines

egales, et qui differe de la mienne par les valeurs des fonctions que

Ton determine. Mais 1 une et 1 autre solution pourront devenir insuffi-

santes, comme la methode d approximation ci-dessus mentionnee,

quand il s agira de separer les racines d une equation algebrique dont

les coefficients seront irrationnels. En effet, dans ce dernier cas, une

fonction entiere des coefficients offrira generalement elle-meme une

valeur numerique irrationnelle; et, si la quantite represented par cette

fonction differe tres peu de zero, le signe de cette quantite ne pourra

etre fixe avec certitude jusqu a une epoque qu il sera generalement im

possible de determiner a priori, savoir, jusqu a 1 epoque ou les valeurs

approchees des coefficients auront etc calculees avec une approxima

tion suffisante, et renfermeront un assez grand nombre de chiffres

decimaux pour que ces valeurs, substitutes dans la fonction, fassent

connaitre au moins le premier chiffre significatif de sa valeur nume

rique.

Quand les coefficients de ( equation numerique donnee, cessant

d etre irrationnels, seront au contraire des nombres entiers, on pourra

se dispenser de resoudre d abord le probleme indique par Lagrange.

Alors, en effet, apres avoir reduit le coefficient de la plus haute puissance

des x a Vunite, il sujjira, pour obtenirimmediatement une Hmite inferieure

a la plus petite difference entre les racines reelles, de diviser I unite par le

double de la limite superieure aux modules de toutesles racines, puis d ele-

ver le quotient trouve a la puissance dont le degre sera inferieur d une unite

au nombre des combinaisons que Von peut former avec les racines combi-

nees deuxadeux (voirVAnalyse algebjique, p. 487). Ce qui doit surtout

etre remarque, c est qu en vertu du theoreme IV du premier para-
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graplie, cette regie s etend au cas meme oil 1 equation donnee offre des

racines egales, ct determine alors une limite inferieure a la plus petite

difference entre deux racines reelles distinctes I une de Vautre. On n aura

done pas besoin de s occuper particulierement du cas ou les racines

sont egales; et, dans ce cas meme, on pourra, si les coefficients de

1 equation donnee sont des nombres entiers, effectuer la separation

des racines diverses a 1 aicle de la regie que je viens d enoncer. Ajou-

tons que la limite inferieure a la plus petite difference entre les ra

cines pourra etre considerablement augmentee a mesureque Ton con-

naitra des valeurs de plus en plus approchees des racines reelles.

109.

MATIIEMATIQUES. Rapport sur les procedes de calcul imagines et tms

en pratique par un jeune pdtre de la Touraine.

C. R., t. XI, p. 962 (14 deccmbro 1840).

L Academic nous a charges, MM. Arago, Serres, Sturm, Liouville et

moi, de lui rendre compte des precedes a Faide desquels le jeune Henri

Mondeux parvient a executer de tete, et en tres peu d instants, des

calculs tres compliques.

Que sans secours et abandonne a lui-meme, un enfant prepose a la

garde des troupeaux arrive a executer de memoire et tres facilement un

grand nombrc d operations diverses, c est un fait que seraient tentes

de revoquer en doute ceux qui n en auraient pas ete les temoins, et

dont le merveilleux rappelle tout ce que Fbistoire nous raconte du jeune

Pascal, s elevant a 1 age de douze ans, et a 1 aide de figures tracees avec

un charbon, jusqu a la XXXII 6

proposition de la Geometric d Euclide.

Toutefois cefait merveilleux s est deja presente dans la personne d un

jeune berger sicilien, mais avec cette difference que les maitres de Man-
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giamele ont toujours tenu secretes les methodes de calcul dont ils se

servaient, tandis que M. Jacoby, qui a recueilli chez lui le jeune patrc

des environs de Tours, a ofFert lui-meme de mettre les precedes em

ployes par son eleve sous les yeux des Commissaires de 1 Academie.

Des sa plus tendre enfance, le jeune Henri Mondeux, s amusant a

compter des cailloux ranges a cote les uns des autres, et a combiner

entre eux les nombres qu il avait represented de cette maniere, ren-

dait sensible, a son insu, 1 etymologie latine du mot calculer. A cette

epoque de sa vie, les systemes de cailloux semblent avoir ete plus par-

ticulierement lessignesexterieurs auxquels se rattachait pour lui 1 idee

de nombre; car il ne connaissait pas encore les chiffres. Quoi qu il en

soit, apres s etre longtemps exerce au calcul, comme nous verions de

le dire, il finit par ofFrir aux personnes qu il rencontrait de leur don-

n er la solution de quelques problemes, par exemple de leur apprendre

combien d heures, ou meme de minutes, se trouvaientrenfermeesdans

le nombre d annees qui exprimait leur age. Frappe de tout ce que Ton

racontait du jeune patre, M. Jacoby, instituteur a Tours, eut la curio-

site de le voir. Apres un mois de recherches, il rencontre un enfant

dont 1 attitude est celle d un homme absorbe par une meditation pro-

fonde. Get enfant, appuye sur un baton, a les yeux tourncs vers le ciel.

A ce signe, M. Jacoby ne doute pas qu il n ait atteint le but de ses

courses. 11 propose une question a Henri, qui la resout a 1 instant

meme, et il lui promet de 1 instruire. Malheurcusement celui qui se

rappelle si bien les nombres a beaucoup de peine a retenir un nom ou

une adresse. Henri, a son tour, emploie un mois entier en recherches

infructueuses avant de retrouver M. Jacoby. Enfin les voeux du jeune

patre sont exauces : il a le bonheur de recevoir des legons d Arithme-

tique. Mais les moments de liberte dont il peut disposer le soir pour

cette etude lui paraissent trop courts. Henri, depuis quelque temps,

etait a la solde d un fermier etabli pres de la ville. II avait pour appoin-

tements trois paires de sabots par annee, du pain noir a discretion, el

un peu d ail quelquefois. Un jour il quitte la ferine en declarant qu il

a trouve une bonne place ; et M. Jacoby, qui voit 1 enfant arriver a Tours
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avec quelques hardes sous le bras, accueille avec bonte ce nouveau

pensionnaire que la Providence lui envoie, ce pauvre orphelin auquel

il devra desormais servirde pere. Sous la direction deM. Jacoby, Henri

Mondeux, en continuant de se livrer a son etude favorite, est devenu

plus habile dans la Science du calcul, et a commence a s instruire sous

d autres rapports. Aujourd hui il execute facilement de tete, non seu-

lement les diverses operations de 1 Arithmetique, mais encore, dans

beaucoup de cas, la resolution numerique des equations : il imagine

des precedes quelquefois remarquablespour resoudreune multitude de

questions diverses que Ton traite ordinairement a 1 aide de 1 Algebre;

et determine , a sa maniere, les valeurs exactes ou approchees des

nombres entiers ou fractionnaires qui doivent remplir des conditions

indiquees. Arretons-nous un moment a donner une idee des methodes

qui sont le plus familieres au jeune calculateur.

Quand il s agit de multiplier 1 un par 1 autre des nombres entiers,

Henri Mondeux partage souvent ces nombres en tranches de deux

chiffres. II est arrive de lui-meme a reconnaitre que, dans les cas oil

les facteurs sont egaux, 1 operation devient plus simple, et les regies

qu il emploie alors pour former le produit, ou plutot la puissance de-

mandee, sont precisemcnt celles que donnerait la formule connue sous

le nom de binome de Newton. Guide par ces regies, il peut enoncer, a

1 instant meme oil on les demande, les carres et les cubes d une multi

tude de nombres, par exemple, le carre de 1204 ou le cube de 1006.

Comme il sait a peu pres par coeur les carres de tous les nombres en-

tiers inferieurs a 100, le partage des nombres plus considerables en

tranches de deux chiffres lui permct d obtenir plus facilement leurs

carres. C est ainsi qu il est parvenu, en presence de 1 Academie, a for

mer presque immediatement le carre de 756.

Henri est parvenu seul a retrouver le procede connu qui donne la

somme d une progression arithmetique. Plusietirs des regies qu il a

imaginees, pour resoudre differents problemes, sont celles qui se de-

duisent de certaines formules algebriques. On peut citer, comme

exemples, les regies qu il a obtenues pour calculerla somme des cubes.
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des quatriemes, et meme des cinquiemes puissances des nombres na-

turels.

Pour resoudre deux equations simultanees du premier degre, Henri

a eu recours a un artifice qui merite d etre signale. II a cherche d al)ord

la difference des inconnues; et, pour y parvenir, il a soustrait lesdeux

equations 1 une de 1 autre, apres avoir multiplies la premiere par le rap

port qni existe entre les sommes formees successivemcnt, pour 1 une

et pour 1 autre, avec les coefficients des deux inconnues. On pourrait,

en faisant subir a ce precede une legere modification, se bonier a sous-

traire 1 une de 1 autre les deux equations donnees, apres avoir divise

chacune d elles par la somme des coefficients qui affectent dans le

premier membre les deux inconnues. Alors 1 equation resultante four-

nirait toujours immediatement la difference entre les deux inconnues,

de laquelle on deduit sans peine, comme 1 a vu Henri Mondeux, ces in

connues elles-memes; et 1 on obtiendrait ainsi, pour la resolution de

deux equations du premier degre, une methode qui offrirait cet avan-

tage que le calcul resteraitsymetrique par rapport aux deux inconnues

dont on cherche les valeurs.

S agit-il de resoudre, non plus des equations simultanees du premier

degre, mais une seule equation d un degre superieur au premier,

Henri emploie habituellement un precede que nous aliens expliquer

par un exemple. Nous avons propose a Henri le probleme dont voici

1 enonce :

Trouver un nombre tel que son cube, augmente dc 84, fournisseune

somme egale au produit de ce nombre par 37.

Henri a donne, comme solutions du probleme, les nombres 3 et l\.

Pour les obtenir, il a commence par transformer 1 equation qu il s agis-

sait de resoudre, en divisant les deux membres par le nombre cherche.

Alors la question proposee s est reduite a la suivante :

Trouver un nombre tel que son carre, augmente du quotient que Ton

obtient en divisant 84 par ce nombre, donne 3y pour somme.

A 1 aide de la transformation que nous venons de rappeler, Henri

Mondeux a pu immediatement reconnaitre que le nornbre cherche etait
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inferieuralaracine carree de 37,parconsequenta6; etbienlotquelques

faciles essais 1 ont amene auxdeux nombres que nous avons indiques.

Lcs questions meme d analyse indeterminee ne sont pas au-dessus

de la portee de Henri Mondeux. L un de nous lui a demande deux car-

res dont la difference fut i33. II a donne immcdiatement comme solu

tion le systeme des nombres 66 et 67. On a insiste pour obtenir une
%

solution plus simple. Apres un moment de reflexion, il a indique les

nombres 6 et i3. Voici dc quellc maniere Henri avait precede pour ar-

river a Tune ct a 1 autre solution. La difference entre les carres des

nombres chercbes surpasse le carre de leur difference d une quantite

qui est egale au double de cette difference multiplie par le plus petit.

La question proposee peutdonc etre ramenee a la suiyante : Soustrairc

du nombre i33 un carre tel, que le reste soit divisible par le double

de la racine. Si Ton essaye 1 un apres 1 autrc les carres

i, 4 9 l6 25
&amp;gt;

3G
&amp;gt; 49 &amp;gt;

on reconnaitra que parmi ces carres i et 49 sont les seuls qui satisfas-

sent a la nouvelle question. En les rctranchant de i33 et divisant les

restes i32 et 84 par les racines doublees, c est-a-dire par 2 et par r/j,

on obtient pour quotients les nombres 66 et 6, dont chacun repond a

Tune des solutions donnees par Henri Mondeux. On conceit, d ailleurs,

qu en suivant la marche que nous venons de rappeler, Henri n a pas

rencontre d abord cclle des deux solutions qui nous parait la plus

simple, mais celle qui offre les carres dont les racines sont plus rappro-

chees 1 une de 1 autre.

Nous avons ete curieux de savoir quel temps emploierait Henri Mon

deux pour apprendre et retenir un nombre de 24 cbiffres partages en

quatre tranches, de maniere a pouvoir enoncer a volonte les six chiffres

renfermesdans cbacune d elles.Cinq minutes lui ontsuffi pour cctobjet.

Henri a une aptitude merveilleusc a saisir les propositions relatives

aux nombres. L un de nous lui ayant indique divers moyens de simpli-

fier les operations de l Arithmetiqu6, il les a mis immediatement en

pratique, avec la plus grande facilite.

OF.m-res de C. S. I, t. V. C3



i98 COMPTES RENDUS BE L ACADEMIE.

An reste, on serait dans 1 erreur si Ton croyait que la memoire de

Henri, si prompte a lui representer les nombres, peut etre aisement

appliquee a d autres usages. Comme nous 1 avons deja remarque, il a

de la peine a retenir les noms des lieux et des personncs. II lui est pa-

reillement difficile de retenir les noms des objets qui n ont pas encore

fixe son attention, par exemple les noms des figures que Ton consi-

dere en Geometric; et la construction des carres et des cubes 1 inte-

resse moins que la recherche des proprietes des nombres par lesquels

on les represente. D ailleurs, il ne se laisse pas aisement distraire des

calculs qu il a cntrepris. Tout en resolvant un problemc, il peut se li-

vrer a d autres occupations qui ne 1 empechent pas d atteindre son but ;

et lorsque 1 attention de Henri s est portee sur quelques nombres qu il

s agit de combiner entre eux, sa pensee s y attache assez fortcment

pour qu il puisse suivre en esprit les progres de I operation, comme

s il etait completement isole de tout ce qui 1 environne.

Henri Mondeux doit beaucoup a M. Jacoby. Lorsque celui-ci consen-

tita servir depere et de maitre an jeune berger, Henri ne savait ni lire

ni eerire, il ne connaissait pas les chiffres. S il montrait une grande

aptitude pour le calcul, son instruction, sous tous les autres rapports,

et, ce qui est beaucoup plus triste, son education meme etaient com

pletement a faire. On doit savoir gre a M. Jacoby de ne s etre point

laisse effrayer par les obstacles que semblait opposer d abord au suc-

ces de son entreprise le caractere violent et sauvage du jeune Mondeux;

et Ton aime aujourd hui a retrotiver un enfant religieux, caressant et

docile dans le petit vagabond de Mont-Louis. II est vrai que, dans sa

penibie tache, M. Jacoby a ete soutenu et encourage par les heureuses

inclinations que Henri Mondeux laissait entrevoir sous 1 ecorce la plus

rude. Naturellement vif et emporte, cet enfant avait un coeur recon-

naissant et une tendre charite pour les pauvres, auxquels il distribuait

volontiers lepeu qu il possedait. Ces bonnes dispositions out augmente

1 attachement de M. Jacoby pour son eleve, dont le caractere est de-

venu plus doux. Mais, pour reussir, M. Jacoby a ete d abord oblige de

separer completement Henri Mondeux de ses autres pensionnaires, et
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de lui dormer une education toute speciale. L education, Finstruction

de Fenfant sont-ellesaujourd hur assez avanceespour pouvoir etre con-

tinuees et completees, en la presence et la compagnie d autres eleves?

M. Jacoby ne le pense pas, et les membres de la Commission ne le pen-

sent pas non plus. Nous croyons d ailleurs que FAcademie doit recon-

naitre le zele et le noble devouement quo M. Jacoby a deployes dans le

double interet de son eleve et de la Science, encourager ses efforts, le

remercier de Favoir misc a portee d apprecier la merveilleuse aptitude

du jeune Henri Mondeux pour les calculs, enfin emettre le voeu que le

Gouverncment fournisse a M. Jacoby les moyens de continuer sa bonne

oeuvre et de developper de plus en plus les rares facultes qui peuvent

faire esperer que cet enfant extraordinaire se distinguera un jour dans

la carriere des sciences.

110.

PHYSIQUE JIATIIEMA.TIQUE.
- -

Rapport sur deux Memoires presents a VAca

demic des Sciences par M. Duliamcl, et relalifs aux vibrations des cordes

cnie ron a chargees de curseurs.

C. II., t. XI, p. (jS; (14 dcccmbre 1840).

L Academie nous a charges, MM. Savart, Savary, Sturm et moi, de lui

rend re compte de deux Memoires de M. Duliamcl. Des recbercbes en-

treprises par Fautcur de ces Memoires, dans le dessein de parvenir a

1 explication de certains pbenomenes d acoustique, Font conduit a etu-

dicr les lois suivant lesquelles les vibrations transversales d une corde

sont modifiees lorsqu on applique a Fun de ses points un curseur dont

la masse est connue. Alors les deux parties de la corde qui aboutissent

an point dont il s agit n ont pas necessairement en ce point la mcnic

tangente; et Fequation de condition, relative a cc point, differe, par la

forme, de cellos qui se rapportent aux deux extremites de la corde. On

doit meme observer que cette equation n est pas une equation differen-

tielle ordinaire, comme celles que Fon obtient dans un grand nombre
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de questions de Physique mathematique, mais une equation aux deri-

vees partielles. Cette circonstance n etnpeche pas M. Duhamcl d effec-

tuer les integrations, et de trouverl equation transcendante a 1 aidedr

laquelle sc determinent le son fbndamental ou les sons harmoniques

que la corde pent rendre, ainsi que la position des nreuds. Comme,

pour un son donne, les diverses subdivisions de la corde offrent neces-

sairement des vibrations dc meme duree, ces subdivisions doivent etre

egales en longueur, a 1 exception toutefois de celle qui porte le cur-

seur, quand le point, auquel le curseur est applique, ne devient pas un

nosud. Si 1 on fait varier proportionnellement la masse du curseur et

la longueur de la corde, le rapport des segments restant le meme ainsi

que la tension, la duree des vibrations variera dans le merne rapport

que la longueur de la corde. Cette proposition, analogue a celle que

M. Savart a deduitc de ses experiences relatives aux vibrations des

corps semblables, se demontre aussi, comme 1 observe M. Duhamel,

par une methode analogue a celle que 1 un de nous a exposee dans le

tome IX des Memoires de VAcademic.

Apres avoir, dans le premier Memoire, etudie les vibrations d une

corde chargee d un curseur, M. Duhamel a compose un second Memoire

dans lequel il a etendu ses rechcrches au cas oil la corde est chargee

de deux curseurs a la fois. Dans ce nouveau Memoire, il a donne encore

1 equation transcendante dont les racinesservent a determiner les sons

que la corde peut rendre avec la position des noeuds; et, chose remar-

quable, il a trouve des solutions qui ne se rapportent a aucune de ces

racines. Supposant ensuite que la corde, au lieu d etre abandonnee a

elle-meme, vibre sousl action d un archet, il a retrouve des theoremes

analogues a ceux qu il avail obtenusdans un Memoire dont nous avons

deja rendu compte a 1 Academie et qu elle a honore de son approbation.

M. Duhamel ne s est pas contente de rechercher par la theorie les

lois des vibrations des cordes chargees de curseurs. Pour determiner le

nombre de ces vibrations, afin de pouvoir comparer la theorie a 1 ex-

perience, il a employe un precede dont les premieres applications out

etc faites par Watt et par Eytelwein. Ce precede consiste a adapter au
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point materiel dont on cberche le mouvement une pointe qui laisse une

trace sur un plan mobile, sans produire un frottement sensible. Pour

se dispenser dc la necessite de calculer avec precision le mouvement

de ce plan, M. Duhamel a compare le nombre des vibrations executees

par une corde chargee de curseurs avec le nombre des vibrations exe

cutees en meme temps parune autre corde parallele, etvoisine de la

premiere, qui ne portait point de curseurs et qui, dans toutes les ex

periences, rendait le meme son. Alors 1 observation a montre comment

les changemenls operes dans la position et la masse des curseurs fai-

saient varier le premier nombre ou plutot le rapport du premier

nombre au second. Pour des valeurs de ce rapport comprises en ^etf,

les differences entre les resultats de 1 observation et de la theorie ont

eteconstamment tres petites, parexemple inferieures a unmillieme on

a un millieme et demi. L accord du calcul et de 1 experience etait done

aussi satisfaisant qu on pouvait le desirer.

En resume, les deux Memoires de M. Duhamel offrent une nouvelle

preuve des avantages que la Physique peut retirer de 1 Analyse mathc-

matique. Ces deux Memoires nous paraissent tres dignes d etre ap-

prouves par 1 Academie et inseres dans le Recueil des Savants etrangers.

111.

MI:CANIQUE APPLIQUEE. Rapport sur une machine destinee a la resolution

numeriqiie des equations et presentee a VAcademic par M. Leon La-

lamie, ingejiieur des Fonts et Chaussees.

C. R., t. XI, p. 9-&quot;)9 (14 decombro i8|0).

Nous avons etc charges, MM. Savary, Goriolis, Sturm etmoi, d exa-

miner une machine construite par M. Ernst, d apres les dessins et sous

la direction de M. Leon Lalanne, et presentee par cetingenieura 1 Aca-

demie dans 1 avant-derniere seance. En faisant construire cette ma

chine, M. Leon Lalanne s est propose d appliquer d une maniere nou-
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voile a la resolution numerique des equations un principe expose, ties

1 annee 1810, dans les Opuscules mathematiques de M. Berard, profes-

seur an college dc Briancon, et reproduit par ce dernier, en 1818, dans

un ouvrage intitule : Melhodes nouvelles pour determiner les racines des

equations numeric/lies, etc. Entrons a ce sujet dans quelques details.

On sail quo, dans une equation algebrique dont le premier membre

est une fonction entiere de 1 inconnue, il suffit de changer les signes

des termes qui renferment des puissances impaires de cette inconnue,

pour que toutes les racines reelles changent de signe. Done la deter

mination des racines reelles d une semblable equation pcut toujours

etre reduite a la recherche des racines positives. De plus, en substi-

tuant a 1 inconnue que renferme 1 equation donnee le produit de la li-

mite superieure des racines positives par une inconnue nouvelle, on

obtient une equation transformee dont toutes les racines se trouvent

comprises entre zero et 1 unite. Gela pose, considerons un levier hori

zontal dont le milieu, s appuyant sur un axe de suspension vertical,

puisse parcourir sur cet axe une certaine longueur comptee a partir d un

point fixe et prise pour unite. Supposons d ailleurs les deux bras de

ce levier sollicites au mouvement par des poids qui agissent a des dis

tances de 1 axe de suspension rcpresentees par les diverses puissances

entieres de l;i distance du levier au point fixe, et qui soient proportion-

nels aux coefficients des memes puissances de 1 inconnue dans I equa-

tion transformee, ces poids etant appliques a un bras du levier ou a

1 autre, suivant qu ils correspondent a des termes positifs ou negatifs.

Si le levier dont il s agit vient a sc mouvoir, parallelementa lui-meme,

en s abaissant au-dessous du point fixe, les courbes decrites par les

points d application des divers poids seront evidemment des pnraboles

de divers ordres, qui auront pour commune origine le point fixe, a par

tir duquel ellcs se separeront pour se reunir de nouveau par leurs ex-

tremites inferieures, les unes a droite, les autres a gauche de 1 axe de

suspension. Concevons maintenant que, les differents poids etant sus-

pendus au levier par des fils metalliques, les diverses paraboles, cor-

respondantcs aux diverses puissances de 1 inconnue, soient representees
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par dcs fentes pratiquees dans un triangle rectangle et isoscele do hois

ou de metal. Si tout est dispose de maniercque les points d application

des differents poids, c est-a-dire, en d autres termes, les extremites

superieures des fils metalliques, glissent dans ces fentes, on obtiendra

[ instrument auqucl M. Berard a donne le nom de balance algebrique.

Lorsqu on voudra se servir de cet instrument, pour obtenir des valeurs

approchees des racines positives d une equation, comprises entre les

limites o et i, il suffirade recbercher les diverses positions d equilibre

du levier horizontal ; et il est clair qu a cbacune de ces positions cor-

respondra une racinc positive representee par la distance du levier an

point fixe qui est 1 originc commune des paraboles des divers ordres.

Au reste, il n est pas toujours facile d appliquer la balance alge

brique, tellc que nous venons de la decrire, a la determination ap

proximative des racines positives d une equation, supposees toutes

comprises entre les limites o et i . En effet, comme les fentes qui repre-

sentent les paraboles des divers ordres ne sauraient etre prolongees

superieurement jusqu a leur commune origine, ni inferieurement jus-

qu aux points ou elles se reunissent a droite ou a gaucbe de 1 axe de

suspension, il deviendra difficile et meme impossible de fixer approxi-

mativement, a 1 aide de la balance, les valeurs de racines positives,

si ces racines different peu de zero ou de 1 unite. II nous reste a dire

quels sont les moyens proposes par M. Berard lui-meme, puis par

M. Leon Lalanne, pour remedier a 1 inconvenient dont il s agit.

Le moyen propose par M. Berard consiste a remplacer 1 inconnue de

Fequation algebrique donnee par une autre inconnue qui soit une fonc-

tion lineaire de la premiere, cette fonction etanttellement cboisic, que

toutes les racines positives de 1 equation transformee demeurent com

prises, non plus seulement entre les limites o et i, mais aussi entre les

limites plus rapprocbees ^ et ~.

Le moyen propose par M. Leon Lalanne consiste a ecarter arbitrai-

rement de 1 axe de suspension les paraboles des divers ordres a des dis

tances qui restent toujours les memes pour deux paraboles de meme

ordre tracees symetriquement a droite et a gaucbe de cet axe. Le mo-



504 COMPTES RENDUS J)E L ACADEMIE. EXTRA1T N 111.

inentdu poids applique a 1 une de ces deux paraboles se trouve alors

augments, mais cette augmentation peut etre compensee par 1 applica-

tion d un poids pareil a 1 origine de 1 autre parabole. D ailleurs les di

vers poids ainsi appliques aux origines de divcrses paraboles peuvent

etre evidemment remplaces par un poids unique dont le point d appli-

ration serait situe a 1 unite de distance de 1 axe de suspension.

On ne saurait diseonvenir que le moyen propose par M. Leon La-

lanne n aitsur celui qu indiquaitM. Berard 1 avantage de remedierplus

efficacement a 1 inconvenient que nous avons signale. A moins d etre

construite sur une grande echelle, la balance algebrique, telle qu elle

a ete donnee par son auteur, fournira toujours difficilement les valeurs

des racines positives qui ne seront pas comprises dans des limites fort

resserrees dans le voisinage de la fraction ^. Ajoutons que la nouvelle

machine est construite de maniere a rcmplir avec une assez grande

exactitude les fonctions qui lui sont assignees, et que les details de

construction imagines par M. Leon Lalanne sont en rapport avec le but

que cet ingenieur s etait propose. Observons encore qu il suffirait de

remplacer les paraboles des divers ordres par d autres courbes alge-

briques ou transcendantes pour rend re la nouvelle machine proprc a

fournir les racines d une equation dont le premier membre serait, non

plus une fonction entiere de 1 inconnue, mais la somme de plusieurs

lermes proportionnels a diverses fonctions donnees.

En resume, vos Commissaires pensent que la machine presentee a

1 Academie par M. Leon Lalanne offre d utiles perfectionnements a la

balance algebrique, et que pour ce motif de nouveaux encouragements

sont dus par 1 Academie a 1 ingenieux auteur de plusieurs autres appa-

reils qu elle a deja honores de son approbation.

FIN DU TOME V DE LA PREMIERE SER1E.
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