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NOTES ET ARTICLES

EXTRAITS DES

COMPTES RENDUS HEBDOMADAIRES DES SEANCES

DE L’ACADEMIE DES SCIENCES.

216.

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Note sur le développement des fonctions en
séries ordonnées suwwant les puissances entieres posilives el négatives

des vartables.
C. R., T. XVII, p. 193 (31 juillet 1843).

Les développements des fonctions suivant les puissances enticres et
positives des variables dont elles dépendent ne subsistent générale-
ment que pour des modules des variables qui ne dépassent pas cer-
taines limites indiquées par un théoreme général que j’ai donné dans
mes précédents Mémoires. Lorsque ees limites sont dépassées, les
développements, pour demeurer convergents, doivent changer de
forme et renfermer, non seulement les puissances entiéres et positives
des variables, mais encore leurs puissances entieres et négatives, quel-
quefois les puissances négatives seules. 1l arrive méme, en général,
que les modules des variables venant & croitre indéfiniment, les déve-
loppements, pour rester convergents, doivent changer plusicurs fois
de forme. Concevons, pour fixer les idées, que I'on considére une
fonction rationnelle d’une seule variable &, et rangeons par ordre de
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grandeur les modules des diverses racines de I'équation auxiliaire
qu’on obtient en égalant la fonction a §. Le module de la variable =
pourra étre, ou inférieur au premier, ¢’est-a-dire au plus petit des
modules calculés, ou compris entre le premier et le second, ou com-
pris entre le second et le troisieme, etc., ou enfin supérieur au der-
nier, ¢’est-a-dire au plus grand module. Cela posé, dans chacun des
cas dont il s’agit, la fonction rationnelle donnée pourra étre déve-
loppée en une série dont les divers termes seront proportionnels i des
puissances entieres de «. Mais le développement, pour demeurer con-
vergent, devra changer de forme dans le passage du premier cas au
second, du second cas au troisieme, du troisieme au quatrieme, ete.
Dans le premier cas, le développement devra renfermer uniquement
les puissances entiéres et positives de la variable. Dans chacun des
autres cas, il admettra en outre des puissances négatives, mais avec
des coeflicients qui changeront de valeurs quand on passera d’un cas
4 un autre; et meéme dans le dernier cas, ¢’est-a-dire lorsque le module
de la variable deviendra supérieur au plus grand des modules calculés,
les termes proportionnels & des puissances positives de la variable dis-
paraitront ou se réduiront & ceux qu’on obtient quand, apres avoir
réduit la fonction donnée a une seule fraction rationnelle, on divise
algébriquement le numérateur de cette fraction rationnelle par son
dénominateur.

Ce que nous venons de dire suffit pour montrer que la théorie du
développement des fonctions en séries de termes proportionnels aux
puissances entieres des variables ne doit pas étre restreinte au cas
ol ces puissances sont toutes positives, mais qu’au contraire cette
théorie, qui s’applique avec succes a un si grand nombre de ques-
tions diverses, doit embrasser le cas ol les puissances sont de deux
espéces, savoir, les unes positives, les autres négatives. _

On démontre facilement que, dans le cas ol une fonction de la
variable x est développable en une série convergente ordonnée sui-
vant les puissances entieres et positives de @, elle offre un seul déve-
loppement de cette espece. Méme cette proposition est un théoréme
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fondamental sur lequel repose, dans 'analyse algébrique, la théorie
des suites. Il importait de voir si le méme théoreme continue de sub-
sister dans les divers eas ot les termes du développement deviennent
proportionnels, les uns & des puissaneces positives, les autres a des
puissances négatives de la variable, et si I'on peut alors donner encore
de ce théoréme une démonstration en quelque sorte élémentaire. Une
telle démonstration me paraissait d’autant plus désirable que celle qui
s’applique aux développements ordonnés suivant les puissances posi-
tives d’une variable se trouve alors en défaut, et que, d’un autre eoteé,
le théoréme, une fois démontré généralement, entraine comme consé-
quenee immédiate d’autres propositions fort utiles dans la haute Ana-
lyse, par exemple les théorémes de Lagrange, de Laplace et de Paoli,
sur les développements des racines des équations algébriques et trans-
cendantes ou des sommes de ces racines, en séries ordonnées suivant
les puissances ascendantes d’'un paramétre que renferment ces équa-
tions. En m’occupant de ees reeherches, j’ai reconnu que le théoreme
ci-dessus mentionné subsistait seulement sous eertaines conditions, et
je suis parvenu a démontrer fort simplement une proposition générale
dont voici ’énoncé :

St deux deéveloppements d’une méme fonction de la variable x, en serie
de termes proportionnels aux puissances entiéres positives et négatives de
cette variable, demeurent égaux entre eux, pour toutes les valeurs de x
qui offrent un module donné, ils seront identiquement égaux, en sorte
que les coefficients des puissances semblables de x resteront les mémes

dans les deux développements.
La démonstration de ee théoreme est 'objet de la Note que jai

Phonneur de présenter a I’Académie.

ANALYSE.
Soit

) Ly il o7 = QMRS S s N g S =k Fag gt Iay i a8 [,

une série composée de termes proportionnels aux puissances entiéres
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positives et négatives de a. Cette série, qui pourra se prolonger indé-
finiment dans les deux sens, sera convergente, si, pour des valeurs
croissantes des nombres entiers m et », la somme

(2) A M@y T+ A T g+ a2 - @ T A 2T

s’approche indéfiniment d’une limite fixe s. La série sera divergente
dans le cas eontraire.
Si la série (1) est convergente, on pourra en dire autant des deux

seéries
a_,,,x"”, a—m—lx_m—ly S 0.0

all‘z‘"! aﬂ+l wll#—l,
Nommons r_, et r, les sommes de ces deux derniéres, en sorte qu’on ait

. — - —m—1
Fem=Q_py X~ M- gy "1 4. ..,

P =SB0 S e T

Pour obtenir la somme s de la série (1), 1l suflira évidemment d’ajouter
a la somme (2) les sommes r_,, et r,. Donc la somme (2) se trouvera
représentée par § — r_,, — r,, en sorte qu’on aura
(3 S—Tp— Iy =0y " A a i+ a2

)

+ @y t+ AT+ QX2+ .+ a2

Soit maintenant / un nombre entier égal ou supérieur a chacun des
nombres m, n. Soit, de plus, x un module déterminé de la variable «,
ct supposons que, dans la formule (3), on remplace successivement la
variable x par les diverses racines de 'équation binome

gl =5,
On obtiendra ainsi / valeurs différentes de s. Nommons ¢ la moyenne

arithmétique entre ces valeurs, c’est-a-dire leur somme divisée par /.

Nommons pareillement
P‘m

la moyenne arithmétique entre les diverses valeurs de r_,, et
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la moyenne arithmétique entre les valeurs de r,. Comme la somme des
valeurs de ¥ sera nulle pour toutes les valeurs de £ comprises dans la
suite

—m1, ...y —2, —1I, I, 9, ..., n—I,
on aura évidemment

(4) Q—P—I"—Pn———ao-

Supposons & présent que la série (1) reste convergente pour toutes
les valeurs de @ dont le module est x. Alors, en faisant eroitre indéfi-
niment les nombres entiers 7, 7, on fera converger les valeurs de

r'—"l’ ,‘IL
et, par suite, eelles de

P—ms Pn
vers la limite zéro. Done, en passant aux limites, on tirera de I'équa-
tion (4)

(3) =g

Si la somme s s’évanouit pour toutes les valeurs de & dont le module
est X, on pourra en dire autant de ¢, et, par suite, I'équation (5) se
trouvera réduite a

Gy =10.

On peut done énoncer la proposition suivante :

Lexwg. — St une série, composée de termes proportionnels aux puis-
sances enlicres positives et négatives d une variable x, reste convergente
et présente une somme nulle pour toutes les valeurs de x qui offrent un

module donné, le terme constant de cette série sera identiquement nul.

Corollaire I. — Unc série convergente ne cesse pas de I'étre quand
on multiplie tous ses termes par un méme facteur, et alors la somme
de la série se trouve elle-méme multipliée par ce facteur. Silasérie (1)
est celle dont il s’agit, il suffira de réduire le facteur & 2¥* pour que le
terme a., ™" se transforme en un terme constant

At-pe
OFEuvres de C. — S. 1, t. VIII,

15
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Si d’ailleurs la somme de la série (1) est nulle, le produit de cette
somme par ¥ sera encore nul. Donc, sous les conditions énoncées,
le coefficient @, ou @_, de la puissance " ou 7", dans un terme quel-
conque de la série (1), sera identiquement nul, aussi bien que le
terme constant a,.

Corollaire II. — Soit maintenant
(B) " DLy | ooy (g MOpdEly = Wy  OiiPy Ihd#h sy Dnti
ane nouvelle série semblable & la série (1), et posons généralement,
pour des valeurs entieres quelconques, positives ou négatives de £,
(7) br— ar=c;.
St les séries (1) et (6) sont convergentes et présentent constamment

la méme somme pour toutes les valeurs de & qui offrent un module
donné, alors, pour ces mémes valeurs de «, la somme de la série

(B) OB ooy @Bnd@ S @pdd iy @y @Endsy @ tcoop (Ennl
sera constamment nulle, et, par suite, en vertu du corollaire I, le
coefficient ¢, de 2%, dans un terme quelconque de la série (8), sera

constamment égal & zéro. Donc, par suite, eu égard a I'équation (7),

on aura constamment
b/(': Ary

et ainsi se trouvera vérifié le théoreme dont la démonstration était
I'objet de la préscnte Note.

211.

Rapport sur le concours de 1342, relatif au grand prizc de Mathématiques.
C. R., T. XVII, p. 201 (31 juillet 1843).
[’Académic avait proposé comme sujet de prix la question sui-
vante :

Trouver les équations aux limites que 'on doit joindre aux equations
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indéfinies pour déterminer complétement les maxima et minima des inte-

grales multiples.

Elle avait demandé en outre des applications relatives aux intégrales
triples.

Des quatre Mémoires qui ont ¢té adressés a I'Académie avant I'expi-
ration du concours, deux ont été particulierement distingués par les
Commissaires, savoir : le n° 3, dont 'épigraphe est : A force d’ctudier
un sujet sous toules sortes de faces, on finil par en lirer quelque chose, ot
le Mémoire n° 2.

Les Commissaires ont jugé :

1° Que I'auteur du Mémoire n® 3, en établissant, & Paide d’un nea-
veau signe, appelé par lui signe de substitution, des formules élé¢gantes
et générales qui fournissent, sous unc forme convenable, les varia-
tions des intégrales multiples, et qui permettent de leur appliquer,
dans tous les cas, 'intégration par parties, a contribué d'une maniére
notable au perfectionnement de I’Analyse, et mérité ainsi le grand prix
de Mathématiques;

2° Que l'auteur du Mémoire n° 2, sans donner a ses ealeuls toute la
généralité désirable, a néanmoins, en raison de I'élégance de quel-
ques-unes de ses formules, surtout en raison des applications qu’il en
a faites et de ses recherches sur la distinetion des maxima el minima,
mérité une mention honorable.

Apres la lecture de ce Rapport, M. le Président ouvre le billet
cacheté annexé au Mémoire eouronné. Ce billet contient le nom de
M. F. Sarrus, doyen de la Faculté des Sciences de Strashourg.

218.

CALCUL DIFFERENTIEL. — Mémoire sur I’ Analyse infinitésimale.

C. R., T. XVII, p. 275 (14 aodt 1843).

Les géometres ont accueilli avec bienveillance la méthode que jat
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suivie pour Pexposition de I’Analyse infinitésimale et que jai déve-
loppée, non seulement dans mon Calcul différentiel, mais aussi dans
un Mémoire Su i metodi analitici que renferme le recueil publié &
Milan et intitulé Bibliotheea italiana. Toutefois, il m’a semblé qu'on
simplifierait encore cette exposition en donnant & la méthode elle-
méme un nouveau degré de précision et de clarté si, a la définition
que j’ai adoptée pour les différentielles en général, on joignait la con-
sidération d’une variable dont la différentielle se réduirait a 'unité. 11
ne sera pas inutile d’entrer a eet égard dans quelques détails.

Lorsque des variables sont liées entre elles par une ou plusieurs
équations, alors, en vertu de ces équations mémes, quelques-unes de
ces variables deviennent fonctions des autres considérées comme indé-
pendantes. Alors aussi des aceroissements simultanément attribués
aux diverses variables se trouvent liés entre eux et a ees variables par
des équations nouvelles qui se déduisent immédiatement des équa-
tions données. Ajoutons que si, les aceroissements des variables étant
supposés infiniment petits, on néglige, vis-a-vis de ceux-ci, considé-
rés comme infiniment petits du premier ordre, les infiniment petits
des ordres supérieurs au premier, les nouvelles équations deviendront
linéaires par rapport aux aeeroissements dont il s’agit. Leibnitz et les
premiers géométres qui se sont oceupés de Analyse infinitésimale
ont appelé différentielles des variables leurs aceroissements infiniment
petits, et ils ent donné le nom d’éguations differentielles aux équations
linéaires qui subsistent entre ces différentielles. Cette définition des
différentielles et des équations différentielles a le grand avantage d’étre
tres générale et de s’étendre & tous les eas possibles. Toutefois, pour
eeux qui 'adoptent, les équations différentielles ne deviennent exactes
que dans le eas ou les différentielles s’évanouissent, ¢’est-a-dire dans
le eas ol ces équations mémes disparaissent. A la vérité, 'ineonvé-
nient que nous venons de rappeler n’a point arrété Euler, et ee grand
géometre, tirant la conséquence rigoureuse des prineipes générale-
ment admis, a eonsidéré les différentielles comme de véritables zéros
qui ont entre eux des rapports finis. Mais d’autres géometres non
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moins illustres, et Lagrange a leur téte, n’ont pu se résoudre & intro-
duire dans un méme calcul plusicurs sortes de zéros distincts les uns
des autres; et ¢’est pour ce motif qu'a la notion des différentielles
Lagrange a songé & substituer la notion des fonctions dérivées, sur
laquelle il sera convenable de nous arréter quelques instants.

Examinons en particulier le cas ot I'on considere une seule variable
indépendante et une seule fonction de cette variable. Si Pon attribue
a cette variable un accroissement infiniment petit, 'accroissement
correspondant de la fonction se trouvera lié & la variable et i I'acerois-
sement de la variable par une équation, qui deviendra linéaire a I'é-
gard des deux aceroissements, quand on négligera les infiniment petits
du second ordre ou d’un ordre supérieur vis-a-vis des infiniment petits
du premier ordre. Or I'équation linéaire ainsi obtenue fournira, pour
le rapport entre les accroissements infiniment petits de la fonction
donnée et de la variable, une fonetion nouvelle. Cette fonction nou-
velle est précisément celle que Lagrange appelle la fonction déripee ().
Elle représente, en réalité, la limite du rapport entre les accroisse-
ment infiniment petits et simultanés de la fonction et de la variable.
Mais, au lieu de lui donner cette origine, Lagrange I'a considérée
comme représentant le coefficient de I'accroissement de la variable
dans le premier terme de P'accroissement de la fonction développée
en unc série ordonnée suivant les puissances ascendantes de I'ac-
croissement de la variable.

Dans le cas ou I'on considere un développement en série, abstrac-
tion faite du systtme d’opérations qui a pu produire ce développe-
ment, le seul moyen de savoir si le développement dont il s’agit
appartient & une fonction donnée est d’examiner si cette fonction
équivaut & la somme de la série supposée convergente. Par suite, pour

(1) La méthode de maximis et minimis, donnée par Fermat, peut étre réduite & la
recherche du rapport qu'on obtient quand on divise, par un accroissement indéterminé
attribué a une variable, 'accroissement correspondant de la fonction qui doit devenir un
maximum ou un minimum, et & la détermination de la valeur particuliere qu’acquiert ce
rapport quand P'accroissement de la variable s'évanouit. Or cette valeur particuliere,
comme Lagrange en a fait la remarque, est encore la fonction dérivée.
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établir sur des bases rigoureuses la théorie des fonctions dérivées, telle
que Lagrange I'a concue, il faudrait commencer par faire voir que
I'accroissement d’une fonction queleconque est, sinon dans tous les
cas possibles, du moins sous certaines conditions, la somme d’une
série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de
P’aceroissement de la variable. Or la démonstration générale d’un sem-
blable théoréme ne peut se donner a priord et repose nécessairement,
méme dans le cas ol les accroissements deviennent infiniment petits,
sur diverses propositions antécédentes; d’ou il résulte que ee théo-
reme doit étre naturellement considéré, non comme le principe et la
base du Calcul différenticl, mais eomme un des résultats auxquels
conduisent les applications de ee calcul. Aussi les difficultés que 1'on
rencontre, quand on veut déduire la notion des fonctions dérivées de
la considération d’une série composée d’'un nombre infini de termes,
se trouvent-elles & peine dissimulées par toutes les ressources qu’a
développées le génie de Lagrange dans le premier Chapitre de la
Théorie des fonctions analytiques.

On ¢chappe aux difficultés que nous venons de signaler quand on
considere une fonction dérivée comme la limite du rapport entre les
accrotssements infiniment petits et simultanés de la fonction donnée et de
la variable dont elle dépend. En adoptant ectte définition, on pourrait,
avec quelques auteurs, nommer diferentielle de la variable indépen-
dante 'accroissement de cette variable, et différentielle de la fonction
donnée le produit de la fonction dérivée par la différentielle de la
variable. On pourrait enfin, lorsqu’une méme quantité dépend de plu-
sieurs variables, nommer differentielle totale de ectte quantité la somme
des différentielles qu'on obtiendrait en la considérant successivement
comme fonction de chacune des variables dont il s’agit. Mais alors le
sens du mot différenticlle, loin de se trouver généralement fixé, en
yertu d'une définition simple applicable & tous les cas possibles, exige-
rait, pour étre complétement déterminé, que 'on expliquat avee pré-
cision quelles sont les variables regardées comme indépendantes; et
si, pour fixer les idées, on s’occupait uniquement de deux variables
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liées entre elles par une seule équation, non seulement la différenticlle
de la premibre variable serait définie autrement que la différentielle
de la seconde, mais de plus la définition de chaque différenticlle varie-
rait lorsqu’on changerait la variable indépendante, en considérant
tantot la seconde variable comme fonction de la premiere, tantot la
premiere comme fonction de la seconde.

On évitera ces inconvénients si 'on consideére les différentielles de
deux ou de plusieurs variables, liées entre elles par une ou plusieurs
équations, comme des quantités finies dont les rapports sont rigoureuse-
ment égaux aux limites des rapports entre les accroissements infiniment
petits et simultanés de ces variables. Cette définition nouvelle, que j’ai
adoptée dans mon Caleul différentiel et dans le Mémoire Sur les Meéthodes
analytiques, me parait joindre & 'exactitude désirable tous les avan-
tages qu’offrait, sous le rapport de la simplicité et de la généralité, la
définition primitivement admise par Leibnitz et par les géométres qui
I'ont suivi. A la vérité, les différentielles de plusieurs variables ne se
trouvent pas complétement déterminées par la définition nouvelle; et
cette définition, lors méme que toutes les variables se réduisent i des
fonctions de I'une d’entre elles, détermine seulement les rapports
entre les différentielles de ces diverses variables. Mais I'indétermina-
tion qui subsiste est plutot utile que nuisible dans les problemes qui
se résolvent 4 I'aide du Calcul infinitésimal, attendu qu’elle permet
toujours de disposer arbitrairement au moins d’une différentielle; et
d’ailleurs c¢’est précisément en vertu de cette indétermination méme
que la définition nouvelle embrasse, comme cas particuliers, les défi-
nitions diverses qu’offrirait, pour divers systémes de variables indé-
pendantes, la théorie que nous rappelions tout 4 'heure. En vertua de
la nouvelle définition, les divers systémes de valeurs que peuvent
acquérir les différentielles de plusieurs variables, liées entre elles par
des équations données, restent évidemment les mémes, quelles que
soient celles de ces variables que I'on considere comme indépendantes,
et ces équations différentielles, ¢’est-a-dire les équations linéaires
auxquelles satisfont ces divers systemes de valeurs, ne sont plus,
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comme dans la théorie de Leibnitz, des équations approximatives,
mais des équations exactes.

Pour écarter complétement I'idée que les formules employées dans
le Calcul différentiel sont des formules approximatives et non des for-
mules rigourensement exactes, il me parait important de considérer
les différentielles comme des quantités finies, en les distinguant soi-
gneusement des accroissements infiniment petits des variables. La
considération de ces derniers accroissements peut et doit étre em-
ployée, comme moyen de découverte ou de démonstration, dans la
recherche des formules ou dans I'établissement des théorémes. Mais
alors le calculateur se sert des infiniment petits comme d’intermé-
diaires qui doivent le conduire & la connaissance des relations qui
subsistent entre des quantités finies, ct jamais, & mon avis, des quan-
tités infiniment petites ne doivent étre admises dans les équations
finales, out leur présence deviendrait sans objet et sans utilité.

D’ailleurs, si 'on considérait les différentielles comme des quan-
lités toujours tres petiles, on renoncerait par cela méme a I'avantage
de pouvoir, entre les différentielles de plusieurs variables, en prendre
une pour unité. Or, pour se former une idée précise d’'une quantité
quelconque, il importe de la rapporter & P'unité de son espéce. 1l
importe donc de choisir une unité parmi les différentielles. Ajoutons
qu'un choix convenable de cette unité suffit pour transformer en dif-
férenticlles ce qu’on appelle des fonctions dérivées. En effet, en vertu
des définitions adoptées, la dérivée d’une fonction est ce que devient sa
dufferenticlle quand la différenticlle de la variable indépendante est prise
pour unite.

Remarquons encore que la considération d’une variable, dont la
différenticlle est prise pour unité, simplifie 'énoncé de la définition
que nous avons donnée pour les différentielles en général et permet
de réduire cette définition aux termes suivants :

La dyferentielle d'une variable quelconque est la limite du rapport

entre les accroissements infintment petits que peusvent acquérir simultanc-
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ment la variable dont il s’agit et la variable dont la différentielle est prise

pour unite.

Si I'on nomme variable primitive celle de laquelle toutes les autres
sont censées dépendre, et dont la différenticlle est prise pour unité,
la différentielle d’une variable quelconque ne sera autre chose que la
limite du rapport entre les accroissements infiniment petits et sunulianés
de cette variable et de la variable primitive.

La définition préeédente fournitle moyen de démontrer fort simple-
ment les propositions fondamentales du Calcul différentiel, et en par-
ticulier les théoremes généraux relatifs a la différentiation des fonc-
tions de fonctions et des fonctions composées. Cest ce que j’explique
dans le Mémoire ci-joint, qui sera publié prochainement dans les
Exercices d’Analyse et de Physique mathématique. Un autre Mémoire,
dont je donnerai un extrait dans un second article, a pour but de
montrer les avantages que peut offrir, dans le calcul des variations,
application des mémes prineipes, et spécialement la considération
d’une variable primitive, dont la variation serait prise pour unité.

219,

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Nole.

C. R., T. XVII, p. 370 (28 aotl 1843).

Apres la lecture du proeés-verbal, M. Cauchy demande la parole et
reproduit I'observation qu’il a présentée dans la séance précédente.
M. Laurent avait annoncé que, des considérations développées dans sa
Note, il déduit un moyen d’opérer la séparation des modules des racines
d’une équation algébrique, sans recourir a I'équation aux carrés des
différences, ni au théoreme de M. Sturm. M. Cauchy a remarqué & ce
sujet que, dans de précédents Mémoires, il s’était occupé lui-méme de
cette séparation. En effet, non seulement M. Cauchy a donné, en 1813,

OFuvres de C. — S. 1, 1. VIIL. 3
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un théoreme al'aide duquel on peut déterminer directement le nombre
des racines positives et le nombre des racines négatives d’une équation
de degré quelconque, et, en conséquence, opérer la séparation des
racines réelles, qui se déduit aussi du théoreme donné plus récemment
par M. Sturm; non seulement I'Analyse algébrigue de M. Cauchy ren-
ferme un autre théoreme qui fournit assez facilement une limite de la
plus petite différence qui existe entre deux racines réelles, mais de
plus, dans les Comptes rendus de 1837, M. Cauchy a prouvé : 1° qu’on
peut développer immédiatement en séries convergentes les racines
d’une équation algébrique
f(z) =0,

dans le cas ol ces racines sont toutes réelles; 2° que, dans le cas con-
traire, on peut décomposer I'équation en quatre autres dont deux
n’offrent plus que les seules racines réelles de la proposée, qui corres-
pondent a des valeurs positives ou & des valeurs négatives de f'(x).

220.

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Sur un emploi légitime des series divergentes.

C. R., T. XVII, p. 370 (28 aotit 1843).

Les géometres reconnaissent généralement aujourd’hui les dangers
que peut offrir I'introduction des séries divergentes dans I’Analyse, et
ils admettent avec raison que ces séries n’ont pas de sommes. Toute-
fois la séric employée par Stirling, pour la détermination approxima-
tive du logarithme d’un produit dont les facteurs croissent en pro-
gression arithmétique, et d’autres séries divergentes du méme genre
fournissent effectivement, quand on les arréte apres un certain nombre
de termes, des valeurs approchées des fonctions dont elles repré-
sentent les développements. I1 était important d’examiner s’il est pos-
sible de rendre légitime 'emploi de semblables séries, et de fixer les
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erreurs commises en raison de cet emploi. M'étant occupé de cette
question, je suis parvenu & reconnaitre que, dans la série de Stirling
et dans une multitude d’autres séries du méme genre, le premier des
termes négligés représente précisément une limite supérieure a Uerreur
commise. Cette proposition trés simple se d¢montre aisément a I'aide
des considérations suivantes.

La propriété que je viens d’indiquer appartient évidemment & une
progression géométrique, dont les divers termes, supposés réels, sont
alternativement positifs et négatifs. Il est aisé d’en conclure qu’elle
appartient a toute série ordonnée suivant les puissances ascendantes
d’une variable, et produite par le développement d’une fraction ration-
nelle, ou méme d’une fonction transcendante, décomposable en frac-
tions simples, dans le cas olt 'équation qu’on obtient en égalant cette
fonction & l'infini n’offre que des racines réelles négatives, ou des
racines imaginaires dont les parties réelles s’évanouissent. Donc la
méme propriété appartiendra encore aux développements d’intégrales
définies prises & partir de I'origine zéro, et dans lesquelles de sembla-
bles fonctions se trouveraient multipliées, sous le signe f, par des
facteurs qui resteraient toujours positifs entre les limites des intégra-
tions. Or la série de Stirling est précisément le développement d’une
telle intégrale. Quand on arréte cette série des ses premiers termes,
en négligeant tous ceux qui renferment les nombres de Bernoulli,
la regle que nous avons énoncée reproduit un résultat obtenu par
M. Liouville.

Les principes que je viens d’exposer suffisent pour mettre en évi-
dence les avantages que peut offrir 'emploi de la série de Stirling et
de plusieurs autres séries de méme nature, malgré leur divergence.
Ainsi, en particulier, il résulte de ces principes que la série de Stir-
ling fournit la valeur approchée du logarithme d’une intégrale eulé-
rienne de seconde espéce, c’est-a-dire du logarithme de la fonction
['(n), lorsque la base n surpasse le nombre 10, avec une approxima-
tion telle que I'erreur commise est inférieure a deux unités de l'ordre
du vingt-septiéme chiffre décimal. On comprend qu'une approxima-
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tion si grande dépasse de beaucoup celle que I'on se propose généra-
lement dans les évaluations numériques des quantités.

ANALYSE.

Supposons la variable « et la quantité £ positives. On aura généra-

lement
1 ¥ x ar—1 Grd
— e — ., T =t
M Fre kR T T B T Ekra)
et
zr are
(2) k"(/{+x)<k"+*'

Done, si une progression gcometrique, dans laquelle les divers termes
supposés reels sont alternativement positifs et negatifs, est arrétée apres
un certain nombre de termes, le premier des termes négh’geﬁv representera
une limite supérieure a ['erreur commise qui sera d’ailleurs affectée du
méme signe que ce terme. La méme propriété appartiendra évidemment
a toute série ordonnée suivant les puissances ascendantes de la va-
riable positive «, et produite par le développement d’une fonction
rationnelle ou transcendante f(x) qui serait décomposable en frac-

tions simples de la forme
h

k+x

)

h et k étant positifs, ou de la forme
h
K+ ¥’
h étant positif et £ réel.
En général, soit f(x) une fonction algébrique ou transcendante,
mais telle que I'équation

I
==0

< () -

offre sculement des racines réelles négatives, ou des racines imagi-
naires dont les parties réelles s’évanouissent. Alors, en supposant que
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)

offrent des valeurs déterminées, on aura (voir le I* Volume des Exer-

les résidus

-
TN
t| -

cices de Mathématiques, p. 136) (')

(f(= f(i)

(4) (@)= T f 2 ol

Or, si dans le second membre de la formule (4) on développe le rap-
1
xr—2z
de @, si d’ailleurs ehacun des résidus partiels de f(s) est positif, on

port en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes

obtiendra un développement de f(x) qui jouira encore de la propriété
indiquée. Ajoutons que le développement correspondant d’une inté-
grale de la forme

(5) fnuf(.z‘)d.r

jouira encore de la méme propriété, si le facteur u reste constamment
positif entre les limites x = o, x = a.

Si toutes les racines de I'équation (3) devenaient imaginaires, la
partie réelle de ehacune d’clles étant nulle, la propriété indiquée
appartiendrait encore au développement de toute intégrale de la

forme
b

(6) f uf(x) dr,

pourvu que le facteur ne changeat pas de signe entre les limites de
Pintégration. '
Si, pour fixer les idées, on pose

ex I

ke F—1  1—e=

I'équation (3), réduite a

ex=1;

(1) OEuyres de Cauchy, S. II, T. VI, p. 172.
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aura pour racines les logarithmes réels et imaginaires de 'unité, ¢’est-
a-dire les diverses valeurs de

anmy —1,

correspondantes & des valeurs entieres positives, nulles ou négatives
de n. Alors I'équation (4) donnera

i 1 1 1 I
e e L el
I—e™™ > 2 gp_amy—1 x—4m\/—1

I
3 PR

I
+ -+ - -
z4+a2my—1 x4+ 4ny—1

et, par suite,

é(l —= = é) i [.Z‘2+I(27r)2 = xz,,_l([m), =N ]
Done, st 'on prend
Ke)= 2hrred 15— o)
la fonetion f(x) scra décomposable en fractions de la forme

2
x4 k>’

et jouira de la propriété indiquée. Cela posé, représentons par
Ciy Cyy Csy

les nombres de Bernoulli, en sorte qu’on ait

I
= 67 Ca——= > Cyg— ——>

30

Non seulement on trouvera, pour des valeurs de « comprises entre les
limites * = — 2%, * = 27,

o Al 1 ) e e st RS
(7) ( )‘2 234" . S ENUR R

mais, de plus, on trouvera généralement, pour des valeurs quel-
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conques de z,

I 1 1 1
x\1—e % 2 2
(8) ) 2
Cy Ce x? Cs ‘Z“ cm'z"m'.—2 Cn+1 L "
= — — + -k . F0—5- s
2 2.3.4  2.3.4.5.6 2.3.4...2m 2.3.4...(2m + 2)

6 désignant un nombre inférieur a I'unité. Donc, par suite, si la
lettre u désigne une fonction réelle de « qui ne change pas de signe
entre les limites x = a, * = 0, on aura

—0_—CSmnt [ yxmdz,
2.3...(2m+2)J,

© désignant encore un nombre inférieur & 'unité.

Faisons voir maintenant comment la formule (9) peut étre appli-
quée a la détermination du logarithme d’une intégrale eulérienne de
seconde espece dont la base est n, ¢’est-a-dire du logarithme de la
fonction de n que Legendre a désignée par I'(n).

Si l'on pose

(10) ITn)y=(n—Nln—n+1ilen+w(n),

la valeur de =(n) sera donnée par la formule

S TV IS DR A P
(11) z:s(n)_fo (1——3"” py 2>e o

que M. Binet a obtenue le premier dans son Mémoire sur les intégrales
eulériennes. Cela posé, comme on aura généralement

n2m+l

@™
f ity 1.2.3...2m’
0
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I'équation (9) donnera

€y Co C3 Cm
i (=)
h R l.an  3.4n° 5.6nt ( ) (2m —1)2mn?n-!
(r2) ¢
( . (_I)HH—I (2] Cm+1 5
(2m +1) (2m + 2) n?n+!

O désignant toujours un nombre inférieur 4 I'unité. Si, dans I'équa-
tion (12), on pose m =1, on obtiendra une formule obtenue par
M. Liouville, savoir,

Cy

(13) o(n)=0-—,

2n .

en sorte qu’on aura
(e TN
7 = =
6 2n

Si 'on supposait, dans la formule (g9), non seulement ¢ =o, b =cc,
mais, de plus, u =a*e™*, k étant un nombre positif quelconque, cette

formule donnerait

i
— = — - JxFlerTdx
1 —e¢* z 2 :

_G I'(k +1) ¢, T(k+3) , Chs T'(k+4-2m—1)
2 pkvl T 934 npkd a3 ..2m nkrzm—1
) —@ . Cm V(k+2m—+1)
- B...(2m+ 2) [ AR

0 désignant toujours un nombre inférieur i unité. Comme on a d’ail-

leurs généralement

e et e .,

on tirera de la formule (14), en supposant £ > 1,

i 1
(n+1)7‘ +i
%) ¢ e L LTS TR 1T T e o)
T nk-t " 9 pk " 9 pk+ 2.3.4 nf+s
. Cm I‘(k+2m-—-1)__® Chaa Thk+2m-+1)
T 2.3...2m [iOfer = - 3...(2m—+2) nk+emed
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(3

Lorsque £ est renfermé entre Ies limites 1 et 2 et que le nombre »
devient trés considérable, la formule (15) fournit le moyen de déter-
miner trés facilement et avec une grande approximation la somme

1 i 1
= S 2 2L g
n"+(n+1)'~ (1 +2)%
221.
CALCUL INTEGRAL. — Recherches sur les intégrales culériennes.

C. R., T. XVII, p. 376 (28 aout 1843).

Ces recherches, particulicrement relatives aux intégrales eulé-
riennes de seconde espece, seront publi¢es dans les Exercices d’ Ana-
lyse et de Physique mathématique (*). Elles m’ont conduit & démon-
trer fort simplement quelques théoremes qui paraissent dignes de
remarque, ct desquels on déduit sans peine diverses propriétés con-
nues de la fonction I'(2). Pour donner une idée de ces théoremes, je
me bornerai a eiter le suivant.

Si le polynome

e th te
A +B z -+ C +.. .,

1— (% 1— (5 M= 01 )

.

dans lequel @, b, ¢, ..., a, 6, v, ... désignent des exposants positifs,
et A, B, G, ... des coefficients constants, se réduit & une fonction
linéaire des puissances positives de la variable ¢, ¢’est-a-dire & une ex-

pression de la forme
He Kb+, ..,

h, & étant des exposants positifs, et H, K, ... des quantités constantes;
alors I’équation
(@ & 62

L= e k
(1) A]_ta—&—B'__t5+Cl__ﬂ+..._lIt+Kz SPooc

(1) OEucres de Cauchy, S. I, T. XII.
OEuvres de C. — S. 1, t. VIIL. 4
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entrainera la suivante

()it~

(2) —»———AJ’BJ;“' ok — M1k —Kik—.:

_A<E__>1a_n(f’—‘-)16—-....
a 2 S 2

Ainsi, par exemple, l'équation

11— (" 4
~——t...x+t+£’—l— R A

J —
de laquelle on tire

ta t“'H ta+n—-1 ta

(3) et E Tt T E T T

-— ———— =0,

entrainera la formule

(4) 1r( >+1r<“+‘)+ +1r<1i_::..__>_,r(a)_~

1]27r~ (a —= L)]n,
2

et, par conséquent, la formule

‘a a4+ 1 a-+n-—i i
(5 r(_ﬁ\) I‘(—';z_">'”r(_——n ) _ (2m) ?
®) R Y o e

n

qui a été donnée par M. Gauss.

222.

ANALYSE TRANSCENDANTE. — Note sur des théorémes nouveaux et
de nouvelles formules qui se déduisent de quelques équations

symboliques.
C. R., T. XVII, p. 377 (28 aoit 1843).

Maclaurin a donné une formule & P'aide de laquelle une intégrale
aux différences finies se transforme en une intégrale aux différences
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infiniment petites, qui s’ajoute & la somme d’une série ordognée sui-
vant les puissances ascendantes de 'aceroissement de la variable. Or,
pour obtenir cette formule, il suffit de recourir a I'équation symbo-
lique qui existe entre les lettres caractéristiques A, D, dont 'une sert
a indiquer une différence finie, autre une fonction dérivée; et de dé-

velopper KI suivant les puissances ascendantes de D. Il y a plus: on

pourra développer pareillement, suivant les puissances ascendantes
de la lettre D, une fonetion rationnelle symbolique qui aurait pour
numérateur 'unité et pour dénominateur une fonction entitre de A.
Entin on pourra décomposer une fraction rationnelle de cette espeee
en fractions simples dont chacune ait pour dénominateur une fonction
linéaire de D. Les formules obtenues, comme on vient de le dire,
pourront servir & développer I'intégrale d’une équation linéaire aux
différences finies, qui aura pour second membre une fonction donnée
de la variable, en une série dont chaque terme sera proportionnel, ou
a I'une des dérivées de cette fonction, ou a I'intégrale d’une équation
différenticelle linéaire du premier ordre. Toutefois, ees formules, ainsi
déduites d’'une équation symbolique, ne pourront encore étre consi-
dérées comme rigourcusement établies, la méthode q'ui les aura fait
découvrir n’étant en réalité qu'une méthode d’induction, et I'on doit
méme observer que cette méthode ne parait nullement propre & faire
eonnaitre dans quel cas chaque série sera convergente, et sous quelles
eonditions chaque formule subsistera. Or ces dernieres questions se
résoudront assez facilement, dans beaucoup de eas, i I'aide des consi-
dérations suivantes.

D’abord, pour obtenir les régles de la convergence des séries, il suf-
fira souvent de recourir a deux théoremes que j’ai démontrés, 'un
dans I'dAnalyse algébrigue, page 143 ('), l'autre dans le Mémoire de
1331 sur la Mécanique céleste (*). A 'aide de ces deux théoremes, on
prouvera aisément, par exemple, que la séric donnée par Maclaurin

(1) OEuwvres de Cauchy, S. 11, T. HI.
() Ibid., S. I, T. XV.
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comme propre d représenter le développement d’une intégrale aux
différences finies reste convergente jusqu’au moment ot le module de
'accroissement de la variable atteint, non pas la limite pour laquelle
cesse la convergence de la série de Taylor, quand on y supprime dans
chaque terme les diviseurs numériques, mais une limite inférieure
qui sera le rayon d’une circonférence représentée par la premiere.
D’ailleurs cette limite inférieure sera nulle, excepté dans le cas ot la
série de Taylor restera toujours convergente; et, par conséquent, ce
dernier cas sera le seul dans lequel il y aura lieu d’examiner si la série
en question est convergente elle-méme.

Les lois de la convergence des séries étant connues, pour établir en
toute rigueur les formules elles-mémes dans le cas ou les séries seront
convergentes, il suflira ordinairement de recourir, soit au théoreme
de Fourier, soit & celui qui permet de transformer une fonction quel-
conque en une intégrale prise entre les limites — =, + =.

Au reste, je développerai dans un nouvel article quelques-unes des
nombreuses conséquences des principes que je viens d’énoncer, et
j'examinerai, en particulier, la formule qu’on obtient quand on dé-
compose i& en fractions simples, dont chacune a pour dénominateur

une fonction linéaire de D.

(N2

3.

CaLcuL INTEGRAL. — Memoire sur I emploi des équations symboliques dans

le Calcul infinitésimal et dans le caleul aux différences finies.

C. R., T. XVII, p. $49 (4 septembre 1843).

Le 1I¢ Volume de mes Exercices de Mathématiques () renferme un
article sur 'analogie des puissances et des différences dans lequel,
apres avoir rappelé les travaux remarquables de M. Brisson, relatifs

(1) OEupres de Cauchy, S. 11, T. VII, p. 198 et suiv.
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cet objet, j’ai spécialement examiné 'emploi que I'on peut faire des
caractéristiques D et A dans I'intégration des équations linéaires aux
différences finies ou infiniment petites, mélées ou non mélées et i
coefficients constants. Parmi les formules que j’ai, dans cet article,
établies et démontrées en toute rigucur, celles qui se rapportent aux
équations linéaires différentielles ou aux dérivées particlles se trou-
vaient déja dans le Mémoire de M. Brisson. D’ailleurs, il suffit d’ap-
pliquer la notation du calcul des résidus aux diverses formules que
j’avais obtenues pour en déduire les intégrales générales des équations
linéaires et a coefficients constants, aux différences finies ou infini-
ment petites, sous la forme d’expressions symboliques tres simples,
et pour retrouver ainsi la formule que jai donnée dans le Volume
déja cité, page 213 ('), ou les résultats du méme genre donnés d Rome
par M. I'abbé Tortolini.

Les formules que j’avais démontrées dans I'article ci-dessus men-
tionné renferment sculement des fonctions rationnelles des lettres
caractéristiques D et A. Ces formules sont généralement vraies ct sub-
sistent dans tous les cas possibles. Mais on ne saurait en dire autant
des formules auxquelles on parvientlorsqu’on développe ces fonctions
en sérics composées d’un nombre infini de termes, comme I'avait pro-
posé M. Brisson, ou lorsqu’on fait entrer, avec cet auteur et avee
Poisson, les lettres caractéristiques sous des signes d’intégration. Il
était important d’examiner sous quelles conditions subsistent de telles
formules, qui sont quelquefois exactes et quelquefois inexactes. Or, je
suis parvenu & reconnaitre qu’il y a heureusement un moyen simple et
facile de résoudre généralement cette question. Le moyen dont il s’agit
consiste a substituer les valeurs trouvées pour les inconnues dans les
équations auxquelles ces inconnues doivent satisfaire et & examiner
sl ces équations sont ou ne sont pas vérifiées, en ayani soin d’assu-
jettir les séries introduites dans le caleul & demeurer toujours conver-
gentes. Cest ainsi que j’ai obtenu diverses formules que j'indiquerai

(') OLuvres de Cauchy, S. 11, T. VII, p. 258.
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ci-aprés. Parmi ces formules, il en est une surtout qui me parait digne
de remarque, savoir, celle qui sert a transformer une intégrale aux
différences finies en une série d’intégrales aux différences infiniment

petites.

ANALYSE,
Soient
(S REV

deux fonctions entiéres des lettres caractéristiques
D, 4,
ou plus généralement des lettres caractéristiques

D, DDz R A A AR,

z

qui indiquent des fonctions dérivées et des différences finies relatives
a diverses variables z, y, 5, .... Supposons d’ailleurs que

D,y D,/, coog V,y V”s

désignant d’autres fonctions entieres des mémes lettres caractéristiques
etV,V,, ... étant des diviseurs de la fonction V, on ait

g_9.,. 08
(1) VoV +V,, ...

dans le cas ol on considére ces lettres caractéristiques comme de
véritables quantités. Enfin, soit

(2) K=/f(r,y, 35 ...)

une fonetion quelconque des variables x, y, =z, .... On sera naturelle-
ment porté a croire que I’équation (1) entraine la suivante

‘ Og_ 3, 03,
(&) —V~Kﬁ_~lk+V—K+...,

n

dans laquelle les notations

g

o B 3,
aadlly AN 0 3

’ "
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représentent les valeurs de

», U, o,

propres a vérifier les équations aux différences finies ou infiniment

petites
(4) Vo =[K,
(3) V,GS,:D,K, Vllwll:DllK’

Or, pour décider si la formule (3) est exacte ou inexacte, il suffira
d’examiner si I'on vérifie ou non 'équation (4) en prenant

(6) T=,+®,+....

Cela posé, concevons d’abord que les termes compris dans le second
membre de la formule (3) soient en nombre fini. On tirera de cette

formule
VoL \Y%
(7) D:VT,(J’+WD"+""

et, par suite,

.V v
(8) DKmle],K—r—V”D,,K—i—...,

puis, eu égard aux équations (5),

(9) OK=Ve,+Vw,+...

ou, ce qui revient au méme,

(r0) Vo, +®,+...) =0OK.

Done alors la valeur de » donnée par la formule (6) vérifiera I'équa-

tion (4 ), eomme nous ’avons reconnu dans le 11° Volume des Exercices
de Mathématiques (*).

Lorsque% se réduit & une fraction rationnelle de la seule caracté-
ristique D ou A, on peut, & 'aide du calcul des résidus, décomposer

immédiatement cette fraction rationnelle en fractions simples, et obte-

(V) OEuvres de Cauchy, S. 11, T. VII.
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nir ainsi une équation de la nature de I’équation (1). En effet, soient
f(x), F(x) deux fonctions entiéres de x, et supposons, pour plus de
commodité, le degré de la premiére fonction inférieur a celui de la
seconde. On aura généralement

{(x) 1 £(r)
(e1) F(x) ’—{/a:__,-(l?(,-)}'

Or, si dans la formule (11) on remplace successivement la variable «
par les caractéristiques D et A considérées comme propres i indiquer
une dérivée et une différence relative i cette méme variable, on ob-
tiendra deux formules analogues & la formule (1), et les équations
correspondantes qui se présenteront a la place de I'équation (3) seront

, (D) .~ K ()
() FUUK—LD—qum}
f(A) . 5 K (i(r)
(13) F(4) "1—-«33?,-[m)]'
D’ailleurs
K K
p—r ¢ x=r

représenteront les deux.valeurs de & propres & vérifier les deux équa-
tions linéaires
D—ro=K, (A—rs=K;

de sorte qu’en posant, pour abréger, Az = £, on trouvera

K & _r
e e"x./'e—"dex, A»wl_( =(+r) 12([ +r) 4K,

-r

Done les formules (12), (13) donneront

f(D) . OO SR
o fA) . { Al T
(15) ]%A—Sh:é;[l‘,((:)))(l—i—l‘)" E (t+r) * K,

Donc on vérifiera I'équation différentielle

(16) F(D)w = f(D)K
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en posant
(17) w:&(Ff((’;_)))e”fe‘"dex,

et I'équation aux différences finies

(18) F(A)ms=f(A)K
en posant

(19) m:&[é((’;‘))](l—&-r)Z”lE(I +I‘)—7'-K.

Si, dans les formules (17), (19), on réduit la fonction f(r) a I'unite,
on retrouvera les deux équations symboliques qui ont été données,

I'une par moi-méme dans le I1° Volume des Exercices de Mathematiques,
page 213 (*), Pautre par M. 'abbé Tortolini, comme propres & repré-
senter l'intégrale générale d’une équation différentielle ou aux diffé-
rences finies, linéaire et a coefficients constants.

Supposons, pour fixer les idées, qu’en posant f(r) =1 et K= f(x)
on assujettisse I'inconnue = de I'équation

(20) F(D)o = f(x)

A s’évanouir avec ses dérivées d’un ordre inférieur au degré n de la
fonction F(r), pour z =x, x étant une valeur particuliere de la va-
riable «; alors on tirera de I'équation (19)

x

B= &(ﬁ—)] e"xlfx e~ f(z) dz,

ou, ce qui revient au méme,

I K "(r—2 -~ ~
(a1) w:{;[m][ ere—) f(z) da.
Pareillement, si 'on assujettit I'ineonnue = de I'équation
(22) F(A)o=f(x)

(1) OFEuvres de Cauchy, S. I, T. VII, p. 258.
OFEuvres de C.— S.1, t. VIIL.

()3
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a s’évanouir avec les différences finies d’'un ordre inférieur au degré »
de la fonction F(r), pour x = x, on tirera de la formule (19)

(23) w= r[F(r)]z(H_,) TG,

Les formules (21), (23) fournissent le moyen de transformer en
intégrales simples les intégrales multiples aux différences finies ou
infiniment petites, dans lesquelles toutes les intégrales se rapportent
i une secule variable. En effet, si 'on posc F(7) =", les valeurs de ©
propres a vérifier les équations

Drw —=o, Arw —o,

et représentées par les intégrales multiples

fxr[x---f(m)dx", éé...f(x),

seront ce que deviennent les seconds membres des formules (21), (23)
quand on y pose F(r) = r". On aura donc

(24) ff f(w)dx”—f L

et

z=x

(25) 22 fl2)= Z.m_m(f;—.;’f)(n(f;" EB e ).

La premiére des deux formules précédentes étant déja connue, la
seconde s’aceorde avec I'une de celles que jai données dans le 11¢ Vo-
lume des Exercices de Mathématiques, page 183 (').

Parmi les formules que I'on peut déduire de I"équation (3), nous
citerons encore la suivante

K K 1 1
6 _
) Da[«‘(A) =5 D"“(F(")]’
D

(1) OEugres de Cauchy, S. 1, T. VlI, p. 221.
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qui est analogue aux formules (12), (13) et qui raméne l'intégration
de I'équation aux différences mélées

Al A R
D"l‘(ﬁ)(ﬁ—-K,

dans laquelle n désigne le degré de la fonction F(r), a I'intégration de
I'équation du premier ordre

(A—rD)s =K.

Nous citerons encore la formule

K K 1 1
(27) Dny(ﬁ) =& h=m; D;-I[F(r)]'
x D.r

Cette derniére formule, donnée par M. P'abbé Tortolini, pourrait se
déduire immédiatement, 3 'aide d’un simple changement de notation,
d’une formule établie dans le II° Volume des Exercices de Mathéma-
tiques, page 190 ('), et ramene 'intégration de 'équation aux dérivées
partielles

nE D‘ — K
DITF (T);) w=K

a celle de I'équation du premier ordre
(De—rD,)m =K.

11 est essentiel d’observer que, sil’on décompose en facteurs la frac-

tion rationnelle %) dans I'expression

)

qui forme le premier membre de 'équation (3), ordre des facteurs
pourra étre interverti arbitrairement sans que la valeur de cette ex-
pression soit altérée. On aura, par exemple,

e RO T

(1) QOFusres de Cauchy, 8. 11, T. VII, p. 232.
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et, en conséquence,
(28) DEK — SDK.
On trouvera de méme, en désignant par f(D) une fonction entiére
de D,
(29) f(D)XK = 2f(D)K.
11y a plus : on pourra, dans I'équation (28) ou (29), supposer les dif-
férentiations qu’indique la lettre D relatives a une variable distincte
de celle & laquelle se rapporte I'intégration indiquée par la lettre X.
Cela posé, il résulte de la formule (28) qu’on peut généralement diffé-
rentier sous le signe £ comme on différentie sous le signe] .

Si dans la formule (29) on prend

K = eax’

alors, en supposant le signe X relatif & , le signe D relatif a la lettre @,
et en laissant d’abord de coté la fonction périodique dans ZK, on

trouvera
ax
{(D)K =f(z)e®*, 3ZK= e_ai___l
Donc la formule (29) donnera
ax
(30) :f(gc)e«w:f(D)eTj-l?I + (),

() étant une fonction périodique de x, ¢’est-d-dire une fonction
assujettie a vérifier la formule

All(x)=o.
L’équation (30) parait digne de remarque, et prouve qu’en nommant

f(z) une fonction entiere de  on peut toujours obtenir en termes

finis I'intégrale
f(z) e,

de laquelle on déduit immédiatement cette autre intégrale
2 1i(x),

en posant dans la premiere @ = o.
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Si I’on suppose la valeur numérique du produit @/ inférieure a 2=,

on aura

3 ! = e [—i-c[ ah Ce adhd+
(&®) e —1 " ah 2 2 2.3.4 T

€,y €y ... ¢tant les nombres de Bernoulli. Donc alors, en ayant égard
a la formule

f(Dy)are*®=[(D,)Die**— D2 f(x)e**,
qui subsiste pour des valeurs entieres positives ou négatives de », et
en écrivant K au lieu du produit e** f(x), on trouvera

(32) SK= %fl{dx— Ko+ DK — 25 kDK .+ T(2),
ou, ce qui revient au méme,
(33) 3 O I TR

T ehbr

La formule (32) ou (33), qui est eelle de Maclaurin, pourrait étre
obtenue par induction a I'aide des équations symboliques

1+ A =D,

I 1

= =
AT ek g

Dans le cas ol I'on suppose la fonction K de la forme e** f(x), la for-
mule (33), d’apres ce qu’on vient de dire, subsiste sculement pour les
valeurs de 4 qui vérifient la condition

(34) mod.ah << 27.

Nous reviendrons, dans un autre article, sur les conditions de con-
vergence de la formule de Maclaurin, et nous montrerons aussi le parti
qu’on peut tirer des formules (3), (12), ... et autres du méme genre,
- quand le nombre de termes renfermés dans le second membre devient
infini. Nous nous bornerons, pour I'instant, h observer que, si dans
I'équation (12) on pose

@00k e Wl s
FD) v~ ¥
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on en déduira immédiatement une formule nouvelle qui nous parait
digne d’étre remarquée, savoir

}:/'(-T)’—‘H(x)~%f(»v)— 0 ' Sz +ht)dt
(35) { —2f ' S(x + ht)cos(art)dt
S
—2 S(x + ht)cos(bre)de

x étant une valeur particuliere de la variable .
L’exactitude de cette formule peut d’ailleurs étre vérifice directe-
ment a 'aide d’équations déja connues.

224.

GEOMETRIE. — Rapport sur un Memoire de M. Liox LaLass, qui a pour
objet la substitution de plans topographiques a des Tables numériques a
double entreée.

C. R., T. XVII, p. 492 (11 septembre 1843).

’Académie nous a chargés, MM. Elie de Beaumont, Lamé et moi,
de lui rendre compte d'un Mémoire de M. Léon Lalanne, Sur la substi-
tution de plans topographigues & des Tables numériques @ double entrée,
sur un nouyeau mode de transformation des coordonnées et sur ses appli-
cations a ce systcme de Tables topographiques. L'utilité que peut offrir,
dans un grand nombre de questions diverses, P'application des prin-
cipes exposés dans ce Mémoire est un motif pour que ’Académie nous
permette d’entrer, a ce sujet, dans quelques détails.

Les travaux de Viete, de Fermat, de Descartes ont ouvert un vaste
champ aux géometres, en montrant la liaison intime qui existe entre
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I'Algebre et la Géométrie. Cette liaison est devenue de plus en plus
manifeste, et, en développant les idées fondamentales émises par les
illustres auteurs que nous venons de rappeler, les géométres ont
reconnu, non seulement que les lignes et les surfaces peuvent étre
représentées par des équations en coordonnées rectangulaires ou en
coordonnées polaires, ou méme en coordonnées quelconques, mais
aussi que les équations peuvent étre réciproquement représentées par
des lignes ou par des surfaces. On sait le parti que Viete lui-méme
avait tiré des constructions géométriques pour représenter et déter-
miner les racines des équations. On sait encore que, dans la Méca-
nique, les géometres ont employé des longueurs pour représenter des
quantités d’une tout autre nature, telles que des forees, des vitesses
ou des moments d’inertie, et que souvent des constructions géomé-
triques leur ont offert le moyen le plus simple de parvenir 4 I’éta-
blissement des lois suivant lesquelles varient ces diverses quantités.
Ainsi, par exemple, on avait reconnu que la résultante de deux ou
trois forces peut étre exprimée par la diagonale d'un parallélogramme
ou d'un parallélépipede construit sur deux ou trois droites propres &
représenter en grandeur et en direction les forces données; que le
moment d'inertie d’un corps, relatif 4 un axe passant par un point
donné, est réciproquement proportionnel au carré du rayon vecteur
d’un certain ellipsoide, etc. En résumé, on peut dire que les géo-
metres ont, dans un grand nombre de circonstances, appliqué, d’une
part, UAlgebre & la Géométrie, d’autre part, la Géométrie a I’Algebre,
et, par suite, aux diverses branches des Sciences mathématiques.

Il a été facile, en particulier, d’appliquer la Géométrie a la détermi-
nation des valeurs numeériques des fonctions d’une seule variable. En
effet, pour y parvenir, il a suffi de prendre la variable pour abscisse,
puis de tracer une courbe dont la fonction fiit 'ordonnée, et de me-
surer cette ordonnée en chaque point, soit a I'aide du compas, soit
a l'aide de divisions indiquées sur le papier par des droites équidi-
stantes et paralleles a 'axe des abscisses.

Pour appliquer la Géométrie & la détermination numérique d’une
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fonetion de deux variables, on devrait, en suivant I'analogie, eonsi-
dérer une semblable fonction comme 'ordonnée d’une surface courbe.
Mais, avant de tirer parti de eette idée, il fallait indiquer un moyen de
représenter aux yeux, sur un plan, Pordonnée d’une surface courbe
tracée dans I'espace. On peut y parvenir en projetant sur le plan donné
des eourbes tracées sur la surface, dans des plans paralléles équidi-
stants. Cest ce que fit en 1780 M. Ducarla, par rapport aux plans topo-
graphiques sur lesquels il imagina de projeter des courbes de niveau
équidistantes et cotées. Au reste, avant et depuis cette époque, des
moyens analogues ont été appliqués & la représentation de divers phé-
nomenes de Physique ou de Méeanique, ou & la recherche de leurs
lois, ainsi que le prouvent les courbes d’égales déclinaisons de I'ai-
guille aimantée tracées par Halley, les courbes isothermes représen-
tées par M. de Humboldt, enfin les méridiens magnétiques, auxquels
Euler avait songé, et qui ont été tracés par M. Duperrey sur les Cartes
du globe. MM. Piobert, d’Obenheim, Bellencontre et autres ont aussi,
a diverses époques, appliqué le moyem ci-dessus rappelé a la solution
de divers problémes. M. Léon Lalanne a donné encore une plus grande
extension aux applications dont il s’agit.

Toutefois, de graves difficultés d'exécution se présentaient lorsqu’il
était question de construire et de tracer sur un plan un grand nombre
de courbes dont les formes pouvaient varier a U'infini. M. Léon Lalanne
a eherché s’il ne serait pas possible de surmonter cet obstacle, etil y
est parvenu dans beaucoup de cas. Il observe, avec raison, que les
cotes, marquées sur les axes coordonnés, peuvent étre des nombres
propres a représenter, non plus les diverses valeurs des coordonnées
elles-mémes, mais les valeurs correspondantes de leurs logarithmes,
ou, plus généralement, les valeurs d’autres variables qui soient des
fonctions quelconques des coordonnées. Un exemple de cet artifice de
caleul se trouvait déja dans la construetion de la regle logarithmique,
qui parait offrir I'une des premieres applications que I'on ait faites des
idées de Néper. Or, en adoptant ce proeé¢dé, on verra souvent les lignes
courbes qu'il s’agissait d’obtenir se transformer en lignes droites. C’est
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ce qui arrivera, en particulier, si la fonction proposée est un produit
de deux facteurs dont chacun dépende d’'une scule variable, ou méme
si un semblable produit dépend uniquement de la fonetion proposée.
Alors, en prenant les logarithmes, on obtiendra une équation linéaire
dont les valeurs devront étre cotées : 1° sur les axes coordonnés sup-
posés rectangulaires; 2° sur des droites paralleles également inclinées
i ces deux axes. C'est de celte maniere que M. Léon Lalanne a con-
struit un abaque qui sert & résoudre avee une grande facilité¢ les
diverses opérations de I'’Arithmétique, méme I’élévation d’un nombre
4 une puissance fractionnaire. L’abaque de M. Léon Lalanne fournit
généralement deux ou trois chiffres exacts de chacun des nombres que
'on se propose de calculer.

Parmi les applications que M. Léon Lalanne a faites de sa méthode,
nous avons remarqué celles qui se rapportent, d’une part, a la déter-
mination des superficies de déblai et de remblai dans le tracé des routes
et des canaux; d’autre part, & la résolution des équations (rindmes.
Quoique, dans son Mémoire, M. Léon Lalanne ait considéré seulement
une équation trindome de forme algébrique, il est clair que 'on pourrait
étendre I'application du procédé dont il a fait usage a toute équation
trinéme entre trois variables, qui serait linéaire par rapport & deux de
ces variables regardées comme indépendantes, ou méme par rapport i
trois autres variables fonctions de celles-ci (').

En résumé, nous croyons que le Mémoire de M. Léon Lalanne est
digne d’étre approuvé par I’Académie, et, eu égard aux nombreuses
applications que 'on peut faire des principes qui s’y trouvent exposés,
nous proposerons l'insertion de ce Mémoire dans le Recueil des Savants

étrangers.

(1) En effet, cn supposant X et Y fonctions de = et de ), on pourra généralement
réduire a la construction de lignes droites la résolution d’une équation de la forme
f(z)=Xo(s)+ Yy (s),
1(2), 2(2), %.(3) désignant trois fonctions de la variable z que I'on suppose fonction de .=
et de y.

OFuvresde C.—5.1, 1. VIIL. 6
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225.

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Mémoire sur les fonctions dont plusieurs valeurs
sont lices entre elles par une équation linéaire, et sur diverses transfor-

mations de produits composés d’un nombre indefini de facteurs.

C. R., T. XVII, p. 523 (18 septembre 1843).

Plusieurs formules qu’Euler a données dans son Introductio in Ana-
lysin infinitorum, et d’autres, plus générales encore, peuvent se déduire
trés naturellement de la considération des fonctions dont plusieurs
valeurs satisfont & une méme équation linéaire. C’est ce que 1’on verra
dansle premier paragraphe de ce Mémoire. Dans le second paragraphe,
je donnerai quelques transformations remarquables des produits com-
posés d’un nombre indéfini ou méme infini de facteurs.

§ I. — Sur les fonctions dont plusieurs valeurs sont liées entre elles
par une équation linéaire. :

Lorsque deux ou plusieurs valeurs d’'une méme fonction satisfont
& une équation linéaire, on peut souvent de cette équation méme
déduire la valeur de la fonction exprimée par une série composée
d’un nombre infini de termes ou par un produit composé d’'un nombre
infini de facteurs.

Concevons, pour fixer les idées, qu'une fonction inconnue ¢(x) de
la variable @ soit assujettic & vérifier une équation linéaire de la forme

(1) 9 (z) =X 9(x),

X, X désignant deux fonctions données de la variable «, en sorte
qu’on ait

(2) x=1f(z), X=F(2).

Si l'on suppose que les divers termes de la suite
(3) X, Xiy Xy

se déduisent les uns des autres par des formules semblables a la pre-
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miere des équations (2), en sorte qu’on ait
(4) ==} Xo —1(X}), X=X} 20 0g
si d’ailleurs on fait, pour abréger,
(5) X;=F(x), Xo=F(x), X;=F(x,), o
alors, en remplacant, dans I'équation (1), « par x, puis par x,, puis
par x,, ..., on trouvera successivement

¢ (x) =X, 9(xy), 9 (x1) =Xz 9(x2),
On aura done, par suite,
o(x) =X o(x) =XX; 0(x) = XX X, 9(x;) =. ..

et généralement

(6) o(2) =XX;X,...X, 0(x,).

Si I’on pouvait étre assuré que, pour des valeurs croissantes de »,
9(x,) s’approche indéfiniment de I'unité, on tirerait de la formule (6),
en y posant 72 = oo,

(7) () =XX;X,....

Du moins, ce que Pon ne saurait révoquer en doute, c’est que, si le

produit
XX, X,...X,

converge pour des valeurs croissantes de » vers une limite fixe, ou,

en d’autres termes, si la série formée avec les logarithmes des fac-

teurs
Xy Xl’ Xz;

est convergente, I'équation (1) sera vérifiée par la valeur de ¢ () que
détermine la formule (7). Alors, en effet, on tirera de la formule (7).
en y remplacant & par x,

(P(X)ZX1X1X3...: CP(X‘r);

et I'on aura, par suite,
o(x)=X¢(x).



h COMPTES RENDUS DE L'’ACADEMIE.

=

La fonction o(x), que détermine I'équation (1), peut, dans un assez
grand nombre de cas, étre développée, & I'aide de cette équation
méme, en une série ordonnée suivant les puissances entieres de la va-
riable . Supposons, par exemple, que x soit une fonction entiére et
X une fonetion rationnelle de , en sorte qu’on ait

I)
(8) X=g

P, Q désignant deux fonctions entieres de la variable «. L’équation (1)
pourra s’écrire comme il suit
Qo(z)=Po(x),
et, si I'on y pose
(9) olx)=ay+a;z+ a,r’+.. .,
on en tirera

(10) (@o+ ayx + ayx?+...)Q = (ay+ a1 X -+ a,x>*+...)P.

Or, si 'on égale entre eux, dans les deux membres de la formule (10),
les coeflicients des puissances semblables de &, on obtiendra entre les
divers termes de la suite

Ay, @y Ay,
des relations qui suffiront souvent pour les déduire les uns des au-
tres. D’ailleurs, on tirera des formules (7) et (9)

(r1) XXX, .. =ay-Fax + a2 +.. .,

et cette ¢quation subsistera tant que la série comprise dans le second
membre sera convergente.

Pour montrer une application des formules qui précedent, suppo-
sons, dans I'équation (1),

o . 1+ox
X=tz, :m,

¢ désignant une variable nouvelle, et «, € deux coefficients arbitraires.
Alors I'équation (1) sera réduite & la formule

14+ ax
1+ 6x

(2)=

o(tx),

(12)

-
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et pour vérifier cette formule, lorsque la variable ¢ offrira un module
inférieur a I'unité, il suffira de prendre

1--ax 1+ otz 1+ al’x
14+ 6x 14 8t 1+ 6862

(13) ¢(z) =

On aura d’ailleurs, dans le cas présent,
/

P=1+4oax, Q=1+ 6,

et, lorsque les modules des produits «x, €2 seront inférieurs i I'unité,
la valeur de ¢(«), fournie par 'équation (13), sera développable en
une série convergente, ordonnée suivant les puissances aseendantes
de z, le terme indépendant de « étant

agy=¢9(o)=r1.

Quant aux coefficients
Qy, Qg

des autres termes, on les déduira aisément de la formule (10), et 'on

trouvera ainsi
a—6 a—8 oat—p
—+

4. ...
1— ¢ 1—¢ 1— ¢ +

(14) o(x)=1+

Done, en supposant que les modules de ¢, de aa et de 6« restent infé-
rieurs a I'unité, on aura

1+ax 14+ oatxr 1+ alle
(15) 1+ 8x 14+ 6tx 1+ 6882
1
_I+oc——6$+a—6 at—6x2+a~—8 ot —8 ou:‘l—STS*_
- = T R = =R =

Si dans I'équation (15) on pose successivement

=Ny 8 =o,
puis

=l | o, 8=—1,
puis

=4 ""1I, Sl==l2

puis enfin
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on obtiendra les formules

1+ 2) (14 tz) (14 22). ..
(16) 1 1 t I ¢ #

=1+ —Z 4 —— z? xd 4.

1—¢ 1— ¢ 1 — {2 I—¢t1—8 11—

S (1—x)(1—tx) (1—z)...

cey

(17)
= x4 ! x4 L ! 2 x3+
- 1— ¢ 1— ¢ 1—¢£2 I— ¢ 1— 21—
(G+2) (i tx)...(1+ 1)
(18)? SR e A b i O b A e TR
_ 1— ¢ 1—¢ 1— ¢ I—¢ 11— 1 —¢ 7
1
\(1—.v)(1—t$)...(1—t"—’x)
(19) <
' +I—l" +1—l" 1— ¢+l “+ 1— " j— gn¥l j__ yn+2 3+
| X L X 000
1— ¢ 1—¢ 1— ¢ 1—¢ 1—¢  1— 3 ’

dont les deux premieres ont été données par Euler dans 'Ouvrage déja

cité.

S . — Sur diverses transformations de produits composés d’un nombre fini

ou méme infini de facteurs.

La formule (15) du paragraphe précédent fournit un développement

remarquable du produit

(1) = 1+ax 1+atx 1+ atx
¢ T 1+ 82 1+ 6lx 1+ 62

D’autres développements du méme produit peuvent aussi se déduire

des principes que nous allons établir.
Je ferai observer d’abord que, si I'on pose

(2) A=a+4 g, B=10b+8, C=c+y,

on en conclura

Ad=a—+a, AB=Ab+ A8, ABC = ABe + ABy,
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par conséquent,
i A =a o,

(3) AB —ab + abd +A8,

Sil’on prend

@0 == =1}
alors les équations (2) se réduiront aux formules
(4) A=1+a, DB =18, C=1+7y,
et les équations (3) aux suivantes

(A =1+ 2,
AP =1+4-a-+ AS,

(5)
ABC =1+ a-+ A6+ 4By,

puis on en conclura, en supposant infini le nombre
G . .5,

(6) ABC...=14 o+ A+ ABy+....
Cette derniére formule suppose que la série

o, o, 7>
est convergente.

Si, pour fixer les idées, on prend

1+ oz I+ atxr 3 1 - af?
[ ] = (R L ECeg A
1+ 0x 1+ 8¢x

on devra, dans la formule (6), remplacer «, €, v, .

o—8 o—8 a—8

——— —_— ——
HApgrr EEEI et 1+ 602z 2

1+ 6¢2

i

des facteurs A, B,

7

)
x

.. par les rapports

et, par suite, en supposant les modules de ¢, de ax et de 62 inféricurs
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a I'unité, on tirera de la formule (6)

i ax 1 oatxr 1+ollx
s 1+ 6x 1+ 8tx 1+ 6822

3

)

? o—8 14 oz (:Jz—G)lx‘2 I+oax 14 otz (a—6)¢8
- T

l+1+6’x T 14+ 68x 1+8tx I+6x 146tz 1+882x
On peut eneore obtenir, pour le produit représenté par (x) dans
I'équation (1), un développement qui différe du précédent, en cela
seul que les numérateurs des diverses fractions introduites dans le
second membre se réduisent i des fonctions de la variable 7. En effet,

posons
a,x 75

T+ 8x © (1—|—6J:)(1+6’t.r)_+"'

o(x)y=1+

dans I'équation linéaire
1+ ox

1+ 8x

o(x)= Q(tx)’

qui est une suite néeessaire de la formule (1). On pourra, dans Ie se-
cond membre de eette équation linéaire, décomposer chaque terme en
deux autres, i I'aide de la formule

itax o — 8¢ -

1+ 6t 1+ 6rx
et I'on reconnaitra dés lors que, pour vérifier cette méme équation

linéaire, il suffit de prendre
a(1—)=a—8, a(1—)=a,(a—88)¢t a;(1—&)y=a,(a—Ee2)e2, ...,
par conséquent

_a—8 a—6ta—812

o —8 _a—8 a—5¢ B
7 M R B T

> (273

— ——— 07
1— ¢ 1—¢ 1— 0

ay— )

On aura done

I+ax 1+oatxr 1+ al’x
1+8x 14+ 6tx 1+ 62x

a—6 =z +a—6 a— 8¢ Gz
1—¢ 146 1—¢ 1= (1+8x)(1+8tx)

(8) =1+

. a—8 a—8ta—=8& (1958 .
\ 1—¢ 11— 1—8 (1+8z)(1+68tx)+82x) T

Y S P
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Cette derniere formule subsiste encore généralement pour des mo-
dules de ¢, de ax et de €a, inféricurs a 'unité. En y ayant égard, on
peut aisément de la formule (15) du § I déduire la suivante

(I +ax)(1+atz)(i+allz)...(1+y2 ) (14+ytx!) 1+ y2x1). ..
(0) s (14+8z)(r+6tx)(1+68x)...
9) /
2
( :T[1+(a—€).r+(oz—G)(o:t—G)x‘1+...+a_tsl:z-‘—*—a_téta_teﬁ-v—z—i—---],

dans laquelle on a

G 1
(10) AL R T ey e gy

Les formules (8) et (9) comprennent, comme cas particuliers, deux
équations données par M. Jacobi, et dont 'une est ce que devient la
formule (9) quand, apres y avoir remplacé ¢ par ¢3, on pose € = o,
o=y = ¢. On trouve ainsi

(+tx)y(t+8x)(1+x).. . (1+te )+ Cr )+ 0x 1) ...
(rr) g _1-}-t(x+w—‘)+z*($2+x—2)+t9(x3+x—3)+..,_

(U— 31— &) (1 —¢E8). ..

D’ailleurs on tire successivement de cette derniere formule : 1° en
posant x =1,

L+ 20420 +2+...

o |
=(1— ) (1— &) (1— 8. [(1+6) (14 8) (14 8) ...

3
2° en posant x = ¢ et remplacant ensuite ¢ par %,

(13) g | e A At S AR S AL
1
== =) =) ... [(1+ ) (1+22) (1 +£3) ... ]

3 4
3° en remplacant ¢ par ¢* et @ par %,

T4 B B4 T 2 (-,
= (1) (1) (L) (1462) (1-25) (14+83)e (1 —83) (1 —£8) (1—£9)....
OFuvresde C.—S. 1, t. VIII. 7

)
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3
Si, au contraire, on remplace, dans la formule (11), ¢ par — £ et x
3 . , .
par ¢*, on obtiendra I'’équation
(15) "1—t—24+ 40— == (— ) (1—8)...,

qui a été donnée pour la premiere fois par Euler.

226.

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Second Mémoire sur les fonctions dont plusieurs

valeurs sont lices entre elles par une équation linéaire.

C. R., T. XVII, p. 567 (25 septembre 1843).

Parmi les fonctions dont plusieurs valeurs satisfont & une équation
linéaire, on doit remarquer les produits composés de facteurs binomes
dont les seconds termes croissent en progression géométrique. Je vais,
dans ce Mémoire, m’occuper spécialement des équations linéaires que
vérifient de semblables produits, et du parti que I'on peut tirer de ces
équations pour développer les produits dont il s’agit en séries ordon-
nées suivant les puissances entiéres positives, nulle ou négatives d'une
méme variable.

ANALYSE.

Formons un produit qui ait pour facteurs les binomes que 1'on
obtient quand on ajoute I'unité aux divers termes de la progression
géométrique

& L 8IR BPEPy  ooop IRTHE
Si 'on nomme ¢(x) ce produit, considéré comme fonction de x, on
aura

(1) 9(2)=(1+@) (14 tz)...(14 "1 z),
et I'on en conclura

[+ "y
‘P(m)—";ﬁ?(@")'
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ou, ce qui revient au méme,
(2) (1+2) ¢(te) = (14 t"2) 9(2).
Or, en partantde cette équation linéaire, on dévéloppera aisément g ()

en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes de . On
trouvera ainsi

( e ke 1 — ¢ — 1

s(l—}—.’l‘)([—i-—t:l‘)...(I—lr—t”"‘.’l)):l—}— — it g txt+...
(3) ) N (n—2)in—1) nin—1)

' +£_tt t 2 x’l‘]_‘_t 3 m".

\ W=

Si, apres avoir remplacé, dans 'équation (3), n par 2n +1 etz par
t~, on multiplie les deux membres par le produit

nin+-1j i 1
2 2
(2 2 3

on obtiendra la formule

(x%-l— 1‘_%) (14 tx) (14 8x) ... (1+2) (1+ te?) (1+ 7). (1 +"a!)

1 1 n 3 3 n n—1 5 _5
- 3 -y, 11— 3 -2 11— 1—¢ s( .2 2
__H[.Z' +x +l—_—w—;2t(x ST OB >+I~:F_:2‘-I—:—[,;_—;t (.T +x )—l— 9

(4)

dans laquelle on aura

1 — (r+2 | — gn+3 1 — g2t

() B 1 — ¢ —e 11—

Si, au contraire, apres avoir remplacé, dans Péquation (3), n par
an, ¢ par £ et @ par t***'x, on multiplie les deux membres par le
produit

a5

on obtiendra la formule

‘ (14+t2) O+ Bx)...(14+22-12) (1 ta™)) (14 B2~ (14 22tz t)

(5)2 :K[l—|—

o= tin TS t‘zn I — t?.n-——i ,
L@+ 2+ s T t*(.r-+a‘—7)...:|,

T t%/t»fz

dans laquelle on aura

M=yt [ — t2n+k I —== tin

(7) K=

o —f* [ — (20
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Enfin, si, dans les équations (4), (6), on pose n==oc, alors, en
attribuant a ¢ un module plus petit que I'unité, on obtiendra les deux
formules

w[—

% (1 +tx) (1+2x) 1+-82) ... (1+tx™t) (14 ) 1+ Bax) ...

(8) 1

R ‘+t(x +x %)+£3(.Z'E+x 5)+tﬁ(x +a 2’)4—...

a—8a—)a—2)...

|~.|..-

(9) 1+ (zt+r )+ ( o) (2P .

(r—2)(1—t")(1—=1¢%)..

,

<
j (G +tx) (1 Bx) 1+ Bx)... (14 tx=t) (1+ £3x“)(1+l5-’2?")_- ..

dont la seconde, donnée par M. Jacobi, a été déjh rappelée dans le
Compte rendu de la précédente séance.
SiI'on pose, pour abréger,

A= (1 27) (1 £20) (1 4 37 .,

G B, =@ —¢®)(1— ) (1 — ). ..,

les formules (8), (9) pourront s’écrire comme il suit :

nin+1) 1

o B 2=t r o e ey o tem) (o 22

(12) Zeman=B,(1+ x)(1+ B2) (1+ 2).. . (14 tx=?) (1+ B~ (1+ B, ..

la somme qu’indique le signe X s’étendant & toutes les valeurs entiéres,
positives, nulle et négatives de n.

On peut aisément passer de la formnle (2) aux équations linéaires
que vérifieront les premiers membres des formules (8), (9), ou les
premiers membres des formules (11), (12), considérés comme fone-
tions de x. On reconnaitra de cette maniere que, si 'on pose

nin+1) n+1
(13) xw(zx)=Zt * a2 2 Y(Z) =2z,
on aura

1
(r4) 1(x) = Cxy(tx), b(z) =te y(l2).

On peut, au reste, s’assurer directement de I'exactitude des for-
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mules (14) en remplacant ¢ par ¢z, soit dans les premiers membres
des équations (8) ou (9), soit méme dans les formules (13). Ainsi, en
particulier, la seconde des formules (13) donnera évidemment

li(tgx‘) — E t"""z"x"::: t—lx—lz [(n—i—l)’er-l — ¢! x-—iz [lt’xn — 11 l:J(.I‘)

Il est bon d’observer encore que y.(x) est précisément ce que de-
vient le produit

1 L
A= Snien "R

quand on y remplace ¢ par .

En partant des formules (14), on pourra aisément établir les équa-
tions linéaires que vérifieront des puissances quelconques des fonc-
tions représentées par y.(x) et par P(x). En effet, si I'on désigne
par m un exposant quelconque, positif ou négatif, entier ou méme
fractionnaire, on tirera des formules (14)

(15)  @r=caryaln  [@)]r= ey ea)n.

Donc, si I'on pose, pour abréger,

X (z) =[x (=2)]™ W(z)=[Y(=)]"
on aura
X(z)=tTanX(tz), W(z)=t"x"¥V(Lx).
A laide de ces derniéres ¢quations, ou, ce qui revient au méme, a
P’aide des formules (15), on pourra aisément, lorsque m sera entier et
positif, développer
[x(2)]™ et [$(x)]™
suivant les puissances entitres, positives, nulle et négatives de la va-
riable 2. On trouvera ainsi, par exemple,

[L!J(‘Z’)]m:: k2 tmnt pmn L kl 3 pmni2m gpmnt kgE pmat+im pmn?

(16) i

249 -_ —_
( S km—l >mn +2(m—1)n xmn-&—m 1,

k, k,, ky» ..., k,,_, désignant les cocfficients indépendants de z. D’ail-
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leurs, pour obtenir ces eoefficients, il suffira évidemment de ealeuler,
dans le développement de

[qJ(x)]In,
les termes proportionnels aux puissanees

—_— 2 -1
GO=0, @By &Yy cosy @R

de Ia variable . Or, on y parviendra facilement en regardant [ {(x)]?
comme le produit de () par ¢(x), puis [{(«)]* comme le produit
de 4(x) par [{(2)]?, puis [{(x)]* comme le produit de {(x) par
[V(2)]*, ou plutdt comme le produit de [{(x)]* par [$(2)]% .... Si

I'on pose en partieulier m = 2, on trouvera

k=20 =14 28242884+ 2884 232 .,
k :
%:El‘z"("“):2(l+t"+t”+ £ 9L,

et, par suite, la formule (16) donnera
(l ./-) (E t"’x")”: 3 2nt N g2nd pon i 3 2nin+1) ¥ p2n(n+1) axin+t,

Si, dans les équations (16), (17), etc., on attribue a la variable x
des valeurs particuliéres, on obtiendra d’autres équations, quelquefois
remarquables. Ainsi, par exemple, en posant successivement z =1 et
x == t, dans la formule (17), on trouvera

(18) (T 2= (Zemt)? 4 (X 2nin+n)2
et
(19) (S gr(n+0)2— o F 20* F p2n(n+1),

1
puis, en remplacant ¢ par ¢z,

nn+1)\2
(20) <El : > —=2 3 X galnrn),
Les formules (18) et (20) peuvent encore s’écrire comme il suit :

(21) (1+2z+zﬁ+2t9+...)?:(|+zﬁ‘—t—zt"+...)2+4t(1+t‘+t”+t“+...)2,
(22) (1+ ¢+ 3+ Ot P= (1428 28 4.00) (14 2 42542124, L ).
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On tire de la formule (20)
(23) (1+2t+28 4280+, .. )+ (1—at+2t—at+. .. ) =2(1+ 282+ 25+...)%

On pourrait encore facilement établir les équations linéaires que
vérifieraient des produits de la forme

L ()} [ (=)
ou bien des produits de la forme
Y(x)d(erz) (). ..,
a, 6, ... désignant des exposants quelconques et, par suite, obtenir
les développements de semblables produits en séries ordonnées sui-
vant les puissances entiéres, positives, nulle ou négatives de . On
trouverait ainsi, par exemple,

(Et”’x")(Zt”""“”x”)

7
24)
( — Y pantran 3 2ntvon p2n ¥ ante2aton ¥ 2nth2n—on pintt

Si, dans les formules (15), le nombre entier . devenait négatif,
alors on pourrait encore déduire de ces formules les développements
de [y (x)]™ et de [{(x)]™, par exemple de

I
[$(2)]' = (=) g
suivant les puissances entieres de . Mais, pour y parvenir, il faudrait
recourir a un artifice particulier de calcul que nous indiquerons dans
le Mémoire suivant. '

291.
CALcuL DEs RESIDUS. -— Meémoire sur I’ application du calcul des résidus au
developpement des produits composés d’un nombre infini de facteurs.
C. R., T. XVII, p. 572 (25 septembre 1843).

Dans ce Mémoire, je m’oceuperai des produits formés par la multi-
plication d’une infinité de facteurs, dont chacun est le rapport des
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deux fonctions linéaires d’'une méme variable; et je considérerai spé-
cialement le cas ot les diverses fonctions linéaires que renferment les
divers rapports sont des bindomes qui surpassent 'unité de quantités
représentées par les termes d’une progression géométrique.

Dans le premier paragraphe, jappliquerai le calcul des résidus a la
décomposition des produits dont il s’agit en fractions simples.

Dans le second paragraphe, je montrerai comment on peut déve-
lopper les mémes produits en séries ordonnées suivant les puissances
entieres de la variable.

Aureste, je me bornerai ici & indiquer les résultats principaux de
mes recherches, qui seront reproduites, avee plus d’étendue, dans les
Exercices d’ Analyse et de Physique mathématique.

§ L. — Application du calcul des résidus a la décomposition de certaines
Jonctions en fractions simples.

Soit f() une fonction de la variable @, qui ne cesse d’étre continue
que pour certaines valeurs de @ qui la rendent infinie, et auxquelles
correspondent des résidus déterminés. D’apres une formule établie
dans le I** Volume des Exercices de Mathématiques, page 212 ('), si
'on nomme r, R deux modules distincts de la variable z, on aura

(1) f_:f(ReP\/—_‘)dp _[:f(rep¢:>‘lp:2ﬂ«n>£(n) (f(:))'

(k)

Cela posé, concevons que le produit @ f(x) ne devienne pas infini

poura = o, et que lafonction /(x)ne devienne pas infinie pour = :)—
On tirera aisément de la formule (1) : 1° en supposant que f(z) s'¢-

. I
vanouisse avece o

(2) fizy=§& e,

e

(1) OFusres de Cauchy, S. 11, T. VI, p. 265.
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f(xz)

’ . 1
2° en Sllpl)OS&ﬂt que —— s’évanouisse avee —»
x a8

s’ flz)= :

)

(%) I (=) ({m) | I
- — ¥-1 f = 3
L0 e U Q(_m<x_s+s>[f( )

)

’ -+ Lf—:x_f<t21”‘/‘_‘)d[).

2T =

(3)

Appliquons maintenant les formules (2) et (3) & quelques exemples.
Si I'on pose, dans la formule (2),

I
1—tr)(1—x) (11— Bax).. . (1— L) (1— Gz HY(a—z ...

(4) f(w):(

2

on en eonclura, en supposant le module de ¢ inférieur & I'unité,

| [h—))(1— ) (1 — 8. .. ]2
(1—tx) (1 —Ba)...(1—tx ) (1— o). ..

=

(3 I 2 ¢8
) -+

1 —tor 1—t3x+ [ —r
I 2 e

+ — -+ -
11—ttt 1— B! r— !

Si I'on pose, dans la formule (3),

() (1B (1 8x). (1t (1 B Y (1 Bt
6) flx)= (t—txy(1— B2) (1— Bx). . . (1— Lt Y (1— Br Yy — ). ..

>

le module de 7 étant toujours inférieur a I'unité, on trouvera

( lx B t'x
x)=12K — = =
) “‘f( ) (I—t.l’ 1—t3I+1——l".r
7 ¢ "
( = (= iy st n (3o ge=" 3
\ —lr1  1—Pat o _pgt )T

les valeurs de K et de s étant

[+ (r+ ) (r+1¢8).. .72
(8) K"‘[(x~t2)(:—ﬁ)(x—zﬁ)...]’

___I_ b =y
(9) S _ﬂf(el\/ 1) dp.

Olluvres de C. — S. 1, t. VI, S
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Pour déterminer la fonction de ¢, représentée par s, il suffira de re-
courir a I'équation linéaire

(10) f(z) + f(x)=o,

que vérifie la fonction f(x), et qui se déduit immédiatement de la for-
mule (6). En cffet, on tirera de I'équation (r10), combinée avec la

formule (7),
(7. gl

On aura donc
8 =1,

Cela posé, I’équation (9) donnera
(11) [ f(ePV'-:l)dpzzer, .

les valeurs de f(«) et de K étant déterminées par les formules (6),

(8), et ’on tirera de I'équation (7)

g < tx Bx 6% a1 Bt At
1+ 2 +

(12)

1—tx — 8z 11—z U i—txt 1 —8Bxt' 11—z

o (1+l.1;)(1+t3.1:)(1+t5x)...(1+tx"‘)(1+t’w“‘)(l—}—65.2:“)....
TKO—-tr)—Pz)(1—8B2)...(1—tx Y (1—Bx ) (1— x|

Si 'on pose, dans la formule (2),

- ex)a+ ). )Y+ ) (1 + o). ..
(13) S(=)= (1—tx)(1— Bx)...(—tx ) (1—Bx ) —txt)...’

on trouvera

I t A
x)y=H{—— — - ; e
(14 ‘f( ) <l———t.): 1~l‘x+1——t"x
th)
? il vy ‘ 2t
I tz—! 1— Bz " 1 — Bt 2

\

la valeur de H étant

. _fa+)a+88)a+)...712
(150 H_[(;-—zﬂ)([~z*)(;—cﬁy...]’
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et ’on en conclura

1 1t 1 _1 il )
g L trt . an 8 Gapw G2an E
iI—tx 11—z 1 —fx 7 1—tx' 11—z 1—tsa!
(16)
L ( 1 SN O+ 2a) 1+ ) (4 2t (14 ). L
— =it : .
\ H (—txr)(1—8z).. 1—tx ) (1 —Bx ). ..

D’ailleurs la valeur de f(z), déterminée par la formule (13), vérifiera
évidemment I'équation linéaire

(17) J(Ex)+ 71 f(z) =o,

et, par suite, il suffirait de prendre

A OT R ETE R iy e i e
pour obtenir une valeur de /() qui vérifierait encore I'équation (10).
Les équations (12) et (16) s’accordent avec des formules données
par M. Jacobi. Elles peuvent d’ailleurs se déduire 'une et I'autre d’une
équation plus générale, comprise elle-méme dans la formule (3), et
qui parait assez remarquable pour mériter d’étre ici rapportée.
Si, en supposant le module de ¢ inférieur a I'unité et le module de §

. I ,
compris entre les modules de z et de -, on pose, pour abréger,

(1—0) (1—02) (1— 022 . .(1— 6-12) (1 — 6-1¢7). ..
0= _ P
(19) =) (=) (1—8)...]

on aura

1+0x 140tz 1+ 0txr 14 6-¢xt 1+ 6-122

I+& T+tx 140z 1+t 1+ 2zt
I xZ 3
(20) —9 o —9 tx — tx L
1—0 I+ 1+tx 1+ 2

G4 22—t
e e e R e
[+ tx! * 1+ O2z! £l

Nous ne nous étendrons pas davantage, pour I'instant, sur les appli-
cations des formules (2) et (3), que I'on pourrait multiplier & I'infini.
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§ II. — Développement des produits composés d’un nombre infini de facteurs
en séries ordonnées suivant les puissances entiéres d’une variable.

Concevons que I'on veuille développer, suivant les puissances en-
tieres de la variable , un produit de la forme de ceux que nous avons
considérés dans le premier paragraphe. On pourra, pour y parvenir,
chercher & tirer parti, soit de la décomposition du produit en fractions
simples, soit de I'équation linéaire & laquelle satisfait ce méme pro-
duit, considéré comme fonction de «. Dans le premier cas, aprés avoir
développé chaque fraction simple en une série ordonnée suivant les
puissances entiéres et positives ou négatives de «, on obtiendra, pour
coefficient de chaque puissance, la somme d’une nouvelle série, et
il ne restera plus qu’a examiner s’il existe un moyen facile d’obtenir
la valeur de cette somme exprimée en termes finis. Si Pon considére
en particulier les produits représentés par les seconds membres des
formules (6), (13), (18) du paragraphe précédent, alors, en opérant
comme on vient de le dire, on résoudra aisément la question pro-
posée, puisque les séries dont les sommes serviront de coefficients aux
diverses puissances entiéres et positives ou négatives de x se rédui-
ront & des progressions géométriques. On pourra, de cette maniere,
établir aisément les formules

3 &
i 2 —1 2 —2 3 -3 R
( \ - [1—1—t’<x+x )+1—+—t‘(x+x )+1+t“(‘r+x )+ ]
1) -
) T (+tz) i+ 82) (+Pz). ..t ) 1+ B2 !) 1 B2t ..
T KOa—tx)(—Cx)(1—8Cx)... (1—tx" ) (1—-Bx ) 1+ Bx)...
et
ik 1 3 3 5 _3
itz x4+ x ? xi+z ?
— ¢+ — 4. ..
=N 1+ 3 0 e (e
(2) . .
-2 P (1+22) 0+ tte)(1+ ). (12 ) (G 1+t ..

o H (1-—tw}(1—t”w)(1——t“x)...(1——tw“‘)(l——t“x“)(l-—ﬁx“)...’



(4)

(3) S[
(
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les valeurs de K et de H étant toujours

b

. [a+e)(+ ) +¢9)...7? T+ +)(+20)... ¢
k“[(1—;2)(1—&)(1—16)...] i H_[(l——t")(l——l")(l—t“)...]

et les modules des variables @, ¢ devant rester tous les deux inféricurs
3 Punité. En d’autres termes, on aura

i3 1+ x* ¢ 14at /¢ 2+1+a?5 ¢ 3+

1 -~ L3 z 14+ ¢ \@ v ¢\ 2

1 (14+tx) (14 B2) 1+ Bz).. .1+t ) 1+ Ba ) 1+ Bl ..
K(O—tx)O—8Bz)(—x).. . 0—tx ) (1—Bx )y —x). ..

et

| G | T t+1+x5 BN 1427 [/ t\3
14¢ 14+ x 1+

z R0\

a4z G+ 2x)(+ )+ B2). .+ P L+ ) (1 + sty .

= GO—tx)—Bx)(1—8a)...(1I—tx )Y (1 — B )Y —Bz!)...

Il y a plus : si I'on développe suivant les puissances de @ le second
membre de la formule (5) du § I, on trouvera pour terme indépendant
de x I'expression

(5) T—=1— 40— 24 (20—,
¢’est-i-dire la somme de la série dont le terme général est

ot tn(n-&-l),

et pour coefficient de 2” ou de =" I'expression
tn— t3"+2—}— s t'1n+1z+ Cee

équivalente au rapport

2 2 ] 3
it o n +3n+2__|_ tn’+5n+6_ ni+Tn+12 oL, e

n?

ou, ce qui revient au méme, au rapport

gr(nd1) _ p(na1) (R42) o p(n+2) (R43)
R




62 COMPTES RENDUS DE L’'ACADEMIE.

par conséquent au rapport

e ﬁ—ztﬁ:-...i gt
Done la formule (5) du § I donnera
' (=)o —)(a—15)... ]
~ (1—tx)(1—Bx)...(1—tx~ )Y —a ). ..

(6) o

L

T —14+ 2

=T— S (a+a")+—5

(242~ )—...,

les modules des variables ¢, « devant rester encore inférieurs & I'unité.
Lorsque, pour développer suivant les puissances entiéres de  un
produit du genre de ceux que nous avons considérés, on veut se servir
de I'équation linéaire & laquelle satisfait la fonction de x représentée
par ce méme produit, alors, pour éviter toute erreur, il faut nécessaire-
ment avoir égard au changement de nature que peuvent subir, quand
@ varie, les développements de certaines fractions simples. Supposons,
pour fixer les idées,
[(r—e)(r— ) (1—-¢%)...]?

1—tx)(x~t3z)...(I—tx—‘)(l-—t“w—‘)...'

(7) f('x):<

Alors la fonction f(a) vérifiera I'équation linéaire
(8) f(ez) +tx f(z) =o.
Posons, dans ce méme cas,

(9) f(z)=2T,z",

le signe X s’é¢tendant a toutes les valeurs entieres positives, nulle
ou négatives de @, et T, désignant le coefficient de =" dans f(x). 1l
semble, au premier abord, que la formule (8) entrainera 'équation
de condition

T,_y+ T, t=o,

de laquelle on conclurait

T,= (—1)"T ¢,
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T étant la méme chose que T,, et, par suite,
S(x) =T Z(— )2 zn,

Cependant, cette derniére équation est ¢videmment inexacte, et 'on
s’en trouve méme immédiatement averti par cette seule circonstance
que P'expression 2™ 2" est dépourvue de sens, attendu qu’on ne peut
sommer la série divergente dont le terme général est

(_ ])IL [-n’xn.

Mais, pour retrouver des formules exactes, il suffira d'observer que,
dans 'hypothese admise, f(«) se décompose en fractions simples dont

une seule,
1

ey )
1— tx!

offre un développement qui change de nature quand x est remplacé
par . Donc, avant de recourir a la formule (8), on devra retrancher
le développement de cette fraction du développement de /(). Alors,
a la place de la formule (9), on obtiendra la suivante

=T —1+ (T, — )1+ (T, — )x 4. ..
+ Ty + Tyx?4. ...

1
(10) g o) = e
En remplacant, dans cette derniere, « par *«, et ayant égard a la for-
mule (8), on formera I'équation

I
“’[f(“’) - T—Tx] +T— 14 (Toy— £) 22~ 4 (T, — ) o~ .
+Tix +T,224...==0;
1
1—t{x
de x, et comparant entre eux les coefficients des puissances sem-

suivant les puissances entieres

puis, en développant f(x) et

blables de @, on trouvera, non seulement
=ik,
quel que soit z, mais eneore

T -af 4 y— 12
Tl‘::—- F I: T2:—— ’I-‘ll_at) T:,:—T“ %
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et, par suite,

T,,,:(—I)"T_—l+ P Pango 022 =

s &

ce qui est exact.

Le méme artifice de calcul servirait a déduire les formules (1), (2),
et autres du méme genre, des équations linéaires auxquelles satisfont
les fonctions de @ représentées par les produits dont ces formules four-
nissent les développements.

On peut, des formules ci-dessus trouvées, déduire une multitude de
conséquences dignes de remarque; par exemple, on en tire

\ (1--2f+2t' +280+... )1+ 28+ 2t +287+...)

(11) I I—tt_'_l—t”t.,_i_l——t’*tg_‘_l—t'*t,+
:I - < . .
1 — 3 1 — 8 1 —¢° 1— 2
et
. . TN 3t 5e2
(12) I+ i+ 104, ) = +

1—t+1—t3+1—t5

Au reste, je reviendral sur ces formules dans un autre Mémoire, et
Jobserverai en finissant que si, dans les équations (1), (2), on rem-
place @ par une exponenticlle imaginaire, on obtiendra des formules
données par M. Jacobi.

Ajoutons que les équations (1) et (2) sont comprises, comme cas
particuliers, dans Péquation plus générale qui se déduit de la derniere
formule du § I. En effet, on tire de cette formule

14+ 0x 1+ 0tz 14 082x 1+ 01—t 14 61 2t

\1+w I+t 1+ Cx {+ tx—! 1+ 22!
1 a x? a3
(13) =0 — -— -
by ) (1—-6 —6: 1= 1= T
' L Oien Griear | grigs
a T —6t 1—6&  T—gp )

la valeur-de O étant toujours

= (1—O0)(r—6) (1 —08)...(1—018) (1 — 6-1¢2)...
o = a—e)y(—2)...]?
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228.

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Mémoire sur une certaine classe de fonctions
transcendantes lices entre elles par un systéeme de formules qui four-

nissent, comme cas particuliers, les développements des fonctions ellip-
tigues en series.

C. R., T. XVII, p. 650 (2 octobre 1843).

§ I. — Considérations générales.

Concevons que I'on multiplie les uns par les autres divers binomes
dont chacun ait pour premier terme une constante déterminée, par
exemple I'unité. Si les seconds termes de ces binomes varient en pro-
gression arithmétique, on pourra en dire autant des binomes eux-
mémes, et le produit que I'on obtiendra sera 'une des expressions
que M. Kramp a désignées sous le nom de factorielles. Mais, si les se-
conds termes des bindmes varient en progression géométrique, le pro-
duit obtenu sera une autre espéce de factorielle dont les propriétés
remarquables méritent d’étre signalées. Il importe de distinguer 'une
de l'autre ces deux espéces de factorielles, en indiquant, s’il est pos-
sible, & I'aide du langage méme, le mode de formation de chacune
d’elles. Pour atteindre ce but, nous désignerons généralement sous le
nom de factorielles des produits composés de divers facteurs que nous
supposerons, pour 'ordinaire, représentés par des binomes dont les
premiers termes seront égaux; puis nous appellerons factorielles arith-
métiques celles dont les facteurs varieront en progression arithmé-
tique, et factorielles géometrigues celles qui auront pour facteurs des
bindmes dont les seconds termes varieront en progression géomé-
trique. Dans ce dernier cas, la raison de la progression géométrique
sera en méme temps ce que nous appellerons la raison de la factorielle
géométrigue. Le premier terme de la progression, ou le second terme
du premier binome, sera la base de la factorielle.

OFuvres de C. — S. 1, t. VIII. 9
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Lorsque, dans une factorielle géométrique, le premier terme de
chaque facteur est une constante qui differe de I'unité, il suffit évi-
demment de diviser la factorielle par cette constante élevée a la puis-
sance dont le degré est le nombre méme des facteurs, pour obtenir
une autre factorielle dans laquelle chaque facteur a pour premier
terme ['unité.

Eu égard a cette observation, on peut se horner & considérer, parmi
les faetorielles géométriques, celles qui offrent pour facteurs des bi-
nomes dont chacun a pour premier terme I'unité. C'est ce que nous
ferons désormais. D’ailleurs, nous nous proposons de considérer ici
spécialement les factorielles géométriques, eomposées d'un nombre
infini de facteurs; et il deviendra nécessaire de réduire & I'unité le
premier terme de chaque facteur, dans une semblable factorielle, si
I'on veut que celle-ci ne devienne pas nulle ou infinie. Comme cha-
cune des fonctions appelées elliptiques se réduit au rapport de deux
factorielles, on ne doit pas étre étonné de voir les formules déduites
de la considération des factorielles géométriques fournir, comme eas
particuliers, les développements des fonctions elliptiques en séries,
ainsi que nous I’expliquerons dans la suite de ce Mémoire.

~

S . — Propriétés diverses des factorielles géométriques.

Considérons une factorielle géométrique, composée d'un nombre
infini de facteurs dont ehacun ait pour premier terme I'unité, les se-
conds termes des bindmes qui représentent les divers facteurs étant
les termes successifs de la progression géométrique

5y (Gl Ma08 Wy 35
dont la raison ¢ offre un module inférieur & 'unité. St Pon désigne par
o(a, t) cette factoriclle dont & sera la base et ¢ la-raison, on aura

(1) B(2, ) = +x)(1+tx) (14 2x) (1+ 8x)....

Nommons A et B les valeurs particuliéres qu’acquiert cette facto-
rielle, quand on y pose successivement & -= ¢ et @ == — ¢. Nommons
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pareillement A,, et B,, les valeurs que o(x, £7) recoit quand on y pose
successivement @ = ", x = — ¢™. On aura

AA=A=0+)(+E)+8)...—=v({, ),
B=B=(—0H(—8)a=08)...=w(—¢ ),

et généralement

Am: (I . t”’) (l S tﬁm) ([ -+ l:im) =t m(t"‘, t”’).

B, = (1— tm) (1— £2m) (1 — 7). = (— ", ).
D’ailleurs, on tirera de 'équation (1)
(2) w(z, ) =(+2)w(tx, t);
et comme on a, quel que soit x,

1 —2*=(—z)(+x),

on (rouvera encore

(3) w(— 2, 8) =w(—x, t)a(x,t).

En remplacant dans cette derniere formule 2 par ¢, on en conclura
(4) B,= AB;

en remplacant au contraire « par ™, et £ par (™, on trouvera

(5) Bow=—=AnB,.

La formule (4), de laquelle on peut déduire immédiatement la for-
mule (5), a été remarquée par Buler (Introductio in Analysin infinito-
rum).

Concevons maintenant que 'on multiplie 'une par I'autre les deux
factorielles géométriques

w(z,t) =(-+2)(a+itx)(+Llx)...,

w(tx—, ) =(1+ tx~Y) 1+ Lz !) 1+ Bl ...,
et désignons, a l'aide de la notation

(=, ¢),
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la nouvelle factorielle qui résultera de cette multiplication. On aura
(6) H(z, t) =w(z, )yw (L2, 1)

ou, ce qui revient au méme,

(7) Iz, )=(+2)(+tx) 1+ Lx)...(1+tx!) (14 2271). ..

et, par suite,

(8) ;zrfgﬂ(m, t):(x_%—}« af%) (1+tz) (14 22). . (14 Ltz ") (14 22~1). . ..

Comme le sccond membre de la formule (8) ne varie pas quand on y
remplace x par 27!, cette formule entraine évidemment I’équation

(9) (2, ) = 2t (a1, 1),
que on peul écrire comme il suit :

(10) I(z, t) =2 M (21, ¢).
De plus, on tire des équations (6) et (2)

N(tz, t)=w(tz, t)o (21, 1),

m(tx,t):z—r;i-%%-), vz, )=+ 2z Vot t)
et, par suite,
(11) (tz, t) =21 (=, ¢),

ou, ce (ui revient au méme,
(12) Mz, t) =xW(ta,t);

puis, on en conclut
Iz, t) =z (tx, t)
=zt Ml (a2, b)

=z.tz.txll(lx,t)

et généralement

H(J?, t) = ™M {1+2++(m—-1) H(l’”.l), t)
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ou, ce qui revient au méme,
mim—t)

(13) W(x,t)=¢ * zrl(t"a,t).

Enfin, la formule (6), jointe a I'équation (3), entrainera évidemment
I'équation
(14) (— 22 ) =lI(—x, ¢) (=, t).

Parmi les propriétés dont jouissent les factorielles o(x, ¢), (2, ¢),
on peut remarquer encore celles que nous allons indiquer.
Si I'on nomme 7 une quelconque des racines primitives de 1'équa-
tion
B —1 — 0,
on aura identiquement, quel que soit x,
I—xh=(1—2)(1—rz)(t—rix)...(1— rr-lz),

et 'on en conelura

(15) B(—2" "y =w(—x, )W(—ra,t)...s(—rrlg ),

(16) O(—zm, tm) =(—x, t) II(—ra, t).. W(—rmtg, ).

La formule (15) permet ¢videmment de transformer une factorielle,
dont la raison est ¢#, en un produit de plusieurs autres factorielles,
dans chacune desquelles la raison se trouve réduite i la premibre
puissance de ¢.

Concevons a présent que I'on construise le produit de 7 factorielles
de la forme

Az, t), O(pax,t), Mva,t), ...,

A, &, v, ... désignant des coeflicients queleonques réels ou imagi-
naires, et que I'on représente par f(z) ce produit considéré comme
fonetion de @. L’équation

(x7) Slxz)y=M(ha, t) M(pz, ) (v, t).. .,
jointe & la formule (12), entrainera évidemment la suivante :

(18) J(z)y=2py...z" f(tz).
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Si I'on supposait, au contraire,

I

(19) f(l'):T]'()‘x,t)][({.;x',t)l[(vx,t)...’

on trouverait
(20) fi(z) =Gt psto=to D e fia).

Enfin, si 'on supposait

MGz, H M (px, Y H(va, t). ..
(2 2) = Biam, o) Mi6a:; BTM papinee

alors, en nommant n le nombre des factorielles
H(ra, t), W(pz,t), M{vax,t), ...,
et n == ¢ le nombre des factorielles

H(az,t), M(8x,t), O(yx,t), ...,

on trouverait

(22) HiloN="02= (),
la valeur de 6 étant

. TSRk
('2.‘)) 6 — o(’é)t_,-

Sil'on a précisément 2 == ¢ == n ou ¢ == o, la formule (22) se trouvera
réduite i

(24) Slx)=10[(tz),
et 'on en conclura généralement, quel que soit le nombre entier m,
(23) Jix) =82 il 2z

Cette derniere formule, subsistant quel que soit , sera encore vraie
si 'on y remplace « par ¢, ou, ce qui revient au méme, si 'on y
remplace m par — m.

La formule (22) ou (25) mérite d’étre remarquée, comme présen-
tant une relation linéaire trés simple entre deux valeurs diverses de la
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fonction f(x). En partant de cette méme formule, on peut aisément
décomposer cette fonction en fractions simples, ou la développer en
série, comme nous I'expliquerons dans le paragraphe suivant et dans
de nouveaux Mémoires.

§ 1. — Décomposition d’une fraction qui a pour termes des produits

de factorielles en fractions simples

Le calcul des résidus, joint aux formules établies dans le para-
graphe précédent, fournit les moyens de décomposer assez facilement
en fractions simples une fraction qui a pour termes des produits de
factorielles semblables a celles que nous avons considérées ci-dessus.
Concevons, pour fixer les idées, que on se propose de décomposer en
fractions simples la fonction

Qe OM(pz, H (v, 0) ...

(0 N = ez, ) U 6z, O My, 1)...

et supposons encore, pour plus de facilité, que les deux termes de la
fraction comprise dans le second membre de la formule (1) renferment
'un et autre le méme nombre 2 de factorielles. Alors, en posant, pour

abréger,
w(as, &) w85, t)w(ys, 2)...=P
et

(2) ( w<%,>w(ﬂgt>w</il)_o

on trouvera, pour un module de ¢ inférieur a 'unité,

% T Qf(s) R e W ()
(@) f(..l')—95+ m—ﬁ‘ﬁ—-f—&(‘r—'_:-f‘gt)—“—;
s étant indépendante de a, pourvu toutefois que la suite des résidus
partiels dont se composera le second membre de la formule (3) soit

une série convergente. De plus, comme, en vertu des formules (2)
et (6) du § I, on aura

(4) W(z, )= (1+ z)w(tz, {) w(tx=", 1)
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et, par suite, pour x = —1,

H(x,¢)

T =[w(— ¢, =B,

il est clair que 3; sera le résidu partiel de la fraction

B7
1
(z,¢)
correspondant i la racine — 1 de I'équation

I+x=—=0;

done aussi -]ﬁ sera le résidu partiel de la fraction

1

rl(ax,t)

. . 1 ’ .
correspondant & la racine — - de I'équation
1 ax ==0;

et, pour cette méme racine, le résidu partiel de la fonction f(x) sera

le produit de i par la valeur de 0, que détermine la formule

H(—Z,t)ﬂ<—-ﬁ>t>ll<—-l},l>...
(3) 0= — 2 z / . °‘
B: H<_a,z)n(—-&,z)...

Done la fraction simple correspondante & cette racine dans le second

membre de la formale (3) sera

1 o
0a< —-l>:——®a .
1+ az 1+ ax

D’autre part, comme, en posant, pour abréger,

(6) §— Auv. .

0(07
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on aura [voir la formule (24) du § IT]

(7) S(z)=106f(tx)
et, par suite,
(8) f(x):e’"f(t’”x),

quelle que soit la valeur entiere positive ou négative de m, il en ré-
sulte que les résidus partiels de la fonction f(x) correspondants aux
racines des deux équations

1+ at™x —= o, 1+oa " t=o
seront les produits respectifs des rapports

1 I
ot et at—m

par les expressions
0,0™ et O 6-m.
Donc les fractions simples correspondantes i ces deux racines dans
le second membre de la formule (3) seront
oty a—1gm 1
*1+atmz 14 atemp—t

Donc, dans le second membre de la formule (3), la partie correspon-
dante aux diverses racines de I’équation

I(az, t)=0 .
sera

— 0y 9(axx),
pourvu que ¢(x) représente une fonction nouvelle de x déterminée
par la formule

x tx 2z
x) = + 6 + 62 ce
(o) 1w I+ 2 I+ tx 1+t’x+
9
tx! P
— g — §-2 _—
1+ tx—1 14 31

Done, si 'on nomme
@51 0‘(,

OEuyres de C. — S. 1, t. VIIL. 10
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les valeurs successives que” prendrait le facteur @,, en vertu d’un
échange opéré entre les coefficients « et €, ou « et v, etc., on tirera
définitivement de la formule (3)

(10) f(2)=38— 0y ¢(az) — 09 (62) — Oy 0(ya) —. ...

Quant & la valeur de s, on peut la déduire immédiatement de I’équa-
tion linéaire (7). En effet, si dans cette équation linéaire on substitue
la valeur de /() fournie par I’équation (10), on trouvera

(1—0)8 —0;,—0;—0y—...=0
et, par suite,

_ 0y +05+6y+...

(11) S "

Done la formule (10) donnera
(1) ) =0u] 1 — o(am) |+ 03[y —g(E0) |+

Cette derniére équation suppose, non seulement que le module de ¢
est inférieur 4 P'unité, mais encore que la série dont () désigne la
somme est convergente et, par suite, que le module de 0 est renfermé

entre les modules de ¢ et de ti Il est bon d’observer que, pour obtenir

la fonction de zici représentée par ¢ (), il suffit de multiplier respec-
tivement par les puissances entiéres positives, nulle et négatives de 0,
les divers termes de la série dont la somme représente I'expression

D, M(z, £) ,
On a, en effet,
(13) 2D, (z,t) = —= A ) ] L2 ot

1+w+1+m: l+t2x+“'*l+£x"_I+t’x"_"“

Dans le cas particulier ot chaque terme de la fonction f(x) renferme
une seule factorielle, ¢’est-a-dire, dans le cas ot I'on a

(14) Flay= }%2—%
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I’équation (12) se réduit &
Gy WIS for=6[1y — o)),
la valeur de © étant
(16) @:B‘—,n<— 2 z),
et coincide avec I'équation (20) de la page 59 (voir le Compte rendu

de la dernitre séance). Alors f(x) se changera en une fonetion ellip-
tique, si chacun des coeflicients se réduit a 'une des quantités

[

s g |

T3 i

=g

Dans le cas ot chaque terme de la fonction /() renferme deux
factorielles, et ot 'on a

Gl S@) = M(ax, () (8, t)’

la formule (12) donne

1 I

18 fo)=8a[ 1 —a(ax) |+ 8|1 —o(8m) |;

et ainsi de suite.

Nous développerons dans d’autres Mémoires les conséquences impor-
tantes qui se tirent de la formule (12) et d’autres formules du méme
genre, sous le double rapport de I'Analyse mathématique et de la
Théorie des nombres. On doit particulicrement remarquer les résultats
qui se déduisent de cette formule : 1° quand le coefficient

0 — Auv. ..

 aby...

se réduit & 'unité; 2° quand les coefficients

deviennent égaux entre eux. Ainsi, en particulier, en supposant, dans

la formule (17),
==k 8 = A
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et, par suite, 0 =1,

N N}z, H(pz, t)
(19) Jitey= W(z, ) U (pz, t)’

on tirera de I'équation (18)

(20) f(2)=0[1—@(—2) — ©(—p) — @(z) + ©(hpx)],
les valeurs de O et de @ («) étant

I(—3, )T (—p, 0)
BTIL(— s, ¢)

(22) O(z)=2D,1(z, ).

{2r1) 0= »
Si, au contraire, on supposait dans I’équation (17)

==l
et, par suite,

(23) flz)= H(K[TI’(Q;I’(S;’ o

[
* .

on tirerait de la formule (18)
(24) S(2)=0][1—@(=1) = 0(— )] [ 72 — ¢(a) | — 2D:o (),

les formes des fonctions ¢(x), ®(x) étant toujours déterminées par
les équations (g), (22), et les valeurs de 0, © étant

(29) 0=y,
N(—x )0 (—p, ¢
(26) 0— )B"( By )
229.
ANALYSE MATHEMATIQUE. — Meémoire sur les factorielles géometriques.

C. R., T. XVII, p. 693 (9 octobre 1843).

Les factorielles géométriques, telles que nous les avons définies dans
la derniere séance, ont entre elles des relations qui méritent d’étre
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remarquées. Nous allons ici nous occuper spécialement de ces rela-
tions dont plusicurs peuvent assez facilement se déduire des principes
établis dans les précédents Mémoires.

1

ANALYSE.

Nommons w(z, ¢) une factoriclle géométrique, et composée d'un
nombre infini de facteurs, qui offre pour base la variable «, et pour
raison une autre variable ¢ dont le module reste inférieur & I'unité. On
aura

(1) w(x, t)=(1+2) (1+ tz) (1+2x)....

Soient de plus A, B les valeurs particulieres que prend la factorielle
w(z, t) quand on y pose successivement x =¢, = —1; soient pareil-
lement A,, et B, les valeurs particulitres que prend la factorielle
w(a, ™) quand on y pose successivement x = ", x = — (. On aura

encore
A=A=0+)0+)(+2)...=w(¢ t),

Bi=B=(—8)a—8)(1—8)... =o(—4¢1)
et généralement

Am-—_— (]+ t"’) (I+ th) (I S tarn)' .. ::m'(t'", l”‘),
B,= (1 — ") (1— &7y (1—3m). .. = (— ", t").

D’ailleurs, comme nous I'avons remarqué dans la derniere séance, on

trouvera
al ; (@, 1) = (1+ ) w (L, 0),
2
w(— 2% ) =w(—x, t)B(z, {)
et, par suite,
B,=AB,
(3) i
Bsm: Am Bm-

Considérons maintenant une factorielle II(z, ¢), représentée par le
produit-des deux factorielles géométriques

w(z, t), w(tz™, 1),
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de sorte qu’on ait

(4) Mz )=0+x)(+tz)(1+2x)...(1+tx ) (1+ Bx-1). ..,

(5) Oz, ¢) =2 (tz, t),
(6) (z=t, ¢) =1 (¢, ),
(7) I(— 22, ) =lI(— =z, ¢) I (x, ¢).

De plus, en vertu de la formule (8) de la page 52, on aura encore

21k U@ @)+ (2 2

O(x,t)= B
ou, ce qui revient au méme,
nin—1)
- i
(8) o (a, z):EZz T gn
et, par suite,
(9) N(tz, ¢2) = EI; Et”’x",

les sommes qu’indique le signe 2 s’étendant & toutes les valeurs

entieres positives, nulle et négatives de n. On en conclura immédia-
tement

nin—1)
( X @"=Bli(z, 1),
(10)

E rn =B, (¢, ).

Ajoutons que, en vertu de la formule (5) de la page 57, on aura
n(n+1)

B: o .
(— ¢, ) E(_I) 1— party’

: .
puis, en remplacant x par — % et ¢ par &2,

nln—o—l)
B2
(1) I(x, ) —2(_— 1) 1+¢n

En combinant entre elles, par voie de multiplication, la formule (11)
et la premitre des équations (10), on obtient cette autre équation
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digne de remarque :

nin+1)

nin—1)

t 2
155 2T Yy = B

Aux formules qui précédent on peut joindre encore la formule (20)
(p- 59), de laquelle on tire, en supposant le module de 0 compris

entre les modules de ¢ et de zl’

(O, t) 1
la valeur de O étant
n(—a,:t
(14) 80— —(—E;—2
et la valeur de ¢ () étant
1 tx itx .
B =)= 1—|—x+61+tx+921+62x+"'
Lk 1 GXind , a7t
- Itz T+ 21

Observons d’ailleurs que, en vertu de équation (15), on aura, si le
module de 0 est inféricur a I'unité,

I 88— 1 . ] o 6
i—0 : T i1+ i+ tx 1+ 2x
g1
+|—|—t'f‘x+1+t-2x : 21+t"

et, si le module de 0 surpasse 'unité,

1 0 2
1+~ 14+ttt 1422t

"E‘g—?('f)=—

1

g—1 92 G—n
T i+ tzt T 1+ -t —"'__2 [T
Donc la formule (13) donnera, pour un module de 0 inférieur a I'u-
nité, mais supérieur au module de ¢,

(6, ¢) II(—O t)
(4o Iz, ¢) 2 1+t"
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et, pour un module de 6 supérieur & I'unité, mais inférieur au module

1
de -t-':

(0, t) II(—— 9 t) O
(17) Nz, ¢t) Zx—i—t”x—"

Au reste, pour passer de la formule (16) a la formule (17), il suffit de

remplacer, dans la premiere de ces deux formules, 0 par g, et d’avoir
égard a I’équation (5).

Comme nous I'avons déja remarqué dans laséance précédente, pour
obtenir Ja fonction ¢ (), dontla valeur est donnée par la formule (15),
il suffit de multiplier respectivement, par les diverses puissances
entieres positives, nulle et négatives de 0, les divers termes de la série
dont la somme représente la fonction

x it i
S(I’(x)szle(x)zl+w+l+tx +1—|—:tix
(18)

Gad=s Tl
14+ tx—? 1+ 221

Ajoutons qu’en vertu de I'équation (22) on aura évidemment
(19) e(1)=4  W(—n=
et

Y-
(20) :

P\—
o(rf)=0(-it)=.
La formule (8) fournit immédiatement le développement de la fac-

torielle IT(2, ¢) en une séric ordonnée suivant les puissances entiéres,
positives, nulle et négatives de @. Pour développer les rapports

1 (6, ¢)
Mz (a0

en de semblables séries, il suffit de recourir & la formule (11) et ala
formule (16) ou (17), et de développer dans les seconds membres de

\
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ees formules les fractions de la forme

T 14 (g1

en progressions géométriques ordonnées suivant les puissances en-
titres et positives de ¢z. En opérant ainsi, on tirera, par exemple, de la
formule (16) ou (17), ou, ce qui revient au méme, des formules (13),
(14) et (15),

M9z, ¢)  T(—

0,t) Wk
(21) T = w2 g

le signe Z s'étendant ici, comme dans les formules (8), (10), (L),

(16), (17), a toutes les valeurs positives, nulle ou négatives de n.
Mais une différence essentielle entre la formule (8) et la formule (21),
c’est que la premiere subsiste pour des valeurs quelconques de «,
tandis que la derniére suppose le module de x renfermé entre les

e o I
limites 1 et 7
Posons maintenant

(22) Slx)=l(z, ) M(pz, t) M (ve, ). ...

in vertu de la formule (8), qui subsiste quel que soit 2, on aura
nli——ll nf}z—ﬂ nin-1)

(23)  f(x) :B—"th_' 2-7\".7:”2[_ : H‘U.”J‘”Zt S yngn,

m désignant le nombre des factorielles

Az, t), H(pz,t), H(va,?),

‘9

puis, en multipliant les uns par les autres les divers termes dont se
composent les sommes renfermées dans le second membre de la for-
mule (23), on trouvera

(24) f(z)=B"¥k,2",

le signe 2 s’étendant toujours a toutes les valeurs entiéres de n, ot la

fonction de ¢, représentée par k,, étant une somme de termes propor-
OFuvres de C. — S. 1, t. VI, 1]
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tionnels & des puissances entieres, mais positives de ¢, Comme d’ail-

leurs, en posant, pour abréger,

(25) §=2pv...,

on tirera de la formule (5)

(26) J(z)=bz" f(tz),

les diverses valeurs de k, devront étre telles que I'on ait
n
E k” o :2 gkn £ gt
ou, ce qui revient au méme,
Ekna:n :Eekn—m g,
Cette derniere formule, devant étre vérifiée quel que soit @, donnera
l(ll: Ok,l—lll ln_"l’

¢t par suite, si 'on nomme ¢ 'un queleconque des nombres entiers
!

inférieurs a m, on aura

ntn—1)
)

c ” “+ ni
Kpppei= 7 e i — 67 K;¢ z

Comme on aura, d’autre part, en vertu de la formule (8),

n{n—1) 0

—~ " s “+ni P . )
}dan[ 2 pmn+ l:B,,,{L‘l H(eth, l'”),

I’équation (24) donnera
( J(2) =K, 0(9m, ) + K,z W(Geam, tm) + ...
(27) ) 4 Koyt (Gt o, o),
K; désignant une fonction de ¢ liée a k; par la formule
K;=B-"B,,k,.

Ajoutons que, pour déduire de I'équation (27) elle-méme les valeurs
des fonctions de ¢ représentées par

s 7
I\U, Kl’ Op0% s I\m—~1,
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il suffira d’attribuer successivement &, dans cette équation, 7 valeurs
particulieres. Le calcul devient surtout facile lorsque les valeurs parti-
culieres de « forment une progression géométrique dontla raison 7 est
une racine primitive de I’équation binéme

pM =g,

En effet, supposons les valeurs particuli¢res dont il s’agit réduites aux
divers termes de la progression

Mo By MRS oodp  JEEEERS

on tirera de la formule (27)

(28) K,— FX) = r= f(rx) + r=2 f(r2x) +.. .4 -0 f(pmety)
) i mr mxfL(Geixm, em)

Il y a plus : comme dans I'équation (28) la valeur particuliere de x,
désignée par x, restera entierement arbitraire, on pourra en disposer
de maniére i simplifier la forme sous laquelle se présentera la valeur

de K,. Supposons, pour fixer les idées, que 'on ait

n = 2

et, par suite,
Sflx) =T, t)lI(pz,t).

Alors on trouvera
0= A, r—=—i,

et la formule (28) donnera

K — SR +/(=%) K. — S &) —S{—x).
0T TRII(6xE, 2) = B WM(GIRT, #) °

puis on en conclura : 1° en posant 0x?= —1,

S +f(—=x)=0

¢
AR Ay _1“(1””)
1T el =, ) W(=1¢, )

et
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2° en posant 0x*= —¢,

J3)—=f(—x)=o0

B, o
oo () _%?(X“’)
CTI(—¢, ) T (=g )

et

On aura done

i, ﬁ) M, 2) + xxn(g—‘, zz) (e, )

n(
(29) W(hx, ) M (pa, 1) =

(=2 o)
S1, dans la formule (29), on pose A == u == 1, elle donnera simplement

(Go) e, op= DT O+ R O, 2),

Eu égard aux formules (30), I'équation (11) donne

n{n—1}) 2
\" T2 o _.v n’z n(n—1) pn2n 2 n{r—1) [n’ 2n
(31) (Zz .z>__‘t ; 2z Yt 3 P

et, par conséquent, elle s’accorde avec la formule (17) de la page 54.
Prenons maintenant

, o Az, YW (pa, ) (v, t)...
(32) J(z)= W(azx, )1 (8, Hl(yax, t)...

et supposons d’abord, pour plus de simplicité, que les deux termes de
la fraction comprise dans le second membre de la formule (32) ren-
ferment 'un et autre le méme nombre 2 de factorielles. Alors, en
supposant la forme de la fonction ¢ () déterminée par I'équation (15),
et posant, pour abréger,

...
98 b=

H(-— za l)H(—— —f{" t)II(—— 1) l>...
(34) Oy= - z & :

S, ———y vy

B 11 ( — 2 t)lI(——éw)...
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on aura, pour un module de 0 compris entre les modules de ¢ et de ;
[voir 1a fornrule (12) de la page 74],

(35) f(x):@a[l—;l_—éﬁ:p(ocx)]—l-@g[ ig—q(é.r)]—k....

1

Si, pour fixer les idées, on prend m ==1 et X -- 0x, la formule (35)
donnera

(36) H(Gozx,t)__ﬂ(:‘_o_:j_)[ 1

e L — —o(ax

H(ax,t) B 1— 6 2 )]

et s’accordera ainsi avec I’équation (13). D’ailleurs, eu égard a la for-
mule (36), Péquation (35) pourra s’écrire comme il suit :

PP, - M (Yax, t) (88, 1) :
(37) f('r)*" i’l(——e,_[_j [Oa][(‘ad;’ t)A —'r—@o'll(s‘r" [)— ]

Enfin, comme cette derniére formule ne sera pas altérée quand on y
A , A . gw I
fera croitre ou décroitre 2, et, par suite, 0 dans le rapport de 14 - ou

de 1 & ¢, on doit en conclure qu’elle subsistera, non seulement avec
la formule (34), pour un module de 0 compris entre les modules de ¢

1 . R
et de ;> mais généralement, comme dans la formule (27), pour un

module quelconque de 0. Nous voici done arrivé & une équation tres
singuliere, a I'aide de laquelle une fraction qui a pour termes des pro-
duits de m factorielles
"Mk, ), M(pa,t),
ou
N(ax, t), W8z t), ...,
peut étre décomposée en parties proportionnelles & des fractions
simples de la forme
H(baz,t)
O(az, )’
la valeur de 0 étant déterminée par la formule (33).
On peut, au reste, simplifier encore la forme de I'équation (35) ou
(37), a laide des considérations suivantes.
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Posons, pour plus de commodité,

(38) Qla, )=+ tx)(1+x).. . (1+tx") (14 22! ...

ou, ce qui revient au méme,

(39) Q(x, )y =w(lx, ) w(tx ™ 1),

en sorte qu'on ait

(40) U(z, ) = (1+2)(x, 1),

et soit, en oufre,

Iz, ) M(pa, ) M(va, t). .. )
T Qax, t)Q(6x, t) (v, ). ..

(41) f(x)

Non seulement on aura identiquement

(42) Q(z, 1) =Q(x7, )
et
f(x
(43) f(@) (z) :

:(1+a$)(1+6x)(1+yar)...
mais, de plus, les formules (34) donneront

s 1(s)

(44) O“:_g‘/[(l+a;)(1+6;)(l-k—yZ).--]’

Cela posé, la formule (35) pourra étre réduite a

@) flr)= g‘;[wai}’(f?@;), 3 [e‘l:l - “’(‘ f)]

et la formule (37) &

ZEA

H mgpdra
) - B2 :‘lf(Z) ( & )
(46) flx)=— m— 9‘,7)5[(;+az)¢1+65)~--] H<~ f:’) ‘

e

Ces derniéres formules offrent le grand avantage de fournir immédia-
tement la décomposition de la fonction f(a) en fractions simples,
dans tous les cas possibles, et méme dans le cas oun les coefficients o,
6,7, ... deviennent égaux entre eux ou bien encore quand 6 se réduit
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a l'unité. Ainsi, en particulier, en posant m == 2, on tirera immédia-

tement de I'équation (45) la formule

, e, ) M{pr, t)
(47) (@, O l0pa, )

=01 —P(—2) -P(—p) - D(x) +D(Apx)],

dans laquelle on a

(=), ) (— p, 1)
(48) Gl : 5 1 108 T Bk

et la formule

H(rz, ) H(pz, t)
[(z, 0))?

(49)

@%[I—(I)(—)A)—(D(——(J.)] [i.é — (g(x)] ——xl)xc?(x)j,

dans laquelle on a

LA H(_ )w t) H(— %y t).

(D0) (0] D

Au reste, nous reviendrons, dans un autre Mémoire, sur les for-
mules (45), (46) et sur les formules analogues, relatives a la décom-
position des fonctions dont les deux termes sont des produits de fac-
torielles en nombres différents. Nous remarquerons seulement ici que
la formule (45) comprend comme cas particulier les belles formules
données par M. Jacobi pour les développements en séries des fonetions
elliptiques et des puissances entieres de ees mémes fonctions.

230.

ANALYSE NATHEMATIQUE. —- Meémoire sur les rapports entre les factorielles
réciproques dont les bases varient proportionnellement, et sur la trans-
JSormation des logarithmes de ces rapports en intégrales définies.

C. R., T. XVII, p. 779 (16 octobre 1843).

Les factorielles de la forme de celles que nous avons représentécs
a Paide de la lettre 11 dans les Mémoires précédents se réduisent cha-
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cune au produit de deux factorielles géométriques dont la raison est la
méme, et jouissent de cette propriété que, si Pon égale & zéro 'une
d’entre elles, on obtiendra une équation dont toutes les racines, A
I'exception de la premiére, qui sera indépendante de la raison, se cor-
respondront deux & deux, de maniere a offrir des valeurs inverses ou
réciproques 'une de I'autre. Cette propriété, analogue a celle que pré-
sentent les équations réciproques, nous conduit naturcllement a dési-
aner lesfactorielles dont il s’agit sous le nom de factorielles réciproques.
Nous appellerons dailleurs base’ d’une factorielle réciprogue la base de
la premiére des deux factorielles géométriques dont elle sera le pro-
duit, ou, ce quirevientau méme, le second terme de celui des facteurs
binomes qui ne renfermera pas la raison.

Lorsque I'on divise I'une par P'autre deux factorielles réciproques
dont les raisons sont égales, et dont les bases varient dans un rapport
donné, on obtient pour quotient une fraction qui peut étre réduite &
une fonction elliptique dans trois cas particuliers, savoir, lorsque les
bases sont égales, mais affectées de signes contraires, et lorsque le
rapport des bases se trouve représenté, au signe prés, par la racine
carrée de la raison. On sait d’ailleurs que les trois fonetions ellip-
tiques dont il est ici question sont liées & la variable que j’appelle
base, de telle sorte que le logarithme de la base est exprimé par une
intégrale définie, savoir, par une transcendante elliptique de premiere
espéee. On sait encore que ces trois fonetions elliptiques sont liées
entre elles par deux équations finies du second degré. Les formules
(que fournit la théorie des factorielles réciproques, en reproduisant
tous ces résultats, nous conduisent d’ailleurs & un théoréme général
qu’on peut énoncer comme il suit :

Divises Uune par 'autre deux factorielles réciproques dont les raisons
sont égales, et dont les bases supposées variables conservent toujours enire
elles un rapport donné. Cherchez ensuile le logarithme du quotient ainst
obtenu. La partic vartable de ce logarithme sera la somme de deux inte-

grales dont la premiére pourra étre facilement déterminée, tandis que la
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seconde représentera une transcendante elliptique qui aura pour amplitude
la fonction elliptique la plus simple, savorr, celle a laquelle se réduit le
quotient des deux factorielles réciproques, quand leurs bases sont égales,
mais affectées de signes contraires.

ANALYSE.

Nommons & (z, t) la factorielle géométrique dont la base est z et la
raison ¢, en sorte qu’on ait

w(x, )= +2)(1+tx)(1+2x)....
Soit, de plus, II(z, ) le produit des deux factorielles géométriques
Wil s L & (T v

La fonction II(, ), dont la valeur se trouve déterminée par la for-
mule

(n Mz, )=(+2)(1+t2)(1+ 8z)...(14 tz?) (14 2271). ..,

sera elle-méme une factoriclle d’'une nouvelle espéce, et si, apres avoir
égalé cette factorielle a zéro, on résout I’équation ainsi formée

(2) O(z, t) =o,

par rapport a la base &, on trouvera pour racines des valeurs de x qui,

a I'exception de la premiere
r=-—1,

dépendront toutes de la variable ¢ et se correspondront deux i deux,
de telle sorte que deux racines correspondantes

— ® et

em— 4

soient inverses ou réciproques 'une de 'autre. Cette propriété de la
factoriclle I (z, ¢) est pour nous un motif de la désigner sous le nom
de factorielle réciproque. Cette dénomination pouvait lui convenir d’au-

tant mieux que déjal’on nomme équation réciprogue une équation dont
OEuvresde C. — S. 1, t. VIIL. 12
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les diverses raeines, prises deux i deux, sont réciproques P'une de
l'autre, et que la formule (2) se réduit elle-méme & une équation réci-
proque, lorsque I'on débarrasse son premier membre du facteur bindme
indépendant de ¢, ¢’est-a-dire du facteur 1 + .

Concevons maintenant que, I(x, ¢) étant regardé comme fonction
de «, on pose

(3) O(z)=2D,11I(x, ¢),
et considérons, outre la factorielle réciproque M(, ¢), d’autres facto-
rielles de méme espéce
(7% A 1 e Y% Fhng
dont les raisons soient les mémes et dont les bases Az, pa, ... solent

a la base « dans des rapports donnés A, w, .... D’aprés ce qu’on a vu
dans le Mémoire précédent, sil’on fait, pour abréger,

A=w(¢ ), B=w(—¢¢)
et généralement
Ap=w (™, o), B,=w(—m, ),
on aura

DAz, ) M(pz, t)
O(e, ) N(dpx, t)

(4 =0[1 —®(— 1) — B(— p) — O(z) -+ O (hua)],

la valeur de © étant

T BrH(— A, ¢)

Mais, eu égard a 'équation (3), on aura encore, quel que soit ¢,

14
@(62) — @ (x)=xD,1 -H((Z—’f))-
Done la formule (4) donnera
oo WAz, o) M(pa, )  W(—A, ) H(—u, ) . I {(Ap, )
() W(z, ) WQdpa,6) — B(=g, ¢) [I~¢(_l‘)~¢(~ ;DY I(z, ¢) ]

Si, dans I'équation (5), on pose A = —1, u.= — 0, alors, en ayant
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égard aux formules
(¢, t) =242, @(1) =1,

on trouvera

- —0(0)+ 2D,

IM(6r, t)
(6) W(z, ) Wbz, ¢) B I(—6,¢) |2 J

H(—z, &) M(—b6z,¢)  2A* TI(6,t) [1
[ (z, ¢)

puis, en remplacant 6 par — 0,

H(—a,¢) Dz, _2A’H(—-6,t)[

(— b6z, t)
(7) (z, ¢) I(—6x,¢) BT (06, ¢) ]

I
5 — PO+ @Dl
Concevons & présent que I'on représente par « le rapport des deux fac-

torielles réciproques
(b, ¢), M(x,¢),
par o sa valeur correspondante & 0 = —1, et par ¢ ee qu’il devient
quand on y remplace 0 par — 0, en sorte qu’on ait
J— H(“‘ Zy t)
1 Sl (TN

_ TG, ¢) . M(—6z,t)
© B DR [EX

Si d’ailleurs on pose, pour abréger,

m(—6,:¢
(IO) k:l_i—(et—)-‘)ﬁ
(11) a=%—®(9), =i—0(=0),
les formules (6), (7) donneront
a+xDxlu:§%£kw,
(12) ’
b+2Dgly = m %k_l(x).

Si dans les équations(12) on remplace x par — , alors, en vertu des for-

1 ¢ u
mules (8) et (9), © se changera en ~> w en - et ¢ en —- On aura donc
@ ® ®
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encore
Bl 22 B* &,
a+xzDzle —zD, Q—W;/\w ’
(13)
b+xDlu—2D,] —Egk-—i ~1.
| “ Y U @

puis on en conclura, en combinant par voie de soustraction la premiere
des équations (12) avec la seconde des équations (13), et la seconde
des équations (12) avec la premiére des équations (13),

2
2A2

2
zDzlo —a+ b= ;%(k“m——km“):—f-

D lo +a—b= (kw_k—iw—l);_;,

(14)

\
\

Enfin, si 'on combine par voie de multiplication la formule (14), et si
'on pose, pour abréger,

4AY

(13) av=Ak*+ k22— B

(a — b)?

ou, ce qui revient au méme,

(=0, 0, [ (6, 0) I 4A ;
a6y 2=t + iy - e ee —e—or,
on trouvera

‘
(17) (zDlw)= [T]}P(mz—zt+m‘2).

Comme, dans cette derniére formule, w est indépendant de 0, la con-
stante v en doit étre pareillement indépendante, ainsi que le second

membre de la formule (16). D’ailleurs, en prenant § = t%, on aura
®(9) — ®(— 6) = o,

et par suite la formule (16) donnera

- H(—e;“,t) z_}_ H(t%,t) 2.'
) 2“[n<ﬁ‘,t>] [m_ﬁ,a]
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L’équation (17) estune équation différentielle entre o et a, de la-
quelle on peut aisément déduire la valeur de 1(x) exprimée en fone-
tion de w par unc intégrale définie. En effet, on tire de’équation (17)

(19) xDylw=v
ou, ce qui revient au méme,
(20) 2Dy = v,

v étant racine de I'équation

&

(21) 4\4

(02— 20+ o7 2).
Comme d’ailleurs o s’évanouit avec II(— @, ¢) pour x =1, on tirera
de 'équation (20), en supposant la partic réelle de z positive,

(22) lx_f dm

Enfin, comme, en vertu de I'équation (21), le produit wv se réduit,

au signe pres, a .

2&2(

1
I— 2w+ wt)?,

il est clair que le sccond membre de la formule (22) sera une trans-
cendante elliptique, et méme de premiere espéce.
Eu égard a la formule (19), les équations (14) donnent

(AR il 0

T B ko —hktet
(23)

u 2A2 v—a-—+b

¢ B ko — kot
D’ailleurs, la premitre des équations (23) peut s’écrire ainsi

(—0x,t) 242 v+a—2>b

L _vrmae—v
(24) M0z, t) B ko— ko

et comme, en vertu de la formule (21), v représente, au signe pres,
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g B2
le produit de Y

résulte de Péquation (24) que le rapport

par la racine carrée du trindme ©2 — 21 + w=2, il

II(— bz, ¢)
(6x, t)

considéré comme fonction de @, se réduit & une fonction algébrique

de I'expression
- I_I_('— x, 1)
T (ax, t)

qui représente la valeur du méme rapport correspondante 3 0 = 1.
Si, dans les seconds membres des équations (12), on substitue les

9 u L
valeurs de — et de <> tirées des formules (23), on trouvera

[ k
s xDIl":ZZ,%-xm‘:t(“"'a_b)—a’
(25) (.
'l
( xDxl(’:m(U—a'*‘b)—b.

De ces dernieres formules, combinées avec I'équation (20), on conclut

,Dlu————‘k——i-*- e B0
T T ke — h1p—! v ko — Akl U
(26)
—1 1 o
Dyle — k b k b a

Ao — k! —E+k—1w—mk—‘ u

Si maintenant on integre, par rapport i », les deux membres de cha-
_ cune des équations (26), a partir de la limite © = o, qui correspond
ax =1, et si de plus on observe que pour 2 =1 on a

10, o) _ I(—0, 1)
“Te ) TG

ou, ce qui revient au méme,

u= H___(@, l), v:-——n(— ) t),

242 2A
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alors, en posant, pour abréger,

© k dry /=1 dm
L) Jpe— R ‘) —
(27) v Jo ko — ko ’ k f o — kot ’

v w—hkw ! v

et ayant égard a la formule (22), on trouvera

lu -~ lH((9 ) =3 —Fw?) —alz+(a—b)0O,

(28)
o — 15D _ay a1 (b 5
\ G, ¢ (6—a)v,

et par suite les valeurs des rapports

(b, t) ,_ I(—b=, ¢)
Mz, ¢) e TM(x, t)

[ { st 1%

considérés comme fonetions de x, seront
M0z, ¢) TG, &)
Mz, ¢t) ~— Iy, )

I(— 62,0 T(—0,¢)
Tz, o — 15 ¢

1
(1— Ko?)izr—cela-00,

(29) ,
— k22 )7x—-b ett-a)0,

N(—, )
U(z, t)
terminées par les formules (27). Observons d’ailleurs que, en vertu

w désignant le rapport —; » et 0, © étant des fonctions de w dé-

des formules (27) et de 'équation (21), les intégrales ©, © seront des
transcendantes elliptiques de (roisicme espece.

Les formules (28) ou (29) paraissent dignes de remarque : clles
montrent comment les rapports u, ¢ dépendent des transcendantes
elliptiques ©, ©, et réciproquement comment ces transcendantes dé-
pendent des rapports u, ¢. Dans le cas particulier ot 'on prend

hE
2
’

D

o~

on trouve
P(O)=®(—19)=o,

par conséquent

Q
I
ol
i
o=



96 COMPTES RENDUS DE L’ACADEMIE.
et, de plus,
1
Oi—e, ¢
(30) k= __(_l‘__’_>
(e, )
Cela posé, les formules (29) donneront

%H(t%w, t) . n(s, )
Iz, ¢) (1, 2)

1
2

(1— P o?)
(31) et , ,

%H(—ﬁx,t)__]l(—ﬁ,z)

MW(z,¢) — M(1,0)

t
(1 — k),

la valeur de % étant déterminée par I'équation (30). Lorsque, dans les
formules (31), on remplace « par une exponentielle trigonométrique,
les trois fonctions de @, représentées par les rapports ou produits

1 1
_ N(—a, ) x%ll(ﬁx,z) x%II(—ﬁx,z)
= Mz, ) U(z, ) (z, ¢)

>

deviennent respectivement proportionnelles aux trois fonetions ellip-
tiques dont 'usage est le plus fréquent, et les formules (31) se rédui-
sent aux deux équations connues par lesquelles ces trois fonetions
elliptiques se trouvent liées 'une & I'autre.

Plusieurs des formules qui précedent supposent que la partie réelle
de la variable « est positive. Mais il est facile de voir comment ces
formules devraient étre modifiées si la partie réelle de = devenait né-
gative. Ainsi, par exemple, on devrait alors, en intégrant les équa-
tions (20) et (26), effectuer les intégrations a partir des valeurs des
variables qui correspondent, non plus &4 =1, maish @z = —1, ou &
une autre valeur particulicre de « dont la partie réelle serait néga-
tive.

Je développerai, dans d’autres articles, les conséquences des for-
mules que je viens d’établir, et, en terminant le présent Mémoire, je
me hornerai & remarquer que plusieurs de ces formules peuvent faci-
lement se déduire, non seulement de I’équation (4), mais aussi de



EXTRAIT No 231. 97
I’équation analogue qui fournit la valeur du rapport

M(bz, YII(6- 1z, ¢)
[z, 0]

Cette dernitre équation se réduit &

M6z, YU (612, ¢)  M(—6,H)II(—06-'.¢

[I(z, ¢)] - B* )[.Z‘(I)'(x).;.ﬁ(p'(__g)]‘

(32)

®'(x) élant la dérivée de @ (x), déterminée par la formule

O'(x) =D, @ ().

231.

CaLcvr INTEGRAL. — Sur la réduction des rapports de factorielles

réciproques aux fonctions elliptiques.

C. R., T. XVII, p. 825 (23 octobre 1843).

M. Jacobi a ramené I’évalnation des fonetions elliptiques & la déter-
mination des rapports existants entre les fonetions que nous appelons
Sactorielles réciprogues, et spécialement i la détermination de la valeur
que prend un semblable rapport, lorsqu’il a pour termes deux facto-
riclles dont les bases sont égales, mais affectées de signes contraires,
ou dont les bases, divisées I'une par 'autre, fournissent un quotient
égal, au signe pres, 4 la racine carrée de la raison. On peut, avec
quelque avantage, suivre une marche inverse, et, apres avoir établi
directement, comme nous I'avons fait dans les précédents Mémoires,
les propriétés remarquables dont jouissent les rapports de factorielles
réciproques et les formules qui expriment ces propriétés, on peut
tirer de ces formules celles qui servent a réduire les rapports dont il
s'agit aux fonetions elliptiques.

11y a plus : en opérant ainsi, on reconnait facilement, et les modifi-
cations que les formules de réduction doivent subir quand les bases

OFLuveesde C.— S. 1, t. VI, 13
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ou les raisons des factorielles deviennent imaginaires, et les condi-
tions sous lesquelles subsistent ces mémes formules, qui sont objet
principal de ce nouvel article.

ANALYSE.

Soit (x, 1) la factorielle réciprogue qui correspond i la base et &
la raison t, dont on suppose le module inféricur & l'unité. Alors, en

prenant
v, t)y=(1+x)(+tx)(1+x)...,
on aura
(x,t) =®(x, ) w(tx™, t)

ou, ce qui revient au méme,
() mM(x,)=(O+x)a+tx)(1+lx)...0+tx )T+ ") ...

Concevons d’ailleurs que, II(x,?) étant considéré comme fonction
de x, on fasse, pour abréger,

(2) O(z) =D 1 {x, 1), @®(x)=D,P(x)
et
(3) g AN=iol510); B="w(—¢¢).

On trouvera

gy MOz 06~z 0 M= 6, 067",
& (M=, O = B

) [ @ (2) + 6@(— 6)].

Soit maintenant

i (==, 1)
() ~ TH(xz,0)
On tirera de la formule (4), en prenant 6 == —1,

@ (x)=0(1) — b w?,

4AY

puis, en remplacant « par —- =z,

4

/ ' B,
J'Q(—’x):q)(l)—mm -
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On aura, par suite,
4

(6) z[P(x) + B (—x)] =— Z?XZ

(02— w™2).

D’autre part, la premiére des formules (2) donnera
O(x)—P(—x)=—2xD;lo.

Done, si 'on pose, pour abréger,

(7) D le =—v,

on aura
O(z) —Q(— x)=—v,

et I'on tirera de la formule (6)

B
J‘DxU:EA—}((ﬂ‘——‘(‘)_?),

uis de eelle-ci, combinée avee I’équation ;
p 7

‘
vD,v= "E_a (0*— 0 )D 1o

4A
ou, ce qui revient au méme,

Bt w2 —p2

(8) vau:[‘—N B

Or, il suffira évidlemment d’intégrer I’équation (8) pour obtenir la
valeur de v exprimée en fonction de w. Si, pour fixer les idées, on
assujettit les deux membres & s’évanouir apres I'intégration pour la va-
leur & de , laquelle correspondent des valeurs nulles de ®(x), de
®(— x), et par suite de v; alors, en posant

) E(— t%, ¢) ] Il(c}-", ¢) 2
o i —[ II(::%, t) ] N [II(—— t‘li,t)] ’

on frouvera

B¢

(10) u?:m(

wl— 2t 4 w7 %),

Les formules (7) et (10) coincident avee celles que nous avons
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oblenues d’une autre maniere dans le précédent Mémoire. On peut
d"ailleurs présenter I'équation (7) sous la forme

(r1) Dyl = —-.

Ajoutons que si, en nommant 0 une valeur quelconque de , on pose

. __H(—G,l)
o S OV
(13) a=1%1—®0(06), b=} —®(—9),

la valeur de 2t, déterminée par la formule (), vérifiera généralement
équation

/G
(14) 2(:/\"+k*2—%—(a~b)’.

Soient maintenant

. _ M(Gz,0) _ M(— 6z, ¢)
(12) Sl (N S | (P

D’aprés ce qui a été dit dans le précédent Mémoire, on aura encore

!]) = K ¢ - x B

‘ @ _A'w—kTF~E+kw~A"‘m“ v

) ] e b ' b—a
Dyly = -

o — kot —o—)T)-*—F'w—/for‘ v
ou, ce qui revient au méme, eu égard i la formule (11),

{ a - —
\Dml—gf{’l - k a—b

Vi— k! Ao —hk-lo=t o

(17)

Les formules (r1) et (17), dans lesquelles v désigne une racine de
Iéquation (10), sont les trois équations différentielles qui subsistent
entre la variable « et les fonctions de x représentées par les trois rap-
porls

0, U, ¢.

Il semble, au premier abord, que ces équations différentielles de-
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vraient étre restreintes au cas ol les parties réelles des monomes

X, u, ¢

ct des bindmes
1— k2w?, 1 — 20

restent positives. Mais comme, en réalité, une expression de la forme

Dylz

se réduit au rapport

et, par eonséquent, se transforme en cette autre expression
Dy l(— =),

quand la partie réelle de a devient négative, il est clair que les for-
mules (11) et (17) s’étendent a tous les cas possibles. Seulement, pour
que les notations ne présentent a I'esprit rien de vague et d’indéter-
miné, il sera convenable de remplacer dans ces formules  par — x
quand la partie réelle de 2 deviendra négative, et d’v remplacer de
méme les monémes ou bindémes

u, ¢, 1—ALw? 1— Ak

quand leurs parties réelles deviendront négatives, par les monomes
ou binomes

—u, —y¢, Ko?—i1, klp?—1.

)
;

Si dans les formules (17) on pose 0 = ¢*, on aura

et alors, en faisant, pour abréger, ¢ = £* ou, ce qui revient au méme,

Il(~e;‘, l) ’

(18) == :
H(ﬂ, ‘)

&
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on trouvera

(19) (

le[ __I;%A H(——l%x‘,tz]:o

\/1—-0““(3—7‘ I(x, ¢)
D’ailleurs on tirera des formules (9) et (10), jointes & la formule (18),

(20) a3t =c+c!,

B+ &
(21) 0= o (1 —cw?) (1 — cTw?).
LAY

En intégrant la formule (11) et les formules (19), on obtient : 1° une
équation transcendante entre x ct le rapport

_ (-0,
I

2° deux équations finies entre ce rapport et les produits

(e, o) an(— e, )

X ’ x —II(—‘;:Z>~~.

M(x,t)
Mais les formes des trois équations ainsi obtenues peuvent varier avec
la nature des valeurs réelles ou imaginaires attribuées 4 o et a ¢.

Supposons, pour fixer les idées, que la raison z et la base @ soient
des quantités positives. Alors la fonction

(=2, 0)
T I, 0)

sera réclle, et cette fonction, qui s’évanouira : 1° pour x == 1; 2° pour

¥ v et
x = (, deviendra un maximum pour la valeur ¢* de x qui vérifiera la
condition

(22) Dyw—=o0

ou
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‘.')‘
Ce maximum sera donc la valeur de o correspondante & x == /%, c’est-

a-dire

Ve.
De plus, pour une valeur de x inférieure & 'unité, mais supérieure

a 2%, la dérivée D, o devra étre négative, attendu que o décroitra pour
des valeurs croissantes de x, et par suite le produit

wv=xD,»
sera lui-méme négatif, tandis que les binomes
1—Ccw?, 1—c'un?

seront positifs. Donc alors 'équation (21) donnera

B2

(23) W:—;(\/(l-'cwm'—c”w*)-

Si maintenant on pose, pour abréger,
(24) : w =\/csinp,

on trouvera
2

s 2 i cos p \/1_;—;:—5—1;1‘-’[—),

et, en intégrant la formule (11) de maniére que les deux mewmbres
s'évanouissent apres l'intégration pour =1, on tirera de cette for-

mule
(25) lz = — Cs,

les valeurs de C et de s étant

Z\Z )
(26) c:-1;—2¢c,
P
(27) S-—-If é:'
, Vi—cisin?p

L’intégrale que détermine la formule (27) est une transcendante cllip-
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tique de premicre espece. Le coefficient ¢ et 'angle p sont ee qu’on
nomme le module et I'amplitude de cette intégrale. Cela posé, p étant
Pamplitude de s, on tirera de la formule (24), jointe aux équations (5)
et (25),

. S (—a, t)
) J— 2 ’
(28) Slﬂ[)»—C —II(—IT’
la valeur de x étant
(29) x — eCs,

Dailleurs, en intégrant les formules (19), et observant que I'on a
® == 0 pour x =1, on en tirera

[ 1
PR (s, 0) H(t’x, ¢) 1
\/1—00)2 f— 2,
30) s H(t%, L‘) iz, ¢)
(30 )
Py g o, 0 ll(—— ﬁx, z) ﬁ
\ ] —II(— t%,l) H(x,¢)

ou, ce qui revient au méme, eu égard a la formule (24),

I (1, ¢) H(t%.z‘,l) i
H(z;‘,t) N(x,¢)
Na,0) M(—iz0) 3
H(—lé,t) H(x,t)

)

S \«r—c‘-’siTP;J:
(31)

' cosp—

Les fonctions trigonométriques de 'amplitude p d’une transcendante
elliptique de premiere espece, par exemple

sinp, cosp, tangp, ...,

et méme I'expression
Vi—ctsinip,

ont ét¢ désignées par M. Jacobi sous le nom de fonctions elliptiques.
Parmi ces fonetions, celles dont I'usage est plus fréquent sont les trois

expressions

sinp, cosp, Vi1—ctsinip.
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D’ailleurs la détermination de ces derniéres se trouve ramenée par les
formules (28) et (31) & la détermination des rapports qui existent
entre les factorielles réciproques, dont les bases sont proportionnelles
a la variable réelle
Ti—Jembs
Concevons maintenant que, la raison ¢ étant toujours réelle et posi-
tive, la base « devienne une exponentielle trigonométrique, de sorte

qu’on ait

(32) x =e¥V-1,

{ désignant un arc réel. Posons d’ailleurs, comme dans les précédents
Mémoires,

(33) Q(z, t) =w(tz, t)w(tx, t),

on aura

(z, ¢) = (1+ x) Q(x, ),

par conséquent,
11—z Q(—ux, t)

T iz Q)

puis, en substituant pour @ sa valeur e¥V=", on trouvera

(34) w::—\/:llflang%,
la valeur de W étant
W — Q(—a, t)
W Q(T18)

ou, ce qui revient au méme,

A (1—2tcosq/+52)(1—2t’cosqj+t").;.
T (+2tcosy+ &) (1+280cosy + V). .

(35)

Cela posé, il est elair que, pour des valeurs eroissantes de 4, com-
prises entre les limites ¢ = o, ¢ ==, le produit

Wtang%

OFEuvres de C. — S. 1, t. VIII. 14



106 COMPTES RENDUS DE I’ACADEMIE.

. ~ . . . 0 . . . . T
croitra lui-méme depuis la limite zéro jusqu’a la limite ~- On pourra
donc supposer

i) tang% =\/ctangp,

p désignant une variable réelle qui deviendra nulle pour ¢ =o, et

acquerra la valeur g pour ¢ = =. Alors la formule (34) donnera

(36) w=—\ctangpy/—1,

et 'on tirera des équations (11), (21)

_ Ve
Dy o wv cos?p’
(37)

2.2 (3 2 Qins
w?v COSP—[‘A‘(I c?sin®p),
la valeur de ¢, étant
(38) - c,=V1—c?.,

D’ailleurs, p croissant avec ¢, D, devra étre positif, et par suite, eu
égard a la premiere des formules (37), le produit wu cos?p devra étre
négatif. On aura done

w cos? -——£2~(1—c'2sin2 : Dy = b 2
Y € FS10P)% PV s

puis, en intégrant les deux membres de la derniere équation, de telle
sorte qu’ils s’évanouissent pour p = o, on trouvera

(39) = cf_Lﬂ_P_
V1—ctsintp

la valeur de C étant toujours déterminée par la formule (26); on aura
done

(40) $=Cs,

la valeur de s étant

/2 —
(41) £= f mp
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et, par conséquent, p sera 'amplitude de I'intégrale elliptique
F=aC =4

le module étant représenté, non plus par la quantité positive ¢, mais
par une autre quantité positive ¢, lice a ¢, de maniére que I'on ait

(42) ctcr=1.
Cela posé, on tirera de la formule (36), jointe & I'équation (5),

-1 (—==,¢)

(43) tangp =c ° N V—1

p désignant 'amplitude de s relative au module ¢, = Vi—c?, etla
valeur de  é¢tant donnée par la formule

(44%) & = eCtsV-1,

De plus, en intégrant les équations (19), on obtiendra de nouveau les
équations (30), desquelles on tirera, eu égard i la formule (36),

X

cosp —H(t%,t) M(z,t) ~

0 L) H(—t%m,t) 1

> Vi—c2sintp  1(1,¢) H(t%x,t) 1

cosp II(— ﬁ’ t) (x,¢)

Ajoutons que, en tenant compte de la formule (18), on tirera des
équations (43) et (45)

() H(—x,t) \/—1
G, 0 II( t’x t) x’

y II(—-——t%. t) H(x t)
(46) cosp = 2
(1, ¢) H( t2a: t)

(—% ) H(t’x,t) )
H(% ) (—t%x,t)

sinp =

1
——i
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Ajoutons encore que, en vertu de la formule (44), on a, pour une

o . . iy
valeur de ¢ = Cs comprise entre les limites o, 5’

1
S
5. 5 ECS V=1
et qu’il suffit de remplacer x* par ¢ , dans les seconds membres
des formules (45), (46), pour rendre ces formules applicables, non

9 3 ol o Vs
seulement au cas ot I'angle ¢ reste compris entre les limites o, 5’

. . , .. T
mais encore au cas oit cet angle est renferm¢ entre les limites 5 et m.

En vertu des formules (46), la détermination des trois fonetions
elliptiques

sinp, cosp, \1—c¢?sinp
se trouve ramenée a la détermination de rapports entre des facto-
rielles réciproques dont les bases sont proportionnelles & la variable
imaginaire
2 = eCsV—1,

Pour que les formules (28), (31), (46) puissent effectivement servir

2 la détermination des fonetions elliptiques

sinp, cosp, \i—e?sin’p, 1—c?sin?p,

lorsque les valeurs de s et de ¢ sont données, il est nécessaire de pou-
voir déduire les valeurs des quantités C et ¢ de la valeur supposée
connue d'un module c. On y parvient aisément & I'aide des considéra-
tions suivantes.

Posons
T
(47) SN (e —
o Vi—ctsinip

ou, ce qui revient au méme,

2 14 4 2
(48} gz%[m—(—i—c) —F(\—;%ic’) +(;€:203> +...],
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et soit de plus = ce que devient ¢ quand on y remplace ¢ par ¢,. On

tirera de la formule (39), en y posant p = g,

m=Crt;
par conséquent
(49) C=-»

T

et des formules (25), (27), en y posant x = t%,

par conséquent

(50) == S

y T .
On peut remarquer d’ailleurs que, en posant p = - et, par suite,

1|~

x=1*, on tire de la premiére des formules (30)

o ﬁ[ II(I1 £) ]
m(e, o)

Jusqu’ici nous avons supposé la raison ¢ réelle ct la variable
réduite & une quantité réelle ou 2 une exponentielle trigonométrique.
Nous pourrons, dans un autre Mémoire, examiner les résultats que
fournissent les intégrales des formules (11) et (19), lorsque les
variables @, ¢ recoivent des valeurs imaginaires quelconques. Les
calculs qui précedent montrent déja le parti qu'on peut tirer de ces
intégrales, et comment on peut en distraire immédiatement les for-
mules qui réduisent les fonctions elliptiques a des rapports de facto-
rielles réciproques. Observons, au reste, que ces formules coincident,
quand la variable x est imaginaire, avec celles qu’a données M. Jacobi,
et qu'on peut, comme P'on sait, passer de ce cas a 'autre, & l'aide de
transformations connues.

Yajouterai que les formules (16) ou (17), dont les intégrales servent
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a transformer en rapports de factorielles des intégrales elliptiques de
troisitme espéce, pourraient elles-mémes se déduire d’une équation
donnée pour cet objet par M. Jacobi.

232.

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Meémoire sur les fractions rationnelles que ['on
peut extraire d’une fonction transcendante, et spécialement du rapport
entre deux produits de factorielles réciprogues.

C. R., T. XVII, p. 921 (30 octobre 1843).

On sait que d’une fraction rationnelle quelconque on peut extraire
une suite de fractions simples dont la somme augmentée, s’il y a lieu,
d'une fonction entiére de la variable, reproduit la fraction rationnelle
donnée. On sait encore que, dans son /ntroduction a U’ Analyse des
infiniment petits, Buler a décomposé en fractions simples quelques
fonctions transcendantes, entre autres la cotangente d’un arc variable,
et que les formules du calcul des résidus fournissent une multitude de
semblables décompositions. Les fractions simples dont il s’agit ici
ont pour dénominateurs les facteurs linéaires, non de la fonction pro-
posée, mais de sa réciproque, c’est-a-dire du rapport qu’on obtient en
divisant I'unité par cette fonction, et les carrés, les cubes, etc. de ces
facteurs, lorsque la fonction réciproque, égalée a zéro, produit une
équation qui offre des racines doubles, triples, ete. Quant aux numé-
rateurs des fractions simples, on les suppose généralement réduits a
des eonstantes; mais cette réduction peut avoir des inconvénients que
nous allons signaler.

Concevons qu’une fonetion transcendante donnée, étant multipliée
par un facteur linéaire de sa réciproque ou par le carré, le cube, etc.
de ce facteur, si celui-ci devient double, triple, ete., le produiL" ainsi
obtenu acquiert toujours une valeur finie pour une valeur nulle de ce
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facteur linéaire. On pourra généralement extraire de la fonction
transcendante une suite de fractions simples dont les numérateurs
seront constants; et, si ees fraetions simples forment une série conver-
gente, alors, en retranchant leur somme de la fonction transcendante,
on obtiendra pour reste une fonction nouvelle qui aura la propriété de
ne jamais devenir infinie pour aucune valeur finie dela variable. Cette
propriété remarquable entrainera une foule de eonséquences utiles.
Ainsi, par exemple, en y ayant égard, on conclura de notre théoréme
sur la convergence des séries que la fonction nouvelle sera générale-
ment développable en une série eonvergente ordonnée suivant les
puissances ascendantes et entiéres de la variable.

Mais la condition ci-dessus énoneée peut n’étre pas remplie; en
d’autres termes, il peut arriver que la série formée par les fractions
simples soit divergente, et alors il importe de remplacer cette série,
s’il est possible, par une série convergente. Or, dans un grand nombre
de cas, on parviendra effectivement a ee but, en substituant aux numé-
rateurs eonstants des fractions simples des numérateurs variables,
ainsi que nous allons I'expliquer.

Supposons, pour fixer les idées, que toutes les racines de I'équation
quon obtient en égalant & zéro la réciproque de la fonction donnée
soient des racines simples, et considérons la fraction simple qui a pour
dénominateur le facteur linéaire correspondant & 'une de ces raeines.
Le numérateur constant de eette fraction simple sera la valeur qu’ac-
quiert le produit de la fonction donnée par le méme faeteur linéaire,
quand celui-ci s’évanouit. Or, coneevons que ’on multiplie ce numé-
rateur constant par une fonction auxiliaire, savoir, par unc fonction
entiére ou méme transcendante, qui se réduise 4 I'unité quand le fac-
teur linéaire s’évanouit, et qui ne devienne jamais infinie pour aucune
valeur finic de la variable. La fraction simple que 'on considérait se
trouvera remplacée par une autre dont le numérateur ne sera plus con-
stant, et 'on pourra généralement choisir la fonction auxiliaire de
telle sorte que la nouvelle fraction et les fractions simples de méme
espeee, correspondantes aux divers facteurs linéaires, forment une
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série convergentc[D’ailleurs, cette condition étant remplie, la somme
des fractions simples, retranchée de la fonction proposée, donnera
pour reste une fonction nouvelle qui aura la propriété de ne jamais
devenir infinic pour une valeur finie de la variable et qui, par suite,
sera généralement développable en une série convergente, ordonnée
suivant les puissances ascendantes et entieres de cetle variable. Ajou-
tons que la somme des diverses fractions simples pourra étre facile-
ment exprimée, i 'aide des notations du calcul des résidus, par une
formule qui s’étendra au cas méme ou la réciproque de la fonction
transcendante donnée offrirait des facteurs doubles, triples, etc., ¢’est-
a-dire au cas ol des racines multiples vérifieraient I'équation qu’on
obtient quand on égale cette réciproque a zéro.

St la fonction transcendante donnée devenait infinie : 1° pour une
valeur nulle de la variable; 2° pour d’autres valeurs finies de la méme
variable, sans qu'il fut possible d’en extraire une ou plusieurs frac-
tions simples correspondantes a la valeur nulle, on pourrait encore
extraire de la fonction transcendante des fractions simples correspon-
dantes aux autres valeurs finies de la variable et méme, en opérant
comme on I'a dit, faire en sorte que ces fractions simples formassent
une série convergente. Alors la différence entre la fonction transcen-
dante et la somme des fractions simples serait une fonction nouvelle
qui ne deviendrait jamais infinie pour des valeurs finies de la variable,
distinetes de la valeur zéro. Par suite, en vertu de 'extension donnée
par M. Laurent au théoreme sur la convergence des séries, la nouvelle
fonction serait généralement développable en une série convergente
ordonnée, non plus suivant les puissances ascendantes, mais du moins
suivant les puissances entitres, positives, nulle et négatives de la va-
riable.

Les principes que nous venons d’exposer s’appliquent avec la plus
grande facilité au développement du rapport entre deux produits de
factorielles géométriques, ou méme de factorielles réciproques. On
arrive alors aux propositions suivantes :

Tutorime I. — Le rapport entre deux produits de factorielles géome-
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triques dont la raison est la méme, et dont les bases sont proportionnelles,
peut se décomposer en deux parties, dont l'une est la somme de fractions
sunples qui forment une série convergente, tandis que I’autre partie est la
somme d’une serie conyergente ordonnée suivant les puissances entieres et
ascendantes de l'une des bases. La premiére partie disparait lorsque le
dénominateur du rapport est remplacé par l'unité, et la seconde, quand
ce dénominateur renferme plus de factorielles que le numérateur.

Tutorkme II. — Le rapport entre deux produits de factorielles reci-
proques dont la raison est la méme, et dont les bases sont proportionnelles,
peut se décomposer en deux parties, dont I'une est la somme de Jractions
sumples qui_forment une serie convergente, tandis que I autre partie est la
somme d’une serie convergente ordonnée suivant les puissances enticres
posttives, nulle et négatives de l'une des bases. La premicre partie disparait
lorsque le dénominateur du rapport est remplacé par I'unité, et la seconde
partie, quand ce dénominateur renferme plus de factorielles que le nume-
rateur. Ajoutons que cette seconde partie est toujours représentée par une
somme de factorielles réciproques.

ANALYSE.

Soit f(«) une fonction transcendante, qui reste toujours continue
entre deux valeurs de « propres a vérifier 'équation

T
- =% O,
Slz) 7
et qui soit telle qu’a une pareille valeur de @ corresponde toujours
un résidu fini et déterminé de /(). Siles divers résidus partiels, dont
la somme est représentée par I'expression

(1)

—
=5

()]

f
Cr—3

(2)

)

forment une séric convergente, alors, en posant

—

Sf(2)

g =5

—_—

(3) f@)— £ — pa,

OEuvresde C,—S. I,t. VIIL. 15
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on obtiendra pour F(«) une fonction nouvelle qui ne deviendra plus

infinie pour aucune valeur finie de la variable . Par suite, la nou-
velle fonetion F (@), qui, ajoutée & Pexpression

S(3)

‘\
‘./x__

—
-

3

A

reproduira la fonction donnée f(«), sera généralement développable
en une série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes
et entieres de .

Soit maintenant

Y(x)

une fonction de « qui reste finie pour une valeur finie quelconque de z,

.

et qui, de plus, vérifie la condition

(4) G(1y=g;

la nouvelle fonction F(«) jouira encore des propriétés énoncécs, si
'on pose

(5) s = Ly (2) =Fa).

Cette derniere formule suppose la fonetion ¢ (x) choisie de maniere
que les résidus dont la somme est représentée par I'expression

(6) g (=) 4,<£>

Cr—zs x

forment une série convergente.

Si la fonction /() devient infinie pour une valeur nulle de @, sans
qu’il soit possible d’en extraire un résidu correspondant & x = o, et si
I'on évite de comprendre zéro parmi les valeurs de s auxquelles se rap-
porte le signe S dans expression (2) ou (6), lafonetion F(x) déter-
minée par 'équation (3) ou (4) ne deviendra jamais infinie pour des
valeurs finies de « distinctes de zéro, et par suite cette fonction sera
généralement développable en une série convergente ordonnée sui-
vant les puissances entieres positives, nulle et négatives de la va-
riable «.



EXTRAIT Ne 233. 115
Nous donnerons, dans un autre article, 'application de ces formules

générales au développement de diverses fonctions, et spécialement
au développement du rapport entre deux produits de factorielles.

233.

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Rapport sur un Mémoire de M. LAURENT, qui a
pour titre : Extension du théoreme de M. Cauchy relatif a la conver-
gence du développement d’une fonction suivant les puissances
ascendantes de la variable x.

C. R., T. XVII, p. 938 (30 octobre 1843).

I’Académie nous a chargés, M. Liouville et moi, de lui rendre
compte d’'un Mémoire de M. Laurent relatif i 'extension d’un théoreme
que I'un de nous a donné dans le Mémoire présenté a I'Académie de
Turin le 11 octobre 1831, et dont il a fourni une démonstration nou-
velle dans ses Ewxercices d’Analyse et de Physique mathématique. e
théoréme en question peut s’énoncer comme il suit :

x designant une variable réelle ou imaginaire, une fonction reelle ou
imaginaire de x sera développable en une série conyergente ordonnée sui-
vant les puissances ascendantes de celte variable, tant que le module de
la variable conservera une valeur inférieure a la plus petite de celles pour

lesquelles la_fonction ou sa derwyée cesse d’étre finie ou continue.

En examinant attentivement la premiére démonstration de ce théo-
réme, M. Laurent a reconnu, comme il le dit lui-méme, que I'analyse
employée par l'auteur pouvait conduire & un théoreme plus général,
relatif au développement d’une fonction en une série ordonnée suivant
les puissances entitres positives, nulle et négatives de la variable.
Déja, dans une des séances de I’Académie, le rapporteur avait montré
qu’un semblable développement, lorsqu’il peut s’effectuer entre deux
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limites données du module de la variable, pour des valeurs quel-
conques de I'argument de cette variable supposée imaginaire, est tou-
jours unique. Le nouveau théoreme démontré par M. Laurent s’aceorde
avec cefte proposition, et peut s’énoncer comme il suit :

x désignant une variable réelle ou imaginaire, une fonction réeelle ou
imaginaire de x pourra étre représentée par la somme de deux series con-
vergentes, ordonnées, l'une suipant les puissances entiéres et ascendantes,
Uautre suivant les puissances entiéres et descendantes de x, tant que le
module de x conservera une valeur comprise entre deux limites entre les-

quelles la fonction ou sa derivée ne cesse pas d’étre finie et continue.
q

L’équation de laquelle M. Laurent déduit son théoreme peut étre
présentée sous diverses formes et se trouve comprise, comme cas par-
ticulier, dans 'une de celles que renferme le I** Volume des Exercices
de Mathématiques (). Il'y a plus : le théoreme de M. Laurent peut se
déduire immédiatement d’une proposition établie dans la troisieme
livraison des Exercices d’ Analyse (*), etc., et dont voici I'énoncé :

St une fonction et sa déripée restent continues, pour un module de la
variable renfermé entre deux limites données, la valeur moyenne de la
Jfonetion, correspondante a un module compris entre ces limites, sera inde-
pendante de ce module.

Comme I'a observé M. Laurent, la formule de laquelle se déduitson
théoréme permet d’effectuer la séparation des racines d’une équation
algébrique sans recourir & I'équation aux carrés des différences. Cette
observation s’accorde avec les conclusions auxquelles le rapporteur
est parvenu dans le XIX¢ Cahier du Journal del’ Ecole Polytechnique (*)
et, plus anciennement, dans un Mémoire sur la résolution des équa-
tions par les intégrales définies, présenté a ’Académie des Sciences le
22 novembre 1819, Mémoire dont un extrait a été inséré dans I’Ana-
lyse des travaux de I’ Académie.

(1) OEuvres de Cauchy, S. 11, T. VL
(2) 1bid., S. I, T. XI.
(3) Ibid., S. 1, T. 1.
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L'extension donnée par M. Laurent au théoreme sur la convergence
des séries, ou plutot le nouveau théoréme qu'il a établi & ce sujet,
nous parait digne de remarque. Ce théoreme peut étre utilement
employé dans des recherches de haute Analyse. Nous pensons, en con-
séquence, que le Mémoire adressé par M. Laurent & I'Académie est
tres digne d’étre approuvé par elle et d’étre inséré dans le Recuetl des
Savants elrangers.

Le rapporteur a joint & ce Rapport la Note suivante, qui indique la
maniere la plus simple d’arriver au théoréme de M. Laurent, en par-
tant des principes établis dans les Exercices d’Analyse et de Physique

mathématique.

234.

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Note sur le développement des fonctions en séries

convergentes ordonnces suivant les puissances entieres des variables.
C. R., T. XVII, p. 940 (30 octobre 1843).
Soit
x=rerV-1

une variable imaginaire dont r représente le module et p 'argument.
Soit de plus =(x) une fonction de cette variable qui reste, avec sa
dérivée, finie et continue, par rapport a r et & p, entre deux limites
données du module 7, savoir, depuis la limite » = r, jusqu’a la limite
r = R. La fonction II(#) de r, déterminée par I'équation

I(r)= ﬁf w(z)dp,

sera ce que nous appelons la valeur moyenne de la fonetion =(2), et
comme cette valeur moyenne restera invariable depuis 7 = r, jusqu’a
r=1R |voir la g° livraison des Ewercices d’Analyse et de Physique



118 COMPTES RENDUS DE L’ACADEMIE.
mathématique (*)], on aura

(1) H(RY=T1I(r,).

Si, le module r, étant nul, w(x) s’évanouit avec , H(r,) s’évanouira
aussi, et la formule (1) donnera simplement

{2) II(R)=o.
Posons maintenant

y:roep\/:{, 5= RervV-t

et
e )_,f( ):;(x)

f(x) désignant une fonction de @ qui reste, avec sa dérivée, finie cf
continue, depuis la limite r =r; jusqu’a la limite » = R. Alors, en
observant que le module r de @ est renfermé entre les modules r,, R
des variables y, s et qu’on a, par suite, non seulement

y2 y3 Z a g7
(3) Y _—_—-Z—‘—T—'————..., = x=x+—:+j+...,

mais encore

on trouvera

ﬂ(rf,)._m;f ;(y)dp n(n):ﬁf e 1) gt

Donc I'équation (2) donnera

T f(s
(%) (o)== [ g,
et Péquation (1) donnera
- Taf Tyfi(y
3) Sor=g [ Pl ap— o [ 2,

(1) OFEuvres de Cauchy, S. I, T. XI.
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Or, comme en vertu des formules (3), les intégrales comprises dans
les valeurs de II(r,) ¢t de II(R) sont, ainsi que les fonctions renfer-
mées sous le signe /4, développables, la premiére en une série conver-
gente ordonnée suivant les puissances entieres et négatives de la
variable x, la seconde en une série convergente, ordonnée suivant les
puissances entiéres, nulle et négatives de la méme variable, I’équa-
tion (4) entrainera évidemment comme conséquence le théoréme que
j’ai donné sur la convergence des séries qui proviennent du dévelop-
pement des fonctions, et, I'équation (5), le théoréme de M. Laurent.

L’équation delaquelle M. Laurent a déduit son théoréme est la sui-

vante
( Wit 4TS C) 1 T 2 f(y)
Sf(x)——;‘g m z—xdp—i—;ﬁf_ﬁ _x_),a'P
(6) ; R %
pdo '—“‘271_([,‘_ ,,o)fru [ﬂf(l-ell\/‘—‘) drdp,

et semble au premier abord différer de la formule (5). Mais, comme
dans notre hypothese, ¢’est-a-dire lorsque f(a) reste fonction continue
de @, depuis la limite 7 =r, jusqu’a la limite r = R, on a, pour une
valeur de r comprise entre ces limites,

H(r)y=M(r,)

ou, ce qui revient au méme,

1 i : 1 i
)@= ["1ne
et, par suite,

R T ut
I SFE -ePV=1 L
ZTE(R—I‘O)L [nf(lePV ) drdp = 27rf_‘mf(y)a’/),

il en résulte que la formule (6) peut étre réduite a 'équation (5).
Nous avons ici supposé que la fonction () restait finie et continue
depuis la limite du module » représentée par r,, jusqu’a la limite de r
représentée par R. Les formules (4), (5) et (6) deviendraient généra-
lement inexactes dans la supposition contraire, et méme dans le cas
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ol la fonction f(«), demeurant finie et continue pour des valeurs de r
comprises entre les limites r,, R, deviendrait infinic ou discontinue
pour 7 =.r, oupourr="~R.

235.

AstroNoMIE. — Memotre sur [’application du calcul des limites

a U’ Astronomue.

C. R., T. XVIL p. 1157 (20 novembre 1843).

Dans le Mémoire présenté i 'Académie de Turin en 1831 ('), jai
montré comment on pouvait déterminer les limites de 'erreur que I'on
commet quand on arréte, apres un certain nombre de termes, le déve-
loppement d’une fonction en une série ordonnée suivant les puissances
entieres et ascendantes d’une variable. Le nouveau calcul que j'ai
appliqué a la solution de ce probléme, et que j’ai nommé calcul des
limites, prouve que I'erreur commise reste inférieure, quand la série
est convergente, au reste d’une certaine progression géométrique.
Or un théoréme que j'ai donné dans la ¢¢ livraison des Exercices d’Ana-
lyse et de Physique mathématique (*), et qui se rapporte aux valeurs
moyennes des fonctions, permet d’étendre cette proposition au cas ou
il s’agit du développement d’une fonction en une série ordonnée sui-
vant les puissances enticres d’une exponentielle trigonométrique. En
effet, si 'on considére cette exponentielle comme la valeur particu-
licre d'une variable «, correspondante au module 1, le coefficient de
la ni*me puissance de 'exponentielle, dans le développement de la
fonction, ne sera autre chose que la valeur moyenne du rapport entre
la fonetion et la 2i*m¢ puissance de . Or, d’aprés le théoréme en ques-
tion, on pourra dans cette valeur moyenne remplacer le module 1 par
un autre module r, inféricur ou supérieur & I'unité, si la fonction ne

(1) OFuvres de Cauchy, S. I, T. XV.
(2) Ibid., S. 11, T. XI.
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cesse pas d’étre continue, tandis que le module de « varie entre les
limites 1 et r. D'ailleurs, cette condition étant supposée remplie, il est
clair que si I'on arréte, apres un certain nombre de termes, la partie
du développement de la fonction qui renferme, ou les puissances des-
cendantes, ou les puissances ascendantes de I'exponentielle trigono-
métrique, 'erreur commise sera inférieure au reste correspondant de
la progression géométrique qui aurait pour premier terme la valeur
moyenne de la fonction correspondante au module 7, et pour raison
ce module méme, ou 'inverse de ce module, ¢’est-d-dire le rapport ;

Ce n’est pas tout :si, au premier terme du développement, c’est-
a-dire au terme indépendant de Ia variable et représenté par la valeur
moyenne de la fonction donnée, on substitue la moyenne arithmétique
entre les n valeurs qu’acquiert la fonction quand on égale successive-
ment la variable aux diverses racines 7™ de 'unité, 'erreur eommise
se composera de deux parties, dont chacune sera le produit de la puis-
sance "¢ du module 7 ou 11 par la somme d’ung¢ progression géomé-
trique qui offrira pour raison cette méme puissance. On pourra donc
calculer trés simplement ce premier terme, et méme, par un calcul
analogue, un terme quelconque de la série, avec une approximation
définie et aussi grande que 'on voudra.

Les principes que je viens d’exposer sont particulierement utiles
dans I’Astronomie. Sion les applique au développement de la fonction
perturbatrice qui répond i une plantte donnée, et spécialement au
développement du terme réciproquement proportionnel a la distance
mutuelle de deux planetes 7, m/, en une séric ordonnée suivant les
puissances enticres de I'exponentielle trigonométrique qui a pour
argument ’anomalie moyenne de 7, on reconnaitra : 1° que le module r
ou ,i doit rester compris entre les valeurs réelles qu’acquiert cette expo-
nentielle, quand le cosinus de I'anomalie excentrique se réduit an
nombre réciproque de 'excentricité; 2° que de plus le module 7 ouli_
doit offrir une valeur comprise entre celles qui peuvent réduire i zéro

la fonction représentée par la distance mutuelle des deux planetes.
OEuvres de C.— $.1, 1. VLI 16
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Je développerai, dans de prochains Mémoires, les nombreuses et
importantes applications de ces principes. Joffrirai ces Mémoires avee
confiance & mes honorables confreres du Bureau des Longitudes, et
particulierement i celui d’entre cux qui a bien voulu me témoigner le
désir que je m’occupasse plus spécialement d’Astronomie. Ces nou-
velles recherches leur prouveront que, si jusqu’a présent il ne m’a pas
été permis de me réunir & cux ailleurs que dans cette enceinte, je ne
cesse pas pour cela de prendre une part active a leurs travaux et de
remplir de mon micux la tiche qu’ils m’ont imposée en m’appelant,
comme géometre, en novembre 1839, i redoubler d’efforts pour faire
servir ’Analyse aux progrés de ’Astronomie.

236.

ANALYSE MATUEMATIQUE. — Meémoire sur les formules qui servent a de-
composer en fractions rationnelles le rapport entre deux produits de

Jactorielles réciproques.
G. R., T. XVII, p. 1159 (20 novembre 1843).
Nommons II(z, ¢) la factorielle réciproque qui a pour base la va-

riable 2 et pour raison la variable ¢ dont on suppose le module infé-
ricur a I'unité. Alors, en posant, pour abréger,

w(z, )= (1 +x) (1+ tx) (1 + 22)...,

on aura :
Nz, t) = (z, Yo (tx—1, t)

ou, ce qui revient au méme,
(1) Iz, t)=(1-+2) 1 +tx)(1+ 22)...(1+tx—") (1+ Cz1). ...

Soit d’ailleurs /() le rapport entre deux produits de factorielles réci-
proques, quioffrent le méme module ¢, avee des bases proportionnelles
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i la variable &, en sorte qu’on ait

o Oz, OO (pa, O U(va, 0).
) J(x) = H(ax, )18, t)(yx, t)

Enfin, posons

3) Flo) = /) — 5L 4 (2),

{ () étant une fonction qui reste finie pour une valeur quelconque
de x, qui vérifie la condition

(4) Y(n) =1,

et qui soit telle que les résidus dont la somme est représentée par I'ex-
pression

(5) L) < )

forment une série convergente. Alors F(«) sera une fonction nouvelle
qui ne deviendra plus infinie pour aucune valeur finie de z distincte
de zéro, et qui sera généralement, ou nulle, ou développable en une
série convergente ordonnée suivant les puissances entieres, positives,
nulle et négatives de la variable «.

Comme les divers facteurs de la fonction

L
S(x)
seront de la forme
1+ ha,
h désignant le produit de 'un des coefficients

o, 6, 7,

par une puissance entiere ¢* de la raison ¢, chacun des résidus com-
pris dans Pexpression (5) sera de la forme

_u
i+ hz

H désignant une constante ou une fonction de 2 qui devra prendre
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une valeur égale a celle du produit
(1+ hex) f(x),

et vérifier en conséquence la condition

(6) H=(+ L) f(2),
. 1 9, .
pour la racine @ = -  de I'équation

1+ hx=o.

On pourra d’ailleurs déterminer sans peine la valeur de H, a I'aide des
considérations suivantes.
Si Pon pose, pour abréger,

et
_HQz, HT(pz, U (v, 0). ..

f(z)= Q(ax, t)Q(Bz, 1) L(yx, ).

I'équation (2) pourra étre réduite 4

_ f(x)
a (1+ax)(1+8x)(1+yw)...’

(7) JSlz) =

et par suite il sera facile d’obtenir les valeurs de H correspondantes
au cas ou I'on prendra pour % un des coefficients a, 6, v, .... Ainsi,
par exemple, la valeur de H correspondante & 4 = « pourra étre la va-
leur méme du produit

(1 + az) f(),

correspondante 4 x == — —; donc, si I'on nomme 0, cette valeur de H,

K| =

on pourra prendre

ou, en d’autres termes,

_ s 11(3)
(®) 8 = X iR e R
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Soit maintenantzle nombre des factorielles réciproques qui entrent
dans le numérateur du rapport f(x); soit, au contraire, n +m le
nombre de celles qui composent le dénominateur, et faisons, pour

abréger,
§— Apv...
oafy. ..
On tirera de I’équation (2)
(9) Sf(x)=0z™ f(tz);

et par suite on trouvera, pour des valeurs entieres de 7,

n(nf;l>ym
(10) TEe == G TTE GHAIZ A (P 62)),
En remplacant, dans cette derniere formule, « par t", on en con-
clut qu’elle subsiste méme pour des valeurs négatives, mais enticres,
de n.

Cela posé, prenons pour 4 I'un des produits
e W90y 510555 | oo

et supposons, pour fixer les idées,

h = oatr.
La valeur correspondante de H devra vérifier, pour = — a—;;, la con-
dition (6) ou

nin—1)

Hi=— G262 mq;"”‘(x-{—at”x)f(t”x);

et, comme O, représente la valeur du produit

(14 azx) f(x)
. 1 .y A . . .
correspondante & x = — S’ cette condition pourra étre réduite a
nin—1)
(11) H=0,6m & "agnm,

Or, puisque la valeur de H, fournie par la formule (11), restera finie,

1 . .
non seulement pour & = — —» Iais encore pour une valeur finie
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quelconque de «, il est clair que cette formule pourra étre considérée
comme propre & déterminer la valeur de H, quel que soit @, si la série
qui a pour terme général la fraction

n(n—l)m
fGry 2 xnm
(12) e
I+ oal*x

est une série convergente. D’ailleurs cette derniere condition sera
toujours évidemment satisfaite, si 'on a 2 > o. Donc alors on pourra
supposer la valeur générale de H déterminée par la formule (11), et la
formule (3) donnera

nin—1) nin—1)
2

on ¢ T onm Gr¢ 2 "o nm

Y x x

(x) = f(x)—0 —_— 0 = = ot
(13) F(a)=f(x) az [ 62 PRy )

les sommes indigquées par le signe s’étendant i toutes les valeurs
5]

entieres, positives, nulle et négatives de ». En d’autres termes, on
aura, pour m > o,

ll(n—l)
—_—m

o, f( ) R anm
(Iq) f((l‘)__F(..’L' J;[(I—l‘ot,., (l—i—éz) JZG —-6”‘ >

F(x) désignant une fonetion qui sera développable en une série eon-

vergente ordonnée suivant les puissances entiéres, positives, nulle et
négatives de x. D’ailleurs, on tirera des formules (g) et (14)

(15) F(x) =62 F(tz),

et 'on pourra de la formule (15) déduire immédiatement la valeur de
F(a), en opérant comme nous 'avons déja fait dans un cas semblable
(voir le Compte rendu de la séance du g octobre, page 82. On trouvera
ainsi

(16) F(z) =K I(fz2™, ¢) + K H(Gtx™, t)+...+ K, _yxem-1T(6em~1 2™, 1),
la valeur générale de K; étant donnée par la formule

F(X) —|—I"“ F(Ix) A4 r"le(r X) 4. - e pm)l F(rm——lx)
mxi L (Gexm, t”’)

(17) Ki=-

dans laquelle x désigne une valeur particuliére de o, et r 'une des ra-
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cines primitives de I'unité du degré m. Quant aux valeurs particu-
lieres de F(x) représentées par

F(x), F(rx), ..., F(rm1x),

on pourra aisément les déduire de la formule (13) jointe a la for-
mule (2).

Nous avons, dans ec qui précede, supposé la valeur de m positive.
Si I'on supposait au contraire 7 négatif, alors, pour satisfaire aux
conditions prescrites, on serait obligé de multiplier le second membre

de la formule (11) par 'expression
(___ o:t”x)*’“",

et par conséquent de substituer i cette formule la suivante

nin+1}
(18) 3 H = (__ l)mn gnd—mn t_ == @
Alors aussi la fonction F(x), devant s’évanouir pour des valeurs
nulle ou infinies de x, se réduirait nécessairement a zéro, et a la
place de I’équation (14) on obtiendrait la formule

m—Nin t 2]

J . f(z) \! mngn =
(19) f(x)—-“gl_;[(l_,_a;)(]-y-@z)...]zi(—‘l) E s —t*x

qui s’accorde avee les résultats obtenus par M. Jacobi dans le cas par-
ticulier ou /() se réduit a I'inverse d’une seule factorielle.

Enfin, si I’on supposait m = o, on verrait la formule (3) se réduire
a des équations que j'ai déja obtenues, dans un précédent Mémoire
(Comptes rendus, tome XVII, pages 85 et 86), et qui renferment,
comme cas particuliers, les formules données par M. Jacobi pour la
décomposition des fonctions elliptiques ou de leurs puissances en
fractions rationnelles.
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231.

CALcuL INFINITESIMAL. — Meémotre sur la théorie analytique des maxima
maximorum eZ des minima minimorum. Application de cetie théorie

au calcul des limites et a I’ Astronomae.

C. R., T. XVII, p. 1215 (27 novembre 1843).

Pour déterminer, a l'aide du calcul des limites, les erreurs que I'on
commet quand on arréte, apres un certain nombre de termes, des
séries ordonnées suivant les puissances entiéres et ascendantes, ou
méme suivant les puissances entieres, positives, nulle et négatives
d’une seule variable, il est utile de calculer les plus grandes valeurs
que puissent acquérir les modules de eertaines fonctions correspon-
dants a des valeurs données des modules des variables, ou ce qu'on
peut appeler les maxima maximorum et les minima minimorum des
modules de ces mémes fonctions. On y parvient, dans un grand
nombre de cas, a I'aide des considérations que je vais exposer.

D’apres les principes du Calcul différentiel, les maxima et minima
d’une fonetion d'une ou de plusieurs variables, qui reste continue, du
moins entre certaines limites, correspondent généralement, comme
Pon sait, aux valeurs des variables qui, étant comprises entre ces
limites, réduisent i zéro les dérivées du premier ordre de la fonction.
Concevons, pour fixer les idées, que la fonetion donnée dépende d’une
seule variable @. L’équation de condition qu’on obtiendra en égalant
a zéro la fonction dérivée du premier ordre admettra généralement
plusieurs racines eorrespondantes & plusienurs maxima ou minima.
D’ailleurs il arrivera souvent que la fonction donnée renfermera, outre
la variable «, un ou plusieurs parametres, et qu'il sera facile d’assi-
gner, pour une valeur donnée de I'un de ces parambtres, le plus grand
de tous les maxima ou le plus petit de tous les minima, ¢’est-a-dire le
maximum maximorum ou le minimuwm minimorum. Si maintenant on
altere, par degrés insensibles, la valeur attribuée au paramétre dont il



EXTRAIT Ne 237. 129
s"agit, celle des raecines de I'équation de condition qui correspondait
au rnaximum maximorum continuera certainement de lui corres-
pondre, jusqu’au moment ol un autre maximum lui deviendra équi-
valent. En partant de ce principe, qui peut étre facilement étendu au
'as ou la fonction donnée renferme un nombre quelconque de va-
riables et de paramétres, on déterminera facilement, dans un grand
nombre de problemes, les maxima maximorum des fonctions d'une ou
de plusieurs variables. On pourrait encore évidemment déterminer de
la méme maniere les rminima minimorum.

En opérant comme je viens de le dire, on arrive a la détermination
des erreurs que I'on commet quand on développe la fonction pertur-
batrice relative & deux planetes en une série ordonnée suivant les
puissances entieres des exponentielles trigondmétriques qui offrent
pour arguments les longitudes moyennes de ces deux planétes. Cest,
au reste, ce que j’expliquerai plus en détail dans d’autres Mémoires,
olt je pourrai faire voir encore comment les mémes principes appli-
qués au calcul des variations fournissent la solution de problemes
qu’on n’avait pu résoudre jusqu’a ce jour.

ANALYSE.

Théorie des maxima maximorum ef des minima minimorum.

Soit & une variable réelle, et
w=1f{x)
une fonction réelle de x, qui demeure continue avec sa dérivée f'(x),
du moins entre certaines limites. Les valeurs de x qui, étant com-
prises entre ces limites, correspondront aux valeurs maxima et mi-
nima de la fonction u, seront, comme on le sait depuis longtemps,
celles qui vérifieront I’équation

7)) =e
ou, ce qui revient au méme, I'équation

) Bett— 10:
OFuyres de C. — S. 1, t. VIIIL. 17
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On sait encore que les caractéres qui servent & distinguer les maxima
des minima se déduisent de la considération des dérivées de u, d’un
ordre supérieur au premier, et qu'en particulier une racine simple
de I'équation (1) fournit un maximum ou un minimum de «, suivant
que la valeur de Dju, correspondante & cette racine, est une quantité
négative ou positive.

Dans certaines questions, et particulierement dans celles qui se
rattachent au calcul des limites, il importe de déterminer, non pas
tous les maxima ou minima d’une fonction donnée, mais seulement le
plus grand de tous les maxima ou le plus petit de tous les minima,
c’est-a-dire, en d’autres termes, le maximum maximorum oun le mini-
mum minimorum. On peut v parvenir, dans un grand nombre de cas, &
I’aide des considérations suivantes.

Concevons que la fonction « renferme avec la variable z un cer-
tain parametre «. Il arrivera souvent que, pour une valeur particu-
licre de ce parametre, il sera facile de reconnaitre quelle est celle des
racines de 'équation (1) qui fournit un maximum maximorum de u.
Soient x cette racine et u la valeur correspondante de Ia fonetion « ou
le mazimum mazimorum de cette fonetion. SiI'on pose

Dyw=f'(2),
on aura

(2) u=f(x),
x étant racine de I'équation
(3) J(x) = o.

Concevons maintenant que le parameétre e, contenu dans la fonc-
tion u, vienne & varier, par degrés insensibles. La racine x de I'équa-
tion (3) qui correspond au maximum maximorum de la fonction u
variera elle-méme en général par degrés insensibles, jusqu’a 'instant
ol 'on aura

B="u;

u, désignant un auntre maximum correspondant i une autre racine x,
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de Péquation (3), par conséquent jusqu’a I'instant ot I'équation en «,
produite par I'élimination de x entre les formules

) = D,u=o,
acquerra des racines égales. Soit
(5) U=o

celte équation en uw. Parmi les valeurs de « qui représenteront des
racines égales de I'équation (5), se trouveront comprises celles qui
correspondront a des racines égales de Péquation (1), c’est-a-dire &
des valeurs de @ pour lesquelles se vérifieront simultanément I'équa-
tion (1) et la suivante

(6) D2u—=o.

Observons d’ailleurs que des raisonnements semblables a ceux dont
nous avons fail usage nous auraient encore conduit aux équations (5)
et (6), s'il eat été question de fixer, non plus le mazunum mazxino-
rum, mais le minimuwm minimorum de la fonction u. Cela posé, on peut

¢videmment énoncer la proposition suivante :
Tutortmg I. — Sotent x une variable réelle, et

u= f(x)

une fonction de x, qui demeure continue, du moins pour des valeurs de x
renfermées entre certaines lunites. Sott, de plus, X une racine de l'équa-
tton
vl =105

qui, élant comprise entre ces linutes, fournisse le maximum maximorum
ou le minimum minimorum de u, pour une valeur particulicre d’'un
parametre o. contenu dans la Jonction u. St ce parametre vienl a varier,
la racine X continuera de correspondre au maximum maximorum ou au
minimum minimorum de la fonction u, jusqu’aw moment ou le para-

métre o deviendra tel que I'équation

U= o}



132 COMPTES RENDUS DE I’ACADEMIE.

produite par Uélimination de x entre les formules
B= (&) D.u—=o,

acquicre des racines égales, par conséquent des racines pour lesquelles se
vérifie la condition

D.U=o.
D’ailleurs cette condition sera remplie pour les valeurs de u correspon-

dantes a des valeurs de x qui vérifieront, non seulement [ ‘équation
Dyu=o,
mais encore la suivante :
Diu—=o.
lin raisonnant de la méme maniere, on établira généralement la
proposition suivante :

Tueorime II. — Sotent x, y, =, ... des variables réelles, et
u=f(x, 9,8 ...)

une fonction réelle de x, Y> 5, « ., qui demeure continue, du moins pour

des valeurs de x, y, =, ... renfermées entre certaines limites. Soit de plus
XY oz

un systéme de valeurs de x, v, =, ... qui, élant comprises entre ces limiles,
rérifient les équations '

D,u—=o, Dy, u—o, D.u=o, o5

el qui fournissent le maximum maximorum ou le minimum minimorum
de u, pour certaines valeurs particuliéres d'un ou de plusieurs parametres o,

0, s « .. contenus dans la fonection u. Si ces parameétres viennent a varier,
le systéme des valeurs

A== G2 =N S=)7

continuera de correspondre au maximum maximorum ou @u minimum

minimorum de la fonction u, jusqu’au mament ot les paramétres devien-

dront tels que I équation
U= 0O,



EXTRAIT Ne 238. 133
produite par 'élimination des x, y, =, ... enlre la formule

1=f(%, ¥ ...)
et les-suvantes

=0 A BE=0) D; = o, Cly

acquiere des racines égales, par conséquent des racines pour lesquelles sc
verifie la condition ]

D,U=o.
D’ailleurs cetie condition sera remplie pour les valeurs de u correspon-
dantes a des valeurs de z, y, =, ... qui verifieront, non seulement les Jfor-
mules

D, u=o, D=0} Delin=lc;

mais encore la suivante

v=o,

¢ désignant la fonction alternée que I'on forme avec les termes renfermes

dans le Tableau
D2u, DyDyu, D.D;u, .

DD, u, DY, DyDow, ...,
DyD;u, D,D;u, P2a, ...,

cee ey C e iae e ey e cen ey e ey

en sorte qu'on ait, par exemple, quand les variables x, y, =, ... se

réduisent a deux,
¢=DluDlu—(DzDyu).

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Mémoire sur les modules des series.
C. R., T. XVII, p. 1220 (27 novembre 1843).

Dans mon Aralyse algébrique publiée en 1821 ('), je ne me suis pas
contenté d’observer que les séries convergentes sont les seules qui

(1) CEuyres de Cauchy, S. 11, T. 11L
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puissent étre sommées, j'ai de plus établi des théoremes généraux
relatifs 4 la convergence des séries qui se prolongent indéfiniment
dans un seul sens. L’énoncé de ces théoremes, et de-quelques autres
relatifs aux séries qui se prolongent indéfiniment dans deux sens
opposés, deviendra beaucoup plus simple, si 'on a recours a la
considération de certaines quantités que j'appellerai les modules des
séries. Entrons 4 ce sujet dans quelques détails.

Considérons d’abord une série qui se prolonge indéfiniment dans
un seual sens, et désignons par une méme leltre u, successivement
affectée des indices

o, I, 2, 3, ..., n, ...,

les divers termes de cette série. Le terme général, représenté par w,,
aura pour module une certaine quantité positive g,, et la racine n'*m¢ de
cette quantité convergera, pour des valeurs croissantes du nombre 7,
vers une ou plusieurs limites. Or la plus grande de ces limites sera ce
que j'appellerai le module de la série. Cela posé, on déduira des prin-
cipes établis dans ’Analyse algébrique la proposition suivante :

Tntorive 1. — Une série qui se prolonge indefiniment dans un seul
sens est convergente quand son module reste inférteur a I'unité, et diver-

gente quand ce module deyient superieur a I unité.

Considérons maintenant une série qui se prolonge indéfiniment
dans les deux sens, et désignons ses divers termes par une méme
lettre « successivement affectée, d’une part, des indices nuls ou
positifs

@y 2y & 85 oooo iy o000l
d’autre part, des indices négatifs

—1, —2, —3, ..., —n,

Les deux termes généraux u,, u_, offriront ordinairement deux modules
différents p,, p_,, et les denx quantités positives vers lesquelles conver-
geront, pour des valeurs croissantes de n, les plus grandes valeurs des
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racines ni2® de ces modules sont ce que nous appellerons les dewr
modules de la série en question. Cela posé, comme cetle série pourrait
atre censée résulter de la réunion de deux autres dont chacune se pro-
longerait indéfiniment dans un scul sens, il est clair que le théoreme
ci-dessus énoncé entrainera encore le suivant :

Tukoring II. — Ure série qui se prolonge indefiniment dans les deus
sens est convergente quand ses deux modules sont infeérieurs a l'unite, et

divergente quand un de ces modules decient supeérieur a U'vnite.

Considérons maintenant deux séries dont les termes soient repré-
sentés par deux lettres distinetes «, ¢, chacune de ces lettres étant
successivement affectée de tous les indices entiers positifs, nul et
négatifs. Les produits que I'on formera, en multipliant les divers
termes de la premiere série par les divers termes de la seconde, pour-
ront étre groupés entre eux de maniére que chaque groupe renferme
tous les produits dans lesquels les indices des deux lettres w, ¢ offrent
une somme donnée n ou — n. De plus, on pourra imaginer une nou-
velle séric dont le terme général sera la somme des produits corres-
pondants & un méme groupe. Cela posé, aux propositions déji énon-
cées se joindront de nouveaux théoremes relatifs a la nouvelle série.
On reconnaitra, par exemple, que les modules de la nouvelle série ne
peuvent surpasser les modules des séries données, et qu’en consé-
quence la nouvelle séric sera convergente si chacune des séries don-
nées a pour modules des nombres inféricurs a l'unité.

Dans le cas ot I'on considére une série ordonnée suivant les puis-
sances entiéres et ascendantes d’une certaine variable x, le premier
des théoremes précédemment énoncés fournit une limite supéricure
que le module de la variable & ne peut dépasser, sans que la série cesse
d’étre convergente. Mais, d’aprés un autre théoréme que j'ai démontre
dans les Exercices d’Analyse, si la série représente le développement
d'une fonction donnée, eette série restera convergente tant que le
module de la variable scra inférieur au plus petit de ceux pour les-
quels la fonction et sa dérivée restent continues. On doit done pré-
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sumer que, dans un grand nombre de cas, ce plus petit module sera
précisément celui qui réduirait a I'unité le module de la série. Or,
sans donner de ce théoréme une démonstration générale, on peut du
moins le démontrer dans une infinité de cas, et spécialement lorsque
la fonction proposée, au moment ot elle devient discontinue, peut étre
considérée comme le produit d’une autre fonetion qui reste continue
par une puissance fractionnaire ou négative d’un binome linéaire qui
devient alors nul ou infini. Les mémes remarques peuvent étre éten-
dues au cas ou la fonction proposé¢e dépend de plusieurs variables,
ainsi qu’au cas oll le développement renferme & la fois des puissances
positives et des puissances négatives, mais entieres, des variables dont
il s"agit.

Ces considérations fournissent le moyen de trouver, en Astronomie,
les modules de séries qui représentent les développements des fone-
tions perturbatrices, et d’établir les regles de convergence de ces
mémes séries, ainsi que je me proposc de expliquer dans un autre

article.

239.

Mecanioue. — Rapport sur diwers Mémoires de M. pE SAINT-VENANT

relatifs a la Me'cam"que rationnelle et & la Mécanique appliquée.

C. R., T. XVII, p. 1234 (27 novembre 1843).

1’Académie nous a chargés, MM. Poncelet, Piobert, Lamé et moi,
de lui rendre compte de plusicurs Mémoires de M. de Saint-Yenant qui
ont pour but le perfectionnement de la Mécanique rationnelle et de la
Mécanique appliquée.

De ces Mémoires, les deux premicers ont pour objet le calcul de la
résistance et de la flexion des pieces solides & simple ou a double cour-
bure quand on prend simultanément en considération les divers efforts
auxquels elles peuvent étre soumises dans tous les sens.

Ces deux premiers Mémoires nous ont paru atteindre completement
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le but que l'auteur s’était proposé, et répandre un nouveau jour sur
les diverses questions qui se rattachent a la Méeanique moléculaire.
[’auteur ne s’est pas contenté d’appliquer & leur solution les méthodes
que peut fournir le Calcul différentiel et intégral, en ayant égard, dans
chaque cas, aux diverses données que comporte le probleme : il s’esl
encore attaché a représenter les solutions par des formules qui puissent
étre d’un usage facile dans la pratique, et 2 donner une interprétation
géométrique des diverses quantités qui entrent dans les formules. Pré-
sentons & ce sujet quelques exemples.

L’un de nous avait remarqué depuis longtemps que, dans un corps
solide dilaté, la dilatation, mesurée sur une droite passant par un
point, n’est pas la méme en tous sens, et déterminé les lois suivant
lesquelles cette dilatation, appelée par lui lnéaire, variait avee Ia
direction de la droite. A eette considération des dilatations linéaires,
M. de Saint-Venant a joint ecelle des glissements qui s’exécutent
lorsque deux seetions, comprises dans des plans paralleles, se dé-
placent I'une par rapport a lautre, et du gauchissement que présente,
apres le changement de forme d’une piece, une seetion transversale
faite par un plan perpendieulaire 4 'axe de la picce.

Dans le calcul de la résistance qu'une picce a double courbure
oppose a la torsion et a la flexion, les géometres s’étaient unique-
ment occupés de Ja variation du rayon de courbure et des angles que
les plans osculateurs forment entre cux. M. de Saint-Venant a com-
plété sur ee point 'analyse dont on avait fait usage, et il a tenu compte
de la rotation du rayon de courbure autour de I’axe de la piéce.

On doit remarquer encore les formules que M. de Saint-Venant a
obtenues dans son dernier Mémoire, ct qui sont relatives & la torsion
du prisme a base losange.

Les perfectionnements que les formules de M. de Saint-Venant ont
apportés a la Mécanique pratique, ainsi qu’a la Mécanique rationnelle,
ont été tellement sentis, que plusieurs d’entre elles sont déja passées
dans I'enseignement et ont été données, en particulier, dans le Cours
fait par notre confrore M. Poncelet i la Faculté des Sciences.

OLuyres de C. — S. 1, . VIIL 18
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En résumé, les divers Mémoires de M. de Saint-Venant nous pa-
raissent justifier pleinement de la réputation que cet habile ingénieur,
qui a toujours occupé les premiers rangs dans les promotioné a 'Eeole
Polytechnique, s’est acquise depuis longtemps. Nous les croyons trés
dignes d’étre approuvés par I’Académie et d’étre insérés dans le Recueil
des Mémorres des Savants étrangers.

240.

SCIENCES PHYSIQUES ET MATHEMATIQUES. — Rapport sur les méthodes qui ont
seror au developpement des facultés intellectuelles d’un jeune sourd-
muet, et sur les moyens par lesquels il est parvenu, non seulement a
un degré d'instruction élevé, mais encore a une connaissance !res

etendue des Sciences physiques et mathematiques.

C. R., T. XVII, p. 1270 (14 décembre 1843 ).

[’Académie se souvient encore que, en novembre 1840, se présenta
devant elle un jeune patre des environs de Tours, qui, abandonné
d’abord & lui-méme, était parvenu a exécuter de téte, avec une grande
facilité, des caleuls méme tres compliqués. Qu’est devenu cet enfant
merveilleux? Ce que les journaux nous en ont appris ne parait guere
propre & nous faire espérer la réalisation des veeux que nous avions
formés pour lui. Nous croyons que la retraite et I'étude cussent été
beaucoup plus favorables au développement des facultés morales et
intellectuelles de cet enfant, au perfectionnement de son éducation et
de son instruction, qu’unc vie errante, qui peut procurer quelques
profits a lui et & son maitre, mais le détourne des travaux sérieux, en
exaltant, par une mise en scene continuelle, "'amour-propre de 'en-
fant sans utilité réelle. Quoi qu’il en soit, nous avons aujourd’hui i
entretenir I’Académie, non plﬁs d’espérances concues, mais d’espé-
rances réalisées. L’Académie nous a chargés, MM. Flourens, Franceeur
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et moi, de lui rendre compte des moyens par lesquels un jeune sourd-
muet, M. Paul de Vigan, élevé a Caen par M. 'abbé Jamet, est parvenu,
non sculement a un degré d’instruction élevé, mais encore a une con-
naissance tres étendue des Sciences physiques et mathématiques. La
solidité, la valeur des connaissances effectivement acquises par ce
jeune sourd-muet, a quelque chose de vraiment extraordinaire. Il sait
I’Arithmétique, ’Algebre, la Géométrie, les deux Trigonométries, la
Mécanique, la Physique, la Chimie, la Botanique. Nous I’avons inter-
rogé, et il a parfaitement répondu aux questions que nous lui avons
faites sur les diverses branches des Sciences mathématiques, sur ’Ana-
lyse algébrique, sur le Calcul différentiel, sur le Calcul intégral. 1l ne
s’est pas borné a étudier les théories, il a voulu encore les appliquer. Il
a fabriqué lui-méme un grand nombre d’instruments de Physique, un
cadran solaire, une machine électrique. Il a fait usage du daguerréo-
type et de la galvanoplastie. Il s’est servi des procédés nouveaux pour
argenter, pour dorer des médailles, et le plus souvent, pour réaliser
ces applications diverses des Sciences physiques et mathématiques, il
lui suffit de lire les simples Notices, ordinairement tres imparfaites,
dans lesquelles on en parle, et de les étudier tout seul. Nous lui avons
demandé de vouloir bien lui-méme nous rendre compte des moyens
par lesquels il avait acquis toutes ces connaissances, et nous croyons
intéresser ’Académie en reproduisant quelques fragments d’un histo-
rique trés remarquable qu’il nous a donné.

« Je crois utile, dit M. Paul de Vigan dans cet historique, de faire
connaitre I'inconvénient des pantomimes dont les sourds-muets se
servent irrésistiblement pour causer entre cux. Elles les empéchent
de bien apprendre la langue francaise, et aussi de sentir I'utilité de la
lecture, ce qui fait qu’ils se trouvent souvent fort embarrassés quand
il faut parler par écriture 4 ceux qui ne connaissent pas les signes ni
les pantomimes, et qu’ils se hasardent & écrire des phrases ou des
mots de la signification desquels ils ne sont pas sirs, ou une suite de
mots qui ne présente aucun sens ou qui n’est pas francaise. Comme il
vy a ordinairement dans les écoles beaucoup de sourds-muets de famille
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pauvre ou peu aisée, qui ne peuvent pas y rester assez longtemps pour
devenir bien instruits, 'éducation des sourds-muets de famille riche,
qui sont en trés petit nombre, se trouve quelquefois interrompue par
suite d'un changement opéré parmi leurs camarades, de sorte qu’ils
sont obligés de revenir i ce qu’ils ont déja vu, et que par la ils avancent
peu leurs études. J’ai éprouvé tous les inconvénients dont je viens de
parler. On ne sera plus étonné que j’aie été assez longtemps 4 m’in-
struire. Il est vrai que, quoique médiocrement instruit, j’étais tou-
jours regardé comme le plus fort de ma classe, et que j’ai été souvent
le premier dans les compositions. Depuis 1822 jusqu’a 1833, j’étudiai
d’'une maniere tres imparfaite et un peu vague. En 1833 M. I'abbé
Jamet commenca a4 me donner des lecons d’articulation et d’italien.
En 1834 il m’enseigna Pespagnol, dans le méme temps qu’il chargea
un de ses neveux de m’apprendre les premiéres notions de I’Algébre
et de la Géométrie élémentaire. Quand je fus arrivé aux équations du
second degré et au quatriéme Livre de la Géomeétrie de Legendre, ce
neveu me dit que je ne pourrais jamais aller au dela. Mais cette triste
prédiction ne me découragea point du tout; car ces parties des Mathé-
matiques avaient déja quelque chose d’attrayant pour moi, quoique je
les connusse encore trés peu. Je revis de temps en temps les parties
de I'Algebre que j’avais déja vues, pour m’en bien pénétrer, afin de
pouvoir aller plus loin. »

I’Académie vient de voir comment M. Paul de Vigan fut initi¢ a
'étude des Sciences mathématiques. Je vais maintenant citer un frag-
ment relatif a ses études botaniques. ,

« Au commencement de I'année 1834, cédant au désir que j'avais
de savoir trouver moi-méme, et i 'aide d’un livre, le nom des plantes
que je rencontrerais, j'achetai, nous dit le jeune sourd-muet, une
Botanique methodique de Dubois (directeur du Jardin des Plantes
d’Orléans). Au mois de mars, je commencal & analyser de grandes
fleurs dont je savais déja les noms, pour me familiariser peu & peu
avece les termes de la Botanique. Plusieurs mois apres, j'eus la satis-
faction de trouver les noms de plusieurs plantes que je ne connaissais
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pas. Bientot je me mis a herboriser dans les environs de Caen, les
jours de promenade des sourds-muets. Pendant deux ans, j’allai par
degrés, des grandes fleurs aux plus petites, jusqu’aux plantes crypto-
games. Dans 'hiver de 1835, jessayai d’analyser des mousses, des
lichens et des champignons, et je réussis a trouver les noms d’un
petit nombre, tant les plantes cryptogames sont difficiles & distinguer
dans la méme famille. »

Aux fragments qu’on vient de lire nous joindrons ici les réponses
que M. Paul de Vigan a faites instantanément & quelques questions, et
qui paraissent devoir intéresser ’Académie.

Premiere question. — Vous formez-vous une idée de ce que peuvent
étre les sons?

Reponse. — Apres avoir vu 'élasticité du gaz en Physique, je n’ai
pas eu de peine & me former une idée du son. Le son ou le bruit n’est
autre chose qu’une vibration de I'air qui, engendrée par un choc ou
par toute autre cause, se propage de tous cotés, et qui heurte en che-
min contte le tympan de P'oreille, ce qui fait naitre une sensation plus
ou moins agréable.

La siréne m’a donné quelque idée surla différence qui existe entre
I'acuité et la gravité du son. La suecession des vibrations de I'air est
plus rapide pour les sons aigus que pour les sons graves.

Par exemple, mille vibrations par seconde donnent naissance a un
son aigu et quatre-vingts & un son grave.

Deuxiéme question. — Vous formez-vous une idée de la différence
qui existe entre le bruit et le son?

Reponse. — Le bruit est une suite de vibrations si irrégulieres, qu’on
ne peut pas savoir si ¢’est un son aigu ou un son grave. Il n’en est pas
de méme du son proprement dit.

Trotsieme question. — A quels signes se rattachent, dans votre mé-
moire, les théorémes de Géométrie? Est-ce aux figures ou aux paroles
qui servent & I’énoncé des théoremes?

Réponse. — Je crois que c¢’est principalement aux figures que se
rattachent dans ma mémoire les théorémes de Géométrie. Car il m’ar-
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rive quelquefois de réussir a répondre en tracant une figure ou une
autre, suivant que j’y vois ce qui pourrait servir a2 ma réponse. On
pourrait comparer les figures aux instruments de Physique, qui pro-
duisent plus d’impression sur la mémoire que les énoneés des prin-
cipes. Cependant les figures seules ne suffisent pas toujours, parce
qu'une méme figure donne souvent lieu a I'énoncé de plusieurs théo-
remes.

Quatriéme question. — Coneevez-vous eomment les sons peuveng
servir & distinguer les divers mots les uns des autres?
Reponse. — Chaque syllabe a un son particulier; chaque mot a

autant de sons particuliers qu’il contient de syllabes. Il me parait évi-
dent que I'on peut distinguer les mots les uns des autres par les diffé-
rents sons, simples ou composés, qui leur correspondent.

Cinquieme question. — Ln quoi consiste, a votre avis, la différence
des sons qui servent & distinguer les syllabes les unes des autres?
Cette différence dépend-elle de la gravité ou de I'acuité du son?

Réponse. — Quand je disais que chaque syllabe a un son particu-
lier, j’entendais que les sons des syllabes étaient engendrés par diffé-
rents efforts du poumon combinés avec les mouvements de la bouche,
de la langue, des dents et du nez.

Sixiéme question. — La parole a-t-elle été inventée par 'homme ou
révélée a 'homme?

Reponse. — Je ne crois pas que ’homme ait inventé la parole. Il
faut que ee soit Dieu qui la lui ait révélée, pour qu’il put communi-
quer ses pensées a ses semblables. Mais c¢’est bien I'hnomme qui a
inventé I'écriture, parce qu’il avait besoin de transmettre ses idées a
la postérité. Il a da commeneer par I'écriture hiéroglyphique.

Septiéme question. — Ktes-vous bien siir que I'écriture n’ait pas é(é
aussi révélée 4 'homme?

Réponse. — On ne connait aucune écriture qui date des temps qui
précédent le déluge. Je crois qu’on peut en conclure que 'écriture,
quelle qu’elle soit, n’était pas connue avant cette terrible inondation.
J'avoue que ce n’est pas une conclusion rigourcuse.
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Les Commissaires pensent que M. Paul de Vigan mérite sous tous
les rapports l'intérét de ’Académie, intérét qu’elle se plait surtout &
accorder aux études scientifiques aecomplies dans des conditions si
difficiles. En conséquence, les Commissaires émettent le veeu qu’il
soit possible de fournir & M. Paul de Vigan les moyens de développer
de plus en plus et d’employer utilement les rares facultés dont il est
doué.

241.

ANALYSE MATUEMATIQUE. — Sur la convergence d’une serie.

C. R., T. XVIII, p. 13 (8 janvier 1844).

M. Cauchy présente i PAcadémie un Mémoire sur la convergence de
la série qui exprime la fonction perturbatrice développée suivant les
sinus et cosinus des multiples des longitudes moyennes des planetes
que ’on considére.

242.

THEORIE DES NOMBRES. — Rapport sur divers Memoires de M. Houry,
géometre en chef du cadastre, otc.

C. R., T. XVII, p. 8§ (15 janvier 1844).

L’Académie nous a chargés, M. Liouville et moi, de lui rendre
compte de divers Mémoires de M. Houry, qui tous ont pour objet ce
qu’il appelle des expériences sur les nombres. Dans ces divers Mémoires,
’auteur, apres avoir résolu numériquement certains probléemes d’A-
rithmétique ou méme d’Analyse indéterminée, se trouve conduit, par
'examen des solutions obtenues, 4 I'énoncé de théorémes qu’il pré-
sente en conséquence, sinon comme rigoureusement démontrés, du
moins comme constatés par l’expérienc? entre certaines limites. Plu-
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sieurs de ces théorémes sont relatifs au nombre des chiffres que ren-
ferme la période d’une fraction ordinaire convertie en fraction pério-
dique dans un systeme quelconque de numération. L’auteur considere
en particulier le cas ou la fraction ordinaire a pour numérateur
['unité et pour dénominateur un nombre premier. On sait que, dans
cette hypothése, la détermination du nombre des ehiffres de la période
se réduit & la détermination de I'indiec correspondant i la base du
systtme de numération et 4 la recherche du quotient qu’on obtient
quand on divise le nombre entier immédiatement inféricur au nombre
premier donné par le plus grand commun diviseur de ce nombre entier
et de 'indice. Cela posé, il est clair que la démonstration d’une grande
partie des théoremes exposés par M. Houry se déduira de la considé-
ration des racines primitives correspondantes aux nombres premiers,
et des indices relatifs i ces racines. On reconnaitra ainsi, par exemple,
que, ~ étant un nombre premier, le nombre des chiffres de la période

. 1 . .. 5
que renfermera le développement de — en fraction périodique sera,

dans tout systeme de numération, un diviseur / de » — r et, de plus,
on trouvera autant de systemes de numération propres a fournir cha-
cun une période composéc de /chiffres, qu’il y aura de nombres entiers
inférieurs a [ et premiers & /. On en conclura aisément que, parmi les
valeurs de / correspondantes aux divers systemes de numération, celles

qui se représenteront un plus grand nombre de fois seront les valeurs
b = I [l
2

dans le cas contraire; ce qui s’accorde encore avec une des observa-

. 1 . .
> si est un nombre impair, et la seule valeur » — 1

n—1i1 et

tions faites par M. Houry.

in résumé, les Commissaires proposent & ’Académie de remercier
M. Houry de I’envoi des Mémoires soumis a leur examen, ces Mémoires
¢tant propres a fournir des documents qui peuvent étre utiles aux
personnes dont les travaux ont pour objet la théorie des nombres et
la solution des problemes d’Analyse indéterminée.

.
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ANALYSE MATHEMATIQUE. — Mémotre sur les fonctions continues.

C. R., T. XVIII, p. 116 (22 janvier 1844).

Dans les Ouvrages d’Euler et de Lagrange, une fonction est appelée
continue ou discontinue, suivant que les diverses valeurs de cette fonc-
tion, correspondantes A diverses valeurs de la variable, sont ou ne
sont pas assujetties & une méme loi, sont ou ne sont pas fournies par
une scule et méme équation. C'est en ces termes que la continuité des
fonctions se trouvait définie par ces illustres géometres, lorsqu’ils
disaient que « les fonetions arbitraires, introduites par Iintégration
des équations aux dérivées partielles, peuvent étre des fonctions con-
tinues ou discontinues. » Toutefois, la définition que nous venons de
rappeler est loin d’offrir une préeision mathématique; car, siles diverses
valeurs d’une fonction, correspondantes aux diverses valeurs d’une
variable, dépendent de deux ou de plusieurs équations distinctes, rien
n’empéchera de diminuer le nombre de ces équations et méme de les
remplacer par une équation unique, dont la décomposition fournirait
toutes les autres. Il y a plus : les lois analytiques auxquelles les fonc-
tions peuvent étre assujetties se trouvent généralement exprimées par
des formules algébriques ou transcendantes, et il peut arriver que
diverses formules représentent, pour certaines valeurs d’'une va-
riable @, la méme fonction; puis, pour d’autres valeurs de @, des
fonctions différentes. Par suite, si 'on considére la définition d’Euler
et de Lagrange comme applicable & toutes especes de fonctions, soit
algébriques, soit transcendantes, un simple changement de notation
suffira souvent pour transformer une fonction continue en fonetion
discontinue, et réciproquement. Ainsi, par exemple, « désignant une
variable réelle, une fonction qui se réduirait, tantot & + @, tantot i
— x, suivant que la variable @ serait positive ou négative, devra, pour

ce motif, étre rangée dans la classe des fonctions discontinues, et
OEuvresde C.—S.1,t. VIIL. )
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cependant la méme fonction pourra étre regardée comme continue,
quand on la représente par 'intégrale définic

2 2 xrdt
TJ, £z

Ve,

qui est la valeur particuliere de la fonction continue

ou méme par le radical

\‘/"cz a2 Z’

correspondante & une valeur nulle de ¢. Ainsi, le caractere de conti-
nuité dans les fonctions, envisagé sous le point de vue auquel se sont
d’abord arrétés les géometres, est un caractere vague et indéterminé.
Mais I'indétermination cessera si a la définition d’Euler on substitue
celle que j'ai donnée dans le Chapitre IT de I'Arnalyse algébrique (').
Suivantla nouvelle définition, une fonction de la variable réelle x sera
continue entre deux limites @ et b de cette variable, si, entre ces limites,
la fonction acquiert constamment une valeur unique et finie, de telle
sorte qu'un accroissement infiniment petit de la variable produise
toujours un accroissement infiniment petit de la fonction elle-méme.
Alors, si la variable est prise pour abscisse, la fonction supposée réelle
sera I'ordonnée d’'une branche de courbe continue, comprise entre
deux droites perpendiculaires a I'axe des abscisses, et rencontrée en
un seul point par chacune des droites paralleles que I'on pourrait
tracer entre les deux premieres. La continuité des fonctions ainsi
définie est d’ailleurs un caractere dont Pimportance se trouve aujour-
d’hui généralement appréciée par les géometres. C'est en tenant compte
des solutions ou interruptions observées dans cette espéce de conti-
nuité que je suis parvenu & déterminer, pour les équations algé-
briques, le nombre des racines qui satisfont & des conditions données,
par exemple le nombre des racines dont le module demeure compris
entre deux limites données, et c’est encore cette espece de continuité

(1) CEuvres de Cauchy, S. 11, T. IIL
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qui forme, comme je I'ai démontré, le caractere distinctif des fonc-
tions développables en séries convergentes ordonnées suivant les
puissances entitres et ascendantes d’une ou de plusieurs variables.

Enfin, de I'analyse dont jai fait usage pour établir le théoreme
relatif & la convergence des développements des fonctions, on peut
aisément déduire I'extension donnée par M. Laurent & ce théoreme,
et I'on reconnait ainsi que la continuité est eneore le caractére dis-
tinctif des fonctions développables en séries ordonnées suivant les puis-
sances entieres, positives et négatives des variables. Comme cette der-
niére proposition peut recevoir un grand nombre d’applications utiles,
il importe de la bien préeiser et d’entrer a ce sujet dans quelques
détails.

Considérons une variable imaginaire @. Elle sera le produit de son
module par une certaine exponentielle trigonométrique; et, pour
obtenir toutes les valeurs de la variable correspondantes & un module
donné, il suffira de faire croitre 'argument de cette variable, c’est-
a-dire 'argument de I'exponentielle trigonométrique, depuis la limite
zéro jusqu'a unc cireonférence entiere 2w, ou, ee qui revient au
méme, depuis la limite — = jusqu’a la limite =. Si, tandis que 'argu-
ment varie entre ees limites et le module entre deux limites données,
une fonction réelle ou imaginaire de @ reste continue par rapport a
Pargument et au module, de maniere & reprendre la méme valeur
quand I'argument passe de la valeur — = 2 la valeur + =, cette fonc-
tion sera, entre les limites assignées au module, ce que nous appelons
une fonetion continue de la variable z. Cela posé, le théoreme général
sur le développement en série des fonctions d'une seule variable peut
étre énoncé dans les termes suivants :

Tutorime 1. — Une fonction réelle ou imaginaire de la variable x
sera développable en une série convergente ordonnée, d ‘un coté, suivant
les puissances enticres positives, d'un autre colé, swwanl les puissances
entiéres négatives de x, lant que le module de x conservera unc valeur
comprise entre deux limites entre lesquelles la fonction et sa deripée ne

cesseront pas d’élre continues.
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Ce théoreme entraine évidemment le suivant :

Tutorime II. — Ure fonction réelle ou imaginaire de la variable a
sera, pour une valeur donnée du module de x, developpable en une serie
ordonnée, d’un coté, suivant les puissances enticres positves, d'un autre
cdté, suipant les puissances enticres négatives de la variable, si, dans le
voisinage de cetle valeur, la fonction et sa dérivée restent continues par

rapport a x.

Les théoremes que nous venons de rappeler peuvent étre immédia-
tement étendus au développement des fonctions de plusieurs va-
riables.

D’ailleurs ces théoremes ne sont pas seulement applicables au déve-
loppement des fonctions explicites d’une variable @ : ils s’appliquent
encore au développement des fonetions implicites. Mais alors se pré-
sente a résoudre un nouveau probléme : il s’agit de reconnaitre si,
pour un module donné de la variable &, une fonction u de x, déter-
minée par une équation entre x et u, reste, avec sa dérivée, continue
par rapport a x. Or ce nouveau probleme peut étre effectivement
résolu, dans un grand nombre de cas, a I'aide des considérations sui-
vantes.

Supposons que, le second membre de 'équation entre z et u élant
nul, le premier membre renferme, avee x et «, un ou plusieurs para-
metres. Il arrivera souvent que, pour une valeur particuliere de I'un
de ces parametres, une racine de I'équation résolue par rapport a u
sera évidemment fonction continue de , au moins tant que le module
de @ restera lui-méme compris entre certaines limites. Concevons
maintenant que I'on fasse varier par degrés insensibles le paramétre o
dont il s’agit, et supposons que le premier membre de I'¢quation pro-
posée reste, du moins entre certaines limites, fonction continue, non
seulement de ce paramétre, mais encore de x et de u. Enfin admet-
tons, pour fixer les idées, que la racine en question soit une racine
simple. Alors, par des raisonnements semblables 4 ceux dont nous
avons fait usage dans le Mémoire sur la nature et les propriétés des
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racines d’une équation qui renferme un parametre variable (zoir le
11 Volume des FEwxercices d’Analyse et de Physique mathématique,
p. 111 et suiv.) ('), on prouvera que la racine en question variera
généralement avee le parametre « par degrés insensibles, en restant
fonction continue de =, jusqu'a l'instant ol, de nouvelles racines
devenant équivalentes & la premiere, 'équation proposée acquerra
des racines égales. D’ailleurs, on prouvera sans peine qu’avant cet
instant le développement de u suivant les puissances entiéres de x se
trouvera représenté par une série dont le module ou les modules
seront inféricurs a 'unité, et 'on peut ajouter qu’a cet instant méme
les dérivées de u, prises par rapport i @, deviendront généralement
infinies & partir d’un certain ordre, ce qui exige alors que le module
ou I'un des modules du développement de u se réduise a 'unité. Ces
observations fournissent le moyen de déterminer en général le module
ou les deux modules de la série qui représente une fonction implicite
de la variable x, développée suivant les puissances entieres et ascen-
dantes, ou méme suivant les puissances entieres positives et négatives
de cette variable.

Dans un autre Mémoire j’appliquerai les principes que je viens d’é-
tablir aux séries qui représentent en Astronomic les développements
des fonctions perturbatrices.

ANALYSE.
§ L. — Formules générales.
Sott y
xr = re?V-1
une variable imaginaire dont 7 représente le module et » 'argument.

Soit, de plus,
f(x) = [(re?v=1)

une fonction de @ qui reste, avee sa dérivée f'(), continue par rap-
port & &, ¢’est-d-dire par rapport au module » et & argument ¢, pour

(Y) OFEuvres de Cauchy, S. 11, T. XIIL.
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toutes les valeurs du module 7 inféricures & une limite donnée R. Soit

enfin
5 =Rerv-1

une nouvelle variable imaginaire qui ait pour module la constante R
et pour argument I'angle variable p. On aura, en supposant r <R,

) T s f(s
(1) f(o)= = [ gy

puis en posant, pour abréger,

T -
w= gz [ R
a2, . %

on tircra de 'équation (1)

(2) f(z)=ay+a,x+ ayz?+.. ..
Soit maintenant ¢ le module de la série
gy, ay, Ay (000

c’est-a-dire la plus grande des limites vers lesquelles converge, pour
des valeurs croissantes de n, la racine ni*™ du module de a,. Le mo-
dule de la série

(3) Qy, T, a,xl
sera évidemment représenté par le produit
prs

el, comme ce produit exprimera encore les modules des séries compo-
sées des termes que on obtiendra en différentiant une ou plusieurs
fois de suite, par rapport a a, les divers termes de la série (3); comme
d’ailleurs une série es( toujours convergente et offre une somme finie,
tant que son module reste inférieur 4 l'unité, il est clair que, si la
fonetion f(x) ou ses dérivées deviennent infinies pour la valeur R du

module 7 de @, le produit ¢R devra se réduire & Punité. On aura done
rl

alors
1

P:I_{’



EXTRAIT Neo 243. 151

et par suite la série (3) aura pour module é Alors aussi, pourr <R,
il sera facile de ealeuler une limite supérieure au module du reste de
la série (3), arrétée aprés un nombre quelconque de termes.

Désignons maintenant par la seule lettre « la fonction f(x), et sup-
posons que u soit une fonetion implicite de @, qui représente une
racine simple de I'équation

(4) _ F(u, z)=o.

Enfin eoncevons que le premier membre de 'équation (4) renferme,
avec les variables @ et «, un ou plusieurs paramétres, et que, pour
une certaine valeur, par exemple pour une valeur nulle du para-
metre o, la racine simple u de I'équation (4) reste fonction eontinue
de x, du moins tant que le module de & ne dépasse pas une certaine
limite. En raisonnant comme ala page 113 du II° Volume des Exercices
d’Analyse ('), on prouvera que, si le parametre « vient a varvier, et si,
tandis qu’il varie, le premier membre de I’équation (4) reste fonction
continue de @, u et o, laracine simple « restera généralement fonction
continue de &, jusqu’al'instant olt, unc seconde racine devenant égale
a la premiere, I'équation (4) acquerra des racines multiples. Soit R la
valeur du module 7 pour laquelle une seconde racine de I'équation (1)
deviendra égale & u. Il est clair que, pour cette valeur de r, et pour
une valeur eorrespondante de 'argument ¢ de la variable «, on aura

D, F(u, x)=o.

Done alors aussi la valeur de D,u, tirée de I'équation (4), et déter-

minée par la formule
D.F(u, z)
T D.F(u, z)

DN =

deviendra généralement infinie. Cette démonstration ne serait plus
admissible, si la valeur de @ qui rend unc seconde racine égale b «,
réduisait D, F(u, x) dzéro. Mais il est facile de s’assurer qu’en général
le module R correspondant & cette racine rendrait infinies, a partir

(1) OEueres de Cauchy, S. 11, T. XII.



152 COMPTES RENDUS DE L’ACADEMIE.
d’un certain ordre, les dérivées
Dyu, DZu, Diu,

Done, en vertu de ce qui a été dit plus haut, le module de la série qui
représentera la fonction « développée suivant les puissances ascen-
dantes de & sera généralement

,

R

Soit maintenant
u =f(xz)
une fonction de x qui, avee sa dérivée f'(x), reste finie et continue
par rapport & @, pour des valeurs du module » comprises entre les
limites
r=—ry, r=R;

et posons simultanément

y:roel’\/:r, 5= RerV-T,

L’équation (1) devra étre remplacée par la suivante

. 1 (T af(z) LTy i)
(5) f(¢)—;&f_ﬁm"’[’~;: - ;'y_—-;‘vdp’

et, en posant, pour abréger,

SR G () Y Y
4= o | P _"_;ff[ﬁy () p,

on tirera de 'équation (5)
(6) (Z)=a,+ayx + a2 +...+a & '+ a2+ ...

On pourra d’ailleurs supposer, comme ci-dessus, que « représente une
racine simple d’une certaine équation (4) qui renfermerait, avec les
variables @ et «, un parameétre o. Si, pour une valeur particuliére de
ce paramétre, u se réduit effectivement 4 une fonction continue de z,
alors, le paramétre venant & varier, # ne cessera pas d’étre fonetion
continue de &, du moins entre certaines limites de r, jusqu’a I'instant
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ol, une seconde racine de I'équation (4) devenant égale a u, cette
¢quation acquerra des racines égales. Cela posé, si 'on désigne par r,,
R les limites inféricure et supérieure qu’atteint le module r quand
une seconde racine de I'équation (4) devient, par suite de la variation
du paramétre «, équivalente a la racine u, alors, en raisonnant comme
dans le cas précédent, on prouvera que les deux modules de la série

—n -
dooge @iz =y iy @m Gesy @aish

se réduisent généralement aux deux rapports

§ . — Applications.

Appliquons maintenant & quelques exemples les principes établis
dans le § I, et d’abord supposons que la fonetion « de « représente
celle des racines de I'équation

() aul—2u+ax=—o0

qui, pour une valeur nulle du parameétre «, se réduit a

Comme le premier membre de I'équation (1) est une fonetion toujours
continue des variables &, u et du parametre «, il en résulte que, si.ce
paramétre, cessant d’étre nul, acquiert une valeur infiniment petite,
u restera fonction continue de la variable , au moins pour des valeurs
finies de cette variable. Si, le paramétre o variant encore, son module
eroit de plus en plus par degrés insensibles, # ne cessera pas d’étre,
pour un module donné de la variable x, fonetion continue de cette
variable, jusqu’au moment ou, par suite de la variation de o, une
seconde racine u de I'équation (1), devenant égale a la premiere, véri-
fiera, non seulement cette équation, mais encore I'équation dérivée

(2) ou—1=0;

OFuvres de C. — S.1, t. VIlI. 20
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par conséquent, jusqu’au moment ot I'on aura, en vertu des équa-
tions (1) et (2),

(3) ' 39 =3 0

Or, comme on tirera de la formule (3)

1 1
o= —>» mod.ot = ———
3 mod.x

et réciproquement
1

1
= —> mod.z = ——
o mod. «

il suit de cette formule que, si I'on pose

1

mod.x —

u vestera fonction continue de @, non seulement quel que soit le para-
metre o, dans le voisinage d’une valeur nulle de «, mais encore, pour
une valeur quelconque de ce parametre, jusqu’au moment ol l'on
aura
mod.z =IR.

Done, en vertu des principes établis dans le § I, celle des racines de
I'équation (1) qui se réduit & j, pour une valeur nulle du para-
meétre «, sera, pour un module r de z infériecur a R, développable sui-
vant les puissances ascendantes ct entiéres de x en une série conver-
gente, dont le module se réduira au rapport

(7
TR

R

¢’est-a-dire au module du produit «a. On vérifie aisément ces conclu-
sions en commencant par tirer de I'équation (1) la valeur de u en «,
et développant la valeur ainsi trouvée, savoir,

(4) u=1—\1—axz,

suivant les puissances entieres ct ascendantes de .
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Concevons maintenant que la fonetion « de a représente celle des
racines de I'équation

—_—{u—

(5) ue ? u

P : ) — =20

qui se réduit a &, pour une valeur nulle du parametre «, et supposons
le module de z différent de zéro. Le premier membre de I’équation (5)
sera toujours fonction continue de x, « et «, excepté dans-le voisinage
d’une valeur nulle de u; et sile parametre o, cessant d’étre nul, varie
par degrés insensibles, u ne cessera pas d’étre fonction continue de ,
jusqu’au moment ol1, par suite de la variation ¢, une seconde racine «
de I'équation (5), devenant égale & la premiére, vérifiera, non seule-
ment cette équation, mais encore l’équation dérivée

(6) I—S(ufl>:o.

Admettons, pour fixer les idées, que 'on attribue toujours au para-
metre « une valeur réelle et positive. Supposons d’ailleurs que I'on ne
fasse pas croitre ce parametre au dela de I'unité. Alors I'équation (6),
résolue par rapport a u, offrira deux valeurs réelles et positives,
inverses I'une de P'autre. Les deux valeurs correspondantes de x,
tirées de I'équation (5), seront parcillement deux quantités réelles
et positives inverses I'une de l'autre; de sorte que, en désignant la
plus petite par r, et la plus grande par R, on aura

I

ou
[ =01

Cela posé, il résulte des principes établis dans le § I que, pour une

valeur de o positive, mais inférieure a 'unité, et pour un module »

. . . 10 . ’ . ~
de = compris entre les limites R, &> une racine de I'équation (5),
savoir, celle qui se réduit & R quand o s’évanouit, sera développable,

suivant les puissances entieres, positives et négatives de x, en une
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série convergente dont les deux modules scront

1 et r
Rr R’

Ces mémes modules se réduiront 'un et 'autre 4 la fraction

1
N

R
si le module r de la variable & se réduit i I'unité.
§ . — Observations relatives aux fonctions discontinues.

Les formules (11) et (5) du § I, dans lesquelles

(1) u=—="_f(x)

représente une fonetion explicite ou méme implicite de la variable
imaginaire

(2) x:re?\/j,

supposent que cette fonction reste continue, par rapport au module 7,
entre les limites o et R, ou r, et R, et par rapport & 'argument 9 entre
les limites — =, + =. Elles supposent, par suite, non seulement que u
varie par degrés insensibles avee le module ¢, mais encore que u
reprend la méme valeur quand l'angle 9 se trouve augmenté d’une
circonférence entiere. Si cette derniére condition cessait d’étre rem-
plie, les formules (1) et (5) devraient subir des modifications que
nous allons indiquer, en nous occupant seulement de la formule (5),
qui comprend comme cas particulier la formule (1).

Supposons u déterminé en fonction de & par 'équation (1) ou méme
par une équation de la forme

(3) F(u, ) =o.
On aura, eu égard & la formule (2),

1

(4) Dyu = D, u,
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et 'on peut observer qu'une racine « de I'équation (3) satisfera géné-
ralement & la condition (), lors méme que cette racine ne reprendrait
pas les mémes valeurs, quand on fera croitre 'argument ¢ d’une cir-
conférence. Ainsi, en particulier, 'équation (4) sera satisfaite si 'on
prend pour u« la racine

(45 u=lr+oy—i,
qui vérifie I'équation

Fi= 7D
ou la racine

& 2 =

(6) B=0TEt Ty
qui vérifie 'équation

U= a7

m étant un nombre entier supérieur & 'unité. Mais ces deux racines,
si I'argument ¢ peut varier depuis la limite — = jusqu’ala limite + =,
seront des fonctions discontinues de o ct par conséquent de @, attendu
que leurs valeurs seront altérées, quand on passera de la limite ¢ = —=

a la limite ¢ = =.
Supposons maintenant que la fonction

w="f(x)

et sa dérivée relative d  soient des fonctions discontinues de x, ana-
logues & eelles que déterminent les formules (5), (6), c’est-a-dire
des fonctions dont la discontinuité consiste seulement en ce qu'elles
changent de valeurs quand on passe de la limite g = — = & la limite
o = =. Si 'on intégre les deux membres de I'équation (4) par rapport
a o entre les limites — %, =, et par rapport a r entre les limites r,, R;
alors, en écrivant p au licu de 2, et « au licu de 7, en posant d’ailleurs,
pour abréger, :
y=ryery-', s=RerV-1,

et en désignant par

Ky=1

aceroissement que prend le facteur « quand 'argument ¢ passe de la
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limite — = a la limite -+~ w, on treuvera

(7) f_:f(s)dl’“'[:f(y)dp:‘[n?dt.

Si dans cette derniere équation on remplace f(z) par le produit

{(z) —I(x)
S N

on obtiendra une formule nouvelle, analogue & I'équation (5) du § I.
(ette formule nouvelle sera
T X £
(8) f(x):_l_/ i&—)dp—i L“J_)d,,__A,
anJ__ s—=x 2m) )y —
la valeur de A étant

R
. I R de
T ag t+ &
o

(9)

Si, pour plus de simplicité, on écrit

au lieu de
f(z), 1(y), f(2)

alors ¢, w seront ce que devient « quand on pose successivement
P=\A r=R,

en remplacant d’ailleurs ¢ par p, et 'équation (8) se présentera sous
la forme

2 L =
(10) f(x):g—l;rf ed a{p—L i dp — A,

__.nu—.Z‘ 2T __“_‘:V—.T

A étant toujours déterminé par la formule (g).

Il importe d’observer que, des intégrales eomprises dans le second
membre de la formule (10), la premiere peut étre développée suivant
les puissances positives de la variable x, et la seconde suivant les
puissances négatives de la méme variable, les coefficients des diverses
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puissances étant indépendants du module r aussi bien que de Pargu-

ment o. Quant & la valeur de A, on peut la présenter sous la forme

(1) P R de 1 [T Rde
1 — —_—
an ), vz an) v+’
[

et par conséquent la décomposer en deux intégrales qui soient elles-
mémes développables, la premiere suivant les puissances positives,
la seconde suivant les puissances négatives de x. Mais, dans les deux
nouveaux développements ainsi obtenus, les divers coefficients, en
restant indépendants de I'angle o, deviendront évidemment fonctions
du module r.

Si, pour fixer les idées, on suppose la fonction « déterminée par la
formule (5), &y — 1 sera Uaceroissement que prendra cette fonction
quand on fera croitre ¢ de la circonférence 2. On aura donc

KRy—1=2rny—1, QRK=o2m.

Alors aussi on tirera de la formule (5), en y écrivant p au lieu de 3, et
remplacant r par r, ou par R,

v =lro+py—r1, (V:l[{+p\,’/:'——l.

Cela posé, I'équation (10) donnera

_ V=1 (" _pz Ve Py
e oy=T= IR Yk [ Py Vo fﬂy__wdp—A,

puis on en conclura, en intégrant par parties, de maniére que le fac-
teur p se trouve différentié,

(12) 1r+<,o\/—1:lR+l<1+%)——I(I—*—%’)—A,

tandis que la formule (11), réduite &

il " de
A= —+= )
. t -+ & roy—l—x
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donnera

(13) A:1<R+x>+l<x+r>
r--x Z -+ T,

et, par suite,
/R a? 74
A— l(7>—1<1+ ﬁ> +l<x+ ;)

(e (o)

:—2<sincp—51—r;2—(’°+§lngﬁ—...>\/—x.

Or, eu égard a la dernitre formule, on tirera de I’équation (12), pour
toutes les valeurs de 9 comprises entre les limites — =, + =,

(14 ! — sinc sin20 N sin3o
PR 5 3 U

et I'on se trouvera ainsi pamené a une équation déja connue.

244.

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Rapport sur une Note de M. CELLERIER

relative @ la théorie des imaginaires.
C. R., T. XVIIL, p. 168 (29 janvier 1844).

L’Académie nous a chargés, M. Liouville et moi, de lui rendre
compte d'une Note de M. Cellérier, relative & la théorie des imagi-
naires. Le théoreme que 'auteur établit dans cette Note pouvant étre
fort utile dans les recherches d’Analyse et de Calcul intégral, nous
avons pensé qu'il serait convenable d’en donner ici une idée en peu
de mots.

I un de nous a remarqué, dans le XIX¢ Cahier du Journal de I’ Ecole
Polytechnigue (p. 567) (), que, f(x) étant une fonetion donnée de la

(1) CEuvres de Cauchy, 8. 1I, T. L.
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variable réelle @, une expression imaginaire de la forme

f(z+yy—1)

se trouverait suffisamment définie, si on la considérait comme I'inté-
k 4 Vot I3 - %
grale 9 de 'équation aux dérivées partielles

[— 1

’

Dyo=—=Dzoy

cette intégrale étant assujettie a vérifier, pour une valeur nulle de y,
I'équation de condition
¢ —f(x).

C’est en adoptant cette définition, et en s’appuyant sur le théoreme
général relatif a la convergence du développement d’une fonction en
série ordonnée suivant les puissances entiéres et ascendantes d’une
variable @, que M. Cellérier a établi le nouveau théoreme dont nous
transerivons ici I'énoncé réduit a sa plus simple expression.

Tugoreme. — f(x) €tant une fonction réelle ou imaginaire de x, si
lon a, pour toutes les valeurs réelles de x,

S(z)=o,

on aura encore, pour des valeurs réelles de x et de y,

/($ +}’V’—‘-I ) =50y

tant que la variable y conservera une valeur numérique wférieure a la
plus petite de celles pour lesquelles la fonction f(x +y\—1) ou sa
derwee de premuer ordre cessera d’étre finie et continue. Par suite, quand
on fera croitre la valeur numerique de y, en laissant x constant, la fone-
tion f(x +y\ —1) ne cessera point d’étre nulle sans devenir infinie ou
indéterminée.

Dans des additions jointes & sa Note, M. Cellérier, en donnant plus
de rigueur & la démonstration de son théortme, a montré sous quelles
conditions il subsiste, et indiqué le cas ou il pourrait devenir inexact.

Appliquée ala théorie des intégrales définies, la proposition énoncée

OFEuvres de C. — S. 1, t. VIII. 21
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par M. Cellérier fournit le moyen d’étendre des formules établies pour
des valeurs réelles de certains parameéftres au cas ol ces parametres
deviennent imaginaires. On reconnait ainsi que les formules sub-
sistent généralement, tandis qu'on fait varier les paramétres, jus-
(qu’au moment ou les intégrales deviennent infinies ou indéterminées,
ce qui s’accorde avee des observations faites par I'un de nous, dans le
Mémoire sur les intégrales définies prises entre des limites imagi-
naires (p. 34 et 40) ('), et dans le XVII®* Tome des Annales de
M. Gergonne (p. 120 et 127) (?), relativement & diverses formules
qui fournissent les valeurs de certaines intégrales définies.

En résumé, les Commissaires pensent que la Note de M. Cellérier
est digne d’étre approuvée par I’Académie et insérée dans le Recuerl

des Savants elrangers.

245.

CALCUL INTEGRAL. — Mémoire sur les valeurs moyennes des fonctions.

C. R., T. XVIIL, p. 558 (1°" avril 1844).

Soient
X —=rek ‘/:'—‘_

unc variable imaginaire dont r désigne le module, et
f(z)
une fonction réelle ou imaginaire de « qui reste continue par rapport

a retap, pour toutes les valeurs de r comprises entre deux limites

données

r-—r, r=r,.

Enfin, soit 8 la valeur moyenne de f(z). On aura
I i
) s = ;rj:ﬂf(x)dp;

(1) OEuvres de Cauchy, S. I, T. XV.
() Ibid., S. I, T. 1L
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et, en vertu d’un théoreme que j’ai démontré dans la g livraison des
Exercices d’Analyse et de Physique mathématique ('), cette valeur
moyenne $ restera la méme pour toutes les valeurs du module r
comprises entre les limites r,, r,. Mais il peut arriver que la valeur
moyenne $ de la fonetion f(2) vienne a varier quand on suppose
précisément r =r,, r = r,. Entrons a ce sujet dans quelques détails.

Supposons d’abord, pour fixer les idées, que la fonction f(x)
devienne discontinue en devenant infinie, quand on y pose préci-

sément

et

x, désignant tout i la fois une valeur particuliére de  dont le module
soit 7, et une racine simple de I'équation

1

2 e =
(2) i)
Alors, en vertu des principes du caleul des résidus, on aura, pour une
valeur de 7 comprise entre les limites r—=r, r==r,,

fﬁf<"/ PV T)dp —’;fﬂf(rel’\/_‘_’)a’[’ —47:5___“‘(‘;)],

le signe § étant relatif & la seule racine @, de I'équation

En d’autres termes, on aura

fnf(rlepvj)dp:£:f<repy— )dp_naﬂ(j}.

(. —x,)

Done, par suite, tandis que le module r passera d’une valeur plus
grande que 7, & la valeur r,, la valeur moyenne s de la fonction f(x)
se trouvera diminuée de la moitié du résidu

P -

& [.Z‘ T ;Z’”]

(1) OEuvres de Cauchy, S. 1, T. XIV.
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Ainsi, en particulier, si 'on prend
i 1
@=G=nE=y
on verra la valeur moyenne de la fonction f(x) se réduire, pour un
module de x compris entre les limites
x =1, =2,
ala quantité + 1, et pour le module 1 de &, A la quantité

1 T

=il =

Lo
1!
I

19/mm

Supposons en second licu que la fonction f(2) devienne discontinue
en devenant infinie quand on y pose

r—r,

et

r=ux,
x, désignant tout a la fois une valeur particulitre de  dont le module
soit 7,, et une racine simple de I'équation (2). Alors, en raisonnant
toujours de la méme maniére, on prouvera que la valeur moyenne s
de la fonction f(x) se trouve généralement augmentée de la moitié du
résidu

tandis que le module r passe d’une valeur plus petite que r, a la
valeur 7,.

Nous avons supposé, dans ce qui précede, que x, ou x, représentait
une racine simple de I'équation (2). Alors le résidu (3) ou (4) n’est
autre chose que la véritable valeur du produit

(1= L)1,

correspondante i a — «,, ou la véritable valeur du produit

(6) (1= Z) 1o,

—
(923
~
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correspondante i & = x,. Mais il peut arriver que, z, étant une racine
de I'équation (2), la valeur &, de « rende, par suite, la fonction f(x)
infinie, et réduise en méme temps A zéro le produit (5). Cest, en effet,
ce qui aura lieu si 'on suppose, par exemple,

) f(x):(%

!

I — —

£

I'exposant @ étant réel et non supérieur a I'unité, et ¥(x) désignant
une fonetion qui conserve une valeur finie pour # = «,. Or, comme
dans ce cas le produit (5) s’évanouira pour ==, il est naturel
de penser qu’alors la valeur moyenne s de la fonction f(x) restera
invariable, tandis que le module r de @ passera d’une valeur plus
grande que 7, A la valeur . Pour transformer cette conjecture en cer-
titude, il suffit d’observer que, & I'aide d’une intégration par parties,
on tirera de la formule (1), jointe & la formule (7),

(8) $— __i_f_jx(l_ %)"”Dx[u‘m]dp,

o 2T(I — @) 2,

T

et que cette derniere valeur de 8 se réduit 4 une fonction de r qui
reste généralement finie et varie par degrés insensibles, tandis que
varie entre les limites r=r, r=r, de manicre & pouvoir méme
atteindre la limite r,.

Pareillement, si @, est une racine de I'équation (2), mais non une
racine simple, la valeur 2, de « pourra tout a la fois rendre la fonc-
tion f(a) infinie et réduire & zéro le produit (6). C’est ce qui aura
licu, par exemple, si I'on suppose
(9) ()= (—F-(%f—y

] — —

xll

Pexposant v étant réel, mais supérieur a I'unité, et F(a) désignant
une fonction qui conserve une valeur finie pour = «,. Or, comme
dans ce cas le produit (6) s’évanouira pour @ = x,, il est naturel de
penser qu’alors la valeur moyenne s de la fonction f(x) restera inva-
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riable, tandis que le module 7 de x passera d’une limite plus petite
que r, & la valeur r,. Pour transformer cette conjecture en certitude,
il suffira d’observer que, 4 P'aide d’une intégration par parties, on
tirera de la formule (1), jointe & la formule (8),

L1 1—v ~
. x F(x)
= s=meen L o(-5) ™[5

et que cette derniére valeur de s se réduit & une fonetion de r qui
reste généralement finie et varie par degrés insensibles, tandis que

varie entre les limites r=r, r=r, de maniere a pouvoir méme
atteindre la limite .

Lorsque la fonetion f(a) est de 'une des formes déterminées par
les équations (7), (9), alors, en posant

(ll) '}/:rl epv,:" s:,.ll epd:l_)
on trouve
I T o3 f Ty

non seulement pour un module 7 de  compris entre les limites r = r,,
r-=r,, mais encore pour I'une des valeurs 7==r, r=r,. Si la fone-
tion f(a) était d la fois des deux formes déterminées par les for-
mules (7) et (9), la formule (12) subsisterait pour -=r, et pour
r:r”.'Admettons eette derniere hypothese; alors on aura, méme
pour r==r, et pour r==r,,

(13) flr) =a+a,x +ayx®+.. . +a_ ' +a_,x*+...,

les valeurs de a, et de a_, étant

Y13
an == [ 5" 1(s) dp,
A

7 w
?a*n— P ‘f_“y f(')’)dp.

Alors aussi les deux modules de la série qui représente le dévelop-
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pement de f(«), et qui se prolonge indéfiniment dans les deux sens,
seront

et 'on déduira sans peine des formules (14) deux limites supé-
rieures aux modules des coefficients a, et a_,. Par suite, on déduira
aisément des formules (13) et (14) deux limites supérieures aux mo-
dules des restes qu’on obtient quand on supprime, dans la série que
renferme le second membre de la formule (13), les termes dans les-

quels les puissances de  ou é sont d’un degré¢ supérieur & un nombre
entier donné.

Il est bon d’observer que, sans altérer les valeurs de a,, «_, four-
nies par les équations (14), on pourra généralement y supposer les
valeurs de y, 5 déterminées, non plus par les formules (11), mais par
les suivantes :

‘ _ = . /=
(15) y=ux,erV-1, § =1z ePV=1)

Considérons, en particulier, la valeur de a_, fournie par la seconde
des formules (14). Eu égard aux équations (7) et (15), cette formule

donnera
(== _f enp\/““ F (.Z‘ el’v~1> dp,
(1~e“l“/w)u

ou, ce qui revient au méme,

A=

= [enPVTlF(z,ew—“» e-""“‘_’“"”'e"”m] i

27 J, (l_e-p\/Tl)P- - (’]_e,,\/;T)P-

ou bien encore

il :*—f (B<2s1n ) ‘

la valeur de @ étant déterminée par I'équation

(17) 2@ = e[np——p(%—P)]mF(x,ePJ——') -+ e_["””"‘(g“”)]‘/:l F(ze-rV-1),
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Or, si 'on nomme P le module maximum maximorum de 1'expression

e
F{rerV=r),
il est clair que, en vertu de la formule (17), le module de I'expression
imaginaire @ sera inférieur a P, et que, en vertu de la formule (16), le
module de a_, sera inférieur au produit

1

dp
(2 sin L))pL
) 2

Les principes que nous venons d’exposer peuvent étre facilement

(18) rtp

appliqués & la détermination de limites supérieures aux restes de la
série qu’on obtient quand on développe le rapport de I'unité a la di-
stance mutuelle de deux planétes, suivant les puissances entitres de
I'exponenticlle trigonométrique qui a pour argument Panomalic ex-
centrique, et méme I'anomalie moyenne. C’est ce que nous explique-
rons dans un prochain article.

246.

AstroNoMIE. — Nouveau Meémoire sur le calcul des inégalites

des mouvements planetaires.

C. R., T. XVIIL, p. 625 (8 avril 1844).

On sait que le caleul des inégalités des mouvements planétaires a
pour base le développement de la fonetion perturbatrice en une série
de termes proportionnels aux puissances entieres, positives, nulle et
négatives, des exponentielles trigonométriques, dont les arguments
sont les anomalies moyennes des planetes. On sait encore que, dans la
fonction perturbatrice, la partie dont le développement offre des diffi-
cultés sérieuses est la partie réciproquement proportionnelle a la di-
stance mutuelle des deux planétes que 'on eonsidére. Or, en s’ap-
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puyant sur une remarque faite dans un précédent Mémoire (voir la
page 318 du Tome XIII des Comptes rendus) ('), et relative & cer-
taines propriétés des fonctions entieres et réelles des sinus et co-
sinus d’un méme angle, on peut aisément développer le rapport de
I'unité & la distance de deux planétes en une série de termes propor-
tionnels aux puissances de 'exponentielle trigonométrique qui a pour
argument P'une des anomalies excentriques, et méme I'une des ano-
malies moyennes. Cette simple observation sert de fondement i la
méthode nouvelle que je propose pour le caleul des inégalités des
mouvements planétaires, et qui me parait offrir des avantages assez
considérables pour mériter de fixer un moment 'attention des géo-
métres. Je me bornerai d’ailleurs & donner dans ce Mémoire une idée
générale de mes nouvelles recherches, que je reproduirai avec plus de
détails dans les Exercices d’ Analyse et de Physique matheématique.

Le premier paragraphe du Mémoire sera relatif & des notions préli-
minaires. Il aura pour objet la décomposition d’une fonction réelle et
entiére des sinus et eosinus d’un méme angle en facteurs simples dont
chacun soit linéaire par rapport 4 'exponentielle trigonométrique qui
offre un argument égal, au signe pres, a I'angle donné. Dans le second
paragraphe, je montrerai comment on peut décomposer en facteurs de
cette espece le carré de la distance mutuelle de deux planétes. Enfin,

dans les paragraphes suivants, je développerai en série le rapport de
'unité & cette méme distance.

§ I. — Décomposition d’une fonction réelle el entiére des sinus et cosinus

d’un méme angle en facteurs simples.
Soit

(1) u=f(cosp, sinp)

une fonction réelle du sinus et du cosinus de 'angle p. Si l'on pose

=03

tang

N

(') OEu'res de Cauchy, S.1, T. VI, p. 281.
OEuyres de C. — S. 1, t. VIII. 22
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on aura
1— 2 2¢
uw = —_y —— 1
(2) (I—i—ﬁ’ 1+t“>’
et, comme en conséquence u sera encore une fonction réelle de ¢, I'é-
quation
3) U= 05

résolue par rapport i ¢, ne pourra offrir unc racine imaginaire ct finie
de la forme

b= pe‘?\/——l,
o désignant une quantité positive, et ¢ un arc réel, sans offrir une
seconde racine imaginaire conjuguée a la premicre, et de la forme

b= pe"‘?\/:q.

Soit maintenant i
FEOTGY W TO iU e
1— =1’

on aura encore
1 1
S SIS
s s

2 ’2\/:

)

(4) wi==if

et, & deux valeurs de ¢, de la forme
(5) t=pe?V1, t=pe?-1,
correspondront deux valeurs de s, de la forme

o L e o s Wi el as,
o x——pe?\/:i\/: - 1——pe"?\/:7\/—1

Or, comme l'une de ces deux valeurs de s et 'inverse de Pautre
seront évidemment deux expressions imaginaires conjuguées, clles
pourront étre réduites aux formes

(6) : s—aexv—1, S le"‘\/’:,

a

a désignant une quantité positive et o un arc réel.
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Si I’angle ¢ se réduisait & zéro ou & =, alors la valeur de ¢ fournie
par chacane des équations (5) se réduirait 2 la valeur réelle

E=E=0;
qui pourrait étre une racine simple de I'équation (3); et a cette ra-
cine correspondrait une seule valeur de s déterminée par la formule
(7) s = e,
le module a se trouvant réduit a 'unité.
De ces remarques on déduit généralement la proposition suivante :

TatoriMe 1. — Etant donnée une fonction réelle u des sinus et cosinus
de l'angle p, si l’on pose
s—epPV=1 s

les racines finies de ' équation
=105

résolue par rapport a s, seront, ou des racines dont les modules se rédui-
ront @ U'unité, ou des racines qui, prises deux a deux, offriront, avec un
méme argument, deux modules inverses U'un de I'autre. En d’autres
termes, les racines finies de ['équation

U=—0
seront de la forme

s:e“‘/:_’,

ou, prises deux a deux, elles seront de la forme
1
s—aexV-1, s§= —e*V-1,
3

a designant une quantité positive et o un arc réel.
i ) .
Il est bon d’observer que, des deux modules a, 3’ le premier, a,
peut étre supposé le plus petit, et qu’alors on a nécessairement
(8) a<I.

Concevons a présent que w représente une fonction entiere des
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sinus et cosinus de I'angle p, et nommons e le degré de cette fonction
par rapport a ces sinus et cosinus. En vertu de I'équation (4), u sera
évidemment de la forme

(9) ll:s%,

8 désignant une fonction entiere de s, du degré 2m; et, en vertu du

théoréme I, 8 sera le produit d’'une constante réelle ou imaginaire par
des facteurs linéaires dont chacun sera de la forme

5 — V=T,

ou par des facteurs linéaires qui, pris deux & deux, seront de la forme
1 —_
(10) s —aexV=T, s—-—ae“‘/-l.

Si u ne peut s’évanouir pour aucune valeur de s dont le module soit
I'unité, ou, ee qui revient au méme, pour aucune valeur réelle de
'angle p, tous les facteurs linéaires seront de la forme (10); et, comme
on a identiquement

‘Ig(s—— aexv-1) (s— {—Ile“\/:) =— eV

a

(1 == ase—“\/-:i) <1— ;—le“\/—_‘>,

il est elair que, dans I’hypothése admise, la fonction u sera le produit
d’une certaine constante k par des facteurs qui, pris deux a deux,
seront de la forme

(11) : 1 — ase~2V=1, I—?e“‘\’“_‘.

On aura done alors

(12) au=k(1—ase~2V-1) <1— ;—le“\/-_l> (1—bse-8v=1) <1 — 2 egx/:). BB

a, b, ... désignant des modules inféricurs 4 I'unité, et a, 6, ... des
arcs réels. D’ailleurs, en vertu de I'équation

s::el'\/’_l,
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tout produit de la forme
(1—ase—2v=1) <1— ;je“ \/—:‘)
se réduit & un trindome de la forme

1—2acos(p— a)+ a2,

et par conséquent & une quantité qui ne peut étre que positive on
nulle, pour une valeur réelle de I'angle p. Donc, si la quantité « reste
positive pour toutes les valeurs réelles de p, la constante k renfermée
dans le second membre de I'équation (12) devra elle-méme étre posi-
tive. On peut donc énoncer la proposition suivante :

Tutorine II. — Si une fonction réelle et entiere u des sinus et cosinus
d’'un certain angle p reste positive pour toutes les valeurs reelles de cet
angle, et si I’on prend d’ ailleurs

s :el’\/—_‘,

on aura

u=k(1 — ase—*V=1) (1— sge“\/—_’> (1—bse-8v=1) (1— 295\/:7> o

a, b, ... désignant des nombres infeérieurs a I'unité, k une quantité posi-
tive, et a, 6, ... des arcs reels.

Supposons, pour fixer les idées,
(13) =4 + 2V cosp + 22 sinp,

&, ¥, © étant des coefficients réels dont le premier soit positif et vé-
rific la condition

(14) A2 4 (b4 ©2).

Alors, pour des valeurs réelles de I'angle p, la valeur de « sera tou-
jours positive; et, en posant
= eP\/:T,
on trouvera
T
s+ = §— ~
S
COsp =




176 COMPTES RENDUS DE I’ACADEMIE.

Si le coelficient ® est positif, la formule (24) donnera

®

kab = ®, k= 1

et
ele+6) V=1—

ou, ce (ui revient au méme,
eBVTT — e y=T

Done alors la formule (23) sera réduite &

(23) u:%(I—ase"‘“\’"_')<1—?e“VT‘)(l—]Jse“F)( —;e—“\/ )

Ainsi 'on peut énoncer la proposition suivante :
Tueorime IV. — Sou
=2 + 2v5 cosp + 22 sinp + 4 ® cos?p,

b, W, ©, ® désignant quatre coefficients dont le dernier & sout posutif. St
la valeur précédente de u reste elle-méme positive pour toutes les valeurs

réelles de I'angle p, on aura

al

(I — ase~aV-T) < = %&FT) (1— hsexV=1) (1 — %e—“\/:—i),

a, b désignant des modules inférieurs & I'unité et a un are reel.
Corollaire. — Si, dans I'hypothese admise, on pose

(26) a=ae*V, h_—:‘le“\/?', ¢ =Dhe-av-1, b:%e—“\/j,

les quatre lettres

représenteront les quatre racines finies de I'équation

u=o,
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=1

qui, en vertu de la formule (22), deviendra
(27) ®(s+1)*+ (Ub—@\/;——J)s"—{—a%s?—l—(vbﬂ— 3\/:i)s -0
ou

W —e\/— 5N W4eV—1
(28) 4 — (D\ ls’—|—<2+6>s’+—i_—®—\[——£s+l:o.

Ajoutons que I'on pourra déterminer ces quatre racines, soit en appli-
quant & la résolution de I’équation (27) I'une des méthodes connues,
soit en opérant comme il suit.

En vertu des formules (26), les trois sommes

ab - ed, ac 4+ bd, ad - be
se réduiront évidemment aux trois suivantes :

I a b
2cosct, ab+4+ —; — 4 —.
ab” b a

Done ces trois dernieres sommes seront les trois racines réelles d’une
équation auxiliaire qu’il est facile de former. En résolvant cette équa-
tion auxiliaire et posant, pour abréger,

; . 1
o A (1 /s USE-ONE
x_g(z+5), p—[§<3).+4~ = )J

1 Vb2 2 Wh?— &2
cosq:;[)ﬁm% <8+ o )—+— op ]a

on reconnaitra que, pour obtenir les trois sommes

a b 1
=+ =, ab+ —>

(30) 2 Cosa, B a -

il suffit de ranger par ordre de grandeurs les trois quantités

g, 7\+2pcos<‘°—_—3m, A+ 2pcos 22T,

(31) *—+ 2p cos 3

D’ailleurs, les sommes (30) étant connues, on en déduira sans peine
CEuvresde C.—S. 1, t. VIII. 23
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les valeurs de
a

oLy 'B) ab,
et, par suite, les valeurs de a et b.
S . — Sur la distance mutuelle de deux planétes, considérée comme fonetion

des exponenticlles trigonométriques qui ont pour arguments les anomalies
moyennes.

Nommons

m, m’ les masses de deux planétes;

¢ leur distance mutuelle;

¢ leur distanee apparente, vue du centre du Soleil ;
I I'inclinaison de leurs orbites.

Soient de plus, pour la plankte 7, et au bout du temps ¢,

- r la distance au centre du Soleil;
p lalongitude;
¢ anomalie excentrique.

Enfin soient, dans Iorbite elliptique de la planete 7,

a le demi grand axe;

e 'excentricité;

o la longitude du périhélie;

II Ta distance apparente du périhélie 4 la ligne d’intersection des
orbites elliptiques de m et de m'.

On aura
(1) r=a(1— ecosy),
1
cosy —¢ . A e
(2) cos(p—-w):m, sm(p—-w):%ﬁ;

et, si 'on accentue chacune des lettres

Ty Py ‘-P; a, & w, H,
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quand on passe de la planete 7 4 la planéte 7', on aura encore

(3) = ri—arr' cosd+ r',

(4) cosg = P‘COS(P—E-FH—[)'—FGS’——H’)

+veos(p—ow-+lI+p' —w'+1'),
les valeurs de p., v étant

= cos‘ZI u—‘sin2I
s 2’ - 2

D’ailleurs, on tirera évidemment de la formule (4)
cosd = [pcos(p'—w' +II'—1I)+veos(p'—a'+ '+ )] cos(p — )
+[psin(p'— o' +I'—1I) —vsin (p'— &' + II'+ II)] sin ( p -— w),

et de cette derniére, combinée avec les formules (1) et (2),

'?;cosc?: [peos(p'— o +I'—1II) +veos(p — &'+ II'+ II)] (cosd —e)
+ [psin(p'—o' +MM'—I) —vsin (p'— &'+ '+ )] (1 — eﬁ)%simp.

Done, eu égard & I'équation (1), la formule (3) donnera

(5) e =db + 21 cosy -+ 2Esind + 4O cos*Y,

les valeurs de &, ¥, €, ® étant déterminées par les formules

We=—{[pcos(p — o' +I'—1I) +vecos(p'— o'+ II'+ M)jar — a’,

S b =a+2aer'[peos(p — o'+ ' —1II) +veos(p' — o'+ W+ )] + 7%,
(6)

. 1
—[psin(p'—' +II'— ) —vsin (p'— &'+ W'+ )] (1 — e*)*ar’,

( ® = tae?.

0]
I

11 est bon d’observer que, deux planttes ne devant jamais se ren-
contrer, leur distance mutuelle ¢ ne devra jamais s’évanouir. Donc la
valeur de ¢?, déterminée par la formule (5), devra conserver une
valeur positive pour toutes les valeurs réelles de I'angle ¢.

Si 'on supposait
(7) e=o,

on aurait, par suite,
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les valeurs de

a
oy B ’ Elb,

et, par suite, les valeurs de a et b.

S . — Sur la distance mutuelle de deux planétes, considérée comme fonction
des exponentielles trigonométriques qui ont pour arguments les anomalies

moyenncs.

Nommons

m, m’ les masses de deux planétes;

¢ leur distance mutuelle;

¢ leur distance apparente, vue du centre du Soleil ;
I 'inclinaison de leurs orbites.

Soient de plus, pour la plankte m, et au bout du temps ¢,

- rla distanee au centre du Soleil ;
p lalongitude;
¢ Panomalie excentrique.

Enfin soient, dans 'orbite elliptique de la planete m,

a le demi grand axe;

¢ I'excentricité;

o la longitude du périhélie;

Il la distance apparente du périhélie & la ligne d’intersection des
orbites elliptiques de m et de m'.

On aura
(1) r=a(1— ecosy),
1
cosy —¢ : I —g?)¥ g
(2)  eslp—wm)=r—r0yp sinp—o)= (‘TT)CC,%P

et, si I'on accentue chacune des lettres

r’ p’ qj’ a, S, m, H,



EXTRAIT Ne 246. 179
quand on passe de la planéte 7 a la planéte 7', on aura encore

(3) 2= r—arr' cosd + r's,

@) cos6= pcos(p—ow+IM—p+o —1II')

+veos(p—o+1I+4+p' — o'+ 1),
les valeurs de p., v étant

— cos? . v = sin? :
B 2’ o 2

D’ailleurs, on tirera évidemment de la formule (4)
cosd = [pcos(p —o +I'—H)+vcos(p'—o +1I'+1)]cos(p —®)
+ [psin(p' — o'+ ' —1I) —vsin (p'— o' + '+ II)] sin ( p — ®),

et dc ecette derniére, combinée avec les formules (1) et (2),
:—;0056 = [pecos(p'—a +'—1II)+vcos(p' — o'+ II'+ II)] (cosd —¢)
+ [psin(p'— o'+ I'—II) —vsin (p/' — &'+ W+ 1D} (1 — e*)%sinq/.
Donc, eu égard & I'équation (1), la formule (3) donnera
(5) == + 2V cosY + 22 sinY + 4O cos*y,
les valeurs de 4, %, ©, ® étant déterminées par les formules

do=at+aaer [peos(p — o'+ II'—II) +vcos(p — o'+ '+ I} + ¢,
(6) Wh=—[pecos(p'—o'+1I'—) +vcos(p' — o + ' +-M)]ar' — a’e,
1

( e =—[psin(p—o'+ 0 —M) —vsin(p —o'+ '+ )] (1 —&*)*ar’,
® =1 a%e?.

Il est bon d’observer que, deux planétes ne devant jamais sc ren-
contrer, leur distance mutuelle « ne devra jamais s’évanouir. Done la
valeur de ¢*, déterminée par la formule (5), devra conserver une
valeur positive pour toutes les valeurs réelles de I'angle ¢.

Si I'on supposait
(7) EI=10}

on aurait, par suite,
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et 'équation (5) se trouverait réduite a
(8) F=db 42 cosd + 22 sindy,
les valeurs de &, ¥, © étant

Ao = @+ 12,
(9) ? W —=—[pcos(p —o' +II'—I) +vcos(p -~ +0+1)]ar,
€ =—[psin(p —a'-+'—II) —vsin(p' — &'+ "4 11)]ar'.

Alors aussi, en posant
s—=evyV 7

et ayant égard au théoreme III du § I, on trouverait
K —ay"T A V=T
(10) 2 =k(1 —ase2V ) l—ze"v 5

a désignant un nombre inféricur & 'unité, o un are réel et k une quan-
tité positive liée au nombre a par la formule

GRO
I+ a?

(11) k=

a1

D’ailleurs le nombre a et 'exponenticlle trigonométrique e se

trouveraient déterminés par les deux équations

E-lg
) D
a k1
(W24 22)2
=4 Qi ey —
(13) PLET L R S l,

o
(1’102 632)2
dont la derniere entraine les formules

L) e

(14) COSOot —— singg = -~ T,
(W24 2)? (W2 )
. ’ e
5 = —.
(19) ! tanga P
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Ajoutons que, en vertu des équations (9), jointes & la formule

»t+v=I,
on aurait
Wit 2=+ apvcos2(p — o'+ ') + ¥ a1,

ou, ce qui revient au méme,
W24 2= [1— fpvsin?(p'— &'+ II')]a*r?,
et que, en conséquence, les formules (12), (13), (15) donneraient

a ,J
7 e
(16) Gl ! =] I v ’

& Vi—4pysini(p — o'+ 1)

P =T+ y=1_ = (p+u~ n’)y—t

(17) e*v—T o e=TV=1,

Vi—bpvsin?(p'—w' +11')

psin(p'—a'+I'—1II) —vsin(p’' — &'+ 1II'+1I)

@8) l L peos(p—o+ I —IM) +veos(p —o + 1+ 1)

Observons enfin qu’on vérifie les formules ' (17) et (18) en prenant
(19) a=y—1I,
et supposant 'angle y lié & Uangle p’— o'+ II par I’équation
(20) tangy = (. —v) tang(p' — o' + I1').
Si excentricité ¢ cesse de s’évanouir, alors, en posant toujours
s—=e¥bv-1
et ayant égard au théoreme IV du § I, on trouvera
(21) 2= k(1 — ase=xV-1) (1 — ?e“\fj>(1 ——bse“\/j)<1 — l—)e'“\/:),
la valeur de k étant

(22) k:a—B,

181

« désignant un arc réel, et les lettres a, b représentant deux modules
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inférieurs & 'unité, qui pourront étre déterminés, avee I'are «, par le
moyen des formules établies dans le § 1.

§ HI. — Méthode nouvelle a Uaide de laguelle le rapport de l'unité a la
distance de deux planétes peut étre développée en une série ordonnée
‘suivant les puissances enticres de 'anomalie excentrique, ou de 'anomalie
moyenne de U'une d’entre elles.

Soient toujours « la distance mutuelle des deux planétes m, m’;
¢ I'anomalie excentrique de la plandte m, ct s I'exponentielle trigo-
nométrique qui a pour argument 'angle ¢, en sorte qu’on ait

§ = eq’\/’_i,

Sil'excentricité de P'orbite elliptique de la plankte m se réduit i zéro,
alors on aura

(1) ?=k(1— ase-*V/-1) <I—~%e°‘\'“—‘>,

‘o désignant un arc réel, et k, a, deux quantités positives, dont la der-
ni¢re sera inférieure a Punité. On trouvera, par suite,

1 -1
(2) , S:-‘—' k_%(l—ase‘“\/:“i) 2(1_331\/:‘1> 2_

Or, ¢n vertu de I'équation (2), la fonetion de s représentée par le rap-
i Y 5 o 3
port - ct sa dérivée resteront continues par rapport d la variable s,

pour tout module de cette variable compris entre les limites

1
a, Ei’

quirendront i lafois ces deux fonctions discontinues et infinies. Done,

8 ’ . . I
par suite, pour tout module de s renfermé entre les limites a, o le
rapport

o«

sera développable, suivant les puissances entiéres positives, nulle et
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négatives de s, en une série dont les deux modules se réduiront i ceux

des deux expressions
as, 2.
$
-4
Pour obtenir cette série, il suffira évidemment de multiplier par k *
les divers termes de celle qui représentera le développement du rap-

port

(3) l(—‘-—(1—a‘s‘e"“‘\/—_‘)-%(l—?e“‘\/:_‘>

14

el
o=

. o e ]
Or, en supposant le module de s compris entre les limites a, -, on aura

1
—\"% 1 -— 1.3
(1-- ase-av=1) :[+Ease*°‘\/—1+ ﬂazs’e—“vq-i—...,

% o =\, © A= 1.3 a? —
| — S a1 =14 - ZexV-1 4 == eyl
s 2 s 2.4 s?

et, par suite,

o

k

I =7 I —
(4) - =1 + A, (se‘“\[“—’—i— Ee"‘»’:7> + A, (328‘2“\/"‘—!— ;ae”‘/"'> —+ .oy

la valeur générale de A, étant

—/

3o (2n—1 1 2741 1.3 2n4+1 20+ 3
( )3"' s, b 2 - -__—_+ —_—— +/a‘—+—... o
2 2n 42 2.4 an+2 an+4

’ I
(3) An= 2.4...2n

. ’ T , e ) .
Donc, pour obtenir le développement de ~ en une série ordonnée sui-

vant les puissanees entieres de s, il suffira d’avoir construit des Tables
qui fournissent les diverses valeurs de

An A2y A:iy

correspondantes aux diverses valeurs de la constante a.

Nous avons supposé jusqu’ici que 'excentricité de I'orbite ellip-
tique de la planéte m s’évanouissait. Si cette excentricité ne s’éva-
nouissait pas, alors, au lieu des formules (1), (2), (3), on obtiendrait
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des équations de la forme

6) =k (1—ase-x/-1) <1—;—1e°‘\/:> (1—-hsexv=1) 1~—e—°‘\/_>

N)h-

1 ZeiT)

( _1

'y _1 ¢

7)) ~=k ;(I—ase—“\/:) 2<1—33“F> (I—bse“\’ 0"
f;‘ 1 _é 17 l

(3) K (1——;1se-°‘\’*_’)_§(x—?e°‘\/~_‘> (1—hsexv=1)" E(1———e‘°‘\/~>
<

¢t, en supposant

(9) b<a<i,

A 1 .
on reconnaitra que - est encore, pour tout module de s compris entre

les limites

7 1
-
> a

développable, suivant les puissances entieres de s, en une série dont
les deux modules sont ceux des expressions

o, I
: et
s

De plus, en nommant B, ce que devient A, quand on remplace a par b,
on tirerait de la formule (8)

1 .
(10) | [1+A<e-“\/_'+ exV— ) J [1+1¥,(.9e°‘\/—_’+51e'“»/:)—h..],

ou, ce qui revient au méme,

(11)
” el ralep) -]
les valeurs de &,, 9, étant

) ®,=...A,— Bicos(n—2)a+A,cosna+ A, Bicos(n+2)a+...,
(r2

Dp=...8,4Bysin(n —2)a+ A, sinrno + A, B sin(n+2)a+....
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. ’ 1 . .

Done, pour obtenir le développement de — suivant les puissances en-
ticres de s, il suffira généralement de recourir aux Tables de sinus et
cosinus et i celles qui fourniraient les diverses valeurs des transcen-
dantes

Ay A,y ..,
ou plutdt de leurs logarithmes.

Soit maintenant
T

I'anomalie moyenne de la planéte 7. On aura, en nommant ¢ I'excen-
tricité,
(13) $—esind=T;

et par suite, si 'on prend

(14) 5= ¢V,
on aura

€ 1
(15) S —=gse 2<& ;).

Cela posé, apres avoir développé le rapport f suivant les puissances
entieres de s, pour développer le méme rapport suivant les puissances
entieres de s, il sulfira évidemment de tirer de I'équation (15) ou, ce
qui revient au méme, de 'équation (13), les développements de s* et
de s~ en séries ordonnées suivant les puissances entieres de 5. Ony
parviendra facilement & 'aide de la série de Lagrange, si le module
de ¢ ne dépasse pas la valeur

0,662742. ..,

pour laquelle I’équation
(16) Y —esind =o,

résolue par rapport 4 ¢, acquiert deux racines égales et se vérifie en
méme temps que I'équation dérivée

(17) 1—egcosy=o.
OEuvres de C. — 8.1, t. VIII. 24
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Cette condition étant supposée remplie, si d’ailleurs une certaine fone-
tion f({) de anomalie excentrique ¢ reste continue par rapport i
cette anomalie, tant que le module de ¢ ne s’éleve pas au-dessus de la
limite

0,662742. . .,

on aura, en vertu de la formule de Lagrange,
%3
(18) £() = £(T) + 57 (T)sinT + 18—2 Do[f(T)sin?T] +. ...

Si maintenant on pose
' f(T) = er¥V=T= s,

% désignant une quantité entiere positive ou négative, et, par suite,

f(T)=erTV-1= g,
TA(EIR) :/16”7\/:7\/— 1= hsh\/—1,

la formule (18), jointe & I’équation

1

e

. )
sinT = ——

2\ —1

donnera

(19) st= 5"—#—11(%)5" (ﬁ—— i) —h (?2 Dy [5"(5— %)2] V—1=ia

Or la formule (19), jointe a 'équation (14), de laquelle on tire

(20) Dyst= hstV=1,

fournira, pour la valeur de s*, un développement de Ia forme

(21)  s*=Hys" + Hys**' + Hyeh+2q. . 4 H_ st~ - H_ 82 .. .,

les valeurs de H, et H_, étant déterminées par le systtme des équations

h

(22) H,,:

F(% + n, n), II~n:(—1)"T/i—7lF(lz——ll, n),
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dans lesquelles on suppose la fonetion F(4, n) déterminée par la for-

mule ) '
B[ )

SINTETY __1.(n+1) 1.2(n+1)(n—+2)

(23 () = .

On peut, au reste, arriver direetement aux formules (22), (23) en
partant de I'équation (21), de laquelle on tire

T

H,= s=h=n sh T,

em )
ou, ce qui revient au méme,
T & By -
H,= _f e—(h+n) TY=T ohyy=1 g,

CE Y L

puis, en intégrant par parties,

R 1
" h+nomw,)

X7
H e—(h+n)TY=1 gh /=1 dy

™
ou, ce qui revient au méme,

h I

A _—
(24) n”-lz—i—n 2T

fﬂ e—nYy—1 phtn)esing =1 dy.
—_

Or, de la formule (24), qui subsiste dans le cas méme ou I'on rem-
place » par — », on déduira immédiatement les valeurs de H,, H_,
fournies par les équations (22) jointes & la formule (23); et, pour y
parvenir, il suffira de développer suivant les puissances ascendantes

de ¢ 'exponentielle
elh=n)esinyy/=1

Observons encore que MM. Bessel et Jacobi ont déja considéré les
transcendantes auxquelles se réduisent les coefficients représentés ci-
dessus par H,, H_,, et que les valeurs numériques de ces coefficients
sont méme fournies par des Tables qu’a construites M. Bessel.

\ e " L . . .y 3

Aprés avoir développé - suivant les puissances entieres de I'expo-

nentielle
5= eTV=1,



188 COMPTES RENDUS DE L’ACADEMIE.

on pourra développer encore les coefficients des diverses puissances
de s suivant les puissances entieres de I'exponentielle

o' — eT V=1,

On peut d’ailleurs appliquer & ce dernier probleme, ou une méthode
d’interpolation, comme I'a proposé M. Le Verrier, ou une méthode
analytique, comme nous I'expliquerons plus en détail dans un autre

Mémoire.
e
247.
ANALYSE MATHEMATIQUE. — Memoure sur I’équilibre et le mouvement d’un

systéme de molécules dont les dimensions ne sont pas supposées nulles.

C. R., T. XVII, p. 774 (22 avril 1844).

Dans la séance du 5 décembre 1842, j’ai présenté a I’Académie un
cahier qui renfermait de nouvelles recherches sur la théorie de la
lumiere, et qui a été¢ paraphé dans cette méme séance par M. Arago.
Les recherches dont il s’agit étaient relatives, en partie a I'équilibre
et au mouvement d’un systeme de molécules dont les dimensions ne
seraient pas supposées nulles, en partie aux lois suivant lesquelles un
rayon lumineux est réfléchi et réfracté par la surface de séparation de
deux milieux isophanes, dans le cas olt ’on tient compte de la disper-
sion des couleurs. Je ne m’occuperai pas aujourd’hui de ces lois, aux-
quelles je reviendrai dans un autre article, mais seulement de I'équi-
libre et du mouvement d’un systeme de molécules; cet objet me
paraissant digne d’étre examiné de nouveau, quoique le méme sujet
ou des sujets analogues aient déja été traités par quelques auteurs,
entre autres par M. Poisson, par M. Savary, par M. Broch et par moi-
méme. Je me bornerai d’ailleurs & indiquer le plus brievement pos-
sible quelques-uns des résultats auxquels j’étais parvenu.
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§ I. — Préliminaires. — Sur le moment de rotation d’un corps.

Considérons un corps qui tourne autour d’un point fixe pris pour
origine des coordonnées. Soit m un élément de ee corps, et supposons
la position de cet élément déterminée, au bout du temps ¢, non seule-
ment par les coordonnées

x, V¥, 5,
relatives  trois axes rectangulaires qui restent fixes dans I’espace,
mais encore par les coordonnées

X Y, %

relatives & trois axes rectangulaires qui restent fixes dans ce corps. On

aura
r—ax+6y+7yz,

(1) y=a'x+8y+ ¢z,

s=o'x+ 8"y + 'z,

@, 6, y; o, 6,2, 67, v étant les cosinus des angles formés par les
demi-axes des @, y, = positives avec les demi-axes des x, y, z posi-
tives. D’ailleurs ces cosinus seront liés entre cux par les équations
connues

o == lec 2 Tl 2 =0y, 8 +6% +6" —1, ¥y " =1
67+6’7/+ 6”7”:0, y“_*—y’a,—i_yila”zo, 4 a6+a161+ a//e//:().

De ces équations différentiées on pourra en déduire d’autres de la

forme
aDjoa+a'D;a'+a"D,a" = o,

aD,8 +a'D,6'+a"D, 6" =r,
aDyy +a'Dy +a"Dyy" =—q,

8Da+8D,a'+6"Dya" =—r,
6D,8 +6'D,68' 46D, 8 —=o,
6D,y + 6D,y + 6D,y =y,
yDia+7' D'+ 4" Dya" =g,
yD:6+ 9y D€+ "D, & =—p,
Doy + 7' Dy’ +9" Dy =0,
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P, 9, v désignant trois nouvelles variables, dont les valeurs, une fois
connues, serviront a faire econnaitre celles de

! 14

o, §, 7 o, €, Y’) of, €, }'”-
En effet, des neuf dernieres formules on tirera, par exemple,
(3) Dyo=yq—6x, D, 6=ar—yy, Dy =6p—ag;

et par conséquent, p, 4, r étant supposées connues, il suffira, pour
trouver «, €, v, d'intégrer trois équations différentielles linéaires,
savoir, les formules (3). D’ailleurs, ces trois équations continueront
¢videmment de subsister quand on y remplacera «, €, y par o, €', ¥ ou
para’, &, v".

Soit maintenant & une quantité positive déterminée par la formule

(4) g =p’ 90
et posons

5 4 9 ¥
5 - = COSA - =¢o0S - = COSV.
( ) 5 s & 2] =

On s’assurera aisément que A, p., v représentent les angles formés, au
bout du temps ¢, par I'axe instantané de rotation, prolongé dans un
certain sens, avec les demi-axes des X, y, z positives; et 2 la vitesse
angulaire de rotation du corps autour de ce méme axe.

Soient eneore

o la vitesse absolue de I’élément m;
7. le moment linéaire principal relatif aux quantités de mouvement, et

(6) qﬂ:zmm?

la somme des forces vives. Si, en faisant coincider les axes des x, y, z
avec les axes prineipaux du corps relatifs au point fixe autour duquel

il tourne, on nomme
A, B, C
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les moments d’inertie principaux relatifs a ce point, on aura

p2+ q2+ t2:82,
(7) A p+B g2+ C rr== {2,
A2p'2+ Biq2+ C2t2:x2-
Si d’ailleurs on nomme
e, 2, &
les projections algébriques du moment linéaire ¥ sur les axes des x,
proj 8 L
Y, =, et
P, Q, R
les projections algébriques du méme moment linéaire sur les axes des
X, ¥y, 7z, on aura, non sculement

®=aP+8Q+y R,
(8) 9=a'P+6Q+7R,

A=a"P+60Q+yR,
mais encore

(9) . P=—Ap, Q=-—Bg, R=—Cr;

et Uon conclura des formules (8)
P=a®+ o2+ a'R,
(10) Q=8%+69+6a,
R=y®+y2+y4&.
Soient enfin

K le moment linéaire principal du systeme des forces appliquées aux
divers points du corps;

£, I, 9 les projections algébriques de ee moment linéaire sur les
axes des @, y, z;

L, M, N ses projeetions algébriques sur les axes des x, vy, z.

On aura, non seulement

L =af + oI + "I,
(ro) M =6 + & IR + 8" %,
Nyl 4y Fo+ 'R,
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mais encore

(12) D,2=g, D2=51, DA=DX,
et Ion tirera des formales (12), jointes anx équations (9) et (10),

AD;p+(B—C)er +~ L =o,
(13) BD,g+(C—A)p+M=o,
CCD;r +~(A—B)pg+N =o.

Des formules (13), jointes aux équations (7), on conclut

(YD Y+ Ly+ Mq+ Nr=o,

il
e ?ZD11+ALP+B}Iq+CNt:0.

Si le moment linéaire principal du systeme des forces appliquées an
corps s’évanouit, ce qui aura lieu, par exemple, dans le cas ol ces
forces elles-mémes se réduiraient & zéro, les formules (14) donneront

(13) D,y =o, D,y =o,

et par conséquent les valeurs de §, v se réduiront & des quantités
conslantes.

Les formules obtenues dans ce paragraphe s’accordent avec celles
qui étaient déja connues, et en particulier avee celles que j’ai don-
nées dans mon cours de Mécanique de la Faculté des Sciences, en les
¢tablissant a 'aide de raisonnements analogues a ceux dont je viens
de faire usage.

Observons d’ailleurs que ces formules continuent de subsister dans
le cas ou le corps que I'on considére se ment librement dans I'espace,
et ot on prend pour origine des coordonnées le centre de gravité de
ce corps.

§ II. — Sur Uéquilibre et le mouvement d’un systéme de molécules
dont les dimensions ne sont pas supposées nulles.

Considérons un systeme de molécules dont les dimensions ne soient
pas supposées nulles, et nommons

m une de ces moléeules;
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(m) et [m] deux éléments distinets et infiniment petits de cette méme
molécule.

Supposons d’ailleurs que, en prenant pour axes coordonnés trois
axes fixes de position dans I'espace, on nomme

x, y, 5 les coordonnées du centre de gravité de la molécule m;
& + ¢z, y + 8y, 5+ 8z les coordonnées de I'élément (m);
x +dlx, y +dly, 5+ dls les coordonnées de I'élément [m].

Soient encore

m une molécule distinete de m;

(m) et [m] deux éléments de la molécule m correspondants aux élé-
ments (m) et [w] de la molécule m;

x + Az, y + Ay, 5+ As les coordonnées du centre de gravité de la
molécule .

Les coordonnées de I'élément () seront
Z + Az +dx + Adx, y-+Ay+3dy+ Ady, 5-+ As+ 95+ Ads;
tandis que celles de I'élément [m] seront
z+Ax +dxr+Adx, y+Ay+dy -+ Ady, 5+ A5+ a5+ Ads.

Soient enfin

r la distance qui sépare les centres de gravité des molécules m et

¢ la distance qui sépare I'élément (m) de I'élément [m];

(m)[m] f(x) Paction mutuelle de ces deux éléments, f(x) désignant
une quantité positive, lorsque les molécules s’attirent, et négative
lorsqu’elles se repoussent.

On aura

() = (Az + dx —dx + AJx)?
1
+ (Ay +dy — Oy + Ady )+ (As + 45 — 05 + Ad)3)2.

Dailleurs, au systéme des forees qui solliciteront la molécule m cor-

OFuvres de C. — S. 1, t. VIII. 2.
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respondra, non seulement une force principale, mais encore un moment
linéaire principal; et, si I’on nomme

N, 3, © les projections algébriques de cette force principale;

£, AN, 96 les projections algébriques de ce moment linéaire principal,
dans le cas ol 'on prend pour origine des moments le centre de
gravité de la molécule;

on aura, pour déterminer
X T, % L, I, XK,

des équations de la forme

(2) =S

(m)[m]Am-FM_b&x_'-A'ﬂxf(u) ’

N Az + 35— 05 +Ad3) 0y — (Ay + |y — Sy + A 05
- 5&:5225(.11)[”2]( L /s C i L Rl
la sommation qu’indique le signe S se rapportant aux diverses molé-
cules m distinctes de m, et les deux sommations qu’indiquent les deux
signes 2 étant relatives, I'une aux divers éléments (m) de la molé-

cule m, 'autre aux divers éléments [m] de la molécule m.
Cela posé, si le systeme des moléeules que 'on considere est en
équilibre, les équations d’équilibre seront

X =o, It =0y b =o,
L =g I = o, It =o.

Passons maintenant au cas ot le systeme de molécules est en mou-
vement. Soient

X’ y’ z
les coordonnées de I'élément (m) de la moléeule m, rapportées a trois
axes rectangulaires qui conservent une position fixe dans la molécule,
et qui coincident avec les trois axes principaux menés par le centre de

gravité. Soient, de plus,
A, B, C



EXTRAIT Ne 247. 195
les trois moments d’inertie prineipaux relatifs & ce méme centre, et
o, 6! 7
o, 6', ,yf’
all’ 6”’ 7”
les cosinus des angles formés avec les demi-axes des x, y, z positives
par les demi-axes des z, y, = positives. Enfin, supposons les quantités

Py 9 ¥

liées A ces cosinus, et les quantités

liées aux projeetions algébriques
e

par les formules données dans le § I. Les équations qui représenteront
le mouvement du systeme de moléeules seront

(5) mDix =X, mD}y =7, mD}z="%
et
s AD;p+(B—C)gr +L =o,

(6) { BD,g+(C —A)rp+~M=o0,
’ CD,r +(A—B)pg+N —=o.

On aura d’ailleurs

$6x:a X+6y+yz
(7) oy =a'x+68'y+vy'z,

s =a'x+6"y+y'z.

i\

II importe d’observer qu'on peut, aux formules (7), joindre des
formules analogues, mais relatives & la molécule 7. Bn effet, soient

Xp Yo %

les coordonnées de I’élément [m] de cette derniere molécule, rappor-
tées aux axes principaux qui passent par le centre de gravité. Les for-
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mules (7) continueront de subsister quand on y remplacera simulta-
nément

oz, Oy, 05 par dx—+Adz, 4y +Aqy, 43+ Ads,

a, 6, ¢y par  a-+Aa, 6+ AS, y + Ay,

X, y, Z par X,, y/, Z,.
On aura donce

‘ Az + Az = (a +Aa )X, -+ (8 +A8)y,+ (y +4y )z,
Ay + Ay = (o' 4 Ad')x, + (8' + A8')y,+ (¥ + Ay’ )z,

()
[ 45+ B = (o4 A5+ (8 86Yy,+ (1 + A

Si maintenant on substitue les valeurs de
6z, dy, 05, Az +Adz, Jy+Ady, 5+ A4Ads,

tirées des formules (7) et (8), dans les seconds membres des équa-
tions (2) et (3), on en conclura que les six quantités

x, 3, % L, M, K

peuvent étre considérées comme des fonctions déterminées des
variables

" "

2 1 Vi "
z, ¥, % o, 6, ¥, Ci (S gk ol 6T

et de leurs différences indiquées i I'aide de la caractéristique A. D’ail-
leurs, parmi ces variables, les neuf dernieres seront liées entre elles
par les équations (2) du § 1.

On doit remarquer le cas ol les dimensions de chaque molécule
sont supposées trés petites par rapport a la distance des deux molé-
cules voisines; en sorte que, vis-a-vis des rapports

ox dy 0s qxr dy Iz

= —Et) Sy Ty e )

r r r (" r r
on puisse négliger les carrés ou méme seulement les cubes de ces
rapports. Nous développerons dans un autre article, rion seulement

les formules qu’on obtient dans cette hypothése et qui se déduisent
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aisément des précédentes, mais encore celles que renferment divers
Mémoires joints a eelui-ci, et relatifs a la théorie de la lumiere.

248.

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Addition au Memoire sur la synthése
algebrigue (*).

C. R., T. XVIII, p. 803 (2g avril 1844).

Dans le troisieme paragraphe du Mémoire sur la synthese algé-
brique, j’ai considéré de nouveau un probléme de Géométrie qui a
souvent occupé‘les géométres, et qui eonsiste a tracer, dans un plan
donné, un eercle tangent & trois eercles donnés, probleme dont j’avais
présenté moi-méme, il y a longtemps, une solution géométrique assez
simple qui a été publiée dans la Correspondance sur I'Ecole Polytech-
nique pour ’'année 1807. L’analyse dont je me suis servi pour résoudre,

(1) Note lue a U’Académie par M. AuGuSTIN CAUCHY.

C. R, T. XVIII, p. 802 (29 avril 18%4).

Le quatriéme paragraphe de mon Mémoire sur la synthése algébrique renfermait le pa-
ragraphe suivant [t. XVI des Comptes rendus, p. 1051 (4)] :

On pourra, par la synthése algébrique, obtenir des solutions éleégantes de problémes
déterminés, par exemple de celui qui consiste @ tracer une sphére tangente @ quatre
sphéres données, dont les centres sont G, C, C , G, et les rayons ryr,,r,, r,.

113 »

Yindiquais ensuite une solution fort simple de ce dernier probléeme, en disant qu'elle se
déduit d’une analyse semblable & celle que j'avais employée pour la solution du probleme
analogue relatif aux cereles.

C’était pour abréger que je n’avais pas, dans le Mémoire dont il s’agit, donné in extenso
la solution du probléme relatif aux sphéres. Je vais reproduire ieci 'analyse qui sert a
résoudre ce dernier probléme, telle que je la retrouve dans une addition rédigée vers 1'é-
poque ou je venais de composer le Mémoire. Cette analyse differe trés peu, ecomme on le
verra, non seulement de celle qu'a employée M. Arcas Trébert, dans une Note dont I'au-
teur a bien voulu m’adresser un cxemplaire, mais encore de celle que j'avais employée
moi-méme dans le Mémoire sur la synthése algébrique, pour la détermination du cercle
tangent a trois cercles donnés.

(#) OEuvres de Cauchy, S. I, T. VII, p. 422.
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non seulement le probleme dont il s’agit, mais aussi le probleme de la
sphére tangente & quatre autres, coincide en partic, comme je me
suis empressé d’en faire la remarque, avee I'analyse que M. Gergonne
a employée dans les Mémoires de I’ Académie de Turin pour I’année 1814,
et que le méme auteur a reproduite, avee de nouveaux développe-
ments, dans les Annales de Mathématiques (1816, 1817). Yajoute que
cette analyse peut étre modifiée de manitre que les équations des
deux droites dont elle exige la construction renferment seulement les
expressions algébriques propres & représenter les carrés des tangentes
menées d’un point extérieur a des cereles ou a des spheres eoneen-
triques aux cercles ou aux spheres données, et des valeurs particu-
lieres de ces expressions. On se trouve alors conduit, par des formules
tres coneises et trés symétriques, aux solutions obtenues par M. Ger-
gonne et 4 celles que j’ai données moi-méme, comme je vais I'expli-
quer en peu de mots (*).

Sur la recherche d’une sphére tangente a quatre autres.

Soient

r, r, r,r,les rayons des quatre sphéeres données;

w tm

a, b, c, les coordonnées rectangulaires

m> m

@y by ¢ a, b, e sial, b e
de leurs centres C, C, C,, C; A.

e le rayon d’une sphére tangente aux quatre autres;

x, y, 5 les coordonnées du eentre de cette nouvelle sphere ;

X, ¥, z les coordonnées du point ot lanouvelle sphére touchera la pre-

miére des sphéres données.

Le centre (x, y, 5) se trouvera s¢paré du centre (a, b, c¢) de la pre-
miere sphere par la distance r == ¢. On aura done

(z—a)+ (y — b)*+ (s —c)*=(r£p)

ou, ce qui revient au méme,
K=o,

(1) Pour abréger, je ne conserve ici de mon analyse que la partie relative au probléeme
le plus compliqué, savoir, au probléeme des sphéres.
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la valeur de & étant
R= (2 —a)+ (y — b)+ (5 — c)*— (r= o).

I'yaplus:silon nomme

R, &, &

17 (44 "

ce que devient & quand on y remplace «, b, ¢, r par a, b, c, r, ou
b,c

n

para r,, ou enfin para,, b, c,, r,, on aura ¢videmment

" m?

(1) K=o, R,=o, R,=o, R, = o.
Ces quatre équations détermineront les quatre ineconnues

Ly Yy 5By p-

D’autre part, les trois points (a, b, ¢), (x, y, z), (2, ¥, 5) devront
étre situés sur unc méme droite, de telle sorte que les distances du
premicr au deuxiéme et au troisieme se trouvent représentées par r et
par la valeur numérique du binome r == g, le point (a, b, ¢) étant ren-
fermé ou non renfermé entre les deux autres, suivant que le binome
r == p sera positif ou négatif. On aura donc encore

x—a y—b z—¢c r
r—a y—0b z—c 1Zxp

(2)

le choix du double signe devant étre réglé de la méme maniére que
dans I'équation qui fournit la valeur de &. Or la formule (2) suffira
évidemment pour déduire des valeurs de «, y, s, o les valeurs des
trois inconnues
X e Z8
En résumé, les sept équations représentées par les formules (1)
ct (2) suffiront & la détermination des sept inconnues

Zy J’, Sy s Y 7 Py

par conséquent & la résolution algébrique du probléme énoncé. Mais,
si Pon voulait construire géométriquement les valeurs des sept incon-
nues tirées des équations (1) et (2), on arriverait 4 des constructions
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peu élégantes. Pour éviter cet inconvénient, il suffit de eombiner

entre elles les formules (1) et (2) et d’en déduire des équations qui

soient linéaires par rapport aux inconnues, en opérant comme il suit.
Observons d’abord que, dans la fonction

A=(xz—a)+(y—0)l+(s—c)—(rkxp)
et par suite dans chacun des polynémes

R, &, &, &

"o

la somme des termes du second degré en x, y, =, p sera
2+ y 45— pi

Donc, si des formules (1) on veut tirer des équations linéaires en z,
¥, 5, p, 1l suffira de combiner ces formules entre elles par voic de
soustraction. On obtiendra ainsi les trois équations

(3) R,— R =o, K, —R =o, RKR,—R =o,

"
qui se trouveront comprises dans la seule formule
(4) J{:(‘R,:cﬂ”:cﬂm.

Sil'on élimine p entre ees mémes équations, on obtiendra deux équa-
tions nouvelles, qui seront linéaires par rapport 4 x, y, s, et représen-
teront en conséquenee une droite OA sur laquelle devra se trouver le
centre (x, y, 5) de la sphere clierehée.

Ce n’est pas tout : si 'on représente par 0 la valeur commune des
rapports égaux qui composent les divers membres de la formule (2),
on aura

y—0b 7—¢
y—b=+——, 5—Cc—

6

a X—a
r—a= 5
[

et, en substituant les valeurs de

Xy ¥V, 5, [

tirées de ces derniéres formules, dans les équations (3), on obtiendra
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évidemment, aprés avoir fait disparaitre le dénominateur 0, trois équa-
tions qui seront linéaires en

Yy, z, 6.

Or il suffira évidemment d’éliminer 0 entre ces trois équations pour
obtenir deux autres équations linéaires qui renfermeront les seules
inconnues

Yo 2,

et qui, en conséquence, représenteront une nouvelle droite PB sur
laquelle devra se trouver le point (x, y, z) ou la sphere cherchée tou-
chera la premiere des spheres données.

Cela posé, il est clair que le probleme énoncé pourra étre réduit a
la construction des seules droites OA, PB. Car, la droite PB étant tracée,
'un quelconque des points T, ou elle rencontrera la surface de la pre-
micre des spheres données, pourra étre considéré comme le point de
contact de cette spheére et de la sphere cherchée. De plus, le rayon C
mené par ce point de contact devra rencontrer la droite OA au centre
méme de la sphere cherchée.

D’autre part, pour construire les deux droites OA, PB, il suffira de
connaitre deux points P et A, ou O et B de chacune d’elles.

Or, comme les équations des droites OA, PB se déduiront, par I'é-
limination de I'inconnue g, des seules formules (2) et (4), les va-
leurs de 7

Ty, ¥, 5, X Yy oz
que fourniront, pour une valeur donnée de p, les six équations com-
prises dans ces deux formules, seront évidemment les coordonnées de
deux points correspondants O et P, ou A et B des deux droites OA, PB.
Enfin il est clair que la formule (2) donnera, pour g = o,

X =%, Y=, 7=5,
et, pour =g =r,
Xx—a_ y—b 1—c

1
r-—~a y—b s—c 2

d’ott il résulte que le point P se confondra simplement avec le point O,

OFuvres de C. — S. 1, t. VIl 206
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si celui-ci correspond & une valeur nulle de g, et que la distance CB
sera la moitié de la distance CA, si le point A correspond & %= ¢ =r.
Done, en définitive, pour résoudre le probleme énoncé, il suffira de
construire le point O ou A dont les coordonnées x, y, z sont détermi-
nées par la formule (4), lorsqu’on suppose dans cette formule g =o
ouw Tp=r.

Or chacune des formules (1), prise séparément, représente 'une
des quatre spheres décrites des centres C, C, C , G, avec des rayons
équivalents aux valeurs numériques des binomes

I'ip, I‘,ip, "”iP’ "miP§

et la fonction &, quand on prend pour z, y, = les coordonnées d’un
point extérieur & la premiere de ces sphéres, représente le carré d’une
tangente menée de ce point & la sphere. Donc le plan représenté par
I'une quelconque des équations (3) est celui que M. Gaultier, de
Tours, a nommé le plan radical correspondant i deux des spheres dont
il s’agit, c’est-a-dire le lieu géométrique de tous les points d’on 'on
peut mener & ces deux sphéres des tangentes égales. Donc le point
dont les coordonnées x, y, = se trouvent déterminées par le systéme
des équations (3), ou, ce qui revient au méme, par la formule (4),
sera le centre radical du systeme des quatre spheres, c’est-a-dire le
point commun aux plans radicaux qui correspondront a ces mémes
sphéres combinées deux & deux. Enfin les quatre sphéres dont il s’agit
se réduiront évidemment, si 'on pose g = o, a celles qui, étant dé-

crites des centres G, C, C , C , ont pour rayons

n?

Py Ty Ty Ty

par conséquent aux quatre sphéres données, et, si I'on pose = ¢ =r,
aux quatre sphéres qui, étant décrites des mémes centres, auront
pour rayons les valeurs numériques des quantités

AiF F2=ld, FITEP, F,ami

’ n

Done, pour trouver une sphére qui en touche quatre autres, décrites
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des centres C, C, C , C_avec les rayons r, r,, r , r , il suffira de recourir

"

a la régle suivante :

Deétermines le centre radical O correspondant au systeme des quatre
spheres données, puis le centre radical A de quatre nouyelles spheres qua,
€tant respectivement concentriques aux quatre premieres, offrent pour

rayons les valeurs numeriques des quantités

lpo=t=Nrs

Enfin jorgnes le point O au milieu B de la distance CA. La droite OB
ainsi tracée coupera la premiere des sphéres données en deux pownts T,
dont chacun pourra étre consideré comme un point de contact de cette
spheére et d’une sphere nouvelle qui touchera les quatre premiéres. De plus,
le centre de la nouvelle sphére sera le point ou le rayon CT, prolonge s’il

est nécessaire, rencontrera la droite OA.

Il est bon d’observer que, eu égard au double signe renfermé dans
chacun des binomes

le nombre des positions différentes que pourra prendre la droite OB
sera

23 = 8.
Comme d’ailleurs, dans chacune de ses positions, la droite OB coupera
la premicre des spheres données en deux points au plus, il est clair
que le nombre des sphéres tangentes a quatre spheres données ne sur-
passera jamais le nombre

S =167

On pourrait, au lieu de s’arréter aux formules (2) et (4), chercher

a déduire de ces formules les équations mémes des droites OA, OB.
Alors, en raisonnant comme dans la recherche du cerele tangent &
trois cercles donnés, on se trouverait conduit aux conclusions sui-
vantes :

Soient
R, R, R, R,
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ce que deviennent
R, R, &, &

"
(uand on y pose ¢ = o. Soient encore

K, K, K,
ce que deviennent

K R R

7 "9 L4

quand on y pose simultanément
xr=a, y=25b, === 0
Les équations de la droite OA pourront étre réduites i la formule

R—R R —& & —&

() R_-R R,—R R, R’

et, si 'on désigne par «, y, =, non plus les coordonnées courantes de la
droite OA, mais celles de la droite OB, les équations de cette derniere
droite seront celles que comprend la formule

Ry ROy = R,—R

K, K, K,

! ? "

(6)

Si d’ailleurs on observe que R, R, R, R, représentent les carrés des
tangentes menées d’'un point extérieur («, y, ) aux spheres données,

et K,K, ,K les carrés des tangentes qui sont communes a la premiére

n

sphere ct aux trois autres, on se trouvera immédiatement conduit, par
la formule (6), aux solutions qu’a données M. Gergonne du probleme
¢noncé, en les tirant d’une analyse qui s’accorde au fond avee celle a
laquelle nous venons de recourir.

249.

STATISTIQUE.

C. R., T. XVHI, p. 885 (13 mai 1844).

Y

M. Augustin Cauchy présente a 'Académie deux opuscules qu’il
vient de publier.
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Le premier opuscule a un rapport manifeste avec les travaux de Sta-
tistique dont se sont plusieurs fois occupés des membres de I'Aca-
démie. Il a pour titre : Considérations sur les moyens de prévenir les
crimes et de réformer les criminels.

M. Cauchy explique a quelle occasion cet opuscule a été composé.

Appelé a faire partie du jury prés la cour d’assises du département
de la Seine, pour la dernitre session de 'année 1843, M. Cauchy avait
concouru a la rédaction d’une Note que les jurés adresserent 2
M. le Ministre de la Justice. Cette Note était concue dans les termes
suivants :

Note sur Uurgente nécessité d’'une réforme dans le mode actuel
de répression des délits et des crimes.

Les jurés du département de la Seine, membres du jury pres la cour
d’assises pour la derniére session de I'année 1843, aprés avoir mire-
ment réfléchi sur les obligations que la loi leur impose dans les fone-
tions qu’ils sont appelés & remplir, ont eru qu'un devoir sacré pour
eux était de faire connaitre a M. le Ministre de la Justice, au Gouver-
nement et aux Chambres, la cruelle alternative dans laquelle ils se
trouvent habituellement placés, en raison du mode actuel de répres-
sion des délits et des crimes. Aprés avoir juré devant Dieu et devant
les hommes de ne trakur ni les intéréts de 'accusé, ni ceux de la société
qut Uaccuse, les jurés ont la douleur de ne pouvoir satisfaire ni & 'un
ni & lautre de ces deux intéréts, simultanément compromis par la
législation pénale existante. Si le jury acquitte un coupable, la société
n’est point vengée, et il est fort douteux que le repentir que 'accusé a
pu témoigner a P'audience soit assez persévérant pour le prémunir
contre la tentation de commettre de nouveaux crimes. Le jury le con-
damne-t-il? Ce sera bien pis encore, surtout si I'accusé est novice et
comparait pour la premiére fois devant la cour d’assises. Le bienfait
d’'une bonne éducation lui avait manqué. Il va maintenant recevoir
des le¢ons de erime; et la prison fera, d'un homme entrainé par de
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mauvaises passions ou de mauvais exemples, un scélérat par prin-
cipes, un seélérat consommé. Non seulement nos prisons actuelles ne
corrigent pas, mais elles depravent; cela est hors de doute. Elles renden:
a la socicté des citoyens beaucoup plus dangereux que ceux qu’elles en ont
regus (*).

D’apres ces faits irrécusables, on ne doit pas s’étonner de la pro-
gression effrayante des délits et des crimes qui se multiplient de telle
maniére que, de 1830 a4 1841, le nombre des poursuites judiciaires
s’est élevé de 62000 a 96000 (?).

Pour arréter cette multiplication des délits et des crimes, il fau-
drait évidemment : 1° procurer aux enfants des classes pauvres, et
surtout a eeux qui, ¢levés dans la misere et dans le vice, deviendront
plus tard le fléau de la société, la bonne éducation dont ils sont géné-
ralement privés;

2° Soustraire les prévenus et les condamnés aux lecons du crime
qu’ils recoivent dans les prisons;

3° Faeiliter la réforme des condamnés et leur retour au bien, en
leur faisant donner dans les prisons la bonne éducation dont ils ont
été généralement privés avant leur condamnation;

1° Prendre des mesures telles que, parmi les coupables, chacun de
ceux qui rentrent dans la vie commune aprés Uexpiration de leur
peine ne soit pas considéré et ne se considére pas lui-méme comme
un ennemi de la société.

N’existe-t-il aucun moyen d’obtenir en France les améliorations et
les réformes que nous venons d’indiquer? Répondre négativement, ce
serait faire injure & notre patrie,  cette Franee qui §’est toujours mon-
trée jalouse de marcher & la téte de la civilisation européenne; lorsque
les ressources précieuses qu’offrent des institutions toutes francaises
deviennent la garantie de succes déja constatés par 'expérience;

(1) Les paroles soulignées sont extraites du Rapport fait en 1843, au nom de la Com-
mission chargée d’examiner le projet de loi sur les prisons, par M. de Toequeville, député
de la Manche (page 34).

(?) Foir le Rapport cité, page 3.
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lorsque la maison centrale de Nimes, lorsque les colonies agricoles
de Marseille et de Mettray prouvent d’'une maniére invineible la pos-
sibilité d’obtenir la réforme des prisons et méme la réforme des cri-
minels.

En priant M. le Ministre de la Justice de vouloir bien ordonner
ou provoquer les mesures administratives et législatives qui doivent
assurer le succeés d’une réforme devenue nécessaire dans le mode
actuel de répression des délits ct des crimes, en réclamant pour cet
objet le concours du Gouvernement et des Chambres, le concours des
Conseils municipal et départemental de la ville de Paris, et méme de
toutes les villes de France; enfin le concours des jurés qui leur suc-
céderont dans les pénibles fonctions qui leur sont confiées; les sous-
signeés ont la douce satisfaetion de songer qu’ils remplissent un devoir
qui leur est preserit par Pintérét général de leurs eoncitoyens, et que
leur pensée sera comprise par les Francais de toutes les opinions et de
tous les partis.

Apres avoir revétu de leurs signatures la Note qu’on vient de lire,
les jurés avaient chargé cinq d’entre eux de faire les démarches qui
pouvaient étre utiles pour la réalisation des voeux exprimés dans cette
Note. La Commission instituée & cet effet se trouvait composée de
MM. Edouard Thayer, membre du Conseil général du département de
la Scine; le baron Augustin Cauchy, membre de Plnstitut; Erard;
Reiss, docteur médecin, et Rousselle-Charlard, juge suppléant au tri-
bunal de Commeree.

M. le baron Zangiacomi, président de la Cour d’assises, avait bien
voulu accepter la proposition de transmettre lui-méme la Note signée
par MM. les jurés a M. le Ministre de la Justice.

M. Augustin Cauchy fut chargé par la Commission de communiquer
cette Note & M. de Tocqueville, membre de I'Institut, et rapporteur
du projet de loi sur les prisons. Celui-ci témoigna le désir de lire
quelques réflexions que M. Cauchy avait tracées sur le papier, et qui
étaient en quelque sorte un développement de la Note elle-méme.
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M. Cauchy s’empressa de les Iui remettre, et quelques jours plus tard
il recut la Lettre suivante :

Monsicur, j’ai lu attentivement le manuscrit que vous avez bien voulu e
confier. Cette lecture a été pour moi d’un intérét extréme, et je ne puis trop
vous remercier de m’avoir permis de la faire. Je pense que la publication de
cet opuscule servirait puissamment la cause de la réforme.

Veuillez, etc.,

ALexis pE TocQUEVILLE.
Paris, ce 15 avril 1844.

Ainsi, en publiant les constdérations qu’il présente i I'Académie,
M. Cauchy ne fait autre e¢hose que se eonformer au voeu exprimé par
I’honorable rapporteur du projet de loi sur les prisons.

Le sceond opuseule, présenté par M. Augustin Cauchy, a pour
titre : Mémoire ¢ consulter, adressé aux membres des deux Chambres.
Ce Mémoire se rattache & la question que Pauteur avait déja traitée
dans I'Ouvrage précédemment offert 3 ’Aeadémie ('), et intitulé :
Considérations sur les ordres religieux, adressées aux amis des sciences.

250.

ANALYSE MATHUEMATIQUE. — Rapport sur un Meémoire de M. Laurext,

relatif au calewd des variations.

C. R.,, T. XVII, p. 920 (20 mai 1844).

I’Académic nous « ehargés, M. Liouville et moi, de lui rendre
compte d’'un Mémoire de M. Laurent qui a pour titre : Mémoire sur
le calcul des variations.

[’Académie se rappelle que, dans sa séanee publique du 13 juil-
let 1840, elle avajt proposé pour sujet du grand prix des Sciences

(1) G. R., T. XVIII, p. 476 (18 mars 1844).



EXTRAIT No 230. 209

mathématiques la question suivante, relative au caleul des variations :
Trouver les équations aux limites que I"on doit joindre aux équations indé-
Jintes pour determiner complétement les maxima et minima des intégrales
multiples. Le programme exigeait de plus des exemples de application
de la méthode & des intégrales triples.

L’Académie se rappelle encore que, parmi les Mémoires envoyés au
concours, I'un, dont 'auteur était M. Sarrus, a remporté le prix,
tandis qu’un autre, dont I'auteur était M. Delaunay, a été jugé digne
d’une mention honorable.

Le Mémoire de M. Laurent a ¢été adressé i Académie apres expi-
ration du concours, mais avant I'époque a laquelle les juges du con-
cours ont fait connaitre le résultat de leur examen. M. Laurent n’a
donc pu avoir aucune connaissance des Mémoires des concurrents.
Cette circonstance augmente 'intérét qui s’attache & son travail.

L’application du calcul des variations & la recherche des maxima et
minima des intégrales multiples réelamait avant tout de nouvelles for-
mules d’intégration par parties et une notation nouvelle qui permit
d’écrire facilement ces nouvelles formules. Les juges du concours
avaient particulierement remarqué les paragraphes relatifs i ces deux
objets dans le Mémoire de M. Sarrus. Les paragraphes correspondants
du Mémoire de M. Laurent sont aussi dignes de remarque. Les deux
auteurs ont employé des méthodes différentes pour établie les for-
mules d’intégration par parties; mais ces formules sont en réalité les
mémes dans les deux Mémoires, quoiqu’elles s’y trouvent éerites i
I'aide de-deux notations distinctes. Nous ajouterons que, ces formules
une fois établics, M. Laurent se sert, pour obtenir les équations aux
limites, de raisonnements analogues i ceux dont M. Sarrus avait fait
usage.

D’ailleurs le Mémoire de M. Laurent renferme, sur les diverses
manieres de vérifier les équations aux limites, des observations qui
ne sont pas sans intérét.

Nous ne dissimulerons pas que, parmi Ies méthodes employées par

M. Laurent, quelques-unes peuvent étre considérées plutot comme des
OFuvres de C. — S. 1, t. VIII. p 27
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méthodes d'induction que comme des méthodes parfaitement rigou-
reuses. Mais il est généralement facile de constater U'exactitude des
résultats obtenus par ces méthodes qui, pour I'ordinaire, permettent
d’effectucr assez simplement les ealculs.

En résumé, nous croyons que le Mémoire de M. Laurent est digne
d’étre approuvé par I'Académie et d’étre inséré dans le Recueil des
Savants etrangers.

251.

PuysiQuE MatHiMATIQUE. — Observations a [’occasion d’une Note
de M. Lavrest (V).

C. R., T. XVHI, p. 940 (20 mai 1844).

M. Cauchy a clairement indiqué la méthode rationnelle & Paide de
laquelle il avait recherché les conditions analytiques de la polarisation
circulaire. I a dit expressément, dans la séance du 14 novembre 1842 :
Au liew de former s prior1 les équations différentielles d’ aprés la nature des

JSorees et des systémes de molécules supposées connus, et d’intégrer ensuite

(1) Extrait d’une Lettre de M. Laurent ¢ M. Arago.

La théorie de la polarisation mobile en est encore aujourd’hui au point ot I'a laissée
Fresnel. M. Cauchy, il est vrai, a donné des équations différentielles propres & reproduire
I'explication de ces phénoménes tetle que I'a présentée I'illustre physicien que je viens de
citer; mais ces équations sont purement empiriques. En offet, M. Cauchy les a formées
cn admeltant e priori préeisément ee qu’il serait trés important de vérifier, & moins que,
dans certains systemes de moléeules, Ies mouvements simples polarisés circulairement
en sens contraire se propagent nécessairement avee des vitesses différentes. En outre, ces
équations empiriques sont incompatibles avee celles qui représentent les lois des mouve-
ments d'un systcme, ou méme de deux systémes isotropes de points matériels, ot que,
depuis quatorze ans, M. Cauchy donne comme représentant les lois des mouvements de
la lumiére dans les corps diaphanes. En un mot, il est mathématiquement impossible que
dans un systéme, ou méme deux systémes isotropes de points matériels, deux mouve-
ments simples polarisés circulaircment en sens contraire doivent nécessairement se pro-
pager avee des vitesses différentes. Ainsi done, si I'on adopte I'hypothése de points maté-
ricls admise sans réserve par M. Cauchy pour former les équations du mouvement de la
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ces équations différentielles pour en déduire les phénoménes observes, je
me suis proposé de remonter de ces phénoménes aux équations des mou-
vements infiniment petits. Les principes généraux qui servent a la solution
de ce probléme sont exposés dans le premier des deux Mémoires que j'ai
I’honneur de soumettre & I Académie. Parmi ces principes, il en est deuax
surtout qu'il umporte de signaler. Un premier principe, etc. (vour le
Tome XV des Comptes rendus, p. 911-913) (*).

(Pest en s’appuyant sur les prineipes rappelés dans le passage dont
nous venons de transcrire les premitres lignes, que M. Cauchy a
obtenu les conditions analytiques de la polarisation circulaire. 1l a
dit, page 913 : Ces conditions se réduisent a deux, et, pour que la polart-
sation d’un rayon lumineux devienne circulaire, il suffit que la dilatation
symbolique du volume s'évanouisse avec la somme des carrés des trois
deéplacements symboliques de chaque molécule. Ces conditions, qui étaient
effectivement vérifices dans les formules données par M. Cauchy, ne
devront pas cesser de I'étre si le mouvement se trouve représenté
par des équations différentielles qui renferment six inconnues au licu
de trois.

M. Laurent observe que les équations différentielles de la polarisa-
tion chromatique sont incompatibles avec celles qui representent les mou-

lumiére, il faut nécessairement admeltre que lexplication des phénomenes de la polari-
sation mobile donnée par Fresnel est inexacte, et il en résulterait une objection sérieuse
contre le systeme des ondulations, dont toutes les formules ne pourraient plus étre con-
sidérées que comme empiriques. Voila 'état actuel de la question. Je pense que vous au
moins, Monsicur, partisan déclaré du systéme des ondulations, non seulement pour repré-
senter les lois des phénoménes lumineux, mais encore pour en donner Iexplication réelle,
vous verrez avec plaisir que l'explication que Fresnel a donnée des importants phéno-
ménes de polarisation mobile que vous avez signalés le premicr est une eonséquence
nécessaire de I'hypothése de molécules A dimensions sensibles. Dans le Mémoire que jai
I'honneur de vous adresser, je ne considere, il est vrai, quun sysleme unique de sphé-
roides; mais les conséquences auxquelles jarrive subsistent, si Von considére un systéme
de sphéroides et un systéme de points matériels qui coexistent dans une portion donnée
de Pespace. 11 est done proucé que les molécules des corps ont des dimensions sensibles.
Jattache d’autant plus d'importance 4 ce résultat, qu'on devra nécessairement admettre
les eonséquences vraiment extraordinaires qui en résultent, et que je me propose de vous
communiquer au fur et & mesure que le peu de loisirs dont je dispose me permetira de
les rédiger.
(V) OEuvres de Cauchy, S. 1, T. VI, p. 202.
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vements d’un systéme isotrope de points matériels, telles que M. Cauchy
les a données dans les Exercices. Cette proposition est évidente par
elle-méme, puisque, pour passer des unes aux autres, il faut faire
évanouir la fonction désignée par la lettre G dans le Mémoire du
14 novembre 1842 (t. XV des Comptes rendus), et que, en réduisant
cette fonction i zéro, on fait précisément disparaitre la polarisation
circulaire. Iy a plus : dans le Mémoire cité, aussi bien que dans les
nouvelles recherehes qu’il a présentées i I'’Académic le 22 avril der-
nier, M. Cauchy avait déja signalé la différence qui existe entre les
deux especes d’équations, dont les unes se réduisent aux autres
lorsque la fonction G s'évanouit (voir le tome XV des Comptes rendus,
p-916) (")

Ce n’est pas tout. Si M. Laurent veut bien prendre la peine de relire
attentivement les Mémoires de M. Cauchy, relatifs & la polarisation
circulaire (14 novembre et 12 décembre 1842), il reconnaitra que
I'auteur n’y a pas réduit les molécules & de simples points matériels.
M. Cauchy a dit, page 911 (*) : Le nombre des cocfficients que ren-
ferment les équations des mouvements infiniment petits d’un systeme
de molécules se trouvera encore considérablement augmenté, sil’on tient
compte, avec quelques auteurs, des rotations des molécules, ou, avec moi-
méme, des divers atomes qui peuvent composer une seule molécule. Enfin il
croitra de nouveau, si l’on considére deux ou plusieurs systémes de mole-
cules au liew d’un seul, etc. M. Cauchy a dit encore, dans le Mémoire
du 12 décembre 1842 (voirle t. XV des Comptes rendus, p. 1082) (?):
Sotent, au bout du temps t, &, v, { les déplacements d’une molécule ou
plutét de son centre de grapite; et il est clair qu’il n’y a lieu & parler du
centre de gravité d'une molécule que dans le cas ol cette molécule ne
se réduit pas a un simple point matériel.

Reste & savoir si M. Laurent est parvenu a établir « priort les équa-
tions différenticlles de la polarisation chromatique, en partant de la

(1) OEuvres de Cauchy, S. 1, T. VII, p. 208.
(2) Ibid., p. 201.
(3) Ibid., p. 219.
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seule considération des actions mutuelles de molécules dontles dimen-
sions ne sont pas supposées nulles.

Pour se former & ce sujet une opinion raisonnée, il sera nécessaire,
non seulement de lire avec attention la Note de M. Laurent, mais encore
de connaitre le développement des calculs dont cette Note offre seu-
lement un apercu. Si M. Laurent a effectivement démontré qu’on peut
obtenir un systéme de sphéroides qui présente les phénomeénes de la
polarisation circulaire, cette proposition constituera, dans la théorie
de la polarisation, un nouveau progrés auquel M. Cauchy s’empressera
d’applaudir.

252,

PuysiQuE MATHEMATIQUE. — Mémoire sur la théorie de la polarisation

chromatique.

C. R., T. XVIII, p. 961 (27 mai 1841).

Une Lettre de M. Laurent, lue en partie seculement & la derniére
séance, mais insérée tout entiere dans le Compte rendu, commence par
ces mots : La théorie de la polarisation mobile en est encore aujourd’ hui
au point ou l'a laissée Fresnel. Pour savoir si cette proposition est
exacte, voyons d’abord ee qui doit constituer une théorie.

Si nous ignorons I'essence intime de la matiére, nous pouvons du
moins observer les phénomenes qui se produisent sous nos yeux, et en
étudier les phases diverses. Or la théorie d’un phénomene est généra-
lement censée connue, quand on est parvenu & la connaissance des
lois qui le régissent. D’ailleurs la découverte de ces lois n’est pas
ordinairement I'affaire d’un jour, ni le fruit des recherches d’un seul
homme. Le plus souvent on commence par déduire de I'observation,
non pas les lois véritables, mais deslois approchées; plus tard, a 'aide
du calcul, on découvre les modifications ou perturbations que doivent
subir ces mémes lois. Ainsi, par exemple, en ‘Astronomie, Kepler a
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déduit de Pobservation les lois du mouvement elliptique des planttes;
mais, comme en réalité les orbites planétaires ne sont pas de véritables
cllipses, le mouvement elliptique se trouve altéré par des perturba-
tions dont le calcul est 'objet principal de diverses méthodes inven-
tées par les géometres. De méme, en étudiant le phénomene de la
réfraction des rayons lumineux produite par la surface d’'un corps iso-
phane, Descartes a conelu de ses expériences que le sinus d’incidence
est proportionnel au sinus de réfraction; et par suite le rapport de ces
deux sinus, ou I'indice de réfraction, a dit étre considéré comme une
constante dont la valeur pouvait s’exprimer en chiffres pour chaque
substance. Mais, en y regardant de plus pres, on a reconnu que cet
indice variait pour un méme corps, quoique dans des limites assez res-
treintes, avec la nature dela couleur; et des lors il importait de décou-
vrir les lois de cette variation. Ce probléme offrait d’autant plus
d'intérét que la dispersion de la lumiere était regardée, par les parti-
sans du systéme de I'émission, comme une objection grave contre le
systeme des ondulations lumineuses. On sait que cette objection est
maintenant résolue. Je suis parvenu, en 1830, i établir les lois de la
dispersion de la lumitre. En vertu de ces lois, que j'ai développées
dans les Nouveauxr Exercices de Mathématiques ('), les différences
entre les indices de réfraction correspondants a diverses couleurs
sont sensiblement proportionnelles aux différences entre les nombres
inverses des carrés des longueurs d’ondulation dans 'air ou dans le
vide. Cette conséquence de la théorie de la dispersion est effectivement
conforme aux résultats des expériences de Fraunhofer, comme on
peut le voir dans le Mémoire que j’ai présenté a I'Académie le 12 dé-
cembre 1842 (?).

En Physique, aussi bien qu’en Mécanique, les lois d’un phénomeéne
se trouvent ordinairement représentées par les intégrales de certains
systemes d’équations différentielles. Done alors la connaissance de ces
¢quations et de leurs intégrales constitue ce qu’on pourrait appeler la

(1) OFugres de Cauchy, S. M
(2) OFusres de Cauchy, S. 1

a6 2%
, T. VIL, p. 212 et suiv.
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théoric compléte du phénomene. Ainsi, par exemple, en Astronomie,
le principe de la gravitation universelle fournit immédiatement les
équations difTérentielles des mouvements planétaires; et la théorie de
ces mouvements se trouvera portée au plus haut degré de perfection
qu’elle puisse atteindre, lorsque les géometres seront parvenus a for-
mer, dans tous les cas, avee le moins de travail possible, les intégrales
de ces équations différenticlles. Pareillement, la théorie mathématique
de la dispersion se trouve comprise tout entiere dans certaines équa-
tions différentielles linéaires dont j’ai donné la forme et les intégrales,
savoir, dans les ¢quations qu’on obtient quand on considere d’abord,
comme je Pavais fait en 1827 et 1828, les mouvements infiniment
petits d’un systeme quelconque de points matériels sollicités par des
forces d’attraction ou de répulsion mutuelle, et quand on introduit
ensuite dans le calcul les conditions qui expriment que le systeme
devient isotrope, comme je 'ai fait dans les Nouveaux Exercices et dans
divers Mémoires présentés & 'Académie.

Appliquons maintenant les notions générales que nous venons de
rappeler au phénomene de la polarisation chromatique.

En étudiant ce phénomene, découvert, comme 'on sait, par M. Arago,
M. Biot a reconnu que, si 'on fait tomber un rayon polarisé sur une
plaque de cristal de roche taillée perpendiculairement a I'axe, le plan
de polarisation tournera proportionnellement a I'épaisseur de lalame,
et avec une vitesse angulaire quisera différente pourles diverses cou-
leurs. Par suite, ainst que I'a remarqué Fresnel, le rayon qui traverse
la plaque pourra étre considéré comme résultant de la superposition
de deux rayons simples, polarisés circulairement, mais doués de
vitesses de propagation différentes. 11y a plus : M. Biot a conclu d’ex-
périences faites avec beaucoup de précision que, pour des rayons pola-
risés de couleurs diverses, les indices de rotation sont, & tres peu pres,
réciproquement proportionnels aux carrés des longueurs d’accés. Tou-
tefois cette loi cesse d’étre exacte, ainsi que M. Biot I'a remarqué
lui-méme, quand on substitue au cristal de roche certains liquides
isophanes qui présentent aussi le phénomeéne de la polarisation chro-
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matique. Mais comment la loi trouvée par M. Biot doit-elle étre alors
modifiée? En d’autres termes, quelles sont les lois de ce qu’on peut
appeler la dispersion eirculaire? C’est pour arriver a les découvrir, s’il
était possible, que j’ai imaginé la méthode rationnelle qui se trouve
expos¢e dans mon Mémoire du r4 novembre 1842. Cette méthode est
fondée sur de nouveaux principes qui se rapportent a la Mécanique
moléculaire et aux phénomenes représentés par des systemes d’équa-
tions linéaires aux dérivées partielles, par conséquent aux phénomeénes
produits par les mouvements infiniment petits de points matériels ou
méme de molécules & dimensions finies. Parmi ces principes, il en est
un surtout qui me paraissait digne de remarque. Je prouvais que, s
un mouyement infiniment petit, propagé dans un milieu donné, peut étre
consideéré comme resultant de la superpasition de plusieurs mouyements
sunples, chacun de ceux-ct pourra encore se propager dans ce méme
milteu, pourvu toulefois que les mouvements simples, superposés les uns
aux autres, sotent en nombre fint, et correspondent a des symboles carac-
téristiques différents. 11 résultait de ce principe que, dans la polarisa-
tion chromatique, les deux rayons simples, polarisés circulairement,
sont bien réellement deux rayons distincts dont ehacun peut étre po-
larisé circulairement par le milieu soumis a I’expérience. Mais cé n’est
pas tout : la méthode rationnelle que j’avais imaginée pour remonter
des phénoménes aux équations linéaires qui peuvent les représenter
m’avait fourni, d’une part, les conditions analytiques de la polarisation
circulaire, et, d’autre part, les équations linéaires de la polarisation
chromatique. D’ailleurs, ces dernieres équations étant formées, j’ai pu
en déduire les lois de la dispersion circulaire dans les milieux qui
offrent le phénoméne de la polarisation chromatique, et obtenir ainsi,
dans le Mémoire du 12 décembre 1842, la théorie mathématique de ce
phénomene. En vertu de ces lois, si I'on multiplie les indices de rota-
tion relatifs aux diverses couleurs par les carrés des longueurs d’ondu-
lations correspondantes 4 ces mémes couleurs, les différences entre
les produits ainsi formés seront représentées par des séries dont les
premiers termes seront entre eux comme les différences entre les
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carrés de nombres réciproquement proportionnels aux longueurs des
ondulations. Ces deux espéces de différences seront done proportion-
nelles les unes aux autres, si 'on réduit les séries a leurs premiers
termes. Or ce résultat remarquable se trouve précisément d’accord
avec les résultats numériques des expériences de M. Biot sur 'acide
tartrique étendu d’eau.

La théorie de la dispersion circulaire, qui devait nécessairement
entrer dans la théoric complete de la polarisation chromatique, et qui
détermine ce qu’on peut appeler les perturbations de ce phénomene, n’a
été assurément ni établie, ni méme indiquée par Fresnel. Si donc
M. Laurent considere la théorie de la polarisation mobile comme étant
encore au point ou I'a laissée Fresnel, je devais penser qu’a ses yeux
ma théorie de la dispersion circulaire est inexacte. A la vérité, en
lisant sa Lettre imprimée dans le dernier Compte rendu, j’ai pu croire
un instant qu’il obtenait, pour représenter la polarisation chroma-
tique, des équations distinctes de celles auxquelles j’étais parvenu.
Celles qu’il donne paraissent, au premier abord, renfermer six incon-
nues au lieu de trois. Mais, dans 'application qu’il en fait a la polari-
sation chromatique, les trois derniéres inconnues se réduisent aux
trois premiéres, et I’on se trouve ramené aux équations que j'avais
obtenues. C’est ce dont M. Laurent lui-méme pourra facilement s’as-
surer, en comparant ses formules aux miennes; et alors il reconnaitra
que ses formules doivent donner, pour la polarisation e¢hromatique,
précisément les lois auxquelles j’étais parvenu dans le Mémoire du
12 décembre 1842.

La seule question qui reste encore indécise consiste a savoir quelle
doit étre la constitution d’un systeme de molécules et la nature de leurs
actions mutuelles, pour que les mouvements infiniment petits de ce
systeme puissent étre représentés par les équations différentielles de
la polarisation chromatique. C’est en cherchant a résoudre cette ques-
tion que j’avais construit, dans le Mémoire du 5 décembre 1842 ('),

(1) OEuyres de Cauchy, S. 11, T. VII, p. 211.
OEuvresde C. — S. 1, t. VIIL. 28
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les formules que j’ai reproduites dans le Compte rendu de la séance du
22 avril 1844, et qui représentent les mouvements d’un systeme de
molécules & dimensions finies. J’avais méme conelu de ees formules
que, dans le cas ou le systeme devient isotrope, et olt I'on néglige les
termes du méme ordre que les cubes des dimensions des molécules,
les mouvements infiniment petits des centres de gravité sont repré-
sentés par des équations semblables a celles que fournirait un systéme
de points matériels. Donc, dans ee cas, ce systeme de molécules était
incapable, comme un systeme de points matériels, de produire la pola-
risation chromatique. Ainsi, relativement a la derniére question que
je viens d’énoncer, j’étais arrivé seulement a exclure certains systemes
moléculaires et a établir des propositions négatives. M. Laurent est-il
effectivement parvenu & trouver des systemes qui fournissent les
équations obtenues? C’est ce que je me propose d’examiner dans un
autre article.

ANALYSE.

§ 1. — Sur les équations différenticlles de la polarisation chromatique.

Considérons un mouvement infiniment petit du fluide éthéré dans
un milieu isophane. Nommons m la moléeule d’éther qui coincidait
primitivement avec le point dont les coordonnées rectangulaires étaient
x, ¥, 5; et supposons que, au bout du temps ¢, I'on représente par &,
7, ¢ les déplacements de cette molécule, ou plutét de son centre de
gravité, mesurés parallelement aux axes des «, y, 5. Soit encore

v=D,%+D,7n+ DL

Daprés la théorie que nous avons exposée dans les Mémoires des
14 novembre et 12 décembre 1842, les équations linéaires propres a
représenter le phénomene de la polarisation chromatique seront de la

forme
(D} —E)§ — FDgu=G(D;n—D,t),

(1) (D} —E)n —FDyv = G(Deg —D:),
(D}l __E): _FD;U:G(DyE —Dxn),
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E, F, G désignant trois fonctions entieres de la somme
D1+ D2+D2 (1)

Comparons maintenant les formules (1) avec celles que fournit
Panalyse de M. Laurent.

Supposons que, les rotations des molécules étant infiniment petites,
comme leurs déplacements, la rotation infiniment petite de Ia moleé-
cule m soit représentée, au bout du temps ¢, par I'angle 0; et nom-

mons
)\s MV

les produits de cet angle infiniment petit par les cosinus des angles
que forme I'axe’de rotation avec les axes des x, y, 5. Les trois quan-
tités A, w, v seront trois angles infiniment petits, propres & mesurer ce
qu’on appelle les rotations de la molécule autour des axes des x, y

et 5. Soit d’atlleurs
o =D A+D,p+D;v.

Les équations que M. Laurent a données dans le Compte rendu de la
séance du 20 mai (p. 938) pourront étre simplifiées par des change-
ments de notation et réduites aux formules

(D? +E )5 — K Dxu =G (DZ}L—D}»U),
(2) (D} —E)n—FDyv =G (D,v—D;2),
(D} —E), —FD;v—=G (DyA —D.p);

(D} —E)2—F,D.o=G,(D;n —D,),
(3) (D} —E)p—F,Dyo =G, (Dz{ — D),
(D} —E)v —F,D.9 =G, (D) —D.n),

(1) Dans le Mémoire du 14 novembre 1842 (woir le Tome XV des Comptes rendus.
p- 916 (), nous avons supposé que le terme indépendant de la somme D} -- D} -+ D2
. s'évanouissait dans la fonction E. Cette supposition n’est pas une conséquence nécessaire
des conditions analytiques de la polarisation eireulaire énoncées dans le méme Mémoire
[p- 913 (#)]; mais elle donne des résultats conformes & eeux que fournissent les expé-
rienees, et d’ailleurs elle se vérifie toujours quand la polarisation ehromatique disparait.

(8) OEuvres de Cauchy, S.1, T, VI, p. 208 et 206.
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E, F, G;E, F, G, désignant des fonctions entiéres de la somme
D2 -+ D2+ D2,

Or, pour déduire de ces équations le phénomene de la polarisation
chromatique, M. Laurent considere le cas ol 'on aurait

(%) E=E  G—=G.
Alors on satisfait aux équations (2) ou (3) en prenant

(5) v=o

et, de plus,

(6) A=E,  p=mn,  v=§,

(7) ¢ =v=o.

Les conditions (5), (6), (7) se trouvent effectivement remplies dans

les formules définitives auxquelles parvient M. Laurent. Or les condi-
tions (6) réduisent évidemment les équations (2) aux équations (1).

§II. — Sur les équations d’équilibre et de mouvement d’un systéme
de molécules.

Les équations que j’ai reproduites dans la séance du 22 avril der-
nier, en les extrayant du cahier paraphé par M. Arago a la séance du
5 décembre 1842, se trouvaient appliquées, dans ce méme cahier, au
cas ou, pour chacune des molécules que I’on considére, les moments
d’inertie relatifs au centre de gravité sont tous égaux entre eux, et ol
I'on néglige dans le calcul les termes qui sont du méme ordre que les
cubes des dimensions des molécules. Je vais reproduire en peu de
mots cette application; et, en la reproduisant, je conserverai les nota-
tions dont j’ai fait usage dans le Compte rendu de la séance du 22 avril
(p- 193, 194). Seulement, pour abréger, je poserai

Oz =1, 0y =11, 05—,
Az +Adqz =1, qy+Ady=y, ds-+Adz=j,
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et
) - fo.

T

Cela posé, les formules (1), (2), (3) des pages 193, 194 donneront

X=8 ¥ N (m)[m] Az +x,— ) (1),

.................................................

la valeur de «* étant

(2) d=(Az + 5, — 1) + (Ay + 9, — 9)*+ (A5 + 3, — 3)%
On aura d’ailleurs

(3) r:= Az?+ Ay*-+ Az?;

et si I'on pose, pour abréger,

s = (x,— ) Az -+ (v,— ) Ay + (3,— 3) Az,

(4) T:(tl—t)2+(9,—’))2+(31_3)2’

la formule (2) donnera
(5) d=r*i{ag+r,

par conséquent

3
T
(6) x:/'(l—{- 2g;:——£> 5

Concevons maintenant que I'on développe « et f(v) suivant les puis-
sances descendantes de r, et que dans les développements on néglige
les termes comparables aux cubes des dimensions des molécules. On
trouvera

T (s

S I
v=ra s o — - 2
r 2 r 25

J@=riry+ 24 T+ £ [f”(r) e f.L_)]

4
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Comme on aura d’ailleurs

(7)

(8)

E(m):»m, Z[m]:m,
< E(m)t =o, E(m)\) —=o, E(lll)j =@y

¢

( E[m]tlzo, E[m]t)/:o, E[m];,:o

et, par suite,

(9)

22 (m)[m]s=o,

on tirera des formules (1)

(10)

X =S ZE(m) [m] 3f(f) = f,“f'(’) -+ ,f‘jz [f”(") i L/EL)]{ Abz
—+—SEZ (m)[m]e(xs—x) f'(r),

Ajoutons que, eu égard aux formules (4), (7), (8), on aura

¥ (m[m] =mm,
22 ) [mlz =m ¥ () (2o p - 37) 4 m P[] (82 02 4 32),
DD (m)[ml?=m ¥ (m) (x Az +y Ay -+ 3 As)?
—+-m2[m](t,Arqt—t),A)./-{—j,Az)'-',
22 m[mls(r—x)=m 3 (m) x (x Az +9 Ay +3 Ac)
+m Z [m]x,(x,Ax + v, Ay + 3,A3),
EE (m)[m]gt):—mE(m)n(rAx—i—nAy—l—jA:),

22 (m)[m]es3 :—mz(m)s(:A:v+1)Ay+3A:).
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D'autre part, les formules (7), (8) des pages 195, 196 donneront

F—=o X+6y+y Z,
(11) y=a'x+8y+y'z

an

3=a'x 46"y 4+ y"7;

t, = (o + Ax )X, + (6 + A6 )y, + (7 + Ay )z,
(12) 9, = (of + Aa’)x, + (' + A8 )y, + (7' + B7')z,
\ },:(1”_{_ Aa”)xl+(6//+ AB”)y,-i—('/”—}-Ay”)Z,;

et, puisque les coordonnées x, y, z ou X,, y,, z, se rapportent aux axes
principaux menés par le centre de gravité de la molécule m ou 2, on

S‘S_‘_(m)yz =o, ¥ (mm =o, 2<m;xy =o,
{ Dimlyz=0,  XImlzx=0,  JImlxy=o.
Cela posé, si I'on fait

Dmxt=a,  F(my=b ¥ )2 =c
Dlmlxi=a,  Flmlyi=b,  Xlmli=c,

on trouvera

aura

(13)

(14)

Nimye =aar +b8 +cy

(15)
Z (m)ps —ao'a"+h8'&+cy'y,

(16)
S [m19,5,= a,(a+ Bac) (o Aot') + b, (/+ A8') (6 AE")

4+, (Y4 A7) (y"+ AY"),
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Dans le cas particulier oli, pour chaque molécule, les moments
d’inertie principaux relatifs au centre de gravité seront égaux entre
eux, on aura

Alors les formules (15), (16) donneront

(Zme =Fmr =X =a
22<m)»s =Y (myx =¥ (mn =o;
5}][m]r? =3 [mly} =X [mls} =a,
| Xt s =3 (s = [nles=o;

et 'on aura, par suite,

(18)

'Y () [m]r =3(ma+ma),
IF ) mle = (masmayrs
BV () [m]s(x — 1) = (ma +ma,) A,
DY (m)[mlsy=—mady,

22 (m)[m]g3 =— mads.

Cela posé, les formules (10) donneront

(19) { X =m8[mJ(r)Az], g =mS{mI(r)Ay], % =mS8[m&(r)Asz],
’ L =0 M =o, =3,

la fonetion 5(r) étant déterminée par la formule

ma -+ ma

)+ 4 L.

2

(20) mmF(r)=wmm f(r) +

Lorsqu’on suppose les molécules réduites a des points matériels, on
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a évidemment

a-—o, a,—o

et, par suite, )
F(r)=f(r).

Donc cette derniere supposition et celle que nous avons précédem-
ment adoptée conduisent a des valeurs semblables de x, ¥, %, qu’on
déduit immédiatement les unes des autres par la substitution de la
fonction f(r) a la fonction #(r), ou de (r) a f(r). Donc, dans I'un et
'autre cas, les équations d’équilibre et de mouvement conservent les
mémes formes et représentent les mémes phénomenes.

253.

CALCUL INTEGRAL. — Meémoire surla substitution des fonctions non periodiques

aux fonctions periodiques dans les intégrales définies.

C. R., T. XVIII, p. 1072 (10 juin 1844).

On sait qu’une intégrale définie est toujours équivalente au produit
de la différence entre les limites par une quantité comprise entre la
plus petite et la plus grande valeur de la fonction sous le signe /nsup-
posée réelle. Dans le cas ol cette fonction conserve constamment le
méme signe pour des valeurs de la variable comprises entre les deux
limites, la proposition que nous venons de rappeler fournit  la fois,
et le signe de I'intégrale définie, et deux quantités entre lesquelles sa
valeur numérique se trouve comprise. Il n’en est plus ainsi dans le
cas ol la fonction sous le signe / est une fonction périodique qui
change plusieurs fois de signe entre les limites. On concoit done qu'il
peut étre souvent utile de substituer, dans les intégrales définies,
des fonctions non périodiques a des fonctions périodiques. On y par-
vient a Paide de la méthode qui se trouve exposée dans mon Mémoire
de 1814 sur le passage du réel & Vimaginaire. Mais I'application de

OFuvresde C.—S. 1, 1. V1L, 29
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cette méthode exige quelquefois des artifices d’analyse qu’il convient
de signaler. Ces artifices conduisent d’ailleurs a des résultats qui ne
sont pas sans importance, spécialement & une transformation remar-
quable de certaines intégrales que P'on rencontre en Astronomie, et
de diverses transcendantes qui comprennent ces intégrales comme
cas particulier. C’est ce que ’on verra dans le présent Mémoire.

ANALYSE.
§ I. — Sur le passage des intégrales indéfinies aux intégrales définies.
Soient F(x) et /() deux fonctions telles que I'on ait
(1) D, F(z) =/(x);
on aura cncore

(2) ff(x)dz:F(z)—;—const.,

et I’équation (2) fournira ce qu'on appelle la valeur de I'intégrale

ff(m) dr,

Toy X

indéfinie

Si d’ailleurs on nomme

deux valeurs réelles de «, alors, en passant de I'intégrale indéfinie

ff(x) dz
a P'intégrale définie
X
[ 7@ da,
on trouvera généralement
X
3) [ @) de=F(X) = F(a0),

[

Toutefois I'équation (3) suppose que la fonction f(z) reste finie et
continue par rapport & la variable x, depuis la limite = @, jusqu’a
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la limite = X. Si cette méme fonction devenait infinie pour une
valeur @ de « eomprise entre ees mémes limites, alors, ainsi que nous
I’avons dit ailleurs, la notation

X
(4) f flz)dx

devrait étre eonsidérée eomme propre a représenter la limite vers
laquelle converge la somme

a—¢ X
(5) f f(a‘)dx—i—/ f(z)d,

&y a+¢g’
tandis que les nombres ¢, ¢ s’approchent indéfiniment de zéro. Cette
limite pourrait d’ailleurs étre finie ou infinie, ou méme indéterminée;

ear, dans eertains eas, elle dépendra du rapport £, ou plutot de la
P pPp A p

limite de ce rapport, et alors la valeur principale de I'intégrale sera
eelle qu’on obtiendra en posant ¢’ = ¢ ou, ce qui revient au méme,

El

€

==

-

Dans mes divers Ouvrages ou Mémoires, j'ai particulierement
recherché ce qui arrive quand on suppose que la fonction f(x)
devient infinie dés qu’elle cesse d’étre continue. Mais il peut arriver
qu'une solution de continuité dans la fonetion f(«) corresponde a
une valeur @ de = pour laquelle cette fonetion f(z), ou du moins
la fonction primitive dont f(z) est la dérivée, passc brusquement
d’une valeur finie & une autre; alors, en posant toujours

ff(x) dx =¥ (z) + const.,

on verra les deux quantités

F(a—e), F(a-+¢)

’

converger vers deux limites différentes, tandis que les nombres ¢, ¢
s’approcheront indéfiniment 'un et 'autre de zéro. Nommons A la
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différence de ces limites, en sorte qu’on ait
(6) A=Ilim[F(a+¢)—TF(a—e)].

Comme on tirera de la formule (3)
[ (@) de=F(a—e)~F(ay),
e
f f(x)dr =F(X) —F(a+¢),

il est clair que I'intégrale (4), considérée comme limite de I'expres-
sion (5), aura pour valeur

F(X) — F(z,) — A.

Done & la formule (3) on devra substituer la suivante
X
(7) [ S(@)dz=F(X)—=F(z) -4,

A représentant Uaccroissement instantané qu’acquiert la fonction F(X),
tandis que la différence x — a passe du négatif au positif.

Si, tandis que la variable « passe de la limite «, a la limite X,
la fonction F(x) devenait successivement discontinue pour diverses
valeurs

a, b, ¢,
de cette variable, alors, évidemment, I’équation (10) continuerait
encore de subsister, pourvu que I'on posat

.

(8) A=A+ A +Ar+. ..,

A, Ay, A, ... désignant les accroissements instantanés que prendrait
successivement la fonction F(x), tandis que la différence 2 — a, ou
x -—b, ouzx — ¢, ... passerait du négatif au positif.

Pour montrer une application des principes que nous venons d’éta-
blir, supposons

(9) F(z) :(1—/Lef“—x)¢-‘_‘>sc”m'f:.
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a, m, h, s désignant quatre quantités dont les deux dernieres soient
positives; et considérons l'intégrale définie

jo'mﬂx)dx,

la valeur de /() étant toujours donnée par la formule
S(x) =D F(x).

Si le nombre /4 reste inféricur a 'unité, alors, en vertu des principes
que j'ai développés dans le Chapitre VIII de I'Analyse algébrique ('),
la fonetion F(a), déterminée par I'équation (9), restera fonction con-
tinue de x, depuis la limite = o jusqu’a la limite x = 2=, et I'on
tirera de 'équation (3)

(10) f“f(x)dx:F(zn)—F(o).

Ajoutons que le nombre 4 étant, par hypothese, inférieur a I'unité, on
aura identiquement : 1° pour des valeurs positives de sin(x — a),

fr— heta—ay=1)° — (\/=1)° [—— (1 — heta— V=) y=—1]*;
2° pour des valeurs négatives de sin(x — a),
(1 — heta—oW 1) = (— V= 1) [(1 — heta-mv=1) /1 |

Donc, au lieu de supposer la fonction F(x) déterminée par I'équa-
tion (9), on pourra la supposer déterminée : 1° pour sin(x — a) > o,
par la formule

(1) F(2) = (V70 [~ (1 — hetaav=T) y =i emsy Ty

2° pour sin(x — a) < o, par la formule

(12) F(z) =(—y=1)" [(1 — heta-=)¥=T) y —1] em=v~1.

Or, quoique au premier abord il semble désavantageux de substituer,

(1) OFEuvres de Cauchy, S. 1I, T. IIl.
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pour la détermination de la fonction F(x), le systeme des formules (11)
et (12) & la seule formule (9), toutefois, dans la réalité, cette substitu-
tion offre un avantage tres réel et qu’il importe de signaler. En effet,
la formule (9) suppose nécessairement que le binome

1—hcosazx
reste positif, et lorsqu’on a simultanément
h>1, 1— hcosaz <o,
cette formule doit étre supprimée avec la notation
(1— heta—m)y=T)*,

qui eesse d’offrir, dans ce cas, un sens déterminé. Mais, dans ce cas
méme, les seconds membres des formules (11) et (12) présenteront
des valcurs eompletement définies. Seulement la fonction F(x),
déterminée par le systtme de ces deux formules, deviendra diseon-
tinue pour x=a, et variera brusquement, tandis que la diffé-
rence x — a passera du négatif au positif, en recevant, dans ce cas,
I’accroissement instantané

(13) A== = (—=V=D%] (h—r)remav=T,
Donc, en supposant 2>1 et A déterminé par I'équation (13) ou, ee
qui revient au méme, par la suivante

(14) A:'z(h—-l)se”‘“\/jsinﬁsv/:’

on devra substituer & la formule (10) cette autre formule
@) f f(2)dz=F(2r) —F(o0) — A.

Si la quantité m se réduisait 4 un nombre entier, alors, en vertu de
chacune des formules (11), (12), le facteur F(x) ne changerait pas de
valeur, tandis que I'on ferait croitre 'arc « d’une circonférence en-
tiere 2w. On aurait donc alors

F(2m) =F(0);
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en sorte qu’on devrait réduire I'équation (10) a celle-ci
2T
(16) f flz)dx = o,
0
et I'équation (15) a la suivante :

(17) f f(z)de=—A

§ 1. — Sur le passage du réel a Uimaginaire.
Soit
(1) z =rerV-1

une variable imaginaire, dont r représente le module, et p I'argu-
ment. Soit, de plus,

Sf(z)
une fonction donnée de cette variable imaginaire. On aura générale-
ment
(2) D, f(2) = —==D, f().
\/__

Si d’ailleurs B
f(@) = f(rervT)

reste fonction continue des variables r et p, entre les limites
r=r, r—=mury, P = Pos P =P

alors, par deux intégrations successives, effectuées entre ces limites,
on tirera de la formule (2)

LU er™)  freri)] dp

= ot [ ) = frena )

Supposons maintenant que la fonction

S(rerv=)

(3)
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cesse, une ou plusicurs fois, d’étre continue entre les limites don-
nées, et que chaque fois elle change brusquement de valeur; les
accroissements instantanés qu’elle recevra pour diverses valeurs de r
ou de p devront étre (voir le § 1) successivement retranchés de la
fonction placée sous le signe J., dans le premier ou dans le second
membre de 'équation (3).

Supposons, pour fixer les idées, que

Freny )
reste toujours, entre les limites r == r,, 7 = r,, fonction continue de r;
mais que, p venant a varier entre les limites p,, p,, la méme fonction
devienne discontinue pour diverses valeurs intermédiaires
a, 8, 7,
de la variable p, et recoive 'accroissement instantané
Ay 0u  Ag, 0U, Ay, oy
tandis que la différence
p—a« ou p—6, ou p—yv,

passe du négatif au positif. Alors a I’équation (3) on devra substituer
la suivante

’

\ S e ) = pnen ] ap

Po

(4 9 : .
? = = f [r(rer=) = plrer -4 — Lo (T2,
V— 1y i Wi I, "
la valeur de A étant
(5) A=Ay + Ag+Ay—+....
Si, pour fixer les idées, on suppose
Po==0, pP1==2T7,

ot st d’ailleurs la fonction

SCrer)
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reprend, pour p = 27, la méme valeur que pour p = o, I'équation (4)

donnera

6 e = e p =y [

[}

Si, de plus, on prend

5 o="05 Ey=11,
et si 'on suppose que la fonction
FCrery)
s’évanouisse avec 7, 'équation (6) donnera simplement

dr

r

) [”ﬂwﬁww:w:[k

§ INI. — Sur la substitution de fonctions non périodiques & des fonctions

périodiques dans les intégrales définies.

Les formules établies dans les paragraphes précédents fournis-

sent, comme on ['a dit dans le préambule de ce Mémoire, les moyens

de transformer des fonctions périodiques en fonctions non pério-

diques dans un grand nombre d’intégrales définies et, en particulier,

dans celles qui représentent les coefficients de développements or-

donnés suivant des puissances entieres d'exponentielles trigonomé-

triques. Entrons & ce sujet dans quelques détails.

- Soit 5(p) une fonction donnée de I'angle p. En développant cette

fonction suivant les puissances entieres de 'exponentielle
erV=1,

on trouvera généralement, comme I’on sait,

(1) F(p)= domemryi,

la valeur de o, étant

27
(2) dop=-L f F(pye=med=T dp

OEuvres de C. — S. 1, t. VIII.
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ou, ce qui revient au méme,
2T

el F(— p)empy=1
(3) ‘”R"m——21_c 3 J( P)e p\/ ‘dp,

et le signe 2 s’étendant a toutes les valeurs entiéres, positives, nulle

ou négatives de 7. On tirera d’ailleurs de la formule (2), en y rempla-
cant m par — m,

(4) s f §(p)emeV=i dp.
0

Y

Or, dans les intégrales définies qui représentent ici les coefficients

ORQm ’ “—{“—m’

les fonctions placées sous le signe 2 sont généralement des fonctions
périodiques qui changent plusicurs fois de signe entre les limites des
intégrations, en sorte qu’on ne pourra, ni calculer des valeurs appro-
chées de ces coefficients, ni méme trouver leurs signes, sans recourir
a une détermination souvent pénible des intégrales. Pour faire dispa-
raitre cet inconvénient, il importe de pouvoir, au besoin, remplacer
dans les intégrales dont il s’agit les fonctions périodiques placées sous
le signe / par des fonetions non périodiques. On y parviendra effecti-
vement, dans un grand nombre de cas, & P'aide des formules établies
dans les §§ I et II.
Supposons d’abord, pour fixer les idées,

(5) F(p)=(1—aet-pV=1)",

a, s désignant deux quantités positives dont la premiére soit inféricure
a I'unité. On pourra substituer a la formule (5), qui subsiste quel que
soit p, le systeme de deux autres formules, en supposant, pour des va-
leurs positives de sin(p — a),

(6) $(p)= (V=) [- (1 —aea-nV=T)y—1,
et, pour des valeurs négatives de sin(p — «),

(7) §(p)=(—vV=1) [(1—ae@—rV=1) /=]
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Cela posé, &, se réduira simplement & zéro. Mais I'équation (4),
jointe & la formule (7) du § II, donnera

o
(8) ag_m:\/—’f ACI;,
0

2T

la valeur de A étant nulle, pour »>>a, et déterminée, dés que l'on
aura r< a, par la formule

(9) 3 = zrme’““\/—_’(% —r>$sin1rS\/:T.

On trouvera, en conséquence,
(10) Loy —=— —Si—nﬂ—'()‘e”'°‘\/——7/‘ar"‘—1 <§ —1>sdr.
Y3 o r
D’ailleurs, en remplacant » par ar, on tirera de la formule (10)
(11) Ry —=— El—r;—ﬂf a”‘e’"“‘/:f,r"‘—‘-‘ (t—r)sdr.
0

Il est aisé de reconnaitre que la formule (11) subsiste pour toute va-
leur de s a laquelle correspond une valeur finie de I'intégrale com-
prise dans le second membre. Done elle s’étend au cas méme ou
'exposant s deviendrait négatif, en demeurant compris entre les
limites o, — 1. '

Au reste, il est facile de vérifier directement la formule (11). En
effet, le coefficient &_,, de la mi*™ puissance de I'exponentielle

eryV-t,

dans le développement de la fonction (5), est évidemment le produit
de I'expression

qmemoy—1
par
(_l)ms(s—l)...(s—m—i—l) - T(m —s) )
3 T DS T T 1y
On aura done
(12) o, = F(,nl_amenm\/———i’

T T(=s)T(m+ 1)
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et, comme on a aussi

(13) T =T(s)T(1—s) =L T(—s)[(s+1),

sints

on tirera de la formule (11), jointe aux équations (12) et (13),

e f st = r)tdr = Nmr?fi(f %

Or I'équation (14) est effectivement exacte et s’accorde avec la for-

mule connue

(13) folr’”"‘(r—r)n_‘dr: Fl‘((—”r:z)—f:%),
qui subsiste pour toutes les valeurs positives entiéres ou fraction-
naires, ou méme irrationnelles, des deux nombres m, n.

Dans I'exemple que nous venons de choisir, la valeur de a._,, pou-
vait se calculer directement, et cctte circonstance nous a permis de
constater I'exactitude de I'équation particulitre que nous avons dé-
duite de nos formules générales. Appliquons maintenant ces mémes
formules & d’autres exemples dans lesquels la valeur de &_, est in-
connue, aussi bien que la valeur de o,,.

Supposons, en premier lieu,

(16) F(p)=[1—2acos(p — a) + a2]s,
ou, ce qui revient au méme,

o) F(p) = (1 — aer-0VI Y (1 — aeta-p V=Y

/

a, désignant un angle quelconque, a une quantité positive inférieure
a1, et s une autre quantité positive ou une quantité négative comprise
entre les limites o, — 1. Alors la valeur de «_,, sera toujours déter-
minée par la formule (8). Seulement, pour r<Ca, la valeur de A se
trouvera déterminée, non par I'équation (q), mais par celle-ci :

r

(18) A = g ymemay=i <3—1>S(1—-ar)ssinﬂ5\/—l.
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Done, a la place des formules (10) et (11), on obtiendra les suivantes :

T

. - a s
([9) cﬂy_m'——-— SINTS enzu\/—lf ym—t (_’El _ 1) ([ . ﬂ"‘)s d,.’
0

. 1
sSIws
(20) oz\.o_,,,_-— lﬁTE amemot\/—If ,-m—s—l(I ’-)s([ a2 ,.)sds_
0

D’ailleurs, m étant positif, pour déduire de I'équation (20) la valeur
de &, il suffira de changer dans le second membre le signe de V—r1.
L’équation (20) fournit une transformation remarquable de la trans-

cendante

27
(21) Mo = %Tf [1——2acos(p—oc)+a’]‘e"lp‘/-' dp.
0

Cette transformation était déjh connue; elle est comprise dans une for-
mule que renferme le Mémoire de notre confrére M. Binet sur les inté-
grales eulériennes.

Supposons enfin

(22) F(p)y= %,

s étant positif, ou compris entre les limites o, — 1, et @ désignant une
fonction entiére de sinp, cosp, qui reste toujours positive pour toutes
les valeurs réelles de angle p. Une analyse semblable a celle que La-
grange a employée dans un Mémoire de 1776, pourra étre appliquée a
la décomposition de @ en facteurs réels du second degré; ¢t alors, en
désignant par k une constante positive, on trouvera

(23) @® = kLI, . .,
£, I, N, ... étant déterminés par des équations de la forme

S £ =1—2acos(p—a)+ a%
(24) M =—=1—23bcos(p—8) +b?

Yo —1—2ccos(p—y) +c?

dans lesquelles on pourra supposer chacune des quantités a, b, c, ...
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comprise entre les limites o, 1. Cette supposition étant admise, la
transcendante

27
(25) Jl,_,,,:f ‘l”e”'i’\/—:dp
) 0

pourra étre, pour une valeur quelconque du nombre entier m, trans-
formée a I'aide des principes ci-dessus établis. Soient, pour plus de
commodité,

Mo, Joy,

ce que deviennent les facteurs
o, I,
quand on y remplace I'exponentielle e?Y=" parle produit re*V=". Soient
pareillement
Lo, I,
ce que deviennent les facteurs

L, X,

I

quand on y remplace I'exponentielle e?=" par le produit re?V=", etc.
On trouvera

g s
e”“"\/——‘f (%-1) (1—ar) dME0s. ..rm-tdr
0

sinms 4
Sy s
7 '—f—e’"g\/:"/ (2_1) (1= Dbr)s L3965 ... rm=tdr
Q

s L P

(26) e‘R"-—m = ks

Il est bon d’observer que, en vertu de la seconde des formules (24),

on aura
M= (1— betr=6V=1) (1 — pe(6-r)V=1),

par conséquent
Mg=(1 — bre@—8y=i) <1— _?e«s-a)m),

et, par suite, pour 7 > b,

(27) Mg = (1— b rea—6y=1)¢ (,_ gem-a)m)‘;
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mais que la formule (27) ne pourra plus fournir la valeur de on, dans
le cas ou r deviendra inférieur a b, et que, dans ce dernier cas, on
aura, ou

(28)  Mme=(y=1)* [~ <1_. D et6- /—_:)]‘(, — breta-6y=iY,

ou bien

(29) wi=(-y/=1) [(1—— ?e(g_a) \/—-‘>_Js(1 — breta—8y=1)°

la formule (28) devant étre employée quand sin (o — 6) sera positif,
et la formule (29) quand sin(« — &) sera négatif.

Si I’on désignait par
Mg, oy,

ce que deviennent
: o, 9%,
quand on y remplace I'exponentielle e#V=* par le produit are*V="; si
pareillement on nommait
(6’ %59

ce que deviennent
LoXx,

quand on y remplace e?V=* par le produit bre®V=1, et ainsi de suite:
alors, a laplace de la formule (26), on obtiendrait Ia suivante

kssinms

i
Koy = — amemay=1 f MG AT rm=s=1(1— r)s (1— azr)sdr]
(30) m T [ /s

et de cette derniere, jointe aux formules (23), (25), on tirerait

27

f LIS . . empV=idp
(30 {

S'a} 1
HILE S;"mf [am emaV=ToMg 9T, ... (1— a2 F)s... ] rm=s=1 (1 — p)edir.,
[}

Ajoutons que, m étant positif, il suffira de changer y/—1 en — y— [
dans les seconds membres des équations (26) et (30) pour que ces
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équations fournissent immédiatement, non plus la valeur de a._,,, mais
la valeur de &,y,.

Dans I’Astronomie, si 'on nomme « la distance de deux planetes m,
n', une partie de la fonction perturbatrice, savoir, la partie correspon-

. . . . « I

dante a I'action mutuclle de ces planetes, sera proportionnelle a --
T

Si d’ailleurs on nomme ¢ 'anomalie excentrique relative i la planéte rm,

le carré «* sera une fonction entiere de sin{ et cosy, du quatrieme

degré. Cela posé, les formules (26), (30), ou plutot celles qu’on en

‘ . I . .
déduira en posant s = — —, fourniront unc transformation remar-

quable des transcendantes qui représentent les coeflicients des puis-
sances entieres de I'exponenticlle

eV,

dans le développement de 5 Apres cette transformation, les coefli-

cients dont il s’agit se réduiront & des transcendantes elliptiques.

Lorsque le nombre 7 cesse d’étre un nombre entier, I'intégrale que
renferme 'équation (25) peut encore étre transformée, non plus &
I'aide de la formule (7), mais a I'aide de la formule (4) du § II; et 'on
se trouve ainsi encore conduit & des conclusions importantes que nous
développerons dans un autre article.

254.

ANALYSE MATHEMATIOUE. — Sur la méthode logarithmique appliquée au
développement des fonctions en series.

C. R., T. XIX, p. 51 (8 juillet 1844).

Toutle monde est d’accord sur I'immense service que Néper a rendu
aux calculateurs par I'invention des logarithmes, qui permettent de
remplacer, dans les calculs numériques, la multiplication par I'addi-
tion, et la division par la soustraction. Il m'a semblé que, dans la
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haute Analyse, on pouvait retirer des avantages tout aussi incontes-
tables de I'application des logarithmes au développement des fonctions
en séries. Entrons & ce sujet dans quelques détails.

Coneevons qu’il s’agisse de développer une puissance donnée d’une
fonction d’un certain angle en série de sinus et de cosinus des mul-
tiples de cet angle. On pourrait, a la rigueur, commencer par déve-
lopper la fonection en une séric du méme genre, puis déduire, ou de
multiplications successives, ou méme de la formule du binome, le
développement de la puissance donnée. Toutefois le caleul deviendra
trés pénible et presque impraticable, si le degré » de la puissance
dont il s’agit est un trés grand nombre fractionnaire, ou méme un
nombre entier trés considérable. Mais si, au lieu de commencer par
développer la fonction proposée en série, on commence par développer
son logarithme népérien, on obtiendra facilement le développement
du logarithme de la ni*m¢ puissance de la fonction, puisque, pour y
parvenir, il suffira de multiplier le développement du logarithme de
la fonction par I'exposant n. Alors il ne restera plus qu’a revenir du
développement du logarithme de la puissance au développement de la
puissance elle-méme. A la vérité, cette puissance sera représentée par
une exponentielle népérienne qui aura pour exposant le développe-
ment du logarithme de la puissance. Mais le développement de cette
exponenticlle en série parait étre, au premier abord, une opération
plus compliquée que celle qui consistait a élever a la n*™® puissance
la fonction représentée par une série. Toutefois, en réfléchissant atten-
tivement sur cet objet, je suis arrivé & une méthode qui permet de
passer facilement de I'exponenticlle 4 son développement, et que je
vais indiquer en pen de mots.

Quand le logarithme d’une fonction est représenté par une série
convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes d’une seule
variable, on peut aisément déduire de cette série celle qui représente
la fonction clle-méme. En effet, il suffit de multiplier chaque terme
de la premiére série par exposant de la variable dans ce terme, et de
diminuer ensuite chaque exposant de I'unité, pour obtenir le dévelop-

OFuyres de C. — S.1, t. VIIL ' 31
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L

pement de la dérivée logarithmique de la fonction; et de cette propo-
sition on conclut immédiatement que les coefficients de la série
cherchée sont liés entre eux par des équations linéaires qui permettent,
comme l'on sait, de les déduire tres aisément les uns des autres. Or,
pour ramener i cette opération, déja connue des géometres, le pro-
bleme qui consiste & développer une fonction d’un certain angle sui-
vant les sinus et cosinus des multiples de cet angle, en supposant
connu le développement du logarithme de la fonction, je considére
cette fonction comme ¢quivalente au produit de trois facteurs qui ont
pour logarithmes respectifs, dans le développement du logarithme de Ia
fonction : 1°le terme constant; 2° la somme des termes proportionnels
aux puissances positives de I'exponenticelle trigonométrique dont I'ex-
posant est I'angle donné; 3° la somme des termes proportionnels aux
puissances positives de la méme exponenticlie. Alors il devient facile
de calculer séparément le facteur constant et les deux facteurs variables
qui doivent fournir un produit équivalent i la fonction cherchée. Il y
a plus : le développement de cette fonction se déduit immédiatement
de la multiplication algébrique des deux derniers facteurs, et par con-
séquent ce développement se trouve construit définitivement, a l'aide
d’un procédé analogue au procédé si simple qu'Euler a employé pour
développer une puissance négative d'une fonction linéaire du cosinus
d'un angle donné suivant les sinus et cosinus des multiples de cet angle.

La méthode de développement que je viens d’exposer, et qu'il est
naturel d’appeler méthode logarithmique, puisqu’elle repose principa-
lement sur 'emploi des logarithmes, offre surtout de grands avan-
tages dans le caleul des perturbations des mouvements planétaires.
On sait que le calcul de chaque inégalité périodique produite dans le
mouvement d’une planéte m par P'action d’une autre planéte 7’ peut
¢tre réduit au développement de la fonction perturbatrice suivant les
puissances entieres des exponentielles trigonométriques qui ont pour
exposants les longitudes moyennes des planétes, et que la détermi-
nation spéciale de I'une quelconque de ces inégalités se réduit a la
détermination du coefficient numérique renfermé dauns le terme pro-
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portionnel & deux puissanees données de ces exponentielles. Lorsque
le degré de ces puissances est élevé, la détermination, effectuée par
les méthodes exposées dans la Mécanique céleste, exige beaucoup de
temps et de travail, comme le savent trés bien les astronomes; et on
ne doit pas s’en étonner, puisque alors les fonctions développées se
transforment en séries multiples, et que le nombre des termes de ces
séries croit dans une progression eflrayante avec les degrés des puis-
sances. Mais, lorsqu’on applique la méthode logarithmique au déve-
loppement de la fonction perturbatrice, les séries multiples dont il
s'agit se trouvent remplacées par des séries simples que I'on ajoute
les unes aux autres, au lieu de les multiplier I'une par I'autre. Ainsi
étendu, I'usage des logarithmes aura donc pour effet de remplacer,
dans la haute Analyse, tout comme dans les ealeuls numériques, les
multiplications algébriques par de simples additions.

ANALYSE.

§ 1. — Détermination d’une fonction dont le logarithme est représenté
par une série ordonnée suivant les puissances entieres d’une variable.

Nommons f(x) une fonction de la variable .z qui oflre, au moins
pour les valeurs de @ que I'on considere, une partie réelle positive,
et admettons que le logarithme Lf(x) de cette fonction, correspon-
dant & une base quelconque, soit représenté par une série conver-
gente ordonnée suivant les puissances entieres, positives, nulle ct
négatives de la variable . On pourra en dire aulant du logarithme
népérien 1f(x), correspondant a la base

er—"12 B IS

et li¢ au logarithme L () par la formule

Lf(.r.).

Iyfi(hari= e

On aura done, par exemple,

(1) I f(z)=ay+a,x + a2 +... 4~a_x ' +a_ xr*+...,
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Ayy Ay @y <ony gy sy - désignant des coeflicients réels ou ima-
ginaires, et il s'agit de savoir comment on peut, de I'équation (1),
déduire le développement de f(x) en une série ordonnée suivant les
puissances entiéres de @.

Si 'on pose, pour abréger,

(2) U= Qy+ QT + Ay Tyt ... a_ &7 a2+ .,

I'équation (1) sera réduite & celle-ci

W)=,
et 'on en conelura
(@) = &%
par conséquent
. u w? u?
3 f(x) =1+ — dooc
(3) () +1+1.2+x.2.3+

A la rigueur, on pourrait tirer de eette derniere formule le dévelop-
pement cherché, puisque, 2 aide de multiplications successives ou
de la formule qui fournit la puissanee 2 du binome ou plutot d’un
polynome quelconque, on peut déduire, de I'équation (2), les déve-
loppements de u?, de u*, ..., et généralement de u". Toutefois le
saleul, ainsi effectué, devient trés pénible quand il s’agit de trouver
dans le développement de f(z) le coefficient d’'une puissance ¢levée
de & ou de é Mais on peut résoudre facilement ce probleme en opé-
rant eomme il suit.
Décomposons la fonction f(a) en trois facteurs

A, v, v,
qui, étant le premier constant, les deux autres variables, soient déter-
minés séparément par les formules
(%) 14 = a,,
(5) ly =ayx + asx+.. ., lw=—a_jx'+a ,z7t+....
La formule (4) donnera immédiatement

(G) A = e,
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et 'on tirera de la premiére des formules (5), non seulement

5 T 4 agx’+. ..
(7) p— e THaT 4 — o ! : 4.

mals encore

(8) Dyv=(a,+2a,2+ 3asz?+...)e.

Or la valeur de ¢, donnée par la formule (), sera de la forme
(9) =14 byx + by .. .

et, pour déterminer les coefficients &,, b,, b,, ..., il suffira évidem-
ment de substituer cette valeur dans I'équation (7). Car si, apres cette
substitution, Pon égale entre eux les coefficients des puissances sem-
blables de «, on trouvera

a, b,

= 2a,b,--a, b
10 b =a, b = Qs+ —> ba___(l —|-._L_l__2
' ’ 2 h 2 3

3 2

Ainsi, des coefficients b,, b,, by, ..., le premier ne différera pas de
la constante a,, et les suivants se déduiront sans peine les uns des
autres, la valeur générale de b, étant

" (n—1)a, b+ (n—2)a,_3b,+.. .+a,b,,_,.
n

(1) b,=a,

. 1
De méme, en remplacant @ par =2 et posant
(12) Wi+ x4 . .,

on tirera de la seconde des formules (5)

@y By 2A_3Cy— A_1Cy
(EB): GEseiq; Cr=a_y+ ——> = a g+ —

et généralement

(n—1)a_pc; 4+ (n—2)a_, i qCot. ..+ A yCny
n

(14) Ch—=0Qq_p+

D’ailleurs, apres avoir calculé, comme on vient de le dire, les coelli-
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cients que renferment les développements des facteurs ¢, s, on tirera
des formules (g) et (12)
; \ ow= Lo+ Kk, x +ky 2? +...
(13) {
! Y S L Sl S - BT BRI
les valeurs générales de £, et de £_, étant

6) { kn = b+ by + bpaCa+. .,
(16 s
‘ kon=co+ Cor1 01+ Crys 3o o 6

Aprés avoir ainsi formé les développements des facteurs ¢, & et du
produit ew, on déduira immédiatement de la formule

(r7) f(x)=Avw
le développement de la fonction f(a), et 'on aura

(18) ‘f(x):A/fﬂ—i—Ak, x Ak 2 +...
1 !
{ Akt Ak ...

La méthode que nous venons d’exposer est particulierement utile dans
le cas ot la variable -, réduite & une exponentielle trigonométrique,
se trouve liée & un certain angle p par une équation de la forme

(19) @ =erV=1,

Alors le développement de f(x) se trouve ordonné suivant les puis-
sances entieres de 'exponenticlle e?V=*. On peut d’ailleurs substituer
i ces puissances les sinus et cosinus des multiples de p, attendu qu’on
a généralement, pour des valeurs positives ou méme négatives de z,

(20) enPV=1=cosnp +\/— 1 sinnp.

§ 1. — Sur le développement de Uexpression (1— 26cosp ~+ 6*)7°.

Si I'on pose, pour abréger,

s(s+1)...(s+n—1)
e N = [slw
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la formule du binome donnera

(1) (1—x)yS=1+4[slyo+ [s]exr4....

On a d’ailleurs, en désignant par  un nombre que nous supposerons

inférteur a l'unité,

(2) 1—20cosp + 02 =(1—Gerv=") (1 — fe-rVT),
par conséquent

(3) (1— 28 cosp + 62)~s= (1 — 6ePV=1) ™" (1 — fe-rV=T) ™",

et des formules (1), (3), comme FEuler en .a fait la remarque, on tire

“) [ (1—20cosp +02) 7 =0,+ 0,erV=1 4 @,ePV=1 . .
4
4+ 0,e~PV=T4 @,e-2PV-1 |

la valeur de @, é¢tant déterminée par Ja formule

" S+n, . s+ns 1,
(3) 0,,:[.9]n9"<|+ iyt - 6«+...>.

41 n=41  n-42

Il 'y a plus : si dans la formule

6y  (1—0erV=1)" (1 —Ge—r VT‘>—S: 0,4+ 20, (en?V=T_f e=npy-1)
on remplace

ef'\/:“
6 2

erV=1  par

on en conclura
(7) (l . epy’:T)~S (' — 42 e—p\/:-f)—-s:: @0 T ¥ @ﬂ(@-n g"l’vj+ Gre—npy =1 ),

le signe X indiquant une somme qui s’étend a toutes les valeurs
enticres, nulle et positives de ». Donc les deux produits

0,6-* et 0,0
seront les coeflicients des exponentielles

enoVTE, emnpy=i
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dans le développement de 'expression

(1 —eP \/:7>_s (1—62e-r \/—_‘>“‘.

D’atlleurs on a

— — ery-1
frerVTT— e L
1—G%e 1— 60— oV
et, par conséquent,
DR\
(8) I_Gﬂe—m/——lz(x_ez)<1~x’——e'_‘—i),
erV—1
la valeur de A étant
62
(9) =

et de la formule (1), jointe 4 la formule (6), on conclut
(1= en 1) (1 grems )
= (1—02)=s | (1 — ePVTT) ™ - [s]yhe=rV=1 (1 — epV=0) ™ |

Or, de cette derniére équation, comparée a la formule (7), on tirera

0,07 =(1— 0% {[s]a+ [s] [s —1]nrs A+ [s]i [s — 2Jnra 22+ . .|
et
0,0n = (1— 6?)—a? g[.v],,—l- [slasi[s — 1042 4 [s]pa [s — n+ 2022+ .. f
Donc 4 I'équation (5) on peut substituer la sutvante

fn
(10) 9, =[s]aln a_—éz)j)
la valeur de I, pouvant étre, 4 volonté, déterminée par 'une ou par

Pautre des formules

s s—1 s(s EMSE= (85— 2) a9
{rs) I”:'+Tn+x)\ 1.2 (n+|)(n+2))'~r"

|

s n ,1.;,1_;7 (s+n)(s+n-r1) (s—n-—x)(s—u—z)p_%_.”]_

(ERIRLS (]+)')n[]+n+l 1 ' (n—+1)(n-+2) IR2
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Les formules (11) et (12), dont la premiére était déja connue, sup-
posent
r <,

ou, ce qui revient au méme,

92<§, o< .

§ 1. — Sur le développement des puissances d’une fonction entiére
da sinus et du cosinus d’un méme angle.

Concevons qu’une fonction réelle et entiére du sinus et du cosinus
de Pangle p soit représentée par la lettre u, et supposons que cette
fonction reste positive.pour toutes les valeurs réelles de p. On pourra
la réduire a la forme

(1) u«—=k[1—acos(p—a)][t—Dbcos(p—6)]...,

k désignant une constante positive, a, b, ... d’autres constantes posi-
tives inféricures & I'unité, et a, 6, ... des angles constants. Soient
d’ailleurs

des nombres inférieurs i 'unité, choisis de maniere a vérifier les for-
mules

I 2 : I 2
(2) ﬂ+;~—5’ b+E—B, 8 B

ou, ce qui revient au méme, posons
(3) e — tang(} arcsina), b — tang(} arcsinb),
Posons, en outre,

h = 5
T (1 -a?) (1 b2). ..

b)

ou, ce qui revient au méme,

OFuvres de C.— S. 1, t. VIII. - 32
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On aura encore
(4) u=~h[1—2acos(p—a)-+a*][1 -2bcos(p—8)-+b2]....

Done, si on éleve la fonction « & une puissance d’un degré donné,

représenté par - s, on trouvera
(5) wus=h=<[1—a2acos(p—oa)+a]~s[t—2bcos(p —6&)+b2]-5....

Sile degré de la fonction « est peu élevé, alors, en partant de I'équa-
tion (5), on pourra aisément déduire la valeur de u= des formules
rappelées dans le § II. Ainsi, en particulier, si « est du second degré
seulement par rapport & chacune des quantités sinp, cosp, et si I'on
nomme

A, ou B,

ce que devient la quantité précédemment désignée par @,, quand on
remplace 0 par a ou par b; alors, en ayant égard aux formules

[1—2acos(p—a)+a?]—5= A0+Z A, (entr-aV=T_4 g=nip-a)y=1),

[1—2bcos(p—8) +b2]~s= B°+Z B, (en(r—BV=T 4 e—n(p=-6V=T),

dans lesquelles le signe E s’étend a toutes les valeurs positives de 7,

on tirera de I'équation (5)
(6) us=K,+K,erV=1KyerV-T 4+ K_ e PV-T4 K_,e2PV-14. ..,

la valeur de K,, étant

s Ko =
|

( A,Bo—+ A, Bie@-80vV=1 | o
h—s 1 e—noy/—1

4+ Ap Bye==bv=t ]

\

B,Ay+ By A e-@-BVT 4,

4+ B Ayete=Ov=i 4 ]

/=1
f

end\

]

et la valeur de K_, se déduisant de celle de K, par un simple change-
ment de signe du radical y/ 1.



EXTRAIT Ne 25%. 251
Au reste, dans tous les cas, et surtout lorsque « renfermera des

puissances élevées de sinp et de cosp, on tirera immédiatement de la
formule (5)

| 1(7) +1(1—aetr=0v=1) 4 1(1— ae-(p=01V~1) (
(8) Wu=*)——s +1(1— betr=8V=1) 4 (1 — be-tp-BV-T) |,

et le développement de I(x~*), suivant les puissances entieres de
erV=', se déduira immédiatement de la formule (8), jointe a la sui-

vante :

(9) 1 —-2)=—2— — — & —

D’ailleurs, le développement de I(«~*) étant formé, on en déduira le
développement de «~* par la méthode exposée dans le § 1.

§ IV. — Sur les inégalités périodiques des mouvements planétaires.

Le caleul des inégalités périodiques produites dans le mouvement
d’une planéte 2 par 'action d’une autre planéte 7’ suppose que 'on
a développé la fonction perturbatrice, et spécialement la partie de
cette fonction qui est réciproquement proportionnelle a la distance ©
des deux planétes, en une série ordonnée suivant les puissances en-
tieres des exponentielles trigonométriques dont les exposants sont
I'anomalie moyenne T de la planete m, et 'anomalic moyenne 77 de la
planéte m’. La question qu’il s’agit alors de résoudre consiste donc a
développer% suivant les puissances entiéres positives, nulle et néga-
tives des exponenticlles

eT‘CT’ eT'V—1,

On sait d’ailleurs que 'anomalie moyenne 7 d’une planéte m est liée
a 'anomalie excentrique ¢, et a I'excentricité ¢ de 1'orbite, par la for-
mule

(1) $—esing =17
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De plus, il est aisé de prouver que le coefficient ¢, de

DIP/=T]
ety 9

dans le développement de I'exponenticlle

e[l:)\/—?[
suivant les puissances enticres de e™V=', se réduit & I'intégrale

™ l 4
& e~ TV=lely=Tgp — _° e—(n=0YyY=1 gnesiny =i dy.
2T J_ o amn J_

. . ! . ,
Ce coellicient sera done le produit de —~ par le coefficient ¢,,_, de 1'ex-

ponentielle
etn=D¥VT,

dans le développement de expression

2 (4 )

enesindy=1 — ;

suivant les puissances entieres de ¢¥V~'; et, par conséquent, on aura

l

o r
1 (S el
( ) { non 15}

les valeurs de ¢, et de ¢_, étant déterminées, pour des valeurs positives
de /, par les formules

(2) E_i=(—1)i&,
(ne)l (ns)’ (ne)"

3) =275  y—g— N2/ 4 1 =4
foBo o ol) P(l41)  r.2(l41)({+2)

Enfin, apres avoir déduit de la dernitre formule deux valeurs de 5,
correspondantes & des valeurs un peu considérables de /, on pourra
aisément calculer les valeurs de 5, qui répondront i de moindres va-

leurs de /, a 'aide de I’équation
ne\?

2

(4) 51—1751“7(m51+:;
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et ainsi on parviendra sans peine aux diverses valeurs de ¢,. Cela posé,
il est clair que le développement d’une fonction de ¢ en une série or-
donnée suivant les puissances entieres de e’V-' se trouvera réduit au
développement de la méme fonection en une série ordonnée suivant les
puissances entieres de

e¥v-1,
Concevons, en particulier, que 'on désigne par «, le coefficient de

enq; V=1 ,

’ - I 2.0 ’ -
dans le développement du rapport.- en une série ordonnée suivant les
T

puissances entieres de e?V="'. Le coefficient A, de
en TVTI,

dans le développement du méme rapport en une série ordonnée sui-
vant les puissances entieres de e’V=", sera

n i n-+ 2
o
“ e\°n+l -+

A": Comlo"-——- Cgm\a,l+2+...

(3)
n—1i n—2

"~ * ~
(VIS ST = N

—— . ——

. ’ 1 . . (5
Pareillement, le développement de -, suivant les puissances entiéres
T

des deux exponentielles
RV= P ¥y
’ . ’ 1 . .
pourra s¢ déduire du développement de ~ suivant les puissances en-

tieres des deux exponentielles
e‘l’\/:, eV V-1,

Il reste & montrer comment on peut construire ce dernier développe-
ment.
La valeur générale de «* est de la forme

=h-+kcos(y — ¢ —a) —Dbcos(y-~8) — b cos(y—8")

6
£ +ccos(Y+ 4 —y)+1icosay+icosad,
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h, k, b, b’ ¢, 1, " désignant des constantes positives, et «, &, €', y des
angles constants. On tirera d’ailleurs de I'équation (6)

(7) J=h(1+4+ &K)

et, par suite,

A o)
(8) —I-:;h 2(l+irﬁ+ ! /éR?_‘___“),
& 2 2.4

\

la valeur de & étant donnée par la formule

A== Ee(¢—¢’—a)y’3 + 1 ,]fe—(qz—qa’—oz)\/ii
2 h 2 h
S, U - (7 —
b ey 1P ey Y ey Y wleys
2 h 2 h 2 h 2 h

4+ 2 CeryryvTT L E ey
2 h 2 h

LIRRUNE SR R ENPONE SR PV S gt
2 h 2 h 2 h 2 h
On pourrait, a la rigueur, déduire de cette derniere formule les va-
leurs successives de &2, &°, ..., développées suivant les puissances
entieres des exponentielles
W1, eV

et les substituer, avec la valeur de &, dans le second membre de
I'équation (8). Ce calcul, qui serait fort long, peut d’ailleurs étre
abrégé par les considérations suivantes.

Posons

(p=h+Kkcos(y—¢'—a)—Dbcos(y—6) —b'cos({— &)+ ccos(Y+ ¢ —vy),

(ro) _
{ ¢ =icosay+i'cosal.

La formule (6) donnera
(11) =p g

et d’ailleurs, en nommant a, a’ les grands axes des orbites décrites
par les planétes m, m’, on aura
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o e, . 1
en sorte que, pour des excentricités qui ne surpasseront pas G les va-
leurs de i, i’ seront généralement assez petites. Cela posé, on tirera

de la formule (171)

19|

(12) . “—l—lrf% —!—1'3 g
a 2P s 2.4

et, comme ¢ sera tres petit par rapport a p, on pourra réduire la série
comprise dans I'équation (12) & un petit nombre de termes. 1l ne
s’agira donec plus que de développer ces divers termes suivant les

puissanees entieres des exponentielles
GWET, WV,

Or on pourra évidemment y parvenir a I'aide des formules établies
dans les paragraphes précédents. On pourra, en particulier, déve-
g
1

lopper le premier terme p *, en opérant comme il suit.

Posons
(13) v=h+kecos(y—V'—a)
et
(14) 8=Dhcos(b—8)+ b'cos('—&) —ccos(y+ ¢ —y).
On aura
(15) p=v—3,
(16) p—%:u_%—kéu—%a—i— é.igu—gsﬂ+....

Posons encore, pour abréger, non seulement

(l+1)...(l+n—7)
e T, T

mais aussi

(= Bt RS D)y

1.2...10n

et
1.2...0

Y b e [
(Dayn (t-2...n)(r.2...7" ) (1,2...0— n—n')
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1
Représentons, dans le développement de g~ 2, par a(,,, le coefficient de
I'exponentielle '

elnT+n'T) V=1

et, en conséquence, par K _,,, le coefficient de 'exponentielle

en! '—n T)Y=T,

Supposons, pour fixer les idées, »’ >n, b’ >b, et désignons : 1° par 2N
le nombre pair égal ou immédiatement supérieur a »’ — n; 2° par 2N’
la quantité qui, ayant pour valeur numérique un nombre pair, est, ou
¢gale, ou supérieure d’une unité i la somme

N—n—2g+n~+f—g,

f» 8/, & désignant quatre nombres éntiers quelconques. Enfin, pre-

nons
1 .k 62

(17) 9,_tang<;arcsm]—l>, d=1—p%
et

6h ®
(18) b= iR 6= ge
et nommons

Gl 4

1

Je coefficient de 1'exponentielle
gl’p\/:.‘l.
dans le développement de I'expression

(1—20cosp -+ 62)!+i,

On aura

~ f+e
(19) H_pwe==[L]xb¥ en(0+68/)y/ <1 g—n’ 87/ ~1 Z (_ll%) gf,ge(g'f)(“;g*‘@'h[—_'
et

(30)  Cpp= N (= 1V () (§)y D gt/ eld =D ¥,
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la valeur de ®, » étant déterminée, pour des valeurs paires de

N—n-+n+f—
par la formule

Bp,e=MN)r,e (N—Ff — 8Oy, n—r+sg

aN+1 2N +3

(21) 21\+2 21\ 4(N+2)fg(V+2_f g)‘l+1@\+2,n—f+gl‘

et, pour des valeurs impaires de N — n + »’ + f'— g/, par la formule

2N —+1
®Bp.o = Ny N+ Dr e (Nt 1= f— &) O, n g
(22) aN+1 aN+3 aN=+5 : .
2]\__'__2 2N+~.| 2N l_6(\_*"Ss)ful,’(l\_+—3_"f'— )\+1®\+3 n—f—gb

D’ailleurs les sommes indiquées par le signez s’étendent, dans la for-
mule (19), aux diverses valeurs entieres et positives de f, g, ct, dans
la formule (21), aux diverses valeurs entiéres et positives de /7, g’
qui fournissent des valeurs positives de N’, en vérifiant les conditions

ST g8,

puisque (f), et (g), s’évanouissent lorsque ces conditions cessent
d’étre remplies.

Les formules (19), (20), (21) sont d’'un emploi facile quand les
nombres entiers n, n’ sont peu considérables. Mais, dans le cas con-
traire, elles doivent étre abandonnées, et il convient de leur substituer
celles que I'on déduit de la méthode logarithmique, établie dans le §1,
comme nous I'expliquerons plus en détail dans un prochain article.

OFuvres de C. — S. 1, t. VIIL 33
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255.

CALcUL INTEGRAL. — Note sur les intégrales eulériennes.

C. R., T. XIX, p. 67 (8 juillet 1844).

Il semble qu’apres les travaux des géombtres sur les intégrales
eulériennes, et en particulier sur les fonetions T', il n’y ait plus & s’oc-
cuper de celles-ci. Toutefois, je suis parvenu & établir, pour I’évalua-
tion de celles qui correspondent & de grandes valeurs de la variable,
une formule nouvelle qui parait digne d’étre remarquéc. D’ailleurs la
méthode qui m’a conduit & cette formule pourra étre appliquée avee
succes & la détermination d’autres intégrales, et en particulier de celles
que l'on rencontre en Astronomie, comme je me propose de le faire
voir dans un autre article.

On connait la formule de Stirling pour la détermination approxi-.
mative du logarithme d’une factorielle qui correspond i de grandes
valeurs de la variable, et M. Binet est parvenu & remplacer la série non
convergente qui représentait ce logarithme par une série convergente.
Vai ¢té curieux de voir §’il ne serait pas possible de développer dans
le méme cas la factorielle elle-méme en une série convergente dont la
loi fat immédiatement donnée. Ce probleme me paraissait d’autant
plus digne d’intérét, que la série déduite par Laplace de sa méthode
d’approximation pour la détermination des fonctions de trés grands
nombres procede suivant une loi inconnue, en sorte que l'auteur s’est
borné a calculer les deux premiers termes. En réfléchissant sur cet
objet, j'ai reconnu que la difficulté du ealeul tient ici a ce que I'auteur,
en transformant les intégrales par un changement de variable, a sup-
posé lavariable nouvelle toujours représentée par une fonction linéaire
du logarithme de la fonction sous le signe f Je trouve un grand avan-
tage & employer des substitutions plus simples, qui permettent de
passer facilement de I'ancienne variable a la nouvelle, et réciprogue-
ment. La scule condition a laquelle je m’astreins est de développer
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la fonction sous le signe fen une série dont le premier terme soit sa
valeur maximum ou la valeur minimum d’un de ses facteurs, par
exemple d’un facteur ¢levé a une tres haute puissance. Alors on par-
vient & déterminer plus facilement par approximation les fonctions de
tres grands nombres et i les développer en séries convergentes. Cest
ce que je fais en particulier pour les fonctions T', et je me trouve con-
duit de cette maniére & une série convergente dont la loi est connue ct
de laquelle on peut aisément déduire les deux premieres approxima-
tions obtenues par Laplace.

ANALYSE.

Considérons en particulier I'intégrale
I‘(n):/wx”-‘e””d.v,
0
que 'on peut écrire comme il suit
(1) T(ll):{wx”e—xdjx.

Sil’on décompose la fonction sous le signef en deux facteurs x"e
1 . . 9 .

et —, le premier variera tres rapidement avec @ pour de grandes va-

leurs de 7, et la valeur maximum du premier facteur sera celle qui

correspond & = n, savoir, le produit

PG

Cela posé, coneevons qu’a la variable « on substitue une nouvelle
variable ¢ liée & la premiere par I’équation

x — net.

Aux limites o, » de « répondront les limites — o, o de ¢, et, comme

on aura
dx

—{;— = (l[,
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I'équation (1) donnera
(2) F(lz):n"fn e—ntet—1t) gy,

D’autre part, on a
i g2
=1+ t4 — 4 — ..
o TGRS

et par suite, si 'on fait, pour abréger,

3 L+
(3) r= a3t Tamg o
on frouvera
2
(4) el_—_x+t+%+T.

Cela posé, I'équation (2) donnera

(5) I‘(n):n”e'"f e—it,e—"Tdt,

et, si 'on pose, pour plus de commodité,
n e
2 =%
on aura simplement

(6) T'(r)= nﬂe‘"f e—ate—=nT;.

)

Pour déduire de cette derniére formule la valeur de I'(7) représentée
par une série dont la loi soit facile & constater, il suffit de développer

I'exponentielle
e—n’T

suivant les puissances de 7. On trouve ainsi
2
(7) I‘(n):n"e‘"(Ao—I—ZA,—f—Lzh-—...),
1 1.2
la valeur de A,, étant donnée par I'équation
(8) A f Tme—at g,

Il ne reste plus qu’a déterminer la valeur de I'intégrale (8).



EXTRAIT Ne 255. 261

Or, des équations connues

o0 _l_ [
(9) f eatdi=—ns; f tegadii—=lo0

on tire, non seulement

(10) f e~di = r?a) 2, f te—adt — o,

g l
mais encore, en remplacant z parz — —

roim

® 1 _1 8 © | 8 £

(”) f e—ateltdi — g 2 eba, f te=aleltdy — 2 " 0 2 p2a
2

— 0 — 0

puis on en conclut, en différentiant m fois de suite par rapport au pa-

rametre a,
@ 1 1 L’_
(12) f pme—ateltdt—p? —D,)m (a 2e“’>
et
® ‘;‘l g
(13) f (2m-1 g—att plt Jp — E?__ (_ Da)m (a“'z‘ eba)'
En conséquence, si 'on nomme f(z) une fonction entiere de ¢, on aura
généralement
. 1 L0, &
(14) f f(£2)e=et el di = ? f(-—-Da)<a 2ew>
ct
® ‘12'1 3, A
(15) f HliENe=e el i — T'—z—f(—— D.) (a—ie"_“)

Ces dernieres formules offrent un moyen simple de calculer facilement
la valeur de A,,. En effet, on tire des formules (4) et (8)

) 9 2\ m
(16) Am:f (e‘—l——t—-%) et dt,

Posons, de plus,

(L B,,,:f <6‘—-—I+t—-—£2:)me—at’dl,



262 COMPTES RENDUS DE L'ACADEMIE.

) e , . Am+ Bm -
On pourra évidemment déterminer la valeur de ~=—== & l'aide de la
formule (15), et la valeur de -‘-\—’LE—B— :

* alaide de la formule (16).
Si, pour abréger, on pose

tz m 2\ m
‘(I—%—t—l—;-) +<I—-t—|—-2-> =2 0, (),
(]8) ) 2\ m L2
2 2

>”L:25Xm(t2)7
on tirera des formules (16) et (17)

gy g tm—1p
a 28"“—?(‘91(—-1)“)(& 2, ka )
n Bm Ty m{nt —1 1 (m—;f)’
(19) A__:—:m _;_%_)%(__Du)(a T, % ) ,
> 00 0 0IAA0 000 00 0/W 0060000000000 00
1
+(—I)m<Pm(‘—Da)<a2)
et

_3 (m—1)2
2 (m—n (=) (ade )
__m(m—1)

A B ( _% (ml'—z)=>
(20) TS E e i E (772——2))(2(——-Da) a “e

S ] :‘wl-

== (=11) % Xm(_' Da) (a-%)

En combinant entre elles, par voie d’addition, les formules (19) et
(20), on obtiendra immédiatement la valeur de A,,. On trouvera ainsi

2
A= (g) >

.....................................................
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puis, en remplacant a par g;

On aura donc

am\?
(21) 1‘(;1):(7> nte=” (14 a;+ ay+...),

les valeurs de a,, a,, ... étant

(22) nt —,’; 3 1 _ZL 3
Q=-——je"— (24 -+ <)+ (1422 + )|,
. n n 4n?

Nous observerons en finissant que, si 'on substituait dans la for-
mule (8) la valeur de T tirée de I'équation (3), on obtiendrait, non
plus les valeurs de A,, A,, A,, ... en termes finis, mais ees valeurs
développées en séries ordonnées suivant les puissances de ,il En opé-

rant ainsi, on reconnait que les premiers termes des développements

de
Aam—1 €1 g,

sont respectivement représentés par les expressions

Do

2m —1 =1 a

4 L.2...(2m —1) 62';‘—1 (_Da)3"“"(a 3)

et
X
n'!m a 2

I.2...2m 62m

(_ Da)sm(‘a—_%)’
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qui se réduiront définitivement aux produits

om—1 1.3...(6m—3) 1 (I)"‘ o 1.3...(6m—1) 1<1>""
1

4 [.2...(2am—1) 62m=1\n L2...2m 6m \ 5
c

11 en résulte que, si » devient trés grand, et par suite ,—Il tres petit, les

deux quantités
Aam—15 Ao

seront Uune et autre de 'ordre de Ia fraction

<I >m

e bl

n

¢’est-d-dire de 'ordre m par rapport a 2. Sil’on pose, en particulier,
m =1, les premiers termes de

a;, @,
seront respectivement
I 5
8n’ 24n’
et leur différence
1
12n

. W T
sera le seul terme de premier ordre par rapport & > que I'on rencon-
trera dans le développement du polynome

I— 8+ q3—. .-

256.

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Mémoire sur divers théorémes relatifs
@ la convergence des series.

C. R., T. XIX, p. 141 (15 juillet 1844%).

Jai prouvé qu’une série ordonnée suivant les puissances aseen-
dantes d’une variable @, et produite par le développement d’une fonc-
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tion de cette variable, reste convergente tant que le module de 2 est
inférieur au plus petit de ceux qui rendent la fonction ou sa dérivée
discontinue. On pourrait étre tenté de croire que la série cesse tou-
jours d’étre convergente i partir du moment ol la fonction cesse d’étre
continue; et c’est, en effet, ce qui arrive quand, au module qui rend
la fonction discontinue, correspond une valeur infinie, ou de cette
fonction elle-méme, ou de I'une de ses dérivées. Mais celte proposi-
tion, que j’ai démontrée dans un précédent article, ne saurait étre
¢tendue au cas ott la fonction cesse d’étre continue, sans que 'une
de ses dérivées devienne infinie, et I'on peut méme énoncer la propo-
sition contraire. Sans doute il parait étrange, au premier abord, que
la série produite par le développement d’une fonction de la variable
puisse demeurer convergente et offrir encore pour somme une fonc-
tion continue de x, quand, par suite de la variation du module de x,
la fonction, dont cette somme représentait la valeur, a cessé d’étre
continue. Toutefois il en est ainsi, comme on le verra dans ce Mémoire,
quia pour but, non seulement de constater et d’expliquer tout i la fois
Pespece de paradoxe que je viens de signaler, mais, en outre, d'établir
des théorémes généraux relatifs i la détermination des modules des
séries ordonnées suivant les puissances entieres et ascendantes, ou
méme ascendantes et descendantes d’une variable .

ANALYSE.

§ I. — Sur les fonctions dont les développements restent convergents
tandis qu’elles devciennent discontinues.

Concevons qu’une fonction « de la variable @ soit développéc en
séric ordonnée suivant les puissances ascendantes de 2. Cette série
sera certainement convergente, tant que le module de z demeurera
inféricur au plus petit de ceux qui rendent la fonction et sa dérivée
du premier ordre infinies ou discontinues. Ainsi, en particulier, si
'on développe en séries les fonctions

=4
(t—z)* et 11— 2),
CEuvresde C.— S.1,1. VI, 3',‘
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dont chaeune reste econtinue, tant que la partie réelle de 1 — x reste
positive et, par suite, tant que le module de x reste inférieur 4 I'unité,
les développements obtenus, savoir

1 o8 / 22 3
;-|-—a:+—/a:?+... et —(.’L‘-I———i———!—... .
2 2 2 3

scront effectivement eonvergents, tant que le module « sera au-des-
sous de I'unité. Les deux fonctions cesseront d’étre continues, et les
deux séries cesseront d’étre convergentes, si le module de x devient
supérieur & I'unité.

Lorsque le plus petit module £ de & qui rend la fonetion « ou sa
dérivée du premier ordre discontinue fournit une valeur infinie, ou

. y 2o g x
de cette fonetion elle-méme, ou de 'une de ses dérivées, le rapport %

est le module commun des séries qui représentent les développements
de la fonetion et de ses dérivées suivant les puissances entieres de la
variable @. Done alors ces séries deviennent divergentes dés que le
module de « devient supérieur a £, ¢’est-a-dire a partir du moment
ot la discontinuité se manifeste dans la fonction « ou dans sa dérivée
du premier ordre.

Mais, si le plus petit module £ qui rend la fonetion ou sa dérivée
discontinue fournit une valeur finie de cette fonction et de ses déri-
vées des divers ordres, le module de = pourra quelquefois eroitre au
dela de r, sans que le développement de la fonetion en série ordonnée
suivant les puissances ascendantes de x cesse d’étre eonvergent.

En effet, supposons, pour fixer les idées,

:
0 welim ot ata—aty=il - o e T

Pour des valeurs réelles de «, la fonction w, déterminée par I'équa-
tion (1), restera continue tant que la partie réelle de 1 — a* restera
positive, ¢’est-a-dire tant que I’on aura

K=l

et deviendra discontinue & partir de I'instant ot 'on posera z*=1. On
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pourrait done étre tenté de eroire que le développement de cette fone-
tion en série ordonnée suivant les puissances ascendantes de x ces-
sera d’étre convergent et d’offrir pour somme une fonction continue
de x, quand x* deviendra supérieur 2 l'unité. Voyons si cette pré-
somption est ou n’est pas conforme a la réalité.

On tire de I’équation (1)

(2) u—3u — 2(1— 2?)=o.
D’ailleurs, comme on a
W —3u—2—=(u—2)(u+1),

Iéquation (2) pourra étre réduite a

22"

(3) lt:2-—m.

Cela posé, la fonction u, déterminée par la formule (1), sera évidem-
ment celle -des racines de I'équation (2) ou (3) qui se réduit au
nombre 2, pour une valeur nulle de . Or on peut déduire immédia-
tement de 'équation (3) cette méme racine, développée en série par
la formule de Lagrange, et on trouve ainsi

I 4 (222)2 . 22)?

(4) u:z-tzxz—i—i,———( ‘) — 27 )

D’ailleurs, dans la série que renferme le second membre de la for-
mule (4), les termes proportionnels & ** et & x**** sont respective-
ment, abstraction faite de leurs signes,

an(2n-+1)...(3n—2) (22?)" (2n+2)...(3n+1) (2o
o= 1.2, gt .2...0(n41)

et le rapport de ces deux termes, ou le produit

Brn+1)3n(3n—1) 22°
an(2n—41)(n+1) 3

converge, pour des valeurs croissantes de n, vers la limite

12

x
2
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Donc la série comprise dans le second membre de I'équation (4) sera
encore convergente, pour un module de « égal ou méme supérieur a
'unité, et ne deviendra divergente qu’a partic du moment ou le mo-
dule de x surpassera le nombre 2., Ainsi, le développement de la
fonction u, déterminée par I'équation (1), restera convergent pour un
module de @ supérieur au plus petit de ceux qui rendent cette fonc-
tion discontinue.
Considérons encore une fonction déterminée par 'équation

1
(5) u-=(2 -3z + x2%)*.

Si I'on attribue 4 la variable  une valeur imaginaire ou de la forme
== /'eP\/:T,

rdésignant une quantité positive et p un arc réel, I'équation (5) don-
nera

(6) w=y2—3rcosp -+ rtcosap - (risinzp —3rsinp)y—1;

et, comme la partic réelle de I'expression, placée iei sous le radieal,
savoir

3

2 -~ 3rcosp-ricosap =2 <-;

Iy

-
— rcosp) -+ -é — e,

s’évanouira quand on posecra
e
l'”.f(i ’ COSp — »3—,
\ 8 4r

il est clair que cette partie réclle deviendra négative pour des valeurs
1

de r comprises entre les limites <%> et 1, pourvu que I'angle p ait une

valeur peu différente de celle que fournira I'équation
Cosp = 2
= 4’.'

Done la fonction (5) ou (6), qui reste toujours continue par rapport
arcetap, tant que le module r de la variable @ reste inféricur a la
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1

limite @-) » deviendra discontinue a partir de 'instant ot le module »

atteindra cette limite. Toutefois, il est aisé de s’assurer que, st I'on
développe la fonction (5) en série ordonnée suivant les puissances

ascendantes de x, la série ainsi obtenue ne cessera pas d’étre conver-
i

2
gente pour un module de z supérieur a <%) > mats inféricur a Uunité,
. /

En effet, comme on a identiquement
2 —3z+22=(1—x)(2—x),

il est clair que la série dont il s’agit se confond avec celle qui résulte
du développement du produit

(7) (1—2)t (2 — &)

Elle sera donc convergente aussi bien que les développements des
deux fonctions

1

(1—x)?, (2-—a)*,

o |-

tant que le module de @ restera inférieur & I'unité ; mais elle deviendra
divergente, si le module de x devient supérieur & 'unité.
Au reste, il est important d’observer que les deux expressions

1 1 1
(2—32z+2x2%) et (1—a)(2--a)

sont deux formes différentes d’une seule ct méme fonction, tant
1

que le module de « reste inférieur & la limite (%) Mais, quand le

module de « devient supérieur a cette limite, les deux expressions
dont il s’agit représentent deux fonctions distinctes qui ne sont plus
identiquement égales entre clles, pour toutes les valeurs réelles de

I'angle p. De ces deux fonctions la seconde seule reste continue pour
g

un module de & supérieur i (%) » mais inférieur & 'unité, et repré-

sente constamment, dans cet intervalle, la somme de la série qu’on
avait obtenue en développant la premiere fonction.
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Les observations faites dans ce paragraphe s’appliquent, i plus
forte raison, aux séries ordonnées & la fois suivant les puissances
ascendantes et suivant les puissances descendantes d’'une méme va-
riable .

Au reste, nous ne voudrions pas nous borner a signaler ce qui parait
étre, au premier abord, une espece de paradoxe, sans en offrir I'ex-
plication; et, afin que cette explication ne laisse rien & désirer, je
donne ici, en peu de mots, la théorie générale des modules des séries,
en rappelant d’abord les propositions précédemment établies, et en
joignant a leur énoneé la démonstration de propositions nouvelles qui
sont dignes, ce me semble, de fixer 'attention des géometres.

§II. — Sur les modules des séries considérées en général.
Soit
(1) Uy, Uy, Uy,

une série dont u, désigne le terme général correspondant a I'indice n,
ce terme général pouvant d’ailleurs étre réel ou imaginaire. Désignons

d’ailleurs par la notation
mod. «,

le module de ce terme général, ct par u la limite unique, ou du moins
la plus grande des limites dont s’approche indéfiniment, pour des va-
leurs eroissantes du nombre », Iexpression

. 1
(mod. u,)".

La quantité positive u sera ce que nous appellerons le module de la
série (1). D’apres ce qui a été démontré dans I'Analyse algébrigue, la
série sera convergente si ’'on a

(2) u<i,
divergente si 'on a

(3) u>r.
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De plus, si, pour des valeurs croissantes de =, le module du rapport

St
Uy,
s"approche indéfiniment d’une limite fixe, eette limite sera précisé-
ment le module de la série (1).
Soit maintenant

(4) ceey U—gy Uy, Ugy Uy, Uy

une série qui se prolonge indéfiniment dans deux sens opposés, de
maniere a offrir deux termes généraux

Uy b s

correspondants, le premier 4 I'indice », le second a l'indice — ».
Concevons d’ailleurs que, le nombre 7 venant a croitre, on cherche la
limite unique, ou la plus grande des limites dont s’approche indéfini-
ment chacune des expressions '

1 1
(mod.u,)", (mod.u_,)",

i
et représentons par u la limite de (mod.u,)*, par u, la limite de
i
(mod.u_,)". Les deux quantités positives

u, u,

seront les deux modules de la série (4), qui sera convergente si ces
deux modules sont inféricurs a I'unité, divergente si I'un d’eux ou si
les deux & la fois deviennent supérieurs a 'unité.

11 est bon d’observer que le module d’une série prolongée indéfini-
ment dans un seul sens n’est point altéré dans le cas ou le rang de
chaque terme est diminué d’une ou de plusicurs unités, en vertu de
la suppression du premier, ou des deux premiers, ou des trois pre-
miers, ... termes. Pareillement, les deux modules d’une série pro-
longée indéfiniment en deux sens opposés ne seront point altérés, si
I'on déplace simultanément tous les termes en les faisant marcher vers
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la droite ou vers la gauche avee celui qui servait de point de départ
pour la fixation des rangs et des indices.
Considérons i présent une série

{50 Aoy QyTy, AaZyy ooy
ordonnée suivant les puissances entieres et ascendantes d’une variable

réelle ou imaginaire . Nommons r le module de cette variable, et
p son argument, en sorte qu’on ait

x =—=rerV 1,

Soit d’ailleurs a le module de la série

Qyy Qyy Ay, ooop

c’est-a-dire la plus grande limite dont s’approche indéfiniment, pour
des valeurs croissantes de n, 'expression

1
(mod.a,)".

Comme on aura
mod.(a,z"*) = r* mod. a,,

on en conelura
1 i

(mod.a,z" )" — r(mod. a, )",

et, par conséquent, il est clair que le module de la série (5) se réduira

au produit
ar.

Done la série (5) sera convergente si I'on a
1
ar <1 ou r < ‘—a')

divergente si 'on a
I
ar>i1 ou r> a—~

Considérons enfin une série
(6) o oty o (Dec TP WakaqdBatay e WoipET ACant 6 oo

ordonnée a la fois suivant les puissances ascendantes et suivant les
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puissances descendantes de la variable . Si 'on nomme a la plus
grande des limites vers lesquelles converge, pour des valeurs crois-
santes de n, I'expression

1
(mod. a,)",

et a, la plus grande des limites vers lesquelles converge I'expression

1
(mod. a_,)",

les deux modules de la série (6) seront évidemment

—1
ar-', ar

et par suite la série (6) sera convergente si le module r de x vérifie les
deux conditions
1
r < B r>a,

divergente si r vérifie les deux conditions
1
r> '—l, r < a,,

ou seulement 'une d’entre elles.

En résumé, il y aura généralement deux limites extrémes, ['une
inféricure, l'autre supérieure, entre lesquelles le module » de
pourra varier, sans que la série (5) ou (6) cesse d’étre convergente.
Soient

k, k
ces limites extrémes, k désignant la limite supérieure. D’apres ce
qu’on vient de dire, on aura, pour la série (6),

2

i
(7) k/:a/’ 1‘25

et par suite les deux modules de la série (6) seront

k r
(8) AN

OFEuvres de C. — S. 1, t. V1L 35
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D’ailleurs k, devra étre remplacé par zéro si la série (6) est réduite a
la série (5).

Ajoutons que la quantité k sera certainement la limite extréme et
supérieure du module r si, la série étant convergente pour r <k, la
somme de cette série devient infinie pour 7=k et pour une valeur
convenablement choisie de I'argument p.

Pareillement k, sera certainement la limite extréme et inférieure
du module 7 si, la série (6) étant convergente pour r >k, la somme
de cette série devient infinie pour r =k et pour une valeur convena-
blement choisie de 'argument p.

En effet, une série ne peut acquérir une somme infinie sans devenir
divergente et, par conséquent, sans offrir un module égal ou supérieur
a l'unité.

Lorsque les divers termes d’une série sont fonctions d’une certaine
variable x, la nouvelle série qu'on obtient en substituant & chaque
terme de la premiere sa dérivée prise par rapport a x doit naturelle-
ment s’appeler la serie derwee. Concevons, pour fixer les idées, que la
premiére série se réduise a la série (5), dont le terme général est
a,x", ou méme a la série (6), dont les termes généraux sont

a2y Stagetla, sl
alors la série dérivée aura pour terme général le produit

a2 i
ou bien elle aura pour termes généraux les produits

— o g e=tEYS S R, it
D’ailleurs, comme on a
—na_p, "' =——nz(a_, z~"), naL it = TS (AN,

on en conclut que les deux expressions

(9) (onod. (- iy 2NN, ol (hagaat)fs
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s'approchent indéfiniment, pour des valeurs croissantes de n, des pro-
duits que ’on obtient quand on multiplie respectivement les quantités
positives

a7 et al:

par les limites des expressions

1 1

(nr)® et (nr-t)n.

Enfin ces deux limites, qui se confondent avec les limites fixes des
rapports

(R+1)r I (n+1)r?

.57 D J S PR a7 | A

1 st

1
=14 —->
nr n nr-t n

se réduisent 'une et 'autre a I'unité. Donc les limites des expres-
sions (9) se réduiront simplement aux produits

a, ' et ar.

Donc le module ou les modules de la série (5) ou-(6) seront en méme
temps le module ou les modules de la série deripee.

Nous avons ici supposé que I'on différentiait une seule fois chaque
terme de la séric donnée (5) ou (6); mais, apres avoir ainsi obtenu ce
qu’on doit appeler la série dérivée du premier ordre, on pourrait former
encore la dérivée de celle-ci, puis la dérivée de sa dérivée, ..., et 'on
obtiendrait alors, a la place de la série (5) ou (6), des series derivees
de duvers ordres. Or, de ce que nous avons dit tout a I'heure, il résulte
évidemment que le module ou les modules de toutes ces series seront pre-
cisément le module ou les modules de la série (5) ou (6).

§ 1ll. — Sur les modules des séries produites par le développement
de fonctions explicites d’une variable x.
Soit f(x) une fonction donnée de la variable réelle ou imaginaire
x = rerV-1,
et représentons par f'(x) sa dérivée du premier ordre, ou

D, f(x).
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On peut, comme je I'ai fait voir depuis longtemps, ¢tablir la proposi-
tion suivante :

Tucorive 1. — St f(@) et {'(x) restent jfonctions continues de la
variable x, c’est-t-dire fonctions continues du module r et de I'argu-
ment p de cette variable, pour toutes les valeurs du module r inférieures a
une certaine limite 1, la fonction f () sera, pour chacune de ces valeurs,

deéveloppable en une serie convergente
(1) T nd% %y ooy
ordonnée sutvant les puissances ascendantes de la variable x.

Il'ya plus : cette proposition peut, suivant la remarque de M. Lau-
rent, étre généralisée, et I'on obtient alors le théoréme dont voici

'énoncé :

Tutorkme II. — St f () et f'(x) restent fonctions continues de x pour
toutes les valeurs du module r de x inférieures @ une certaine limite 1, et
supérieures a une autre limite |, la fonction f(x) sera, pour chacune de

ces valeurs, développable en une serie conyergente
(=) NN IN S ey RS TN Ry G T N0 R LIERE

ordonnée suwwant les puissances enticres, ascendantes et descendantes de

la vartable x.

Au reste, des remarques faites dans le §1, il résulte que les limites|,
|, mentionnées dans les théoremes (1) et (2), peuvent étre distinctes
des limites extrémes k et k entre lesquelles le module r de = peut
varier sans que la série (1) ou (2) cesse d’étre convergente; et ees
limites extrémes sont évidemment eelles qu’il importe surtout de con-
naitre. Or on les déterminera, pour 'ordinaire, assez facilement &
Paide de deux nouveaux théoremes qui, se déduisant des deux précé-
dents et des principes établis dans le § II, peuvent s’énoncer comme
il suit :

Tueorkne 1. — Supposons que f(x) et t'(x) restent fonctions conti-

9
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nues de la variable
x = repV=1

pour toutes les valeurs du module r de cette variable inférieures a une cer-
taine limite k. Supposons encore que la_fonction f(x) ou l'une quelconque
de ses dérivées devienne infinie pour r =k et pour une valeur conyenable-
ment choisie de I’argument p; alors k sera la limite extréme et superieure
au-dessous de laquelle le module r pourra varier arbitrairement, sans que
la fonetion f(x) cesse d’étre développable en une série convergente ordon-

née suivant les puissances entieres et ascen dantes de x.

Tutorime 1V. — Supposons que f(x) et {'(a) restent fonetions con-

tinues de la variable
x = repV—1

pour toules les valeurs du module r de cette variable inférieures a unc
certaine limite k, et supérieures a une certaine limite k,. Supposons encore

que la fonction f(x), oul'une quelconque de ses dérivées, devienne infinie :

1° pour r=Kk; 2° pour r =K, et pour des valeurs convenablement chotsies
de Uargument p. Alors k et k, seront les limites extrémes inférieure et
supérieure entre lesquelles le module r pourra varier arbitrairement, sans
que la fonction f(x) cesse d’étre développable en série convergente, ordon-

née suivant les puissances entiéres ascendantes et descendantes de x.

Corollaire. — 11 est elair que, si la fonction f(x) devenait infinie
pour une seule des valeurs de r représentées par k, k,, on connaitrait
une scule des limites extrémes du module r.

Pour montrer une application du théoréme III, considérons d’abord
les fonctions
(1+ac)%, arcsinz, arctangz.

Ces trois fonctions restent eontinues, tant que le module r de & reste

inférieur & 'unité. De plus, leurs trois dérivées du premier ordre,

savolr . )
1 1

V'—I——;?’ 1+ 2%’

1 -1
£(I+x) 9
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deviennent infinies, la premiére pour x = — 1, la deuxiéme pour
x =1, la troisitme pour @ ===/ —1, et par conséquent toutes
trois deviennent infinies pour » =1. Done, en vertu du théoreme III,
Punité sera la limite supérieure au-dessous de laquelle le module »
pourra varier, sans que les trois fonctions ’

1
(1+ x)?, arcsinax, arctangz

cessent d’étre développables en séries convergentes ordonnées suivant
les puissances ascendantes de .
Considérons encore la fonction représentce par le produit

00|

(1-——-.2:);'(2 —z)%,

Elle restera continue pour une valeur du module r inférieure a I'unité,
et sa dérivée deviendra infinie pour r=1. Donc l'unité sera encore
la limite supérieure au-dessous de laquelle le module » pourra varier
arbitrairement, sans que cette fonction cesse d’étre développable en
série convergente ordonnée suivant les puissances entiéres et ascen-
dantes de x. On ne pourra pas en dire autant de la fonction

(2 — 32+ $2);..
Cette autre fonction, qui ne différe pas du produit

(1——x)%(2 ——.7:)';'

1
dans le cas ou le module de « reste inférieur a (g) ,» et offre nécessai-

rement dans ce cas le méme développement, cesse d’étre continue pour
(]

des valeurs du module de « supérieures a la limite <—;—>', mais infe-

rieures 2 I'unité. Elle cesse aussi alors d’étre constamment représentée
par le développement de la premiere fonction, quoique la série a
laquelle se réduit ce développement demeure convergente.

Concevons maintenant que I'on désigne par X une fonction entiere
de z qui offre une valeur positive quand le module de x est tres petit.
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-Sotient d’ailleurs

les racines de I’équation

X =o,
rangées d’aprés P'ordre de grandeur de leurs modules. On aura, pour
de petites valeurs du module 7,

S [

h désignant une constante positive; et par suite, si 'on nomme s une
constante réelle quelconque, on trouvera

o a2

Cela posé, réduisons f(x) au second membre de la formule (4), et
prenons en conséquence

(5) ﬂx)::hs(.__§>s<._.g>’<l~.%)f.”

L.a fonction f(xr) restera continue pour tout module de « inférieur au
module de a; et cette méme fonction, si s est négatif, ou, dans le cas
contraire, ses dérivées d’un certain ordre deviendront infinies pour
x =a. Done, en vertu du théoreme 111, le module de a sera la limite
extréme et supérieure au-dessous de laquelle le module » de @ pourra
varier arbitrairement, sans que la fonction f(x), déterminée par
I’équation (5), cesse d’étre développable en série convergente ordon-
née suivant les puissances entieres et ascendantes de .

Pour montrer une application du théoréme IV, supposons que P
représente une fonction réelle, entiere et toujours positive, du sinus
et du cosinus de I’angle p. On pourra mettre P sous la forme

P=h[1—acos(p—a)][1—Dbcos(p—8)][r—ccos(p—7y)]...,

-

h désignant une constante positive, a, b, ¢, ... d’autres constantes

2

positives et inférieures a l'unité, que nous supposerons rangées de
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maniere a4 former une suite décroissante, et e, &, v, ... des angles
récls. On peut encore (vour Extrait n° 254, § 11, pages 249, 250)

mettre P sous la forme

P=h[1—2acos(p—a)+a*][1—2bcos(p—p)+h?][t—2ccos(p—y)+c?]...,

en continuant de désigner par h, a, b, ¢, ... de nouvelles constantes
qui dépendent des précédentes.
Posons maintenant
e-PV-l=g,

On tirera de la formule (6)

/

(7) P=h(i— axe“\f:‘><1—— %e’“\/‘—‘>(1—bxe5n——‘) (1~ —ge—g\/—"> ce

et par suite, en nommant s une constante réelle, on aura, pour des

modules de « compris entre les limites a et 711,
—T\¢ a —\* s b P s
(8) P$:h‘<1— azerV=T) (I— ;e‘“\/"> (1— baefV=1) (1— —te'o\/:g

Cela posé, réduisons f(x) au second membre de I'équation (8), et pre-
nons, en econséquence,

(9) I'(-Jc):h‘(,r—axe“\/‘_‘)s<1—%e‘“‘/‘_’\)sﬁ—hxesﬁ)s(l—— %c—ﬁV:—l>

s
.

. . , . . 1 e
On conclura immédiatement du théoréme IV que a et = sont les limites

extrémes, inférieure et supérieure, entre lesquelles le module 7 de «
peut varier arbitrairement sans que la fonction f(x), déterminée par
I'équation (5), cesse d’¢tre développable en série convergente ordon-
née suivant les puissances entiéres ascendantes et descendantes de la
variable z. Donc cette fonction et, par suite, P* seront développables
en séries convergentes si 'on suppose, comme ¢i-dessus,

GPE== GVl 5

¢’est-a-dire si 'on réduit le module » de @ & 'unité. Ajoutons que I'on



EXTRAIT Ne 256. 281

aura, dans le cas présent,

I

k:;, k,:a;

en sorte que les deux modules

I | L &
7’k
de la série obtenue deviendront
a .
;) ar,

et se réduiront tous deux a la constante positive a pour r = 1.

Les conclusions auxquelles nous venons de parvenir sont particu-
liecrement utiles en Astronomie : elles fournissent immédiatement les
deux modules de la série qu’on obtient quand on développe la fone-
tion perturbatrice suivant les sinus et cosinus des multiples de I’ano-
malie excentrique d’une planete.

§ IV. — Sur les séries produites par le développement des fonctions
) implicites d’une variable x.

Supposons que
U= [’(x)

représente une fonction implicite de la variable réelle ou imaginaire
x—erV=1,

la valeur de « en x étant déterminée par une équation de la forme

(1) F(z,u)=o.

Comme je I’ai prouvé dans un autre Mémoire, si le module 7 de x varie

par degrés insensibles, la fonction w, tant qu’elle restera finie, variera

elle-méme par degrés insensibles, et, par conséquent, elle ne cessera

pas d’étre fonction continue de  jusqu’a ce que le module 7 acquiére

une valeur qui puisse rendre la fonetion F(, «) infinie ou disconti-

nue, ou qui introduise dans I'équation (1), résolue par rapport a «,
OFuvres de C.—$.1, t. VIIL. 36
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des racines égales. D’ailleurs, dans cette derniere hypothése, on aura
(2) D.F(z, u)=o,

et, par suite, la valeur de D, tirée de I'équation (1), savoir

D, F(z, w)

(3) Dxu:_DuF(.x, u)’

deviendra généralement infinie. On doit seulement excepter le cas
particulier ou la valeur de @, qui introduit dans I'équation (1) des
racines ¢gales, vérifierait, non seulement I'équation (2), mais encore
la suivante :

(4) D.F(z, u)=o.

Ces prinecipes étant admis, on pourra évidemment appliquer les théo-

remes 1T et IV du paragraphe précédent, non seulement aux fonctions

explicites, mais encore aux fonctions implicites d’une variable .
Pour donner une idée de cette application, supposons de nouveau

la fonction u définie par la formule
L

(5) u:[l-—m?—x(l—xz)%\/:—l] +[1—x’+x(1—m“)%\/:]3.

o

On pourra regarder « comme une fonction implicite de x, déterminée
par I'équation

(6) wWw—3u—2(1—2?)=o,

et le développement du second membre de la formule (5), suivant les
puissances entieres et ascendantes de a, ne sera autre chose que la
séric qu’on obtient quand on développe, par le théoréme de Lagrange,
celles des racines de I'équation (5) qui se réduit au nombre 2 pour
une valeur nulle de . Cette série sera done convergente tant que la
racine dont il s’agit restera fonction continue de «. D’ailleurs, quand
on substitue I'équation (5) a I'équation (1), ¢’est-d-dire quand on
pose

(7) F(z, u) =u*—3u—2(1 — 2?),

F(x, u) est une fonction toujours continue de z et de . Alors aussi
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les équations (2) et (4) se réduisent, la premiere a
(8) w—1=o,
la seconde a
(9) &='e.

D’ailleurs, de I’équation (6), jointe & 'équation (8), on tire, ou

(10) =1, 2'=2,
ou
(r1) u——1, I==0%

Dans le premier cas, la valeur de D, u, tirée de I’équation (5), savoir

22

(12) D,u:———m’

devient effectivement infinie, tandis que, dans le second cas, elle se
présente sous la forme indéterminée 3. Enfin, il est clair que la fonc-
tion u, déterminée par I’équation (5), se réduit, non pas & — 1, mais
4 2 pour « = o. Cela posé, on conclura immédiatement des principes
ci-dessus établis et du théoréeme IV du paragraphe précédent, que le
développement de la fonction «, déterminée par ’équation (5), en une
série ordonnée suivant les puissances ascendantes de x, reste conver-
gent jusqu’au moment ou le module de «* atteint [a limite 2, et le mo-
dule de 2 la limite y/2. On conclura encore que /2 représente précisé-
ment la limite extréme et supérieure au-dessous de laquelle le module »
de x peut varier arbitrairement sans que cette série cesse d’étre con-
vergente. Done, puisque la série renfermera seulement des puissances
entieres de #?, le module de la série sera

72

2

Or ces conclusions s’accordent effectivement avee celles que nous
avons tirées de la considération directe de la série elle-méme.
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257.

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Note sur ['application de la methode logarith-
mique a la détermination des inégalités periodiques des mouvements

planétaires.
C. R., T. XIX, p. 159 (15 juillet 1841).

Comme je I'ai dit dans la derniére séance, la détermination des iné-
galités périodiques produites dans le mouvement d’une planéte m par
Paction d’une autre planéte m’, séparée de m par la distance «, peut
¢tre ramenée au développement du rapport % en une série ordonnée
suivant les puissances entiéres des exponentielles trigonométriques
qui ont pour arguments les anomalies moyennes 7, 7/, ou méme les
anomalies excentriques ¢, ¢’ des deux planétes. D’ailleurs, on peut
aisément trouver le développement exact du rapport { quand on sait
développer les valeurs qu’on obtient pour ce rapport, en négligeant,
dans le carré de la distance ¢, deux termes généralement trés petits
dont 'omission réduit le carré dont il s’agita une fonction linéaire des
sinus et des cosinus des angles ¢, ¢'. Enfin, & I'aide des formules rap-
pelées dans un précédent article, on peut assez facilement développer
la valeur approchée, et, par suite, la valeur exacte du rapport —E en une
série convergente ordonnée suivant les puissances enticres de I'une

des deux exponentielles qui ont pour arguments ¢, ¢/, par exemple
suivant les puissances entieres de I’exponentielle

eVvV=1,
Soient 0 le module de la série ainsi obtenue et
fo @YV
son terme général. Il ne restera plus qu’a développer &, suivant les

puissances entieres de ¢*V=". Or je prouve que toute la difficulté de
ce dernier probléeme se réduit & développer le logarithme népérien du
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module § en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes de
e¥V=1. Ce n’est pas tout : je démontre que la dérivée du logarithme
népeérien de 0, prise par rapport & ¢, peut se décomposer en facteurs
dont chacun est une puissance positive ou négative d’un binome de Ia

forme
[ — aet(b—wy=1,

Done on pourra développer immédiatement le logarithme de cette
dérivée suivant les puissances ascendantes de I’exponentielle

WV

b

et, pour effectuer ce développement, il suffira de recourir & la formule
connue

ot x?

On reviendra ensuite, par la méthode logarithmique, de ce développe-
ment a celui de la dérivée elle-méme, et, par conséquent, au dévelop-
pement du logarithme du module de 0. Enfin, aprés avoir déduit de ce
dernier développement celui du logarithme de &, on en tirera, par
une seconde application de la méthode logarithmique, le développe-
ment méme de A, .

Au reste, je donnerai dans un prochain article les résultats mémes
du caleul que je viens seulement d’indiquer, et je terminerai ceite
Note par une observation relative & quelques formules contenues dans
mon dernier Mémoire.

Comme je I'ai dit a la page 247, si 'on pose

s(s+1)...(s+n—1)

S =
(s ) TR
et
s+n S+ n Ss+n-+1
0,—=1[s],07|1 62 e
n= 1[5l +n—+—1 n4+1 n-+2 ki N

§ étant un nombre inférieur a I'unité, on aura, non seulement

(1) (1—z)y =i+ [sliz + [s]e2x®*+...,
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mais encore
(2)  (1—0erVv=1)" (1 — Ge=PV=T) " = 0,4+ 2 0,(enPV=T 4 e-nrV=T),

le signe X s’¢tendant & toutes les valeurs entieres et positives de . Il
y a plus : si, en supposant r <0, on remplace, dans la formule (2),

epV—1

erV=1  par o

on en conclura
(3) (1— gel’ \/:—’>—S<( — Gre=PV=1) " =0,+ 30,(rnerrV=1 4 pre-npy=1),

Donc les deux produits
0,r " et 0,r"

seront les coefficients des exponenticlles
errV=1  e=npV=1
dans le développement de I’expression
N =)
(1—;61” ) (1—Gre-pv=1)7s,

D’ailleurs on a

= gel’\/—_‘
1—OrepPV—"—=1— 62— gr e
et, par conséquent,
(v 227)
(4) 1 — Gre-rPV=i—= (1 — 0?) I—AI‘W )
la valeur de A étant
(9) A= —I__ie;;

et de la formule (1), jointe & la formule (4), on conclut
(l—- gel’\/—_’>-s(1 — Bre—l’\/—_‘)"s

= (1—6%)s [(1—— ]g eP\/—_‘>_s+ [s],lre—l"/:(y— gep\/'_'i)_“‘—i—. 5 ]
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Or, de cette derniére équation, comparée a la formule (7), on tirera
0,677 = (1— )= {[sTa+ [s]i [s — 1Tns + [sTals — 1]nsa B2+ . ]
el
0,07=(1— )3 |[s]s+[slosi[s — 2+ 112+ [s]awa [s — n+ 2122+ |,

et Pon se trouvera ainsi ramené aux équations (10), (11), (12) de la
page 248. Done, si 'on veut rendre completement rigoureuse la mé-
thode que nous avons suivie pour établir ces formules, il suffira de
concevoir que, dans le rapport

ePV—T1

=y ~—¥%]

Ik

I'exponentielle e?V=" se trouve multipliée par un facteur g <1, qui

peut d’ailleurs différer aussi peu que I'on voudra de I'unité.

258.

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Notle sur diverses proprietes remarquables du
dépeloppement d’une fonction en série ordonnée suivant les puissances

entieres d’une méme variable.

C. R, T. XIX, p. 205 (22 juillet 184%).

Considérons une fonction donnée d’une variable & réelle ou imagi-
naire. Si cette fonction rveste continue, du moins pour des valeurs du
module de la variable comprises entre certaines limites, elle sera,
pour de telles valeurs, développable en une série convergente ordon-
née suivant les puissances entiéres de la variable. Il y a plus : les divers
termes de ce développement jouiront de propriétés remarquables, ct
qu’il parait utile de signaler.

D’abord, la valeur d’un terme quelconque, pour un module donné
de la variable, ne sera autre chose, comme on peut aisément s’en
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assurer, (que la valeur moyenne ct correspondante du produit qu’on
obtient quand on multiplie la fonction elle-méme par une certaine
exponentielle trigonométrique. Or, de ce prineipe on déduit immédia-
tement un théoréme digne d’attention, savoir, que, dans le dévelop-
pement d’une fonction suivant les puissances ascendantes d’une va-
riable, le module d’un terme quelconque est, pour un module donné
de la variable, toujours égal ou inférieur au plus grand module corres-
pondant de la fonction dont il s’agit.

D’ailleurs de ce premier théoréme on en déduit immédiatement plu-
sicurs autres qui permettent de transformer en méthodes rigoureuses
divers procédés dont on s’était servi pour déterminer les valeurs appro-
chées des coefficients que renferme la série.

ANALYSE.

Soit f(«) une fonction donnée de la variable imaginaire
(1) = perd=",

et supposons que cette fonction reste continue entre les limites infé-
rieure et supérieure £, et £ du module r de la variable . On aura, en
prenant r =1,

(2) f(ePV=1)=...a_ye~PV= 14 a_je=PV=' 4 ay+ a,ePV=1 4 aye?PV=1 4. .,
et plus généralement, en supposant r renfermé entre les limites 4, £,
(&) f(x)=...a 2 +a 2+ a+a, & +a,x?+. . .,

la valeur de @, étant déterminée par la formule

- w
4) ) a,,:i e—”P\/-_lf<reP\/‘—l)d[),

27 A

Or cette formule, dans laquelle on peut supposer I'indice n positif ou
négatif et attribuer au module 7 I'une quelconque des valeurs com-
prises entre les limites £, £, entraine diverses conséquences dignes de
remarque, ct que nous allons indiquer.
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D’abord, il suit de la formule (4) que le produit a,r”, ¢’est-d-dire
le module du terme général du développement de f(x), est précisé-
ment la valeur moyenne de la fonction

=2V (repV=T),

D’ailleurs cette valeur moyenne offre nécessairement un module infé-
rieur au module maximum de la fonetion elle-méme. On peut done
énoncer ce théoreme tres général, et qui parait digne d’attention :

Tueonkne 1. — Dans le développement d’une fonction suivant les puis-
sances entieres d’une variable, le module d’un terme quelconque est, pour
une valeur donnée du module de la variable, toujours inferieur au plus
grand module correspondant de la fonction elle-méme.

On peut évidemment tirer de la formule (4) une limite supérieure
au module du terme général

Ay T 0, @y LT

de la série comprise dans le second membre de la formule (3). Veut-
on, par exemple, obtenir une limite supérieure au module de «,2”,
n étant positif, on posera
r=p,

¢ désignant un nombre égal ou inféricur au module £. Soit d’ailleurs 5
le module maximum de la fonction f(pe?V="), ou une quantité positive
inférieure & ce module. En vertu de la formule (4), dans laquelle
nous réduirons 7 & p, le module de a,2” sera certainement inféricur

au rapport
()
P

Pareillement, si g, désigne un nombre égal ou supéricur au module £,
et & le module maximum de la fonction

f(p,el’\/rl),

ou une quantité positiye inférieure & ce module, alors le module de

OFuvres de C.— S. 1, t. VIIL. 37
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a_, x~"* sera certainement inférieur au produit
n

&),

Cela posé, si, dans le second membre de la formule (3), on conserve
. . 1
seulement les termes proportionnels aux puissances de  ou de — dont

le degré est inférieur au nombre entier n, 'erreur commise offrira cer-
tainement un module inférieur 4 la somme

[y Je [+ -1

ou, ce qui revient au méme, & la somme

(lt)" (P)

4

] — =

(3)

J] =

~|©

o~

Done, si 'on attribue au nombre entier » une valeur assez considé-
rable pour que la somme (5) devienne inférieure 4 une certaine
limite &, on commettra sur la valeur de f(x) une erreur, dont le module
sera inférieure A cette limite, lorsqu’a Péquation (3) on substituera la
suivante :

(6) f(2) =a x4, a2+ aqy+ a4+ @y

et par conséquent on pourra, sans craindre une telle erreur, ni sur la
fonction elle-méme, ni sur aucun des termes qui renferment les coef-
fieients

A—p+yy MRS ] A_1y Qg @y, 0009 Ap—1y

déterminer chacun de ces coefficients, non plus a I'aide de I'équation
pom T .

(7) Am— ——- e—mpy—1 f( ree V,"’) ap,
am J_ .

mais & I'aide de la suivante

2m

(8) o= L:ll_l 2 . liﬂ/—-i f(l'ea.llt‘/:—’>,
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{ désignant un nombre entier égal ou supérieur a 2 — 1, et la somme
qu’indique le signe Z s’étendant & toutes les valeurs entitres de 7 qui
restent inféricures a L. Or, substituer I’équation (8) a I'équation (7),
¢’est tout simplement appliquer la méthode des quadratures a I'éva-
luation de I'intégrale que renferme le second membre de I'équation (7).
C’est encore, si 'on veut, appliquer la méthode d’interpolation au dé-
veloppement de la fonction () en série. Mais, en opérant comme on
vient de le dire, on transformera en méthodes rigoureuses ces méthodes
dont les géometres ont souvent fait usage, et dont j’avais moi-méme,
des 'année 1832, indiqué I'emploi comme pouvant étre utile dans les
problemes d’Astronomie.

Lorsque, en supposant r == & et 7 = £, on rend infinies des dérivées
de f(x), alors, d’aprés ce que j’ai dit dans un antre article, £ et £, sont
les limites extrémes entre lesquelles le module de x peut varier, sans
que le développement de f(x) cesse d’étre convergent. Si d’ailleurs la
fonction f(x) ne devient pas infinie avec ses dérivées, mais conserve,
au contraire, une valeur finic pour r =% et pour r = £, il sera utile
de réduire, dans 'expression (5), p 2 4, p, & £,. Cette derniére réduc-
tion ne sera plus permise si f(x) devient infinie quand on pose r—=£
et 7 = £ . Mais alors, pour diminuer la valeur de Pexpression (5), il
pourra étre avantageux, quand le nombre » sera considérable, de sup-
poser ¢ peu différent de £, et p, peu différent de £,.

Au reste, dans le cas dont il s’agit, on peut souvent substituer &
I'expression (5) une autre expression du méme genre, que 'on dé-
duira de I'équation (4), transformée d’abord & I'aide d’une ou de plu-
sieurs intégrations par parties. En effet, concevons que f(x) devienne
infinie pour une valeur £ de @, dont le module soit £, et supposons,
pour fixer les idées,

f(z)= (1—~ %>_scp(.r),

I’exposant s étant positif; mais admettons en méme temps que ¢(x)
conserve une valeur finie pour # =§. Si 'on nomme « I’argument
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de &, on aura
§ = kexvV-1,

f(rery=1) = (, - %e(Iy-a;\/3>-$9(l.ep¢: ).
On aura donc, par suite,
f(kel)V,:T) === <[ — e(P*—d)\/:—l)_S 9<kep\/:i>’

et 'on tirera de la formule (4), en y posant r = &,
f—n b . - -
(9) v [ eV (1 er V) g (herV ) .
—T

Or une ou plusieurs intégrations par parties, appliquées a cette der-
niére formule, feront croitre 'exposant — s d’une ou plusicurs unités,
de maniere qu'il se trouve remplacé par un exposant positif; et alors
le module maximum de la fonetion sous le signe f, multiplié par
le rapport (%)n, donnera évidemment pour produit une limite supé-
rieure au module du terme a, 2.

Lorsqu’on applique les principes que nous venons d’exposer aux
problemes d’Astronomie, il est bon de se rappeler que 'on simplifie les
calculs en substituant directement, dans les intégrales dont les valeurs
se déterminent par la méthode des quadratures, les anomalies excen-
triques aux anomalies moyennes.

259.

ASTRONOMIE. — Mémoire sur I'application de la méthode logarithmique @
la détermination des inégalités périodiques que préesentent les mouye-
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