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216.

ANALYSE MATHEMATIQUE. Note sur le developpemenl des fojictions en

series ordonnees suivant les puissances entieres positives et negatives

des variables.

G. R., T. XVII, p. io3 (3i juillet i843).

Les developpements des fonctions suivant les puissances entieres et

positives des variables dont elles dependent ne subsistent generale-

ment que pour des modules des variables qui ne depassent pas cer-

taines limites indiquees par.un theoreme general que j
ai donne dans

mes precedents Memoires. Lorsque ces limites sont depassees, les

developpements, pour demeurer convergents, doivent changer de

forme et renfermer, non seulement les puissances entieres et positives

des variables, mais encore leurs puissances entieres et negatives, quel-

quefois les puissances negatives seules. II arrive meme, en general,

que les modules des variables venant a croitre indefiniment, les deve

loppements, pour rester convergents, doivent changer plusieurs fois

de forme. Concevons, pour fixer les idees, que Ton considere une

fonction rationnelle d une seule variable x, et rangeons par ordre de
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grandeur les modules des diverses racines de 1 equation auxiliaire

qu on obtient en egalant la fonction a . Le module de la variable x

pourra etre, ou inferieur au premier, c est-a-dire aii plus petit des

modules calcules, ou compris entre le premier et le second, ou com-

pris entre le second et le troisieme, etc., ou enfin superieur au der

nier, c est-a-dire au plus grand module. Cela pose, dans chacun des

cas dont il s agit, la fonction rationnelle donnee pourra etre deve-

loppee en une serie dont les divers termes seront proportionnels a des

puissances entieres de x. Mais le developpement, pour demeurer con

vergent, devra changer de forme dans le passage du premier cas au

second, du second cas au troisieme, du troisieme au quatrieme, etc.

Dans le premier cas, le developpement devra renfermer uniquement

les puissances entieres et positives de la variable. Dans chacun des

autres cas, il admettra en outre des puissances negatives, mais avec

des coefficients qui changeront de valeurs quand on passera d un cas

a un autre; et meme dans le dernier cas, c est-a-dire lorsque le module

de la variable deviendra superieur au plus grand des modules calcules,

les termes proportionnels a des puissances positives de la variable dis-

paraitront ou se reduiront a ceux qu on obtient quand, apres avoir

reduit la fonction donnee a une seule fraction rationnelle, on divise

algebriquernent le numerateur de cette fraction rationnelle par son

denominateur.

Ge que nous venons de dire suffit pour montrer que la theorie du

developpement des fonctions en series de termes proportionnels aux

puissances entieres des variables ne doit pas etre restreinte au cas

ou ces puissances sont toutes positives, mais qu au contraire cette

theorie, qui s applique avec succes a un si grand nombre de ques

tions diverses, doit embrasser le cas oil les puissances sont de deux

especes, savoir, les unes positives, les autres negatives.

On demontre facilement que, dans le cas ou une fonction de la

variable x est developpable en une serie convergente ordonnee sui-

vant les puissances entieres et positives de cc, elle offre un seul deve

loppement de cette espece. Meme cette proposition est un theoreme
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fondamental sur lequel repose, dans 1 analyse algebrique, la theorie

des suites. II importait de voir si le meme theoreme continue de sub-

sister dans les divers cas ou les termes du developpement deviennent

proportionnels, les uns a des puissances positives, les autres a des

puissances negatives de la variable, et si Ton peut alors donner encore

de ce theoreme une demonstration en quelque sorte elementaire. Une

telle demonstration me paraissaitd autant plus desirable que celle qui

s applique aux developpements ordonnes suivant les puissances posi

tives d une variable se trouve alors en defaut, et que, d un autre cote,

le theoreme, une fois demontre generalement, entraine comme conse

quence immediate d autres propositions fort utiles dans la haute Ana

lyse, par exemple les theorernes de Lagrange, de Laplace et de Paoli,

sur les developpements des racines des equations algebriquesettrans-

cendantes ou des sommes de ces racines, en series ordonnees suivant

les puissances ascendantes d un parametre que renferment ces equa

tions. En m occupant de ces recherches, j
ai reconnu que le theoreme

ci-dessus mentionne subsistait seulement sous certaines conditions, et

je suis parvenu a demontrer fort simplement une proposition generale

dont voici 1 enonce :

Si deux developpements d une memefonction de la variable x, en serie

de termes proportionnels aux puissances entieres positives et negatives de

cette variable, demeurent egaux entre eux, pour toutes les valeurs de x

qui offrent un module donne, Us seront identiquement egaux, en sorte

que les coefficients des puissances semblables de x resteront les memes

dans les deux developpements.

La demonstration de ce theoreme est 1 objet de la Note que j
ai

1 honneur de presenter a 1 Academie.

ANALYSE.

Soit

(i) ..., a_m x~m , ..., a_ 2 .^-
2

, a^x-\ a
, a^x\ a 2 a?% ..., an xn

,
...

une serie composee de termes proportionnels aux puissances entieres
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positives et negatives de x. Gette serie, qui pourra se prolonger inde-

finiment dans les deux sens, sera corivergente, si, pour des valeurs

croissantcs des nombres entiers m et n, la somme

s approche indefiniment d une limite fixe s. La serie sera divergence

dans le cas contraire.

Si la serie (i) est convergente, on pourra en dire autant des deux

series
aff m n //!*

&amp;gt;
in \

^
&amp;gt;

Nommons r_m et rw les sommes de ces deux dernieres, en sorte qu on ait

t m - ^ wt^ &quot;1~^-/M 1
^ -T-...J

Pour obtenir la somme s de la serie (i), il suffira evidemment d ajouter

a la somme (2) les sommes r_m et rn . Done la somme (2) se trouvera

representee par s r_m rat en sorte qu on aura

(3)
j &quot;^a\a^+a^ ^a~x^

Soit maintenant / un nombre entier egal ou superieur a chacun des

nombres m, n. Soit, dc plus, x un module determine de la variable x,

et supposons que, dans la formule (3), on remplace successivement la

variable x par les diverses racines de 1 equation binome

On obtiendra ainsi /valeurs differentes de s. Nommons c, la moyenne

arithmetique entre ces valeurs, c est-a-dire leur somme divisee par /.

Nommons pareillement
P-m

la moyenne arithmetique entre les diverses valeurs de r_ 7W , et
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la moyenne arithmetique entre les valeurs de rn . Comme la somme des

valeurs de xh sera nulle pour toutes les valeurs de k comprises dans la

suite

m-t-i, ..., -2, i, f, 2, . .., n i,

on aura evidemment

(4) $ p-m ?n= o-

Supposons a present que la serie (i) reste convergente pour toutes

les valeurs de x dont le module est x. Alors, en faisant croitre indefi-

niment les nombres entiers m, 71, on fera converger les valeurs de

*/&amp;gt; n

et, par suite, celles de

P-/n&amp;gt; ?n

vers la limite zero. Done, en passant aux limites, on tirera de 1 equa-

tion (4)

(5) a =b-

Si la somme s s evanouit pour toutes les valeurs de x dont le module

est x, on pourra en dire autant de
&amp;lt;;, et, par suite, 1 equation (5) se

trouvcra reduite a

&amp;lt;7 O.

On peut done enoncer la proposition suivante :

LEMME. Si une serie, composes de termes proportiomiels aux puis

sances eutieres positives et negatives d une variable x, reste cojivergente

et presente une somme nulle pour toutes les valeurs de x qui offrcnt un

module donne, le terme constant de cette serie sera identiquement nul.

Corollaire I. -- Une serie convergente ne cesse pas de 1 etre quand
on multiplie tous ses tcrmes par un merne facteur, et alors la somme

de la serie se trouve elle-meme multipliee par ce facteur. Si la serie (r)

est celle dont il s agit, il suffira de reduire le facteur a x^ 1

pour que le

terme a nx
n
se transforme en un terme constant

tf.

OEuvres de C. S. I, t. VIII.
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Si d aillciirs la somme de la serie (i) est nulle, le produit de cette

somme par x^n sera encore nul. Done, sous les conditions enoncees,

le coefficient an ou a_n de la puissance x
n ou x~&quot;, dans un terme quel-

conque de la serie (i), sera identiquement nul, aussi bien que le

terme constant &amp;lt;z .

Corollaire II. -- Soit maintenant

(o) b m x ,
. . ., O^x &quot;, y_i^c , 6&amp;gt;

, u\x^ o%x ,
. . .

,
t&amp;gt;

tl
x

, ...

une nouvelle serie semblable a la serie (i), et posons generalement,

pour des valeurs entieres quelconques, positives ou negatives de k,

(-) b k a k=ck .

Si les series (i) et (G) sont convergentes et presentent constamment

la meme sommc pour toutes les valeurs de x qui offrent un module

donne, alors, pour ces memes valeurs de x, la somme de la serie

sera constamment nulle, et, par suite, en vertu du corollaire I, le

coefficient ck dc xk
, dans un terme quelconque de la serie (8), sera

constamment egal a zero. Done, par suite, eu egard a 1 equation (7),

on aura constamment
&*=*!

et ainsi se trouvera verifie le theoreme dont la demonstration etait

1 objet de la presentc Note.

217.

Rapport sur le concours de i8/J2, relatif au grandprix de Mathemaliques,

C. R., T. XVII, p. 201 (3i juillct 1843).

L Academie avait propose comme sujet de prix la question sui-

vante :

Trouver les equations aux Unities que I on doit joindre aux equations
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indeJinies pour determiner completement les maxima et minima des inle-

grales multiples.

Elle avait demande en outre des applications relatives aux integrates

triples.

Des quatre Memoircs qui ont ete adrcsses a 1 Academie avant 1 expi-

ration du concours, deux ont ete particulierement distingues par les

Gommissaires, savoir : le n 3, dont 1 epigraphc est : A force d etudier

un sujet sous toutes sortes defaces, onjinit par en tirer qiielque chose, et

le Memoire n 2.

Les Commissaires ont juge :

i Que 1 auteur du Memoire n 3, en etablissant, a Faide d un nou-

veau signe, appele par lui signe de substitution, des formules elegantes

et generates qui fournissent, sous une forme convenable, les varia

tions des integrates multiples, et qui permettent de leur appliquer,

dans tous les cas, Fintegration par parties, a contribue d une maniere

notable au perfectionnement de 1 Analyse, et meritc ainsi le grand prix

de Mathematiques ;

2 Que 1 auteur du Memoire n 2, sans donner a ses calculs toute la

generalite desirable, a neanmoins, en raison de 1 elegance de quel-

ques-unes de ses formules, surtout en raison des applications qu il en

a faites et de ses recherches sur la distinction des maxima et minima,

merite une mention honorable.

Apres la lecture de ce Rapport, M. le President ouvre le billet

cachete annexe au Memoire couronne. Gc billet contient le nom de

M. F. Sarrus, doyen de la Faculte des Sciences de Strasbourg,

218.

CALCUL DIFFERENTIEL. Memoire sur I Analyse injinilesimale.

C. R.
;
T. XVII, p. 2 7 5 (14 aout i843).

Les geometres ont accueilli avec bienveillancc la methode que j
ai
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suivie pour 1 exposition de 1 Analyse infmitesimale et que j
ai deve-

loppee, non seulement dans mon Calcul differentiel, mais aussi dans

un Memoire Su i metodi analitici que renfermc le recueil publie a

Milan et intitule Bibliotheca italiana. Toutefois, il m a semble qu on

simplifierait encore cette exposition en donnant a la methode elle-

meme un nouveau degre de precision et de clarte si, a la definition

que j
ai adoptee pour les differentielles en general, on joignait la con

sideration d une variable dont la differentielle se reduirait a 1 unite. II

ne sera pas inutile d entrer a cet egard dans quelques details.

Lorsque des variables sont liees entre elles par une ou plusieurs

equations, alors, en vertu de ces equations memes, quelques-unes de

ces variables deviennent fonctions des autres considerees comme inde-

pendantes. Alors aussi des accroissements simultanement attribues

aux diverses variables se trouvent lies entre eux et a ces variables par

des equations nouvelles qui se deduisent immediatement des equa

tions donnees. Ajoutonsque si, les accroissements des variables etant

supposes infmiment petits, on neglige, vis-a-vis de ceux-ci, conside-

res comme infmiment petits du premier ordre, les infmiment petits

des ordres superieurs au premier, les nouvelles equations deviendront

lineaires par rapport aux accroissements dont il s agit. Leibnitz et les

premiers geometres qui se sont occupes de 1 Analyse infmitesimale

ont appele differentielles des variables leurs accroissements infmiment

petits, et ils ent donne le nom ([ equations differentielles aux equations

lineaires qui subsistent entre ces differentielles. Cette definition des

differentielles et des equations differentielles a le grand avantage d etre

tres generale et de s etendre a tous les cas possibles. Toutefois, pour

ceux qui 1 adoptcnt, les equations differentielles ne deviennent exactes

que dans le cas ou les differentielles s evanouissent, c est-a-dire dans

le cas oil ces equations memes disparaissent. A la verite, 1 inconve-

nient que nous venons de rappeler n a point arrete Euler, et ce grand

geometre, tirant la consequence rigoureuse des principes generale-

ment admis, a considere les differentielles comme de veritables zeros

qui ont entre eux des rapports finis. Mais d autres geometres non
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moins illustres, ctLagrange a leur tete, n ont pu se resoudre a intro-

duire dans un meme calcul plusieurs sortes de zeros distincts les uns

des autres; et c est pour ce motif qu a la notion des differentielles

Lao-ran^e a songe a substitucr la notion des fonctions derivees, sur

laquelle il sera convenable de nous arreter quelques instants.

Examinons en particulier le cas ou Ton considere une seule variable

independante et une seule fonction de cette variable. Si Ton attribue

a cette variable un accroissement infmiment petit, 1 accroissement

correspondant de la fonction se trouvera lie a la variable et a 1 accrois

sement de la variable par une equation, qui deviendra lineairc a 1 e-

gard des deux accroissements, quand on negligera les infmiment petits

du second ordre ou d un ordre superieur vis-a-vis des infmiment petits

du premier ordre. Or 1 equation lineaire ainsi obtenue fournira, pour

le rapport entre les accroissements infmiment petits de la fonction

donnee et de la variable, une fonction nouvelle. Gette fonction nou-

velle est precisement celle que Lagrange appelle la fonction derwee(
}

).

Elle represente, en realite, la limite du rapport entre les accroisse

ment infmiment petits et simultanes de la fonction et de la variable.

Mais, au lieu de lui donner cette origine, Lagrange 1 a consideree

comme representant le coefficient de 1 accroissement de la variable

dans le premier terme de 1 accroissement de la fonction developpee

en une serie ordonnee suivant les puissances ascendantes de 1 ac-

croissement de la variable.

Dans le cas ou Ton considere un developpement en serie, abstrac

tion faite du systeme d operations qui a pu produire ce developpe

ment, le seul moyen de savoir si le developpement dont il s agit

appartient a une fonction donnee est d examiner si cette fonction

equivaut a la somme de la serie supposee convergente. Par suite , pour

(!) La melhode de maximis et minimis, donnee par Fermat, peut etre reduite a la

recherche du rapport qu on obtient quand on divise, par un accroissement indetermine

attribue a une variable, I accroissement correspondant de la fonction qui doit devenir un

maximum ou un minimum, et a la determination de la valeur particuliere qu acquiert ce

rapport quand 1 accroissement de la variable s evanouit. Or celte valeur particuliere,

comme Lagrange en a fait la remarque, est encore \^ fonction derivee.
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etablir sur des bases rigoureuses la theorie des fonctions derivees, telle

que Lagrange 1 a congue, il faudrait commcnccr par faire voir que

1 accroissement d une fonction quelconque est, sinon dans tous les

cas possibles, du moins sous certaines conditions, la somme d une

serie convergente ordonnee suivant les puissances ascendantes de

1 accroissement de la variable. Or la demonstration generale d un sem-

blable theoreme ne pcut se donner a priori ct repose necessairement,

meme dans le cas ou les accroissements deviennent infinimcnt petits,

sur diverses propositions antecedentcs; d ou il resulte que ce theo

reme doit etre naturellemcnt considere, non comme le principe et la

base du Calcul differential, mais comme un des resultats auxqucls

conduisent les applications de ce calcul. Aussi les difficultes que Ton

rencontre, quand on vent decluire la notion des fonctions derivees de

la consideration d une serie composee d un nombre infini de tcrmes,

se trouvent-ellcs a peine dissimulecs par toutes Jes ressourees qu a

developpecs le genie de Lagrange dans le premier Chapitre de la

Theorie des fonctions analytiques .

On echappe aux difficultes que nous vcnons de signaler quand on

considere une fonction derivee comme la limite du rapport enlre les

accroissements infinimenl petits et simultanes de la fonction donnee et de

la variable donl elle depend. En adoptant cctte definition, on pourrait,

avec quelques autcurs, nommer differentielle de la variable mdepen-

dante 1 accroissement de cette variable, et differenlielle de la fonction

donnee le produit de la fonction derivec par la differentielle de la

variable. On pourrait enfin, lorsqu unememe quantite depend de plu-

sieurs variables, nommer dijferentielle totale de cctte quantite la somme

des differentielles qu on obtiendrait en la considerant successivement

comine fonction de cbacune des variables dont il s agit. Mais alors le

sens du mot differentielle, loin de se trouver generalement fixe, en

vertu d une definition simple applicable a tous les cas possibles, exige-

rait, pour etre completemcnt determine, que 1 on expliquat avec pre

cision quelles sont les variables regardees comme independantes; et

si, pour fixer les idees, on s occupait uniquement de deux variables
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liees cntre cllcs par une seule equation, nonseulementladifferentielle

de la premiere variable serait defmie autrement que la differentielle

de la seconde, mais deplus la definition de chaque differcntielle varie-

rait lorsqu on changerait la variable independante, en considerant

tantot la seconde variable comme fonctioh dc la premiere, tantot la

premiere comme fonction de la seconde.

On evitera ces inconvenients si Ton considere les differentielles de

deux ou de plusieurs variables, liees entre elles par une ou plusieurs

equations, comme des quantites finies dont les rapports sont rigoureuse-

ment egaux aux limites des rapports entre les accroissements infinimenl

petits et simultanes de ces variables. Cette definition nouvelle, que j
ai

adoptee dans mon Calcul clifferentiel et dans le Memoire Sur les Methodes

analytiques, me parait joindre a 1 exactitude desirable tous les avan-

tages qu offrait, sous le rapport de la simplicite et de la generalite, la

definition primitivement admise par Leibnitz et par les geometres qui

1 ont suivi. A la verite, les differentielles de plusieurs variables ne se

trouvent pas completement determinees par la definition nouvelle; et

cette definition, lors meme que toutes les variables se reduisent a des

fonctions de 1 une d entre elles, determine sculement les rapports

entre les differentielles de ces diverses variables. Mais 1 indetcrmina-

tion qui subsiste est plutot utile que nuisible dans les problemes qui

se resolvent a 1 aide du Galcul infinitesimal, attendu qu elle permet

toujours de disposer arbitrairement au moins d une differentielle; et

d ailleurs c est precisement en vertu de cette indetermination meme

que la definition nouvelle embrasse, comme cas particuliers, les defi

nitions diverses qu offrirait, pour divers systemes de variables inde-

pendantes, la theorie que nous rappelions tout a 1 heure. En vertu de

la nouvelle definition, les divers systemes de valeurs que peuvent

acquerir les differentielles de plusieurs variables, liees entre elles par
des equations donnees, restent evidemment les memes, quelles que
soient celles de ces variables que Ton considere comme independantes,

et ces equations differentielles, c est-a-dire les equations lineaires

auxquelles satisfont ces divers systemes de valeurs, ne sont plus.,
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romme dans la theorie de Leibnitz, des equations approximatives,

inais des equations exactes.

Pour ecarter completcment 1 idee que les formules employees dans

le Calcul differentiel sont des formules approximatives et non des for-

inulcs rigoureusement exactes, il me parait important dc considerer

les differentielles comme des quantites finies, en les distinguant soi-

i^neusement des accroissements infiniment petits des variables. La

consideration de ces derniers accroissements peut et doit etre em

ployee, comme moyen de decouverte ou de demonstration, dans la

recherche des formules ou dans 1 etablissement des theorcmes. Mais

alors le calculateur se sert des infiniment petits comme d interme-

diaires qui doivent le conduire a la connaissance des relations qui

subsistent entre des quantites finies, et jamais, a mon avis, des quan

tites infiniment petites ne doivent etrc adrniscs dans les equations

iinales, oil leur presence deviendrait sans objet et sans utilite.

D ailleurs, si I on considerait les differentielles comme des quan-

lites toujours tres petites, on renoncerait par cela memo a 1 avantage

de pouvoir, entre les differentielles de plusieurs variables, en prendre

une pour unite. Or, pour se former unc idee precise d une quantite

quclconque, il importe de la rapporter a 1 unite de son cspece. 11

importe done de choisir une unite parmi les differentielles. Ajoutons

qu un choix convenable de cette unite suffit pour transformer en dif

ferentielles ce qu on appelle des functions derivees. En effet, en vertu

des definitions adoptees, la derivee d unefonction est ce que devient sa

differentielle quand la differentielle dc la variable independanle est prise

pour unite.

Remarquons encore que la consideration d une variable, dont la

differentielle est prise pour unite, simplifie 1 enonce de la definition

que nous avons donnee pour les differentielles en general ct permet

de reduire cette definition aux termes suivants :

La differentielle d une variable quelconque est la limile du rapport

cnlre les accroissements ijijtniment petits que peuvejit acquerir simulianc-
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merit la variable dont il s agit et la variable dont la differentielle est prise

pour unite.

Si Ton nomme variable primitive celle de laquelle toutes les autres

sont censees dependre, et dont la differentielle est prise pour unite,

la differentielle d une variable quelconque ne sera autre chose que la

limite du rapport entre les accroissements infiniment petits et simultanes

de cette variable et de la variable primitive.

La definition precedente fournit le moyen de demontrer fort simple-

ment les propositions fondamentales du Calcul diffcrentiel, et en par-

ticulier les theoremes generaux relatifs a la differentiation des fonc-

tions de fonctions et des fonctions composees. G est ce que j explique

dans le Memoire ci-joint, qui sera public prochainement dans les

Exercices d Analyse et de Physique mathematique. Un autre Memoire,

dont je donnerai un extrait dans un second article, a pour but de

montrer les avantages que peat offrir, dans le calcul des variations,

{ application des memes principes, et specialement la consideration

d une variable primitive, dont la variation serait prise pour unite.

219.

ANALYSE MATHEMATIQUE. Note.

C. R., T. XVII, p. 3-o (28 aoul 1843).

Apres la lecture du proces-verbal, M. Caucliy demande la parole et

reproduit 1 observation qu il a presentee dans la seance precedente.

M. Laurent avait annonce que, des considerations developpees dans sa

Note, il deduit un moyen d operer la separation des modules des racines

d une equation algebrique, sans recourir a Tequation aux carres des

differences, ni au theoreme de M. Sturm. M. Cauchy a remarque a ce

sujet que, dans de precedents Memoires, il s etait occupe lui-meme de

cette separation. En cffet, non seulementM. Cauchy a donne, en i8i3,

OEuvres de C. S. I, t. VIII. 3
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un theoreme a 1 aide duquel on peut determiner directeraent le nombre

des racines positives et le nombre des racines negatives d une equation

de degre quelconque, et, en consequence, operer la separation des

racines reelles, qui sededuit aussi du theoreme donne plus recemment

par M. Sturm; non seulement 1 Analyse algebrigue de M. Cauchy ren-

ferme un autre theoreme qui fournit assez facilement une limite de la

plus petite difference qui existe entre deux racines reelles, mais de

plus, dans les Comptes rendus de 1887, M. Cauchy a prouve : i qu on

peut developper immediatement en series convergentes les racines

d une equation algebrique
f(*)= o,

dans le cas ou ces racines sont toutes reelles; 2 que, dans le cas con-

traire, on peut decomposer 1 equation en quatre autres dont deux

n offrent plus que les seules racines reelles de la proposee, qui corres

pondent a des valeurs positives ou a des valeurs negatives de f (x).

220.

ANALYSE MATHEMATIQUE. - Sur un emploi legitime des series divergentes.

C. R., T. XVII, p. 870 (28 aoflt 1843).

Les geometres reconnaissent generalement aujourd hui les dangers

que peut offrir 1 introduction des series divergentes dans 1 Analyse, et

ils admettent avec raison que ces series n ont pas de sommes. Toute-

fois la serie employee par Stirling, pour la determination approxima
tive du logarithme d un produit dont les facteurs croissent en pro

gression arithmetique, et d autres series divergentes du meme genre

fournissenteffectivement, quand on lesarrete apres un certain nombre

de termes, des valeurs approchees des fonctions dont elles repre-

sentent les developpements. II etait important d examiner s il est pos

sible de rendre legitime 1 emploi de semblables series, et de fixer les
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erreurs commises en raison de cet emploi. M etant occupe de cette

question, je suis parvenu a reconnaitre que, dans la serie de Stirling

et dans une multitude d autres series du meme genre, le premier des

termes negliges represente precisement une limite superieure a I erreur

commise. Cette proposition tres simple se d^montre aisement a 1 aide

des considerations suivantes.

La propriete que je viens d indiquer appartient evidemment a une

progression geometrique, dont les divers termes, supposes reels, sont

alternativement positifs et negatifs. II est aise d en conclure qu elle

appartient a toute serie ordonnee suivant les puissances ascendantes

d une variable, et produite par le developpement d une fraction ration-

nelle, ou meme d une fonction transcendante, decomposable en frac

tions simples, dans le cas ou 1 equation qu on obtient en egalant cette

fonction a 1 infini n ofFre que des racines reelles negatives, ou des

racines imaginaires dont les parties reelles s evanouissent. Done la

meme propriete appartiendra encore aux developpements d integrales

definies prises a partir de 1 origine zero, et dans lesquelles de sembla-

bles fonctions se trouveraient multipliers, sous le signe J, par des

facteurs qui resteraient toujours positifs entre les limites des integra

tions. Or la serie de Stirling est precisement le developpement d une

telle integrate. Quand on arrete cette serie des ses premiers termes,

en negligeant tous ceux qui renferment les nombres de Bernoulli,

la regie que nous avons enoncee reproduit un resultat obtenu par

M. Liouville.

Les principes que je viens d exposer suffisent pour mettre en evi

dence les avantages que peut offrir 1 emploi de la serie de Stirling et

de plusieurs autres series de meme nature, malgre leur divergence.

Ainsi, en particulier, il resulte de ces principes que la serie de Stir

ling fournit la valeur approchee du logarithme d une integrate eule-

rienne de seconde espece, c est-a-dire du logarithme dc la fonction

F(/i), lorsque la base n surpasse le nombre 10, avec une approxima

tion telle que I erreur commise est inferieure a deux unites de 1 ordre

du vingt-septieme chiffre decimal. On comprend qu une approxima-
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tion si grande depasse de beaucoup celle que Ton se propose genera-

lement dans les evaluations numeriques des quantites.

ANALYSE.

Supposons la variable x et la quantite k positives. On aura genera-

lenient

I I X _ Xn~ l Xn

T+lc
=

~k

~
F2
+ ----h ~k^ F(A+^)

et

xn xn

&quot;

&amp;lt; +7

Done, si line progression geometrique, dans laquelle les divers termes

supposes reels sont alternatwement posilifs et negatifs, est arretee apres

nn certain nombre de termes, le premier des termes negliges represenlera

une limite superieure a I erreur commise qui sera d ailleurs affectee du

meme signe que ce terme. La meme propriete appartiendra evidemment

a toute serie ordonnee suivant les puissances ascendantes de la va

riable positive x, et produite par le developpement d une fonction

rationnelle ou transcendante f(a?) qui serait decomposable en frac

tions simples de la forme

h et k etant positifs, ou de la forme

h

h etant positif et k reel.

En general, soit f(a?) une fonction algebrique ou transcendante,

mais telie que 1 equation

offre seulement des racines reelles negatives, ou des racines imagi-

naires dont les parties reelles s evanouissent. Alors, en supposant que
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les residus

f(i

offrent dcs valeurs determinees, on aura (voir le I
er Volume des Exer-

cices de Mathematiques, p. i36) (*)

f
1

Or, si dans le second membre de la formule (4) on developpe le rap

port
\ en une serie ordonnee suivant les puissances ascendantes

OC Z

de x, si d ailleurs chacun des residus partiels de f(s) est positif, on

obtiendra un developpement de f(a?) qui jouira encore de la propriete

indiquee. Ajoutons que le developpement correspondant d une inte-

grale de la forme

(5)

jouira encore de la meme propriete, si le facteur u reste constamment

positif entre les limites x = o, a; a.

Si toutes les racines de 1 equation (3) devenaient imaginaires, la

partie reelle de chacune d elles etant nulle, la propriete indiquee

appartiendrait encore au developpement de toute integrate de la

forme

(6)

pourvu que le facteur ne changeat pas de signe entre les limites de

1 integration.

Si, pour fixer les idees, on pose

1 equation (3), reduite a

e*= r

(
J

) OEuvres de Cauchy, S. IF, T. VI, p. 172.
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aura pour racines les logarithmes reels et imaginaires de 1 unite, c est-

a-dire les diverses valeurs de

correspondantes a dcs valeurs entieres positives, nulles ou negatives

de n. Alors Fequation (4) donnera

i i i

i e~x x 2 X 27TV/ I X 4^ V/ [

I I

x 4-27:^1
et, par suite,

Done, si Ton prend

t( \
l ( I J l \

i ( X )
= I

------
) ,x \i e~x x 2/

la fonction f(a?) sera decomposable en fractions de la forme

et jouira de la propriete indiquee. Cela pose, representons par

/*&amp;gt;/%/-&amp;gt;
&amp;lt;-!

C
2&amp;gt;

C
3&amp;gt;

les nombres de Bernoulli, en sorte qu on ait

Non seulement on trouvera, pour des valeurs de x comprises entre les

limites x = 211, x = 271,

-e~&amp;gt; x i) 2 2.3.4 2.3.4.5.6

mais, de plus, on trouvera generalement, pour des valeurs quel-
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conques de a?,

i / i
JL _

*

&\i e~x x 2

(8) ;

~2 2.3.4 2.3.4.5.6 &quot;a.34...am~
f

a.3.4...(am-*-a)

6 designant un noinbre inferieur a 1 unite. Done, par suite, si la

lettre u designe une fonction reelle de x qui ne change pas de signe

entre les limites x = a, x = b, on aura

(9)

/*/
Ja x \ l e ^ a

= i udx - ^2^ +...-^ f
2.3...2W

2.3. . .(am -f- c

@ designant encore un nombre inferieur a 1 unite.

Faisons voir maintenant comment la formulc (9) peut etre appli-

quee a la determination du logarithme d une integrale etilerienne de

seconde espece dont la base est n, c est-a-dire du logarithme de la

fonction de n que Legendre a designee par F(/i).

Si Ton pose

(10) lT(n) = ( \}\n n +

la valeur de CT(/I) sera donnee par la formule

que M. Binet a obtenuc le premier dans son Memoire sur les integrales

euleriennes. Cela pose, comme on aura generalement

/vn
i .2.3. . ,2/n



24 COMPTES RENDUS DE L ACADEMIE.

Fequation (9) donnera

Cj c c-t .

y(n)= - _
3.4/i

3 5.6/i5

( 2)
&amp;lt;

designant toujours un nombre inferieur a Funite. Si, dans Fequa

tion (12), on pose m i, on obtiendra une formule obtenue par

M. Liouville, savoir,

(i3) GT(TZ) -,

en sorte qu on aura
i i

6 2

Si Fon supposait, dans la formule (9), non settlement a o, b = QC,

mais, de plus, u = xk e~nx ,
k etant un nombre positif quelconque, cette

formule donnerait

_ \ ry,k 1
/&amp;gt;

IIX fl rftIt// C CftZ/

i e~ JL x 2
f

Cm

2.3.4 n fc+3 ~a.3...2/n

2. 3. ..(2 in +2) n*-**&quot;M-l

designant toujours un nombre inferieur a Funite. Comme on a d ail-

leurs generalement

on tirera de la formule (i4) en supposant k
^&amp;gt;

i ,

(.5)

2.3.
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Lorsque k est renferme entre Ics limitcs i et 2 ct que le nombre n

devient tres considerable, la formule (i5) fournit le moyen de deter

miner tres facilement et avec une grande approximation la somme

221.

CALCUL INTEGRAL. - - Recherches sitr les integrates euleriennes.

C. R., T. XVII, p. 376 (28 aout 1843).

Ces rechcrches, particulierement relatives aux integrales eule-

riennes de seconde espece, seront publiees dans les Exercices d Ana

lyse et de Physique mathematique (
1

). Elles m ont conduit a demon-

trer fort simplement quelques theoremes qui paraissent dignes de

remarque, et desquels on deduit sans peine diverses proprietes con-

nues de la fonction F(/z). Pour donner une idee de ces theoremes, je

me bornerai a citer le suivant.

Si le polynome

dans lequel a, b, c, ..., a, 6, y, ... designent des exposants positifs,

et A, B, C, ... des coefficients constants, se reduit a une fonction

lineaire des puissances positives de la variable /, c est-a-dire a une ex

pression de la forme

A, k etant des exposants positifs, et H, K, . . . des quantites constantes;

alors 1 equation

C
i

() OEuvres de Cauc/iy, S. II, T. XII.

OEiwres de C. S. I, t. VIII.
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entrainera la suivante

(2)
B-t-C-h...

127T HU KU ...

_A^-lV-B(f-l)l6-....\a 2/ \6 2 /

(4)

Ainsi, par exemple, 1 equation

r t&quot;- _
I

de laquelle on tire

fa t
a+l

r-Tp + 7=17^
+

entrainera la formule

-...+ir

= 0,

n
1 2 71

et, par consequent, la formule

, ^ s \/t/ \ n ) \ n ) _ (arc)

fr7~
/i

qui a ete donnee par M. Gauss.

222.

ANALYSE TRANSCENDANTE. - Note sur des theoremes noweaux et

de nouvelles formules qui se deduisent de quelgues equations

symboliques.
C. R., T. XVII, p. 877 (28 aout i8j3).

Maclaurin a donne une formule a 1 aide de laquelle une integrale

aux differences finies se transforme en une integrale aux differences



EXTRAIT N 222. 27

intiniment petites, qui s ajoute a la somme d une serie ordonnee sui-

vant les puissances ascendantes de 1 accroissement de la variable. Or,

pour obtenir eette formule, il suffit de recourir a 1 equation symbo-

lique qui existe entre les lettres caracteristiques A, D, dont 1 une sert

a indiquer une difference fmie, 1 autre une fonction derivee; et de de-

velopper ^ suivant les puissances ascendantes de D. II y a plus : on

pourra developper pareillement, suivant les puissances ascendantes

de la lettre D, une fonction rationnelle symbolique qui aurait pour

numerateur 1 unite et pour denominateur une fonction entiere de A.

En tin on pourra decomposer une fraction rationnelle de cette espece

en fractions simples dont chacune ait pour denominateur une fonction

lineaire de D. Les formules obtenues, comme on vient de le dire,

pourront servir a developper 1 integrale d une equation lineaire aux

differences finies, qui aura pour second membre une fonction donnee

de la variable, en une serie dont chaque terme sera proportionnel, on

a 1 une des derivees de cette fonction, ou a 1 integrale d une equation

differcntielle lineaire du premier ordre. Toutefois, ces formules, ainsi

(leduites d une equation symbolique, ne pourront encore etre consi-

derees comme rigoureusement etablies, la methode qui les aura fait

decouvrir n etant en realite qu une methode d
f

induction, et Ton doit

meme observer que cette methode ne parait nullement propre a faire

connaitre dans quel cas chaque serie sera convergente, et sous quelles

conditions chaque formule subsistera. Or ces dernieres questions se

resoudront assez facilement, dans beaucoup de cas, a 1 aide des consi

derations suivantes.

D abord, pour obtenir les regies de la convergence des series, il suf-

lira souvent de recourir a deux theoremes que j
ai demontres, Tun

dans 1 Analyse algebrique, page i43 ( ), 1 autre dans le Memoire de

i83i sur la Mecanique celeste (-). A 1 aide de ces deux theoremes, on

prouvera aisement, par cxemple, que la serie donnee par Maclaurin

(n OEuvres de Cauchy, S. II, T. III.

(
s

) Ibid., S. II, T. XV.
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comme propre a rcpresenter le developpement d unc integrale aux

differences finies reste convergente jusqu au moment oil le module de

1 accroissement de la variable atteint, non pas la limite pour laquelle

cesse la convergence de la serie de Taylor, quand on y supprime dans

chaque terme les diviseurs numeriques, inais une limite inferieure

qui sera le rayon d une circonference representee par la premiere.

D ailleurs cette limite inferieure sera nulle, excepte dans le cas oil la

serie de Taylor restera toujours convergente; et, par consequent, ce

dernier cas sera le seul dans lequel il y aura lieu d examiner si la serie

on question est convergente elle-meme.

Les lois de la convergence des series etant connues, pour etablir en

toute rigueur les formules elles-memes dans le cas oil les series seront

convergentes, il suffira ordinairement de recourir, soit an theoreme

de Fourier, soit a celui qui pcrmet de transformer une fonction quel-

conque en une integrale prise entre les limites IT, -+- 7;.

An reste, je developperai dans un nouvel article quelques-unes des

nombreuses consequences des principes que je vicns d enoncer, et

j examinerai, en particulier, la formule qu on obtient quand on de

compose ^ en fractions simples, dont chacunc a pour denominateur

une fonction lineaire de D.

223.

CALCUL INTEGRAL. Me/noire sur I cmploi des equations symboliques dans

le Calcul infinitesimal et dans le calcul aux differencesfinies .

C. il., T. XVII, p. 449 (4 septerabrc i843).

Le Il
e Volume de mes Exercices de Mathematiques (

4

) renferme un

article sur { analogic des puissances et des differences dans lequel,

apres avoir rappele les travaux remarquables de M. Brisson, rclatifs a

( ) OEuvrex dc Cauchy, S. II, T. VII, p. 198 et suiv.
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cet objet, j
ai specialcmcnt examine 1 emploi que Ton peut faire des

caracteristiques D et A dans { integration des equations lineaires aux

differences finies ou infmiment petites, melees ou non melees et a

coefficients constants. Parmi les formules que j ai, dans cet article,

etablies et demontrees en toute rigueur, cellos qui se rapportent aux

equations lineaires differentielles ou aux derivees partielles se trou-

vaient deja dans le Memoire de M. Brisson. D ailleurs, il suffit d ap-

pliquer la notation du calcul des residus aux diverses formules que

j
avais obtenues pour en deduire les integrates generales des equations

lineaires et a coefficients constants, aux differences finies ou infini-

ment petites, sous la forme d expressions symboliques tres simples,

et pour retrouver ainsi la formule que j
ai donnee dans le Volume

deja cite, page 2i3(
1

), ou les resultats du meme genre donnes a Rome

parM. 1 abbe Tortolini.

Les formules que j
avais demontrees dans Farticle ci-dessus men-

tionne renferment seulement des fonctions rationnellcs des lettres

caracteristiques D et A. Ces formules sont generalement vraies et sub-

sistent dans tous les cas possibles. Mais on ne saurait en dire autant

des formules auxquelles on parvientlorsqu on devcloppe ces fonctions

en series composecs d un nombre infini de termes, commc 1 avait pro

pose M. Brisson, ou lorsqu on fait entrer, avec cet auteur et avec

Poisson, les lettres caracteristiques sous des signes d integration. II

etait important d examiner sous quellcs conditions subsistent dc telles

formules, qui sont quelquefois exactes et quelquefois incxactes. Or, je

suis parvenu a reconnaitrc qu il y a heureusement un moyen simple et

facile de resoudre generalement cette question. Le moyen dont il s agit

consiste a substituer les valeurs trouvees pour les inconnues dans les

equations auxquelles ces inconnues doivent satisfaire et a examiner

si ces equations sont ou ne sont pas verifiees, en ayant soin d assu-

jettir les series introduites dans le calcul a demeurer toujours conver-

gentes. G est ainsi que j
ai obtcnu diverses formulcs que j indiquerai

(!) GEuvres de Caucliy, S. II, T. VII, p. 9.58.
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ci-apres. Parmi ces fbrmules, il en est une surtout qui me parait dignc

de remarque, savoir, celle qui sert a transformer une integrale aux

differences finies en une serie d integrales aux differences infmiment

petites.

ANALYSE.

Soient

D, V

deux fonctions entieres des lettres caracteristiques

D, A,

ou plus generalement des lettres caracteristiques

qui indiquent des fonctions derivees et des differences finies relatives

a diverses variables &,y, z, Supposons d ailleurs que

designant d autres fonctions entieres des memes lettres caracteristiques

et V,, V/x
, . . . etant des diviseurs de la fonction V, on ait

() a = &amp;lt; + ^ + ...,
/ //

dans le cas ou Ton considere ces lettres caracteristiques comme de

veritables quantites. Enfin, soit

(2) K=f(*,y,z, ...)

une fonction quelconque des variables x,y, z, ____ On sera naturelle-

ment porte a croire que 1 equation (i) entraine la suivante

(3) ^K=^K+^K+...,V
/

V
IF

dans laquelle les notations

D K D-
V K, _
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representent les valeurs de

57, GJ,, &, . . .

propres a verifier les equations aux differences finies ou infmiment

petites

(4) Vcr

Or, pour decider si la formule (3) est exacte ou inexacte, il suffira

d examiner si Ton verifie ou non 1 equation (4) en prenant

(6) GT =
GJ, -f- GT,, -f- . . . .

Cela pose, concevons d abord que les termes compris dans le second

membre de la formule (3) soient en nombre fini. On tirera de cette

formule

V V
*

/
*

et, par suite,

puis, eu egard aux equations (5),

ou, ce qui revient au meme,

Done alors la valeur de CT donnee par la formule (6) verifiera I equa-

tion (4), comme nous 1 avons reconnu dans le II
e Volume des Exercices

de Mathemaliques ( ).

Lorsque ^ se reduit a une fraction rationnelle de la seule caracte-

ristique D ou A, on peut, a 1 aide du calcul des residus, decomposer
immediatement cette fraction rationnelle en fractions simples, et obte-

( ) OEuvrsx dc Cauchy, S. II, T. VII.
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nir ainsi unc equation de la nature de 1 equation (i). En effet, soient

f(a?), F(a?) deux fonctions entieres de x, et supposons, pour plus de

commodite, le degre de la premiere fonction inferieur a celui de la

seconde. On aura generalement

I() = r_i-~

Or, si dans la formule (u) on remplace successivemcnt la variables

par les caracteristiques D et A considerees comme propres a indiquer
une derivee et une difference relative a cette meme variable, on ob-

tiendra deux formules analogues a la formule (i), ct les equations

correspondantes qui se presenteronta la place de 1 equation (3) seront

(12)

(i3)

D ailleurs

K K
etD _ ,- A - r

representeront les deux.valeurs de n propres a verifier les deux equa
tions lineaires

de sorte qu en posant, pour abreger, A^r = h, on trouvera

-
K.

Done les formules (12), (i3) donneront

Done on verifiera 1 equation differentielle
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en posant

(17)

et 1 equation aux differences fmies

(18)

en posant

Si, dans les formules (17), (19). on reduit la fonctiori f(r) a 1 unite,

on retrouvera les deux equations symboliques qui ont ete donnees,

1 une par moi-meme dans le II
e Volume des Exercices de Mathematiques,

page 2i3
( ),

1 autre par M. 1 abbe Tortolini, comme propres a repre-

senter 1 integrale generate d une equation differentielle ou aux diffe

rences fmies, lineaire et a coefficients constants.

Supposons, pour fixer les idees, qu en posant f(r)
= i et K =/(#)

on assujettisse 1 inconnue cr de 1 equation

(20)

a s evanouir avec ses derivees d un ordre inferieur au degre n de la

fonction F(r), pour x x, x etant une valeur particuliere de la va

riable X-, alors on tirera de 1 equation (19)

ou, ce qui revient au meme,

Pareillement,si Ton assujettit 1 inconnue a de 1 equation

(22) F(A)w=/(a ?
)

() OEuvres de Cauchy, S. II, T. VII, p. 258.

OEuvres de C . S. 1
,

t. VIII.
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a s evanouir avec les differences finies d un ordre inferieur au degre n

de la fonction F(r), pour x = x, on tirera de la formule (19)

Les formules (21), (28) fournissent le moyen de transformer en

integrales simples les integrates multiples aux differences finies ou

infiniment petites, dans lesquelles toutes les integrales se rapportent

a une seule variable. En effet, si Ton pose F(r) r11
, les valeurs de u

propres a verifier les equations

et representees par les integrales multiples

X

f f .../(*)**&quot;,
t/x t/ x

serontce que devienncnt les seconds membres des formules (21), (28)

quand on y pose F(r) = r&quot;. On aura done

/*
/ r

. j
-

et

X X

=2- (

f.r3.*l (.-o&quot;
&amp;lt;-|

- r
)&quot;

r &quot;

/w-
X X 3=X

La premiere des deux formules precedentes etant deja connue, la

seconde s accorde avec Tune de celles que j
ai donnees dans le Il

c Vo

lume des Exercices de Mathematiques, page i83 ( ).

Parmi les formules que Ton peut deduire de 1 equation (3), nous

citerons encore la suivante

K _ r
K

() OEuvres de Cauchy, S. II, T. VII, p. 221.
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qui est analogue aux formules (12), (i3) et qui ramene 1 integration

de 1 equation aux differences melees

dans laquelle n designe le degre de la fonction F(r), a 1 integration de

1 equation du premier ordre

(A rp)w= K.

Nous citerons encore la formule

K K
(27)

Cette dcrniere formule, donnee par M. 1 abbe Tortolini, pourrait se

deduire immediatement, al aide d un simple changement de notation,

d une formule etablie dans le IP Volume des Exercices de Mathema-

tiques, page 190 (
1

), et ramene 1 integration de 1 equation aux derivees

partielles

a celle de 1 equation du premier ordre

(D rDy)d= K.

11 est essentiel d observerque, si Ton decompose en facteurs la frac

tion rationnelle &amp;gt; dans 1 expression

qui forme le premier membre de 1 equation (3), 1 ordre des facteurs

pourra etre interverti arbitrairement sans que la valeur de cette ex

pression soit alteree. On aura, par exemple,

( ) QEuvres de Cauchy, S. II, T. VII, p. 282.
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et, en consequence,

(28) D2K = 2DK.

On trouvera de meme, en designant par f(D) une fonction entiere

deD,

(29) f(D)2K = 2f(D)K.

11 y a plus : on pourra, dans 1 equation (28) ou (29), supposer les dif

ferentiations qu indique la lettre D relatives a une variable distincte

de celle a laquelle se rapporte 1 integration indiquec par la lettre S.

Cela pose, il resulte de la formule (28) qu on peut generalement diffe-

rentier sous le signe S comme on difference sous le signe j
.

Si dans la formule (29) on prend

K =. eax ,

alors, en supposant le signe S relatif a x, le signe D relatif a la lettre ,

et en laissant d abord de cote la fonction periodique dans K, on

trouvera

Done la formule (29) donnera

(3o) 2f(ar)c*r=

n(a?) etant une fonction periodique do x, c est-a-dire une fonction

assujettie a verifier la formule

L equation (3o) parait digne de remarque, et prouve qu en nommant

(x) une fonction entiere de x on peut toujours obtenir en termes

finis [ integrate
Zt(x}eax,

de laquelle on deduit immediatement cette autre integrale

2f(*),

en posant dans la premiere a = o.
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Si Ton suppose la valeur numerique du proclait ah inferieure a 2-,

on aura

i ii
(3i) ah 2 2 2.3.

c,, c.,, ... etant les nombres de Bernoulli. Done alors, en ayant egard

a la formule

qui subsiste pour des valeurs entieres positives ou negatives de n, et

en ecrivant K au lieu du produit e
ax

f(x), on trouvera

(82) I x
ft j 2 .

ou, ce qui revient au meme,

(33) JX = : _^_. 4.n(*).

La formule (82) ou (33), qui est celle de Maclaurin, pourrait etre

obtenue par induction a 1 aide des equations symboliques

1= - =
A e/lD* i

Dans le cas ou Ton suppose la fonction K de la forme eax f(x), la for

mule (33), d apres ce qu on vient de dire, subsiste seulement pour les

valeurs de h qui verifient la condition

(34) mocl.aA&amp;lt; 271.

Nous reviendrons, dans un autre article, sur les conditions de con

vergence de la formule de Maclaurin, et nous montrerons aussi le parti

qu on peut tirer des formules (3), (12), . . . et autrcs du meme genre,

quand le nombre de termes renfermes dans le second membre devient

infini. Nous nous bornerons, pour 1 instant, a observer que, si dans

1 equation (12) on pose

f(P) i

F(D)
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on en deduira immediatement unc formule nouvelle qui nous parait

dignc d etre remarquee, savoir

di

(35)
r h

~ 2
/ f(x-+-ht)cos(2r.t)dl

&quot;0

x y

2 C~
T
~

f(J V
*&quot;

Jfi

x etant une valeur particuliere de la variable x,

Inexactitude de cette formule pent d ailleurs etre verifiee directe-

ment a 1 aide d equations deja connues.

224.

GEOMETRIE. - -
Rapport sur an Me?noire de M. LEON LALANSE, qui a pour

objet la substitution de plans topographiques a des Tables mimeriques a

double entree.

C. R.. T. XVII, p. 492 (u septcrabre 1843).

L Academic nous a charges, MM. Elie de Beaumont, Lame etmoi,

de lui rendre compte d un Memoirc de M. Leon Lalanne, Sur la substi

tution de plans topographiques a des Tables mimeriques a double entree,

sur un nouveau mode de transformation des coordonnees et sur ses appli

cations a ce systeme de Tables topographiques. L utilite que peut offrir,

dans un grand nombre dc questions diverses, 1 application des prin-

cipes exposes dans ce Memoirc est un motif pour que TAcademie nous

permette d entrer, a ce sujet, dans quelques details.

Lcs travaux de Viete, de Fermat, de Descartes ont ouvert un vaste

champ aux geometres, en montrant la liaison intime qui cxiste entre
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1 Algebre ct la Geometric. Ccttc liaison est devenue de plus en plus

manifesto, et, en developpant les idees fondamcritales emises par los

illustres autcurs que nous venons de rappeler, les geometres ont

reconnu, non seulement que les ligncs et les surfaces peuvent etre

representees par des equations en coordonnecs rectangulaires ou en

coordonnees polaires, on meme en coordonnees quelconques, mais

aussi que les equations peuvent etre reciproquement representees par

des lignes ou par des surfaces. On sait le parti que Viete lui-meme

avait tire des constructions geometriques pour representer et deter

miner les racines des equations. On sait encore que, dans la Meca-

nique, les geometres ont employe des longueurs pour representer des

quantites d une tout autre nature, telles que des forces, des vitesses

ou des moments d inertie, et que souvent des constructions geome

triques leur ont offert le moyen le plus simple de parvenir a 1 eta-

blissement des lois suivant lesquelles varient ces diverses quantites.

Ainsi, par cxemple, on avait reconnu que la resultante de deux ou

trois forces peut etre exprimee par la diagonale d un parallelogramme

ou d un parallelepipede construit sur deux ou trois droites propres a

representer en grandeur et en direction les forces donnees; que le

moment d inertie d un corps, relatif a un axe passant par un point

donne, est reciproqucment proportionnel au carre du rayon vecteur

d un certain ellipsoide, etc. En resume, on peut dire que les geo

metres ont, dans un grand nombre de circonstances, applique, d une

part, 1 Algebre a la Geometric, d autrc part, la Geometric a 1 Algebre,

et, par suite, atix diverses branches des Sciences mathematiques.
II a ete facile, en particulier, d appliquer la Geometric a la determi

nation des valeurs numeriques des fonctions d une seule variable. En

effet, pour y parvenir, il a suffi de prendre la variable pour abscisse,

puis de tracer une courbe dont la fonction fut Fordonnee, et de me-

surer cette ordonnee en chaque point, soit a 1 aide du compas, soit

a i aide de divisions indiquees sur le papier par des droites equidi-

stantes et paralleles a 1 axe des abscisses.

Pour appliquer la Geometric a la determination numerique d une
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fonction de deux variables, on devrait, en suivant 1 analogie, consi-

derer une semblable fonction comme 1 ordonnee d unc surface courbe.

Mais, avant de tirer parti de cette idee, il fallait indiquer un moyen de

rcpresenter aux yeux, sur un plan, 1 ordonnee d une surface courbe

tracee dans 1 espace. On peut y parvenir en projetant sur le plan donne

des courbes tracees sur la surface, dans des plans paralleles equidi-

stants. C est ce que fit en 1780 M. Ducarla, par rapport aux plans topo-

graphiques sur lesquels il imagina de projeter des courbes de niveau

equidistantes et cotees. Au reste, avant et depuis cette epoque, des

moyens analogues ont ete appliques a la representation de divers phe-

nomenes de Physique ou de Mecanique, ou a la recherche de leurs

lois, ainsi que le prouvent les courbes d egales declinaisons de 1 ai-

guille aimantee tracees par Halley, les courbes isothermes represen-

tees par M. de Humboldt, enfin les meridiens magnetiques, auxquels

Euler avait songe, et qui ont ete traces par M. Duperrey sur les Cartes

du globe. MM. Piobert, d Obenheim, Bellencontre etautres ont aussi,

a diverses epoques, applique le moyen- ci-dessus rappele a la solution

de divers problemes. M. Leon Lalanne a donne encore une plus grando

extension aux applications dont il s agit.

Toutefois, de graves difficultes d execution se presentaient lorsqu il

etait question de construire et de tracer sur un plan un grand nombre

de courbes dont les formes pouvaicnt varier a Tinfini. M. Leon Lalanne

a cherche s il ne serait pas possible de surmonter cet obstacle, et il y

est parvenu dans beaucoup de cas. II observe, avec raison, que les

cotes, marquees sur les axes coordonnes, peuvent etre des nombres

propres a representer, non plus les diverses valeurs des coordonnees

elles-memes, mais les valeurs correspondantes de leurs logarithmes,

ou, plus generalement, les valeurs d autres variables qui soient des

fonctions quelconques des coordonnees. Un exemple de cet artifice de

calcul se trouvait deja dans la construction de la regie logarithmique,

qui parait offrir Tune des premieres applications que Ton ait faites des

idees de Neper. Or, en adoptant ce precede, on verra souvent les lignes

courbes qu il s agissait d obtenir se transformer en lignes droites. C est
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ce qui arrivera, en particulier, si la fonction proposee est un produil

de deux facteurs dont cliacun depende d une seule variable, ou memc

si un scmblable produit depend uniquement dc la fonction proposee.

Alors, en prenant les logaritlimes, on obtiendra une equation lineaire

dont les valours devront etre cotees : i sur les axes coordonnes sup

poses rectangulaires; 2 sur des droites paralleles egalement inclinees

a ces deux axes. C est de cette maniere que M. Leon Lalanne a con-

struit un abaquc qui sert a resoudre avec une grande facilite les

diverses operations de 1 Arithmetique, meme 1 elevation d un nombre

a une puissance fractionnaire. L abaque de M. Leon Lalanne fournit

generalement deux ou trois chi fires exacts de chacun des nombres que

Ton se propose de calculer.

Parmi les applications que M. Leon Lalanne a faites de sa methode,

nous avons remarque celles qui se rapportent, d une part, a la deter

mination des superficies de deblai et de remblai dans le trace des routes

et des canaux; d autre part, a la resolution des equations trinomes.

Quoique, dans son Memoire, M. Leon Lalanne ait considere seulement

une equation trinome de forme algebrique, il est clair que Ton pourrai(

etendre l
f

application du precede dont il a fait usage a toute equation

trinome entre trois variables, qui serait lineaire par rapport a deux de

ces variables regardees comme independantes, ou memc par rapport a

trois autres variables fonctions de celles-ci (
1

).

En resume, nous croyons que le Memoire dc M. Leon Lalanne esi

digne d etre approuve par 1 Academic, et, eu egard aux nombreuses

applications que Ton peut faire des principes qui s y trouvent exposes,

nous proposerons 1 insertion de ce Memoire dans le Recueil des SavaTits

etrangers.

( ) En efTct, en supposant X et Y fonctions dc x et de jr, on pourra generalement
reduire a la construction de lignes droites la resolution d une equation de la forme

f(z\ i&amp;gt;(2), x( z ) d^signant trois fonctions de la variable z que Ton suppose fonction de x
et dejr-

QEuvrrsdeC. S.I, t. VIII. 6
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225.

ANALYSE MATHEMATIQUE. Memoire sur lesfauctions dont plusieurs valeurs

sont liees entre ellespar line equation lineaire, et sur diverses transfor

mations de produits composes d un nombre indefini defacteurs.

C. R., T. XVII, p. 5a3 (18 septombre 1843).

Plusieurs formulcs qu Euler a donnees dans son Introductio in Ana-

lysin infmitorum, et d autres, plus generalcs encore, peuvent se deduire

tres naturellement de la consideration des fonctions dont plusieurs

valeurs satisfont a une meme equation lineaire. C est ce que Ton verra

dans le premier paragraphe de ce Memoire. Dans le second paragraph?,

je donnerai quelques transformations remarquables des produits com

poses d un nombre indefini ou meme infini de facteurs.

I. Sur les fonctions dont plusieurs valeurs sont liees entre elles

par une equation lineaire.

Lorsque deux ou plusieurs valeurs d une meme fonction satisfont

a une equation lineaire, on peut souvent de cette equation meme
deduire la valeur dc la fonction exprimee par une serie composee
d un nombre infini de termes ou par un produit compose d un nombre

infini de facteurs.

Concevons, pour fixer les idees, qu une fonction inconnue 9(2?) de

la variable x soit assujettie a verifier une equation lineaire de la forme

(0 9(*) = X&amp;lt;p(x),

x, X designant deux fonctions donnees de la variable &, en sorte

qu on ait

(2) x = f(a?), X = F(a?).

Si Ton suppose que les divers termes de la suite

(3) x, x
t , x,, ...

se deduisent les uns des autres par des formules semblables a la pre-
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miere des equations (2), en sorte qu on ait

(4) x
x
= f(x), x,=:f(xi), x 3 =f(xs ), ...,

si d ailleurs on fait, pour abreger,

(5) X,= F(x), Xj^FCx,), X 3 =F(x 2 ),

alors, en remplagant, dans 1 equation (i), x par x, puis par x,, puis

par x2 , . . . , on trouvcra successivement

On aura done, par suite,

9( J?)=Xcp(x)

et generalement

(6) 9(.r)

Si Ton pouvait etre assure que, pour des valeurs croissantes de n,

9(a?K ) s approche indefiniment de 1 unite, on tirerait de la formule (6),

en y posant n = oc,

(7) ? Or) = XX 1
X 2 ....

Du moins, ce que I on ne saurait revoquer en doute, c est que, si le

produit
xxtxf ...x,,

converge pour des valeurs croissantes de n vers une limite fixe, ou,

en d autres termes, si la serie formee avec les logarithmes des fac-

teurs

X, X 1? X 2 ,

est convergente, 1 equation (i) sera verifiee par la valeur de 9(0?) que

determine la formule (7). Alors, en effet, on tirera de la formule (7),

en y remplagant x par x,

Q&amp;gt; tx \ y \ x - v(^
9(i x; A, AS A3 . . ._ =7 &amp;gt;

et Ton aura, par suite,

9(.r) = X 9(x).
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La fonction (#), que determine 1 equation (i), peut, dans un assez

grand nombre de cas, etre developpee, a 1 aidc de cette equation

meme, en une serie ordonnee suivant les puissances entieres de la va

riable x. Supposons, par exemple, que x soil une fonction entiere et

X une fonction rationnelle de oc, en sorte qu on ait

(8) X=|,

P, Q designant deux fonctions entieres de la variable x. L equation (i)

pourra s ecrire comme il suit

Q&amp;lt;p(*)
= P ? (x),

et, si Ton y pose

(9) 9(0?) a -\- a^x + a 2 x*-h. . .,

on en tirera

(10) (o+ a
\
x + 2 ^ 2 +- -)Q = (

au-r- jX+ &amp;lt;2 2 X
2
H-. . .)P-

Or, si Ton egale entre eux, dans les deux membres de la formule (10),

les coefficients des puissances semblables de x, on obtiendra entre les

divers termes de la suite
a

,
a lt a.2 ,

des relations qui suffiront souvent pour les deduire les uns des au-

tres. D ailleurs, on tirera des formules (7) et(9)

(11)

et cette equation subsistera tant que la serie comprise dans le second

membre sera convergente.

Pour montrer une application des formules qui precedent, suppo-

sons, dans 1 equation (i),

, T \-\-y.x
\=tx, X --

^-,
I + DJ7

t designant une variable nouvelle, et a, 6 deux coefficients arbitrages.

Alors 1 equation (i) sera reduite a la formule

I + OLX
(12) ?(a?)= ?( fJ?

)
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ct pour verifier cette formule, lorsque la variable t offrira un module

inferieur a 1 unite, il suffira de prendre

_ i -\- at.x i H- atx i -f- at-tr

?i*
-

7+&quot;!^ 7+~67^ i -r PX
&quot;

On aura d ailleurs, dans le cas present,

P i -ha ,37, Q = I-+-$J?,

et, lorsque les modules des produits aa?, Sac seront inferieurs ii 1 unite,

la valeur de 9(0?), fournie par 1 equation (i3), sera developpable en

une serie convergente, ordonnee suivant les puissances ascendantes

de x, le terme independant de x etant

o=&amp;lt;p(o&amp;gt;
= i.

Quant aux coefficients

rtj, &amp;lt;7 2 ,

des autres termes, on les deduira aisement de la formule (10), et Ton

trouvera ainsi

a 6 a 6 a |3

(i4) 9(^;-i + T=r7^ + T^7T=^-^+ --&quot;

Done, en supposant que les modules de t, de &amp;lt;x# et de %x restent infe

rieurs a 1 unite, on aura

i-\-ax i-+-atx i + at^o:

I -+- &X I4-6J7 \-r-QPx

a. 6 a % at 8 a. Sat 6 oc
2 6

l ~*~
yzry

x ~*~
\ 7 i ^

x ^
x t f ^2 x t

Si dans 1 equation (i5) on pose successivement

a i, 6 = 0,

puis a= o,

puis
a rr i,

puis enfin
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on obtiendra les formulas

(16)

tx~]

I
T .1 xyi r

I t I t I t
1

I t I I* I t
3

I =-rb

(18)

I I

t i t i t- i ti t*i--P

\ 1 &
) \ I 4 &amp;gt;2?

j . . . ( I t X )

&amp;lt;

/ I -+-
-

,27 -+- -
l~ tnJf

x - + l
~ tn l~ tn *

[
J~ ^&quot;

H 2

^3 ,

\ lt It 1-t* I-t l-e- l-t*

dont les deux premieres ont ete donnees par Euler dans 1 Ouvrage deja
cite.

11. Sur diverses transformations de produits composes d un nombre fini
on meme injini de factears.

La formule (i5) du paragraphe precedent fournit un developpement

remarquable du produit

( )

i H- 0.x i + y.tx

i 4- x i 4- 6^

D autres developpements du meme produit peuvent aussi se deduire
des principes que nous aliens etablir.

Je ferai observer d abord que, si Ton pose

(2) A= a + y., Bb-^B, C = c + y,

on en conclura

A=a + a, AB~Ab + AS, ABC = ABc + ABy,
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A

AB +/16,

A8c-+-ABy,

par consequent,

(3)

Si Ton prend

alors les equations (2) se reduiront aux formules

(4) A=i-t-&amp;lt;x, B = i-t-%, C = i4-y,

et les equations (3) aux suivantes

A i + a,

(5)
i+ ot+ AS + ABy,

puis on en conclura, en supposant infmi le nombre des facteurs A, B,

C, ...,

(6) ABC. ..= * + &amp;lt;* + A% + ABy+....

Cette derniere formule suppose que la serie

a, ,. y, ...

est convergente.

Si, pour fixer les idees, on prend

. i 4- &amp;lt;y.x i -+- atx __ i -4- y.t*j;-- - -

on devra, dans la formule (G), remplacer a, , y, . . . par les rapports

a 6 at 6 ,_ a 6 .

i + 6.r in-

et, par suite, en supposant les modules de /, de VLOC et de %x inferieurs
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a 1 unite, on tirera de la formule (6)

-+- o.x i-\-at.tx i + y.l
l x

i-h 6 a; 14- Stx i 4-

a o i 4- o.x (a 8)t i 4- ax \-\-&amp;lt;y.tx (a. 6W 2

j
I ,. I . J ^p2

I J y.4 _J

i 4- So;
1

I4-6.Z? i 4- 6 .27 i 4- 6.x \ 4- &tx i + ^t-x

On pout encore obtenir, pour le produit rcpresente par 9 (#) dans

1 equation (i), un developpement qui differe du precedent, en cela

seul que les nurnerateurs des diverses fractions introduites dans le

second membre se reduisent a des fonctions de la variable t. En effet,

posons

I 4-6*

dans 1 equation lineaire

i-h

qui estunc suite necessaire de la formule (i). On pourra, dans le se

cond membre de cette equation lineaire, decomposer chaque terme en

deux autres, a 1 aide de la formule

y. tn

et Ton reconnaitra des lors que, pour verifier cette meme equation

lineaire, il suffit de prendre

par consequent

a 6 a o a bt a o a ot a &amp;lt;

a * 5 & o / . ? $
1

, /
2

, f , /2
3

, /i /2 , _It/ 1 C/ 1 L I t- J t 1

On aura done

i 4- o.x i 4- cutx \
-

(8)

I 4- 6-r I 4- S^^7 l 4- QPx

6 x a 6 a o t

i 4-
\ t 14-6^7 i t i f

2
(i 4- 6j?) (i 4-

cc o cc Q cc o t t jc

I t I t I ^
8

(I 4- 6,37) (I 4-
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Cette derniere formule subsistc encore generalement pour des mo

dules de t, de u,x et de &r, inferieurs a Tunite. En y ayant egard, on

peut aisement de la formule (i5) du I deduire la suivante

. (i-h ya?&quot;

(9)

cf. o^ a

dans laquelle on a

(10) y=

Les formules (8) et (9) comprennent, comme cas particuliers, deux

equations donnees par M. Jacobi, et dont 1 une est ce que devient la

formule (9) quand, apres y avoir remplace t par t~, on pose 6 = o,

a y = /. On trouve ainsi

(ii)

(I -&amp;lt; )(! -&amp;lt;)(!-&amp;lt;)...

D ailleurs on tire successivement de cette derniere formule : i en

posant o? i,

(.2)
= (i

_i_

2 en posant x = t et remplacant ensuite t par i\

3 en rempla^ant / par t
2
et a? par t

2
,

t + t- + t
a

(4)

OEuvres de C. S. I, t. VIII.
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3

Si, au contraire, on remplace, dans la formule (n), / par /
3
et x

i

par / , on obtiendra 1 equation

(i5) -i t t*+ t*+ t
1 t~ t

l*+. . . (i (i t*)(i t*) . ..,

qui a ete donnee pour la premiere fois par Euler.

226.

ANALYSE MATHEMATIQUE. Second Memoire sur lesfonclions dom plusieurs

valeurs sont liees entre elies par une equation lineaire.

C. R., T. XVII, p. 667 (25 septembre i843).

Parmi les fonctions dont plusieurs valeurs satisfont a une equation

lineaire, on doit remarquer lesproduits composes de facteursbinomes

dont les seconds termes croissent en progression geometrique. Je vais,

dans ce Memoire, m occuper specialement des equations lineaires que
verifient de semblables produits, et du parti que Ton peut tirer de ces

equations pour developper les produits dont il s agit en series ordon-

nees suivant les puissances entieres positives, nulle ou negatives d une

meme variable.

ANALYSE.

Formons un produit qui ait pour facteurs les binomes que Ton

obtient quand on ajoute 1 unite aux divers termes de la progression

geometrique
x, tx, Px, . . ., t&quot;-^.

Si Ton nomme o(x) ce produit, considere comme fonction de x, on

aura

(0 9(a?) = (n-ar)(i-h/a;).. .(i-f- 1 -*j?),

et Ton en conclura
i -h t

n x
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ou, ce qui revient au meme,

(a) (\ + x}y(tx} = (\

Or, en partantdecette equation lineaire, on developperaaisement^iV)

en une serie ordonnee suivant les puissances ascendantes de x. On

trouvera ainsi

i (i-f- x)(i-+- to;). . .(H- t
n~ l

x] = i H- - x -}-
- tx 2

-*r...
l

v
I t I t I t*

(&quot;) \ (n 2)(rc-l) n(n 1)

Si, apres avoir remplace, dans 1 equation (3), n par 2^ 4- i eta; par

rll

x, on multiplie les deux membres par le produit

n(n-t-l) 1

n -

t X

on obtiendra la formule

(4)

?- 1

) . . . (i

tl

1 fl / 3 3\ i _ // i __ /
1 /I _5\ ~|

^&quot;**i:z3pi &amp;gt;&quot;
&amp;gt; + pEjiiE?w

&amp;gt;

&amp;lt;

l+ ! +-

dans laquelle on aura

(5) H =
t I t~ 1 t

n

Si, au contraire, apres avoir remplace, dans 1 equation (3), n par

2w, t par J
2

et a? par r
ln^x 9 on multiplie les deux membres par le

produit
tn *x~n

,

on obtiendra la formule

dans laquelle on aura

K
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Enfin, si, dans les equations (4), (6), on pose n---cc, alors, en

attrihuant a t un module plus petit que 1 unite, on obtiendra les deux

formules

-4-

^-h^T 2

(i + tx} (i

(8) &amp;lt; i _1 / 1 _3.

(i 4- to.-} (i 4- l*x} (i 4-

dont la seconde, donnee par M. Jacobi, a ete deja rappelee dans le

Compte rendu de la precedente seance.

Si Ton pose, pour abreger,

A,, = (n- t
n

) (\ + l*&quot;
) (i + t*

)
. . .

,

B=(I *)(! *) (I &amp;lt;)...,

(10)

les formules (8), (9) pourront s ecrire comme il suit :

(Ji) Zt x 2

(12) 2f*1iC=B1(i-

la somme qu indique le signe 2 s etendant a toutes les valeurs entieres,

positives, nulle et negatives de n.

On peut aisement passer de la formule (2) aux equations lineaires

que verifieront les premiers membres des formules (8), (9), ou les

premiers membres des formules (n), (12), considered comme fonc-

tions de x. On reconnaitra de cette maniere que, si Ton pose

(13) xC-37 )
1

on aura

(14) x(*) =

On peut, au reste, s assurer directement de Fexactitude des for-
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mules (i4) en remplaejmt t par tx, soit dans les premiers membres

des equations (8) ou (9), soit meme dans les formules (i3). Ainsi, en

particulier, la seconde des formules (i3) donnera evidemment

II est bon d observer encore que y;(a?) est precisement ce que de-

vient le produit

**&amp;lt;j(*a?)
= 2 ******&quot;**&amp;gt;

*

quand on y remplace t par t-.

En partant des formules (i4), on pourra aisement etablir les equa

tions lineaires que verifieront des puissances quelconques des fonc-

tions representees par y^(x) et par ty(x). En effet, si Ton designe

par m un exposant quelconque, positif ou negatif, entier ou meme

fractionnaire, on tirera des formules (14)

Done, si Ton pose, pour abreger,

X(ar) - [X(^)]&quot;S

on aura

A 1 aide de ces dernieres equations, ou, ce qui revient au meme, a

1 aide des formules (i5), on pourra aisement, lorsque m sera entier et

positif, developper

suivant les puissances entieres, positives, nulle et negatives de la va

riable x. On trouvera ainsi, par exemple,

H-k,,,_t t
ntl n xm ^

k, k, , k 2 , . . . , k,n _, designant les coefficients independants de x. D ail-
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leurs, pour obtenir ces coefficients, il suffira evidemment de calculer,

dans le developpement de

[&amp;lt;K *)] &quot;&amp;gt;

les termes proportionnels aux puissances

de la variable x. Or, on y parviendra facilement en regardant [^(a?)]
2

comme le produit de ty(x) par ^(oc), puis [&amp;lt;|&amp;gt;(a?)]

s comme le produit

de
(}

/

(a7) Par [^(^)]
2

puis [ K-37
)]

4 comme le produit de fy(x) par

[&amp;lt;K#)]

3
, ou plutot comme le produit de

[&amp;lt;K#)]

2

par [^(a?)]
2

, ____ Si

Ton pose en particulier m = 2, on trouvera

-

et, par suite, la formule (16) donnera

(17) (2 t
n*xn

)
2 2 t

nn 2 t- n*x v- n 4- tZ *(*-+-!) 2 ^w(in-i) ^j/i-4-i .

Si, dans les equations (16), (17), etc., on attribue a la variable x
des valeurs particulieres, onobtiendrad autres equations, quelquefois

remarquables. Ainsi, par exemple, en posant successivement x = i et

x t, dans la formule (17), on trouvera

(18) CLt ^Y^. CLi-^Y+tCZt^+vy

et

(19) (ZfO+vy^iZt^Zt*&quot;^ 1

*,

\_

puis, en rempla^ant t par t*,

(2_[n+_l)\2It *
) &amp;lt;z2t

n*Ztn (+v.

Les formules (18) ct (20) peuvent encore s ecrire comme il suit :

(21)

(22)
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On tire de la formulc (20)

(33) (H-2f+2f*H-2^ 9
H-...)

a+ (l 2f4-2f 4 2 9+ ...)
2

2(l-4-2/r
2 H-2 8

H-...)
2

.

On pourrait encore facilement etablir les equations lineaires que

verifieraient des produits de la forme

[x(&amp;lt;*)]

/

[^)]&quot;%

ou bien des produits de la forme

a, 6, ... designant des exposants quelconques et, par suite, obtenir

les developpements de semblables produits en series ordonnees sui-

vant les puissances entieres, positives, nulle ou negatives de x. On

trouverait ainsi, par exemple,

Si, dans les formules (i5), le nombre entier m devenait negatif,

alors on pourrait encore deduire de ces formules les developpements

de [xC^)]
7&quot;

e t de
[^(^)]&quot;S par exemple de

suivant les puissances entieres de x. Mais, pour y parvenir, il faudrait

recourir a un artifice particulier de calcul que nous indiquerons dans

le Memoire suivant.

227.

CALCUL DES RESIDUS. -- Memoire sur Vapplication du calcul des residus au

developpement des produits composes d un nombre infini defacteurs.

C. R., T. XVII, p. 572 (25 septembre i843).

Dans ce Memoire, je m occuperai des produits formes par la multi

plication d une infinite de facteurs, dont chacun est le rapport des
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deux fonctions lineaires d une meme variable; et je considererai spe-

cialement le cas oil les diverses fonctions lineaires que renferment les

divers rapports sont des binomes qui surpassent 1 unite de quantites

representees par les termes d une progression geometrique.

Dans le premier paragraphe, j appliquerai le calcul des residus a la

decomposition des produits dont il s agit en fractions simples.

Dans le second paragraphe, je montrcrai comment on peut deve-

lopper Jes memes produits en series ordonnees suivant les puissances

entieres de la variable.

Au reste, je me bornerai ici a indiquer les resultats principaux de

mes recherches, qui seront reproduces, avec plus d etendue, dans les

Exercices d Analyse et de Physique mathematique .

I. - -

Application du calcul des residus d la decomposition de certaines

fonctions en fractions simples.

Soit/(#) une fonction de la variable x, qui ne cesse d etre continue

que pour certaines valours de x qui la rendent infinie, et auxquelles

correspondent des residus determines. D apres une formule etablie

dans le I
ei Volume des Exercices de Mathemaliques, page 212

( ), si

Ton nomme r, R deux modules distincts de la variable z, on aura

(i)

Cela pose, concevons que le produit xf(x) ne devienne pas infini

poura? = o, et que la fonction f(x) ne devienne pas infinie pour x = -

On tirera aisement de la formule (i) : i en supposant que/( s e-

vanouisse avec -,X

( ) QEuvres de Cauchy, S. II, T. VI, p. a65.
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2 en supposant que
- s evanouisse avcc -&amp;gt;

uu Ou

57

d&amp;gt;

(3)

(- It)

;(/(*))

Appliquons maintenantlesformules(2) et(3) aquelques exemples.

Si Ton pose, dans la formule (2),

&quot;

on en conclura, en supposant le module de t inferieur a 1 unite,

t /

[(I -).(! -&amp;lt;*)(!-* ).. I

(i fa?) (i Px). . .(i fa- *

= H- P t
r -h t

1
. . .

(5)

Si Ton pose, dans la formule (3),

&quot;

~
(i f.-r)(i fa?)(i &amp;lt;

3

^). . .(i far-^Ci
3 a;- !

)(i

le module dc t etant toujours inferieur a 1 unite, on trouvera

(7
f or

it5a:- 1

les valeurs de K et de etant

(8) K =

(9)

OEuvrcs de C. S. I, t. VIII.
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Pour determiner la fonction de t, representee par , il suffira de re-

courir a 1 equation lineaire

que verifie la fonction f(oc), et qui se deduit immediatement de la for-

mule (6). En effet, on tirera de 1 equation (10), combinee avec la

formulc (7),

On aura done

Cela pose, 1 equation (9) donnera

(n) / /(e v
-

)//&amp;gt;
2 T: K,

1C

les valeurs de f(oc) et de K etant determinees par les formules (6),

(8), et Ton tirera de 1 equation (7)

i (i -4- tx] (i -+- t*x) (i -+- fix}. . .(i H- tx~ l

) (i H- t
3x~ i

) (i -+- fix* 1

}. . .

~
K (i tx) (i Px) (i t.x). . .(i tx~ l

) (i t*x~ l

) (i tx~ l

). . .

Si Ton pose, dans la formule (2),

( ,3) /(^^f^l
1

^** ^^
on trouvera

/ / i t t-

(i4) ^ ~^ t

la valeur de H etant
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et Ton en conclura

A i I - i. _ i _I

(/*
V II X I

16)

D ailleurs la valeur de /(&}, determinee par la formule (i3), verifiera

evidemment 1 equation lineaire

et, par suite, il suffirait de prendre

i

pour obtenir une valeur def(x) qui verifierait encore 1 equation (10).

Les equations (12) et (16) s accordent avec des formules donnees

par M. Jacobi. Elles peuvent d ailleurs se deduire 1 une et 1 autre d une

equation plus generale, comprise clle-meme dans la formule (3), et

qui parait assez remarquable pour meriter d etre ici rapportee.

Si, en supposant le module de t inferieur a I unite et le module de

compris entre les modules de / et de -&amp;gt; on pose, pour abreger,

[(I- f)(l -*)(l-&amp;lt;)...]

on aura

+ Ox i + Qtx i-+-6t 2 x i-}-6- l tx~ l
i

(20)
i Q i -+- x i-+-tx i -{-fix

_U fl-1
tX

J_ fl-2
t X

Nous ne nous etendrons pas davantage, pour 1 instant, sur les appli

cations des formules (2) et (3), que Ton pourrait multiplier a 1 infini.
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II. Developpement des produits composes cTun nombre infini defactenrs
en series ordonnees suivant les puissances entieres d une variable.

Concevons quo Ton vcuille developper, suivant les puissances en

tieres de la variable x, un produit de la forme de ceux que nous avons

considered dans le premier paragraphe. On pourra, pour y parvenir,

chercher a tirer parti, soit de la decomposition du produit en fractions

simples, soit de 1 equation lineaire a laquelle satisfait ce meme pro

duit, considere comme fonction de x. Dans le premier cas, apres avoir

developpe chaque fraction simple en une serie ordonnee suivant les

puissances entieres et positives ou negatives de x, on obtiendra, pour

coefficient de chaque puissance, la somme d une nouvelle serie, et

il ne restera plus qu a examiner s il existe un moyen facile d obtenir

la valeur de cette somme exprimec en termes finis. Si Ton considere

en particulier les produits representes par les seconds membres des

formules (6), (i3), (18) du paragraphe precedent, alors, en operant

comme on vient de le dire, on resoudra aisement la question pro-

posee, puisque les series dont les sommes serviront de coefficients aux

diverses puissances entieres et positives ou negatives de x se redui-

ront a des progressions geometriques. On pourra, de cette maniere,

etablir aisement les formules

\

( )

tx) (i + t
3 x) (i-j-t

5
x).. .(1-4- to;- 1

)

K (i toe) (i t*x) (i t
5
x). . .(i ix-*} (i

et

_1 .3 _.l I _1^ ^ X
, % 2+ ..

H (i ^d?) (i ^d?) (i t x). . .(i to;- 1

) (i ^^-^(i
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les valeurs de K et de H etant toujours

._.ro ...

et les modules dcs variables x, l devant rester tons les deux inferieurs

a 1 unite. En d autres termes, on aura

ri-+-.z-
2 t i4-.r*/A 2 i-+-^ 6 /^\ 3

&quot;]

1 I 1 O I I I - I - I I

1 IT+F * H
i-M* W 1+*4W

(3)

(4)

x i-\-x 3 t

i -H t i -H I
3 x i -H

5

\^/ I 4- i

_ i -+- x (i + f j;)(i-f-&amp;lt;*j?)(i + ^a?). . .(14-

(i ^^c) (i i
3
ic) (i t*a-). . .(iT- ^a?- 1

) (i ^.i?- 1

) (i r5 ^- 1

II y a plus : si Ton developpe suivant les puissances de x Ic second

membrc de la formulc (5) du I, on trouvera pour terme independant

de x 1 expression

(5) T= i *4- *

c est-a-dire la somme de la serie dont le terme general est

-j- n(n+l)

et pour coefBcient de x11 ou de x~n
Texpression

t
n _ ^3/1+2 + fS,l

+ 9_ 7rc-M2
_!_...,

equivalente au rapport

ou, ce qui revient an memo, au rapport
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par consequent au rapport

T i-t- * &amp;lt;

6 -h... *&quot;(*- )

t
1

-

Done la formule (5) du I donnera

[(I- * )(!-&amp;lt;*) (I-* 6

)...?

(i tx) (i t*x). . .(i tx~ l

) (i t
3^- 1

). . .

T i T i -I- fz-T

les modules des variables t, x devant rester encore inferieurs a I unite.

Lorsque, pour developper suivant les puissances entieres de x un

produit du genre de ceux que nous avons consideres, on veut se servir

de 1 equation lineaire a laquelle satisfait la fonction de x representee

par ce meme produit, alors, pour eviter toute erreur, il faut necessaire-

ment avoir egard au changement de nature que peuvent subir, quand
x varie, les developpements de certaines fractions simples. Supposons,

pour fixer les idees,

(.) .)=
(i tx)(\ Px). . .(i tx~ l

) (i t^x-^). . .

Alors la fonction /(a?) verifiera 1 equation lineaire

(8) f(t*x) + txf(a;)=o.

Posons, dans ce meme cas,

(9) f(x) = 1t n x*,

le signe It s etendant a toutes les valeurs entieres positives, nulle

ou negatives de x, ct 1n designant le coefficient de xn dans /(#). II

semble, au premier abord, quo la formule (8) entrainera 1 equation

de condition

T_l -t-T.i
B = i

l

de laquelle on conclurait
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T etant la meme chose quc T
, et, par suite,

/O) T2( i)&quot;^&quot;

1

^&quot;.

Gependant, cette derniere equation est evidemment inexacte, et 1 on

s en trouvc meme immediatement averti par cette seule circonstancc

que 1 expression Zr ^x&quot; est depourvue de sens, attendu qu on ne pent
sommer la serie divcrgente dont le terme general est

Mais, pour retrouver des formules exactes, il suffira d observer que,

dans 1 hypothese admise,/(#) se decompose en fractions simples dont

une seule,

I tX~

offre un developpement qui change de nature quand x est remplace

par t
z x. Done, avant de recourir a la formule (8), on devra retrancher

le developpement de cette fraction du developpement de f(x). Alors,

a la place de la formule (9), on obtiendra la suivante

(10)

En remplac,ant, dans cette derniere, x par t-x, et ayant egard a la for

mule (8), on formera Tequation

I t (Z/

puis, en developpant f(x) ct
t^ suivant les puissances entieres

de x, et comparant entre eux les coefficients des puissances sem-

blables de x, on trouvera, non seulement

T__ np
71
- -I

/|&amp;gt;

quel que soil x, mais encore
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et, par suite,

ce qui est exact.

Le meme artifice de calcul servirait a deduire les formules (i), (2),

et autres du meme genre, des equations lineaires auxquelles satisfont

les fbnctions de x representees par les produits dont ces formules four-

nissent les developpements.

On peut, des formules ci-dessus trouvees, deduire une multitude de

consequences dignes de remarque; par exemple, on en tire

( (\ H- 2 1 -+- 2 t
f
-+- 2 1

9 4- . . . ) (
i + 2 1* -t- 2 t + 2 1-

1
-+- . . . )

(
I

)

et

(12)
i t

a

Au reste, je reviendrai sur ces formules dans un autrc Memoire, et

j
observerai en finissant que si, dans les equations (i), (2), on rem-

place x par une exponentielle imaginaire, on obtiendra des formules

donnees par M. Jacobi.

Ajoutons que les equations (i) et (2) sont comprises, comme cas

particuliers, dans 1 equation plus generale qui se deduitde la derniere

formule du 8 I. En effet, on tire de cette formule

(.3) &amp;lt;

=

1 -h X l-\-tX l-i-t-X l-\-tX~ i \-\-Px~

i a: x % x*

Ot

la valeur-de etant toujours

^ -

[(I *) (I /
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228.

ANALYSE MATHEMATIQUE. -- Memoire sur une certaine classe de fonelions
transcendantes liees entre elles par un systeme de formula qui four-

nissent, comme cas particuliers, les developpements des fonctions ellip-

tiques en series.

C. R., T. XVII, p. 640 (2 oetobre 1843).

I. Considerations generates.

Concevons que Ton multiplie les uns par les autres divers binomes

dont chacun ait pour premier terme une constante determinee, par

exemple 1 unite. Si les seconds termes de ces binomes varient en pro

gression arithmetique, on pourra en dire autant des binomes eux-

memes, et le produit que Ton obtiendra sera 1 une des expressions

que M. Kramp a designees sous le nom de factorielles . Mais, si les se

conds termes des binomes varient en progression geometrique, le pro

duit obtenu sera une autre espece de factorielle dont les proprietes

remarquables meritent d etre signalees. II importe de distinguer 1 une

de 1 autre ces deux especes de factorielles, en indiquant, s il est pos

sible, a 1 aide du langage meme, le mode de formation de chacune

d elles. Pour atteindre ce but, nous designerons generalement sous le

nom de factorielles des produits composes de divers facteurs que nous

supposerons, pour 1 ordinaire, represented par des binomes dont les

premiers termes seront egaux; puis nous aippettcrons factorielles arith-

meliques celles dont les facteurs varieront en progression arithme

tique, et factorielles geometriques celles qui auront pour facteurs des

binomes dont les seconds termes varieront en progression geome

trique. Dans ce dernier cas, la raison de la progression geometrique

sera en meme temps ce que nous appellerons la raison de la factorielle

geometrique. Le premier terme de la progression, ou le second terme

du premier binome, sera la base de la factorielle.

OEuvres de C. S. I, t. VIII. Q
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Lorsque, dans unc factorielle geometrique, le premier terme de

chaque facteur est une constante qui differe de 1 unite, il suffit evi-

demment de diviser la factorielle par cette constante elevec a la puis

sance dorit le degre est le nombre meme des facteurs, pour obtenir

une autre factorielle dans laquelle chaque facteur a pour premier

terme 1 unite.

Eu egard a cette observation, on peut se borner a considerer, parmi

les factoriellcs geometriques, celles qui offrent pour facteurs des bi-

nomes dont chacun a pour premier terme 1 unite. C est ce que nous

ferons desormais. D ailleurs, nous nous proposons de considerer ici

specialement les factorielles geometriques, composees d un nombre

infini de facteurs; et il deviendra neccssaire de reduire a 1 unite le

premier terme de chaque facteur, dans unc scmblable factorielle, si

Ton veut que celle-ci ne devienne pas nulle ou infinie. Comme cha-

cune des fonctions appelees elliptiques se reduit an rapport de deux

factorielles, on ne doit pas etre etonne de voir les formules deduites

dc la consideration des factorielles geometriques fournir, comme cas

particuliers, les developpements des fonctions elliptiques en series,

ainsi que nous 1 expliquerons dans la suite de ce Memoire.

II. Proprietes diverses des factorielles geometriques.

Considerons une factorielle geometrique, composee d un nombre

infini de facteurs dont chacun ait pour premier terme 1 unitc, les se

conds termes des binomes qui representent les divers facteurs etant

les termes successifs de la progression geometrique

dont la raison / offre un module inferieur a 1 unite. Si Ton designe par

cr(a7, /) cette factorielle dont x sera la base et t la raison, on aura

(i) w(x, t) (H-a?) (i 4- tx} (i+ t
z

x] (i + Px]

Nommons A et B les valours particulieres qu acquiert cette facto

rielle, quand on y pose successivemcnt x ~ t et x - - i. Nommons
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pareillement A,n et Bm les valeurs quo vs(x, f&quot;) regoit quand on y pose

successivement x t
m

, x - -
i&quot;

1

. On aura

A t
A (i -h t) (i + t-) (i 4- :i

) . . .= BJ(/, 0,

B, B (i t)(i t-)(i l*)... ro( /, 0,

et generalement

A /w
=r (I + f&quot;

1

) (I H- **&quot;
) (i -H ^

3/
&quot;)

..=
(*&quot;,

^
&quot;)-

Bw --
(i t

m
) (i t-&quot;

1

} (i f&quot;)
. . . ro( &amp;lt;&quot;

,

&quot;

).

D aillcurs, on tirera cle 1 equation (i)

(2) BJ(O;, (i-h j?)5i(iJ7, 0;

et comme on a, quel que soil #,

I X*- (i 5?) (i -f-07),

on trouvera encore

(3) GJ( ^2
, *) :--CT( ^r, ^)rn(ic, 0-

En remplacant dans cette derniere formulc x par /, on en eonclura

(4) B 2 r^AB;

en remplacant au contraire x par x
m

, et / par &quot;,
on trouvera

(5) Bsro^A^B,,,.

La formule (4), de laquelle on peut deduirc immediatement la tor-

mule (5), a ete remarquee par Euler (Introductio in Analysin infinito-

rum).

Concevons maintenant que Ton multiplie 1 une par 1 autre les deux

factorielles geometriques

w(x,t] =
( -!-) I

1 + tx} (\ + f-x} . . .,

vi (to:-
1

, /) = (n-fa?-
1 )(n-

s a?- 1

) (i-f- fa?- 1

). . .,

et designons, a I aidc de la notation
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la nouvelle factorielle qui resultera de cette multiplication. On aura

(6) H(d7, t) w(x, )is(tx-\t)

ou, ce qui revient au meme,

(7) E(x, (i + x} (i + tx) (i -f- t*x) . . . (i 4- *#- )(! + t*x~ l

)
. . .

ct, par suite,

-i f i _

(8) x *H(x,t} \x*-+- x z

Gomme le second membre de la formule (8) ne varie pas quand on y

remplace x par or*, cette formule entraine evidemment 1 equation

(9) a?~ s
n(4?,0=^*D(a?~SO

quc Ton peut ecrire comme il suit :

(10) U(x,t)=xH(a;- t

,t).

De plus, on tire des equations (6) et (2)

;, t) =rz(tx, t)ix(x-
1

, t),

et, par suite,

:L/, dCar-
1

,~~

ou, ce qui revient au meme,

(12) U(

puis, on en conclut

, t)

x, t)

, t)

et generalement

TL(x,t) = a;
m

t
l+ *-t--+ tm-vU(tm jc, t)
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ou, ce qui revient au meme,

Enfin, la formule (6), jointe a 1 equation (3), entrainera evidemment

1 equation

(i4) n(-x-,t*) = E(-x,t)U(x,t).

Parmi les proprietes dont jouissent les factorielles ts(x, t), U(x, t),

on peut remarquer encore celles que nous allons indiquer.

Si Ton nomme r une quelconque des racines primitives de 1 equa
tion

Xm I = O,

on aura identiquement, quel que soita?,

i xm (\ x )(\ rx} (\ r-x] . . . (i r &quot;~ l

x),

et Ton en conclura

(15) ST(# &quot;,
t &quot;}=.w(x, t}w( rx, t) ...&( rm~ l

x, t),

(16) H( xm
t
tm

)
= H( x

t t) U(~ rx, t) . . .H( rm~ l

x, t).

La formule (i5) permet evidemment de transformer une factorielle,

dont la raison est t
m

, en un produit de plusieurs autres factorielles,

dans chacune desquelles la raison se trouve reduitc a la premiere

puissance de /.

Goncevons a present que Ton construise le produit de n factorielles

de la forme

, t), n(fz#, 0, H(va?, 0, .-.,

X, (x, v, ... designant des coefficients quelconques reels ou imagi-

naires, et que Ton represente par/(j?) ce produit considere comme
fonction de x. L equation

?, E(px, t) E(vx, t)...,

jointe a la formule (12), entrainera evidemment la suivante :

(18) (x} l...
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Si Ton supposait, au contraire,

&quot;

n~(X^,

on trouverait

(20) /( a?) =X-1

Enfin, si Ton supposait

ft ~
n&amp;lt;aar( *)B(6*

alors, en nommant n le nombre des factorielles

et n i le nombrc des factorielles

on trouverait

(oo
^ * ( nr i n
} I \ iAs I \s

la valeur de 6 etant

(28) Q-

Si Ton a precisement n--i~n ou i = o, la formule (22) se trouvera

reduite a

et Ton en conclura generalement, quel que soit le nombre entier m,

(a5) /( a?) = /(&amp;lt;&quot; *)

Cette dcrnierc formule, subsistant quel que soita7, sera encore vraie

si Ton y remplace x par /&quot;&quot; #, ou, ce qui revient au meme, si Ton y

remplace m par m.

La formule (22) ou (25) merite d etre remarquee, comme presen-

tant une relation lineaire tres simple entre deux valeurs diverses de la
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fonction /(#) En partant de cette memo formulc, on peut aisement

decomposer cettc fonction en fractions simples, ou la developper en

serie, comme nous 1 expliquerons clans le paragraphe suivant et dans

de nouveaux Memoires.

III. Decomposition d une fraction qui a pour termes des produits

de factoridles en fractions simples

Le calcul des residus, joint aux formulcs etablies dans le para

graphe precedent, fournit les moyens de decomposer assez facilement

en fractions simples une fraction qui a pour termes dcs produits de

factorielles semblables a celles que nous avons considerees ci-dessus.

Concevons, pour fixer les idees, que Ton se propose de decomposer en

fractions simples la fonction

_~

et supposons encore, pour plus de facilite, que les deux termes de la

fraction comprise dans le second membre de la formulc (i) renferment

Tun et 1 autre le meme nombrc n de factorielles. Alors, en posant, pour

abreger,
/ ~ t\ ^r (

^
f TT ( &quot;\i t \ t^

et

t

GT

on trouvera, pour un module de t inferieur a 1 unite,

w
s etant independanle de x, pourvu toutefois que la suite des residus

partiels dont so composera le second membre de la formulc (3) soit

une serie convergente. De plus, coinme, en vertu des formules (2)

et (6) du II, on aura
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et, par suite, pour x = -i,

i 4- x

il est clair que jp
sera le residu partiel de la fraction

correspondant a la racine i de 1 equation

done aussi . sera le residu partiel de la fraction

correspondant a la racine -- de 1 equation

i -+- &amp;lt;y.x o;

et, pour cette meme racine, le residu partiel de la fonction /(a;) sera

le produit de -
par la valeur de a que determine la formule

(5)

Done la fraction simple correspondante a cette racine dans le second

membre de la formule (3) sera

D autre part, comme, en posant, pour abreger,

(6) e=^^,
aoy. . .
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on aura [voiriz formulc (24) du II]

(7) f(x) = 0f(tv)

et, par suite,

(8) f(x) = Q n
f(t

m
x),

quelle que soit la valeur entiere positive ou negative de TTZ, il en re-

suite que les residus partiels de la fonction /(a?) correspondants aux

racines des deux equations

= o

seront les produits respectifs des rapports

1

et
a t
m a t-&quot;

1

par les expressions
&quot;1 et -&quot;

Done les fractions simples corrcspondantes a ces deux racines dans

le second membre de la formule (3) seront

Done, dans le second membre dc la formule (3), la partie correspon-

dante aux diverses racines de 1 equation

sera

pourvu que o(a?) represente une fonction nouvelle de x determinee

par la formule

ft X
&amp;lt;p(x)

=2 h 1- t/
2 -

T -_!- If* T .-In- / -y T
i 1 uv i.

I U *JLs 1

(9)

fd? I 4- &X

tx~ l

Done, si Ton nomme

OEuvres de C. S. I, t. VIII. IO
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les valeurs successives que prendrait le facteur a , en vertu d un

echange opere entre les coefficients a et , ou a et y, etc., on tirera

definitivement de la formule (3)

(10) /(^) = S a 9(aa?) g 9(6*0 Y?(y*)...

Quant a la valeur de s, on peut la deduire immediatement de 1 equa-

tion lineaire(7). En effet, si dans cette equation lineaire on substitue

la valeur def(x) fournie par 1 equation (10), on trouvera

(i
_

0) 8 _ a_ g
_

Y
_. . . o

et, par suite,

(11) s =^^|l^.
Done la formule (10) donnera

(ia) /(*) = a[^ -
9(*)]

+ 0g
[-L-Q -9(6*)]

+ . . . .

Cette derniere equation suppose, non seulement que le module de t

est inferieur a 1 unite, mais encore que la serie dont 9(0?) designe la

somme est convergente et, par suite, que le module de est renferme

entre les modules de / et de
j-

II est bon d observer que, pour obtenir

la fonction de.2?ici represented par &amp;lt;p(a?),
il suffitde multiplier respec-

tivement par les puissances entieres positives, nulle et negatives de 0,

les divers termes de la serie dont la somme representc 1 expression

On a, en effet,

i-*-tx

Dans le cas particulier ou chaque terme de la fonction f(x) renferme

une seule factorielle, c est-a-dire
?
dans le cas ou Ton a

(-4) /(a:)
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1 equation (12) se reduit a

la valeur de etant

et coincide avec 1 equation (20) de la page 5$ (voir le Compte rendu

de la derniere seance). Alors/(.r) se changera en une fonction ellip-

tique, si chacun des coefficients se reduit a 1 une des quantites

Dans le cas ou chaque terme de la fonction /(a?) renferme deux

factorielles, et ou Ton a

la formule (12) donne

(18) /(*) = a
- ?(a^) + 0g -

9 (

et ainsi de suite.

Nous developperons dans d autrcs Memoires les consequences iinpor-

tantes qui se tirent de la formule (12) et d autres formules du meme

genre, sous le double rapport de 1 Analyse mathematique et de la

Theorie des nombres. Ondoitparticulierement remarquer les resultats

qui se deduisent de cette formule : i quand le coefficient

se reduit a 1 unite; 2 quand les coefficients

a, 6, y, ...

deviennent egaux entre eux. Ainsi, en particulier, en supposant, dans

la formule (17),
J 6 =2 XJl
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et, par suite, = i,

J(x)

on tirera dc 1 equation (18)

(20) f(as) = [i
- O( &amp;gt;.) $( JA)

les valeurs de et de
&amp;lt;&(a?)

etant

-

(22) O ( x} -
,27 J) IJIf^p t}

Si, au contraire, on supposait dans 1 equation (17)

a 6 i

et, par suite,

II i / if* f \ II i 1 1 nr t\
i o \ j* / \ \ i / \ M* &amp;gt; /

(^ 6
) /( 37

)
==

FffT 7vv
[&quot;( *! 0.1

on tirerait de la formule (18)

(24) f(\x} =

les formes des fonctions 9(5?), $(a?) etant toujours determinees par

les equations (9), (22), et les valeurs de 0, etant

(20) 0-ty,

229.

ANALYSE MATHEMATIQUE. - Memoire sur les factorielles geometriques .

C. R., T. XVII, p. 693 (9 octobre i843).

Les factorielles geometriques, telles que nous les avons definies dans

la derniere seance, ont entre elles des relations qui meritent d etre
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remarquees. Nous allons ici nous occuper specialemcnt de ces rela

tions dont plusieurs peuvent assez facilement se deduire des principes

etablis dans les precedents Memoires.

ANALYSE.

Nommons cj(a?, i) une factorielle geometrique, ct composec d un

nombre infmi de facteurs, qui offre pour base la variable x, et pour

raison une autre variable t dont le module reste inferieur a 1 unite. On

aura

Soient de plus A, B les valeurs particulieres que prend la factorielle

K(X, t) quand on y pose successivement#= /, x /; soient pareii-

lement Am et Bm les valeurs particulieres que prend la factorielle

cy(#, i
m
) quand on y pose successivement x t

m
, x = t

m
. On aura

encore

B,= B = (i (i i
2
) (i *

3
). . . cj( t,

et generalement

Am= (i + t
m

) (i + f
2w

) (i 4- i
3w

)-
= w(*

w
,

t
m

),

B OT =(i t
m
)(i t

2m
}(\ t

3 &quot;1

). . . ~w(tm
, t&quot;

1

).

D ailleurs, comme nous 1 avons remarque dans la derniere seance, on

trouvera

et, par suite,

(3)
**! &quot;/

Considerons maintenant une factorielle H(a?, /), representee par le

produit des deux factorielles geometriques

TZ((JC, t), Ts(tX~
l
, t),
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de sorte qu on ait

(4) H(J7, t) = (i + jc)(i +
(5) H(x, t) = xH(tx, t),

(6) TL(x-
l

,t) = U(tx,t),

( 7 ) n(-*, *) = !!(-*, on(*,o-

De plus, en vertu de la formulc (8) de la page 52, on aura encore

.r-Hi-f-
11 (a?, =

ou, ce qui revient au meme,

(8)
n(,*&amp;gt;=g2&amp;lt;&quot;

&amp;gt;&amp;gt; *

et, par suite,

(9) U(

les sommcs qu indique le signe s etendant a toutes les valeurs

entieres positives, nulle et negatives de n. On en conclura immedia-

tement

(10)

Ajoutons que, en vertu de la formule (5) de la page 37, on aura

X -

puis, en remplagant x par
-- et par t*

t

fn-T-l)

En combinant entre elles, par voie de multiplication, la formule (n)
et la premiere des equations (10), on obtient cette autre equation
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digne de remarque :

(12)

Aux formules qui precedent on peut joindre encore la tormuie (20)

(p. SQ), de laquelle on tire, en supposant le module de compris

entrc les modules de t et de -&amp;gt;

jg
la valeur de etant

n(-M)
(*41 B 2

et la valeur de 9(2?) etant

I 4- tx I 4- 2

-i
tx

g-a

Observons d ailleurs quo, en vertu de 1 equation (i5), on aura, si le

module de 6 est inferieur a 1 unite,

et, si le module de surpasse 1 unite,

_y

Done la formule (i3) donnera, pour un module de inferieur a 1 u

nite, mais superieur au module de t,

06)
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et, pour un module de 6 superieur a 1 unite, mais inferieur au module

de ~&amp;gt;

i

(a?,o _ ( ,0 Y 0-&quot;

H(a?,0
:

B 2 2* I + P^-I*

Au reste, pour passer de la formule (16) a la formule (17), il suffit de
a

remplacer, dans la premiere de ces deux formules, par -&amp;gt; et d avoir
m

egard a 1 equation (5).

Comme nous 1 avons deja remarque dans la seance precedente, pour
obtenir Jafonction cp(#), dontla valeur est donneepar la formule (i5),

il suffit de multiplier respeetivement, par les diverses puissances

entieres positives, nulle et negatives de 0, les divers termes de la serie

dont la somme represente la fonction

(18)

Ajoutons qu en vertu de 1 equation (22) on aura evidemment

et

(20)
* * = =0,

La formule (8) fournit immediatcment le developpement de la fac-

torielle TL(x, t) en unc serie ordonnee suivant les puissances entieres,

positives, nulle et negatives de x. Pour developper les rapports

en de semblables series, il suffit de recourir a la formule (n) et a la

formule (16) ou (17), et de developper dans les seconds membres de
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ces tommies les fractions de la forme

en progressions geometriques ordonnees suivant les puissances en-

tieres et positives de /. En operant ainsi, on tirera, par exemple, de la

forrnule (16) ou (17), ou, ce qui revient an meme, des formules (* &amp;gt;),

(i4)et(i5),

n(0^_t) _ n(-0,o v x-

Il(x,tT~ B 2 2^~ ~f 0&amp;gt;

le signe ^ s etendant ici, comme dans les formules (8), (10), (n),

(16), (17), a toutcs les valeurs positives, nulle ou negatives de /i.

Mais une difference essentielle entre laformule (8) ct la formule (21),

c est que la premiere subsiste pour des valeurs quelconqucs de x,

tandis que la derniere suppose le module de x renferme entre les

limites i et --

Posons maintenant

(aa) f(x) = Tl(lx, t)H(pa;, t)H(vjc, t)....

En vertu de la formule (8), qui subsiste quel que soit#, on aura

in designant le nombre des factorielles

?, 0, n(
(u^, 0, H(VJ;, t),

puis, en multipliant les uns par les autres les divers termes dont se

composent les sommes renfermees dans le second membre de la for

mule (28), on trouvera

le signe s etendant toujours a toutes les valeurs entieres de n, et la

fonction de t, rcpresentee par kn , etant une somme de termes propor-
OEiwres etc C. S. I, t. VIII. I i
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tionnels a des puissances entieres, mais positives de t. Comme d ail-

leurs, en posant, pour abreger,

(20) 0- ^\LV. . .,

on tirera de la formule (5)

(i
f\ \ T l *Y* \ fi nr &quot; fit T* i

,i \j I / \ / / \ / 9

les diverscs valcurs de kw devront etre telles que Ton ait

Nl
V^ ^

I,
^.w ^ H\f fn , n-t-m

^*d ~*

ou, ce qui revient au meme,

^1 ^^ . .
n mn

Cette derniere formule, devant etre veritiee quel que soil x, donnera

et par suite, si Ton nomme i 1 un quelconque des nombres entiers

inferieurs a m, on aura

R. fi lc fnmat+4 - fl/t L- . /
mn-ri vi*mmm+i l w K, t

Comme on aura, d autre part, en vertu de la formule (8),

I equation (2.4) donnera

K/ designant une fonction de / liee a k
;

-

par la formule

Ajoutons que, pour deduire de I equation (27) ellc-meme les valours

des fonctions de t representecs par

*0 &quot;!&amp;gt; *&amp;gt;

&quot; m --l&amp;gt;
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il suffira d attribuer successivement a x, dans cette equation, m valours

particulieres. Le calcul devient surtout facile lorsque les valours parti

culieres de x forment une progression geometrique dont la raison r est

une racine primitive de 1 equation binome

xm

En effet, supposons les valours particulieres dont il s agit reduites aux

divers termes de la progression

x, rx, r-K, . . ., /&quot;
t ~ 1

x,

on tirera de la formule (27)

K/ &quot;

II y a plus : comme dans 1 equation (28) la valeur particuliere de x,

designee par x, restera entierement arbitraire, on pourra en disposer

de maniere a simplifier la forme sous laquelle se presentora la valour

de K,. Supposons, pour fixer les idees, que Ton ait

et, par suite,

/(*)

Alors on trouvora
B =

&amp;gt;.^,

/ =

et la formule (28) donnera

/(x)+/(~x)
*

puis on on conclura : i en posant Ox 2 = i,

et

n
fl V \

K,
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2 on posant Ox 2 = 1,

et

On aura done

(29)

Si, dans la formule (29), on pose X =
p.
= i, elle donnera simplement

(3o) \TL(oc /
) i

8- IJlfil
s

.)
n ( a;8 &amp;gt;^)-

- arn ( I &amp;lt;&amp;gt; )n(f.r
&amp;gt;

&amp;gt; ^)

H( ^,^
2

)

Eu egard aux formulos (3o), 1 equation (i i) donne

et, par consequent, elle s accorde avec la formule (17) de la page 54.

Prenons maintenant .

et supposons d abord, pour plus de simplicite, que les deux termes de

la fraction comprise dans le second membre de la formule (82) ren-

ferment Tun et 1 autre le meme nombre m de factorielles. Alors, en

supposant la forme de la fonction
cp (a?) determinee par 1 equation ( 1 5),

ct posant, pour abreger,

(33)

(34) a^
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on aura, pour un module de 6 compris entre les modules de t et de -

zr la formule (12) de la page 74],

(35) f(x\

Si, pour fixer les idees, on prend m = i et X = Oa, la formule (35)

donnera

(36)

et s accordera ainsi avec 1 equation (i3). D ailleurs, eu egard a la for

mule (36), 1 equation (35) pourra s ecrire comme il suit :

(37) /(*

rr\ ( rt f ^ I_ ~~:r
|j 2 A T V

a
/ I

Enfin, comme cette derniere formule ne sera pas alteree quand on y

fera croitre ou decroitre X, et, par suite, dans le rapport de i a - on

de i a t, on doit en conclure qu elle subsistera, non settlement avec

la formule (34), pour un module de compris entre les modules de t

et de -&amp;gt; mais generalement, comme dans la formule (27), pour un

module quelconque de 0. Nous voici done arrive a une equation tres

singuliere, a 1 aide de laquelle une fraction qui a pour termes des pro-

duits de m factorielles

, 0, Il(fxd7, t), ...

Oil

H(aip, H(6d7, t), ...,

peut etre decomposee en parties proportionnelles a des fractions

simples de la forme
?,

la valeur de 8 etant determinee par la formule (33).

On peut, au reste, simplificr encore la forme de Ifequation (35) on

(37), a 1 aide des considerations suivantes.
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Posons, pour plus do commodite,

(38) fl(ar, (H- tx)(\ +

ou, ce qui revient au meme,

(89) Q(tf,

en sorte qu on ait

(4o) U(.v,t)

et soil, en .outre,

, nq.r,
&quot; a(flu,.

Non seulement on aura identiquement

(42) Q(a;, 0=^(^~

et

f(;r)
(43) /^)-

mais, de plus, les formules (34) donneront

(44) 9=-r 7

Cela pose, la formule (35) pourra etre reduite a

et la formule (37) a

Ces dernieres formules offrent le grand avantage de fournir immedia-

tement la decomposition de la fonction f(x) en fractions simples,

dans tons les cas possibles, et meme dans le cas ou les coefficients a,

$, y, . . . deviennent egaux entre eux on bien encore quand 6 se rednit
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a 1 unite. Ainsi, en particulier, en posant m -- 2, on tirera immedia-

tement de 1 equation (45) la formule

dans laquelle on a

et la formule

dans laquelle on a

An reste, nous reviendrons, dans un autre Memoire, sur les tor-

mules (4 ;j) (46) et sur les formules analogues, relatives a la decom

position des fonctions dont les deux termes sont des produits de fac-

torielles en nombres differents. Nous remarquerons seulement ici que
la formule (45) comprend comme cas particulier les belles formules

donnees par M. Jacobi pour les developpements en series des fonctions

elliptiques et des puissances entiercs de ces memes fonctions.

230.

ANALYSE MATHEMATIQUE. - Memoire sur les rapports entre les factorielles

reciproqucs dont les bases varient proportionnellement, et sur la trans

formation des logarithmes de ces rapports en integrates deftnies.

C. R., T. XVII, p. 779 (16 octobre 1843).

Les factorielles de la forme de celles que nous avons representees
a I aide de la lettre II dans les Memoires precedents se reduisent cha-
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cune au produit de deux factorielles geometriques dont la raison est la

meme, ct jouissent de cette propriete que, si Ton egale a zero 1 une

d entre elles, on obtiendra une equation dont toutes les racines, a

1 exception de la premiere, qui sera independante de la raison, se cor-

respondront deux a deux, de maniere a offrir des valeurs inverses ou

reciproques 1 une de 1 autre. Cette propriete, analogue a celle que pre-

sentent les equations reciproques, nous conduit naturellement a desi

gner les factorielles dont il s agit sous le nom defactorielles reciproques .

Nous appellerons d ailleurs base d une factorielle reciproque la base de

la premiere des deux factorielles geometriques dont elle sera le pro

duit, ou, ce qui revientau meme, le second terme deceluides facteurs

binomes qui ne renfermera pas la raison.

Lorsque Ton divise 1 une par 1 autre deux factorielles reciproques

dont les raisons sont egales, et dont les bases varient dans un rapport

donne, on obtient pour quotient une fraction qui peut etre reduite a

une fonction elliptique dans trois cas particuliers, savoir, lorsque les

bases sont egales, mais affectees de signes contraires, et lorsque le

rapport des bases se trouve represcnte, au signe pres, par la racine

carree de la raison. On sait d ailleurs que les trois fonctions ellip-

tiques dont il cst ici question sont liees a la variable que j appelle

base, de telle sorte que le logarithme de la base est exprime par une

integrale delinie, savoir, par une transcendante elliptique de premiere

espece. On sait encore que ces trois fonctions elliptiques sont liees

entre elles par deux equations finies du second degre. Les formules

que fournit la theoric des factorielles reciproques, en reproduisant

tous ces resultats, nous conduisent d ailleurs a un theoreme general

qu on peut enoncer comme il suit :

Divisez I une par 1 autre deux factorielles reciproques dont les raisons

sont egales, ct dont les bases supposees variables conservent toujours enlrc

dies un rapport dojine. Cherchez ensuite le logarithme du quotient ainsi

obteriu. La partie loanable de ce logarithme sera la somme de deux inte-

grales dont la premiere pourra etre facilement determinee, tajidis que la
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seconde representera une iranscendante elliptique qui aura pour amplitude

la fonction elliptique la plus simple, savoir, celle a laquelle se reduit le

quotient des deux factorielles reciproques, quand leurs bases sont egales,

mais affectees de signes contraires.

ANALYSE.

Nommons a(#, /) la factorielle geometrique dont la base est x et la

raison t, en sorte qu on ait

nr(cT, t) = (l -t-x) (l 4- tx] ([

Soit, de plus, II (a?, /) le produit des deux factorielles geometriques

w(x, 0) rs(tjc~
l

, t).

La fonction II (x, t), dont la valeur se trouve determinee par la for-

mule

(1) B[(J7, t) = (l + d?)(l -+- tx}(l + Px}. . .(l + tX- l

}(\-+- t*X- 1

). . .,

sera elle-meme une factorielle d une nouvelle espece, et si, apres avoir

egale cette factorielle a zero, on resout 1 equation ainsi formee

(2) R(x, O-o,

par rapport a la base x, on trouvera pour racines des valeurs de x qui,

a { exception de la premiere
X = I,

dependront toutes de la variable t et se correspondent deux a deux,

de telle sorte que deux racines correspondantes

t
1 et

tn

soient inverses ou reciproques Tune de 1 autre. Cette propriete de la

factorielle II(a:, t) est pour nous un motif de la designer sous le nom

de factorielle reciproque. Cette denomination pouvait lui convenir d au-

tant mieux que dejal on nomme equation reciproque une equation dont

12
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les diversos racines, prises deux a deux, sont reciproques Tune de

1 autre, et que la formule (2) se reduit elle-meme a une equation reci-

proque, lorsque Ton debarrasse son premier membre du facteur binome

independant de /, c est-a-dire du facteur i -+- x.

Concevons maintenant que, l\(x, t) etant regarde commc fonction

de a?, on pose

(3) &amp;lt;b(x}
= xVx \n(x t t),

et considerons, outre la factorielle reciproque Tl(x, t), d autres facto-

rielles de memo cspece

II (X a?, 0, n(fxa?, 0,

dont les raisons soient les memes et dont les bases \x, y,x, . . . soient

a la base x dans des rapports donnes X, p.,
____ D apres ce qu on a vu

dans le Memoire precedent, si Ton fait, pour abreger,

A 57(^,0, Bmci( t, t)

et generalement

A -
7rr( / tm \ R m(_ /&quot;* fm \^m &quot;J \ L

y
L

)&amp;gt;
&m w

\ * * Ji

on aura

la valeur de etant

Mais, eu egard a 1 equation (3), on aura encore, quel que soit

Done la formule (4) donnera

(5)
11 (x, t) ii(Xjxd7, t) ir-H( ty, o

Si, dans 1 equation (5), on pose X = i, a 0, aiors, en ayant
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egard aux formules

on trouvera

n(-g,01I(-0g,0_aA n(M) fi
11(^,01

~
0&quot;

&quot;

T^ ffFM) U
&quot; *

ll(* J

puis, en remplacant 6 par 0,

no-*. o n(0g,o ._ a A n(-0.ori ^ D n(- 0^,01
&quot;&quot; - -

&quot;^&quot; o [2
JJxl n^, o J

Concevons a present que Ton representepar u le rapport des deux fac-

torielles reciproques

par o&amp;gt; sa valeur correspondante a = i, et par v ce qu il devient

quand on y rcmplace par 0, en sorte qu on ait

_

Si d ailleurs on pose, pour abreger,

. n(-M)

(n) a = |-*(0),

les formules (G), (7) donneront

(12)
B 2

Si dans les equations (i 2) on remplace a? par x, alors, en vertu des tor-

mules (8) et (9), CD se changera en -&amp;gt; u en - et v en - On aura done
W CO
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B 2 u

b --

.

2 A 2

B 2

;-
2 A 2

puis on en conclura, en combinant par voie de soustraction la premiere

des equations (12) avec la seconde des equations (i3), et la seconde

des equations (12) avec la premiere des equations (i3),

Enfin, si Ton combine par voie de multiplication la formule (i4) et si

Ton pose, pour abreger,

&amp;lt;-&amp;gt;

on trouvera

B 4

Commc, dans cette derniere formule, CD est independant de 6, la con-

stante t en doit etre pareillement independante, ainsi que le second
j

membre de la formule (16). D ailleurs, en prenant = ^, on aura

et par suite la formule (16) donnera

(18) 21 =
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L equation (17) est unc equation differentielle entre to et a?, de la-

quelle on peut aisement deduire la valeur de l(a?) exprimee en fono

tion de to par une integrate definie. En effet, on tire de 1 equation (17)

(19) .rD^lco u

ou, ce qui revient au meme,

(20) c2 Dx to = COU,

u etant racine de 1 equation

B*
(21) = 7-4 (* 2 + C0

~ 2
)

Comme d ailleurs co s evanouit avec II( x, t) pour x = i, on tirera

de 1 equation (20), en supposant la partie reelle de x positive,

ltf= .

Entin, comme, en vertu de 1 equation (21), le produit cou se reduit,

au signe pres, a

B 2

il est clair que le second membre de la formule (22) sera une trans-

cendante elliptique, et meme de premiere espece.

Eu egard a la formule (19), les equations (1.4) donnent

(23)

c 2 A 2 u + a b

u 2 A 2 v a -\- b

D ailleurs, la premiere des equations (23) peut s ecrire ainsi

II( Qx, t) 2 A 2 u + a b
/ O i i _ _. _

\ ^f rr/^^/\
~ W kr\ ki r\i

s . L i O A CO A CO

et comme, en vertu de la formule (21), u represente, au signe pres,
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le produit de -^ par la racine carrec du trinome o&amp;gt;

2
2t-}-(o- 2

, il

resultc de 1 equation (24) que le rapport

n( Ox, t}

considere commc fonction de x, se reduit a une fonction algebriquc
de 1 expression

- n ( #,

qui represente la valcur du meme rapport correspondante a = i.

Si, dans les seconds membres des equations (12), on substitue les

valeurs de - et de -
&amp;gt; tirees des formules (28), on trouvera

(25)

xDx I u = - -__
(
u _t_ a &)

_
a&amp;gt;

A
&quot; 1

6)
x\jx \v -- - -

(u a + b) b.
A&quot;

1
co

.A&quot;
co
-1

De ces dernieres formules, combinees avec 1 equation (20), on conclut

A&quot; a k a b

(26)

A co Ar^co&quot;
1

coy A co Ar&quot;
1

^&quot;
1 u

A&quot;
1

_ A _u
A:-*

b_~-
a

A&quot;
1
co A: co

-1
coy Ar

-1
co coA&quot;

1 v

Si maintenant on integre, par rapport a w, les deux membres de cha-

cune des equations (26), a partir de la limite to = o, qui correspond
a x == i, et si de plus on observe que pour x = i on a

,

ou, ce qui revient au meme,
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alors, en posant, pour abreger,

(27) V=f r ~ -
, &amp;lt;?=f j^-.

k
~\

,

JQ
/tco K w u Jo

/c w /rco

et ayant egard a la formule (22), on trouvera

95

(28)
n( 0, o

et par suite les valeurs des rapports

_
~

( 5 a?,

consideres comme fonctions de x, seront

(i k*tfyx-a

7, 11(1,

(29)

w designant le rapport
-

&amp;gt;
et t), ^ etant des fonctions de CD de-

11(^7, t)

terminees par les formules (27). Observons d ailleurs que, en vertu

des formules (27) et de 1 equation (21), les integrales t), V seront des

transcendantes elliptiques de troisieme espece.

Les formules (28) ou (29) paraissent dignes de remarque : clles

montrent comment les rapports , v dependent des transcendantes

elliptiques XD, t?, et reciproquement comment ces transcendantes de

pendent des rapports u, v. Dans le cas particulier ou Ton prend

t
z

L
&amp;gt;

on trouve

par consequent
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et, de plus,

(3o) * == --
TTT&quot;nU 2

, t)

Gela pose, les formules (29) donneront

in(**, t) n(**, t)
, ,

i
.ar

et

la valeur de etant determinee par 1 equation (3o). Lorsque, dans les

formules (3i), on remplace x par une exponentielle trigonometrique,

les trois fonctions de x, representees par les rapports ou produits

W =: -
a? n TL(x t) IKx t)\As

y
If I J.JL I iX-

j
t* I JIJL I x-

j
t I

deviennent respectivement proportionnelles aux trois fonctions ellip-

tiques dont 1 usage est le plus frequent, et les formules (3i) se redui-

sent aux deux equations connues par lesquelles ces trois fonctions

elliptiques se trouvent liees 1 une a 1 autre.

Plusieurs des formules qui precedent supposent que la partie reelle

de la variable x est positive. Mais il est facile de voir comment ces

formules devraient etre modifiees si la partie reelle de x devenait ne

gative. Ainsi, par exemple, on devrait alors, en integrant les equa
tions (20) et (26), effectuer les integrations a partir des valeurs des

variables qui correspondent, non plus a x = i , mais a x = i , ou a

une autre valeur particuliere de x dont la partie reelle serait nega

tive.

Je developperai, dans d autres articles, les consequences des for

mules que je viens d etablir, et, en terminant le present Memoire, je

me bornerai a remarquer que plusieurs de ces formules peuvent faci-

iement se deduire, non seulement de 1 equation (4)&amp;gt;
niais aussi de
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1 equation analogue qui fournit la valeur du rapport

Cette derniere equation se reduit a

la derivee de $(#), determinec par la formule

f(*&amp;gt; ==!&amp;gt;*(*).

231.

CALCCL INTEGRAL. Sur la reduction des rapports de factoriellcs

reciproques aux fonctions elliptiques.

C. R., T. XVII, p. 8a5 (a3 octobrc 1843).

M. Jacobi a ramene 1 evaluation des fonctions ellipliques a la deter

mination des rapports existants entre les fonctions que nous appelons

factorielles reciproques, et specialement a la determination de la valeur

quo prend un semblable rapport, lorsqu il a pour termes deux facto

rielles dont les bases sont egales, mais affectees de signes contraires,

ou dont les bases, divisees 1 une par 1 autre, fournissent un quotient

egal, au signe pres, a la racine carree de la raison. On peut, avec

quelque avantage, suivre une marche inverse, et, apres avoir etabli

directement, comme nous 1 avons fait dans les precedents Memoires,

les proprietes remarquables dont jouissent les rapports de factorielles

reciproques et les formules qui expriment ces proprietes, on peut

tirer de ces formules celles qui servent a reduire les rapports donl il

s agit aux fonctions elliptiques.

II y a plus : en operant ainsi, on reconnait facilement, et les moditi-

cations que les formules de reduction doivent subir quand les bases

OEuvfcsde C. S. I
,
t. VIII. I 3
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ou les raisons des factorielles deviennent imaginaircs, ct les condi

tions sous lesquelles subsistent cos memes formules, qui sont 1 ohjet

principal dc ce nouvel article.

ANALYSE.

Soit II(#, t) la factorielle reciproque qui correspond a la base x et a

la raison t, dont on suppose le module inferieur a 1 unite. Alors, en

prenant
w(x, t) : (i -4- a?) (i 4- tx) (i -+- t-x) . . .,

on aura
, r=Gj(o?, ^(far-

1

,

ou, ce qui revient au meme,

(1) HO, *) (i + aO(i-+-*a?)(

Concevons d ailleurs que, U(x t t) etant considere comme fonction

de x, on fasse, pour abreger,

(2) (x) = xT)x \TL(x,l), 3&amp;gt; (x} = Vx (x}

et

(3) . A = w(t,t), &= &( t,t).

On trouvera

Soit maintenant

On tirera dc la formule (4), en prenant - - i ,

puis, en remplacanta? par x,
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On aura, par suite,

(6) *[0 (.r) 4- &amp;lt;& (-*)]= -^( w2 ~ w ~ 2
)-

D autre part, la premiere des formules (2) donnera

$(#) $( #)=. ~xDx \(,).

Done, si 1 on pose, pour abreger,

(7) #Da;lco. u,

on aura

&amp;lt;1&amp;gt;O) &amp;lt;&(-- .2?)
= v,

et Ton tirera de la formule (6)

B 1

arD^u^ -V-
4 (u

s a)- 2
),

(

puis de celle-ci, combinee avec 1 equation (7),

B 4

uD^ J =
7-^ (W

2 W- 2
)D^lw

ou, ce qui revient au meme,

B 4
o&amp;gt;

2
-&amp;lt;o-

2

uD u = --

Or, il suffira evidemment d integrer 1 equation (8) pour obtenir la

valeur de u exprimee en fonction de o&amp;gt;. Si, pour fixer les idees, on

assujettit les deux membres a s evanouir apres 1 integration pour la va

leur /* de x, a laquelle correspondent des valeurs nulles de $(a?), de

&amp;lt;&( a?), et par suite de u; alors, en posant

(9)

on trouvera

rn(-^)T r u(?,i) i
&quot;7^~r r

j-
&amp;gt;

BU*,J LH( *,-;

4

(10) =p( ai-4-u-).

Les formules (7) et (10) coincident avec colics quo nous avons
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obtenues d une autre maniere dans le precedent Memoire. On peut
d ailleurs presenter 1 equation (7) sous la forme

/ i

toy

Ajoutons que si, en nommant unc valeur quelconque de x, on pose

la valeur de 21, determines par la formulc (9), verifiera generalement
1 equation

04) 2t A 2
-4- A- 2

B 4

Soient maintenant

:

n(^r n
(*,o

D apres ce qui a etc dit dans le precedent Memoire, on aura encore

i

k a k a b

1_

A co A&quot;
1
co

1 u

A&quot;
1 b a

cou A 1

co A: co&quot;
1 u

ou, ce qui revienl an meme, cu egard a la formule (n),

( 7)

Les formules (n) et (17), dans lesquelles u designc une racine de

1 equation (10), sont les trois equations differentielles qui subsistent

entre la variable x et les fonctions de x representees par les trois rap

ports

, it, v.

11 seinble, au premier abord, que ces equations differentielles de-
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vraient etre restreintes au cas oil les parties reellcs des monomes

JC, U, V

et des binomes
i A 2

o)
2

,
i A~ 2

&)
2

restent positives. Mais comme, en realite, une expression de la forme

D,l*

se reduit an rapport

et, par consequent, se transforme en cette autre expression

Uw 1
( X],

quand la partie reelle de x devient negative, il est clair que les for-

mulcs (i i) et (17) s etendent a tous les cas possibles. Seulement, pour

que les notations ne presentent a 1 csprit rien de vague et d indeter-

mine , il sera convenable de remplacer dans ces formules x par x

quand la partie reelle de x deviendra negative, et d y remplacer de

meme les monomes ou binomes

u, c, i A 2 w 2
,

i A-~ 2
&r,

quand leurs parties reclles deviendront negatives, par les monomes

ou binomes

Si dans les formules (17) on pose = t~, on aura

et alors, en faisant, pour abreger, c k- ou, ce qui revient au meme,

fn(-^ &amp;lt;)T

() CH r^
_n(.

2
, /)

_
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on trouvera

i I)w l

-j= 2 &quot;jn^. t }

09)
- f - \ \

x 1
JJ I 1

j
I

= 0.

D.l[-

D ailleurs on tirera des formules (9) et (10), jointes a la formule (18),

(20) 2l = CH-C- ,

B 4 *

(21) W 2 U 2 =r T-I-; (I CW 2
) (I C- W 2

).
4 A*

En integrant la formule (i i ) etles formules (19), on obtient : i une

equation transcendante entre x et le rapport

2 deux equations finies entre ce rapport et les produits

--
&amp;gt;

^;

Mais les formes des trois equations ainsi obtenues peuvent varier avec

la nature des valeurs reelles ou imaginaires attributes a x et a t.

Supposons, pour fixer les idees, que la raison t et la base x soient

des quantites positives. Alors la fonction

n(-,
co --=

sera reelle, et cette fonction, qui s evanouira : i pour x i; 2 pour

x /, deviendra un maximum pour la valeur t
2
de x qui verifiera la

condition

ou
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Ce maximum sera done la valeur de w correspondante a x = t~
, c est-

a-dire

V^.

De plus, pour une valeur de x inferieure a I unite, inais superieure
_^

a t* , la derivee D^co devra etre negative, attendu que o&amp;gt; decroitra pour

des valeurs croissantes de x, et par suite le produit

sera lui-meme negatif, tandis que les binomes

I CO) 2
,

I C^ OJ
2

seront positifs. Done alors 1 equation (21) donnera

(
28

)
wu = -^ y^C

1 CW*.H c- 1 2

)
.

Si maintenant on pose, pour abreger,

(24) w v

on trouvera

P ,

2 j\.

et, en integrant la formule (n) de maniere que les deux membres

s evanouissent apres 1 integration pour x = i, on tirera de cette for

mule

(25) \x~ -
C-y,

les valeurs de C et de s etant

dpr p

&quot;/ i/r=y/i c 2 sin 2

/&amp;gt;

L integrale que determine la formule (27) est une transcendante cllip-
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tique de premiere espece. Le coefficient c et Tangle p sont ce qu on

nommc le module et Vamplitude de cette integrate. Cela pose, p etant

Tamplitude de s, on tirera de la formule (24), jointe aux equations (5)

et(2,5),

-- - n( x, t]
sm/? c -rr-

(

^&amp;gt;

la valeur de x etant

(
29) x e-z*.

D ailleurs, en integrant les formules (19), et observant que Ton a

o&amp;gt; o pour a? = i, on en tirera

1 CM* =

(3o)

n( ** t)
n (^ ^)

ou, ce qui rcvient au meme, eu egard a la formule (24),

c- sin 2

/?

cos/?

Les fonctions trigonometriques de I amplitude p d une transcendante

elliptique de premiere espece, par exemple

sin/&amp;gt;, tang/?,

et meme 1 expression

sin-/;

ont ete designees par M. Jacobi sous le nom de fonctions elliptiques.

Parmi ces fonctions, celles dont 1 usage est plus frequent sont les trois

expressions

sin/?, cos/?, y/ c 2

sin-/?.
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D ailleurs la determination de ces dernieres se trouve ramenee par les

fonnules (28) et (3i) a la determination des rapports qui existent

entre les factorielles reciproques, dont les bases sont proportionnelles

a la variable reelle
OC c

Concevons maintenant que, la raison / etant toujours reelle et posi

tive, la base x devienne une exponentielle trigonometrique, de sorte

qu on ait

(32) *= **=*,

j* designant un arc reel. Posons d ailleurs, comme dans les precedents

Memoires,

(33) Q(o?, =iw(tx,t}rz(tx-
1

, t},

on aura

par consequent,
i x i2( x, t)

i -+- x i2
( x, t

)

puis, en substituant pour x sa valeur e^^-* , on trouvera

la valeur de W etant

ir

ou, ce qui revient au meme,

,._ (i t

~

Cela pose, il est clair que, pour des valeurs croissantes de ^, com

prises entre les limites ^ = o, ^ = TT, le produit

OEuvres de C. S. I, t. VIII. 1 4
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croitra lui-meme depuis la limite zero jusqu a la limite - On pourra

done supposer
l

tang
- = v/c tang/?,

p designant une variable reelle qui deviendra nulle pour &amp;lt;|&amp;gt;

= o, et

acquerra la valeur -
pour &amp;lt;|

= -. Alors la formule (34) donnera

(36) w = y/c tangly/ i,

et Ton tirera des equations (i i), (21)

WJ COS 2
/?

(87)
B 4

co
2 u2 cos 4

/? YTI ( c
,

2 sin 2
/?),

la valeur de c
r
etant

(38) c, v/i c 2
.

D ailleurs, /?
croissant avec ^, D^ devra etre positif, et par suite, eu

egard a la premiere des formules (37), le produit COD cos 3

/? devra etre

negatif. On aura done

B2 1 p
i I 9 O \

&quot;

TX I VI
wy cos 2

/? = (i c 2 sin 2
/?)

2
, D D u/=-

2 A 2
(i c 2 sin 2

/?)
2

puis, en integrant les deux membres de la derniere equation, de telle

sorte qu ils s evanouissent pour/? = o, on trouvera

~P
(39)

4&amp;gt;

= C / -

la valeur de C etant toujours determinee par la formule (26); on aura

done

(4&amp;lt;&amp;gt;) J ^O,

la valeur de s etant

,==
c 2 sin 4

/?
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et, par consequent, p sera I amplitude de 1 integrale elliptique

le module etant represente, non plus par la quantite positive c, niais

par une autre quantite positive c
t
liee a c, de maniere que Ton ait

(42) C2
4-C,

2 =:I.

Cela pose, on tirera de la formule (36), jointe a I equation (5),

(43)

p designant I amplitude de s relative au module c,= \/i c* ,
et la

valeur de x etant donnee par la formule

1 / f \ /v. aGS I/ 1

(44) x e

De plus, en integrant les equations (19), on obtiendra de nouveau les

equations (3o), desquelles on tirera, eu egard a la formule (36),

(45) et

i,o n( fix, t) i

Ajoutons que, en tenant compte de la formule (18), on tirera des

equations (43) et (45)

_
8111 P &quot;

T77~
(*&amp;gt;

_
COS/3 _ -

_-
j i^

ni-r-o-, t) x*

n ( tv) H(&amp;lt; x, t )--- ---- c sn =
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Ajoutons encore que, en vertu de la formule (44) on a
&amp;gt; Pour une

valeur dc ^ Cs comprise entre les limites o, -&amp;gt;

- l
r i/

et qu il suffit de rcmplacer x
2

par e* , dans les seconds membres

des formules (45), (46), pour rendre ces formules applicables, non

seulement au cas ou Tangle ty
reste compris entre les limites o, -&amp;gt;

mais encore au cas ou cet ansrle est renferme entre les limites - et TC.
2

En vertu des formules (46), la determination des trois fonctions

elliptiques

sin/?, cos/?, y/i cj sin 2
/?

se trouve ramenee a la determination de rapports entre des facto-

rielles reciproques dont les bases sont proportionnclles a la variable

imaginaire

Pour que les formules (28), (3i), (46) puissent effectivement servir

a la determination des fonctions elliptiques

sin/?, cos/?, v 1 c2
siri

2

/?, \/ i cf sin 2
/?,

lorsque les valeurs de s et de c sont donnees, il est necessairc de pou-
voir deduire les valeurs des quantites C et t de la valeur supposee
connue d un module c. On y parvient aisement a 1 aide des considera

tions suivantes.

Posons

C
J V 1 r sin1/?

ou, cc qui revient au meme,

(48) g= +- -
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et soil de plus T ce que devient ? quand on y remplace c par c
t

. On

tircra de la formule (3g), en y posant p = -&amp;gt;

Ti = CT;

par consequent

(49) C=,

i

et des formules (20), (27), en y posant x t*
,

1 -5S
* e-^e T

;

par consequent

(50) t = e~~^ .

7T

On peut remarquer d ailleurs que, en posant/?
-

et, par suite,

x = t
2

, on tire de la premiere des formules (3o)

Jusqu ici nous avons suppose la raison t reelle et la variable x

reduite a une quantite reelle ou a une exponentielle trigonometrique.

Nous pourrons, dans un autre Memoire, examiner les resultats que

fournissent les integrates des formules (n) et (19), lorsque les

variables x, t regoivent des valeurs imaginaires quelconques. Les

calculs qui precedent montrent deja le parti qu on peut tirer de ces

integrates, et comment on peut en distraire immediatement les for

mules qui reduisent les fonctions elliptiques a des rapports de facto-

rielles reciproques. Observons, au reste, que ces formules coincident,

quand la variable x est imaginaire, avec celles qu a donnees M. Jacobi,

et qu on peut, comme Ton sait, passer de ce cas a 1 autre, a Taide de

transformations connues.

J ajouterai que les formules (16) ou (17), dont les integrates servent
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a transformer en rapports de factorielles des integrates elliptiques de

troisieme espece, pourraient elles-memes se deduire d une equation

donnee pour cet objet par M. Jacobi.

232.

ANALYSE MATHEMATIQUE. Memoire sur les fractions raliomielles que I on

peut extraire d une fonction transcendante , et specialement du rapport

entre deux produits de factorielles reciproques .

C. R., T. XVII, p. 921 (3o octobre 1843 ).

On salt quc d une fraction rationnelle quelconque on peut extraire

une suite de fractions simples dont la somme augmentee, s il y a lieu,

d une fonction entiere de la variable, reproduit la fraction rationnelle

donnee. On sait encore que, dans son Introduction a I Analyse des

infiniment pelits, Euler a decompose en fractions simples quelques

fonctions transcendantes, entrc autres la cotangente d un arc variable,

et que les formules du calcul des residus fournissent une multitude de

semblables decompositions. Les fractions simples dont il s agit ici

out pour denominateurs les facteurs lineaires, non de la fonction pro-

posee, mais de sa reciproque, c est-a-dire du rapport qu on obtienten

divisant 1 unite par cette fonction, et les carres, les cubes, etc. de ces

facteurs, lorsque la fonction reciproque, egnlee a zero, produit une

equation qui offre des racines doubles, triples, etc. Quant aux nume-

rateurs des fractions simples, on les suppose generalement reduits a

des constantes; mais cette reduction peut avoir des inconvenients que

nous allons signaler.

Concevons qu une fonction transcendante donnee, etant multipliee

par un facteur lineaire de sa reciproque ou par le carre, le cube, etc.

de ce facteur, si celui-ci devient double, triple, etc., le produit ainsi

obtenu acquiert toujours une valeur finie pour une valeur nulle de ce
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facteur lineaire. On pourra generalement extraire de la fonction

transcendante une suite de fractions simples dont les numerateurs

seront constants; et, si ces fractions simples forment une serie conver-

gente, alors, en retranchant leur somme de la fonction transcendante,

on obtiendra pour reste une fonction nouvelle qui aura la propriete de

ne jamais devenir infmie pour aucune valeur fmie de la variable. Cette

propriete remarquable entrainera une foule de consequences utiles.

Ainsi, parexemple, en y ayant egard, on conclura de notre theoreme

sur la convergence des series que la fonction nouvelle sera generale

ment developpable en une serie convergente ordonnee suivant les

puissances ascendantes et entieres de la variable.

Mais la condition ci-dessus enoncee peut n etre pas remplie; en

d autres termes, il peut arriver que la serie formee par les fractions

simples soit divergente, et alors il importe de remplacer cette serie,

s il est possible, par une serie convergente. Or, dans un grand nombre

de cas, on parviendra effectivement a ce but, en substituant aux nume

rateurs constants des fractions simples des numerateurs variables,

ainsi que nous aliens 1 expliquer.

Supposons, pour fixer les idees, que toutes les racines de 1 equation

qu on obtient en egalant a zero la reciproque de la fonction donnee

soient des racines simples, et considerons la fraction simple qui a pour
denominateur le facteur lineaire correspondant a 1 une de ces racines.

Le numerateur constant de cette fraction simple sera la valeur qu ac-

quiert le produit de la fonction donnee par le meme facteur lineaire,

quand celui-ci s evanouit. Or, concevons que Ton multiplie ce nume

rateur constant par une fonction auxiliaire, savoir, par une fonction

entiere ou meme transcendante, qui se reduise a 1 unite quand le fac

teur lineaire s evanouit, et qui nedevienne jamais infmie pour aucune

valeur fmie de la variable. La fraction simple que Ton considerait se

trouvera remplacee par une autre dont le numerateur ne sera plus con

stant, et Ton pourra generalement choisir la fonction auxiliaire de

telle sorte que la nouvelle fraction et les fractions simples de meme

espece, correspondantes aux divers facteurs lineaires, forment une
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serie convergente. D ailleurs, cette condition etant remplio, la sommc

des fractions simples, retranchee de la fonction proposee, donnera

pour reste une fonction nouvclle qui aura la propriete de ne jamais

devenir infinic pour une valeur finie de la variable et qui, par suite,

sera generalement developpable en une serie convergente, ordonnee

suivant les puissances ascendantes et entieres de cette variable. Ajou-

tons que la somme des diverses fractions simples pourra etre facile-

rnent exprimee, a 1 aide des notations du calcul des residus, par une

formule qui s etendra au cas merne ou la reciproque de la fonction

transccndante donnee offrirait des facteurs doubles, triples, etc., c est-

a-dire au cas ou des racines multiples verifieraient 1 equation qu on

obtient quand on egale cette reciproque a zero.

Si la fonction transcendante donnee devenait infinie : i pour une

valeur nulle de la variable ;
2 pour d autres valours finies de la memc

variable, sans qu il fut possible d en extraire une ou plusieurs frac

tions simples correspondantes a la valeur nulle, on pourrait encore

extraire de la fonction transcendante des fractions simples correspon

dantes aux autres valeurs finies de la variable et meme, en operant

comme on 1 a dit, faire en sorte que ces fractions simples formassent

une serie convergente. Alors la difference entre la fonction transcen

dante et la somme des fractions simples serait une fonction nouvellc

qui ne deviendrait jamais infinie pour des valeurs finies de la variable,

distinctes de la valeur zero. Par suite, en vertu de { extension donnee

par M. Laurent an theoreme sur la convergence des series, la nouvelle

fonction serait generalement developpable en une serie convergente

ordonnee, non plus suivant les puissances ascendantes, mais du moins

suivant les puissances entieres, positives, nulle et negatives de la va

riable.

Les principes que nous venons d exposer s appliquent avec la plus

grande facilite au developpement du rapport entre deux produits de

factorielles geometriques, ou memo de factoriellcs reciproques. On

arrive alors aux propositions suivantes :

THEOREME I. - - Le rapport entre deux produits de factorielles geome-
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triques dont la raiso?i est la meme, et dont les bases sont proportionnelles,

peut se decomposer en deux parties, dont I une est la somme de fractions

simples quiforrnent une serie convergente, tandis que I autre partie ett la

somme d une serie convergente ordonnee suivant les puissances entieres et

ascendantes de I une des bases. La premiere partie disparait lorsque le

denominateur du rapport est remplace par Vunite, et la seconde, quand
ce denominateur renferme plus defactorielles que le numerateur.

THEOREME II. - - Le rapport entre deux produits de factorielles reci-

proquesdont la raisojiest la meme, et dont les bases sont proportionnelles ,

pent se decomposer en deux parties, dont I une est la somme de fractions

simples qui formenl une serie convergente, landis que I autrepartie est la

somme d une serie convergente ordonnee suivanl les puissances entieres

positives, nulle et negatives de t une des bases. La premiere partie disparait

lorsque le denominateur du rapport est remplace par I unite, et la seconde

partie, quand ce denomijiateur renferme plus de factorielles que le nume

rateur. Ajoutons que cette seconde partie est toujours representee par une

somme defactorielles reciproques .

ANALYSE.

Soit/(o?) une fonction transcendante, qui reste toujours continue

cntre deux valeurs de x propres a verifier 1 equation

( )

f^]
=

et qui soit telle qu a une pareille valeur de x corresponde toujours

un residu fini et determine de/(a?). Si les divers residus partiels, dont

la somme est representee par { expression

^ X Z

forment une serie convergente, alors, en posant

OEuvresdc C. S. I,t. VIII. ]5
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on obtiendra pour F(a?) une fonction nouvelle qui ne deviendra plus

infinie pour aucune valeur fmie de la variable x. Par suite, la nou

velle fonction F(a?), qui, ajoutee a 1 expression

reproduira la fonction donnee/(a?), sera generalement developpable

en une serie convergente ordonnee suivantles puissances ascendantes

et entieres de x.

Soit maintenant

*(*)

une fonction dea?qui reste fmie pour une valeur finie quelconque deo:,

et qui, de plus, verifie la condition

(4) &amp;lt;MO
=

J

la nouvelle fonction F(a?) jouira encore des proprietes enoncees, si

Ton pose

Cette derniere formule suppose la fonction ^C^) choisie de manierc

que les residus dont la somme estrepresentee par 1 expression

r (/&amp;lt;&amp;gt;) *(6)

forment une serie convergente.

Si la fonctiony(a?) devient infinie pour une valeur nulle de x, sans

qu il soit possible d en extraire un residu correspondant a x = o, et si

Ton evite decomprendre zero parmi lesvaleurs de z auxquelles serap-

porte le signe dans 1 expression (2) ou (6), la fonction F(a?) deter-

rninee par I equation (3) ou (4) ne deviendra jamais infinie pour dcs

valeurs finies de x distinctes de zero, et par suite cette fonction sera

generalement developpable en une serie convergente ordonnee sui-

vant les puissances entieres positives, nulle et negatives de la va

riable x.
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Nous donnerons, dans un autre article, 1 application de ces formules

generales aii developpement de diverses fonctions, et specialement

au developpement du rapport entrc deux produits de factorielles.

233.

ANALYSE MATHEMATIQUE. Rapport sur un Memoire de M. LAURENT, qui a

pour litre : Extension du theoreme de M. Gauchy relatif a la conver

gence du developpement d unc fonction suivant les puissances

ascendantes de la variable x.

C. R., T. XVII, p. 938 (3o octobre 1843).

L Academie nous a charges, M. Liouville et moi, de lui rendre

compte d un Memoire deM. Laurent relatif a 1 extension d un theoreme

que Fun de nous a donne dans le Memoire presente a 1 Academie de

Turin le n octobre r83i, et dont il a fourni une demonstration nou-

velle dans ses Exercices d Analyse et de Physique mathematique . Le

theoreme en question peut s enoncer commeil suit :

x designant une variable reelle on imaginaire, une fonction reelle ou

imaginaire de x sera developpable en une serie convergente ordonnee sui

vant les puissances ascendantes de cette variable, lanl que le module de

la variable conservera une valeur inferieure a la plus petite de celles pour

lesquclles lafonction ou sa derivee cesse d etre finie ou continue.

En examinant altentivement la premiere demonstration de ce theo

reme, M. Laurent a reconnu, comme il le dit lui-meme, que 1 analyse

employee par 1 auteur pouvait conduire a un theoreme plus general,

relatif au developpement d une fonction en une serie ordonnee suivant

les puissances entieres positives, nulle et negatives de la variable,

Deja, dans une des seances de 1 Academie, le rapporteur avait montrc

qu un semblable developpement, lorsqu il peut s effectuer entre deux
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limites donnees du module de la variable, pour des valours quel-

conques de 1 argument de cette variable supposee imaginaire, est tou-

jours unique. Le nouveau theoreme demontre par M. Laurent s accorde

avec cette proposition, et peut s enoncer comme il suit :

x designant une variable reelle ou imaginaire, une fonction reelle on

imaginaire de x pourra etre represejiteepar la sommc de deux series con-

vergentes, ordonnees, I une suivant les puissances entieres et ascendantes,

I autre suivant les puissances entieres et descendantes de x, tanl que le

module de x conservera une valeur comprise entre deux limites entre les-

quelles la fonction ou sa derivee ne cessepas d etrefinie et continue.

L equation de laquelle M. Laurent decluit son theoreme peut etre

presentee sous diverses formes et se trouve comprise, comme cas par-

ticulier, dans 1 une de celles que renferme le I
er Volume des Exercices

de Mathematiques ( ).
II y a plus : le theoreme de M. Laurent peut se

deduire immediatement d une proposition etablie dans la troisieme

livraison des Exercices d Analyse (
2

), etc., et dont voici 1 enonce :

Si une fonctioTi et sa derivee restent continues, pour un module de la

variable renferme entre deux limites donnees, la valeur moyenne de la

fonction, correspojidante a uji module compris entre ces limites, sera inde-

pendante de ce module.

Comme 1 a observe M. Laurent, la formule de laquelle se deduitson

theoreme permet d effectuer la separation des racincs d une equation

algebrique sans recourir a 1 equation aux carres des differences. Cette

observation s accorde avec les conclusions auxquelles le rapporteur

est parvenu dans le XIXe Cahier du Journal de I Ecole Poly-technique (
3

)

ot, plus anciennement, dans un Memoire sur la resolution des equa

tions par les integrales definies, presente a 1 Academie des Sciences le

22 novembre 1819, Memoire dont un extrait a ete insere dans VAna

lyse des travaux de I Academic.

(!) OEuvrex de Cauchy, S. II, T. VI.

(
2
) Ibid., S. II, T. XI.

() Ibid., S. II, T. I.
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L extension donnee par M. Laurent an theoreme sur la convergence

des series, ou plutot le nouveau theoreme qu il a etabli a ce sujet,

nous parait digne de remarque. Ce theoreme peut etre utilement

employe dans des recherches de haute Analyse. Nouspensons, en con

sequence, que le Memoire adresse par M. Laurent a 1 Academic est

tres digne d etre approuve par elle et d etre insere dans le Recueil des

Savants etrangers.

Le rapporteur a joint a cc Rapport la Note suivante, qui indique la

maniere la plus simple d arriver au theoreme de M. Laurent, en par-

tant des principes etablis dans les Exercices d Analyse et de Physique

mathemalique .

234.

ANALYSE MATHEMATIQUE, Note sur le developpement desfonctions en series

convergentes ordonnees suivant les puissances entieres des variables.

C. R., T. XVII, p. 940 (3o octobre i843).

Soil

x =.

une variable imaginaire dont r represente le module et/? 1 argument.

Soit de plus ts(x )
unc fonction de cette variable qui reste, avec sa

derivee, finie et continue, par rapport a r et a/?, entre deux limites

donnees du module r, savoir, depuis la limite r= r jusqu a la limite

/ R. La fonction II (r) de / , determinee par 1 equation

sera ce que nous appelons la valeur moyenne de la fonction ny(#), et

comme cette valeur moyenne restera invariable depuis / = r jusqu a

r = R \voir la Q
e livraison des Exercices d Analyse et de Physique



118 COMPTES RENDUS DE L ACADEMIE.

mathematique ( )], on aura

Si, le module r etant nul, ts(x) s evanouit avec cc, II(r ) s evanouira

aussi, et la formule (i) donnera ^implement

(a) n(R) = o.

Posons maintenant

et

f(a?) designant une fonction de a? qui restc, avcc sa derivee, firiie cf

continue, depuis la limite / = / jusqu a la limite r = R. Alors, en

observant que le module r de x est renferme entre les modules r , R

des variables 7, s et qu on a, par suite, non sculcment

y x

mais encore

on trouvera

Done 1 equation (2) donnera

(4) f(a?
)

et I equation (i) donnera

( ) OEuvres de Caucky, S. II, T. XI.
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Or, comme en vertu des formules (3), les integrates comprises dans

les valeurs de H(r ) et de H(R) sont, ainsi que les fonclions renfer-

mees sous le signe / , developpables, la premiere en une serie conver

ge nte ordonnee suivant les puissances entieres et negatives de la

variable x, la seconde en une serie convergente, ordonnee suivant les

puissances entieres, nulle et negatives de la meme variable, 1 equa

tion (4) entrainera evidemment comme consequence le. theoreme que

j
ai donne sur la convergence des series qui proviennent du develop-

pement des fonctions, et, 1 equation (5), le theoreme de M. Laurent.

L equation delaquelle M. Laurent a deduit son theoreme est la sui-

vante

i r^ zf(z) i r xf(}

J 17
&quot;&quot; &quot; J 1C

(6)

et semble au premier abord differer de la formule (5). Mais, comme

dans notrehypothese, c est-a-dire lorsque f(a?) reste fonction continue

de x, depuis la limite rr jusqu a la limite r=R, on a, pour une

valeur de r comprise entre ces limites,

ou, ce qui revient au meme,

i r
u

i
- I t(a;)dp=

et, par suite,

r-R

1-- f ( t(ret^
l

aw(R r,)Jri J_ u
x

il en resulte que la formule (6) peut etre reduite a 1 equation (5).

Nous avons ici suppose que la fonction f(x) restait finie et continue

depuis la limite du module r represented par /*, jusqu a la limite de r

representee par R. Les formules (4), (5) et (6) deviendraient genera-

lenient inexactes dans la supposition contraire, et meme dans le cas
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oil la fonction f(a?), demeurant finie et continue pour des valeurs de r

comprises entre les limites r , R, deviendrait infmie ou discontinue

pour r = r ou pour / = R.

235.

ASTRONOMIE. - Memoire sur I application du calcul des limites

a I Astronomic.

C. R., T. XVII. p. n5y (20 novembro 1843).

Dans le Memoire presente a 1 Academie de Turin en i83i
(

(

), j
ai

montre comment on pouvait determiner les limites de 1 erreur que Ton

commet quand on arrete, apres un certain nombrc de termes, le deve-

loppemenl d une fonction en une serie ordonnee suivant les puissances

entieres et ascendantes d une variable. Le nouveau calcul que j
ai

applique a la solution de ce probleme, et que j
ai nomme calcul des

limites, prouve que 1 erreur commise reste inferieure, quand la serie

est convergente, au reste d une certaine progression geometrique.

Or un theoreme que j
ai donne dans la

9&quot;
livraison des Exercices d Ana

lyse et de Physique mathematique (
2

), et qui se rapporte aux valeurs

nioyennes des fonctions, permet d etendre cette proposition au cas oil

il s agit du developpement d une fonction en une serie ordonnee sui

vant les puissances entieres d une exponentielle trigonometrique. En

effct, si Ton considere cette exponentielle comme la valeur particu-

liere d une variables, correspondante au module i, le coefficient de

la n^me puissance de 1 exponentielle, dans le developpement de la

fonction, ne sera autre chose que la valeur moyenne du rapport entre

la fonction et la /*
i6me

puissance de x. Or, d apres le theoreme en ques

tion, on pourra dans cette valeur moyenne remplacer le module i par

un autre module r, inferieur ou superieur a 1 unite, si la fonction ne

(!) OEuvres de Cauchf, S. II, T. XV.

(2) Ibid., S. II, T. XI.
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cesse pas d etre continue, tandis que le module de x varie entre les

limites i et r. D ailleurs, cette condition etant supposee remplie, il cst

clair que si Ton arrete, apres un certain nombre de termes, la partie

du developpement de la fonction qui renferme, on les puissances des-

cendantes, ou les puissances ascendantes de 1 exponentielle trigono-

metrique, 1 erreur commise sera inferieure au reste correspondant de

la progression geometrique qui aurait pour premier terme la valeur

moyenne de la fonction correspondante an module r, et pour raison

ce module memo, ou 1 inverse de ce module, c est-a-dire le rapport
-

Ce n est pas tout : si, au premier terme du developpement, c est-

a-dire au terme independant de la variable et represente par la valeur

moyenne de la fonction donnee, on substitue la moyenne arithmetique

entre les n valeurs qu acquiert la fonction quand on egale successive-

ment la variable auxdiverses racines^ ^del unite, 1 erreur commise

se composera de deux parties, dont chacune sera le produit de la puis

sance n me du module r ou -
par la somme d une progression geome

trique qui offrira pour raison cette meme puissance. On pourra done

calculer tres simplement ce premier terme, et meme, par un calcul

analogue, un terme quelconque de la serie, avec une approximation

definie et aussi grande que Ton voudra.

Les principes que je viens d exposer sont particulierement utiles

dans 1 Astronomic, Si on les applique au developpement de la fonction

pcrturbatrice qui repond a une planete donnee, et specialement au

developpement du terme reciproquement proportionnel a la distance

mutuelle de deux planetes m, rn!
, en une seric ordonnee suivant les

puissances entieres de 1 exponentielle trigonometrique qui a pour

argument 1 anomalie moyenne de m, on reconnaitra : i que le module r

ou - doit rester compris entre les valeurs reelles qu acquiert cette expo-

nentielle, quand le cosinus de 1 anomalie excentrique se reduit au

nombre reciproque de 1 excentricite; 2 que de plus le module r ou
-_

doit offrir une valeur comprise entre celles qui peuvent reduire a zero

la fonction represcntee par la distance mutuelle des deux planetes.

OEuvrcs de C. -- S. 1, 1. VIII. iG
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Jo developperai, dans de prochains Memoires, les nombreuses et

importantes applications de ces principcs. J offrirai ccs Memoires avec

confiance a mes honorables confreres du Bureau des Longitudes, et

particuliercment a celui d entre eux qui a bien voulu me temoigner le

desir que jc m occupasse plus specialcment d Astronomie. Ces nou-

velles recherches leurprouveront que, si jusqu a present il ne m apas

ete permis de me reunir a eux ailleurs que dans cette enceinte, je ne

cesse pas pour cela de prendrc une part active a leurs travaux et de

remplir de mon mieux la tache qu ils m ont imposee en m appelant,

comme geometre, en novembre 1839, a redoublcr d efforts pour faire

servir 1 Analyse aux progres de 1 Astronomie.

236.

ANALYSE MATIIEMATIQUE. - Memoire sur les Jormules qui servent a de

composer en fractions rationnelles le rapport entre deux produits de

facLoiiellcs reciproques.

C. R., T. XVII, p. u5g (20 novembre i843).

Nornmons U(x,t) la factorielle reciproque qui a pour base la va

riable x et pour raison la variable t dont on suppose le module infe-

rieur a 1 unite. Alors, en posant, pour abreger,

w(&, t) -- (i -\-x) (i-h tx) (i

on aura

H(a?, t) = &(x, t) us (tar-
1

, t)

ou, ce qui revient au meme,

(i) TL(x, t)
~

(i 4- x) (i + tx) (H- t*x}. . .(i -H to:-*
) (i + l-x~ 1

}
. . . .

Soit d ailleurs/(a?) le rapport entre deux produits de factorielles reci-

proques, qui offrent le meme module t, avec des bases proportionnelles
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a la variable x, en sorte qu on ait

iKXar, on(pL^. on(vj?, n...

~H(ao?,

Enfin, posons

^(#0 etant une fonction qui reste finie pour une valeur quelconque

de x, qui verifie la condition

(4) &amp;lt;H ) = i,

et qui soit telle que les residus dont la somme est representee par I ex-

pression

(5)

formentune serie convergente. Alors F(a?) sera une fonction nouvelle

qui ne deviendra plus infinie pour aucune valeur finie de x distincte

de zero, et qui sera generalement, ou nulle, ou developpable en une

serie convergente ordonnee suivant les puissances entieres, positives,

nulle et negatives de la variable x.

Comme les divers facteurs de la fonction

seront de la forme
i 4- hx,

h designant le produit de Tun des coefficients

a, 6, y, ...

par une puissance entiere t
n de la raison t, chacun des residus com-

pris dans 1 expression (5) sera de la forme

H
i -+- hx

H designant une constante ou une fonction de x qui devra prendre
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une valeur egale a celle du produit

et verifier en consequence la condition

(6) H (n-/id7)/(j7),

pour la racine x = -
.- de 1 equation

i -h hx~ o.

On pourra d ailleurs determiner sans peine la valeur de H, a 1 aide des

considerations suivantes.

Si Ton pose, pour abreger,

x

DCT,

1 equation (2) pourra etre reduite a

et par suite il sera facile d obtenir les valeurs de H correspondantes

au cas oil Ton prendra pour h un des coefficients a, 6, y, Ainsi,

par exemple, la valeur de H correspondante a h a pourra etre la va

leur meme du produit
(i -hour) /(a?),

correspondante a x ~-
; done, si Ton nomme a cette valeur de H,

on pourra prendre

f(- I)- V a ;
_

y

on, en d autres termes,

(8) ,= --/,- ?_!_i!l5
T- 6lH
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Soit maintenant/z le nombre des factorielles reciproques qai entrent

dans le numerateur du rapport f(x) ; soit, au contraire, n^-m le

nombre de celles qui composent le denominateur, et faisons, pour

abreger,

&amp;gt;

aby .

On tirera de 1 equation (2)

(9) f(x} = Qx&amp;gt;

et par suite on trouvera, pour des valeurs entieres de n,

n(n~l)

(10) f(x} Q l t~ :̂
^~ m

xnm f(t n
x).

En remplaQant, dans cette derniere formule, x par t~
n
x, on en con-

clut qu elle subsiste meme pour des valeurs negatives, mais entieres,

de n.

Cela pose, prenons pour h 1 un des produits

a**, &tn
, yt

n
, ...,

et supposons, pour fixer les idees,

h~ atn .

La valeur correspondante de H devra verifier, pour x
- -

&amp;gt; la con

dition (6) ou

H 8 n t xnm (i-- ot.t
n
x] f(t

n
x] ;

et, comme a represente la valeur du produit

correspondante a x =
-&amp;gt; cette condition pourra etre reduite a

n (n H

(i i) H = u
n t

*
&quot;

xnm .

Or, puisquc la valeur de H, fournic par la formule (n), restcra finie,

non seulement pour x- &amp;gt; mais encore pour une valeur finic
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quelconque de x, il est clair quc cette formule pourra etre consideree

comme propre a determiner la valeur de H, quel que soit x, si la serie

qui a pour termc general la fraction

n In I)

Q 1 1 2 x 1

(12)
i 4- ex. t

n x

est une serie convergente. D ailleurs cette derniere condition sera

toujours evidemment satisfaite, si Ton a m
&amp;gt;

o. Done alors on pourra

supposer la valeur generale de H determinee par la formule (i i), et la

formule (3) donnera

les sommes indiquees par le signc \ s etendant a toutes les valours

entieres, positives, nulle et negatives de n. En d autres termes, on

aura, pour ra&amp;gt; o,
n ( n - I )

n / \ . o
&quot;*

/ z s**nin
i- n,

t&quot;X

F(a?) designant une fonction qui sera developpable en une serie con

vergente ordonnee suivant les puissances entieres, positives, nulle et

negatives de x. D ailleurs, on tirera des formules (9) et (i4)

et Ton pourra de la formule (i5) deduire immediatement la valeur de

F(a?), en operant comme nous Tavons deja fait dans un cas semblable

(voir le Compte rendu de la seance du 9 octobre, page 82. On trouvera

ainsi

(16) T?(x) = K

la valeur generale de
K&amp;lt;

etant donnee par la formule

M: v A.
j -T- / i- ^ / A.

; -r ^ j;v &quot;A.;-t-...-t-/&quot; r ( /*&quot;*

! X )

mx U(^ x^,7-~)~~

dans laquelle x designe une valeur particuliere de x, et r 1 une des ra-
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cines primitives de 1 unite du degre m. Quant aux valours particu-

lieres de F(a?) representees par

F(x), F(rx), ..., F(/&quot;&quot; x),

on pourra aisement les deduire de la formule (i3) jointe a la for-

mule (2).

Nous avons, dans ce qui precede, suppose la valeur de m positive.

Si Ton supposait au contraire m negatif, alors, pour satisfaire aux

conditions prescrites, on serait oblige de multiplier le second membre

de la formule (i i) par 1 expression

et par consequent de substituer a cette formule la suivante

(18) H ( i) 0a-

Alors aussi la fonction F(#), devant s evanouir pour des valeurs

nulle ou infmies de x, se reduirait necessairement a zero, et a la

place de I equation (i4) on obticndrait la formule

qui s accorde avec les resultats obtenus par M. Jacob! dans le cas par-

ticulier oil /(a?) se reduit a 1 inverse d une seule factorielle.

Enfin, si Ton supposait m ~ o, on verrait la formule (3) se reduire

a des equations que j
ai deja obtenues, dans un precedent Memoire

(Comptes rendas, tome XVII, pages 85 et 86), et qui renferment,

comme cas particuliers, les formtiles donnees par M. Jacobi pour la

decomposition des fonctions elliptiques ou de leurs puissances en

fractions rationnelles.
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237.

CALCUL INFINITESIMAL. - - Memoire sur la theone analytique des maxima

inaximorurn et des minima minimorum. Application de cette theorie

au calcul des Unities et a I Astronomic.

C. R.. T. XVJI, p. I2i5 (27 novombre i843).

Pour determiner, a 1 aide du calcul des limites, les erreurs que Ton

commet quand on arrete, apres un certain nombre de termes, des

series ordonnees suivant les puissances entieres et ascendantes, ou

meme suivant les puissances entieres, positives, nulle et negatives

d une seule variable, il est utile de calculer les plus grandes valeurs

que puissent acquerir les modules de certaines fonctions correspon-

dants a des valeurs donnees des modules des variables, ou ce qu on

pent appeler les maxima maximorum et les minima minimorum des

modules de ces memes fonctions. On y parvient, dans un grand

nombre de cas, a 1 aide des considerations que je vais exposer.

D apres les principes du Calcul differentiel, les maxima et minima

d une fonction d une ou de plusieurs variables, qui reste continue, du

moins entre certaines limites, correspondent generalement, comme

Ton sait, aux valeurs des variables qui, etant comprises entre ces

limites, reduisent a zero les derivees du premier ordre de la fonction.

Concevons, pour fixer les idees, que la fonction donnee depende d une

seulc variable x. L equation de condition qu on obtiendra en egalant

a zero la fonction derivee du premier ordre admettra generalement

plusieurs racines correspondantes a plusieurs maxima ou minima.

D aillcurs il arrivera souvent que la fonction donnee renfermera, outre

la variable x, un ou plusieurs parametres, et qu il sera facile d assi-

gncr, pour une valeur donnee de 1 un de ces parametres, le plus grand

de tous les maxima ou le plus petit de tous les minima, c est-a-dire le

maximum maximorum ou le minimum minimorum. Si maintenant on

altere, par degres insensibles, la valeur attribute au parametre dont il
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s agit, celle des racines de 1 equation de condition qui correspondait

au maximum maximorum continuera cortaincment dc lui corres-

pondre, jusqu au moment ou un autrc maximum lui deviendra equi

valent. En partant de ce principe, qui pent etre facilement etendu au

cas ou la fonction donnee renfcrme un nombre quelconque dc va

riables et de parametres, on determinera facilement, dans un grand

nombre de problemes, les maxima maximorum des fonctions d une ou

de plusieurs variables. On pourrait encore evidemment determiner de

la meme maniere les minima minimorum.

En operant comme je viens de le dire, on arrive a la determination

des erreurs que Ton commet quand on developpe la fonction pertur-

batrice relative a deux planetes en une seric ordonnee suivant les

puissances entieres des exponentielles trigonometriques qui offrent

pour arguments les longitudes moyennes de ces deux planetes. C est,

au reste, ce que j expliquerai plus en detail dans d autres Memoires,

ou je pourrai faire voir encore comment les memes principes appli

ques au calcul des variations fournissent la solution dc problemes

qu on n avait pu resoudre jusqu a ce jour.

ANALYSE.

Tlieorie des maxima maximorum et des minima minimorum.

Soit x une variable reelle, et

=/(*)

une fonction reelle de x, qui demeure continue avec sa derivee f (x},

du moins entre certaines limites. Les valeurs de x qui, etant com

prises entre ces limites, correspondent aux valeurs maxima et mi

nima de la fonction u, seront, comme on le sait depuis longtemps,

cellos qui verifieront 1 equation

f (x) = o

ou, ce qui revient au meme, 1 equation

(i) Dx u = o.

OEuvres de C. S. I, t. VIII. 17
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On sait encore que les caracteres qui servent a distinguer les maxima

des minima se deduisent de la consideration des derivees de w, d un

ordre supericur au premier, et qu en particulier unc racine simple

de 1 equation (i) fournit un maximum ou un minimum de u, suivant

que la valeur de D^M, correspondante a cette racine, est unc quantite

negative ou positive.

Dans ccrtaines questions, et particulierement dans celles qui se

rattachent au calcul des limites, il importe de determiner, non pas

tons les maxima ou minima d une fonction donnee, mais seulement le

plus grand de tous les maxima ou le plus petit de tous les minima,

c est-a-dire, en d autres termes, le maximum maximorum ou le mini

mum minimorum. On pent y parvenir, dans un grand nombre de cas, a

1 aide des considerations suivantes.

Concevons que la fonction u renferme avec la variable x un cer

tain parametre a. II arrivera souvent que, pour une valeur particu-

liere de ce parametre, il sera facile de reconnaitrc quelle est celle des

racines de 1 equation (i) qui fournit un maximum maximorum de u.

Soient x cette racine et u la valeur correspondante de la fonction u ou

le maximum maximorum de cette fonction. Si Ton pose

D,=/ (*),
on aura

x etant racine de 1 equation

(3) /00 = o.

Concevons maintenant que le parametre a, contenu dans la fonc

tion u, vienne a varier, par degres insensibles. La racine x de 1 equa
tion (3) qui correspond au maximum maximorum de la fonction //

variera elle-meme en general par degres insensibles, jusqu a 1 instant

ou Ton aura
u u

; ,

u, designant un autre maximum correspondant a une autre racine x,
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de 1 equation (3), par consequent jusqu a 1 instant oil 1 equation en //,

produite par [ elimination de x entre les formules

( \ )
a -

o, \)x a o,

acquerra des racines egales. Soit

(5) U = o

cette equation on u. Parmi les valeurs de u qui representeront des

racines egales de 1 equation (;)), sc trouveront comprises cclles qui

correspondent a des racines egales de 1 equation (i), c est-a-dire a

des valeurs de x pour lesquelles se verifieront simultanement 1 equa

tion (i) et la suivante

(6) 1)1-.11
= 0.

Observons d ailleurs quo des raisonnements semblables a ceux dont

nous avons fait usage nous auraient encore conduit aux equations (5)

ot (G), s il cut ete question de fixer, non plus le maximum maximo

rum, mais le minimum minimorum de la fonction u. Cela pose, on peut

evidemmcnt enoncer la proposition suivante :

THKOREME I. Soient x line variable reelle, et

une fonction de x, qui demeure continue, du mains pour des valeurs de x

renfermees entre certaines limites. Soit, de plus, x une racine de Vequa

tion

I)x u = o,

qui, etant comprise entre ces limites, fournisse le maximum maximorum

on le minimum minimorum de u, pour une valeur particuliere d un

parametre a contenu dans la fonction u. Si ce parametre vient a varier,

la racine x continuera de corresponds au maximum maximorum on an

minimum minimorum de la fonction u, jusqu au moment oil le para

metre a deviendra tel que 1 equation
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produite par Velimination de x entre les formules

u-f(jc), D^u = o,

acquiere des racines egales, par consequent des racines pour lesquelles se

veri/ie la condition

DU = o.

D ailleurs cette condition sera remplie pour les valeurs de u correxpon-

dantes a des valeurs de x qui veri/ieront , non seulement I equation

\)x u o,

rnais encore la suivante :

D = o.

En raisonnant de la memo maniere, on etablira generalement la

proposition suivante :

TIIKOREME II. Solent x, y, s, ... des variables reelles, el

line foaction reelle de x, y, z, . . . , qui demeure continue, du momspour
des valeurs de x, y, 5, ... renfermees entre certaines limites. Soil de plus

x, y, z, ...

nn systeme de valeurs de x, y, z-, ... qui, etant comprises entre ces limites,

reri/ient les equations

1)^. u = o, l)r u o, 1); u = o, . . .
,

at qui fournissent le maximum maximorum ou le minimum minimorum
de u,pour certaines valeurs particulieres d un ou deplusieursparametres a,

f&amp;gt;, y, . . . contenus dans lafonction u. Si ces parametres viennenl a varier,

le sysleme des valeurs

x = x, y = y,

conlinuera de corresponds au maximum maximorum ou au minimum
minimorum de lafonction w, jusquau moment ou lesparametres devien-

drojil tels que I equation
U=o,
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produite par I elimination des x, y, s, ... enlre laformulc

u=f(jc,y, -, . . .)

et les-suivantes

Y)x u = o, Dr u = o, D- u o, . . .
,

acquiere des racines egales, par consequent des racines pour lesquelles se

verifie la condition
D u U = o.

D ailleurs cette condition sera j^emplie pour les valeurs de u correspon-

dantes a des valeurs de x, y, z, ... qui verifieront, non seulement les for-

mules
\)x u = o, Dy u = o, D- u o, ...,

mais encore la suivante
p= o,

v designant la fonction alternee que I on forme avec les termes renfermes

dans le Tableau

^ y , , r3 , ...,

x T) : u, Dy D-, D! u, ...,

en sorle quon ait, par exemple, quand les variables x, y, :-, ... se

reduisent a deux,

238.

ANALYSE MATHEMATIQUE. - - Me/noire sur les modules des series.

G. R., T. XVII, p. 1220 (27 novembre 1843).

Dans mon Analyse algebrique publiee en 1821 ( ), je ne me suis pas

contente d ohserver que les series convergentes sont les seules qui

( ) CEuvres de Cauchy, S. II. T. III.
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puissent etre sommees, j
ai tie plus etabli des theoremes generaux

relatifs a la convergence des series qui se prolongent indefmiment

dans un scul sens. L enonce de ces theoremes, et de-quelques autres

relatifs aux series qui se prolongent indefiniment dans deux sens

opposes, deviendra beaucoup plus simple, si Ton a recours a la

consideration de certaines quantites que j appellerai les modules des

series. Entrons a ce sujet dans quelques details.

Considerons d abord une serie qui sc prolonge indefiniment dans

un seul sens, et designons par une meme lettre //, successivement

afFectee des indices

o, i, 2, 3, . . ., n, . . .,

les divers termes de cetle serie. Le terme general, represente par un ,

aura pour module une certaine quantite positive pw , et la racine /i
ieme de

cette quantite convergera, pour des valeurs croissantes du n ombre ti,

vers une ou plusieurs limites. Or la plus grandc de ces limites sera ce

que j appellerai le module de la serie. Cela pose, on deduira des prin-

cipes etablis dans I Analyse algebrique la proposition suivanle :

THKOREME I. - - Une serie qui se prolonge indefiniment dans un seul

sens cst convergente quand son module reste inferieur a I unite, el diver-

gente quand ce module devient superieur a I unite.

Considerons maintenant une serie qui se prolonge indefiniment

dans les deux sens, ct designons ses divers termes par une meme
lettre u successivement affectee, d une part, des indices nuls ou

positifs
0, i, 2, 3, ..., , ...;

d autre part, des indices negatifs

1
,

~ 2
,

o
, ,

n
,

....

Les deux termes generaux un , u_n offriront ordinairement deux modules

differents pw , p_rt , et les deux quantites positives vers lesquelles conver-

geront, pour des valeurs croissantes de n, les plus grandes valeurs des
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racines /i^mes de ces modules sont cc que nous appellerons les deux

modules de la serie en question. Cela pose, comme cette serie pourrail

etre censee resulter dc la reunion de deux autres dont chacune sc pro-

longerait indefmiment dans un seul sens, il est clair que le theoreme

ci-dessus enonce cntrainera encore le suivant :

THEOREME II. - - Une serie qui se prolonge indefmiment dans les deux

sens est convergente quand ses deux modules so/it inferieurs a I unite, et

dwergente quand un de ces modules devient superieur a I unite.

Considerons maintenant deux series dont les termes soient repre-

sentes par deux lettres distinctes u, v, chacune de ces lettres etant

successivement aflfectee de tous les indices entiers positifs, mil et

negatifs. Les produits que Ton forme ra, en multipliant les divers

termes de la premiere serie par les divers termes de la scconde, pour-

ront etre groupes entre eux de maniere que cliaque groupe renferme

tous les produits dans lesquels les indices des deux lettres u, v offrent

une somme donnee n ou n. De plus, on pourra imaginer une nou-

velle serie dont le terme general sera la somme des produits corres-

pondants a un meme groupe. Cela pose, aux propositions deja enon-

cees se joindront de nouveaux tlieoremes relatifs a la nouvelle serie.

On reconnaitra, par exernple, que les modules de la nouvelle serie no

peuvent surpasser les modules des series donnees, et qu en conse

quence la nouvelle serie sera convergente si chacune des series don

nees a pour modules des nombres inferieurs a 1 unite.

Dans le cas ou Ton considere une serie ordonnee suivant les puis

sances entiercs et ascendantes d une certaine variable x, le premier

des tlieoremes precedemment enonces fournit une limite superieure

que le module de la variable x ne peut depasser, sans que la serie cesse

d etre convergente. Mais, d apres un autre theoreme que j
ai demontre

dans les Exercices d Analyse, si la serie represente le developpement

d une fonction donnee, cette serie restera convergente taut que le

module de la variable sera inferieur au plus petit dc ceux pour les

quels la fonclion et sa derivee restent continues. On doit done pre-
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sumer quc, dans un grand nombrc de cas, cc plus petit module sera

precisemcnt celui qui reduirait a 1 unite le module de la serie. Or,

sans donner de ce theoreme une demonstration generale, on peut du

moins le demontrer dans une infinite de cas, et speeialement lorsque

la fonction proposec, au moment oil elle devient discontinue, peut etre

consideree comme le produit d une autre fonction qui reste continue

par une puissance fractionnaire ou negative d un binome lineaire qui

devient alors nul ou infini. Les memes remarques peuvent etre eten-

dues au cas ou la fonction proposee depend de plusieurs variables,

ainsi qu au cas oil le developpement renferme a la fois des puissances

positives ct des puissances negatives, mais entieres, des variables dont

il s agit.

Ces considerations fournissent le moyen de trouver, en Astronomie,

les modules de series qui represented les developpements des fonc-

tions perturbatrices, ct d etablir les regies de convergence de ces

memes series, ainsi que je me propose de 1 expliquer clans un autre

article.

MECANIQUE. - -
Rapport sur divers Memoires de M. DE SAINT -VENANT

relatifs a la Mecanique rationnelle et a la Mecanique appliquee.

C. R., T. XVII, p. ia3i (27 novembre i843).

L Academie nous a charges, MM. Poncelet, Piobert, Lame et moi,

de lui rcndre compte de plusieurs Memoires dc M. de Saint-Venant qui

ont pour but le perfectionnement dc la Mecanique rationnelle et de la

Mecanique appliquee.

De ces Memoires, les deux premiers ont pour objct le calcul de la

resistance et de la flexion des pieces solides a simple ou a double cour-

bure quand on prend simultanement en consideration les divers efforts

auxquels elles peuvent etre soumises dans tous les sens.

Ces deux premiers Memoires nous ont paru atteindre completement



EXT RAIT N 239. 137

le but que 1 auteur s etait propose, et repandre un nouveau jour sur

les diverses questions qui se rattachent a la Mecanique moleculaire.

L auteur ne s est pas contente d appliquer a leur solution les methodes

que peut fourntr le Calcul differentiel et integral, en ayant egard, dans

chaque cas, aux diverses donnees que comporte le probleme : il s est

encore attache a representer les solutions par des formules qui puissent

etre d un usage facile dans la pratique, et a donner une interpretation

geometrique dcs diverses quantites qui entrent dans les formules. Pre-

sentons a ce sujet quelques exemples.

L un de nous avait remarque depuis longtemps que, dans un corps

solide dilate, la dilatation, mesuree sur une droite passant par un

point, n est pas la meme en tous sens, et determine les lois suivant

lesquelles cette dilatation, appelee par lui lineaire, variait avec la

direction de la droite. A cette consideration des dilatations lineaires,

M. de Saint-Venant a joint celle des glissements qui s executent

lorsque deux sections, comprises dans des plans paralleles, se de-

placent 1 une par rapport a 1 autre, et du gauchissement que presente,

apres le changement de forme d une piece, une section transversals

faite par un plan perpendiculaire a 1 axe de la piece.

Dans le calcul de la resistance qu une piece a double courbure

oppose a la torsion et a la flexion, les geometres s etaient unique-

ment occupes de la variation du rayon de courbure et des angles que

les plans osculateurs forment entre eux. M. de Saint-Venant a com

plete sur ce point 1 analyse dont on avait fait usage, et il a tenu compte

de la rotation du rayon de courbure autour de 1 axe de la piece.

On doit remarquer encore les formules que M. de Saint-Venant a

obtenues dans son dernier Memo ire, et qui sont relatives a la torsion

du prisme a base losange.

Les perfectionnements que les formules de M. de Saint-Venant ont

apportes a la Mecanique pratique, ainsi qu a la Mecanique rationnelle,

orit ete tellement sentis, que plusieurs d entre elles sont deja passees

dans 1 enseignement et ont ete donnees, en particulier, dans le Cours

fait par notre confrere M. Poncelet a la Faculte des Sciences.

OEuvres de C. S. I. t. VIII. I 8
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En resume, les divers Memoires de M. de Saint-Venant nous pa-

raissent justifier pleinement de la reputation que cet habile ingenieur,

qui a toujours occupe les premiers rangs dans les promotions a 1 Ecole

Polyteclmique, s est acquise depuis longtemps. Nous les croyons tres

dignes d etre approuves par 1 Academie et d etre inseres dans le Recueil

des Memoires dcs Savants etrangers.

240.

SCIENCES PHYSIQUES ET MATHEMATIQUES. --
Rapport sur les methodes qui ont

servi au developpement des facultes intellectuelles d un jeune sourd-

muet, et sur les moyens par lesquels il est parvenu, non seulement a

un degre d instruction eleve, mais encore a une connaissance tres

etendue des Sciences physiques et mathematiques .

C. R., T. XVII, p. 1270 (14 decembre 1843).

L Academie se souvient encore que, en novembre 1840, se presenta

devant elle un jeune patre des environs de Tours, qui, abandonne

d abord a lui-meme, etait parvenu a executer de tete, avec une grande

facilite, des calculs meme tres compliques. Qu est devenu cet enfant

merveilleux? Ce que les journaux nous en ont appris ne parait guere

propre a nous faire esperer la realisation des vceux que nous avions

formes pour lui. Nous croyons que la retraite et 1 etude eussent ete

beaucoup plus favorables au developpement des facultes morales et

intellectuelles de cet enfant, au perfectionnement de son education et

de son instruction, qu une vie errante, qui peut procurer quelques

profits a lui et a son maitre, mais le detourne des travaux serieux, en

exaltant, par une mise en scene continuelle, I amour-propre de 1 en-

fant sans utilite reelle. Quoi qu il en soit, nous avons aujourd hui a

cntretenir 1 Academie, non plus d esperances congues, mais d espe-

rances realisees. L Academie nous a charges, MM. Flourens, Francoeur
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et moi, de lui rcndre compte des moyens par lesquels un jeune sourd-

muet, M. Paul de Vigan, eleve a Caen par M. I abbe Jamet, est parvenu,

non seulement a un degre d instruction eleve, mais encore a une con-

naissance tres etendue des Sciences physiques et mathematiques. La

solidite, la valeur des connaissances effectivement acquises par ce

jeune sourd-muet, a quelque chose de vraiment extraordinaire. II sait

I Arithmetique, 1 Algebre, la Geometric, les deux Trigonometries, la

Mecanique, la Physique, la Chimie, la Botanique. Nous 1 avons inter-

roge, et il a parfaitement repondu aux questions que nous lui avons

faites sur les diverses branches des Sciences mathematiques, sur 1 Ana-

lyse algebrique, sur le Calcul differentiel, sur le Calcul integral. II ne

s est pas borne a etudier les theories, il a voulu encore les appliquer. II

a fabrique lui-meme un grand nombre d instruments de Physique, un

cadran solaire, une machine electrique. II a fait usage du daguerreo

type et de la galvanoplastie. II s est servi des precedes nouveaux pour

argenter, pour dorer des medailles, et le plus souvent, pour realiser

ces applications diverses des Sciences physiques et ma-thematiques, il

lui suffit de lire les simples Notices, ordinairement tres imparfaites,

dans lesquelles on en parle, et de les etudier tout seul. Nous lui avons

demande de vouloir bien lui-meme nous rendre compte des moyens

par lesquels il avait acquis toutes ces connaissances, et nous croyons

interesser 1 Academie en reproduisant quelques fragments d un histo-

rique tres remarquable qu il nous a donne.

Je crois utile, dit M. Paul de Vigan dans cet historiquc, de faire

connaitre 1 inconvenient des pantomimes dont les sourds-muets se

servent irresistiblement pour causer entre eux. Elles les empechent

de bien apprendre la langue franchise, et aussi de sentir 1 utilite de la

lecture, ce qui fait qu ils se trouvent souvent fort embarrasses quand
il faut parler par ecriture a ceux qui ne connaissent pas les signes ni

les pantomimes, ct qu ils se hasardent a ecrire des phrases on des

mots de la signification desquels ils ne sont pas surs, ou une suite de

mots qui ne presente aucun sens ou qui n est pas frangaise. Comme il

y a ordinairement dans les ecoles beaucoup de sourds-muets de famillo
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pauvre ou peu aisee, qui ne peuvent pas y rester assez longtemps pour

devenir bicn instruits, 1 education des sourds-muets de famille riche,

qui sont en tres petit nombre, so trouve quelquefois interrompue par

suite d un changement opere parmi leurs camarades, de sorte qu ils

sont obliges de revenir a ce qu ils ont deja vu, et que par la ils avancent

peu leurs etudes. J ai eprouve tous les inconvenients dont je viens de

parler. On ne sera plus etonne que j
aie ete assez longtemps a m in-

struirc. II est vrai que, quoique mediocrcment instruit, j
etais tou-

jours regarde comme le plus fort de ma classe, et que j
ai ete souvent

le premier dans les compositions. Depuis 1822 jusqu a i833, j
etudiai

d une maniere tres imparfaite et un peu vague. En i833 M. 1 abbe

Jamet commenc.a a me donner des legons d articulation et d italien.

En i834 il m enseigna 1 espagnol, dans le meme temps qu il chargea

un de ses neveux de m apprendre les premieres notions de 1 Algebre

et de la Geometric elemeritaire. Quand je fus arrive aux equations du

second degre et au quatrieme Livre de la Geometric de Legendre, ce

neveu me dit que je ne pourrais jamais aller au dela. Mais cette triste

prediction ne me decouragea point du tout; car ces parties des Mathe-

matiques avaient deja quelque chose d attrayant pour moi, quoique je

les connusse encore tres peu. Je revis de temps en temps les parties

de 1 Algebre que j
avais deja vues, pour m en bien penetrer, afm de

pouvoir aller plus loin.

L Academie vient de voir comment M. Paul de Vigan fut initie a

1 etude des Sciences mathematiques. Je vais maintenant citer un frag

ment relatif a ses etudes botaniques.

Au commencement de 1 annee i834, cedant au desir que j
avais

de savoir trouver moi-meme, et a 1 aidc d un livre, le nom des plantes

que jc rencontrerais, j achetai, nous dit le jeune sourd-muet, une

hotanique methodique de Dubois (directeur du Jardin des Plantes

d Orleans). Au mois de mars, je commenc,ai a analyser de grandes

fleurs dont je savais deja les noms, pour me familiariser peu a peu

avec les termes de la Botanique. Plusieurs mois apres, j
eus la satis

faction de trouver les noms de plusieurs plantes que je ne connaissais
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pas. Bientot je me mis a herboriser dans les environs de Caen, les

jours de promenade des sourds-muets. Pendant deux ans, j
allai par

degres, des grandes fleurs aux plus petites, jusqu aux plantes crypto-

ffames. Dans 1 hiver de i835, j
essavai d analvser des mousses, des

tl , /

lichens et des champignons, et jc reussis a trouver les noms d un

petit nombre, tant les plantes cryptogames sont difficiles a distinguer

dans la memo famille.

Aux fragments qu on vient de lire nous joindrons ici les reponses

que M. Paul de Vigan a faites instantanement a quelques questions, et

qui paraissent devoir interesser 1 Academie.

Premiere question. Vous formez-vous une idee de ce que peuvent

etre les sons?

Reponse.
- -

Apres avoir vu 1 elasticite du gaz en Physique, je n ai

pas eu de peine a me former une idee du son. Le son on le bruit n est

autre chose qu une vibration de Pair qui, engendree par un choc ou

par toute autre cause, se propage de tous cotes, et qui heurte en che-

min contre le tympan de 1 oreille, ce qui fait naitre une sensation plus

ou moins agreable.

La sirene m a donne quelque idee surla difference qui existe entre

1 acuite et la gravite du son. La succession des vibrations de 1 air est

plus rapidc pour les sons aigus que pour les sons graves.

Par exemple, mille vibrations par seconde donnent naissance a un

son aigu et quatre-vingts a un son grave.

Deuxieme question. Vous formez-vous une idee de la difference

qui existe entre le bruit et le son?

Reponse. Le bruit est une suite de vibrations si irregulieres, qu on

ne peut pas savoir si c est un son aigu ou un son grave. II n en est pas

de meme du son proprement dit.

Troisieme question. A quels signes se rattachent, dans votrc me-

moire, les theoremes de Geometrie? Est-ce aux figures ou aux paroles

qui servent a 1 enonce des theoremes?

Reponse.
- - Jc crois que c est principalement aux figures que se

rattachent dans ma memoire les theoremes de Geometrie. Car il m ar-
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rive quelquefois de reussir a repondre en tragant une figure ou uno

autre, suivant que j y vois ce qui pourrait servir a ma reponse. On

pourrait comparer les figures aux instruments de Physique, qui pro-

duisent plus d impressioa sur la memoire que les enonces des prin-

cipes. Gependant les figures seules ne suffisent pas toujours, parce

qu une meme figure donne souvent lieu a 1 enonce de plusieurs theo-

remes.

Quatrierne question.
- - Concevez-vous comment les sons peuvent

servir a distinguer les divers mots les uns des autres?

Reponse.
--

Ghaque syllabe a un son particulier; chaque mot a

autant de sons particuliers qu il contient de syllabes. II me parait evi

dent que Ton peut distinguer les mots les uns des autres par les diffe-

rents sons, simples ou composes, qui leur correspondent.

Cinquieme question.
- En quoi consiste, a votre avis, la difference

des sons qui servent a distinguer les syllabes les unes des autres?

Gette difference depend-elle de la gravile ou de 1 acuite du son?

Reponse.
- - Quand je disais que chaque syllabe a un son particu

lier, j
entendais que les sons des syllabes etaient engendres par diffe-

rents efforts du poumon combines avec les mouvements de la bouche,

de la langue, des dents et du nez.

Sixieme question.
- - La parole a-t-elle etc inventee par l homme ou

revelee a l homme?

Reponse.
- - Je ne crois pas que l homme ait invente la parole. II

faut que ce soit Dieu qui la lui ait revelee, pour qu il put communi-

quer ses pensees a ses semblables. Mais c est bien l homme qui a

invente 1 ecriture, parce qu il avait besoin de transmettre ses idees a

la posterite. II a du commencer par 1 ecriture hieroglyphique.

Septieme question.
- Etes-vous bien sur que 1 ecriture n ait pas ete

aussi revelee a rhomme?

Reponse.
- - On ne connait aucune ecriture qui date des temps qui

precedent le deluge. Je crois qu on peut en conclure que 1 ecriture,

quelle qu elle soit, n etait pas connue avant cette terrible inondation.

J avoue que ce n est pas une conclusion rigoureuse.
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Les Commissaires pensent que M. Paul de Vigan merite sous tous

les rapports I interet de I Academie, interet qu clle se plait surtout a

accorder aux etudes scientifiques aecomplies dans des conditions si

difficiles. En consequence, les Commissaires emettent le voeu qu il

soit possible de fournir a M. Paul de Vigan les moyens de developper

de plus en plus et d employer utilernent les rares facultes dont il est

doue.

241.

ANALYSE MATHEMATIQUE. Sur la convergence d une serie.

C. R., T. XVIII, p. 1 3 (8 Janvier 1844)-

M. Cauchy presente a I Academie un Memoire sur la convergence de

la serie qui exprime la fonction perturbatrice developpec suivant les

sinus et cosinus des multiples des longitudes moyennes des planetes

que Ton considere.

242.

THEORIE DES NOMBRES. Rapport sur divers Memoires de M. HOURY,

geometre en chef du cadastre, etc.

C. R.. T. XVIII, p. 84 (i5 Janvier 1844).

L Academie nous a charges, M. Liouville et moi, de lui rendre

compte de divers Memoires de M. Houry, qui tous ont pour objet ce

qu il appelle des experiences sur les nombres. Dans ces divers Memoires,

1 auteur, apres avoir resolu numeriquement certains problemes d A-

rithmetique ou memo d Analyse indeterminee, se trouve conduit, par

1 examen des solutions obtenues, a 1 enonce de theoremes qu il pre

sente en consequence, sinon comme rigoureusement demontres, du

inoins comme constates par 1 experience entre certaines limites. Pin-
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sieurs de ces theoremes sont relatifs au nombre des chiffres que ren-

ferme la periode d une fraction ordinaire convertie en fraction perio-

dique dans un systeme quelconque de numeration. L auteur considere

en particulier le cas ou la fraction ordinaire a pour numerateur

1 unite et pour denominateur un nombre premier. On sait que, dans

cette hypothese, la determination du nombre des chiffres de la periode

se reduit a la determination de Tindice correspondant a la base du

systeme de numeration et a la recherche du quotient qu on obtient

quand on divise le nombre entier immediatement inferieur au nombre

premier donne par le plus grand commun diviseur de ce nombre entier

et de 1 indice. Cela pose, il est clair que la demonstration d unc grandc

partie des theoremes exposes par M. Houry se deduira de la conside

ration des racines primitives correspondantes aux nombres premiers,

et des indices relatifs a ces racines. On reconnaitra ainsi, par exemplc,

que, n etant un nombre premier, le nombre des chiffres de la periode

que renfermera le developpement de - en fraction periodique sera,

dans tout systeme de numeration, un diviseur / de n i et, dc plus,

on trouvera autant de systemes de numeration propres a fournir cha-

cun une periode composee de /chiffres, qu il y aura de nombres entiers

inferieurs a let premiers a /. On en conclura aisement que, parmi les

valeurs de / correspondantes aux divers systemes de numeration, celles

qui se representeront un plus grand nombre de fois seront les valeurs

n i et -
) si - - estun nombre impair, et la seule valeurn i

dans le cas contraire; ce qui s accorde encore avec une des observa

tions faites par M. Houry.

En resume, les Commissaires proposent a 1 Academie de remercier

M. Houry de 1 envoi des Memoires soumis a leurexamen, ces Memoires

etant propres a fournir des documents qui peuvent etre utiles aux

personnes dont les travaux ont pour objet la theorie des nombres et

la solution des problemes d Analyse indeterminee.
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243.

ANALYSE MATHEMATIQUE. -- Memoire sur les fonctions continues.

C. R., T. XVIII, p. 116 (22 Janvier 1 844).

Dans les Ouvrages d Euler et do Lagrangc, une fonction est appelee

continue ou discontinue, suivant que les diverses valours de cette fonc

tion, correspondantes a diverses valours de la variable, sont ou no

sont pas assujetties a une memo loi, sont ou ne sont pas fournies par

une seule et meme equation. G est en ces tcrmcs que la continuite des

fonctions se trouvait dcfinie par ces illustrcs geometrcs, lorsqu ils

disaient que les fonctions arbitraires, introduites par ^integration

des equations aux derivees partielles, peuvent etrc des fonctions con

tinues ou discontinues. Toutefois, la definition que nous venons de

rappeler est loin d offrir une precision mathematique; car, si les diverses

valeurs d une fonction, correspondantes aux diverses valours d une

variable, dependent do deux ou de plusieurs equations distinctes, rien

n empechera de diminuer le nombro de ces equations et meme de les

remplacer par une equation unique, dont la decomposition fournirait

toutcs les autres. II y a plus : les lois analytiques auxqucllcs les fonc

tions peuvent etre assujetties se trouvent generalement exprimees par

des formules algebriques ou transcondantes, et il pout arriver quo

diverses formules representcnt, pour ccrtaines valeurs d une va

riable x, la meme fonction; puis, pour d autres valeurs de x, des

fonctions differentes. Par suite, si Ton considere la definition d Euler

et de Lagrange comme applicable a toutes especes de fonctions, soit

algebriques, soit transcendantes, un simple changement de notation

suffira souvent pour transformer une fonction continue en fonction

discontinue, et reciproquement. Ainsi, par exemple, x designant une

variable reellc, une fonction qui so reduirait, tantot a -\-x, tantot a

- x, suivant que la variable x serait positive ou negative, devra, pour

ce motif, etrc rangec dans la classe des fonctions discontinues, et

OEuvresdeC. S.\,\..V\\\. 1 9
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cependant la meme fonction pourra etre regardee comme continue,

quand on la represente par 1 integrale definic

dt2 /* x

KJ t-

ou meme par le radical

qui est la valeur particuliere de la fonction continue

correspondante a une valeur nulle de t. Ainsi, le caractere de conti

nuite dans les fonctions, envisage sous le point de vue auquel se sont

d abord arretes les geometres, est un caractere vague ct indetcrmine.

Mais 1 indetermination cessera si a la definition d Euler on substitue

cclle que j
ai donnee dans le Chapitre II de VAnalyse algebrique (

(

).

Suivantlanouvelle definition, une fonction dc la variable reelle x sera

continue entre deux limites a et b de cette variable, si, entre ces limites,

la fonction acquiert constammcnt une valeur unique et finie, de telle

sorte qu un accroissement inliniment petit de la variable produise

toujours un accroissement infmiment petit de la fonction elle-meme.

Alors, si la variable est prise pour abscisse, la fonction supposee reelle

sera 1 ordonnee d une brandie de courbe continue, comprise entre

deux droites perpendiculaires a 1 axe des abscisses, et rencontree en

un seul point par chacune des droites paralleles que Ton pourrail

tracer entre les deux premieres. La continuite des fonctions ainsi

defmie est d ailleurs un caractere dont 1 importance se trouve aujour-

d hui generalement appreciee par les geometres. C est en tenant compte
des solutions ou interruptions observees dans cette espece de conti

nuite que je suis parvenu a determiner, pour les equations alge-

briques, le nombredes racinesqui satisfont a des conditions donnees,

par excmple le nombre des racines dont le module demeure compris

entre deux limites donnees, et c est encore cette espece de continuite

( ) OEuvres de Cauchy, S. II. T. III.
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qui forme, comme je 1 ai demontre, le caractere distinctif des fone-

tions developpables en series convergentes ordonnees suivant les

puissances entieres et ascendantes d une ou de plusieurs variables.

Enfm, de 1 analyse dont
j
ai fait usage pour etablir le theoreme

rclatif a la convergence des developpements des fonctions, on peut

aisement deduire 1 extension donnee par M. Laurent a ce theoreme,

et Ton reconnait ainsi que la continuite est encore le caractere dis

tinctif des fonctions developpables en series ordonnees suivant les puis

sances entieres, positives et negatives des variables. Comme cette der-

niere proposition peut recevoir un grand nombre duplications utiles,

il importe de la bien preciser ct d entrer a ce sujet dans quelques

details.

Considerons une variable imaginaire x. Elle sera le produit de son

module par une certaine exponentielle trigonometriquc ; et, pour

obtenir toutes les valours de la variable correspondantcs a un module

donne, il suffira de faire croitre rargument de cette variable, c est-

a-dire rargument de 1 exponentielle trigonometrique, depuis la limite

zero jusqu a une circonference entiere 2-n:, ou, ce qui revient au

meme, depuis la limite u jusqu a la limite TI. Si, tandis que rargu

ment varie cntre ces limites et le module entre deux limites donnees,

une fonction reelle ou imaginaire de x reste continue par rapport a

1 argumcnt et au module, de maniere a rcprcndre la meme valeur

quand Targument passe de la valeur i: a la valeur -+- ~, cette fonc

tion sera, entre les limites assignees au module, ce que nous appelons

une fonction continue de la variable x. Cela pose, le theoreme general

sur le developpement en serie des fonctions d une seule variable peut

etre enonce dans les termes suivants :

THEOREME I. - Une fonction reelle ou imaginaire de la variable x

sera developpable en une serie convergente ordonnee, d un cole, suivant

les puissances entieres positives, d un aulre cote, suivant les puissances

entieres negatives de x, lant que le module de x conservera line valeur

comprise entre deux limites enlre lesquelles la fonction et sa derivee nc

cesseront pas d etre continues.
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Ce theoreme entraine evidemment Ic suivant :

THEOREME II. - - Une fonction reelle ou imaginaire de la variable x

sera, pour une valeur donnee du module de x, developpable en une serie

ordonnee, d un cote, suivant les puissances enticres positives, d un autre

cote, suivant les puissances entieres negatives de la variable, si, dans le

voisinage de cette valeur, la fonction et sa derivee restent continues par

rapport a x.

Les theoremes que nous venons de rappeler peuvent etre immedia-

tement etendus au developpement des fonctions de plusieurs va

riables.

D ailleurs ces theoremes ne sontpas seulement applicables au deve

loppement des fonctions explicites d une variable x : ils s appliquent

encore au developpement des fonctions implicites. Mais alors se pre-

sente a resoudre un nouveau probleme : il s agit de reconnaitre si,

pour un module donne de la variable x, une fonction u de x, deter-

minee par une equation enlre x et u, reste, avec sa derivee, continue

par rapport a x. Or ce nouveau probleme peut etre effectivement

resolu, dans un grand nombre de cas, a 1 aide des considerations sui-

vantes.

Supposons que, le second membre de 1 equation cntre x et u etant

nul, le premier membre renferme, avec x et u, un ou plusieurs para-

metres. II arrivera souvent que, pour une valeur particuliere de 1 un

de ces parametres, une racine de 1 equation resolue par rapport a u

sera evidemment fonction continue de x, au moins tant que le module

de x restera lui-meme compris cntre certaines limites. Concevons

maintenant que Ton fasse varier par degres insensibles le parametre a

dont il s agit, et supposons que le premier membre de 1 equation pro-

posee reste, du moins entre certaines limites, fonction continue, non

seulement de ce parametre, mais encore de x et de u. Enfm admet-

tons, pour fixer les idees, que la racine en question soit une racine

simple. Alors, par des raisonnements semblables a ceux dont nous

avons fait usage dans le Memoire sur la nature et les proprietes des
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racines d une equation qui renferme un parametrc variable (voir lr

II
e Volume des Exercices d Analyse et de Physique mathematiguc,

p. in et suiv.)( ),
on prouvera que la racine en question variera

generalement avec le parametre a par degres insensibles, en restant

tbnction continue de x, jusqu a 1 instant oil, dc nouvelles racines

devenant equivalentes a la premiere, 1 equation proposee acqucrra

des racines egales. D ailleurs, on prouvera sans peine qu avant cet

instant le developpement de u suivantles puissances entieres de x se

trouvera represente par une serie dont le module ou les modules

seront inferieurs a I unite, et Ton peut ajouter qu a cet instant meme

les derivees de M, prises par rapport a x, deviendront generalement

infinies a partir d un certain ordrc, ce qui exige alors que le module

on 1 un des modules du developpement de u se reduise a 1 unite. Ges

observations fournissent le moyen de determiner en general le module

ou les deux modules de la serie qui represente une fonction implicite

de la variable x, developpec suivant les puissances entieres et ascen-

dantes, ou meme suivantles puissances entieres positives ct negatives

de cette variable.

Dans un autre Memoire
j appliquerai les principes que jc viens d e-

tablir aux series qui representent en Astronomic les developpcments

des fonctions perturbatrices.

ANALYSE.

I. Formules generates.

Soit

une variable imaginaire dont r represente le module et 9 1 argument.

Soit, dc plus,

une fonction de x qui reste, avec sa derivee f ^) continue par rap

port a x, c est-a-dire par rapport au module r et a 1 argument 9, pour

() OEuvres de Cauchy, S. II, T. XII.
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toutes les valeurs du module r inferieures a une limite donnee R. Soit

en fin

une nouvelle variable imaginaire qui ait pour module la constante R

et pour argument Tangle variable p. On aura, en supposant r
&amp;lt; R,

(0 f(a?)=JL f flifl^,;
ZltJ 3 X 1

puis en posant, pour abreger,

1 rUf(-)^
fl

=SFjfHl
-?r*1

on tirera de 1 equation (i)

( f(a?) =. -t- a^-t- a 2 cr
2
-f- ----

Soit maintenant p le module de la serie

0&amp;gt; |, 2, -,

c est-a-dire la plus grande des limites vers lesquelles converge, pour
des valeurs croissantes de n, la racine ieme du module de a

lt
. Le mo

dule de la serie

(3) a
, a^r, a.^, ...

sera evidemment represente par le produit

et, comme cc produit exprimera encore les modules des series compo-
sees des termes quo Ton obtiendra en differentiant une ou plusieurs

fois de suite, par rapport a x, les divers termes de la serie (3) ; comme
d ailleursune serie est toujours convergente et offre une somme finie,

tant que son module rcste inferieur a 1 unite, il cst clair que, si la

fonction f(a?) ou scs derivees deviennent infinies pour la valour R du

module r de x, le produit pR dcvra se reduire a 1 unite. On aura done

alors

r;
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ct par suite la serie (3) aura pour module =? Alors aussi, pourr&amp;lt; R,

il sera facile de calculer une limite supericure au module du reste do

la serie (3), arretee apres un nombre quelconque de termes.

Designons maintenant par la scule lelirc u la fonction f(#), et sup-

posons que u soit une fonction implicite de x, qui represente une

racine simple de 1 equation

(4) F(M, J7)
= 0.

Enfm concevons que le premier membre de 1 equation (4) renferme,

avec les variables x et u, un ou plusieurs parametres, et que, pour

une certaine valeur, par cxemple pour une valeur nulle du para-

metre a, la racine simple u de 1 equation (4) reste fonction continue

de x, du moins tant que le module de x ne depasse pas une certaine

limite. En raisonnantcomme a la page n3 du II
e Volume des Exercices

d Analyse (
(

), on prouvera que, si le parametrc a vient a varicr, et si,

tandis qu il varie, le premier membre de 1 equation (4) reste fonction

continue de x, u eta, la racine simple u restera generalement fonction

continue de x, jusqu a I instant oil, une seconde racine devenant egale

a la premiere, 1 equation (4) acquerra des racines multiples. Soit R la

valeur du module r pour laquelle une seconde racine de 1 equation (i)

dcviendra egalc a u. II est clair que, pour cette valeur de r, et pour

une valeur correspondante de I argument 9 de la variable x, on aura

z=: o.

Done alors aussi la valeur de Dx ii, tirec dc 1 equation (4), et deter-

minee par la formule

Djfa =
~D*F(!*)

dcviendra generalement infinie. Cette demonstration ne serait plus

admissible, si la valeur de x qui rend une seconde racine egale a M,

reduisait D^. F(w, a?) a zero. Mais il est facile de s assurer qu en general

le module R correspondant a cette racine rendrait infmies, a partir

(
i

) OEuvres de Cauctiy, S. II, T. XII.
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d un certain ordre, les derivees

l)x it, D, D^,, ....

Done, en vertu de ce qui a ete clit plus haut, le module de la serie qui

representera la fonction u developpee suivant les puissances ascen-

dantes de x sera generalement

R

Soit maintcnant

une fonction de x qui, avec sa derivee f (a?), restc finie et continue

par rapport a x, pour des valeurs du module r comprises entre les

limitcs

et posons simultanement

y r e &amp;gt; J~, z R eP^.

L equation (i) devra etre remplacee par la suivante

-L*P&amp;gt;

et, en posant, pour abreger,

(z) } r*
r d

P&amp;gt;

a-&quot;=~ y*
+&amp;gt; n 2T- J_K

on tirera dc 1 equation (5)

(6) f(^) = ao-

On pourra d ailleurs supposer, commc ci-dessus, que u represente une

racine simple d une certaine equation (4) qui renfermerait, avec les

variables x et u, un parametre a. Si, pour une valour particuliere de

ce parametre, u sc reduit effectivement a une fonction continue de x,

alors, le parametre venant a varier, u ne cessera pas d etre fonction

continue de x, du moins entre certaines limites de r, jusqu a 1 instant
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oil, une scconde racinc de 1 equation (4) devenant egale a u, cette

equation acqucrra des racines egales. Cela pose, si Ton designe par r ,

H les limites inferieure et superieure qu atteint le module r quand

une seconde racine de 1 equation (4) devient, par suite de la variation

du parametre a, equivalente a la racine , alors, en raisonnant commc

dans le cas precedent, on prouvera que les deux modules de la serie

* *
)

Cl_ 9 OC . Ct_ i JO
9 Cl Q Ct i OC- Cl

&amp;gt;

&
9

se reduisent generalement aux deux rapports

H

II. Applications.

Appliquons maintenant a quelques exemples les principes etablis

dans le 1, et d abord supposons que la fonction u dc x represente

celle des racines de 1 equation

(i) y.u*- 2 a H- x o

qui, pour une valeur nulle du parametre a, se reduit a

(]omme le premier mcmbre de 1 equation (i) est une fonction toujours

continue des variables x, u et du parametre a, il en resulte que, si.ce

parametre, cessant d etre nul, acquicrt une valeur infmiment petite,

u restera fonction continue de la variable x, au moins pour des valeurs

finies de cette variable. Si, le parametre a variant encore, son module

croit de plus en plus par degres insensibles, u ne cessera pas d etre,

pour un module donne de la variable x, fonction continue de cetlo

variable, jusqu au moment oil, par suite de la variation de a, une

seconde racine u de 1 equation (i), devenant egale a la premiere, veri-

fiera, non settlement cette equation, mais encore 1 equation derivee

(
2

) cf.it i o
;

OEuvres deC. S.I, t. VIII. 2O
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par consequent, jusqu au moment ou Ton aura, en vertu des equa

tions (i) ct (2),

(3) y.x \.

Or, comme on tirera de la formule (3)

mod. a
mod. 4?

et reciproquement

x--&amp;gt; mod. ^r j &amp;gt;

a mod. a

il suit de cette formule quc, si Ton pose

1 =R
mod. a

u restera fonction continue de x, non settlement quel que soit le para-

metre a, dans le voisinage d une valeur nulle de x, mais encore, pour

une valeur quelconque de ce parametre, jusqu au moment oil Ton

aura
mod. x = R.

Done, en vertu des principes etablis dans le I, cclle des racines de

1 equation (i) qui se reduit a a?, pour une valeur nulle du para-

metre a, sera, pour un module r de x inferieur a R, developpable sui-

vant les puissances ascendantes et entieres de x en une serie conver-

gente, dont le module se reduira au rapport

R

c est-a-dire au module du produit ax. On verifie aisement ces conclu

sions en commenQant par tirer de 1 equation (i) la valeur de u en x,

et developpant la valeur ainsi trouvee, savoir,

(4) u = i y/1 a&amp;lt;37

suivant les puissances entieres et ascendantes de x.
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Concevons maintenant que la fonction u de x represente celle des

racines de 1 equation

_a / _ i\

(5) ue 2 \&quot;

qui se reduit a x, pour une valeur nulle du parametrc a, et supposons

le module de x different de zero. Le premier membre de 1 equation (5)

sera toujours fonction continue de x, a et u, excepte dans le voisinage

d une valeur nulle de w; et si le parametre a, cessant d etre nul, varie

par degres insensibles, u ne cessera pas d etre fonction continue de x,

jusqu au moment ou, par suite dc la variation a, une seconde racine u

de 1 equation (5), devenant egale a la premiere, verifiera, non seule-

ment cette equation, mais encore ^equation derivee

Admettons, pour fixer les idees, que Ton attribue toujours au para-

metre a une valeur reelle et positive. Supposons d ailleurs que Ton ne

fasse pas croitre ce parametre au dela de 1 unite. Alors 1 equation (G),

resolue par rapport a u, offrira deux valeurs reelles et positives,

inverses 1 une de 1 autre. Les deux valeurs correspondantes de x,

tirees de 1 equation (5), seront pareillcment deux quantites reelles

et positives inverses 1 une de 1 autre; de sorte que, en designant la

plus petite par r et la plus grande par R, on aura

ou

Rr,==i.

Cela pose, il resulte des principes etablis dans le I que, pour uno

valeur de a positive, mais inferieure a 1 unite, et pour un module r

de x compris entre les limites R,
^&amp;gt;

une racine de 1 equation (5),

savoir, celle qui se reduit a R quand a s evanouit, sera developpable,

suivant les puissances entieres, positives et negatives de x, en une
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serie convergente dont les deux modules seront

i /

~7
et R

Ces memes modules se reduiront 1 un et 1 autre a la fraction

si le module r de la variable x se reduit a 1 unite.

III. -- Observations relatives aux fofictions discontinues.

Les formules (i i) et (5) du I, dans lesquelles

(1) u-f(a:)

represente une fonction explicite. ou memo implicitc de la variable

imaginaire

(2) x = re?J- i

,

supposent que cette fonction reste continue, par rapport au module r,

entre les limitcs o et R, ou r ct R, et par rapport a 1 argument cp
entre

les limites it, -\~T&amp;gt;. Elles supposent, par suite, non seulement que u

varie par degres insensibles avec le module o, mais encore que u

rcprend la meme valeur quand Tangle o se trouve augmente d une

circonference entiere. Si cette derniere condition cessait d etre rem-

plie, les formules (i) et (5) devraient subir des modifications que

nous aliens indiquer, en nous occupant seulement de la formule (5),

qui comprend comme cas particulier la formule (i).

Supposons u determine en fonction de x par 1 equation (i) ou meme

par unc equation de la forme

(3) F(,*)=o.

On aura, eu egard a la formule (2),
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ct Ton peut observer qu une racine u de 1 equation (3) satisfera gcne-

ralement a la condition (4), lors meme que cette racine ne reprendrait

pas les memes valeurs, quand on fera croitre 1 argument 9 d une cir-

conference. Ainsi, en particulier, 1 equation (4) sera satisfaite si Ton

prend pour u la racine

(5) !/ + o y i,

qui verifie 1 equalion
e u= x,

on la racine

1. *.j=i

(6) u rm e n
,

qui verifie 1 equalion
ll
m =X,

m etant un nombre entier supericur a 1 unite. Mais ces deux racines,

si 1 argument cp peut varier depuis la limite T: jusqu a la limite -t- -,

seront des fonctions discontinues de o et par consequent de x, attendu

que Icurs valeurs seront alterees, quand on passera de la limite 9
= T,

a la limite o = r..

Supposons maintenant que la fonction

a= f(ar)

et sa derivee relative a x soient des fonctions discontinues de x, ana

logues a cellos que determinent les formules (5), (6), c est-a-dire

des fonctions dont la discontinuite consiste seulement en ce qu elles

changent de valeurs quand on passe de la limite 9
= u a la limite

Q = i:. Si Ton integre les deux membres de 1 equatlon (4) par rapport

a o entre les limites TC, T:, et par rapport a r entre les limites r , R;

alors, en ecrivantjo au lieu dc o, et t au lieu de r, en posant d ailleurs,

pour abreger,

et en designant par

1 accroissement quo prend le facteur u quand 1 argument 9 passe de la
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limite -n a la limite -f- IT, on trouvera

/
s* x,

,j&amp;gt;

fU)rf^- / f(y)dp= \
-*.

-71 Jt Jrt

Si dans cette derniere equation on remplace f(s) par le produit

on obtiendra une formule nouvelle, analogue a 1 equation (5) du I

Cette formule nouvelle sera

(8) ,(*&amp;gt;
=ifi^ rf/

,_-Lf*
27T ^_ u -~ ^ aJ_K

la valeur de A etant

r r l{

.-Ti

(9) A - -

/2 7T J
ro

t

Si, pour plus de simplicity, on ecrit

II, V, W

au lieu de

alors ^, w seront ce que devient M quand on pose successivemenl

/ = /, r R,

en remplagant d ailleurs
cp par/?, et 1 equation (8) se presentera sous

la forme

ei N
r f

71

zv j l

(10) f(j?)= -.
/ dp- -

A etant toujours determine par la formule (9).

II importe d observer que, des integrates comprises dans le second

membre de la formule (10), la premiere peut etre developpee suivant

les puissances positives de la variable x, ct la seconde suivant les

puissances negatives de la meme variable, les coefficients des diverses
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puissances etant independants du module r aussi bien que de Fargu-

ment o. Quant a la valeur de A, on peut la presenter sous la forme

(
1 1

)
L C Af^l -L f 1
rj,. t+ ar air./ v

ct par consequent la decomposer en deux integrates qui soient elles-

memes developpables, la premiere suivant les puissances positives,

la seconde suivant les puissances negatives de x. Mais, dans les deux

nouveaux developpements ainsi obtenus, les divers coefficients, en

restant independants de Tangle o, deviendront evidemment fonctions

du module /.

Si, pour fixer les idees, on suppose la fonction u determinee par la

formule (5), .fty/ i sera 1 accroissement que prendra cette fonction

quand on fera croitre o de la circonference 2-rc. On aura done

&amp;lt;5R \ 1 = 2 Tr

Alors aussi on tirera de la formule (5), en y ecrivant/) au lieu de 9, et

remplacant r par r ou par R,

v 1 r -h jo v l
&amp;gt;

w = lR + p v

Gela pose, 1 equation (10) donnera

/ i r&amp;gt; v~ j / P Z j v
/ i

i PY ,

V/ i = 1 R 4- I dp - -I -f-^- dp A
;* O 7T ^ -1* O TT I/ r*

4* ^/ &amp;gt; vt/ .a j / K &quot;

^x/

puis on en conclura, en integrant par parties, de maniere que le fac

teurp se trouve difference,

/ ar\ r

tandis que la formule (n), reduite a
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donnera

et, par suite,

A- 1

sinSo___!

Or, eu egard a la derniere formule, on tirera de 1 equation (12), pour

toutes les valeurs de o comprises entre les limites u, -f- T:,

i sin 20 sinSo
-9

et Ton se trouvera ainsi pamene a une equation deja connue.

244.

ANALYSE MATHEMATIQUE. - -

Rapport sur une Note de M. CELLERTER

relative a la theorie des imaginaires.

C. R., T. XVIII, p. 1 68 (29 Janvier i844)-

L Academic nous a charges, M. Liouville et moi, de lui rendre

compte d une Note de M. Cellerier, relative a la theorie des imagi-

naires. Le theoreme que 1 auteur etablit dans cette Note pouvant etre

fort utile dans les recherches d Analyse et de Calcul integral, nous

avons pense qu il serait convenable d en donner ici une idee en peu

de mots.

L un de nous a remarque, dans le XlXe Cahier du Journal de VEcole

Polytechnique (p. 067) (
1

), que, f(x) etant une fonction donnee de la

(M CEuvres de CaucJiy, S. II, T. I.
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variable reelle x, une expression imaginaire de la forme

se trouverait suffisamment definie, si on la considerait comme 1 inte

grale &amp;lt;p

de 1 equation aux derivees partielles

cette integrale etant assujettie a verifier, pour une valeur nulle de j,

1 equation de condition

?=/(*)

C est en adoptant cette definition, et en s appuyant sur le theoreme

general relatif a la convergence du devcloppement d une fonction en

serie ordonnee suivant les puissances entieres et ascendantes d une

variable x, quo M. Cellerier a etabli le nouvc-au theoreme dont nous

transcrivons ici 1 enonce reduit a sa plus simple expression.

THEOREMS .
- - f(&} elant une fonction reelle ou imaginaire de x, si

I on a, pour toutes les valeurs reelles de x,

on aura encore, pour des valeurs reelles de x et de y,

/(^+7V -0^o,

tant que la variable y conservera une valeur numerique mferieure a la

plus petite de celles pour lesquelles la fonction f(x -+ y \ i) ou sa

derivee de premier ordre cessera d etre finie et continue. Par suite, quand
on fcra croitre la valeur numerique de y, en laissant x constant, la fonc
tion f(x -{-y \

r
i) ne cessera point d etre nulle sans devenir infinie ou

indeterminee.

Dans des additions jointes a sa Note, M. Cellerier, en donnant plus

de rigueur a la demonstration de son theoreme, a montre sous quelles

conditions il subsiste, et indique le cas oil il pourrait devenir inexact.

Appliquee a la theorie des integrales definies, la proposition enoncee

OEwres de C. - S. I, t. VIII. 2 I
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par M. Cellerier fournit le moyen d etendre des formules etablies pour

des valeurs reelles de certains parametres au cas oil ces parametres

deviennent imaginaires. On rcconnait ainsi que les formules sub-

sistent generalemcnt, tandis qu on fait varier les parametres, jus-

qu au moment ou les integrales deviennent infinies ou indeterminees,

ee qui s accorde avec des observations faites par 1 un de nous, dans le

Memoire sur les integrales defmies prises entre des limites imagi

naires (p. 34 et 4) ( ) et dans le XVll e Tome des Annalcs de

M. Gergonne (p. 120 et 127) (
2

), relativement a diverses formules

qui fournissent les valeurs de certaines integrales defmies.

En resume, les Gommissaires pensent que la Note de M. Cellerier

est digne d etre approuvee par 1 Academic et inseree dans le Recueil

des Savants etrangers.

245.

CALCUL INTEGRAL. Memoire sur les valeurs moyennes des fonctions.

C. R., T. XVIH, p. 558 (i
ci

avril 1844).

Soient

x reP^~*

une variable imaginaire dont r designe le module, et

r&amp;lt;)

une fonction reelle ou imaginaire de x qui reste continue par rapport

a r et
a/&amp;gt;, pour toutes les valeurs de r comprises entre deux limites

donnees
=

/
=

&amp;gt;

Enfin, soit s la valeur moyenne de f(a?). On aura

(1) *=
-^ f t(*)dp ,

J-K

() OEuvres de Cauchr, S. II, T. XV.

(
2

) Ibid., S. II, T. II.
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et, on vertu d un theoreme que j
ai demontre dans la 9

e livraison des

Exercices d Analyse et de Physique mathematique (
(

), cettc valeur

moyenne restera la memo pour toutes les valeurs du modulo r

comprises entre les limites r ,
r
u

. Mais il peut arriver que la valeur

moyenne 8 de la fonction f(x) vienne a varier quand on suppose

precisement r= r , r = r
H

. Entrons a ce sujet dans quelques details.

Supposons d abord, pour fixer les idees, que la fonction t (a?)

devienne discontinue en devenant infinie, quand on y pose preci

sement

et

x
t designant tout a la fois une valeur particulierc de x dont le module

soit r, et une racine simple de 1 equation

Alors, en vertu des principes du calcul des residus, on aura, pour une

valeur de r comprise entre les limites r r, r-- r
t/

,

dp - r. ,t(r, d&amp;gt;

&amp;lt;=*) dp = i
(re&amp;lt;&amp;gt;

f=*

^_u it

le signe etant relatif a la seule racine x
t
de 1 equation

En d autres termes, on aura

/

J-K

Done, par suite, tandis que le module r passera d une valeur plus

grande que r a la valeur r , la valeur moyenne $ de la fonction f(#)

se trouvera diminuee de la moitie du residu

( ) OEuvres de Cauctiy, S. II, T. XIV.
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Ainsi, en particulier, si Ton prend

f t T \ _ *

~
(jc l) (X 2)

on verra la valeur moyenne de la fonction {(x) se reduire, pour un

module de x compris entre les limites

x r, x 2,

a la quantite -f i , et pour le module i de x, a la quantite

, _ i r _ _
i _ i __

i^

Supposons en second lieu que la fonction f(#) devienne discontinue

en devenant infinie quand on y pose

r =
r,,

et

x
tt designant tout a la fois une valeur particuliere de x dont le module

soit r
ff

, et une racine simple de 1 equation (2). Alors, en raisonnant

toujours de la meme maniere, on prouvera que la valeur moyenne s

de la fonction f(a?) se trouve generalement augmentee de la moitie du

residu

(4)

tandis que le module r passe d une valeur plus petite que r a la

valeur r
/x

.

Nous avons suppose, dans ce qui precede, que xt
ou x

u representait

une racine simple de 1 equation (2). Alors le residu (3) ou (4) n est

autre chose que la veritable valeur du produit

(5) ,

correspondante a x -- x
t
, ou la veritable valeur du produit

(6)
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correspondante a x x
u

. Mais il peut arriver que, xt
etant une racine

de 1 equation (2), la valeur x
t
dc x rende, par suite, la fonction f(a?)

infinie, et reduise en meme temps a zero le produit (5). C est, en effet,

ce qui aura lieu si Ton suppose, par exemple,

1 exposant [/.
etant reel et non superieur a 1 unite, et F(.r) designant

une fonction qui conserve une valeur finie pour x = x
t

. Or, comme

dans ce cas le produit (5) s evanouira pour x = x
t

, il est naturel

de penser qu alors la valeur moyenne 8 de la fonction f(a?) restera

invariable, tandis que le module r de a? passera d une valeur plus

grande que r a la valeur r
t

. Pour transformer cettc conjecture en cer

titude, il suffit d observer que, a 1 aide d une integration par parties,

on tirera de la formule (i), jointe a la formule (7),

(8) 8-

et que cette derniere valeur de S se reduit a une fonction de r qui

reste generalement finie et varie par degres insensibles, tandis que r

varie entre les limites r r
tf

, r=r
t
, de maniere a pouvoir meme

attcindre la limite r .

Pareillement, si x
t/
est une racine de 1 equation (2), mais non une

racine simple, la valeur x
if
de x pourra tout a la fois rendre la fonc

tion f(a?) infmic et reduire a zero le produit (G). G est ce qui aura

lieu, par exemple, si Ton suppose

x
X,.

1 exposant v etant reel, mais superieur a 1 unite, et F(a?) designant

une fonction qui conserve une valeur finie pour x x
t

. Or, comme

dans ce cas le produit (6) s evanouira pour x = x
ti

, il est naturel de

penser qu alors la valeur moyenne 8 de la fonction f(a?) restera inva-



166 COMPTES RENDUS DE L ACADEMIE.

riable, tandis que le module r de x passera d une limite plus petite

que r
v
a la valeur r

;/
. Pour transformer cette conjecture en certitude,

il suffira d observer que, a 1 aide d une integration par parties, on

tirera de la formule (i), jointe a la formule (8),

** r* ( ^v^-n r F (^)i ^
(10)

-
/ a?( i- - Dx \ \dp,

ft que cette derniere valeur de s se reduit a une fonction de r qui

reste generalement fmie et varie par degres insensibles, tandis que r

varie entre les limites r = r, r = r
/f

, de maniere a pouvoir meme

atteindre la limite r
tt

.

Lorsque la fonction f(a?) est de Tune des formes determinees par

les equations (7), (9), alors, en posant

on trouve

non seulement pour un module r de x compris entre les limites r r
t
,

r^=r
t/

, mais encore pour Tune des valeurs r-r
f
, r r

if
. Si la fonc

tion f(a?) etait a la fois des deux formes determinees par les for-

mules (7) et (9), la formule (12) subsisterait pour r -~ r et pour
r r

/r Admettons cette derniere hypothese; alors on aura, meme

pour r ~ r et pour r -- r
;/

,

les valeurs de an et de a_n etant

i rn
an / s~* f(x) dp,

2TC J-K

1 C*
271

&quot;*

Alors aussi les deux modules de la serie qui represente le develop-
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pement de f(#), et qui se prolonge indefiniment dans les deux sens,

seront

et Ton deduira sans peine des formules (14) deux limites supe-

rieures aux modules des coefficients an et a__n . Par suite, on deduira

aisement des formules (i3) et (i 4) deux limites superieures aux mo

dules des restes qu on obtient quand on supprime, dans la serie que

renferme le second membre de la formule (i3), les termes dans les-

quels les puissances de x ou - sont d un degre superieur a un nombreX
entier donne.

II est bon d observer que, sans alterer les valeurs de an , a_n four-

nies par les equations (i4) on pourra generalement y supposer les

valeurs de y, s determinees, non plus par les formules (i i), mais par

les suivantes :

Considerons, en particulier, la valeur de a_n fournie par la seconde

des formules (i4)- Eu egard aux equations (7) et (i5), cette formule

donnera

ou, ce qui revient au meme,

- ^jL C \e
np^^(x,ep *l~l

) e- nP^-~* ?(x e-v^
)]= ^JQ [ (x-e-W--)^&quot; (i-e^-^~\

Pf

ou bien encore

la valeur de $ etant determinee par 1 equation

(17) **~&r^f^9(*^
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Or, si Ton nomme P le module maximum maximorum de 1 expression

il est clair que, en vertu de la formule (17), le module de 1 expression

imaginaire
&amp;lt; sera inferieur a P, et que, en vertu de la formule (16), le

module de a_n sera inferieur au produit

/ 2 sm

Les prineipes que nous vcnons d exposer peuvent etre facilement

appliques a la determination de limites superieures aux restes de la

serie qu on obtient quand on developpe le rapport de 1 unite a la di

stance mutuellc de deux planetes, suivant les puissances entieres de

I exponentielle trigonometriquc qui a pour argument 1 anomalie ex-

centrique, et meme l anomalie moyenne. G est ce que nous explique-

rons dans un prochain article.

246.

ASTRONOMIE. Nouveau Memoire sur le calcul des inegalites

des mouvements planetaires .

C. R., T. XVIII. p. 6x5 (8 avril 1844).

On sait que le calcul des inegalites des mouvements planetaires a

pour base le developpement de la fonction perturbatrice en une serie

de termes proportionnels aux puissances entieres, positives, nulle et

negatives, des exponentielles trigonometriques, dont les arguments
sont les anomalies moyennes des planetes. On sait encore que, dans la

fonction perturbatrice, la partie dont le developpement offre des diffi-

cultes serieuses est la partie reciproquement proportionnelle a la di

stance mutuelle des deux planetes que Ton considere. Or, en s ap-
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puyant sur une remarquo faite dans un precedent Memoire (voir la

page 3i8 du Tome XIII des Comptes rcndus) ( ),
et relative a cer-

taines proprietes des fonctions entieres et reelles des sinus et co-

sinus d un meme angle, on peut aisemcnt developper le rapport de

Tunite a la distance de deux planetes en une serie de termes propor-

tionnels aux puissances de 1 exponentielle trigonometrique qui a pour

argument 1 une des anomalies excentriques, et meme Tune des ano

malies moyennes. Ccttc simple observation sert de fondement a la

methode nouvelle que je propose pour le calcul des inegalites des

mouvemcnts planetaires, et qui me parait offrir des avantages assez

considerables pour meriter de fixer un moment Tattention des geo-

metres. Je me bornerai d ailleurs a donner dans cc Memoire une idee

generate de mcs nouvelles recherches, que je reproduirai avec plus de

details dans les Exercices d Analyse et de Physique mathematique .

Lc premier paragraphe du Memoire sera relatif a des notions preli-

minaires. II aura pour objet la decomposition d une fonction reelle et

entiere des sinus et cosinus d un meme angle en facteurs simples dont

chacun soit lineaire par rapport a 1 cxponentielle trigonometrique qui

offre un argument egal, au signe pres, a Tangle donne. Dans le second

paragraphe, je montrcrai comment on peut decomposer en facteurs de

cette espece le carre dc la distance mutuelle de deux planetes. Enfin,

dans les paragraphes suivants, je developperai en serie le rapport de

1 unite a cette meme distance.

I. Decomposition d une fonction reelle el entiere des sinus et cosinus

d un meme angle en facteurs simples.

Soit

(0 // =
f(cos/&amp;gt;, sin/?)

une fonction reelle du sinus et du cosinus de Tangle p. Si Ton pose

tang | t,

( ) OEu res de Cauchy, S. I, T. VI. p. 281.

OEttt res de C. S. I, t. VIII. 22
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on aura

et, comme en consequence u sera encore une fonction reelle de t, 1 e-

quation

(3) u=.o,

resolue par rapport a /, ne pourra offrir une racine imaginaire et finie

de la forme

p designant une quantite positive, et
cp
un arc reel, sans offrir une

seconde racine imaginaire conjuguee a la premiere, et de la forme

Soit maintenant

,^_i+jVEi[.
i t v/^Ti

on aura encore

(4) = f\-
\ -* 2 y I/

et, a deux valeurs de t, dc la forme

(5) t^peV^, pe-?^

correspondront deux valeurs de $, de la forme

Or, comme Tune de ces deux valeurs de s et Tinverse de 1 autre

seront evidemment deux expressions imaginaires conjuguees, elles

pourront etre reduites aux formes

(6) ^^ae&quot;^- 1

,
s=r-ea v-

,

a designant une quantite positive et a un arc reel.
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Si Tangle 9 se reduisait a zero ou a ic, alors la valeur de / fournie

par chacune des equations (5) se reduirait a la valeur reelle

qui pourrait etre une racine simple de 1 equation (3); ct a cette ra-

cine correspondrait une seule valeur de s determinec par la formule

le module a se trouvant recluit a 1 unite.

De ces remarques on deduit generalement la proposition suivante :

THEOREME I. Etant donnee unefonction reelle u des sinus et cosinus

de Vangle p, si I on pose

les racines finies de I equation
u o,

resolue par rapport a s, seront, ou des racines dont les modules se redui-

ront a I unite, ou des racines qui, prises deux a deux, offriront, avec un

meme argument, deux modules inverses I un de I autre. En d autres

termes, les racines finies de I equation

u = o

seront de la forme

ou, prises deux a deux, elles seront de la forme

a designant une quantite positive et a un arc reel.

II est bon d observer que, des deux modules a, 7 &amp;gt; le premier, a,
n

peut etre suppose le plus petit, et qu alors on a necessairement

(8) a&amp;lt;i.

Goncevons a present que u represente une fonction entiere des
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sinus et cosinus de Tangle p, et nommons m le degre de cette fonction

par rapport a ces sinus et cosinus. En vertu de 1 equation (4), u sera

evidemment de la forme

(9) M = ^

designant une fonction entiere de s, du dcgre 2m; et, en vertu du

theoreme I, S sera le produit d une constante reelle ou imaginaire par

des facteurs lineaires dont chacun sera de la forme

s ea
&amp;lt;/-!,

ou par des facteurs lineaires qui, pris deux a deux, seront dc la forme

(10) s ae ^- 1

,

Si u nc peut s evanouir pour aucune valeur de s dont le module soit

Tunite, ou, ce qui revient au meme, pour aucune valeur reelle de

Tangle/?, tous les facteurs lineaires seront de la forme (10); et, comme

on a identiquement

1
(s
_ aeiR) (s-- e*^} = - ^ (i

- ase-*^) (
5

N /\a/ a \
i-- e*v^

s

il est clair que, dans Thypothese admise, la fonction u sera le produit

d une certaine constante k par des facteurs qui, pris deux a deux,

seront de la forme

(u) i ase-*^, i -eiH.
5

On aura done alors

(12) M k(i ase-^^1

) ( i -e^v^ (tlose- 6^) (i -e8^). ..,
\ s / \ s J

a, b, ... designant des modules inferieurs a Tunite, et a, 6, . . . des

arcs reels. D ailleurs, en vertu de Tequation
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tout produit do la forme

se reduit a un trinome de la forme

i aa
cos(/&amp;gt; a) + a 2

,

et par consequent a une quantite qui ne peut etre que positive on

nulle, pour une valeur reellc de Tangle p. Done, si la quantite u reste

positive pour toutes les valeurs reellcs dc
/?,

la constante k renfermee

dans le second membre de Tequation (12) devra elle-meme etre posi

tive. On peut done enoncer la proposition suivante :

THEOREME II. - - Si une fonction reelle et entiere u des sinus et cosirius

d un certain angle p reste positive pour toutes les valeurs reelles de cet

angle, et si I on prend d ailleurs

on aura

u k(i t*e-^~*) ( i ea v/-
) (i\ / v t. i \ i- eg v/

*

a, b, ... designanl des nombres inferieurs a I unite, k une quantite posi

tive, et a, 6, ... des arcs reels.

Supposons, pour fixer les idees,

oAo, ok, 9 etant des coefficients reels dont le premier soil positif et ve

rifie la condition

Alors, pour des valeurs reelles de Tangle p, la valeur de u sera tou-

jours positive; et, en posant

on trouvera
i

s 4- -
s

COSO :=-
2
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Si le coefficient est positif, la formule (24) donnera

kab = (B, k=
ab

et

ou, ce qui revient au meme,

e& \j~T_-
e a y/^T _

Done alors la formule (28) sera reduite a

(25) M.

ab N

Ainsi Ton peut enoncer la proposition suivante :

TIIEOREME IV. Soil

a = cJU 4- 2 lib cos/? + 2 3 sin/? 4- 4 &amp;lt;) cos 2
/?,

ol&amp;gt;, i)l), G, CD designant quatre coefficiejits do/it le dernier soil positif. Si

la valeur precedente de u reste elle-meme positive pour toutes les valeurs

reellcs de Vanglep, on aura

= ^ (i
-

a5e-&amp;gt;Fi)
fi - *

c&quot;^} (i
- bse*^) (i - - e~*^\

a, b designanl des modules inferieurs a Iunite et a un arc reel.

Corollaire. --
Si, dans 1 hypothese admise, on pose

(26) a = aea v/
-T

, b=iett /-*
l fz=be-\/=

&amp;gt;,
b l e -a&amp;gt;/=T

a b

les quatre lettres

o, b, r, fi

representeront les quatre racines fmies dc 1 equation
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qui, en vertu de la formule (22), deviendra

(27) cD(.?
2 +i) 2

4-(iJi&amp;gt;
3 v/^~i)s

3+ Jlo^+Cvfe-f- 3v/~i)s-~o

ou

.

Ajoutons que Ton pourra determiner ces quatre racines, soit en appli-

quant a la resolution de 1 equation (27) 1 une des methodcs connues,

soit en operant comme il suit.

En vertu des formules (26), les trois sommes

ab -+- rb, ac -+-
bi&amp;gt;,

ai&amp;gt; -+- be

se reduiront evidemment aux trois suivantes :

i a b
2.cos a, ab H r &amp;gt;

-
-\
---

ab b a

Done ces trois dernieres sommes seront les trois racines reelles d une

equation auxiliaire qu il est facile de former. En resolvant cette equa

tion auxiliaire et posant, pour abreger,

~ v (0
(29)

Di&amp;gt;

2 e2e
-]

on reconnaitra que, pour obtenir les trois sommes

a b i

(60) 2 cos a. r n ? ab -\ r-&amp;gt;

b a ab

il suffit de ranger par ordre de grandeurs les trois quantites

&amp;gt; ? 1 9 271^ O + 27I
(3l) /.H-2pCOS^j A4-2PCOS 1

, X-f-2pCOS
J

;

o o o

D ailleurs, les sommes (3o) etant connues, on en deduira sans peine

CEuvres de C. S. I, t. VIII. 23
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les valeurs de
a

a,
Y&amp;gt;

a
b&amp;gt;

et, par suite, les valeurs de a et b.

II. Sur la distance mutuelle de deux planetes, consideree comme fonction
des exponentielles trigonometriques qai ont pour arguments les anomalies

moyennes.

Nommons

m, m les masses de deux planetes;

t leur distance mutuelle;

8 leur distance apparente, vue du centre du Soleil;

I 1 inclinaison de leurs orbites.

Soient de plus, pour la planete m, et au bout du temps /,

r la distance au centre du Soleil;

p la longitude;

&amp;lt;j*

1 anomalie excentrique.

Enfm soient, dans 1 orbite elliptique de la planete m,

a le demi grand axe;

e Pexcentricite;

CT la longitude du perihelie;

n la distance apparente du perihelie a la ligne d intersection des

orbites elliptiques de m et de m .

On aura

(0

-
I fCOS^

et, si Ton accentue chacune des lettres

r, p, ^, a, , or, II,
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quand on passe de la planete m a la planete m, on aura encore

(3) ^=r z 2 rr cos d 4- r 1

-,

COS &amp;lt;3

JJ.
COS ( /? CJ 4- II p 4- TO II

)

(4)
4- v cos ( p GT 4- n 4- p nr 4- IT ),

les valeurs de u, v etant

,

-, v=:sm 2 -
2 2

D ailleurs, on tirera evidemment de la formule (4)

cos&amp;lt;5-=
[JJLCOS(/&amp;gt;

~ or 4- IT II) 4- v cos (// or 4- IT 4- II)] cos(/? wj

-f-
[/JL

sin (/? BJ + H H) v sin
(/&amp;gt;

HI -+- H 4- H )] sin ( p --
or),

et de cette derniere, combinee avec les formules (i) et (2),

- cosa [p. cos (p
1

GJ H- H H
) + v cos (^ ro + H -f H)] ( cos ^ e )

Cl&amp;gt;

+ [p sin (/? ro -f- IT II) v sin
(/&amp;gt;

ro + H H- H)] (i e
2

)
sind;.

Done, eu egard a 1 equation (i), la formule (3) donnera

(5) j,
2 -^^ -H ai&cos^ H- 2 sin ^ 4- 4 cos5

^,

les valeurs de
&&amp;gt;, oft&amp;gt;, e, (O etant determinees par les formules

/ oiU
2 +2ae/- [^cos(/) rrv +H H) -h v

cos(/&amp;gt;
W+ IT-+- H)] + /

1
oft, = [pcos(p nr +H H) 4- vcos(/&amp;gt;

Gj + n /

4-n)]ar
/ 2

e,

6 i i

[pLsin(X w 4-H H)~ vsin(/? ro +n +H)] (i e
l
)

s a/- ,

a 2
e
s
.

II est bon d observer que, deux planetes ne devant jamais se ren-

contrer, leur distance mutuelle -c ne devra jamais s evanouir. Done la

valeur de t-
2

, determinee par la formule (5), devra conserver une

valeur positive pour toutes les valeurs reelles de Tangle ^.

Si Ton supposait

(7) e=o,

on aurait, par suite,

CDrro,
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les valeurs de
a

a,

et, par suite, les valeurs de a et b.

II. Sur la distance mutuelle de deux planetes, consideree comme fonction

des ejcponentielles trigonometriques qui ont pour arguments les anomalies

moyennes.

Nommons

m, m les masses de deux planetes;

t leur distance mutuelle;

& leur distance apparente, vue du centre du Soleil;

I 1 inclinaison de leurs orbites.

Soient de plus, pour la planete m, ct au bout du temps /,

r la distance au centre du Soleil;

p la longitude;

&amp;lt;J&amp;gt;

I anomalie excentrique.

Enfin soient, dans 1 orbite elliptique de la planete m,

a le demi grand axe;

1 excentricite;

CT la longitude du perihelie;

n la distance apparente du perihelie a la ligne ^intersection des

orbites elliptiques de m et de m .

On aura

(0 r a(i scos^),

es^; i

et, si Ton accentue chacune des lettres

r, p, (];, a, s, GT, II,
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quand on passe de la planete m a la planete m , on aura encore

(3) t2 r- 2r/- cos&amp;lt;54- r 1

-,

COS &amp;lt;5=:
p. COS ( p 07 4- II p 4- C3

;

II
)

(4)
-+- V

COS(f&amp;gt;
G7 4-II-t-// ro 4- II ),

les valeurs de
p.,

v etant

u. cos 2 -, v sin 2 --
2 2

D ailleurs, on tirera evidemment de la formule (4)

cos&amp;lt;5 [fxcos(/ or 4- IT II) -h vcos(/&amp;gt;
or 4- II 4- H)] cos(p -

rnj

4- [/jcsin (/? Gj 4- II II) vsin
(/&amp;gt;

nr 4- II 4- II)] sin(p
--

cr),

et de cette derniere, combinee avec les fbrmules (i) et (2),

[|Jt
COS

(/&amp;gt;

GJ H- IT II ) 4- V COS (p
1

GJ 4- H + H)] ( COSvp 6 )

4- [fxsin (/? Gj -t-n H) vsin
(/&amp;gt;

GJ + H -+- H)] (i
2

) sin4&amp;gt;.

Done, eu egard a 1 equation (i), la formule (3) donnera

(
5

)
t 2 -- Jlo + 2 Db cos d/ 4- 2 G sin 41 4- 4 cos 2

^

les valeurs de ju, ife, , oD etant determinees par les formules

Jl, a*+ 2 ae/-
|&amp;gt;cos(/?

Gj +IT II) 4- v
cos(/&amp;gt;

TO 4- IT 4- II)] 4- /
5

,

Gj 4-II H) 4- vcos(X ro 4-n 4-n)]r a 2
,

i

sin ( p
1

GJ 4- H - H) v sin ( /?
GT 4- II 4- II)] (

i
- e

)

2 a/ ,

II est bon d observer que, deux planetes ne devant jamais se ren-

contrer, leur distance mutuelle t- ne devra jamais s evanouir. Done la

valeur de t2
, determinee par la formule (5), devra conserver une

valeur positive pour toutes les valeurs reelles de Tangle ^.

Si Ton supposait

(7) =&amp;gt;

on aurait, par suite,
(D o,
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et 1 equation (5) se trouverait reduite a

(8) *,-= &amp;lt;&!, -+- 21)})
cos&amp;lt;|;-t-

28

les valeurs de
&amp;lt;&, iib, e etant

(9)

H) v sin(/?

Alors aussi, en posant
* e*t^

et ayant egard an theoremc III da I, on trouverait

(10) v
2 =k(i

a designant un nombre inferieur a 1 unite, a un arc reel et k une quan
tite positive liee an nombre a par la formule

/ \

(II)

D ailleurs le nombre a et Texponentiellc trigonometrique c&quot;
v/ se

trouveraient determines par les deux equations

/ \

(12)

dont la derniere entraine les formules

ifi&amp;gt; e
cosa
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Ajoutons que, en vertu des equations (9), jointes a la formule

p -t- v= i ,

on aurait

ifc
s+ e 2=

[&amp;gt;

2+ 2jxv cos 2
(/&amp;gt;

or + IT) Hr y*]aV 8
,

ou, ce qui revient au meme,

i)
2 -t-e 2 =[i 4fAvsin*(// Gj +IT)]aV 2

,

et que, en consequence, les formulcs (12), (i3), (i5) donneraient

a_ r[

(16) a+l

1 4/xv sin 2

1/&amp;gt;

ro -t- H )

(X sr + IT H) v sinC^- CT^+ H 7+ H)

__
(17) ea v- =

_~

Observons enfm qu on verifie les formules (17) et (18) en prenant

(19) a y n,

et supposant Tangle y lie a 1 angle/? u H- II par Tequation

(20) tangy = (fi v) tang(/&amp;gt;
ci -hll ).

Si Texcentricite cesse de s evanouir, alors, en posant toujours

et ayant egard au theoreme IV du I, on trouvera

(21) t
2 =k(i ase-

la valeur de k etant

(D
(22) k =r ,

ab

a designant un arc reel, et les lettres a, b rcpresentant deux modules
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inferieurs a 1 unite, qui pourront etrc determines, avec 1 arc a, par le

moyen des formules etablies dans le I.

III. Methode nouvelle a I aide de laquelle le rapport de I unite a la

distance de deux planetes pent etre developpee en une serie ordonnee

suwant les puissances enticres de I anomalie excentrique, on de I anomalie

moyenne de I une d entre elles.

Solent toujours t la distance mutaelle des deux planetes m, m ;

^ I anomalie excentrique de la planete m, et s 1 exponentielle trigo-

nometrique qui a pour argument Tangle ^, en sorte qu on ait

Si 1 excentricite de 1 orbite elliptique de la planete m se reduit a zero,

alors on aura

a designant un arc reel, et k, a, deux quantites positives, dont la der-

niere sera inferieure a I unite. On trouvera, par suite,

(2) :ru K &quot;

yl ase~a V&quot;
1

Or, en vertu de ( equation (2), la fonction de s represented par le rap

port
- et sa derivee resteront continues par rapport a la variable s,

pour tout module de cette variable compris entre les limites

qui rendront a la fois ces deux fonctions discontinues et infinies. Done,

par suite, pour tout module de s renferme entre les limites a, -&amp;gt; le

rapport
i

t

sera developpable, suivant les puissances entieres positives, nulle et
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negatives de s, en une serie dont les deux modules se reduiront aceux

des deux expressions
a

a S .
~~

S

_

Pour obtenir cette serie, il suffira evidemment de multiplier par k -

les divers termes de celle qui representera le developpement du rap

port

(3) =I _ a5e-a v
/

Or, en supposant le module descompris entreleslimites a, -, on aura

_ o~
1

}
*= n- -ase-a v/

17i+ ii^ tf s* e-mj=i + , .

2 2.4

. a 2

et, par suite,

i

(4)
- =

la valeur generale de A
rt
etant

i . 3 . . . ( 2 n i ) / i2n + r 1.82/14-12/1 + 3 . \
/ f N A _i__ r,n I , i 2 i_ _ o i

I cf ) ^-?i / HI* i^ rt ^ / , rt ^^ ... I .

2. 4- ..2/1 \ 22/1 + 2 2. 42 /i + 22 /i + 4

Done, pour obtenir le developpement de - en une serie ordonnee sui-

vant les puissances entieres de s, il suffira d avoir construit des Tables

qui fournissent les diverses valeurs de

correspondantes aux diverses valeurs de la constante a.

Nous avons suppose jusqu ici que 1 excentricite de 1 orbite ellip-

tique de la planete m s evanouissait. Si cette excentricite ne s eva-

nouissait pas, alors, au lieu des formules (i), (2), (3), on obtiendrait
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des equations de la forme

(6) t
2=k (i ase-*^) i-^ t hse*

~

(i

(8)
-

et, en supposant

(9) b&amp;lt;a&amp;lt;i,

on reconnaitra que
- est encore, pour tout module de s compris entre

les limites

a
&amp;gt;

a

developpable, suivant les puissances entieres de s, en une serie dont

les deux modules sont ceux des expressions

Deplus, en nommantBA ce que devient A.n quand on remplace a par b,

on ttrerait dc la formule (8)

i

(10) :\i+A l (se-
a^ri -]--e^- i

]+...\ [i
v L \ s / J L

ou, ce qui revient au meme,

les valeurs dc $, ^ etant

? ... A rt
_

1 B 1 cos(/i -2)a -H Art cos not. 4- A ra+1 B 1 cos(/i -t- 2) a + . . .
,

) = . . . A^-^B! sin(n 2) a + A sin/? a -i- A^+tB, sin( 4- 2) a 4-
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Done, pour obtenir le developpement cle - suivant les puissances en

tieres de s, il suffira generalement cle recourir aux Tables de sinus et

cosinus et a celles qui fourniraient les diverses valours des transcen-

dantes

-if A %, . . . ,

ou plutot de leurs logarithmes.

Soit maintenant
T

1 anomalie moyenne de la planete m. On aura, en nommant 1 excen-

tricite,

et par suite, si Ton prend

(14) 3 = 6?^,

on aura
e
-f

l

\

(15) $ = se i(^

S

*).

Cela pose, apres avoir developpe le rapport
- suivant les puissances

cntieres de s, pour developper le meme rapport suivant les puissances

entieres de 0, il suffira evidemment de tirer de 1 equation (i5) ou, ce

qui revient au meme, de 1 equation (i3), les developpements cle $&quot; et

de s~n en series ordonnees suivant les puissances entieres de 0. On y

parviendra facilement a 1 aide de la serie de Lagrange, si le modulo

de ne depasse pas la valeur

0,662742. . .,

pour laquelle 1 equation

(16) i|i

resolue par rapport a
-js acquiert deux racines egales et se verilie en

meme temps que 1 equation derivee

(17) i ecos^^o.
OEuvres de C. S. I, t. VIII. 2/4
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Cette condition etant supposec remplie, si d ailleurs une certaine fonc-

tion f(^) de I anomalie exccntrique fy
reste continue par rapport a

cette anomalic, tant que le module de ne s eleve pas au-dessus de la

limite

0,662742. . .,

on aura, en vertu de la formule de Lagrange,

(18) f( }) = f(T) -+-
i f (T) sinT + D T [f (T) sin 2

T] +. . . .

1.2

Si maintenant on pose

h designant une quantite entiere positive ou negative, et, par suite,

f (T) =

la formule (18), jointe a 1 equation

donnera

Or la formule (19), jointe a 1 equation (i4), de laquelle on tire

(20) I) r s A h*h^,

fournira, pour la valeur de s
h

, un developpement de la forme

(21) s&amp;gt;&amp;gt;= H 8 /4
-h H! a^ 1

-H H 2 6*+-}-. . . + H_, **-4- H_ 2 a^-
2+ .

les valeurs de En et E_n etant determinees par le systeme des equations

ll ll
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dans lesquelles on suppose la fonction F(A, /?) determinee par la for-

mule

On peut, au reste, arrivcr directcment aux formules (22), (28) en

partant de 1 equation (21), de laquelle on tire

Un= f - -*A
dT,

^J-*

on, ce qui revient au meme,

puis, en integrant par parties,

Hn
^--L C e-di+

/H- 27lJ_ u

ou, ce qui revient au meme,

7

Or, de la formule (24), qui subsistc dans le cas meme oil Ton rem-

place n par n
t
on deduira immediatement les valeurs de H

ra , H_w

fburnies par les equations (22) jointes a la formule (28); et, pour y

parvenir, il suffira de developper suivant les puissances ascendantes

de 1 exponentielle

Observons encore que MM. Bessel et Jacobi ont deja considere les

transcendantes auxquelles sc reduisent les coefficients represented ci-

dessus par l\n , H_,2 , et que les valeurs numeriques de ces coefficients

sont meme fournies par des Tables qu a construites M. Bessel.

Apres avoir devcloppe
- suivant les puissances entieres de 1 expo

nentielle
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on pourra developper encore les coefficients des diverses puissances

de suivant les puissances entieres dc 1 exponcntielle

On peut d ailleurs appliquer a ce dernier probleme, ou une methode

d interpolation, comme 1 a propose M. Le Verrier, ou une methode

analytique, comme nous 1 expliquerons plus en detail dans un autre

Memoire.

247.

ANALYSE MATHEMATIQUE. - - Memoire sur I equilibre et le mouvement d un

systeme de molecules dont les dimensions ne sont pas supposees nulles.

C. R., T. XVIII, p. 774 (22 avril 1844).

Dans la seance du 5 decembre 1842, j
ai presente a 1 Academie un

cahier qui renfermait de nouvelles recherches sur la theoric de la

lumierc, et qui a ete paraphe dans cette meme seance par M. Arago.

Les recherches dont il s agit etaient relatives, en partie a I equilibre

et au mouvement d un systeme dc molecules dont les dimensions ne

seraient pas supposees nulles, en partie aux lois suivant lesquelles un

rayon lumineux est reflechi et refracte par la surface de separation de

deux milieux isophanes, dans le cas oil Ton tient compte de la disper

sion des couleurs. Je ne m occuperai pas aujourd hui de ces lois, aux-

quelles je reviendrai dans un autre article, mais seulement de I equi

libre et du mouvement d un systeme de molecules; cet objet me

paraissant digne d etre examine de nouveau, quoique le meme sujet

ou des sujets analogues aient deja ete traites par quelques auteurs,

entre autres par M. Poisson, par M. Savary, par M. Broch et par moi-

memc. Je me bornerai d ailleurs a indiquer le plus brievement pos

sible quelques-uns des resultats auxquels j
etais parvenu.
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I. -- Preliminaires. -- Sur le moment de rotation d un corps.

Considerons un corps qui tourne autour d un point fixe pris pour

origine des coordonnees. Soil m un element de ce corps, et supposons

la position de cet element determinee, au bout du temps /, non seule-

ment par les coordonnees
*, y, -

relatives a trois axes rectangulaires qui restent fixes dans 1 espace,

mais encore par les coordonnees

x, y, z,

relatives a trois axes rectangulaires qui restent fixes dans ce corps. On

aura
a?= at x -t~ 6 y 4-y *,

(i) y=a \ + 6 y-h/z,

s a&quot;x +
S&quot;y
+ /

/

z,

a, 5, y; a , 6 , y ; a&quot;,
%&quot; ,

y&quot;

etant les cosinus des angles formes par les

demi-axes des &, /, z positives avec les demi-axes des x, y, z posi

tives. D ailleurs ces cosinus seront lies entre eux par les equations

connues

a&quot;

2 = I, 6 2 + 6 2 + S&quot;

2 ri, y -h /* 4- / : = I.

6&quot;y&quot;

=0 , ya + y +
/a&quot;

=: o,
(2)

De ces equations differentiees on pourra en deduire d autres de la

forme
aD, a 4- a D, a 4- a&quot;D, a&quot; ~- o,

aD&amp;lt;y
4-a D ( y 4-a&quot;D

&amp;lt;

y&quot;r

-
q,

6D, a 4- S D, a 4- 6&quot;D, *= r,

6D f 6 4- 6 D, 6 4- 6&quot;D, 6&quot;
,

6D,y 4-6 D,y 4-S /

Dr/ = P,

y D, 6 4- y D, 6 4-
y&quot;D,

6&quot; = p,
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p, q, r designant trois nouvelles variables, dont les valeurs, une fois

connues, serviront a faire connaitre celles de

a, 6, y, a ,
6

, /, , 6&quot;,
y&quot;.

En effet, des neuf dernieres formules on tirera, par exemple,

(3) D t d = y(\ 6r, D&amp;lt;
6 ar yp, D,y = 6p aq;

et par consequent, p, q, r etant supposees connues, il suffira, pour
trouver a, 6, y, d integrer trois equations differentiellcs lineaires,

savoir, les formules (3). D ailleurs, ces trois equations continueront

evidemment de suhsister quand on y remplacera a, , y par a , 6
, y ou

par a&quot;, &quot;,
y&quot;.

Soit maintenant a une quantite positive determinee par la formule

(4) 8 =?-!- i)* +r,

et posons

(5) - =
COS&amp;gt;,

-
COSfJl,

- COSV.
8 fe H

On s assurera aisement que X, [j.,
v representent les angles formes, au

bout du temps t, par 1 axe instantane de rotation, prolonge dans un

certain sens, avec les demi-axes des x, y, z positives; et la vitesse

angulaire de rotation du corps autour de ce meme axe.

Soient encore

CD la vitesse absolue de 1 element m;

y^
le moment lineaire principal relatif aux quantites de mouvement, et

mco&quot;

la somme des forces vives. Si, en faisant coincidcr les axes des x, y, z

avec les axes principaux du corps relatifs au point fixe autour duquel
il tourne, on nomme

A, B, C
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les moments d inertie principaux rclatifs a cc point, on aura

191

Si d ailleurs on nomme
*, $, A

les projections algebriques du moment lineaire ^ sur les axes des x,

y, z, et

P, Q, R

les projections algebriques du meme moment lineaire sur les axes des

x, y, z, on aura, non seulement

/ 9 = x P + S Q + y R,

(8)

= -Cr;

mais encore

(9) P= -Ap, Q= -

et Ton conclura des formules (8)

(10)

Soient enfin

K le moment lineaire principal du systeme des forces appliquees aux

divers points du corps;

, D\l, at les projections algebriques de ce moment lineaire sur les

axes des x, y, z\

L, M, N ses projections algebriques sur les axes des x, y, z.

On aura, non seulement

L =:

(ii)
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mais encore

(12) D|&amp;lt;J?
=

, D,^ OIL, V t
3{. = Db,

et Ton tirera des formules (12), jointcs aux equations (9) et (10),

/ AD r p-h(B C)qr-hL =0,

(i 3)
j
BDH-h(C A)rp-hM = o,

( CD&amp;lt;r + (A B)pq + N=o.

Des formules (i3), jointes aux equations (7), on conclut

Mq+ Nr^o,

BMq -+- CNr = o.

Si le moment lineaire principal du systeme des forces appliquees an

corps s evanouit, ce qui aura lieu, par exemple, dans le cas ou ces

forces elles-memes se reduiraient a zero, les formules (i4) donneront

(10) D/^
= o, D/*/ = o,

et par consequent les valeurs dc |, y se reduiront a des quantites

constantes.

Les formules obtenues dans ce paragraphe s accordent avec celles

qui etaicnt deja connues, et en particulier avec celles que j
ai don-

nees dans mon cours de Mecanique de la Faculte des Sciences, en les

etablissant a 1 aide de raisonnements analogues a ceux dont je viens

de faire usage.

Observons d ailleurs que ces formules continuent de subsister dans

le cas ou le corps que Ton considere se meut librement dans 1 espace,

et oil Ton prend pour origine des coordonnecs le centre dc gravite de

ce corps.

II. Sur I equilibre et le mouvement d un systeme de molecules

dont les dimensions ne sont pas supposees nulles.

Considerons un systeme de molecules dont les dimensions ne soient

pas supposees nulles, ct nommons

m une de ces molecules;
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(m) et [m] deux elements distincts et infmiment petits de cette meme

molecule.

Supposons d ailleurs que, en prenant pour axes coordonnes trois

axes fixes de position dans 1 espace, on nomrne

x, y, z les coordonnees du centre de gravite de la molecule m;

x 4- &r, y-+-fy, s -+ Sz les coordonnees de 1 element (m);

x 4- J[x, y -+- Jly, z 4-
&amp;lt;Jlz

les coordonnees de 1 element [m].

Soient encore

m une molecule distincte de m;

(m) et [m] deux elements de la molecule m correspondants aux ele

ments (m) et [m] de la molecule m;

x 4- Aa?, y 4- Ay, z 4- As les coordonnees du centre de gravite de la

molecule m.

Les coordonnees de 1 element (m) seront

x 4- Aa? H- x 4- A&r, y + Ay 4- ty -+- A5/, 5 H- As + (5s 4- Acb ;

tandis que celles de 1 element [m] seront

x -\- kx -\-
&amp;lt;f[x
+ kj[x, y -+- A/ + ^r 4- A/i/, .s -+- As + ^s + A^s.

Soient enfin

r la distance qui separe les centres de gravite des molecules m et m;
c la distance qui separe 1 element (m) de 1 elemcnt [m];

(m) [m] f(t,)
1 action mutuelle de ces deux elements, f

(t-) designant

une quantite positive, lorsque les molecules s attirent, et negative

lorsqu elles se repoussent.

On aura

(0
( Aa? + &amp;lt;f[x

x 4- A J[x )
2

-4- (A/ 4- J\y ^7 4- A^y )
2 4-

D ailleurs, au systeme des forces qui solliciteront la molecule in cor-

OEuvres de C. S. I, t. VIII. 25
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respondra, non seulement uneforce principale, mais encore un moment

lineaireprincipal; et, si Ton nomme

~%, #, les projections algebriques de cette force principale;

, Oil/, sfc les projections algebriques de ce moment lineaire principal,

dans le cas oil Ton prend pour origine des moments le centre de

gravite de la molecule;

on aura, pour determiner

3G, ST, fc, , DM, Jfc,

des equations de la Forme

la sommation qu indique le signe S se rapportant aux diverses mole

cules m distinctes de nt, et les deux sommations qu indiquent les deux

signes ^ etant relatives, 1 une aux divers elements (m) de la mole

cule in, 1 autre aux divers elements [m] de la molecule m.

Cela pose, si le systeme des molecules que Ton considere est en

equilibre, les equations d equilibre seront

(

SG = o, ? = o, 5b = o,

(4)
( ^ = o, DTL= o, 3t = o.

Passons mamtenant au cas ou le systeme de molecules est en mou-

vement. Soient

x, y, z

les coordonnees de 1 element (m) de la molecule m, rapportees a trois

axes rectangulaires qui conservent une position fixe dans la molecule,

et qui coincident avec les trois axes principaux menes par le centre de

gravite. Soient, de plus,
A, B, C
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les trois moments d inertie principaux relatifs a ce meme centre, et

a, 6, y,

a&quot;, 6%
y&quot;

les cosinus des angles formes avec les demi-axes des x, y, z positives

par les demi-axes des x, y, z positives. Enfin, supposons les quantites

v, q,
*

liees a ces cosinus, et les quantites

L, M, N

liees aux projections algebriques

par les formules donnees dans le I. Les equations qui representeront

le mouvement du systeme de molecules seront

(5) mDJa; ^, mDJy ^, mD*z = &

et

4- (B C )qr -t- L O,

(6)

On aura d ailleurs

at. x -+- 6 y -+- y z,

(7)

II importe d observer qu on peut, aux formules (7), joindre des

formules analogues, mais relatives a la molecule m. En effet, soient

les coordonnees de 1 element [w] de cette derniere molecule, rappor-

tees aux axes principaux qui passent par le centre de gravite. Les for-
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mules (7) continueront de subsister quand on y remplacera simulta-

nement

dx, y, dz par J\x -\-kj\x, &amp;lt;/j/4-A^j, &amp;lt;f\z
-\-

k&amp;lt;f[z,

a, 6, -/ par a H- Aa, 6 -+- AS, y -+- Ay,

x, y, z par x,, y,, z,.

On aura done

[x H- ^j\x =( +Aa )x,4-(S + A6 )y,4-(y + Ay )z,,

(8)

( 43 +A^s (a&quot;
+ Aa&quot;)x / +(6&quot;+Ag&quot;)y / +(y&quot;H-Ay&quot;)z /

.

Si maintenant on substitue les valeurs do

tirees des formules (7) et (8), dans les seconds membres des equa
tions (2) et (3), on en conclura que les six quantites

X, ^ , , OIL, 3b

peuvent etre considerees comme des fonctions determinees des

variables

x, y, z, a, 6, y, a , 6 , y , a&quot;, 6&quot;, /

et de leurs differences indiquees a 1 aide de la caracteristique A. D ail-

leurs, parmi ces variables, les neuf derniercs seront liees entre elles

par les equations (2) du I.

On doit remarquer le cas ou les dimensions de chaque molecule

sont supposecs tres petites par rapport a la distance des deux mole

cules voisines; en sorte que, vis-a-vis des rapports

dx oy oz j\x j\y j\z
, _, , , _b/_, ,

/ r r r r r

on puisse negliger les carres ou meme seulement les cubes de ces

rapports. Nous developperons dans un autre article, non seulement

les formules qu on obtient dans cette hypothese ct qui se deduisent
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aisement des precedentes, mais encore celles que renferment divers

Memoires joints a celui-ci, et relatifs a la theorie de la lumiere.

248.

ANALYSE MATHEMATIQUE. Addition au Memoire sur la synthese

algebrique ( ).

C. R., T. XVIII, p. 8o3 (29 avril 1844).

Dans le troisieme paragraphe du Memoire sur la synthese alge

brique, j
ai considere de nouveau un probleme de Geometric qui a

souvent occupe les geometres, et qui consiste a tracer, dans un plan

donne, un cercle tangent a trois cercles donnes, probleme dont
j
avais

presente moi-meme, il y a longtemps, une solution geometrique assez

simple qui a ete publiee dans la Correspondence sur I Ecole Polytech-

/
&amp;lt;7Hepourl

annee 1807. L analysedont je me suis servi pour resoudre,

(
r

) Note lue a I Academic par M. AUGUSTIN CAUCHY.

C. R., T. XVIII, p. 802 (29 avril 18U).

Le quatrieme paragraphe de mon Memoire sur la synthese algebrique renfermait le pa

ragraphe suivant [t. XVI des Comptes rendus, p. io5i (
a

)] :

On pourra, par la synthese algebrique, obtenir des solutions elegantes de problemes

determines, par exemple de celui qui consiste a tracer une sphere tangente a quatre

spheres donnees, dont les centres sont G, C,, C,,, Cw ,
et les rayons r, r^ r

ti ,
rm .

J indiquais ensuite une solution fort simple de ce dernier probleme, en disant qu elle sc

deduit d une analyse semblable a celle que j avais employee pour la solution du probleme

analogue relatif aux cercles.

C etait pour abreger que je n avais pas, dans le Memoire dont il s agit, donne in extenso

la solution du probleme relatif aux spheres. Je vais reproduire ici 1 analyse qui sert a

resoudre ce dernier probleme, telle que je la retrouve dans une addition redigee vers 1 ^-

poque ou je venais de composer le Memoire. Cette analyse differe tres peu, comme on le

verra, non seulement de celle qu a employee M. Areas Trebert, dans une Note dont 1 au-

teur a bien voulu m adresser un exemplaire, mais encore de celle que j avais employee
moi-meme dans le Memoire sur la synthese algebrique, pour la determination du cercle

tangent a trois cercles donnes.

(&quot;) OEnvres de Catichy, S. I, T. VII, p. 422.
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non seulement le probleme dont il s agit, mais aussi le problems de la

sphere tangente a quatre autres, coincide en partie, comme je me

suis empresse d en faire la remarque, avec 1 analyse que M. Gergonne

a employee dans les Memoires de I Academic de Turin pour 1 annee 1814,

et que le meme auteur a reproduite, avec de nouveaux developpe-

ments, dans les Annales de Mathematiques (1816, 1817). J ajoute que

cette analyse peut etre modifiee de maniere que les equations des

deux droites dont elle exige la construction renferment seulement les

expressions algebriques propres a representer les carres des tangentes

menees d un point exterieur a des cercles ou a des spheres concen-

triques aux cercles ou aux spheres donnees, et des valeurs particu-

lieres de ces expressions. On se trouve alors conduit, par des formules

tres concises et tres symetriques, aux solutions obtenues par M. Ger

gonne et a celles que j
ai donnees moi-meme, comme je vais 1 expli-

quer en peu de mots ( ).

Sur la recherche d une sphere tangente a quatre autres.

Soient

r, r
, rH , rm les rayons des quatre spheres donnees;

a, b, c\ a
t
, b

t
,
c

t
; a

lf
, b

v , c
t/

; ani
, bm ,

cm les coordonnees rectangulaires

de leurs centres G, C
r
, C v , Gw ;

p le rayon d une sphere tangente aux quatre autres;

x, y, z les coordonnees du centre de cette nouvelle sphere ;

x, y, z les coordonnees du point ou la nouvelle sphere touchera la pre

miere des spheres donnees.

Le centre (a?, y, z) se trouvera separe du centre (a, b, c) de la pre

miere sphere par la distance r
p. On aura done

(^-) 2

4-(/-6) 2 +(s-c) 2=:(rp)2

ou, ce qui revient au meme,

(!) Pour abr^ger, je ne conserve ici de mon analyse que la partie relative au probleme
le plus complique&quot;, savoir, au probleme des spheres.
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la valeur de &amp;lt;a etant

& = (x a)
2
-f- (y by+(z c)

2
(r p)

2
.

II y a plus : si Ton nomme
&amp;lt;R,, &.,

&amp;lt;%

ce que devient &amp;lt;a quand on y remplace a, b, c, r par ,,
b

t
, c

t
, r

, ou

par a
/f

,
b

ti
,
c

/f
, r

u , ou enfin par am , bm , cm ,
rw ,

on aura evidemment

(l) &amp;lt;ft=rO, A, 0, &=&amp;lt;&amp;gt;, &=&amp;lt;&amp;gt;.

Ces quatre equations determincront les quatre inconnues

X, J, Z, p.

D autre part, les trois points (a, b, c), (x, y, z), (x, y, z) devront

etre situes sur une meme droite, de telle sorte que les distances du

premier au deuxieme et au troisieme se trouvent representees par r et

par la valeur numerique du binome r p, le point (a, b, c) etant ren-

ferme ou non renferme entre les deux autres, suivant que le binome

r p sera positif ou negatif. On aura done encore

x ~ a

x a y b z c / p

le choix du _double signe devant etre regie de la meme maniere que
dans 1 equation qui fournit la valeur de &amp;lt;&. Or la formule (2) suffira

evidemment pour deduire des valeurs de x, y, z, p les valeurs des

trois inconnues

x, y, z.

En resume, les sept equations representees par les formules (i)

et (2) suffiront a la determination des sept inconnues

x, y, z, x, y, z, p,

par consequent a la resolution algebrique du probleme enonce. Mais,

si Ton voulait construire geometriquement les valeurs des sept incon

nues tirecs des equations (i) et (2), on arriverait a des constructions
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peii elegantes. Pour eviter cet inconvenient, il suffit de combiner

entre elles les formules (i) et (2) et d en deduire des equations qui

soient lineaires par rapport aux inconnues, en operant comme il suit.

Observons d abord que, dans la fonction

cA. = (as a)
2+ (y &)

2 + (z c)
2

(r p)
2
,

et par suite dans chacun des polynomes

ft, $(.
f ,

&.
/f , $.,,

la somme des termes du second de^re en x, y, z, p seraW VI
^2

-Hj
2
-t-- 2

p
2

.

Done, si des formules (i) on veut tircr des equations lineaires en x,

y, z, p, il suffira de combiner ces formules entre elles par voie de

soustraction. On obtiendra ainsi les trois equations

(3) S\.,
S\. = o, & l = o, &

lll
&. = o,

qui se trouveront comprises dans la seule formule

(4) *=$,=*,=*.
Si Ton elimine p entre ces memes equations, on obtiendra deux equa

tions nouvellcs, qui seront lineaires par rapport a x, y, z, et represeu-

teront en consequence une droite OA sur laquelle devra se trouver le

centre (x, y, z) de la sphere cherchee.

Ge n est pas tout : si Ton represente par la valeur commune des

rapports egaux qui composent les divers membres de la formule (2),

on aura

_ y b

et, en substituant les valeurs de

x, r, z, p,

tirees de ces dernieres formules, dans les equations (3), on obtiendra
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evidemment, apres avoir fait clisparaitrele denominateur 0, trois equa

tions qui seront lineaires en

x, y, z, 6.

Or il suffira evidemment d eliminer 6 enlre ces trois equations pour

obtenir deux autres equations lineaires qui renfermeront les seules

inconnues
x, y, z,

et qui, en consequence, representeront line nouvelle droite PB sur

laquelle devra se trouver le point (x, y, z) ou la sphere cherchee tou-

chera la premiere dcs spheres donnees.

Cela pose, il est clair que le probleme enonce pourra etre reduit a

la construction des seules droites OA, PB. Car, la droite PB etant tracee,

1 un quelconque des points T, ou elle rencontrera la surface de la pre

miere des spheres donnees, pourra etre considere comme le point de

contact de cette sphere et de la sphere cherchee. De plus, le rayon C

mene par ce point de contact devra rencontrer la droite OA au centre

meme de la sphere cherchee.

D autre part, pour construire les deux droites OA, PB, il suffira de

connaitre deux points P et A, ou et B de chacune d elles.

Or, comme les equations des droites OA, PB se deduiront, par 1 e-

limination de I inconnue p, des seules formules (2) et (4) les va-

leurs de

x, y, z, x, y, z,

que fourniront, pour une valeur donnee de p, les six equations com

prises dans ces deux formules, seront evidemment les coordonnees de

deux points correspondants et P, ou A et B des deux droites OA, PB.

Enfm il est clair que la formule (2) donnera, pour p o,

x x, y = r, z = z,

et, pour p
= r,

x a y b z c _ i

x a y b - c i

d oii il resulte que le point P se confondra simplement avec le point 0,

OEuvres de C. S. 1, t. VIII. 26
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si celui-ci correspond a une valeur nulle de p, et que la distance CB

sera la moitie de la distance CA, si le point A correspond a p
= r.

Done, en definitive, pour resoudre le problems enonce, il suffira de

construire le point ou A dont les coordonnees x, y, s sont determi-

nees par la formule (4), lorsqu on suppose dans cette formule p o

ou dt p
= r.

Or chacune des formules (i), prise separement, represente 1 une

des quatre spheres decrites des centres C, C,, C
;/

, Cw , avec des rayons

equivalents aux valeurs numeriques des binomes

et la fonction $., quand on prend pour x, y, z les coordonnees d un

point exterieur a la premiere de ces spheres, represente le carre d une

tangente menee de ce point a la sphere. Done le plan represente par-

Tune quelconque des equations (3) est celui que M. Gaultier, de

Tours, a nomme leplan radical correspondant a deux des spheres dont

il s agit, c est-a-dire le lieu geometrique de tous les points d ou Ton

peut mener a ces deux spheres des tangentes egales. Done le point

dont les coordonnees x, y, z se trouvent determinees par le systeme

des equations (3), ou, ce qui revient au meme, par la formule (4),

sera le centre radical du systeme des quatre spheres, c est-a-dire le

point commun aux plans radicaux qui correspondront a ces memes

spheres combinees deux a deux. Enfin les quatre spheres dont il s agit

se reduiront evidemment, si Ton pose .

p
= o, a celles qui, etant de

crites des centres C, C,, C,,,
Cw , ont pour rayons

par consequent aux quatre spheres donnees, et, si Ton pose p
= r,

aux quatre spheres qui, etant decrites des memes centres, auront

pour rayons les valeurs numeriques des quantites

2 /, r, r, r,, r, rm r.

Done, pour trouver une sphere qui en louche quatre autres, decrites
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des centres C, C,, C
/x

, C
ff ,
avec les rayons r, r, r

/x
, rw , il suffira de recourir

a la regie suivante :

Determines le centre radical correspondant au systeme des quatre

spheres donnees, puts le centre radical A de qualre nouvelles spheres qui,

etant respectivement concentriques aux quatre premieres, offrenl pour

rayons les valeurs numeriques des quantites

Enfin joignez le point au milieu B de la distance CA. La droite OB

ainsi tracee coupera la premiere des spheres donnees en deux points T,

dont chacun pourra fare considere comme un point de contact de cette

sphere et d une sphere nouvelle qui touchera les quatre premieres. De plus,

le centre de la nouvelle sphere sera le point ou le rayon CT, prolonge s il

est necessaire, rencontrera la droite OA.

II est bon d observer que, eu egard au double signe renferme dans

chacun des binomes

r,r, rt r, rm r,

le nombre des positions differentes que pourra prendre la droite OB

sera

2 3 = 8.

Gomme d ailleurs, dans chacune de ses positions, la droite OB coupera
la premiere des spheres donnees en deux points au plus, il est clair

que le nombre des spheres tangentes a quatre spheres donnees ne sur-

passera jamais le nombre
2 4 = l6.

On pourrait, au lieu de s arreter aux formules (2) et (4), chercher

a deduire de ces formules les equations memes des droites OA, OB.

Alors, en raisonnant comme dans la recherche du cercle tangent a

trois cercles donnes, on se trouverait conduit aux conclusions sui-

vantes :

Soient
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cc que deviennent
&amp;lt;&amp;lt;a,

&amp;lt;& A,,, sim

quand on y pose p
= o. Soient encore

K,, K
;/ , K,,,

ce que deviennent
&amp;lt;& A,,, eft,,,

quand on y pose simultanement

.r a, y = b, p
. - r.

Les equations de la droite OA pourront etre reduites a la formule

A A 3i A & A
R-R

et, si Ton designe par x,y, -, non plus les coordonnees courantes de la

droite OA, mais celles de la droite OB, les equations de cette derniere

droite seront celles que comprend la formule

R, R R, R R,, R
(6)

K. K,, K,

Si d ailleurs on observe que R, R,, R
w , Rw representent les carres des

tangentes menees d un point exterieur (x, y, 5) aux spheres donnees,

et K,, K r/
, Kw les carres des tangentes qui sont communes a la premiere

sphere et aux trois autres, on so trouvera immediatement conduit, par

la formule (6), aux solutions qu a donnees M. Gergonnc du probleme

enonce, en les tirant d une analyse qui s accorde an fond avec celle a

laquelle nous venons de recourir.

249.

STATISTIQUE.

C. R., T. XVIII, p. 885 (i3 mai 1844).

M. Augustin Cauchy presente a rAcademie deux opuscules qu il

vient de publier.
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Le premier opuscule a un rapport manifeste avec les travaux de Sta-

tistique dont se sont plusieurs fois occupes des membres de 1 Aca-

demie. II a pour titre : Considerations sur les moyens de prevenir les

crimes et de reformer les crimmels.

M. Gauchy explique a quelle occasion cet opuscule a ete compose.

Appele a faire partie clu jury pres la cour d assises du departement

de la Seine, pour la derniere session de 1 annee i843, M. Gauchy avail

concouru a la redaction d une Note que les jures adressercnt a

M. le Ministre de la Justice. Cette Note etait congue dans les termes

suivants :

Note sur I urgenle necessite d une referme dans le mode actuel

de repression des delits et des crimes.

Les jures du departement de la Seine, membres du jury pres la cour

d assises pour la derniere session de 1 annee i843, apres avoir mure-

ment reflechi sur les obligations que la loi leur impose dans les fonc-

tions qu ils sont appeles a remplir, ont cru qu un devoir sacre pour

eux etait de faire connaitre a M. le Ministre de la Justice, au Gouver-

nement et aux Chambres, la cruelle alternative dans laquelle ils se

trouvent habituellement places, en raison du mode actuel de repres

sion des delits et des crimes. Apres avoir jure devant Dieu et devant

les hommes de ne Irahir ni les interets de Vaccuse, ni ceux de la societe

qui Vaccuse, les jures ont la douleur de ne pouvoir satisfaire ni a Tun

ni a 1 autre de ces deux interets, simultanement compromis par la

legislation penale existante. Si le jury acquitte un coupable, la societe

n est point vengee, et il est fort douteux que le repentir que 1 accuse a

pu temoigner a 1 audience soit assez perseverant pour le premunir

centre la tentation de commettre de nouveaux crimes. Le jury le con-

damne-t-il? Ce sera bien pis encore, surtout si 1 accuse est novice et

comparait pour la premiere fois devant la cour d assises. Le bienfait

d une bonne education lui avait manque. II va maintenant recevoir

des legons de crime; et la prison fera, d un homme entraine par dc
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mauvaises passions ou de mauvais exemples, un scelerat par prin-

cipes, un scelerat consomme. Non seulement nos prisons actuelles ne

corrige?it pas, mais elles depravent; cela est hors de doute. Elles rendenl

a la societe des citoyens beaucoup plus dangereux que ceux qu elles en ont

remits ( ).

D apres ces fails irrecusables, on ne doit pas s etonner de la pro

gression effrayante des delits et des crimes qui se multiplient de telle

maniere que, de i83o a 1841, le nombre des poursuites judiciaires

s est eleve de 62000 a 96000 (
2

).

Pour arreter cette multiplication des delits et des crimes, il fau-

drait evidemment : i procurer aux enfants des classes pauvres, et

surtout a ceux qui, eleves dans la misere et dans le vice, deviendront

plus tard le fleau de la societe, la bonne education dont ils sont gene-

ralement prives ;

2 Soustraire les prevenus et les condamnes aux legons du crime

qu ils regoivent dans les prisons;

3 Faciliter la reforme des condamnes et leur retour au bien, en

leur faisant donner dans les prisons la bonne education dont ils ont

ete generalement prives avant leur condamnation ;

4 Prendre des mesures telles que, parmi les coupahles, chacun de

ceux qui rentrent dans la vie commune apres 1 expiration de leur

peine ne soit pas considere et ne se considere pas lui-meme comme
un ennemi de la societe.

N existe-t-il aucun moyen d obtenir en France les ameliorations et

les reformes que nous venons d indiquer? Repondre negativement, ce

serait faire injure a notre patrie, a cette France qui s est toujours mon-

tree jalouse de marcher a la tete de la civilisation europeenne; lorsque

les ressources precieuses qu offrent des institutions toutes frangaises

deviennent la garantie de succes deja constates par 1 experience;

() Les paroles soulignees sont extrailes du Rapport fait en i843, au nom de la Com
mission chargee d examiner le projet de loi sur les prisons, par M. de Tocqueville, deput6
de la Manche (page 34).

(
2
) Voir le Rapport cite, page 3.
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lorsque la maison centrale de Nimes, lofsque les colonies agricoles

cle Marseille et de Mettray prouvent d une maniere invincible la pos-

sibilite d obtenir la reforme des prisons et meme la reforme des cri-

minels.

En priant M. le Ministre de la Justice de vouloir bien ordonner

ou provoquer les mesures administratives et legislatives qui doivent

assurer le succes d une reforme devenue necessaire dans le mode

actuel de repression des delits et des crimes, en reclamant pour cet

objet le concours du Gouvernement et des Chambres, le concours des

Conseils municipal et departemcntal de la ville de Paris, et meme de

toutes les villes de France; enfm le concours des jures qui leur suc-

cederont dans les penibles fonctions qui leur sont corifiees; les sous-

signes out la douce satisfaction de songer qu ils remplissent un devoir

qui leur est prescrit par Finteret general de leurs concitoyens, et que
leur pensee sera comprise par les Francais de toutes les opinions et de

tous les partis.

Apres avoir revetu de leurs signatures la Note qu on vient de lire,

les jures avaient charge cinq d entre eux de fairc les demarches qui

pouvaient etre utiles pour la realisation des voaux exprimes dans cette

Note. La Commission institute a cet effet se trouvait composee de

MM. Edouard Thayer, membre du Conseil general du departement de

la Seine; le baron Augustin Gauchy, membre de Flnstitut; Erard;

Reiss, docteur medecin, et Rousselle-Charlard, juge suppleant au tri

bunal de Commerce.

M. le baron Zangiacomi, president de la Cour d assises, avait bien

voulu accepter la proposition de transmettre lui-meme la Note signee

par MM. les jures a M. le Ministre de la Justice.

M. Augustin Cauchy fut charge par la Commission de communiquer
cette Note a M. de Tocqueville, membre de Flnstitut, et rapporteur
du projet dc loi sur les prisons. Celui-ci temoigna le desir de lire

quelques reflexions que M. Cauchy avait tracees sur le papier, ct qui

etaient en quelque sorte un developpement de la Note elle-meme.
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M. Cauchy s empressa de les lui remettre, et quelques jours plus tard

il regut la Lettre suivante :

Monsieur, j ai lu attentivement le manuscrit que vous avez bien voulu me
confier. Cette lecture a ete pour moi d un intercut extreme, et je ne puis trop

vous remercier de m avoir permis de la faire. Je pense que la publication de

cet opuscule servirait puissamment la cause de la reforme.

Veuillez, etc.,

ALEXIS DE TOCQUEVILLE.

Paris, ce i5 avril i844-

Ainsi, en publiant les considerations qu il presente a 1 Academie,

M. Gauchy ne fait autre chose que se conformer au voeu exprime par

1 honorable rapporteur du projet de loi sur les prisons.

Le second opuscule, presente par M. Augustin Cauchy, a pour
ti tre : Memoire a consulter, adresse aux membres des deux Chambres.

Ce Memoire se rattache a la question que 1 auteur avait deja traitee

dans TOuvrage precedemment offert a 1 Academie ( ), et intitule :

Considerations sur les ordres religieux, adressees aux amis des sciences.

250.

ANALYSE MATHEMATIQUE. - -

Rapport sur un Memoire de M. LAURENT,

relatif au calcul des variations.

C. R., T. XVIII, p. 920 (20 mai 1844 ).

L Academie nous a charges, M. Liouville et moi, de lui rcndre

compte d un Memoire de M. Laurent qui a pour titre : Memoire sur

le calcul des variations.

L Academie se rappelle que, dans sa seance puhlique du i3 juil-

let 1840, elle avait propose pour sujet du grand prix des Sciences

( ) C. R., T. XVIII, p. 4/6 (18 mars 1844).
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mathematiqucs la question suivante, relative au calcul dcs variations :

Trouver les equations aux Unities que I on doitjoindre aux equations inde-

finies pour determiner completement les maxima et minima des integrates

multiples. Le programme exigeait de plus des exemples de 1 application

de la methode a des integrates triples.

L Academie se rappelle encore que, parmi les Memoires envoyes au

concours, Tun, dont 1 auteur etait M. Sarrus, a remporte le prix,

tandis qu un autrc, dont 1 auteur etait M. Dclaunay, a ete juge digne

d une mention honorable.

Le Memoire de M. Laurent a ete adresse a 1 Academie apres 1 expi-

ration du concours, mais avant I epoque a laquelle les juges du con

cours ont fait connaitre le resultat de leur cxamen. M. Laurent n a

done pu avoir aucunc connaissance des Memoires des concurrents.

Gette circonstance augmente I interet qui s attache a son travail.

L application du calcul des variations a la recherche des maxima et

minima des integrates multiples reclamait avant tout de nouvelles for-

mules d integration par parties et une notation nouvelle qui permit

d ecrire facilement ces nouvelles formules. Les juges du concours

avaient particulierement remarque les paragraphes rclatifs a ces deux

objets dans le Memoire de M. Sarrus. Les paragraphes correspondants

du Memoire de M. Laurent sont aussi dignes de remarque. Les deux

auteurs ont employe des methodes differentes pour etablir les for

mules d integration par parties; mais ces formules sont en realite les

memes dans les deux Memoires, quoiqu elles s y trouvent ecrites a

1 aide de-deux notations distinctes. Nous ajouterons que, ces formules

unc fois etablies, M. Laurent se sert, pour obtenir les equations aux

limites, de raisonnements analogues a ceux dont M. Sarrus avait fait

usage.

D ailleurs le Memoire de M. Laurent renferme, sur les diverses

manieres de verifier les equations aux limites, des observations qui

ne sont pas sans interet.

Nous ne dissimulerons pas que, parmi les methodes employees par

M. Laurent, quelques-unes peuvent etre considerees plutot comme des

OEm-rcs de C, S. 1, t. VIII. 27
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methodes d induction que comme des methodes parfaitement rigou-

reuses. Mais il est generalement facile de constater 1 exactitude des

resultats obtenus par cos methodes qui, pour 1 ordinaire, permettent

d effectuer assez simplement les calculs.

En resume, nous croyons que le Memoire de M. Laurent est digne

d etre approuve par 1 Academie ct d etre insere dans le Recueit des

Savants etrangers.

PHYSIQUE MATIIEMATIQUE. Observations a I occasion d une Note

de M. LAURENT (
4

).

C. R., T. XVIII, p. 940 (20 mai 1844).

M. Cauchy a clairement indique la methode rationnelle a 1 aide de

laquelle il avait recherche les conditions analytiques de la polarisation

circulaire. II a dit expressement, dans la seance du i4 novembre 1842 :

Au lieu deforme? A PRIORI les equations differentielles d apres la nature des

forces et des systemes de molecules supposees connus, el d integrer ensuite

( ) Extrait d une Let(re de M. Laurent a M. Arc/go.

La Iheorie de la polarisation mobile en est encore aujourd hui au point ou 1 a laissec

Fresnel. M. Cauchy, il est vrai. a donne des equations differentielles propros a reproduire
1 explication de ces phenomenes telle que Fa presentee 1 illustre physicien que je viens de

citer; mais ces equations sont purement empiriques. En effet, M. Cauchy les a formees

en admeltant a priori precisement ce qu il serait tres important de verifier, a moins que,

dans certains systemes de molecules, les mouvemcnts simples polarises circulairement

en sens contraire se propagent necessairement avec des vitesses differcntes. En outre, ces

equations empiriques sont incompatibles avec celles qui represented les lois des mouve
mcnts d un systeme, ou memo de deux systemes isotropes de points materiels, et que.

dcpuis quatorze ans, M. Cauchy donne comme represcntant les lois des mouvements de

la lumiere dans les corps diaphanes. En un mot, il est mathematiquement impossible que
dans un systeme, ou m6me deux systemes isotropes de points matoriels, deux mouve
ments simples polarises circulairement en sens contraire doivent necessairement se pro-

pager avec des vitesses differentes. Ainsi done, si Ton adopte 1 hypothese de points mate

riels admise sans reserve par M. Cauchy pour former les equations du mouvcment de la
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ces equations differentielles pour en deduire les phenomenes observes, je

me suis propose de remonter de ces phenomenes aux equations des mou-

vements injiniment petits. Les principes generaux qui servent a la solution

de ce probleme sont exposes dans le premier des deux Memoires que j ai

I honneur de soumettre a I Academic, . Parmi ces principes, il en est deux

surtout qu il importe de signaler. Un premier principe , etc. (voir le

Tome XV des Comptes rendus, p. 911-913) ( ).

C est en s appuyant sur les principes rappeles dans le passage dont

nous venons de transcrire les premieres lignes, que M. Cauchy a

obtenu los conditions analytiques de la polarisation circulaire. II a

dit, page 91 3 : Ces conditions seredtdsent a deux, et, pour que la polari

sation d un rayon lurnineux devienne circulaire, il suffit que la dilatation

symbolique du volume s evanouisse avec la somme des carres des trois

deplacements symboliques de chaque molecule. Ces conditions, qui etaient

cffectivement verifiees dans les formules donnees par M. Cauchy, ne

devront pas cesser de 1 etre si le mouvement se trouve represenle

par des equations differentielles qui renferment six inconnues au lieu

de trois.

M. Laurent observe que les equations differentielles de la polarisa

tion chromatique sont incompatibles avec celles qui representent les mou-

lumiere, il faut necessairement admoltro que 1 explicalion des phenomenes de la polari

sation mobile donnee par Fresnel est inexacte, et il en rcsullcrait une objection serieusc

centre le systeme des ondulations, dont toutes les formules ne pourraient plus 6tre con-

siderees que comme empiriques. Voila 1 etat actuel do la question. Je pense que vous au

moins, Monsieur, partisan declare du systeme des ondulations, non seulement pour repre-

senter les lois des phenomenes lumineux, mais encore pour en donner 1 explication reelle,

vous vcrrez avec plaisir que 1 oxplieation que Fresnel a donnye des importants pheno

menes de polarisation mobile que vous avez signales le premier est une consequence

necessaire de 1 hypothese do molecules a dimensions sensibles. Dans le Memoire que j ai

I honneur de vous adresser, je ne considere, il est vrai, qu un sysleme unique de sphe-

roVdcs; mais les consequences auxquelles j
arrive subsistent, si Ton considere un systeme

de spheroidos et un systeme de points maleriels qui coexistent dans une portion donnee

de 1 espace. 11 est done prouve que les molecules des corps ont des dimensions sensibles.

J attache d autant plus d imporlance a ce resullat, qu on devra necessairement admettre

les consequences vraiment extraordinaires qui en resultent, et que je me propose de vous

communiquer au fur et a mesure que le peu de loisirs dont je dispose me permottra de

les rediger.

( ) QEiwres de Cauchy, S. I, T. VII, p. 202.
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vements d un systeme isotrope de points materiels, tclles que M. Cauchv

les a donnees dans les Exercices. Cette proposition est evidente par

elle-memc, puisque, pour passer des unes aux autres, il faut faire

evanouir la fonction designee par la lettrc G dans le Memoire du

1 4 novembre 1842 (t. XV des Comptes rendus}, et que, en reduisant

cette fonction a zero, on fait precisement disparaitre la polarisation

circulaire. 11 y a plus : dans le Memoire cite, aussi bien que dans les

nouvelles recherches qu il a presentees a I Academie le 22 avril der

nier, M. Cauchy avait deja signale la difference qui existe entre les

deux especes d equations, dont les unes se reduisent aux autres

lorsque la fonction G s evanouit (voir le tome XV des Comptes rendus,

p. 9 T6)(&amp;lt;).

Ce n est pas tout. Si M. Laurent veut bien prendre la peine de relire

attentivement les Memoires de M. Cauchy, rclatifs a la polarisation

circulaire (i4 novembre et 12 decembre 1842), il reconnaitra que
1 auteur n y a pas reduit les molecules a de simples points materiels.

M. Cauchy a dit, page 911 (
2

) : Le nombre des coefficients que ren-

ferment les equations des mouvements infiriiment petits d un systeme

de molecules se trouvera encore considerablement augmente, siVon dent

compte, avec quelques auteurs, des rotations des molecules, ou, avec moi-

meme, des divers atomes quipeuvent composer uneseule molecule. Enfin il

croitra de nouveau, si I on considere deux ou plusieurs systemes de mole

cules au lieu d un seul, etc. M. Cauchy a dit encore, dans le Memoire

du 12 decembre 1842 (voirle t. XV des Comptes rendus, p. 1082) (
3

)
:

Soienl, au bout du temps t, , Y),
les deplacemenls d une molecule ou

plutot de son centre de gravite; et il est clair qu il n y a lieu a parlor du

centre de gravite d une molecule que dans le cas ou cette molecule ne

se reduit pas a un simple point materiel.

Reste a savoir si M. Laurent est parvenu a etablir a priori les equa
tions differentielles de la polarisation chromatique, en partant de la

( ) OEuvrcs de Cauchy, S. I, T. VII, p. 208.

(2) Ibid., p. 201.

(
3

) Ibid., p. 219.
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scule consideration dcs actions mutuclles de molecules dontles dimen

sions nc sont pas supposees nulles.

Pour se former a ce sujet unc opinion raisonnee, il sera neccssaire,

non seulement de lire avec attention la Note de M. Laurent, mais encore

de connaitre le developpemcnt dcs calculs dont cctte Note offre seu

lement un aperc.u. Si M. Laurent a effectivement demontre qu on peut

obtenir un systeme de spheroides qui presente les phenomenes de la

polarisation circulaire, cette proposition constituera, dans la theorie

de la polarisation, un nouvcau progresauquel M. Cauchy s empressera

d applaudir.

252.

PHYSIQUE MATIIEMATIQUE. Memoire sur la theorie de la polarisation

chromatique.

C. R., T. XVIII, p. 961 (27 mai 1844).

Une Lettre de M. Laurent, lue en partie seulement a la derniere

seance, mais inseree tout entiere dans le Compte rendu, commence par

ces mots : La theorie de la polarisation mobile en est encore aujourd Iiui

au point oil Va laissee Fresnel. Pour savoir si cette proposition est

exacte, voyons d abord ce qui doit constituer une theorie.

Si nous ignorons 1 essencc intime de la matiere, nous pouvons du

moins observer les phenomenes qui sc produisent sous nos yeux, et en

etudier les phases diverses. Or la theorie d un phenomene est genera-

lement censec connue, quand on est parvenu a la connaissance des

lois qui le regissent. D ailleurs la decouverte de ces lois n est pas

ordinairement I affaire d un jour, ni le fruit des recherches d un seul

homme. Le plus souvent on commence par deduire de 1 observation,

non pas les lois veritables, mais des lois approchees; plustard, a 1 aide

du calcul, on decouvre les modifications ou perturbations que doivent

subir ces memes lois. Ainsi, par cxemplc, en Astronomic, Kepler a
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deduit de 1 observation les lois du mouvement elliptique des planeles;

mais, comme en realite les orbitesplanetaires ne sont pas de veritables

ellipses, le mouvement elliptique se trouve altere par des perturba

tions dont le calcul est 1 objet principal dc diverses methodes inven-

tees par les geometres. De meme, en etudiant le phenomene de la

refraction des rayons lumineux produite par la surface d un corps iso-

phane, Descartes a conclu de ses experiences que le sinus d incidence

estproportionnel au sinus de refraction; et par suite le rapport de ces

deux sinus, ou 1 indice de refraction, a du etre considere comme une

constante dont la valeur pouvait s exprimer en cliifTres pour chaque
substance. Mais, en y regardant de plus pres, on a reconnu que cet

indice variait pour un meme corps, quoique dans des limites assez rcs-

treintes, avecla nature dela couleur; etdes lors il importait de decou-

vrir les lois dc cettc variation. Cc probleme offrait d autant plus

d interet que la dispersion de la lumiere etait regardee, par les parti

sans du systeme de 1 emission, comme une objection grave contre le

systeme des ondulations lumineuscs. On sait que cette objection est

maintenant resolue. Je suis parvenu, en i83o, a etablir les lois de la

dispersion de la lumiere. En vertu de ces lois, que j
ai developpees

dans les Nouveaux Exercices de Mathematiques ( ), les differences

entre les indices de refraction correspondants a diverses couleurs

sont sensiblcment proportionnelles aux differences entre les nombres

inverses des carres des longueurs d ondulation dans Fair ou dans le

vide. Cette consequence de la theoriede la dispersion esteffectivement

conforme aux resuitats des experiences de Fraunhofer, comme on

peut le voir dans le Memoire que j
ai presente a 1 Academie le 12 de-

cembre 1842 (
2

).

En Physique, aussi bien qu en Mecaniquc, les lois d un phenomene
se trouvent ordinairement representees par les integrates de certains

systemes d equations differentielles. Done alors la connaissance de ces

equations et de leurs integrates constitue ce qu on pourrait appeler la

( ) OEuvres de Caucliy, S. II, T. X.

() OEuvres dc Caucliy, S. I, T. VII. p. ai -i ct suiv.
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theorie complete du phenomene. Ainsi, par exemple, en Aslronomie,

le principc de la gravitation universellc fournit immediatement les

equations differcnticllcs des mouvements planetaires; et la theorie de

ces mouvements se trouvera portee au plus haut degre de perfection

qu elle puisse atteindre, lorsque les geometres seront parvenus a for

mer, dans tous les cas, avec lemoins de travail possible, les integralcs

de ces equations differentielles. Pareillement, la theorie mathematique

de la dispersion se trouve comprise tout entiere dans certaines equa

tions differentielles lineaires dont
j
ai donne la forme et les integrates,

savoir, dans les equations qu on obtient quand on considere d abord,

comme je 1 avais fait en 1827 et 1828, les mouvements infmiment

petits d un systeme quelconque de points materiels sollicites par des

forces d attraction ou de repulsion mutuelle, et quand on introduit

ensuite dans le calcul les conditions qui expriment que le systeme

devient isotropc, comme je 1 ai fait dans les Nouveaux Exercices etdans

divers Memoires presentes a rAcademie.

Appliquons maintcnant les notions generales que nous venous de

rappeler au phenomene de la polarisation chromatique.

En etudiant ce phenomene, decouvert, comme Ton sait, parM. Arago,

M. Biot a reconnu que, si Ton fait tomber un rayon polarise sur une

plaque de cristal de roche taillee perpendiculairement a 1 axe, le plan

de polarisation tournera proportionnellement a 1 epaisseur de la lame,

et avec une vitesse angulaire qui sera differente pour les diverses cou-

leurs. Par suite, ainsi que 1 a remarque Fresnel, le rayon qui traverse

la plaque pourra etre considere comme resultant dc la superposition

de deux rayons simples, polarises circulairemcnt, mais doues de

vitesses de propagation differentes. 11 y a plus : M. Biot a conclu d ex-

periences faites avec beaucoup de precision que, pour des rayons pola

rises de couleurs diverses, les indices de rotation sont, a tres peu pres,

reciproquement proportionnels auxcarres des longueurs d acces. Tou-

tefois cette loi cesse d etre exacte, ainsi que M. Biot 1 a remarque

lui-meme, quand on substitue au cristal de roche certains liquides

isophanes qui presentent aussi le phenomene de la polarisation chro-
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matique. Mais comment la loi trouvee par M. Biot doit-elle etre alors

modifiee? En d autres termes, quelles sont les lois de ce qu on pcut

appcler la dispersion circulaire? G est pour arrivcr a les decouvrir, s il

etait possible, que j
ai imagine la methode rationnelle qui se trouve

exposee dans mon Memoire du i4 novcmbre 1842. Gette methode est

fondec sur de nouveaux principes qui se rapportent a la Mecanique

moleculaire et aux phenomenes represented par des systemes d equa-

tions lineaires aux derivees partielles, par consequent aux phenomenes

produits par les mouvements infiniment petits de points materiels on

meme de molecules a dimensions finies. Parmi ces principes, il en est

un surtout qui me paraissait dignc de remarque. Je prouvais que, si

un mouvement infiniment petit, propage dans un milieu donne, peut etre

considere comme resultant de la superposition de plusieurs mouvements

simples, chacun de ceux-ci pourra encore se propager dans ce meme

milieu, pourvu toulefois que les mouvements simples, superposes les uns

aux aulres, soient en nombrefmi, et correspondent a des symboles carac-

teristiques differents. II resultait de ce principe que, dans la polarisa

tion chromatique, les deux rayons simples, polarises circulairement,

sont bien reellement deux rayons distincts dont chacun peut etre po

larise circulairement par le milieu soumis a 1 experience. Mais ce n est

pas tout : la methode rationnelle que j
avais imaginee pour remonter

des phenomenes aux equations lineaires qui peuvent les representer

m avait fourni, d une part, les conditions analytiques de la polarisation

circulaire, et, d autre part, les equations lineaires dc la polarisation

chromatique. D ailleurs, ces dernieres equations etant formees, j
ai pu

en deduire les lois de la dispersion circulaire dans les milieux qui

offrent le phenomene de la polarisation chromatique, ct obtenir ainsi,

dans le Memoire du 12 decembre 1842, la theorie mathematique de ce

phenomene. En vcrtu dc ces lois, si Ton multiplic les indices de rota

tion relatifs auxdiverses couleurs paries carres des longueurs d ondu-

lations correspondantes a ces memes couleurs, les differences cntre

les produits ainsi formes seront representees par des series dont les

premiers termes seront entre eux comme les differences entre les
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carres de nombres reciproquement proportionnels aux longueurs des

ondulations. Ces deux especes de differences seront done proportion-

nelles les unes aux autres, si Ton reduit les series a leurs premiers

termes. Or ce resultat remarquable se trouve precisement d accord

avec les resultats numeriques des experiences de M. Biot sur 1 acide

tartrique etendu d eau.

La theorie de la dispersion circulaire, qui devait necessairement

entrer dans la theorie complete de la polarisation chromatique, et qui

determine ce qu on peut appeler ^perturbations de ce phenornene, n a

ete assurement ni etablie, ni meme indiquee par Fresnel. Si done

M. Laurent considere la theorie de la polarisation mobile commeetant

encore au point ou 1 a laissee Fresnel, je devais penser qu a ses yeux

ma theorie de la dispersion circulaire est inexacte. A la verite, en

lisant sa Lettre imprimee dans le dernier Compte rendu, j
ai pu croire

un instant qu il obtenait, pour representer la polarisation chroma

tique, des equations distinctes de celles auxquelles j
etais parvenu.

Celles qu il donne paraissent, au premier abord, renfermer six incon-

nues au lieu de trois. Mais, dans 1 application qu il en fait a la polari

sation chromatique, les trois dernieres inconnues se reduisent aux

trois premieres, et Ton se trouve ramene aux equations que j
avais

obtenues. C est ce dont M. Laurent lui-meme pourra facilement s as-

surer, en comparant ses formules aux miennes; et alors il reconnaitra

que ses formules doivent donner, pour la polarisation chromatique,

precisement les lois auxquelles j
etais parvenu dans le Memoire du

12 decembre 1842.

La seule question qui reste encore indecise consiste a savoir quelle

doit etre la constitution d un systeme de molecules et la nature de leurs

actions mutuelles, pour que les mouvements infiniment petits de ce

systeme puissent etre representes par les equations differentielles dc

la polarisation chromatique. G est en cherchant a resoudre cette ques

tion que j
avais construit, dans le Memoire du 5 decembre 1842 ( ),

(i ) OEuvrex de Cauchy, S. II, T. VII, p. 211.

OEuvresde C. S. I, t. VIII. 28
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les formules que j
ai reproduites dans le Compte rendu de la seance du

22 avril i844 et qui representent les mouvements d un systeme de

molecules a dimensions finies. J avais meme conclu de ces formules

que, dans le cas ou le systeme devient isotrope, et ou Ton neglige les

termes du meme ordre que les cubes des dimensions des molecules,

les mouvements infiniment petits des centres de gravite sont repre-

sentes par des equations semblables a celles que fournirait un systeme

de points materiels. Done, dans ce cas, ce systeme de molecules etait

incapable, comme un systeme de points materiels, de produire la pola

risation chromatique. Ainsi, relativement a la derniere question que

je viens d enoncer, j
etais arrive seulement a exclure certains systemes

moleculaires et a etablir des propositions negatives. M. Laurent est-il

efFectivement parvenu a trouver des systemes qui fournissent les

equations obtenues? C est ce que je me propose d examiner dans un

autre article.

ANALYSE.

I. Sur les equations differentielles de la polarisation chromatique.

Considerons un mouvement infiniment petit du fluide ethere dans

un milieu isophane. Nommons m la molecule d ether qui coincidait

primitivement avec le point dont les coordonnees rectangulaires etaient

x, y, z\ et supposons que, au bout du temps /, Ton represente par ,

v),
les deplacements de cette molecule, ou plutot de son centre de

gravite, mesures parallelement aux axes des x, y, z. Soit encore

D apres la theorie que nous avons exposee dans les Memoires des

1 4 novembre et 12 decembre 1842, les equations lineaires propres a

representer le phenomene de la polarisation chromatique seront de la

forme

(0

(D/ - E)C - F IVj =
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E, F, G designant trois fonctions entieres de la somme

Comparons maintenant les formules (i) avec celles que fournit

1 analyse de M. Laurent.

Supposons que, les rotations des molecules etant infiniment petites,

comme leurs deplacements, la rotation infiniment petite de la mole

cule m soit representee, au bout du temps /, par Tangle 6; et nom-

mons
X, fZ,

V

les produits de cet angle infiniment petit par les cosinus des angles

que forme l axe*de rotation avec les axes des x, y, z. Les trois quan-

tites X, [A,
v seront trois angles infiniment petits, propres a mesurer ce

qu on appelle les rotations dc la molecule autour des axes des x, y

et z. Soit d ailleurs

&amp;lt;p

= Dx ~k -4- Dr [i.
+ D- v.

Les equations que M. Laurent a donnees dans le Compte rendu de la

seance du 20 mai (p. 988) pourront etre simplifiees par des change-

ments de notation et reduites aux formules

(2)

(3)

/j)2 E)c F D u = G (D u. D v)

(D? E )n FDr u =G (Dx v D,X),

(D?

E,) v - F,D a 9 = G,(Dr ^
-

D,YI),

() Dans le Memoire da 14 novembre 1842 (voir le Tome XV des Complex rendus,

p. 916 (
a

), nous avons suppos6 que le terme independant de la somme D -+- D| -+- D?

s evanouissait dans la fonction E. Cette supposition n est pas une consequence necessaire

des conditions analytiques de la polarisation circulaire enoncees dans le meme Memoire

[p. gi3 (*)]; mais elle donne des resultats conformes a ceux que fournissent les expe

riences, et d ailleurs elle so verifie toujours quand la polarisation chromatique disparait.

() OEuvres de Cauchy, S. I, T. VII, p. 208 et 206.
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E, F, G; E,, F,, G ; designant des fonctions entieres de la somme

D* +D* + Df.

Or, pour deduire de ces equations le phenomene de la polarisation

chromatique, M. Laurent considere le cas oil 1 on aurait

(4) E,= E, G,= G.

Alors on satisfait aux equations (2) ou (3) en prenant

(5) v = o

et, de plus,

(6) A = ?, p~v, v = Z,

(7) &amp;lt;p

u = o.

Les conditions (5), (6), (7) se trouvent effectivement remplies dans

les formules definitives auxquelles parvientM. Laurent. Or les condi

tions (6) reduisent evidemment les equations (2) aux equations (i).

II. Stir les equations d equilibre et de mouvement d un systeme
de molecules.

Les equations que j
ai reproduces dans la seance du 22 avril der

nier, en les extrayant du cahier paraphe par M. Arago a la seance du

5 decembre 1842, se trouvaient appliquees, dans ce meme cahier, au

cas ou, pour chacune des molecules que Ton considere, les moments

d inertie relatifs au centre de gravite sont tous egaux entre eux, et ou

Ton neglige dans le calcul les termes qui sont du meme ordre que les

cubes des dimensions des molecules. Je vais reproduire en peu de

mots cette application; et, en la reproduisant, je conserverai les nota

tions dont
j
ai fait usage dans le Compte rendu de la seance du 22 avril

(p. 198, 194)- Seulement, pour abreger, je poserai

&c r, dy = u, $2 3,

J\x -f- A j\x r
; , j\y -+- A

&amp;lt;/[y

= p
; , J[z + A j\z ),
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et

Cela pose, les formules (i), (2), (3) des pages 198, 194 donneront

(i)

la valeur de v* etant

(2) t2 (Aa? + , r)
2 -

On aura d ailleurs

(3) r*=

et si Ton pose, pour abreger,

(4)

la formule (2) donnera

(5)

par consequent

3) As,

(6) t r\ n- 2? 4-T

Concevons maintenant que Ton developpe i et/(t) suivant les puis

sances descendantes de r, et que dans les developpements on neglige

les termes comparables aux cubes des dimensions des molecules. On

trouvera

r 2 / 2 r 3
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Comme on aura d ailleurs

(7) (
m

) m

(8)

et, par suite,

(9) 22 Wt 1*^
on tirera des formules (i)

- s22 ()M
S

/( ) + / (&quot;)

(10)

Ajoutons quc, eu egard aux formules (4), (7), (8), on aura

= m

(
r ^ + p Aj-r-3 Ac)

2

4- m [H (
J/^ 4- p, Aj H- 3, Ao)

2
,

f &quot;&quot; t^ =::l&amp;gt;*2^ * (* Aar + p A/ 4- 3 As)

H-m
2l&amp;gt;]

r
/(

J?
,
A^+-

&amp;gt;,

A.y + 3, As),

22 ^
m

^ fm ^ ?i)
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D autre part, les formules (7), (8) des pages ig5, 196 donneront

p a x -\- 6 y + y z,

3 a&quot;xH-6&quot;y+y&quot;z;

)x,4-(6 + A6 )y,+ (y -h Ay )z,,

3,
=

(a&quot;+ Aa )x,+ (6 + A6 )y,+ (/

(12)

et, puisque les coordonnees x, y, z ou x
7
, y;

, z,
se rapportent aux axes

principaux menes par le centre dc gravite de la molecule m ou m, on

aura

Cela pose, si Ton fait

04)

on trouvera

05)

+bo 2
-f- cy

2
,

(
m )93 = aa a&quot;+ b6 6

ff+ cy /,

06)

c,(y 4- Ay)
2

,

) (&quot;+ Aa&quot;) + b,(6 + AS
) (6&quot;-f- A6&quot;)
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Dans le cas particulier ou, pour chaque molecule, les moments

d inertie principaux relatifs au centre de gravite seront egaux entre

eux, on aura
a b c,

Alors les formules (i5), (16) donncront

2 (w)3&amp;gt;
&quot; a

(J7)

08)

et Ton aura, par suite,

=o

ma,)/-*,

Cela pose, les formules (10) donneront

(
3Gr=mS[m#

o,

= m S[/n.f(r) Aj], 2&amp;gt; = m

= o, 3t o,

la fonction
^&quot;(r)

etant determinee par la formule

(20)

Lorsqu on suppose les molecules reduites a des points materiels, on
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a evidemment
a = o, a, o

et, par suite,

#(r)=/(r).

Done cette derniere supposition et celle quo nous avons precedem-

ment adoptee conduisent a des valeurs semblables de A;, $, &, qu on

deduit immediatement les unes des autres par la substitution de la

fonction /(r) a la fonction #(r), ou de #(r) a/(r). Done, dans Tun et

Fautre cas, les equations d equilibre et de mouvement conservent les

memes formes et representent les memes phenomenes.

253.

CALCUL INTEGRAL. Memoiresur la substitution desfonctions nonperiodiques
auxfonctions periodiques dcnis les integrates de/inies.

C. R., T. XVIII, p. 1072 (10 juin i844).

On sait qu une integrate definie est toujours equivalcntc au produit

de la difference entre les limites par une quantite comprise entro la

plus petite et la plus grande valeur dc la fonction sous le signe j sup-

posee reelle. Dans le cas ou cette fonction conserve constamment le

memo signe pour des valeurs de la variable comprises entre les deux

limites, la proposition quo nous venons de rappeler fournit a la fois,

et le signe de Fintegrale definie, et deux quantites entre lesquelles sa

valeur numerique se trouve comprise. II n en est plus ainsi dans le
^

cas ou la fonction sous le signe / est une fonction periodiquc qui

change plusieurs fois de signe entre les limites. On congoit done qu il

peut etre souvent utile de substituer, dans les integrales dcfinies,

des fonctions non periodiques a des fonctions periodiques. On y par-

vient a Faide de la methode qui se trouve exposee dans mon Memoiro

de 1814 sur le passage du reel a Fimaginaire. IMais Fapplication de

OEtn&amp;gt;resdeC.--S.\,l. VIII. ^9
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cette methode exige quelquefois des artifices d analyse qu il convient

de signaler. Ces artifices conduisent d ailleurs a des resultats qui ne

sont pas sans importance, specialement a une transformation remar-

quable de certaines integrates que Ton rencontre en Astronomic, et

de diverses transcendantes qui comprennent ces integrates comme

cas particulier. G est ce que Ton verra dans le present Memoire.

ANALYSE.

I. Sur le passage des integrales indefinies aux integrales definies.

Soient F(a?) et/(a?) deux fonctions telles que Ton ait

(1) D*F(*) =/(*);

on aura encore

(2) I f(x)dx = F(jc) -+- const.,

et 1 equation (2) fournira ce qu on appelle la valeur de 1 integrale

indefmie

I f(x)dx.

Si d ailleurs on nomme
jc$, X

deux valeurs reelles de x, alors, en passant de 1 integrale indefmie

I f(x}dx

/
* n

a 1 integrale defmie

on trouvera generalement

r
x

(3) / /
i o

Toutefois 1 equation (3) suppose que la fonction /(#) reste fmie et

continue par rapport a la variable x, depuis la limite x = x jusqu a
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la limite x = X. Si cette meme fonction devenait infmie pour une

valeur a de x comprise entre ces memes limites, alors, ainsi que nous

1 avons dit ailleurs, la notation

dx

devrait etre consideree comme propre a representer la limite vers

laquelle converge la somme

(5)
r
I

s r.

tandis que les nombres , E s approchent indefmiment de zero. Cette

limite pourrait d ailleurs etre finie ou infmie, ou meme indeterminee;
/

car, dans certains cas, elle dependra du rapport -, ou plutot de la

limite de ce rapport, et alors la valeur principale de 1 integrale sera

celle qu on obtiendra en posant e = E ou, ce qui revient au meme,

Dans mes divers Ouvrages ou Memoires, j ai particulierement

recherche ce qui arrive quand on suppose que la fonction /(#)

devient infmie des qu elle cesse d etre continue. Mais il peut arriver

qu une solution de continuite dans la fonction f(x) corresponde a

une valeur a de x pour laquelle cette fonction /(#), ou du moins

la fonction primitive dont f(x) est la derivee, passe brusquement

d une valeur finie a une autre; alors, en posant toujours

f(x} dx= F(d?) 4- const.,

on verra les deux quantites

F(a ), F(a-F
;

)

converger vers deux limites differentes, tandis que les nombres E, E

s approcheront indefmiment 1 un et 1 autre de zero. Nommons A la
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difference de ces limites, en sorte qu on ait

(6) A lim[F(a + ) F(a e)].

Comme on tirera de la formule (3)

x

/

***

r
I

/
F(a

il est clair que 1 integrale (4), consideree comme limite de 1 expres-

sion (5), aura pour valeur

F(X)-F(&amp;lt;p )-A.

Done a la formule (3) on devra substituer la suivante

r
/

&quot;

A representafit raccromeme/zn/w^^a/ze qu acquiertlafonction F(X),

tandis que la difference x a passe du negatif au positif.

Si, tandis que la variable x passe de la limite x a la limite X,

la fonction F(a?) devenait successivement discontinue pour diverses

valeurs

a, b, c, ...

de cettc variable, alors, evidemment, 1 equation (10) continuerait

encore de subsister, pourvu que Ton posat

(8) A A+A6+A &amp;lt;;

+ ...,

A, A6 , Ae , . . . designant les accroissements instantanes que prendrait

successivement la fonction F(a?), tandis que la difference x a, ou

x b, ou x c, ... passerait du negatif au positif.

Pour montrer une application des principes que nous venons d eta-

blir, supposons

( 9 ) F(#) .-(i Ae^-
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, m, h, s designant quatre quantites dont les deux dernieres soient

positives; et considerons 1 integrale definic

fv o

la valeur de /(#) etant toujours donnee par la formule

Si le nombre h reste inferieur a 1 unite, alors, en vcrtu des principes

que j
ai developpes dans le Chapitre VIII de VAnalyse algebjique ( ),

la fonction F(a?), determinee par 1 equation (9), restpra fonction con

tinue de x, depuis la limite x o jusqu a la limite x 27:, ct Ton

tirera de 1 equation (3)

(10) f /(^
Jo

Ajoutons que le nombre h etant, par hypothese, inferieur a 1 unite, on

aura identiquement : i pour des valeurs positives de sin(.r a),

2 pour des valeurs negatives de sin(.r a),

(,
_ he^-^^riy= ( \i

:=r
i)

t

[(i he 1

-&quot;-*^^) v

&quot;

&quot;ij*.

Done, au lieu de supposer la fonction F(a?) determinee par 1 equa

tion (9), on pourra la supposer determinee : i pour sin (a? a) &amp;gt; o,

par la formule

(n) F(#) = (v
Cr X [- (i

&quot; Aef*-*)^) v/^l e*/17
;

2 pour sin(a? a) &amp;lt;C o, par la formule

(12) F(aO =( ^^)*[(i Ac^^)^)^ ij e&quot;*/^.

Or, quoique au premier abord il scmble desavantageux de substituer,

(!) OEuvrea de Cauchy, S. II, T. III.
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pour la determination de la fonction F(#), lesysteme desforamies (i i)

et (12) a la seule formule (9), toutefois, dans la realite, cette substitu

tion offre un avantage tres reel et qu il importe de signaler. En effet,

la formule (9) suppose necessairement quo le binome

i h

reste positif, et lorsqu on a simultanement

A&amp;gt;], i hcosasc
&amp;lt; o,

cette formule doit etre supprimee avec la notation

qui cesse d offrir, dans ce cas, un sens determine. Mais, dans ce cas

meme, les seconds membres des formules (n) et (12) presenteront

des valeurs completement definies. Seulement la fonction ~F(x),

determinee par le systeme de ces deux formules, deviendra discon

tinue pour x = a, et variera brusquement, tandis que la diffe

rence x a passera du negatif au positif, en recevant, dans ce cas,

1 accroissement instantane

(i3) A = [(vCTI)
_ (_ ^iy s

] (h - i)-^-l.

Done, en supposant A&amp;gt;i et A determine par 1 equation (i3) ou, ce

qui revient au meme, par la suivante

04) A=r 2(A i
)*&amp;lt;?

v

on devra substituer a la formule (10) cette autre formule

/in f(x) dx = F(27r) F(o) A.

Si la quantite m se reduisait a un nombre entier, alors, en vertu de

chacune des formules (i i), (12), le facteur F(#) ne changerait pas de

valeur, tandis que Ton ferait croitre Tare x d une circonference en-

tiere 2ic. On aurait done alors
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en sorte qu on devrait reduire 1 equation (10) a celle-ci

s**K

(16) / f(x)dx= o,
Jo

et 1 equation (i5) a la suivante :

(17)

II. Sur le passage da reel a I imaginaire.

Soit

(i) & = rePV-i

une variable imaginaire, dont r represente le module, et p 1 argu

ment. Soit, de plus,
/(*)

une fonction donnee de cette variable imaginaire. On aura generale

ment

r\J i

Si d ailleurs

reste fonction continue des variables r et /?, entre les limites

r=r
, r=r

t , p p&amp;lt; p = ft,

alors, par deux integrations successives, effectuees entre ces limites,

on tirera de la formule (2)

f
(3)

^T/r,

Supposons maintenant que la fonction
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cesse, une ou plusieurs f ois, d etre continue entre les limites don-

nees, et que chaque fois elle change brusquement de valeur; les

accroissements instantanes qu elle recevra pour diverses valeurs de r

ou de p devront etre (voir le I) successivement retranches de la

fonction placee sous le signe /, dans le premier ou dans le second

membre de 1 equation (3).

Supposons, pour fixer les idees, que

f(reP^)

reste toujours, entre les limites r == r , r = r, , fonction continue dc r
;

mais que, p venant a varier entre les limites p , PI , la meme fonction

devienne discontinue pour diverses valeurs intermediaires

a, g, y, ...

de la variable/?, et regoive Taccroissement instantane

Aa ou Ag, ou A
Y , ...,

tandis que la difference

p a ou p 6, on p y, ...

passe du negatif au positif. Alors a 1 equation (3) on devra substitucr

la suivante

(4)

la valeur de A etant

(5) A.-^A+A6 -f-AY H-..

Si, pour fixer les idees, on suppose

Po~0, /&amp;gt;i
27T,

et si d ailleurs la fonction
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reprend, pour/) = 2?c, la memo valeur que pour/? = o, 1 equation (4)

donnera

f
2 &quot;&quot;

/&quot; rl

[f(rle*iFi)-f(r9 e&amp;gt;f=i)]dp
=

&amp;lt;/=-i A^-J
,-

Si, de plus, on prend
/:=: O, / i=I,

et si Ton suppose quo la fonction

s evanouisse avec r, 1 equation (6) donnera simplement

(7)

III. Sur la substitution de fonctions non periodiques a des fonctiotis

periodiques dans les integrates defuiies.

Les formules etablies dans les paragraphes precedents fournis-

sent, comme on 1 a dit dans le preambule de ce Memoire, les moyens
de transformer des fonctions periodiques en fonctions non perio

diques dans un grand nombre d integrales defmies et, en particulier,

dans cellcs qui representent les coefficients de developpements or-

donnes suivant des puissances entieres d exponentielles trigonome-

triques. Entrons a ce sujet dans quelqucs details.

Soit s(p) une fonction donnee de Tangle /?.
En developpant -cettc

fonction suivant les puissances entieres de 1 exponentielle

on trouvera generalement, comme Ton sait,

(0
?(/&amp;gt;)

la valeur de +\&amp;gt;m etant

i

(2) Am=-
2

OEuvrcs de C. S. I, t. VIII. 3o
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ou, ce qui revient au meme,

(3) *.m=
2

et le signe V s etendant a toutes les valeurs entieres, positives, nulle

ou negatives de m. On tirera d ailleurs de la formule (2), en y rempla-

c.ant m par m,

i r
(4) *_=-- I 3(p)e&quot;&amp;gt;^dp.

2
&quot;Jo

Or, dans les integrales defmies qui representent ici les coefficients

&amp;lt;&&amp;gt;rn)
*

rn&amp;gt;

les fonctions placees sous le signe V sont generalement des fonctions

periodiques qui changent plusieurs fois de signe entre les limites des

integrations, en sorte qu on ne pourra, ni calculer des valeurs appro-

chees de ces coefficients, ni meme trouver leurs signes, sans recourir

ii une determination souvent penible des integrales. Pour faire dispa-

raitre cet inconvenient, il importe de pouvoir, au besoin, remplacer

dans les integrales dont il s agit les fonctions periodiques placees sous

le signe / par des fonctions non periodiques. On y parviendra effecti-

vement, dans un grand nombre de cas, a 1 aide des formules etablies

dans les I et II.

Supposons d abord, pour fixer les idees,

(5)

a, s designant deux quantites positives dont la premiere soit inferieure

a 1 unite. On pourra substituer a la formule (5), qui subsiste quel quo

soit p, le systeme de deux autres formules, en supposant, pour des va

leurs positives de sin(p a),

(6)

et, pour des valeurs negatives de
sin(/&amp;gt; a),

(7)
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Cela pose, Jkm se reduira simplement a zero. Mais I equation (4),

jointe a la formule (7) du II, donnera

(S} Jd, =^
V / 7tl

la valeur de A etant nulle, pour r&amp;gt;a, et determinee, des que Ton

aura
r&amp;lt; a, par la formule

__ / a \ *

(9) A armev-M- i 1 sinus v i .

On trouvera, en consequence,

(10) *.m

D ailleurs, en remplacant r par ar, on tirera de la formule (10)

(n) &-m =

II est aise de reconnaitre que la formule (11) subsiste pour toute va

leur de s a laquelle correspond une valeur finie de 1 integrale com

prise dans le second membre. Done elle s etend ati cas merne ou

1 exposant s deviendrait negatif, en demeurant compris entre les

limites o, i.

Au reste, il est facile de verifier directement la formule (n). En

effet, le coefficient A,_ m de la mierae

puissance de 1 exponentielle

dans le developpement de la fonction (5), est evidemment le produil

de 1 expression
t\m pm&.\j 1

par

( i V&quot; ^-H1
) -( y m + _ T(ms)

On aura done

5)
r,

(/w-f- I)
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et, comme on a aussi

on tirera de la formulc (i i), jointe aux equations (12) et (i3),

/ /\ C T(m s) F (.?-(- i )
(i4) / rm-*-1

(i r)*dr= --=r -.

J r(im-i)

Or 1 equation (i/j) est effectivement exacte et s accorde avec la for-

mule connue

qui subsiste pour toutes les valeurs positives entieres ou fraction-

naires, ou memo irrationnelles, des deux nombres m, n.

Dans 1 exemple que nous venons dc choisir, la valeur dc &&amp;gt;_m pou-

vait se calculer directement, et cette circonstance nous a permis de

constater 1 exactitude de 1 equation particuliere que nous avons de-

duite de nos formules generates. Appliquons maintenant ces memes

fbrmules a d autres exemples dans lesquels la valeur de &&amp;gt;_m est in-

connue, aussi bien que la valeur de
&amp;lt;&,.

Supposons, en premier lieu,

(16) ^(p) [i 2acos(/? a) + a 2

]
5
,

ou, ce qui revient au meme,

(17) J(/&amp;gt;) =(i

a, designant un angle quelconque, a une quantite positive inferieure

a i, et s une autre quantite positive ou une quantite negative comprise

entre les limites o, i. Alors la valeur de
&amp;lt;&_,

sera toujours deter-

minee par la formule (8). Seulement, pour r
&amp;lt;a la valeur de A se

trouvera determined, non par 1 equation (9), mais par celle-ci :

(18) b = zrm e meiJ~l (-
t

_
IV( I _ a/ .&amp;gt;
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Done, a la place des formulcs (io)et (n), onohtiendra les suivantes :

(19) A._ ro= 25!Ef.^=i f
r^-i^-jV^-ar)^/-,

r l

( 20 ) a\,_m= ^^l9

a &quot;

e&quot; &amp;lt;F

/
/ r- ( i / )* (

i a2 r
)
* ds.

K Jo

D ailleurs, m etant positif, pour deduire de I equation (20) la valour

de jiomt 11 suffira de changer dans le second membre le signe de y/ i.

L equation (20) fournit une transformation remarquable de la trans-

cendante

/
&amp;gt;2TC

(21) *_=--! [i 2acos(^ a) -+- tf] e

Cette transformation etait dejaconnue; elle est comprise dans unefor-

mule quo renferme le Memoire de notre confrere M. Binet sur les inte-

grales euleriennes.

Supposons enfin

(22)

s etant positif, ou compris entre les limites o, i, et &amp;lt;

designant une

fonction entiere dc sin/?, cos/?, qui reste toujours positive pour toutes

les valours reelles de Tangle/?. Une analyse semblablc a cello quo La-

grange a employee dans un Memoire de 1776, pourra etre appliquee a

la decomposition de &amp;lt;$ en facteurs reels du second degre; et alors, en

designant par k une constante positive, on trouvera

( 23) 0?

, OIL, at, . . . etant determines par des equations de la forme

I ._ i 2,1 cos(/? a) -t- a 2
,

(24) &amp;lt; 01L i abcos(/? 6) +b,

(
31, =1 20, cos(/? y) + c2

,

dans lesquelles on pourra supposer chacunc des quantites a, b, c, . . .
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comprise entre les limites o, i. Cette supposition etant admise, la

transcendante

/27C
Wew^etp

V

pourra etrc, pour une valeur quelconque du nombre cntier w, trans-

formee a 1 aide des principes ci-dessus etablis. Soient, pour plus de

eommodite,

ce que deviennent les facteurs

Oil, 3&, ...

quand on y remplace 1 exponenticlle ep ^- {

parle produitre
av/

-
. Soient

pareillement

6, Jfcg, . . .

ce que deviennent les facteurs

quand on y remplace Fexponentielle e1&quot;/- 1

par le produit re3 ^- 1

, etc.

On trouvera

(26)

C*,R r/*-V(i-*fyauW rf^
Jo V 7

&quot;

/

/
^

/V&amp;gt; \ s

(
i

) (i br)
s f i 3^ . . . r &quot;- 1

rf/-

. v /

II est bon d observer que, en vertu de la seconde des formules (24),

on aura

par consequent

et, par suite, pour r&amp;gt; b,

(27) 3TC4 (i bre^-^
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mais que la formule (27) ne pourra plus fournir la valeur de OTi*, dans

le cas oil r deviendra inferieur a b, et quc, dans ce dernier cas, on

aura, ou

(28) ^
ou bien

(29) ^
la formule (28) devant etre employee quand sin (a 6) sera positif,

et la formule (29) quand sin (a ) sera negatif.

Si Ton designait par
011 a ,

&amp;lt;Dt&amp;gt; a ,

ce que deviennent

OIL, dL, ...

quand on y remplace 1 exponentielle ef J-* par le produit area v/=T
; s i

pareillement on nommait

C.6, 3^S, .

ce que deviennent

-G w, ...

quand on y remplace e^ 1

par le produit bre6^, e t ainsi de suite;

alors, a la place de la formule (26), on obtiendrait la suivante

(3o)

k* sinus r m ma /
! f

l

~

,
|t- ^

.../*
-

(i r) (, ar)
rfrj

et de cette derniere, jointe aux formules (23), (25), on tirerait

C s&amp;lt; J=i

Jo

\r S c i n TT c&amp;gt; f* ^

^ J

Ajoutons que, m etant positif, il suffira de changer \] i en
y/ i

dans les seconds membres des equations (26) et (3o) pour que ces
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equations fournissent immediatement, non plus la valeur de dk_/;j, mais

la valeur de
&amp;lt;&,.

Dans 1 Astronomie, si Ton nomme i la distance de deux planetes m,
m , une partie de la fonction pertarbatrice, savoir, lapartiecorrespon-

dante a 1 action mutuelle de ces planetes, sera proportionnelle a -

Si d ailleurs on nomme ^ 1 anoinalie excentrique relative a la planete m,

le carre i? sera une fonction cntiere de sin^ et cosvp, du quatrieme

degre. Gela pose, les formules (26), (3o), ou plutot celles qu on en

deduira en posant s= 7 , fourniront une transformation rcmar-

quable des transcendantes qui represented les coefficients des puis

sances entieres de 1 exponentielle

eV1

^,

dans le developpement de -
Apres cette transformation, les coeffi

cients dont il s agit sc reduiront a des transcendantes elliptiques.

Lorsque le nombre m cesse d etre un nombre entier, 1 integrale que

renferme 1 equation (20) peut encore etre transformee, non plus a

1 aide de la formule (7), mais a 1 aide de la formule (4) du II ; et Ton

se trouve ainsi encore conduit a des conclusions importantes que nous

developperons dans un autre article.

254.

ANALYSE MATHEMATIQUE. Sur la methode logarithmique appliquee an

developpement des fonclions en series.

C. R., T. XIX, p. 5i (8 juillet i844)-

Toutlemonde est d accord sur I immense service que Neper a rendu

aux calculateurs par 1 invention des logarithmes, qui permettent de

remplacer, dans les calculs numeriques, la multiplication par 1 addi-

tion, ct la division par la soustraction. II m a semble que, dans la



fcXTRAIT N 254. 2il

haute Analyse, on pouvait retirer des avantages tout aussi incontes-

tables de [ application des logarithmesau developpement des fonctions

en series. Entrons a ce sujet dans quelques details.

Goncevons qu il s agisse de developper une puissance donnee d une

fonction d un certain angle en serie de sinus et de cosinus des mul

tiples de cet angle. On pourrait, a la rigueur, commence!1

par deve

lopper la fonction en tine serie du meme genre, puis deduire, ou de

multiplications successives, ou meme de la formule du binome, le

developpement de la puissance donnee. Toutefois le calcul deviendra

tres penible et presque irnpraticable, si le degre n de la puissance

dont il s agit est un tres grand nombre fractionnaire, ou meme un

nombre entier tres considerable. Mais si, an lieu de commencer par

developper la fonction proposee en serie, on commence par developper

son logarithme neperien, on obtiendra facilement le developpement

du logarithme de la n iiime
puissance de la fonction, puisque, pour y

parvenir, il suffira de multiplier le developpement du logarithme de

la fonction par 1 exposant n. Alors il ne restera plus qu a rcvenir du

developpement du logarithme de la puissance an developpement de la

puissance elle-meme. A la verite, cette puissance sera representee par

une exponentielle neperienne qui aura pour exposant le developpe

ment du logarithme de la puissance. Mais le developpement de cette

exponentielle en serie parait etre, au premier abord, line operation

plus compliquee que celle qui consistait a elever a la /i
ieme

puissance

la fonction representee par une serie. Toutefois, en reflechissant atten-

tivement sur cet objet, je suis arrive a une methode qui permet de

passer facilement de 1 exponentielle a son developpement, et que je

vais indiquer en pen de mots.

Quand le logarithme d une fonction est represente par une serie

convergente ordonnee suivant les puissances asccnclantes d une seule

variable, on peut aisement deduire de cette serie celle qui represente

la fonction elle-meme. En effet, il sufiit de multiplier chaque terme

de la premiere serie par 1 exposant de la variable dans ce tcrme, et de

diminuer ensuite chaque exposant de { unite, pour obtenir le develop-

OEuvrcs de C. S. I, t. VIII. 3 I
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pement de la derivee logarithmiqtie de la fonction; et de cette propo

sition on conclut immediatement quo les coefficients de la serie

eherchee sont lies entre eux par des equations lineaires qui permettent,

comme Ton sait, de les deduire tres aisement les uns des autres. Or,

pour ramener a cette operation, deja connue des geometres, le pro-

bleme qui consiste a developper une fonction d un certain angle sui-

vant les sinus et cosinus des multiples de cet angle, en supposant

connu le developpement du logarithme de la fonction, je considere

cette fonction comme equivalente au produit de trois facteurs qui ont

pour logarithmes respectifs, dans le developpement du logarithme de la

fonction : ile terme constant; 2 la somme des termes proportionnels

aux puissances positives de I exponentielle trigonometrique dont 1 ex-

posant est Tangle donne; 3 la somme des termes proportionnels aux

puissances positives de la meme exponentielie. Alors il devient facile

de calculer separeinent le facteur constant et les deux facteurs variables

qui doivent fournir un produit equivalent a la fonction cherchee. II y

a plus : le developpement de cette fonction se deduit immediatement

de la multiplication algebrique des deux derniers facteurs, et par con

sequent ce developpement se trouve construit defmitivement, a 1 aicle

d un procede analogue au precede si simple qu Euler a employe pour

developper une puissance negative d une fonction lineaire du cosinus

d un angle donne suivant les sinus et cosinus des multiples de cet angle.

La methode de developpement que je viens d exposcr, et qu il cst

naturel d appeler methode logarithmique, puisqu elle repose principa-

lemcnt sur 1 emploi des logarithmes, ofTre surtout de grands avan-

tages dans le calcul des perturbations des mouvements planetaires.

On sait que le calcul de chaque inegalite periodique produite dans le

mouvement d une planetc m par 1 action d une autre planete m pent

etre reduit au developpement de la fonction perturbatrice suivant les

puissances entieres des exponentielles trigonometriques qui ont pour

exposants les longitudes moycnnes des planetes, et que la determi

nation speciale de Tune quelconque de ces inegalites se reduit a la

determination du coefficient numerique renferme dans le terme pro-
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portionnel a deux puissances donnees de ces exponcnlielles. Lorsque

le degre de ces puissances est eleve, la determination, effectuee par

les methodes exposees dans la Mecanique celeste, exige beaucoup de

temps et de travail, comme le savent tres bien les astronomes; et Ton

ne doit pas s en etonner, puisque alors les fonctions developpees se

transforment en series multiples, ct que le nombre des termes de ces

series croit dans une progression effrayante avcc les degres des puis

sances. Mais, lorsqu on applique la methode logarithmique au deve-

loppement de la fonction perturbatrice, les series multiples dont il

s agit se trouvent remplacees par des series simples que Ton ajoute

les unes aux autres, au lieu de les multiplier 1 une par 1 autre. Ainsi

etendu, 1 usage des logarithmes aura done pour effet de remplacer,

dans la haute Analyse, tout comme dans les calculs numeriqucs, les

multiplications algebriques par de simples additions.

ANALYSE.

T. Determination d ane fonction dont le logarithnie est represents

par une serie ordonnee suivant les puissances entieres d une variable.

Nommons f(a?) une fonction de la variable arqui oflre, au moins

pour les valeurs de x que Ton considere, une partie reelle positive,

et admettons que le logarithme Lf(^) de cettc fonction, correspon-

dant a une base quelconque, soit represente par une serie conver-

gente ordonnee suivant les puissances entieres, positives, nulle et

negatives de la variable x. On pourra en dire autant du logarithme

neperien 1 f(#), correspondant a la base

e 2,7182818 . . .
,

et lie au logarithme Lf(a?) par la formule

On aura done, par exemple,

(i) 1 i (&)
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a ,a { , .,, ..., -&amp;lt;,
a_ 2 designant des coefficients reels ou ima-

ginaires, et il s agit de savoir comment on peut, de 1 equation (i),

deduire le developpement de f(a?) en une serie ordonnee suivant les

puissances entieres de x.

Si 1 on pose, pour abreger,

(2)

1 equation (i) sera reduite a celle-ci

ct 1 on en conclura

par consequent

(3) o
1.2 1.2.3

A la rigueur, on pourrait tirer dc cette derniere formule le develop

pement cherche, puisque, a 1 aide de multiplications successives on

de la formule qui fournit la puissance /*
ic&amp;gt;iae du binome ou plutot d un

polynome quelconque, on peut deduire, de 1 equation (2), les deve-

loppements de u 2
, de u\ ..., et generalement de un

. Toutefois le

calcul, ainsi effectue, devient tres penible quand il s agit de trouver

dans le developpement de f(a?) le coefficient d une puissance elevee

de x ou de - Mais on peut resoudre facilement ce probleme en ope-
JC

rant comme il suit.

Decomposons la fonction f(a?) en trois facteurs

A, v, w,

qui, etant le premier constant, les deux autres variables, soient deter

mines separement par les formules

(4) \A a
,

(5) I^ = a
1
or + a,a?

2 + .. ., lw = a^x 1
-+- a^x-* + ----

La formule (4) donnera immediatement

(6) A=e&quot;;
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et Ton tirera de la premiere des formules (5), non sculement

(7) P=e,*+&amp;lt;M&quot;-K..= n- ^l^t_?j!iii + .

mais encore

Or la valeur de v, donnee par la formule (7), sera de la forme

(9) v = 1 + b^x -t- bo_x*-}-. . .
;

ct, pour determiner les coefficients b , b
t , b 2 , ..., ii suffira evidem-

ment de substituer cette valeur dans 1 equation (7). Car si, apres cette

substitution, Ton egale entre eux les coefficients des puissances sem-

blables de x, on trouvera

Ainsi, des coefficients 6,, 6,,, b
3 , ..., le premier ne differera pas de

la constante a,, et les suivants se deduiront sans peine les uns des

autres, la valeur generale de bn etant

De meme, en remplacant x par -&amp;gt; et posantOC

(12) ^=zi -h c
t
jr- 1 + c,^- 2 4

on tirera de la seconde des formules (5)

rt_,c_i 2a_2 Ci H- _, c.,

c,=ra_, cr=_+ -^, c=za_ - 1 -
et eneralement

D ailleurs, apres avoir calcule, comme on vient de le dire, les coeHi-
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(ients que ronferment les developpcmcnts des facteurs r, w, on tirera

des formules (9) et (12)

les valeurs generates de k,t
et de k_n etarit

(16)
j

Apres avoir ainsi forme les developpements des facteurs r, w et du

produit vw, on deduira irnmediatement de la formule

(1 7 ) f(j7)=Al H

le developpement de la fonction f(a?), et Ton aura

( f(j?)=r AA o+AA-, x +AA-, a* +...
(18) + ^ A

,

,0,-i+ AA 2
r- +

La methode que nous venons d exposer est particulierement ulile dans

le cas oil la variable x, reduite a unc exponenticlle trigonometrique,

se trouve liee a un certain angle/? par unc equation de la forme

Alors le developpement de f(a?) se trouve ordonne suivant les puis

sances entieres de 1 exponentielle ep ^~ {

. On peut d aillcurs substituer

it ces puissances les sinus et cosinus des multiples de
/?,

attendu qu on

a generalement, pour des valeurs positives ou meme negatives de n,

(
ao )

enP^ =2 cos np -+- v/ i sin np.

II. Sur le developpement de Vexpression (i vO cos/? + 6
2

)~-
;

.

Si Ton pose, pour abreger,

i . 2 . . . n
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la fbrmulo du binome donnera

(1) (i x)-
s= i -+- [s]ix + [,y] 2 o?

2 + . . . .

On a d ailleurs, en designant par un nombre que nous supposerons

inferieur a 1 unite,

(2) i a 9 cos/? -i- 9-=(i Oef^- l )(i~ fle-.pv
- 1

),

par consequent

(3) (i ^Ocosp + e 2
)~

s=(i 6e/vP)-*(i 9e-/ v
;=r

)~*;

et des formules (i), (3), comme Eulcr en a fait la remarque, on tiro

(i a9
cos/&amp;gt;

-h 2

)~* 8 H-0 1
e/ v
c +0,6^^ +...

(4)
H- 1

e-/;
v
/- 1 -t-0 2 e- 2 / v

/- 1 -h. . .,

la valeur de &n etant determinee par la formulc

n 4- t + i n -+- 9.

II y a plus : si dans la formule

(6) (j 9e/ vCT )~*(i 0e-/ \F)~ + 2 w (e&quot;

on remplace

on en conclura

( 7 ) ( ep v/rT)~
?

( i 0* e-/ \
/r

i)&quot;-
+ I ( Q- cn t&amp;gt;^ -+ 0&quot; e-/ v-^),

le signe i indiquant une somme qui s etend a toutes les valours

cntieres, nullo ct positives dc /z. Done les deux produits

0,,5- et Qn 9 ft

seront les coefficients des exponenticlles



2^8 COMPTES RENDUS DE L ACADEMIE.

dans le developpement de 1 expression

D ailleurs on a

ot, par consequent,

(8) i

la valeur de X etant

t de la formule (i), jointe a la formule ((5), on conclut

Or, de cette derniere equation, comparee a la formule (7), on lirera

et

Done a 1 equation (5) on peut substituer la suivante

Qm
(10) 8=[*]k ~AI~V

\ )

la valeur de ln pouvant etre, a volonte, determinee par 1 une ou par

1 autre des formules

s s i . s(s 4- i) (
.s
--

i
) ( s 2

) v
Mi) l=t-f--- - A -r -

, A- -f- . . .
,

1.2
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Les formules (i i) et (12), dont la premiere etait deja connue, sup-

posent
X&amp;lt;i,

ou, ce qui revient au meme,

, 0&amp;lt;-4.

V/2

III. Sur le developpement des puissances d une fonction entiere

da sinus et du cosinus d un meme angle.

Concevons qu une fonction reelle et entiere du sinus et du cosinus

de Tangle p soit represented par la lettre u, et supposons que cette

fonction reste positive pour toutes les valeurs reelles de p. On pourra

la reduire a la forme

(1) u = k[i a cos(/? a)] [i b cos(p 6)] . . .,

k designant une constante positive, a, b, . . . d autres constantes posi

tives inferieures a 1 unite, et a, 6, ... des angles constants. Soient

d ailleurs

a, b, ...

des nombres inferieurs a 1 unite, choisis de maniere a verifier les for

mules

12 12
(2) a + - = -, bH-- -, ...,

a a b b

ou, ce qui revient au meme, posons

(3) a t= tang ( arc sin a), b tang(|-arcsinb), ....

Posons, en outre,

ou, ce qui revient au meme,

a h
h = --T k.

2t* 2 b

OEuvres de C. S. I, t. VIM.
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On aura encore

j a)H-a
2
][i 2b cos (p ) -+- b 2

]
. . . .(4)

Done, si Ton eleve la fonction u a une puissance d un degre donne,

represente par s, on trouvera

(5) u~ s= k- s
[i 2ocos(/? u 2

]-*[i
-- ab

cos(/&amp;gt;
6 ) -t- b 2

]-*....

Si le degre de la fonction u est peu eleve, alors, en partant de 1 equa-

tion (5), on pourra aisement deduire la valeur de u~s des formules

rappelees dans le II. Ainsi, en particulier, si u est du second degre

seulement par rapport a chacune des quantites sin/?, cos/?, ct si Ton

nomme
A. n ou B,,

ce que devient la quantite precedemment designee par /4 , quand on

remplace par a ou par b; alors, en ayant egard aux formules

[i 2acos(;&amp;gt;
a

1

) + o s
]-*= Ao

[i ab cos(/? 6) -h
\&amp;gt;~]~

s= B

dans lesquelles le signe V s etend a toutes les valeurs positives de

on tirera de 1 equation (5)

(6) ^i-K +K,ePs/:rT + K 3 e^^ IT

la valeur de K
;z
etant

(7)

BA

et la valeur de K..w se deduisant de celle de K,7 par un simple change

ment de signe du radical \
f

i .
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Au reste, dans tous les cas, et surtout lorsque u renfermera des

puissances elevees de sin/? et de cos/?, on tirera immediatement de la

formule (5)

v--,)|
I R\ l(lll\ O . 1 /- I. _f _#!./_ I \ . if I. -__/._ &amp;lt;\./_1 \ \
V&quot; /

et le developpement de l(w ), suivant les puissances entiercs de

cp ^~ {

, se deduira immediatement de la formule (8), joinle a la sui-

vantc :

/r*^ 3C^

(9) l(i x] . x y ----

D ailleurs, le developpement de 1(~0 etant forme, on en deduira le

developpement de u~ s

par la methode exposee dans le I.

IV. -- Sur les inegalites periodiques des moucements planetaires.

Le calcul des inegalites periodiques produites dans le mouvement

d une planete m par 1 action d une autre planete m suppose que Ton

a developpe la fonction perturbatrice, et specialement la partie de

cette fonction qui est reciproquement proportionnelle a la distance t

des deux planetes, en une serie ordonnee suivant les puissances en-

tieres des exponentielles trigonometriques dont les exposants sont

ranomalie moyenne Jde la planete m, et 1 anomalie moyenne 7&quot; de la

planete m . La question qu il s agit alors de resoudre consiste done a

developper
- suivant les puissances entieres positives, nulle et nega

tives des exponentielles

On salt d ailleurs que 1 anomalie moyenne T d une planete m est liee

a 1 anomalie excentrique ^ et a 1 excentricite s de 1 orbite, par la for

mule

(i) ^ ss\n&amp;lt;\&amp;gt;

= T.
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De plus, il est aise de prouver que le coefficient e, de

e&quot;

r v/Cri
,

dans le developpement dc 1 exponentielle

c/$/rr

suivant les puissances entieres de e
T^~*

, se reduit a 1 integrale

C e-^^e ^^dT -* f &amp;lt;*-(*-!}*( J=i en^\^^=\ ^.
J-v awvL,

Ce coefficient sera done le produit de -
par le coefficient _, de 1 ex

ponentielle

dans le developpement de 1 expression

r= 6

suivant les puissances entieres de eW~*
; et, par consequent, on aura

(0 /=^-/,

les valeurs de d et de c_{ etant determinees, pour des valeurs positives

de /, par les formules

(2) C_,=
&amp;lt; l) Cft

Enfin, apres avoir deduit de la derniere formule deux valeurs de a f

correspondantes a des valeurs un peu considerables de /, on pourra

aisement calcuter les valeurs de 3/ qui repondront a de moindres va

leurs de /, a 1 aide de 1 equation

(T)
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et ainsi on parviendra sans peine aux divorses valeurs de G/. Cela pose,

il est clair que le developpement d une fonction de ^ en une serie or

donnee suivant les puissances entieres de e
r^- t se trouvera reduit au

developpement de la memo fonction en une serie ordonnee suivant les

puissances entieres de

ehFt.

Concevons, en particulier, que Ton designe par &,n le coefficient de

dans le developpement du rapport
- en une serie ordonnee suivant les

puissances entieres de e^^~ l

. Le coefficient A.n de

dans le developpement du merne rapport en une serie ordonnee sui

vant les puissances entieres de e
r^~ t

, sera

ka := .*
&quot; +

(5)
I

Pareillement, le developpement de -&amp;gt; suivant les puissances entieres

des deux exponentielles
eij=\- eT *

-~l
,

pourra se deduire du developpement de - suivant les puissances en

tieres des deux exponentielles

II reste a montrer comment on peut construire ce dernier developpe

ment.

La valeur generate de t 2
est de la forme

(6)

= h -t- k cos(4/ y a) b cos(^ ) b cos(^ 6
)

+ C COS( |i
4- &amp;lt;!&amp;gt; / ) --H i COS 2^ -H i

cOS2&amp;lt;]/,
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h, k, b, b , c, i, i designant des constantes positives, et a, 6, , y des

angles constants. On tirera d ailleurs de 1 equation (6)

(7) i=.h(n-A)

ct, par suite,

i _
..i/ i i.3 \

r
&quot; h

2 274&quot;

la valeur de .ft etant donnee par la formule

~
2 h 2 h

2 h 2 h 2 h 2 h

2 h ah

t j i j | i j j

2 h 2 li 2 h 2 h

On pourrait, a la rigueur, deduire de cette derniere formule les va-

leurs successives de .ft
2

, .ft
3

, ..., devcloppees suivant les puissances

entieres des exponentielles

et les substituer, avec la valeur de .ft, dans le second membre de

1 equation (8). Ce calcul, qui serait fort long, peut d ailleurs etre

abrege par les considerations suivantes.

Posons

( p
= In- k cos(^ ^ a) b cos(^ 6) b

cos(&amp;lt;j/
6

) -+- c
cos(&amp;lt;I

+ d y),
(10)

I q = i COS2 | -+- i CGS2 J; .

La formule (6) donnera

(l I
) t

z =z
p -+- 5J

et d ailleurs, en nommant a, a! les grands axes des orbites decrites

par les planetes in, m , on aura

- 2 2
, i

- --

2 2
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en sorte que, pour des excentricites qui ne surpasseront pas -r les va-

leurs de i, i seront generalement assez petites. Cela pose, on tirera

de la formule (i i)

et, comme c, sera tres petit par rapport a p, on pourra reduire la serie

comprise dans 1 equation (12) a un petit nombre de termcs. 11 ne

s agira done plus que de developper ces divers termes suivant les

puissances entieres des exponentielles

Or on pourra evidcmment y parvenir a 1 aide des formules etablies

dans les paragraphes precedents. On pourra, en particulier, deve-
_ i

lopper le premier terme p
2

, en operant comme il suit.

Posons

(13) u h + kcos(-J&amp;gt;
&amp;lt;J/

a)

et

(14) = b cos(^ 6) 4- b cos(-y 6
)
- c cos(-| + ^ - y).

On aura

(15) p u a,

_i _i i _i i ^ _i
(/-

x tt 9*-9 **? &amp;gt;

16) p
2
zz:u

2 +-u 2 a+-- u 2
8 2

-+- ----
2 ^2

&amp;lt;_|.

Posons encore, pour abreger, non seulement

i . 2 . . . n

mais aussi

T . 2 . . . n

et

I N- H- l) ___ __ ,1

(1.2. . . n
) (

i . 2 . . . /i
) (1.2. . . I n n )
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__^

Representons, dans le developpement de p
2

, par M n&amp;lt;n

le coefficient de

1 exponentielle
e (nT+n T ) /^l

et, en consequence, par DC_B , n le coefficient de 1 exponentielle

e (n T-n T)J~^~i

Supposons, pour fixer les idees, rc/&amp;gt;/z,
b

&amp;gt;b, etdesignons : i par 2N

le nombre pair egal on immediatement superieur a ri n\ 2 par 2N

la quantite qui, ayant pour valeur numerique un nombre pair, est, on

egale, ou superieure d une unite a la somme

N-n-a^H-n -h/-^ ,

/ &quot;/ designant quatre nombres entiers quelconques. Enfin, pre-

nons

i k

et

0b
(18)

= T .

et nommons
/,r

le coefficient de 1 exponentielle

e l ^-\

dans le developpement de 1 expression

(I 2

On aura

(19) -*= [i]Nb

et
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la valeur de (Qf, g etant determinee, pour des valeurs paires de

H-n+ nT+f-g ,

par la formule

(21)

et, pour des valeurs impaires de N n -f- n -\-f -- g
1

, par la formule

(22)

&amp;gt;.,-=l2.i&amp;lt;nJ i o rt X t .
\

32N-I-5

D ailleurs les sommes indiquees par le signe^ s etendent, dans la for

mule (19), aux diverses valeurs entieres et positives de/, g, et, dans

la formule (21), aux diverses valeurs entieres et positives de/
x

, g ,

qui fournissent des valeurs positives de N , en verifiant les conditions

puisque (/)/ et (g)s s evanouissent lorsque ces conditions cessent

d etre remplics.

Les formules (19), (20), (21) sont d un emploi facile quand les

nombres entiers n, n sont pcu considerables. Mais, dans le cas con-

traire, elles doiventetre abandonnees, et il convientde leur substituer

celles que Ton deduitde la methodc logarithmique, etablie dans le I,

comme nous 1 expliquerons plus en detail dans un prochain article.

OEuvres de C. S. I, t. VIII. 33
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255.

CALCUL INTEGRAL. - Note sur les integrates euleriennes .

C. R., T. XIX, p. 67 (8 juillet 1844).

II semble qu apres les travaux des geometres sur les integrates

euleriennes, et en particulier sur les fonctions F, il n y ait plus a s oc-

cuper de celles-ci. Toutefois, je suis parvenu a etablir, pour 1 evalua-

tion de celles qui correspondent a de grandes valeurs de la variable,

une formule nouvelle qui parait digne d etre remarquee. D ailleurs la

methode qui m a conduit a cette formule pourra etre appliquee avec

succes a la determination d autres integrates, et en particulier de celles

que Ton rencontre en Astronomie, comme je me propose de le faire

voir dans un autre article.

On connait la formule de Stirling pour la determination approxi

mative du logarithme d une factorielle qui correspond a de grandes
valeurs de la variable, et M. Binet est parvenu a remplacer la serie non

convergente qui representait ce logarithme par une serie convcrgente.

J ai ete curieux de voir s il ne serait pas possible de developper dans

le meme cas la factorielle elle-meme en une serie convergente dont la

loi fut immediatement donnee. Ge probleme me paraissait d autant

plus dignc d interet, que la serie deduite par Laplace de sa methode

d approximation pour la determination des fonctions de tres grands

nombres precede suivant une loi inconnue, en sorte que 1 auteur s est

borne a calculer les deux premiers termes. En reflechissant sur cet

objet, j
ai reconnu que la difficulte ducalcul tientici ace que 1 auteur,

en transformant les integrates par un changement de variable, a sup

pose la variable nouvelle toujours representee par une fonction lineaire

du logarithme de la fonction sous le signc f. Je trouve un grand avan-

tage a employer des substitutions plus simples, qui permettent de

passer facilemcnt de 1 ancienne variable a la nouvelle, et reciproque-

ment. La seule condition a laquelle je m astreins est de developper
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la fonction sous le signe Ten une serie dont le premier terme soit sa

valeur maximum ou la valeur minimum d un de ses facteurs, par

exemple d un facteur eleve a une tres haute puissance. Alors on par-

vient a determiner plus facilement par approximation les fonctions de

tres grands nombres et a les developper en series convergcntes. C est

ce que je fais en particulier pour les fonctions F, et je me trouve con

duit de cette maniere a une serie convergcnte dont la loi est connue et

de laquelle on peut aisement deduire les deux premieres approxima

tions obtenues par Laplace.

ANALYSE.

Considerons en particulier 1 integrale

T(n)=

que Ton peut ecrire comme il suit

/
d K

xn e
-X

X

Si Ton decompose la fonction sous le signe Ten deux tactcurs xn e~x

et -j le premier variera tres rapidement avec x pour de grandes va-

leurs de n, et la valeur maximum du premier facteur sera celle qui

correspond a x = n, savoir, le produit

nn e~

Cela pose, concevons qu a la variable x on substitue une nouvelle

variable t liee a la premiere par 1 equation

= ne l
.

Aux limites o, oo de x repondront les limites oc, oo de /, et, comme

on aura
dx

=r al,X
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1 equation (i) donnera

/_00

D autre part, on a

1.2 1.2.3

et par suite, si Ton fait, pour abreger,

/3 /4

(3) r -
.

- -
...,

1.2.3 1.2.3.4

on trouvera

(4) e =i+*+ -4-71
.

2

Celapose, 1 equation (2) donnera

(5) r(n) = ne

et, si 1 on pose, pour plus de commodite,

n _
2

on aura simplement

/oo
V+fif-nTfa

Pour deduire de cette derniere formule la valeur de F(/z) representee

par unc serie dont la loi soit facile a constater, il suffit de developper

1 exponentielle
e-nT

suivant les puissances de T. On trouve ainsi

(7) T(n) = nn e-n (A -A t + A 2 . . .

),
\ i 1.2 /

la valeur de Am etant donnee par 1 equation

(8) A. ,r^e^-dt.
J- x

II ne reste plus qu a determiner la valeur de 1 integrale (8).
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Or, dcs equations connues

/
i /&quot;&quot;

e 7t , I e c -
00 / 00

on tire, non seulement

/&amp;gt;*&amp;gt;

11
/&amp;lt;*

, . / .5 T ^ ^ i jj ,

t/ oO *^^ 00

mais encore, en remplagant / par t - &amp;gt;

2 Ct-

p* i _i ^.

(u)
J^^e

&amp;lt;
a e

,
r** e*fdt= - - a

puis on en conclut, en differentiant m fois de suite par rapport au pa-

rametre a,

(12)

et

r x

/ t*tr**

/* Y/ /s s

\

(i3) / -M-1 -^e/

rff=5-:(--D) &quot;Va
e*

a
/.

l/_oo

En consequence, si Ton nomme f(/) une fonction entiere de /, on aura

generalement

et

T
/_

!- e&quot;dt=

Ces dernieresformules offrent un moyen simple de calculer facilement

la valeur de Am . En effet, on tire des formules (4) et (8)

(16) Aw

Posons, de plus,

(17) ^m
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On pourra evidemment determiner la valeur de - a 1 aide de la

formule (i5), et la valeur de 2LI 2? & 1 aide de la formule (16).

Si, pour abreger, on pose

t-\&quot;
1

(18)

on tirera des formules (16) et (17)

-
a *e+- ^ ?1 (_

m(m~

:

et

(20)
A IW Bw 7u

2

En combinant entre elles, par voie d addition, les formules (19) et

(20), on obtiendra immediatement la valeur de ATO . On trouvera ainsi

A.=
-
-

i &amp;gt;

a

*.=(=
i\a

i 3 \1
H -ir^a ib 2

/J
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puis, en remplagant a par -&amp;gt;

263

2/1

On aura done

(21) =~ n n e- (i + a, + a 2 .),

les valeurs de a,, a 2 , . . . etant

(22)

Nous observerons en finissant que, si Ton substituait dans la for-

mule (8) la valeur de Ttiree de 1 equation (3), on obtiendrait, non

plus les valeurs de A,, A2 , A 3 , ... en termes finis, mais ces valeurs

developpees en series ordonnees suivant les puissances de - En ope-

rant ainsi, on reconnait que les premiers termes des developpements
de

sont respectivement representes par les expressions

2m
_^

j n*m 1
&amp;lt;7

2
( -i&amp;gt;_ - _ _ / n \3w-l \ n I

}

i. a... (am 62 &quot;-11 Da)

et

__
\3m ( n 2
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qui se reduiront defmitivement aux produits

am i i. 3. ..(6m 3) i ( i \
m i.3...(6m i) i /i

tJ I

j.a...2m 6tw

II en resulte que, si n devient tres grand, et par suite - tres petit, les

deux quantites
^2/rt 1&amp;gt; ^2/n

seront 1 une et 1 autrc de 1 ordre de la fraction

c est-a-dire de 1 ordre m par rapport a n. Si Ton pose, en particulier,

m = i, les premiers termes de

seront respectivement

j_ 5

8/i 24

et leur difference

sera le seul terme de premier ordre par rapport a -
que Ton rencon

trera dans le developpemcnt du polynome

256.

ANALYSE MATHEMATIQUE. Memoire sur divers theoremes relatifs

a la convergence des series.

C. R.. T. XIX, p. i,{i (i5 juillet 1844).

J ai prouve qu une serie ordonnee suivant les puissances ascen-

dantes d une variable x, et produite par le developpement d une fonc-
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tion de cette variable, reste convergente tant que le module detest

inferieur au plus petit de ceux qui rendent la fonction ou sa derivee

discontinue. On pourrait etre tente de croire que la serie cesse tou-

jours d etre convergente a partir du moment ou la fonction cesse d etre

continue; et c est, en effet, ce qui arrive quand, au module qui rend

la fonction discontinue, correspond une valeur infmie, ou de cette

fonction elle-meme, ou de 1 une de ses derivees. Mais cette proposi

tion, que j
ai demontree dans un precedent article, ne saurait etre

etendue au cas ou la fonction cesse d etre continue, sans que 1 une

de ses derivees devienne infmie, et Ton peut meme enoncer la propo
sition contraire. Sans doute il parait etrange, au premier abord, que
la serie produite par le developpement d une fonction de la variable x

puisse demeurer convergente et offrir encore pour somme une fonc

tion continue de x, quand, par suite de la variation du module de x,

la fonction, dont cette somme representait la valeur, a cesse d etre

continue. Toutefois il en est ainsi, comme on le verra dans ce Memoire,

qui a pour but, non seulement de constater et d expliquer tout a la fois

1 espece de paradoxe que je viens de signaler, mais, en outre, d etablir

des theoremes generaux relatifs a la determination des modules des

series ordonnees suivant les puissances entieres et ascendantes, ou

meme ascendantes et descendantes d une variable x.

ANALYSE.

I. -- Sur les fone tions dont les developpements reslent converge/its
tandis qu elles deviennent discontinues.

Concevons qu une fonction u de la variable x soit developpee en

serie ordonnee suivant les puissances ascendantes de x. Cette serie

sera certainement convergente, tant que le module de x demeurera

inferieur au plus petit de ceux qui rendent la fonction et sa derivee

du premier ordre infinies ou discontinues. Ainsi, en particulier, si

1 on developpe en series les fonctions

_ i

(i __ v\ - Pt \(\ - r\
\

* IAS
j \^ I/ J y I \JLs I

j

CEm-res dc C.- S. I,t. VIII. 34
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dont chacunc reste continue, tant quo la partic reelle de i x reste

positive et, par suite, tant que le module deo? reste inferieur a 1 unite,

les developpements obtenus, savoir

r i.3
IH x -\

---
7 x*+ ... et

2 2.4

seront effectivement convergents, tant que le module x sera au-des-

sous de 1 unite. Les deux fonctions cesseront d etre continues, et les

deux series cesseront d etre convergentes, si le module de x devient

superieur a 1 unite.

Lorsque le plus petit module k de x qui rend la fonction u ou sa

derivee du premier ordre discontinue fournit une valeur infmie, ou

de cette fonction elle-meme, ou de Tune de ses derivees, le rapport
~

est le module commun des series qui representent les developpements

de la fonction et de ses derivees suivant les puissances entieres de la

variable x. Done alors ces series deviennent divergentes des que le

module de x devient superieur a k, c est-a-dire a partir du moment

ou la discontinuity se manifesto dans la fonction u ou dans sa derivee

du premier ordre.

Mais, si le plus petit module k qui rend la fonction ou sa derivee

discontinue fournit une valeur finie de cette fonction et de ses deri

vees des divers ordres, le module de x pourra quelquefois croitre au

dela de r, sans que le developpement de la fonction en serie ordonnee

suivant les puissances ascendantes de x cesse d etre convergent.

En effet, supposons, pour fixer les idees,

x- xi

Pour des valeurs reelles de x, la fonction M, determinee par 1 equa-

tion (i), restera continue tant que la partie reelle de i x&quot;- restera

positive, c est-a-dire tant que Ton aura

o?
2

&amp;lt; t,

ct deviendra discontinue a partir de 1 instant ou 1 on posera x-= i . On
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pourrait done etre tente de croire que le developpement dc cette fonc

tion en serie ordonnee suivant les puissances ascendantes de x ces-

sera d etre convergent et d offrir pour somme une fonction continue

de x, quand x- deviendra superieur a 1 unite. Voyons si cette pre-

somption est ou n est pas conforme a la realite.

On tire de I equation (i)

D ailleurs, comme on a

a&quot;

1 3 u 2
-~

(u 2) (
u H- i}

1

,

I equation (2) pourra etre reduite a

,. 23? 2

(
6

)
&quot; 2 ~~

f ,. , ,\2
*

Cela pose, la fonction w, determinee par la formule (i), sera evidem-

ment celle des racines de I equation (2) ou (3) qui se reduit au

nombre 2, pour une valeur nulle de x. Or on peut deduire immedia-

tement de I equation (3) cette meme racine, developpee en serie par

la formule de Lagrange, et Ton trouve ainsi

I
22 23

(4 M = 2 ^ 2^C 2+
* 1.2

D ailleurs, dans la serie que renferme le second membre de la for

mule (4), les termes proportionnels a x~ n
et a a?

2 &quot;+2 sont respective-

ment, abstraction faite de leurs signes,

2/1(2/14-1). . .(3n 2) (2 a?
2

)&quot; (2/1 + 2). . .(3n + i) (ix-}
n+l

y tl ~ l

&quot;

i . 2 . . . n frtn-i-*

&quot;

7.2. ,.n(n + i)

et le rapport de ces deux termes, ou le produit

converge, pour des valeurs croissantes de /*, vers la limite
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Done la serie comprise dans le second membre de 1 equation (4) sera

encore convergente, pour un module de x egal ou meme superieur a

I unite, et ne deviendra divergente qu a partir du moment ou le mo

dule de x surpassera le nombre v/2.,Ainsi, le developpement de la

fonction u, determinee par 1 equation (i), restera convergent pour un

module de x superieur au plus petit de ceux qui rendent cette fonc

tion discontinue.

Gonsiderons encore une fonction determinee par 1 equation

i

(5) u --. (2
-- 3x H- x -\- .

Si Ton attribue a la variable x une valeur imaginaire ou de la forme

r designant une quantite positive et/? un arc reel, 1 equation (5) don-

nera

(6) M=
V&amp;gt;

3 /-cos/? -+- r- cos2/)4- (r
2

sin2/t&amp;gt;
3/- sin/)) \/

/
i;

et, comme la partie reelle de 1 expression, placee ici sous le radical,

savoir

2 -- 3 r cos/) -+- r 2 cos 27; 2
(

-.- r cosp )
-t- ~ r-,

\ 4 / o

s evanouira quand on posera

i

3

cos/&amp;gt; j
,

il est clair que cette partie reelle deviendra negative pour des valeurs

de r comprises entre les limites (Z\ et i, pourvu que Tangle /? ait une

valeur peu diflerente de celle que fournira Tequation

COS/) z^: - .

Done la fonction (5) ou (6), qui reste toujours continue par rapport

a r et
a/&amp;gt;,

tant que le module r de la variable x reste inferieur a la
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i

limite
( 1 } &amp;gt; deviendra discontinue a partir de 1 instant ou le module r
\*J

atteindra cette limite. Toutefois, il est aise de s assurer que, si Ton

developpe la fonction (5) en serie ordonnee suivant les puissances

ascendantes de x, la serie ainsi obtenue ne cessera pas d etre conver-

(_

\
i&quot;

2
]

, mais inferieur a 1 unite,
&quot;/

En effet, comme on a identiquement

2 3 ,37 -i- ,2?
2

(
I #

) (
2 .2?

) ,

il est clair que la serie dont il s agit se confond avec cellc qui resulte

du developpement du produit

(7) (j ^&amp;gt;*(a a?)*.

Kile sera done convergente aussi bien que les developpements des

deux fonctions
i j_

(i ^r)
2

, (2 xY ,

tant que le module de x restera inferieur a 1 unite ; mais elle deviendra

divergente, si le module de x devient superieur a 1 unite.

Au reste, il est important d observer que les deux expressions

i .1 i

(2 So^-r^c 2
;

2 et (i x}- (2 a:)

sont deux formes differentes d une seule et rneme fonction, tant
i

que le module de x reste inferieur a la limite (g) Mais, quand le

module de x devient superieur a cette limite, les deux expressions

dont il s agit representent deux fonctions distinctes qui ne sont plus

identiquement egales entre elles, pour toutes les valeurs reelles de

1 angle/?. De ces deux fonctions la seconde seule reste continue pour
i

un module de x superieur fc (2 1 &amp;gt;
m&is inferieur a 1 unite, et repre-

sente constamment, dans cet intervalle, la somme de la serie qu on

avait obtenue en developpant la premiere fonction.
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Les observations faites dans co paragraphs s appliquent, a plus

forte raison, aux series ordonnees a la fois suivant les puissances

ascendantes et suivant les puissances descendantes d une meme va

riable x.

Au reste, nous ne voudrions pas nous borner a signaler ce qui parait

etre, au premier abord, une espece de paradoxe, sans en offrir 1 ex-

plication; et, afm que cette explication ne laisse rien a desirer, je

donne ici, en peu de mots, la theorie generate des modules des series,

en rappelant d abord les propositions precedemment etablies, et en

joignant a leur enonce la demonstration de propositions nouvelles qui

sont dignes, ce me semble, de fixer 1 attention des geometres.

II. Sur les modules des series considerees en general.

Soit

(l) K
, lli, 2, ..-

une serie dont un designe le terme general correspondant a 1 indice n,

ce terme general pouvant d ailleurs etre reel ou imaginaire. Designons
d ailleurs par la notation

mod. un

le module de ce terme general, et par u la limite unique, ou du moins

la plus grande des limites dont s approche indefmiment, pour des va-

leurs croissantes du nombre n, 1 expression

La quantite positive u sera ce que nous appellerons le module de la

serie (i). D apres ce qui a ete demontre dans VAnalyse algebrique, la

serie sera convergente si Ton a

(2) U&amp;lt;I,

divergente si Ton a

(3) u&amp;gt;i.
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De plus, si, pour des valeurs croissantes de n, le module du rapport

s approche indefmiment d une limite fixe, cette limite sera precise-

ment le module de la serie (i).

Soit maintenant

(4) &amp;gt; -8 -!&amp;gt;
W

0&amp;gt; 1, 2,

une serie qui se prolonge indefmiment dans deux sens opposes, de

maniere a offrir deux termes generaux

un et _,

correspondants, le premier a 1 indice w, le second a 1 indice n.

Concevons d ailleurs que, le nombre n venant a croitre, on cherche la

limite unique, ou la plus grande des limites dont s approche indefmi

ment chacune des expressions

\_ _i_

(mod. )&quot;, (mod. _)&quot;,

\

et representons par u la limite de (mod.!/*)
1

, par u, la limite de
t

(mod. u_n )

n
. Les deux quantites positives

u, u,

{

seront les deux modules de la serie (4), qui sera convergente si ces

deux modules sont inferieurs a 1 unite, divergente si Tun d eux ou si

les deux a la fois deviennent superieurs a 1 unite.

II est bon d observer que le module d une serie prolongee indefmi

ment dans un seul sens n est point altere dans le cas ou le rang de

chaque terme est diminue d une ou de plusieurs unites, en vertu de

la suppression du premier, ou des deux premiers, ou des trois pre

miers, ... termes. Pareillement, les deux modules d une serie pro

longee indefmiment en deux sens opposes ne seront point alteres, si

1 on deplace simultanement tons les termes en les faisant marcher vers
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la droite ou vers la gauche avec celui qui servait de point de depart

pour la fixation des rangs et des indices.

Considerons a present une serie

(5) &amp;gt; i^i, a^x^ ...,

ordonnee suivant les puissances entieres et ascendantes d une variable

reelle ou imaginaire x. Nommons r le module de cette variable, et

p son argument, en sorte qu on ait

Soit d ailleurs a le module de la serie

c est-a-dire la plus grande limite dont s approche indefmiment, pour

des valeurs croissantes de n, 1 expression

i

(mod.a,,)&quot;-

Comme on aura

on en conclura
t_

( mod. anxn
)&quot;

-
/

( mod. an }&quot; ,

et, par consequent, il est clair que le module de la serie (5) se reduira

au produit
ar.

Done la serie (5) sera convergent^ si Ton a

divergente si Ton a

ar &amp;lt;
i ou /&amp;lt; -:

A

I

a/-&amp;gt; i ou r&amp;gt;
-
a

Considerons enfin une serie

((3) ..., a..2lr~
2

, _.,,#&quot;
,

a
, a^x^

ordonnee a la fois suivant les puissances ascendantes et suivant les
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puissances descendanles dc la variable x. Si Ton nomine a la plus

grande des limites vers lesquelles converge, pour des valeurs crois-

santes de n
y

1 expression

(mod.a)&quot;,

et a,
la plus grande des limites vers lesquelles converge 1 expression

i

(mod. a_)*,

les deux modules de la serie (6) seront evidcmment

a,/-
1

, ar,

et par suite la serie (6) sera convergent^ si le module r de x veritie les

deux conditions

diverente si rverifie les deux conditions

on seulement 1 une d entre elles.

En resume, il y aura generalement deux limites extremes, Tune

inferieure, 1 autre superieure, entre lesquelles le module / de x

pourra varier, sans que la serie (5) ou (6) cesse d etre convergente.

Solent

ces limites extremes, k designant la limitc superieure. D apres ce

qu on vient de dire, on aura, pour la serie (6),

(7) *,= ,
k =^

et par suite les deux modules de la serie (6) seront

r
OEuvres de C. S. I, t. VIII. 35
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D ailleurs k, devra etre remplace par zero si la serie (6) est reduite a

la serie (5).

Ajoutons que la quantite k sera certainement la limite extreme et

superieure du module r si, la serie etant convergente pour r&amp;lt; k, la

somme de cette serie devient infinie pour r= k et pour une valeur

convenablement choisie de 1 argument/;.

Pareillement k, sera certainement la limite extreme et inferieure

du module r si, la serie (6) etant convergente pour r&amp;gt;k,
la somme

de cette serie devient infinie pour r= k et pour une valeur convena

blement choisie de 1 argument/?.

En effet, une serie ne peut acquerir une somme infinie sans devenir

divergente et, par consequent, sans offrir un module egal ou superieur

a 1 unite.

Lorsque les divers termes d une serie sont fonctions d une certaine

variable x, la nouvelle serie qu on oblient en substituant a chaque

terme de la premiere sa derivee prise par rapport a x doit naturelle-

rnent s appeler la serie derivee. Concevons, pour fixer les idees, que la

premiere serie se reduise a la serie (5), dont le terme general est

an x&quot;, ou meme a la serie (6), dont les termes generaux sont

_ x~ n et an x 11
;

alors la serie derivee aura pour terme general le produit

na n a:
n ~ i

,

ou bien elle aura pour termes generaux les produits

D ailleurs, comme on a

- na- n x~n+ l =. nx(a-n x-n
},

on en conclut que les deux expressions

i

(9) [mod.( na- n x-n+1 )f t
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s approchent indefiniment, pour desvaleurs croissantes de n, des pro-

duits que Ton obtient quand on multiplie respectivement les quantites

positives
a,/

1 el ar

par les limites des expressions

i \

(/)&quot; el (/ir-
1

)&quot;.

Enfin ces deux limites, qui se confondent avec les limites fixes des

rapports
(n -+- i)r i (n -+- i)r~

l
i

I H ) : I H )

nr n nr~ n

se reduisent 1 une et 1 autre a 1 unite. Done les limites des expres

sions (9) se reduiront simplement aux produits

a,/
1&quot; 1 et ar.

Done le module on les modules de la serie (5) ow-(6) seront en m&me

temps le module ou les modules de la serie derivee.

Nous avons ici suppose que Ton differential une seule fois chaquc

terme de la serie donnee (5) ou (6) ; mais, apres avoir ainsi obtenu ce

qu on doit appeler la serie derivee du premier ordre, on pourrait former

encore la derivee de celle-ci, puis la derivee de sa derivee, . . .
, et Ton

obtiendrait alors, a la place de la serie (5) ou (6), des series derivees

de divers ordres. Or, de ce que nous avons dit tout a 1 heure, il resulte

evidemment que le module ou les modules de toutes ces series seront pre-

cisement le module ou les modules dela serie (5) ou (6).

III. Sur les modules des series produites par le developpement
defauctions explicites d une variable x.

Soit f(o?) une fonction donnee de la variable reelle ou imaginaire

x =

et representons par f (#) sa derivee du premier ordre, ou
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On peut, comme je 1 ai fait voir depuis longtemps, etablir la proposi

tion suivante :

THEOREME I. Si f(a?) et f (a?) restent functions continues de la

variable &, c est-a-dire functions continues du module r et de I argu
ment p de cette variable, pour toutes les valeurs du module r inferieures a

une certaine hmite 1, la fonction f(#) sera, pour chacune de ces valeurs,

developpable en une serie convergente

(1) &amp;gt; i^i a*x.2 , ...,

ordonnee suivant lespuissances ascendantes de la variable x.

II y a plus : cette proposition peut, suivant la remarque de M. Lau

rent, etre generalised, et Ton obtient alors le theoreme dont voici

1 enonce :

THEOREME II. & f(r) et f (a?) restent fonctions continues de x pour
toutes les valeurs du module r de x inferieures a une certaine lirnite 1, et

superieures a une autre limite 1
;
, la fonction f(a?) sera, pour chacune de

ces valeurs, developpable en une serie convergente

(2) . ..., a_ 2 #~ 2
, ci-iX~

l

,
a oy ci^x, a z x^, ...,

ordonnee suivant les puissances entieres, ascendantes et descendants de

la variable x.

Au reste, des remarques faites dans le I, il resulte que les limites I,

1
; , mentionnees dans les theoremes (i) et (2), penvent etre distinctes

des limites extremes k et k, entrc lesquellcs le module r de x peut

varier sans que la serie (r) ou (2) cesse d etre convergente; et ces

limites extremes sont evidemment cellos qu il importe surtout de con-

naitre. Or on les determinera, pour 1 ordinaire, assez facilement a

I aide de deux nouveaux theoremes qui, se deduisant des deux prece

dents et des principes etablis dans le II, peuvent s enoncer comme

il suit :

THEOREME III. - -

Supposons que f(a?) el f (a?) restent fonctions conti-
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nues de la variable

x ret&quot;*!
1

pour toutes tes valeurs du module r de cette variable infdrieures a une cer-

taine limite k. Supposons encore que lafonction f(a?) ou I une quelconque

de ses derivees devienne infinie pour r = k el pour une valeur convenable-

ment choisie de I argument p; alors k sera la limite extreme et superieure

au-dessous de laquelle le module r pourra varier arbitrairement , sans que

lafonction f(a?) cesse d etre developpable en une serie convergente ordon-

nee suivant les puissances entieres et ascendantes de x.

THEOREME IV. - -

Supposons que f(a?) et f (a?) restent fonctions con

tinues de la variable

pour toutes les valeurs du module r de cette variable inferieures a une

certaine limite k, et superieures a une certaine limite k
;

. Supposons encore

que lafonction f(#), ou I une quelconque de ses derivees, devienne infinie :

i pour r= k ; 2 pour r= k
;
et pour des valeurs convenablement choisies

de Vargument p. Alors k et k, seront les limites extremes inferieure et

superieure entre lesquelles le module r pourra varier arbitrairement, sans

que lafonction f(o?) cesse d etre developpable en serie convergente, ordon-

nee suivant lespuissances entieres ascendantes et descendantes de x.

Corollaire. - II est clair que, si la fonction f(^) devenait infinie

pour une seule des valeurs de r representees par k, k
;
, on connaitraif

une seule des limites extremes du module r.

Pour montrer une application du theoreme III, considerons d abord

les fonctions
i

(iH-a?)
2

, arcsin^r, arc tangle.

Ces trois fonctions restent continues, tant que le module r de x reste

inferieur a 1 unite. De plus, leurs trois derivees du premier ordre,

savoir
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deviennent infinies, la premiere pour x = i, la deuxieme pour

& = i, la troisieme pour a? y/ i, et par consequent toutes

trois deviennent intinies pour r=i. Done, en vertu du theoreme III,

1 unite sera la limite superieure au-dessous de laquelle le module r

pourra varier, sans que les trois fonctions

i

(i-ha?)*, arc sin jc, arctanga?

cessent d etre developpables en series convergentes ordonnees suivant

les puissances ascendantes de x.

Considerons encore la fonction representee par le produit

(i a?) (2 xy.

Elle restera continue pour une valeur du module r inferieure a 1 unite,

et sa derivee deviendra infinie pour r=i. Done 1 unite sera encore

la limite superieure au-dessous de laquelle le module r pourra varier

arbitrairement, sans que cette fonction cesse d etre dev^loppable en

serie convergente ordonnee suivant les puissances entieres et ascen

dantes de x. On ne pourra pas en dire autant de la fonction

(2 $x + x*y.

Gette autre fonction, qui ne differe pas du produit

dans le cas ou le module de x reste inferieur a
( Z

)
&amp;gt; et ofifre necessai-

\ 8 /

rement dans ce cas le meme developpcment, cesse d etre continue pour
4

des valeurs du module de x superieures a la limite (I)
&amp;gt; mais infe-

rieures a 1 unite. Elle cesse aussi alors d etre constamment representee

par le developpement de la premiere fonction, quoique la serie a

laquelle se reduit ce developpement demeure convergente.

Concevons maintenant que Ton designe par X une fonction entiere

de x qui ofl re une valeur positive quand le module de x est tres petit.
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Solent d ailleurs

a, b, c, ...

les racines de 1 equation
X= o,

rangees d apres 1 ordre dc grandeur de leurs modules. On aura, pour

de petites valeurs du module r,

(3) X=

h designant une constante positive ; et par suite, si Ton nomme s une

constante reelle quelconque, on trouvera

-= -*
Cela pose, reduisons f(^c) au second mernbre de la formule (4), et

prenons en consequence

(r
\ s / -r \ * / v \ !

Jj \ / O-\/ O-\
I- - I -r\ I

a) \ b) \ c)

La fonction f(o?) restera continue pour tout module de x inferieur au

module de a; et cette meme fonction, si s est negatif, on, dans le cas

contraire, ses derivees d un certain ordre deviendront infmies pour

x = a. Done, en vertu du theoreme III, le module de a sera la limite

extreme et superieure au-dessous de laquelle le module r de x pourra

varier arbitrairement, sans que la fonction f(a?), determinee par

1 equation (5), cesse d etre developpable en serie convergente ordon-

nee suivant les puissances entieres et ascendantes de x.

Pour montrer une application du theoreme IV, supposons que P

represente une fonction reelle, entiere et toujours positive, du sinus

et du cosinus de Tangle p. On pourra mettre P sous la forme

P h[i a cos (/? )] [i -bcos(/&amp;gt; )] [i c cos (/? y )]...,

h designant une constante positive, a, b, c, ... d autres constantes

positives et inferieures a 1 unite, que nous supposerons rangees de
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maniere a former une suite decroissante, et a, 6, y, . . . des angles

reels. On peut encore (voir 1 Extrait n 254, III, pages 2^9, 200)

mettre P sous la forme

(G) P = h [i 2 a cos(/J a) + a 2

] [r 2b
cos(/&amp;gt; (3) + b 2

] [i 2c
cos(/&amp;gt; y)-t- c 2

]

en continuant de designer par h, a, b, c, ... de nouvelles constantes

qui dependent des precedentes.

Posons maintenant

e-P\F-i x.

On tirera de la formule (G)

et par suite, en nommant s une constante reelle, on aura, pour des

modules de x compris entre les limites a et ~
&amp;gt;

(8)

Gela pose, reduisons f(o?) au second mcmbre de 1 equation (8), et pre-

nons, en consequence,

(9) f(x)= h ( ]

On conclura immediatement du theoreme IV que a et - sont les limites

extremes, inferieure et superieure, entre lesquelles le module r de x

pcut varier arbitrairement sans que la fonction f(a?), determinee par

1 equation (5), cesse d etre developpable en serie convergente ordon-

nee suivant les puissances cntieres ascendantes et descendantes de la

variable x. Done cette fonction et, par suite, P* seront developpables

en series convergentes si Ton suppose, comme ci-dessus,

c est-a-dire si Ton reduit le module r de x a 1 unite. Ajoutons que Ton
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aura, dans le cas present,

k = -
, k,= a ;

a

en sorte que les deux modules

k r

7 k

de la serie obtenue deviendront

a
a /,

et se reduiront tous deux a la constante positive a pour r=i.

Les conclusions auxquelles nous venons de parvenir sont particu-

lierement utiles en Astronomic : elles fournissent immediatement les

deux modules de la serie qu on obtient quand on developpe la fonc-

tion perturbatrice suivant les sinus et cosinus des multiples de 1 ano-

malie excentrique d une planete.

IV. Sur les series produites par le developpement des fonctions

implicites d une variable x.

Supposons que
B= f(a?)

represents une fonction implicite de la variable reelle ou imaginaire

x =

la valeur de // en x etant determinee par une equation de la forme

(i) F(a?,) = o.

Comme je 1 ai prouve dans un autre Memoire, si le module r de x varie

par degres insensibles, la fonction u, tant qu elle restera finie, variera

elle-meme par degres insensibles, et, par consequent, elle ne cessera

pas d etre fonction continue de x jusqu a ce que le module r acquiere

une valeur qui puisse rendre la fonction F(a?, M) infinie ou disconti

nue, ou qui introduisc dans { equation (i), resolue par rapport a u,

ORuvresdeC. S. I, t. VIII. 36



282 COMPTES RENDUS DE L ACADEMIE.

des racines egales. D ailleurs, dans cette derniere hypothese, on aura

(2) D M F(ar, M) = O,

et, par suite, la valeur de Dx u, tiree de 1 equation (i), savoir

D ;C F(^, u)
**&quot;

-D.F(*,a)

deviendra generalement infinie. On doit sculement excepter le cas

particulier ou la valeur de x, qui introduit dans 1 equation (i) des

racines egales, verifierait, non seulement 1 equation (2), mais encore

la suivante :

(4) D B F(#, u) = o.

Cos principes etant admis, on pourra eviclemmcnt appliquer les theo-

remes III et IV du paragraphe precedent, non seulement aux fonctions

explicites, mais encore aux fonctions implicites d une variable x.

Pour donner une idee de cette application, supposons de nouveau

la fonction u definie par la formule

On pourra regarder a comme une fonction implicite de x, determinee

par 1 equation

(6) w 3 3u 2(1 ^ 2
) o,

et le developpement du second membre de la formule (5), suivant les

puissances entieres et ascendantes de x, ne sera autre chose que la

serie qu on obtient quand on developpe, par le theoreme de Lagrange,

celles des racines de 1 equation (5) qui se reduit au nombre 2 pour

une valeur nulle de x, Cette serie sera done convergente tant que la

racine dont il s agit restera fonction continue de x. D ailleurs, quand

on substitue 1 equation (5) a 1 equation (i), c est-a-dire quand on

pose

( 7 ) F(x, u) = M 3 3u 2(1 ^ 2
),

F(a?, M) est une fonction toujours continue de x et de u. Alors aussi
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les equations (2) et (4) se reduisent, la premiere a

(8) w 2
1 = 0,

la seconde a

(9) =
&amp;lt;&amp;gt;.

D ailleurs, de 1 equation (6), jointe a 1 equation (8), on tire, ou

(10) U = 1, &* 2,

Oil

(n) u =. i, x o.

Dans le premier cas, la valeur de Dx u, tiree de 1 equation (5), savoir

o /y*

(I2) * u =
-3(7^=7)

devient effectivement infinie, tandis que, dans le second cas, elle se

presente sous la forme indeterminee . Enfm, il est clair que la fonc-

tion u, determinee par 1 equation (5), se reduit, non pas a i, mais

a 2 pour x o. Cela pose, on conclura immediatement des principes

ci-dessus etablis et du theoreme IV du paragraphe precedent, que le

developpement de la fonction , determinee par 1 equation (5), en une

serie ordonnee suivant les puissances ascendantes de x, reste conver

gent jusqu au moment ou le module do x 2
atteint la limite 2, et le mo

dule de x la limite v/2- On conclura encore que y/2 represente precise-

ment la limite extreme et superieure au-dessous de laquelle le module r

de x peut varier arbitrairement sans que cette serie cesse d etre con-

vergente. Done, puisque la serie renfermera settlement des puissances

entieres de a?
2

, le module de la serie sera

Or ces conclusions s accordent effectivement avec celles que nous

avons tirees de la consideration directe de la serie elle-meme.
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257.

ANALYSE MATHEMATIQUE. Note sur I application de la methode logarith-

mique a la determination des inegalites periodiques des mouvements

planetaires.
C. R., T. XIX, p. i5g (i5 juillet 1844).

Comme je 1 ai dit dans la derniere seance, la determination des ine

galites periodiques produites dans le mouvement d une planete m par

1 action d unc autre planete m , separee de m par la distance t, peut

etre ramenee au developpement du rapport
- en une serie ordonnee

suivant les puissances entieres des exponentielles trigonometriques

qui ont pour arguments les anomalies moyennes T, T , ou meme les

anomalies excentriques ^, &amp;lt;]/

des deux planetes. D ailleurs, on peut

aisement trouver le developpement exact du rapport
-
quand on sait

developper les valeurs qu on obtient pour ce rapport, en negligeant,

dans le carre de la distance t, deux termes generalement tres petits

dont 1 omission reduit le carre dont il s agit a une fonction lineaire des

sinus et des cosinus des angles ^, ]&amp;gt;

. Enfin, a 1 aide des formulcs rap-

pelees dans un precedent article, on peut assez facilement developper

la valeur approchee, et, par suite, la valeur exacte du rapport
- en une

serie convergente ordonnee suivant les puissances entieres de 1 une

des deux exponentielles qui ont pour arguments ^, &amp;lt;]/, par exemple

suivant les puissances entieres de 1 exponentielle

4W=i.

Soient le module de la serie ainsi obtenue et

son terme general. II ne restera plus qu a developper &amp;lt;& suivant les

puissances entieres de e^^ . Or je prouve que toute la difficulte de

ce dernier probleme se reduit a developper le logarithme neperien du
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module 6 en une serie ordonnee suivant les puissances ascendantes de

e^^ . Ce n est pas tout : je demontre que la derivee du logarithme

neperien de 0, prise par rapport a
&amp;lt;]&amp;gt;, peut se decomposer en facteurs

dont chacun est une puissance positive ou negative d un binome de la

forme

Done on pourra developper immediatement le logarithme de cette

derivee suivant les puissances ascendantes de 1 exponentielle

et, pour effectuer ce developpement, il suffira de recourir a la formule

connue

l(i-aO=-r

On reviendra ensuite, par la methode logarithmique, de ce developpe

ment a celui de la derivee elle-meme, et, par consequent, au develop

pement du logarithme du module de 0. Enfin, apres avoir deduit de ce

dernier developpement celui du logarithme de & on en tirera, par

une seconde application de la methode logarithmique, le developpe

ment meme de xrt
.

Au reste, je donnerai dans un prochain article les resultats memes

du calcul que je viens seulement d indiquer, et je terminerai cette

Note par une observation relative a quelques formules contenues dans

mon dernier Memoire.

Comme je 1 ai dit a la page 247, si 1 on pose

et

n + i n -+- 2

etant un nombre inferieur a 1 unite, on aura, non seulement

(i) (i #)-*= 14- [s



286 COMPTES RENDUS DE L ACADEMIE.

mais encDre

(2) (i QeP^~)~
s

(i 8e-P^)~*= Q + 2 9n (e
nP^+ e~

le signe s etendant a toutes les valeurs entieres et positives de x. II

y a plus : si, en supposant r
&amp;lt; 0, on remplace, dans la formule (2),

eP &amp;gt;F

ePv-i par - ,

(3) fi---er&amp;gt;

Done les deux produits
0r- et n r

n

seront les coefficients des exponentielles

enpj-i^ e-np\pi

dans le developpement de [ expression

D ailleurs on a

eP \pi

et, par consequent,

(4) i

la valeur de X etant

(5)

et de la formule (i), jointe a la formule (4), on conclut
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Or, de cette derniere equation, comparee a la formule (7), on tirera

et

et Ton se trouvera ainsi ramene aux equations (10), (n), (12) de la

page 248. Done, si Ton veut rendre completement rigoureuse la me-

thode que nous avons suivie pour etablir ces formules, il suffira de

concevoir que, dans le rapport

_.

1 exponentielle ep^~ { se trouve multipliee par un facteur-&amp;lt;O

peut d ailleurs differer aussi peu que Ton voudra de I unite.

258.

ANALYSE MATHEMATIQUE. - Note sur diverses proprietes remarquables du

developpement d unefonction en serie ordonnee suivant les puissances

entieres d une meme variable.

C. R.
;
T. XIX, p. 2o5 (22 juillet 1844).

Gonsiderons une fonction donnee d une variable x reelle ou imagi-

naire. Si cette fonction reste continue, du moins pour des valeurs du

module de la variable comprises entre certaines limites, elle sera,

pour de telles valeurs, developpable en une serie convergente ordon

nee suivant les puissances entieres de la variable. II y a plus : les divers

termes de ce developpement jouiront de proprietes remarquables, et

qu il parait utile de signaler.

D abord, la valeur d un terme quelconque, pour un module donne

de la variable, ne sera autre chose, comme on peut aisement s en
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assurer, que la valeur moyenne et correspondante du produit qu on

obtient quand on multiplie la fonction elle-meme par une certaine

exponentielle trigonometriquc. Or, de ce principe on deduit immedia-

tement un theoreme digne d attention, savoir, que, dans le develop-

pement d une fonction suivant les puissances ascendantes d une va

riable, le module d un terme quelconque est, pour un module donne

de la variable, toujours egal ou inferieur au plus grand module corres-

pondant de la fonction dont il s agit.

D ailleurs de ce premier theoreme on en deduit immediatementplu-

sieurs autres qui permettent de transformer en methodes rigoureuses

divers precedes dont on s etait servi pour determiner les valeurs appro-

chees des coefficients que renferme la serie.

ANALYSE.

Soit f(#) une fonction donnee de la variable imaginaire

V / *

et supposons que cette fonction reste continue entre les limites infe-

rieure et superieure k
t
et k du module r de la variable x. On aura, en

prenant r i,

et plus generalement, en supposant r renferme entre les limites k
t
, k,

/ o\ P/ \ 9 1

la valeur de an etant detcrminec par la formule

(4)

Or cette formule, dans iaquelle on peut supposer 1 indice n positif ou

negatif et attribuer au module r 1 une quelconque des valeurs com

prises entre les limites k
it k, entraine diverses consequences dignes de

remarque, et que nous aliens indiquer.
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D abord, il suit de la formule (4) que le produit /&quot;, c est-a-dire

le module du terme general du developpement dc f(#), est precise-

ment la valour moenne de la fonction

D ailleurs cette valeur moyenne offre necessairement un module infe-

rieur au module maximum de la fonction elle-meme. On peut done

enoncerce theoreme tres general, et qui parait digne d attention :

THEOREME I. - - Dans le developpement d unefonction suivant les puis

sances entieres d une variable, le module d un terme quelcojique est, pour
une valeur donnee du module de la variable, toujours inferieur au plus

grand module correspondant de lafonction elle-meme.

On peut evidemment tirer de la formule (4) une limite superieure

au module du terme general

an x n ou

de la serie comprise dans le second membre de la formule (3). Veut-

on, par exemple, obtenir une limite superieure au module de a
fl x&quot;,

n etant positif, on posera
r= p,

p designant un nombre egalou inferieur au module . Soit d ailleurs^&quot;

le module maximum de la fonction f(pe
/J \/
~

l

), ou une quantite positive

inferieure a ce module. En vertu de la formule (4), dans laquelle

nous reduirons r a p, le module de anx11 sera certainement inferieur

au rapport

Pareillement, si
p, designe un nombre egal ou superieur au module k

lt

et #, le module maximum de la fonction

ou une quantite positive inferieure a ce module, alors le module de

OF.uvres de C. S. I, t. V1U. 07
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a_n x~
n sera certainement inferieur au produit

Cela pose, si, dans le second membre de la formule (3), on conserve

seulcment les termes proportionnels aux puissances de x ou de - dont

le degre est inferieur au nombre entier n, 1 erreur commise offrira cer

tainement un module inferieur a la somme

on, ce qui rcvient au meme, a la somme

v P / 7 + V 7--
C) T&quot;

&quot;

&quot;

;

Done, si Ton attribue au nombre entier n une valeur assez conside

rable pour que la somme (5) devienne inferieure a une certaine

limite o, on commettra sur la valeur de f(x) une erreur, dont le module

sera inferieure a cette limite, lorsqu a 1 equation (3) on substituera la

suivante :

(6) f(,r) =a^,l ^.x- n ^-sr. . . + a-i-r- -t- a -i- a^x + . . .+ a
rt
_ 1

^r /l
- 1

;

et par consequent on pourra, sans craindre une telle erreur, ni sur la

fonction elle-meme, ni sur aucun des termes qui renferment les coef

ficients

a
n+i&amp;gt; &amp;gt;

a U ^0* ^1 &nt&amp;gt;

determiner chacun de ces coefficients, non plus a 1 aide de 1 equation

( 7 ) am= C e~mP \f~~i f( ref /-&quot;

) dp,2U ^-7V

mais a 1 aide de la suivante

(8)

2/7T
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/designant tin nombre entier egal ou supericur a 2/2 T, et la somme

qu indique le signe &quot;V s etendant a toutes les valeurs entieres de i qui

restent inferieures a /. Or, substitucr 1 equation (8) a 1 equation (7),

c est tout simplement appliquer la methode des quadratures a 1 eva-

luation de 1 integrale que renferme le second membre de I equation (7).

C est encore, si Ton veut, appliquer la methode d interpolation au de-

veloppement de la fonction f(a?) en serie. Mais, en operant comme on

vient de le dire, on transformera en methodes rigoureuses ces methodes

dont les eeometres ont souvent fait usage, et dont
j
avais moi-meme,O f-&amp;gt;

des 1 annee 1882, indique 1 emploi comme pouvant etre utile dans les

problemes d Astronomie.

Lorsque, en supposant r -- k et r = k,, on rend infmies des derivees

de f(a?), alors, d apres ce que j
ai dit dans un autre article, k et k

t
sont

les limites extremes entre lesquelles le module de x peut varier, sans

que le developpement de f(a?) cesse d etre convergent. Si d ailleurs la

fonction f(x) ne devient pas infinie avec ses derivees, mais conserve,

au contraire, une valeur fmie pour r = k et pour r = k
t

&amp;lt;

il sera utile

de reduire, dans 1 expression (5), p a k, p,
a k

t
. Cette derniere reduc

tion ne sera plus permise si f(a?) devient infinie quand on pose r = k

vlr = k
t
. Mais alors, pour diminuer la valeur de 1 expression (5), il

pourra etre avantageux, quand le nombre n sera considerable, de sup-

poser p peu different de k, et p ; peu different de k
t
.

Au reste, dans le cas dont il s agit, on peut souvent substituer a

1 expression (5) une autre expression du meme genre, que Ton de-

duira de I equation (4), transformer d abord a I aide d une ou de plu-

sieurs integrations par parties. En effet, concevons que f(#) devienne

infinie pour une valeur \ de x, dont le module soit k, et supposons,

pour fixer les idees,

1 exposant^ etant positif; mais admettons en meme temps que (a?)

conserve une valeur fmie pour x \. Si Ton nommc a 1 argument
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tie , on aura

On aura done, par suite,

et Ton tirera de la formule (4), en y posant r k,

fc-n /^ u

(9) a
&quot;

=
Tn e- np v- l

(i e^-*^-i)-
s

y(kei&amp;gt;J271 /_

Or une ou plusieurs integrations par parties, appliquees a cette der-

niere formule, feront croitre 1 exposant s d une ou plusieurs unites,

de maniere qu il se trouve remplace par un exposant posilif; et alors

le module maximum de la fonction sous le signe /, multiplie par

(\
ti

^J
&amp;gt; donnera evidemment pour produit une limite supe-

rieure au module du terme an x&quot;.

Lorsqu on applique les principes que nous venons d exposer aux

problemes d Astronomie, il est bon de se rappeler que Ton simplifie les

calculs en substituantdirectement, dans les integrales dont les valeurs

se determinent par la methode des quadratures, les anomalies excen-

triques aux anomalies moycnnes.

259.

AsTRONOMlE. Memoire sur I application de la methode logarithmique a

la determination des inegalites periodiques que presentent les mouve-

ments des corps celestes.

C. R., T. XIX, p. 279 (5 aout 1844).

Dans 1 une des dernieres seances, j
ai propose, pour le developpe-

ment des fonctions en series, une methode nouvelle qui se fonde sur
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la consideration des logarithmes, ct que j
ai nommee pour cette raison

la methode logarithmique. Comme 1 emploi de cctte methode offre sur-

tout de grands avantages dans le calcul des perturbations que pre-

sentent les mouvements des planetes ou memo les mouvements des

cometes, j
ai cru qu il serait utile de montrer comment elle s applique

a ce calcul. Cette application, qui peut interesser a la fois les geometres

etles astronomes, aete seulement indiquee dans une precedenteNote.

Elle sera 1 objet du present Memoire.

Les amis des sciences verront, je 1 esperc, avec satisfaction, la nou-

velle methode s appliquer aussi facilement a la theorie du mouvement

des cometes qu a la theorie des mouvements planetaires.

I. Considerations generates.

Comme je 1 ai rappele dans le Memoire du 22 juillet, le calcul des

inegalites periodiques, produites dans le mouvement d une planete m

par 1 action d une autre planete m , suppose que Ton a developpe la

fonction perturbatrice, et specialement la partie de cette fonction

qui est reciproquement proportionnelle a la distance t des deux

planetes, en une serie ordonnee suivant les puissances entieres des

exponentielles trigonometriques dont les arguments sont I anomalie

moyenne rde la planete m, et I anomalie moyenne T de la planete m .

Le probleme qu il s agit alors de resoudre consiste done a developper

- suivant les puissances entieres, positives, nulle et negatives des

deux exponentielles
e T^, e 7

&quot;^ .

Soient efifectivement A^ le coefficient de

dans le developpement de -, et A
n&amp;gt;w

le coefficient de
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dans lo developpement dc A
re

&amp;gt;. On aura, non soulement

(,)

la somme qu indique le signe s etendant a toutes les valeurs en

tieres, positives, nulle ou negatives de n\ mais encore

(2)
1-

la somme qu indique le signe ^ s etendant a toutes les valeurs en-

tieres de n, n ; et, pour obtenir 1 inegalite periodique correspondante

a un argument donne, par exemple a 1 argumcnt

T -nT,

n, n etant deux nombres entiers donnes, il faudra rechercher les

valeurs correspondantes des coefficients

A \
+*n,n&amp;gt; t^ n,n

des exponentielles

Soient d ailleurs ^ *\&amp;gt;

les anomalies excentriques des planetes m, m ,

et nommons &amp;lt;,i,n le coefficient de 1 exponentielle

dans le developpement de - suivant les puissances entieres de 1 expo

nentielle

e* &amp;lt;~&amp;gt;.

line formule, que j
ai rappelee dans le Memoire sur la methode loga-

rithmique \voir la formule (5) de la page 208], et qui continue evi-

demment de subsister quand on passe de la planete m a la planete m ,

ramenera la recherche du coefficient A
/:

a la recherche du coeffi

cient Ji,
rt

. II reste a montrer comment on peut determiner la valeur
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du coefficient ,,v et developper cette valeur suivant les puissances

entieres de 1 exponentielle
e r^.

Gette determination et ce developpement seront 1 objet des deux para-

graphes suivants. Dans le dernier paragraphe, jc ferai voir que, en

vertu d une legere modification apportee a la marche du calcul, les

formules obtenues deviennent applicables a la theorie du mouvement

des cometes aussi bien qu a la theorie des mouvements planetaires.

11. -- Developpement du rapport de I unite a la distance i de deux pla-

netes in et m
,
en une scrie ordonnee suivant les puissances entieres de

I ejcponentielle trigonometrique dont I argument est Vanomalie excen-

trique de la planete m .

Soient toujours vp, ^ les anomalies excentriques des planetes m,

m , et t leur distance mutuelle. La valeur generale de t 2 sera de la

forme

i,-= h -H kcos(d -y a) bcos(-| 6) b cos(^
-

)

H- c
cos(&amp;lt;|i

+
&amp;lt;]/ y) -!- i cos 2 d H- i cos 2^ ,

h, k, b, b , c, i, i designant des constantes positives, et a, 6, % , y des

angles constants. Done, en posant, pour abreger,

/ p
= h + k cos ( ^ -y a )

(
2

)
--bcos(&amp;lt;L 6) b cos(y 8

) H- ccos( ^ H- J/ y),

( c, i cos 2
4* -+- i cos 2y ,

on aura

(3) t 2^p + .

On en conclura

(4) l=z:p-&quot;+ip-W^!p--V
+ ...;

et, comme
&amp;lt;;

sera generalement tres petit par rapport a p, on pourra

reduire la serie comprise dans le second membre de la formule (4)
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a un petit nombre de termcs. D aillcurs, les developpements de ;,

&amp;lt;;-, ..., suivant les puissances entieres de e^ ^, se deduiront tres

aisement de la formule

g i COS 2^ 4- 1 COS
2&amp;lt;]/.

Done la recherche du developpement de - suivant les memes puis

sances, et en particulier la recherche du coefficient cV correspondant

a la puissance du degre n , c est-a-dire a 1 exponentielle

en V\!-~l^

_ _!
se trouvera reduite a la recherche des developpements de p

~

, p
~

, ____

Or, / etant un nombre entier peu considerable, on developpera aise

ment
-/-i

P

suivant les puissances entieres de 1 exponentielle

eW^T,

a 1 aide des formules que nous avons deja rappelees, ct en operant

comme il suit.

La valour de p, determinee par la premiere des equations (2), peut

etre reduite a la forme

(5) p H-hKcos(&amp;lt;|/ w),

H, K, CD designant trois quantites independantes de Tangle
r

j&amp;gt;;
et, pour

effectuer cette reduction, il suffit de poser

(6) H = h bcos(^ 6),

i

(7) --:^ eto v

les valours de v, w etant fournies par les equations

(8)
c

k



EXT RAIT N 259. 297

En vertu de ces diverses formules, H et K 2 seront des fonctions en-

tieres des deux quantites variables sin^, cos^, la fonction H etant du

premier degre par rapport a chacune de ces deux
quantites&amp;gt;

el la fonc

tion K 2 du second degre. Si d ailleurs on pose

(9) o tangf {arc sin T-
j,

on en conclura
h i / A- = - o-f -

,

b a \ a/

et par suite 1 equation (6) pourra etre reduite a

b
(10) H u,

aa

la valeur de u etant

(u) M = i 2 a cos ( I 6) -+- a
5

.

Ajoutons que les valeurs de v, w fournies par les equations (8) peuvent

elles-memes etre presentees sous les formes

v =i
(12)

w = (i be-W-W v -i) (i r e-(^-v) v -i),

b, c designant des constantes positives, et
[Jt.,

v des angles constants.

Posons maintenant

et

(i4) lang(iarcsinu).

On aura, par suite,

Done la formule (5) donnera

OEuvres de C. S.I, t. VIII. 38
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et Ton en conclura

(16) p
2

Cela pose, concevons que Ton developpe les deux expressions

__ __
(I 2#COStl/+0 2

)
2

, p

en series ordonnees suivant les puissances entieres de 1 exponentielle

eW=&quot;.

sera le module commun des deux series; et, si Ton nomme

/,i f ife/,

les coefficients de 1 exponentielle

e * v

&quot;

dans les deux developpements, on aura

(17) */, = (~i)

Si d ailleurs on pose, pour abreger,

on trouvera, non seulement

i+I
9^^

\ 2 2rt +2 2.4 2 +2 2Al -h4

mais encore

(19)
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la valeur de l
l&amp;gt;n

etant

2/4-J 2/ I - (2/4- l)(2/+ 3) (2/ l)(2/ 3).
(20) I, H

; A-h 1 ^3 -7 ; -T, j 7T ^ +
2 2/14-2 2.4 (2ft 4- 2) (2 ft 4- 4)

Ajoutons que, si, dans la formule (17), on substitue a la place de K et

de 1 exponentielle ewv/ leurs valeurs, tirees des formules (7), on

trouvera
,^

20

Comme la valeur de &
i&amp;gt;n

, fournie par 1 equation (18), se compose

de termes proportionnels a diverses puissances de 0, savoir, a

il est clair que, en vertu des formules (i8)et (20), la valeur de iftvyse

composera de termes proportionnels a ccs memes puissances, multi-

pliees par le produit

Done, pour developper &amp;lt;&,

i&amp;gt;n

&amp;gt; en une serie ordonnee suivant les puis

sances entieres de 1 exponentielle eH/=T
\ \\ suffira de developper en

series de cette espece le produit

+i+ l- !(*-*-!} _l(,^/+!,
(22) MN ^w ^

et ceux dans lesquels il se transforme quand on remplace successive-

ment le nombre n par chacun des nombres /z -f- i, /z + 2, .... Or, si

Ton veut appliquer a ce dernier probleme la methode logarithmique,

la question sera reduite au calcul des developpementsdes logarithmes

neperiens de v, w et 0. D ailleurs, les developpements des logarithmes

de v et w se deduiront immediatement des equations (i 2) jointes a la

formule
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clans laquelle la lettre 1 indique un logarithme neperien. Done la

question pourra etre ramenee a la formation du developpemcnt de 10,

suivant les puissances entieres de 1 exponentielle

Considerons, en particulier, le cas ou Ton se propose de calculer

des perturbations correspondantes a des puissances elevees des expo-

nentielles qui ont pour arguments les anomalies moyennes des deux

planetes m, rri . Alors, le nombre n devenant considerable, les termes

qui suivent le premier, dans le second membre de la formule (20),

deviennenttres petits, etilestavantageux de remplacer la formule (i 8)

par la formule (19), jointe a 1 equation (20), dont le second membre

peut etre, sans erreur sensible, reduit a un petit nombre de termes.

D ailleurs, on tire des formules (17) et (19)

24)

II y a plus : commc la formule (14) donne

_ i y/i -J
2

i i

y
~

on en conclut

Done 1 equation (24) peut etre reduite a

(
25) */x=(-i)- [/-hi] I/ f.-(H-Kt

)
l ^&quot;

l
&quot;

i^ ^* &quot;v::i

ou, ce qui revient au meme, en vertu de la seconde des formules (7), a

Done, pour devdopper Db
/)W

en une serie ordonnee suivant les puis-
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sances entieres de 1 exponentiellc

il suffira de developper en series de cette espece le produit

par consequent le produit

(27) (H -K f^
et ce meme produit successivement multiplie par les premieres puis

sances entieres de X. Or, si Ton veut appliquer a ce dernier probleme

la methode logarithrnique, la question sera reduite au calcul des loga-

rithmes neperiens des developpements de

v, w, 9, H 2-K 2 et &amp;gt;.

D ailleurs, comme on 1 a deja remarque, les developpements de \v,

\w se deduisent immediatement des formules (12) et (a3). D autrc

part, H
2 K 2 est une fonctioh entiere, et du quatrieme degre, de cos |,

sin-j*, qui offre une valeur toujours positive, et qui, pour ce motif,

peut etre egalee au produit d une constante par deux facteurs V, W
semblables a ceux dont les formules (12) fournissent les valeurs. On

pourra done encore, a 1 aide de la formule (23), developper aisement

en une serie ordonnee suivant les puissances entieres de 1 exponen-

et il ne restera plus qu a developper en series du meme genre 10 et

IX. Enfin, comme des deux formules

i* /H

2 V0 1 K
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on tirera

on en conclura

tt = llk + l0 +
[l&amp;gt;

+ l.v-l(H-K)],

et par consequent la recherche du developpement de IX se trouvera

immediatement ramenee a la recherche du developpement de 10.

Done, en resume, dans 1 application de la methode logarithmique

au developpement du coefficient iflv, n , et par suite au developpement

du coefficient JU^, suivant les puissances entieres de eW~ l

, la princi-

pale difficulte consiste a developper le logarithme neperien du mo

dule 6.

Nous aliens maintenant nous occuper de resoudre le dernier pro-

bleme.

III. Developpement du logarithme neperien du module Q suivant les

puissances entieres de I exponentielle trigonometrique dont I argument
est I anomalie excentrique de la planete m.

Le module est, comme on 1 a vu dans le paragraphe precedent,

determine par le systeme des deux equations

Tf

(i) = tang (| arc sinu),
u=^&amp;gt;

H, K
2 etant deux fonctions entieres des quantites variables

sin&amp;lt;|&amp;gt;,

cos r

|,

et ces deux fonctions etant, par rapport aux quantites dont il s agit,

la premiere du premier degre, la seconde du second degre. Or, comme

on a generalement

x dx dx
/-i 1 t o n o* c*\ /t i TT* c i n nr *Ctl I tl 1 1 _, - . \,\&amp;gt; Cc rtl vy 1 IJL X/ JC

2 smar
\j\ x^

on tirera des formules (i)

u v/i u*
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et, par suite,

la valeur de U etant

(3) U

De plus, comme la premiere des formules (7) du II donne

(4)

les valeurs de v, w etant fournies par les equations (i 2) du meme para-

graphe, la formule (2) pourra etre reduite a

(5) D+ 19= - .
* T /WT i-^ j; 1,9

D ailleurs, en vertu de la formule (3), U et p seront deux fonctions

desiiv-}/, cos |, entieres et du troisieme degre; par consequent deux

fonctions entieres, et du troisieme degre, de chacune des exponen-

tielles

Done, pour developper 0,^10 en une serie ordonnee suivant les puis

sances entieres de 1 cxponentielle ^v/-
5 il siiffira de developper en

une semblable serie le rapport

(6)
pwi/H 1 K 1

Or on y parviendra aisement en suivant la methode logarithmique,

puisque le logarithme de ce rapport sera egal et de signe contraire a

la somme

dont chaque terme pourra etre facilement developpe, ainsi que nous

1 avons deja reconnu, en une serie ordonnee suivant les puissances

entieres de
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IV. Des developpements ordonnes suivant les puissances des exponentielles

irigonometriqu.es qui out pour arguments les anomalies moyennes de deux

planetes.

Les principes exposes dans les paragraphes precedents fournissent

immediatement le developpement de la fonction perturbatrice, et spe-

cialement de la partie de cette fonction qui est reciproquement pro-

portionnelle a la distance -c de deux planetes m, m , en une seric

ordonnee suivant les puissances entieres des exponentielles trigono-

metriques qui ont pour arguments les anomalies excentriques &amp;lt;j, ty de

ces deux planetes. Mais le caleul des inegalites periodiques exige que

les developpements soient effectues suivant les puissances entieres

des anomalies moyennes T, T . Voyons comment il est possible de sub-

stituer ces dernieres anomalies aux deux premieres.

Nommons toujours J\ n le coefficient de 1 exponentielle

dans le developpement de - en une serie ordonnee suivant les puis

sances entieres de e^ ^~ {

; ^V se composera de diverses parties dont

chacune, comme on 1 a vu, pourra etre facilement determinee a 1 aide

de la methode logarithmique. Soit

une de ces parties, consideree comme fonction de Tangle ^; F(^) sera

un produit de facteurs simples dont les logarithmes neperiens seront

immediatement developpables en series ordonnees suivant les puis

sances entieres de 1 exponentielle

et la somme des developpements ainsi formes fournira precisement

le developpement correspondant du logarithme neperien de la fonc

tion F(^). Concevons maintenant qu il s agisse de developper
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suivant les puissances entieres, non plus de 1 exponentielle

e^^,

mais de 1 exponentielle
eT*~*,

et cherchons en particulier, dans ce nouveau developpement, le coef

ficient de la puissance du degre n, c est-a-dire le coefficient de

n designant une quantite entiere positive ou negative. Le coefficient

cherche sera

(i)
2

Mais, en nommant I excentricite de 1 orbite decrite par la planete m,

on a

(2) T=&amp;lt;\&amp;gt; esin^.

Done 1 expression (17) pourra etre reduite a celle-ci :

r*
(3) -/ (i cos^)F(^)e-

2TC J_ U

Done le coefficient

e*rj=l

dans le developpement de la fonction

F

suivant les puissances entieres de

e T

sera en meme temps le coefficient de

e 7ZtWri

dans le developpement du produit .

(4) (i ecos^)e&quot;
sin
^^F((|),

OEuvrcs de C. S. I, t. VIII. 3g
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suivant les puissances entieres de

Done, pour obtenir ce meme coefficient a 1 aide de la methode loga-

rithmique, il suffira de developper suivant les puissances entieres de

eW- 4

le logarithme neperien du produit (4) et, par consequent, le

logarithmc neperien de ses divers facteurs. Or, par hypothese, on

connait deja le developpement du logarithme neperien de la fonc-

tion F( j ), et le logarithme neperien de 1 exponentielle

gns. sini}/ / 1

est tout simplement

II ne restera done plus a developper, suivant les puissances entieres

de e^~ {

, que le logarithme neperien du facteur

i ecos^-

On y parviendra tres aisement en posant

(5) Y] =tang(| arc sine).

En effet, on tirera de la formule (5)

par consequent

(6) I COSd/^=: (i 2 Y) COSU&amp;gt; -f- Y)

2Y)

ou, ce qui revient au meme,

(7) i cosd&amp;gt; (i ne^^~^}(i ne~
2Y)

X

et il est clair que le developpement cherche du logarithme neperien

de i scos
l*

se deduira immediatement de 1 equation (7), jointe a la

formule (28) du II.



EXTRAIT N 259. 307

En resume, a 1 aide des formules que nous avons etablies, on calcu-

lera aisement le coefficient de 1 exponentielle

ou bien encore de 1 exponentielle

&-nT^~\

dans le developpement de la fonction j^. On calculera de la meme

maniere les coefficients de la meme exponentielle dans les developpe-

ments des fonctions

Jl

et, pour deduire de ces divers coefficients celui qui leur correspond

dans le developpement de la fonction AB , il suffira d observer que

ce dernier se trouve necessairement lie aux autres par une equation

lineaire, semblable a celle qui lie entre elles les fonctions elles-

memes, c est-a-dire semblable a 1 equation (5) de la page 253.

V. Remarque sur les formules obtenues dans les paragraphes

precedents.

Soienta, a les demi-grands axes des orbites decrites par les astres m,

m , et nommons , E les excentricites de ces memes orbites. Les valeurs

de i, i , dans le second membre de 1 equation (i) du II, seront

Or, ces valeurs etant generalement tres petites dans la theorie des pla-

netes, il est clair que, dans cette theorie, la valeur de c determinee par

la formule

(a) s = i cos2d -+- [

est tres petite elle-meme, comparee a la valeur de p que Ton peut sup-
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poser determinee par 1 equation

(3) p=t-.

Done alors la valeur de - determinee par la formule

-I i _1 i i
/ / \ 9*
(4) -=p -+-P

se trouve representee par la somme d une serie tres convergente. 11

n en est plus de meme lorsque m, cessant d etre une planete, dcvient

line comete, ct alors, des deux quantites i, i , la premiere, i, cesse

d etre tres petite. Mais, dans ce dernier cas, et meme dans tous les

cas possibles, on peut, en conservant sans alteration les formules (3)

et (4), substituer a 1 equation (2) 1 equation plus simple

(5) g=r i cOS2tj/.

Alors toutes les formules que nous avons precedemment obtenues, et

les consequences que nous en avons deduites, continuent de sub-

sister. Sculement les fonctions entieres de sin j , cos-^, representees

par
H et H 2-K 2

,

sont : la premiere, du second degre; la seconde, du quatriomedegre;
ce qui n empeche pas ces memes fonctions d etre decomposables en

facteurs lineaires. Gette remarque tres simple permet evidemment

d appliquer la methode logarithmique au calcul des inegalites perio-

diques qu eprouvent les mouvements, non sculcment des grandes et

des petites planetes, mais encore les mouvements des cometes elles-

memes.
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260.

ANALYSE MATHEMATIQUE. - - Note sur Vapplication de la methode logarith

mique au developpement des fonctions en series, et sur les avantages

que presente, dans cette application, la determination numerique des

coefficients effectutze a I aide d approximations successives.

C. R., T. XIX, p. 699 (7 octobre 1844).

Dans de precedents Memoires, j
ai fait voir avec quelle facilite la

methode logarithmique s appliquait au developpement des fonctions

en series, et, en particulier, dans les problemes astronomiques, au

developpement de la fonction perturbatrice. fl convient d abreger et

de simplifier, autant que possible, les calculs resultant de ces appli

cations. Or
j
ai reconnu que Ton parvenait effectivement a rendre ces

calculs plus simples et plus concis, en determinant par la methode

logarithmique les valeurs numeriques des coefficients dans deux ou

plusieurs approximations successives. Entrons, a ce sujet, dans

quelques details.

Concevons qu il s agisse d evaluer numeriquement le coefficient

d une certaine puissance positive ou negative d une exponentiellc tri-

gonometrique, dans le developpement d une fonction ordonnee sui-

vant les puissances entieres de cette exponenticlle. Souvent, d apres

la nature meme du probleme qui exige cette evaluation, on saura quel

est 1 ordre de decimales auquel on doit s arreter dans la valeur nume

rique cherchee. Ainsi, en particulier, si cette valeur numerique doit

representer, en Astronomic, le maximum d une certaine perturbation

du moyen mouvement d une planete, on saura quel est 1 ordre dc deci

males auquel on doit s arreter pour que 1 erreur commise ne depasse

pas une limite determinee, par excmple une seconde sexagesimal.

Mais on ne saura pas a priori de quel ordre sera le chiffre le plus eleve

de la valeur numerique cherchee. A la verite, on pourra facilement

obtenir une limite superieure a cette valeur numerique ou au nombre
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des chiffres significatifs a 1 aide desquels elie devra etre exprimee.

Mais il importe cle connaitre exactement le nombre meme de ces

chiffres; en d autres termes, il importe de savoir si le rapport de la

valeur numerique cherchee a I unite decimale de 1 ordre auquel on

doit s arreter reste compris entre i et 10, ou entre 10 et 100, ou

entre 100 et 1000, En effet, sans cette connaissance, on se trou-

vera expose, par exemple, a conserver partout dans les calculs cinq

ou six chiffres significatifs, tandis que deux ou trois suffiraient pour

atteindre le degre d approximation desire, et Ton verrait ainsi le temps

employe par le calculateur croitre dans une proportion effrayante. On

evitera cet inconvenient, si Ton determine la valeur numerique cher

chee a 1 aide de deux ou de plusieurs approximations successives.

Pour fixer les idees, on pourra deduire successivement de la methode

logarithmique une valeur du coefficient demande, qui soit approchee

a quelques centiemes pres, puis une valeur qui soit exacte jusqu au

chiffre decimal de 1 ordre auquel on doit s arreter.

Ce qu il importe surtout de remarquer, c est que les deux approxi

mations successives, loin de presenter deux operations distinctes et

independantes 1 une de 1 autre, peuvent etre liees entre elles de telle

sorte que la premiere rcnde la seconde beaucoup plus facile a effec-

tuer. En effet, considerons les deux facteurs variables qui, multiplies

1 un par Kautre et par une certaine constante, doivent reproduire line

fonction dont le logarithme est developpe suivant les puissances en-

tieres, positives et negatives d une meme exponentieile trigonome-

triquc. II suffira, pour simplifier notablement la seconde operation,

de considerer chaque facteur variable comme equivalent a sa valeur

approchee multipliee par un nouveau facteur. D ailleurs, pour obtenir

le logarithme developpe de ce nouveau facteur, ii suffira de retrancher

du logarithme du premier le logarithme de la valeur approchee, ou

plutot son developpement, dont les coefficients se determineront, avec

toute 1 exactitude que Ton recherche, a 1 aide des equations lineaires

employees dans les applications de la methode logarithmique.

Au reste, on ne s etonnera pas de voir des approximations succes-
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sives rendre plus facile le developpement des fonctions en series, si

Ton songe que c est precisement sur un systeme d approximations

effectuees Tune apres 1 autre, que reposent, non seulement la division

arithmetique et 1 extraction des racines, mais encore la methode de

Newton pour la resolution des equations numeriques.

261.

ANALYSE MATHEMATIQUE. Note sur les proprietes de certaines factorielles

et sur la decomposition desfonctions enfacteurs.

C. R., T. XIX, p. 1069 (18 novembre 1844).

Les factorielles que j
ai nominees geometriques sont celles que Ton

obtient quand on multiplie les uns par les autres des binomes dont

les premiers termes sont tous egaux entre eux, tandis que les seconds

termes forment une progression geometrique. Lorsque Ton prend

pour raison de la progression geometrique une certaine variable x,

la factorielle geometrique devient une fonction de x; et si, le premier

terme de chaque binome etant reduit a 1 unite, le nombre des facteurs

devient infmi, alors, pour que la factorielle conserve une valeur finie

et determinee, il sera generalement necessaire que le module de x
devienne inferieur a 1 unite.

Au reste, la factorielle geometrique, telle que je 1 ai definie, se

trouve comprise, comme cas particulier, dans une classe tres nom-

breuse de factorielles dont on peut obtenir 1 une quelconque, en sub-

stituant aux termes de la progression geometrique les termes corres-

pondants d une serie ordonnee suivant les puissances ascendantes de

la variable x. II est d ailleurs facile de s assurer que les valeurs de x,

qui rendent la serie convergente, sont aussi generalement celles qui

rendent convergente la factorielle elle-meme, de maniere a fournir

une valeur finie et determinee de cette factorielle.
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On peut sc demander quelles valeurs doivent acquerir les coeffi

cients numeriques de la serie, pour que la factorielle represente une

fonction donnee. Diverses methodcs sont applicables a la solution de

ce dernier probleme. On peut effectivement le resoudrc, soit a 1 aidc

de la division algebrique, soit en recourant a la methode des coeffi

cients indetcrmines, soit a. 1 aide des logarithmes.

Je me propose, dans un autre article, de rechercher a priori quelles

sont les valeurs de la variable x qui pcrmettent de transformer une

fonction donnee de cette variable en factorielles convergentes de Fes-

pece de celle que je viens d indiquer.

Je montrerai d ailleurs quels sont les avantages que Fon peut retirer

de la consideration des factorielles pour simplifier les applications de

la methode logarithmique, specialement dans les problemes d Astro-

nomie.

ANALYSE.

Designons par x une variable reelle ou imaginairc dont le module

soitr. Les divers termes d une serie ordonnee suivant les puissances

entieres et positives de x seront de la forme

(i) ,

Si d ailleurs on nomme p rt
le module de an , et k la plus grande des

limites vers lesquelles converge, pour des valeurs croissantes de n, la

valeur de 1 expression

(?nY,

le produit kr sera le module dc la serie (i), qui restera convergente

pour tout module de x inferieur a -r- Faisons maintenant

(2) P = (i + ) (i

et

(3) P- (. + an cc&quot;)(! + a^a*&quot;),;
.

,

n designant un nombre entier qui pourra etre suppose Ires conside-
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rable. Pour que isifactonelle representee par la lettre P conserve une

valeur fmie et determinee, il sera necessaire et il suffira que la facto-

rielle P
rt
conserve elle-meme une valeur fmie et determinee. Pour que

cette derniere condition se trouve remplie, il sera necessaire, non seu-

lement que le produit
a tl
xn

differe peu de zero pour de grandes valeurs de /z, mais encore que la

serie

(4) l(i-htf B
), l(i + +1^+1

), ...

reste convergente, la lettre caracteristique 1 indiquant un logarithme

neperien. Or, le module de la serie (4) se reduisant au produit kr,

aussi bien que le module de la serie (i), on en conclura que la

serie (4), et par suite les factorielles (2) et (3), seront convergentes

ou divergentes, suivant que le module r de x sera inferieur ou supe-

rieur a -,

Les valeurs des coefficients a
{ , a 2 , a 3 , . . ., que renferme le second

membre de la formule (2), determinent la nature de la fonction P.

Supposons maintenant que cette fonction soit donnee a priori et

qu elle ait ete developpee en une serie convergente ordonnee suivant

les puissances ascendantes de x, en sorte qu on ait

(5) P A + A,-^ + A 2 ^ 2+ ____

On pourra chercher a deduire des coefficients A , A&amp;lt; , A2 , ... les coeffi

cients a
, a t ,

a 2 , ---- On y parviendra sans peine en partant de 1 equa-

tion

(6) A 4- A, 57 + A 2 a?
2
-i-. . . (IH-

qui doit etre verifiee tant que les deux membres restent convergents.

Or on trouvera d abord, en posant x = o,

A = I -t- ,

OEucres de C. ~ S. 1, t. VIII.
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et, par suite, on aura

(7)

A A
14- -r-^+ -~

H(a3 -f-

puis on en conclura

A, A, A.

(8) !_ , 2
_ -T-,

Ges dernieres equations fourniront le moyen de determiner successi-

vement les valeurs de a^ a2 , a 3 , On pourrait aussi, apres avoir

determine a, par la premiere des equations (8), diviser par in-a,a?

le polynome
A! A 2 2

I -\ X -+- -T X -j- . . .
,A A

ordonne suivant les puissances ascendantes de x, puis egaler ce quo

tient au produit

et determiner ainsi la valeur de a 2 . On pourrait encore, apres avoir

trouve le coefficient a 2 , appliquer a la recherche du coefficient # 3 une

nouvelle division algebrique, en prenant pour diviseur le binome

iH-a 2 o;
2

, ---- Enfm il est clair que, si Ton suppose le logarithme

neperien IP developpe en serie, en sorte qu on ait

(9) lP = B -i-B I
*

on pourra deduire a^ a 2) 3 , ... de Tequation

(10)

= 1
(

i 4- a ) + 1 (
i 4- a

l
x

) 4- 1 ( i + 2 ^2
) -+ . . .

1 ( i +- a ) -H a
l
x

( a,
-- a\\

V &amp;gt;..,/
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En effet, 1 equation (10) entraine les suivantes

(ll) i i r

-a\ B 2 , a3 -+-^a3 B 3 , ak
--

a\ B 4 , ...,
2

desquelles on tirera successivement les valeurs de a
t , a2t a 3 , ____

262.

ANALYSE MATHEMATIQUE. Sur un nouveau genre de developpement des

fauctions, qui permettra d abreger notablement les calculs astrono-

migues.
C. R., T. XIX, p. 1 123 (a5 novembre 1844).

On sait quels services ont rendus a la science du calcul la serie de

Taylor et la serie de Lagrange. J ai Fhonneur de presenter aujourd hui

aux geometres une nouvelle serie qui me semble pouvoir elle-meme

contribuer aux progres de 1 Analyse. Je vais essayer d en donner ici

une idee en peu de mots, et indiquer de quelle maniere
j
ai ete con

duit a la formule generale qui est 1 objet du present Memoire.

On connait le developpement de la fonction perturbatrice, relative

au systeme de deux planetes, en une serie ordonnee suivant les puis

sances entieres de 1 exponentielle trigonometrique qui a pour argu
ment leur distance apparente vue du centre du Soleil. On sait d ail-

leurs que, dans ce developpement, le coefficient d un termc d un rang
tres eleve peut etre represente approximativement par une expression

tres simple, et rigoureusement par une serie dont cette expression est

le premier terme. J ai reconnu que 1 expression dont il s agit est com

prise, comme cas tres particulier, dans une formule qui offre aussi le

premier terme d une serie generale, dont 1 usage parait devoir rendre

plus facile la solution d un grand nombre de problemes.

Goncevons, par exemple, qu il s agisse de developper une fonction
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en une serie ordonnee suivant les puissances entieres d une certaine

exponentielle trigonometrique, et de calculer le coefficient d une puis

sance d un degre tres eleve. Je prouve qu il sera generalement tres

facile d obtenir une valeur approchee ou meme exacte de ce coeffi

cient, si la fonction a ete decomposee en deux facteurs, dont un seul

fournisse pour les termes de ce degre ou d un degre plus eleve des

valeurs sensibles. Or ce cas est precisement celui qui se rencontre en

Astronomie; et par suite, aux formules que j
ai deja donnees pour la

determination des mouvements planetaires, il me parait tres utile de

joindre encore celles que renferme le Memoire ci-annexe.

Au reste, la nouvelle formule generale peut etre appliquee a la

determination d un terme quelconque d une fonction quelconque,

decomposee en deux facteurs.

Ce qui parait digne d attention, c est que la serie generale a laquelle

je suis parvenu est une serie simple dont les divers termes sont propor-

tionnels, non plus, comme dans la serie de Taylor, aux derivees suc-

cessives d une meme fonction, ni, comme dans la serie de Lagrange,

aux derivees des puissances entieres d une fonction donnee, mais a

diverses fonctions dont chacune est le produit de la variable par la

derivee de la fonction precedente. Quant aux coefficients numeriques,

ils offrent des valeurs qui dependent du rang du terme que Ton consi-

dere et du premier des deux facteurs de la fonction donnee.

Dans de prochains Memoires, je donnerai des applications nume

riques de mes nouvelles formules a la theorie des mouvements des

planetes et des cometes elles-memes.

ANALYSE.

I. Recherche et demonstration de la nouvelle formule.

Nommons F(a?) une fonction donnee de la variable x, et concevons

que le developpement de cette fonction en serie ordonnee suivant les

puissances entieres positives, nulle et negatives de x, soit, pour des
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valeurs de x comprises entre certaines limites, celui que determine la

formule

(i) F(x) = A Q+A l x-}- /4 2 a?
2+ . . .4- A_ l

x- i + A, 2 x~ z + .

En d autres termes, concevons que, pour des valeurs entieres positives

ou negatives de n, le coefficient xn
, dans le developpement dont 11

s agit, soit represente par A n . Supposons d ailleurs la fonction F(#)

decomposee en deux facteurs; representons 1 un de ces facteurs par

f(#), 1 autre par 9(6^), designant une constante qui pourra se

reduire a 1 unite, en sorte qu on ait

(2)

et posons encore

(3) f(x) = a -f-

(4) 9 (a?) r=k +ki^ + k 2 ^2+ . .+ k-i^- -f- k_2 a?-
2+ . . ..

On tirera de la formule (4), du moins pour des modules de 6 qui ne

s ecarteront pas de 1 unite au dela d une certaine limite,

(5) 9 ( Qx] = k + k
t
Qx 4- k 2

2 ^ 2+ . . . + k.^- 1 ^- 1 + k_2 Q-
2 o?-2+ .

Or, si Ton substitue, dans la formule (2), les valeurs de

F(ar),

tirees des formules (i), (3), (5), les coefficients des puissances sem-

blables de a?, dans les deux membres, devront etre egaux entre eux,

et, par suite, on aura

(6) v4
rt
=:a k^ i -t-a 1

k /,_ 1 ^- 1 + ...+ a_ 1 k/J+1

Ajoutons que, dans cette derniere formule,

A n ,
an et kw

pourront etre consideres comme des fonctions de /z, dont les valeurs

BFU
OF THE

UNIVERSITY
OF

C/!/ i. ..
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seront exprimees par des integrates defmies connues. On aura, par

exemple,

r*
(7) A n = -- I e-W-

27r A-u

(8) kB

Si, dans 1 equation (8), on remplace n par n -+- m, on en conclura

(9) k+=~

D ailleurs, 1 expression e~mp ^~*
sera, pour toutes les valeurs de

/&amp;gt;,

de-

veloppable en une serie convergente ; et, si Ton substitue le developpe-

ment de cette expression, savoir,

. L

dans le second membre de 1 equation (9), on en tirera

(10) k/l+m=zk+mk, 1 + m2 kre , 2
+ . . .,

la valeur de k
rei/n

etant generalement determinee par la formule

que Ton peut reduire a

/t&amp;gt;w

i .2.3. . .m

Cela pose, la valeur de kn+m fournie par 1 equation (10) se reduira

simplement a la suivante

m

c est-a-dire a celle que donne la formule de Taylor.
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Observons maintenant que la formule (3) peut s ecrire comme ii

suit

la somme qu indique le signe S s etendant a toutos les valeurs entieres,

positives, nulle et negatives de m. Sous la meme condition, 1 equa-

tion (6) peut etre reduite a

et de cette derniere formule, combinee avec I equation (10), qui con

tinue de subsister quand on y remplace m par m, on tire immedia-

tement

(16) Am=6n
(kn2am e-m ^n^ma,l,Q-

m+ \in^m-am B- n
. ..).

Done, si Ton pose, pour abreger,

(17) fi(#)

et si d ailleurs on a egard a la formule
(i4)&amp;gt;

on trouvera definitive-

ment

(18) A n= e[kB i\e-i)
- k/M f, (0-t) + kn&amp;gt;2

ff (0-i) -. . .]

ou, ce qui revient au meme, en vertu de I equation (22),

tr&amp;gt;

b nsir 1
M(0- )- ^fa^-^ + ^f^e-

1

)-...

Telle est la formule tres simple et tres generale par laquelle on peut

tirer de kn , considere comme fonction de n, la valeur de A,,. II est

d ailleurs important d observer que, dans cette meme formule, les di-

verses fonctions ^(x), f2 (a?), ... peuvent aisement se deduire les

unes des autres et de la fonction donnee f(a?). En effet, comme on tire

de I equation (14)
Dx f(x) = 2mam xm- 1

,

la premiere des formules (17) donnera evidemment

(20) f
1 (a?)=ra?D a: f(a?),



320 COMPTES RENDUS DE L ACADEMIE.

et Ton trouvera de meme

(21)

Ainsi, la suite

), f

est composee de fonctions dont chacune est le produit auquel on par-

vient quand, apres avoir difference, par rapport a la variable x, la

fonction precedente, on multiplie la derivee ainsi obtenue par cette

variable meme.

II. Applications diverses de la nouvelle formule.

Continuous de nous servir des notations employees dans le premier

paragraphe, et, pour montrer une application de la nouvelle formule,

supposons

(i) &amp;lt;p(a?)
= (i a?)-*,

s designant une constante reelle ou imaginaire. En developpant 9 (a?)

en serie ordonnee suivant les puissances entieres de x, et posant, pour

abreger,

_f(g + i)...(j + n-i)
~T72 ...n

ou, ce qui revient au meme,

/ON r(/i-h*)
9^-

on reconnaitra que le coefficient de xn
se reduit, pour une valeur ne

gative dc x, a zero, et, pour une valeur nulle ou positive de x, a [s] n .

Done, en nommant k
re
ce coefficient, on aura

(4)

pour n
&amp;lt;

o
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Par suite, la valeur generale de kn , et cclle que 1 on devra substituer

dans le second membre de la nouvelle formule, sera

On commettrait le plus souvent une erreur si, a la place de la for

mule (5), on employait, pour une valeur quelconquc de n, la seconde

des formules (4). Toutefois cette erreur peut devenir insensible, on

meme rigoureusement nulle, dans certains cas qu il importe d exa-

mincr.

Supposons d abord que le developpement de f(a?) renferme seule-

ment les puissances negatives de x, et que 1 on cherche la valeur de An

correspondante a une valeur positive de n; alors, les coefficients a,,

# 2 , ... etant reduits a zero, 1 equation (6) du I se reduira simplc-

ment a la suivante

^ /,=ra k,t ^+rt_ 1
k/t+] ^+ 1 + a_ 2 kn+2 9&quot;

+2+ ...,

dans laquelle les coefficients

I-

li k
&quot;-ni &quot;--*-!&amp;gt;

lv
+2&amp;gt;

se determineront tous a 1 aide de la seconde des formules (4). Done

alors on pourra, dans le second membre de la formule (20) du I,

supposer generalement

k
r

(K -

Cela pose, il sera facile d obtenir successivement les valeurs de

l- /t k/i, Jj/jk,,, . . . ,

et d abord on conclura de 1 equation (6)

(7) ik8=ir(n+*)-ir(+i)-ir(*).

D autre part, on a generalement, pour des valeurs positives de la va

riable x,

)
= 0,57721566...+

&quot;
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Done, en supposant n et n -+ s positifs, et faisant, pour abreger, non

seulement

f
1

j fS-l
c at *

i-t(8)

mais encore

(9) S&K =J)23R

ou, ce qui revient au meme,

r
&quot;

~v *

on tirera successivement de la formule (7)

D ailleurs, on pourra facilement calculer les valeurs de 2K&amp;gt; et de

car, en developpant
- - en serie, on tire des formules (8), (9)I C

(12)

et

i

\

n + i n -j- s I \rt-4-2 n + s -+- 1

= (-!) r L_
L( -*- )( /i + 2) (n

Ajoutons quo, pour obtenir la valeur de 3t,n exprimee a 1 aide d une

serie tres convergente, lorsque n est un tres grand nombre, il suffit

d appliquer 1 integration par parties au developpement de 1 integrale

/ | /i -l

/
-&quot;~ t

(\ty&amp;lt; dt,
&quot;0

en faisant porter les differentiations successives sur le seul facteur
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On trouvera ainsi

5 1
I_ (5l) (S 2) 2 (S i) (S 2) (S 3) _~

n H- 1 i . 2 (/i -+- 1
) (n 4- 2) i . 2 . 3 (/i -h i

) (/i + 2) (n -+- 3
)

puis on en conclura

Done, si, la valeur de /z etant tres considerable, le nombre - est consi-

dere comme une quantite tres petite du premier ordre, les quantites

S&, ^,, 3^ 2 , . . . seront elles-memes tres petites, la premiere etant du

premier ordre, la seconde du second, etc., et sx,,n etant generalement

de 1 ordre m -\- i.

Dans le cas particulier oil Ton pose s~i, les formules (6), (8)

donnent
k

/;
= i, 3t=o,

et, par suite, 1 equation (19) du I se reduit a la formule connue

, f
(16)

-
/ ^- dx f

qui subsistera effectivement si la fonction f(a?) est developpable en

serie ordonnee suivant les puissances entieres, mais negatives de la

variable x.

Si le developpement de f(x) renferme, non seulement des puis

sances negatives, mais encore des puissances positives de a?, ou si le

nombre n devient negatif, on ne pourra plus, sans erreur, substituer

la seconde des formules (4) a la formule (5). Observons toutefois que

1 erreur produite par cette substitution deviendra tres petite, si le

nombre n, etant positif, devient assez considerable pour que les

termes affectes des coefficients an , an+ t ,
. ,. puissent etre negliges

dans le developpement de f(V). Ce nombre n devenant de plus en plus

grand, la valeur de A n , que determine la formule (19) du 1, iinira
*
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par se reduire sensiblement a cello qu on obtient lorsque la serie com

prise dans le second membre est reduite a son premier terme. Done,

pour de tres grandes valeurs de n, cette formule, jointe a 1 equa-
tion (7) du meme paragraphe, donnera sensiblement

ou, ce qui revient au meme, dans le cas present,

(18) ~
f

f

-^-^e- P^dp^[ s ] n e-

Si Ton suppose, en particulier, f( =
(

i ~] , on se trouvera im-
\ x }

mediatement ramene a une formule connuc, et 1 equation (18) don

nera sensiblement, pour de grandes valeurs de n,

( } J_ f
n

cosnp ()*

- i -
P J

J&quot;_**

Au reste, la formule (17) n est pas seulement applicable au cas ou Ton

prend f(^) = (i x)~
s

: elle fournit generalement la valeur tres

approchee de An correspondante a de tres grandes valeurs de n, dans

une infinite de cas; et, pour que cette formule subsiste sans erreur

sensible, il suffit d attribuer a la fonction 9(3?) une forme telle que,

pour de tres grandes valeurs de n, le rapport se reduise sensible-
nn

ment a 1 unite.

263.

ANALYSE MATHEMATIQUE. - Memoire sur quelqucs formules relatives

aux differences finies.

C. R., T. XIX, p. ii83 ( 2 decembre 1844).

Les equations symboliques offrent un moyen facile d obtenir un

grand nombre de formules relatives au calcul des differences finies et
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de developper les fonctions en series. Lorsque les developpements

ainsi obtenus se trouvent composes d un nombre fini de termes, le

theoreme fondamental, relatif a la multiplication des lettres caracte-

ristiques, suffit ordinaircment pour prouver que ces developpements

representent les fonctions elles-memes. Mais, lorsque les developpe

ments s etendent a 1 infmi, les formules obtenues, cornme je 1 ai dit

ailleurs, ne se trouvent plus etablies que par induction, et ne subsis-

tent plus que sous certaines conditions determinees. Or ces condi

tions se reduisent, dans un grand nombre de cas, a celles qui expri-

ment que les series demeurent convergentes. C est ce que Ton pent

demontrer en particulier, comme on le verra dans le present Memoire,

a 1 egard de quelques formules rernarquables, dont 1 une a ete donnee

par Maclaurin, et sert a developper une integrale aux differences finies

en une serie dont le premier terme est une integrale aux differences

infmiment petites.

ANALYSE.

I. Considerations generates.

Soient f(a?) une fbnction donnee de la variable x, et

AJ? h

la difference time de cette variable. L equation

pourra etre presentee sous la forme symbolique

(1) f(j7 + A) = (n-

et Ton tirera de cette derniere formule

(2) f(j7

m etant un nombre entier quelconque. D ailleurs, si Ton represente

par la lettre A, non plus une caracteristique, mais une veritable quan-
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tite, on aura identiquement

(3) (l + A )
&amp;lt;^i4-^AH- ^f^W...,

(4) i-:(n-A-A)&quot;&amp;lt;--:(i+A) --A(i+ A)
- 1+ i^-T^A
v 1.2

et, suivant un theoreme fondamental facile a etablir, /es regies relatives

a la multiplication des lettres caracteristiques ne different pas des regies

relatives a la multiplication des quantites. Done les formules (3), (4)

continueront de subsister si A, au lieu de representer une quantite,

est une lettre caracteristique et indique une difference finie; de sorte

qu on aura encore

(5)

et

(6) f(&amp;gt;)

ou, ce qui revient au meme,

m m(

(8)

^A s
f(d7 + m&quot; 2 A) ....

I .2

Ajoutons que, si Ton remplace x par x raA dans la formule (8), on

en tirera

(9) f(jc mh) ^ i(x} -M( X - h) 4- --(-^-~^ A2
f(ar

- 2/0

Ainsi, le theoreme fondamental, relatif a la multiplication des lettres

caracteristiques, fournit immediatement les formules (7), (8), (9),

qui coincident avcc celles qu on obtient lorsqu on developpe suivant

les puissances ascendantes de A les binomes
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dans les seconds membres des equations symboliques

f( j? 4- mh] (14- A)&quot;*
f (d?),

dont la derniere peut etre reduite a

Remarquons d ailleurs que celle-ci est precisement celle en laquelle

se transforme 1 equation (2), quand on remplace m par
--m.

On pourrait encore, du theoreme fondamental que nous venons de

rappeler, deduire un grand nombre de formules deja connues pour la

plupart, et, en particulier, la suivante

A&quot;
l

[9(a?)x(a )] A &quot;

9 (.a?) 4- AX(^) A &quot;- 1

9(^4- h)

l
2 &quot;&quot; 2

I .2

qui, lorsqu on passe des differences finies aux differences infmiment

petites, reproduit 1 equation

!) ( uv) = u D v 4- Dw I)&quot;

- 1
v 4-

m(m ~
l) D 2 u D &quot;

- 2
&amp;lt; 4- .

I 1.2

Concevons maintenant que, dans les formules (7), (8), (9), m de-

vienne negatif; ou, ce qui revient au meme, concevons que Ton rem

place dans ces formules m par m. Alors les formules (7) et (9)

deviendront

(10) i(x

(u) f(^4-m/i) = f(a?)-4- -Af(a? A)4- ^Lll A 2
f(.r

-
2/z) 4-. . .

;

I 1*2

et les series comprises dans leurs seconds membres seront, pour des

valeurs positives de m, composees d un nombre infini de termes.
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Ainsi, par excmple, pour m = i, la formule (i i) donnera

(12) f(.r h)=t(x) Af(&amp;gt;r)4- A*f(j?)

Cela pose, les formules (10) et (i i) no pourront evidemment subsister

qu autant quo les series comprises dans leurs seconds membres seront

convergentes. J ajoute que, sous cette condition, elles subsisteront

toujours. Effectivement, supposonsconvergente la serie comprise dans

le second membre de 1 une de ces formules, par exemple de la for

mule (10), et representons par 9(0?) la somme de cette serie, en sorte

qu on ait

m . m(m -4- 1)
(i3) 9(#) f(#) Af(.r)-h- A2

f(a?) . . ..

On en conclura

9 (
x -+- mh )

f(x -f- m/ )
A f (a?

-

ou, ce qui revient au meme,

- -A + -(~
m

i 1.2

Mais, en vertu du theoreme fondamental ci-dessus rappele, on a iden-

tiquement

(i + A)
[i- ^

A + ^21 A*-. . .

Done on aura, en definitive,

et, par suite,

9(5-) f(.cc m/z);

en sorte que { equation (i3) pourra etre reduite a la formule (10). On

demontrerait, de la meme maniere, que la formule (u) est toujours

exacte dans le cas oil la serie que renferme le second membre de cette

formule est convergente.

Des remarques analogues peuvent etre appliquees aux equations

deduites des formules symboliques propres a representer les integrales
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ties equations lineaires aux differences finies. Entrons, a ce sujet,

dans quelques details.

Si Ton designe par F(A) une fonction entiere de A, puis par i (x) et

par u deuxfonctions, Tune connue, 1 autre inconnue de la variable x,

une equation lineaire aux differences finies et a coefficients constants,

entre u et x, pourra etre presentee sous la forme symbolique

De cette derniere equation, resolue symboliquement, on tirera

D ailleurs la formule de Taylor donne

ou, ce qui revient au meme,
A CAD_ i.

Done 1 equation (6) peut s ecrire comme il suit

(
1 6

)

Ce n est pas tout : si, en nommant xm la plus haute puissance de x qui

divise algebriquement la fonction F(#), on represente par

le developpement du rapport

suivant les puissances ascendantes de x, la formule (16) se trouvera

reduite a la suivante

OEuvres de C. S. I, t. VIII.
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dans laquelle on aura

II est done a presumer que la formule (17) fournira, du moins sous

certaines conditions, une integrate particulierc de 1 equation (16); et

1 on peut observer encore que, s il en est ainsi, on deduira aisement

de cette integrate particuliere 1 integrale generale de 1 equation (16),

en ajoutant a 1 integrale particuliere dont il s agit 1 integrale generale

de 1 equation lineaire

Mais il importe de rechercher quelles sont precisement les conditions

sous lesquelles subsistera la formule (17), et de prouver que ces con

ditions se reduisent a celles qui expriment que la serie comprise dans

le second membre est convergente. Pour montrer comment 1 on peut y

parvenir, examinons, en particulier, le cas ou 1 on a simplement

Alors la formule (i4) se trouvera reduite a 1 equation

(18) A = f(.r),

dont 1 integrale generale sera

u = Zf(x}.

De plus, la formule (16) deviendra

et, comme on a, pour un module de x inferieur a 27:,

I I I- *s o /
l-/

i ?

ex i x 2 1.2 1.2.0.4

c
{ , c a ,

c
3 ,

... designant les nombres de Bernoulli, c est-a-dire les rap

ports iii
~T; ) ~z. &amp;gt; ,
6 60 42
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1 equation (17) se reduira simplement a la suivante :

(19) u = h-1

i(x]dx -
1 2 1. 2 O

D ailleurs, pour que 1 equation (19) subsiste, il sera d abord neces-

saire que la serie comprise dans son second membre demeure conver-

gente; et, comme le module de cette serie ne differera pas du module

de celle qui aurait pour terme general

il est clair que la convergence de la serie comprise dans le second

membre de 1 equation (19) entrainera la convergence du developpe-

ment def(x-i-z) pour une valeur quelconque de z. Done 1 equation

de (19) ne peut subsister que dans le cas ou f(a?H-s) est toujours

developpable suivant les puissances ascendantes de z, et par conse

quent dans le cas oil /(a?) est une fonction toujours continue de la

variable x. J ajoute que, dans ce meme cas, la valeur de u, donnee

par la formule (19), representera necessairement une integrale parti-

culiere de 1 equation (18). En effet, on tirera de cette equation

/U.

-t- IL

f(z)dz - Af(a?)+ _L/iADf(^)
c

\
2 1.2 I .2.3.

les valeurs de A f(#), A D f(x~), . . . etant

)
= f(a;4-A) f(a?), ADf(a?) = D t(x + h) D f(

Or, dans 1 hypothese admise, le second membre de la formule (20)

sera une fonction toujours continue de h. On pourra done developper

ce second membre en une serie convergente ordonnee suivant les puis

sances ascendantes de A; et, si Ton represente par

AO, A&quot;i h, A 2/i , ...
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le developpement ainsi obtenu, on aura identiquement

2 1.2

Si maintenant on difference plusieurs fois de suite par rapport a la

quantite h 1 equation (21), et si Ton pose apres les differentiations

fi =. o, alors, en ayant egard aux proprietes connues des nombres de

Bernoulli, on tirera des formulcs (20) et (21)

On arriverait aussi a la meme conclusion en observant que le develop

pement du rapport
- ( hD ,\,

suivantles puissances ascendantes deA, doit se reduire identiquement

a 1 unite. Done 1 equation (21) donnera simplement

Done, lorsque la serie comprise dans le second membre de la for-

mule (19) sera convergente, la valeur de w, donnee par cette formule,

sera une integrale particuliere de 1 equation (18), et 1 integrale gene-

rale de la meme equation sera

(22) 2F(^)r=M + n(^),

H(x) designant une fonction periodique qui ne change pas de valeur

quand la variable x recoit un accroissement represente par h.

II. Application des formules etablies dans le premier paragraphs.

Si Ton suppose que la fonction jusqu ici designee par f(a?) se

reduise a 1 exponentielle
c-,

a designant une quantite constante, on reconnaitra que, dans ce cas,
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la formule de Maclaurin, c est-a-dire la formule (19) du I, subsiste

pour un module de h inferieur au module de De plus, dans la meme

hypothese, les formules (10) et (n) du I subsisteront, la premiere

pour un module de eah i inferieur a 1 unite, la seconde pour un mo

dule de e~ah i inferieur a 1 unite.

Concevons maintenant que Ton pose A# r, et de plus

(i)

Alors, en ayant egard a la formule connue

on trouvera

et generalement, pour une valeur quelconque du nombre entier /z,

Enfin, eu egard a 1 equation

qui subsiste pour une valeur quelconque de x, on pourra reduire la

formule (3) a celle-ci :

D autre part, A = A^? etant reduit a 1 unite, les formules (TO) et (n)
du I donneront

(5) t(x-m) = t(a;)

(6)

I 1.2

m . m(m
I A
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Or, dans le second membre de 1 equation (5), le terme general sera

Done, eu egard a la formule (4), ce terme general ne differera pas du

produit
TL T(a H- x} T(n -+- m) T(n a -+- b -f-i)

siri(a b)u T(m) T(n-^-i) T(n 4- x H- b -\- i)

qui, considere comme fonction de n, est proportionnel an suivant

T(n -+- m) T(n a-i- b -\-i)

r(n-hi) T(n H- x H- b H- i)

D ailleurs, pour de grandes valeurs de /z, on a sensiblement

et la serie qui a pour terme general la quantite

est convergente ou divergente, suivant que Ton a

m a x
&amp;lt;

o

OU
m a x

&amp;gt; o.

Done, dans 1 hypothese admise, la serie que renferme le second membre

de 1 equation (5) sera elle-meme convergente ou divergente, et la for

mule (5) sera ou ne sera pas verifiee, suivant que la difference

m a # sera inferieure ou superieure a 1 unite, c est-a-dire suivant

que Ton aura
x

&amp;gt;
m a

OU
x

&amp;lt;
m a.

Si de la formule (5) on passe a la formule (6), alors, a la place d
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1 equation (3), on obtiendra la suivante

T(a -+- x n)
L&quot;f(x-n) =

T(a _ b _ n)T(l&amp;gt; ^ x + i)

,

que 1 on pourra reduire a

.

s
. * n f

. .v . sin (a + .r)?: F ( n a + 6 H- i )
~

et, par suite, la formule (6) sera ou ne sera pas verifiee, suivant que

la quantite
m -+- b -+- x i

sera inferieure ou superieure a i, c est-a-dire, en d autres termes,

suivant que Ton aura
x + m -+- b

-&amp;lt;
o

OU
x H- m H- b

&amp;gt;
o.

Concevons maintenant que dans la formule (i) on pose

a = s, b = o,

et que Ton prenne pour valeur de x un nombre entier; alors la fonc-

tion f(#) se reduira simplement a la valeur de [s]x , determinee par la

formule

r
-. _ s(s -+- 1). . .(^4- x i )

IS1*~ !.2...^~

et 1 equation (5) donnera

I .2

De plus, comme on tirera de la formule (2)

la formule (9) se reduira simplement a la suivante :

t r i -r i
m

r n
/n ( /n + 1

) r
(IO) I s \x-rn I s \x

-
Is ]

Ja;-Hi +
^~~T

L 5
~ 2
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Enfm, d apres ce qui a ete dit ci-dessus, la formule (10) sera ou ne

sera pas verifiee, suivant que Ton aura

x
&amp;gt; m s

ou
x

&amp;lt;C
m s.

Ajoutons que, si Ton remplace m par m, on tirera des formules (5)

et (6), quelle que soit la valeur entiere dc x,

m m(m i )

et

_ m m(m i)
Jtf m {.$ \x

&quot;

|_* \x ^~ &quot;

^

~

t 2

264.

ANALYSE MATHEMATIQUE. - - Memoire sur plusieurs nouvelles formules

qui sont relatives au developpement desfauctions en series.

C. R., T. XIX, p. 1194 (2 decembre 1844).

J ai donne, dans la derniere seance, une nouvelle formule generate

qui se rapporteau developpementdes fonctions en series; j
ai reconnu

depuis que cette nouvelle formule peut etre transformee en deux autres

tout aussi generales, mais plus simples encore, qui s appliquent avec

beaucoup d avantage aux calculs astronomiques. J ai d ailleurstrouve

les conditions precises sous lesquelles les trois formules subsistent,

et les modifications qu on doit leur faire subir pour les rendre rigou-

reuses, quand elles fournissent seulement des valeurs approchees des

fonctions que Ton considere. Enfm, je suis parvenu a divers moyens

d etablir directement ces formules. Tel est 1 objet du present Memoire.

Les resultats nouveaux qu il renferme et leur evidente utilite me
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clonnent lieu d esperer qu il sera favorablement accueilli par les geo-

metres.

ANALYSE.

I. Recherche et demonstration des noavelles formules.

Nommons F(a?) une fonction donnee de la variable x, et concevons

que, pour des valeurs de x comprises entre certaines limites, le coef

ficient de xm dans le developpement de F(a?) en serie ordonnee suivant

les puissances entieres, positives, nulle ct negatives de a-, soit repre-

sente par Am , en sorte qu on ait

la somme qu indique le signc I s etendant a toutes les valeurs en

tieres de m. Supposons d ailleurs la fonction F(a?) decomposer en

deux facteurs dont 1 un se trouve represente par f(a?), 1 autre par

o(0a?), designant une constante qui pourra se reduire a 1 unite. Soit,

en consequence,

(a) V(x) = y(Qx)t(x),

et posons encore

(3) y(x)=Zkm x&amp;gt;, t(x) = 2am x&amp;gt;,

les sommes qu indique le signe 2 s etendant toujours a toutes les va

leurs entieres, positives, nulle et negatives de m. On tircra de la for-

mule (2), en designant par n une valour particuliere de m,

(4) A
/z r=... + _

1^ 1
^+ 1 4- ^9^+a 1 /f,J_ 1 5 l -&amp;gt;+ ...,

ct Ton pourra encore presenter 1 equation (4) sous 1 une ou 1 autre des

deux formes

(5) k n ^am fc
fl_m On-

,

Or de 1 equation (G) on peut immediatement deduire les trois nou-

OKuvres de C. S. I, t. VIII. 43
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vclles formules qui sont 1 objet special de ce Memoirc, ct dont 1 une a

ete deja obtenue dans la derniere seance, en operant comme il suit.

Considerons kn+m comme fonction de m, et supposons que la fonc-

tion de x, representee par kn+x , rcstc continue avec sa derivee pour

tout module de x inferieur a 7??. La formule de Taylor donnera

m

De plus, les deux equations

Di . m(m i)

(8) k^m=kn+ -Mn 4- -

\-^

m . , m(m -hi)
(9) km+m= k

I

subsistent generalement Tune et 1 autrc pour toutes les valeurs de m

qui permcttent aux series que ces equations renfcrment d etre conver-

gentes. Cela pose, concevons que Ton combine 1 equation (6) avec

1 une des formules (7), (8), (9), et supposons que a_m se reduise a

zero, pour toute valour de m qui rend divergente la serie comprise

dans le second membre de la formule que Ton considere. On trouvera

successivement

(11) An=9-k,^a^m 9 -+

(12) AB=^r*a2a_M94-^2

D ailleurs, la seconde des equations (3) peut s ecrire comme il suit

(13) f(x) = 2a-m a;-m
,

et de cette derniere on tire, non seulement

(14)
^ ma-m x-m= (- \Y f(a;),

les fonctions
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etant deduites les unes des autres a 1 aide de la formule

f()= ]&amp;gt; &.(),
mais encore

I iw(/n + i). ..(m + n \}a_m x~m ( i) ^&quot;D f(.r)

ou, ce qui revient au mcme,

(i5) 2m(i + i)...(iw + i)a_,3r-~=:( i)d?
a fa (aO,

et, de plus,

par consequent

tl I y /7 -r- &quot;

1 I I ft &amp;lt;*m
x

i

OL

(16) 2/M(w i)...(w /i + i)a_ /;t a7
w =a; B D*f

Si maintcnant on pose x = G~ dans les formules (i4) C
1 ^), et a? =

dans la formule (iG), on trouvera

2 w(m i).. .(m /t+ i)a_w,0 = rt Do fCO-
1

et par suite les equations (10), (n), (12) donneront

(18) A /i=0

(.9) A==e

Considerons specialement le cas ou le developpement de f(a?) rcn-

ferme seulement des puissances negatives dc x. Dans ce cas, #_, ne

cessera d etre nul que pour des valeurs positives de m; et comme,

pour de telles valeurs, la formule (8) so verifie toujours, le second

inembre de cette formule etant alors reduit a un nombre fini de

termes, on pourra compter sur 1 exactitude de la formule (18).
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Si Ton suppose, en particulier,

?(*)= (i *)&quot;*,

.^lors, en faisant, pour abreger,

_ s(s-+-i). . .(s-f- n i)
I
s ]n
-

i . 2 . . . n

on aura

et Ton tirera de la formule (18)

(20) A w= 0&quot;

ou, ce qui revient au meme,

D autre part, pour obtenir la valeur de An , represented par une inte

grale definie, 11 suffit generalement de poser

x eP^- 1

dans la formule

(22) A=
2

ct par suite, dans 1 hypothese admise, cette valeur deviendra

Done, lorsque le developpement de f(a?) renfermera seulement des

puissances negatives de x, alors, en posant x = ep ^~* , on aura

(23)

i C
i /

( -|-r)(n-4-
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Si, dans cette derniere equation, on posait

= a,

on obtiendrait la formule

,

-dpV

I j _i i _J: ________ i / i _i
&quot; / e \ i I

^^ P
(i 6) |_

+i i i ao (+i)( + 2) 1.2 \i ao/

qui comprend elle-meme, comme cas particulier, 1 equation connue

S(S+I) (S I) (.9 2)5

II. Des restes qui complete/it les series comprises dans les nouvelles

formules, lorsque I on arrete chaque serie apres un certain noinbre de

termes.

Les trois formules generates auxquelles nous sommes parvenus,

c est-a-dire les equations (17), (18) et (19) du I, fournissent cha-

cune la valeur de la fonction An representee par la somme d une serie

composee d un nombre infmi de termes. On peut demander quel est le

reste qui doit completer chaque serie, quand on la suppose arretee

apres un certain terme. On resoudra aisement ce dernier probleme

par une methode qui donnera en meme temps une demonstration nou-

velle de chaque formule, en operant comme il suit.

Si, dans la formule (22) du I, on substitue la valeur de F(#) tiree

de 1 equation

on trouvera

(0 ^^ f *-&amp;lt;p(0*
27T ^-u
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la valour de x etant

et designant une constante quo Ton pourra supposer, non seuleraent

reelle, mais encore tres peu differente de 1 unite, on memo reduite ii

I unite. En consequence, la valeur de pourra etre supposec telle que

la fonction

reste continue par rapport a / entre les limites

a:

OC, t=
~Q

Admettons cette hypothese. La valeur moyenne de la fonction

qui, en vertu de 1 equation (i), represente precisement le coeffi

cient A
rt , ne variera pas quand on y rcmplacera x par

- Elle sera

done equivalente a la valeur moyenne de la fonction

de sorte qu on aura encore

(a) AS=|1^V ^(

Cela pose, faisons, pour plus de commodite,

En developpant &amp;lt;\&amp;gt;(p)

suivant les puissances ascendantes et entieres

de p, on trouvera generalement

(3)

rm designant un reste qui pourra etre represente par une integrate
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definic simple. Ainsi, en particulier, pour determiner rn , on pourra

recourir a 1 une quelconque des deux formules

la valeur de - etant

et p designant un module superieur a la valeur numerique de Tangle p.

D autre part, en differential plusieurs fois Tequation

t posant, pour abreger,

on trouvera

et, par suite, on aura generalement

Done 1 equation (3) donnera

.

Or, si Ton substitue la valeur precedente de f( - dans 1 equation (2),

alors, en posant, pour abreger,

(7)



3U COMPTES RENDUS DE L ACADEMIE.

on obtiendra la formule

&quot;*-

D
&quot;&quot;&quot;

(8) A,= ^

la valeur de R^ etant

(9)
71

Si Rm decroit indefmiment pour des valeurs croissantes de m, la for

mule (8) deviendra

(10) . .
1

J

et Ton se trouvera ainsi ramene a 1 equation (17) du I. Mais cette

equation cessera d etre exacte dans le cas contraire, et alors, pour la

rectifier, il suffira d arreter, apres un certain nombre m de termes,

la serie que renferme le second membre, puis d ajouter a ce second

membre le reste represente par ROT . On peut observer que ce reste,

determine par 1 equation (9), se trouvera exprime par une integrale

double, attendu que rm se trouve deja exprime par une integrale

simple, en vertu de la formule (4) ou (5).

Nous venons d indiquer, avec plus de precision que nous n avions

pu le faire dans le Memoire presente a la derniere seance, la condi

tion sous laquelle la formule (10) est rigoureusement exacte. Cette

condition est que le reste R7n devienne infmiment petit pour des

valeurs infmiment grandes de m. Elle se trouve toujours remplie

lorsque le reste rm devient lui-meme infmiment petit pour des valeurs

infmiment grandes de m\ par consequent, lorsque la fonction

est developpable en serie convergente ordqnnee suivant les puis

sances ascendantes de p, pour tout module de p inferieur a ~, ou,

ce qui revient au meme, lorsque, pour tout module de p inferieur

a z, 1 expression
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reste fonction continue de p. Ces observations eclaircissent et rec-

tifient ce qui pouvait demeurer obscur on inexact dans les remarques
faites a la page 821, et nous ajouterons a ce sujet que la formule (5)

de cette page ne doit pas etre distinguee, comme elle nous avait paru

devoir 1 etrc au premier abord, du systeme des formules (4) \ibidem\.

Goncevons maintenant que, au lieu de developper la fonction

suivant les puissances ascendantes de
/&amp;gt;,

on pose dans cette fonction

et qu on la developpe suivant les puissances ascendantes de t\ alors

on trouvera

le reste rm pouvant etre represente par une integrate definio simple

et, en particulier, par 1 une quelconque de celles que renferment les

deux formules

dans lesquelles on aura encore

z =-
p ea v

/7r^
,

le module p de z etant superieur au module de t, et, de plus,

C4) \ *= fLTL

Si d ailleurs on suppose la valeur de ROT toujours liee a celle de rm

OEuvresde C. S. I, t. VIII. ,4
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par la formulc (9), alors, on ayant egard aux equations (7) et(i4)

on tirera des formules (2) et (i i)

=*
[*. f(j)

- I&quot; A*.., f
(1)

+ . . .

Si lo reste Rm devient infiniment petit pour des valours intiniment

grandes de /w, 1 equation (i5), reduite a la formule (19) du 1,

deviendra

06) A,=
fl-[*.f

(- )- -^A^_.,f (9-
I

) + ^A A:,...^-*)-...
|.

Cette derniere sera done verifiee lorsque la fonction

sera developpable, pour tout module de p inferieur a -, suivant les

puissances ascendantes de la variable

e

Supposons enfin que, dans la fonction

/T\
.

&amp;lt;^&amp;gt;

on pose

-=04-*,

par consequent

et que Ton developpe

i

X I

suivant les puissances ascendantes de t. Alors on trouvera

le reste rm pouvant etre represente par une integrale definie simple,
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et, en particulier, par Pune de celles que renferment les fnrmules

-fl

dans lesquelles on aura encore

z ^^ t

le module p de z etant superieur au module de t, et, de plus,

(20) f = 0(i a?- 1

).

Si d ailleurs on suppose la valeur de R/n toujours liee a celle de rm par

la formule (9), alors, en ayant egard aux equations (7) et (20), on

tirera des formules (2) et (17)

U /H .

Si le reste Rw devient infiniment petit pour des valeurs intiniment

grandes de m, 1 equation (21), reduite a la formule (18) du I,

deviendra

(22) A
J,= e*rAr

J,f(9-)-hyAAr,Def(^-
1

)-f--^A*A:,Def(9-
1
)-h.

Cette derniere sera done verifiee lorsque la fonction

sera developpable, pour tout module de p inferieur.a z, suivant les

puissances ascendantes de la variable
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265.

ANALYSE MATHKMATIQUE. Note sur I application des nouveUesformules

a I Astronomic.

C. R., T. XIX, p. 1228 (9 decembrc 1844 ).

Les nouvelles formules que j
ai donnees dans les precedents Me-

moires peuvent etre appliquees avec avantage, comme
j
en ai deja

fait la remarque, a la recherche des inegalites que presentent les

mouvements des planetes et des cometes elles-memes. Pour rendre

cette application plus facile, il importe de decomposer en facteurs la

fonction perturbatrice relative au systeme de deux planetes, et spe-

cialement la partic de cette fonction qui est reciproqucment propor-

tionnelle a leur distance mutuelle. Cette decomposition sera 1 objet

de la presente Note, dans laquelle je montrerai d ailleurs comment on

peut determiner, a 1 aide de formules simples et d un usage com

mode, les racines de 1 equation qu on obtient en egalant a zero la dis

tance mutuelle de deux planetes, consideree comme fonction de Tex-

ponentielle qui a pour argument Tune des anomalies excentriques.

ANALYSE.

Soient

i la distance mutuelle de deux planetes m, m -;

T, T leurs anomalies moyennes;

\&amp;gt;, \&amp;gt;

leurs anomalies excentriques.

Le calcul des inegalites periodiques produites dans le mouvement de

la planete m par la planete m , et dans le mouvement de la planete m
par la planete m, exige le developpement du rapport

suivant les puissances entieres positives, nulle et negatives des expo-
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nentielles

e*J~l , eTV-~i.

Si Ton nommc en particulier

An 61 J^n , n

les coefficients des exponentielles

en TJ^l e i e!&quot;f-nT) v/=a

dans le developpement dont il s agit, on aura

(r) A-= - f -e&quot;
T^dT

J-K*

et

(a) \,,;- n=:- f Ave-^ ^rfT.
^ TC

Comme on a d ailleurs, en nommant ,
E les excentricites des deux

orbites,
T

4; esinT, T --
vp g sin^ ,

les formules (i), (2) pourront etre reduites aux suivantes :

(a,

En vertu de la formule (4), AB
-

f

_ n sera la valeur moyenne de la fonc-

tion de ^ represented par le produit

(5) A-(i scosip)c&quot;
T ^~ !

.

De plus, 1 equation (3) peut etre reduite a la formule

(6)
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et, si Ton pose, pour abreger,

on aura

cosd/ -
(
x H--- ), TiY sin d/ v/ i f( a; -

)

2 \ ^/ V */

Done alors la formule (6) donnera

(7) A
&quot;

la valeur de F# etant

-
)

/ t-&quot;
/ t

v

0&quot;)

et Ton en conclura que An represente precisement le coefficient de a?&quot;

dans le developpement de la fonction
F(&amp;lt;r)

suivant les puissances

cntieres de x. II est d ailleurs important d observer que, dans la for

mule (8), t designe une fonction de Tangle &amp;lt;]/, par consequent de la

variable x, et meme une fonction algebrique dont la forme irration-

nelle se determinera comme il suit.

Ainsi que je 1 ai remarque dans la seance du 5 aout dernier, la

valeur generate de *
2
est de la forme

&amp;lt;]?
a) -bcos(^ 6) b cos(J;

(9) + c cos( ^ -t- ty y ) + i cos 2^ 4- i

h, k, b, b , c, i, i designant des constantes positives, et a, , ?
, y des

angles constants. II y a plus : si Ton pose

H= h bcos(4 6),

Kcosw kcos(^ a) -H ccos(i{; y) b cosS ,

Ksinu =ksin (^ a) -csin(^ y) b sinS
,

la formule (9) deviendra

(10) t
2 K 4- H cos

(&amp;lt;|/

co
) -hi cos av|/,
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ou, ce qui revient au meme,

Si maintenant on pose, pour abreger,

K H
-7-p,

3i/

on aura simplement

(n)

et par suite 1 equation
t

pourra etre reduite a la suivante

(12) x-^ -- H- ap oce- w v-+ ewv/-i + gq
_

r o
.3? \ JC

ou, ce qui revient au meme, a la suivante

Soil

a: = a e? v
7

une racine de 1 equation (12) ou (i3), 1 arc 9 etant reel aussi bien que
le module a, on aura identiquement

et, comme cette derniere formule ne sera point alteree quand on rem-

placera o par
- il est clair qu on verifiera encore 1 equation (12) ou

(i3) en prenant

Done les quatre racines de 1 equation (i3) se correspondent deux a

deux, de maniere a offrir, avec un meme argument, deux modules
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inverses Tun de 1 autre; done ces quatre racines seront de la forme

o, b designant des quantites positives, et 9, y des arcs reels. Done la

formule (IT) donnera

o
&amp;lt;y2

\
\ fl / \4 \AS \ / \

et, si Ton fait, pour abreger,

DC*: -.r ,

on aura simplement

(
, 5

)
fc
i= (i

- axe-^~l

) (i
- u^- ^v&quot;) (i

- bg g-Xv=i) (i
- b.r- e**

-
)
c(?4

.
x)^

De plus, comme, en ayant egard a la formule a? = c* ^~ l

, on trou-

vera

(i lljje-?*
&quot;&quot;

1

) ( I dr~1 ?/r*) rr: I
- 20 COS(d &amp;lt;p)

-r-
2

&amp;gt;
O

et

( i b x t -V. v
7-

) ( i b x~ l
6*-

v

) = i 2 b cos ( 41 x ) ~*~
^

&amp;gt;

il est clair que la fraction comprise dans le second membre de la for

mule (i5) offre une valeur reelle et positive. Done, puisque t
2 est lui-

memc reel ct positif, on aura necessairement

et, par suite,

Done les quatre racines de 1 equation (i3) seront de la forme

a &amp;lt;??

/rT
,

-- e? *
f
~

l

,
be-**~l

, ^
a b
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et 1 equation (i5) se reduira simplement a celle-ci :

( j , rf. p J~ 1 \ / .

(.6) t=^ &quot;XG )(l

On aura done, par suite,

j _i ,

(17)
- = 3r(i-

Telle est la valeur de -
qui devra etre substitute dans le second membre

de la formule (8).

On peut remarquer encore que, si Ton pose, pour abreger,

f] tang(| arc sin s ),

on aura
aw

/a

/ . (i 2Y) cOSd + Yl
2 YJ

et, par suite,

(18)

Lorsqu on veut appliquer les formules precedentes au calcul des

inegalites quepresentent les mouvements des astres, il importe d eva-

luer en nombres les modules et les arguments des quatre racines ima-

ginaires de 1 equation (i3). Soient

ces quatre racines, en sorte qu on ait

On pourrait, en ayant recours au precede le plus generalement suivi,

ramener la recherche des racines

45
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et, par suite, celle des quantites reelles

a, b,
&amp;lt;p,

a la resolution de 1 equation du troisieme degre qui a pour racines les

carres des trois sommes

37j f~ 3C*i
- ^3 ^k) ^

\ ~~t~ *^3 *^2
~&quot;~~

*^4? &
\ ~\~ 30]+

~~~~ &% ^?3

Mais il sera mieux encore de reduire la determination des quantites

o, b, 9

a la resolution de 1 equation du troisieme degre qui a pour racines les

moities des trois sommes

attendu que ces trois sommes s expriment tres simplement en fonc-

tion de n, b,
&amp;lt;p,

a 1 aide des formules

i a b
-=- 2 cos 2 o, j?,^ 4- x*xk -. ab H -&amp;gt; lk 3

ab b a

Designons par
y\&amp;gt; y* y*

les moities de ces trois sommes, et par y Tune quelconque d entre

elles. On aura

i / i \ i / tt b

(.9) r*= co8 a9, j^-^-H-J, 73--^H-

et 1 equation du troisieme degre

(y ri) (y 72) (y y*) =

se reduira, en vertu de la formule (i3), a la suivante :

(20) J 3 2 Q/
2 + (P

2 Oy + 3q p
2 COS2W ~ o.

De plus, si Ton pose dans cette derniere

y~ -hq,
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les valeurs de
&amp;lt;, ^ etant determinees par les formules

(22) &amp;lt;?=:3q
2

(p i)(p 4-1), $_= 2q(q i) (q -HI) p
2
(q cos2),

on, ce qui revient au meme, par les formules

(28)
&amp;lt; = 3q

2

p
2+ i, ^&amp;gt; q(2q- p

2
) -4- p

s cos2co 2q.

II suit des formules (19) que les trois racines de Pequation (20)

sont reelles. Done on pourra en dire autant des trois racines de

1 equation (21), ce qui suppose que la valeur &amp;lt; reste positive. Or,

dans cette supposition, on tire de 1 equation (21)

(24) t = ,

les valeurs de &amp;lt;?R. et de a etant determinees par les formules

(25) Arc:

Par suite, si Ton pose, pour abreger,

T =r arc cos

en sorte que T designe un arc renferme entre les limites o, -rc, les trois

racines de 1 equation en s seront

cos

T _ 2 7T

et les trois racines de 1 equation en y seront

IT* i 9 TT

(26) q+^lcos^? q 4- ^-cos 2

J

-&amp;gt; q-H^Rcos
O O

De ces trois racines, la plus petite, abstraction faite du signe, restera

inferieure a 1 unite et sera la valeur de

(27) J, -COS 2 9.

Les deux autres racines, positives et superieures a 1 unite, seront les
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valeurs des demi-sommes

1 / i \ i /a b

(28) j2
- ab H- -

, y _ + .

2 \ ab/ a \b a

D ailleurs, comme on 1 a remarque, les racines de 1 equation (i3),

prises deux a deux, se correspondent de maniere a offrir deux modules

inverses 1 un de 1 autre, et dont 1 un est necessairement inferieur a

1 unite. On peut done, dans les calculs qui precedent, supposer les

modules a et b inferieurs a 1 unite; et, si 1 on designe par a le plus

grand de ces deux modules, on aura

Dans cette hypothese, y 2 sera la plus grande des deux valeurs de y qui

surpassent 1 unite. Ajoutons que Ton tirera des equations (28)

(29) ab _-tang (fare sin
j,

- = tangf | arc sin
j,

et que, apres avoir ainsi determine les valeurs des quantites positives

ab,
-

,

il suffira, pour obtenir a et b, d extraire les racines carrees de leur rap

port et de leur produit. Quant a Tangle cp,
il ne se trouvera pas com-

pletement determine par la formule (27), a laquelle il convicndra de

substituer celle que nous allons maintenant etablir.

La valeur de i2
, exprimee en fonction de x, doit rester la meme,

soit qu on la deduise de la formule (i i) ou de la formule (16) ; on doit

done avoir identiquement, quel que soit x,

(^e-w v^- 1 + lew V-:M 4-6q
\ X J

_
Si 1 on remplace &t~

2

par sa valeur r et a? par e^ v- dans 1 equation
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preeedente, on en tirera

+ 2p cos((|/ &&amp;gt;)
+ 3q

(3o) _ [[ 2ocos(^ 9) + a 2
] [i 2bcos(4 -+- 9)
2flb

De plus, si, dans Tequation (3o), on remplace Tangle &amp;lt;]/ qui reste

arbitraire par v[/+ IE, elle donnera

cos 2 4 2p cos (ty to) -+- 3q

[i -;- 20 cos(4// 9)4-a
2
][i-f-2b cos(&amp;lt;|/-H 9) + b 2

]

Enfin, si Ton combine par voie d addition et de soustraction les for

mules (3o) et (3i), on en conclura

(4 9) cos (^ 4- 9)

ou, ce qui revient au meme,

(32) 3q =

et

(33) 2 p cos (4 w)- - (a + -
j
cos(^ + 9) (

b -+- -r
j cos(^ 9).

L equation (82) qui, comme la formule (27), fournit seulement la va

leur de cos2cp, ne peut servir a determiner completement Tangle &amp;lt;p.

Mais il n en est pas de meme de Tequation (33), et si, dans cette der

niere, on pose successivement

on en tirera

2 p cos co 20 sin co

(34) cos9= , sm9 -
i i

OH 4-b-f-- V-
a b

Or il est clair que les formules (34) determinent completement la



358 COMPTES REND US DE L ACADEMIE.

valeur de
&amp;lt;p

ou plutot le point do la circonference avec lequel coincide

1 extremite de Tare represente par la lettre
&amp;lt;p.

II est important d observer que, si Ton nomme E, E les excentricites

des orbites des deux planetes m et m , les valeurs de i, i seront

Done, si Ton designe par m une des anciennes planetes, la valeur de i

sera generalement tres petite. Done alors la valeur de t
2

, deterrninee

par 1 equation (10), se reduira sensiblement a

(36) tV--II + Kcos(J/ w).

Par suite, deux racines de 1 equation (i3), celles-la memes que nous

avons representees par les produits

se reduiront sensiblement aux deux valeurs de

qui seront detcrminees par la formule

(3 7 ) H + Kcos(v{; &&amp;gt;)

c est-a-dire aux deux racines de 1 equation

(38) H + i

D ailleurs, si Ton pose, pour abreger,

(K\| arc sin ^ j,

les deux racines de 1 equation (38) sont

(89) 37 = 0ew iFi

~, x \e*
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Done, si Ton prend pour m une des anciennes planetes, la racine de

1 equation (i3), representee par le produit

aura pour valeur approchee le produit

Alors aussi celle des racines de 1 equation (i3) que represente le pro

duit

deviendra sensiblement nulle, en sorte que sa valeur approchee sera

reduite a zero. Ajoutons que, en partant des valeurs approchees que

nous venons d obtenir pour les deux racines

on pourra les determiner 1 une et 1 autre, tres facilement et avec une

grande exactitude, en appliquant la methode des approximations suc-

cessives, donnee par Newton, a 1 equation (i3) presentee sous la

forme

(4o) xx -f- Qe&amp;lt;^ + i

1~ - -
o.

266.

ANALYSE MATIIEMATIQUE. - - Memoire sur une extension rcmarqliable que

Von pent donner aux nouvelles formules etablies dans les seances

precedentes.
C. R., T. XIX, p. 1 33 1 (16 decembre 1844).

Les nouvelles formules que j
ai donnees dans les precedentes

seances, pour le developpement des fonctions en series, peuvenf.
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encore etre generalisees. Si, parmi ces formules, on considere spe-

cialement celles qui renferment des differences fmies, on reconnaitra

qu elles se trouvent comprises, comme cas particuliers, dans une for-

mule plus generate et tres simple, dont les divers termes sont respec-

tivement proportionnels aux differences fmies successives de diverses

fonctions qu il est facile de calculer. Gette derniere formule, aussi

bien que les autres, peut etre appliquee avec avantage a la solution

des problemes de haute analyse. Goncevons, pour fixer les idees,

qu on la fasse servir au developpement d une fonction en serie de

termes proportionnels aux diverses puissances entieres, positives,

nulle et negatives d une exponentiellc trigonometrique. Alors on

se trouvera precisement ramene aux conclusions que j
ai deja enon-

cees dans un article que renferme le Compte rendu de la seance du

9 aout 1841.

ANALYSE.

Soient F(a?) une fonction donnee de la variable x, et a une con-

stante reelle ou imaginaire dont le module a ne surpasse pas 1 unite.

Supposons d ailleurs que la fonction

et meme la fonction
r

a

restent continues par rapport a la variable x, pour tout module de

cette variable inferieur a une certaine limite qui surpasse 1 unite. Cha-

cune des fonctions
T

r

sera, pour un tel module, developpable on serie convergente ordonnee

suivant les puissances entieres positives, nulle et negatives de x. Or,

soit A
rt

le coefficient de xn dans le developpement de F(o?), et desi-

gnons par/? un arc reel; alors, en prenant
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on aura

et Ton trouvera encore, en remplac.ant x par -&amp;gt;

n
- or-

Supposons maintenant que F(a?) se decompose en deux facteurs,

dont Tun soit represente par f(#), 1 autre par &amp;lt;p(ao?),
en sorte qu on

ait

(3) F(^) 9(aar)f(;r)

et, par suite,

La formule (2) deviendra

(4) ^*=

Pour deduire de 1 equation (4) les formules (17) et (18) de la

page SSg, il suffit de poser

en sorte qu on ait

( &quot;

) X I

et

(7) -=

puis de developper, suivant les puissances entieres et ascendantes

de y, lafonction
f^j, apres y avoir substitue la valeur precedente

de x ou de
l
-- Mais on obtiendra une formule encore plus generale, si,

OEuvres de C. S. I, t. VIII. (3
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la fonction f(x) etant elle-meme decomposer en deux facteurs

/i\ .,

Pi -
)&amp;gt;

en sorte qu on ait
\ nr I *

\&J

et

on developpe, suivant les puissances ascendantes de y, la fonction

/ &\
f -

) dont les deux facteurs sont
\a)

r
a

1

V a &amp;gt;

apres avoir reduit ces deux facteurs aux formes

en substituant, dans le premier, la valeur de x tiree de I equation (6),

et dans le second la valeur de - tiree de I equation (7). Alors, en sup-

posant que Ton ait, pour des valeurs quelconques des variables x, y,

(9)

on tirera de I equation (9) jointe a I equation (5)

(10) $(x,y) =

et par suite laformule (4) deviendra

(n) A
&quot;=i

D autre part, en developpant, suivant les puissances entieres de y, la

fonction $(x t y) determinee par I equation (9), on trouvera
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Xm designant une fonction de ay, entiere, et du degre TO, determinee

par la formule

en sorte qu on aura, non seulement

mais encore

et le reste rm pouvant etre represente par une integrate definie simple,

du genre de celles que nous avons mentionnees dans le precedent

Memoire. Si d ailleurs on pose, pour abreger,

(i6) K=-
27T

a r
&amp;lt;

(\ n ^
T n \ K I y ^ r*

I?) R
&quot;-^

*
&quot;

alors, en admettant que la caracteristique A des differences finies soit

relative a 1 exposant n, on tirera de la formule (16)

ou, ce qui revient au meme,

i r*
(Q

^ A - -
^7-

-wr ,

lo) -\ lvwj=^ I ^C~ ^-/w K ?V*P
27lJ_ u

et de la formule (i i), jointe a 1 equation (12),

(19) A /l =a&quot;(K 4- AKjH- A2K 2+ . . . -t- A &quot;- 1
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Si le reste R/n devicnt infiniment petit pour des valeurs infmiment

grandes de m, 1 equation (19) donnera simplement

(20) A=a*(Ko+ AK
1 +-

C est cc qui aura lieu, en particulier, si le reste rm devient lui-meme

infiniment petit pour des valeurs infiniment grandes de m. Ajoutons

que cette derniere condition sera certainement remplie si
#&quot;(#, j)

est developpable en serie convergenteordonnee suivantles puissances

ascendantes de la variable y, pour tout module de cette variable infe-

rieur a 2; car le module 2 est evidemment le plus grand de ceux que

peut acquerir la valeur de y determinee par le systeme des deux equa

tions

y x~ l
i, x eP*J- 1

,

la lettre/? etant supposee representer un arc reel.

II est bon d observer que, si Ton pose, pour abreger,

(21) kn
-
2

la formule (16), jointe aux equations (i3), (i4) (i5), donnera

(22) K0=*f

(28)

et generalement
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Si Ton suppose, dans la formule (8),

on en conclura

et la formule (24) deviendra

Done alors 1 equation (19), reduite a la forme

coincidera precisement avec la formule (i5) de la page 346.

Si, dans la formule (8), on suppose

on en conclura

par consequent

Done alors 1 equation (24) donnera

et 1 equation (19), reduite a la forme

(26) A n=a-\kn f(a-^+ ^AkDa f(a-t)+ ...+ - - A k.D?-
1

f(a-

coincidera precisement avec la formule (21) de la page 347.
Dans un prochain article, je montrerai 1 utilite des formules gene-

rales que je viens d etablir, specialement des formules (19) et (20),
dans la recherche des developpementsdes fonctions et, en particulier,

de la fonction perturbatrice relative au systeme de deux planetes.
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267.

ANALYSE MATHEMATIQUE. Memoire sur quelquespropositionsfondamentales

du calcul des residus et sur la theorie des integrates singulieres.

C. R., T. XIX, p. i337 (16 decembro 1844).

I. Considerations generates.

J ai, dans le I
er Volume des Exercices de Mathematiques, applique le

calcul des residus a la recherche et a la demonstration de diverses

proprietes que possede une fonction f(z) d une variable reelle ou

imaginaire s, en supposant, comme je 1 ai dit a la page 98 (theo-

reme 1) ( ), qu a chacune des valeursde z que Ton considere, corres

pond une valeur unique et determinee de la fonction f(z). Cette etude

m a conduit (p. 109 et no) (
2

)
a une formule qui est 1 expression

pure et simple d un theoreme fondamental et tres general dont voici

1 enonce :

THEOREME I. Si le produit de la fonction f(z) par la variable z se

reduit, pour toute valeur infinie, reelle ou imaginaire de cette variable, a

une constante determinee $, le residu integral de la fonction se reduira

lui-meme a cette constante.

THEOREME II. Si la constante $ s evanouit, le residu integral de la

fonction s evanouira pareillemenl .

Cette seconde proposition, enoncee a la page no du Volume deja

cite, est, comme on le voit, une consequence immediate de la pre

miere.

II y a plus : destheoremesqueje viensderappeler, on deduit encore

d autres propositions fondamentales qui se trouventdiscutees et deve-

( ) OEuvres de Cauchy, S. II, T. VI, p. 127.

(*)
t
lbid., p. 141.
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loppees dans le IP Volume des Exercices (p. 277 et suiv.) (
(

). La pre

miere est le theoreme dont voici 1 enonce :

THEOREMS III. Si, en attribuant au module de la variable z des

valeurs injiniment grandes, on pent les choisir de maniere que la fonc

tion f(z) devienne sensiblement egale a une constante determinee 3, ou

du moins de maniere que la difference entre la fonction et la constante

reste loujours finie ou infiniment petite, et ne cesse d etre injiniment petite

en demeurantfinie que dans le voisinage de certaines valeursparticulieres

de I argument de la variable z
; alors, pour une valeur quelconque de

cette variable, la fonction f(z^) sera equivalente a la constante $, plus a

une somme de fractions rationnelles qui correspondront aux diverses

racines de I equation

Si la fonction f(z) ne devicnt jamais infinie, alors, 1 equation

O

n ayant plus de racines, les fractions rationnelles disparaitront. Done

le theoreme III renferme, comme cas particulier, la proposition sui-

vante :

THEOREME IV. Si, pour chaque valeur reelle ou imaginaire de la

variable z, la fonction f(z^) conserve sans cesse une valeur unique et

determinee, si d ailleurs elle se reduit, pour toute valeur infinie de z, d

une constante delerminee j
1

, elle se reduira encore a cette me&quot;me constante

quand la variable z acquerra une valeurJinie quelconque.

J ai d ailleurs, dans plusieurs Memoires que renferment les Comptes

rendus des seances de 1 annee i843, applique a la theorie des fonctions

elliptiques les propositions ci-dessus enoncees, ct d autresde la meme

nature, qui sont encore plus generales; et je suis ainsi parvenu, non

0) OEuvres de Cauchy, S. II, T. VII, p. 3a4 et suiv.
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seulement a reproduire des resultats obtenus par M. Jacobi, mais

encore a etablir des formules nouvelles qui m ont paru dignes de fixer

un instant 1 attention des geometres.

II n est pas sans interet de remarquer, des a present, 1 analogie

qu offrent, dans leurs enonces, les diverses propositions, et speciale-

ment le theoreme IV, avec un autre theoreme dont 1 un de nos plus

savants confreres, M. Liouville, a entretenu 1 Academie dans la prece-

dcnte seance. Ce dernier theoreme, que notre confrere indique comme

pouvant aussi etre applique a la theorie des fonctions elliptiques, se

rapporte generalement aux fonctions a double periode. Je recher-

cherai, plus tard, quels rapports essentiels existent entre les deux

theoremes, et comment on peut arriver a deduire 1 un de Fautre. Le

nouveau principe, ou theoreme indique par M. Liouville, se trouve

enonce, a la page 1262, dans les termes suivants :

Soiejit z une variable quelconque, reelle ou imaginaire, et ^(.s) une

fonction de z bien determinee, je veux dire une fonction qui, pour

chaque valeur x + y \J i de z, prenne une valeur unique loujows la

mime, lorsque x et y redenennent les memes. Si une telle fonction est

doublement periodique, et si I on reconnait qu elle n estjamais inftnie, on

pourra affirmer, par cela seul, qu elle se reduit a une simple constante.

En terminant ce paragraphe, j
observerai que j

ai deduit constam-

ment les diners theoremes precedemment rappeles, et les theoremes

analogues, d un principe fondamental, etabli dans mes Memoires de

i8i4etde 1822. Comme je 1 ai reconnu dans ces Memoires, la diffe

rence entre les deux valeurs d une integrale double, dans laquelle la

fonction sous le signe Tpeut s integrer une premiere fois en termes

finis par rapport a 1 une quelconque des deux variables que Ton con-

sidere, se trouve exprimee par une integrale definie singuliere. Ce

principe unique sufTit pour montrer que, dans le theoreme relatif au

developpement des fonctions en series, on pourrait, a la rigueur, se

passer de la consideration des fonctions derivees. II en resulte done,

conformement a 1 observation judicieuse que M. Liouville me faisait
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dernierement a cet egard, qu entre les deux enonces de ce theoreme,

donnes dans mon Memoire de i83i et dans mes Exercices d Analyse,

il semblerait convenable de choisir le premier. Toutefois, lorsqu il

s agit du developpement dcs fonctions en series, la consideration des

fonctions derivees me parait ne devoir pas etre entierement aban-

donnee, attendu que tres souvent, comme je 1 ai dit ailleurs, cette

consideration est precisement celle qui sert a determiner les modules

des series.

Je remarquerai encore que les divers theoremes rappeles au com

mencement de ce paragraphe, et les theoremes analogues enonces

dans mes Exercices ou dans mes autres Ouvrages, se tirent aisement

les uns des autres, en sorte qu on peut deduire avec facilite les theo

remes plus generaux, et plus etendus en apparence, de ceux qui sem-

blent 1 etre beaucoup moins. C est ce que j
ai fait voir, en particulier,

dans mes Exercices de Mathematiques (I
er Volume, p. 90) ( ), ainsi

que dans mon Memoire de i83i (
2

), sur le calcul des limites.

Je remarquerai enfin qu aux formules donnees dans mon Memoire

de 1814, pour la determination des integrates doubles et des inte

grates defmies singulieres, il convient de joindre les formules plus

generates que renferme le Memoire presente a 1 Academie le 28 oc-

tobre 1822 (
3

).

II. Usage des integrates dejinies singulieres dans la determination

des integrales doubles.

C est dans le Memoire lu a i lnstitut le 22 aout 1814 ( ) que j
ai

montre la difference qui peut exister entre les deux valeurs qu on

obtient pour une integrate double, lorsqu on effectue d abord les inte

grations dans un certain ordre, et qu ensuite on renverse 1 ordre des

integrations. C est encore dans ce Memoire que j
ai reconnu la cause

de cette difference, et que j
en ai donne la mesurc exacte, par le

(!) OEuvrea de Cauchy, S. II, T. VI, p. 124 et suiv.

(2) Ibid., S. II, T. XV.

(
3
) Ibid., S. II, T. II, Bulletin de la Societe phdomathiquc .

(
4

) Ibid., S. I, T. I, p. 3ig et suiv.

OEuvres de C. S. I, t. VIII. 7
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moyen des integrales defmies singulieres. Plus tard, en 1822, je me

suis occupe de nouveau du meme sujet, qui fut traite aussi, vers la

meme epoque, par M. Ostrogradsky, dont les conclusions s aecorde-

rent avec les miennes. Mes recherches sur cette matiere ont ete con

signees, d une part, dans le Memoire deja cite, d autre part, dans le

second Memoire, qui a ele presente a I Academie le 28 octobre 1822,

comme 1 atteste la signature du Secretaire perpetuel, M. Georges

Cuvier. Le Bulletin de la Sociele philomathique de 1822 (p. 161) pre

sente diverses formules tirees de ce second Memoire; je me propose

d en extraire prochainement quelques autres du cahier manuscrit qui

renferme le texte original et quo j
ai retrouve dernierement. Je me

bornerai, pour 1 instant, a rappelcr que, a 1 aide des principes enonces

dans le Bulletin de la Societe philomathique, j
avais decompose genera-

lenient en integrales defmies singulieres la difference A B des inte

grales doubles

A= C f f(x,y}dydx, B= f f f(x,y}dxdy,
Jj,

i/x &amp;lt; / X ^y

ct que j
avais ensuite specialement applique mes formules, d abord

an cas oil Ton suppose la fonction f(x,y) integrable en tcrmes finis,

par rapport a chacune des variables x, y, en sorte qu on ait simulta-

nement
/(a?,^) = Dr ^(^,/)=Dx(*r)

puis au cas plus restreint ou Ton suppose

et

X et Y designant deux fonctions quelconques de x et de j.

III. -- Consequences diverses des propositions fondamentales
du calcul des residus.

Les propositions fondamentales du calcul des residus, que j
ai rap-

pelees dans le I, entrainent avec ellcs, comme consequences, divers
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autres theoremes qui se trouvent deja, en partie, enonces dans les

Exercices de Mathematiques , et quo je vais indiquer en peu de mots.

D abord, du theoreme III du I on peut immediatement deduire

une proposition enoncee a la page 279 du second Volume des Exer

cices ( ), dans les termes suivants :

THEOREME I. Si, en attribuanl au module r de la variable

z r=
/-(cos/&amp;gt; -+- v/ i sin/?)

des valeurs infiniment grandes, on peut les choisir de maniere que la

fonctioji /(-) devienne sensiblement egale a zero, quel que soil d ail-

leurs I angle p, ou du moins de maniere que cette fonction reste loujours

fmie ou infiniment petite, et ne cesse d etre injiniment petite, en demeu-

rant finie, que dans le voisinage de certaines valeurs particulieres de

I aTigle p, on aura

(I) /(,.,= r L/(,J V
&amp;lt; C^ x - 3

pourvu que, dans le second membre de I equation (i),on reduise le residu

integral

X

a sa valeur principale.

On ne doit pas oublier que, en vertu de la condition enoncee a la

page 98 du l
er Volume des Exercices (

2

),
la fonction /(s) doit con-

server, pour chaque valeur fmie de z, une valeur unique et determi-

nee. Done, si cettc fonction ne devient jamais infinie, elle sera ce que

nous appelons une fonction continue de s. Mais alors, 1 equation

n ayant plus de racine, le residu integral

p (/( z
))

(1) OEuvres de Cauchy, S. II, T. VII, p. 3o5, 3o6.

(2) Ibid., S. II, T. VI, p. 128.
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s evanouira, et la formule (i) donnera, pour une valeur quelconque
reelle ou imaginaire de la variable x,

Done le theoreme I entraincra immediatement la proposition sui-

vante :

THEOREME II. Soitf(z) unefonction toujours continue de la variable

reelle ou imaginaire z. Si cettefonction s evanouitpour toute valeur infinie

de z, elle se reduira toujours a zero, quel que soit z.

Corollaire. --
Supposons maintenant que la fonction f(z), toujours

continue, et par consequent toujours finie, cessc de s evanouir pour
des valeurs infmies de z. Alors, si Ton designe par a une valeur parti-

culiere de z, le rapport

sera une autre fonction toujours continue et toujours finie qui s eva

nouira pour toute valeur infinie de z. Done, en vertu du theoreme II,

cette autre fonction se reduira simplement a zero; de sorte qu on aura

/(*)-/(a)= o

ou, en d autres termes,

/()=/()= const.

Done une consideration analogue a celle dont je me suis servi dans le

Memoire de i83i (p. 6) ( ), c est-a-dire la consideration d un rapport
de la forme

ici substitue a la fonction/(s), suffit pour transformer le theoreme II

en une proposition plus generale en apparence, et dont voici 1 enonce :

THEOREME III. -- Si une fonction f(z) de la variable reelle ou imagi
naire z reste toujours continue, et par consequent toujours finie , elle se

reduira simplement a une constante.

( ) UEuvres de Cauchy, S. H, T. XV.
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On pourrait encore deduire directement cette derniere proposition

du theoreme II du I ou, ce qui revient au meme, de la formule

(2)
&amp;lt;

T(/( S
))
=

,

qui subsiste dans le cas ou, la fonction /(s) conservant toujours uno

valeur unique et detcrminee, le produit

s evanouit pour toute valeur infinie de s. En effet, supposons quo la

fonction /(s) cessc de remplir la derniere condition, mais reste tou

jours finie. On pourra lui substituer, dans la formule (2), le rapport

qui remplira certainement cette derniere condition, et alors la for

mule (2), reduite a la suivante

/&amp;lt;*)=/&amp;lt;J),

exprimera simplement que la fonction f(x) devient independante de

la valeur attribuee a x.

Ajoutons que le theoreme III, renferme, comme on vient de le voir,

dans la formule (2), comprend evidemment lui-meme, comme cas

particulier, le theoreme relatif aux fonctions a double periode.

Goncevons maintenant que la fonction /(s), toujours continue, et

par consequent toujours finie, pour des valeurs finies de la variable s,

devienne infmiment grande pour des valeurs infmies de cette variable,

mais de telle maniere que le rapport

/(*)
-^r&amp;gt;

dans lequel m designe un nombre entier donne, s evanouisse toujours

avec -
Alors, si Ton designe par Y(z) une fonction entiere de degre m,
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on aura, en vertu de la formule (i),

r

Si, pour fixer les idees, on pose

F(&amp;lt;0
= (*-)(*-*)...(* -A)&amp;lt;* -A),

a, b, . . . , h, k designant m valeurs particulieres de z, la formule (3)

donn era

(a; rt)(ar 6).&quot;. .(x /c)

Comme on le voit, cette derniere formule, deja presentee aux geo-

metres dans le I
er Volume des Exercices (p. 28) ( ),

n cst pas seu-

lement applicable au cas special que j
ai considere {ibidem}, c est-

a-dire au cas ou /(^) represente une fonction entiere de x. Mais,

d apres les principes du calcul des residus exposes dans le II
e Volume

des Exercices ou, ce qui revient au meme, en vertu du theoreme I, il

suffit, pour la verification de la formule (4), que la fonction /(s),

etant toujours finie et toujours continue pour des valeurs finies dc z,

le rapport
^-~- s evanouisse avec - D ailleurs la formule (4) pou-

vant, comme j
en ai fait la remarque dans le I

er Volume des Exercices,

se reduire a la suivante

c est-a-dire a la formule d interpolalion de Lagrangc, fournit, en

consequence, pour valeur de f(x), une fonction entiere de x du

degre m i. On peut done encore enoncer la proposition suivante :

THEORfeME IV. Si une fonction f(z} de la variable reelle ou imagi-

naire z resle toujours finie et continue pour des valeurs finies de cette

(!) OEuvres de Cauchy, S. II, T. VI, p. 36.
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variable, et si d ailleurs le rapport

dans lequel m designe mi nombre entier donne, sevanouit pour tout?

valeur infinie de z, alors
/&quot;(s)

ne pourra &tre qu une fonction entiere

de z du degre m i .

Corollaire. Si la fonction f(s), toujours continue, ne devient

jamais infinie, meme pour des valeurs infinies de z, on devra sup-

poser evidemment m.\. Done alors f(z) ne pourra etre qu une

fonction entiere du degre zero, c est-a-dire une constante, et Ton se

trouvera immediatement ramcne au theoreme III.

268.

ANALYSE MATHEMATIQUE. - Sur les series multiples et sur les series

modulates.

C. R., T. XIX, p. i3;5 (a3 decembre 1844).

On sait que la Geometric a trois dimensions a souvent offert le

moyen le plus facile de resoudre certains problemes ou d etablir cer

tains theoremes de Geometric plane. G est ainsi que la theorie des

projections centrales, si bien exposee et developpee par notre hono

rable confrere M. Poncelet, 1 a conduit a des solutions tres elegantes

d un grand nombre dc questions de Geometric plane, en lui permet-

tant, par exemple, de passer tres aisement des proprietes d un sys-

teme de plusieurs cercles aux proprietes d un systeme de plusieurs

ellipses. La raison logique des succes que Ton obtient en marchant

dans cette voie est facile a saisir. Un probleme de Geometric plane se

presente sous un nouveau point dc vue, quand on le considere comme

intimement lie a un probleme de Geometric dans 1 espace; et il est
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clair que, en augmentant le nombre des points de vue sous lesquels

une question est envisagee, on se procure par cela meme de nouveaux

moyens de 1 approfondir et de la resoudre. Ce raisonnement pent

d ailleurs s appiiquer aux problemes et aux theoremes d Analyse, tout

comme aux problemes et aux theoremes de Geometrie. Aussi est-il

arrive plusieurs fois que la consideration des fonctions de plusieurs

variables a conduit les geometres a des proprietes remarquables des

fonctions qui renferment une variable seulement. On pent citer,

comme exemples, la demonstration que Laplace a donnee de la serie

de Lagrange, et les belles propositions, relatives aux nombres, que

M. Jacobi a deduites immediatement de la theorie des fonctions ellip-

tiques. On congoit de meme que les proprietes des series simples doi-

vent souvent se deduire avec facilite des proprietes des series mul

tiples. Gette consideration m a engage a reprendre une etude dans

laquelle je me suis vu encourage par I assentiment des geometres, et a

poursuivre, a 1 egard des series multiples, les recherches auxquelles

je me suis livre depuis vingt-quatre ans, pour etablir sur des bases

solides la theorie des series simples. J examine particulierement quelle

idee on doit se faire de la convergence des series multiples, et quelles

sont les conditions de cette convergence. Parmi les resultats auxquels

je parviens, les plus importants peuvent etre facilement enonces. Je

vais les indiquer en quelques lignes.

Les problemes d Analyse, comme Ton sait, ont generalement pour

but la recherche de certaines quantites dont il s agit de fixer les va-

leurs, en les deduisant des valeurs supposees connues d autres quan
tites qui constituent ce qu on appelle les donnees d une question. Dans

la langue algebrique, on represente les quantites connues et incon-

nues par des lettres, et les valeurs des inconnues sont censees deter-

minees quand on a reduit leur determination au systeme de plusieurs

operations a effectuer sur les quantites connues. Le systeme de lettres

et de signes qui represente ces operations est ce qu on appelle une

formule. II peut d ailleurs arriver que Ton parvienne a determiner une

inconnue, ou d un seul coup et a 1 aide d une seule operation, ou par
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pieces et par morceaux, s il est permis de s exprimer ainsi, et a 1 aide

d approximations successives. Dans le dernier cas, la valeur de 1 in-

connue se trouve exprimee par la somme d une serie simple ou mul

tiple. Mais, pour que la determination de cette inconnue ne devienne

pas illusoire, il est bien entendu que les approximations doivent etre

effectives, de sorte qu apres un certain nombre d operations chaque

approximation nouvelle fasse generalemen t converger le resultat trouve

vers la valeur de 1 inconnue et rapproche le calculateur du but qu il

se propose d atteindre. G est alors que la serie simple ou multiple,

propre a founir des valeurs de plus en plus exactes de 1 inconnue, est

appelee convergente ; et, par ce pen de mots, on peut juger de 1 im-

portance que les geometres ont du attacher a la convergence des

series.

J ai prouve, en 1821, dans mon Analyse algebriqae ( ), que la con

vergence d une serie simple depend surtout d une certaine quantite

positive, ou, si 1 on veut, d un certain module, que j
ai depuis appele

le module de la serie. En effet, une serie simple est convergente ou

divergente, suivant que son module est inferieur ou superieur a

1 unite. A cette consideration des modules des series simples je joins

aujourd hui la consideration des series modulaires. J appellc ainsi la

serie dont les termes se reduisent aux modules des divers termes

d une serie donnee simple ou multiple.

Cela pose, j
etablis des theoremes fondamentaux relatif s a des series

quelconques, et je prouve, en particulier, qu une serie simple ou

multiple est toujours convergente lorsque la serie modulaire corres-

pondante est convergente elle-meme.

Dans un prochain article, je developperai les consequences des

principcs exposes dans celui-ci, et je montrerai comment on peut

ainsi revenir aux formules que j
ai donnees dans mes dcrniers Me-

moires sur le developpement des fonctions en series, ou meme fixer

les conditions precises sous lesquelles subsistent ces formules, en

(i) OEuvres de Cauchy, S. II, T. III.

OEuvres de C. S.I, t. VIII. 4



378 COMPTES RENDUS DE L ACADEMIE.

prouvant que ces memes formules se verifient tant que les series

qu elles renfcrment dcmeurent convergcntes.

269.

ANALYSE MATHEMATIQUE. Memoires sur les fonctions complementaires .

C. R., T. XIX, p. 1877 (a3 decembre 1844).

Considerons, avec une variable reelle ou imaginaire, une fonction

qui ne cesse d etre continue que pour certaines valeurs de la variable

auxquelles correspondent des residus determines. Si, d ailleurs, pour

toule valeur infinie de la variable, le produit de la variable par la fonc

tion s evanouit, le residu integral de la fonction s evanouira pareillement.

De ce principe fondamental du calcul des residus on deduit sans

peine, comme je 1 ai deja observe, les deux theoremes suivants, dont

le premier est un cas particulier d une proposition plus generate,

enoncee dans le IP Volume de mes Exercices de Mathematiques ( )
:

THEOREME 1. Si, pour toute valeur finie d une variable reelle ou

imaginaire r, une fonction de z reste toujours continue, par consequent

toujours Jinie; si d ailleurs, pour toute valeur infinie de la variable z, le

produit de cette variable par la fonction se redait a une constante deter-

minee, la fonction elle-meme se reduira simplement a cette constante.

THEOREMS II. Si une fonction d une variable reelle ou imaginaire z

reste toujours continue, par consequent toujours Jinie pour des valeurs

Jinies de z, et si d ailleurs cette fonction ne cesse pas d etre Jinie, meme

pour des valeurs injinies de z, elle se reduira simplement a une constante.

Si, dans le precedent Memoire, je me suis borne a remarquer Tana-

logie qui existe entre les deux theoremes et a fairc voir que le second

est, tout comme le premier, une consequence immediate du principe

fondamental, c cst qu il ne me souvenait pas d avoir public aucune

(i) QEuvres de Cauchy, S. II, T. VII.
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formule qui, dans le cas general, ou dans un cas particulier, fut 1 ex-

pression precise du second theoreme. Toutefois, une telle formule

existe dans Tun de mes Memoires. II ne sera pas inutile d entrer a ce

sujet dans quelques details.

Une fonction algebriquc ou memo transcendante peut etre repre-

sentee, dans un grand nombre de cas, par une somme de fractions

rationnelles, dont chacune devient infmie pour une valeur de la va

riable qui rend infmie la fonction donnee, ou, du moins, par une telle

somme augmentec d une fonction nouvelle que j appellerai comple-

mentaire, et qui offre cela de remarquable qu elle conserve toujours

une valeur finie pour toutes les valours finies do la variable. Cela pose,

il est clair qu on pourra generalcment reduire la recherche des pro-

prietes de la fonction donnee a la recherche des proprietes de la fonc

tion complementaire, et c est effectivement ce que j
ai fait moi-meme,

dans plusieurs circonstances, specialement dans le I
er Volume des

Exercices de Mathematiques (page 95) ( ).

Or, dans le Memoire que rcnferme le Compte rendu dc la seance du

25 septembre i843, j
ai tire du calcul des residus deux formules gene-

rales qui m ont paru specialement applicables a la decomposition de

certaines fonctions et, en particulier, des fonctions elliptiques en

fractions simples. Ces deux formules se rapportent au cas ou la fonc

tion donnee ne cesse d etre continue que pour certaines valours de

la variable qui la rendent infmie. En vertu de la premiere formule,

qui n est autre que ( equation (5) de la page 279 du Il
e Volume des

Exercices
(
2

), si la fonction donnee s evanouit pour une valeur infmie

de la variable, la fonction complementaire s evanouira elle-meme.

Mais il en sera autrement si la fonction donnee satisfait seulemcnt a

la condition de rester finie pour une valeur nulle ou infmie de la va

riable, et alors, en vertu de la seconde formule, la fonction comple

mentaire se reduira simplement a une constante qui pourra differer

do zero.

( ) OEuvres de Cauchy, S. II, T. VI, p. 124 et suiv.

(
2

) Ibid., S. II. T. VII, p. 3aG.
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Si la fonction donnee ne devient jamais infinie, elle ne differera pas

de la fonction complementaire, et alors, en vertu de la seconde for-

mule, ce sera la fonction donnee elle-meme qui se reduira simplement
a une constante. On se verra done alors ramene par la seconde formule

precisement au dernier des deux theoremes que nous avons ci-dessus

rappeles. D autre part, il est clair que le theoreme dont il s agit sub-

sistera, comme la formule elle-meme, pour toute fonction continue

de x. Si Ton considere separement le cas ou la fonction est double-

ment periodique, on retrouvera le theoreme special regarde avec

raison, par un de nos honorables confreres, comme particulierement

applicable a la theorie des fonctions elliptiques. II est d ailleurs evi

dent que les resultats fournis par le theoreme ne differeront pas des

resultats qui ont ete ou peuvent etre fournis par 1 application imme

diate de la formule.

ANALYSE.

Soit/(V) une fonction de la variable x, qui ne cesse d etre continue

que pour certaines valeurs de x qui la rendent infinie, et auxquelles

correspondent des residus determines. Supposons, d ailleurs, que le

systeme de ces residus, dans le cas ou ils sont en nombre infmi, forme

une serie convergente, etprenons

Alors la fonction CT(#) conservera generalement une valcur tinie pour
toutes les valeurs fmies reelles ou imaginaires de la variable x. D ail

leurs, cette fonction, etant precisement celle qui, en vertu de la for

mule (i), ou plutot de la suivante

doit etre ajoutec an residu integral
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quand on veut completer la valeur de la fonction donnee/(#), sera

nommee, pour ce motif, la fonction complementaire. La consideration

de cette fonction complementaire fournit le moyen d etablir facilement

diverses propositions importantes relatives a la fonction f(x), comme

je 1 ai fait voir dans le I
er Volume des Exercices de Mathematifjues

(pages 95 et suivantes) ( ).

Considerons maintenant le cas particulier ou le produit zf(z)

s evanouit pour toute valeur infinie de z. Alors, comme je 1 ai fait

voir dans le I
er Volume des Exercices, le residu integral de la fonction

f(z~) s evanouira, en sorte qu on aura

(3) (/(-)) =o.

Si, dans cette derniere formule, on remplace/(s) par -^&amp;gt;

on ob-
oc *&amp;gt;

tiendra la suivante

qui se trouvait deja dans les Exercices, et qui suppose que la fonction

f(z) s evanouit elle-meme pour toute valeur infinie de z.

De la formule (4), comparee a la formule (2), on deduit immediate-

ment la proposition suivante :

THEOREME III. Dans le cas ou la fonction donnee f(&} s evanouit

pour toute valeur infinie de x, la fonclion complementaire r^(x) se reduit

elle-meme a zero.

Concevons a present que la fonction f(s) conserve une valeur linie,

rnais cesse de s evanouir pour une valeur infinie de z. Alors on pourra,

dans la formule (3), remplacer f(z) par le produit

ou, ce qui revient au meme, par le produit

OEuvres de Cauchy, S. II, T. VI, p. 124 Ct suiv.
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attendu que 1 exprcssion

s evanouira, dans 1 hypothese admise, pour toute valeur infinie de

Gela pose, la formulc (3) donnera

(5) /(*o=-I

--(/(s)) + e,~

la valeur de 3 etant constante, c est-a-dire independante de x, et

determinee par la formule

(6)

D ailleurs, de la formule (5), comparee a la formule (2), on deduira

immediatement la proposition suivante :

THEOREME IV. Dans le cas ou la fonction donnee f(x) reste fin ie

pour toute valeur infinie de x, la fonction complementaire TZ(X) se reduit

simplement a line constante.

La valeur de la constante G, fournie par 1 equation (6), peut encore

etre presentee sous d autres formes qu il est bon de signaler.

D abord, en developpant le second membre de 1 equation (6), on

trouve

(7) =/(&amp;lt;&amp;gt;)
+ (/(*)).

D autre part, si 1 on pose

(8)

on aura, en vertu d une formule etablie dans le I
er Volume des Exer-

cices [voirlsi formule (92) de la page 217] ( ),

(1)

(9) S=/(o)+

OEuvres de Cauchy, S. II, T. VI, p. 269.
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et, par suite, 1 equation (7) donnera

Si Ton substitue la valeur precedente de G dans 1 equation (5), on

trouvera

f(a;) =
(l}

r
(n

- - r/x^H-^y
71

j \ / f j ~&amp;gt;
- \j \ /) t ,

Cette derniere formule est precisement la formule (3) du Memoire

que j
ai presente a 1 Academie le 23 septembre i843 sur 1 application

du calcul des residus aux produits composes d un nombre infini de

facteurs. Comparee a 1 equation (2), cette memo formule reproduit

immediatement le theoreme IV.

Au reste, le theoreme IV pourrait etre considere comme compris

dans le troisieme, duquel on le deduit immediatement en designant

par a une valeur particuliere de x, et rempla^ant la fonction/(^r) par

le rapport

&amp;gt;

J ajouterai quc, dans le cas oil Ton prend pour f(x) le rapport

e.ntre deux produits de factorielles reciproques, etou, des deux termes

de ce rapport, le second, c est-a-dire le denominateur, renferme plus

de factorielles que le premier, la fonction complerncntaire doit s e-

vanouir en vertu du theoreme III. Cette observation, relative aux fac

torielles reciproques, et, par consequent, aux fonctions clliptiques,

s accorde avec une proposition enoncee a la derniere page d un prece

dent Memoire (seance du 20 novembre 1 843) oil
j
ai deja fait observer

quc, dans le cas dont il s agit, la fonction complementaire se reduit a

zero.

Lorsque la fonction f(s) reste toujours continue, par consequent
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toujours fmie, et ne cesse pas d etre finie meme pour des valeurs

infinies de z, la formule (8) donne simplement

=;!; f2
~
J-K

on, ce qui revient au meme,

(i3) f( x ]
= const.

Done alors la formule (8) reprocluit purement et simplement le theo

rem e II.

Enfin, si la fonction/(#) est supposee doublement periodique, la

formule (i3) reproduira le theoreme relatif a cette espece de fonction.

En terminant cet article, je rappellerai que, dans les Memoires du 2

et du 9 octobre i843, j
ai deduit immediatement de la formule (n)

les equations remarquables a 1 aide desquelles le rapport entrc deux

produits de factorielles reciproques, tous deux composes d un meme

nombre de facteurs, se developpe en serie ou se transforme en une

somme de termes dont chacun est proportionnel au rapport de deux

factorielles seulement. Je rappellerai aussi que, dans le cas oil les

deux termes du premier rapport ne renferment plus le meme nombre

de facteurs, on peut encore, ou le developper en serie, ou le decom

poser en plusieurs termes, soit a 1 aide de la formule (i i), soit a 1 aide

d une autre formule plus generate qui se trouve etablie et devcloppee

dans mes Memoires du 3o octobre et du 20 novembre i843.

J observerai enfin que, non seulement on peut tirer de ces formules

generates un grand nombre de formules particulieres relatives a la

theorie des fonctions elliptiques et analogues a celles qui se trouvent

deja dans mes divers Memoires, mais encore que de ces formules par

ticulieres on deduit souvent des theoremes dignes de remarque et

relatifs a la theorie des nombres. Ainsi, par exemple, la formule

t 1+ t* , I t
z

, J -+-

i 4-
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que j
ai donnee dans la seance du 2.5 septembre 1843, entrame avec

elle la proposition suivante :

THEOREMS Y. - - Solent n un entier quelconque et N le nombre des sys-

temes de valeurs entieres positives ou negatives de &, y qui verifienl la

formule

= n.

Si Von nomme a Van quelconque des diviseurs entiers ae n, on aura

.

n SI 11

(16) N = ( i)&quot;

+l
2( i)&quot;

+r

sin T
la somme qu indique lesigne 2 s etendanl a tous les diviseurs a de n.

Si les diviseurs de n, non divisibles par 3, sont en nombre impair,

alors, en vertu de la formule (16), N sera lui-meme impair et ne pourra

s evanouir.

Si n est un nombre premier impair, Tequation (16) donnera

sin
i ,

2 . 27T
sin

o

par consequent

(.7) ;-N=..,

le double signe devant etre reduit au signe H- ou au signe , sui-

vant que n, divise par 3, donnera pour reste i ou i. Dans le premier

cas, on tirera de la formule (17)

et par suite, si, dans 1 equation (i5), on assujettit les valeurs de x, y
a demeurer positives, cette equation sera resoluble, mais d une seule

maniere, ce que Ton savait deja.

OEuvres deC. S.l, t. VIII. 49
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270.

ANALYSE MATIIEMATIQUE. Sur la convergence des series multiples.

G. R.. T. XIX, p. i433 (3o decembre 1844).

Soit

(i) u=i(x,y,z,...)

une fonction des variables x, y &amp;gt;-&amp;gt;
- qui pour chaque systeme de

valeurs entieres, positives, nulle ou negatives attributes a x, y,

-, . . . , acquiere une valeur unique et finie. Cette fonction u pourra

etre consideree comme le terme general d une serie multiple dont chaque

terme correspondrait a un systeme particulier de valeurs entieres,

positives, nulle ou negatives de x, y, z-

Reciproquement, le terme general d une serie multiple pourra tou-

jours etre represente par une telle fonction de x, y, z,

Soit maintenant S une somme forme e avec un grand nombre de

termes de la serie multiple. Cette serie sera dite convergente, si la

somme S s approche indefmiment d une limite unique et finie s, dans

le cas oil le nombre des termes compris dans la somme S devient infi-

niment grand, et oil les valeurs numeriques de x, y, z, . . . qui corres

pondent aux termes exclus de cette somme deviennent elles-memes

infmiment grandes. Alors aussi la limite .y dc la somme partielle S sera

ce qu on appelle la somme de la serie.

On peut dire encore que la serie multiple sera convergente, si la

somme S devient toujours infmiment petite, dans le cas oil les termes

dont ellc est composee correspondent tous a des valeurs numeriques
infmiment grandes de #, y, s, Cette seconde definition s accorde

evidemment avec la precedente. Car, dans le second cas, la somme 5

peut etre consideree comme composee de termes qu on aurait exclus

de cette somme dans le premier cas; et par suite, si dans le premier

cas la somme 5 converge vers une limite unique et finie, elle devra,
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dans le second cas, converger vers une limite nulle, et reciproque-

ment.

Concevons mainlenarit que, pour des valeurs cntieres de x, y, z, ...,

on represente par
u = ?(#, j, *,...)

le module de la fonction

uf(x, y, s, ...}.

Les modules des divers termes de la serie qui a pour terme general //

seront precisement les termes de la serie dont le terme general est u ;

et pour cette raison nous dirons que la seconde serie est la serie modu-

laire correspondante a la premiere. Cela pose, nommons, comme ci-

dessus, S la somme d un grand nombre de termes de la premiere

serie. Soit, de plus, s la somme des termes correspondants de la

seconde : representcra precisement la somme des modules des termes

compris dans la somme 5. Done, si la somme devient infiniment

petite, dans le cas oil les termes qu elle renferme correspondent tous

a des valeurs numeriques infiniment grandes de chacune des quan-

(ites .x, y, z-, . . . , on pourra en dire autant, a fortiori, de la somme S.

De cette observation, rapprochee de la seconde definition des series

convergentes, on deduit immediatemcnt le theoreme dont voici re-

nonce :

THEOREME I. - Une serie simple ou multiple est toujours convergent^

lorsque la serie modulaire corresponda?ite est convergent? elle-meme.

Admettons maintenant que, la serie multiple

etant convergente, on forme, avec divers termes de cette serie, des

sommes
&quot;0&amp;gt; 1

tellement composees que le meme terme ne se reproduise jamais dans

deux sommes distinctes, ctque les seuls termes exclus du systemc des

sommes
L- Ic I- I-
AQ, Aj, A 2 , . . .

,
l\ n ,
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quand le nombre n devient infmiment grand, soient des termes dans

lesquels les valeurs numeriques de x, y, s, . . . deviennont elles-memes

infmiment grandes. Enfin posons

(
2

)
sn = k -+-

A&quot;!
+ k z+ . . . -+- k n .

En vertu de la premiere definition que nous avons donnee des series

eonvergentes, sn s approchera indefmiment, pour des valeurs crois-

santes de /i, de la limite unique et fmic s qui represente la somme de

la serie multiple. Done, en faisant croitrc n indefmiment, on trouvera

(3) ,9 = A-O -H ki-

et Ton pourra enoncer la proposition suivante :

THEOREME II. - Une serie multiple etant supposee convergente, desi-

gnonspar
/.. /. if i.A

, Aj, A,, . . .
, /, ...

des sommes partielles formees avec divers termes de celte serie multiple, de

lelle sorte que le meme terme ne se trouve jamais reproduit dans deux

sojnmes dislinctes, et que les termes exclus du systeme des sommes

soient toujours, pour line valeur infmiment grande de n, des termes qui

correspondent a des valeurs numeriques infiniment grandes de oc,y, z, . . . ;

alors la serie simple

sera elle-meme convergente, et elle aura pour sornme la somme s de la

serie multiple.

Corollaire. Si line seconde serie simple

est formee eomme la premiere, elle sera pareillement convergente, et

Ton aura encore

(4) *=/i -Mi-



EXTRAIT N 271. 389

par consequent

(
5

)
A + hi -4- / 2 + . . . = A- 4- A-j + /f 2 4-

Gette derniere formule renferme le principe fecond sur lequel repose

la transformation des series.

Parmi les series multiples, on doit surtout remarquer celles qui

representent des fonctions developpees suivantles puissances entieres

positives, nulle et negatives de plusieurs variables. On peut etablir,

a l egard de ces developpements, diverses propositions analogues a

celles que renferme mon Memoire de i83i, sur le calcul des limites;

et, pour y parvenir, il suffit de transformer d abord ces fonctions en

integrates definies, puis de developper en series les integrates obte-

nucs. Ainsi, par exemple, en operant de cette maniere, on demon-

trera sans peine le theoreme suivant :

THEOREMS III. Si unefonction de plusieurs variables x, y, z, . . . reste

continue pour des valeurs de oc, y, z, ... comprises entre certaines limites,

non seulement, pour de telles valeurs, la fonction sera developpable en

line serie convergente, ordonnee suivant les puissances entieres de x, y,

z, . . . , mais la serie modulaire correspondante sera convergente elle-

meme.

Ajoutons qne le calcul fburnira une limite superieure de 1 erreur

que Ton commettra, quand on arretera le developpement effectue sui

vant les puissances entieres de chaque variable apres un certain

nombre de termes.

271.

ANALYSE MATHEMATIQUE. - - Memoire sur les fonctions qui se reproduisent

par substitution.

C. R.. T. XIX, p. i43G (3o decembre 1844).

Soient
37

&amp;gt;

y&amp;gt;
^&amp;gt;

et

X, K, Z, ...
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deux systemes de variables liees entre elles par certaines equations,

en vertu desquelles X, Y, Z, . . . puissent etre considerees comme des

fonctions connues et determinees de x, y, z, . . . . La substitution dcs

variables X, Y, Z, ... aux variables x, y, s, ... transformer une

fonction quelconque de x, y, s, . . .
, representee par la notation

f(#, y, -, )

en une fonction nouvelle

T, r,Z, ...},

qui sera generalement distincte de la premiere. Mais, dans certains

cas particuliers, il peut arriver que la nouvelle fonction se confonde

avec la premiere, ou du moins n en differe que par un facteur con

stant ou variable, qu il soit aise de reconnaitre, en sorte qu on ait

identiquement ou

f( *-,/,;;, ...) = f(^r, r,z, ...),

ou du moins

K designant une fonction determinee de x, y, s, . . . que Ton puissc

facilement reconnaitre et mettre en evidence, comme etant, avec

f(AT, F, Z, . . .),
un facteur de la fonction f(a?,y, s, . ..). Alors nous

dirons que la fonction f(x,y, z, ...) se trouve reproduite par la sub

stitution des variables X, Y, Z, ... aux variables x, y, s, ... et par

I adjonction du facteur K au resultat que fournit cctte substitution

meme.

Parmi les fonctions qui peuvent se reproduire aussi par substitu

tion, il en existe quelques-unes qui meritent d etre remarquees. Telles

sont, par exemple, celles dont la consideration m a conduit a deux

theoremes qu il est facile d etablir et qui peuvent etre enonces dans

les termes suivants :

THKOREME I. -- Concevons que Vindice n representc, au signe pres, un

jiombre enlier. Soit, deplus,
ua

fonction de Vindice n et des variables x, y, s, .... Enfin supposons



EXTRAIT N 271. 391

que les diverses valeurs de un , savoir

( ) , -3 -
-!&amp;gt; 0&amp;gt; 1&amp;gt; 2, 3&amp;gt; &amp;gt;

forment une serie convergente, prolongee indefiniment dans les deux sefis.

Si, en substituant aux variables x, y, z, ... d autres variables X, F,

/, . . . qui soient des fauctions connues et determinees des premieres, on

transforme generalement le rapport en une nouvelle fonction equiva-U

lente au rapport
- alors la somme s de la serie (i) sera une fonction

de x, y, z, ... qui se trouvera reproduite par la substitution dont il

s agit et par I adjonction du facteur au resultat de cetle substitution
11

meme.

Demonstration. En effet, designons, pour plus de commodite,

par f(x,y, s, . .
.)

la somme s de la serie (i). On aura, non seulement

on, ce qui revient au meme,

le signe 2 s etendant a toutes les valeurs entieres positives, nulle et

negatives de 1 indice n, mais encore, en vertu de 1 hypothese admise,

ou, ce qui revient au meme,

f(,r, r, z, ...) = ^-f(^^-, ),
u

\

et, par consequent,

(3) f(*,/,~-, ...)=f(^ Y,Z, ...)

THEOR^ME II. -- Z,e^ memes choses etant posees que dans le theoreme I,

la factorielle P determinedpar I equation

&quot;0
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sera une fonction de x, y, z, . . .
, qui se trouvera reproduite par la sub

stitution des variables X, Y, Z, . . . aux variables x, y, z, ... et par

iadjonction du facteur au resultat de celte substitution meme.

Demonstration. -- En effet, dans I hypothese admise, la substitution

des variables X, Y, Z, ... aux variables x, y, z, . . . changera genera-

lenient les rapports de la forme

cn des rapports de la forme

Done, si, pour plus de commodite, on represente par

la valeur de P que fournit 1 equation (4), on aura, non settlement

F(.T,y,5, . ..) (W ^M fi +
^)(

I+
^)&quot; (

I+
^7) (

I +

mais encore

Vtr v y \ ( ,
,

u *
l&amp;lt; (A, Y, Z, . . .)_ 1 + -

ou, ce qui revient au meme,

et, par consequent,

Dans un prochain article, j appliquerai les principes que je viens

d etablir a la recherche et a la demonstration des proprietes remar-

quables des series et des factorielles que Ton obtient, quand la fonc-
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tion de x, y, z, ..., representee par un , offre pour logarithme une

fonction entiere dc 1 indice n.

272.

ANALYSE MATHEMATIQUE. Memoire sur les progressions des divers ordres.

C. R., T. XX, p. 2 (6 Janvier 1846).

Les progressions sont les premieres series qui aient fixe 1 attention

des geometres. II ne pouvait en etre autrement. Diverses suites clont

les considerations se presentaient naturellement a leur esprit, telles

que la suite des nombres entiers, la suite des nombres pairs, la suite

des nombres impairs, offraient cela de commun, que les divers termes

de chacune d elles etaient equidifferents entre eux; et Ton se trouvait

ainsi conduit a remarquer les progressions par difference, autrement

zppelees progressions arithmetiques. De plus, en divisant algebrique-

ment deux binomes 1 un par 1 autre, ou memo en divisant un monome

par un binome, on voyait naitre la progression par quotient, autrement

appelee progression geometrique , qui offre le premier exemple d une

serie ordonnee suivant les puissances entiercs d une memo quantite.

En realite, une progression arithmetique n est autre chose qu une

serie simple dont le terme general se reduit a une fonction lineaire du

nombre qui exprime le rang de cc terme.

Pareillcment, une progression geomelrique n est autre chose qu une

serie simple, dans laquelle le terme general se trouve represcnte par

une exponentielle dont 1 exposant se reduit a une fonction lineaire du

rang de ce meme terme.

II en resulte qu une progression geometrique est une serie simple

dont le terme general a pour logarithme le terme general d une pro

gression arithmetique.

II y a plus : de meme qu en Geometrie on distingue des paraboles

OEuvres de C. S. I, t. VIII. 5o
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de divers ordres, de meme il semble convcnable de distinguer en Ana

lyse des progressions de divers ordres. En adoptant cette idee, on devra

naturellement appeler progression arithmetique de I ordre m une serie

simple dont le terme general sera une fonction du rang de ce terme,

entiere et du degre m.

Pareillement, il parait naturel d appeler progression geometrique de

I ordre m une serie simple, dans laquelle le terme general se trouve

represente par une exponentielle dont 1 exposant est une fonction du

rang de ce terme, entiere et du degre m.

Cela pose, le terme general d une progression geometrique de

I ordre m aura toujours pour logarithme le terme general d une pro

gression arithmetique du meme ordre.

Les definitions precedentes etant admises, les progressions arith

metique et geometrique du premier ordre seront precisement celles

que Ton avait deja examinees d une maniere speciale, celles-la memes

dont les diverses proprietes, exposees dans tous les Traites d Algebre,

sont parfaitement connues de tous ceux qui cultivent les sciences

mathematiques.

Ajoutons que les progressions arithmetiques des divers ordres,

quand on les suppose formees d un nombre fini de termes, offrent

des suites que les geometres ont souvent considerees, et que Ton

apprend a sommer dans le calcul aux differences finies. Telle est, en

particulier, la suite des carres des nombres entiers; telle est encore

la suite des cubes ou, plus generalement, la suite des puissances

entieres et semblables do ces memes nombres.

Mais, entrc les diverses progressions, celles qui, en raison des pro

prietes dont clles jouissent, meritent surtout d etre rcmarquees, sont

les progressions geometriques des ordres superieurs au premier.

Celles-ci paraissent tout a fait propres a devenir 1 objet d une nou-

vellc branche d analyse dont on peut apprecier 1 importance et se

former une idee, en songeant que la theorie des progressions geome

triques du second ordre se confond, en quelque sorte, avec la theorie

des factorielles reciproques, de laquelle se deduisent si aisement les
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belles proprietes des fonctions elliptiques. Ainsi qu on le verra dans

Itf present Memoire et dans ceux qui le suivront, les formules qui

expriment ces belles proprietes, si bien developpees par M. Jacobi, se

trouvent comprises comme cas particuliers dans d autres formules de

memo nature, mais beaucoup plus generates, que je crois pouvoir

offrir avec confiance a 1 Academie et a ceux qu intercssent les progres

de 1 Analyse mathematique.

ANALYSE.

I. Considerations generates.

Une progression arithmetique n est autre chose qu une serie simple,

dans laquelle le terme general un , correspondant a 1 indice n, se reduit

a une fonction lineaire de cet indice, en sorte qu on ait, pour toute

valeur entiere, positive, nulle ou negative de n,

(1) un=a + bn,

a et b designant deux constantes determinees.

Pareillement, une progression geometrique n est autre chose qu une

serie simple, dans laquelle le terme general un , correspondant a 1 in

dice n, se trouve represente par une exponentielle dont Fexposant se

reduit a une fonction lineaire de cet indice, en sorte qu on ait, pour

toute valeur entiere, positive, nullc ou negative de n,

(2) u n=ka+/&quot;1

,

A, a, b designant trois constantes determinees. II est d ailleurs impor

tant d observer que, sans diminuer la generality de la valeur de ua

fournie par 1 equation (2), on peut toujours y supposer la constante A

reduite a une quantite positive, par exemple a la base

e ^n 2,7182818. . .

des logarithmes neperiens.

En etendant et generalisant ces definitions, on devra naturellement

appeler progression arithmetique de I ordre m une serie simple dont
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le terme general un sera une fonction de i indice n, entiere et du

clegre m.

Pareillement, il parait naturel d appcler progression geometrique de

I ordre m une serie simple dans laquelle le terme general un se trouve

represente par une exponentielle dont 1 exposant se reduit a une fonc

tion de I indice n, entiere et du degre m.

Ces definitions etant admises, le terme general un d une progression

arithmetique de I ordre m, cxprime en fonction de I indice n, sera de

la forme

(3) &amp;lt;)

-H a
l
n -

a
,
a

{ , &amp;lt;z 2 , ..., am etant des coefficients constants, c est-a-dire inde-

pendants de n.

An contraire, le terme general d une progression geometrique de

I ordre m sera de la forme

et, par consequent, il aura pour logarithme le terme general d une

progression arithmetique de I ordre m.

Si, pour abreger, on pose

1 equation (4) donnera

Done le terme general d une progression geometrique de I ordre m

peut etre considere comme equivalent au produit de m bases diverges

respectivement elevees a des puissances dont les exposants

forment une progression geometrique du premier ordre, dont la raison

est precisement le nombrc n.
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Si au coefficient & on substitue la lettre k, et aux bases x
t , x.2 ,

x
3 , ..., xm_^ xm les lettres x, y, z, . . . , v, w, alors on obtiendra,

pour le terme general un d une progression geometrique de 1 ordre m,

une expression de la forme

(6) un kxnyn i

z n\ . .vnm
~ i wnm

,

et le terme particulier correspondant a 1 indice n o sera

(7) u =k.

Done, si Ton nomme k le terme special qui, dans une progression geo

metrique, correspond a 1 indice zero, le terme general correspondant

a 1 indice n sera, dans une progression geometrique du premier ordre,

de la forme
ka?i

dans une progression geometrique du deuxieme ordre, de la forme

kx nyn
*\

dans une progression geometrique du troisieme ordre, de la forme

etc.

En terminant ce paragraphe, nous observerons que toute progres

sion arithmetique ou geometrique peut etre prolongee indefiniment

ou dans un seul sens, ou e.n deux sens opposes. Si un represente le

terme general d une telle progression, celle-ci, indefiniment pro

longee dans un seul sens, a partir du terme w , sera reduite a la serie

ou a la serie

0, U i, W_ 2 ,
....

La meme progression, indefiniment prolongee dans les deux sens,

sera



398 COMPTES RENDUS DE L ACADEMIE.

11. Sur les modules et sur les conditions de convergence
des progressions geometriques des divers ordres.

Considerons d abord une progression geometrique de 1 ordre m,

dans laquclle Ie tcrme general un , correspondant a 1 indice n, soit de

la forme
u n =A. nm

,

A designant une quantite reelle et positive, et n une quantite entiere

positive, nulle ou negative. Si Ton suppose cette progression prolongee

indefiniment dans unseul sens, a partir du terme u
(} i, elle se trou-

vera reduite ou a la serie

(i) i, A, A 2 &quot;1

, A3m
,

...

ou a la serie

(a) i, A - 1
&quot;

, A&amp;lt;-*&amp;gt;&quot;,
A - 3

)

1

&quot;,

....

Dans le premier cas, le module de la progression sera la limite vers

laquelle convergera, pour des valeurs croissantes du nombre /z, la

quantite

()&quot;
= A&quot;&quot;&quot; .

Dans le second cas, au contraire, le module de la progression sera la

limite vers laquelle convergera, pour des valeurs croissantes du

nombre n, la quantite

(a-) = A&amp;lt;-
1

J&quot; .

Kntin, si Ton suppose la progression prolongee indefiniment dans les

deux sens, on obtiendra la serie

/9\ A (-3) &quot; A(-2)m A(-l) m ,
A A 2&quot; A3&quot;

\&amp;lt;J J y A ,/*. ,rv , i, r%., n.
,

n. , &amp;gt;

dont les deux modules se contondront, Tun avec le module de la

serie (i), 1 autre avec le module de la serie (2). D ailleurs ces deux

modules, c est-a-dire les limites des deux expressions
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se reduiront evidemment : i si Ton suppose m = i, aux deux quan-

tites

A et A- 1

;

2 si Ton suppose m impair, mais different de 1 unite, aux deux quan-

tites

A*&amp;gt;, A;

3 si Ton suppose m pair, a la seule quantite

A&quot;.

Ajoutons que 1 on aura encore : i en supposant A &amp;lt;
i ,

A 00 = O, A~*=:oc;

2 en supposant A &amp;gt;
i ,

A* = cc, A~ x= o.

II est maintenant facile de reconnaitre dans quels cas les series (i),

(2), (3) seront convergentes. En effet, une serie quelconque, indefi-

niment prolongee dans un seul sens, est convergente ou divergente

suivant que son module est inferieur ou superieur a 1 unite. De plus,

quand la serie se prolonge indefiniment en deux sens opposes, il faut

substituer au module dont il s agit le plus grand des deux modules,

et Ton peut affirmer que la serie est alors convergente ou divergente,

suivant que le plus grand de ses deux modules est inferieur ou supe

rieur a 1 unite.

Cela pose, on deduira evidemment des remarques faites ci-dessus

les propositions suivantes :

THEOREMS I. - - Soient A une quantile positive , et m un nombre impair

quelconque, la progression geometrique

i, A, A 2
&quot;,

A 3
&quot;, ...,

dont le module est A ou A , sera convergente ou divergente, suivant que

la base A sera inferieure ou superieure a I unite. Au contraire, la pro-
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gression geometrique

i A 1 A 2 &quot;1 A 3 &quot;1

1, /v , /i , A , )

efo/zJ le module est A&quot;&quot;

1 ow A~, smz convergente ou divergente, suivant

que la base A sera superieure ou inferieure a Vunite. Quant a la progres

sion

..., A-3m
, A-2m

, A- 1

, i, A, A 2 &quot;1

, A 3 &quot;1

, ...,

qui comprend tous les termes renfermes dans les deuxpremieres et se con-

fond avec la serie (3), elle ne sera jamais convergente, attendu que ses

deux modules, etant inverses I un de I autre, ne pourront devenir simul-

tanement inferieurs a I unite.

Si m designe un nombre pair, on aura, non plus

A&amp;lt;-J&quot;=A-&quot;,

mais
A&amp;lt;-*&amp;gt;&quot;=A&quot;.

Done alors la serie (2) ne sera plus distincte de la serie (i), et la

serie (3), reduite a la forme

A3m A2m A T A A 2 &quot;* A 3 &quot;

.., r\- . f\. , A) 1 1 1\, J\. f A ,
&amp;gt;

offrira deux modules egaux entre eux. Cela pose, on pourra evidem-

ment enoncer la proposition suivante :

THEOREME II. Solent A une quantite positive et m un nombre pair

quelconque. La progression geometrique qui offrira pour terme general

A72

&quot;,
etant prolongee indefimment , ou dans un seul sens, ou en deux

sens opposes, sera toujours convergente si I on a

A&amp;lt;i,

et toujours divergente si I on a

A&amp;gt;i.

Considerons maintenant une progression geometrique, et de

1 ordre m, qui ait pour terme general la valeur de un determinee par

1 equation
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le nombre des variables

x, y, 3, . . ., v, w

etant precisement egal a m. Solent, d ailleurs,

x, y, z, ,..., v, w

les modules de ces memes variables, et k le module du coefficient k.

Si Ton nomme u
fi

le module de un , on trouvera

(5) u n =k\ l

y
lt

z 1
. . . v&quot;

&quot;^ 1

w&quot;
&quot;,

ou, ce qui revient au meme,

(6) u^N *&quot;
1

,

la valeur de N etant

(7) N - k&quot;

1 &quot;

x
-
yn-- zn . . . v w.

D autre part, la progression geometrique que Ton considere, etant

prolongee indefiniment, ou dans un seul sens, ou en deux sens oppo

ses, offrira un ou deux modules represented chacun par 1 une des

limites vers lesquelles convergeront, pour des valeurs croissantes

de n, les deux expressions

Mais, pour des valeurs croissantes de n, la valeur de N determinee par

la formule (7), et celle qu on deduirait de la meme formule en y rem-

plagant n par /?, convergent generalement vers la limite w. Done,

eu egard a la formule (6), les limites des expressions

seront generalement les memes que celles des expressions

w *&quot;

1 &quot;
1

, w (
&quot;

1)
&quot;

z
&quot;1 &quot; 1

.

En partant de cette remarque, et raisonnant comme dans le cas oil le
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terme general de la progression geometrique se reduisait a

A&quot;

m
,

on etablira immediatement les deux propositions suivantes :

THEOREMS III. - - Soil m un nombre impair quelconque. La progression

geometrique, et de I ordre m, qui apour terme general la valeur de un de-

terminee par I equation

un
~ kxn yn *

zn
*

. . . vnm~*wnm ,

etanl prolongee indefiniment dans les deux sens, offrira generalement

deux modules inverses I un de I autre, et sera par consequent divergente,

a moins que le module w de la variable w ne se reduise a I unite. La

meme progression, prolongee indefiniment dans un seul sens a partir du

terme
U =

et reduite ainsi a I une des series

(8) k, kxys...vw, kx^y+z*. . . c 2 &quot;~ w2 &quot;

,

(9) k, kx- l

ys-*...vw-*, kx--y^-\..^
m

&quot;w--&quot;
, kx~*y* z-- ...^

m
&quot;w-

3
&quot;, ...,

sera convergente si le module du dernier des facteurs qui renferme le

second terme reste inferieur a I unite. En consequence, w etant toujours

le module de la variable w, la serie (8) sera convergente si Ion a

w &amp;lt;
i

,

et la serie (9) si I on a
w- J

&amp;lt;
i

ou, ce qui revient au meme,
w &amp;gt; i.

Au contraire, la serie (8) sera divergente si I on a

w&amp;gt;i,

et la serie (9) si Von a
w&amp;lt; i.

THEOREMS IV. Soil m un nombre pair quelconque; la progression
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geometrique, et de I ordre m, qui apour terme general

un kxn yn z n
&quot;

. . . vnm
~

l wnm
,

etant prolongee indefiniment dans les deux sens, offrira deux modules

egaux, et sera convergenle ou divergente suivant que le module w de la

variable w sera inferieur ou superieur a I unite.

Les theoremes III et IV supposent que le module w dc la variable w
differe de 1 unite. Si ce meme module se reduisait precisement a 1 u

nite, alors, pour savoir si la serie dont un represente le terme general

est convergente ou divergente, il faudrait recourir a la consideration

des modules
v, ..., z, y, x

des autres variables, ou plutot a la consideration du premier d entre

ces modules qui ne se reduirait pas a 1 unite. En suivant cette marche,

on etablirait generalement la proposition suivante :

THEOREME Y. Soil m un nombre entier quelconque, et nommons

. . ^

x, y, z, ..., v, vv

les modules des variables

jr, y, z, ..., v, w.

Enfin, supposons que la progression geometrique, et de I ordre m, qui a

pour terme general
u,, = kx&quot; yn* z L&amp;gt;

. . . v 1
&quot;1 1 w 1

&quot;

,

soil prolongee indefiniment dans les deux sens. Cette progression sera con

vergente si, parmi les modules

w, v, ..., z, y, x,

le premier de ceux qui ne se reduisent pas a 1 unite reste inferieur a 1 u

nite et correspond a une variable dont I exposant dans la formule (5)

soit une puissance paire de n. La meme progression sera divergente si

I une de ces deux conditions n est pas remplie.



404 COMPTES RENDUS DE L ACADEMIE.

Le theoreme V entraine immediatementla proposition suivante :

THEOREME VI. - Soil m un nombre impair et superieur a I unite. La

progression geometrique, et d ordre impair, qui aura pour terme general

etant uidefimment prolongee dans les deux sens, sera convergente si la

derniere des variables

X, y, S, ..., ,
W

offre un module w = i , et Vavanl-derniere v un module v inferieur a

I unite.

II suit des theoremes IV et V que, parmi les progressions geome-

triques, cello du premier ordre est la seule qui, prolongee indefini-

ment dans les deux sens, ne puisse jamais etre convergente.

III. -- Proprietes rcmarquables des progressions geometriques

des divers ordres.

Designons par m un nombre entier quelconque, et considerons une

progression geometrique de 1 ordre m, dont le terme general // soit

determine par la formule

On aura

A&quot;,
u

v kxyz . . . vw, . . .,

et par suite

-~
U

puis on tirera de la derniere equation

( 3 )
-&quot;

+1 --Xn
Y&quot; ~Zn *

.
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les nouvelles variables X, F, Z, . . . , V, W etant liees aux variables

x, y, z., . . . par les formules

(4)

( m \ ) ( m -2 1 nit m- I)

. . . V W 2
,

(m l|Cn 8 1 ( ire 3) m(m- i ) ( m _ 2 )

dans lesquellcs les variables ^r, r, 5, . . . , v, w se trouvent elevees a des

puissances dont les exposants se confondent successivement avec les

nombres figures des divers ordres. Gela pose, on conclura des equa

tions (2) et (3) qu il suffit de remplacer les variables x, y, s, . . . , v, w

par les variables X, Y, Z, . . . , F, W, pour transformer le rapport

en une fonction nouvelle equivalente au rapport

Gonsiderons specialement le cas oil la progression geometrique est

convergente. Alors, de 1 observation que nous venons de faire et des

principes etablis dans la seance precedente, on deduira immediate-

ment les deux theoremes dont je joins ici les enonces.

THEOREME I. Supposons que la serie, ou plutot la progression geo

metrique

dontle terme general un est determine, par la formule (i), reste conver-

genle, landis qu on laprolonge indejiniment dans les deux sens, et soil

(6) s {(x, y, z, . ,, v, w)
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la somme de cette me&quot;me progression, en sorts qu on ait

(7) f(.r, /, z, . . ., v, w) . . . M_ 3 4- _ 2 4- M_,H- o 4- i + &quot;2
-H

Soient encore X, Yy Z, . . . , F, W fife nouvelles variables liees aux variables

at, y, z, . . . , v , wpar les formules (4)- # fonction f(x, y, z, . . . , t&amp;gt;, w)
*e trouvera reproduite par la substitutio7i des variables nouvelles X, Y,

Z, . , . , F, FT aux variables x, y, z, . . . , t&amp;gt;,
we/ /?ar I adjonction du

facteur
,- =r .2772 . . . i W
o

aw resultat de cette substitution, et, par consequent, la fonction

f(x, y, z, . . . , v, (P) verifiera I equation lineaire

(8) f(jc,y,z, ...,v,w} = xyz...vw i(X, Yy Z, ...,V, W).

THEOREME II. -- Les memes choses etant posees que dans le theoreme I,

la factorielle P determined par I equation

encore une fonction de x, y, z, ..., v, w, qui se trouvera reproduite

par la substitution des variables X, Y, Z, . . . , V, W aux variables x, y,

z, . .., v, w et par I adjonction dufacteur

- = xyz . . . vw

au resultat de cette substitution. Done, si, pour plus de commodite, on

designepar

(10) P = F-(x,y,z, ...,&amp;lt;&amp;gt;,&amp;gt;)

fa valeurde P quefournit I equation (3), lafonction (x,y, z, . . . , v, w)
aura la propriete de verifier I equation lineaire

(n) F(*,y,z, .
.!,&quot;*, w) :r=^7^. . .vw F(X, Y,Z,...,V, W}.
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IV. Nouvelles fortuities relatives aax progressions geometriques des divers

ordres et aux fonctions qid se reproduisent par substitution.

Aux formules generates etablies dans le paragraphe precedent, on

peut en joindre quelques autres, qui meritent encore d etre remar-

quees; celles-ci se deduisent immediatement de plusieurs nouveaux

theoremes relatifs aux fonctions qui se reproduisent par substitution.

Ces nouveaux theoremes peuvent s enoncer comme il suit :

THEOR&WE I. - - Goncevons que I indice n represente, au sig7ie pres, un

nombre entier. Soil, de plus,
Un

unefauction de I indice n et des variables x, y, z, .... En/in, supposons

que les diverses valeurs de un , savoir

(l) ..., W_ 3 ,
_ 2 , U-i, M

l&amp;gt; 2 &quot;3, ,

formenl une serie convergente, prolongee indejiniment dans les deux

sens. Si, en substituant aux variables x, y, z, ... d autres variables X,

Y, Z, ... qui soient des fonctions connues et determinees des premieres,

on transforme generalement un en un+{ , alors la somme

(2) 5 . . ._ 2 + M_i+ M ~h M,

de la serie (i) sera une fonction de x, y, 5, ... qui se trowera reproduce

par la substitution dont il s agit.

Demonstration. -- En effet, designons, pour plus de commodite, par

f(o?, y, s, . . .) la somme s de la serie (i). On aura, non seulement

la somme qu indique le signe S s etendant a toutes les valeurs entieres

positives, nulle et negatives de n, mais encore, en vertu de 1 hypothese

admise,

et comme, evidemment, ^un+ ^
ne differe pas de SMW , on trouvera defi-
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nitivement

(3) f(*,y,z, ...)

THEOREMS II. - - Z,e.y memes choses etant posees que dans le theorems

precedent, lafactorielle P determinee par I equation

(4) P = (i-h tf_s)(H- &quot;-i)(i 4- u )(H-M,)(i + M i )...

sera encore une fonction de x, y, z, ...
&amp;lt;^

.ye trouvera reproduitepar la

substitution des variables X, F, Z, . . . &M.T variables x, y, z, ....

Demo7istration. - - En effet, representons, pour plus de commodite,

par F(a?, j, s, . .

.) la factoriellc P. L equation (4) donnera

F(J?,J, s, .-.)= .-(I-*- -a) (IH-M-,) (iH- )(! + i) (i + &quot;2)- 5

puis on en conclura, en remplacjant x,y, s, ... par X, Y, Z, . . . ,

F(^T, F, Z, . . .) . . .(i+ M_,) (i -+- MO) (t + a,) (i 4- M,) (i -4- M 3 ). . .,

et par suite

(5) F(*,J,, ...)-Ft-r,.r,z,...).

Supposons maintenant que les deux modules de la serie (i), pro-

longee indefiniment dans les deux sens, soient, 1 un inferieur, 1 autre

superieur a 1 unite, de sorte que, la serie (i) etant divergente, les

deux series

I

U i

soient 1 une et Tautre convergentes. Alors, a la place du theoreme II,

on obtiendra evidemment la proposition suivante :

THEOREME III. --
Supposons que la serie (i) qui a pour terme general

un , etant prolongee indefiniment dans les deux sens, les deux modules de

cette serie qui correspondent, run a des valeurs positives, 1 autre a des

valeurs negatives de Vindice n, soienl, le premier inferieur, le second supe

rieur a I unite. Si, en substituant aux variables x, y, z, ... d autres
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variables X, F, Z, ... qui soient desfonctions connues des premieres, on

transforme generalement un en un+t , alors lafactorielle P determinedpar
I equation

(6) P=...(n--- )(
r + -

\ U-2/ \ ll-

sera unejonction de x, v, z, . . . qui se trouvera reproduite par la substi

tution des variables X, Y, Z, ... aux variables x, y, s, ... et par I ad-

jonction dufacteur w au resultat de cette substitution merne.

Demonstration. -- En effet, representons, pour plus de commodite,

par F(a?, y, s, . .
.)

la factorielle P. L equation (6) donnera

puis on en tirera, en remplagant x, y, z, ... par X, Y, Z, . . . ,

F(,r, r, z, ...) = ...
(i
+ - 1-

\

et, par suite,

(7) F(ar,/^--

Gonsiderons maintenant une progression geometrique, et de

1 ordre m, clont le terme general u,,, correspondant a 1 inclice n, soit

determine par une equation de la forme

(8) u n xy
n z n

*. . . vnm-^vn
&quot;1

.

On tirera de cette equation

( 9 )
un+l= XY 1 Zn\.. Vnm

~ l Wnm
,

les valeurs des variables

X, Y, Z, ..., V, W

etant liees a celles des variables

oc, y,

OEuvrcs dc C. S. I, t. VIII.
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par les formules

X = ocyz . . . vw,

( m 1 ) ( m 2 I in ( rn 1 I

Z JCY^ z^ v tv
^

F = vwm
,

W=w.

Cela pose, on deduira evidemment des theoremes I, II, III les propo

sitions suivantes :

THEOREMS IV. -

Supposons que la progression geometrique, et de

I ordre m, qui a pour terme general

reste convergente dans le cas oil elle est indeJiniment prolongee dans les

deux sens ; et soil

la somme de cette projection geometrique. Alors, en nommant X, F,

Z, . . . des variables nouvelles liees aux variables x, y, s, . . . par lesfor

mules (10), on aura

TIIEOREME V. - - Les memes choses etant posees que dans le theorerne

precedent, si I on represente par

la factorielle

on aura encore

TuEOREiME VI . Supposons que la progression geo?netrique , et de

I ordre m, qui a pour terme general

l n X Y
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etant prolongee indefuiiment dans les deux sens, ies deux modules de

cette progression qui correspondent, Vun a des valeurs positives, I autre

a des valeurs negatives de n, soient le premier inferieur, le second supe-

rieur a Vunite. Alors, en nommanl X, Y, Z, . . . des variables nouvelles

liees aux variables x, y, z, ... par les formules (10), el en designant par

F(,r, y, z, . . . , v, w) lafactorielle

on trouveia

F(*,7,s, ./.-,
p = ,F(,r, F, Z, ..., V,W).

Dans le cas particulier oil les progressions que Ton considere sont

du second ordre, les divers theoremes que nous venons d enoncer,

joints aux propositions fondamentales du calcui des residus, four-

nissent le moyen d etablir un grand nombre de formules dignes de

remarque, et relatives aux factoriellcs reciproques, ou, ce qui revient

au meme, aux fonctions elliptiques. Si Ton suppose, au contraire,

qu il s agisse de progressions geometriques d un ordre superieur au

second, alors, a la place des formules qui so rapportcnt a la theorie

des factorielles reciproques, on obtiendra des formules plus generates

que je developperai dans d autres Memoires.

273.

ARITHMETIQUE. Rapport surun MemoiredeM. GUY, capitaine d artillerie

et ancien eleve de 1 Ecole Polytechnique.

C. R., T. XX, p. 67 (i3 Janvier i845).

L Academic nous a charges, M. Binet et moi, de iui rendre comptc

d un Memoire presente par M. le capitaine Guy, et relatif a une ques

tion d Arithmetique. Pour faire bien comprendre ce qu il y a de nou-
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veau dans Ics resultats obtenus par Fauteur du Memoire, il nous parait

utile d entrer ici dans quelques details.

Les diverses operations de FArithmetique peuvent etre appliquees,

ou a la determination exacte, ou seulement a la determination approxi

mative des quantites inconnues. Ainsi, par exemple, la multiplication

et la division arithmetiques peuvent avoir pour objet la recherche des

valeurs ou exactes ou approchees du produit ou du rapport de deux

nombres donnes en chiffres. Lorsqu il s agit de calculer les valeurs

exactes, les precedes connus resolvent completement la question. On

a aussi donne les moyens de calculer les valeurs approchees; mais les

regies qu on a enoncees a ce sujet dans les Traites d Arithmetique

etaient demeurees incompletes, ainsi que nous allons Fexpliquer.

Le produit de deux nombres peut etre considere comme forme par

1 addition des produits partiels qu on obtient en multipliant les divers

chiffres du multiplicande par les divers chiffres du multiplicateur.

D ailleurs, ces produits partiels sont de divers ordres, suivant qu ils

representent des unites, des dizaines, des centaincs ou des dixiemes,

des centiemes, etc., et leur somme totale peut etre consideree ellc-

meme comme formee par 1 addition de sommcs partielles, dont cha-

cune comprendrait tous les produits de meme ordre. Cela pose, con-

cevons qu il s agisse de calculer seulement une valeur approximative

du produit de deux nombres. II est clair qu on pourra se contenter de

calculer quclques-unes des sommes partielles, en rejetant toutes celles

qui se composent de produits dont Fordre est inferieur a une certaine

limite. Or, de cette limite depend Ferreur commise. Dans la seance du

28 novembrc 1840, Fun de nous a indique Ic moyen de mesurer cette

erreur, dont la connaissance permct de rcsoudre le probleme qui con-

siste a calculer le produit de deux nombres avec un degre d approxi-

mation donne.

Lorsque Fon connait, a priori, non plus les deux facteurs, mais

Fun d entre eux et le produit, et qu il s agit de calculer Fautre fac-

teur, Foperation a effectuer est une division, le dividende n etant

autre chose que le produit du diviseur par le quotient. D ailleurs,
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pour determiner le quotient a 1 aide de la regie generalement connue,

on determine ses divers chiffres par des operations successives, et

Ton retranche du dividende, apres chaque operation nouvelle, le pro-

duit du chiffre trouve par le diviseur tout entier ou, ee qui revient

au meme, la somme partiellc des produits des divers ordres qu on

obtiendrait en multipliant le chiffre trouve par les divers chiffres du

diviseur. On obtiendra, non plus la valeur exacte, mais seulement la

valeur approchec du quotient cherche, si, dans chaque somme par-

tielle, on neglige tous les produits partiels dont 1 ordre est inferieur

a une certaine limite, ou bien encore si Ton tient compte uniquement
des produits dont 1 ordre surpasse une certaine limite et des reports

qui proviennent des produits de 1 ordre immediatcment inferieur a la

limite dont il s agit. La determination de 1 erreur commise dans le

premier cas pourrait se deduire immediatement de ce qui a ete dit,

dans la seance du 28 novembre 1840, sur 1 erreur qui affecte la valeur

approchee d un produit. Mais cette remarque n avait point encore ete

faite; et, quant a 1 erreur commise dans le second cas, elle n avait

encore ete estimee, du moins a notre connaissancc, que d une ma-

niere inexacte. Les auteurs de Traites d Arithmetique avaient sup

pose, a tort, que la partie de cette erreur due a chaque soustraction

ne surpasse pas une unite de 1 ordre auquel on s arrete. M. le capi-

tainc Guy rectifie cette assertion, et prouve tres bien que la limite i

doit etre remplacee par la limite 2. D ailleurs, 1 appreciation de 1 er

reur qui peut affecter chaque dividende partiel dans la division ap

proximative conduit immediatement, comme 1 auteur du Memoire Fa

remarque, a la regie que Ton devra suivre si Ton veut obtenir le quo

tient de deux nombres avec un degre d approximation determine.

Nous ajouterons que, a la limite 2 ci-dessus rappelee, on peut sub-

stituer, avec avantage, la limite plus basse 1,8, qui se trouve elle-

meme indiquee par 1 auteur du Memoire.

En resume, les Commissaires pensent que 1 auteur du Memoire

soumis a leur examcn, en rcctifiant une erreur qui n avait point ete

apergue, et en tracant avec sagacite la marche que Ton doit suivre,
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dans la division approximative, pour obtenir le quotient de deux

nombres avec un degre d approximation determine, a ainsi apporte

un perfectionnement utile a une operation usuelle de 1 Arithmetique.

11s proposent, en consequence, a I Academie d accorder son approba

tion au Memoire de M. lc capitaine Guy.

274.

ANALYSE MATHEMATIQUE. - - Note sur diverges consequences du theoreme

relatif aux valeurs moyennes des fauctions.

C. R., T. XX, p. 119 (20 Janvier 1845).

Considerons d abord une fonction d une seule variable x, et suppo-

sons que, en attribuant au module de cette variable une valour deter-

minee, on prenne successivement pour argument les divers multiples

d un arc represente par le rapport de la circonference a un nombrc

cntier n. Aux n valeurs distinctes de la variable x, ainsi obtcnues,

correspondront n valeurs de la fonction elle-meme, et la moyenne

arithmetique entre ces dernieres convergera, pour des valeurs crois-

santes de n, vers une limite representee par une certaine integrale

definie. Cette limite est la valeur moyenne de la fonction pour le module

donne de la variable x.

Cela pose, le theoreme relatif aux valeurs moyennes des fonctions

d une seule variable peut s enoncer comme il suit :

THEOREME I. - - Si unefonction de la variable x reste, avec sa derivee ,

fonction cojitinue du module et de Vargument de la variable, pour toute

raleur de ce module comprise entre deux limites donnees, la valeur

moyenne de lafonction sera, entre ces limites, mdependante de la valeur r

attribute au module de la variable.

\\ y a plus : en s appuyant sur la theorie des integrales singulieres,
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on prouvera aisement qu on peut etendre le theoreme I au cas meme

oil la fonction derivee devient infinic ou discontinue pour certaines

valeurs de la variable et pour des valeurs du module comprises entre

les deux limites donnecs. A la verite, pour 1 exactitude de la demon

stration, il convient de supposcr que le nombre de ces valeurs reste

fini. Mais cette derniere condition se trouve generalement remplie;

et, d ailleurs, pour prevenir toute objection, nous supposerons que,

dans les theoremes suivants, il s agit uniquement de fonctions dont

les derivees ne deviennent pas infinies ou discontinues pour unc infi

nite de valeurs de la variable x.

En ayant egard a la remarque precedente, et observant qu une fonc

tion continue de la variable x est tout simplement une fonction con

tinue du module et de 1 argument de cette variable, on deduira gene

ralement du theoreme I la proposition relative au developpement des

fonctions, suivant les puissances entieres des variables, c est-a-dire

u n second theoreme dont voici 1 enonce :

THEOREME II. - Si une fonction de la variable x reste continue entre

certaines limites du module de cette variable, elle sera, entre ces limites,

generalement developpable en une serie convergente ordonnee suivant Les

puissances entires de x.

II importe de rappeler ici que le terme independant de la variables,

dans le developpement d une fonction de cette variable, sera, comme

je 1 ai remarque dans la seance du 23 juillet i843, la valeur moyenne

de la fonction, correspondante a un module de x pour lequel le deve

loppement peut s effectuer. Parcillement, le coefficient d une ptiis-

sance entiere, positive ou negative de x, dans le meme developpement,

sera la moyenne du quotient qu on obtient en divisant la fonction

par cette puissance. On peut done enoncer encore la proposition sui-

vante :

THEOREME III. -- Si une fonclio7i de la variable x reste continue entre

certaines limites du module de cette variable, elle sera, entre ces limites.

generalement developpable en une serie convergente, dont chaque terme
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sera le produit d une puissance entiere positive, nulle ou negative, dex,

par la valeur moyenne du rapport de la fonction a la me~me puissance,

cette valeur moyenne etant calculee pour un module de x compris entre

les limites donnees.

II suit du theoreme precedent que la valeur generale d une fonction

de x qui demeure continue entre deux limites donnees du module de

la variable x est completement determinee quand on connait la valeur

particuliere que prend cette memo fonction pour une valeur particu

liere du module de x, 1 argument de x restant d ailleurs arbitraire.

Done, par suite, deux fonctions de x qui resteront continues entre

deux limites donnees du module dc x seront constamment egales

entre elles si elles deviennent egales pour une valeur particuliere de

ce module comprise entre les limites dont il s agit. D ailleurs, rien

n empechera de supposcr que la seconde des deux fonctions se reduit

a zero. Dans tous les cas, on se trouvera immediatement conduit,

par 1 observation qu on vient de faire, a un nouveau theoreme dont

voici 1 enonce :

THEOREME IV. - - Une equation dont les deux membres sont des fonc

tions de la variable x, qui restent continues entre deux limites donnees du

module de cette variable, se verifiera toujours entre ces limites si elle se

veri/ie pour une seule valeur du module comprise entre les limites dont il

s agit.

Ce dernier theoreme a des rapports intimes avec une proposition

de M. Cellerier, rappelee dans la seance du 29 Janvier i844&amp;gt; et relative

a une fonction de x qui s evanouit pour toutes les valeurs reelles de la

variable. J ajoutcrai que 1 auteur m aditun jour etre parvenu arendre

son theoreme plus general en considerant, je crois, le cas ou la fonc

tion de x s evanouit, non pour toutes les valeurs reelles de x, mais

seulement pour celles qui ne depassent pas certaines limites.

Observons maintenant que les divers theoremes ci-dessus enonces

peuvent etre facilement etendus au cas ou il s agit de fonctions de
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plusieurs variables x, y, z, .... Alors on obtient, par oxemple, a la

place du theoreme IV, la proposition suivante :

THEOREME Y. - - Une equation dont les deux membres sont desfonctions

de x, y, z, . . . , quirestent continues entre des limites domiees des modules

de x, r, z, . . ., se verifiera toujours, entre ces limites, si elle se reri/te

pour un scul systeme de valeurs particulieres de ces jnemes modules, com

prises entre les limites dont il s agit.

Observons encore que le second membre de 1 equation mentionnee

dans le theoreme V pourrait etre la somme d une serie convcrgente,

et qu une telle serie restera effectivement fonction continue de x, y,

z, . . . pour tous les modules de x, y, z, ... compris entre certaines

limites, si, pour de tels modules, la serie, toujours convergente, se

compose de termes dont chacun soit represente par une fonction con

tinue de x,y, z, ....

ANALYSE.

Soit

une variable imaginaire dont r represente le module et p 1 argument.

Soit, de plus, &(&) une fonction de cette variable qui reste, avec sa

derivee, fonction continue de x, c est-a-dire fonction continue de r et

de p, entre deux limites donnees du module de r, savoir, depuis

r ro jusqu a r R. La fonction II(r) de r, determinee par 1 equa
tion

(i)
~

f
J-t

sera ce que nous appelons la valeur moyenne de la fonction ^s(x)\ et

cette valeur moyenne restera la meme pour toutes les valeurs de r

comprises entre les limites /- , R (voir la 9
e livraison des Exercices

d Analyse et de Physique malhematique} ( ); de sorte que, en suppo-

( ) OEuvres de Cauchy, S. IT, T. XI.

OF.ut-res de C. S. 1, t. VIII. 53
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sant r
&amp;lt;

r
&amp;lt; K, on aura

n(r.)=n(r)=n(R).

Si, pourabreger, on pose

y = / &amp;lt;?

/ v -i
,

z Re 1? v
-

,

&amp;lt;/ designant un nouvel argument que nous substituerons a 1 argu

ment/?, la formule (T) entrainera les suivantes :

n( V) =:;;;; f w
&quot;

et, par suite, 1 equation
n@l) = ll(r.)

pourra etre presentee sous la forme

i r^ i /
&amp;gt;7t

(3) / rs(z}dq---- /
2*J- 2TC -U

Concevons maintenant que Ton prenne

TO ( 5 )
:rr 5

f(a?) designant une fonction dc x qui restc, avec sa derivec, continue

par rapport a x, depuis la limite r = r jusqu a la limite r = R. L e-

quation (3) donnera

&quot;

fiz} f(ic) . i r 71

f(.y) f(#) ,

D ailleurs le module r de ^ etant, par hypothese, superieur au mo

dule /- de y, mais inferieur au module R de s, on aura

y ^j
/ Vi J YX~* V 2 X~*i &quot;-&quot; 1 -t~ S~ l X \ S tV H~ .
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et 1 on en conclura

Done 1 equation (4) pourra etre reduite a

(6) t(x)=

Do cette dernirre formule, jointe aux equations (5), on tire imme-

diatement

(7) f(j?) . . . A_2^~ 2
-t- A_,o;-

l + A 4- A, j? -i- A 2 -i-
2 +. . .

,

la valeur de A B etant determinee, pour une valeur nullc ou positive

de n, par la formule

(8) A^-^ r *~* f ( a)^
27r --7T

et, pour une valeur negative de n, par la formule

(9) A,- ~ C y-t(y)dq.
U

Mais, si Ton remplace rs(x) par a?
n
f(a?) dans 1 equation (i), la for

mule (2) donnera

271 27r ^

Done, aux equations (8) et (9), on pourra substituer la seule formule

(11) A=

Ajoutons : i que Ton arriverait directement a eette derniere, en inte

grant par rapport a 1 argument/?, entre les limites p- -
TT,

/&amp;gt;

= ir,

les deux membres de 1 equation (7) multiplies par a-
&quot;&quot;;

2 que des
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equations (7) et(n), jointes a la formule (10) ou (2), on peutrevenir

a 1 equation (6).

En vertu de la formule (7), la fonction f(x) qui, par hypothese,

reste, avec sa derivee, continue par rapport a la variable x, entre deux

limites donnees du module r de cette variable, savoir, depuis la limite

r i\ jusqu a la limite r = R, sera developpable, pour toute valour de

r comprise entre ces limites, en une serie convergente ordonnee sui-

vant les puissances entieres de x. Cette proposition est precisement

le theoreme general sur la convergence des series, que j
avais etabli

pour le cas ou les puissances de x comprises dans les divers termes

du developpement sont toutes positives, et que M. Laurent a etendu

an cas oil ces puissances sont, les unes positives, les autres nega

tives.

En vertu de la formule (i i), dans laquelle le module r de x devient

constant, la valeur de Aw , c est-a-dire le coefficient de #&quot;dans le deve

loppement de la fonction f(a?), n est autre chose que la valeur moycnne
du rapport

correspondante a une valeur particuliere du module r.

Done, par suite, une fonction f(a?) qui reste, avec sa derivee, fonc

tion continue de la variable x, entre deux limites donnees r , R du

module r de cette variable, quel que soit d ailleurs I argument/?, se

trouve completement determinee quand on connait les valeurs par-

ticulieres qu elle acquiert pour une valeur particuliere du module r

comprise entre les limites dont il s agit. Done aussi deux fonctions

dont chacune reste avec sa derivee fonction continue de la variable x,

entre deux limites donnees du module de cette variable, seront tou-

jours egales, entre ces limites, si elles deviennent egales pour une

valeur particuliere du module r.

Ajoutons encore que, suivant une remarque deja faite, la theorie
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des integrates defmies singulieres nous autorise a omcttre generale-

ment dans les propositions ci-dessus enoncees les conditions relatives

a la derivee de f(#). On se trouve ainsi conduit aux theoremes II,

III, IV; puis, en etendant ces memes theoremes au cas ou Ton consi-

dere plusieurs variables, on etablit sans difficulte des propositions

analogues entre lesquelles on doit distinguer le theoreme V.

En terminant cette Note, j
observerai qu on peut aisement deduire

de la formule (8) ou (9) une limite superieure au module de An ,

c est-a-dire au module du coefficient de x&quot; , dans le developpement

de f(.
En effet, soient

3&quot;
et %

les plus grands modules que puissent acquerir les fonctions

f(j)r=f(/- e7v/::T ) et f(z) f(l\e
f ^}

pour des valeurs reelles de Tangle q. On tirera de la formule (9)

mod. A n &amp;lt;t\

1

-5

et de la formule (8)

Cela pose, on conclura evidemment de la formule (7) que le develop

pement de f(&) suivant les puissances entieres de x se compose de lermes

dont les modules sont respectivement inferieurs aux modules des lermes

correspondants du developpement de la fonction

R

qui se reduit simplement a

dans le cas particulier ou Ton suppose /* o.

Si d ailleurs on nomme le plus grand module que la fonction f(.r)

puisse acquerir pour un module rdex, renferme entre les Hm-itesr ,R,



422 COMPTES RENDUS DE L ACADEMIE.

on pourra sans inconvenient remplacer, dans I expression (12), les

modules.T et 5b par le module s qui sera superieur ou au moins egal a

chacun des deux autres. Done le developpernejit de f(o?) se composera de

termes dont les modules seront inferieurs aux modules des termes corres-

pondants du
de\&amp;gt;eloppement

de la fonction

R
R x r x ) (R x} (

Les propositions quc nous venons d enoncer peuvent etre etendues

avec la plus grande facilite au cas ou Ton considere des fonctions de

plusieurs variables. II est d ailleurs evident qu elles fournissent le

moyen de calculer les limites des erreurs que Ton commet quand on

neglige, dans les developpements des fonctions en series ordonnees

suivantles puissances entieresdes variables, les termes dont les expo-

santssurpassent, envaleurs numeriques, des nombres entiersdonnes.

275.

ANALYSE MATHEMATIQUE. -- Memoirc sur la convergence, de la serie partielle

c/ui a pour termes les divers coefficients d une meme puissance d une

seule variable, dans line serie multiple.

C. R., T. XX, p. 126 (10 Janvier i8/4 5).

Lorsqu unc fonction de plusieurs variables x, y, :,... cst devclop-

pable en serie convergente ordonnee suivant les puissances ascen-

dantes des variables x, y, z, . . . pour tous les modules de ces variables

compris entre certaines limites, les coefficients d une puissance quel-

conquede la premiere variable x, dans le developpementainsi obtenu,

forme nt une nouvelle serie qui demeure generalement convergente

entre de nouvelles limites des modules des variables restantes j, z,

Ce fait in aparu d autant plus digne de 1 attention des geometres, qu il



EXTRA IT N 275. 423

est possible, comme on le verra dans ce Memoire, d etablir, pour la

determination des nouvelles limites des modules dc y, z, ..., des

theoremes generaux qui permettent do resoudre des questions impor-

tantes d Analyse mathematique. Ainsi, en particulier, ces theoremes

s appliquent sans difficulte a la recherche des conditions qui doivent

etre remplies pour que Ton soit assure de la convergence des series

simples ou doubles comprises dans les nouvelles formules generales

que j
ai precedemment donnees pour le developpement des fonctions;

et, par consequent, ils peuvent etre tres utilement employes dans la

partie de I Astronomie qui a pour objet la determination des mouve-

ments planetaires.

ANALYSE.

| I. Considerations generales.

Soit

une variable imaginaire dont r represente le module et/? 1 argument.

Soit encore
F(*)

une fonction de cette variable, qui reste continue par rapport a x, du

moins tant que le module de x reste compris entre certaines limites.

La fonction F(a?) sera, sous cette condition, developpable en une serie

convergente ordonnee suivant les puissances entieres positives, nullc

et negatives de x\ et si Ton nomme An le coefficient de x 1 dans le

developpement de F(a?), on aura

= f x~
/_

Supposons maintenant que la fonction Y(x) se decompose en

deux facteurs representes Tun par w(a?), 1 autre par f(y, x, .-)

les lettres y, z, ... designant elles-memes des fonctions determinees

de la variable x. L equation

V(x)--w(x) t(y,s, ...)
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entraincra la suivante

(2) A-
:

271

et il suffira de developper la fonction

en une serie multiple ordonnee suivant les puissances entieres de y,

s, . . ., pour que la valeur de A
fl fournie par 1 equation (2) se trouve

elle-meme developpee en une serie de termes proportionnels a des

integrales de la forme

i r
/

x~&quot;y

T.

~ n nm

Mais le developpement du coefficient An ne pourra servir a en deter

miner la valeur qu autant qu il sera convergent. Cette simple observa

tion doit nous engager a rechercher dans quels cas la serie obtenue

sera convergente. Or on pent etablir a ce sujet quelqucs theoremes

qui nous seront fort utiles, et que nous allons indiquer.

Supposons d abord que la fonction f(y,s, .
.) se reduise a f(j),

y etant lui-meme fonction de x. Supposons encore que f( tr) reste

fonction continue de r, pour tout module de y qui ne depasse pas la

limite inferieure y ou la limite superieure y. Enfin, spit s la plus

grande valeur que puisse acquerir le module de f( tr), pour un module

de y compris entre les limites dont il s agit. Par des raisonnements

semblables a ceux que nous avons employes dans la Note precedente

(p. 421, 422), on prouvera que les divers termes du developpement

de f(j) offrent des modulus respectivement inferieurs aux modules

des termes correspondants du developpement du produit

Par suite aussi, les divers termes du developpement du coefficient Ant
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determine par la formule

(3) = : i f x- n

271 /-

offriront des modules inferieurs aux modules des tefmes correspon

dants du developpemcnt qu on obtiendra pour 1 integrale.

(4)
C x-n(^L ?*

J-K \y-J yo-

en developpant la fonction sous le signe f. suivant les puissances

entieres de y. Done le developpement de Aw sera convergent en

meme temps que la serie modulaire correspondante au developpe

ment de 1 expression (4), ou meme de 1 integrale

(5) C x~ n
(-^-

2KJ.K \yy

On peut done enoncer la proposition suivante :

THEORME I. Soil x = rep^~ t une variable imaginaire dontp designe

Vargument. Soil encore F(a?) unefonction de x quise decompose en deux

facteurs, represents I un par rs(x), I autrepar f(y), y etant lui-meme

fonction de x; et supposons que f(y) reste fonction continue de y pour

tout module de y qui ne depasse pas la limite inferieure y ou la limite

superieure y. En/in, soit A
ft

le coefficient de x 1 dans le developpement de

F(a?) en serie ordonnee suivant les puissances entieres de x, de sorte

qu on ait

ou, ce qui revient au meme,

// suffira de developper f(y) suivant lespuissances entieres de y pour que

le coefficient An se trouve developpe en une serie de lermes proportiojmels

OEuvies de C. S. I, t. VIII. ^4
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a des integrales de laforme

i /
If* ^ V &quot; 77T ( X* I ft ft *
tJU Y UJ \ tXx I W- A/

^

e*, /?OMr ^we /e developpement de An ainsi obtenu demeure convergent, il

suffira qu une autre serie de termes proportionnels a ces integrales, savoir,

celle qu on obtiendra en developpant Cexpression

demeure elle-meme convergente avec la serie modulaire correspondante.

Si d ailleurs on nomme le plus grand module que puisse acquerir la

fonction f(j) pour un module de y renferme entre les limites y , y, les

divers termes dont se composera le developpement de A
rt offriront des

modules inferieurs aux modules des termes correspondajits du developpe

ment de I expression

On etcndra sans peine le theoreme que nous venons d enoncer au

cas ou le second facteur de F(a?) se trouve represenle, non plus par

f(y), mais par f(y, z, . .

.), les lettres j, z, . . . designant diverses fonc-

tions de x. Si Ton considere en particulier le cas ou les fonctions y,

5, . . . se reduisent a deux, on obtiendra la proposition suivante :

THEOREME II. Soil x rep ^~~* une variable imaginaire dontp designe

I argmnent. Soit encore F(#) une fonclion de x qui se decompose en

deux facleurs , representes l un par f(#), I autre par i\y, -3), y et z

etant eux-mdmes fonctions de x; et supposons que f(y, 5) reste fonction

continue de y et de z pour tons les modules de y, z qui ne depassent

pas les limites inferieures y , z ou les limites superieures y, z. En/in, soit

\n le coefficient de xn dans le developpement de x en serie ordonnee sui-

vant les puissances enlieres de x, de sorte qu on ait
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ou, ce qui revient au mme,

i r*
&quot;= X-n

271 J-n

11 suffira de developper f(y, -s) suivant lespuissances entieres de y, z pour

que le coefficient A.n se trouve developpe en une serie de termes proportion-

nets a des integj^ales de laforme

271

et, pour que le developpement de AM ainsi obtenu demeure convergent, il

suffira qu une autre serie de termes proportionnels a ces integrates, savoir,

celle qu on obtiendra en developpant I expression

(6)

demeure elle-meme convergente avec la serie modulaire correspondence.

Si d ailleurs on nomme le plus grand module que puissc acquenr la

fonction f(j, z} pour un module de y renferme entre les limites y , y,
et

pour un module de z renferme entre les limites z
, z, les divers termes

dont se composera le developpement de Kn offriront des modules infe-

rieurs aux modules des termes correspondants du developpement de I ex

pression

Si les limites inferieures y , z u , ... peuvent etre reduites a zero,

alors la fonction f(j, z, ...), c est-a-dire la fonction f(j) ou

t(y,s), ..., etant developpee suivant les puissances entieres des

variables y, z, . . . , le developpement n offrira que des puissances

nulles ou positives de ces variables. Alors aussi les rapports

/
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s evanouiront dans les expressions (5) et (6), qui se trouveront

reduites aux deux suivantes :

v
(8)

- x~ *

(a)

yy
y 7.

yyzz
D ailleurs, pour obtenir, dans cette hypothese, les developpements de

ces expressions en series de termes proportionnels a des integrates de

la forme
i r*
- I X~n Vm Z &quot; ... T3(

271 J--K

il suffira de poser
V- 7-I

&amp;gt;

L
&amp;gt;

y z

puis dc developper les rapports

y y i Yj z z i Zz

en series ordonnees suivant les puissances ascendantes des quantites

positives Y, Z. Done les theoremes I et II entraineront les proposi

tions suivantes :

THEOREME III. Soil x = re*&quot;J~* une variable imaginaire dontp designe

I argument. Soil encore F(a?) unefonction de x guise decompose en deux

facteurs, representes I un par u(a?), I autrepar f(y), y etant lui-meme

unefonction de x; et supposons que f(j ) reste fonction continue de y

pour tout module de y qui ne surpasse pas une certaine limile y. Enjin,

soil Kn le coefficient de x
11 dans le developpement de F(a?) en serie ordonnee

suivant lespuissances entieres de x, et posons Y = - Au developpement
*7

de f(j
/

)
en serie ordonnee suivant les puissances entieres et ascendantes

de y correspondra un developpement du coefficient Aw , qui sera convergent

si la valeur trouvee de Y rend convergejite la serie modulaire qui corres-
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pond au developpement de V integrate

,

(10)
-

/ ./ dpa*JL i-Yy

suivant les puissances entieres et ascendantes de Y.

THEOREMS IV. Soil x= rep ^~* une variable imaginaire dontp designe

I argument. Soil encore F(a?) unefonction de x quise decompose en deux

facteurs, representes l unpar&(x), I autrepar f(y, s), y et z etant eux-

memesfonotions de x, et supposons que f(y, z*)
restefonction continue de

y, z pour tous les systemes de modules de y et z qui ne depassent pas cer-

taines limites

Y, Z.

Enfin, soil A
re

le coefficient de x 11 dans le developpement de F(#) en une

serie simple ordonnee suivant des puissances entieres de x, et posons

y=l, z=i.
y z

Au developpement de f(y, z) en une serie double ordonnee suivant des

puissances entieres et ascendantes de y et z correspondra un coefficient

de An qui sera convergent si les valeurs trouvees de Y, Z rendent conver-

gente la serie modulaire qui correspond au developpement de I integrale

CO

suivant les puissances entieres et ascendantes deYetZ.

II. Application des principes etablis dans le premier paragraphs.

Supposons que, en adoptant les notations employees dans le pre

mier paragraphe, on prenne

et de plus
y \ x.
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Supposons encore que TZ(X) reste fonction continue dc x pour tout

module de x qui ne surpasse pas une certaine limite x, et que f(y)

reste fonction continue de y pour tout module de y qui ne surpasse

pas une certaine limite y. Enfin, nommons Art
le coefficient de xn dans

F(a?), n etant un nombre entier quelconque, et faisons, pour abreger,

Y i.

y

L integrale (10) du I deviendra

la valeur de x etant

D ailleurs, il est important d observer que, si le rapport y est supe-

rieur a la limite x ou, ce qui revient au meme, si Ton a

la fonction sous le signe /*, dans Tintegrale (i), deviendra infinic

pour une seule valeur de x correspondante a un module plus petit

que x, savoir, pour la valeur x = o. Cela pose, en supposant Y&amp;lt;
y-j-^

&amp;gt;

on aura, d apres les principes du calcul des residus,

_ _ _ , __ _

airJL,,* i-\ + x\ p ~~
O(X ^}

ou, ce qui revient au meme,

w(i)
_ , t,!/ JL/ M-f f * T -w-r t

Y i . 2 . . . n l

i \ -+- i V

i designant une quantite infiniment petite que Ton devra reduire a

zero, apres les differentiations effectuees. On trouvera ainsi, pour

valeur de 1 integrale (i), une fonction rationnelle de Y qui sc pre-

sentera sous la forme d une fraction dont le denominateur sera
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(i Y)
n+l

. Done, si Ton developpe cette integrate en serie ordonnee

suivant les puissances entieres et ascendantes de Y, la serie obtenue

sera convergente, non sculement quand on aura Y&amp;lt;- &amp;gt; mais

encore toutes les fois qu on aura
Y&amp;lt;

i. Cette conclusion est d autant

plus remarquable que, dans le cas ou 1 on suppose Y renferme entre

les limites i et &amp;gt; la somme de la serie, sans cesser d etre equiva-

lente au second membre de la formule (3), cesse de representer la

valeur de 1 integrale (i). Alors, en effet, d apres les principes du

calcul des residus, on doit ajouter au second membre de la for

mule (3) 1 expression

Y /Y
_i

y

Si, pour fixer les idees, on stipposait ra(a?)
= i, le second membre

de la formule (3) se reduirait a

Y
(5)

(i-

et, en ajoutant a ce second membre 1 expression (4), on obtiendrait

une somme nulle. G est ce qu il etait facile de prevoir. Car, x etant le

module de x, le rapport

sera developpable, ou suivant les puissances positives, on suivant les

puissances negatives dc x, selon qu on aura Y&amp;lt;
- ou Y

et, par suite, le coefficient de x 1

,
dans le developpement de ce rap

port, sera nul, dans le second cas, pour des valeurs positives de n,

tandis que, dans le premier cas, il sera evidemment represente par

1 expression (5).

Concevons maintenant que Ton prenne, non plus

y i x,

mais
T X-

,
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1 integrale (10) clu I deviendra

r-..- (i + Y)# Y

ct, si le rapport

i-t-Y

est inferieur a la limite x, la valeur de cette meme integrale, repre-

sentee par 1 expression

\ (&quot;*

^ V /

&amp;lt;^pc[(i4- \)x Y

sera ce que devient la fonction

3? X

(8) ^

quand on y pose

Si d ailleurs on developpe cette valeur, non seulement avec la fonction

Y
7TJ

suivant les puissances ascendantes du rapport
-

^^
ma i s encore, avec

ce meme rapport, suivant les puissances ascendantes de Y, chacune

des series ainsi obtenues sera evidemment convergente quand Y veri-

liera les deux conditions

(9)
i x

II importe d observer que la premiere des conditions (9) pourra

etre omise, comme renfermee dans la seconde, si Ton a x
&amp;gt; |, et, a

plus forte raison, si Ton a x= i.
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D apres ce qu on vient de dire, le theoreme III du I entrainera la

proposition suivante :

THEOREME I. Soil x = rep ^~* une variable imaginaire donl la lettrep

represents I argument. Solent, de plus, cj(o?) une fonction de x qui reste

continuepour tout module de x qui ne surpasse pas I unite, et^(y} une

fonction dey qui demeure continue pour tout module de y qui ne surpasse

pas une certaine hmite y. Enjin, supposons que, y etant fonction de x,

et la lettre n designant un nombreentierquelconque, on represente par A,,

le coefficient de x 11 dans le developpement de la fonction

et posons encore

Si Von prend

ou rneme

Y= -

alors, au developpement de f(y) suivant les puissances etitieres et ascen-

dantes de y correspojidra un developpement de A
rt qui sera convergent

avec la serie modulaire correspondante si la valeur de Y verifie la con

dition

Supposons maintenant que I on ait, nonplus

mas

et prenons

Supposons encore que, cr(a?) restant fonction continue de x pour lout

module de x qui ne surpassepas I unite, f(j, z) reste fonction continue de

y et de z pour tons les modules de y, z qui Tie depassenl pas certaines

OEuvres de C. S. I, t. VIII. 55
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limites Y, Z. L integrate (i i) da I deviendm

( I O )
X -. VT xr \ r/ ri~\

~
r -V ^5T ( J? ) Ul) \

27iJ_ ll
. (i Y 4-#Y) [(i + L}x L\

on aura d ailleurs

Z I
i+ Z)ar ZJ

-,+
^T}x Z] i-

?, en developpant le rapport

i - Y + Z

sidvant lespuissances ascendantes de Y, Z, o/i obtiendra une serie double

(/uisera convergente avec la serie modulaire correspondante , quand Y et Z

verifieront la condition

Cela pose, le theoreme precedent, joint a la formule (i i) et an theo-

reme IV du I, entrainera evidemment la proposition suivante :

THEOREME II. -- Soil x = rep ^~* une variable imaginaire dontp repre-

sente I argument. Soient de plus GT(#) une fonction de x qui reste con

tinue pour tout module de x qui ne surpasse pas I unite, et f (j, s) une

fonction de y qui demeure continuepour tous les modules de y, z qui ne

mrpassent pas certaines limites y, z. Enfin, supposons que, y, z etant

fonctions de x, et la lettre n designant un nombre entier quelconque, on

representspar A.n le coefficient dexn dans le developpement de la fonction

et posons encore

Si Von prend

Z=

I X
rri x et .s

x

alors, au developpement de f(j, 5) suivant les puissances entieres et ascen

dantes de y, z, correspondra un developpement de A
rt , qui sera convergent
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avec la serie modulaire correspondante , si les valeurs trouvees de Y, Z veri-

fient la condition

(12) Y + Z&amp;lt;i.

Si, dans 1 enonce de ce theoreme, nous avons omis les deux condi

tions

Y&amp;lt;i, Z&amp;lt;i,

qui doivent etre remplies en vertu du theoreme I, c est que chacune

de ces deux conditions est une suite necessaire de la seule condi

tion (12).

Dans un prochain article, je montrerai avec quelle facilite les prin-

cipes ci-dessus etablis s appliquent a la recherche des conditions qui

doivent etre verifiees, pour que Ton soit assure de la convergence des

series comprises dans les nouvelles formules generales auxquelles se

rapportent plusieurs de mes precedents Memoires.

276.

ANALYSE MATHEMATIQUE. -- Me/noire sur diverses consequences remarquables

des principes etablis dans les seances precedentes.

C. R., T. XX, p. 9.12 (27 Janvier i845).

I. Considerations generates.

Nous sommes parvenu, dans la seance precedente, a un theoreme

que Ton peut enoncer comme il suit :

THEOREME I. Soit

x rePv/-i

une variable imaginaire donl r designele module etp I argument. Soient,

de plus, CT(O?)
une fonction de x qui reste continuepour tout module de x

quine surpasscpas I unite, et f(j, s) une fonction de y, z qui reste con

tinue pour tons les modules de y, z qui ne surpassent pas cerlaines limites
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y, z. Enfin, nommons F(#) unefonclion de x determined par le systeme

des equations

(1) Y(x) = v(

(2) y \ x, X

et supposons que, la letlre n designant un nombre entier quelconque, on

represents par A,, le coefficient de xn
da?is le developpement de F(a?) en

serie ordonnee suivant les puissances enlieres positives, nulle et negatives

de x. Au developpement de f(j
/
, -s) suivant lespuissances entieres et ascen-

dantes dey, z correspondra un developpement de AM qui sera convergent,

avec la serie modulaire correspondante, si les valeurs de y, z veriftent la

forrnlue

(3) + &amp;lt;,.

y z

La condition que doit remplir la fonction GT(J?), assujettie a rester

continue pour tout module dc x qui ne surpasse pas 1 unite, pourrait

etre remplacee dans 1 enonce du theoreme I, comme il est aise de le

faire voir, par une autre condition generalement equivalente a la pre

miere, savoir, que la fonction cj(o?) rqste developpable en serie con-

vergente ordonnee suivant les puissances entieres et ascendantes de x

pour tout module de x qui ne surpasse pas 1 unite. II suit de cette

observation que le theoreme I continuera de subsister, si Ton sup

pose, par exemple,
w(x) = (t x}

s

ou

cr(^) (i x}~
s
,

s designant un nombre infericur a 1 unite.

Observons encore que le coefficient An de x 1

, dans le developpement

de F(o?), sera determine par la formule

(4) Krl= ^f x~ n
V(x}dp,

dans laquelle on pourra, si Ton veut, reduire a 1 unite le module r de
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la variable x, et poser simplement

(5) = *iR.

Ajoutons que, en vertu de 1 equation (i), la formule (4) pourra s e-

crire comme il suit :

(6) A.=-:- f271 J--

Soit maintenant R
m&amp;gt;m

le coefficient du produit

vm -r/n
J -&quot;

dans le developpement de la fonction f(y, z) en serie ordonnee sui-

vant les puissances entieres et ascendantes des variables y,z. On aura,

pour un module de y egal ou inferieur a y, et pour un module de z

egal ou inferieur a z,

(7)

la somme qu indique le signeZ s etendant a toutes les valeurs entieres

nulle ou positives de m et de m . D ailleurs, le module de x etant

reduit a 1 unite dans la formule (5), les valeurs de j, z, tirees des for-

mules (2) et (5), offriront evidemment des modules egaux ou infe-

rieurs au nombre 2. Done, lorsque les limites y, z surpasseront le

nombre 2, on pourra, dans la formule (6), supposer la valeur de f(j, z)

determinee par 1 equation (4). On trouvera ainsi

(8) A*=2~^r C *-n
y&quot;

l zm
271 /-

D autre part, en faisant, pour abreger,

(9) k rt
=

et en supposant que la lettre caracteristiquc A des differences finies

soit relative au nombre entier n, on aura
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par suite, en ayant egard aux formules (2), desquelles on tire

on trouvera
/*

271

Done 1 equation (8) donnera simplement

(10) An =:SH,;i ,
wl A&quot;

-&quot;

Concevons a present que la fonction

renferme, avec les variables/, s, divers parametres

a, b, ..., ,
b , ...,

dont
A 61 m,m

restent fonctions continues pour des modules de ces parametres infe-

rieurs a certaines limites. Si, pour detels modules, la condition (3) se

trouve remplie, alors, non seulement la serie qui a pour terme general

le produit
TJ

, \m+m I.-

1Lm, m **
&quot;-n m

seraconvergente, en vertu du theoreme I, mais, de plus, la somme de

cette serie, ou le second membre de la formule (10), restera, entre

les limites assignees aux modules des parametres

a, b, . . ., a
,

b
,

. . . ,

fonction continue de ces parametres. Done, en vertu du theoreme IV

de la page 416, la formule (10) subsistera toujours entre les limites

dont il s agit, si elle subsiste pour un seul systeme de valeurs attri-

buees aux modules des parametres

a, b, . . ., a
,

b
,

si elle subsiste, par cxemple, pour des valeurs nulles de ces memes
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parametres. D ailleurs, d aprescequiaeteditci-dessus, la formule(io)

se verifiera certainementpour des valeurs nulles do

a, b, ..., a , b
, ...,

si a ces valeurs nulles correspondent des valeurs de y, z dont chacune

surpasse le nombre 2. On pourra done enoncer la proposition sui-

vante :

THEOREMS II. Soil Gj(a?) une fonction de x qui reste continue par

rapport a la variable x pour lout module de x egal ou inferieur a

I unite, ou, ce qui revient generalement au meme, unefonction de x qui,

pour un tel module, soil toujours developpable en serie convergence

ordonnee suivant les puissances entieres de x. Soil de plus f(j, z) une

fonction de y, z qui reste continue par rapport ay et z, tant que le

module dey ne surpasse pas une certaine limite y, ni le module de z une

certaine limite z. Soil encore F(a?) une fonction de x determines par le

sysleme des equations

et, en nommant n,m,m trois nombrcs entiers quelconques, representons :

i par Kn le coefficient de x11 dans le developpement de F(#); 2 par

Hm , m le coefficient du produit y
m zm dans le developpement de f(j, s).

En/in, supposons que lafonction

f(7, -)

renferme, avec la variable x, divers parametres

a, b, ..., a
,

b
, ...,

et que les coefficients

A-n&amp;gt; **jd,if

restentfonctions continues des parametres

a, b, . . .
,

a
,

b
,

...

pour des modules de cesparametres inferieurs a certaines limites. Si, pour
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de tels modules, on a constamment

et si d ailleurs y, z surpassent le nombre 2 dans le cas ou les valeurs de

a, b, ..., a , b , ... s evanouissent , alors on aura loujours, entre les

limites assignees aux modules des parametres a, b, ..., ,//,...,

A YW ,\ n+m \rAn * *!, * ^n mi

la valeur de k etant

et la lettre caracteristique A des differencesfinies etant relative au nombre

entier Ji.

Corollaire I. - -

Si, pour fixer les idees, on suppose

s designant un nombre inferieur a 1 unite, alors, en posant, pour

abreger,
s(s-+- 1). . .(s +- n i)

i . 2 . . . n

on verra la valeur de k
tt , on le coefficient de x11 dans le developpement

de d(ic), se reduire a [s] tl
. On aura clone

et, par suite,
Ank=[-jnlM ;

puis on en conclura

A^ kw_w [*
- m - m

]n+m .

Done alors la formule (10) donnera

(12) k n= 2H
/;t ,

, [ m m
] n+m &amp;gt;.
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Corollaire II. -
Supposons maintenant que, dans la fonction

F(aO-w(*)f(.r,*),

on remplace le facteur f(y, z) par un produit de la forme

Comme on tircra des equations (2)

on aura identiquement, dans I hypothese admise,

/ o \ / / \ / x /\
Or, en developpant le second membre de la formule (i3) suivant les

puissances ascendantes des variables y, z, on obtiendra pour terme

general du developpement une expression de la forme

i . 2 . . . ni i . 2 . . . m
chacun des produits

i . 2 . 3 . . . m, i.2.3...m

i

devant etre remplace par Punite quand le nombre m ou m s evanouit.

Done, dans ce meme developpement, le coefficient H,n&amp;gt;w

- du produit

et la formule (10) donnera

n(m) ( -,

r . 2 . . . /?z 1.2...m

Corollaire HI. - Si Ton suppose a la fois

W(a?)==(ir *)^ et f(j,
^)

et, par suite,

(16) F(a?) (i- ir)- 9(.r)

OEuvrcsdeC.-- S.I, t. VIII. 56
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alors, eu egard auxformules (i i) et (14), 1 equation (10) donnera

f/n)/,
1

( &quot;t )&amp;gt;

(17) A.=I(
i . 2 . . . ni 1.2... m

Corollaire IV. - - Concevons que, dans la formule(i6), on pose

(18) y(x}^(i-ax}V- (i bx}&amp;lt; ...(x}

et

( 19 ) X (a?) = (i
- a x} (i

- b xy. . . X&amp;lt;,

[7.,
v, . . .

, fx , v , . . . etant des exposants reels,

a, b, ..., , //, ...

des parametres reels ou imaginaires dont les modules soient respecti-

vemcnt
a, b, ..., a ,

b
,

...

et

O(a?), X(ar)

deux fonctions de x dont chacunc rcste continue pour tout module

reel et fini de x. Supposons d aillcurs que, les modules

a, b, ..., a ,
b ,

...

etant tous infericurs a 1 unite, a designe le plus grand des modules

a, b, . . . , et a designe le plus grand des modules a , b , . . . , en sorte

qu on ait

(20) i&amp;gt;a&amp;gt;b&amp;gt;..., i&amp;gt;a &amp;gt;b &amp;gt;

Tantque les conditions (20) se verifieront, les expressions

(i axy-, (\ bx}\ ..., (i a x)?, (ib xY, ...

resteront, pour un module de x equivalent a 1 unite, fonctions conti

nues des parametres a, b, . . . , et, par suite, on pourra en dire autant

de la valour de A.n que determinera le system e des formules (4) et(5).

D autre part, en posant
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on tirera des equations (18) et (19)

(21) 9(1 7) (i a )V- (i b? . . .(14- o-j)!* (i H- Aj)
v

...0&amp;gt;(i /),

(22) x (n- s) = (i
-

)H- (i
- 6

)
v

.(i
- g s)V- (i

-
~)

v
. . . X(i + o),

les valeurs de
g-, A, . . . , g ,

A , ... etant determinees par les formules

(.3) ^=7^ h=T^l &quot;

* =/
*

/ /

I 1 /&amp;gt;

Or, comme, en vertu de ces formules, les modules des coefficients

g, h, . . . serontegaux ou inferieurs au rapport

a

et les modules des coefficients g , A , . . . , egaux ou inferieurs au rap

port

les valeurs de

?( y\ x( f + s
)

determinees par les formules (21), seront certainement, la premiere,

fonction continue de y pour tout module de y inferieur a y, la

seconde, fonction continue de z pour tout module de - inferieur a z,

si Ton a

ou, ce qui revient au meme,

i n i a
(961 v&amp;lt;^ 7 &amp;lt;-

-
\ *s \J I y v^ ~

/j ^^ f

a a

Lorsque a, b, . . . , a , //, . . . s evanouissent, on peut en dire autant

de a, a . Done alors les formules (26) se reduisent aux suivantes

y &amp;lt; oo, z
&amp;lt; GO,

qui se verifient pour des valeurs finies quelconques de y, z. On peut
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done alors prendre pour y, z des nombres aussi grands que Ton

voudra, par consequent des nombres superieurs a 2, et 1 equation (10)

se trouve certainement verifiee. Au reste, on pourrait arriver directe-

ment aux memes conclusions en observant que, dans le cas ou les

parametres
&amp;lt;7, b, . . . , a

,
b

, ...

s evanouissent, les equations (21), (22) donnent simplement

?( I j) ; = $( /)&amp;gt; y,(i + z)=\(i + z),

en sorte que les deux fonctions

?( j)&amp;gt; x( r + ~)

se reduisent aux deux fonctions

qui, d apres 1 hypothese admise, doivent rester toujours continues

pour toutes les valeurs finies des variablesy et z.

Lorsque a, b, ..., a ,
b

,
... cesseront de s evanouir, alors, en

vertu du theoreme I, la serie double qui aura pour terme general le

produit
m(&quot;

l -(i] v( &quot;

)( l&amp;gt;

/.._ ,yn .T 1L_ {
r-; - m m ~[

].2...m i. 2 ...m lt

renferme sous le signe Z dans le second membre de 1 equation (17),

sera une serie convergente, tant que Ton aura

y et z etant choisis de maniere a verifier les conditions (26), et par

consequent, tant que Ton aura

. . a a

rri^ r^Tfo 1

Alors aussi, en vertu du theoreme II, la formule (17) subsistera si, la

condition (27) etant remplie, les coefficients

A fl ,
&amp;lt;p

(/H!
(i) et i

(m } (^
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restent, pour les modules attribues aux parametres

a, b, ..., a 1

, V, ...,

fonctions continues de ces parametres. Or, c est evidemment ce qui

aura lieu en vertu des conditions (20). En effet, les modules des para

metres

a, b, ..., a , b
, ...

etant supposes tous inferieurs a 1 unite, les valours de g, h, . . .,

g , h , ..., fournies par les equations (28), seront evidemment des

fonctions continues de ces parametres, et 1 on pourra en dire autant,

non seulement des deux produits

(i a)v-(i by..., (i a )y- (i b Y...

qui cntreront comme facteurs dans les valeurs des expressions

?
( &quot;z)

(i), x (
&quot;

(0,

mais encore de ces valeurs memes qui, en vertu des equations (21),

(22), seront respectivement egales a ces deux produits multiplies, le

premier, par une fonction entiere de g, h, . .. , le second, par une

fonction entiere de g, h , ---- On pourra done enoncer la proposition

suivante :

THEOREME III. - Soil F(r) une fonction de x determinee par une

equation de la forme

s designant un nombre inferieur a I unite. Supposons d ailleurs

9 (a?) = (i ax}V-(i-~ bo:?.. .O(j?)

et

UL, v, . . . , [x , v , . . . etant des exposants reels, &amp;lt;$(x), X(a?) deuxfonc

tions toujours continues de x, et

a, b, ..., a
,

b ,
...
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des parametres dont les modules

a, b, ..., a , b , ...

soient tons inferieurs a I unite. Enfin supposons que, n etant un nombre

entier quelconque, on designe par An le coefficiejit de x&quot; dans le develop-

pement de F(a?) en serie ordojinee suivant les puissances entieres de x. Si,

en nommant a le plus grand des modules a, b, ... et a le plus grand des

modules a , b ,
. . . , on a

a a

alors on aura encore

m(m)(\\ v( n
&amp;gt;ft^

.-ox \ __?/ i\_I A- Lr m w 1(20) A,, ( I) ; I
* rfl &quot;

J n+m&amp;gt;

i . 2 . . . tn i . 2 . . .m L

la valeur de [s] n
etanl determines par laformule

s ( s 4- i ) . . . ( s -f- n
[*] =

i . 2 . . . n

Ainsi le coefficient A,&amp;gt;
se trouvera developpe en une serie double qui restera

convergenie, tant que la condition (27) se trouvera ve
rifiee.

II importe d observer que les formules etablies dans la precedents

seance fourniront le moyen de calculer une limite superieure a 1 erreur

que Ton commettra si Ton arrete, apres un certain nombre dc termes,

la serie dont la somme, en vertu de I equation (28), represente la

valeur de An .

Observons encore que Ton tire, de la formule (28),

(29)
-H[*- a]^ ?(i)^-[*-
-+-

Comme on a d ailleurs generalement

(s i) (s 2). . .(5 m m }

(
/t H- i

)
. . .

(
n -+- w ) (s -+- n i

)
. . . (

s -+- n -
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1 equation (29) donnera
/

(3o) AB= (n- !)[&amp;gt;] 9(1) (!),

la valeur de I etant

9(1)

/* ^) o(i)

Lorsque le nombre n devicnt tres considerable, la valeur precedente

de I devient tres petite. Alors aussi, en considerant - comme line

quantite tres petite du premier ordre, et negligeant les quantites du

second ordre, on voit la formule (3i) se reduire a celle-ci :

(82)
/i + i x(0 s-+-n i 9(1)

II. --
Application des nouvelles formules a la determination

des mouvetnents planetaires.

Soient

t la distance mutuelle de deux planetes m, m ;

T, T leurs anomalies moyennes;

^,
f

j leurs anomalies excentriques.

Le calcul des inegalites periodiques produites dans le mouvement de

la planete m par la planete m , et dans le mouvement de la planete m

par la planete m, exigera le developpement du rapport

en serie ordonnee suivant les puissances entieres positives, nulle et
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negatives, des exponentielles trigonometriques

Si Ton nomme, en particulier,

A/7 et A.
n&amp;lt;

n

les coefficients des exponentielles

dans le developpement dont il s agit, on trouvera

(0 A,= -

et

,
/

T

aw /-

et, comme on aura, en nommant , i
f

les excentricites des deux orbites,

T
fy

e sirnj;,
. T =

&amp;lt;]&amp;gt;

e sin^ ,

les formules (i), (2) pourront etre reduites aux suivantes :

I /** w _ (* ft r\ c i\ i

(3) A= -
/

(4) .,...=:^ f A B (l-e
&quot;

-Il

En vertu de la formulc (4), AM._n sera la valeur moyenne de la fonc-

tion de ty representee par le produit

A,, (
i e cos

ty )
en T v

~
.

D ailleurs, on pourra aisement determiner cette valeur moyenne par

la methode des quadratures, et meme, comme nous 1 avons remarque
dans un autrc Memoire, la determiner de maniere que 1 erreur com-

mise soit inferieure a une limite fixee d avance, si Ton pent deduire

facilement de 1 equation (3) la valeur de Aa . Or ce dernier prohleme
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est precisement 1 un de ceux auxquels s appliquent avec succes les

nouvelles formules, surtout lorsque le nombrc n devient Ires consi

derable. G est ce qu il s agit maintenant de demontrer.

Si Ton pose

1 equation (3) donnera

(5)

la valeur dc 3(x) etant

(6) $(a

et, par consequent, A
tl
ne sera autre chose que le coefficient de x&quot;

dans le developpement de la fonction 3(x) en serie ordonnee suivanl

les puissances cntieres de x. II y a plus : si Ton designe par k une

constante reelle ou imaginaire dont le module k soit tel que J( 5 )

reste fonction continue de z pour un module dc z compris cntre les

limites i et r&amp;gt; 1 equation (5) pourra etre remplacee par la suivante

l-n r^
r / r

(7) A=
/ ar-^f&quot;* &quot;

A

de laquelle il resulte que An sera encore le coefficient dc x 1 dans le

developpement de la fonction F(a?) determinee par 1 equation

(8) (#) = k*

Mais, d autre part, en raisonnant comme je 1 ai fait dans la seance du

&amp;lt;)

decembre dernier, on prouvcra que le rapport -&amp;gt; considere comme
V

fonction de x, est determine par unc equation de la forme

[
x _ ajce-3f- l

\~ [i
tt&amp;gt;r-

1 e cPV
c-

J

2

[i b.re?v/- 1

J

J

[i
b^- e-fv^-^]

2

designant un arc reel, et m1

, a, b trois quantites positives dont les

OEuvrcs de C. S. I, t. VIII. $7
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deux dernieres, inferieures a 1 unite, pcuvent etre censees verifier la

condition

(10) b&amp;lt;a&amp;lt;r.

Enfin, si Ton fait, pour abreger,

f\ = tang({ arc sins),

Ola pose, il sulfira evidemment dc prendre

(12) k = ae-?^i H= DC
2Y]

et de plus

on, ce qui revient au meme,

pour reduire la valeur dc F(ar), que fournit 1 equation (8), a la forme

(.5) F(*) = HA(i-*) *f(*)

Observons d ailleurs que, si Ton substituc dans les equations (i i) la

valeur de k tiree de la premiere des formules (12), on trouvera

(16)
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En comparant la valeur de F(a?) fournie par i equation (i5) a celle

que determinait la formule (16) du I, on reconnait que, pour obtenir

la seconde, il suffit de poser s = ~ dans la premiere et de la multiplier

ensuite par la constantc Rk&quot;. DC plus, pour obtenir les formules (iG),

il suffira evidemment de poser, dans les formules (18) et (19) du I,

d une part,
v. ..=

jyt
=v . .. i,

b ,

a = -*?v-i b -=o,
rt

a= a

a -
5 b r= o,

a

a =:a 2
,

b nrab,

d autre part,

Done, lorsqu on supposera la valeur de F(a?) deterininee par 1 equa-

tion (i5), la condition (27) du I sc trouvera remplacee par la sui-

vante

o 2 b

rz^+rr^ 1

et la formule (3o) du memc paragraphe par 1 equation

(18) A B =HA:(n-I)[*]w? (i)x(i),

que Ton dcvra joindre ii la formule (3i) du I. Ajoutons que, si lo

nombre n devient tres considerable, I sera une quantite tres petite

de 1 ordre de -&amp;gt; qui se trouvera determinee, quand on negligera les

quantitcs du second ordre, par la formule tres simple

-
n+i X (i) *r4-n~i 9(1)



4a2 COMPTES IIEND US DE L ACADEMIE.

Done alors il sutfira quo la condition (17) so vorifio pour que la

valour do An fournie par 1 equation (i) so reduise scnsiblement a

colic quo determinent les equations (18) ot (19) jointos aux for-

inules 16.

FIN DU TOME VIII DE ),A PREMIERE SERIE.
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